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RESUMO

O objetivo principal deste trabalho é descrever os endomorfismos sobrejetores do
anel das matrizes triangulares superiores de ordem |N| x |N| sobre um corpo com pelo
menos trés elementos. Para isso, primeiro descrevemos os endomorfismos sobrejetores

do grupo das matrizes triangulares superiores inversiveis de mesma ordem.



ABSTRACT

The aim of this work is to describe the onto endomorphisms of the ring of triangular
matrices of order |N| x |N| over a field with at least three elements. To do so, we
first describe the onto endomorphisms of the group of the invertible upper triangular

matrices of the same order.
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INTRODUCAO

O inicio do desenvolvimento da teoria das matrizes infinitas pode ser encontrado
em [1]. Segundo o autor, essa teoria comegou a se desenvolver com Henri Poincaré em
1884 e ganhou um grande impulso em 1906, quando David Hilbert usou formas qua-
dréticas infinitas, que sdo equivalentes a matrizes infinitas, para resolver uma equagao
integral. Os primeiros e mais importantes estudos envolvendo matrizes infinitas vie-

ram de problemas decorrentes da Anlise, e ndo da Algebra.

Neste trabalho apresentamos um estudo sobre os endomorfismos sobrejetores do
anel das matrizes triangulares superiores de ordem |N| x |N| com entradas em um
corpo F', T (F'), e é baseado em [9]. Para isso, apresentamos também uma descri¢do
dos endomorfismos sobrejetores do grupo 7T, (F) formado pelas matrizes inversiveis

de 7o (F). Tal resultado pode ser encontrado em [7].

No Capitulo 1 descrevemos os elementos inversiveis de 7., (F') e, portanto, o grupo
multiplicativo T, (F") formado pelas matrizes inversiveis. Além disso, consideramos
varios subgrupos de T, (F') e descrevemos algumas de suas propriedades. Dentre eles,
destacamos o subgrupo UT(F'), formado pelas matrizes de 7., (F') que possuem ape-

nas 1’s na diagonal.

No Capitulo 2 descrevemos os endomorfismos sobrejetores dos grupos T, (F) e
UTw(F).

No Capitulo 3 utilizamos os resultados obtidos no Capitulo 2 para descrever os

endomorfismos sobrejetores do anel 7., (F).



CAPIiTULO 1

GRUPO DAS MATRIZES
TRIANGULARES SUPERIORES

Neste capitulo inicial fazemos uma abordagem das notagdes que usaremos no de-
correr da dissertacdo, bem como das defini¢des e resultados sobre os subgrupos das
matrizes triangulares superiores. Tais conceitos e resultados encontram-se em [7] e em

suas referéncias.

1.1 Matrizes triangulares infinitas inversiveis

Dado um corpo F, vamos denotar por 7. (F') o conjunto das matrizes triangulares

superiores de ordem |N| com entradas em F, isto é,
Too(F) = {a = (a;j) : a;; € F paratodosi,j € N*ea;; =0sei > j},

sendo N* = N\ {0}. Vamos denotar por e, a matriz de 7.,(F') que tem 1 na posi¢do
(i,7) para todo @ > 1 e 0 nas demais. Note que 75, (F) é um anel com as operagdes

usuais de adigdo e multiplicagdo de matrizes e que e, é a identidade desse anel.
Proposicao 1.1.1. Dado a € To(F) sdo equivalentes:
(i) a tem um inverso a direita;
(ii) a tem um inverso a esquerda;
(iii) a é inversivel;
(iv) a;; # 0 para todo i.

Demonstragio. (i) = (iv) Suponhamos que a tenha inverso a direita b, assim ab = e.

Entdo, para cada i,

1= (eoo)ii = (Gb)u’ = Z @irbri = a;ibi;.

i<r<i

Logo a;; # 0 para todo i.
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(iv) = (i) Suponhamos a; # 0 para todo i. Vamos definir b € T (F) tal que
ab = ex. Sejam i, j taisque i < jesejan = j — 1. Sen = 0, entdo ¢ = j. Neste caso
definimos b; = a;;'. Sejan > 0 e suponhamos que para cada par k,/ com 1 < k < le
| — k < n, by ja esteja definido. Sejam 7, j taisque 1 <i < jej—1i=n. Comoi < j,
devemos ter

0= (ab)ij = Z airbrj = aiibij + Z airb’/‘ju

i<r<j i<r<j
ou, equivalentemente,
bij = ag;' [— Z airbrj] .
i<r<j

Como j — r < n para todo r tal que i < r < j, pela hipétese de inducdo, b,; ja estd
definido e, portanto, b;; estd definido. Portanto, definimos b € 7., (F') tal que ab = e..

Analogamente, prova-se (i7) < (iv). Logo (iv) implica (i) e (i) e, portanto, (iv)
implica (zii) . Além disso, (4i¢) implica (i) que implica (iv) e assim o resultado estd

provado. O

Para uma matriz inversivel u = (u;;) € Too(F'), vamos denotar as entradas de u™*

por ’ELZ]

Seja T (F') o grupo dos elementos inversiveis de 7 (). Pela proposicdo anterior,
Too(F) ={a € Tw(F) : a;; # 0 para todo i}.

Os subconjuntos
Doo(F) ={a € Too(F) : a;; = 0sei # j}

UTw(F) ={a € T(F) : a;; = 1 para todo i},
claramente, sdo subgrupos de 7, (F'). Os elementos de D, (F") sdo chamados de ma-

trizes diagonais e os elementos de UT,,(F') de matrizes unitriangulares.

Proposicdo 1.1.2. Paracadat € T (F'), existe d € Do (F) e u € UT(F) tais que t = du.

Demonstragio. Dado t € T (F') tomemos d € D (F') com d;; = t; para todoi, e u €
UTw(F') com u;; = ti’iltij parai < j. Para todo i, temos

(du)i = Z dipUr; = ditii; = ;.
i<r<i
Ese: < j,
(du)ij = Z diptiny = dizuzy = dis(d;; i) = ti;.
1<r<j

Portanto du = t. [
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Vejamos agora alguns subgrupos do grupo UT(F).
(1) Denotemos UT? (F) = UT(F) e, para cada inteiro k > 1, seja

UTE(F) = {u € UTo(F) 1 u; =0se0 < j—i < k}.

Para um elemento arbitrdrio a € T (F), chamaremos de n-ésima diagonal de a
aquela formada pelas entradas (i,i + n), onde n > 1. Portanto, UT¥ (F) é o subcon-
junto de 7 (F') formado pelas matrizes que tem apenas 1’s na diagonal principal e 0’s
na n-ésima diagonal para todon talque 1 < n < k.

Para provar que UT% (F) é um subgrupo de UT,.(F), sejam a,b € UT% (F) e seja

¢ = ab. Temos, para ¢ < j,

Cij = E ai’rbrj = E airbrj + aijbjj‘

1<r<j i<r<j

Se0 < j—i <k, entdo a;; = 0. Além disso, b,; = 0 para todo r € {i,...,j — 1}, pois
0<j—r<j—i<k Logoc; = 0e, portanto, c = ab € UTE(F). Agora, como

= aa~!, temos

€0

0= (ex)ij = Z QirQrj = Z QirCQrj + Q055
i<r<j i<r<j
Se0<j—i<kere{i+1l,...,j},entdo0 <r —i < j—1i < k, o que implica que
Qi = 0. LOgO 0= CLiiC_Lij = 1C_Lij = C_Ll'j de onde segue que a1 c UT;CO(F)

(2) Dados k,l € N*, com k < [, tomemos
REN(F) ={u € UTy(F) :uj;j =0sei#je(i>kouj<I)}

Para provar que R (F) é um subgrupo de UT,(F), sejam a,b € RY(F) e seja

c=ab.Parat < j, ¢;; = Z a;ybyj. Sei > k, entdo a; = 0 sempre quer € {i+1,...,j},
1<r<y
e para r = ¢ temos que b;; = 0. Logo ¢;; = 0. Agora, se j < [, analogamente, temos que

b.; = 0 semprequer € {3,...,j — 1}, e parar = j temos a;; = 0, portanto ¢;; = 0. Logo
c € R®(F). Para todo a € R¥ (F) temos que a~! também pertence a R* (F'), pois como

aa™t = ey, entdo para k < i < j,

0= (ex)ij = E AirQrj = A Q5 = Q.
1<r<j
De forma analoga, considerando a™'a = e, obtemos que @;; = 0se i < j < L.
Para cada [ > 0, vamos também considerar R” = {e..}.

Para quaisquer k,! € N, com k < [, o subgrupo R¥ (F) é abeliano e normal em
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UT.(F); de fato, sejam a,b € R (F). Parai < k <[ < j, temos

(ab)ij = Z @irbrj = aiibij + Z Qirbrj = @iibij + aijbj; = bij + ai

i<r<j 1<r<j

e, analogamente,
(ba),»j = Z bi,,arj = Q4 + bZJ

1<r<j
Portanto ab = ba. Se t € UT,.(F), tomemos g = tat™*. Sei < j < louk < i < j, entdo
qij = Z tipaprfrj = Z t”’ﬂ“j = (eoo)ij =0,
i<p<r<j 1<p<r<y
pois parap # r, a,. = 0ser < loup > k. Logo, ¢ € R* (F).
Observagao 1.1.3. Note que se a € R (F), entdo a;; = —a;; sempre que ¢ < j, pois
0= (ex)ij = (aa™)ij = ay; + @y

(3) Para k,l € N* com k < [, seja
QY(F) ={a € RE(F) : ajy = 0}.

Portanto Q*! (F') é um subconjunto de R¥ (F'). Esse conjunto é um subgrupo de UT,(F),

pois para dois elementos a e b desse conjunto, temos que ab € R* (F') e

(ab)y = Z kb = agy + by = 0.
k<r<i
Logo ab € Q" (F'). Temos também que a~! € Q% (F'), pois ay = —ay = 0.

(4) Para todo k € N*¥, consideremos
HE(F) ={u € UTW(F) :ujj=0sei#kei<j}

Vamos verificar que esse subconjunto é um subgrupo de U7, (F'). Sejam a,b €
HY (F)esejai # k. Sei < j, entdo (ab);; = Z a;-by;, onde a;, = 0 para todo r > ¢,
1<r<j
e para r = i temos que b;; = 0. Segue que (ab);; = 0 e, portanto, ab € H (F). Como
aa~ ! = e, entdo parai < jcomi # k, temos que 0 = (ex)i; = Z a;rar;, onde a; = 0
1<r<j
para todo r > i. Isso implica que 0 = a;a;; = a;;. Logo a™ € HY (F).

(5) Para todo k € N*, seja

VE(F)={u € UTw(F):u;=0sej#kei<j}

A demonstracdo de que V% (F) é um subgrupo de UT,,(F) é anéloga a do item (4).
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(6) Para k,l € N* com k < [, consideremos
TE(F) ={u € UT(F) 1 uyy = 0sei # je (i, ) # (k, )}

Se u € TH(F) e uy = «, denotamos u = ty(«). Para mostrar que T (F) é um
subgrupo de UT,(F), sejam a,b € TF(F) e seja ¢ = ab. Dado (n,m) # (k,l), com

n < m temos
Crom = Z Dy -
n<r<m

Se n # k, entdo a,, = 0 sempre que n < r < m. Logo ¢pm = annbum = bum = 0. Se
m # [, entdo b,,,, = 0 sempre que n < r < m. Logo ¢,m = anmbmm = anm = 0. Portanto,
com = 0ec € TH(F). Note que ¢y = agrbri+amby = ap+by. Portanto, se considerarmos
b € TH(F) com by, = —ay,, teremos que ab € T (F) e (ab)y = ay + by = ag — ax = 0.
Logo ab = e, €, portanto, a=! = b € TH(F). Segue que [ty(a)]™ = tu(—a). As
matrizes de T*(F) serdo chamadas de transvecges.

Denotaremos por ¢;; a matriz de 7., (F') que possui 1 na posigdo (i, j) e 0 nas demais.
Note que e;;er; = 0;,e:, sendo d;; o delta de Kronecker. Para uma matriz a € 7o (F)

que possui entradas ndo nulas apenas, possivelmente, nas posi¢des (i,j) comi € [ e

a = E Aij€i5.

iel,jeJ

j € J, denotamos

Apresentamos, a seguir, algumas propriedades dos subgrupos de UT,(F) que lis-
tamos acima. Comegamos com os subgrupos UTE (F).

Recordemos que se G é um grupo e g, h € G, entdo o produto ghg~*h~! é denotado
por [g, h] e é chamado de comutador de g e h.

Proposic¢do 1.1.4. Seja a € UTY (F). Temos que a;; = —a;; para todo par i, j tal que j — i =
k+ 1.

Demonstragio. Primeiramente, suponhamos que k > 0. Se j — ¢ = k + 1, entdo

0= (ex)ij = g Qi Qrj = Qi + Q55

i<r<j
poisparai < r < j,temos 0 < r—i < j—1i =k + 1, portanto a;, = 0. Sek = 0e

j—1t=k+1,entdo j =i+ 1. Neste caso,

0= (eco)ijit1 = E QirCrjr1 = Qjip1 + Qg iq1-
1<r<i+1
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Proposicao 1.1.5. As transvecgoes satisfazem as seguintes propriedades:

(1) [tom(@), tm(B)] = tu(aB) para todos o, f € Fel <n<m <k;

(2) tpm (@)t (B) = tu(B)tum (), para todos o, B € Fsen <m,k <lem #ken #l.

Demonstragio. (1) Sejam a = t,,, (), b =tk (5) e c = [a,b], com 1 < n < m < k. Temos

Cnk = E anpbprarqbqk - E bnrarq qk + Gpm ( § bmrarq qk)

n<p<r<qg<k n<r<q<k m<r<q<k

= dnm[_)mk + apm Z bmql;qk: = (_Oé)<_ﬁ) + a(em)mk = 055-

m<q<k

Parai=ne? < j < k temos,

Cnj = E , Anpbprlrgbg; = E , AnpQp; = (eoo)nj = 0.

n<p<r<q<j n<p<j
Se j > k temos,
Cnj = E anpbprdrqbqj = § anpbprdrj = § bnrdrj + Anm ( E bmrarj) = 07
n<p<r<q<j n<p<r<j n<r<j m<r<j

pois a,; = 0 para todo r < j, e para r = j temos b,; = b,,; = 0. Agora, consideremos
i#nei<j.Sei<n<m<j, entdo

Cij = E , ipb rCqu aj = E , bzrarq aj

i<p<r<q<j i<r<q<j
= E birbrj + bznanmbmj = (eoo)ij + b'mdnmbm] = 07
i<r<j
ois b;,, = 0,ja que 7 < n < m. Se n ou m nao pertencea {i +1,...,7}, entdo
) )
Cij = E Qip prarq aj = § , bwarq qj = § b“‘bm = 0.
1<p<r<qg<j 1<r<qg<j 1<r<j

Portanto ¢ = t,x(af).

(2) Consideremos a = t,,,(«) e b = t;(3). Note que se n = k, temos ab = bq,

n,min{m,l}

pois a,b € Rol que é um grupo abeliano. Suponhamos entdo, sem perda de

generalidade, que n < k. Dados i < nej <[, temos

(ab)ij = Z airbrj =aiy € (ba)ij = Z birarj = Qyj,

i<r<j i<r<j
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poisb,; =0ser < jeb;, =0ser >1i. Sej=I[, entdo

(ab)is = Y airbr = @by + ay = Oby + ay = ag,

1<r<l

poisk #mei<n <k E

(ba)u = Z biray = a;,

i<r<l
poisi <n < k. Se j > [, entdo b,; = 0 sempre que r < j, assim (ab);; = a;;. E

(ba)i; = Z birar; = ai; + buya; = ai; + by0 = ajj,

i<r<j

pois n < k < l. Por fim, para i > n,

(G,b)ij = Z airij = bij

i<r<j

(ba)i; = Z birarj = by,

1<r<j

pois a;, e a,; sdo iguais a zero se r # i e se r # j, respectivamente. Com isso temos
ab = ba. [

O lema a seguir é usado em vérios resultados do Capitulo 2. Ele mostra que toda
matriz de H (F) é conjugada em UT,,(F) a uma transveccdo de T7%*(F'), para algum
k> n.

Vamos denotar F'\ {0} = ™.

Lema 1.1.6. Sejam o € F* e m,n € N* tais que n < m. Para quaisquer o, € F, a matriz
tam () + Z Qpenp
p=m+1
é conjugada a t,,,, (o) em UT(F).
Demonstragdo. Seja

oo
U= s + g a_lozpemp
p=m+1

e seja b = t,,(a). Sabemos pela Observacio [1.1.3que u™' = e, — Z a apeomp-
p=m+1

Consideremos ¢ = u~'bu. Parai < nei < j temos

Cij = g Uipbprtyj = E biptr; = uz; = 0,

i<p<r<j i<r<j
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pois u;, = 0 para todo p > i e b;,, = 0 para todo r > i, uma vez que i < n < m. Se

n <1 < j,entdo b, = 0 parap # r, poisn < i < p. Sendo assim, ¢;; = Z Uiptir; = 0.
1<r<j
Sen =1 < j <m,entdo

Cnj = § Uppbprurj = § Unpllp; = )J 0,

n<p<r<j n<r<j

pois by, # 0 somente quandop =rjaquer <j<m.Sej=m

Cnm = E anpbprurm = E 7jmoupm + bnm = (eoo)nm +a=a.

np<r<m n<r<m

Finalmente, se j > m, entdo

_ _ _ _ _ 1y
Cnj = E  Unpbprting = E Unplp; + bnmlUms = (€co)nj + Q™ a;) = ay.

n<p<r<j n<p<j
Portanto ¢ = t,,,,(« E QpCrp- ]
p=m+1

Um resultado andlogo vale para as matrizes de V'(F).

Lema 1.1.7. Sejam o« € F* en, m € N* tais que n < m. Para quaisquer o, € F, a matriz

n—1
a) + E QpCpm
p=1

é conjugada a t,, (o) em UT(F).

Demonstragio. A demonstracdo é andloga a do lema anterior considerando

n—1

U= €5 + g oflozpepm.
p=1

O

Usaremos a notagdo UT,,(F') para designar o grupo das matrizes unitriangulares de
ordem n com entradas no corpo F. Se uma matriz a € UT,(F) tiver exatamente uma
entrada ndo nula acima da diagonal principal, na posigdo (k,[), diremos que a é uma
transvecgdo e denotaremos a = ty(ay). O subconjunto {a € UT,(F) : a;; = Osei <
je(i,j) # (k,1)} sera denotado por TF(F).

Lema 1.1.8. O grupo UT,,(F') é gerado por suas transvecgoes.
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Demonstragio. Seja a € UT,(F). Mostraremos que é possivel escrever au = ¢,, com
uw = [[7_, t; para algum p € N, onde ¢; é uma transvecgdo paratodoi = 1,...,pee,
é a matriz identidade de ordem n. Se n = 2, entdo qualquer matriz de UT,(F') é uma

transvecgdo. Consideremos n > 3. Seja t\V) = t15(—ay2) e seja ¢® = atM). Temos

AP =D anty = an+1y =0.

1<r<2

Suponhamos que para algum k > 2 tenhamos uma matriz ¢*) = a []._, t®), onde t®

é uma transveccdo, para todoi = 1,...,[, de forma que cg-“)

bV =ty g (—ct), ) e dD = MM, Temos

=0sei < j < k. Sejam

1 _ 1 _
d1k+1 = Z Cir b£12+1 gl?:-i—l—'—blk—i-l = 0.

1<r<k+1
Para i > 1 temosdlkH —clkﬂ,pmsbr,ﬂr1 = Oparar =1,...,k.Sei < j#k+1, entdo
d} = . Considere b® =ty (—dS), ) e d® = dVb?. Temos

1),(2 1),(2 1 k k k
Z dgr)bfglzﬂ = dg2)bé,11+1 = d§2)(_dgl)c+1) = ng)( Cg ;1+1) =0- (—C§,;3+1) =0.

1<r<k+1

Temos também que

(2) _ (k) (k)  _
Z d2r b1 = dz h1 T bz k1 = Clirr — Clppr = 0
2<r<k+1

Para ¢ > 2, temos d“l€+1 d§}£+1,pois bf,zﬂ =0parar =1,...,k. Sei < j # k+1, entdo

5

d? = d}). Repetindo esse processo k vezes, obteremos uma matriz d*) = ¢(*) I,
i=1

talque df; = 0sei < j < k+1eb? =t,(— d@( k+1) para todo @ > 2. Portanto, é

possivel escrever e, = a([[}_, t;) para algum p € N. Logo a = ([['_, (t:) ™). O

1.2 Os centros de T, (F') e UT(F)

Os grupos T, (F') e UT(F') ndo sdo abelianos. Nesta se¢do calculamos os centros
desses grupos e também o centralizador de UT(F') em T (F).

Denotaremos o centro de um grupo G por Z(G) e se H é um subgrupo de G, deno-

taremos o centralizador de H em G por C¢(H).
Proposi¢do 1.2.1. (1) Z(UT(F)) = {ex}-

(2) Z(Too(F)) = {aes : a € F*}.
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(3) CTOO(F)(UToo(F)> = {(xeoo o F*}

Demonstragio. (1) Seja b € Z(UTw(F')) e seja a = ty(a) € Ul (F) uma transvecgdo
comk>2ea € F*. Tomei,j > 1comj > i+ 1. Como

(ab)i; = Z Qirbrj = bij + aij + Z irbyj,

i<r<j i<r<j

(ba)ij = Z birarj = Clij -+ bij + Z bira,,j

i<r<j i<r<j

e ab = ba, entdo

Z airbrj = Z birarj' (11)

i<r<j 1<r<j

Tomando j = l ei > 1 de forma que k € [i + 1,5 — 1], segue da equacédo (1.1) que
0 = bixag = bipc. Portanto b, = 0 paratodosi > 1e k > 2 com i < k. Logo podemos
concluir que b = e, e, portanto, Z(UT(F)) = {eco}-

(2) Seja b € Z(T»(F)) e seja a = ty(a) uma transvecgdo com k > 2 e a € F*. De

maneira andloga ao que foi feito no item (1), se tomarmos ¢ > 1 e j > i + 1, obtemos

Z airbrj - Z birarj-

i<r<j i<r<j

Tomando j = lei > 1 de forma que k € [i + 1,j — 1], obtemos 0 = ban = bipa.
Portanto, b, = 0se 1 < i < k e, consequentemente, b € D (F'). Consideremos, agora,
c=tprr1()coma € F* ek >1. Comochb=bce

(D) kg1 = Crkbrgt1 + Chr10k+1 k41 = Wbps1 1,

(bc>k,k+1 = bkkck,k+1 + bk,k+lck+1,k+1 = bkkaa

podemos concluir que byy1 +1 = by paratodo k > 1. Logo b = Be paraalgum 8 € ™.

Por outro lado, se b = e, com § € F*, mostremos que b comuta com qualquer
matriz de T, (F'). Seja d € T (F') e considere i < j. Temos,

(bd)ij = Y bidey = bisdi; = B

1<r<j

(db)ij = D dighyy = disby; = diy.

1<r<j

Portanto bd = bd e Z (T (F)) = {aes : a € F*}.
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(3) Seja b € Cr(r)(UTw(F)). Entdo, em particular, b comuta com todas as trans-
vecgdes. Segue da demonstragdo do item (2) que b = fBe,, para algum 3 € F*. Por
outro lado, como Z(T(F)) C Cr r)(UTs(F)), entdo aes € Cr (1) (UT(F)), para
todo a € F*. Portanto, Cr_(r)(UTw(F)) = {aes : @ € F*}. O

As matrizes da forma ae., com o € F serao chamadas de matrizes escalares.

Vamos agora determinar o centro do grupo das matrizes unitriangulares de ordem

finita.
Proposicdo 1.2.2. Z(UT,(F)) = {tin(a) : a € F'}.

Demonstragio. Seja b € Z(UT,(F')). Se n = 2 entdo b = t;5(b12). Consideremos entdo
n > 2esejaa = ty(a) uma transvecgdo de UT,(F) com k > 2e a # 0. Tome i,j > 1

tais que j > 7 4 1. Como ab = ba, entdo

Z airbrj = Z birarj' (12)

i+1<r<j—1 i+1<r<j—-1

Assim, tomando j = [ e > 1 de forma que k € [i + 1,j — 1] segue da equagao (1.2)
que bizay = bjya. Portanto b, = 0 paratodosi > lek > 2com: < k < n. Logo
b possui todas as entradas acima da diagonal iguais a zero, com excecdo da ultima
coluna. Agora, consideremos k = 1 e [ < n. Pela equagao segue que ay;b, = 0e
assim, b, = 0se 2 <[ < n — 1. Portanto b = t,,(b1,,)-

Por outro lado, seja b = t;,(«) e seja d € UT,,(F) uma matriz arbitrdria. Se 1 < i <

J <mn,entao

(bd);; = Z birdyj = dij = Z divbrj = (db)s,

i<r<j i<r<j

e, sel =1 < j <n, entao

(bd)lj - Z blrdrj — dlj — Z leij — (db)lj

1<r<j 1<r<j

Finalmente,
(bd)ln - Z blrdrn - dln + bln

1<r<n

(db)ln = Z dlrbv‘n = bln + dln‘

1<r<n

Portanto bd = db. Logo Z(UT,(F)) = {tin(a) : @ € F}. O



1.3. PROPRIEDADES DOS SUBGRUPOS REL(F) 19

1.3 Propriedades dos subgrupos R" (F)

Ja sabemos que os subgrupos R¥ (F) sdo abelianos e normais em UT,,(F'). Nesta se-
¢do, apresentamos outras propriedades de tais subgrupos, sendo a principal delas que
os subgrupos abelianos maximais e normais de U7, (F") sdo exatamente os subgrupos
RFFFL(F), com k > 0.

Observacdo 1.3.1. Note que R* (F) = TH(F)Q! (F). Como TH(F) e Q¥ (F) sdo sub-
grupos de R (F'), temos que TH(F)Q* (F) C RM(F). Para a outra inclusdo, basta
observar que dados a € R* (F), t = ty(an) e ¢ € Q% (F) com ¢;; = a;; para todo par
(i,7) # (k, 1), teremos que a = tq. De fato, sejam ¢ < j. Se i # k, entdo

= Z tirQrj = Qij = Qij,

i<r<j

pois t;, = 0 paratodor > i. Parai = ke j > [, temos

(tq Z tquW = (qkj + tk:lQl]a (13)

k<r<j

pois na k-ésima linha a transvecgdo ¢ possui apenas duas entradas ndo nulas. Como
[ > k, temos que ¢;; # 0 apenas quando j = [. Se j > [, entdo pela equagdo (1.3),
(tQkj = qrj = arj € Q) = @+t = 0+ ax = ap.

k

Observacio 1.3.2. Dado a € R¥ (F), podemos escrever a = H u®, em que
i=1

z)_

= €oo T E QirCir,

para todo i = 1,..., k. De fato, claramente u') € R* (F) paratodoi = 1,... k. Além
disso, para quaisquer a,b € R"(F), temos que (ab);; = a;; + b;; sempre que i < j.

k; .
Portanto, se considerarmos ¢ = Hu(l), teremos ¢;; = uﬁj)
=1

= a;; para todos ¢ < j e
1<i<k.

Lema 1.3.3. Seja F um corpo e seja H um subgrupo normal de UT.(F'). Sejam k e | niimeros

naturais tais que 1 < k < L.

(1) Se HNTH(F) # {ew}, entdo Q¥ (F) C H. Além disso, se T*(F) C H, entdo R (F) C
H.

(2) Se existir uma matrizu € H tal que uy # 0 e w;; = 0 para (i,j) # (k,l)comk <i < j <
1, entdo Q*V(F) C He QYFY(F) C H.
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Demonstragio. (1) Vamos, inicialmente, considerar & > 2. Pela Proposigao|[1.1.5)

tre(@), ti(B)] = tu(ap),

para todos a, 8 € Fel <r < k < (. Portanto, dado t(«) € H, para algum o € F*,

temos
TIUF) = [T2(F), tu(a)] € H

para todo r < k, uma vez que H é normal em UT,(F'). Mas, pelo Lema tr(7y)
com vy € F*, é conjugada a quaisquer matrizes da forma

0 = tu() + D asens,

s=l+1

comas € F, s > [+ 1. Como H é normal, podemos concluir que ") € H. Novamente,

pela Proposicao temos
T F) = [t (), T (F)] € 1,

e, portanto, podemos concluir que as matrizes da forma b1 também pertencem a

k-1
H. Pela Observagio(1.3.2, dado a € Q¥ (F), podemos escrever a = (H b(”)> pkIHD),

r=1

Logo a € H e, portanto, Q% (F') C H.

Se TH(F) C H, entdao Q" (F) C H, pelo o que acabamos de mostrar. Pela Observa-
cao[L3) RY(F) = TH(F)QU(F) € H.

Agora se k = 1, como TL"Y(F) = [t («), THH(F)] C H, segue imediatamente pelo
Lemal(l.1.6|que Q'L (F) C H.

(2) Suponha que exista v € H tal que uy # 0 e u;; = 0 para (i,j) # (k,l) com
k <i < j <. Para tais pares (¢, j) temos

Além disso,

0= (€co)rs = E Uy Uy = Ugy + Uiy
k<r<l

e, portanto, uy = —uy.
Consideremos, inicialmente, k > 3. Pelo fato de H ser um subgrupo normal de
UT.(F), temos que [h,v] € H para quaisquer h € H e v € UT(F). Seja a = tj_1 ()
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coma € F*esejac=[u',a] € H. Parai < j < k, temos

Cij = § Uil Upqligy = § Uity = (€s)ij = 0,

1SpST<q<j 1<r<j

pois a,; = a, = 0 parap # r e g # j. De forma andloga temos que ¢;; = 0 se
k—1<i< j portantoc € RF;VF(F). Parai < k — 1 < j, temos

Cij = E aipaprurqdqj = E airurqaqj + ﬂi,k—lak—l,k E ukrdrj

1<p<r<q<j 1<r<g<j k<r<j
= E (€00)iqlqj + Qij + Ui g—1Gk—1,kUkj = Qi + Wi f—1Qk—1 Uk (1.4)
1<q<k

Note que Cg—1k = Ak—1k T Ugp—1k—10k—1 kUkk = Qp—1 kT Ok—1k = 0. Portanto ¢ € Q’;O_Lk(F)
Vamos considerar agora b = t,_o4-1(1) ed = [¢7',b] € H. Sejam i < j. Sei < j <
k — 2, entdo

dij = Z Ez‘pbzm’crql_)qj = Z CirCrj = (eoo)ij =0.

1<p<r<q<y 1<T<j

De forma analoga, d;; = O parak—2 < i < j. Sei < k—2 < j, entdo, como ¢ € Q*;F(F),

temos
dij = E CipbprCrqbg; = E CirCrqbgj + Cik—2br—2,k—1 ( g Ck—l,qbqj>
1<p<r<q<j 1<r<q<j k—1<q<j
= E (€c0)igbg; + bij + Cik—2br—2 k—1ck—1; = bij + Cik—2ck—1,; = 0,
1<q<j

pois ¢ 2 = O e, parai < k—2, tem-se que l_)ij = 0. Concluimos assim que d € H:2(F).
Além disso, dy_2) = k-1 = 0e dy_o)—1 = Bk,g,k,l + 1= —1+1 = 0. Finalmente, se
j>k+1,entdo dy_o; = by_oj + Cr_2k20r-1,; = cx_1;. Portanto podemos escrever a

matriz d da forma

[e.e] o
d=ex + E Ch—1,r€k—2,r = €oo + E QU €21
r=k+1 r=k+1
pela equagdo (1.4). Como, por hipétese, uy, = 0 para k < r < [, segue que
o0
d= e + 5 QUprCh—2, -
r=l
Isso nos déa que

A= [[u_l,Tfo_l’k(F)] ,tk—2,k_1(1)} = {eoo + Zauk,«ek_gm fa € F*} C H.

r=I
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Seja z € A. Como z,_2; = auy, com a € F*, entdo pelo Lema temos que z é
conjugada a ty_o;(auy) em UT (F). Para qualquer § € F*, podemos escrever 5 = vyuy,
com v € F*. Portanto T%2!(F) C H. Pelo item (1) temos que R*%!(F) C H.

Agora vamos mostrar que 7% M*1(F) C H. Continuaremos a considerar ¢ =
[u™ al]. Sejab=t;,,1(1) esejad = [¢,b] € H. Sejam i < j. Se j < [+ 1, entdo

dij = Z Cz‘pbprérq[_)qj = Z CirCrj = (eoo)ij =0.

1<p<r<q<y 1<T<j

Sej>1[1+1,entdo

dij = g Cipbprérqbqj = E Cipbprérj = (eoo)ij + Cilbl,lJrlElJrl,j = Oa

iSp<r<q<y 1<p<r<j

pois ¢t € Q¥ V*(F), o que implica ¢4 ; = 0 para todo j > [+ 1. Portanto d € V. (F).
Parai < j =1+ 1, temos

dij1 = E CipbprCrqbgir1 = E CipbprCri1 + ( E Cipbprérl) bri+1

i<p<r<q<i+l i<p<r<i+l i<p<r<i

=(€0)ij+1 + Cibiis1 + (€oo)¢161,l+1 = Cy.

Como ¢ € Q% M*(F), entdo ¢; = 0 parai > k — 1, portanto, podemos escrever d da

seguinte forma:

k—1 k—1
d= €oo T E Cri€ri+1 = €0 + E Uy jg—1 UK Cr [ 41 -
r=1 r=1

Assim, concluimos que

k—1
B— [[Ufl’Tfo*l»k(F)] ,tl,l+1<1)] = {600 + Zﬁnk,lauklemﬂ RS F*} C H.

r=1

Dada uma matriz v € B, temos que vi_1,41 # 0, portanto pelo Lema segue
que v é conjugada a t;_141(vk_141). Logo, TE-HFH(F) C H e, pelo item (1), temos
RF-LAHL(F) C H. Pela Observagéo dado z € Q¥ ' (F), temos que z = [[*Z} u)
onde, parar = 1,...,k — 2, temos u'” € R¥2{(F) C H e u*Y) € REVHY(F) C H.
Logo Q¥ M(F) C H.

Vamos mostrar que T%"2(F) C H. Seja a = t;;11(a) com o € F* e seja ¢ = [u,a] €
H. Fazendo calculos andlogos aos da constru¢do do conjunto A, podemos concluir
que ¢ € QYTH(F) e ¢;; = uyaiiyr; parai < | < j. Como, por hipétese, u; = 0 para
k < i<, temos que c € R&TYF). Seja b = t41,42(1) e d = [¢,b] € H. Analogamente
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ao que fizemos na construc¢do do conjunto B, podemos concluir que d € VL2(F) e que

k k
d=ex + E Crit+1€r 42 = €oo + § Up Q€ 142

r=1 r=1

Portanto

k
C = [[u, TE(F)]  trsa(1)] = {Goo + Zurlaer,l—i-Q ra € F*} CH.

r=1

Pelo Lema podemos concluir que TX*2(F) C H. Pelo item (1), REH2(F) C H e,
pela Observagao|(1.3.2, Q&1 (F) C H.

Para o caso k = 2, temos
D = [uaToloz(F)] = {600_{—27“27’6” 1y € F*} C H.
r=I

Sejab € D C R2(F). Temos que by, # 0, implicando que T(F) C H. Pelo item (1)
segue que R (F) C H. Logo QL (F) C H. Temos também que

2
E=[[u,TZ(F)]  tipae(1)] = {eoo + Zuﬂaer,m ca € F} C H.

r=1

Portanto R%/*2(F) C H. Pela Observagao temos Q% T1(F) C H.

O caso k = 1 é analogo ao caso k = 2. O

Teorema 1.3.4. Seja F' um corpo e seja S a familia dos subgrupos abelianos maximais de
UT.(F) que sio normais. Entdo S = {REFTY(F) : k € N*},

Demonstragdo. Ja sabemos que R¥*1(F) é um subgrupo abeliano e normal em U7, (F).

Para provar sua maximalidade consideremos g € Cyr. () (REFT(F)) e escrevamos

-G

onde g é uma matriz de ordem k. Seja u = t,,,(1) comn < kem > k + 1. Entdo

Q| (@)

u € REFFL(F) e, portanto, gu = ug. Se i < n, entdo

(gu)zm = Z GirUrm = Gin + Gim

1<r<m

i<r<m
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Logo gin, = 0 paratodoi < ncomn < k. Portanto g = e;. De maneira andloga, se j > m
entdo (gu)n; = gnj € (U9)n; = Gmj + gn;- LOO gm; = 0 para todo j > m comm > k + 1.
Podemos concluir entdo que § = e, €, consequentemente g € R***!. Isto nos da
que Cyr., () (REFTH(F)) C REFFY(F). Como qualquer subgrupo abeliano de UT,(F)
que contém R (F) esta contido em Cyr (py(REF(F)), temos que REFM(F) é um
subgrupo abeliano maximal de U7 (F).

Seja H € S. Como H # {e}, entdo H possui matrizes diferentes da matriz identi-
dade. Pelo item (2) do lema anterior podemos concluir que H possui subconjuntos da

forma
Apm = QVM(F) U QEHN(F),

com 2 < n < m. Caso exista k € N* tal que todo 4,,, de H esteja contido em R%F1(F),
teremos H C RMFT(F); de fato, se H ndo estiver contido em R®*1(F), entdo exis-
tird uma matriz a € H tal que a;; # 0 para algum ¢ > k ou j < k + 1. Portanto, a
matriz a terd uma entrada que satisfaz as condi¢des do item (2) do lema anterior e,
consequentemente, teremos A;; C H, com i > kou j < k + 1, contradizendo o fato
de REFL(F) conter todos os subconjuntos A, de H. Suponhamos, agora, que nao
exista k € N* de forma que R%**!(F) contenha todos os subconjuntos A,,, de H. Seja
m = min{j € N* : A;; C H}esejai € Ntalque2 < i < me A;, C H. Portanto
existe v € H tal que u;; = 0 para todo j < m e Uy, # 0 paraalgumn = 1,...,m — 1.
Seja A,s C H tal que A,; ¢ R™'™(F). Como s > m, entdo devemos ter r > m — 1.
Com isso, podemos garantir que t,,;,(8) € A,s C H para algum € F* el > s. Seja
a =t (B). Temos que

(@)t = Y Gl = Ui,

n<r<l

pois n < m. E, por outro lado,

(ua)nl - E UprQp] = Upl + UpmGmi = Up, + unmﬂ'
n<r<l

Como H é abeliano, obtemos que u,,,5 = 0, o que é uma contradi¢do. Portanto,
existe k € N* tal que R¥*1(F) contém todos os A;; de H e, consequentemente, H C
RFEFFL(F). Como H ¢é abeliano maximal, segue que H = REFFL(F). O

Proposicao 1.3.5. Seja F' um corpo arbitrdrio. Dados quaisquer k,l € N* com k # [, temos
[RlofékJrl (F), Ré,(l;rl (F)] — Rgin(k,l),max(k,l)Jrl (F)
Demonstragio. Vamos primeiramente mostrar que

[RESTHE), RS (F)] = [Rg™H (F), RSHH(F)-
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Dados a € R¥FL(F) e b € RYFH(F), temos
[a,b] = aba b = aba"(a"ta)b " (a " a) = (aba)a"(abra N )a = [abat, a7

Como RYFH(F) é um subgrupo normal de UT,,(F), entdo aba™* € RYFH(F). Isto nos da
que os geradores de [R%FH(F), RYFY(F)] pertencem a [RY T (F), REFH1(F)] e, portanto,
[REFFL(F), REFY(F)] C [REFY(F), REFL(F)]. Ainclusdo contréria pode ser provada de
maneira andloga. Sendo assim, podemos considerar sem perda de generalidade que
k < . Portanto, queremos provar que [R%F(F), RUFYE)] = REFL(F).

Sejam a € REFF(F), b € R (F) e sejam i < j. Se i > k, entdo

[avb]ij = Z Qip mam g = Z bquqj = (ex) i = 0.

i<p<r<q<j 1<q<j

Analogamente, se j < [ + 1 entdo [a,b];; = 0. Logo [a,b] € RYT(F) e, portanto,
[RETH(F), REFH(F)] € RETH(E).

Para provar a inclusdo contrdria, note que para cada i < k, temos 7% (F') C RkFHI(F)
eparacadaj > [+1,temos T4 (F) C RY(F). Logo, pelo item (1) da Proposigéo

TU(F) = [T(F), TL(F)] € [RYH(F), R (F),

para todos i < ke j > [+ 1. Sejad € RMTI(F). Pela Observagdo podemos

v
escrever d = [[;_, u”, onde

ul = e + > dipeir € Hi(F).

r=Il+1

Paracadai = 1,...,k, temos que u() = e ouuy) = di; # 0 para algum j > | + 1. Se

ul) # e, sejam = mm{j >1+1: u ) £ 0}. Pelo Lemal1.1.6, u é conjugada a trans-
vecgao tim (diy,) € T(F) C [R’;Ok“(F), RYAY(F)). E facil ver que [REF(F), RYAY(F)]
é um subgrupo normal de UT, (F), portanto vV € [REFL(F), REFL(F)]se 1 < i < k.
Logo d € [REML(F), REFY(F)). O

1.4 O subgrupo derivado de T (F)

O objetivo desta segdo é provar que o subgrupo derivado de T (F') coincide com o

subgrupo UT..(F') quando |F'| > 3. Para isso, precisamos do seguinte lema:

Lema 1.4.1. [UTE (F),UT(F)] = UTE(F) para todo k > 0. Além disso, todo elemento
u € UTEL(F) pode ser escrito como u = [v,w] comv € UTE (F) e w € UTyo(F).
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Demonstragdo. Sejama € UTE (F),b € UTyo(F)ec = [a,b]. Paral < j—i < k+1, temos

Cij = Z ipbpringbej = ais ( Z birrqb qj> + Gij, (1.5)

1<p<r<q<j i<r<q<j

poisa;, =0parai <p < jumavezqueO0<p—i<j—i<k+1leaec UTE(F). Agora,
sei <r<g<j,entio0<qg—r<g—i<j—i<k+1le portanto,0 < qg—1r < k.

Logo, a,, = 0. Assim, a equacao (1.5) pode ser reescrita como

= Z birl_)’rj + Z birarj +aij'

1<r<j 1<r<j

Mas, parai <r < j,temos0 < j—1r < j—1t < k+ 1e, portanto, a,; = 0. Logo,
Cij = (eoo)ij -+ C_lij + aij.

Se0<j—i<k+1entdoa;; =0ea; =0e,sej—i=Fk+1, entdo a;; = —ay,
pela Proposigdo Logo, c¢;j = 0 e, portanto, ¢ = [a,b] € UTE(F). Segue que
[UTL(F), UTw(F)] C UTE(F).

Para a outra inclusdo, mostraremos que dado u € UTEM(F), existem v € UTE% (F)
ew € Ul (F) tais que u = [v,w]. Seja v = ey + Ze@HkH € UT" (F). Se existir

=1
w € UT(F) tal que u = [v, w| entdo vw = wwv. Vamos verificar que existe tal w. Seja

¢ = vw, d = vwv e consideremos ¢ > 1. Temos

Cii+k+2 = E VipWr i+k+2 = Wi itk+2 T With+1,i+k+2
i<r<i+k-+2
e
di,i+k+2 = E UipWprVr it k+2 = E WirVpitk+2 T Wit kt2
i<p<r<it+k+2 i<r<i+k+2

= Wjit+k+2 T Wiir1 + Uiirk+2-

Para que tenhamos ¢ = d devemos ter ¢; ;412 = d; ;+k+2 € assim

Wit kt1,i+k+2 = Wiit1 T WUiitk+2,

para todo i > 1. Sendo assim, é possivel construirmos a primeira diagonal de w se

inserirmos suas k + 1 primeiras entradas (w; ;41 : 1 <14 < k + 1) de forma arbitréaria.

Para a construcdo das demais diagonais de w, considere | > i + k + 2. Neste caso,
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temos
Cit = E Vip Wy = Wig + Wigkt1,1
i<r<l
e
dil = E UipWprUpp = E Wiy + § UipWpyrUr,
1<p<r<l i<r<i i+k+2<p<r<i

pois u;, = 0se i < p < i+ (k+ 2). Portanto,

dip = Wi + Wi j—p—1 + ( E uipwpl) vy + < E uipwp,lkl) Vi—k—1,1-

i+k+2<p<l i+k+2<p<i—k—1

Como queremos ¢; = d;;, devemos ter

Witht1,l = Wil—g—1 E UipWp + E UipWp | —f—1-
i+k+2<p<l 1+k+2<p<i—k—1

Observe que se | — (i — k — 1) = n para algum n > 2, entdo as entradas w;;_;_1, Wy
(comi+k+2<p<l)ewy_1(comi+k+2<p<Il—k—1)pertencem a diagonais
anteriores a n-ésima diagonal. Portanto, se inserirmos arbitrariamente as k-primeiras
entradas da segunda diagonal, podemos construi-la usando as entradas da matriz u e
as entradas da primeira diagonal. Logo, indutivamente, é possivel definirmos todas as
diagonais da matriz w a partir de diagonais anteriores ja definidas. Sendo assim, existe
w € UT(F) tal que u = [v, w]. O

Teorema 1.4.2. Seja F' um corpo com pelo menos 3 elementos. O grupo derivado de T, (F)
coincide com o grupo UT (F).

Demonstragio. Se a,b € T, (F), entdo [a, bl;; = ay;bia;;b; = 1. Portanto, [T (F), Tao (F')] C
UT(F).Sejaa € Ul (F) esejaa € F* tal que 1 — a € F*. Tomemos b = [z, d] onde

1 CL12(]_ — Oé)il
1 CL23<1 — Oé_1>_1

1 azs(l — )™t

o0 o0
. . -1 —1\—1
Mais precisamente, © = e, + E agi—12i(1 —a) egim1.9 + E agi2it1(l —a ) Tegi2i1
i=1 =1



1.4. O SUBGRUPO DERIVADO DE T (F) 28

o0
ed= E o (M4 2. Para todoi > 1, temos b; = 1. Temos também que
i=1
biit1 = E , TiplprTrqdg,i+1 = § LipppTp,it1dit1,it1
1<p<r<g<i+l 1<p<i+l
=T;idiiTi i 1dip 1,01 + Tigr1dip1in1 Tirni1dic i (1.6)

:diifi,i+1di+1,i+l + iy
Se i for impar, pela equacgao e pela Proposigao temos
biiv1 =a]—a;i41(1 — )+ a;iv1(l — )t = a;iv1(l — a) 'l —a)= Qg1
Se i for par, temos
biivi =—ai(1—a ) o' +a,m(l—a ) =a,m(1—a )1 —a) =aji.

Portanto, a primeira diagonal de b é igual a primeira diagonal de a. Vamos considerar

c¢=>b"ta. Paratodoi =1,...,n, temos
it+1

Ciitl = E birar,iJrl = Qi1 T bi,iJrl = Q441 — bi,i+1 =0.
r=1

Portanto, c € UTL (F) e, pelo Lema ¢ = [u,v] comu,v € UTy(F). Como ¢ = b 'a,

temos que a = [z, d|[u, v]. O



CAPITULO 2

ENDOMORFISMOS SOBREJETORES DE
UTxo(F) EDE Too(F)

O objetivo deste capitulo é descrever os endomorfismos sobrejetores dos grupos
UT(F) e To(F) onde F é um corpo com pelo menos trés elementos. Todos os resul-

tados apresentados neste capitulo encontram-se em [7] e em suas referéncias.

2.1 Alguns endomorfismos de T, (F) e de UT,(F)

Antes de apresentar os resultados, vamos definir alguns endomorfismos sobrejeto-
resde T (F) ede UT(F).

(1) Dado ¢ um endomorfismo sobrejetor de F, definimos a aplicacdo 7: T (F) —
T (F) por (6(x))nm = o(znm) para quaisquer m,n € N*. Note que & é um endomor-
fismo sobrejetor de T (F') o qual chamaremos endomorfismo induzido (por o).

Se considerarmos o como sendo um automorfismo de F, entdo & serd um automor-
fismo de T, (F).

Analogamente, definimos endomorfismos induzidos sobre UT,(F).

(2) Dado t € T(F'), vamos denotar por Inn, o automorfismo interno de T, (F) defi-
nido por ¢, isto &, Inn; : To(F) — Too(F) é a aplicacdo definida por Inn,(z) = tzt™'.

Os automorfismos internos de UT,(F') serdo denotados da mesma forma.

(3) Dado d € D..(F), consideremos a aplicacdo Diagy : UTw(F) — UTw(F) defi-
nida por Diagy(z) = dzd~'. E facil ver que Diagy é um automorfismo de UT,(F) o

qual serd chamado de automorfismo diagonal.

(4) Seja k € N e considere a aplicagdo Upy, : T (F') = Too(F') definida por

(upk (CL’) )nm = Tn+k,m+k>

para todos m,n € N*. Mostremos que Up;, ¢ um endomorfismo sobrejetor de T (F).

29
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Sejam z,y € T (F'). Paran < m, temos

m~+k

(qu(xy))n (xy n+km+k — Z Tn+k 1Yl m+k-
l=n+k

Por outro lado, consideremos Upy(z) = a e Upy(y) = b. Temos

m m-+k
(Z/{pk ($)qu(y))nm = Z a'nz im Z Tn4ki+kYitkm+k = Z T4k 1Yl m+k-
i=n =n l=n+k

Portanto, Upy(zy) = Upy(z)Upk(y). Mostremos, agora, a sobrejetividade de Up;. Seja
r € To(F). Considere y € T ,(F) onde, para i < j, temos y;; = (ex)ij S€ ¢ < k e
Yij = Ti—gj—k S€ @ > k. Entdo Upk(y)ij = Yitkjtk = Titk—kj+k—k = Zij €, portanto,
Upi(y) = =. Logo, Upy, é um endomorfismo sobrejetor.

Analogamente, definimos Up;, : UT(F) — UTw(F'), o qual também é um endo-

morfismo sobrejetor.

Dado um grupo G (ou corpo F'), usaremos o simbolo Ep(G) (ou Ep(F)) para denotar
o conjunto de todos os endomorfismos sobrejetores de G (ou F). E Aut(G) (ou Aut(F))

para denotar o conjunto dos automorfismos de G (ou F).

2.2 Endomorfismos sobrejetores de UT, (F)

Antes de descrevemos, os endomorfismos sobrejetores do grupo UT(F'), precisa-
mos de alguns resultados preliminares.

Lema 2.2.1. Se ¢ € Ep(UT(F)), entdo $(UTE (F)) C UTE(F), para todo k > 0. E se
¢ € Aut(UTo(F)) entdo o(UTE (F)) = UTE (F), para todo k > 0.

Demonstragio. Seja ¢ € Ep(UT(F)). Se k = 0, entdo ¢p(UT(F)) C UTx(F). Supo-
nhamos por indugdo que ¢(UTE (F)) C UTE (F), para todo k < n, para algum n > 0.
Vamos mostrar que ¢(UTZH(F)) C UTEH(F). Seja u € UTLH(F). Pela Proposi-
cdo temos que u = [v,w] para algum v € UTZ(F) e w € UT,(F). Portanto,
o(u) = [p(v),p(w)]. Pela hipétese de indugdo, ¢(v) € UTZL(F) e p(w) € UT(F).
Novamente pela Proposi¢do segue que ¢(u) = [p(v), d(w)] € UTLH(F). Logo,
HUTLH(F)) CUTL(F).

Consideremos agora ¢ € Aut(UTy(F)). Como ¢~ € Aut(UTx(F')), entdo, pelo que
mostramos acima, ¢~ (UTE (F)) C UTE (F) e, portanto, UTE (F) C ¢(UTE (F)). O

A demonstragdo da proposigdo a seguir pode ser encontrada em [7, Proposicdo 2.1].
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Proposi¢do 2.2.2. Se ¢ € Ep(UT(F)), entdo existe k € N tal que, para todo | € N com
I >k, ¢(RYTY(F)) = RIGHFY (), eparal < k, ¢(RYLT(F)) = {ex }-

A préoxima proposic¢do é um resultado sobre endomorfismos sobrejetores de UT . (F')

que preservam os subgrupos da forma R%*1(F) para todo k > 1.

Proposigdo 2.2.3. Seja ¢ € Ep(UTo(F)). Se ¢(RY"H(F)) = RL"(F) para todo n € N,
entdo existe uw € UT(F') tal que, para todo o € F* e para quaisquer n,m € N* comn < m,
wW(d(tnm(@)u™t =ty (o), para algum o/ € F.

Demonstragido. Vamos fazer a demonstracdo em etapas.

(1) Para cada par n,m € N* com n < m existe o™ € F* tal que
O (trm (™)) # 0.

Por hipoétese, qb(R” "H(F)) = RETH(F) e ¢(R™ V™) = R-Y™(F). Pela Proposi-
cao[L.3.5] Rv™(F) = [RuH(F), Rt (F)], sendo assim, ¢(R™™(F)) = RY(F). Por-
tanto, dado b € Rgom(F) com b,,, # 0, existe d € RZ'(F) tal que ¢(d) = b. Pela

Observagao [1.3.2 sabemos que d = H h®, com h) € H! (F)paratodoi=1,...,ne,
r=1

além disso, hw = d;; para todo j > i. Note que h) € UT"~"(F) para todo i < n. Pelo
Lema2.2.1) ¢(UTZ™(F)) € UTZ™(F). Como by, # 0, entéo b ¢ UTT"(F) e, por-
tanto, d ¢ UT™ "(F). Logo, h™ ¢ UT™"(F), ou seja, b\ # 0 e, consequentemente,
bum = O(h™)m. Pelo Lema existe a € UT,(F) tal que h™ = atnm(h%n)b) —1. Se

¢(tnm(h£;;7)z))nm = O, entao

¢(h(n))nm = Z ¢(a)np¢(tnm(hgﬂ%))pﬁb(a)rm = (em)nm =0,

n<p<r<m

uma vez que tnm(h ) R (F)e ¢(RZ(F)) = RY'(F). Logo, ¢(tum(h nm))nm # 0.

O passo (1) nos garante que ¢(tx x+1(1))kx+1 # 0 para todo k > 1; de fato, pela Pro-
posigdo tenre(@®FY = [t (1)t e (@®F )] Suponhamos  que
Ot rr1(1))krsr = 0. Entdo ¢(trrs1(1)) € UTL(F), pois ¢(trri1(1)) € REFFLUE).
Pelo Lema [L41] [¢(tirr1(1)), ¢(tiripsa(@®FFD))] €  UTZ(F) e, portanto,
D(thpro(@®F D)) = G([tg i1 (1), trrrpre(@®*2)])) € UT2(F), o que é uma contradi-
¢ao, pois pelo passo (1), ¢(txpra(@™ ) 10 # 0.

(2) Existe u € UT,(F) tal que ug(tix(a™))u=t =t (y1%) para algum v(*¥) € F*,
para todo k£ > 2.

Sabemos que ¢(t;;(a*®)) € R!:(F) e, portanto, pelo item anterior, ¢(t;,(a™™)) =
eee +7Mey, + > o 1 QhpC1p, COM 7% € F* e ay, € F, para todo p > k + 1. Pelo
Lema o(t1(a*¥))) é conjugada a transveccdo t'*(y¥) pela matriz v®) = e, +

>0 i1 (Y1) L agyer,. Mostremos que a matriz u que estamos procurando é
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1 0 0 0 0
L (v"®)lass (7)) tas (v12) lass
u— 1 (V%) aze (%) ags

Note que a k-ésima linha da matriz u é igual a k-ésima linha da matriz v*) para todo

k > 2. Como uu™! = e, entdo, para todo j > 1,

17 — E ulrarj = al]

1<r<y
Consideremos b = t1;,(7*) e ¢ = u~'bu. Paraj = 2,...,k — 1, temos
Ci; = E ulp pTuTj = § ulru'r] )lj = 0.
1<p<r<j 1<r<j

Se j = k, entdo

— — 1k
Cip = E ulpbprurk = E UlrUrg + blkukk = ’7( )

1<p<r<k 1<r<k

Para j > k, temos

clj = E Uipbprtly; = E Ur,urg + by = Y (V) Ty = agg.
1<p<r<j 1<r<j

Para: > 2ej > i, temos

Cij = E uzp pru'rj = E uzrur] = 0.

i<p<r<j 1<r<j

Logo, u™'t1,(v*))u = ¢(t11(at?)), como queriamos.
Tomemos ¢ = Inn,¢.

(3) Sejam n,m € N* com n < m e seja o € F*. Temos que ¢ (tym(a)) = €0 +

[e.9]

E are1y + E Anr€nr, para alguns ay,, a,, € F, paratodor > m.
r=—m r=m

Seja !l > 2 com | # n. Pela Proposigéom

tu (a(”))tnm(a) = tum(Q)ty (oz(”)).

Considerando a = ¢/ (tym(a)) e b = ¢ (ty(a)), temos que ab = ba. Como t,,(a) €
R (F), entao ¢(t,m,(a)) € RY'(F). Além disso, como R (F') é um subgrupo normal
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de UT(F), entdo a = ¢'(tym(a)) € RY™(F). Pelo item (2), b = ¢'(t1;(a™))) = t1;,(v1D)
para algum 7!} € F*. Logo, para j > [, temos

(ba)lj = Z blpapj = aij + bllalj

1<p<j
e
(ab)yy = Y apby; = ay;.
1<p<y
Logo, a;; = 0.
(4) Sejam n,m € N* comn < mesejaa € F*. Temos que ¢'(t,m(a)) = €co+a1mer1m+
ApymCnm-

Sejam n/,m’ € N* comn < n’ < m’en’ # m. Pela Proposi¢do temos
inm(@)tn/m/(a(n/ml)) = tn/m/(&(n/ml))tnm(Oé).
Considerando a = ¢/ (t,m(@)) e b = ¢ (tymy (a™™))), temos ab = ba, onde

(ba)nm/ = Z bnpapm’ = Upm! + On

n<p<m’

(ab>nm’ = Z anpbpm’ = Qpy’ + bnm’ + ann’bn’m’-

n<p<m/

Como b,y # 0, temos que a,,y = 0 para todo n’ > n com n’ # m. Temos também que

(ba>1m’ = Z blpapm’ = Q1py + blm’

1<p<m/

(ab)lm’ = Z CLlpbpm’ = Q1 + blm’ + aln’bn’m"

1<p<m/’
Portanto, a,, = 0 para todo n’ > n com n' # m.
O passo (4) nos garante que ¢/ (t1,,(«)) € TL™(F') paratodo « € F e para todom > 1.
(5) Existe z € UT(F) tal que Inn.—1¢/ (tyx41(1)) € TEFH(F) para todo k > 1.
Sabemos que para todo k > 1, ¢'(tx+1(1)) = € + A1 k+1€1 k+1 + Ak 1€k k41, COM

a1 p+1 € F e apyr € F*. Vamos mostrar que

o0
a1,i4+1

Z =€y +

i

a €1;
—9 4,041

é a matriz que procuramos. Consideremos k > 1 e seja a = ¢'(t+1(1)). Temos, pela
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Observacao(l.1.3

-1 _ —
(277 a2)1 41 = g Z1pCpr e +1 = E Z1pQp k+1 + 21, k+1
1<p<r<k+1 1<p<k+1
a1,k+1

=01 k+1 + 210k k+1 T Z1k+1 + 21 k+1 = —
A k+1

Sel<j#k+1,temos

-1 _ — —
(Z CLZ)lj = E Z1pQprirj = E Z1pQpj + 215 = 215 + 215 = 0.

1<p<r<j 1<p<j
Paral <1 < j, temos
z az E ZipQprZrj = Q4j,
1 <p<r<j

ag ky1 + a1 g1 = 0.

pois Z;, = 0 paratodop > i > le z,; = 0 para todor = ¢,...,j7 — 1. Portanto, pelo

passo (4), &' (trx+1(1)) € TEFY(F).

Note que z7'¢/(t1,n(a))z € TL™(F) para todo o € F e m > 1; de fato, dado b =

¢ (tim(@)), para l < j < m, temos

(z’lbz)lj = Z leprZT'] (€OO>1J =0

1<p<r<j

e para j > m, temos

(Z_lbz>1j = Z Elpbprzrj = (eoo)lj + blmzmj = blmzmj-

1<p<r<j

Como m > 1, entdo (271b2)1j; = binzmj = 0se j > m. Paral < i < j, temos (2 'bz);; =

bij-
Consideremos ¢, = Inn,-1¢’.
(6) do(T5FHH(F)) C TEM(F).

Ja sabemos que ¢o(T2(F)) C T2(F). Fixemos k > 2. Dado a € F, pelo passo (4)
e fazendo célculos andlogos aos do passo (5), temos que ¢a(t k+1()) = oo + Begr1 +

ve1 k41, para alguns 5,y € F. Consideremos a = ¢ (tx +1(cv)). Pela Proposicao [1.

tho1h1(@) = [th—16(1), ti kg1 ()] Portanto, ¢o(tr—1k+1(v)) = [P2(tr—1£(1)), al. Se k =2,
entdo pelo passo (4), temos que ¢ (tx—1 k+1(a)) = ty—1 441(8). Para k > 2, consideremos
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b= ¢o(ty_1x(1)), sabemos que b € T51*(F), pelo passo (5). Logo,

¢2 (tk—l,k—l—l(a))l,k—i-l = Z blpapr[_)rqaq,k—i—l = Z alrl_jrqaq,k—‘rl

1<p<r<q<k+1 1<r<q<k+1
= Z b1glg k1 + Q11 = Qugy1 + a1 g = 0.
1<q<k+1
No passo (4), vimos que ¢/ (t;_1 54+1(®0)) = €co+Aek_1411+ N €1 541, paraalguns N, A € F.
Note que ¢o(¢' (tk—1+1())) também manterd as mesmas entradas nulas. Portanto,
Go(TE-VEHL(F)) C TE-LM(F), para todo k > 2.
Podemos ver também que tj, j+2(a) = [tk g+1(), thr1 £+2(1)], consequentemente,

Ga(trkr2()) = [a, Pa(trs1k+2(1))]. Considerando ¢ = ¢o(tri1x42(1)), temos que ¢ €
TEAHR2(F), pelo passo (5). Logo,

¢2<tk,k+2(a>)l,k+2 = E Clpaprarqaq,k+2 = E alrarqaq,k—l&
1<p<r<q<k+2 1<r<q<k+2
=1 k4 1Ch 1k 420k 12 k12 = V(= Chi1hr2) = —VChi1hro-

Como ¢o(TEF2(F)) C TEFF2(F), entdo —ycyi1 412 = 0, portanto vy = 0, pois ja sabemos
que cpi1 k42 7 0. Logo, ¢a(terii(a)) = trrr1(B).

(7) Sejam k, | € N* com k < . Temos que ¢o(TX(F)) C TH(F).
Ja sabemos pelo passo (6) que a afirmagdo acima é verdadeira paral = k+1. Sejar > 1
e suponhamos que ela seja verdadeira para todo [ tal que { — k < r. Se | — k = r, segue

pela Proposicao que

02(Toe(F)) =02([T" (), TS (F)]) = (0o T (F)), ¢o(TSH (1))
T (F), T (F)] = T (F).

]

Vamos a tltima proposigdo necessdria para a demonstragdo do principal resultado
desta secao.

Proposicdo 2.2.4. Se ¢ € Ep(UT(F)) satisfaz as sequintes condigdes:
(1) ¢(RZ"TY(F)) = R2"(F) para todon € N,

(2) P(T2™(F)) = T2 (F) para quaisquer n,m € N* comn < m,
entdo existe d € Do (F) tal que ¢ = Diag,o para algum o € Ep(F).

Demonstragio. Dados n,m € N* com n < m, considere a aplica¢do o,,, : ' — F
definida por
Tnm(a) = &' & P(tpm()) = tpm ().
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Como t,,,,(0) = e, entdo o, (0) = 0.

Sejam m, n tais que m > n + 1. Pela Proposigao[I.1.5]

[tn,n—i—l(ﬁl)u tn+1,m(62)] - tnm(ﬂlﬁQ)u

para quaisquer /31, 32 € F'. Portanto

¢(tnm(/3162)) = [gb(tn,n—&-l(ﬁl))v¢(tn+1,m(62))] = [tn,n-i—l(ﬁi)vtn—i-l,m(ﬁé)] = tnm(ﬂiﬁé)

e, consequentemente,

O-nm(5162) = /Biﬂé = O-n,n-l—l(Bl)O-n—&—l,m(ﬁQ)-

Em particular,
Tnm (@) = Opni1(1)oni1m(a), (2.1)
para todo a € F. Note que, se 0,,,+1(1) = 0, entdo oy, () = 0, e assim, ¢(t,, () = €

para qualquer a € F, o que contradiz o item (2). Logo 0, ,,+1(1) # 0. Analogamente,
temos

Onm () = On,n+1 (a)0n+1,m(1)a (2.2)

com oy,41.m(1) # 0.

Mostremos que, dados n, m € N* com n < m, existem v, ., € F* tais que 0,,,,(a) =
T Ymo12(c). Sen = 1em = 2, tomemos v;,7 = 1. Sen = 1em > 3, segue da
equagao que o1, = 012(a) 09, (1). Tomemos entdo ), = 02,(1). Suponhamos que
para algum n > 1 e qualquer m > n tenhamos o,,,,,() = v,,7,,,012(a). Da equagao (2.1)
obtemos, para todom >n+1,

0n+1,m(a) = Un,n—l-l(l)_lanfn(a) = Un,n+1(1>_17n7;n012(05> = '7n+1'7;;1012(04)7

onde,

Yn+1 = O-n,n—&—l(l)_l’yn e ’77,71 - UQm(l)a

para todos n > 1 e m > 3. Segue da equacgdo (2.2) que, para todon > 2,

o =On-1,n(1) " On_an1(1) 7 093(1) Trora(1) 7 = [012(1)0ns(1) - - 01 (1))
:O'ln<].)_1.

Assim,

Yo = 01,(1) 71, para todon > 2.
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Logo, para todo « € F' e quaisquer n < m,

P(tnm (@) = tom(0nm (@) = tum(Vavio12(@)),

onde 7, e 7, sdo dados acima.

Considere a matriz diagonal
d=o15(1) e + Z%{eii
i=2

eseja b = tum(Tnm () = tom (T Yo12(a)). E facil mostrar que dbd~t = tran (B by o) -
Sen =1lem = 2, (dbd ')y = dibiadey = o12(1) lo(a). Sen = lem > 2,
(dbd™) 1 = 012(1)7 ara() (7)) = o12(1) Lop(a). Sem > n = 2, (dbd™')s, =
YoYmo12(@)(h,) "t = 012(1) to12(). Finalmente, se m > n > 2, segue de que

(dbd™)nm =YV 012() (7)™ = 020 (1)01(1) L o10(@) = 019(1) 10 (1)a1n(1) " o12(0)

2012(1)_1012(Q).

Logo,
d tnm('ynvinalg(a))d_l = tnm(Ulg(l)_lglg(OJ)). (23)

Considere as aplicagdes ¢’ : UT(F) — UT(F) e 0 : ' — F definidas por
¢ = Diagqsp e o= o15(1) o,

Mostremos que o é um homomorfismo sobrejetor e que ¢’ = 7. Seja v € UT(F).

0
1°caso:x = < Z;l ) com z, € UT,(F).
€oo

Pelo Lemall.1.8) z1 = [[/_, ax com a;, € T*%(F), 1 < i), < ji, < n.Logoz = [],_, bx

onde
0 .
by = ( T ) e Tiie(F),
0 | e
Segue da equacdo (2.3) que
P P P
(bl(x) = H (bl(bk) = Hd(b( H ikJjk UZk]k x%]k))dil
k=1 k=1 k=1
P P
= H d ti5. (Vi %k 012(%iyj, ) H tigi (012(1 012(*1'%]&))
k=1 k=1
P
= H tig (0(Tiyj,))-
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Como (1) = 015(1)Lo1a(1) = 1 e 0(0) = 0, entdo ¢'(z) = 7 (z).

o L Ty | T2
2° caso: x = 0 com z, € UT,(F).
€oo

s 1| 0 0y — en | 77 2y
0 €oo 0 €0

em UT,(F), teremos x = 2'2”. Note que 2” € RZ""(F). Segue de (1) que ¢(z") €
R Y(F) e, portanto, ¢/(z”) = dp(z”)d™' € R H(F). Além disso, pelo 1° caso,
¢'(2') =3 (). Sejam i,j € N* com i < j. Se j < n, entdo

Se considerarmos

¢ (x)i; =(¢'(«') =) @ @)ind (@) = ()

1i<r<j

=0 (2")i; = o(a};) = (i) = 7(2)y;.

Analogamente, se n < i, ¢'(z);; = o(x);;. No caso em que i < n < j, consideremos z
dividida em blocos da seguinte forma:

0 | s

T = < s | ) com x5 € UT};(F).

De maneira andloga ao que fizemos acima, se considerarmos

y/ _ T3 0 e — €j x§1x4
0 €0 0 €0

teremos = = y'y” com y’ € REITYF) e ¢/'(y') = 7(y'). Portanto,

¢'(x)i; =(¢'(¥) Z &Y )ird' (Y )y = &'V )iz =7y
i<r<j
=0(yi;) = o(xy;) = (),
e assim, ¢'(z) = 7 (z).
3° caso: x € UT(F') é um elemento arbitrério.

Sejam n,m € N* com n < m. Queremos mostrar que ¢'(z),m = &(x)nm. Para isso,

Em+1 0 ’ Z1 0
z = ez =
0 zZ3 0 €0

em UT(F) com z; € UT,,+1(F), temos 22’ = 2’z e, portanto ¢'(2)¢'(2') = ¢'(2')¢'(2).

note que, dados
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Do 1° caso sabemos que ¢/'(z') = 5(%’), e assim

10
() = (%) comyy € Ul 1(F).

Entdo, se escrevermos

¢/(2) — < yl y2 ) com yl S UTm+1(F)7
0 | us

devemos ter 1,9, = yiy1. Note que y; é uma matriz arbitraria de UT,,,,(F’); de fato,
Y1yq Y1y que ¥y

dadoy € UT,,11(F) e
y| 0
w = :
0] e

p
pelo Lema [1.1.8, podemos escrever w = H b, com b, € T3x(F). Por (2.3), podemos
k=1
garantir que ¢/ (T7"(F)) C T2™(F) para quaisquer 1 < n < m. Seja t,,(«) € T2 (F),

com a € F. Como oy, é uma aplicagdo sobrejetora, existe § € F tal que 013(8) =

aois(1). Portanto, por (2.3), temos ¢ (t,m(8)) = tam(o12(1) to12(8)) = tam(a). Sendo

assim, ¢/ (T2™(F)) = T2"(F). Logo, podemos garantir que para cada £ = 1,...,p,
p

existe ¢, € T'I%(F) tal que ¢'(cx) = by. Portanto, se considerarmos v’ = H ¢y, teremos
k=1

’ w1 0
w' = 5 comwy € UT,,11(F)
€oo

e ¢'(w') = w. Logo, y1 € Z(UT,,41(F)). Pela Proposicado y1 € T (F). Escreva-
mos

0 T3

/ . / €m+1‘0 / x1‘$2
o (4 () (G).

m 0
onde gb’( Cm1 ) e Tom(F) egb’( i ) = 6( L . >,pe10 2° caso.

0 X3 0 €0 0 €co

/ g T T2 | T1] 22 =
¢($)nm—¢<0 . )nm—0<0 . )nm—a(x)nm.

Portanto, ¢’ = &.

x = ( e ) com z1 € UT,41(F).

Temos

Logo,

Dadoa € F,sejaz = t,m(a), 1 <n <m.Comoz € UT(F)e ¢ ésobrejetora, existe
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y e UT(F) talque z = ¢/(y) = a(y). Assim, a = Zpym = G(Y)nm = 0(Ynm) €, portanto,
o é sobrejetora.

Resta mostrar que ¢ é um homomorfismo. Sabemos que & é um homomorfismo,
pois & = ¢'. Sejam a,b € F e sejam x = t,,(a), y = tp(b). Temos

a(2)7(y) = tam(0(a))tum(0(b)) = tum(a(a) + (b))

o(zy) = o (twm(a)tum (b)) = T(tum(a + b)) = tyn(o(a + b))

e, portanto, o(a +b) = o(a) + o(b). Consideremos, agora, = t,;,(a), y = t;,(b). Temos

[7(2), 7(Y)] = [tam(0(a)); tump(0(b))] = tup(0(a)a (b))

a([z,y]) = 0([tnm(a), tmp(b)]) = T(tnp(ab)) = tup(o(ab)),
logo o(ab) = o(a)o(b) e, portanto, ¢ é um homomorfismo.

Concluimos assim que o € Ep(F') e ¢ = Diagyso, como queriamos. [

O teorema a seguir nos fornece uma caracterizacdo dos endomorfismos sobrejetores
do grupo UT(F).

Teorema 2.2.5. Se ¢ € Ep(UT(F)), entido existem u € UT(F), d € Do(F), k € Ne
o € Ep(F) tais que
¢ = Inn,Diag,oUpy.

Demonstragio. Seja ¢ € Ep(UTw(F)). Pela Proposigdo existe £ € N tal que
P(RLF(F)) = RFFI(F) para todo | > ke ¢(RYTHF)) = {ew} para todo | < k.
Seja ¢' : UTl(F) — UT(F) tal que ¢'(v) = ¢(u), sendo v = Upi(u). Note que
¢’ estd bem definida; de fato, seja v € UT(F) e tomemos uj,uy € UT,(F) tais
que Upi(u1) = Upk(uz) = v. Temos (uy);; = (u2);; para j > ¢ > k + 1. Tome-
mos u € UT,(F) tal que w;; = (u1);j = (u2);; se i@ > k+ 1 e u; = 0 para todo

i < k+ 1. Note que podemos escrever u; = u H hi e u = u H h., em que
1<i<k 1<i<k

hi b € Hi (F) e (hy)y = ()i e (h)s; = (uz)ij, se j > i. Como Hi (F) C Ri+1(F), en-
tdo ¢(H: (F)) C ¢(RYLT(F)) = {ew} para todo i < k. Portanto, ¢(u;) = ¢p(uz) = ¢(u),
como querfamos. Sejam vy, vy € UT(F') e sejam uy, uy € UT(F') tais que Upy(uq) = vy
e Upi(uz) = vo. Como Upy(uuz) = Upk(ur)Upy(uz) = vivy, entdo ¢ (vi1vz) = (urug) =
d(ur)p(uz) = ¢'(v1)¢'(v2). Logo, ¢ € um homomorfismo. Seja w € UT(F), w = ¢(u).
Se v = Upy(u), segue que ¢'(v) = ¢(u) = w e, portanto, ¢’ é sobrejetora.

Pela forma como definimos ¢/, temos que ¢ = ¢'Upy. Dado | > k, temos ¢(RL(F))
RIJHI=FL(E) e, portanto, ¢ (Up,(RYL(F))) = RIZRERL Logo, ¢ (RGFHL(F)) =
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RI_kI=F1(F)) para todo | > k. Pela Proposi¢do existe u € UT,(F) de forma

1

que para todo par (n,m) comn < me a € F*, u(¢'(tym(a)))u™" = t,n(a’) para algum

o' € F. Assim, se considerarmos ¢, = Inn,¢’, temos que ¢o € Ep(UT(F)) e satis-
faz as hip6teses da Proposigdo Assim, existem d € D (F) e o € Ep(F) tais que
¢2 = Diagqo. Logo, ¢ = Inn,—1DiagqeoUpy,. [

2.3 Endomorfismos sobrejetores de 7, (F)

Antes de descrever os endomorfismos sobrejetores de T, (F'), precisamos do se-

guinte lema.

Lema 2.3.1. Se ¢ € Ep(Tw(F)), entido p(UTw(F)) = UT(F).

Demonstragio. Segue do Teorema que

W(UTo(F)) = o([Too(F), Too(F)]) = [(Too(F)), ¢(Too (F))] = [To(F), Too (F)] = UToo(F),

Teorema 2.3.2. Se ¢ € Ep(Tw(F)), entdo existem t € To(F), 0 € Aut(F), k € Neum
homomorfismo de grupos f : (F*)* — F* tal que

o(z) = f(z11, ..., ) InnoUpy ()

para todo x € T (F'). (No caso em que k = 0, ¢(x) = Inno(z).)

Demonstragio. Seja ¢ € Ep(T(F')). Pelo lema anterior e pelo Teorema para qual-
quer z € UT(F'), temos
o(x) = Inny,DiagaoUpy(x),

paraalgunsu € UT(F),d € Doo(F), 0 € Ep(F) e k € N. Suponhamos, primeiramente,
que k > 0. Seja v € T (F). Pela Proposi¢ao existem w € Dy (F)ey € UTw(F)

tais que v = wy. Logo,

P(v) = ¢(w)(y) = ¢(w)Inn,DiagaoUpi(y). (2.4)

Seja x € Doo(F),
0
r = ( o ) com z; € Dy(F).

0 | e

Note que = comuta com todas as matrizes da forma

Ck 0
z = ( ) com ug € UT(F)
0 us
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e, portanto, ¢(z)¢(z) = ¢(z)p(x). Mas, se ¢ € UT(F') é um elemento arbitrario, existe
b e UT(F) tal que ¢ = Inn,Diagyo(b), pois Inn,Diagec € Ep(UTw(F')). Além disso,

er | 0 _ ex | 0 er | 0
b=U e, portanto, ¢ = Inn,D ol = . Se-

gue que ¢(z) € Cr_(r)(UTx(F)). Pelo Lema (z) = aes, para algum o € F*.
Consideremos, entdo, a aplicacdo f : (F*)* — F* definida por

Q7

&7

0 Coo

13
para qualquer i € N*. Como ¢ é homomorfismo, entdo f é homomorfismo de grupos.

Escrevamos w = a’a, onde

w11 (A3 0
, 0 Wh41,k+1
a = e a=
Wik 0 W42 k+2
0 Coo
Temos
o(w) = ¢(a’)p(a) = f(wii, ..., wi)d(a). (2.5)

Seja ¢’ = Diagg-1Inn,-1¢. Para quaisquer o € F e j > i > k, temos que t;;(a) €
UT.(F) e, consequentemente,

@' (tij()) =Diagg-1Inn,16(t;j(a)) = Diagg-—rInn,-1Inn,DiagioUpy(t;;(a))

(2.6)
= olUpi(ti; () = tipj—k(o(a)).

Para cada¢ > 1, seja

Cz(i) =e; + Z 5ipeppv com Bz‘p € F.
p#t

Note que se d € Dy (F), podemos escrever d = d?d", onde d¥) = e;; + Y _dypey, e

p#i
d9 = ej; + diesi + Z epp, Para quaisquer ¢, j € N* com ¢ # j. Mostremos que
pFi.J
J(i)tnm(l)(cz(i))_l = tnm((j(i))nn<d(i));z}n)a (2.7)
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para quaisquer n < m. Se p < r, entdo

(APt (1)(dD) e =(dD)pptam (1))pr(dD) )

— (Cz(i))nn@ﬂi));ﬁm se (p,r) = (n,m)
0, caso contrario

Além disso, ((d )ty (1)(dD) ), = (dD)pp(tnm(1))pp((dP) 1), = 1. Mostramos assim
a igualdade (2.7). Segue de e que

¢ (dY ti5(1)(dD) ) = ¢ (65 (A ((d9)7)55)) = & (65(B5) = tiojn (o (B32))
Por outro lado,
¢ (dVt;(1)(dD) ) = ¢/ (d9) (855(1))¢' (d9) ) = ¢/ (@)t -(0(1) (d) ),
por (2.6). Portanto,
¢ (d) i1 j k(D) (D)) = tigjn (0 (B5i)) - (2.8)

Pelas igualdades (2.6) e ([2.7), também podemos garantir que ¢'(d¥)) € D (F) para
todo j € N*, pois caso ¢'(d?),,, # 0 para algum par (n,m) com n < m, teremos para
[ > m que

(¢ (@)t (D () D= Y S (dD)up (1)) (' (dD) )i

n<p<r<l
=(so)nt + & (A9 (trt (1))t (¢ (d9) )y
:¢/(d(j))nm(¢/(J(j))_1)lz # 0,

contradizendo a igualdade (2.8).
Por (2.8), segue que

(b/(d(j))ifk,ifk = U(ﬁji)-
Isto nos garante que ¢ é um automorfismo de F, pois ¢/(d¥)) € D.(F) e, portanto,
o(Bij) # 0 para qualquer f3;; € F*.
Como a matriz a pode ser escrita como a = dDdU), temos parai > kque ¢'(a);—k;i—x =
¢ (dDAIN); ik = ¢ (dD)i_ps—re® (A9 i = o ((d9)i3) o (d9) ) = o((d9))3(d9) ;) =
o(a;;). Sendo assim, ¢'(a) = cUpg(a) = dUpy(w). Portanto, ¢(a) = Inn,Diag,oUpi(w).
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Logo, ¢(w) = f(wiy,. .., wg)Inn,DiagaoUpy(w). Por (2.4), temos

o(v) =f(w1r, . .., wer) Inn, DiagaoUpy(w)Inn, DiagacUp(y)
=f(v11,- - -, V) Inn, DiagaoUpy(wy)
=f(vi1, ..., o) Inn, DiagadUpy(v).

Sejat = ud € T (F'). Temos
o(v) = f(v11, - .., vgr) InnaUpg(v).

Suponhamos agora que £ = 0. Seja v € T, (F). Vamos escrever v = wy com
w € Do(F) ey € UTo(F). Pelo Teorema |2.2.5]

¢(v) = ¢(w)Inn,Diagad (y), (2.9)

para alguns d € Dy (F), u € UT(F) e o € Ep(F). Assim como no caso k > 0,
consideremos ¢’ = Diads-1Inn,-1¢. Repetindo calculos semelhantes aos que acabamos
fazer, podemos concluir que ¢'(d¥));; = o((d"));;) para todo i > 1. Portanto, ¢ (d¥)) =
5(d?) e, assim, ¢ (w) = 5(w). Logo, ¢(w) = Inn,Diags(w). Por 2.9), temos

¢(v) = Inn, Diagqeo (w)Inn,Diago(y) = Inn,Diageo(wy) = Inn,Diagao(v).

Se t = du, entdo ¢(v) = Inn:a(v). O

2.4 Automorfismos de T, (F') e de UT(F')

Finalizamos este capitulo descrevendo os automorfismos de UT,.(F) e de T (F).
Para isso, precisamos da seguinte proposigéo.

Proposi¢do 2.4.1. Se ¢ € Aut(UT,(F)), entdo ¢(REFTY(F)) = REFTY(E), para todo k > 0.

Demonstragio. Seja ¢ € Aut(UT(F')). Para k = 0, por definicao,

RUTHEF) = {exc} = d({exc}) = p(RESTH(F)).

Para k > 0, REFH(F) é um subgrupo abeliano maximal e normal de U7, (F). Como ¢ é
um automorfismo de UT,, (F'), ¢(RE:F1(F)) também é um subgrupo abeliano maximal
e normal. Sendo assim, existe [ > 0 tal que ¢(R%F1(F)) = RYFL(F). Além disso, pela
Proposicdo [1.3.5, [REFL(F), REFVH2(F)] = REF2(F). Como tyu40(1) € REMA(F),
segue que

(R F), RSYH(F) N (UT (F)\UTS,(F)) # 0.
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Note que para quaisquer n,m € N* com |m —n| > 1,
[R1(F), R (F)] = Runtnsd o)) € UTE (F).
Logo, paran > 2
[REHE), Rg™H (F) N (UT (F)\UT%,(F)) # 0 (2.10)
se,esomentese, m=n—loum=n+1.E,sen=1,
[RE(F), R™ ()N (UTs(F\UTZL(F)) # 0
se, e somente se, m = 2. Agora, como
S([RESTH(F), RETMT2(F)]) = [o(RESTH(F)), o(RESH2(F)]
e typr2(1) € UTL(F)\UTZ(F), pelo Lema2.2.1] podemos garantir que
[D(REHHE)), o(REH2(F))] N (UT(FNUTL(F)) # 0. (2.11)
Se ¢(R2(F)) = RL"!(F) para algum n > 1, entdo por (2.10), e pelo Lema2.2.1]

temos
[RE(F), ¢ (R (F)] N (UT L (F)\UTL(F)) # 0

[R(F), ¢ (RS 2(F)] N (UL (F)\UTS(F)) # 0,

0 que é uma contradigdo, pois ¢~ (R 2(F)) # ¢~ (R M(F)). Portanto, ¢(RE2(F)) =
R!%(F). Suponhamos agora que para algum n € N*, ¢(RyT(F)) = RYTHE), se
1 <i < n. Sabemos que

[B(RESTHE)), (B2 ()] N (UT o (F)\UTL(F)) # 0.

Logo, se n = 1, devemos ter ¢(RZ"2(F)) = R%(F), ou seja, ¢p(R?(F)) = R2(F). Se
n > 2, devemos ter ¢p(R“T2(F)) = RULV(F) ou ¢(RETVT2(F)) = RUFLP(F).
Mas ¢(R2M(F)) = R Y™(F), pela hipotese de indugdo. Logo ¢(RAEN"2(F)) =
RALm+2(F), uma vez que ¢ é bijetora.

[

O préximo resultado é um corolario do Teorema [2.2.5|

Corolario 2.4.2. Se ¢ € Aut(UT(F)), entdo existem v € UT(F), d € Do(F)eo €
Aut(F) tais que
¢ = Inn,Diagyo.
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Demonstragdo. Pela Proposigdo H(REFFL(F)) = REFL(F) para todo k € N. Logo,
pela demonstragdo do Teorema existem u € UT(F),d € Do (F)eo € Ep(F) tais
que ¢ = Inn,Diagqo. Como & = Diagg-1Inn,-1¢ é uma composta de automorfismos,

entdo ¢ é um automorfismo de UT,(F') e, consequentemente, o € Aut(F). O

Finalmente, descrevemos os automorfismos de T, (F'). Tal resultado é uma con-
sequéncia do Teorema e do corolario acima.

Corolario 2.4.3. Se ¢ € Aut(T(F)), entdo existem t € T (F) e 0 € Aut(F) tais que
¢ = Inn,o.

Demonstragido. Uma vez que ¢ é um automorfismo, segue do corolario acima e da de-
monstracdo do Teorema que existem u € UT(F), d € Dy(F) e 0 € Aut(F) tais
que

¢(x) = Inny,Diagqo(x),

para todo = € UT(F'). Logo, estamos no caso k = 0 do Teorema Portanto, existe
t € Too(F) tal que ¢ = Inn,o. O



CAPITULO 3

ENDOMORFISMOS SOBREJETORES DO
ANEL DE MATRIZES TRIANGULARES
SUPERIORES DE ORDEM INFINITA

Neste capitulo usaremos os resultados anteriores para descrever os endomorfismos
sobrejetores do anel 7., (F') onde F' é um corpo com pelo menos 3 elementos. Os resul-
tados aqui apresentados podem ser encontrados em [9] e em suas referéncias.

3.1 Elementos idempotentes e o radical de Jacobson de
Teo(F)
Considere o seguinte subconjunto de 7., (F):
Noo(F) ={a € Tw(F) : a;; = 0, para todo i € N*}.

Vamos mostrar que N, (F) é o radical de Jacobson de 7 (F).

Comecamos recordando a definicdo do radical de Jacobson de um anel com uni-
dade.

Defini¢ao 3.1.1. Seja R um anel com unidade. O radical de Jacobson de R, denotado por

J(R), é o conjunto
J(R) ={y € R:1— zy tem inverso a esquerda para todo z € R}.
Proposicdo 3.1.2. N(F) = J(Too(F)).
Demonstragio. Seja a € Noo(F) e seja x € Too(F). Para todo i > 1, temos
(o —wa)y =1—x4a;, =1—-0=1.
Pela Proposigdo oo — za é inversivel em T, (F) e, portanto, a € J(Tw(F)). Por

47
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outro lado, seja y € J(75(F)) e suponhamos que y;; # 0 para algum j > 1. Se b =
yj_jlejj, entdo (e — by)j; = 1 —bjjy;; =1 — yj_jlyjj =1—1=0. Pela Proposigéom
e~ — by ndo é inversivel a esquerda, o que é uma contradi¢do. Logo y;; = 0 para todo
i>1,isto é,y € Noo(F). O

Segue da proposi¢do a seguir que ¢(N(F)) € N (F) para todo endomorfismo
sobrejetor ¢ : Too (F) = Too(F).

Proposicao 3.1.3. Se ¢ : R — S for um homomorfismo sobrejetor de anéis com unidade, entdo
o(J(R)) < J(5).

Demonstragio. Seja x € J(R) e seja a € S. Como ¢ é sobrejetora existe b € R tal que
¢(b) = a. Consideremos s € R tal que s(1 — bx) = 1. Aplicando ¢ em ambos os lados
da igualdade, obtemos ¢(s)(1 — a¢(z)) = 1. Portanto, ¢(z) € J(.5). O

Denotamos por D, (F) o subanel de 7, (F) formado pelas matrizes diagonais.
Proposicdo 3.1.4. Z (T (F)) = {aew : v € F'}.

Demonstragio. Seja o € F e sejab € T (F). Considerando a = ae., temos

E CZW rj a“ ij — Ckbij e (ba)ij = E birarj = bijajj = bijCY.

i<r<j i<r<j
Portanto, aes, € Z(Ts(F)). Por outro lado, se a € Z(To(F)), entdo ae; = e;;a para

todo i € N*. Para j > i, temos

aeu ij Z azr 6@@ rj = =0 e (eiia)ij = Z (eii>irarj = (eii>iiaz’j = Qi

1<r<j 1<r<j

e, portanto, a;; = 0. Logo, a € Dy (F). Sejam i, € N* com i < j e consideremos
b = tzj<1) Temos (ab)ij = (l”‘bij = Q4 € (ba)ij = b,-jajj = Qyjj, portanto Qi = Qjj. LOgO,
a = aes para algum o € F. O

Vejamos agora alguns resultados sobre idempotentes de 7. (F').

Lema 3.1.5. Se z € T, (F) é idempotente, entio existe t € T, (F) tal que t~ at é uma matriz
diagonal.

Demonstragio. Seja x € To(F') uma matriz idempotente. Consideremos d € Do (F) tal
que d;; = z;; para todo ¢ € N*. Como z é idempotente, entdo d é idempotente. Seja
a =z —d. Temos

a—ad*=@x—d) —(r—d?=2—-d—2>—d*+2d+dv = —2d+ xd + dx
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da+ ad =d(x — d) + (z — d)d = dov — d* + xd — d* = —2d + xd + dx.
Logo,
a—a® =da+ ad. 3.1)

Multiplicando ambos os lados da igualdade acima por d, obtemos da — da* = da + dad
e, portanto,
dad + da* = 0. (3.2)

Seja b = e + (2d — ex0)a. Como a € Noo(F), entdo ((2d — exo)a)ii = (2d — ex0)iias; = 0
para todo ¢ € N*. Portanto, b € T (F'). Agora

br =(es + 2da — a)(d + a) = d + 2dad — ad + a + 2da* — a*
=d + a + 2(dad + da®) — ad — a®

=d+ a — ad — a*, por (3.2)
=d + da + ad — ad, por (3.1)
=d + da.

Por outro lado,
db = d(es + 2da — a) = d + 2d*a — da = d + da.
Logo, bz = db, donde segue que bzb~' = d. O
Sejam n, m € N* com n < m, e sejam

RUMNF) =4z € To(F) : z;j =0sei>nouyj < m}.

E facil mostrar que R (F) e H" (F) sdo subanéis (ndo unitérios) de 7o, (F).

Observe que se © € T (F) é um idempotente, entdo x;; = (zx); = x;x;; para todo
i > 1. Logo z;; é um idempotente de F' e, como F' é um corpo, entdo z;; = L ou z; =0
paracada: > 1.

Proposicdo 3.1.6. Se © € To(F) é um idempotente tal que x,, = 1 para exatamente um
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n € N¥, entdo x é da forma

Onfl,nfl Y| yz
0 1] =z € RIN(E),

comy € M, _1x1(F) ez € Mixoo(F).
Demonstracio: Mostremos inicialmente que x € R%'(F'). Para i > n temos,

Tiji+1 = (fm)i,iﬂ = E TipTrit1 = Tii%iip1 T Tig1Tiv1i41 = 0,
i<r<i+l

pois z;; = ;41,41 = 0. Suponhamos por indugdo que para algum m € N* tenhamos

z;;+p = 0 para todo p < m. Entdo

Tiitm+1 = ($$)i,i+m+1 = E LirLritm+1 = Lii+m4+1Litm+1i+m+1 = 0.
i<r<i+m+1

Logo x;; = 0 para todo i > n. Assim,sen = 1, entdoz € R (F).Sen = 2, entdo z;; = 0
sei > 2. Sej<2entdoj = lex;; = 0. Logo z € R?(F). Vamos entdo considerar
n > 2.5ejal < j < n. Temos

Tj1j = (Tx)j-1; = Tj-1;1%j-1; + Tj-1;25; =0,

pois xj_1,-1 = xj; = 0. Podemos mostrar indutivamente que z;_,; = 0 para todo
p=1,...,7 — 1, de maneira analoga ao caso i > n. Logo, x € RZY'(F).

Se j > n > i, entdo

Tij = (ZUHC)U = E LigLypj = E TigLrj = TinTng-

i<r<j n<r<j

Logo = é da forma desejada. O

3.2 Endomorfismos sobrejetores do anel 7, (F')

Lema 3.2.1. Seja n € N* e seja ¢ : Too(F) — Too(F) um endomorfismo sobrejetor. Se
¢(enn) = 0, entdo (R (F)) = {0}.

Demonstragio. Seja o € F* e seja © = «e,,. Note que ze,, = z e, portanto, ¢(zr) =
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d(renn) = ¢(z)p(enn) = 0. Considere, agora, um elemento z da forma

T = Qepp + Z A;€ni, (33)

1=n+1

o0
com o € F* e w; € F paratodoi > n+ 1. Mostremos que para z = e, + a ! Z GCni,

i=n+1
temos zzz ! = ae,,. Sen # i < j, entdo
1\ = 7.=0
(zxz™")i; = ZipTprZrj = TirZpj = 0.
i<p<r<j i<r<j
Paran =1 < j, temos
1y __— — — 1
(zxz™ )pj = E ZnpTprZrj = E ZnpTpj+TnnZnj = Tnj+TpnZn; = aj+a(—a a;) = 0.
n<p<r<j n<p<j

1 1

E (2227 Yn = ZunTunz,,y = a. Logo zzz~! = ae,, e, portanto, ¢(x) = ¢(z taey,z) =

¢(z7")d(aenn)p(z) = 0.

Considere
oo
T =) i, (3.4)
i=m
m—1
comm > neq; € F para todo i > m. Tomando w = ae,, + Z Vieni com y; € F para
i=n-+1

todoi=n+1,....m—1lea € F* temos ¢p(w + z) = 0 e ¢(w) = 0 e, portanto ¢(x) =

Por sua vez, defina
x = Z e, (3.5)

oo
comk <n<m, o, € F*ea; € F paratodo ¢ > m. Sejam z = Z%em et = tg,(1).
i=m

Mostremos que z + x = tztt. Sejam i < j. Se i < k, entdo

(tzt™! Z tipZprtrj = Z Ziptrj = 0.

i<p<r<j 1<r<j

Analogamente, (tzt™1);; = 0 para j < n. Parai = ke j > n, temos

tZt Z tkpzpr rj — Z Zk?”tT‘j +tkn < Z znrfrj> = 0+ 1- an%jj = Znj = Tkj-

k<p<r<j k<r<j n<r<j
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Para k < i, temos

(t2t™ 1)y Z tipZprtr; = Z Zirlrj = Zijti; = 2ij.
i<p<r<j i<r<j
Logo, z +x = tzt~'. Assim, ¢(z+z) = ¢(tzt™"). Como z é da forma ou (3.4), entao
#(z) = 0 e, portanto, ¢(z) = ¢(z) + d(x) = ¢(t)p(2)P(t) = 0.
Dado y € R”(F'), podemos escrever y = >, x;, onde x,, é da forma (3.3) ou (3.4)
e, para 1l <i < n, z; é da forma (3.5), consequentemente, ¢(y) = 0. Logo, QS(R’;?(F)) =
{0}. ]

Proposicdo 3.2.2. Se ¢ : Too(F) = Too(F) é um endomorfismo sobrejetor, entdo existe k € N
tal que ¢ = YUpy, sendo ¢ um endomorfismo sobrejetor de To.(F') que leva matrizes nio
inversiveis em matrizes ndo inversiveis.

Demonstragido. Vamos dividir a demonstragdo em etapas.

(1) Existe uma aplicacdo p : N* — 2N tal que ¢(ae,, )i = 0 para todo k & u(n),
para qualquer o € F*, onde 2V é o conjunto das partes de N*.

Seja « € F*. Vamos considerar p, : N* — 2V definida por u,(n) = {k € N* :
d(enn) ik # 0}. Note que ¢(ae,,) = ¢(aen,)P(en,), sendo assim, p,(n) C pi(n), para
todo o € F*. Portanto, ;; é aplicacdo que estamos procurando. Vamos denotar p = ;.

(2) u(n) N p(m) =0 sen # m.

Se n # m, entdo e,,mm = 0 e, consequentemente,

0 = (¢(enn)P(€mm))ik = P(€nn) ek ®(€mm)kk

para todo k € N*. Logo, u(n) N u(m) = 0.

(3) Para quaisquer d € Do (F) e n € N*, temos ¢(d)kx = ¢(dnnenn)kr para todo
ke p(n).

Como e,,(d — dyppenn) = 0, entdo ¢(en,)(d(d) — ¢(dpnenn)) = 0. Seja k € p(n).
Temos que 0 = (¢(enn)(P(d) — P(dnnn)) )ik = P(€nn)kk(d(d) — G(dnnenn))kr €, portanto,
(o(d) — ¢(dpnenn))rk = 0, ou seja, ¢(d) ik — ¢(dpnenn) ik = 0. Logo, ¢(d)ix = A(dnnenn ) kk-

(4) Para todo n € N*, |u(n)| < 1.

Vamos supor que para algum n € N* existam ky, ko € p(n) tais que ky < ko. Pode-
mos supor, sem perda de generalidade, que ndo existe k& € u(n) tal que k1 < k < ko.
Como e, é idempotente, pelo Lema existe t € T (F) tal que t™'¢(e,,)t € uma

matriz diagonal. Tomemos ¢’ = Inn.¢. Se a € F, entdo ey, = (@€ )eny,. Pela Proposi-

caoB.1.4, aex € Z(T(F)), logo ¢'(ces) € Z(T(F)). Portanto, ¢/ (aen,) € Doo(F), em
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particular,

(ﬁ'(aenn)kl;@ = 0 (36)

para todo o € F. Dado m # n, temos que (a€m)en, = 0 para todo a € F e, portanto,
¢ (amm)d (enn) = 0. Logo

0= <¢,(aemm>¢/(enn>>k1k2 = Z ¢/(a€mm)k1r¢/(enn>rk2 = ¢,(a€mm>k1k2¢/(enn)k2k2~

k1<r<ks
Como kg € u(n), qb’(e,m)kaQ = EkaQQb(enn)kgkgtkgkg 75 0. Portanto,
¢/(a€mm)k1k2 = O, (37)

para todo m # n. Sejam k,l € N* com k < [. Se | # n, entdo aeye,, = 0. Analogamente
ao que acabamos de mostrar, temos ¢’ (e )ik, = 0. Se l = n, entdo k # n. Assim,

enn(ae) = 0 e, portanto,

0= (¢ (enn) ¢ (av€ra) J1ak, = Z ¢ (enn)kar® (k1) rks = &' (€nn )bk @ (QCR) ks -

k1<r<ks

Como k; € u(n), entao

¢’ (aert)kyk, = 0, (3.8)

para quaisquer k < [. Seja z € To.(F) e escrevamos © = z, + ¥ + 2., onde z,, } € x.

sdo as matrizes

{k— kii' 1} - diagonal (k- kI ) - diagonal

respectivamente. Note que ze,,, = 0 e, consequentemente,

0= (¢ ()0 (enn)baks = Y & (@)kir® (€nn)rns = & (@)1 (€ ot

k1<r<ks

Como ¢ (enn ) kok, 7 0, €ntd0 ¢’ (24) 5,1, = 0. Observe que (z.);; = 0 quando j—i < ko—k;.
Portanto, e, + 7. € UT* % (F). Pelo Lema ¢ (eoo + 1) € UTF"M(F). Como
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¢ (eco) = €co, €ntd0 ¢'(x.);; = 0se 0 < j — i < ky — ky. Logo, ¢'(zc)k,k, = 0. Note que

n
Ty = E E xijeij.

=1 0<j—i<ko—k1

Portanto,

)= > dayey).

i=1 0<j—i<ko—k1
Segue de (3.6), e (3.8) que ¢'(wijei;j)kk, = O para quaisquer ¢ < j. Portanto,
¢ (20)kyky = 0 €, portanto, ¢'(z)g,x, = 0. Como x é um elemento arbitrdrio de 7o (F') e

¢’ é sobrejetor, temos uma contradi¢do. Logo, |x(n)| < 1.
De agora em diante, se ;1(n) = {k}, vamos algumas vezes escrever (n) = k.

(5) Se p(n), u(m) # 0 e n < m, entdo
() € R ()b max{u(m)ulm)} (Y. (3.9)

para qualquer que seja o € F. Além disso, existe a € F tal que ¢(aey,,) # 0.

E facil ver que €, + Q€pm € Emm + €y, sdo idempotentes. Como ¢(ae,,) €
No(F), pelo passo (4) e pela Proposicdo podemos afirmar que ¢(e,,), d(en, +
Qenm) € R%")“(”)(F), e que ¢(emm), P(Emm + @enm) € Rgc()m)“(m)(F). Portanto, ¢(ae,,) €
Rindp(n)p(m)}max{p(n) p(m)} (F).

Vamos mostrar que existe o € F tal que ¢(ae,,,) # 0. Suponhamos que p(n) < pu(m)
e seja [ = max{m,u(m)}. Como m,u(m) > 1, entdo | > 1. Mostremos que existe
u € To(F) tal que Inn,p(e;) € HAD (F) para todo ¢ € {1,2,...,l}. Consideremos
p € {1,2,...,1} tal que p(p) > 1 (que existe pelo passo (2)) e u(p) é o minimo do
conjunto {u(1),..., () }\{1}. Seja

H(p)—1
Uy = €oo + Z ()it Cintn) € VAP (F).
i=1

Mostremos que

oo

ui plepp)ur = Z P(epp) upiCup)i € Hgép)<F)-

i=p(p)

Como (uy '¢(epy)ur)i # 0se, e somente, sei = 1u(p), (u7 " G(Epp)Ut) pputp) = 1€ ui d(epp)u
é uma matriz idempotente, pela Proposigao temos

O(up)-D)x(uw)-1) | Y | Y2
Ul_lgb(epp)ul = 0

0 0
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Para i < pu(p), temos

(UIIQS(epp)ul)iu(p) = Z (@1)iry @(€pp)rira (U1 ) ropu(p)

1<r1<ra<p(p)

= Z O(€pp)iry (U1 )rape) + (W) ip(p) = S(€pp)inte) + (W1 )in(p)

i<ra<p(p)

= Qb(epp)iu(p) - ¢(epp>iu(P) =0,

uma vez que ¢(e,,) € REP*P) (F). Portanto y = 0 e, consequentemente, yz = 0. Logo,
uy ' p(epp)ur € H4P)(F). Além disso, para j > u(p), temos

(u1_1¢(epp)ul)u(p)j: Z (W) pu(pyrs G €pp)rirs (U)o = Z (@1) u(pyr P (€pp)rj

u(p)<r1<ra<j u(p)<ri<j

= ¢(€pp)u(p)ja

Pois (1) upyr, = 0se 1 > u(p). Seja pu(q) = max{u(i) : i = 1,...1}. Vamos supor por

indugdo que exista @ € T, (F') tal que para algum k; € {1,2,...,1} com pu(p) < p(k;) <

11(q), tenhamos Innag(e;) € HA)(F) para todo i € {1,2,...,1} tal que u(p) < p(i) <

p(k1). Consideremos ¢’ = Inng¢. Seja ke € {1,2,...,1} tal que p(k2) é o minimo do
I

conjunto U p(@O\{p(p), ..., pu(k1)} e seja

=1

w(k2)—1
U= eo + Z P(Chaka Jipa(ha) Cinha)
=1

E possivel verificar que @'/ (eg,r, )i € HAP)(F). Além disso, 01/ (e;;)a € HAY(F),
para todo i com p(p) < pu(i) < p(ky), poisse s < u(i)es < j < pu(ks), temos

(ﬂ_lgb,(eii)a)w’ = Z (ﬂ_l)smgb,(eii)mmamj = Z ¢/(eii)sr2arzj =0,

s<r1<re<j s<ra<j

pois pela hipétese de indugdo, ¢'(e;;) € 14D (F). Para j > u(ks), temos

(a_1¢/(eii)a)8j = Z (a_l)smqb,(eii)hrzﬁrzj

s<r1<re<j

= Z Cb/(eii)srzﬁrzj + (a_1>su(k2) ¢/<€ii)u(k2)mar2j

s<ro<j (ko) <ra<j

=0+ (&7 )@k 0 = 0.

Portanto, existe u € T, (F) tal que Inn,¢(e;) € HAD (F) para todo i < [. Consideremos
¢" = Inny,o.
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Mostremos que existe v € T(F) tal que Inn,¢"(e:;) = eu@)u) para todo i < [. Para

o mesmo p dado acima, tomemos

[e.e]

U1 = oo — Z " (€op) u(p)i€uir)s-
j=n(p)+1

E possivel mostrar que v;'¢" (€,)v1 = €u(p)u(p)- Procedendo analogamente ao que fize-
mos para encontrar a matriz u acima, mostra-se que existe tal matriz v € T, (F'). Se
p(n) > p(m) podemos, de maneira andloga, encontrar matrizes u,v € T (F) tais que
Inngd(es) € HAV(F) e Innyd(ey;) = eu(iyu(iy para todo i < max{m, u(n)}.

Seja ¢ = Inn,¢" e seja | = max{n, m, u(n), u(m)}. Provemos que, para cada o € F,
existe f € F tal que ¢(aei;) = Beupu() OU Beuui para todo i < j < I. Note que
eii + aeg; e ej; + aey; sdo idempotentes. Assim, ¢(e;; + aeq;) e d(ej; + aey;) também sdo

idempotentes. Considerando y = ¢(ae;;) temos

Cuiyu(i) T Yeuiut) T Cuu@¥ + U = Cuut) + Y

u(iut) + Yeuiut) + enGimn)Y + ¥° = euint) + V-
Logo
Yeuiui) T eutu®y = Yeu@n) + enin(i)y- (3.10)

Note que ye,,i)u(i) +€u(i)u)y contém entradas ndo nulas apenas na linha (i) e na coluna
©(2), € a matriz ye,jyu;) + eutui)y contém entradas ndo nulas apenas na linha p(j) e
na coluna 4(j). Suponhamos que p(i) < (j), assim, pela igualdade (3.10), podemos
concluir que

Ykui) = 0 para todo k < (i) e y,)x = 0 para todo k # pu(j). (3.11)

Como y = ¢(ae;;) com i < j, entdo pela Proposicio y € Nw(F). Pela Proposi-
cdo temos

~ O(u(i)—D)x (ui)-1) | W | w2z -
Olea+aeij) = ey +y = | 0 1| 2 | e REOHO(FR).
0 0
Portanto,

€ REDHO(F).

<
I
o
o
N
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Por , w é uma matriz nula e, portanto, wz também é uma matriz nula. Novamente
por (3.11I), podemos concluir que a tnica entrada ndo nula possivel de z é z,i),(;) €
consequentemente, y = ¢(ae;;) = Be ;) para algum B € F. Agora, suponhamos
que (i) > p(j). Pela igualdade podemos concluir de forma andloga ao caso
p(i) < p(j) que y = qg(ae,-j) = Beuyue para algum 3 € F. Portanto, dado o € F' e
1 <1<y <, temos

P(aeij) = Bemin{u(i) u(j)} maxiuti).u()) Para algum g € F. (3.12)

Seja ' = min{p(n), u(m)} e I"” = max{pu(n), p(m)}. Suponhamos que ¢(ae,, ) =0

para todo a € F. Note que gz;(ozenm) v = 0, pois dado ¢t = vu, temos
é(&enm) = (t¢(aenm)t*1)z/w = Z 1y (O )y brotrr = Ly S Qg )y ity = 0,
U<ry<ral"”

pois por (3.9), ¢(aen,) € REY(F). Seja x € Too(F) e escrevamos x = x, + 13, + . onde

Ly, Tp € T SAO

{l — '+ 1) -diagonal
1]
i1 0 0

P4+110 0 SR | B | 10 0 S R ||
0 b

{ 1 —1)-diagonai

0

'+1(0 0 SR | B |
0

respectivamente. De forma analoga ao que fizemos no passo (4), temos que ¢ () =
0, gzg(xc)mu = 0. Portanto, qg(x)mu = qg(a:a)l/ln. Como z, = Z Z x;;e;j, entdo por

1<i<l i< <l—1
(3.12) temos

Slra) = Y Y S@yen) = D D Vijminfuli)uli)hmax{u)ul)

1<l i<j<l—U 1<l i<j<l—U

com v;; € F. Logo, ¢(z,)y» = 0. Como z é um elemento arbitrario de 75, (F) e ¢ é
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sobrejetor, temos uma contradi¢do. Logo, ¢(aenm)mm{#(n),ﬂ(m)},max{u(n),u(m)} # 0 para
algum a € F.

(6)Sen < me pu(n), u(m) # 0, entdo p(n) < u(m).

Sabemos pelo passo (2) que p(n) # p(m). Suponhamos que p(n) > p(m). Seja
z € Too(F) e sejam d € Dyo(F) e a € No(F) tais que x = d + a. Pela Proposicao[3.1.3)
p(a) € Noo(F). Sendo assim, ¢(x); = ¢(d); para todo i > 1. Pelo passo (2) podemos
garantir que existe k > m > n de forma que pu(k) > p(n) > p(m). Sejat = t,,(1).
E facil mostrar que para qualquer o € F, t7*(aen)t = aenm + ey, O passo (5)
nos garante que podemos escolher o € F tal que ¢(aen) myum) # 0. Agora, como
At L aemt) = d(aepm + aen), entdo ¢(ae,) = () td(aeum)od(t) — d(aenn). Como
d(aen,) € R (F), pelo passo (5), entdo

¢<Oéenk),u(n),u(k) = Z Wu(n)r¢(a€nm)rs¢(t>5p(k) - ¢(aenm)u(n)u(k) = O,

p(n)<r<s<pu(k)

o que é uma contradicdo. Portanto p(n) < u(m).

(7) Se u(n) = 0, entdo u(k) = 0 para todo k < n.

Suponhamos que exista m < n tal que p(m) # (). Pelo passo (2), existe p > n > m tal
que p(p) > p(m). Como p(m), u(p) # 0, pelo passo (5) existe v € F™* tal que ¢(avey,p) #
0. Como m < n < p, entdo ae,, € RZ(F). Note que ¢(e,,) = 0; de fato, como
p(n) =0, entdo ¢(enn )k = 0 para todo £ > 1. Além disso, como ¢(e,,,) é idempotente,
existe t € T, (F) tal que t~'¢(e,, )t € uma matriz diagonal, pelo Lema Mas, para
todo i > 1, (t7'd(enn)t)ii = (™ Hud(enn)utii = 0 e, portanto, t~'¢(e,,)t = 0. Logo,
$(€nn) = 0. Pelo Lema H(R™(F)) = {0}, o que é uma contradicdo.

(8) Existe um endomorfismo sobrejetor i : Too(F) — Too(F) de forma que ¢ =
YUpy, para algum k € N. Além disso, ¢’ leva matrizes ndo inversiveis em matrizes ndo

inversiveis.

Suponhamos, primeiramente, que z.(n) # () para todo n € N*. Mostremos que, neste
caso, ¢ leva matriz ndo inversivel em matriz ndo inversivel. Seja x € 7. (F') uma matriz
ndo inversivel e sejam d € D (F) e a € Noo(F) tais que x = d+a. Como ¢(a) € No(F),
entdo ¢(z); = ¢(d); para todo i € N*. Uma vez que = é uma matriz ndo inversivel,
pela Proposigéoexiste n € N* tal que x,, = 0. Pelo passo (3), ¢(d)rr = &(dpn€nn )ik
para todo k € p(n). Logo, como d,,, = xp, = 0, entdo ¢(x)kr, = &(d)kk = A(0€nn )ik = 0.
Pela Proposicdo segue que ¢(z) é ndo inversivel. Portanto, neste caso, basta tomar
p=¢pek=0.

Suponhamos, agora, que exista n € N* tal que p(n) = 0. Seja m € N* tal que
p(m) # (. Pelo passo (7), temos que n < m. Seja k = max{l € N* : y(I) = 0}. Considere
Y Too(F) — Too(F') definida da seguinte forma: ¢(v) = ¢(u), onde u € Too(F) é tal que
Upi(u) = v. Verifiquemos inicialmente que v estd bem definida. Sejam u;,us € Too(F)
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tais que Upy(u1) = Upk(uz). Entdo (uy);; = (us)ij se j > ¢ > k + 1. Consideremos
u € Too(F) tal que u;; = O parai < ke u; = (u1);; = (u2);; para todo ¢ > k + 1.

Podemos escrever u; = u + Z h, com h, € H? (F') e (hy),; = (u1),; para todo j > p.
1<p<k
Note que h, € R?%(F). Como p(i) = () para todo i < k, entdo pelo que mostramos no

passo (7), ¢(e;;) = 0 para todo i < k. Pelo Lema[3.2.1} ¢(R% (F)) = {0} para todo i < k.
Portanto, ¢(u;) = ¢(u) + Z #(h,) = ¢(u). Analogamente, temos que ¢(uz) = ¢(u).

1<p<k
Logo, ¢(u1) = ¢(us).

Sejam vy,v3 € To(F). Uma vez que Up;, é sobrejetora, existem wuy,us € Too(F)
tais que Upi(u1) = v1 e Upg(uz) = ve. Como Upi(uius) = Upk(ur)Upkp(uz) = vive,
entdo ¢ (v1v2) = P(urug) = ¢(ur)d(uz) = ¥(v1)Y(v2) e, portanto, ¢ é homomorfismo.
Seja w € To(F'). Consideremos u € T (F) tal que ¢(u) = w. Se Upi(u) = v, entdo
Y(v) = ¢(u) = w. Portanto, 1) é sobrejetora. Assim, temos que ¢ é um homomorfismo
sobrejetor.

Seja © € Too(F') uma matriz ndo inversivel. Mostremos que (z) é ndo inversivel.
Consideremos d € D (F) e a € N (F) tais que « = d + a. Pela Proposicao existe
p € N* tal que z,, = 0. Como = = d + a, entdo d,, = 0. Note que d = Upy(u) para
alguma matriz u € D (F) e, portanto, upyikpir = dpp = 0. Como p + k > k, entdo
w(p + k) # 0. Portanto, pelo passo (3), ¢(u)u = ¢(UprkpikCpikprk)u S€ 1 € u(p + k).
Como Uy ik = 0, entdo ¢(u)y = 0. Assim, ¢¥(z)y = Y(d)y + Y(a)y = ¢(u)y +0 =0
e, consequentemente, ¢)(z) é uma matriz ndo inversivel. Logo, 1 ¢ um endomorfismo

sobrejetor que leva matrizes ndo inversiveis em matrizes ndo inversiveis. [

A proposi¢do acima nos garante que todo endomorfismo sobrejetor ¢ do anel 7, (F)
é uma composi¢do de dois homomorfismos sobrejetores ¢ e Up, com (T (F)) =
T (F). Isso nos possibilita aplicar os resultados do Capitulo 2 para descrever os endo-
morfismos sobrejetores de 7. (F').

Teorema 3.2.3. Se ¢ : Too(F) — Too(F) é um endomorfismos sobrejetor, entdo existe t €
Tw(F), 0 € Aut(F),k,n € N, um homomorfismo de grupos f : (F*)™ — F* tais que, para
todo x € Too(F),

o(@) =f((@1)k+1h115 - - - (@) kgnotn) I TUD g (1) +

F(@2) ks 1415 - (@2) ktn o) INNGTU D0 (22),
onde v1 € Do (F) e 2o € Too(F) sdo tais que (x3);; = x;; se i < j,
1, sexii:O —1, S@SCM:O
(%)n’ = e (952)n = )
Ty + o, sexy # 0 —ay, sewx #0

com oy € F* tal que o; # —x;.
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Demonstragio. Pela proposi¢do anterior existe k¥ € N e um endomorfismo sobrejetor
Y To(F) = To(F) tal que ¢ = yUp, e Y(Tw(F)) = To(F). Pelo Teorema 2.3.2)
existem t € T (F'), 0 € Aut(F), n € N e uma aplicagdo multiplicativa f : (F™*)" — F*
tais que

V() = f(W1s - Yan) I GUPL(Y),

para todo y € T(F). Dado = € T (F), podemos escrever © = z; + x5 onde x; €
Doo(F) e 25 € Tool
= YUpr(x1) + YUDKL(

F) sdo dados no enunciado. Portanto, ¢(z) = YUpk(x; + x3)
z3). Logo,

¢($) :f(($1)k+1,k+1, ce (331)k+n,k+n)1nnt5upk+n($1)+

f((352)k+1,k+1, cee ($2)k+n,k+n)1nnt5upk+n(5172)-
O

Corolario 3.2.4. Se ¢ : Too(F) — Too(F') é um automorfismo, entdo existem t € T, (F) e
o € Aut(F) tais que

¢ = Inn,o.

Demonstragio. Sabemos que ¢(Ts(F')) = Too(F'). Sejax € Too(F) e sejam x1, 29 € Too (F)
como no Teorema Como x = x1 + x5, entdo ¢(x) = ¢(r1) + ¢(x2). Pelo Corola-
rio existem t € To(F) e 0 € Aut(F) tais que ¢(x) = Inn(x1) + Inngo(xy).
Considere as extensdes Inn; : Too(F) = Too(F) €T : Too(F) = Too(F) ao anel T (F).
Entdo ¢(z) = Innia(xy + x2) = Inn,a (). O
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