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"Por vezes, sentimos que aquilo que fazemos
ndo é, sendo, uma gota de dgua no mar.

Mas o mar seria menor se lhe faltasse uma gota.”

Madpre Teresa de Calcutd.
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RESUMO

Neste trabalho sdo apresentadas algumas propriedades sobre variedades Rieman-
nianas compactas e homogeéneas. Os resultados estudados e desenvolvidos foram ex-
traidos em sua maioria do artigo de Nolan R. Wallach, Compact homogeneous Rie-
mannian manifolds with strictly positive curvature. Annals of Mathematics, Vol. 96,
pp-277-295, 1972. Ao longo do estudo é utilizado diversas ferramentas das teorias de
variedades Riemannianas, dlgebras de Lie e grupos de Lie. O objetivo deste trabalho
é apresentar a classificacdo das variedade Riemannianas compactas e homogéneas de

dimensao par que admitem curvatura estritamente positiva.

Palavras-chave: Variedades Riemannianas, algebras de Lie, grupos de Lie, espagos

homogéneos, curvatura seccional, curvatura estritamente positiva.



ABSTRACT

In this work we present some properties of compact homogeneous Riemannian
manifolds. The results presented and developed here were extracted mostly from the
paper of Nolan R. Wallach, Compact homogeneous Riemannian manifolds with stric-
tly positive curvature. Annals of Mathematics, Vol. 96, pp.277-295, 1972. Throughout
the study is used several tools of the theory of Riemannian manifolds, Lie algebras
and Lie groups. The objective of this work is to present the classification of compact
homogeneous Riemannian manifolds of even dimension that admit strictly positive

curvature.

Key-words: Riemannian manifolds, Lie algebras, Lie grupos, homogeneous spaces,

sectional curvature, strictly positive curvature.
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INTRODUCAO

Os resultados desenvolvidos neste estudo foram extraidos em sua maioria do ar-
tigo de Nolan R. Wallach, Compact homogeneous Riemannian manifolds with strictly

positive curvature. Annals of Mathematics, Vol. 96, pp.277-295, 1972.

O resultado principal deste trabalho apresenta uma classificacdo das variedades
Riemannianas compactas e homogéneas de dimensao par que admitem curvatura es-

tritamente positiva.

O capitulo 1 contém as defini¢des necessdrias para os capitulos posteriores, além de
alguns resultados e exemplos sobre as teorias de geometria Riemanniana, algebras de

Lie e grupos de Lie.

No capitulo 2 sdo demonstrados dois teoremas importantes, o primeiro garante que
todo campo de Killing em uma variedade Riemanniana possui um ponto de singulari-
dade. O segundo teorema garante que o grupo de Lie SU(2) é o tinico conexo, simples-
mente conexo, com métrica invariante a esquerda que possui curvatura estritamente
positiva.

O capitulo 3 é destinado ao estudo de uma conexdo afim em um espago homogéneo
M. Em seguida é associada uma forma bilinear U sobre o espaco tangente 71/, a qual

é relacionada com a curvatura seccional em 7M.

No capitulo 4, o principal resultado mostra, dentro de algumas hipéteses, que se
M = (/K é um espago homogéneo de dimensao par, entdo G é simples e o posto de G
coincide com o posto de K.

Por fim, no capitulo 5 é apresentada a classificacdo dos 9 tipos de variedades Rie-
mannianas compactas e homogéneas com dimensdo par que admitem curvatura estri-

tamente positiva.



CariTULO 1

PRELIMINARES

1.1 Geometria Riemanniana

1.1.1 Variedades Diferencidveis

Nesta se¢do sera apresentado o conceito inicial de variedade diferencidvel e de vari-
edades Riemannianas, além de algumas defini¢des e resultados da teoria, os quais sdo
indispensaveis para o desenvolvimento dos préximos capitulos. As demonstragdes
desses resultados, assim como, outros detalhes sobre Geometria Riemanniana, podem
ser encontrados em [4].

Definicao 1.1. Uma variedade diferencidvel de dimensdo n é um conjunto M e uma familia de

aplicagoes injetoras x, : U, C R™ — M de abertos U, em M, tais que:
1. Uza(Uy) = M.

2. Para todo par o, 8, com xo(Us) Nas(Us) = W # 0, 0s conjuntos x,' (W) e X' (W)

sdo abertos em R™ e as aplicagdes x[gl o x, sdo diferencidveis.
3. A familia {(U,, x,)} é maximal em relagdo as condigdes (1) e (2).
4. M é Hausdorff e tem base enumerdvel.

O par (U,, x4) com p € z,(U,), ou simplesmente z,, € chamado de parametrizacao,
ou também, sistema de coordenadas de M em p.

Em algumas bibliografias, a condi¢do (4) ndo é exigida. Ao longo do texto, sempre
serd considerado que uma variedade M é Hausdorff e tem base enumerével, por isso,
assumimos a condic¢do (4) na defini¢do acima.

Observe que isso faz sentido, pois toda variedade diferencidavel M é, em particular,

um espago topolédgico. Basta definir os abertos A em M, como os conjuntos A C M,
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tais que z,'(ANz,(U,)) é aberto em R", para todo «. Desta forma, os conjuntos x,,(U,)
sdo abertos, as aplicagdes X, e x;l sdo continuas. Logo, as parametrizagoes, z,, : U, —

z4(U,) sdo homeomorfismos.

Definicao 1.2. Sejam M7 e MJ" variedades diferencidveis. Uma aplicagdo ¢ : My — M, é
diferencidvel em p € M, se dada uma parametrizacio y : V C R™ — My em ¢(p), existe uma
parametrizagio x : U C R™ — M, em p tal que p(x(U)) C y(V) e a aplicagio y™ o p oz :
U C R" — R™ é diferencidvel em x~*(p). A aplicagio ¢ é diferencidvel em um aberto de M,

se o € diferencidvel em todos os pontos deste aberto.

Decorre da condigdo (2) da Defini¢do[1.1] que a diferenciabilidade de ¢ independe

das parametrizagdes escolhidas.

A partir da Definigdo concluimos que as aplicagdes z,, e z,* sdo diferencidveis.

Ou seja, as parametrizagdes sao difeomorfismos.

Definicdo 1.3. Seja M uma variedade diferencidvel. Uma aplicagio diferencidvel o : (—¢,e) —
M é chamada de curva diferencidvel em M. Suponha que o(0) = p e seja D o conjunto das
fungdes definidas em M diferencidveis em p. O vetor tangente a curva ccem t = 0 é a fungio

a/(0) : D — R dada por

a(0)f = W , com f €D.
t=0

Um vetor tangente em p é o vetor tangente em t = 0 de alguma curva o : (—e,¢) — M com

a(0) = p. O conjunto dos vetores tangentes a M em p serd indicado por T,M.

Para cada p € M, T,M com as operagOes usuais de soma e produto por esca-
lar é um espago vetorial de dimensdo n, o qual é chamado de espaco tangente em
p. A escolha de uma parametrizacdo v : U — M determina uma base associada
{(3%) -+ (3%),} para T,M, onde (52-), € o vetor tangente em p a curva coordenada
z; — 2(0,...,0,2;0,...,0).

Com essa nogado de espago tangente, pode-se estender as variedades diferencidveis

a nogdo de diferencial de uma aplica¢do diferencidvel.

Proposicao 1.4. Sejam M, e M, variedades diferencidveis e seja ¢ : M; — My uma apli-
cagdo diferencidvel. Para cada p € M, e cada v € T,M,, escolha uma curva diferencid-

vel a : (—e,e) = My, com a(0) = pe d/(0) = v. Considere = ¢ o a. A aplicagio
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dop : ToMy :— Ty My dada por do,(v) = B'(0) é uma aplicagio linear que nio depende da

escolha de a.

Definicao 1.5. A aplicagdo linear di,, dada pela Proposigdo é chamada diferencial de ¢ em

p.

Teorema 1.6. (Teorema da fungdo inversa) Seja ¢ : My — M, diferencidvel e seja p € M, tal

que dip,, : T, My — T, My € um isomorfismo. Entdo, ¢ é um difeomorfismo local em p.

Definicao 1.7. Sejam M, e M, variedades diferencidveis. Uma aplicagdo diferencidvel ¢ :
M, — My é uma imersdo se dy, : T,My, — T, M, é injetora, para todo p € M. Se, além
disto, ¢ é um homeomorfismo sobre o(My) C My, onde ¢(M;) tem a topologia induzida por

My, diz-se que ¢ é um mergulho.

Definicao 1.8. Diz-se que M, é uma subvariedade de My se My C M e a inclusdo i = My, —

M, é um mergulho.

Proposicao 1.9. Seja ¢ : My — My uma imersio. Para todo p € M, existe uma vizinhanga

V' C M, de p tal que a restrigio |y : V' — My é um mergulho.

A Proposicao mostra que toda imersdo é localmente um mergulho, assim, na
maior parte das questdes locais de geometria diferencidvel é indiferente trabalhar com

imersdes ou mergulhos.

Definic¢ao 1.10. Sejam M, N variedades diferencidveis, e p : M — N uma aplicagdo diferen-
cidvel. Diz-se que ¢ é uma submersio no ponto p € M se a diferencial dp,, : T,M — T, N
é sobrejetora. Se y é uma submersio em todo ponto p € M , diz-se simplesmente que ¢ é uma

submersio.

Teorema 1.11. (Forma Local das Submersoes) Seja f : M™ — N™ uma submersdo em um
ponto p € M. Entdo, dada uma parametrizagio ip : V. C R" — (V) C N, com f(p) €
V, existe um difeomorfismo & : V. x W — U, onde U C M é um aberto contendo p, com
f(U) C V,eW C R™™ éum aberto, tais que (=" o f o &)(z,y) = = € R, para todo
(x,y) e VW CR"xR"™ ™,

Note que o difeomorfismo £ : V x W C R™ — £(V x W) é uma parametriza¢do de

pem M. Uma demonstracdo da Forma Local das Submersodes, pode ser encontrada em

[91.
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Dada uma variedade diferencidvel M, a colecdo dos espagos vetoriais que a cada
ponto p € M associa seu espago tangente, possui uma estrutura de variedade diferen-
cidvel. Esta nova variedade é chamada de fibrado tangente de M e denotada por 7'M,

ou seja, TM = {(p, T,M);p € M}.

Definicao 1.12. Um campo de vetores X em uma variedade diferencidvel M é uma corres-
pondéncia que a cada ponto p € M associa um vetor X (p) € T,M. Em termos de aplicagdes,
X é uma aplicagio de M no fibrado tangente T M. Diz-se que o campo X é diferencidvel se a

aplicagdo X : M — TM é diferencidvel.

Considerando uma parametrizacdo z : U C R" — M é possivel escrever

X0) = Y ag,
onde cada a; : U — R é uma funcdoem U e {a%} é uma base associada a parametriza-
cdo z. Neste contexto, X é diferencidvel se, e somente se, as fungdes a; sdo diferencia-
veis,comi = 1,...,n.

Seja F = {f : M — R; éfuncdo} e D = {f : M — R; f é fungdo diferencidvel}.
Pode-se pensar em um campo de vetores como uma aplicagdo X : D — F, definida
como: §

XH0) = Y alp) 5 0)

=1

Neste caso, X é diferencidvel se, e somente se, X : D — D, isto é,se X f € D, para

todo f € D.

Denote por X(M) o conjunto dos campos de vetores diferencidveis em M. Dados
X,Y € X(M), existe um tinico W € X(M), tal que W(f) = (XY — Y X)f, para todo
f € D. Este campo W é chamado de colchete entre X e Y e é denotado por [ X, Y].

O colchete entre campos de vetores diferencidveis possui as seguintes proprieda-

des:
Proposicdo 1.13. Se X,Y,Z € X(M), a,b € Re f,g € D, entdo:
(a) [X,Y] = —1Y, X] (anticomutatividade),

(b) [aX +0bY,Z] = a[X, Z] + V]Y, Z] (linearidade),
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(o [[X,Y], Z]+[[Y, Z], X] + [| Z, X],Y] = 0 (identidade de Jacobi),
d) [fX,gY] = fg[X, Y]+ [X(9)Y — gY(f)X.

Teorema 1.14. Seja X um campo diferencidvel de vetores em uma variedade diferencidvel M,
e seja p € M. Entdo, existem uma vizinhanga U C M de p, um intervalo (—9,6), 6 > 0, e
uma aplicagdo diferencidvel ¢ : (—9,6) x U — M, tais que a curva t — (t,q), comq € Ue

t € (—6,0), é a uinica curva que satisfaz %—f = X(p(t,q)) e p(0,q) =0.

Uma curva « : (—6,0) — M que satisfaz as condigdes o/(t) = X («(t)) e a(0) = g é
chamada de trajetéria do campo X, com ponto inicial ¢. E comum utilizar a notagao

vi(q) = p(t,q) e chamar ¢, : U — M de fluxo local de X.

1.1.2 Variedades Riemannianas

Definicao 1.15. Uma métrica Riemanniana em uma variedade diferencidvel M é uma cor-

respondéncia que associa a cada ponto p de M um produto interno (), em T,M, que varia

diferenciavelmente em M. Isto significa que se x : U — M é um sistema de coordena-
)

das locais em torno de p, com x(x1,...,x,) = q € x(U) e 5--(¢q) = dx(0,...,1,...,0), entdo

(22(q), 52 (q))q = Gij(x1, ..., 2) é uma funcio diferencidvel em U.

Uma maneira equivalente de definir a diferenciabilidade da métrica Riemanniana é
exigir que para todo par X e Y de campos de vetores diferencidveis em uma vizinhanca

V de M, a fungdo (X, Y) também seja diferencidvel.

Definicao 1.16. Uma variedade diferencidvel munida de uma métrica Riemanniana é chamada

de variedade Riemanniana.

Um resultado interessante é que toda variedade diferenciavel (como na Definicdo

1.1) admite uma métrica Riemanniana.

Definicao 1.17. Sejam M e N variedades Riemannianas. Um difeomorfismo f : M — N é

chamado uma isometria se:

(u, v)p = (dfy(u), dfp(”))f(ﬁ)?

para todop € M eu,v € T,M.
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Proposicao 1.18. Seja f : M™ — N™* uma imersio. Se N tem uma estrutura Riemanniana,
entdo f induz uma estrutura Riemanniana em M, por (u,v), = (dfy(w), dfp(v)) sy, cOMm u, v €

T,M.

Diz-se que f : M — N é uma imersdo isométrica quando f é uma imersao e a estru-
tura Riemanniana de M coincide com a estrutura induzida de N, como na Proposi¢do

acima.

Sejam M, e M, variedades Riemannianas e considere o produto M; x M, com a
estrutura diferencidvel produto. Sejam 7 : My x My — My e my : My x My — M, as

proje¢des naturais. Entdo, defina

(U, ) (p.g) = (dmi(u), dmy(v))p + (dma(u), dma(v)),,

para todo (p,q) € My x My, u,v € T q(My x M,). Isto é realmente uma métrica
Riemanniana, chamada de métrica produto. Neste caso, diz-se que M; x M, é um

produto Riemanniano.

Definicao 1.19. Uma conexio afim V em uma variedade diferencidvel M é uma aplicagdo
V:X(M)x X(M) = X(M) que se indica por (X,Y) — VxY e que satisfaz as sequintes
propriedades:
(i) VixigvZ = fVxZ +gVyZ,
(i1) Vx(Y + Z) =VxY +VxZ,
(iii) Vx(fY) = fVxY + X(f)Y,
onde X, Y, Z € X(M)e f,g €D.

Observagdo 1.20. (a) Na verdade, V xY (p) depende sé do valor X (p) e do valor de Y ao

longo de uma curva tangente a X em p.

Isso se deve ao fato da conexdo afim ser uma nogdo local. Escolha um sistema de coorde-

nadas (x4, ..., x,) em torno de p e escreva

X = ZfZXQEY = Zg]X], OndeXi = aixl

i=1 j=1
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Desta forma, VxY = ffivxi(f 9;X;) = Z 1i9;Vx, X + Z [iXi(g5)X;

=1 j=1 1,7=1 i,j=1

Denote Vx, X, = Z ¥ Xy Assim, T'}; sdo fungdes diferencidveis e

VxY = Z Z Figi 0% + X (9) X

k=1 i,5=1

Isto mostra que V xY (p) depende de f;(p), gr(p) e das derivadas X (g)(p) de g; sequndo
X.

(b) A expressio acima determina uma maneira local para se definir conexdes afins, pois para

que V satisfaga os trés itens da Definigdo é necessdrio e suficiente que

VxY = Z fig;Vx, X; + Z fiXi(95) X5,

ij=1 ij=1
para todo p € M.

Proposicao 1.21. Seja M uma variedade diferencidvel com uma conexdo afim V. Entdo, existe
uma correspondéncia que associa a um campo vetorial V ao longo da curva diferencidvel c :
I — M um outro campo vetorial 2 ao longo de ¢, denominado derivada covariante de V ao

longo de ¢, tal que:
(@) B(V+Ww)=28C+ 28

() 2(fV) = Lv + fBY onde W é um campo de vetores ao longo de c e f é uma fungdo

diferenciavel em I.

(c) Se V é induzido por um campo de vetores Y € X(M), isto é, V(t) = Y (c(t)), entdo
=VaY
dt

Definigao 1.22. Seja M uma variedade diferencidvel com uma conexdo afim V. Um campo
vetorial V' ao longo de uma curva ¢ : I — M é chamado paralelo quando 2 = 0, para todo

tel

Definic¢ao 1.23. Uma curva parametrizada v : I — M é uma geodésica em t, se dQ‘fll =0,

para to. v é uma geodésica se vy é geodésica em t,, para todo t, € I.
Definicao 1.24. Uma variedade Riemanniana M é completa (geodesicamente completa) se para

todo p € M, as geodésicas ~y(t) que comegam em p estdo definidas para todo t € R.
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Definic¢ao 1.25. Seja M uma variedade diferencidvel com uma conexdo afim V e uma métrica
Riemanniana (,). A conexdo é dita compativel com a métrica (,), quando para toda curva
diferencidvel c e quaisquer pares de campos de vetores paralelos P e P’ ao longo de c, for satisfeito

que (P, P') =constante.

Proposicao 1.26. Seja M uma variedade diferencidvel com uma conexdo afim V e uma métrica

Riemanniana (, ). As sequintes afirmagoes sio equivalentes:

1. A conexdo é compativel com a métrica.
2. Para todos campos de vetores V, W ao longo da curva diferencidvel c, vale que:

d DV DW

3. Para todos X,Y,Z € X(M), tem-se XY, Z) = (VxY,Z) + (Y, VxZ).

Definicao 1.27. Uma conexdo afim V em uma variedade diferencidvel M é dita simétrica

quando VxY — Vy X =Y, para todo X,Y € X(M).

Teorema 1.28. (Levi-Civita). Dada uma variedade Riemanniana M, existe uma tinica conexio

afim V em M que é simétrica e compativel com a métrica Riemanniana.

Definicao 1.29. A conexdo dada pelo Teorema de Levi-Civita é chamada de conexdo Rieman-

niana (ou de Levi-Civita) em M.

O conceito de curvatura para variedades Riemannianas serd muito importante para
os proximos capitulos. Nesta parte, a referéncia [4], escolhe uma defini¢do para a cur-
vatura R, com sinal oposto ao que serd introduzido aqui. Sendo assim, para mais

detalhes sobre a curvatura, pode-se consultar outras bibliografias, como por exemplo,

[8].

Defini¢ao 1.30. A curvatura R de uma variedade Riemanniana M é uma correspondéncia que

associa a cada par X,Y € X(M) uma aplicagio
R(X,Y)Z =VxVyZ —-VyVxZ —Vxy|Z,

com Z € X(M).
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Definicdo 1.31. O tensor curvatura R : X(M) x X(M) x X(M) x X(M) — D é definido por

R(X,Y,Z, W)= (R(X,Y)Z, W),

com XY, Z W € X(M).

Proposicao 1.32. O tensor curvatura satisfaz as sequintes igualdades:
() RW,X,Y,Z)=—-R(X,W,Y, Z).
(b) RW,X.,Y,Z) = —R(W,X,Z,Y).
(c) ROW,X,Y,Z) = R(Y, Z,W, X).

d) ROW,X,Y,Z)+ R(X,Y,W,Z) + R(Y,W,X, Z) = 0.

Dado um espago vetorial V, é indicado por |z Ay| a expressdo +/|z[2|y[2—(z, y)2, que
representa a drea do paralelogramo bi-dimensional determinado pelos vetores z,y €

V.

Proposicao 1.33. Seja o C T, M um subespago bi-dimensional e sejam x,y € o vetores line-

armente independentes. Ento,

R(z,y,y, )

ndo depende da escolha dos vetores x,y € o.

Definic¢ao 1.34. Dados p € M e um subespago bi-dimensional o C T,,M, considere o niimero
real K(x,y) = K(o), onde {x,y} é uma base de 0. K (o) é chamado de curvatura seccional de

o emp.

A curvatura seccional também é conhecida como curvatura Riemanniana. Além
disso, se estiver claro no contexto, também é comum se referir a K (o) apenas como

curvatura.

Defini¢do 1.35. Dados x = z,, um vetor unitdrio em T,M e {z, ..., z,—1} uma base ortonor-

mal do hiperplano de T, M ortogonal a x, define-se a curvatura de Ricci por

[y

1«
Ric,(z) = — (R(x,2;)z, ).
i=1
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Sejam My, M variedades Riemannianas e ¢ : My — M uma imersdo isométrica.
Localmente, i é um mergulho, assim i(U) é uma subvariedade de M. Se U é uma vizi-
nhanga suficientemente pequena em My, tem-se que U estd identificado com i(U) em
M eovetor v € T, My com di,(v) € Ti(q)M, para ¢ € U. Dado um campo diferencidvel
X em My, tem-se que X estd identificado com um campo diferencidvel de i(U), assim

é possivel estender X a um campo diferenciavel de M.

Para cada p € My, o produto interno em 7,/ decompde 7, M na soma direta
T,M = T,Mr @ (T,Mr)".

Se v € T,M, com p € My, entdo v = v’ + vV, onde v!' € T,Mr e vV € (T,Mr)*.
Denomina-se v a componente tangencial e vV a componente normal de v.

A conexdo Riemanniana de M serd denotada aqui por V. Se X e Y sdao campos lo-
caisem My e X , Y sdo as extensdes locais a M, define-se VY = (@ X?)T. Na verdade,

VxY é a conexdo Riemanniana de M.

Define-se também a aplicagdo B : X(U) x X(U) — X(U)* por
B(X,Y)=ViY - VyY.

B é bilinear, simétrica e B(.X,Y)(p) depende apenas de X (p) e Y (p).

Definicdo 1.36. Sejap € My en € (T,M)*. A forma quadrdtica 11, definida em T, My por
II,(x) = (B(z,x),n) é chamada de sequnda forma fundamental de i em p sequndo o vetor

normal .

Definicao 1.37. Uma imersdo isométrica i : My — M é geodésica em p € M se para todo
n € (T,M)* a sequnda forma fundamental 11, é identicamente nula em p. A imersio i é dita

totalmente geodésica quando i é geodésica para todo p € M.

Observagao 1.38. Suponha que V Y € X(Mrz), para todos X,Y € X(My).
Neste caso, tem-se que (V 3 Y)N = 0, 0 que implica que V ;Y = VxY. Logo, B(X,Y) =
0, para todos X,Y € X(Mry). Consequentemente, 11, (x) = 0, para todos x € T,Mr, p € Mr.

Portanto, i é totalmente geodésica.

Teorema 1.39. (Bonnet, Myers). Seja M uma variedade Riemanniana completa. Suponha que
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a curvatura de Ricci de M satisfaz

, 1
Ric,(v) > 5> 0,

para todo p € M e todo v € T,M, |v|= 1. Entdo, M é compacta e o didmetro diam(M) < mr.

1.2 Algebras de Lie

Aqui serd apresentado algumas definigdes e resultados sobre Algebras de Lie. Este

conceito serd utilizado no decorrer dos préximos capitulos.

As demonstragdes desses resultados, bem como, outros detalhes sobre a teoria, po-

dem ser encontrados em [12].

Definicao 1.40. Uma dlgebra de Lie é um espago vetorial g, munido de um colchete, [-,-] :

g X g — g, com as seguintes propriedades:

1. E bilinear.

2. E anti-simétrico, ou seja, [X,X] = 0 para todo X € g (o que implica que [X,Y] =
—|Y, X, para todo X, Y € ge éequivalente se o corpo dos escalares nio é de caracteristica

dois).

3. Satisfaz a identidade de Jacobi, isto é, para todo X.,Y, Z € g,
XY 2N+ Y [Z, X)) + 2, [X, Y]] = 0.
Definicao 1.41. Seja g uma dlgebra de Lie. Uma subdlgebra de g é um subespago vetorial by de
g que é fechado pelo colchete, isto é, [X,Y] € h,se X, Y € bh.

Evidentemente, uma subdlgebra h de g é uma algebra de Lie com a estrutura her-

dada de g.

Definicao 1.42. Uma subdlgebra de Lie ) C g é um ideal, se [X,Y]| € b, para todo X € he
Y eg.

Exemplo 1.43. Os exemplos cldssicos de dlgebra de Lie:
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1. gl(n,K): o espaco da matrizes quadradas de ordem n, com coeficientes no corpo K. O

colchete é dado por: [X,Y] = XY — Y X.

Esta dlgebra de Lie também corresponde a dlgebra das transformagoes lineares de um

espago vetorial V, com dim V' = n. A qual serd denotada por gl(V').

2. Algebms abelianas, ou seja, [X,Y] = 0, para todos X,Y € g. Neste caso, a estrutura de

dlgebra de Lie (o colchete) ndo acrescenta nada a estrutura de espago vetorial.

o Toda dlgebra g de dimensdo um é abeliana.

e Outro exemplo de dlgebra abeliana é o subespago das matrizes diagonais em gl(n, K).
3. Subdlgebras de gl(n,K) :

(a) so(n,K) ={X € gl(n,K); X + X* = 0}.
(b) sl(n,K) ={X € gl(n,K); tr(X) = 0}.

On><n _1n><n

(c) sp(n,K) ={X € gl(2n,K); XJ + JX' = 0}, onde J =

1n><n OTLX?’L

(d) so(p,q,K)={X € gl(p+¢,K); XJ + JX" =0}, onde J = o 0 )

0 Lgxq

(e) u(n) ={X € gl(n,C); X + X' = 0}, onde X denota a matriz conjugada. Note que
esse conjunto ndo é subespago vetorial de gl(n, C). Mas u(n) é dlgebra de Lie sobre
o corpo dos reais, isto é, quando gl(n, C) é visto como espago vetorial sobre o corpo

dos reais.

(f) su(n) ={X € u(n);tr(X) = 0}.

Definicdo 1.44. Seja V um espago vetorial e gl(V') a dlgebra de Lie das transformagoes line-
ares de V. Seja g uma dlgebra de Lie sobre o mesmo corpo de escalares do espaco V. Uma

representagio de g em V' é um homomorfismo, p : g — gl(V).

Exemplo 1.45. Para X € g, considere a transformacio linear ad(X) : g — g dada por
ad(X)(Y) = [X,Y]. Aaplicagdo ad : g — gl(g), que a cada X € g, associa a transformagio
linear ad(X), define uma representagio de g em g. A aplicagio ad é chamada de representagio

adjunta.
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Definic¢ao 1.46. O centro de g é definido como sendo o niicleo da representacdo adjunta e é

denotado por 3(g), ou seja, 3(g) = {X € g;ad(X)(Y) = [X,Y] =0, paratodo Y € g}.

Definigao 1.47. O centralizador de um subconjunto A C g é definido por
3(A) ={Y egVX € A [X,Y] =0}

Veja que o centralizador de g é o préprio centro de g, por isso a notagdo é con-
sistente. Note ainda que o centralizador de um conjunto unitario {X} é dado pelo

Ker(ad(X)). Consequentemente, 3(A) = (| Ker(ad(X)).
XeA

Definicao 1.48. Seja V' o espaco vetorial de g e p uma representacio de g em V. Os subespagos

W C V que satisfazem p(W') C W sdo chamados de subespagos invariantes por p.

Definicao 1.49. Uma representagio p de g em V é dita irredutivel se os tinicos subespagos
invariantes por p sdo os triviais {0} e V.
A representagio é dita completamente redutivel se V' se decompde comoV =V, & --- BV,

com cada V; invariante e tal que a restrigdo de p em V; é irredutivel.

Proposicao 1.50. Sejam K um grupo compacto Hausdorffe p : K — GI(V') uma represen-
tagdo continua de K no espago vetorial real (respectivamente complexo) V' de dimensdo finita.
Entdo, existe um produto interno (respectivamente um produto Hermitiano) (,) em V, que é

K-invariante, isto é, (p(k)u, p(k)v) = (u,v), paratodo k € K eu,v € V.

Proposicdo 1.51. Sejam K um grupo compacto Hausdorffe p : K — GI(V') uma representa-
¢do continua de K no espago vetorial real ou complexo V. Entdo, V' se decompde em uma soma
direta ortogonal,

V=Wo. oV,
onde cada subespago V; é invariante por K e irredutivel.

Definicao 1.52. A série central descendente da dlgebra de Lie g é definida, por indugdo, como

g =09"=[g09,..9"=g0

O nome atribuido a essa série vem do fato que g"*! = [g, g*] C g*, ou seja, é real-

mente uma série descendente, g D g? D> ---DgFD---
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Definicao 1.53. Uma dlgebra de Lie é nilpotente se sua série central descendente se anula em

ko —

algum momento, isto é, g {0}, para algum ky > 1.

Se a definigdo acima ¢ satisfeita, entdo g* = {0}, para todo k > k.

Um exemplo facil de dlgebras nilpotentes sdo as dlgebras de Lie abelianas.

Definicao 1.54. Uma dlgebra de Lie g é simples se:

e dim(g) #1le
e 0s 1inicos ideais de g sdo {0} e g.

Definicao 1.55. Uma dlgebra de Lie g é semi-simples se ela pode ser escrita como uma soma

direta (finita) de dlgebras simples, isto é, g = g1®- - - B gn, com g; dlgebras simplesei = 1,...,n.

Definicdo 1.56. Seja g uma dlgebra de Lie. Uma subdlgebra de Cartan de g é uma subdlgebra

t C g que satisfaz:
1. té nilpotente.
2. O normalizador de t em g coincide com t.
2. Se [X,t] C t, entido X € t.
As condigoes 2 e 2' sdo equivalentes.

Lembre que o normalizador de tem g é dado por n(t) = {X € g;[X,Y] € t, VY € t}.

A equivaléncia entre 2 e 2’ é imediata.

Observagao 1.57. Se X € 3(g), entdo [X,Y] =0, para todo Y € g. Em particular, para uma
subdlgebra de Cartan t, tem-se que [X,Y| =0 € t, para todo Y € t. Assim, pela condigio (2'),
X € t. Portanto, 3(g) C t.

Definicao 1.58. Seja g um dlgebra de Lie sobre um corpo K e t uma subdlgebra de Cartan
de g. Um peso da representagdo adjunta ad : t — gl(g) é um funcional o : t — K tal que
go ={X €gVY et adY)X =aY)X} #0.

Observe na defini¢do acima que se o é um peso da representacdo adjunta, entdao

a(Y') é um auto-valor da transformacgdo linear ad(Y"). Assim, g, é um auto-espago.
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Definic¢ao 1.59. Seja g um dlgebra de Lie sobre um corpo K e t uma subdlgebra de Cartan
de g. Um funcional o : t — K é dito uma raiz da dlgebra g se for um peso (ndo-nulo) da

representacio adjunta ad : t — gl(g). Neste caso, g,, é chamado de espaco de raizes.

Nos préximos resultados, relacionados com raizes, suponha que g é semi-simples.

Para 4lgebras g semi-simples, existe uma decomposicdo em espacos de raizes, a

qual serd muito ttil para o desenvolvimento da teoria.
Teorema 1.60. Seja g uma dlgebra de Lie semi-simples sobre K e t uma subdlgebra de Cartan
de g. Entdo, g se decompde como

g=1tDga; D D Gan,

onde {ay, ..., o, } € 0 conjunto das raizes de t em relagdo a g.

Definicao 1.61. A forma de Cartan-Killing de g é a forma bilinear e simétrica Ky definida por
Ko(X,Y) =tr(ad(X) o ad(Y)), para todo X, Y € g.

Define-se também (X, Y) = —K,(X,Y"). Essa notagdo de produto interno é utilizada
pelo fato de que em determinados casos —K; é um produto interno, conforme serd

apresentado adiante na Proposicao [1.80]

Lema 1.62. Sejam g uma dlgebra de Lie semi-simples e t uma subdlgebra de Cartan, entdo:

1. Se cve (3 sdo raizes de t, com B # e 5 # —a, entdo (X,Y) = 0, para todos X € g, e
Y € 95-

2. dimg, = 1, para todo raiz .

3. Os unicos miiltiplos inteiros de o que sio raizes sGo o e —ov.

O préximo teorema é de grande valor para a teoria de raizes. Posteriormente, fi-
card claro que este resultado permite encontrar todas as raizes de uma algebra semi-
simples.

Sejam «, € t* (espago dual de t). Deseja-se saber quais elementos da forma 3 £ ka

sdo raizes, com k € N. Para isso, considere a sequéncia

B =20, —a, 8,6+ a, B+ 2a, ...
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que é chamada de a—sequéncia iniciada em f.

Teorema 1.63. Dadas as raizes o, 3 € t¥, existem p, q € N, tais que

B_paa"wﬁ_aaﬁa/B—'—a;"'aB—'—qa

sdo o0s 1inicos pesos da forma 3 + ko, com k inteiro. Além do mais, vale a sequinte férmula de

Killing

Observe que na férmula de Killing, o e 5 ndo sdo simétricos, ou seja, para a
p-sequéncia iniciada em «, sdo outros os valores de p e ¢ que definem os pesos.
O namero inteiro 2<<f—o‘f>> é denominado ntimero de Killing associado as raizes a e f3.

A partir de agora, fixa-se uma ordem lexicogréfica dada por uma base de t,. Em

relagdo a essa base, diz-se que a € A é positiva se o > 0 e « é negativa se a < 0.

Definicao 1.64. Uma raiz o € A é simples se satisfaz

o a>0.
e Nio existem 3,y € Atalque B,v >0ea = [+ 1.

Teorema 1.65. Se ¥ = {ay, ...,y } é 0 conjunto de raizes simples, entio

e Y é uma base de the

e toda raiz [3 pode ser escrita como [ = nyay + - - - + nyoy, com coeficientes inteiros e todos

eles de mesmo sinal.

Um conjunto ¥ = {ay, ..., a;} que satisfaz o teorema acima é chamado de sistema

simples de raizes.

Defini¢do 1.66. Seja X = {ay, ..., oy} um sistema simples de raizes. A matriz | x 1, formada

pelos niimeros de Killing associados ds raizes de ¥, é chamada de Matriz de Cartan C. Ou seja,

2(a,a;)
(ovisou)

a entrada c;; =

Proposicao 1.67. Seja C' a matriz de Cartan de um sistema simples de raizes. Entio,

(a) ci; =2, para todo i,
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(b) Cij = O, —1, —20u —3,
(c) cji=—1sec;; =—20u—3e
(d) c;j =0se, esése, cj; =0.

O diagrama de Dynkin é um diagrama (grafo) que contém as mesmas informagdes
que a matriz de Cartan. Fixado um sistema de raizes simples ¥ = {ay, ...,y }, o dia-
grama contém [ pontos (vértices), cada ponto representa uma raiz de 3. Esse vértices

sdo ligados ou ndo por um, dois ou trés segmentos de acordo com as seguintes instru-

¢oes:
2as,05) _ 2oy,ap) - ) . . _
e Se o) — Topag) — 0, ndo existem ligacdes, ou seja,
O
Q; a;
2<Oéi,0£j> _ 2<Oc]',Oéi> _ ) ) - . )
* Se (i) — Alajey) 1, a; e j séo ligados por um segmento:
O0—oO
a; Oéj

e Se 2<<O""aj ! ou 2<<O‘j’ai> é —2 (respectivamente —3) entdo os vértices sdo ligados por

) 505)

dois (respectivamente trés) segmentos:

Neste caso, ndo fica claro qual das entradas c;; ou ¢;; da matriz de Cartan é —2

ou —3. Para distinguir isso, orienta-se a ligacdo da direcdo da raiz o; se ¢j;; =
2(ag,a5)
(a,05)

orientadas:

= —2 ou —3 (e, portanto, ¢;; = —1). Obtém-se dessa forma as ligagdes

O0=0

Q; Oéj

=0

o O
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Teorema 1.68. Os diagramas de Dynkin conexos, sio:

A O—0+0—0—0—0

(@51 (%) Q9 Q1 (87
B, O—0O+O0—0—0=0
g %) Q2 Gp &7}
i O—O-O0—0—00
oy 0 a2 O 07
7]
D O—C0O
a7 %) a3 Op—2 87
Qg
Eg
o—0O0——0O—C—-—=0
(651 (&%) ag Oy (6751
ar
Er
o—O0—N0O—C0O—C0C——=0
(0751 [6%) (08 Qg (0731 (673
ag
Ey
o—0O0——N0O—C0O—C0O—C0C——->0
aq (%) (6%} Oy Os Qg 0%

G =0

A classificagdo dos diagramas de Dynkin apresentado no Teorema classifica as
algebras de Lie simples, sobre um corpo algebricamente fechado.

As algebras A, B;, C; e D, sdao chamadas de algebras classicas, pois estdo associadas
as algebras concretas de matrizes. Eg, B, Eg, Fy e G5 sdo conhecidas como algebras
excepcionais. O indice ! corresponde a quantidade de raizes do sistema simples X e

esse numero corresponde a dimensdo da subdlgebra de Cartan de g.

Definicdo 1.69. O posto de uma dlgebra de Lie g é a dimensdo da sua subdlgebra de Cartan.

Assim, o indice | determina o posto dessas dlgebras. Outro dado interessante é

dimensao de cada uma delas:
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Tipo | Dimenséao
Ay I(1+2) [>1
B, 2041 |1>2
C 1(20+1) >3
D, 121 —-1) >4

Eg 78
Er 133
Ly 248
Fy 52
Go 14

Lema 1.70. Seja A um sistema de raizes e ¥ = {ay, ..., oy} um sistema simples de raizes

l
de Ay, B, Cy, Dy, Ey, Fy ou Go. Existe uma raiz § = Y m;a; € AT, tal que para qualquer
i=1

!
a= > na; €A, vale quen; < my, paratodoi =1,....1.

i=1 a

Esse Lema é consequéncia imediata da Proposi¢do 3.23 apresentada em [5], na pa-

gina 475.

Definicdo 1.71. A raiz § = Y'_, mya; do Lema é chamada de raiz de altura mdxima.

Teorema 1.72. As raizes de altura mdxima sio dadas por:

Ay | B=a1+ -+ +o

B | B=0o1+ 200+ -+ 2y

Ol B:2a1+2a2+---+2al_1+al

Dy | B=ar+20+ -+ 20 92+ a_1 +

Es | B = a1 + 209 + 3a3 + 204 + a5 + 205

Er | B =a; 4+ 2as + 3as + 4ay + 3as + 206 + 27

Es | 8 =2a7 + 3as + 4ag + bay + 6as + 4dag + 27 + 3ag
F4 5:2a1+3a2+4a3—|—2a4

GQ 6:2a1+3a2

Essa classificagdo das raizes de altura maxima é dada pelo Teorema 3.28 de [5),
pagina 476. Os diagramas de Dynkin considerados por Helgason em [5] sdo isomorfos
aos apresentados aqui, assim as raizes de altura méaxima também sdo determinadas
por esse isomorfismo. No caso das algebras clédssicas e de F;, ndo houve mudangas,
uma vez que os diagramas sdo exatamente os mesmos. No caso das demais algebras

excepcionais é preciso encontrar o isomorfismo para entdo determinar a raiz /3.

Para as dlgebras cldssicas serd apresentado em seguida um resumo sobre as raizes
e a forma matricial dos espagos de raizes correspondentes. Para mais detalhes, ver

Capitulo 8 de [12].
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(1) O diagrama de A, esta associado a algebra de s[(/ + 1), a qual possui as seguintes
caracteristicas:
e Uma subdlgebra de Cartan é a dlgebra das matrizes diagonais de traco zero.
e Asraizessdo \;,—\;, comi # j, onde \; é dado por \; : diag(ay, ..., ai41) — a;.
e Um sistema simples de raizes é ¥ = {\; — Ao, ..., Ay — N1}
e As raizes positivas em relacdo a esse sistema sdo {\; — \;;¢ < j}.

e Os espacos de raizes correspondentes a \; — \;, com ¢ # j sdo gerados pelas
matrizes (£;;), onde E;; denota a matriz com 1 na entrada ij e 0 nas demais

entradas.

e Usando a notagdo ¥ = {ay, ..., oy} essas raizes positivas sdo dadas por

{al+a2+1+—l—a],1§z§j§l}

(2) O diagrama de B, esta associado a dlgebra das matrizes anti-simétricas em di-
mensdo impar, isto é, s0(20 + 1) = {A € sl(21 + 1); A" + A = 0}. Para uma algebra

de Lie isomorfa a so(2! + 1), obtém-se a seguinte descrigdo:

e Uma subélgebra de Cartan t é a subélgebra de dimensao [ das matrizes dia-

0
gonais s0(2] + 1), ou seja, X € tse, esé se, X é da forma X = A ,
—A
com A uma matriz diagonal de ordem I.
0 5
o Acso(2l+1)se,es6se, Aédaforma A= | —~* ¢ b |,ondef, vysdo
—Bt ¢ —al

matrizes 1 x [, as demais sdo [ x [ e com b e ¢ anti-simétricas.
e Um sistema simples de raizes é ¥ = {\; — Ao, ..., N1 — A, AL

e As raizes positivas em rela¢do a esse sistema sdo:

)\j - ()\] - >\j+1 ‘|‘ e + ()\[,1 - )\l) + )\l)

SeZ<],)\Z+)\]:(>\l—>\l+1)++<)\j,1—>\])+2()\3—)\j+1)++2)\l

Sei < j,hi—Aj=(N—XNg1)+ -+ (N1 — ).
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e Para )\;, o espaco de raizes é dado pelas matrizes A da forma acima, tais que
a=b=c=0,=0e~vy =(0,..,2j,..,0). Para —);, o espago de raizes é
dadopora=b=c=0,y=0e 5 =(0,...,zj,...,0).

Para \; — \j, com 7 # j, 0 espaco de raizes é dadoporb=c=0,3,7=0ea
uma matriz cuja a tinica entrada ndo-nula é a 7, j.
Para \; + \j, com i # j, o espacgo de raizes é dado pora = c = 0,8,y =0
e b uma matriz anti-simétrica cujas as tnicas entradas ndo-nulas sdo i, j e
J,i. Para —(\; + Aj), com ¢ # j, o espacgo de raizes é dado pelas matrizes
transpostas das matrizes determinadas no item anterior. Ou seja, é dado por
a=0b=0,8,7 =0 e cuma matriz anti-simétrica cujas as tinicas entradas
ndo-nulas sdo i, j e j,i.
(3) O diagrama de C; estd associado a élgebra sp(l) = {4 € sl(21); AJ + JA" = 0},
0 -1
1 0

onde J é a matriz anti-simétrica 2! x 2! escrita em blocos ! x [ como J =

() possui as seguintes caracteristicas:

e Uma subdlgebra de Cartan t é a subalgebra das matrizes diagonais de sp((),

A
ouseja, X € tse, esdse, X édaforma X = , com A uma matriz
—A
diagonal de ordem /.
e A€ sp(l)se esodse Aédaforma A= , onde 3, ~ sdo matrizes
t
v -«

simétricas.

e Um sistema simples de raizes é ¥ = {\; — g, ..., N1 — A, 20}

e As raizes positivas em relagdo a esse sistema sdo:
Sei <j, N+ A =N —Aig) + (Vo= A) F 200 = Aj) F -+
2(N-1 — N) +2M.
Sei < j,hi—A=N—Xip)+-+ (N —Aj).

e Para \; — \;, com i # j, o espago de raizes é dado pelas matrizes A, tal que
B,7 = 0 e o é uma matriz cuja a tinica entrada ndo-nula é a i, j.
Para \; + \;, com i # j, 0 espago de raizes é dado por o,y = 0 e 5 com en-

tradas ndo-nulas apenas em 7, j e j,i. Para —(\; + \;), com i # j, o espago de
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raizes é dado por «, 3 = 0 e 7 uma matriz cujas as tnicas entradas diferentes

de zero sdo i, j e j,i.

(4) O diagrama de D; estd associado a algebra das matrizes anti-simétricas de di-
mensdo par, que é so(2l) = {A € sl(2]); A+ A" = 0}. Para uma éalgebra de Lie

isomorfa a so(2/), obtém-se a seguinte descrigao:

e Uma subdlgebra de Cartan t é a subdlgebra das matrizes diagonais de so(2(),

A
ouseja, X € tse,esdse, X édaforma X = ,com A uma matriz
—A
diagonal de ordem /.
pd P O{ ~ .
o A€ s0(2l)se es6se, Aédaforma A= , onde 3, sdo matrizes
t
vy —«

sdo anti-simétricas.
e Um sistema simples de raizes é ¥ = {\; — Ao, ..., i1 — A\, Mg + At

e Asraizes positivas em relagao a esse sistema sdo:

Sei < j, /\1 + )‘j = (/\z — >‘j> + 2()\] — /\1_1) + 2/\1_1.

Sei<j,)\i—/\jZ()\i—/\i+1)+"'+()‘j—1_>‘j>‘

e Para A, — \;, com i # j, o espaco de raizes é dado pelas matrizes A, tal que
8,7 = 0 e @ é uma matriz entrada ndo-nula apenas em i, j e j, i.
Para \; + A\;, com ¢ # j, o espago de raizes é dado por o,y = 0 e  com en-
tradas ndo-nulas apenas em i, j e j, 4. Para —(\; 4+ \;), com i # j, o espago de
raizes é dado por a, 8 = 0 e 7y uma matriz cujas as tinicas entradas diferentes

de zerosao i, j e j,i.

Observagao 1.73. O sistema simples de raizes ¥ = {\; — Ao, ..., \; — A1} apresentado na
descrigdo da dlgebra cldssica A, é isomorfo ao sistema {cv, ..., oy }, 0 qual foi considerado para A
na classificagio dos diagramas de Dynkin. O mesmo é vdlido para as demais dlgebras cldssicas.
Tal correspondéncia é feita pela ordem em que as raizes aparecem, por exemplo, o isomorfismo

para os sistemas de A; se dd associando o; a \; — Njyq1, com1 <1 <.

Definicao 1.74. Seja E um espaco vetorial de dimensdo finita sobre R. Dado um elemento
ndo-nulo o € E, uma reflexio em relagio a o é uma transformagio linear inversivel r : E — E

que satisfaz:
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o r(a) =—a
o O conjunto F,, = {f € E;r(p) = [} dos pontos fixos de r é um hiperplano de E.

Defini¢ao 1.75. Um conjunto Il C E é um sistema de raizes se satisfaz:

(1) 11 é finito gera E e nio contém 0.
(2) Paratodo o € E, existe uma reflexdo r,, em relagio a o tal que r,(I1) = I1.

(3) Para todos o, B € I1,r,(B) — 5 é um muiltiplo inteiro de c.

Os elementos de II sdo chamados de raizes. Um sistema de raizes II possui as

seguintes propriedades:
e Se o € I, entdo —a = r,(a) também é raiz.
o A reflexdo r, é tinica.

As propriedades que definem um sistema de raizes praticamente caracterizam um
conjunto de raizes de uma subélgebra de Cartan de uma algebra de Lie semi-simples
sobre um corpo algebricamente fechado. Uma diferenca essencial é quanto aos pos-
siveis multiplos de raizes que também sdo raizes. Tendo isso em vista, se introduz o

conceito de sistema reduzido.

Definicao 1.76. Um sistema de raizes 11 é reduzido se o e —cv sio os vinicos miiltiplos de o que

sdo raizes.

Definigao 1.77. O grupo de Weyl de um sistema de raizes 11 é o grupo gerado pelas reflexdes

ro, com o € IL. Este grupo é denotado por Wy, ou simplesmente W.

Uma das caracteristicas do grupo de Weyl de II é que W (II) é finito.

Definicao 1.78. Uma dlgebra de Lie real g é dita compacta se existe em g um produto interno
(-,-) invariante, isto é,

(ad(X)(Y), Z) + (Y, ad(X)Z) = 0,
para todo X,Y,Z € g.

Teorema 1.79. Seja g uma dlgebra de Lie compacta. Entdo, g = 3(g) & ¢/, onde 3(g) é o centro

degeg = |g,g] ésemi-simples.



1.2 Algebras de Lie 26

Proposicdo 1.80. Seja g uma dlgebra de Lie compacta. Entdo, a forma de Cartan Killing
ICq(-, ) € negativa semi-definida. Além do mais, para X € g, Kq(X, X) = 0 se, e somente se,

X € 3(g). Portanto, g é semi-simples se, e somente se, Kq(-, ) € negativa definida.

Segue da Proposigdo que se g é uma algebra de Lie compacta e semi-simples,
entdo (X,Y) = —Ky(X,Y) define um produto interno invariante, onde K; é a forma
de Cartan-Killing. Dentre os produtos internos invariantes, o negativo da forma de
Cartan-Killing fornece uma escolha natural, uma vez que é definido intrinsecamente

pela dlgebra de Lie.
Definicao 1.81. Seja u uma dlgebra de Lie sobre um corpo K. A complexificagio de u é definida
por uc = u + iu, onde

(X +4Y, Z +iW] = [X, Z] — [Y, W] +i]Y, Z] +i[X, W],

para todos X, Y, Z, W € u.

Defini¢do 1.82. Seja g = (V,[,]) uma dlgebra complexa. A dlgebra g* = (V®,[,]) obtida por

restrigdo dos escalares a R, é denominada de dlgebra realificada de g.

Definicao 1.83. Seja V' um espago vetorial complexo. Diz-se que o : V' — V é uma conjuga-
¢do, se o é anti-linear, isto é, o(av) = ac(v) e o(v + u) = o(v) + o(u), para todos u,v € Ve

a€c€Cec?=1Id.

Definicao 1.84. Seja g uma dlgebra complexa. Uma forma real de g é uma subdlgebra g, =
{X € g;0(X) = X} de g%, onde o é uma conjugacio que satisfaz o[X,Y]| = [0(X),a(Y)),
para todo X, Y € g.

Definic¢ao 1.85. Seja t C g uma subdlgebra de Cartan. Dado o € t*, define-se H, € t, 0
elemento que satisfaz o(H) = KCy(H,, H), para todo H € t.

Defini¢io 1.86. Define-se tg = {X € t;, a(X) € R,Va € £},
O espaco tr é gerado sobre R, pelos H,,, com « € X.

Definicao 1.87. Uma base de Weyl de g é uma base formada por uma base de t e por elementos

Xo € 9o, @ € X, que satisfaz:

o [Xo,X_o]=H,e
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o [ X, Xl =mapXatp comm,s=0sea+ ¢ Xetalquem,g=—m_,_g.

Teorema 1.88. (Teorema de Weyl) Dada uma base de Weyl, o subespago u gerado sobre R por

{it]R> Aa = Xo — X—aa Sa = 7:(Xa + X—a)}>

com o € ¥, é uma forma real compacta de g.

No Teorema de Weyl acima, os colchetes entre os elementos da base sdo dados por:

[iHa, Ag] = B(Ha)Sp.

[iHo, Sp] = —B(Ha)Ag.

[AO“ Ag] = maﬁAa_'_ﬁ + m_aﬁAa_/g.

[Sa, Sg] = =M pAats — Ma,-pAap.

[Aa, Sg] = Ma,8S5arp + Ma,—pSa—p-

o [A,, S o] =2iH,.

Teorema 1.89. Duas formas reais compactas de g sdo isomorfas por um automorfismo interno
de g. Reciprocamente toda dlgebra de Lie semi-simples compacta é a forma real compacta de
uma dlgebra de Lie complexa g. Duas dlgebras semi simples compactas wu, e uy sio isomorfas se,

e sd se, suas complexificadas (uy)c e (us)c sdo isomorfas.
As formas reais compactas das dlgebras classicas, sdo listadas a seguir:

(A;) A élgebra complexa de 4, é sl(l + 1,C),n = [ + 1, cuja forma real compacta é

u = su(n).

(B;) A élgebra complexa é a dlgebra das matrizes complexas anti-simétricas em di-
mensdo impar so0(2/ + 1,C), com forma real compacta u = so(2/ + 1,R). Essas
realizagdes valem para [ > 2. A édlgebra de Lie s0(3) é isomorfa a su(2), dada em

A
(C)) E realizado pela élgebra simplética sp(l,C) = {A € Moyux2,(C); AJ + JA! = 0}.
—1
1 0]

Onde, J =
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A forma real compacta é dada pelas matrizes simpléticas anti-hermitianas, isto é,

A B
matrizes da forma | - Essa forma real é denotada por sp(!) e é isomorfa a

-B A
dlgebra das matrizes quaternionicas | x [ que sdo anti-hermitianas, isto é, Q+Q" =

A -B

B A

0. O isomorfismo é dado por Q@ = A + jB —

(D,) Essa série cobre as dlgebras anti-simétricas em dimensao par, so(2/, C) com forma

real compacta so(2/,R), para ! > 4.

Considere Aut(g) = {¢: g — g; ¢ é isomorfismo} o grupo dos automorfismos de g.

Denote por Auty(g) a componente conexa da identidade de Aut(g).

Teorema 1.90. Seja g uma dlgebra compacta.

1 -t C g éuma subdlgebra de Cartan se, e somente se, t é abeliana maximal.
2 - Para todo X € g, existe uma subdlgebra de Cartan tx de g que contém X.
3-g= U tx, onde tx é uma subdlgebra de Cartan de g que contém X.

Xeg
4 - Se t,t, sdo subdlgebras de Cartan de g, entdo existe f € Auty(g) tal que t, = f(t).
5-9= |J ro.

f€Auto(g)

Proposicao 1.91. Seja u a forma real compacta dada pelo Teorema de Weyl. Entdo, o subespago

u = ity é uma subdlgebra de Cartan de u.

1.3 Grupos de Lie

Nesta secdo serdo apresentados algumas defini¢des e resultados sobre grupos de
Lie, os quais sdo de suma importancia para o desenvolvimento deste trabalho. As
demonstrac¢des dos resultados, assim como, outros detalhes sobre a teoria, podem ser

encontrados em [13].

Definicao 1.92. Um grupo de Lie é um grupo G com uma estrutura diferencidvel tal que a

aplicagiio G x G — G dada por (z,y) — xy ', z,y € G, é diferencidvel.
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Decorre dai que as translagdes a esquerda L, e a direita RR,, dadas por: L, : G —

G,L,(y) =zye R, : G — G, R,(y) = yzx, sdo difeomorfismos.

Defini¢io 1.93. Diz-se que uma métrica Riemanniana em G é invariante a esquerda se (u, v), =

(d(Lg)y(w),d(Ly)y(v)) L, (), para todo x,y € G, u,v € T,G, isto é, se L, é uma isometria.

Analogamente, define-se métrica invariante a direita. Uma métrica Riemanniana

invariante a esquerda e a direita é chamada de métrica bi-invariante.

Definicao 1.94. Diz-se que um campo de vetores diferencidvel X em um grupo de Lie G é
invariante a esquerda se, para todo x € G, d(L,)X = X, isto é, d(L,), X (y) = X(L.(v)),
para qualquer y € G.

Os campos invariantes a esquerda ficam completamente determinados pelos seus
valores em algum ponto de G. Isto permite introduzir uma estrutura adicional no es-
paco tangente do elemento neutro e € G. A cada vetor X, € T.G, associe o campo
invariante a esquerda X definido por X, = dL,X.,a € G. Sejam X,Y campos inva-
riantes a esquerda, entdo o colchete [X, Y] é invariante a esquerda. De fato, para todo

z € G e toda funcao diferencidvel f em G, tem-se que
dL.[X,Y]f = [X,Y](f o L) = X(dL,Y)f — Y(dL,X)f = (XY = Y X)f = [X,Y]}.

Definicdo 1.95. Sejam X', Y campos invariantes a esquerda. Definimos o colchete em T.G,
por [X'(e),Y'(e)] = [X',Y'|(e). Com esta notagio, T,G é chamada a dlgebra de Lie de G, dos

campos invariantes d esquerda e é denotada por g.

De agora em diante, os elementos da 4lgebra de Lie de GG serdo pensados indiferen-

temente como vetores de 7.G ou campos de G invariantes a esquerda.

Para introduzir em G uma métrica invariante a esquerda, tome um produto interno

qualquer (,). em g e defina
(u,v) = ((dL;Y)au, (AL 1)0)e,

Como L, depende diferenciavelmente de z, isto fornece uma métrica Riemanniana,

evidentemente invariante a esquerda.
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Observe que o mesmo pode ser feito de maneira andloga, para campos invariantes
a direita. Assim, a dlgebra de Lie dos campos invariantes a direita, denotada por gp é

definida por [X"(e), Y"(e)] = [X",Y"](e).

Proposicdo 1.96. Seja X,Y € T.G. Entdo, [X,Y], = —[X,Y], onde [-,-], e [-,], sdo os

colchetes definidos em gr e g, respectivamente.

As algebras de Lie g e g sdo isomorfas.
Exemplo 1.97. Denote por K os corpos R ou C. Os exemplos cldssicos de grupos de Lie sdo:
o GL(n,K) = {g € M,,,(K); g é inversivel }, chamado de grupo linear geral.
e Si(n,K) = {g € Gi(n,K);detg = 1}, conhecido como grupo linear especial.
e O(n,R) ={g € Gl(n;K); g¢" = g'g = Id}, que recebe 0 nome de grupo ortogonal.
e SO(n,R) ={g € O(n;R);detg = 1}, é chamado de grupo ortogonal especial.
e U(n)={g € GL(n,C); 93" = g'g = Id}, chamado de grupo unitdrio.
o SU(n) ={g € U(n);detg = 1}, conhecido por grupo unitdrio especial.

e Seja H a dlgebra dos quatérnios. O grupo de lie Sp(n) = {g € M,,x,(H); 95" = g'g =
Id} é chamado de grupo simplético.

Existem alguns isomorfismos entre os grupos de lie, como por exemplo: Sp(1) é

isomorfo a SU(2) pela aplicagdo ¢ : Sp(1) — SU(2) dada por

» , a+1ib —c—1id
Y(a+ib+ je+ kd) =
c—id a—1b

Definic¢ao 1.98. Uma agdo a esquerda de um grupo G em um conjunto X é uma aplicagio

¢: G x X — X que satisfaz:
e Ole,x)==xe
o ¢(gh,z) = ¢(g,¢(h,x)), para todo g,h € Gex € X.

Se ¢ é diferencidvel, entdo ¢ é chamada de agdo diferencidvel.
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De modo andlogo, se define agdo a direita.

Neste trabalho, as a¢des sempre serdo diferencidveis, por isso, de agora em diante,
o termo agdo sera usado somente para aplica¢Oes diferencidveis.

Denota-se por ¢, : X — X a aplicacdo que satisfaz ¢4(x) = ¢(g,z) epor ¢, : G — X
a que satisfaz ¢,(g9) = ¢(g,x). Além disso, na nota¢do de agdo é comum suprimir o
simbolo ¢, assim as a¢des a esquerda podem ser denotadas simplesmente por g(z), g-z
ou gz.

Dado z € X, sua 6rbita por G, denotada por G - z ou Gz, é definida como sendo
o conjunto G -z = {gr € X;¢9 € G}. O conjunto GG, dos elementos de G que fixam

x é denominado de subgrupo de isotropia ou estabilizador de z, ou seja, G, = {g €

G;gx = x}.
Definicao 1.99. Seja ¢ uma agio de G em X. Diz-se que:
o Aagdo é efetiva se g = le é o uinico g € G tal que gx = x, para todo x € X.

o A agdo é livre se os subgrupos de isotropia se reduzem ao elemento neutro de G, isto é, se

gx = x para algum x € X, entdo g = e.

o A agio é transitiva se X é uma 6rbita de G, isto é, para todo par de elementos x,y € X,

existe g € G tal que gx = y.

Proposicdo 1.100. Seja G um grupo de Lie e ¢ : G — G /K uma agdo transitiva. Entdo, ¢ é

efetiva se, e somente se, K ndo contém subgrupos normais de G, além do trivial {e}.

Proposicao 1.101. Os campos invariantes (a esquerda ou a direita) sdo completos, isto é, suas

trajetérias se prolongam para (—oo, 4+00).

Proposicao 1.102. Sejam X e Y campos de vetores invariantes a direita e a esquerda, respecti-
vamente, que coincidem no elemento neutro, isto é, X (e) = Y (e). Entdo suas trajetérias X, (e)

e Y(e), que passam pelo elemento neutro coincidem para todo t € R.

Definicao 1.103. Seja X € T.G. Entdo, exp X = (X, )i=1(e) = (X;)i=1(e). Como é usual
exp X também se escreve com eX. Isso define uma aplicagio exp : g — G, onde g é a dlgebra

de Lie de G.

Proposicao 1.104. Valem as sequintes afirmagoes:
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(1) A aplicagdo exponencial t — exp(tX), X € g, é um homomorfismo, isto é,
exp(t + )X = exp(tX) exp(sX) = exp(sX) exp(tX)

e sua imagem {exp(tX);t € R} é um subgrupo de G.
(2) Se X é campo invariante a direita entdo X; = Lexpix), isto é, Xi(g) = exp(tX)g.
(3) Se X é campo invariante a esquerda entdo X; = Rexp(ix), i5t0 é, Xi(g) = gexp(tX).
(4) exp(0) =e.
(5) Sen € Z, entdo (exp X)" = exp(nX). Em particular, (exp X)™! = exp(—X).
Proposic¢do 1.105. d(exp)o = Id.
Aplicando o Teorema da fungédo inversa, obtém-se o seguinte coroldrio.

Coroldrio 1.106. Existern uma vizinhanga U de 0 € g e uma vizinhanga V' de e em G tal que

expU : U — V é um difeomorfismo.

Coroldrio 1.107. Seja G' um grupo de Lie conexo e tome g € G. Entdo, existem Xy, --- , X, €

g tais que g = exp(X;) - - - exp(X).

Definicao 1.108. Seja ¢ : G — H um homomorfismo diferencidvel. Dois campos de vetores

X e Y sio ditos ¢-relacionados se dp,(X (z)) = Y (o(z)).

Proposicao 1.109. Sejam X; e X, sido campos diferencidveis, ¢-relacionado a Y e Ys, respec-

tivamente. Entdo, [ X1, Xs] e [Y1, Ys] sdo ¢-relacionados.

Proposicao 1.110. Sejam G e H grupos de Lie com dlgebras de Lie g e b, respectivamente. Seja
¢ : G — H um homomorfismo diferencidvel e tome X € g. Entdo, p(exp(X)) = exp(dg.(X)).

Proposicao 1.111. Sejam G e H grupos de Lie com dlgebras de Lie g e V), respectivamente.
Seja ¢ : G — H um homomorfismo diferencidvel. Entdo, d¢. : g — b é homomorfismo, isto é,

dp[X,Y] = [d9. X, dp.Y ).

Definicao 1.112. A representagio adjunta Ad : G — Gl(g), de G em sua dlgebra de Lie g é
definida por

Ad(g) = d(Lg © Rgl)e = d(Rg*1 o Lg)e = (dLg)g*1 o (ngfl)e = (ngfl)g © (dLg)e-
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Tém-se que Ad(g) = d(C,)., onde C,(z) = gzg~'. A representacio Ad é um homo-
morfismo diferenciavel. Assim, para qualquer g € G, Ad(g) é um homomorfismo de g.
Na verdade um automorfismo, uma vez que Ad(g)~' = Ad(g™).

Da Proposigao[1.110]se obtém uma igualdade bastante utilizada na teoria de grupos
de Lie, que é C,(exp X ) = exp(dCy).(X), ou seja, gexp(X)g~* = exp(Ad(g9)X).

Proposicao 1.113. Seja G' um grupo de Lie, com dlgebra de Lie g, com o colchete dado pe-
los campos invariantes a esquerda. Entdo, d(Ad).(X) = ad(X), para todo X € g e valea
igualdade Ad(exp X) = exp(ad(X)).

Proposicao 1.114. Seja G um grupo de Lie e g sua dlgebra de Lie. Dados X,Y € g, tem-se
que [X,Y] = 0 se, e somente se, exp(sX) exp(rY’) = exp(rY’) exp(sX), para todos s,r € R.
Neste caso, exp(X +Y) = exp(X) exp(Y).

Proposicao 1.115. Seja G um grupo de Lie com dlgebra de Lie g. Entdo, para qualquer subdl-

gebra de Lie by de g, existe um iinico subgrupo conexo H C G, cuja dlgebra de Lie é b.

A notagao utilizada para o tinico subgrupo H com dalgebra ) serda H = (exp h), o que

é consistente, pois H = {exp(X;)---exp(X;);s > 0e X; € h}.

Teorema 1.116. Sejam G um grupo de Lie e K C G um subgrupo fechado. Entdo, existe uma

estrutura diferencidvel em G /K, compativel com a topologia quociente, que satisfaz:
(1) dimG/K = dim G — dim K.
(2) A projecio candnica 7 : G — G /K é uma submersdo.
(3) Uma fungio f : G/K — M é diferencidvel se, e s6 se, f o m é diferencidvel.

(4) A agdo natural ¢ : G x G/K — G/K é diferencidvel. (Essa agdo é dada por ¢(g, xK) =
(92)K,istoé, g(xK) = (gx)K).

(5) Para cada g € G a aplicagio induzida g : G/K — G/K,xK — gzK é um difeomor-

fismo.

Observacao 1.117. O Teorema|l.116|também é vdlido quando se considera as classes laterais a
direita K\G. Neste caso, a acio natural é ¢(g, Kx) = K(xg), e consequentemente, a aplicagio

induzida é Kx — Kuxg.
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No caso em que H C G um subgrupo normal e fechado, a variedade G/H é um
grupo de Lie com a estrutura quociente. E sua dlgebra de Lie é isomorfa a algebra

quociente g/b.

Definicao 1.118. Seja G um grupo de lie e M uma variedade diferencidvel. M é chamada de

espago homogéneo quando existe uma agdo transitiva ¢ de G sobre M.

Teorema 1.119. Seja ¢ : G x X — X uma agdo. Entdo, a aplicagio &, : G/G, — G -«
definida por &,(9G,) = g é um difeomorfismo.

Se M é um espago homogéneo, entdo M ~ G/K, onde K é o subgrupo de isotropia

Gz, para qualquer x € M.

Teorema 1.120. Seja g uma dlgebra de Lie real com dim g finita. Entdo,

(1) Existe um iinico (a menos de isomorfismo) grupo de Lie conexo e simplesmente conexo

G(g) com dlgebra de Lie g.

(2) Se G é grupo de Lie conexo com dlgebra de Lie g, entido G ~ @, onde T C G(g) é

um subgrupo discreto central, isto é, I' C Z(G(g)). Neste caso, I' é isomorfo ao grupo

fundamental de G, 7.(G).

Um conceito relevante para o este trabalho é a nogdo de toros maximais e suas
propriedades. Neste contexto, considere sempre que G é um grupo de Lie compacto
e conexo, com dlgebra de Lie g. Tem-se que g é um dlgebra de Lie compacta, pois a

algebra de Lie de um grupo compacto é sempre compacta.

Definic¢ao 1.121. Um toro T' em G é um subgrupo compacto, conexo e abeliano.

T é dito toro maximal quando, T' = S, para todo toro S O T.

n

A definicdo de toro é equivalente a dizer que 7" é isomorfo a 7 Stx oo x S,

para algum n > 1.

Proposicao 1.122. Se T’ C G é um toro maximal, entdo sua dlgebra de Lie t é uma subdlgebra

de Cartan de g. Reciprocamente, se t C g é uma subdlgebra de Cartan, entdo
expt =< expt >= {exp(X1)exp(Xs) - -exp(X;); X; €tes >0}

é um toro maximal.
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Ficard claro com os préximos resultados que todos os toros maximais de G possuem
a mesma dimensdo. Assim, o termo posto de G é utilizado para se referir a dimensao
de um toro maximal 7" de G. Lembre que na &lgebra de Lie g, o posto foi definido
como a dimensdo da subdlgebra de Cartan. Desta forma, a Proposi¢do acima implica

que posto de G é igual ao posto de g.
Exemplo 1.123. : Considere G = SU(2) = {A € GL(2,C); AA' = A' A = Ide det(A) =
1leg=su(2)={Aecgl(2,C)A+A =0etr(A) =0}

Tem-se que t = {diag{iz, —iz};x € R} é uma subdlgebra de Cartan de su(2,C), pois t é

abeliana maximal. Assim, T' = expt, é um toro maximal de SU (2).

) A2 A3
Em geral, para matrizes de ordem n, tem-se que exp A = Id + A + ST + Sy em
particular, no caso de matrizes diagonais de ordem 2, obtém-se que
iz 0 exp(iz) = cos(x) + isen(x) 0
exp =
0 —ix 0 exp(—ix) = cos(x) — isen(x)
. a 0
Portanto, um toro maximal de SU(2) é dada por T' = ;o€ St
0 o

Proposicao 1.124. Sejam T' = expte T} = expt, toros maximais. Entdo, existe g € G tal

que Ty = gTg™".

Teorema 1.125. Sejam G um grupo de Lie compacto e conexo e T um toro maximal de G.

Entio, G = U gT g™, isto é, todo elemento de G é conjugado por um elemento de T'.
geG

Este teorema é equivalente a dizer que a aplicacdo exp : g — G é sobrejetora.
De fato, tem-se que o conjugado ¢7'¢g~' também é um toro maximal de G, para todo
g € G, assim pela Proposigdo [1.122} existe uma subalgebra de Cartan t € g tal que

exp(t) = ¢gTg~!. Desta forma, se G = U gTg™!, entdo exp : g — G é sobrejetora.
geG

Por outro lado, como g é a unido se suas subdlgebras de Cartan, a Proposicdo [1.124

implica que exp(g) C U gTg™! C G. Assim, se exp : g — G é sobrejetora, segue que
geG
G= U gTg™t, 0 que conclui a equivaléncia.
geG

Corolario 1.126. O centro Z(G) de G estd contido em todo toro maximal de G.

O préximo teorema simplifica a definigdo de toro maximal.
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Teorema 1.127. Sejam T um toro maximal de G e S um subgrupo abeliano de G tal queT’ C S.

Entdo, T = S.

Isso garante que se T' for maximal em relagdo a propriedade abeliana, entdo 7" sera

um toro maximal.



CAPITULO 2

CAMPOS DE KILLING

Seja (M, (.,.)) uma variedade Riemanniana e V a conexdo Riemanniana de M.

Definicao 2.1. Um campo X € X (M) é chamado de Campo de Killing, se satisfaz
<VYX, Z> = —<Y, VzX>,VY, Z € %(M)

Proposicdo 2.2. Um campo X € X(M) é de Killing se, e somente se, o fluxo local de X é uma

isometria.

Demonstragido: Uma demonstragdo dessa equivaléncia pode ser vista em [6], pdgina

237. ]

Lema 2.3. Se X, Y sdo Campos de Killing em M, entdo

2VyY, Z) = ([X,Y],Z) — Z(X,Y),VZ € X(M).

Demonstragio: Como V é a conexdo Riemanniana, tem-se que V é simétrica e compa-

tivel com a métrica. Disso e do fato de que X e Y sdo de Killing, conclui-se que

(X,Y],Z) — Z{X,Y) = (VxV,Z) = (VyX,Z) = (VzX,Y) = (X,VY)

= (VxV,Z) + (Y., V7X) — (VzX7) — (X, VzY)

— 2(VyY,Z).
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2.1 Teorema de Berger

Para o préximo resultado, considere a aplicagdo Ax : T,M — T,M, definida por

Ax(v) =V, X,Yo e T,M e X € X(M).

Lema 2.4. Suponha que X é um Campo de Killing em M e R o tensor curvatura de M. Seja

f M — R, afungdo dada por, f(q) = (X, X),. Se p € M éum ponto critico de f, entio

(Ax(Z,), Ax(Zp)) = %ZpZ<X7 X) +(R(X, 2)Z, X)p e ((AxZ)p, X) = 0.

Demonstragio: Tem-se que
0=dfp(2) = Z(f)(p) = Z(X, X)p = (V2 X, X)p + (X, V2 X), = 2(V2 X, X),.

Assim,

(Ax(2),X), =0, @1)

Além disso, como X é de Killing, as seguintes equagdes sdo validas:

—(VxX,Z) = (VzX,X) (2.2)
<V[X,Z]X> Z)y = —(VzX,[X,Z]) (2.3)
(VzX,Z) = —(VzX,Z). (2.4)
Entao,
s = %ZZ(X, X) + (R(X, Z)Z, X)

%Z(Q(VZX, X)) + (—R(X, 2)X, Z)

I
i

Z(—(VxX,Z)) + (VzVxX = VxV,X + Vix X, Z)

(
(Ve X 7T — (Vi X,V Z) + (Vo Vx X, Z) — (Vx V2 X, Z) + (Vix X, Z)
—(VxX,V22) = (VxV2X,Z) — (V;X,[X, Z])

1[5
@

—(VxX,V2Z) = X(V2X,2) + (VzX,VxZ) — (V2 X,VxZ — VzX)

[IN
S

—<VXX, sz> + <VZX, V2X>
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Agora, pela equagdo 2.1), (VxX,Z), = —(VzX,X), = 0,VZ € X(M). Assim,
VxX(p) = 0, lOgO <VXX, VZZ>p =0.
Por fim, (Ax(Z,), Ax(Z,)) = 12,Z(X, X) + (R(X, Z)Z.X),.

|

Teorema 2.5. (Teorema de Berger) Seja M uma variedade Riemanniana de dimensdo par, com-
pacta, conexa e com curvatura seccional estritamente positiva. Se X é um Campo de Killing em

M, entdo X possui (pelo menos) um ponto de singularidade.

Demonstragio: Suponha por absurdo que X,, # 0, para todo m € M. Como M é
compacto e a aplicagdo f : M — R, definida por f(m) = (X, X),, é continua, segue
que f possui um ponto de minimo p. Seja S = X, o subespaco ortogonal a X, em
T,M. Veja que dim S é impar, uma vez que dim S = dim7,M — 1 =dim M — 1.

Pelo Lema 2.4} vale que (Ax(Z,), X) = 0. Assim, se Z, = z € S, entdo (Ax(2), X),
é 0. Disso, segue que Ax(z) € S.

Desta forma, pode-se considerar a aplicagdo B = Ax|s : S — 5, que satisfaz:

e [ é Linear, este fato segue direto das propriedades da conexdo e do produto

interno.

e B éinjetora. De fato, tome um elemento ndo-nulo z € S. Aplicando o Lema

segue que

IB()|IP = (Ax(2), Ax(2))
- %Zz<X,X)p+<R(X,Z)Z,X>p

1
- 5Zz<X, X), + K(X,, Z,)| X, A Z,|.

Neste caso, | X, A Z,* = | X,||Z,| e K(X,, Z,) > 0 por hipbtese. Logo, a parcela
K(X,, Z,)|X, N Z,|* é positiva. Além disso, como p é ponto de minimo de f, a
segunda derivada de f em p deve ser ndo-negativa, logo Z,Z(X, X) > 0,VZ €
X(M). Isto €,

|B(2)||* > 0, e consequentemente B(z) # 0. Logo, B é injetora.

e [ éisomorfismo. A sobrejetividade de B segue do Teorema do Nticleo e Imagem.

Assim, pelos itens anteriores, B é um isomorfismo.
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e B é antissimétrica. Como X é de Killing, vale que (Ax(2),y) = (V.X,y), =

—(V, X, 2), = —(Ax(y), 2). Isto mostra que B é antissimétrica.

Por fim, considerando a forma matricial de B, conclui-se que det B = det(—B") =
(—1)4m5 det B' = — det B, pois dim S é impar. Donde segue que det B = 0, 0 que é um
absurdo, uma vez que B é um isomorfismo.

Portanto, existe um ponto m € M tal que X,,, = 0.

2.2 Teorema de Wallach

O objetivo desta se¢do é mostrar o Teorema de Wallach, o qual garante que SU(2) é o
unico (a menos de isomorfismo) grupo de Lie conexo e simplesmente conexo que pos-
sui métrica Riemanniana invariante a esquerda com curvatura seccional estritamente

positiva.
Definicdo 2.6. Seja 7 : G — M uma submersdo. A fibra de m passando por p € G é definida
por £, = 7~ (m(p)).

As fibras de 7 sdo subvariedades de G, assim T,(F},) é subespaco de 7,G.

Definicao 2.7. O subespaco V,, = T, F, é chamado subespaco vertical em p. E o complemento

ortogonal de V,,, denotado por H,, chama-se subespaco horizontal.

Observe que V,, = Ker(dm,).

Definicao 2.8. Uma distribuicio A em G é uma aplicagio que a cada x € G associa um

subespago A, C T,G.

Definicao 2.9. Uma distribuicdo A é diferencidvel, se para todo p € G, existe um aberto U
contendo p e | campos diferencidveis X, ..., X; tais que A(q) = ({X1(q), ..., Xi(q)}), para todo
qeU.

Exemplo 2.10. Tem-se que A(p) =V, e A(p) = H, sio exemplos de distribuigdes diferencid-

veis.

Para ver que as distribuigoes sdo diferencidveis, considere as parametrizagdes & de uma

vizinhanga U C G de p e ¢ de uma vizinhan¢a V. C M de w(p), tais que (v~ om0 &)(x,y) =
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x. Essas parametrizagdes existem, conforme o Teorema da Forma Local das Submersoes. A
aplicagdo acima estd definida em um aberto de R™ x R™™", da forma V- x W, onde m = dim G
en = dim M. A base candnica = {e1,...,en,....,en} de R" x R™™", determina a base
v = {8%, . 85%} para a vizinhanca U, para obter uma base ortogonalizada, basta utilizar

0 } a base ortogonal obtida de ~, entdo

o processo de Gram-Schmidt. Seja 7y = {3%7 . %

M = {56 (@), . 3¢ (@)} deve ser base de A(q) = Hy, com q € U e = {57 (a), ., 5 (a)}
deve ser base de A(q) =V, com q € U.

Definicdo 2.11. Os conjuntos V = {(p,V,);p € G}, H = {(p, H,); p € G} sdo chamados de

distribuicdes verticais e horizontais, respectivamente.

Escreva o fibrado tangente como 7'G = H @ V. Assim, dado X € X(G), existem tni-
cos campos X; € I'(H) e X, € I'(V), chamados de componentes horizontais e verticais
de X, respectivamente, satisfazendo X = X; + X,. Como 7 : G — M é submersdo, a
derivada drmp|y, : H, = TrpM é um isomorfismo. Logo, para cada X € X(M), existe

um tnico X € I'(#) tal que drX = X o, isto é, X é n-relacionado a X.

Defini¢do 2.12. Dado X € X(M), o levantamento horizontal de X é tinico campo X € I'(H),

m-relacionado a X.

Observagao 2.13. O levantamento horizontal X é um campo de vetores diferencidveis de G™.
De fato, dado w(p) € M™ e uma parametrizacio (V, ) de w(p), pela Forma Local das Submer-
soes[1.11} existe um difeomorfismo & : V. x W — U, tal que = oo &(z,y) = x, onde W é um
aberto de R™~" e U um aberto de G que contém p. Equivalentemente, m o &(x,y) = 1(x), para
todo (x,y) € V x W. Tomando Y = d&(dy~" (X |y-1(v)), 0), tem-se que Y é um campo diferen-
cidvel e drY = drd&(dy " (X|y-1(v)),0) = dibder X |y-1(v) o 7. Agora, X é a componente
horizontal de Y, X é diferencidvel e satisfaz a definicdo acima.

Proposicao 2.14. Sejam G é um grupo de Lie com métrica Riemanniana invariante a es-
querda e K um subgrupo fechado de G. Considerando a projecio 7 : G — K\G, tem-se
que (dLy),(V,) = Vip e (dLg)p(Hy) = Hyp, paratodop € Gek € K.

Demonstragio: Considere os espagos verticais e horizontais em p € G, o que é possivel

pois pelo Teorema|1.116|7 é uma submersao.
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Note que 7 o Ly, = 7, assim, para v € V,, = Ker(dr,), segue que

dmp|(dLy)p(v)] = d(mo Ly)y(v)
= dmp(v)
= 0.

Isto é, (dLy),(V,) C Viyp.

Seja o = {v1, ..., v, Vi41, ..., v, } uma base de T,,GG, de modo que, 3 = {vy, ..., v;} é base
de V, e v = {vi41, ..., v, } é base de H,. Como (dLy), : 1T,G — T},G é uma isometria,
conclui-se que & = {d(Ly),(v1), ..., d(Lg),(v,)} é uma base de T},G, de forma que, 3 =
{d(Lg)p(v1), ..., d(ly)p(v1) } é base de Vi, e ¥ = {d(Ly)p(vig1, ..., d( L) p(v,) } é base de Hy,,.

Portanto, (dLy),(V,) = Vip € (dLy),(H,) = Hyp. O

Defini¢do 2.15. Um campo de vetores X é dito vertical, se X (p) € V,, paratodop € G. X é
dito horizontal se X (p) € H,, para todo p € G.

Definicdo 2.16. Uma aplicacdo m : G — M é uma submersio Riemanniana se:

(i) m é uma submersao.

(ii) dmp|p, : Hy = TrpyM é uma isometria.

Em particular, dr, preserva o comprimento de vetores ortogonais as fibras, para todo p € G.

Proposicao 2.17. Seja G um grupo de Lie, com métrica Riemanniana invariante a esquerda.
Se K é um subgrupo fechado de G, entdo existe uma métrica Riemanniana em M = K\G de

forma que m : G — M = K\G é uma submersio Riemanniana.

Demonstragio: Pelo Teorema existe uma estrutura diferencidvel de forma que
7 é uma submersdo. Assim, para cada p € G, a aplicagdo dm, : T,G — T, K\G é
sobrejetora. Consequentemente 7, K \G ~ %, ou seja, Tk, K\G ~ H,.

Note quese g € F}, = 7!
T K\G, existem tnicos X,,,Y, € H, e X,,Y, € H, tais que dm,(X,) = dmp(X,) = X e

dr,(Yy) = dmy(Yy) = Y.

7(p), entdo m(p) = w(q) e assim, H, ~ H,. Dados X,Y €

Afirmacdo: (X,,,Y,), = (X,,Y,), paratodo ¢ € F,.
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Como ¢ € F,, tem-se que 7(p) = n(q) e assim, existe k € K que satisfaz ¢ = kp.
Além disso, como a métrica de G é invariante a esquerda, segue que (X,,Y,), =
(d(Li)p(Xp), d(Lg)p(Yy))kp. Desta forma, para provar a afirmacao feita, é suficiente mos-
trar que Xy, = d(Lx),(X,) e Yip = d(Lg),(Y,). Basta mostrar que Xj, = d(Ly),(X,), pois
a outra igualdade segue de modo analogo. Lembre que X, € Hy, é o tinico elemento
tal que dmy,(Xy,) = X e pela Proposicao[2.14} d(Ly),(X,) € Hy,. Logo, para concluir a
igualdade, basta mostrar que dmy,[d(Ly),(X,)] = X. Usando o fato de que 7 o L;, = ,

segue que

dmyp[(dLy)p(Xp)] = d(m o Li)p(Xp)
= dmy(Xp)
— X,

0 que prova a afirmagdo acima.

Desta maneira, fica bem definido um produto interno em 77, K\G, da forma
<X, Y>7r(p) = <Xq,Y;1>q, onde qc Fp.

Dados os campos de vetores Z, W € X(K\G), considere Zy e Wy seus respectivos

levantamentos horizontais. Entéao,
(Z, W) = (dr(Zy), dn(Wy)) = (Zo, Wy), pois Zo, Wy € T(H).

Isto mostra que a fungdo (Z, W) é diferencidvel. Assim, a métrica definida em K\G
¢ uma métrica Riemanniana, de forma que dmp|x, : H, — Ty, K\G é uma isometria.

Entdo, m é uma submersiao Riemanniana.

Proposicao 2.18. Seja G um grupo de Lie com métrica Riemanniana invariante a esquerda.

Se X € X(G) é invariante a direita, entdo X é de Killing em G.

Demonstragio: Seja ¢, o fluxo local de ¢, para algum ¢ € (—¢,¢). Denotando por R, a

translacdo a direita por y em G, verifica-se que
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X(py)(f) = [(dRy),X(P)](f)

= Xp(foR,)
— Ilfi_{rolfORy((pt(p)z _foRy(p>
_ %ii%fORyowtojfy_l<Q) —f(Q)’ onde g — Ry(p).

Entdo, ¢y = R, o ¢, o R,-1 é o fluxo local de dR,X. Mas, como X é invariante a
direita dR,X = X, logo ¢, = ¢;. Isso implica que R, o ¢; = ¢; o R,

Agora, segue que ¢(y) = ¢ 0 Ry(1) = Ry 0 (1) = Ly, 1y(y), onde Ly, (1) é a trans-
lagdo a esquerda por ¢;(1).

As translagdes a esquerda sdo isometrias de G, logo da tltima igualdade se conclui
que ¢, é isometria. Portanto, X é de Killing.

O

Seja C(K) = {g € G;gk = kg,Vk € K} o centralizador de K em G. Considere
M = K/G o espago das classes laterais a direita. Assim a aplicacdo ¢ : C(K)x M — M,

definida por ¢(g, Kz) = K gz, é uma agdo diferencidvel.

Dado um elemento X na élgebra de C'(K), considere X* € X(M), dado por

X*(Kg) = d(drg)e(X).

Proposic¢ao 2.19. Sejam G um grupo de Lie com métrica invariante a esquerda e K um sub-

grupo fechado de G.

(a) Todo g € C(K) age como isometria de M = K\G.

(b) Todo X € L(C(K)) age como um campo de Killing em M.
Demonstragdo:

(a) Dados =,y € Tk,M, deve-se provar para todop € Ge g € C(K) que (z,y)kp =
(d(9g) rp(), d(Dg) kp(¥)) K gp-
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Considere 1,y € H, C T,G, os tnicos vetores que satisfazem drm,(z,) = z e
dry(y1) = y. Assim, (z,y)kp = (21,1)p.- De modo andlogo, sendo x5,y € Hy,

0s vetores tais que dry,(12) = d(¢g)kp(2) € dmyy(y2) = d(¢,)xp(y). E verdade que
(d(Dg) kp(), d(Pg) kp(Y)) gp = (T2, Y2) gp-

Fixe g € C(K) e considere L, a traslacdo a esquerda em G. Veja que
o Ly(a) =m(g9a) = Kga = gn(a) = ¢4 0 m(a).
Assim,

dmgp((dLg)p(x1)) = d(mo Ly)p(x1) = d(¢g 0 m)p(71) = d(¢g) ip © dmp(1) = d(9g)p(7).

Sabe-se que d(Ly),(z1) € Hy,, assim segue da unicidade de z, que d(Ly),(z1) =

z5. De modo andlogo, d(L,),(y1) = ye.

Portanto,

(. = (T1,00p

= ({d(Ly)p(1), d(Lg)p(y1)) gp
{
(d

T2, y2>gp

(bg)kp(), d(dg) Kp(Y)) K gp-

(b) Dado X € L(C(K)), deve-se mostrar que o campo X*(Kp) = d(¢xkp).(X) é de
Killing em M. Veja que ¢(t, Kp) = ¢(exp(tX), Kp) é diferenciavel e

dp(t, Kp) d¢(exp(tX), Kp)

- =d X.0) = X*(Kp).
5 5 . b1,kp) (X, 0) (Kp)

t=0

Logo, ¢i(Kp) = Gexpix (Kp) é o fluxo de X* que passa por Kp, quando t = 0.

Como X € L(C(K)), segue que exp(tX) € C(K). Assim, pelo item (a), conclui-

72

se que ¢, : M — M é uma isometria. Portanto, X* é um campo de Killing em

M.
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Proposicao 2.20. Todo grupo de Lie G que possui curvatura seccional estritamente positiva é

compacto.

Demonstragio: Suponha que a métrica em G é invariante a esquerda. Sejam = € T,G,

tal que ||z|| = 1 e {z1,..., 2,—1, 2} uma base ortonormal de 7,,G. Entdo,

n—1 n—1

1
;(R(x, 2i)%iy T)p = — 2

1

n—1

Ricy(z) = K(z,z) > 0.
Além disso, pela compacidade de S = {v € T,G; ||v|| = 1} e pela continuidade da

aplicagdo, Ricy|sn possui um ponto de minimo. Assim, existe ¢ > 0, tal que
Ricy(v) > 6 > 0,Vv € 5.

Considere os campos invariantes a esquerda X e Z;,, com i = 1,...,n — 1, de forma
que X(p) = z e Z;(p) = z. Uma vez que as transla¢des a esquerda sdo isometria para
q € G, segue que {Z1(q), ..., Zn-1(q), X (q) } é base ortonormal de T,G.

Pelo fato de X e Z; serem invariantes a esquerda, tem-se que [X, Z;] e V x Z; também

0 sdo, e consequentemente, R(X, Z;) X é invariante a esquerda.

Logo,
Ricy(X(q)) = nili(R(X(q),Zi(q))X(q),Zz'(q)>q
s SRS 0, 20 X0 1) 0y o =
- LS R0 26X ). Zie)s

Portanto, aplicando o Teorema de Bonnet-Myers, conclui-se que G é compacto.

O

Na demonstracdo da Proposigdo tica evidente que a curvatura de Ricci (e
igualmente a curvatura seccional) de um grupo de Lie, ndo depende do ponto p € G.

Por isso, as curvaturas de GG estdo bem determinadas pela sua algebra de Lie g ~ T,.G.
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Teorema 2.21. (Teorema de Wallach) Seja G um grupo de Lie conexo e simplesmente conexo.
Suponha G admite uma métrica invariante a esquerda com curvatura seccional estritamente

positiva. Entdo, G é isomorfo ao grupo SU(2).

Demonstragio: Note primeiramente que G também é compacto, conforme a Proposi¢do
Como G é compacto e conexo, existe um toro maximal H em G, isto é, existe um
isomorfismo ¢ : S* x ... x S' — H. Tomando T' = ¢(S' x 1 x ... x 1), tem-se que T’ ~ S*,

ou seja, 7' é um toro unidimensional.

Em particular, tem-se que 7' é um subgrupo fechado. Entdo, pela Proposicao [2.17]
M = T/G possui uma estrutura Riemanniana, de forma que 7 : G — M é uma sub-
mersdo Riemanniana. Sejam K e K, a curvatura seccional de G e M respectivamente.
Um resultado de O’Neill [Corolario 1, de [10]] diz que se 7 é submersdo Riemanniana,
entdo K, (z.,y.) > K(x,y) > 0, onde x, y sdo os vetores horizontais tais que dr,(z) = .

e dmy(y) = y.. Logo, M tem curvatura seccional estritamente positiva.

Agora, seja X um campo ndo-nulo e invariante a direita em G. Note X (p) # 0,
para todo p € G. Segue da Proposicdo que X é um Campo de Killing em G.
Assim, pelo Teorema de Berger, pode-se concluir que a dimensdo de G é impar. E
como dim(M) = dim(G) — dim(T), segue que M tem dimensdo par.

Sejam C(T') o centralizador de T'em G e ¢ : C(T) x M — M a agdo dada por
(g9, Tz) = Tgx. Se X € L(C(T)), entdo o campo X*(Tp) = d(¢rp).(X) é de Killing em
M, conforme a Proposi¢do Veja que M também é compacta e conexa, uma vez
que 7 é continua. Além disso, como dito anteriormente, M tem curvatura estritamente
positiva. Assim, aplicando o Teorema de Berger, tem-se que existe Tp € M, tal que
X*(Tp) = 0. Logo, a curva constante ¢(t,Tp) = T'p é a curva integral que passa por T'p
em ¢t = 0. Mas, como visto na demonstragdo da Proposi¢do a curva integral é da
forma ¢(t, Tp) = ¢(exp(tX), Tp), por isso, ¢ deve ser constante.

Portanto, T'p = ¢(t,Tp) = T exp(tX)p, assim, exp(tX) € T e isso implica que X € t.

Entdo, t C L(C(T)). Como T' C C(T), também vale a inclusdo contraria, e dai
t = L(C(T)). Seja S o toro maximal que contém 7', assim 7' C S C C(T"). Em relagdo as
algebras, tem-se t C s C L(C(T)) = t, ouseja, t = s. Isso implica que 7' = S, assim, 7" é
toro maximal de G. Com isso, conclui-se que o posto de G é 1.

Pela classificagdo das algebras de Lie simples e complexas, tem-se que sl(2,C) é a

Unica 4lgebra, a menos de isomorfismo, que possui subalgebra de Cartan de dimensdo
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um. Entdo, su(2) é a dlgebra de G.

Como G é conexo, simplesmente conexo, segue do Teorema|1.120| que G ~ SU(2).

|



CAPIiTULO 3

CONEXAO RIEMANNIANA EM ESPACOS

HOMOGENEOS

Durante este capitulo, G’ é um grupo de Lie conexo e K um subgrupo compacto de
G. O objeto de estudo aqui serd o espago homogéneo M = G/ K, mais especificamente,
a conexdo Riemanniana deste espago. Assuma também que G age efetivamente sobre

M, isto é, a acdo natural de G em M é efetiva.

3.1 O colchete em espacos homogéneos

Seja (-,-) uma estrutura Riemanniana em M, G-invariante. Denote por g a 4lgebra
de Lie dos campos invariantes a esquerda em G e defina a aplicagdo v : g — X (M),

como sendo a(X) = X*, onde X*(gK) = 2 (exp(tX)gK)|i—o, para todo g € G.

De modo analogo ao que foi feito na demonstra¢do da Proposicdo tem-se que

X*(gK) = d(¢gK>e(X)
Proposicdo 3.1. O colchete em X (M), satisfaz [X*,Y*] = —[X,Y]*.

Demonstragio: Sejam gp a dlgebra de Lie dos campos invariantes a direitae X,, Y, € gg.
Tome X, Y € g tais que X(e) = X, (e) e Y(e) = Y, (e), assim pela Proposicdo segue
que [X,,Y,] = —[X,Y].
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Dado = € M, considere ¢, : G — M, dada por ¢,(g) = gx. Note que

¢z 0 (Xi)i(g) = dulexp(tXy)g)
= (exp(tX;)g)x

= ¢(exp(tX;), gz)
Pexp(tx,) (9)

Desxp(tX,) © Pz(9)-

Como @exp(ix,) € 0 fluxo de X*, concluimos que X, e X* sdo ¢,-relacionados. O
mesmo vale para Y, e Y*, desta forma, [X,,Y;]| e [X*,Y*] sdo ¢,- relacionados, pela

Proposi¢ao[1.109 Portanto,

(X5 Y7 ](2) = d(92)([Xr, Y2]) = d(0n)e(—[X, Y]) = (=[X, YV])"(2) = =([X.Y]) ().

3.2 Conexao em espacos homogéneos

Seja V a conexdo Riemanniana de M. Seja g = £ @ p, onde t é dlgebra de Lie de
K e p é um complemento Ad(K)—invariante, isto é, Ad(K)(p) C p. A existéncia do
complemento p é uma consequéncia da Proposigdo a qual garante a existéncia de
um produto interno (,) que satisfaz (Ad(k)X, Ad(k)Y) = (X,Y), paratodo k € K e
X,Y € g. Assim, basta tomar p como o complemento ortogonal de £ em relacdo ao
produto (,), pois para X € p =t eY € tvaleque 0 = (X,Y) = (Ad(k)X, Ad(k)Y).
Como ¢ é claramente Ad(K)-invariante, tem-se que Ad(k)(Y) € ¢, logo Ad(k)(X) € p =
t+, para todo k € K, isto mostra que p = ¢+ é Ad(K)-invariante.

Veja que p é isomorfo a 7;M. Considere uma vizinhanca U de e € GG e uma base
{X1,..., X} de p. Assim, {X](q), ..., X;,(7)} é base em uma vizinhanga de e.

Dados W, Z € X(M), escreva W(q) = 3 fi(@) X (@) e Z(@) = 3 g;(2) X(7) em uma
vizinhanca de é. - =

Se define inicialmente para essa base, Vx,.X7(é) = —3[X;, X;]*(¢). Em seguida,

estenda essa aplicacdo, de forma a satisfazer as condi¢des de conexdo afim no ponto
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e, ouseja, ViwZ(e) = (Y fig;Vx: X + [iX;(g;)X;)(€). Por fim, defina Vi Z(q) =
3,j=1
dqbq(?(d(ﬁ;lw)(qu;lZ)(é)), onde ¢ é a agdo de G em M e ¢, determina uma isometria de

M. Desta forma, V é uma conex3o afim em M.
Definicdo 3.2. Seja U : p x p — p, dado por U(X,Y) = (Vx-Y* — Vx-Y*)(e).
Note que

UX,)Y) = (Vx:Y* = Vx-Y")(e)

= (XY +Vy- X"+ l[X, Y]*)(e)

2
= (-[X,V]" + Vy- X"+ %[X, YT
1

= (Vv X' X Y])E
= (Vv X+ 5 X])E)
— (Vy- X" — Vy-X*)(e)
= U, X).

Isto é, U é simétrico.
Seja Z € g. Denote por Z,, a projecdo de Z em p, isto é, Z — Z, € £, com Z, € p.

Lema 3.3. Se XY, Z € p, entdo

(U(X,Y),2) = (17, X}, Y) +{[Z,Y ]y, X))

Demonstragio: Note primeiramente que se W = W, + W, com W, € e W, € p, entdo
_ . 0 .=
W (e) = (We+Wy)*(e) = W@+ (W3)"(e) = W

Assim, tem-se que

(a) <U(Xa Y)’Z> + <Y7 U(X> Z)> = %<D/v X]P7Z> + %<Y’ [Z’ X]P> De fato,

U(X,Y),2) + (Y,U(X,Z)) = (UY,X),Z)+ (Y,U(Z,X))

= (VurX7) — (Vy: X, Z) +
(VN7 X)) = (Y, V7 X7)

(1Y, X]2, 2) + 5V, 12, X]2)

e
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De modo anéalogo, valem:
(b) <U(Yv Z)aX> + <Z> U<Y7 X)) - %(([27 Y]P7X> + <Z’ [Xv Y]P>)

(©) (U(Z,X),Y) + (X, U(Z,Y)) = 5(([X, Z],,Y) + (X, [Y, Z],))-

Calculando (a) + (b) — (¢), concluimos que

(U(X,Y),2) = S (17, X}, Y) +{[Z,Y ]y, X))

Lema 3.4. Suponha que X,Y € pe [X,Y], =0, entdo

(ROX*,Y"Y*, X" = (U(X,Y),U(X,Y)) — (UX, X),U(Y,Y)).

Demonstragio: Note que Vx-Y*(e) = —1[X,Y]: = 0 e assim, U(X,Y) = Vx-Y*(€).

1
2

Desta forma, usando o fato de que os campos X* e Y* sdo de Killing em M, obtém-se:

0
(ROX Y)Y, XY = —(Vier V™ X6 + (Vae Vi Y5, X)e — (Vy- Vi YV, X5
0

= XNVy V' XY — (V3 Y5 Vi X — YV ¥ X), +

(VY Vye X)e
= X' Vy Y, XM — (U(Y,Y), U(X, X)) + (UX,Y),U(Y, X)).

Mas,
0
(Vy-Y* X" = —(Vx: Y5 V) = —((XEYTH Vy- X5 Ve = —(Vy- X5 V) = 0.

Portanto, (R(X*,Y*)Y*, X*), = (U(X,Y),U(X,Y)) — (U(X,X),U(Y,Y)).

O



CAPITULO 4

TEOREMA DE ESTRUTURA

4.1 Lemas e ProposicOes

Proposicao 4.1. Sejam G um grupo de Lie compacto e conexo e K um subgrupo fechado de
G. Considere M = G/K e suponha que G age efetivamente em M. Se M admite estrutura

Riemanniana G-invariante, (-, -), com curvatura seccional estritamente positiva, entio:

(a) Se M tem dimensdo par, entdo G é semi-simples.

(b) Se M tem dimensido impar, entdo ou G é semi-simples ou o centro de G' tem dimensio

umi.

Demonstragio: A algebra de Lie g de G é compacta. Assim, pode-se escrever g = 3 ® g1,

onde 3 é o centro de g e g; = [g, g] € uma dlgebra de Lie semi-simples.

Seja P : g — g1 a projegdo correspondente a decomposic¢do acima. Denote por £ C g

a dlgebra de Lie de K e considere ¢, = P(¢).

Agora, serd demonstrado que P : £ — £ é um isomorfismo. Note que,

e P é um homomorfismo. De fato, dados X,Y € ¢, vale que

P([Xu Y]) = P([Xé_’_Xgle;—i_Ygl])
= P([Xgnygl])
= [Xglvym]

= [P(X;+ Xq,), P(Y; +Yy,)).

e P é claramente sobrejetora.
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e P éinjetora. Para ver isso, tome X € Ker(P). Entdo, X € £Nj e assim, exp(tX) €

K N Z(G), para todo t € R. Desta forma, sendo ¢ a agdo de G em M, tem-se que
Pexp(tx) (95) = exp(tr)(gk) = g(exp(tz) K) = gK,VgK € M.

Como ¢ é efetiva, segue que exp(tX) = 1, para todo ¢ € R, logo X = 0.

Portanto, P : £ — £ é um isomorfismo.

A subdlgebra g; é Ad(K)—invariante. De fato, dados [X,Y] € g; e k € K, tem-se
que Ad(k)[X,Y] = [Ad(k)X, Ad(k)Y] € g;.
Além disso, dado X;, € &, existe X = X, + X € &, tal que P(X) = X,. Assim,

0
P(Ad(K)(X)) = P(Ad(K)(Xe,)) + PAHX,) = Ad(K)(Xy,),

isto mostra que Ad(K)(Xe,) € &, ou seja, ¥ é Ad(K)-invariante. Desta forma, existe

um complemento Ad(K)—invariante de ¢, em g;, o qual serd denotado por p;.

Sejap =3B p;1. Se X € pNe, entdo P(X) € p; N€; = {0}, assim, conforme mostrado
acima, X = 0.

Uma vez que ; e p; sdo Ad(K)-invariantes, tem-se que p é um complemento de £ em
g, Ad(K)—invariante.

Foi usado p para definir V e U, como feito no Capitulo

Dados X,Y € 3 C pe Z € p, segue do Lema[3.3|que,

0
W(XY), 2) = (25 + 5 (22T X) =0

O que mostra que U(X,Y) = 0, para todos X,Y € 3. Consequentemente, pelo Lema
obtém-se que se X,Y € 3, entdo (R(X*, Y*)Y*, X*): = 0. Por hipétese, a curvatura
seccional de M ¢é estritamente positiva, logo X e Y sdo linearmente dependentes, e
assim, dim 3 < 1.

Afirmacdo: Se dim 3=1, entdo dim(A/) é impar.

Neste caso, 3 = RX. Defina p : p; — p; por p(Y) = U(X,Y). Entdo, utilizando o
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Lema 3.3] segue que

((Y),2) = (UX,Y),2)

= Sz + izt
0
= (X [¥.2) - S (rAT 2)
= —(p2).).
Além disso, se Y # 0, pelo Lema
0
(V). p(Y)) = (U(X.¥).U(X.Y)) = (ROX" Y)Y, X*), + (U(X, X)B(VY) > 0.

Assim, p(Y) # 0. Portanto, p é um isomorfismo anti-simétrico, e isso implica que
dim p, é par. Logo, p = 3 @ p; tem dimensdo impar. Como p ~ T:M, segue que dim M

¢ impar. a

Nos préximos resultados, considere 7" um toro maximalde K e C(T') = {g € G; gt =
tg,Vt € T}, o centralizador de 7" em G. Denote por t e u as dlgebras de Liede 7" e C(T),
respectivamente.

Tem-se que u = {X € g;exp(sX) € C(T'),Vs € R}. Veja que se X € u, entdo para
todos Y € tes,r € R, vale que exp(sX) comuta com exp(rY). O que implica, pela
Proposicao[I.114} que [X,Y] = 0. Por outro lado, dado X € g, tal que [X,Y] = 0, para
todo Y € t. Concluimos, novamente pela Proposicao que exp(sX) comuta com

exp(rY’). Como 7" é conexo, exp(sX) comuta com todos os elementos de 7', logo X € u.

Portanto, como justificado acima, u = {X € g; [X,Y] = 0,VY € t}.

Lema 4.2. Sejam G, K, M e (-,-) como na Proposi¢io Seja T' um toro maximal de K.

Entdo, dimensdo de M é par se, e somente se, C(T') = T.

Demonstragido: Suponha que M tem dimensdo par. Assim, pelo Teorema de Berger,
todo campo de Killing possui um zero.

Lembre que para todo p € M, X*(p) = d(¢p).(X) e ¢(t,p) = ¢(exp(tX),p) é a curva
integral que passa por pem t = 0, do campo X*. E como X* é de Killing em M existe
g € M, tal que X*(g) = 0.

Note que a curva constante em g, satisfaz as condi¢des de curva integral, dai, pela
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unicidade, segue que ¢(t, g) é constante, ou seja, gK = ¢(t, gK) = exp(tX)gK. Disso,
segue que gg ' (exp(tX)™! = exp(—tX) € K, paratodot € Re X € u. Desta forma,
dado X € u, tem-se que exp(—tX) € K NC(T) =T, para todo t € R. Portanto, X € ¢,

isto mostra que u C t. Logo, u = t, e consequentemente, C'(7) = 7.

Agora, suponha que C(T') = T. Entdo, a subdlgebra de Cartan t de ¢ é também
subélgebra de Cartan de g. Conforme o Teorema g = 3(g) © g1, onde g, é semi-
simples. Como feito na demonstracdo da Proposigao existe uma algebra ¢ C gy,

que é isomorfa a .

Seja t; uma subalgebra de Cartan de ¢, entdo t; ~ t também é subélgebra de Cartan

de g. Desta forma, t, N 3(g) = 0 e pela Observacao (1.57), 3(g) C t;. Assim, 3(g) = 0.

Isso mostra que g é semi-simples. Entdo, g =t® Y g,et=td Y 4.
a€ER pes

Assim, pelo item (2) do Lema segue que

dim(M) = dim(g) — dim(¢) = dimrt+ ) dim g, — dimt— Y dim € = [R|—|S].
a€R Bes
Tem-se que |R|—|S| é par, pois se « é raiz, entdo —a também é.

Portanto, dim(M) é par. O

Proposicao 4.3. Sejam G um grupo de Lie compacto e conexo e K um subgrupo fechado de G.
Seja G o grupo de recobrimento universal de G e K o subgrupo conexo de G, correspondente a
K. Entdo, G/K é um espago de recobrimento de G/ K. E mais, a aplicacdo de recobrimento é

diferencidvel.

Demonstracio: Seja p : G — G o recobrimento universal de G. Como K é um subgrupo
conexo e satisfaz p(K) = K, entio K é a componente conexa de ¢ € G em p~'(K).
Pelo Teorema tem-se que Kerp é um subgrupo discreto central. Note que Kerp é
fechado em G que é compacto, assim, Kerp também é compacto. Todo espaco discreto
e compacto é finito, logo Kerp = {z,...,z,}. Como Kerp C Z(G), vale que z§K =
gz,;f(, para g € Gei=1,..,n.

Deve-se mostrar que existe um difeomorfismo, & : G/p~'(K) — G/K e uma apli-
cagio de recobrimento diferenciavel ¢ : G/K — G/p ' (K).

Considere ¢ a agdo de G em M e defina, ¢ : G x G/K — G/K, por ¢(§, hK) =
d(p(7), hK). Note que ¢ também é uma agao diferencidvel, assim, pelo Teorema
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existe um difeomorfismo &; : G / G. = G- ¢ onde o subgrupo de isotropia G, é dado

por,

Ge={jeGiog.e)=¢e} ={geCipge=e} ={j e Gip(g) € K} = p ' (K).

Aérbitaeméé G -e = {¢(g,€);5 € G} = {p(§)K;§ € G} = G/K, uma vez que p é
sobrejetora. Portanto, & : G/p~'(K) — G/K é um difeomorfismo.

Sejam 7, : G — G/K e : G — G/p~'(K) as projecdes naturais. Defina ¢ : G/K —
G/p~'(K) por p(§K) = gp~'(K). Pelo Teorema ¢ é diferenciavel se, e s6 se, pom
é diferencidvel. Mas, ¢ o m; = m,, logo é diferencidvel.

Afirmacdo: A aplicacdo ¢ é aberta.

Dado um aberto U C G/K, tem-se que o(U) C G/p~'(K) é aberto se, e s6 se,
my (p(U)) C G é aberto. Onde, ' (¢(U)) = (¢ o m) ! (p(U)) = m (¢~ (¢(1))). E
71 Y @(U))) é aberto em G se, e s6 se, o~ (¢(U)) é aberto em G/ K.

Agora, veja que ¢ H(p(U)) = ‘01 2 U, com z; € Ker(p).

De fato, se hK € ¢ (p(U)), e_ntéo o(hK) € p(U). Assim, existe 7K € U, tal que
hp Y (K) = &#p~'(K). Equivalentemente, 71(‘61 zK) = 97:(61 %K), ou ainda, '61 ZhK =
'n 2#K. Em particular, vale que para todo i € {1,...,n}, existe j € {1,...,n}, o qual
Zs:altisfaz zihK = ;7K. Para z; = ¢, tem-se que hK = 27K € z;U. Logo, ¢~ '¢(U) C

\J 2z:;U. Por outro lado, dado hK e U 2z:U, existem j € {1,....,n}e #K € U, de forma
i=1 i=1

que hK = z;#K. Assim,

P(hK) = p(2,iK) = zd(p ™ (K)) = 32,0 (K)) = 3o~ (K)) = p(K).

Ouseja, |J 2,U C ¢ tp(U). Isso prova a afirmagéo feita.
=1

Considere o conjunto finito C = Kerp/(Kerp N K) e denote por % a classe corres-
pondente a z.. Como G/K é Hausdorff, para todo §K € G/K, existe uma vizinhanga
U tal que z,Uy N z;Uy = 0, sempre que Z; # z;. Desta forma, para gp'(K) € é/p‘l(K),

existe a vizinhanga V' = ¢(U)), a qual satisfaz o~ (V') = ¢ to(Up) = U 2;Uy. Sem perda
=1

de generalidade, admitimos que U, é conexo. Veja que, se z; = Z;, entdo 2, K = 2, K.
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Isso implica que
ZiUO = {2’7’71[%, ]le € Uo} = {ﬁzlf(, iLK € U()} = {;LZJK, iLR € U()} = ZjU().

Logo, ¢ (V) = | zU, é a unido disjunta de conexos abertos. Pela construgdo
z;eC

das vizinhangas, ¢|zu, : ZUs — ¢(Uy) = V é bijecdo. Como ¢ é continua e aberta,

segue ¢z, € um homeomorfismo. Portanto, ¢ é uma aplicagdo de recobrimento e é

diferenciavel.

Assim, a composicdo ;0 é uma aplicacdo de recobrimento diferencidvel do espago

simplesmente conexo G/ K em G /K. O

4.2 Resultados principais

Mantendo a notagdo anterior, continue considerando 7" um toro maximal de K,
C(T) = {g € G;gt = tg,Vt € T} o centralizador de 7" em G, t e u as algebras de
Lie de T' e C(T), respectivamente. Além disso, g = ¢ & p, onde p é um complemento
Ad(K)-invariante de ¢ em g.

Para o préximo Teorema, considere a variedade C(7") /(K N C(T)) = C(T)/T. Con-
forme mostrado por Helgason em [5], [ver Proposigdo 4.4, pag 125], C(T")/T é uma
subvariedade de M. Ou seja, a aplicagdo i : C(T)/T — M, dada por i(¢7") = gK, é um
mergulho. Seja My = i(C(T)/T) = C(T)e, onde e € M. Entao, i é um difeomorfismo
de C(T)/T em M.

Observacgdo 4.4. Dado X € unp, tem-se que exp(sX) € C(T), para todo s € R. Logo, para
qualquer gK € Mr, exp(sX)g € C(T) e assim, X*(gK) = 2 (exp(sX)gK)|s=0 € Ty M.
Assim, X* é um campo tangente a Mrp.

Seja {X1, ..., Xy} uma base de w N p. Conforme a notagdo do capitulo 3, Vx- X7 (&) =
LX;, X;)(€) € TeMy. Além disso, Vx: X; () = doy(V g1 x) (ddy ' X7)(€)) € TyMr.

Logo, Vx: X ; € um campo tangente a M.

Teorema 4.5. Sejam G, K, M e (-,-) como na Proposicio 4.1 Sejam T um toro maximal de K
e My = C(T)e. Entdo:

1. My é totalmente geodésica em M.
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2. Se M tem dimensdo par, entdo T é um toro maximal de G.

3. Se M tem dimensdo impar, entdo ou C(T')/T tem dimensdo 1 ou C(T')/T é isomorfo a

SU(2) oua SO(3).

Demonstragio: Seja g a dlgebra de Lie de G e considere g = £®p, como na demonstragdo
da Proposicdo Sejam u e t as algebras de Lie de C(T") e T, respectivamente. Se
X eg,entdo X = X7+ Xy, com X; € te Xy €p.

Note que se X € ueY € t, entdo [Y, X] = 0, em particular, [V, X]|; = 0. Além
disso, [V, X| = [V, X5 + Xo] = [V, Xi] + [V, X;], onde [V, X;] € te [V, X,] € p. Assim,
Y, X1 = [Y, Xy], ou seja, [Y, X1] = 0 e consequentemente, [Y, X,] = 0. E isso implica
que X, X, € u.

Portanto, u = (£ENu) @& (pNu) =td (pNu).

Agora, sejam X, Y c unyp, Z € te W € p. Usando o fato de que g é compacta, o
Lema[3.3|e a identidade de Jacobi, obtém-se que

(Z,UX,YV),W) = —(UX,Y),[Z,W])
= (X [Z.W],Y) — (v, [12.W), X])
= X2 WYY - (v (2 WX

0
= Stz + SuzaT i x) <o

Assim, [Z,U(X,Y)] = 0, para todo Z € t. Entdo, U(X,Y) € unp. Como os
elementos de u N p estdo identificados com os vetores de T; M e estes campos em
X(Mr), conclui-se que X*,Y* € X(Mr) e U(X,Y)* € X(Mry).

Considere { X, ..., X,,} uma base de u N p e complete a uma base de p e denote por

{X1,...,X;n}. Dados X,Y € unp, pode-se escrever, X*(€) = i fi(e)Xr(e)eY*(e) =
i=1

égwMﬂw
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Assim,

UX,Y)*() = Vx-Y*(e) = Vx-Y*(e)

= > (figiVx: X; + LX) X)(8) = > (fig;Vx: X; + fiX] (g)X])(@)
i,j=1 4,j=1

= Z(fingX;X;)(é) - Z(figj?Xi*X;)(é)

1,j=1 1,j=1

= Z figj(VX;X; - vX;X}k)(é)'
i.j=1
Usando o fato de que U (X, Y)*(e) € T:Mr, a Observagédo e a tltima igualdade,

concluimos que Vx-Y™* é tangente a M.
Portanto, My é totalmente geodésica em M.

Se a dimensao de M é par, entdo o Lema prova que C(T') = T. Assim, T' é um

toro maximal em G.

Agora, suponha que a dimensdo de M é impar. Novamente pelo Lema con-
cluimos que C(T') # T. Se a dimensdo de C(T")/T é maior que 1, entdo C(T")/T possui
estrutura Riemanniana com curvatura estritamente positiva, uma vez que é uma sub-

e~

variedade de M. Seja (C(T")/T) o grupo de recobrimento universal de C'(7")/T". Apli-

cando o Teorema de Wallach, concluimos que C(T")/T é isomorfo a SU(2). Portanto,
pelo Teorema C(T)/T ¢é isomorfo a SU(2)/T, onde I' é um subgrupo central de
SU(2). Mas Z(SU(2)) = {1,—1}, assim, C(T)/T ~ SU(2) ou C(T)/T =~ SO(3).

|

Corolario 4.6. Sejam G, K, M e (-, -) como na Proposicio[.1} Se a dimensdo de M é par, entdo

G é simples.

Demonstragio: Seja G um grupo de recobrimento universal de G. Seja K o subgrupo
conexo de G correspondente a K. Conforme mostrado na Proposigao existe uma
aplicagao diferenciavel de recobrimento, p: M = G/K — M = G/K. Isso implica que
a curvatura de M é estritamente positiva, uma vez que M tem curvatura estritamente
positiva, por hipétese. Pelo Teorema G é semi-simples. Suponha por absurdo que
G ndo é simples. Escreva g = g, ® g2, onde g, g» sdo semi-simples. Entdo, G =Gy x Gy,

onde G; possui dlgebra g;, parai = 1, 2. Assim, GG; é semi-simples e como G é compacto,
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tem-se que G; também sera compacto, com i = 1, 2.
Afirmagdo: A igualdade K = (K N G,) x (K N Gy) é satisfeita.
Para provar a igualdade acima, é equivalente mostrar que ¢ = (¢ g;) & (ENg2). A

inclusdao tNg; &t N gy C ¢ éimediata.

Denote por 7, m as projecdes de g em g, e go, respectivamente. Seja t C £ uma
subalgebra de Cartan. Pelo Teorema[4.5] t também ¢ subélgebra de Cartan de g, ou seja,
t é abeliana maximal em g. Note que t C m;(t) @ my(t), assim, para obter a igualdade,
basta mostrar que m(t) @ m(t) é abeliana em g. Dados X;,Y; € m(t) C g, existem
X5, Y, € go tais que X; + X5, Y] + Y5 € t. Assim, o colchete [X; + X5, Y; + Y5] = 0,
ou melhor, [X;,Y]] = —[Xy,Ys]. Como [X,,Y]] € g1, —[Xs,Ys] € gae gy Ngy = {0},
segue que [ X1, Y;] = 0. Isto mostra que 7 (t) é abeliana em g;. De modo andlogo, m(t)
é abeliana em g,. Logo, m(t) @ ma(t) é abeliana em g, assim, t = 71(t) & m2(t). Em

particular, conclui-se que 7 (t) = t N g; e m(t) = t N go.

Entdo, pelo item (2) do Teorema [1.90, pode-se escrever ¢ = (J (tx), onde ty é uma
Xet

subdlgebra de Cartan que contém X. Dessa forma,

t= U(Wl(fX)@WQ(tX)) - U Wl(tX)@U m(tx) = U fxﬂgl@U txNgs = tNg1BENgGs.

Xet Xet Xet Xet Xet

O que prova a afirmagcéo feita.

Agora, pode-se escrever M = G/f( = él/Kl X GQ/KQ = M, x M, onde K, = KNG,
e Ky = KNGy Parai = 1,2, considere a decomposicdo g, = ¢ @ p;, onde ¢; denota
a algebra de Lie de f(i e p; é um complemento Ad(f{i)—invariante de ¢, em g;. Observe
que os complementos p; e p,, sdo também Ad(K)—invariantes. Denote por V o espaco
vetorial de g. Aplicando a Proposicao na representacio Ad(K) — GI(V), obtém-
seque V = V; @ ... @V, é uma soma direta, de forma que os subespacos Vs sdo
dois a dois ortogonais. Considere os subespacos W; e W, correspondentes a p; e po,
respectivamente. Como W, e W, sdo subespacos invariantes pela Ad(K), segue que
W, = ZVZ- e Wy, = Z V;, com I,J C {1,..,n}. Além disso, como W; N W, = 0,
segue c;flle InJ = @.Jeissim, p1 @ p2 é uma soma direta ortogonal. Isto mostra que
T.M = T.M, ® T.Ms.

Sejam pf( = (plf(l,mf(g) e M, u,v € TpKM e my, Ty as projegdes de M em M, e M,,

respectivamente. Como a estrutura de M é G-invariante, em particular, a aplicagdo
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f=¢p-1 : M — M é uma isometria. Assim,

(df i (), dfy i (0))e

(df i (dmy(u) + dmy(u)), dfy, g (dmi (v) + dma(v)))e

= (df i (dmi(w)), df g (dmi(v))e + {df, & (dma(u)), df g (da(v)))e
{

(), dma(0)) e + (72(u), 72 0) e

<u7 U)pf{ =

Logo, TPRM =T = J\Zfl DT - MQ, para todo pf( e M. Assim, M = Ml X MQ possui

p1K1 p2 Ko

a estrutura do produto Riemanniano. Entdo, a conexdo Riemanniana V de M é dada

pOI‘
VY1+Y2 (Xl + XQ) = V%/le + V%QX%

onde X,Y; € %(Ml), X0, Y, € %(MQ) e V! V2 sdo as conexdes Riemannianas de M; e

M,, respectivamente.

Seja o(,y) C T(py poy M1 x My um plano, tal que = € T, M, e y € T,, M>. Entao,
{z,y) = (dm (z),dmi(y)) + {dma(2), dm2(y)) = (z,0) + (0, 2),

ou seja, = e y sdo ortogonais. Sem perda de generalidade, tome x e y vetores unita-

rios, X = L eY = l' Assim,

|| ly

Usando a conexdo Riemanniana apresentada acima, é facil ver que R(X,Y)Y = 0.
Logo, K(0) = 0. O que contraria o fato de M ter curvatura estritamente positiva.

Portanto, GG é simples. O

Corolario 4.7. Sejam G, K, M e (-, -) como na Proposigio

1. Se a dimensio de M é par, entdo G é simples e posto(K') = posto(G).

2. Se a dimensdo de M é impar, entdo ou G é semi-simples ou G tem centro unidimensional

e posto(G) = posto(K) + 1.

Demonstragio:
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1. Segue imediatamente do Teorema 4.5 e do Corolario

2. Pela Proposigao ou G é semi-simples ou dim Z(G) = 1. No caso em que
dim Z(G) =1, tem-se que g = 3(g) ¢ ¢/, onde dim 3(g) = 1 e g’ é semi-simples.

Como feito anteriormente, existe uma copia isomorfa de ¢ em g’. Em ter-
mos de grupos, existe uma copia isomorfa de K em G’, onde K = (exp(t)) e
G' = (exp(g’)). Assim, como dim M = G/K é impar, segue que M’ = G'/K tem
dimenséao par, pois dim G’ = dim G — 1. Pelo item anterior, posto(G’) = posto(K),
onde posto(G’) é a dimensdo da subdlgebra de Cartan t de g’. Mas entdo, 3(g) © t
satisfaz a Definicdo ou seja, € uma subdlgebra de Cartan de g.

Portanto, posto(G) = dim(3(g) @ t) = dim 3(g) + dim t = 1+posto(K).

O



CAPITULO 5

CLASSIFICACAO DOS ESPACOS

HOMOGENEOS COM DIMENSAO PAR

5.1 Lema principal para dimensao par

Definicao 5.1. Seja A um sistema de raizes de g. Diz-se que /Ay é um subsistema de A, quando

Ay C A satisfaz:
(1) Se v € Ay, entdo —a € A,.

(2) Sea,fe Aea+ e Aentioa+ €A

Seja G um grupo de Lie compacto, conexo e K um subgrupo fechado e conexo de
G. Suponha que K ndo contém subgrupos normais de G, além do subgrupo trivial e.
Esta hipotese, é equivalente, pela Proposigao[1.100} a supor que a agdo natural de G em
G/ K é efetiva.

Seja M = G/K e seja (-, -) uma estrutura Riemanniana G—invariante em M. Assu-
mimos que M tem curvatura estritamente positiva e que dimensdo de M é par. Entao,
pelo Corolério[d.7, tem-se que G é simples e os toros maximais de K, também sao toros
maximais em G. Escolha um toro maximal de K e denote por 7.

Considere g, t e t as dlgebras de Lie de GG, K e T, respectivamente. Denote por gc, tc
e tc as suas complexificagdes, ou seja, gc = g + ig e 0 mesmo vale para as demais
algebras.

Seja p o complemento Ad(K)—invariante de £ em g.

Considere também A o sistema de raizes de g¢ em relacdo a tc. Por um abuso de
notagdo, o espago de raizes (gc¢)o = {X € g¢; [H, X] = a(H)X,VH € t¢} serd denotado

apenas por g,, com o € A.
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Seja A* um conjunto de raizes positivas de A e A; o subsistema dado por A; =
{a € Ajg, C 8.} Definat, = (go +9-0)Ng parac € AyNAT epy = (9o +9-0)Ng,
paraa € & = (AT — Ay).

Lema 5.2. No contexto acima, se a,f € A — Ay e« # £0, entdo o+ S ou o — 3 é um

elemento de A.

Demonstracido: Tem-se que [pa,ps] C Pats + Pja—p, cOM a compreensdo que p, = 0,
se a ¢ ®. De fato, conforme o Teorema de Weyl po = span{A,, S,}, onde A, =
Xo—X_ne S, =1i(Xy+ X_,). Damesma forma, ps é gerada por {Ag, Ss}.

Sejam X € p, eY € pg. Para mostrar que [X,Y] € poys+Pja—p|, € suficiente mostrar

isso considerando apenas os elementos das bases de p,, e pg.

Ainda pelo Teorema de Weyl, os colchetes sdo dados por
o [Aa, Ap] = magAarp +M-apAap.

o [Sa, Spl = —MapAats — Ma,—pAa—p-

® [Aq, Sp] = MapSats + Ma,—pSa—p-

o (A, Sal =mpaSsta + Mg _aSs—a.

Suponha que |a — 3| = o — 5. Neste caso, é facil ver que [A,, Ag|, [Sa, Ss] € [Aa: S—a]
pertencem a p45+Pja—g- Além disso, Sp_o = I(Xp_a+X_(5-a)) = 1(Xap+X_(a—p)) =
Sa—p, logo [Ag, S,] também satisfaz o desejado. No caso em que |« — 3| = § — «, basta
notar que A,_3 = —Ap_,, dai segue andlogo ao mostrado acima.

Portanto, [ X, Y] € paig + Pla—g-

Agora, suponha que o, 3 € P e a+ 3,a — fndo sdoraizesde g. Se X € p,eY € pg,
entdo [X, Y] = 0, pois neste caso, pa4s = 0 € pja_g = 0.

Escrevendo U e R como no Capitulo 3| segue do Lema[3.4] que

O item (1) do Lema implica que (p,,p;) = 0,se 7,0 € ® ey # 0. Usando isto

serd demonstrado que:
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(i)

(if)

U(X,X) =0, paratodo X € p,.

De fato, tome Z € p.,. Pelo Lema [3.3] vale que

(U(X, X), 2) = J{17.X], X) + 52, X]. X) = (12, X], X).

Conforme mostrado acima, [Z, X] € p,i1q + Pjy—a|- No caso em que v = «, 0
colchete [Z, X| = 0. Além disso, note 7 + o # «, pois 0 ndo é raiz. E |y — of # «,
pois caso contrdrio, y—a = aou a—vy = o, ou seja, v = 2a ou y = 0. Isso também

ndo ocorre, em virtude do item (3) do Lema([1.62]

Portanto, ([Z, X], X) = 0 e consequentemente, U(X, X) = 0.

Para X € p,eY € pg, tem-se que U(X,Y) = 0.

Novamente, seja Z € p.,. Entdo, pelo Lema

U(X,Y), Z) = %(X, Z.Y]) + %(Y, 12, X)).

No caso em que 7 = «, o colchete [Z, X] =0esey = 3, entdo [Z,Y] = 0.

Assim, se (U(X,Y), Z) # 0, entdo pelo menos uma das igualdades, o« = f+v,a =
B =], =a+~,B =|a—1|, deve ser verdadeira.

Vejaquesea =+, entioa—f=v€ A.Sea=|f—|,entdoa—=—y € A
oua+f3=v€A Seff=a+ obtém-sequea —=—y € A.Se 3= |a—1|,
obtéem-sea — f=v€ Aoua+f=v¢€A.

Assim, as hipéteses de que a + 5 e @ — 3 ndo sdo raizes de g, implicam que

nenhuma das igualdades é verdadeira.

Logo, (U(X,Y), Z) =0, para todo Z € p,. Entdo, concluimos que U(X,Y") = 0.

Desta forma, supondo que a + 3 e @ — 3 ndo sdo raizes de g, obtém-se que

(R(X,Y)Y,X) = 0, o que é uma contradi¢do, pois M possui curvatura estritamente

positiva.

Portanto, « + f € Aoua — 5 € A. O
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5.2 [Espacos homogéneos que satisfazem a condicao A

Definicao 5.3. Uma variedade Riemanniana conexa M é chamada de espago simétrico se para

todo p € M, existe uma (1inica) isometria j, : M — M, tal que j,(p) = pe (dj,), = —Id.

Note que se M é um espago simétrico, entdo o grupo de isometrias de M, G = {f :
M — M; f éisometria} é um grupo de Lie que age transitivamente sobre /. A acado
natural é ¢ : G x M — M, dada por ¢((f,z)) = f(z). Portanto, fixando ump € M e
considerando K o subgrupo de isotropia da a¢do ¢ em p, obtém-se um difeomorfismo

de M com o quociente G/ K.

Defini¢do 5.4. Diz-se que um espago simétrico M = G /K é do tipo compacto, se a forma de

Cartan-Killing de g é negativa definida, onde g é a dlgebra de Lie de G.

Para uma classificacdo dos espagos simétricos compactos, ver [5], pagina 518. A
descricdo geométrica de alguns espagos simétricos, pode ser encontrada em [11], pa-
gina 237. Para o préximo resultado, serd preciso conhecer a classificacdo dos espagos
simétricos compactos de posto 1. Em resumo, considere a seguinte classificagdo, para

0s espagos compactos de posto 1:

G K dim | descricdo geométrica
SO(l+1) | SO() [ Esfera

O(l+1) | O()x{1,—-1} |1 RP

U(l+1) (1) x U(1) 2l | CP!

Sp(l+1) | Sp(l) x Sp(1) | 4 HP

Fy Spin(9) 16 | OP?

SU(I+1) | S(U()xU()) |2l Grassmaniana complexa

Seja G um grupo de Lie compacto, conexo e simplesmente conexo e K um subgrupo
de G tal que posto K = posto G. Seguindo a notagdo da Secdo diz-se que um par
(G,K)ouopar (A, A,) satisfaz a condigdo A, se para todos «, f € A—A;, com o # £,
for verdadeque o+ € Aoua — 5 € A.

Proposicdo 5.5. Os iinicos pares (G, K) como no pardgrafo acima, que satisfazem a condigdo

A, sido:
(1) (SU(l+1),U(l)) e G/K = CP"é 0 espago projetivo complexo de dimensio l.

(2) (SU(3),T), onde T é um toro maximal de SU(3) e G /K é uma variedade flag em C*.
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(3) (Spin(2l + 1), Spin(2l)) e G/K = S? é a esfera de dimensdio 2l.

(4) (Sp(l),Sp(l—1) x SU(2)) e G/K é o espago projetivo dos quatérnios.

(5) (Sp(l), Sp(l — 1) x T*), onde T* é um toro de dimensio um e G/ K é difeomorfo a CP'.
(6) (Sp(3),SU(2) x SU(2) x SU(2)) e G/ K é uma variedade flag no espaco dos quatérnios.
(7) (Fy, Spin(9)) e G/K é o plano de Cayley.

(8) (Fy,Spin(8)) e G/K é uma variedade flag no plano de Cayley.

(9) (Go,SU(3)) e G/K é difeomorfo a S°.

Demonstragio: Seja A um sistema de raizes de g com relacdo a subdlgebra de Cartan
t e A; um subsistema de A. Se (A, A,) satisfaz a condi¢do A e existe um subsistema
Ay, com A D Ay D Ay, entdo (A, Ay) e (Ay, Aq) também satisfazem A. Desta forma,
é interessante determinar o subsistema maximal e em seguida repetir o processo para

este novo sistema.

Seja AT uma escolha de raizes positivas para A e ¥ = {ay, ..., y} 0 conjunto das
!

raizes simples correspondentes a A*. Assim, se « € A, entdo a = > n;a;, comn; € Z,
=1

essa expressdo € tnica e se « € AT, entdo n; > 0, para todo i = 1,...,1. Conforme o

!
Lema [1.70, existe uma raiz 8 = > m;a; € AY, tal que m; > n;, paratodoi = 1,....1.,
i=1
ou seja, [ € a raiz de altura maxima. Se m; é primo, considere o subsistema A* = {a =

I I
nio; € A;n; =0 mod m;}. Sem; = 1, defina A" = {a = Y ;o € A;ny =0}
=1 =1

7

(2

Seja W o grupo de Weyl de G em relacdoa 7.

Em Borel e Siebenthal [3], é provado que se A; é um subsistema maximal de A,
entdo existe um i e um elemento s € W, tal que m; é primo e s(A;) = A’. Conforme
Wallach em [16], se m; = 2 ou 1, entdo o subgrupo maximal K de G, correspondente
a A’ é tal que G/K é um espago simétrico do tipo compacto. Neste caso, Sugiura [14],
Teorema 7, pagina 415, implica que o par (A, A) satisfaz A se, e somente se, G/K é
um espaco simétrico de posto 1.

A analise serd caso a caso, seguindo a mesma notagdo apresentada na classificagdo

dos diagramas de Dynkin, no Teorema [1.68|

!
e A;, com] > 1. Nesse caso, a raiz de altura maxima é § = >_ «a;, conforme o
=1
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Teorema E o tinico espago simétrico de posto 1 correspondente a A, é deter-
minado pelo par

(SU(1 + 1), S(U(1) x U(1))).

Além disso, pelo Teorema de Weyl uma base ortogonal para a forma real
compacta su(l+ 1) determinada por A; é {itg, E;;, — Ey;,i(E;x + Ey;)}, onde j, k €
{1,...,1+ 1}, com j < k, e t é a subdlgebra das matrizes diagonais de traco zero,

que é uma subdlgebra de Cartan. Assim, toda matriz de su(l + 1) é escrita como:

M = H+ Y bx(Ejr — Exj) + cjsi(Eji + Exy),
j<k
onde H € itg e by, ¢;, € R. Uma matriz de ity é da forma H = diag{ia, ..., ia;41},

coma; € R, tal que tr(H) = 0. Assim, M € su(l + 1) se, e sO se,

iay bia + icio ce biggny Ticia)
M- —big + icio iay w bogy e 7
_—b1(1+1) +icig41) —bagsr) +icougry v 1y |
com tr(M) = 0.

Por Wallach [16], tem-se que o par (A, A') corresponde ao par (SU(I + 1), U(1).
Mas, devido a importancia e ao uso dessa teoria, sera feito os cdlculos aqui utili-

zando Borel-Siebenthal [3]. Isso se repetird nos demais casos.
Afirmacdo: O subsistema A corresponde ao subgrupo S(U(1) x U(1)).

De fato, A’ = {a = > n;a; € A;ny = 0} e a raiz oy determina o espago gerado
por {(E12 — E2),i(E12+ Eq ) }. Assim, as matrizes determinadas pelo subsistema

A' sdo da forma

1aq 0 e 0
M- 0 1ay coo by Ficg) |
|0 =byqr) Ficoyr) oo 1ag41 |

com tr(M) = 0.
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iay co bogyry Ficog
Denote B = : : e escreva
—bo(41) +icoa41) - 1G4
ial 0 ial 0 0 0
M = = +
0 B 0 %(t?"(B)Ilel) 0 B-— %t?"(B)Ilel

Como tr(M) = 0, o valor de @, ja determina o valor de tr(B), assim a primeira
matriz da soma acima é identificada com R. A segunda matriz dessa soma, per-
tence a u(l) e tém trago zero, ou seja, determina su(/). Além disso, as parcelas
dessa soma comutam em relagdo produto, assim o seu colchete é nulo, o que
mostra que a soma é direta, ou seja, a dlgebra de Lie de S(U(l) x U(1)) é isomorfa
a su(l) @ R. Além disso, U(l) é um grupo de Lie conexo com dalgebra su(l) & R.
Logo, U(l) ~ S(U(l) x U(1)).

Portanto, o par (A, A') determina o item (1) dessa proposigao.

Se A; C A! é um subsistema que satisfaz a condigdo A, entdo pelo fato de

que A' determina um diagrama do tipo A;_;, pode-se repetir o processo acima,
!

assim, a menos de isomorfismos, tem-se que A; C {a = Y n;a;;a € A}, Mas,
i=3
neste caso, S, € A —AjefEtas ¢ A, sel > 2. Logo, sel > 2, o tinico par

possivel é (1).

Observe ainda que Al e Al sdo isomorfos, sendo assim, obtém-se 0s mesmos

resultados para o subsistema A'.
Se ! =2, além do par (1), tem-se que (A, ) satisfaz a condigdo A.

De modo particular ao que foi calculado anteriormente, uma matriz A € su(3)

z'a1 b12 + iClg b13 + iClg
édaforma M = | —byy +icys 1as bog + icys |, com tr(M) = 0.
—byz +1c13  —bag + ico a3

Retirando os espagos correspondentes as raizes «; e ay, obtém-se, a forma ma-
tricial H = diag{ia,,ias,ia3}, com tr(H) = 0, a qual representa a subdlgebra de
Cartan itg. Como toda subalgebra de Cartan é dlgebra de um toro maximal, se-
gue que o par (A, ), determina o item (2) da lista, isto é, o par (SU(3),T’), onde

T é um toro maximal de SU(3). Isso completa a classificagdo para o caso A;.
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e D, com1l > 4. O tnico espago simétrico de posto 1 correspondente a D, é a
esfera de dimensdo impar 2/ — 1. Uma das hipéteses inicias exige que dimensdo

de G/K seja par, assim D, ndo contribui para esta classificagao.

!
e B,, com1 > 2. Pelo Teoremal|l.72} a raiz de altura médxima é § = a; +2)_ ;. O
=2

tinico espago simétrico de posto 1 correspondente a B; é a esfera de dimensao 2/,

ou seja, o par (SO(2l + 1), SO(2l)) que determina o par (3) da lista, uma vez que

Spin(l) é o grupo de recobrimento universal de SO(I).
Afirmacdo: O subgrupo SO(2l) é determinado pelo subsistema A'.

De fato, conforme descrito na Segao(l.2, uma subalgebra de Cartan de so(2/+1)

0
é representada como H = A , com A uma matriz diagonal de ordem
—A
[. Utilizando uma 4lgebra isomorfa a so(2[ + 1), representa-se M € so(2/ + 1) da
0 B v
forma M = | —4* @ b |, onde 3,7 sdo matrizes 1 x [, as demais sdo [ x [

Bt ¢ —at

e com b e ¢ sdo anti-simétricas. Considere ainda, a notacdo utilizada na Secao
as raizes e os espagos de raizes correspondentes. Desta forma, usando a

Observagao (1.73) é facil verificar que A" = {£(\; — \;), =(\i + A\;)} e uma matriz

00 O
M determinada por Al deve ser da forma M = |0 ¢ b |, onde b e ¢ sdo
0 ¢ —a

anti-simétricas. Portanto, A! é do tipo D; e, portanto, corresponde ao subgrupo

SO(2l), o que mostra a afirmacao feita.

Desta forma, se I > 4, entdo B, contribui apenas com (3) para a lista, devido a

analise feita no caso D;.

Se | = 3, entdo A® é o tipo A;. Conforme Wallach [16], tem-se que 81 = as +
203, B9 = ay e B3 = ay é um sistema simples de A®. Assim, se A; C A% e (A, A?)
satisfaz a condigdo A, pode-se supor que A; C {a € A;a = nja; + neas}. Mas,
B,a3 € A—Ajeff+as ¢ A. Desta forma, no caso ! = 3 ndo existem outros pares

além de (A, A).

Sel =2, entdo A = {+ay, *ay, *(a; + as), £(a; + 2a5)} e A% = {+ay, (o +
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2a2)} é do tipo D,. Os subsistemas Ay = {+a1} e Ay = {a1 + 2a,} satisfazem a
condi¢do A e sdo maximais em A% Como A? é do tipo D, as matrizes determi-
(6%
nadas por A? sdo da forma M = ,onde a, 5 e ysdo 2 x 2, f e~ anti-
v —a
A O

4
0 —A
com A uma matriz diagonal de ordem 2. Como o espaco de raizes associado a

simétricas. As matrizes associadas a subdlgebra de Cartan sdo H =

raiz oy, corresponde as matrizes M tais que a2 € a1 s30 0s Unicos valores ndo-

nulos, concluimos as matrizes determinadas por A, sdo da forma

O [05%) O 0 AH [05%) 0 O

e’ 0 0 0 agy A 0 0

M=H4 21 _ 21 22

0 0 0 —021 0 0 —A11 —021
0 0 —Q19 0 0 0 —Q19 —A22

Ay« Ay — itr(B o

Considere B= | = “|lec=]" 72 B) N . Em seguida,
921 A22 91 AQQ — %tT(B)

reescreva M como

cC 0 %tT(B)[Cbe 0
0 —Ct 0 —%t?”<B)Id2><2

Observe que a matriz C' corresponde as matrizes de su(2), o que determina um

C
isomorfismo entre su(2) e a dlgebra determinada por . A outra parcela

0o —C*
desta soma é determinada pelo tr(B), ou seja, estd associada a R. Essa soma é

direta, uma vez que as matrizes da soma, comutam entre si.

Portanto, A; determina a dlgebra de lie su(2) ® R, a qual corresponde ao sub-
grupo SU(2) x T' ~ Sp(1) x T*, onde T" é um toro de dimens&o 1. Esse é o item

(5) da lista.

Para o subsistema A, considerado acima, a andlise é andloga ao que foi feita

para A; e obtém-se novamente o subgrupo Sp(1) x T,

Isso conclui o caso B;.



5.2 Espacos homogéneos que satisfazem a condi¢do A 73

-1
e C;, com!l > 3. A raiz de altura méxima é 5 = 2> «; + oy, conforme o Teorema

=1
.72

O tnico espacgo simétrico correspondente a C; é o espago projetivo dos quatér-

nios, que estd associado ao par (Sp(l + 1), Sp(l) x Sp(1)).

Afirmagdo: O subgrupo Sp(l) x Sp(1) é determinado pelo subsistema A'.  No-
a f

vamente, descrito na Segao(1.2, sabe-se que M € sp(l) se,es6se, M = ,
t
¥ -«

onde 3,7 sdo matrizes simétricas. Uma subdlgebra de Cartan t é a subélge-

bra das matrizes diagonais de sp(l), ou seja, H € t se, e s6 se, H é da forma

A
H = , com A uma matriz diagonal de ordem [. Neste caso, A — A! =

—A
{£(A\i—Aj), £(Ai+A;); j > 1}. Retirando de M os subespagos correspondentes as
a0 Bn 0

0 A O B
raizes de A — A!, obtém-se matrizes da forma M = ,onde

Y1 0 —a;; 0

0o C 0 =A
A, B e C' sdo obtidas retirando a primeira linha e a primeira coluna das matrizes

a, 3 e vy, respectivamente. Agora, reescreva

ap 0 B O 0O 0 0 O
0O O 0 0 0 A0 B
M = +
Y11 0 —a;p O 0O 0 0 0
0 O 0 0 0 C 0 —A

e note que a primeira parcela desta soma determina su(2) e a segunda parcela
determina Sp(l—1). Como as matrizes comutam, tem-se uma soma direta. Assim,
A! determina a algebra sp(l + 1) @ su(2) e corresponde ao subgrupo Sp(l — 1) x
SU(2) ~ Sp(l) x Sp(1), o que conclui a afirmagdo feita.

Desta forma, (A, A') determina o item (4) da lista.

Um sistema simples para A' é {8, as,...,a;}. Note que {ao,...,;} gera um
subsistema A do tipo ;1 e se o € A, entdo a + p ¢ A, pois a raiz de altura

méxima é o tnico elemento de A tal que o escalar de a; é 2. Assim, se a £ 3 € A,

entio o ¢ A. Além disso, o fato de o + 3 ¢ A, mostra que 3 é ortogonal a o
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(o ntimero de Killing é zero) e consequentemente, A’ = {3} U A. Logo, (A, A)
satisfaz a condigdo A. De modo anélogo ao que foi feito para A!, verifica-se que
A corresponde ao subgrupo Sp(l — 1) x T, onde T" é um toro de dimensdo um,

mostrando que (A, A) determina (5) na lista.

A relagdo encontrada acima, que a + 3 € A implica que a ¢ A, mostra que se

A, C A, entdo (A, A;) nao satisfaz A.

Sel>4e A, C A! é um subsistema maximal contendo 3, entdo

!
Ay C {B}U{&:Zniai € A;ny =0 mod 2}.
=2
Neste caso, a1 + -+ aj,a0 € A —Aje (o + -+ o) £ as ¢ A, ouseja, A ndo

satisfaz A.

Sel = 3,entdo Ay = {£f, £(2aa+a3), £(a3)} é um subsistema maximal tal que
(A, Ay)satisfaz A. Analisando cada caso, verifica-se que este é o tinico subsistema
possivel. Utilizando novamente a descri¢do de C feita na Secdo obtém-se
que A; corresponde a dlgebra su(2) @ su(2) @ su(2), a qual determina o subgrupo

SU(2) x SU(2) x SU(2).

Portanto, (A, A;) determina o item (6) da lista.

e E;, coml=6,78. Paral =6, 8 = a; + 209 + 3a3 + 2a4 + a5 + 20 € a raiz de
altura méxima. Para [ = 7, tem-se que 5 = a; + 2 + 3ag + 4oy + 305 + 206 + 207

eparal =8, f = 2a; + 3ay +4ag + 5oy + 65 + 4ag + 207 + 3ag, conforme Teorema
.72l

Nao existem espaco simétricos de posto 1 correspondente a E;. Assim, quando
m; = 1 oum; = 2, tem-se que (A, A;) ndo satisfaz A. Por isso, basta analisar AY,
para os indices 7, tais que m; é um primo, maior que 2.

Para | = 6, é suficiente analisar apenas o subsistema A%. As raizes as + a3 + oy
e az pertencem a A — A3, Mas, (g + a3 + a4) + a3 € ag + a3 + oy — a3 NA0 840

raizes. Ou seja, (A, A?) ndo satisfaz A.
Para [ = 7, é preciso analisar A® e A®.

Note que Qo +Q3+0y, g € A—Ag, mas as+az+astas §Z A.E oyt a5+ oag, s €
A — A°, mas oy + a5 + ag + as ¢ A. Assim, (A, A3) e (A, A%) ndo satisfazem A.
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Para | = 8, deve-se verificar os subsistemas A?, A* e A%, Os casos A? e A sdo
anélogos aos considerados anteriormente. O par (A, A®%) também nao satisfaz
A, pois v = ay + 205 + a5 + ag e ag pertencem a A — Ag, mas v £ ag ndo é raiz de

A.

Portanto, ndo ha nenhum par correspondente a E.

e F,. Pelo Teorema|(1.72, a raiz de altura maxima é § = 2a; + 3an + 4oz + 2ay.

O tinico espago simétrico de posto 1, é o plano de Cayley, dado por F,/Spin(9).
A édlgebra do grupo Spin(9) corresponde a forma real compacta de B,. Desta

forma, deve-se determinar qual subsistema de A é isomorfo a B,.

Pela Férmula de Killing dada no Teorema é possivel calcular todas as rai-

zes positivas de F} e obtém-se:

AT {ag, ag, az, ay, aq + g, az+ay, as+as, s+ 2as, 0 +agtas, ag +as+2as, a +
20i9+ 203, g+ g+, g+ 203+, g+ 203+ 2004, g + 200+ 33+ y, ap + o+ s+
Qy, 01 +Qo+203+ay, g +as+ 203420y, iy +200+ 203+ 0y, i +200+ 203+ 2004, 01 +
209 + 3avg + 2, g + 209 + dag + 20, g + 3o + das + 20y, 201 + 3ag + dag + 20y}

Agora, considere o subsistema A* e denote a raiz v4 = as + 2a3 + 2a4. Entdo,
7y = {74, 1, a2, 3} é um sistema de raizes simples para A,. Além disso, é facil
ver que o diagrama de Dynkin formado pelas raizes o, ay e a3, é do tipo Bs. Para
incluir a raiz 74, neste diagrama, é preciso determinar o nimero de Killing entre

Y4 € oy, comi = 1,2, 3. Tem-se que

2<’)/47Oél> . 2(0&2 + 2063 + 20[4,061> . 2<Oé2, Oél>

(a1, o) a (a1, o) B (a1, o) b

Assim, % € {—1,-2,-3}. Mas, se % < —1, entdo (ay) + 274 deveria

pertencer a A, o que ndo ocorre. Logo, % =—1
Além disso,
2{s, a2) _ o _ 20z, 74)
(g, az) (Va,M4)
2(Ya, 3) 0= 2{a3, 74)
(az, az) (ya,74)

Desta forma, o diagrama de Dynkin correspondente a A* é do tipo B, ou seja,

A* é isomorfo a B,. Para By, o unico subsistema que satisfaz A, corresponde a
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algebra de Spin(8). Portanto, o par (F}, Spin(8)) satisfaz A e ndo existem mais

possibilidades para F.

e G,. Pelo Teorema [1.72] neste caso a raiz de altura maxima é 8 = 2a; + 3aw.

Como nao existe espago simétrico de posto 1, correspondente a G5, é suficiente

verificar o subsistema A?Z.

Calculando as raizes de G5, obtém-se que

A = {Foaq, Fay, (a1 + aa), E(a1 + 20), (a1 + 3a2), £(204 + 3a2) }.

Assim,

AQ = {nlozl + Notrg € A, No = 0 mod 3} = {:l:CYl, :i:(Odl + 3@2), :I:(QOél + 3042)}.

Consequentemente, A — A? = {+ay, £(a; + az), =(a; + 2a2)}. Dados 71,72 €
A — A?, verifica-se facilmente que v; + 72 € A ouy; — 72 € A. Logo, (A, A?)

satisfaz A.

Note que se uma das raizes ta;, £(a; + 3a2) ou £(2a; + 3aw) for incluida no
conjunto A — A?, entdo a condi¢do A ndo é preservada. Ou seja, esse é 0 inico

par que satisfaz a condigdo desejada.

Por fim, veja que A? é isomorfo a um sistema de raizes de A;z. A forma real com-

pacta dessa élgebra é su(3), portanto, o par (A, A?) corresponde a (Gz, SU(3)).
0

Teorema 5.6. Seja M uma variedade Riemanniana compacta, conexa, simplesmente conexa,
com curvatura estritamente positiva e dimensdo par. Seja G um subgrupo transitivo do grupo
de isometrias de M, conexo e fechado. Seja G o recobrimento universal de G' e K o subgrupo de

isotropia de um ponto de M, em relacio a acdo induzida de G em M. Entdo, (G, K) é dos pares

da Proposicio

Corolario 5.7. Seja M um espago homogéneo compacto, simplesmente conexo, com curvatura
estritamente positiva e dimensdo par. Entdo, M é difeomorfo a um espago simétrico de posto 1

ou a uma variedade flag no espago dos complexos, quatérnios ou no plano projetivo de Cayley.
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No artigo [15] de 1972, Wallach mostrou pela primeira vez a existéncia de métrica

Riemanniana com curvatura estritamente positiva para os espagos

SU(3) SU(3) F
T 'SU2) x SU2) x SU2) © Spin(8)’

Para os demais espacos classificados na Proposi¢éo[5.5)j4 se era conhecido a existéncia

de tais métricas, ver [1] de 1961.
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