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RESUMO

Seja F' um corpo de caracteristica diferente de 2 e a,b € F, tais que a,b,ab #+ F? .
Neste trabalho iremos descrever o nicleo da transfer s, : W(F(y/a, Vb)) — W(F)
correspondente ao F-funcional linear s : F(y/a,vb) — F determinado pelas igualdades

s(1) = s(va) = s(vb) = 0 e s(vab) = 1.

Palavras-chave: formas quadraticas sobre corpos, extensoes biquadraticas, transfer de
Scharlau, formas de Pfister.



ABSTRACT

Let F be a field of characteristic different from 2 and a,b € F, such that a,b,ab # F? . In
this work we describe the kernel of the Scharlau transfer s, : W (F(y/a, Vb)) — W(F)
corresponding to the F-linear map s : F(y/a,vVb) — F determined by the egualities

s(1) = s(va) = s(vb) = 0 e s(vab) = 1.

Key words: quadratic forms over fields, biquadratic extensions, Scharlau transfer, Pfister
forms.
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INTRODUCAO

Seja F' um corpo de caracteristica diferente de 2 e K D F uma extensao de corpos
finita. Dado um F-espago quadratico (V, B, ¢) podemos construir um K-espago quadratico
(Vk, Bk, qk ), onde Vi é obtido de K ®@r V', e By é dado pela tnica aplicacao bilinear
simétrica em Vi que satisfaz

Bg(k®uv, K @v") = kk"- B(v,v'), com k, k' € K e v,0" € V.

Neste trabalho estamos interessados em homomorfismos entre os anéis de Witt W (F)
e W(K), mais precisamente, iremos investigar o homomorfismo conhecido como “trans-
fer”de Scharlau. Nosso foco maior serd em extensoes quadraticas e biquadraticas.

Comecamos, no Capitulo 1, introduzindo a teoria de formas quadraticas sobre cor-
pos de caracteristica diferente de 2. Enunciamos e demonstramos resultados basicos e
importantes para o desenvolvimento da teoria, baseados no livro classico de T.Y.Lam

[Lam].

No Capitulo 2, definimos os anéis de Witt-Grothendieck W(F ) e de Witt W (F),
analisamos sua estrutura e definimos alguns invariantes dos mesmos. No final do capitulo
damos condigoes para que estes anéis sejam Noetherianos.

O enfoque do Capitulo 3 sao as algebras de quatérnios. Inicialmente fazemos a con-
trucao destas dlgebras e depois relacionamos as mesmas com os espacgos quadraticos. Das
propriedades desta relacao obtemos um importante teorema de classificacao das algebras
de quatérnios. Ao final obtemos também uma classificacao das formas bindrias.

No Capitulo 4 comecamos a trabalhar com extensoes de corpos. Definimos o transfer
de Scharlau e outros homorfismos importantes entre os anéis de Witt e os relacionamos
através do resultado conhecido como “Reciprocidade de Frobenius”. Analisamos o com-
portamento do transfer de Scharlau em extensoes simples (onde provamos o Teorema de
Springer), extensoes quadréticas e extensoes transcendentes (visando obter o Teorema de
Cassels-Pfister). Finalizamos o capitulo definindo as formas de Pfister, que nos auxiliarao
no estudo de alguns ideais do anel de Witt.

Por ltimo, no Capitulo 5, vamos trabalhar com extensoes biquadraticas e vamos
descrever o ntcleo da transfer de Scharlau para estas extensoes, baseados no preprint de
A.S. Sivatski [Siv]. No final do capitulo apresentamos um exemplo que dd uma resposta
negativa a primeira questao em aberto deixada em [Siv].



CapiTULO 1

Formas quadraticas sobre corpos

Neste capitulo introduziremos algumas nocoes bésicas da teoria de formas
quadraticas sobre corpos, ou seja, definigbes como o espaco quadratico e plano hiperbélico
estao inclusas, bem como teoremas importantes de Witt para formas quadraticas. Nos
baseamos no livro de T.Y. Lam | ] Ressaltamos que um corpo sempre serd de carac-
teristica diferente de dois, a menos que seja dito o contrario.

1.1 Formas Quadraticas e Espaco Quadratico

Definicao 1.1. Uma forma quadratica sobre um corpo F' é um polinémio f em n variaveis
sobre I’ que é homogéneo de grau dois, isto é,

f(l'l, c. ,l’n) = Zai]‘i[)il'j € F[ml, c. ,]}n] = F[X]
1,J

Exemplo 1.2. (i) Em R[z, y| o polindomio f(z,y) = 22 +y* = 22 + Oxy + Oyx + y? é uma
forma quadratica sobre R.
(i) Em Ry, ..., z5] o polinémio f(xy,...,z5) = 2?2 + 23+ 323 + x425 + 2125 6 uma forma
quadratica sobre R.
(iii) Se f € R[x] tal que f(z) = 2% + x + 3, entao f ndo é uma forma quadrdtica, pois o
polinomio x? + x + 3 nao é homogéneo.

Os coeficientes a;; de uma forma quadratica podem ser dispostos em uma matriz n x
n, logo a cada forma quadrética podemos associar uma matriz [a;;],xn, que denotaremos
apenas por [a;jly, -

Proposigao 1.3. Seja f(X) € F[X] = Flzy,...,x,] uma forma quadrdtica sobre F.
Entao podemos associar a f(X) uma unica matriz simétrica.
Demonstragao: FEristéncia: Seja f(X) = >, ajjz;r; uma forma quadratica sobre F.
Assim para cada par (7, j) temos que

Qi T + A5 TjT; = ((lij + (lji)ZL'iZL’j, (11)
pois z;x; = x;x;. Podemos entao reescrever a equacao 1.1 da forma

aij + CL]'Z' Clij + aji

(T)fﬂz‘%’ + (T)%‘%’-
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Assim f(X) pode ser reescrita da forma
n 1 n
FX) =Y 5@y + azi)zi; = > alwir,
irj ij
onde aj; = 5(a;; + a;;). Claramente [a]], é simétrica.

Unicidade: Seja K = [k;;], uma outra matriz simétrica associada a f(X). Assim

n n
f(X) = g kijrix; = E T
,J 1,7
Como z;x; = xjz;, devemos ter

/
i

o /
) y P I a ] A 3 . = / 3 oo = /
para todo 7,7 =1,...,n . Como K e [aij]n sao simétricas, 2k;; = 2a;; e assim k;; = a;;.
Logo K = [a;;],. Portanto a matriz simétrica [aj;] é tnica. O
Notacao 1.4. Denotaremos a matriz simétrica associada a f por M.

Exemplo 1.5. Seja o corpo F' = R e a forma quadrdtica f(z,y,2) = 2? + Txy + 2y* +
dyr + yz + 3zy + 522, Da definicao de f(x,y, z), temos que

W N
ot = O

1
[agls = | 4
0

Usando o processo da proposicao anterior, temos que

11
I 5 0
Mp=| 4% 2 2
0 2 5
Proposicao 1.6. Seja f(X) € Flxy,...,z,] uma forma quadrdtica e My sua matriz
simétrica. Entao f(X)=X"M;X.
g
~ . x2 .
Demonstragao: Seja A = X'M;X, onde X = .| . Assim,
Iy
ai - al";ra"l 1
A= [ 1 Tn ] :
Gldlln oy, Ty
Portanto,
a2 +a
A= (ana:% + %%% + -+ annx?z) = f(X).
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Definicao 1.7. Sejam f e g formas quadraticas sobre F. Dizemos que f é equivalente
a g se existir uma matriz inversivel C' € GL,(F) tal que f(X) = g(CX). Neste caso
denotaremos f = g.

Observe que f(X) = g(CX) = (CX)'M,(CX) = XY C'M,C)X, logo
My = C*"M,C. Concluimos que as matrizes de duas formas quadréticas equivalentes sao
congruentes.

Exemplo 1.8. Sejam F? o F-espaco vetorial formado pelos pares ordenados em F' e
X = (z1,79) € F2. Sejam f, g € F[zy,xs] tais que f(X) = g(CX), onde g(X) = x5, €
C é a matriz da substituicao linear que transformam x; — x1 + 22 € x93 — 1 — 2. Entao

a matriz de C' sera [ 1 _11 }, que ¢ inversivel. Logo f = ¢g. Mais ainda
f(X)=g(CX) = g(a) + 9,01 — 22) = (21 + 22) (11 — ) = 2] — 25.

Portanto f(X) = x? — x3.

Vamos agora definir os espagos quadraticos utilizando o conceito de forma bilinear visto
em Algebra Linear.

Definicao 1.9. Sejam V um F-espago vetorial de dimensao finitae B : V xV — F
uma forma bilinear simétrica. Podemos definir o par (V, B) como espago quadrdtico, pois
iremos associar a ele uma fun¢ao quadrética ¢ = g : V — F dada por ¢(z) = B(x,x),
para todo z € V.

Observagao 1.10. A funcao ¢ é chamada de quadratica pois
q(azx) = B(ax,az) = a®*B(z,r) = a*q(x), para todo a € F.
Temos ainda que
q(z+y)—aq(x) —qly) = Bz +y,z+y)— Blx,x) = B(y,y) = Bz, y)+ Bly,z) = 2B(z,y),
ou seja, ¢ admite a polarizagao

g(z +y) —qlx) — aly)

B(z,y) = 5

Assim, ¢ determina B e B determina ¢, em outras palavras o par (V, ¢) também representa
o espago quadratico (V, B).

Notagao 1.11. Quando for conveniente, denotaremos por (V, B, q) o espaco quadratico
(V, B) em conjunto com a func¢ao quadratica ¢ = ¢p.

Exemplo 1.12. Seja V = R3 o R-espaco vetorial das triplas ordenadas. Seja
q(x1, 9, v3) = 8113 — 1023 uma funcao quadrdtica. Podemos polarizar ¢ para encontrar
sua forma bilinear B, associada. Assim, para z = (21, %2, 23),y = (Y1, Y2, y3) € R?, temos
que

By(z,y) = q(x+y)—g(l‘)—q(y)
8(z1+y1) (z3+y3)—10(z2+y2)> —8z123—1023 —8y1y3—10y3

8z1y3+8x3y1 —20x2y2

2
5 = 4r1ys — 10x9y2 + da3ys.
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Reciprocamente, se considerarmos B : R? x R?> — R a forma bilinear simétrica dada por
B((z1, %2, x3)(y1, Y2, y3)) = 4x1ys — 1029y2 + 4x3y1, entdo gp obtida por despolarizagao
de B é uma fungao quadratica. Para obter g considere x = (z1, 19, z3) € R?, logo

qp(7) = B(x,2) = 41103 — 102929 + 43371 = Sxy205 — 1023,
que claramente é a funcao quadratica.

Observacao 1.13. Seja (V, B,q) um espaco quadrético, se colocarmos coordenadas em
V', isto é, se escolhermos uma base (e1, ..., e,) de V, entdao (V, B, q) esta associado a uma
forma quadratica

f= ZB(% e;)zixj, com My = [B(e;, €;)]n.

.3

Proposicao 1.14. Sejam (V, B) um espaco quadrdtico de dimensao n e E = (eq, ..., ey,)
uma base fizada de V' tal que f € a forma quadrdtica associada a (V, B) nessa base. Seja
E' = (é},...,¢€)) outra base de V tal que f' é a forma quadrdtica associada a (V, B) na

base E'. Entao f = f'.

Demonstragao: De fato, como E, E’ sao bases de V, entdo €, = Y ,_, cx;e; com
t=1,...,n. Dados 1 < 1,7 < n, temos que

(My1)i; = B(ej, €)) = B(Z ChiClis chjel).
k=1 =1

Como B ¢ bilinear, entao

n

(Mp)ig =Y exiBlex, e = (C'M;C)y,

k=1

onde C' = [cgln. Assim Mp = C*M;C. Como C é a matriz de mudanca de base de E &
FE', entao C é invertivel. Portanto f = f’. O

Observacao 1.15. Pelo que foi provado na proposicao anterior temos que o espago
quadrético (V, B, ¢) determina unicamente uma classe de equivaléncia de formas quadré-
ticas, que sera denotada por (fp).

Defini¢ao 1.16. Sejam (V, B), (V', B') espacos quadraticos, dizemos que eles sao isomé-
tricos se existir um isomorfismo linear 7 : V' — V' tal que

B'(r(x),7(y)) = B(z,y), para todo x,y € V.
Neste caso, denotaremos por (V, B) = (V', B’) se (V, B),(V', B') forem isométricos.
Proposicao 1.17. Sejam (V, B), (V', B") espa¢os quadrdticos. Entdo

(V.B)=(V',B) < (fs) = (fp).
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Demonstracao: Suponha que (V,B) = (V’, B’). Pela defini¢do anterior, temos que
existe um isomorfismo linear 7 : V. — V' tal que B'(7(z),7(y)) = B(z,y), para todo
x,y € V. Sejam ¢p,qp as funcdes quadraticas associadas a B e B’, respectivamente.
Assim, qp(z) = B(z,z), gp(2') = B'(2',2') e para x € V temos

qp (7(7)) = B'(7(x),7(x)) = B(x, x) = qp().

Como g¢p, qp' sao fungoes quadraticas e 7 é um isomorfismo, segue que gg = qp'. Logo
(f) = (fp'). A reciproca é anéloga. 0

[remos construir a ideia de regularidade para espagos quadraticos, algo muito ttil
no decorrer dessa teoria. Para isso necessitamos do seguinte teorema.

Teorema 1.18. Sejam (V, B) um espago quadrdtico, V* o espago dual de V e M a matriz
simétrica associada a uma das formas quadrdticas da classe de equivaléncia (fg). Entdo
as sequintes afirmagoes sao equivalentes:
(1) M é uma matriz nao singular (inversivel);
(2) A fungao
TV — %
r — B(Lx): V. — F
y — By2)

€ um isomorfismo;
(3) Se para x € V, B(x,y) = 0 para todo y € V', entdo x = 0.

Demonstragao: Primeiramente, note que 7 esta bem definida, pois B: V xV — F é
uma aplicacdo bilinear e desse modo, B(_, x) = Bly x{a}, com € V, é um funcional linear.
(1)=(2) Afirmamos que 7 é linear. De fato, sejam z,y € V e a € F, assim
7(x + ay) = B(,,z + ay). Como B é uma forma bilinear, temos que B(k,z + ay) =
B(k,z) + aB(k,y), para k € V. Pela escolha arbitraria de k, segue que

T(x+ay) = B(L,x+ay) = B(,,z) + aB(L,y) = 7(z) + at(y).

Logo 7 é linear. Pelo fato que dimV = dim V* < oo, basta provarmos que 7 é injetora.
Sejam z,y € V tais que 7(z) = 7(y). Isso implica que B(_,x) = B(_,y) e como B(_,x) é
linear para todo x € V, entao

B(_,x —y) = Oy-. (1.2)
Seja f a forma quadrética associada a (V, B), logo f € (fg) e sua matriz M é congruente
a M. Como M é inversivel, My é inversivel. Por defini¢ao,

Bk,x —y) =k'Mi(z —y), keV.

De (1.2), temos que
kK'M;(z —y) =0, para todo k € V. (1.3)

Como M; ¢ inversivel, fixando k, o sistema homogéneo (1.3) admite uma unica solugao,
segue que x —y = 0, ou seja, xr = y. Portanto 7 ¢ injetora, como queriamos demonstrar.

(2)=(3) Seja z € V tal que B(z,y) = 0, para todo y € V. Como B ¢é simétrica, entao
B(y,x) =0, para todo y € V. Assim 7(x) = B(_,x) = Oy+. Do fato que 7 é isomorfismo,
segue que x = 0.

(3)=(1) Para z,y € V, temos B(z,y) = z'My. Se z'My = 0, para todo y € V, entao
x = 0 = 2 por hipétese. Assim, fixando y, temos que z'My = 0 admite solucao tnica.
Portanto M ¢ inversivel. O
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Defini¢ao 1.19. Seja (V, B, ¢) um espago quadrético. Dizemos que (V, B, q) é regular se
alguma das afirmagoes do Teorema 1.18 for satisfeita.

Observagao 1.20. Sejam (V, B, q) um espago quadratico e S C V subespago vetorial.
Entao (5, Blsxs, q|sxs) ¢ um espago quadrético.

Definigao 1.21. Sejam (V, B) um espago quadratico e S C V subespaco vetorial. O
complemento ortogonal de S é definido por

St :={x €V ; B(zx,s) =0 para todo s € S}.

O complemento ortogonal do espago V' serd chamado de radical de (V) B) e denotado por
VEi=rad(V).

Corolario 1.22. Seja (V, B) um espago quadrdtico. Entao, rad(V) = {0} se, e somente
se, (V, B) € regular.

Demonstracao: Seja z € V tal que B(z,y) = 0, para todo y € V. Pela definicao de
complemento ortogonal, temos que x € rad(V'). Como, por hipétese, rad(V) = {0}, entao
x = 0. Pelo Teorema 1.18 item (3), (V, B) é regular.

Reciprocamente, suponha que (V,B) é regular. Seja = € rad(V). Isso implica que
B(z,y) = 0, para todo y € V. Pelo Teorema 1.18, x = 0. Portanto rad(V) = {0}
([

Observagao 1.23. Sejam (V,B) um espago regular e S C V subespaco. FEntao
(S, Blsxs, qlsxs) nao necessariamente é regular. Vamos elucidar essa afirmacao com um
exemplo.

Sejam V =R* e B : R* x R* — R tal que

B(x,y) =2'My = 2!

N = OO
w = o o
N — = =
TN W N

Como M é simétrica, entao B é simétrica. Assim (V) B) é espago quadratico. Note que
M é inversivel, pois det(M) = 1. Pelo Teorema 1.18, (V, B) é regular. Seja

S = {(l’l,IQ,0,0) e R? ; T1,T9 € R}

E fécil ver que S ¢é subespaco de V. Por outro lado, tomando © = (1, x,0,0) e y =
(y1,92,0,0) em S temos que

001 2 n
001 3

B\sw(l’,y):(% z2 0 O) 1 1 1 2 %2 =90,
2 3 25 0

ou seja, Blsxs = 0g+. Logo rad(S) # 0. Portanto (S, B|sxs, ¢lsxs) nao é regular.

Teorema 1.24. Sejam (V, B) um espago quadrdtico reqular, S C 'V subespago vetorial e
S+ o complemento ortogonal de S. Entdo:

(1) dim(V) = dim(S) + dim(S%);

(2) (S+)+=5.
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Demonstracao: (1) Suponha que (V, B, ¢) é regular. Pelo Teorema 1.18 item (2), temos
que 7 : V. — V* dada por 7(x) = B(_, ), é¢ um isomorfismo. Vamos mostrar inicial-
mente que 7(S+) = S° onde S° = {f € V*: f(s) = 0 para todo s € S}. De fato, seja
f € 7(84), entao existe z € St tal que 7(x) = f. Assim, f = B(_,z). Como x € S+,
entdo B(s,x) = 0, para todo s € S. Logo f € S°, ou seja, 7(S+) C S°.

Reciprocamente, seja g € S°. Assim g(s) = 0, para todo s € S. Como g € V* et
é isomorfismo, entao existe um tnico z € V tal que g = 7(x) = B(_,z). Como g € S°,
B(s,z) = g(s) = 0, para todo s € S. Assim z € S+, ou seja, g € 7(S+). Logo S° C 7(54)
e portanto 7(S1) = 5. Sabemos da Algebra Linear que dim(V) = dim(S) + dim(S°).
Assim
dim(V) = dim(S) + dim(7(S%)).

Como 7 ¢ isomorfismo, dim(S+t) = dim(7(S1)) e obtemos

dim (V) = dim(S) + dim(S+).

(2) Pelo que provamos em (1), temos que
dim(S+) = dim(V) — dim(9). (1.4)
Aplicando S* na Equacao (1.4), obtemos
dim((S*)*) = dim(V) — dim(S+). (1.5)
Substituindo (1.4) em (1.5), obtemos
dim((S+)*) = dim(V) — dim(V) 4 dim(S) = dim(S).

Assim dim((S+)*) = dim(.9). Dessa forma basta provarmos que S C (S+)+. De fato, seja
x € 5. Pela definicao de complemento ortogonal, temos que

S+ = {y €V tal que B(y,s) = 0 para todo s € S}.

Como z € S, entdao B(y,z) = B(z,y) = 0, para todo y € S*. Segue que z € (S+)* e
portanto S C (S+)*. O

1.2 Diagonalizacao de Formas Quadraticas

Nesta secao iremos rever, embora de uma forma diferente, o resultado bem conhecido da
Algebra Linear de que toda forma quadratica regular é equivalente a uma forma quadratica
na forma diagonal. Usaremos como ferramenta um importante teorema na teoria de
formas quadraticas, o Teorema da Representacao.

Denotaremos por F' o grupo multiplicativo (F™,-), do corpo F.

Definicdo 1.25. Sejam f uma forma quadrética sobre o corpo F e d € F. Dizemos
que f representa d, se existirem xy,...,x, € F tais que f(zy,...,z,) = d. Escrevemos
Dp(f) = D(f) para representar o conjunto dos elementos de F' representados por f. Note
que na defini¢ao acima, o vetor (x1,...,x,) é ndo nulo.



CAPITULO 1. FORMAS QUADRATICAS SOBRE CORPOS 15

Exemplo 1.26. Se F' = Qe f(z,y,2) = 222 +y*+zy+42%, temos que o ntimero racional
4 € D(f). De fato, tomando o vetor (1,1,0), temos que f(1,1,0) = 4.

Lema 1.27. Seja f uma forma quadratica sobre o corpo F. O conjunto D(f) depende
somente da classe de equivaléncia de f.

Demonstragao: Em outras palavras, temos que mostrar que D(f) = D(f’) quando
f = f. Sed e D(f), existe Xg € F™ tal que f(Xy) = d. Como f = f' existe C
inversivel tal que f(X) = f'(CX), para todo X € F". Assim, f'(CXy) = f(Xo) = d.
Logo d € D(f'), ou seja, D(f) € D(f"). Analogamente, D(f’) € D(f). Portanto
D(f') = D(f) O

Lema 1.28. Sejam f uma forma quadrdtica sobre F' e (V,B,q) € um espa¢o quadrdtico
associado a f. Entdo

D(f):{dEF; Jv eV tal que ¢ = qp(v) = d}.

Demonstracgao: Consequéncia imediata do lema anterior. O

Lema 1.29. Sejam f wma forma quadrdtica sobre F e a,d € F. Entio d € D(f) se, e
somente se, a’d € D(f).

Demonstracao: Considere (V, B, q) um espago quadratico associado a f. Suponha que
d € D(f). Assim, pelo lema anterior temos que existe v € V tal que ¢(v) = d. Dado
a € F, pela Observacio 1.10 temos que q(a.v) = a*d. Como a,d € F, entao a2d # 0.
Logo a*d € D(f).

Reciprocamente, suponha que a’d € D(f). Assim, existe um vetor v € V tal que
qs(v) = a*d. Como a € F, existe a~!. Tomando o vetor a~ v, temos que d = a 2a*d =
qp(a=v) € D(f). Portanto d € D(f). O

Observacao 1.30. (1) Pelo lema anterior, D(f) é a unido de algumas classes de F
médulo F2. Dizemos que F/F? é o grupo das classes quadradas de F. Por abuso de
notacao, escreveremos D(f) como subconjunto de F'/F?.

(2) Em F, o subconjunto D(f) é sempre fechado para inversos, pois se d € D(f), entdo
d™' =d*d € D(f). Em geral, D(f) nao é fechado para multiplicagao. Caso D(f) seja
subgrupo de F'/F?, diremos que f é uma forma de grupo sobre F.

Para ilustrar as afirmacgoes da observacao anterior, tomemos alguns exemplos.

Exemplo 1.31. (1) Considere a forma quadratica f(x) = 3x? sobre o corpo Q. Entao
1 ¢ D(f). De fato, suponha que exista z € Q tal que f(z) = 1. Assim 32? = 1,

implicando que z = j:\/g ¢ Q. Logo 1 ¢ D(f) e neste caso f nao é uma forma de grupo.

(2) Considere a forma quadrética f(x,y, z) = 2* + y* + 2% sobre o corpo Q. Entao D(f)
nao é fechado para o produto. Note que D(f) é o subconjunto dos racionais que sdo somas
de trés quadrados. E facil ver que os nimeros 1,2,271, 14 € D(f), mas 271.14 =7 ¢ D(f).
Esse fato decorre diretamente da teoria dos ntimeros, fugindo do escopo desse trabalho.
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(3) Seja a forma quadréatica f(z1,xe,xs3,24) = Zle z? sobre F. Entao D(f) é um
subgrupo de F. Como 1 € D(f), entao basta mostrar que D(f) é fechado para a multi-
plicacao. De fato, se tomarmos a, b, c,d, w,z,y,z € F temos que

= (aw+bxr + cy + dz)*+
(ax — bw — cz + dy)?+
(ay + bz — cw — dz)?+
(az — by + cx — dw)?

Logo o produto de dois elementos de D(f) é¢ um elemento de D(f) e portanto D(f) é
subgrupo de F'. Neste caso f é uma forma de grupo.

No dltimo exemplo, se F' = Q, entdao D(f) = Q4. Isso decorre do Teorema de
Lagrange “Todo inteiro positivo n pode ser escrito como soma de 4 quadrados”(a de-
monstracao desse teorema pode ser encontrada no capitulo 4 do livro [Mar]). Implicando
que Z, C D(f) e, como D(f) é subgrupo de Q, Q; C D(f). Claramente se d € D(f),
entao d é positivo. Logo D(f) C Q4 e portanto D(f) = Q..

Vamos introduzir agora a soma ortogonal, que é uma das operacoes entre espacos
quadraticos e formas quadraticas.

Defini¢ao 1.32. Se (Vi, By), (V5, B2) sdo espagos quadréticos sobre o mesmo corpo F,
entao podemos construir (V, B),onde V=V, & Vo e B:V x V — F é dada por

B((l’l,l‘g), (ylny)) = Bl(xlyyl) + 32(552,92)7 com I, y; € ‘/’L

E facil ver que B é simétrica e bilinear. Assim, implicando que (V, B) é um novo espago
quadratico. Temos que B(Vy,Vs) = {0} e By, v,y = B;, com ¢ = 1,2. Denotaremos
(V,B) por Vi L V, e chamaremos de soma ortogonal dos espagos quadrdticos (Vy, By) e
(‘/27 B2)

Observagao 1.33. Sejam (Vi, By), (Va, Bs) dois F-espagos quadraticos e (Vi L Vs, B)
sua soma ortogonal. Entao qp(x1,z2) = ¢p,(71) + ¢B,(22), onde x1 € V} e x5 € V5.
De fato, gp(x1,22) = B((21,22)(w1,%2)) = Bi(z1,21) + Ba(a2, 22) = ¢, (1) + ¢, (22).
Denotaremos qp = qp, L qp, € chamaremos de soma ortogonal de funcoes quadrdticas.

A observacao anterior indica como somas ortogonais estao definidas para formas

quadraticas. Vejamos alguns exemplos.

Exemplo 1.34. (1) Sejam fi, f, F-formas quadréticas tais que fi(z;) = 2% e
fo(xy) = 222, Sejam (F, q1), (F, q2) os F-espagos quadraticos associados as formas fi, fo,
respectivamente. Assim, q;(z1) = 7 e ¢(z1) = 222. Dai

¢ L (1, 22) = q1(21) + qa(2) = x% + 21:3.

(2) Sejam ¢qi,q F-formas quadrdticas tais que qi(z1,22) = 2 + 223 e

q2(21, T2, T3) = Sr1w9 — 3. Assim, a soma ortogonal de g, g2 é dada por
o L gp(xr,. .. 25) = @21, 72) + qo(23, T4, T5) = 22 + 205 + Sw334 — T2

Lema 1.35. Sejam (V1, By), (Va, By) espagos quadrdticos e (V, B) dado por V.=V L Vs.
Entao (Vi, By), (Va, Bs) sao requlares se, e somente se, (V, B) € reqular.
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Demonstracao: Suponha que (Vi, By), (V5, Bs) sao regulares. Sejam x; € Vi, e y; € V;
ex = (x1,29) € V tal que B(x,y) = 0, para todo y = (y1,y2) € V. Pela definicdo de B
temos que B(x,y) = Bi(x1,22) + Ba(y1,y2) = 0, para todo (y1,y2) € V. Pelo fato que
By, By sao aplicacoes bilineares, entao existem matrizes simétricas Mp,, Mp, associadas
a By, By, respectivamente. Implicando que

2 Mp,y1 + 25 Mp,y, = 0, para todo (x9,y2) € V.

O sistema homogéneo de equagoes anterior é equivalente a
t| Mg, 0 (7
T1 T =0.
1 2] { 0 Mp || w

.. PR M ,
Pelo Teorema 1.18 temos que Mp,, Mp, sao inversiveis, implicando que [ OBl ]w() } é
Bs

inversivel. Assim para cada 0 # (y1,y2) € V fixado, o sistema anterior tem uma tnica
solugao. Logo (x1,x2) = 0, implicando que (V, B) é regular.

Reciprocamente, suponha que (V, B) é um espago quadrético regular. Sejam x € Vj e
y € V, tais que By(z,a) = 0, para todo a € V; e By(y,b) = 0, para todo b € V5. Assim,

B((z,y), (a,b)) = Bi(x,a) + By(y,b) = 0, para todo (a,b) € V.

Como B é regular, segue do Teorema 1.18 que (z,y) = (0,0), implicando que x = 0 e
y = 0. Portanto (Vi, By), (Va, B2) sao espagos regulares. O

Definigao 1.36. Seja d € F, escrevemos (d) para denotar a classe de isometria unidi-
mensional correspondente a forma quadratica f(z) = dz®. Note que (d) é regular se, e
somente se, d € F.

Para trabalhar com formas quadraticas multidimensionais é interessante encontrar
uma forma, se possivel, de decompo-las como soma de formas unidimensionais. Veremos
a partir do teorema a seguir que isso é possivel para toda forma quadratica.

Teorema 1.37 (Critério da Representacao). Sejam (V, B) um F-espago quadrdtico
ed € F. Entao, d € D(V) se, e somente se, existir um espaco quadrdtico (V', B') tal que
Ve (d) LV

Demonstragao: Suponha que existe um F-espago quadrético (V’, B’) tal que

V = (d) L V'. Afirmamos que d € D((d) L V’). De fato, sejam ¢, ¢ as fungoes
quadréticas associadas a (V', B), (V, B) respectivamente. Isso implica que

(V,q) = ((d) L V' dz*+ ¢’(v)). Tomando o vetor (1,0) € (d) L V', temos que d €
D({d)y L V") = D(V).

Reciprocamente, suponha que d € D(V'). Teremos dois caso para ser analisados,
se V' é regular ou nao. Caso V nao seja regular, entao rad(V) # {0}. Como V é um
espago de dimensao finita, entdo existe um subespago W de V tal que V =rad(V)®d W =
rad(V) L W. Assim (V, B) = (rad(V) & W, B). Neste caso, temos que D(V) = D(W).
De fato, seja k € D(V), logo existe u € V tal que q(u) = k, onde ¢ = ¢gg. Como
V =rad(V) L W, entdo u =r +w, com r € rad(V') e w € W. Segue que

k=q(u) =q(r +w) =q(r) + q(w) = 0+ g(w) = q(w).
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Implicando que k& € D(W). Como W C V, entdo D(W) C D(V). Logo
D(V) = D(W). Vamos mostrar agora que W é regular, ou seja, que rad(W) = {0}.
De fato, se wg € rad(W), entdao wy € W e B(wy,w) = 0, para todo w € W. Seja
r € rad(V), entdao B(v,r) = 0, para todo v € V, em particular B(wg,r) = 0. Como
r foi escolhido arbitrariamente, entdo B(wp,r) = 0, para todo r € rad(V). Do fato
que V = rad(V) L W, temos que B(wp,v) = 0, para todo v € V, logo wy € rad(V).
Implicando que wy = 0, pois rad(V) N W = {0}.

Pelo que ja provamos até agora, basta mostrarmos o resultado para o caso em que
(V, B) é regular, pois caso contrario podemos tomar W, como construido anteriormente.
Suponha que (V, B) é regular. Como d € D(V), entao existe v € V tal que ¢q(v) = d.
Vamos mostrar que (F.v, B|g,) é isométrico ao espago (F, B'), onde B'(x,y) = dxy, x,y €
F. Sejam a,b € Fv. Assim, a = kv e b = kgv, onde ki, ko € F. Logo B(a,b) = kikad.
Tomando o isomorfismo ¢ : F' — F.v dado por k — k.v, temos que B(¢(k1), p(k2)) =
B(a,b) = kiked = B'(ky, ks), para todo ki, ke € F. Logo (F.v, Blr,) = (F,B’). Como
d € F, entao (F.v, B|p,) = (F, B') é regular. Pelo fato que (V, B) ser regular por hipétese
e pelo Teorema 1.24, temos que

dim(F.v) + dim(F.v)* = dim(V).
Tomando V' = (F.v)* obtemos V = (d) L V. O

A primeira consequéncia desse critério é a existéncia de uma “base ortogonal”em
qualquer espaco quadratico.

Corolario 1.38. Seja (V,B) um F-espago quadrdtico, entdao existem escalares
di,...,d, € F tais que V = (dy) L --- L (d,). (Em outras palavras, qualquer forma
quadrdtica de n varidveis é equivalente a uma forma diagonal dix? + - - - + d,22).

Demonstracao: Provaremos esse coroldrio por indugao sobre n = dim(V’). Suponha
que dim(V') = 1. Caso D(V) =0, entdo B =0eV = (0). Se existir d € D(V), entao pelo
Critério de Representagao temos que V' = (d) 1 V'. Pelo fato que 1 = dim(V') = dim({(d)),
entao V' = {0}, implicando que V' = (d).

Suponha que este coroldrio seja valido para 1 < k < n. Se dim(V) = n, temos dois
casos para analisar. Caso D(V) = () entdo por argumento andlogo acima temos que
V =(0,0,...,0). Caso exista d € D(V), entao pelo Critério de Representacao temos que
V = (d) L V'. Como dim(V') = n—1, pela hipétese de inducao, V' = (dy) L --- L (d,_1)
com dy,...,d, 1 € F. Implicando que

Vi=(d) L(d) L L {dn).

Provando o coroléario. O

Notagao 1.39. Abreviaremos a forma diagonal (dy) L --- L (d,) por (di,...,d,). Em
especial, a diagonal (d,...,d) de tamanho n é abreviada em n(d). Para exemplificar,
3(a) L 2(b) é a abreviagao de (a,a,a, b, b).

Corolério 1.40. Seja (V,B) um F-espago quadrdtico (nao necessariamente reqular) e
S CV um subespaco reqular. Entao:

(1) V=515

(2) SeT ¢ um subespago de V tal que V=S L T, entio T = S+.
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Demonstragao: (1) Como S é regular, entdo rad(S) = SNSt = {0}. Assim, é suficiente
se mostrarmos que V é gerado por S e S*+. Pelo coroldrio anterior, temos que S tem uma
base ortogonal {si,...s,} tal que gp|4(s;)) = d; e S = (dy, ... ,dn). Pela regularidade de
S temos B(s;,s;) # 0, parai = 1,...,n. Dado z € V, considere o vetor
zn: B(Z, Si)
p— —_—_— . S’L
— B(si, si)

E facil mostrar que B(y, s;) =0, para j =1,...,n. Logo

yeSte z—y—l—ZB—)) s; €818+
=1

(2) Seja T' um subespago de V tal que V=S L T. Pelo item (1) desse coroldrio temos
que T'C S*. Mas dim(7T') = dim(V) — dim(S) = dim(S+). Logo T' = S+. 0

Coroléario 1.41. Seja (V, B) um F-espaco quadrdtico reqular. Entdo, um subespago S de
V' € regular se, e somente se, existe T CV tal que V=5 1L T.

Demonstracao: Suponha que S C V é um subespago regular. Assim pelo corolario
anterior temos que V = S 1 S*+. Tomando T' = S+, temos o desejado.

Reciprocamente, suponha que exista 7" C V' tal que V=S8 1T. Sejam z € rad(S) e
veV. ComoV =81T entdov=s+t, comse SetecT. Assim B(z,s) =0e
B(z,t) =0, pois x € S e S L T é uma soma ortogonal. Logo B(x,v) = B(z,s +t) = 0.
Como x,v foram tomados arbitrariamente, temos que z € rad(V'), ou seja, rad(S) C
rad(V'). Como (V, B) é regular, entao rad(S) = 0. Logo (S, B|sxs) é regular. O

Definigao 1.42. Definimos determinante de uma forma quadratica regular f por d(f) :
det(M;).F? (elemento de F//F?), onde M; é a matriz simétrica associada a f.

Exemplo 1.43. Seja a F-forma quadréitica f = 222 + 3xy + y? + 222. Por Polarizacao
temos a seguinte aplicacao bilinear B, associada a f

B((x,y,2), (2',y,2") = 2za" + 3/2[xy/ + 2'y] + yy' + 227",

Como M; = [B(e;, e;)]3, onde {e1, ez, e3} é a base canonica de F3, segue que

2 3/2 0
My=|3/2 1 0
0 0 2

Implicando que d(f) = det M F? = 4F? = 1F2,

Proposicao 1.44. Sejam f e g F-formas quadrdticas requlares.
(1) Se f=g, entdo d(f) = d(g);
(2) d(f Lg)=d(f).dlg) € F/F?

Demonstracao: (1) De fato, supondo que f = g, temos que M; = C*'M,C, onde
My, M, sao as matrizes simétricas associadas a f e g, respectivamente, e C' ¢ uma matriz
inversivel. Logo

d(f) = det(Mj)EF? = det(C*M,C)F? = det(M,) - det(C)*E?
= det(M,)F? = d(g).
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My 0

0 Mg :| € asslm

(2) Como a soma f L g é ortogonal temos que My, , = {

M; 0
d(ng):det([ of Iy,

g

D CE? = det(My) - det(M,) - E? = d(f) - d(g).
]

A proposicao anterior mostra que d(f) ¢ invariante da classe de equivaléncia de f.
Se V 2 (dy,...,d,) é uma diagonalizagao de V, entdo d(f) = [[;_, &;F*. Muitas vezes ¢
conveniente chamar d(f) de determinante de V', sendo denotado por d(V).

1.3 Plano Hiperbdlico e Espaco Hiperbdlico

Nessa secao, iremos introduzir a importante nocao de espacgo quadratico hiperbdlico. Para
comecar definiremos “isotropia” e “anisotropia”.

Defini¢ao 1.45. Seja v um vetor nao nulo em um F-espaco quadratico (V, B). Dizemos
que v é um vetor isotrdpico se B(v,v) = 0 (ou equivalentemente, se ¢g(v) = 0), e dizemos
que v é anisotrépico, caso contrario. O F-espago quadratico (V, B) é dito isotrdpico se ele
contém um vetor (ndo nulo) isotrépico, caso contrario dizemos que (V, B) é anisotrépico.
Por ltimo, dizemos que (V, B) é totalmente isotrépico se todos os vetores nao nulos em
V' forem isotrépicos.

Observacao 1.46. (1) Se (V, B) é um F-espago quadratico anisotrdpico, entao podemos
notar que (V, B) é regular;
(2) O F-espaco quadratico (V) B) é totalmente isotrépico se, e somente se, B = 0.

Teorema 1.47. Seja (V, B) um F-espago quadrdtico bidimensional. Entdo as sequintes
afirmacoes sao equivalentes:

(1) (V,B) € regular e isotrdpico;

(2) (V,B) € regular, com d(V) = —1.F2;

(3) (‘/7 B) = <17 _1>;
(1) (V.B)

V, corresponde a classe de equivaléncia da F-forma quadrdtica f(x1,z2) = x123.

Demonstragao: Considere ¢ = ¢p a forma quadratica associada a (V, B).

(1) = (2) Suponha que (V, B) é um espago regular e isotrépico. Como (V,¢) é um espago
quadrético bidimensional regular, entao g = (dy,ds), com dy,ds € F. Seja {v1,v2} uma
base ortogonal de V' tal que q(v1) = dy e q(vy) = ds. Seja v € V um vetor isotrdpico.
Assim, v # 0 e v = a.v; + b.vy, com a,b € F. Isso implica que 0 = ¢(v) = a?d; + b*ds.
Sem perda de generalidade, suponha que a # 0. Assim, d; = —(ba"')?d,, e segue que
didy = —(ba=1dy)%. Logo

d(V) = dy.dyF? = —1(ba"'dy)?F? = —1F?.

(2) = (3) Suponha que (V,q) é regular e d(V) = —1.F2. Como (V, q) é bidimensional,
entdao q = (dy, dy), com dy,dy € F. Pelo fato que d(V) = —1.F?, entao —dydy = a*, com
a € F. Assim, d; = ab e dy = —ab™!, com b € F. Segue que,

q = <(lb, _ab_1> = <C, _C>7
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onde ¢ = ab. Pelo Exemplo 1.8 temos que ¢ = ¢/, sendo que ¢'(x1,72) = cxr125. Note que
D(¢) = F, pois dado k € F, basta tomar v = (¢'k, 1) e teremos que ¢'(v) = k. Logo
1 € D(¢') = D(q). Assim, pelo Critério de Representacio e do fato que d(q) = —1F?,
vemos que ¢ = (1, —1).

(3) <= (4) E consequéncia direta do Exemplo 1.8.

(3) = (1) Como q = (1, —1), entao d(q) = —1- F? implicando na regularidade do espago
(V,q). Como ¢(1,1) = 0 temos que (V, q) é isotrépica. O

Definicao 1.48. Chamaremos de plano hiperbolico a classe de isometria de um espaco
quadratico que satisfaca as condicoes do Teorema 1.47. Denotaremos o plano hiperbdlico
por H. Um espago quadratico formado unicamente por uma soma ortogonal de planos
hiperbélicos sera chamada de espaco hiperbolico.

Definigao 1.49. Uma F-forma quadrética f (ou F-espago quadrdtico) é chamada univer-
sal se ela representa todos os elementos nao nulos de F' ou, em outras palavras, D(f) = F.

Claramente o plano hiperbdlico H = (1, —1) é universal, pois H é equivalente a
forma f(z1,x2) = z122 € dado k € F, basta tomar v = (k, 1) e teremos que f(k,1) = k.

Teorema 1.50. Seja (V, B) um F-espago quadrdtico reqular. Entdo:

(1) Todo subespago totalmente isotrdpico U C 'V tal que dim(U) = r estd contido em um
subespaco hiperbolico T" C V' de dimensao 2r;

(2) (V,B) € isotropico se, e somente se, V contém um plano hiperbélico;

(3) Se (V,B) ¢ isotrdpico, entao (V,B) € universal.

Demonstracao: (1) Provaremos por indugao sobre dim(U) = r. Suponha que dim(U) =
1. Assim, seja {z} uma base de U. Pelo fato que U é totalmente isotrépico, entao tomando
u=ar €U com a € F, temos que B(x,u) = aB(x,z) = 0. Implicando que x € U+, ou
seja, U C U*. Como (V, B) é regular, entdao dim(V') > dim(U) = 1. Pelo Teorema 1.24,
temos que dim(Ut) = dim(V) —1, logo V # U*. Assim existe y € V tal que y ¢ U, logo
y ¢ Rad(U) CU e B(x,y) # 0. Como UNF.y = {0}, tomemos o subespaco U F.y =T.
Vamos mostrar que (T, B|ryr) ¢é regular. Para tanto, considere M a matriz associada a
B|rxT, ou seja,
0  B(z,y)
B(y.z) B(y.y) |

Logo, det(M) = —B(z,y)%F? = —1F2, provando que (T, B|pxr) é regular. Mais ainda,
pelo Teorema 1.47, (T, B|rxr) ¢ um plano hiperbdlico. Portanto o resultado vale para
r=1.

Suponha que o resultado é verdadeiro para k € Ntalque 1 < k < r. SejaU C V subespaco
totalmente isotrépico tal que dim(U) = r e {xy,...,x,} uma base de U. Tomemos S C U
tal que S é gerado pelo conjunto {zs,...,z,}. E facil ver que U+ C S*. Pelo Teorema
1.24 temos que

dim(S*) = dim(V) — dim(S) > dim(V) — dim(U) = dim(U™).

Logo Ut & St e existe y; € V tal que B(yy,x2) = 0,...,B(y1,2,) = 0 e B(yy, 1) # 0.
Queremos mostrar que {zq,y;} é LI. De fato, se {x1,y1} fosse LD, entao y; = azx; e
B(y1,71) = aB(x1,z1) = 0, uma contradigdo. Tomemos o subespaco H; = F.zy @& F.y;.
Note que (Hy, B|g,xn,) é um plano hiperbdlico, pois a matriz associada a By, x5, é

0 B(l’l,yl)
B(yhxl) B(yl,yl)

M=

M=
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e det(M) = —1F2. Pelo Teorema 1.47 temos que H; = H.
Como H; éregular, V = H, 1 Hi e, disso, {wy,...,7,} C Hi-. Pelo Corolério 1.41 temos
que Hi é regular. Como {zs,...,7,} C Hi, entdo S C Hi-. Pelo fato que S é totalmente
isotrépico em Hi e dim(S) = r — 1. Segue, pela hipétese de inducio, que existe Hy C Hi-
tal que Hsy é um espago hiperbdlico de dimensao 2(r — 1). Tomando H = H; & H,, temos
que H CV e H é um espaco hiperbdlico de dimensao 2r.

(2) Suponha que (V,B) é isotrdpico, entdo existe um vetor nao nulo z € V tal que
B(z,xz) = 0. Tomando o subespago X = F.{z}, temos que X ¢ totalmente isotrépico.
Assim, pelo item (1) desse teorema temos que existe H C V' tal que X C H.

A reciproca é caso direto do Teorema 1.47.

(3) Resultado imediato do item (2) desse teorema e do fato do plano hiperbdlico ser
universal. O

Observacao 1.51. (1) Como a diagonalizacao de H é (1, —1) e do fato de H ser universal,
fica evidente que todo elemento nao nulo de F' é a diferenca de dois quadrados. Pode-se
verificar esse fato diretamente usando a seguinte equagao:

1\? ~1\?
a:(a;— ) _(a2 ) para todo a € F.

(2) Pode-se provar o Teorema 1.50 item (3) por um argumento direto, procedendo da
seguinte maneira. Fixe um vetor isotrépico = e tome y € V tal que B(z,y) # 0. Entao
B(tr + y,tx +y) = 2tB(x,y) + B(y,y), que assume todo os valores de F' quando t varia

em F. Para obter B(tx + y,tx + y) = k, basta tomar t = kQ_BEzQ(Cy?ﬁ) cF.

Corolario 1.52 (Primeiro Teorema de Representacao). Sejam q uma forma quadrd-
tica reqular e d € F. Entao, d € D(q) se, e somente se, ¢ L (—d) € isotrdpica.

Demonstragao: Pelo Critério de Representacao 1.37 podemos assumir que
q = a1x? + -+ a,2?, onde a; # 0 para i = 1,...,n. Suponha que d € D(q). Isso
implica que existem by,...,b, € F (ndo todos nulos) tais que d = > a;b?. Logo

S abt—d1? =0. Como (by,...,b,, 1) # 0, entdo ¢ L (—d) é isotrdpica.

Reciprocamente, suponha que g L (—d) é isotrépica. Assim existe um vetor nao
nulo (b, ..., by11) tal que Y1 a;b7 + (—d).b2,; = 0. Se b,11 # 0, entdo

dzéai( b )2 e D(q).

bn+1
Se bpy1 = 0, entdo (b, ...,b,) é um vetor isotrépico de ¢q. Pelo Teorema 1.50 item (3),
temos que D(q) = F, implicando que d € D(q). a

Corolario 1.53. Sejam q; e qo formas quadrdticas requlares de dimensao positiva. Entao,
@1 L qa € isotrdpica se, e somente se, D(q1) N —D(qz) # 0.

Demonstragao: Suponha que ¢ := ¢1 L ¢o é isotropica. Isso implica que existe um
vetor nao nulo (z,y) tal que q(z,y) = ¢i1(z) + ¢2(y) = 0. Assim, ¢1(x) = —¢2(y). Se
q(z) # 0, entdo ¢ (z) = a € F. Segue que a € D(q1) e —a € D(g), implicando que
a € D(q1) N —D(g2). Se qi(x) =0, entao ¢2(y) = 0. Como (z,y) é nao nulo, temos que ¢
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ou gy ¢ isotrépica e assim D(q1) = F ou D(q) = F. Sem perda de generalidade suponha
que D(q1) = F, isso implica que D(q1) N —D(go) = —D(g2) # 0.

Reciprocamente, suponha que D(q;) N —D(gz) # ®. Isso implica que existe a € F
tal que a € D(q1) N —D(g2). Assim, existem vetores ndo nulos x,y tais que ¢1(z) = a e
¢2(y) = —a. Tomando g = ¢; L g2, temos que ¢(z,y) = a—a = 0. Logo ¢ é isotrépica. O

Corolario 1.54. Sejam F' um corpo e r um inteiro positivo. Entao as sequintes afirma-
coes sao equivalentes:

(1) Qualquer F-forma quadrdtica reqular de dimensao r é universal;

(2) Qualquer F-forma quadrdtica de dimensao v+ 1 é isotropica.

Demonstracao: (1) = (2) Suponha que as formas quadraticas regulares de dimensao r
sao universais. Seja ¢ uma F-forma de dimensao r+ 1. Caso ¢ seja isotrépica, nada temos
que provar. Suponha que ¢ é anisotrépica. Seja d € D(q). Pelo Critério de Representagao
1.37 temos que ¢ =< d >_L ¢, onde ¢’ é uma F-forma quadratica de dimensao r. Como
q é anisotropica, entao ¢’ é anisotropica e assim ¢’ é regular. Pela hipdtese temos que ¢’
é universal. Em particular —d € D(¢') e pelo Primeiro Teorema de Representacao 1.52
temos que ¢ é isotrépica.

(2) = (1). Suponha que qualquer forma quadrética de dimensao r 4+ 1 é isotrépica. Seja
g uma F-forma quadratica regular de dimensao r. Por hipdtese ¢ L (—d) é isotrépica
para qualquer d € F. Pelo Primeiro Teorema de Representacio 1.52 temos que d € D(q).
Logo ¢ ¢ universal. O

1.4 Teoremas da Decomposicao e do Cancelamento
de Witt

Nesta secao apresentaremos alguns dos mais importantes teoremas da teoria de formas
quadraticas classica. Para isso precisamos primeiro de alguns resultados sobre o grupo
ortogonal e reflexdes de hiperplano.

Definicao 1.55. Seja (V, B,q) um F-espago quadréatico. Escrevemos Oy, (V) = O(V)
para denotar o grupo de isometrias de (V| B, q), ou seja, o grupo de todos os isomorfismos
7 :V — V que preservam a forma bilinear. Esse grupo é chamado de grupo ortogonal e
é o grupo simétrico que fundamenta a geometria de nosso espaco quadratico.

Proposicao 1.56. Seja (V, B,q) um F-espago quadrdtico e y € V' um vetor anisotrépico
em (V, B,q). Definida a aplicagio 7,: V — V por

2B
Ty (x) == — My, para todo x € V.

q(y)

Entao:

(1) 7, € um endomorfismo linear;

(2) Tylpgyr =1d, 7(y) = —y e 1) = 1d;
(3) 7€ OV);

(4) det(r,) = —1.
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Demonstracao: (1) Primeiramente, 7, estd bem definida, pois ¢(y) # 0. Sejam
x,z€Vea€ F. Assim,

m(x+az) = (v+az)— —QB(%C)LZ’”

2B x, B 2,
= x— qu)y)y +a (z — q((yﬁ”) y) = 7,(x) + ary(2).

Provando que 7, é um endomorfismo linear.

(2) Seja x € (Fy)*, logo B(z,y) = 0. Assim, 7,(z) = = — %y = 1z, ou seja,
Tyl(Fy)r = Id. Aplicando y em 7, temos que 7,(y) =y — 2qq—yy))y = —y. E por ultimo
2B(x,
Ty(1y(2)) = Ty(I_ﬁy)
— . _ 2By, _ 2B(zy) 4B(zy), _
=TT aw YT T YT

(3) Do fato que Ty2 = Id temos que 7, é um isomorfismo e para provarmos que 7, € Oy(V),
resta mostrarmos que 7, preserva a forma bilinear B. De fato, dados z,z € V temos que

B(x, B(z,
Bl ) = Bla— Bty B

4B(z,y)B(z, 4B(z,y)B(z,
= Ble.2) + PEEFq(y) — PEEFEY = B, 2),

Logo 7, € O,(V).

(4) Como y é anisotrépico, entdao F.y é regular. Assim, V = Fy L (F.y)t. Seja
{y2,...,yn} uma base ortogonal de (F.y)t. Tomemos a base de V', By = {y,v2, ..., Yn}-
Dado z € V, temos que © = a1y + asys + - - - + anyn. Segue que 7,(x) = —a1y + asys +
-+ 4 apYy, implicando que [, = diag(—1,1,...,1). Portanto det(r,) = —1. a

Definicao 1.57. Chamaremos de reflexao de hiperplano as isometrias definidas na Pro-
posicao 1.56.

Observagao 1.58. O conjunto das reflexdes de hiperplano {7,;¢(y) # 0} é fechado pela
conjugacao no grupo ortogonal O(V). A demonstragao dessa afirmagao é equivalente a
provar que 07,0 ' = T, para o € O(V). De fato, para todo z € V,

om0 (z) = ofr (o7 (x))]
o Nz
o) - e )
B(x,o
= - : qga(ygg)) ’ O-(y> = To(y) (I)

Proposicao 1.59. Sejam (V, B,q) um F-espago quadrdtico e x,y € V tais que q(x) =
q(y) # 0. Entdo existe um elemento T € O(V) tal que T(x) = y.

Demonstracao: Sejam z,y € V tais que ¢(z) = ¢(y) # 0. Afirmamos que g(z + y) +
q(z —y) # 0. De fato,

gz +y)+qlx—y) = Blx+y,rz+y) +Blx—y,x—y)
= 2q(x) +2q(y) = 4q(x) # 0.

Isso implica que ¢(z + y) # 0 ou ¢(x — y) # 0. Suponha que g(x — y) # 0. Aplicando x
na reflexao de hiperplano 7,_,, obtemos

Toy(T) =0 — ——— (v —y).
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Mas
q(r—y) = Blx—y,x—y)
= B(z,z)+ B(y,y) — 2B(z,y)
= 2[B(z,z) — B(z,y)]
= 2B(z,x —vy).

Portanto, 7,_,(z) = x — (xr —y) = y. No caso em que ¢(x + y) # 0, de modo andlogo
obtemos que —7,4,(z) = . O

Teorema 1.60 (Cancelamento de Witt). Sejam (V,q), (Vi,q1), (Va, ¢2) F-espacos qua-
drdticos arbitrdrios. Se q L q1 = q L qo, entao ¢ = qs.

Demonstragao: Suponha que ¢ 1 ¢ = ¢ L ¢o. Dividiremos a demonstracao desse
teorema em trés passos.

Passo 1: O cancelamento é valido quando ¢ é totalmente isotropica e q; é regular.
Demonstracao do Passo 1: Sejam M, My, M, as matrizes simétricas associadas as formas
M 0
0 M

a [ M- 0 } Isso implica que existe uma matriz inversivel £ = [ CA, ZB; } tal que

0 M,
M 0] . [M o
AR

quadraticas q, g1, q2, respectivamente. Por hipdtese temos que { } é congruente

. . L. - e 0O 0] 410 O
Como ¢ é totalmente isotrépico, entao M = 0, implicando [ 0 M, } =F [ 0 M, } E.

Segue que
0 0 | | C'M,C C'MyD
0 M, | | D'MyC D'M,D |-

Em particular M, = D'M,D. Como M, é inversivel, entao D, M, sao inversiveis. Impli-
cando que M; e M, sao congruentes. Logo ¢ = ¢s.

Passo 2: O cancelamento ¢ valido se ¢ é totalmente isotrépico.
Demonstracao do Passo 2: Diagonalizaremos ¢, g2, assumindo que ¢; tem exatamente

r > 0 coeficientes nulos. Assim, ¢; = r(0) L ¢}. Caso ¢» tenha r ou mais coeficientes
nulos, podemos reescrever a hipotese

g L0y Lgy=qLr(0)Lg.

Como ¢} é livre de coeficientes nulos, entao ¢} é regular. Assim, como g L r(0) é totalmente
isotrépica, pelo Passo 1 dessa proposigao, temos que ¢; = ¢4, portanto ¢; = ¢o. Para o
caso em que ¢o tenha menos do que r coeficientes nulos, tomemos ¢, no lugar de ¢; e por

argumento analogo obtemos que ¢, = q;.

Passo 3: Caso geral.
Demonstra¢ao do Passo 3: Seja (ay,...,a,) uma diagonalizacao de ¢q. Provaremos esse
caso por indugao sobre n = dim(q). Pelo Critério de Representagao 1.52, basta provarmos
para o caso em que n = 1, logo tomemos ¢ = (a;). Caso a; = 0, entdao ¢ é totalmente
isotropica recaindo no Passo 2. Suponha que a; # 0. Reescrevendo as hipoteses temos
que

g:="(a1) L g = {a1) L .
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Assim (F L V4, B,g) = (F L V,,B,g). Como a; # 0, entdo existe um vetor 0 # v € F,
tal que q(v) = a;. Pelo fato que
9((v,0)) = q(v) + q1(0) = a1 = q(v) + g2(0) = g((v, 0)),

entdao pela Proposicao 1.59 existe a isometria —7y, € O(F L V) tal que —7o,(v) = v.
Afirmamos que —7|y = Id. De fato, como 7 é isomorfismo e V' é um espaco vetorial

unidimensional em que v # 0, temos que —7(av) = —(—aw) = av, com a € V, entdo
—7|y = Id. Mais ainda, —7(V) L Vj. Queremos mostrar que —7,|y, ¢ uma isometria.
De fato, como 7y, é reflex@o de hiperplano, entao 7,|y, = Id. Assim, —7y,|y; = —Id.Logo
Vi, q1) = (Va, g2). o

Note que no teorema anterior (Cancelamento de Witt) e no préximo teorema nao
estamos assumindo que o espaco quadratico seja regular, ou seja, estes resultados valem
para qualquer espaco quadratico.

Teorema 1.61 (Decomposicao de Witt). Seja (V, q) um F-espago quadrdtico qualquer.
Entao (V,q) se fatora como uma soma soma ortogonal

(qut) 1 (V}HQh) 1 (‘/;17%1)’

onde V; € um subespaco totalmente isotrdpico, Vi, € um subespago hiperbdlico (ou nulo) eV,
€ um subespacgo anisotropico. Além disso, a menos de isometria, Vi, Vy,, V, sdo unicamente
determinados.

Demonstracao: FEuzisténcia: Seja Vo C V um subespaco tal que
V& (rad(V)) ® Vp Zrad(V) L V.

Tomando V; := rad(V') é facil ver que V; é totalmente isotrépico. Afirmamos que Vj é
regular. De fato, se x € rad(1}), entdao = € Vy e B(x,vy) = 0, para todo vy € Vy. Como
B(z,r) = 0, para todo r € rad(V), temos que B(z,v) = 0, para todo v € V, ou seja,
z € rad(V). Como rad(V)NVy = {0}, temos que = = 0 e assim rad(Vp) = {0}, implicando
que Vj é regular. Se V| € isotrdpico, entao podemos escrever Vy = H L V;. Se V; for
isotrépico, entdo podemos escrever Vi = H 1 V,. Como dim(V}) < oo, entdo apds um
nimero finito r de decomposigoes temos que

Voz=rH LV,

com V, um subespaco anisotrépico. Definamos V}, := rH. Assim, V}, é espaco hiperbdlico
e obtemos V =2V, 1LV, L V,, provando a existéncia.

Unicidade: Suponha que (V,q) tenha outra decomposi¢ao de Witt, V.=V L V/ 1 V.

Afirmamos que V) L V! é regular. De fato, como V} é hiperbdlico e V. é anisotrdpico,
dim(V})

entdo det(g|vy 1) = (=1)7 2 -det(V,) # 0. Como V} é totalmente isotrépico e V; LV
¢ regular, entao

rad(V) = rad(V/ LV, LV])
= rad(V/) Lrad(V, L V))
= rad(Vy) L {0} =V/.
Implicando que V/ = V,. Dai V, L V, L V, 2V, LV, L V/. Pelo Teorema do
Cancelamento de Witt 1.60 temos que V;, L V, =V, L V. Escrevendo V}, = mH e
Vi = m/H, temos que mH L V) = m'H L V. Aplicando o Teorema do Cancelamento de

Witt 1.60, concluimos que m = m/ e assim V}, = V. Aplicando novamente o Cancelamento
de Witt 1.60 em Vj, L V, =V, L V! temos que V, = V! provando a unicidade. O
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Defini¢ao 1.62. Seja (V,¢) um F-espaco quadrético. O nimero inteiro m = %dim(Vh),
unicamente determinado na decomposicao de Witt, é chamado de indice de Witt do espago
quadrético (V,q). A classe de isometria V,, é chamada de parte anisotrdopica de (V,q).

Corolario 1.63. Se (V,q) ¢é regular, o indice de Witt m de V € igual a dimensdo de
qualquer subespaco totalmente isotropico maximal de V.

Demonstracgao: Seja U C V um subespaco totalmente isotropico maximal com

dim(U) = r. Pelo Teorema 1.47 existe um espago hiperbdlico T' 2 U tal que dim(T") = 2r-.
Como T ¢é regular, entdao pelo Coroldrio 1.41 temos que V = T L T+. Afirmamos que
T+ é anisotrépico. De fato, se 0 # v € T+ é um vetor isotrépico, entdo U @ Fv C V
é totalmente isotrépico, o que contradiz a maximalidade de U. Como 7" L T+ é uma
decomposicao de V e T+ é a parte anisotrdpica, entao pelo Teorema da Decomposicao de
Witt temos que T 22 V,. Assim m = 3 dim(V},) = r = dim(U). O

1.5 Teorema da Equivaléncia por Cadeia de Witt

O teorema descrito no titulo dessa secao descreve a equivaléncia de duas formas quadra-
ticas diagonais em termos da equivaléncia de formas diagonais bindrias, ou seja, formas
diagonais bidimensionais. Primeiro, iremos provar um fato sobre formas binarias.

Proposicao 1.64. Sejam q = (a,b) e ¢ = (¢,d) F-formas quadrdticas bindrias requlares.
Entdo q = ' se, e somente se, d(q) = d(q') e q,q" representam um elemento em comum
aeF.

Demonstragao: Suponha que ¢ = ¢'. Pela Proposicao 1.44, d(q) = d(q’) e, pelo Lema
1.27, D(q) = D(¢'). Como q e ¢’ sdo regulares, entdao D(q) # ), implicando que existe
a € D(q) N D(q).

Reciprocamente, suponha que d(q) = d(q') e exista a € D(g) N D(q’). Pelo Critério
de Representagao 1.37 temos que ¢ = (o, '), para algum o € F. Entdo d(q) = abF? =
ao/F?. Segue que

abF? = adF? & a labF? = o lad/F?
s alaba’F? = o'F?
& abaF? = o F2

Assim, ¢ 2 (a, aba). De maneira analoga temos que ¢’ 2 (o, cda). Como abF? = cdF?,
temos que (o, aba) = (o, eda). Portanto ¢ = ¢/, como desejado. O

Defini¢ao 1.65. Sejam ¢ = (ay,...,a,) e ¢ = (by,...,b,) F-formas quadraticas. Dize-
mos que ¢ e ¢’ sdo simplesmente equivalentes, se existem indices 7, j tais que

(1) (ai,a;) = (bi,b;), e

(2) ag = by, sempre que k # i ou k # j.

Note que se duas formas quadraticas f e g sao simplesmente equivalentes, entao f e
g sao isométricas. Também podemos notar que simplesmente equivalente nao é uma
relagdo de equivaléncia, para evidenciar isso tome f = (1,1,1,1,1,1), ¢ = (1,1,1,1,a, a)
e h = (1,1,a,a,a,a), temos que f,g e g, h sdo simplesmente equivalentes, mas f, h nao
sao simplesmente equivalentes.
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Definicao 1.66. Dizemos que duas F-formas diagonais f e g sao equivalentes por cadeia,
se existe uma sequéncia de formas diagonais { fo, f1,..., fm} tal que fo = f, fm =g e
cada f; é simplesmente equivalente a f;y;, com+ =1,....m — 1. E fcil mostrar que
a equivaléncia por cadeia é uma relacao de equivaléncia no conjunto de todas as formas
diagonais de mesma dimensao. Denotaremos pelo simbolo ~ a equivaléncia por cadeia.

Lema 1.67. Sejam f,g F'-formas quadrdticas de mesma dimensao. Se [ =~ g, entao
f=g

Demonstragao: Se f = g, entao existe uma sequéncia de F-formas quadraticas
{fo, f1, -, fm}, tais que fo = f, fou = g, m > 1 e f; é simplesmente equivalente com f; ;.
Pela Definicao 1.65 temos que f; = fi1q, parai=1,...,m — 1. Pela transitividade de =,
temos que f = g. o

Lema 1.68. Sejam f = (ai,...,a,), 0 € S, uma permutagio de indices e
f7 = (aoy, - -5 Aomy). Entao f =~ f7.

Demonstragao: Como o € 5, temos que ¢ pode ser decomposta como o produto

de transposicoes. Sejam T, ..., T,, transposicoes e 0 = T,, - 7. Como 7; é uma trans-
s ) ) m 3 m

posicgao, entao f é simplesmente equivalente a f™, pois se 7 = (i, ), entao

le = <CL7-1(1), a/7-1(2), “e. 7a71(i)a Ce 7an(j)7 e ,CLTI(n)>7

com (Gr, (), ar,(j)) = (aj,a;) = (a;,a;) e ax = ar k), para k # 4,j. Analogamente f™
é simplesmente equivalente a f™™. Apds m passos temos que f™™-1"71 é simplesmente
equivalente a f?. Portanto f é equivalente por cadeia a f7. O

Teorema 1.69 (Equivaléncia por Cadeia). Sejam f,g sio F-formas diagonais de
mesma dimensao, entao f = g se, e somente se, [ = g.

Demonstragao: Tomemos f = (ay,...,a,) € g = (b1,...,b,). J& provamos que f =~ g
implica f = g no Lema 1.67. Assim basta provarmos a outra implicagdo. Como f = g, as
duas formas tem o mesmo nimero de zeros na sua diagonalizacao, assim, pelo Teorema
do Cancelamento de Witt 1.60, podemos assumir que f, g sao regulares, isto ¢, a;,b; # 0,
para todos 7,7 = 1,...,n. Provaremos por indugao sobre n = dim(f). Se n = 1, temos
que f = (ay) e g = (by). Como (a1) = (b)) e ndo existem ay e by com k # 1, entdo f é
simplesmente equivalente a g e portanto f ~ g. Se n = 2, entdo f = (a1, as) e g = (b, ba).
Como f = g, temos que (ay, as) = (b1, be). Como nao existem ay e by, com k # 1,2, entao
f é simplesmente equivalente a g e portanto f ~ g.

Vamos assumir n > 3 e que esse teorema seja valido para n — 1. De todas as formas

diagonais equivalentes por cadeia a f, escolhemos f' = (c1,...,¢,) tal que (c1,...,¢p)
representa b; e p é o menor indice possivel com essa propriedade. Essa [’ existe, pois
como f = g, entdo by € D(f) e, na pior das hipéteses, tomamos f" = f e p = n.
Queremos mostrar que p = 1. Suponha que p > 2. Como by € D({cy,...,cp)), entdo
existe um vetor nao nulo (ey,...ep,0,...,0) tal que

b = icie? + i cj02 = icie?.

i=1 j=p+1 i=1



CAPITULO 1. FORMAS QUADRATICAS SOBRE CORPOS 29

Pela minimalidade de p, nenhuma subsoma desta somatoéria pode ser nula. Em particular
B = cie? + cye3 # 0. Como na demonstragao da Proposicao 1.64 obtemos que (c;, cp) =
(B, c1cof3). Assim,

f = f (c1,69,¢3...,Cp)

<5,C1626,Cg, s 7cn>
<57C37 s ,Cn,C102ﬁ>

e b = [+ cse+ -+ el Entdo by € D((B,c¢s,...,6p)), 0 que é um absurdo, pois
dim((8,¢cs,...,¢p))) = p — 1, contrariando a minimalidade de p. Logo p = 1 e temos
que (c1) = (by). Segue que f =~ (b, ca,...,¢,) € assim (by,co, ..., ) = (b, ba, ... by).
Pelo Teorema do Cancelamento de Witt 1.60 temos que (ca, ..., ¢,) = (bg,...,b,). Pela
hipétese de indugdo, temos que (ca,...,¢,) = (ba,...,by). Logo, f =~ (by,ca,...,Cp) &
<b1,bg,...,bn>:g. O

Q

1.6 Produto de Kronecker de Espacos Quadraticos

Nessa secao iremos definir um produto entre espacgos quadraticos, que terd por base o
produto tensorial entre espacos vetoriais. Consideraremos conhecido o conceito de produto
tensorial e indicamos [Bha] como referéncia.

Definigao 1.70. Sejam (V1, By, q1) e (Va, Bs, ¢2) dois F-espagos quadraticos de dimensao
m e n, respectivamente. Tomemos um novo espaco vetorial V : =V} ® V5, (®p = ®), ou
seja, o produto tensorial sobre I’ dos espagos vetoriais V; e V5. Considere B : V xV — F
a unica aplicagao bilinear simétrica tal que

B(v; ® vg,v] @ vy) = By(vq,v]) - Ba(v2,v}), onde v;,v; € V.

O par (V, B) é um F-espago quadrético de dimensao m - n, chamado de produto de Kro-
necker (ou produto tensorial) de (V1, By) e (Va, Bs). A fungao quadrética ¢ = ¢p associada
a (V, B) satisfaz, para v; € V;,

q(v1 ®vy) = B(v1 ® va,v1 @ v3) = By(v1,v1) - Ba(v2,v2) = q1(v1) - ga(v2).

Denotaremos ¢ por ¢; ® go ou as vezes apenas por ¢1qs.

Como espacos quadraticos sao espacos vetoriais de dimensao finita, entao podemos
diagonaliza-los. Assim, veremos adiante o que ocorre com o produto de Kronecker entre
dois espacos diagonalizados.

Sejam (Vi, By) e (Va, By) dois F-espagos quadraticos, com dim(V;) = m e dim(V3) =
n. Sejam {eq,...,en} e {f1,..., fn} bases ordenadas fixadas de V; e V5, respectivamente.
Definindo a;; := Bi(e;, e;) € by; := Ba(fi, f;), entdo M = [a;j]m € N = [b;;], sdo matrizes
simétricas associadas a q; e go nas bases fixadas, respectivamente. Tomemos o produto
de Kronecker V.=V, ® V4, e ¢ = ¢q1 - ¢2. Pela teoria de produto tensorial, temos que o
conjunto

B={a®f,...,e1® fn,....em @ f1,....m @ fu}
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¢ uma base ordenada de V. A matriz simétrica associada a ¢ na base [ é dada por

a11b11 aiibia -+ apebin ajebis N N N
a/ . a . .. a .
a11b21  aiibay -+ aigba ajgbas 1 12 m
. . . . agn - N ap-N -+ agy- N
a21b11 agbia -+ axnbin aznbi ' ) ' )
aml'N amQ'N amm'N

que ¢ precisamente o produto de Kronecker das matrizes M e N.

Proposigao 1.71. Se a,b € F, entdo (a) ® (b) = (ab).

Demonstragao: Como (a) estd associada ao espago (F,az?) e (b) estd associada ao
espaco (F,bz?), entao suas respectivas matrizes simétricas associadas sao [a] e [b]. Pelo
produto de Kronecker de duas matrizes temos que [a| ® [b] = [ab]. Implicando que [ab] é
uma matriz simétrica associada a (a) ® (b). Portanto (a) ® (b) = (ab). O

O produto de Kronecker visto como operacao de formas quadraticas satisfaz as
usuais comutatividade, associatividade, existéncia de elemento neutro e distributividade
em relacao a soma ortogonal, o que veremos no seguinte teorema.

Teorema 1.72. Sejam q, q1, q2 € q3 F-formas quadrdticas. Entao:
1) 1 ®@=q@peaq;

2) ((1®q@) =g (@ qs);

3) (Hh®g=qx (1) =g

4) ¢@ (@ L) =@@q) L (@®q).

Demonstragao: Estas propriedades seguem basicamente das propriedades do produto
tensorial. Provaremos apenas o item (4), os demais casos sao andlogos. Seja ¢® (q1 L ¢2).
Tomemos (V,q), (Vi,q1), (Va,q2) F-espagos quadraticos associados a ¢, q1, ¢z, respectiva-
mente. Da teoria de produto tensorial, temos que V@ (V1 @ V) X VeV eV eV,
(isomorfismo de espagos vetoriais) e assim v ® (vy,v2) = (v ® v1,v @ vg). Agora, pela
Definicao 1.70 e pela Observagao 1.33 temos que

¢® (1 L @)(v® (v,v2)) = qv) - (1 L g2)(v1,v2)

q(v)(qi(v1) + g2(v2))

q(v) - q1(v1) + q(v) - g2(v2)

= ¢u(v®v)+qR¢@(v®uvy), paraveV ev €V,

como desejado. O

Os seguintes coroldrios nos apresentam uma forma muito eficiente de calcular o
produto de Kronecker entre duas formas quadraticas diagonais.

Corolario 1.73. Sejam q = (a1, ...,a,) € ¢ = (by,...,by) duas F-formas quadrdticas
diagonais. Entdao

(al,...,an> & <b1,...,bm> = <Cl,1b1,...,Cl,ibj7...,anbm>.
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Demonstracao: Seja ¢ ® ¢'. Pelo Teorema 1.72 item (4) e pela Proposi¢ao 1.71 temos
que

/

q®q = {ay,...,a,) @ (by,...,by)
= (o) L Lan) @(br) L--- L ({ar) L L{an)) ® (bm)
= <a1b1> 4L <CL1bm> 4L (anb1> 4. <CLnbm>
= <a1b1,...,aibj,...,anbm...>.
Portanto ¢ ® ¢’ = (a1by, ..., a;bj, ..., anby,). O

Notacao 1.74. Se r € Z% e ¢ é uma F-forma quadrética, entdo denotaremos 7 - ¢ (ou
simplesmente rq) para a soma ortogonal de ¢ r-vezes, ou seja, r-q =q L --- L q (r vezes).

Corolario 1.75. Se q é uma F-forma quadrdtica reqular, entdo ¢ ® H = dim(q) - H.
Demonstragao: Pelo Corolario 1.38 temos que existem elementos aq, ..., a, de F, tais

que ¢ = {(ay,...,a,) € a; # 0, para i = 1,...,n. Provaremos por indugao sobre n. Se
n =1, entdo q = (a;) e assim

gH = (a1) ®(1,-1) = (1) @ (1) L (a1) @ (—1) = (a1, —ay) =1-H.

Provando que ¢ @ H = dim(q) - H, para o caso n = 1. Suponha que esse resultado é vélido
para n — 1. Seja ¢ = (aq,...,a,). Assim

g H = ({a1,...,a,1) L (a,)) @ H.

Pelo Teorema 1.72 item (4) temos que ¢ @ H = (ay,...,a,-1) @ H L (a,) ® H. Pela
hipdtese de indugao e do caso n = 1, temos que ¢ ® H = (dim(q) — 1) - H L H. Logo
¢ ®H = dim(q) - H. O



CAPITULO 2

Introducao aos Anéis de Witt

Nesse capitulo faremos uma breve introducao ao anel de Witt e anel de Witt-Grothendieck
e suas propriedades. Sem duvidas esses sao uns dos mais importantes anéis na area de
formas quadraticas sobre corpos.

2.1 Defini¢ao de W(F) e W (F)

Nessa secao faremos a construcao dos anéis de Witt-Grothendieck e Witt.
Para isso, primeiramente precisamos de alguns resultados.

Defini¢ao 2.1. Definimos como M (F') o conjunto de todas as classes de isometria (regu-
lares) de formas quadréticas sobre o corpo F.

Relembramos que um semi-anel é uma estrutura algébrica semelhante a um anel,
porém sem a necessidade de existir um inverso aditivo para todos os elementos dessa
estrutura, analogamente um mondide é uma estrutura algébrica com uma operacao que
satisfaz apenas as propriedades associativa e a existéncia do elemento neutro. Podemos
ver L e ® como operagdes em M (F'), e temos o seguinte resultado.

Lema 2.2. O conjunto M(F'), munido das operagies L e ®, é um semi-anel comutativo,
onde L € a soma ortogonal e ® € o produto de Kronecker de F'-formas quadrdticas.

Demonstragao: Sejam f,q,g € M(F). Sejam (aq,...,an), (b1,...,bm) € {c1,...,¢k)
as formas diagonais de f,q e g, respectivamente. Pela definicao de soma ortogonal e
do Teorema da Equivaléncia por Cadeia 1.69, é facil mostrar que L é uma operagao
associativa, comutativa e admite o elemento neutro. Pelo Cancelamento de Witt 1.60,
temos que (M (F), L) é um mondide com cancelamento. Pelo Teorema 1.72 temos que
(M(F),®) é um mondéide comutativo. Logo (M(F), L, ®) é um semi-anel comutativo
com cancelamento. O

Lema 2.3. A rela¢io ~ em M(F) x M(F') dada por
(fyq) ~ (f',q) se, e somente se, f L ¢ = f Lg,

¢ uma relagao de equivaléncia.

Demonstracao: Sejam (f,q), (f',¢), (f",¢") € M(F) x M(F). Assim, como f 1 ¢ =
f L g, temos que ~ é reflexiva. Se (f,q) ~ (f',¢'), entdo f L ¢ = f' L q. Como = é uma

32
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relacao de equivaléncia, entao ' L ¢ = f L ¢/, provando que ~ é simétrica. Suponha que
(fsq) ~(f,q) e (f',d) ~ (f",4"), isso implica que f L ¢ = f" Lge f Lqg" = f" 14
Pela comutatividade de soma ortogonal, temos que f L ¢ L ¢" = f' L ¢" L qe
flLqg" Lg=f"1qg 1Lq Assim, f L ¢ Lq¢" = f"1Lq¢g L q Pelo Cancelamento de
Witt 1.60, temos que f L ¢” = f” L q. Logo (f,q) ~ (f”,q") e portanto ~ é uma relacao
de equivaléncia. O

Dado o semi-anel M (F') e a relacao de equivaléncia ~ podemos construir um novo
conjunto Groth(M(F)) = M(F) x M(F)/ ~. A classe de equivaléncia de (f,q) em
Groth(M(F)) denotaremos também por (f,q).

Proposicao 2.4. O Conjunto Groth(M(F)) = M(F) x M(F')/ ~ munido das operagoes
(fa+(d) = Lfald)e
(f,)- ()= f Leed,qof Lfeq),

é um anel comutativo.

Demonstragao: Primeiramente provemos que + estd bem definida. De fato, se (f,q) ~

(f/,q/) e (f//’q//) ~ (f///’qlll)’ entaO f L q/ ~ fl _L q e f// J_ q/// ~ f//l _L q//‘ Pela
comutatividade da soma ortogonal temos que

(L)L Ld)= (L") LgLd")

Implicando que (f L f",q Lq") ~ (f" L f",¢ L q¢"). Logo (f,q) + (f",¢") = (f",¢) +
(f",q"), portanto + estd bem definida. O fato de + ser comutativa e associativa decorre
diretamente do comutatividade e associatividade da soma ortogonal. Tomando o elemento
(9,9) com g € M(F), vemos que (f,q) + (9,9) = (f,q), para todo (f,q) € Groth(M(F)).
De fato, como (f,q) + (g,9) = (f L g,q L g) e pelo fato que (f L g) Lqg=f L (¢Lg),
entao (f L g,q L g) ~ (f,q) e assim (f,q) + (g9,9) = (f,q), ou seja, (9,9) = Ocroth(m(F))-
Se tomarmos (f,q), note que (f,q)+ (¢, f) = (f L ¢, f L q¢) = Ocrotnu(r)). Provando que
(Groth(M(F)),+) é um grupo abeliano.

Agora provaremos que (-) estd bem definida e satisfaz as propriedades: associativi-
dade, comutatividade, distributiva em relagao a adigao e existéncia do elemento neutro.
De fato, tomando (f,q) ~ (f',q¢') e (f",q") ~ (f",q¢"), temos que f L ¢ = f" L qge
f" L q" = f" 1 ¢". Multiplicando a primeira congruéncia por f”, ¢”, f” e ¢, somando
essas novas congruéncias e pelo Cancelamento de Witt 1.60, obtemos

(f@f//J_q®q//)J—(q/®f,//J_f/®q///)g(f,®f///J_q/®q”/)J—(q®f”J—f®q//).

Implicando que (f,q) - (f",¢") = (f',d) - (f"",¢"). A associatividade e a comutatividade
de (+) seguem do fato que (L) e (®) sao associativas e comutativas em M (F'), conforme
Teorema 1.72. Para a existéncia do elemento neutro, considere a classe ((1),0x(r)) €

Groth(M(F)), assim

(f,q@) - ((1),0mry) = (f @ (1) L g ®Ongery, q® (1) L f @ Ongery) = (5 q)-

Analogamente, ((1),0r(r)) - (f,q) = (f,q). A propriedade distributiva de (-) em relagao a
(+) em Groth(M(F)) decorre do fato da (®) ser distributiva em relagdo a (L), conforme
Teorema 1.72. Portanto (Groth(M(F)), +,-) é um anel comutativo. O

Note que pela forma como Groth(M(F)) foi construido ele é tdnico, a menos de
isomorfismo.
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Definicao 2.5. O anel comutativo Groth(M(F)) serd chamado de anel de
Witt-Grothendieck de formas quadraticas sobre o corpo F' e serd denotado por W (F).

Note que se definirmos a fungao i : M(F) — W(F) dada por i(q) = (q,0m(r)),
entdo ¢ ¢ um morfismo injetor e pode ser visto como a inclusao M (F') C W (F).

Como (f,q) = i(f) —i(q), entao /W(F) ¢ gerado por M(F). Assim todo elemento
(f,q) de W (F') tem uma expressao formal f—gq, onde f, g sdo formas quadréticas regulares,
ou melhor, classes de isometrias dessas formas quadraticas. Isso segue do seguinte lema.

Lema 2.6. Sejam f e q duas formas quadrdticas requlares, entao f = q em W\(F) se, e
somente se, f = q € M(F).

Demonstragao: Suponha que f = A(F ). Pela construcao de /W(F ) temos que
(f,0) = (q,0). Implicando que f % q € M(F). Reciprocamente, se f = ¢, entao
L Oamry = q L Opery. Assim (f,0) = (¢,0), ou seja, f=qem W(F). O

A seguir definiremos um ideal importante de /W(F ) e veremos alguns resultados
envolvendo o mesmo.

Como toda forma quadratica regular em M (F') tem como dimensao um n° inteiro
positivo, podemos definir a funcao dim : M(F) — Z, por ¢ — dim(q). E facil provar que
essa funcao ¢ um homomorfismo de semi-anéis. Pela propriedade universal da construcao
do W(F ), podemos estender este homomorfismo e obter

dim : /W(F) — Z
f—q — dim(f)—dim(g),

que é um homomorfismo de anéis.

Definicao 2.7. O ntcleo do homomorfismo de anéis dim é um ideal de /W(F ) que sera
denotado por IF e chamado de ideal fundamental de W (F).

Lema 2.8. Seja IF o ideal fundamental de /W(F) Entao @ =7

Demonstracao: Para mostrarmos esse resultado basta verificar que dim : /W(F ) —Z
é sobrejetora, pois o 1° Teorema dos Isomorfismos nos garante o/\resultado. De fato,
seja z € Z. Caso z > 0, basta tomar um elemento ¢ — Oprpy € W(F), com dim(q) =
z. Implicando que dim(q — Opr)) = 2 — 0 = 2. Para o caso em que z < 0, basta
tomar Oprpy — ¢. Por tltimo, se z = 0, tomemos (1) — (1) € /W(F), implicando em
dim((1) — (1)) =1 —1 = 0. Portanto dim é um epimorfismo de anéis. O

Note que como TF é o nticleo do epimorfismo dim, entao dim(f F) =0, ou seja todo
elemento de I F' tem dimensao nula. Implicando que se f—g € I F, entao dim(f) = dim(q).

Proposigao 2.9. Seja W(F) o anel de Witt-Grothendieck associado ao corpo F'. Entao
o ideal IF é gerado aditivamente por elementos da forma {(a) — (1), onde a € F.
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Demonstracao: Seja g € IF. Como g € /W(F), entao existem f,q € M(F), tais
que g = f —q e dim(f) = dim(q). Tomando as formas diagonais de f e ¢ temos que
f=A{a1,...,an) e = {(b1,...,b,), com a;,b; # 0. Entao

f—q = f{ay,...,an) — (by,...,by)
= ((a) + -+ {an)) = ((br) + -+ (bn))
= ((a) + -+ ({an)) = ((br) + - + (b)) + Oy
= (@) +--- 4 {an) =D+ (D) + (1) + -+ (1) = (b1) + -+ (bn)
= Dimala) — (1) + 25 (1) — (b))
= Dimila) — (1) = 225 (b) — (1)
Portanto I F ¢ gerado aditivamente por elementos da forma (a) — (1), com a € F. O

Até agora provamos alguns resultados importantes sobre I'F, um desses nos da in-

formagao sobre o anel quociente de W (F) por I F', porém nao conseguimos nada expressivo

no quesito da variagao do corpo F', pois % = 7, que é invariante pela mudanca de F.

ssim, nos proximos resultados buscaremos um novo ideal de Witt-Grothendieck que
A , ltados b deal de Witt-Grothendieck
possamos obter mais informagoes de anéis quocientes de W (F).

Definicao 2.10. Seja /W(F ) o anel de Witt-Grothendieck associado a F'. Definimos por

ZH, o subconjunto de /W(F ) que consiste de todos os espagos hiperbdlicos e seus “inversos
aditivos”.

Proposicao 2.11. ZH € um ideal de W(F)

Demonstragao: Sejam mH, nH € ZH. Se m = n, entao
mH — nHl = mH — mH = O = OH € ZH.
Suponha que m > n. Caso n > 0, entao
mH—nH = (m—n)H+ nH —nH = (m — n)H + 0 = (m —n)H € ZH.
Casom > 0 en < 0, entao temos que
mH —nH = mH+ (—n)H = (m — n)H € ZH.
Caso m < 0, entao

mH—-nH = (—n)H—-(—m)H = (—n+m)H+ (—m)H — (—m)H
= (m—n)H € ZH.

Analogamente, se m < n, temos que mH—nH € ZH. Logo ZH é fechado para a diferenca.
SejamH € ZH e f —q € /V[7(F) com dim(f) = r e dim(q) = s. Assim,

(f—q)-mH = fomHLq¢R0-f®0LlmH®q
= (rm)H — (sm)H € ZH,

na pentltima igualdade foi usado o Corolario 1.75. Portanto, ZH é ideal de /V[7(F) O
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Defini¢ao 2.12. O anel quociente W (F) := % 5 chamado de anel de Witt associado
ao corpo F.

Notemos que como W(F ) é comutativo, entdo W (F) é um anel comutativo. Esse
anel é um dos entes mais importantes no estudo de formas quadraticas sobre corpos, que
teve sua primeira aparigdo em 1937 em um artigo de Witt ([?].

Recordemos que na Decomposicao de Witt 1.61 temos que qualquer forma quadra-
tica ¢ pode ser escrita na forma g = rad(q) L mH L g,. Como para definir M (F"), toma-
mos apenas as formas quadraticas regulares, entao ¢ = mH L ¢,. Assim, tomando ¢ em
W(F), temos que q¢ = q,, ou seja, em W (F) estamos apenas interessados na parte ani-
sotropica de seus elementos. Formalmente essa observagao segue na seguinte proposicao.

Proposicao 2.13. Seja F' um corpo e W(F') o anel de Witt associado a F. Entdo:

(1) Os elementos de W (F) estao em correspondéncia biunivoca com as classes de isome-
tria de todas as formas quadrdticas anisotropicas;

(2) Duas F-formas quadrdticas f e q representam o mesmo elemento em W (F) se, e
somente se, fo = qq;

(3) Sejam f e q duas F-formas quadrdticas. Se dim(f) = dim(q), entao f, q representam
o mesmo elemento em W (F') se, e somente se, f = q.

Demonstragao: Primeiramente, notemos que como H representa o elemento Oy (r,
entao (a) + (—a) = (a,—a) = Ow(r), para todo a € F. Obtendo que —(a) = (—a) em
W (F).

Afirmamos que todo elemento de W (F') é representado por um elemento da seguinte
forma g = (g,0) + ZH. De fato, seja f — ¢+ ZH € W(F), onde f = (a1,...,a,) €
q = (by,...,by). Pelas propriedades de W (F') e do fato que —(a) = (—a) temos que

f—q+ZH = {(ai,...,a,) — (b1,...,bn) + ZH

= (al,...,an>—|—<—b1,...,—bm>—|—Z]HI
= <a1,...,an,—b1,...,—bm>+ZH.
Separando as possiveis partes hiperbdlicas em (ay,...,a,,—b1,...,—by) pela Decom-

posicao de Witt 1.61 temos que
f—q+ZH={(c1,...,c,)+r -H+ZH = (cq,...,cx) + ZH.

Tomando g = {¢y,...,c), obtemos que f — g+ ZH = g + ZH, provando essa afirmagao.
E mais, note que pela Decomposi¢ao de Witt 1.61 temos que (cy, ..., ¢x) é anisotrépica e
é facil ver que g + ZH = gy, + g, + ZH = g, + ZH, para todo g € M (F).

(1) Seja M,(F) C M(F) o conjunto das classes de equivaléncia das F-formas quadraticas
anisotrépica mais o Ops(r). Pelo que jd provamos podemos definir a seguinte funcao

¢: M, (F) — W(F)
G  — () = (¢a,0) + ZH.

A fungdo ¢ estd bem definida, pois dados f, = q,, temos que (f,,0) = (¢q,0). Tomando
f—q+ ZH € W(F), pelo que ja provamos temos que f —q+ ZH = g + ZH. Como
g+ZH = g, +ZH, entao temos que ¢(g,) = g+ ZH, provando que ¢ é sobrejetora. Sejam
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farqa € M,(F), tais que ¢(f,) = ¢(qa). Assim f, + ZH = q, + ZH. Isso implica que
fa — qu € ZH, ou seja, existe m € Z tal que f, — g, = m - H. Segue que f, = q, +m - H.
Como f, e g, sdo anisotrdpicas, entao m = 0 e disso f, = q, € W(F), ou seja f, = qq,
provando que ¢ € injetora e consequentemente bijetora.

(2) Decorre diretamente de (1).

(3) Sejam f,q € M(F), tais que dim(f) = dim(gq). Se f, ¢ representam o mesmo elemento
em W(F), entdao por (2) dessa proposigao temos que f, = ¢,. Segue diretamente da
Decomposicao de Witt 1.61 que f = q. Reciprocamente, se f = ¢, entao f, = q, e, assim
por (2) dessa proposigao temos que f e ¢ representam o mesmo elemento em W (F). O

Definigao 2.14. A imagem do ideal IF de /W(F ) sobre a projecao natural

i W(F) — W(F)
f—q — f—q+ZH

¢ denotado por i(IF) := IF e é chamado de ideal fundamental de W (F).

Um fato interessante que podemos abordar sobre os dois ideais de /W(F ) que defini-
mos nessa secao € que sua intersecao é nula, ou seja, ZH N IF = {OI//V\( F)}. Para mostrar
essa afirmagcao, basta tomar f — ¢ nessa intersec¢ao, por um lado dim(f) = dim(q) e por
outro lado f — ¢ = m-H. Segue que 0 = dim(f — ¢) = dim(m - H) = 2m, implicando que
m = 0 e consequentemente f —q = OW( )

A proxima proposicao nos da uma forma de descobrir se uma F-forma quadratica
f em W(F) pertence a IF apenas observando sua dimensao.

Proposicao 2.15. Uma F-forma quadrdtica f representa um elemento em IF C W (F)
se, e somente se, dim(f) € par.

Demonstragao: Suponha que f representa um elemento em I F. Entao existem formas
quadréticas g, g, tais que f = g—g+mH. Como f € i(IF) = IF, entao dim(q) = dim(g).
Assim,

dim(f) = dim(q— g+ mH) = dim(mH) = 2m.

Logo dim(f) é par.

Reciprocamente, suponha que dim(f) = 2k, com k& € N. Assim, tomando a
forma diagonal de f temos que f = (a1,...,ak, b1,...,b;), onde a;,b; € F. Pela Pro-
posicao 2.13 temos que f = (a,...,ax,) — (=b1,...,—br). Como dim({aq,...,ax,)) =
dim((—=by, ..., —bg)), entdo (a,...,ag, ) — (=by, ..., —bg) € /W(F) Assim, pela projegao
natural de W (F) em W (F), logo f € IF. O

o —

Observe que dado o epimorfismo de anéis dim : W(F) — Z, temos que
dim(/F') = 27Z. Assim, podemos induzir um novo epimorfismo

dimg : W(F)/ZH = W(F) — 72
f —  dimg(f) = dim(f) + 2Z.

Pela Proposicao 2.15, ker(dimg) = I'F. Vamos resumir no seguinte resultado.
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Corolario 2.16. O epimorfismo dimg define um isomorfismo

W(F)/IF ~ Z/2Z

Demonstracao: Segue das observagoes acima. O

2.2 Grupo das Classes Quadradas

Na secao anterior foram construidos os anéis /I/I?(F ) e W(F) e, por meio das aplicacoes
de dimensao, conseguimos alguns resultados sobre esses anéis e ideais dos mesmos. Nessa
sec¢ao iremos verificar um outro invariante nas formas quadraticas, o determinante. Assim,
comecamos pelo seguinte lema.

Lema 2.17. Sejam F um corpo e (M(F), L) o mondide formado pelas classes de isome-
tria de F-formas quadrdticas. Entao a funcao

d: M(F) — F/F? _
fo = d(f) =det(My) - F?

¢ um homomorfismo de mondides.

Demonstragao: Pela Proposigao 1.44 temos que d estd bem definida e d(f L g) =
d(f) - d(g), para quaisquer f,g € M(F). Logo d é homomorfismo de mondéides. O

Podemos estender d para a seguinte funcao d’ : /W(F) — F/F2, dado por d'(f —
q)=d(f)-d(q)~' =d(f)-d(q). Como (W(F), L) éum grupo abeliano, entao nao ¢ dificil

provar que d’ é homomorfismo de grupos.

Um fato importante de salientar é que d’(H) = —1 - F2 e isso nos impossibilita de
estender d’ para W (F'), pois nem sempre —1 € F? dependendo exclusivamente de F.
Mas notemos que o problema de d' reside no sinal de d’'(H). Assim, definiremos a seguir
um novo determinante.

Definigao 2.18. Seja f € M(F), tal que dim(f) = n. Definiremos determinante com
sinal de q por
n('n2—1)

de(q) = (=1)" = -d(g) € F/F*.

Notemos que no determinante definido acima dy(H) = 1 e mais d.(n-H) = 1, para
n € N, o que possibilita uma extensao para W (F'). Porém, como vamos ver na observagao
abaixo, precisamos de algo a mais para essa extensao.

Observagao 2.19. A férmula
de(f L q) = d+(f) - d+(q)

nem sempre é valida para f e ¢ em M(F). D

e fato, se tomarmos f = (a) e ¢ = (b)
teremos que dy({a) L (b)) = —ab e di({a)) - d+({b)

)—ab

Assim, nao serd possivel estender di para W(F), pois dy : M(F) — F/F? nao é
homomorfismo de mondides. A alternativa que usaremos sera a utilizacao do determinante
com sinal junto com a dimg. Para tal tomaremos o seguinte grupo.
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Defini¢ao 2.20. O conjunto Z/2Z x F'/EF? munido da operacio
():(e,d) - (¢,d) = (e+¢,(—1)dd)

é um grupo abeliano, e denotaremos por Q(F).

Lema 2.21. O elemento (1,1) € ;2/(2 ¢ o0 unico elemento nao identidade, tal que seu
quadrado é (0, —1).

Demonstragao: FEm outras palavras devemos mostrar que nesse conjunto quociente
(1,1)2 = (0,—1) e se (e,d)* = (0,—1), entédo (e,d) = (1,1). De fato, a primeira afirmagao
é direto da definigao de (-) em Q(F), (1,1)*> = (1 +1,(—=1)'1) = (0, —1). Para a segunda

parte, seja (e,d) € ?/F2 tal que (e,d)? = (0,—1). Isso implica que (2e,(—1)"d?) =
(0,—1). Como 2e =0 € Z/2Z ¢ d> =1 € F/F?, entdo (0,(—1)¢") = (0, —1), implicando
que e = 1. Assim (e,d) = (1,d). Mas (1,d) = (1,1) € ?,/(Q Logo (1,1) € F;Q é a Unica
classe que satisfaz estas propriedades. O

Recordamos que uma sequéncia exata curta de grupos
0—A—B—C—70

cinde se, e somente se, B = C ® A. Neste caso, dizemos que B é uma eztensao cindida

de A.

Proposicao 2.22. Q(F) ¢ uma ertensdo cindida de F/F? se, e somente se, —1 € um
quadrado em F.

Demonstragao: Considere a seguinte sequéncia de grupos
0— F/F? -4 Q(F) =5 72/27 — 0.

Como ¢ e m sao os homomorfismos inclusao e projecao, respectivamente, entao essa
sequéncia definida acima é exata. Suponha que essa sequéncia cinde. Isso implica que

Q(F) = 7/2Z & F/F?, ou seja, F/(F2 >~ 7,/2Z. Caso —1 ¢ F2, pelo Lema 2.21, temos que
(0,—1) #(0,1) € 1?/(2 e assim ‘%2 > 2, 0 que é um absurdo. Logo —1 € F2.

Reciprocamente, suponha que —1 € F2. Isso implica que (e, d) - (¢/,d) = (e +
¢, (=1)“dd) = (e + ¢/,dd'). Que é exatamente a operacdo padrao de Z/2Z ® F/F*.
Logo Q(F) = 7Z/27 & F/F?. Portanto a sequéncia anterior cinde. O

Vamos considerar agora a funcdo ¢ : M(F) — Q(F), dada por

o(f) = (dimg(f), d=(f)).

Teorema 2.23. A funcao ¢ define um epimorfismo de mondides de M(F) para Q(F).

FEsse epimorfismo pode ser estendido para um epimorfismo de grupos de /W(F) para Q(F),
que induz um isomorfismo de grupos v : W(F)/I*F = Q(F).

Demonstracgao: Inicialmente, vamos mostrar que ¢ é um epimorfismo de mondides. De
fato, primeiramente notemos que ¢ esta bem definida, pois tomando f,q € M(F'), tais que
f = q, temos que dim(f) = dim(q) e d(f) = d(g). Implicando que dimy(f) = dimg(q) e
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d+(f) = d+(q), ou seja, ¢(f) = ¢(q). Sejam f,q € M(F), com dim(f) = n e dim(q) = m.
Como dimg e d sao homomorfismos de mondides, segue que

n(n 1) m(m—1)

o(f) - 9(q) (n, (=1)"=d(f)) - 9(3}’1()—1) mfm,ff(q»
= (n+m, (=1 n+§n><n+)m : (=1)"= d(f)d(q))
= (n+m, (=1 d(f L q))
= (n+m,de(f Lq))
= o(f Lag

Provando que ¢ é homomorfismo de mondides. Para mostrar que ¢ é sobrejetora, seja
(e,d) € Q(F). Escolhendo f = (d) se e ¢ 2Z e f = (d,1) se e € 27Z, entao temos que
¢(f) = (e,d).

A extensao para /I/I?(F ) é dada pela aplicacao

¢ W(EF) — QF)
f—q — d(f—q)=o(f)-blg).

Como ¢ é epimorfismo de mondides, segue que ¢’ estd bem definida e

P(f-a)+(f'=d) = JU(fLf)—(¢Ld))
= o(f L f)- (g Lq)
= o(f) - o(f) - dla)™ o)}
= o(f) - ola)™ - o(f) - o)
= ¢(f—a) o —d).
Assim, ¢’ é homomorfismo de grupos. Como ¢ é sobrejetora, entao segue que ¢’ é sobre-
jetora e disso, segue que ¢’ é epimorfismo de grupos.

Note que ¢'(n-H) = ¢'(n - H — Oppy) = ¢(n - H) = (0,1)" = (0,1), assim podemos
estender ¢’ para o grupo W (F') e obtemos a seguinte aplicacao

¢": W(F) — Q(F)
fooo— 9"(f) =o(f)

Como ¢ é homomorfismo de mondides, pela Decomposicao de Witt 1.61, é facil de provar
que ¢ é homomorfismo de grupos. Pelo fato que Im(¢) C Im(¢”), entao ¢” é sobrejetora
e portanto epimorfismo.

Por fim, considere o ideal I?F = [F - [F de W(F'). Queremos mostrar que I*F C
ker(¢"). De fato, pela Proposicao 2.9, temos que I F é gerado pelos elementos (a) — (1) €

W(F), entao IF ¢é gerado pelas formas quadréticas (a, —1), ou equivalentemente, IF' ¢
gerado pelas formas (1,—a), com a € F. Assim I?F é gerado pelas formas (1, —a) ®
(1,=b), com a,b € F. Segue que

4-3

¢/,(<1> _a> & <17 _b>) = ¢”(<17 —a, _bv ab)) = (47 (_1)7(_1)2(0'6)2) = (07 1)'

Implicando que I?F C ker(¢"). Logo ¢" induz o homomorfismo de grupos

b: W(F)/IPF — Q(F)
o= b =6,

Como ¢ é um epimorfismo, temos que ¥ é um epimorfismo.
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Provaremos agora que 1 é um isomorfismo, para isso iremos construir um mono-
morfismo g tal que ¢ o g = Idgr). Seja g : Q(F) — W(F)/I*F dada por
9((0,a)) = (1,—a) (mod I*F) e g((1,a)) = (a) (mod I*F). Afirmamos que g estd bem
definida. De fato, sejam (e,d) = (¢, ’) Q(F). Isso implica que e = € € Z/27Z e
d=d € F/F?2 Assim, (1,—d) = (1,—d') e (d) = (d'). Provaremos agora que g é
homomorfismo, de fato

9((0,d) - (0,d)) = ¢((0,dd")) = (1, —dd') (mod I*F)

= (1,— ) (1,—d,—d,dd") (mod I*F)

= (L, —d,1,—-d) ( od IF) = g((0,d)) + g((0. ).
g((L,d) - (1,d)) = ¢((0,—dd")) = (1,dd')  (mod I’F)

= (1,dd) + (1,d,d,dd) = (d,d) (mod I°F)

= g((L,d)) +g((L, d)),
9((0,d) - (1,d)) = g(1,dd') = (dd') (mod I*F)

= (dd')+ (1,—d,d',—dd') (mod I*F)

— (1,~d,d) + (dd',—dd) (mod I2F)

=

5+(’> (mod I*F) = g((0,d)) + g((1, d)).

Agora, considere (e,d),(¢/,d') € Q(F), tais que g((e,d)) = g((¢/,d')). Assim, ou
g((e,d)) = (1,—d), implicando que e = ¢ = 0 e d = d, ou g((e,d)) = (d), impli-
cando que e = ¢’ = 1 e d = d’. Provando que g é injetora. Mais ainda, como ¢(1,a) = (a),
entao g é sobrejetora.

Agora basta provar que ¢ o g = Idgry. De fato, seja (e,d) € Q(F'). Se e = 0, entdo

pog(0.d) = ¢((1,=d) = (2,(=1)'(=d)) = (0,d).

Também, se e = 1, entao

bog(ld) = ¥((d)=(1,(-1)°d) = (1,4d).
Logo ¢ é um isomorfismo e portanto W(F)/I*F = Q(F). O

O proximo resultado nos apresenta um critério para descobrir se uma F-forma
quadrética estd no ideal I?F.

Coroldrio 2.24 (Pfister). Seja o ideal I*F de W(F). Se f € I*F, entao dim(f) = 2k,
comkeNed(f)= (—1)w

Demonstracao: Primeiramente, note que como I2F = IF-IF, entao I?F C I'F. Assim,
pela Proposicao 2.15, temos que todas as formas quadraticas em I?F tem dimensio par.
Assim, dada f € I*F, temos que dim(f) = 2k, onde k € N e, pelo Teorema 2.23,
f € ker(¢)). Isso implica que

2k(2k—1)

O(f) = (2k, (=1)" = d(f)) = (0, 1).

2k(2k—1)

d(f) € F2. Logo d(f) = (-1)" z m

2k(2k—1)
2

Em particular (—1)

Coroldrio 2.25 (Pfister). A restricio ¥|;p induz um isomorfismo de I1F/I*F para
F/E?.
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Demonstragao: Do Teorema 2.23 temos que ¢ : W(F)/I?F — Q(F) é um isomor-
fismo de grupos. Como IF é um subgrupo normal de W (F) e I?F C IF, entao podemos
restringir ¢ em [F. Seja

Ylip : IF)IPF — Q(F)

esta restricdo. Queremos mostrar que Im(¢|;p) = F/FQ. De fato, seja f € [F. Pela
Proposigao 2.15, temos que dim(f) = 2k, com k € N. Assim

Ulie(f) = ©(f) = 2k, de(f)) = (0,d=(f)) € i(F/F?) = F/F2.

Reciprocamente, seja (0,d) € i(F/F?). Tomando f = (1, —d). Como dim(f) = 2,
entao f € IF/I*F. Segue que ¢|;p(f) = ¥(f) = (0,(=1)"(—d)) = (0,d). Implicando que
(0,d) € Im(¢)|;r). Pelo fato que i(F/F?) = F/F? logo IF/I*F = F/F?. O

Note que, para uma F-forma quadratica f de dimensao par n = 2r, com r € N, o

n(n—1 2r(2r—
sinal (—1) e pode ser simplificado por (—1) G (—1)". Entao, o critério para que
uma forma f € I'F pertenga a I*F é que d(f) = 1, no caso em que 4| dim(f), e d(f) = —1,

no caso em que 4 fdim(f). Por exemplo, a F-forma de dimensao 6

f={a,b,ab, —c,—d, —cd),

com d(f) = —1, estd em I*F. De fato, podemos reescrever essa forma quadrética como
f={,a)-(1,b) — (1,¢) - (1,d) em W(F), onde claramente cada somando estd em I*F.

Relembrando, que na Teoria de Anéis, um anel é Noetheriano se toda cadeia as-
cendente de ideais é limitada superiormente, ou equivalentemente todo ideal de um anel
Noetheriano ¢ finitamente gerado.

Corolario 2.26. As sequintes afirmacoes sao equivalentes:
(1) /V[7(F) ¢ um anel Noetheriano;

(2) W(F) é um anel Noetheriano,

(3) F/F? ¢ um grupo finito.

Demonstracao: (1) = (2) Suponha que /W(F) ¢ Noetheriano. Como /W(F) ¢ um anel
comutativo, entdo ZH é um ideal bilateral. Como W (F) = W(F)/ZH e sabemos que o
quociente de um anel Noetheriano por um ideal bilateral é Noetheriano, entdo W (F') é
um anel Noetheriano.

(2) = (3) Suponha que W(F) é um anel Noetheriano. Como W(F) é comutativo,
entdo [F é um ideal bilateral de W (F'). Assim [F é um W(F)-médulo finitamente
gerado. Pelo mesmo argumento de (1) = (2), temos que W (F')/IF é um anel comutativo
Noetheriano. Isso implica que [F/I*F é um W (F')/IF-submédulo finitamente gerado.
Mas W (F)/I*F = Z/2Z, ou seja, W (F)/I*F é um anel finito. Assim, I[F/I*F ¢ um anel
finito. Pelo coroldrio anterior, temos que F / F2 é um grupo finito.

(3) = (1) Como toda forma quadratica tem uma representagao diagonal, entao /W(F ) é

gerado aditivamente por F-formas (a), onde a € F. Por hipétese temos que |F/F 2‘ < 00.

Assim W(F ) ¢ finitamente gerado. Em particular todos os ideais de W\(F ) sao finitamente
gerado. Portanto W (F') é um anel Noetheriano. O
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Note que a fungao v : W(F)/I*F — Q(F') definida no Teorema 2.23 ¢ um isomor-
fismo de grupos, mas W (F)/I*F tem estrutura de anel comutativo. Isso sugere que Q(F')
possa possuir uma estrutura de anel comutativo, que transforme ) em um isomorfismo
de anéis. Uma simples conta nos leva a definir em Q(F') a operacdo (o) como segue: para

d,d e F/F?,
(07 d) © (07 d,) = (07 1)7
(0,d)o(1,d) = (0,d),
(1d)o(1,d) = (1,dd).

Note que a operacio (o) depende somente do grupo F/F?2.

Observagao 2.27. O conjunto Q(F') munido das operagoes

() (er,dr) - (ez,d2) = (e1+ ez, (=1)"didy),
(o) : (e1,dy)o(ea,ds) = (e1eq,d?ds")

é um anel comutativo.

Note que, pelo Lema 2.21 vemos que a operacao (-) em Q(F) estd relacionada com
a classe —1F2 em F / F2. Tsso implica que, se F e K sao dois corpos com um isomorfismo
o: F/F? — K/K? que preserva a classe do —1, entdo Q(F) = Q(K), como anéis. De
fato, pelo Coroldrio 2.25 e de «, temos que IF/I?F = [K/I?K. Como (o) esté associada
a ['/F? e K/K? em Q(F) e Q(K), respectivamente, entio (Q(F),0) = (Q(K),0). Por
outro lado —1 € F? se, e somente se, —1 € K2. Como (+) estd associada a classe —1,

entao (Q(F)’ ) = (Q(K)7 ) Portanto (Q(F)> -,o) = (Q(K)v '7O>'



CaApiTULO 3

Algebras de Quatérnios e sua Forma
Normal

Nesse capitulo iremos construir algebras de quatérnios sobre corpos arbitrarios
com caracteristica diferente de dois. Como uma &algebra ¢ também um espaco vetorial,
iremos utilizar formas quadraticas especificas para associar algebras de quatérnios aos
espacos quadraticos. Por tltimo, mas nao menos importante, iremos verificar algumas
propriedades dessas formas quadréticas associadas as algebras de quatérnios.

3.1 Construcao das Algebras de Quatérnios

O estudo sobre algebras de quatérnios se inicia verificando a existéncia dos
quatérnios sobre o corpo dos nimeros reais. Nessa se¢ao veremos que podemos abranger
a construcao de uma algebra de quatérnios sobre um corpo arbitrario de caracteristica
distinta de dois.

Definicao 3.1. Seja F' um corpo, e seja A um F-espaco vetorial, onde definimos um
produto - : A x A — A. Entao A é chamada dlgebra sobre o corpo F', se (A, +,-) é um
anel, onde + ¢é a adicao do F-espaco vetorial A, e se para todos =, y, 2 € Aea € F|,

(%) a(ab) = (aa)b = a(ab).
A dimensao da algebra A é a dimensao de A como F-espaco vetorial.

Se A e A’ sdo algebras sobre um corpo F'; chamaremos de homomorfismo de dlgebras
uma aplicacdo ¢ : A — A’ que seja ao mesmo tempo uma transformacao linear e um
homomorfismo de anéis.

Definicdo 3.2. Sejam F um corpo e a,b € F. Definimos a dlgebra de quatérnios A = (“—b)

pela F-algebra sobre dois geradores i, j com as seguintes relagoes:

2= a, 2 =b, ij = —ji.

1
Tomando k := ij € A, temos que k2 = (i5)(ij) = —i%j% = —ab € F,
ik = —ki=aj,  kj——jk—bi.

Entao, dois a dois os elementos {i, j, k} anticomutam.

“1.-1\ - e~
: ) é o anel com divisao usual dos

R
quatérnios sobre o corpo dos reais, que denotaremos por H. A dlgebra de quatérnios (“—b)

F
sobre F' é uma generalizacao direta de H.

NocasoemqueF:]Rea:b:—l,(

44
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Pelas propriedades da multiplicagdo em {1,4, j, k} derivadas da defini¢do anterior,

segue que A = (a?b) é gerado por {1,1, 7, k} sobre F.

Proposicao 3.3. {1,4,7,k} forma uma F-base de A = (%)

Demonstragao: Seja E o fecho algébrico de F. Isso implica que 22 + a, 2*> — b € E|[z]
tem raizes em E. Sejam «, 3 raizes de 2% + a e 2% — b, respectivamente. Considere as

.. |0 afl . 1028 .
matrizes i, = { o 0 }7]0— {B 0 } € M(F). Assim

. 0 « 0 « —a?2 0 a 0
=[] (48] [T ][5 2o
) 0 g 0 p ﬁQ 0 b 0

jg:[ﬁ 0}[5 o}:[o 52]:{0 b]:bIdQG

iojoz[_oa g}{g g}:{a()ﬁ —25}:{_05 _Oﬂ}{_oa g}:—joio-

Assim, nao ¢ dificil provar que a funcao ¢ : (%’) — M, (F), expandida por ¢(i) = ig e

®(j) = Jjo, ¢ um homomorfismo de algebras sobre o corpo F.

Pela teoria de dlgebra linear é suficiente provarmos que {Ids, ig, jo, ko = i0jo} é LI
sobre IJ. De fato, sejam ci,...,cy € E, tais que ¢ Ida +catg + ¢3jo + cako = Oppy(my. Isso
implica no seguinte sistema

1+ C40éﬁ = OE
—Cox + 035 = OE
cocx + 30 = O

Cc1 — C40[ﬂ == OE

Resolvendo o sistema obtemos ¢; = ¢o = ¢3 = ¢4 = 0g. Logo {Ids, i, jo, ko } é LI sobre E.
Como ¢~ ({Idy, 79, jo, ko}) = {1,4, J, k}, entao {1,1, 7, k} é LI sobre F. Portanto {1,7, 7, k}
¢ base de A. O

“N?’

Nos resultados seguintes utilizaremos o simbolo para expressar o isomorfismo
entre algebras sobre um corpo fixado L, que diremos L-isomorfismo de dlgebras. Ana-
logamente, se ¢ é um homomorfismo de algebras sobre um corpo L, chamaremos ¢ de
L-homomorfismo de dlgebras.

Observacao 3.4. (1) A construcao da élgebra generalizada de quatérnios A é simétrica

a,b\ ~

em a,b, ou seja, A = (?) = (%‘1) Essa afirmacao é de facil demonstracao utilizando a
funcao ¢ : ( i ) (b?“ expandida de ¢(i) = j e ¢(j) = i, em que ¢ é um F-isomorfismo
de algebras.

(2) Seja K/F uma extensao de corpos, entao K ®p (“Tb) = (‘%’) Tomando a fungao
o K®p (“Tb) — (“?b), dada por

SO [ln @ (C1m + Cami + s + camk)] = Y _[lnCim + lnComi + L€ + LnCamk],

m m

sendo as somas acima ambas finitas. E facil de mostrar que ¢ é um K-isomorfismo de
algebras.
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Recordemos que uma &lgebra A é dita simples se A nao possui ideais bilaterais
distintos dos triviais.

Proposicao 3.5. Seja F' um corpo (char(F') # 2). Entdo:

(1) (%’) o (ﬁFbyz» para quaisquer a,b,z,y € F;

(2) (“L1) = Mo(F),

(3) Z((‘%’)) = F - 1(2 F), para quaisquer a,b € F';

(4) (%’) ¢ uma dlgebra simples, para quaisquer a,b € F.

Demonstragao: (1) Seja A = (%b), munida da base natural {1,7,7,k = ij} e seja
F

—ab(zy)?. Tomando zi,yj € A, temos que (x7)? = ax?, (yj)? = bj? e (zi)(yj) = zy(ij) =

—(yj)(xi). Assim, pela funcao ¢ : A’ — A, expandida por ¢(i') = xi, ¢(j') = yj, é facil

de mostrar que ¢ é um F-isomorfismo de algebras, ou seja, A = A'.

A = M), com a base natural {1,7, 5, k' = i'j'}, tal que i"”* = ax?, j? = by? e k" =

(2) Note que —1, 1 sao rafzes do polinomio x> —1 € F|[x]. Tomando {1, 1, j, k} a base natu-
ral de (%), por construgao semelhante a da Proposicao 3.3, obtemos o F-homomorfismo

de dlgebras ¢ : (=51) — M(F), no qual

o =tas o= | O 3 ]ow =] g ] eom=]4 O]

-1 0 10 0 —1
base e assim ¢ é um F-isomorfismo de espacos vetoriais, e consequentemente ¢ e um
F-isomorfismo de dlgebras. Portanto, (=) = My (F).

Como {Idg,{ 0 11,{0 1],[1 0 }}éuma base de My(F'), ¢ leva base em

(3) Seja A = (‘%’), com a notagao da Proposigao 3.3, temos que ¢ : A — My(FE),
expandida por ¢(i) = ig, ¢(j) = jo ¢ um F-homomorfismo de dlgebras. Pelo 1° Teorema

dos Isomorfismos, temos que A/ ker(¢) = Im(¢). Como

0 « 0 g af 0 ,
C R R A e

entdo ¢ é injetora. Implicando que A = Im(¢). Pelo fato que

Z(Mg(E))ﬂIm(gb):{[g 2} € My(E) : xEF}:{¢(x+0i—|—0j+Ok;) . z€F)}

e que isomorfismos preservam o centro, logo Z(A) = F.

(4) No item (3) dessa proposi¢ao vimos que A = (%}) = Im(¢) € My(FE), onde E é
o fecho algébrico de F. Como Mjy(E) é uma algebra simples, se (a?b) nao fosse simples,
entao tomando I C A um ideal ndo trivial, entdo ¢(I) seria um ideal nao trivial de My (E)
0 que é uma contradicao. Logo A é dlgebra simples, para quaisquer a,b € F. O

Definigao 3.6. Seja a algebra de quatérnios A = (a?b), com a base natural {1,1,7, k}.
Um quatérnio da forma z = ¢; + ¢t + ¢35 + c4k € A é chamado de quatérnio puro se
c¢1 = 0. O F-subespaco dos quatérnios puros sera denotado por Ag.
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Proposigao 3.7. Sejam A = (—b), ev € A, tal que v # 0. Entao v € Ay se, e somente

a,
F
se,v¢ Fev?eF.

Demonstracao: Seja v = ¢y + ot + ¢3j + c4k € A. Por calculo direto temos que
2 (.2 2 2 2 : :
ve = (c] + ac; + be; — abey) 4 2¢q - (coi + ¢35 + cak).

Se v € Ay, entdo ¢; = 0 implicando que v* = (¢ + ac3 + bl — abci) € F. Como v # 0 e
¢; = 0, entao ¢; # 0, para algum i = 2,3, 4, consequentemente v ¢ F.

Reciprocamente, se v ¢ F e v? € F, entao ¢; # 0, para algum i = 2, 3,4 e 2¢; - (o1 +
c3J + c4k) = 0. Assim, ¢; = 0. Logo v € Ay. a

Corolario 3.8. Sejam A = (%’) e Al = (%), tais que A =2 A'. Seja ¢ : A — A’
um F-isomorfismo de dlgebras. Entao ¢(Ao) = Ay. Em particular Ay € invariante para
qualquer F-endomorfismo de A.

Demonstracao: Note que pela Proposigao 3.5 (3) temos que Z(A) = F' = Z(A’). Como
¢ é um F-homomorfismo de algebras, entao ¢(F) = F. Como ¢ é F- isomorfismo, entao
¢ leva base de A em base de A’. Assim ¢ leva os geradores de Ay nos geradores de A,
segue que ¢(Ap) = Ap.

Em particular, se ¢ : A — A é um endomorfismo nao nulo, entao, pela Proposicao
3.5 (4), temos que ker¢ = {0} e assim ¢ é um automorfismo. Pelo provado acima,
¢<A0) - Ao. O

3.2 Algebras de Quatérnios e Espacos Quadraticos

Nessa se¢ao iremos associar as dlgebras de quatérnios aos espagos quadraticos, para tal
utilizaremos uma forma quadratica regular que existe para todas as dlgebras de quatérnios.

Definicao 3.9. Sejam A = (%b), na base {1,i,7,k}, e v = ¢1 + coi + c3j + 4k € A.

Definimos o conjugado de v como sendo o elemento ¥ = ¢; — (coi + c3j + c4k).

Lema 3.10. Sejam A = (‘%’), x,y € A, T o conjugado de x em A e« € F. Entdao

=rer-x=r-2I.

Sl

Se x € Ay, entdo T = —x.

Demonstragao: A demonstracao é analoga para o caso dos quatérnios reais. ]

Definicao 3.11. A funcao I : A — A, definida por + — T é chamada de nvolucao
barra sobre A. Para x € A, definimos a norma de x por N : A — A, dada por
N(z) = z - 7. Também definimos o traco de x por T : A — A, dado por T'(z) = = + 7,
para x € A.
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Note que I, N e T estao bem definidas, pois todo quatérnio de A tem um tnico
conjugado. Observe também, que para todo z € A, temos que T'(z) = T(z) e N(z) =
N(z). Isto implica que T'(z) € F' e N(x) € F. Assim podemos reescrever as aplicagoes
NeT

T: A — F N: A — F
r — T(@)=x+4+7T r — N(z)==x-T.
Lema 3.12. Seja A = (“71’) uma dlgebra de quatérnios sobre o corpo F. Considere a

];ql??g:do B.: 121 X A — F, dada por B(z,y) := @ = @, entdo B ¢ uma forma
ilinear simétrica.

T(zy)
2

Demonstracao: Primeiramente note que B estd bem definida, pois € F. Sejam

1,29,y € Aea € F. Assim,

_ (zitazs)-yty-(z1+aws)
B(zy + aza,y) = 2
T1Y+ox2y+yrit+yars

2
T1Y+yYT1 ar2Y+ayra
ly2y 1 + 21/2 Yyr2
= B(x17y> + OZB(.ZU27y).

Provando que B ¢ linear na primeira coordenada. Analogamente B ¢ linear na segunda
coordenada. Logo B é uma forma bilinear. Note que

T(wy) = 2y + oy = 2y + yT = yT + zy = T(yT).
Provando que B é simétrica. Portanto B é uma forma bilinear simétrica. O

T(zy

Por despolarizacao da forma bilinear simétrica B(z,y) = =5 ) obtemos a seguinte

forma quadratica o

qp(r) = B(z,x) = ———— =27 = N(x).
Implicando que N é uma forma quadratica associada a A = (‘%b), para quaisquer a,b € F'.
Definigao 3.13. Chamaremos a forma quadréatica N : A — F de forma normal de A.

Obtemos assim o novo espago quadratico (A, N).

Vamos analisar agora o comportamento da ortogonalidade em (A, N') em relagao aos
subespacos de A. Para tanto, tomemos x,y € Ay e B a forma bilinear simétrica associada
a IN. Assim

— gty _ z(y)ty(=r) +
B(x,y) — wy2yfc — z(=y 2y z) _ _ (wayz)‘
Isso implica que z e y sdo ortogonais em (A, B, N) se, e somente se, x e y s20 anticomuta-
tivos, ou seja, ry = —yz. Em particular {4, j, k} forma uma base ortogonal de (Ag, N|4,)-

Mais ainda, se z € Ay, entao

r1+1% v—x
B(xz,1) = = = 0.
Segue que F'-1 L Ag, e assim {1, 1, j, k} forma uma base ortogonal de (A, N). Implicando

que A=F-11LF-i11LF-j1F-k.

Proposicao 3.14. Sejam A = (“—b) e o espago quadrdtico (A, B, N) munido da base

F
ortogonal {1,4,7,k}. Entdo (A, B, N) € regular e
N =(1,—a,—b,ab) = (1,—a) ® (1,—b).
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Demonstracao: Queremos provar que (A, B, N) é regular. De fato, seja x € rad(A),
logo B(z,y) = 0, para todo y € A. Em particular, B(z,1) = B(z,i) = B(x,j) = 0.
ComoA=F-11LF-il F-j1F-k entaox € F-k. Seja a € F tal que x = ak. Pelo
fato que 0 = B(ak, k) = a- B(k, k) = a(—1)ab, temos que o = 0 e assim = 0. Portanto
rad(A) = {0}, ou seja, (A, B, N) é regular.

Agora basta mostrar que N = (1, —a, —b, ab). De fato, dado a € F note que

N(al) = alal = = alal = 1-a?

N(ai) = «ici = = aia(—i) = —a-a?
N(ej) = ajaj = = aja(—j) = —b-a?
N(ak) = akak = = a(ij)a(ji) = ab-a?

Como A=F L F-1 1L F-j5 1 F-k, dado ¢; + ¢9i + ¢35 + c4sk € A temos que
N(cy + c9i + 35 + cuk) = 2 — ac3 — bci + abci. Portanto N = (1, —a, —b, ab). O

Observe que pela proposicao anterior temos que dim((A, N)) = 4 e d((A,N)) =
(—a)(=b)(ab) - F? = F2.

Corolario 3.15. Seja (A, B, N) um espaco quadrdtico de quatérnios, com A = (“—b) Se
xr = c1 + cot + 37 + 4k, entao

N(z) = ¢ — acs — bcs + abej.

Demonstragao: Segue imediatamente do fato que N = (1, —a, —b, ab). a

Observacao 3.16. (1) Note que o corolario anterior pode ser demonstrado sem a Pro-
posicao 3.14 pelo célculo direto de N(z) =z - T.

(2) Como x € A comuta com seu conjugado, entao

Nx)=x-T=T-2=T-7= N(T).
Implicando que ¢ : A — A, dada por ¢(zr) = T é uma isometria do espaco quadratico
(A, N).

(3) Todo quatérnio x € A é raiz de um polindmio quadratico sobre o corpo base F. A
saber, dado = € A, tomando p(y) = y* — T'(z)y + N(z) € F[y|, entao

plx) = 2> —T(x)z+ N(z)=2>— (v —T)xv + 2T = 2* — 2°> — Tx + 2T
= 0.
(4) Para os quatérnios reais H = (%), a forma quadratica N recai na norma euclidiana
ao quadrado. De fato, tomando = = ¢; + ot + 37 + c4k € H, temos

N(z) = & —ack—bc+ abci
i = (=1)¢; = (=g + (=1)(=1)c]
= a+agta+a=|al

Proposicao 3.17. Seja (A, B, N) o espago quadrdtico associado a dlgebra de quatérnios
A= (%’) Entao:

(1) Paraz,y € A, N(x-y) = N(x)-N(y);

(2) x € A éinversivel se, e somente se, N(z) # 0.
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Demonstracao: (1) Pelo Lema 3.10, temos que Ty = 7.Z. Como yy € F, para todo
y € A, entao
N(zy) = zyzy = x(yy)T = 2Tyy = N(x)N(y).

(2) Seja x € U(A) (conjunto dos inversiveis de A). Assim, existe ! € A. Pelo item (1)
dessa proposicao temos que

N(z)N(z™) = N(zz™") = N(1) = 1.

Logo N(x) # 0.

Reciprocamente, se N(z) # 0, entdo 2% # 0. Tomando zq = T/N(z), temos que

z-x0 =2 =1. Logo z € U(A). 0
Observacao 3.18. Da demonstragao anterior obtemos que o inverso de um elemento
x € U(A) é o elemento z7! = Ok

Corolario 3.19. Seja A = (%b) uma dlgebra de quatérnios sobre F. FEntao:

(1) Dp(N) € um subgrupo de F;
(2) Para qualquer ¢ € F, temos que ¢ € Dp(N) se, e somente se, {¢) - N = N.

Demonstracao: (1) Como N = (1,—a,—b,ab), entao 1 € Dr(N). Pela Proposigao
3.17 item (1), temos que Dp(N) é fechado para o produto. Por 1ltimo, como Dp(N) é
fechado para inversos, entdo D (V) é subgrupo de F.

(2) Seja c € Dp(N), com ¢ # 0. Se ¢ € Dp(N), entao existe z € A, tal que N(z) = c.
Seja ¢ : A — A, definida por ¢(y) = x - y. E fécil provar que ¢ é um F-isomorfismo de
espagos vetoriais, pois pela Proposigao 3.17 item (2), temos que z é inversivel em A.

Queremos mostrar que ¢ é uma isometria. De fato, seja y € A, temos que

N(é(y)) = N(z-y) = N(z)- N(y) =c- N(y) = (c) - N(v).

Logo (A, N) = (A, {c) - N).

Reciprocamente, se (c) - N = N, entdo Dp({(c) - N) = Dp(N). Como N =
(1, —a,—b,ab), entdao (c) - N = (¢, —ca,—cb,cab). Assim ¢ € Dg({c) - N) e portanto
c € Dp(N). O

Veremos agora um importante resultado de classificacao das algebras de quatérnios.

Teorema 3.20. Sejam A = (%b) e Al = (%) duas dlgebras de quatérnios sobre o corpo

base F'. Entao as sequintes afirmacgoes sao equivalentes:
(1) A e A sio F-dlgebras isomorfas;
(2) A e A sao espagos quadrdticos isométricos;

(3) Ao e A} sao espagos quadrdticos isométricos.

Demonstracao: (1) = (2) Suponha que A = A’ como F-dlgebras. Assim existe um F-
algebra isomorfismo ¢ : A — A’. Em particular ¢ é F-isomorfismo de espacos vetoriais.
Pelo Coroldrio 3.8 temos que ¢(Ay) = Af,. Como ¢ fixa F, entdo se z = a+zo € A, onde
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a € Feuxye Ay, entdao ¢(r) = a+ ¢(xp). Do mesmo modo, tomando T = o — xy temos

que ¢(T) = a — ¢(xo). Implicando que ¢(z) = ¢(T)

Sejam (A, B,N) e (A, B', N') os F-espacos quadraticos associados a A,A" e a suas
formas normais, respectivamente. Tomando = € A temos que

N'(¢(z)) = () ¢(x) = ¢(x) - $(T) = ¢(x - T) = (N (x)) = N(=),

a tltima igualdade segue do fato que N(z) € F. Como x € A foi escolhido arbitraria-
mente, ¢ ¢ uma F-isometria.

(2) = (3) Se A= A’ como F-espagos quadraticos, entao
(1,—a,—b,ab) = (1,—d', =V, d'V').

Pelo Cancelamento de Witt 1.60 temos que (—a, —b,ab) = (—a’, =V, a't’). Implicando
que Ay = A} como F-espagos quadraticos.

(3) = (1) Seja ¢ : Ay — A} uma F-isometria. Seja ¢’ : A — A’, dada por ¢'(1) =1
e ¢'(xg) = ¢(xg), para todo xg € Ag. E féacil provar que ¢’ é uma isometria. Assim
(A,B,N) = (A", B, N").

Afirmamos que ¢’ é um F-isomorfismo de algebras. De fato, é suficiente verificarmos
se ¢’ preserva as relagoes de 1,4, j, k, onde {1,1, 7, k} é a base natural de A. Para 1, temos
pela construgao de ¢’ que ¢/(1) = 1. Para i temos que por um lado

N'(¢'(i)) = N(i)

1t = —a, por outro lado,

N'(¢'(i)) = ¢'(i) (i) = ¢'(i) - ¢'(i) = ¢'(i) - ¢ (i) = —¢'(9)*.
Implicando que ¢/(i)?> = a. Analogamente ¢'(j)> = b. Temos também B'(¢(i), ¢'(5))
B(i,j) = 0, implicando que ¢'(i) L ¢'(j). E por ultimo, ¢'(i) - ¢'(j) = —¢'(j) - ¢'(7)
@' (i), aplicando as normas acima. Pelo que j& provamos podemos concluir que ¢'(z-y) =
¢ (x)- ¢ (y), para x,y € A. Como ¢’ é F-isomorfismo de espagos vetoriais, segue que ¢’ é
F-isomorfismo de dlgebras. Logo A = A’ como F-dlgebras. O

Teorema 3.21. Sejam A = (“—b) uma F-dlgebra de quatérnios e (A, B,N) o F-espa¢o
espaco quadrdtico associado a A. Entdo as sequintes afirmagoes sao equivalentes:

(1) A2 (55) (2 My(F));

(2) A nao é uma dlgebra com divisdo;

(3) (A, B,N) é F-isotrdpico,

(4) (A,B,N) é F-hiperbolico (N = 2H);
(5) (Ao, N|a,) € F-isotrépico;

(6) ({a) = (1) - ((B) = (1)) =0 em W(F);
(7)

7) A forma bindaria {a,b) representa 1;

Demonstracao: (1) = (2) Suponha que A = (%) Assim, N = (1,—-1,1,—1) = 2H.
Segue que, (A, N) é um espaco quadrético isotrépico. Seja 0 # x € A um vetor isotrépico.
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Pela Proposigao 3.17 item (2), temos que x nao é inversivel. Logo A nao é édlgebra com
divisao.

(2) = (3) Como A nao é élgebra com divisao, entao existe 0 # = € A, tal que x nao é
inversivel. Pela Proposi¢ao 3.17 item (2), temos que N(z) = 0. Logo (A, N) é um espago
quadratico isotrépico sobre o corpo F.

(3) = (4) Suponha que (A, N) é um espago quadratico isotrépico. Assim, N = ¢ L H,
com q = (e, €'). Queremos mostrar que ¢ = H. De fato, como d(N) = 1(— )( b)ab F? =
1-F?e d(q 1L H) = . F?, entao —ee’ € F?. Implicando que —e - F2 = ¢/ - F2, pois
k-F?2=Fk'. F? para qualquer k € F. Assim,

q = <€7 €/> = <€, _€> = H.
Logo N = 2-H. Portanto (A, N) é um F-espago quadrético hiperbdlico.
(4) = (5) Se (A, N) é um espago quadratico hiperbdlico, entao N = (1, —a, —b, ab) =
(1,—1,1,—1). Pelo cancelamento de Witt 1.60 temos que
(—a,—b,ab) = (—1,1,—1) =2 H L (—1).

Assim, (Ao, N|a,) = (Ag, H L (—1)). Logo (Ag, N|a,) é um espaco quadratico isotrépico.

(5) = (3) Como N = (1) L N|a,, entao é facil ver que, se (Ag, N|a,) for isotrépico,
entao (A, N) é isotrépico.

(4) = (6) Se (A, N) é um F-espaco quadrético hiperbdlico, entao N = (1, —b, ab) =
2 - H. Assim

({a) = (1) - () = (1)) =

(6) = (7) Se ({a) — (1))~ ({(b) — (1)) = (1, ab) — (a,b) = 0. Entdo (1,ab) = (a,b) € W(F).
Implicando que (1, ab) = (a,b). Assim, 1 € Dg({(a,b)).

(7) = (1) Sel € DF(<a,b>), entao pela Proposigao 1.64 temos que (a,b) = (1, ab).
Assim, (a,b) = (1,ab) € W(F) Implicando que
(1,ab) — (a,b) =0 em W(F)

Adicionando (—a,—b) — (—a, —b) = 0 na igualdade acima temos que N = 2H em /W(F),

ou seja, N = 2H. Portanto, A =2 (1—;1)

As afirmacoes sao equivalentes, pois
LH=02)=B)=M@=06)=03) =4 =(6)=(7)=1).

|

Definicao 3.22. Dizemos que uma algebra de quatérnios A é A se fatora em F se A
satisfaz alguma das afirmacoes do Teorema 3.21.



CAPITULO 3. ALGEBRAS DE QUATERNIOS E SUA FORMA NORMAL 53

Observagao 3.23. De todos os critérios de fatoracao de A = (%b) em F, o critério (7)
do Teorema 3.21 é especialmente importante. A equacao ax? + by?> = 1 sobre o corpo
F' é comumente chamada de equacao de Hilbert. Na teoria dos nimeros elementar, essa

equacao é usada para definir o simbolo de Hilbert sobre Q.

Corolario 3.24. Seja F um corpo. Entao:

(1) Para qualquer a € F, (1—Fa) e (a’;a) se fatoram em F;

2) SeaeF ea 0,1}, entdo (“:2) se fatora em F;
F

(3) (7;,"1) se fatora em F' se, e somente se, a € soma de dois quadrados em F.

Demonstracao: (1) Como 1 € D((1,a)) e 1 € D(H) = D({(a, —a)), pelo Teorema 3.21,
ambas essas algebras de quatérnios se fatoram em F'.

(2) Seja a € F, tal que a ¢ {0,1}. Assim a,1 —a € F. Isso implica que (21=2) ¢ uma
algebra de quatérnios sobre F'. Tomemos a forma quadratica ¢ = (a,1 — a). Note que
q((1,1)) = al? + (1 — a)1? = 1. Isso implica que 1 € D(q). Pelo Teorema 3.21 temos que

(“’?“) se fatora em F'.

(3) Suponha que (%) se fatora em F'. Assim, pelo Teorema 3.21, temos que 1 €

D((—1,a)). Assim, existem x,y € F, tais que —z*+ay? = 1. Implicando que ay? = 1422
Caso y # 0, entao a = (y~1)? + (y~')?, como desejado. Caso y = 0, entao z* = —1.
Implicando que —1 € F2. Assim, (1,1) = (1, —1) = H, em particular D((1,1)) = D(H) =
F. Segue que a € D((1,1)). Entao existe c1, cy € F tais que a = ¢} + ¢3, como querfamos.

Reciprocamente, suponha que a seja soma de dois quadrados em F'. Sejam ¢y, ¢y € F,
tais que a = ¢+ c3. Queremos mostrar que (#) se fatora em F. De fato, seja a equagao
de Hilbert —2 4+ ay? = 1, com z,y varidveis sobre o corpo F. Como a = ¢ + c2, entdo
—22 4 (& + A3)y? = 1. Como a € F, devemos ter ¢; # 0 ou ¢y # 0. Suponha que ¢; # 0.
Assim, * = ¢y - ¢;' e y = ¢;' é uma solucdo da equacdo de Hilbert. Isso implica que

1 € D({(—1,a)). Pelo Teorema 3.21 temos que (—5%) se fatora sobre F. Analogamente

F
para o caso em que c¢o # 0. Portanto (71"1

i ) se fatora em F'. O

Corolario 3.25 (Classificagao de formas bindrias). As F-formas quadrdticas (requla-

res) ¢ = {(a,b)y e ¢ = (a', V') sdo isométricas se, e somente se, d(q) = d(q’) e (%b) = (‘%’)

Demonstragao: Assumimos que ¢ = ¢'. Pela Proposicao 1.64, temos que d(q) = d(q'),
ou seja, abF? = a'b' F2. Tmplicando que (1, —a, —b,ab) = (1, —a’, —b', a't/). Pelo Teorema
3.21, logo (%) = (%2).

Reciprocamente, suponha que (%b) = (%b) e d(q) = d(q), entdo

(1,—a, —b,ab) = (1, —d’, =V, d't').

Pelo Cancelamento de Witt 1.60 e (ab) = (a'l'), segue que (—a, —b) = (—a’, —b'). Multi-
plicando a isometria anterior por (—1), obtemos que ¢ = ¢'. a

Observagao 3.26. (1) Seja F' = Q. Sejam a,b € Q, tais que a,b < 0. Entao A = <%’>

nao se fatora em F' e, consequentemente, é uma algebra com divisao.
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Para provar isso, note que dados a,b < 0, temos que az? + by? < 0, para todos
x,y € Q. Implicando que ax? + by? # 1, para todos z,y € Q. Assim, pelo Teorema 3.21
item (7) A nao se fatora em F.
(2) Se F =R, eab<0€R,entao A = (%’) = (_lﬁ_l). Isso segue do fato que
R/R? = {1, —1} e da Proposicao 3.5 (1).

Exemplo 3.27. (1) <71@71> ~ (72@73)

De fato, sejam A = <_1Q_1> e A = <_2@_3>. Para provarmos a validade desse

exemplo basta termos que N = N’, onde N, N’ sao as formas normais de A e A’, respec-
tivamente. Assim, N 2 (1,1,1,1) e N’ = (1,2,3,6). Como 1 = 2(1/2?) + 2(1/2?), entao
1 € D((2,2)), desse modo pela Proposigao 1.64 temos que (2,2) = (1,4) = (1,1). Como
1=3(1/3%) +6(1/3%), entdao 1 € D((3,6)), e desse modo (3,6) = (1, 18) >~ (1,2). Assim,

N = (1,1,1,1) = (1,1,2,2) = (1,3,6,2) = (1,2,3,6) = N'.
Portanto (A, N) = (A, N').

@ (7) 2 (55)

De fato, sejam A = <_1’_1) e Al = <_2’_5>. Sejam N, N’ as formas normais de

Q Q
A e A, respectivamente. Assim, N = (1,1,1,1) e N = (1,2,5,10). Afirmamos que
(2,5) = (7,70). De fato, como 7 = 2(1)? + 5(1)?, entao Pela Proposigao 1.64 temos que
(2,5) 2 (7) ® (1,10) = (7,70). Assim, (1,2,5,10) 2 (1,7, 70, 10).

12

Q Q
lamento de Witt 1.60 temos que (1,1,1) = (7,70,10). Em particular 7 € D((1,1,1)), o

que é um absurdo, pois 7 nao é soma de trés quadrados de nimeros racionais. Portanto
—1,-1 —2,-5
() 2 (5%)

(3) Seja p € Q um nimero primo impar. Entao <%> se fatora em F' se, e somente se,
p=1 (mod 4).

Se (71’71> = (72’%’), entdo terfamos que (1,1,1,1) = (1,7,70,10). Pelo Cance-

De fato, se (%) se fatora em F, entdo, pelo Teorema 3.21, 1 € Dg({—1,p)).

Assim, existem x, v,z € Z, tais que z # 0, mdc(z,y,2) = 1 e —2? + py? = 2. Afirmamos
que p f z. De fato, se p | x, entdo p | (=2 + py?) = z2. Como p é primo, entdo p | z
Assim, z =p-kex =p-d, onde k,d € Z. Entao —p?d? + py? = p?k%. Dividindo por p,
obtemos —pd?* + y* = pk?, ou seja, y* = p - (k* + d?).

Implicando que p | y? e consequentemente p | y. Assim, mdc(z,y, z) = p, 0 que é um
absurdo. Logo p [« e assim, —2% + py? = 2% (mod p), implicando —z% = 22 (mod p).
Assim, —1 € (Z/pZ)?. Pelo Lei de Reciprocidade Quadrética da Teoria dos Nimeros,
temos que p =1 (mod 4).

Reciprocamete, se p = 1 (mod 4), entao pelo Teorema de Fermat para quadrados
da Teoria dos Numeros, entao p é soma de dois quadrados. Pelo Coroldrio 3.24 (3), (%)
se fatora em F.

(4) Encontre um inteiro positivo n, tal que <%> = <%>

Como —12 = —5(1)* — 7(1)?, entao pela Proposi¢ao 1.64 temos que
(=5, —T7) = (—12,-12-(=5) - (=7)) = (—3,—3 - 35).
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Analogamente, como —13 = —3(4)% + 35(1)?, entao (—3,35) = (—13,3- 13- 35).

Sejam N a forma normal de (%) e N’ a forma normal de (%) Assim,

N (1,-5,—7,35) = (1, -3, -3 - 35,35) = (1, -3 - 35,—13,3 - 13 - 35)

(1,-13,-3-35,3- 13- -35) = N,

1211

Implicando que N = N’. Logo (%) = (13’(3'35). Tomando n = 3 - 35 temos o desejado.

(5) A= (%) é uma élgebra com divisio e A’ = (222
onde K = Q(V/17).

Suponha que A nao é uma algebra com divisao. Pelo Teorema 3.21, temos que A se
fatora em F. Pelo mesmo Teorema temos que 1 € D((5, —3)). Assim, existem z,y, z € Z,

tal que mdc(z,y,z) = 1, 2 # 0 e bx? — 3y* = 2%. Por argumento andlogo ao exemplo (3)
acima temos que 3 [z e 522 = 2? (mod 3). Implicando que 22? = z? (mod 3). Entao

2 € (Z)37)? (-1 €€ (Z/3Z)?%), o que é um absurdo. Logo (%) é uma algebra com

) nao é uma algebra com divisao,

divisao.
Para K = Q(+v/17), temos que 5(2)® — 3(1)? = 17 = (v/17)?. Tomando o vetor
(2/v/17,1/4/17) temos que 1 € D((5,—3)). Pelo Teorema 3.21 temos que A’ se fatora em

5,—3 _ . .
F'. Portanto ( o \/ﬁ)> nao é uma algebra com divisao.




CAPITULO 4

Formas Quadraticas sobre Extensoes
de Corpos

Uma pergunta importante de se fazer na teoria de formas quadréticas sobre corpos é o
comportamento dessas formas quadraticas sobre extensoes de corpos. Quais as perdas ou
ganhos ao estendermos um corpo F' para uma extensao algébrica ou transcendente de F'.

Nesse capitulo iremos abordar formas quadraticas sobre extensoes de corpos, onde
veremos diferencas nas extensoes algébricas de grau impar, de grau par e extensoes trans-
cendentes.

4.1 Transfer de Scharlau

Seja K um corpo estendido do corpo F. Dado um F-espaco quadratico (V, B, q) podemos
construir um K-espaco quadratico (Vi, B, qx), onde Vi é obtido de K @z V', e By é
dado pela tnica aplicacao bilinear simétrica em Vi que satisfaz

Bg(k®@uv, k' @) =kk'- B(v,v"), com k, k' € K e v,0" € V.
Analogamente, a K-forma quadratica qx associada com By é dada unicamente por
qx(k®v) =k*-q(v), comke€ KevecV.

Observagao 4.1. (1) Notemos que, dados o F-espago quadratico (V,B,q), onde
B = {vy,...,v,} uma base de V, e K/F uma extensao de corpos. Entao a matriz
simétrica de ¢ na base {v1,...,v,} é igual a matriz simétrica de gx com respeito a base
{I1®v,...,1®uv,} de Vk.

De fato, como a matriz simétrica associada a ¢ na base B é dada por [B(v;,vj)],, €
do fato que Bg(1 ® v;,1 ® v;) = 12 - B(v;,v;) = B(v;,v;). Entao

[B(vi, v3)]n = [Br (1 ®@ vi, 1 ® v))],.

(2) Como o produto tensorial é distributivo em relagao a operacao L de M (F') (e também
M(K)), é facil mostrar que a aplica¢do i : M (F) — M(K), dada por i(q) = qx é um
homomorfismo de mondides.

(3) Sejam K/F uma extensao de corpos e r : F' — K a aplicagao inclusao. Definimos a
aplicagao 7 : W(F) — W(K), dada por 7™ (V') = Vk. Entao r* é um F-homomorfismo
de anéis.

26
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De fato, primeiramente se V' = V', entdo pelo produto tensorial temos que K ®p
V = K®pV', ousea, 7™(V) = 7(V’), provando que 7* estd bem definida. Tomando
V,V' € W(F), temos que

TVEV) = ™V LV V-V = VeV
= Kop(VLV) = KrVeV
= KepV LK®pV’ = KerKeprVeV
= KpV+KQpV' = K@rVeKepV

= (V) +r(V'), = K@pV-K®pV
= V) -P(V).

Provando que 7* é um F-homomorfismo de anéis.

(4) Tomando 7 definido na observagao (3) acima, temos que 7™ (Hp) = Hg. Assim,
podemos estender 7™ para W(F'), ou seja, r* : W(F) — W(K), dada por r*(q) =
K ®r q = qi, ¢ um F-homomorfismo de anéis.

(5) Em geral 7* e r* nao sao necessariamente monomorfismos de anéis.

De fato, sejam F um corpo e a € F, tal que a ¢ F?. Tomando K = F(\/a) e
r*: W(F) — W(K), temos que (1, —a) # 0. Assim,

r((1,=a)) = (1, —a)x = (1, =(Va)*)x = Hx = Owx).
Implicando que 7* nao ¢ injetora. Analogamente se tomarmos 7*((1, —a) = O ), obtemos
que 7" nao é injetora.

Até agora vimos que podemos “ascender”do anel de Witt W (F') associado ao corpo
base F' para W(K) associado a K, onde K/F é uma extensao de corpos. Mas uma
pergunta importante é se podemos tomar o caminho contrario, sair do anel W(K) e
“descer”para W (F'). Veremos que isso é possivel e para isso definiremos a transfer de
Scharlau.

Definigao 4.2. Sejam F' um corpo e K/F uma extensao de corpos, tal que [K : F| < occ.
Seja s : K — F um F-funcional linear nao nulo (note que pelo Teorema do Ntcleo e da
Imagem, um funcional linear nao nulo sobre uma extensao finita de corpos é automatica-
mente sobrejetivo). Para qualquer K-espago quadrético (U, B), podemos compor a forma
bilinear simétrica B : U x U — K com a funcional s, gerando a F'-aplicacao bilinear
simétrica
sB:UxU — F.

Entao o K-espaco quadratico (U, B) da origem a um F-espago quadratico (U, sB) que
chamaremos de transfer de Scharlau, que denotaremos por s, ((U, B)).

Proposicao 4.3. Usando a notagao da defini¢ao acima, se (U, B) € um K -espaco quadrd-

tico regular, entdo (U, sB) € um F-espac¢o quadrdtico regular.

Demonstragao: Suponha que (U, sB) nao é regular. Isso implica que existe um z € U,
tal que sB(z,u) = 0, para todo u € U. Como (U, B) é regular, entao rad(U) = {0}, em
particular existe y € U, tal que B(z,y) # 0. Tomando ¢ € K, segue que

=s B(x,y)B(x’y» = s(c).

Assim, s(c) = 0, para qualquer ¢ € K. Implicando que s = 0, o que é uma contradigao.
Logo (U, sB) é um F-espago quadratico regular. O

0=sB(z, ———
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Observacgao 4.4. Sendo K/F uma extensao de corpos finita, (U, B) um K-espaco quadra-
tico e s : K — F uma F-funcional linear nao nula, entao pelo Lema das Torres da teoria
de Galois temos que

dimp(s.(U, B)) = [K : F| - dimg((U, B)).

Exemplo 4.5. (1) Seja K/F uma extensao de corpos, tal que [K : F] < co. Tomando K
como K-espago vetorial e a K-aplicagao bilinear simétrica (-) : K x K — K, dada por
()(z,y) = xy, segue que (K, (+)) é um K-espago quadratico unidimensional. Pelo fato que
()(x,7) = 2%, temos que (1) é a forma quadrética associada a (-) por despolarizacio.
Escolhendo s : K — F um F-funcional linear nao nulo, entao a transfer s,(K,(-)) =
s«(K, (1)) é dada por (K, s(+)), onde

s(): KxK — F
(x,y) — s(xy) € F.

(2) Seja K/F uma extensao de corpos, tal que [K : F] < co. Da teoria de corpos sabemos
que o trago do corpo

tI‘K/Fi K — F
r — trgyp(z) =tr([my)),

onde [m,] é a matriz da F-transformagao definida pela lei m,(y) = zy, para todo y € K.
Assim, trg,p ¢ um F-funcional linear. Podemos utilizar trx/r como o F-funcional linear
associado ao F-espaco quadratico (K, (1)k), desde que trg,p # 0. Pela teoria de corpos
temos que trg/p # 0 se, e somente se, K/F é uma extensao de corpos separavel.

Assim, para qualquer extensao separdvel de corpos (char(F) # 2), K/F finita, a
transfer tr,((K, (1)k)) é a aplicagao bilinear simétrica

tr(): KxK —s F
(z,y) — tr(zy).

Pelo fato que tr(-)(x, z) = tr(z?), segue que x — tr(z?) é a forma quadrdtica associada
a tr.((K,(+))), conhecida como forma trago.

De maneira mais geral, se aplicarmos tr, em (K, (a)), onde a € K, segue que a
F-forma quadrdtica associada a tr,((K, (a))) ¢ dada por z — tr(az?), que chamamos de
forma trago escalar.

O préximo teorema associa 7 com a transfer de Scharlau, em que é uma ferramenta
muito importante no estudo do comportamento das formas quadraticas sobre extensoes
de corpos.

Teorema 4.6 (Reciprocidade de Frobenius). Sejam K/F uma extensio de corpos
finita, r : F — K a inclusao de F em K e s: K — F um F-funcional linear nao nulo.
Sejam (V, B) um F-espa¢o quadrdtico e (U, B") um K-espaco quadrdtico. Entdo existe
uma F-isometria

S*[?*((V; B)) QK (U7 B,)] = (‘/v B) F 3*((U7 B/))
Em particular, tomando (U, B") = (K, (1)k), temos que
s«(T"(V, B)) = (V, B) @ s.((K, (1)k)).
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Demonstragao: Primeiramente definimos a seguinte aplicacao
P S, [(K@F V) KK U] — V Rr S*(U),

estendida de ¥((k @ v) ®x u) = v @p (ku), onde k € K, v € V, v € U. Como
[K : F|,dimp(V) e dimg (U) sao finitas, segue que 1 estd bem definida e ¢é facil de provar
que ¥ é um F-homomorfismo de espacos vetoriais.

Afirmamos que 1) é sobrejetora. De fato, é suficiente provarmos para os elementos
geradores, seja v®@pu € (V, B)®p s,((U, B")). Tomando o vetor (10pv) g u € Vk @k U,
segue que Y(1 ®pv) @k u) = v @F (lu) = v ®p u. Provando que ¢ é sobrejetora. Como

dimp(V) - dimp(s.(U)) = dimp(V)-[K : F]-dimg(U)

pelo Teorema do Nucleo e da Imagem, segue que v € injetora. Implicando que ¥ é um
F-isomorfismo de espacos vetoriais.

Agora basta provarmos que ¢ é isometria. De fato, como (V, B) ®p s.((U, B')) =
(V@r s.(U),B - (sB)), segue que dados k, k' € K, v,v' € V e u,u’ € U, temos

[B - (sB)](Y((k ®F v) @k u), p((K @p V') @k ) = [B-(soB)|(v®ku,v @ Ku')
= B(v,v') - s[B'(ku, k'u)]
= B(v,v) - s[kk’- B'(u,u')].

Por outro lado

s(Bk - B)[(k ®@F v) @k u, k' @p V') @ v'] = s[Bgx(k®p v,k @pv')- B'(u,u)]
slkk' - B(v,v") - B'(u,u')]
— Blo,v) - slk - B(u.u)],

a tultima igualdade segue do fato que B(v, v

s[r"(V, B) @k (U, B')] = (V, B) ®p s.[(U, B)

Em particular, tomando (U, B') = (K, (1)k), segue que Vi ®k (1) = Vi e conse-
quentemente s,[7*(V, B')| = s.[Vk @k (1) k] = (V, B) ®F s.[{1) k] O

) € F. Portanto ¢ é uma isometria. Logo
].

A partir de agora o corpo K serd uma extensao de F', tal que [K : F] < 0o a menos
que se diga ao contrario.

Corolario 4.7. Se (U, B) é um K-espago quadrdtico hiperbolico, entio s.[(U, B)] € um
F-espaco quadratico hiperbolico.
Demonstragao:  Primeiramente, note que dados K-espagos quadraticos (Ui, By) e
(Us, Bs), temos que s(B; + Bs) = s(B1) + s(Bz). Implicando que

$:[(Ur, B1) L (Uz, B)] = 5.[(U, By)] L 5.[(Us, By)].

Assim, é suficiente provarmos esse corolario para U = Hg. Pela Reciprocidade de Frobe-
nius 4.6 e do fato que (U, B) é regular, temos que

$:[(U, B)] = su[Hk| = s.[r*(Hp)] = Hr ®@F s.[(1) k] = dimp(K)Hp.

Logo s.[(U, B)] é um F-espago quadratico hiperbdlico. O



CAPITULO 4. FORMAS QUADRATICAS SOBRE EXTENSOES DE CORPOS 60

Corolario 4.8. Nas hipoteses da Reciprocidade de Frobenius 4.6, as sequintes afirmagoes
sao verdadeiras:
(1) A aplicagcio (U, B") — s.[(U, B')| define os homomorfismos de grupos

—~

s, W(K)— W(F) e s,:W(K)— W(F).

(2) A composicao
W(F) 7 W(K) = W(F),
coincide com a multiplica¢ao por s, ((1)k) (0 mesmo ocorre para W(F) e W(K))

(3) Im(s,) € um ideal de W(F) (o mesmo ocorre para W (F)).

Demonstracao: (1) Seja s, : /I/I?(K) — /W(F), dada por (U, B") — s.[(U, B')]. Pelo
fato que s.[(Uy, B1) L (U, Bs)] = s.[(U1, B1)] L s.[(Us, Bs)], basta provarmos que s, esta
bem definida. De fato, sejam (U, B), (U', B') € W (K), tais que (U, B) = (U’, B'). Assim,
existe uma isometria ¢ : U' — U, tal que B o ¢ = B’. Isso implica que s(B o ¢) =
s(B'). Isso é suficiente para concluirmos que s.[(U, B)] = s,[(U’, B')]. Logo s.[(U, B)| =
s, [(U', B)] em W(F).

(2) Segue diretamente do caso particular da Reciprocidade de Frobenius 4.6.

(3) Pelo que provamos em (1) desse corolério, temos que Im(s,) é um subgrupo aditivo de
(/W(F ), +). Assim, basta provarmos que Im(s,) é fechado para a multiplicagao com /W(F ).
Sejam (V, B), (V',B’) € /W(F), onde (V,B) € Im(s,). Como (V,B) € Id(s.), segue que
existe (U, By) € W(K), tal que s.[(U, By)] = (V, B). Assim, tomando s,[r(V', B') ®
(U, By)], temos pela Reciprocidade de Frobenius 4.6 que

S*[?(V/’B/) QK (U’ Bl)] = (V,7B,) ®F S*[(U’ Bl)] = (V/7B/) QF (‘/7 B)

Implicando que (V', B’) - (V, B) € Im(s,). Logo Im(s,) é ideal de W(F) Analogamente
para W (F). O

Observacao 4.9. Uma questao importante é se dado uma torre de extensoes de corpos
finita doisadois FC K CL,s: K — Fet: L — K F-funcionais lineares nao nulos,
entdo (sot). = s, ot Isso sai diretamente do fato que se (V,B) € W(L), temos que

(sot)(B) = s(tB).
Recordemos agora um resultado sobre funcionais lineares.

Lema 4.10. Sejam K/F uma extensdo de corpos finita com char(F) # 2, s: K — F e
t: K — F F-funcionais lineares, tais que s € nao nula. Entao As sequintes afirmagcoes
sao verdadeiras.

(1) Eziste ¢ : K — K tal que
K"K
F

¢ comutativo, ou seja, t = s o ¢.

(2) Existe um k € K, tal que t(y) = s(ky), para todo y € K.



CAPITULO 4. FORMAS QUADRATICAS SOBRE EXTENSOES DE CORPOS 61

Demonstracao: (1) Suponha que [K : F| = n. Seja {vy,...,v,} uma F-base de K.
Segue que s(v;) # 0, para algum i = 1,...,n. Tomemos a aplicagao
o K — K
y — ouly) =ty)s(vi) "

E facil provar que ¢; é F-linear. Assim,

s(de(y)) = s(t(y)s(oi) ™" - vi) = ty)s(v:) ™" - s(vy) = t(y).
Portanto t = s o ¢,.
(2) De (1), temos que ¢;(y) = t(y)s(v;) "tv;, para todo y € K. Isso equivale a dizer que

[0 -y = s(ui)™ v t(y)
= s(v) v t] -y

como v; € K =2 F" e [t] € Myy,(F), segue que s(v;)™! - v; - [t] € K. Tomando k =
(1) - i - [f], temos que gu(y) = ky. Assim, i(y) = s(du(y)) = s(ky), para todo y € K,
como queriamos. O

Observacéo 4.11. E natural questionar até que ponto s, : W(K ) — /W(F ) depende da
escolha do funcional linear nao nulo s. Como s,((1)x) é um F-espago quadrético regular
(pelo lema anterior e do fato que s é nao nula), temos que todo F-funcional linear nao
nulo K — F é da forma z — s(kz), onde k € K. Assim, para qualquer F-funcional
linear nao nulo ¢t : K — F, existe um diagrama comutativo

—~

w

E
e
F

b

onde t(z) = s(kz), para todo z € K. Dizemos que s, e t, sdo iguais a menos de automor-
fismos de grupos de W (K).

Em particular, o ideal s, (/W(K )) é independente da escolha de s.
Proposicao 4.12. A transfer s, : W(K) — W(F) ¢ sobrejetora se, e somente se, a

forma (1) estd na imagem de s,.

Demonstragao: Claramente, se s, é sobrejetora, entao (1) € Im(s,). Reciprocamente,
se (1)r € Im(s,), entao existe (U, B) € W(K), tal que s,[(U,B)] = (1)p. Dado a € F,
pela Reciprocidade de Frobenius 4.6 temos que

s:[{a)x @k (U, B)] = (a)r ®F s.[(U, B)] = {a)r @ (1)Fr = (a)F.

Assim, (a) € Im(s,), com a € F. Como /W(F) é gerado aditivamente pelas formas (a),
segue que W (F) C Im(s,). Logo s. é sobrejetora. O

Notagao 4.13. Chamaremos o ideal s*(/VI?(K)) de /W(F), por ideal transfer relativo da
extensao K/F.
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Corolario 4.14. Seja T C W(F) a identificagao do ideal transfer em W (F) da extensdo
de corpos finita K/F. Seja W(K/F) o nicleo do F-homomorfismo r* : W(F) — W(K).
Entao T - W(K/F) = {0}.

Demonstracao: Fixando um F-funcional linear nao nulo s : K — F', podemos tomar
T = Im(s,) em W(F). Para quaisquer K-espago quadratico (U, B') e F-espago quadratico
(V, B), pela Reciprocidade de Frobenius 4.6 temos que

5:[(Vie, Bx) @k (U, B')] = (V, B) @ s.[(U, B')].

Seja (Vi,Bl) QF (‘/Q,BQ) eT- W(K/F) Assim, (Vvl,Bl) eTe (‘/Q,BQ) € W(K/F)
Como (V4, By) € T, segue que (Vi, By) = s.[(U1, By)], com (U, B}) € W(K). pelo fato
que (Va, By) € W(K/F), temos que (Va,., B, ) € ZH. Assim,

S+[(Vars Bay) @k (Un, By)] (Va, By) @p s.[(Uy, By)]
(‘/2732) QF (‘/1731)
(V1, B1) ®F (Va, B)

12111

Como (Va,., By, ) € ZHg, segue que (Va,, Bs,.) @k (U, B}) € ZHg. Pelo Corolério 4.7
segue que (V1, By) ®p (Va, By) é um F-espago hiperbdlico. Assim (Vi, By) ®@p (Va, By) =
0€ W(F). Logo T-W(K/F) ={0}. O

4.2 Extensoes Simples e Teorema de Springer

Nosso objetivo nessa secao é olhar mais atentamente para as extensoes algébricas sim-
ples K = F(x) e calcular o espago transfer s.({1)x) com respeito a uma F-funcional
linear escolhida estrategicamente. Esse calculo serd extremamente 1til para entendermos
o homomorfismo natural r* : W(F) — W(K).

Definicao 4.15. Seja K/ uma extensao de corpos, tal que K = F(z) e [K : F] = n. Pela
teoria de extensdo de corpos, sabemos que uma F-base de K é dada por {1,z,...,2" 1}
Definimos o F-funcional linear s : K — F', por

s(1) =1, s(z) = s(x?) = --- = s(2" 1) = 0.

Teorema 4.16 (Scharlau). Com respeito a notagao anterior:
(1) Sen=2m+1, entdo s,((1)x) = mHp L (1)p;
(2) Sen=2m, entdo s,((1)k) = (m — 1)H L (1, =Ng/r(x)).

Demonstracao: Na Secao 1 desse capitulo vimos que s.({1)x) é dado pelo F-espago
quadrético (K, s(+)), onde s(-)(y,z) = s(yz). Pela defini¢ao de s, é facil ver que nessa
estrutura quadratica os F-subespacos F'-1 e Ky = Z;:ll F - 2% sao ortogonais. Assim,

s (k] = (1)p L Ky. Temos dois casos para serem analisados.

Caso n = 2m + 1. Neste caso, dimp(Ky) = n —1 = 2m e K, é gerado pela base
B={z,z% ..., 2™}. Afirmamos que K ¢ totalmente isotrépico. De fato, sejam z', 27 €
B, segue que

s(-)(2", 27) = s(a'2?) = s(x"7) = 0,
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pois i + 7 < 2m. Assim, pelo Teorema 1.50, temos que mHr C Ky. Mas pelo fato que
dimp(Ky) = 2m = dim(mHp), segue que K, = mHp, implicando que

Cason = 2m. Agora, dim(Ky) = 2(m — 1) + 1. Por argumento analogo ao caso anterior,
temos que K} C Kj, onde K| é o subespago gerado pela base B = {x,z?, ..., 2™ '} é um
subespaco totalmente isotropico. Assim,

Ko (m—1H LK,

em que dim(K’) = dim(Kp) —2(m — 1) = 1.

Agora vamos determinar a estrutura do espaco K’ através do determinante. Se
t" 4+ a, 1t"' + -+ ag = p(t) € F[t] é o polindmio minimal de = sobre F, entao a matriz

simétrica associada com o F-espago quadrético Ky com respeito a base {z,z?,... 2" '}
é
0 0 0 —ao
0 0 . —Aayg x
M - . . ) . . E Mmel(F).
—ay  * * *
De fato, como 2" = —a,_12" ! — -+ — a1x — ag, segue que

Ve — ag) = —ap_15(2™ ) — - — ays() — s(ag) = —ay,

s(z") = s(—ap_12""
e consequentemente,

Oset+j5<n
s((z4,25)) = s(z) =< —apsei+j=n

*xse i+ J > n.
Implicando que det(M) = (—1)""(—ag)*™ ! = (—=1)™(ap)*™~'. Por outro lado,
d((m —1)Hp L K') = (-1)™ ' d(K").
O que implica d(K’) = (=1)(ag)*™ ' F? = —agF?. Assim, K' 2 (—ag)p. Note que
Ng/p(z) = det([m,]) = (—1)"ap = (—1)*"ay = ao,
onde m,(v) = zv € K. Entao, deduzimos que

s ()= (1) L(m—-1)H L (—ap) = (1)p L Ko=(m—1)H L (1, —Ng/p(x))r.

]
Teorema 4.17. Com respeito a Notagao 4.15, temos:
(1) Sen=2m+1, entao s.((x)x) = mHp L (Ng/p)p:
(2) Sen =2m, entio s.({z)x) = mHp.
Demonstragao: (2) Se n = 2m, entao {1,z,22, ...,2%™ 1} é base do F-espaco

quadrético s.((z)x). Como {1,z,2?,..., 2™ 1} gera um subespaco (U, (-)'|) C s.({x) k)
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totalmente isotrépico e do fato que dimg(U) = m, segue pelo Teorema 1.50 que existe
um espago hiperbdlico mHp em s, ((z) k). Pelo fato que dimp(mHpg) = 2m = n, logo

se[(r) k| = mHp.

(1) Sen = 2m+1, entdao o conjunto {1, z,...,2™ '} é base de um F-subespaco totalmente
isotrépico contido em K. Pelo Teorema 1.50, temos que s,[(x)x]| = mHp L (w)p, para
algum w € F. Por um célculo via determinante semelhante ao caso n = 2m do teorema
anterior, obtemos que (w)p = (Ng,/r(x))p. Portanto,

s ((x)x) = mHp L (Ng/p(2))p.

a

Corolario 4.18. Seja K/F uma extensdo algébrica simples, onde K = F(x). Entdo
s.((1, —2)k) = (1, =Ng/r(x))p em W(F).

Demonstragao:

Se [K : F] = 2m + 1, entao pelos dois teoremas anteriores temos que

s ((1, —2) i) s.({(D)k) L s.({~7)k)
mHp L (1) L mHp L (Ng/p(—2))r
2mHp L (1)p L (—Ng/p(2))r

11121111

A pentiltima congruéncia acima é valida pelo fato que 2m+1 é impar e assim detg([m,]) =
—detp(m—_z). Logo s.({1,—2)x) = (1, =Ng,p(x))r em W(F).

Se [K : F| = 2m, o resultado segue de forma andloga utilizando os dois teoremas
anteriores. a

Teorema 4.19 (Scharlau). Seja K = F(x), tal que K/F ¢é uma extensdo algébrica
simples de corpos e [K : F| =n.

(1) Sen =2m+1, entaor* : W(F) — W(K) é um morfismo que se fatora na categoria
dos W (F)-mddulos, e o ideal transfer em Witt de K/F € igual a W (F);

(2) Sen =2m, entao o nicleo W(K/F) der*: W(F) — W(K) ¢ anulada pela forma

Demonstracao: Seja s: K — F o F-funcional linear definido na Definicao 4.15, seja
T o ideal transfer de K/F em W (F).

(1) Sen =2m+ 1, entdo pelo Corolério 4.8 temos que a composigao
W(F) <5 W(K) =5 W(F)

coincide com a multiplicacdo por s.({1)x). Pelo Teorema de Scharlau 4.16 segue que
s.((1)g) = (1)p em W(F). Implicando que

s«(r"(V, B)) = (V. B) @p s.((1)x) = (V, B) @ (1)r = (V, B).
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Segue que s, o 7" = Idy (p). Implicando que r* fatora a sequeéncia acima. Pelo fato que
s, or* = Idw(py, em particular temos que s, é um epimorfismo de W (F)-médulos. Logo
T =W(F).

(2) Se n = 2m, entdo pelo Teorema de Scharlau 4.16 s.((1)gx) =
(m —1)Hp L (1, =Ng/p(x)). Assim, 5,((1)x) = (1, =Ngyr(z)) em W(F). Isso implica
que

(1, =Ng/p(x)) € T. Pelo Corolério 4.14, segue que (1, =Nk, p(x))r- W (K/F) = {Ow )}
(Il

Corolario 4.20. Seja K/F uma extensao de corpos, tal que [K : F] = 2m + 1. Seja

r: F — K ainclusio natural de F em K. Entao r* : W(F) — W(K) € um mono-
morfismo que se fatora na categoria de W (F')-médulos.

Demonstracao: Suponha que [K : F] = 2m+1. Como [K : F] < 0o, segue da Teoria de

Extensao de Corpos que K = F(zy,...,2), com I € Z, e
[F(z1) : F), [F(z1,22) : F(21)],--+ ,[K : F(21,...,21-1)] € Zy s@o numeros impares.
Definamos 7; : F(x1,...,2;) — F(x1,...,2;,x41), comi=1,...,1 — 1, a inclusao

natural. Pelo Teorema de Scharlau 4.19 temos que, para cada 1,

ri cW(F (@, .., 30) — WI(F(@, .. 3, Ti4a)

7

é um monomorfismo que se fatora. Como r =r;0---or; e r* =rfo---orj, segue que r*
se fatora W (K). O

Observacao 4.21. (1) Uma consequéncia do corolario anterior é o fato que, se K/F ¢
uma extensio de corpos de grau fmpar, entiio a aplicacio natural ¢ : F/F? — K/K? ¢
injetiva.

E facil ver que essa afirmacao é verdadeira, pois se ¢ nao fosse injetora, teriamos
que existem d - F2, d' - F2 € F/FQ, tais que d- F2 £ d' - F2 e d- K% = d - K2. Isso implica
que dd' € K? e dd' ¢ F?. Entao existe uma sub-extensio F(v/dd')/F em K/F. Pelo fato
que [F(Vdd') : F] =2, segue que 2|[K : F], o que é um absurdo.

(2) Em geral, para uma extensdo arbitraria de corpos K/F, a injetividade de
o W(F) — W(K) é uma condicio mais forte do que a injetividade de
o: F/E? — K/K2.

De fato, se ¢ nao for injetora, entdo existe d ¢ F2 tal que d € K2. Tomando o
F-espacgo quadratico (F?, (1, —d)r), temos que (1, —d)r % Hp, mas (1, —d)x = H.

Teorema 4.22 (Springer). Seja K/F uma extensao de corpos de grau impar. Se q é
uma F'-forma quadrdtica anisotrépica, entio qx € uma K-forma quadrdtica anisotrdpica.

Demonstragao: Suponha que a extensao de corpos finita de grau impar K/F e o
F-espago quadratico (V,q), tal que ¢ = (ay,...,q)r, gerem um contra-exemplo com
n = [K : F] minimal. Pelo fato que n é minimal, podemos supor que K/F é uma ex-
tensao de corpos simples, pois caso contrario terfamos um ntimero finito de sub-extensoes
simples de grau impar de K/F. Assim, seja z, tal que K = F(z) e p(t) € F[t] o po-
linbmio minimal de = sobre F. Como qx = (ay,...,a;)x € K-isotrépica, segue que existe
0#v=(a,...,q) € Vg, tal que gqx(v) = 0, ou seja

2 2
aai + - +aqap = 0.
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Pelo fato que a; € K, paratodo j =1,...,1, temos que a;; = yo; +71;2+ - -+’y(n,1)ja:”_1.
Escolhendo g;(t) = vo; + Y15t + - -+ + Ym—1);t" "' € F[t], segue que g;(z) = a;, para todo
jg=1,...,1. Assim,

qlgi (@), ..., g®](@) =qla(z),...,q(x)] = a1a® + -+ aqaf = 0.
Pela Teoria de Extensao de corpos temos que p(t)|q[g1(t), ..., q/(t)], ou seja,
qlg1(t), ..., qu(t)] = p(t) - h(t) € Ft],

com b = max;(deg(g;)) < n— 1. Note que g;’s nao sao todos nulos, pois v # 0.

Se existir um polinoémio irredutivel f(t) € F[t] que divide todos os g,’s, entao
gj
f(t)?|g;(t)* e consequentemente,

f(t)*

I
> as(g;(t)?
=1
Assim, f(t)?|p(t) - h(t). Pela irredutibilidade de p(t) em F[t], temos que f(¢)?|h(t). Entao

. 9it) g@) ) h(z)
P f2 T f()? f(@)?

Implicando que q (g; (t), g5(t), ..., g7 (£)) = p(t) - h*(t), onde g;(t) = %53, h*(t) = +5 e

deg(g;(t)) < n — 1. Note que, como gj(t) = ?J(Sg, segue que g (t)’s ndo sdo todos nulos.

=0.

| @0 = (o)

Trocando os g;’s se necessario (como mostrado acima), podemos assumir que nao existe
polinémio irredutivel f(t) € K|t] que divide todos os g;’s.

Esta condigdo implica que ) F'[t] - g;(t) = F[t]. De fato, ¢ facil ver que >, F[t] -
gj(t) C Ft]. Para a inclusao contréria, note que mdc(gy(t),...,q(t)) = 1 (retirando os
gj(t) =0). Assim, tomando z(t) € F[t], temos que existe [1(t),...,5i(t) € Ft], tal que

2(t) - 1= [2(t) - Br(B)]ga () + -+ + [2(t) - Bul)]u (D).
Provando que > _; F[t] - g;(t) = Ft].

Pelo fato que ¢ é F-anisotropica, segue que ¢ nao tem uma sub-forma quadratica
(1,—1), em particular, deg(q[gi(t), -+, qi(t)]) = 20 < 2n — 2. Como deg(p(t)) = n é
fmpar, segue que deg(h(t)) é impar e deg(h(t)) < n — 2. Tomando uma raiz y € F de um
fator irredutivel de grau impar de h(t) em F[t]. Temos que

alar(y), -+ s a(y)] = ply) - h(y) = 0.

Implicando que (g1(y),--- ,q(y)) é um vetor isotrépico de gp(,). Pela escolha de v,
[F(y) : F] <n—2 e éimpar, o que contradiz a minimalidade de n. a

Observamos que o Teorema de Springer é originalmente uma conjectura de Witt. O
proximo resultado é essencialmente equivalente a esta conjectura.

Coroléario 4.23. Seja K/F como no Teorema de Springer, e seja a € F. Para qualquer
F-forma quadrdtica qy, a € Dp(qo) se, e somente se, a € Dg(qo,)-
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Demonstracao: Se a € Dr(q), entdo obviamente a € Dg((1)x ®F qo).

Reciprocamente, suponha que a € Dg(qo, ). Assim, tomemos qx := qo, L (—a)k.
Pelo 1° Teorema de Representagao 1.52 temos que ¢, ¢ K-isotrépica. Tomando
q = q L (—a)p, temos pela contra-positiva do Teorema de Springer 4.22 que ¢q é
isotrépica. Logo a € Dr(qp). O

O Teorema de Springer nos dd um bom controle sobre os espacos quadraticos sobre
extensoes de corpos finitas de grau impar. Assim, basta verificarmos o que ocorre com
extensoes de grau par e nas extensoes transcendentais. Na proxima se¢ao iremos verificar
0 que ocorre com os espagos quadraticos em extensoes de grau 2.

4.3 Extensoes Quadraticas

Ao considerarmos extensoes de corpos de grau par, podemos observar que perdemos alguns
resultados importantes, como o Teorema de Springer 4.22. Para vermos mais claramente
porque esses resultados sao falhos para extensoes de corpos de grau par, teremos como
foco o caso de extensoes quadraticas.

Sejam F' um corpo e a € F, tal que a ¢ E2. No decorrer desta secao, denotaremos
por K = F(y/a), a extensao quadratica obtida pela adjuncao de v/a ao corpo F. Escre-
veremos « := (1, —a)p, a F-forma anisotrépica que se torna um plano hiperbélico sobre
K.

Teorema 4.24. Seja q uma F'-forma anisotrépica. Entao qx € F-isotrdpica se, e somente
se, q contém uma sub-forma bindria isométrica a (b) ® a, para algum b € F'.

Demonstracao: Seja g = (by,...,b,) e assuma que g é isotrépica. Como {1,+/a} é
uma F-base de K, segue que existe uma equagao

Z bi(zi + yiv/a)? =0,
i=1

com z;,y; € F' nao todos nulos. Por alguns célculos simples temos que

i bixi +a i biy; + 2 <i bﬂi%) Va=0+0va.
i=1 i=1 i=1

Implicando que Y. bia? + ady . by} = 0 e Y bixyy; = 0. Como
Yor by, = 0, segue que os vetores x = (T1,...,%,) € Y = (Y1,...,Yn) SA0 ortogo-
nais no espago quadratico (F™, q). Pelas equagoes acima temos que ¢(x) = —aq(y). Isso

implica que x e y sao ambos nao nulos, pois ¢ é anisotropica e a € F. Pelo fato que
q(z),q(y) € Dr(q) e como = e y sao ortogonais, pelo Critério de Representacao 1.37
temos que ¢ = (q(x), q(y)) L ¢'. Note que

(q(2),q(y)) = (—aq(y),q(y)) = (a(y)) ®F a.

Tomando ¢(y) = b, obtemos que ¢ = (b) ®r o L ¢’, como desejado.
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Reciprocamente, suponha que ¢ = (b) @ a L ¢’, com b € F. Assim,

qK

(121111 11

pois ag = Hg. Logo qx é K-isotrdpica. O

Teorema 4.25. Uma F-forma quadrdtica anisotrépica, q se torna hiperbolica sobre K
se, e somente se, ¢ = ¢ @ «, para alguma F-forma quadrdtica ¢'. Em particular, o nicleo
W(K/F) der*: W(F) — W(K) € dado pelo ideal principal W (F') - «

Demonstragao: Primeiramente, note que se 0 # g em W (F), tal que r*(¢q) = 0 € W(K),
entdo dimp(q) = [K : F]dimg(qx) é par, pois [K : F| = 2.

Provaremos por indugao sobre m = dimTF(‘n. Se m = 1, entdo dimp(q) = 2. Como

gk € hiperbdlica, pelo Teorema 4.24, temos que (b) ® o é uma sub-forma de ¢, com b € F.
Mas dimp((b) ® o) =2 e (b)) ® a« # 0 em W (F), logo ¢ = (b) ® .

Suponha que a implicacao seja valida para 1 < ¢ < m, vamos mostrar que vale para
m. Como qx é K- hiperbdlica, pelo Teorema 4.24, temos que, ¢ = (b)) ® o L ¢/, com
b e F e ¢ uma F-forma quadrética anisotrépica. Como dimp((b) @ o) = 2, segue que
dimp(¢') = 2m — 2. Assim,

() ®@a L)
() ®a+q)
= () ® a) +r*(¢')
= Hg +r*(¢).

zHg =0=1r*(q) =

30303

Pelo Cancelamento de Witt 1.60 temos que ¢) = r*(¢') = (2 — 1)Hg. Assim, podemos

aplicar a hipdtese de inducao em ¢'. Implicando que ¢’ = ¢’ ® «, onde ¢” é uma F-forma

quadratica anisotrépica. Entao
2b)oald@a=((b)Lqd)®a

Provando a implicacao para m. Pelo Principio de Inducao, a implicacao é valida para
todo m € Z,.

Reciprocamente, seja ¢ uma F-forma quadrética anisotrépica, tal que ¢ = ¢’ ® a.
Assim,

qx =17(q) =17(¢' ® a) = ¢ ® ax = ¢ @ Hr = ¢ -Ow(x) = Ow(x)-

Provando que qx é K-hiperbdlica.

Em particular, gx = 7*(¢) = 0 em W(F) se, e somente se ¢ = ¢ ® «a, ou seja
q € W(K/F) se, e somente se, ¢ € W(F) - a. O
Coroldrio 4.26. Seja q uma F-forma quadrdtica, tal que dimp(q) = 2m e qx € K-
hiperbdlica, onde K = F(\/a). Entdo:
(1) (—a)r®q=gq;
(2) Se q € F-anisotropica, entao d(q) = (—a)™ e d+(q) = a™;
(3) Se q torna-se hiperbdlica sobre F(\/—a), entao 2q¢ =0 em W (F).
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Demonstracao: (1) Pela Decomposigao de Witt 1.61 temos que ¢ = rHp L ¢,, onde
¢. € uma F-forma quadratica anisotrépica. Como qx é K-hiperbdlica, pelo Teorema 4.25,
segue que ¢ = rHp 1 ¢ ® a. Assim,

(—a) @ (rHp L ¢' ® @)

(—a) @ rHp L (—a) ® ¢ @ «
(rdimp((—a)))Hp L ¢ ® (—a) @ (1, —a)
rHr L ¢(—a,ad?)

rHr L ¢ @ a = q.

(—a) ®q

e 1111 1111

Portanto, (—a) ® g = q.

(2) Suponha que g é F-anisotrépica. Pelo Teorema 4.25 existe uma F-forma quadratica
¢, tal que ¢ = ¢ ® a. Como dimp(a) = 2, segue que dimp(q¢’) = m. Pelo fato que

>~

1=2¢d®a=qd®(l,—a)=q¢ L ¢ ®(—a), temos que

dq) = d(g L ¢ ® (~a)) = d(¢)d(¢)(~a)" - E* = (—a)" - F*
2m(2m—1)

di(q) = (—a)~ = d(q) = [(-1)*" " (=a)™ - F* = (a)™ - F*.

(3) Suponha que gp(,/=; ¢ F'(v/—a)-hiperbdlica. Assim, pelo item (1) desse coroldrio no
caso K = F(y/—a) temos que (—(—a)) ® ¢ = ¢, ou seja, (a) ® ¢ = ¢q. Do item (1) desse
corolario, temos também que (—a) ® ¢ = q. Assim,

20=qLq=(-)@qL{0)®q=(0,-0)®¢=Hr®q.
Tomando 2¢ em W (F'), temos que 2q = 0. O

Nosso préximo passo é calcular o ideal transfer de uma extensao quadratica K/F.
Para esse cdlculo, o F-funcional linear mais conveniente é s : K — F'| estendido de

s(1) =0e s(y/a) = 1.

Teorema 4.27. Sejam K e F' como anteriormente e s : K — F o F-funcional linear
definido por s(1) =0 e s(v/a) = 1. Entao:

(1) Para qualquer v € K, s.((z)) = (c) ® (1,—Ng/r(v)), para algum ¢ € F. Em
particular s,((b) k) = Hp, para todo b € F.

(2) O ideal transfer T de K/F € gerado pelas formas bindrias (1, — N, r(z)), onde x € K.
Em particular T C IF.

(3) T =ann(«), o anulador de o« em W (F).

Demonstragao: (1) Seja z € K. O espaco transfer s,((z)) é dado por (K,s o (-)),
onde (-)'(y,2) = xyz. Em relagao a F-base {1,+/a} de K, a matriz simétrica associada a

so(:) é
_ | s(@)  s(zva)
M= [ s(zy/a)  s(ax) } '
Se . = b+ ey/a, com b,e € F, entéo

[l e )=l ]
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Implicando que det(M) = ae* — b* = —(b* — ae?) = —Ng/r(z). Como dimp(s,((z))) =
dimp(K) =2, se s(x) # 0, entao s(x) € Dp(s.[{z)]) e pela Proposi¢ao 1.64 temos que

s.((z)) (s(2), =Ng/p(z) - 5(2))
(s(x)) ® (1, =Ngr(z)).

Tomando ¢ = s(x), obtemos que s,({z)) = (¢) ® (1, —Ng/p(x)) como desejado.

111

Caso s(z) =0, entdao x = b+ 04/a. Pela reciprocidade de Frobenius 4.6, temos que
s«((2)) = s.((2)K) = (0) @ s.((1) ).
Afirmamos que s.((1)x) = Hp. De fato, com as respectivas base {1,+/a} e s, temos

01
M.j1)s) = { 10 } :

Implicando que det(s,()(1)x)) = —1. Como 2 = s[(1+ 1y/a)?] € Dr(s.({1)x)), segue que

que

s« (D) = (2,-2) = Hp.
Provando a afirmacao. Assim,

s«((2)) (b) @ Hp = (b) ® (1,—1)

(b) @ (1, =0%) = (b) ® (1, =Nip(x)).

Implicando que s.((z)x) = (b) ® (1, =Nk r(x)). Tomando b = ¢, temos o desejado.

e 11

Em particular, se b € F, entdo s,((b)x) = (b) @ Hp = Hp.

(2) Seja T o ideal transfer de K/F em W(F). Isso implica que T' = s,(W(K)). Seja
s«(¢') € W(F), onde ¢ = (ay,- -+ ,a,) =Y o i{a;) € W(K). Pelo item (1) desse teorema

temos que
n n

se(d) = Y (s.0)(a)) = Z [(ci) @ (1, =Ni/p(a:))] ,

i=1
com ¢; € F. Assim, s,.(¢') = 31, [{ci) @ (1, =Ng/r(a;))] em W(F). Como ¢ foi esco-
Ihida arbitrariamente, T’ é gerado por formas binarias (1, — Ng/p(z)), com = € K.

(3) Pelo fato que a € W(K/F), pelo Corolario 4.14, segue que T - a = {0}. Implicando
que T' C ann(a).

Reciprocamente, seja ¢ € ann(a). Isso implica que ¢ ® o = 0 em W (F'). Assim,
0=g®a=q®(l,—a)=q—(a)®q,

ou seja, ¢ = (a) ® ¢. Como a ¢ F2 e d(q) = a®™r@ . d(q), segue que dimp(q) é par.

Podemos mostrar que se a € F e ¢ uma F-forma quadrética, tal que dimp(q) = 2m,
onde m € Z,. Entao q = (a) ® ¢ se, e somente se, ¢ = ¢; L -+ L g, onde cada ¢; é uma
forma bindria, tal que ¢; = (a) ® ¢;.

Pela afirmacao acima, podemos decompor g em ¢; L --- L ¢,,, onde ¢; é uma F-
forma quadratica bindria, tal que ¢; = (a) ® ¢;. Seja ¢; € D(q;). Pela Proposigao 1.64

temos que g; = (e;)® (1, —d(g,)). Tsso implica que (1, d(g.)) = {a)® (1, d(g)) = {a, ad(g,)).
Assim, (1,—a) = (—d(q;),ad(g;)). Isso implica que —d(q;) € D(a)). Como « é a forma
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normal da extensdo de corpos K/F, segue que —d(¢;) = Nk r(x;), para algum z; € K.
Pelo item (1) desse teorema, temos que ¢; = (¢;) ® (1, =Nk p(x;)) € T. Entao ¢ =
Yot l{e) @ (1, =Nk r(z;))] € T. Provando que ann(a) € 7. Logo ann(a) =T O

Teorema 4.28 (Tridngulo Exato). Seja r : ' — K a aplicagdo inclusao, seja
s : K — F o F-funcional linear, estendido de s(1) = 0 e s(y/a) = 1. Se
t:W(F)— W(F) € dado port(q) = ¢ ® a, entao temos um triangulo exato

W(F(y/a)) — W(F)

Demonstragao: Primeiramente, note que r, s e t estao bem definidos e eles sao homo-
morfismos de grupos aditivos.

Afirmamos que Im(7*) = ker(s,). De fato, pelo Teorema 4.27 item (1), temos que
$.((1) k) = Hp. Assim, dado ¢ = (ay, ..., a,) € W(F), temos que

n

seax) = ) [{ei) © s.((1)x)] = nHp =0,

i=1

em W (F). Implicando que Im(r*) C ker(s,). Reciprocamente, seja (V, B) um K-espago
quadratico anisotrépico, tal que s,((V,B)) = Owr) = rHp. Provaremos por inducao
sobre dimg (V) = n que (V, B) € Im(r*). Suponha que dimg (V) = 1. Como s.[(V, B)]
é hiperbdlico, em particular, s.[(V, B)] é isotrépico. Assim, existe v € V nao nulo, tal
que s,(B(v,v)) = 0. Pela definicio de s, temos que B(v,v) € F. Seja b = B(v,v). Pelo
Critério de Representagao 1.37 temos que (V,B) =k (b)x L V. Como dimg (V) = 1,
segue que V' = (b) k. Isso implica que (V, B) € Im(r*).

Suponha que a contingéncia ker(s,) C Im(r*) seja vélida para todo K-espaco
quadrético (V, B), com 1 < dimg (V) < n. Seja (V', B’) um K-espago quadrético, tal
que dimg (V') =n e (V', B’) € ker(s,). Por construgao andloga a jé feita, temos que

(VI7B/> = <b/>K 1 Vola
com b’ € F. Como s,[(V)x] = Hp, segue que s«[(Vo, B'|vy)] € hiperbélico. Assim, Vj €
ker(s,). Pelo fato que dimg (v;) = n — 1, pela hipétese de indugao segue que (Vy, B'ly;) €
Im(r*). Pelo fato que (V')x,(Vy, B'ly;) € Im(r*), segue que (V', B') € Im(r*). Provando
que ker(s,) C Im(r*). Logo ker(s,) = Im(r*).

Provaremos agora que Im(s,) = ker(¢). De fato, pelo Teorema 4.27 (3), temos que
Im(s,) = T = ann(a). Como ker(t) = {qg € W(F), tal que ¢ ® o = 0}, segue que
ker(t) = ann(«). Logo Im(s,) = ker(t).

Finalmente, a igualdade Im(t) = ker(r*) é implicagao direta do Teorema 4.25. Por-
tanto o triangulo é exato. O

Teorema 4.29. Sejam g : {F? aF?} — F/F2, a inclusio natural,

oo Bl — KK
rkF? — rK?e
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N KJR? s
tK? +—— Ngp(z)F?

Entao a sequinte sequéncia é exata
1 — {F2,aF?} -2 F/F? 2 K/K? 25 FUE2

Demonstragao: Primeiramente, note que pelas defini¢coes de g, ¢ e N temos que essas
aplicagoes estao bem definidas e sao homomorfismos de grupos, e assim a sequéncia esta

bem definida.

_ Inicialmente, provaremos que Im(g) = ker(¢). Seja cF? ¢ ker(¢). Isso implica que
¢(cF?) = 1K?. Assim, r*((1,—¢)) = (1, —c)x = Hg = 0. Caso ¢F? = 1F?, segue que
cF? € Tm(g). Caso cF? # 1F? entao (1, —c) é F-anisotrépica. Pelo Teorema 4.25, temos
que

(1,

—0)
Pelo fato que dimp((1, —¢c)) = dimp(a) = 2, segue que (1, —c) = (b) ®(1, —a), com b € F,
em partlcular ckF? = aF?. Entdo ker(¢) C Im(g). Reciprocamente, como 1 = 12> € K2 e
a=+a € K2, temos que Im(g) C ker(gb) Logo Im(g) = ker(¢).
ker(N

). De fato, seja zK? € Im(¢). Como z € F,

_q®a

Provaremos agora que Im(¢) =
segue que . _ _ _
N(2K?) = Ngp(2)F? = 2°F* = 1F2.

Implicando que zK? € ker(N). Entdo Im(¢) C ker(N). Reciprocamente, seja zK? €
ker(N). Isso implica que Nk r(z) € F?. Pelo Teorema 4.27 temos que

s«({2)) = () ® (1, =Ng/r(2)) = Hp.

Implicando que (z) € ker(s,). Pelo Teorema do Triangulo Exato 4.28, temos que (x) €
Im(r*). Assim, 2 € F. Tmplicando que K2 € ITm(¢). Entdo ker(N) C Tm(¢), e portanto
Im(¢) = ker(N). O

Corolario 4.30. Para uma extensao quadrdatica K/F, temos que

‘F/FQ‘ < 00 se, e somente se, ‘ < 00.

Mais precisamente, a sequinte equacao € satisfeita:
1)e oy o 1) o2
o] < i < oo

Demonstracao: Seja K/F uma extensao quadratica. Pelo Teorema 4.29, temos que a
seguinte sequéncia ¢ exata

1 — {2 aF?}y L5 F/E2 25 K/K2 2 FUE?.

Como ¢ é um homomorfismo de grupos (abelianos), segue do 1° Teorema dos Isomorfismos
que
P
ker(¢)

~ In(¢).
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Como ker(¢) = Im(g) = {F?, aF?}, segue que {Fi/f;} >~ Im(¢) C K/K2. Isso implica
que

/) .
b = lm(o)| < |k /K

I

P

< (K/Kz

ou seja, %

Por outro lado, N é um homomorfismo de grupos (abelianos), segue do 1° Teorema

dos Isomorfismos que ﬁf{]{\; =~ Im(N) C F/F2. Como ker(N) = Im(¢) e Im(¢) = {5{;22},
segue que ’

\K/Kz

= |m(N)| < |/

5| e

. . .. 2
Assim ‘K/KQ‘ <1 F/F2)

. Pelo que ja provamos temos que
1)y s 1) o oy?
3 [P/ <[] <5 |Fri
A partir da desigualdade acima é facil ver que,

< 0.

)F/FQ

< 00 se, e somente se, ’K/K2

Corolério 4.31. Sejam F e K corpos, tais que K = F(y/a). Entdo:

(1) W(K) € finito se, e somente se, o endomorfismo t : W(F) — W(F) definido no
Teorema do Triangulo Ezato 4.28 tém nicleo finito e co-nicleo finito;

(2) Serank(W(F)) < oo, entao rank(W (K')) = 2rank(coker(t));

(3) Se |W(F)| < oo, entdo |W(K)| = | coker(t) |.

Demonstracao: (1) Suponha que |W(K)| < co. Pelo Teorema do Triangulo Exato e
pelo 1° Teorema dos Isomorfismos temos que
W(F)

coker(t) = T = Im(r*) C W(K).

Assim, | coker(t)| = [Tm(r*)| < [W(K)| < oo. Como Im(s,) = ker(t) e ok = Tm(s.),
segue que |ker(t)| - |Im(r*)| = |W(K)| < oo. Implicando que |ker(t)] < oo. Logo

| coker(t)| e |ker(t)| sao finitos.

Reciprocamente, suponha que |coker(t)| e |ker(t)| sao finitos. Isso implica que

% , | Im(s,)| s@o finitos. Como Im(t) = ker(r*), segue que
F
coker(t) = IZ((T*)) >~ Tm(r*) = ker(s.).

Assim, |ker(s,)| e |Im(s,)| s@o finitos. Entao,

WL e e et~
(e — |l = W) = [Tm(s) |- er(r)| < oo,
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Logo |[W(K)| < oc.

(2) Suponha que rank(W(F)) < oco. Isso implica que W(F) é finitamente gerado, em
particular fe/r((i)) = Im(s,) € W(F) e ker(s,) = Im(r*) = KZE(P;)) sao finitamente gerados.
Pelo Teorema da Correspondéncia da teoria de grupos, temos que rank(W(K)) < oo.

Dados (W(F),+,mp) e (W(K),+, mg), onde

mp: FxW(F) — W(EF) , mg: FxW(K)
(C7Q) — <C> ®rq (C7q/)

— W(K
— <c>®Kq.

E fécil ver que W (F) e W(K) com as estruturas acima sao F-espacos vetoriais. E mais,
r*, t sao F-lineares e pela Reciprocidade de Frobenius 4.6, temos que s, é F-linear. Assim,
pelo Teorema do Ntcleo e da Imagem, temos que

rank(W (K)) = rank(ker(s,)) + rank(Im(s,))
rank(W (F)) = rank(ker(r*)) + rank(Im(r*))
rank(W (F')) = rank(ker(t)) + rank(Im(?)).

gomo Im(t) = ker(r*) e ker(t) = Im(s,), segue que 0 = rank(Im(r*)) — rank(Im(s.)).
’ rank(W (K)) = rank(ker(s,)) + rank(Im(r*)) = 2 rank(Im(r*)).

Pelo fato que coker(t) = m((z;) kzgi)) = Im(r*), logo rank(W (K)) = 2rank(coker(t)).
(3) Suponha que |W (F

finitos e | coker(t)| =

)| < oo. Como ker(t),Im(t) C W(F), segue que |ker(¢)| e | Im | sdo
W(F >‘
Im(t)

< 00. Pelo item (1) desse teorema, temos que |W(K)| < oo.

Assim,

(W(K)| = Iker( -
= el I

Logo |W(F)| = | coker |?>. Provando o resultado. O

( Dl = [Tm(r)] - [ ker(t)]

] | coker(t)| - | coker(t)| = | coker |2.

Teorema 4.32. Seja K/F uma extensio finita de corpos. Se |K/K? < oo, entio
|F/F?| < 0o. A reciproca é verdadeira se K/F € galoisiana e [K : F| = 2", comn € Z,.

Demonstragao: Seja K/F uma extensao finita de corpos. Seja E//F uma sub-extensao
maximal de K/F que foi obtidas por extensoes quadratica a partir de F'. Isso implica que
K/FE nao tem sub-extensao quadratica.

Afirmamos que, se K/E é uma extensao finita de corpos que nao tém sub-extensao
quadratica, entdo o homomorfismo natural ¢ : E/E? —s K/K? é injetora. De fato,
suponha que ¢ : E/E? — K/K?, dada por ¢(eE?) = eK? nio é injetora. Assim, existe
ec ENK?ee¢ FE? Como e € K2, segue que existe /e € K e /e ¢ E. Isso implica
que E(y/e)/E é uma sub-extensao quadratlca de K/E, o que é um absurdo. Logo ¢ é
injetora.

Como ¢ é injetora, segue do 1° Teorema dos Isomorfismos que E/E? 2 Im(¢) C
K/K?. Assim, se ‘K/Kﬂ‘ < 00, entao ‘E/EQ‘ < 0o. Pelo fato que E/F foi obtida por
sub-extensoes quadraticas e [E : F] < [K : F| < oo, temos pelo Coroldrio 4.30 aplicado

um numero finito de vezes que ‘F JF?| < 0.
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Iremos provar a reciproca, seja K/F uma extensao galoisiana finita de corpos, tal
que [K : F| =2" com n € Z,. Como K/F é de Galois, segue da Teoria de Galois que
|Gal(K/F)| = |Aut(K/F)| = [K : F] =2".

Assim Gal(K/F) é um 2-grupo de ordem 2". Temos pelo Primeiro Teorema de Sylow que
existem subgrupos Gj’s, tais que |G;| = 2" e

Gal(K/F):GO DG D DG DGn:{l},

onde [G; : Gi41] = 2, para todo i = 0,...,n — 1. Tomando F; = K%, segue do Teorema
Fundamental da Teoria de Galois que existe a seguinte sequéncia de corpos encaixada.

F=KcCcFrcCc---Cl,,CF,=K,

onde [Fi,; : F}] =2, paratodoi =0,...,n—1. Se ‘F/FQ‘ < 00, entao pelo Corolério 4.30

aplicado n vezes temos que <oo. O

12 < 00, para todo i = 0,...,n. Logo ’K/KQ

4.4 Teorema de Cassels-Pfister

Nessa secao iremos observar o comportamento de formas quadraticas sobre extensoes
transcendentes e provaremos o importante Teorema de Cassels-Pfister.

Lema 4.33. Seja v uma F-forma quadrdtica. Se y é F-anisotrépica, entdo yp(g) € F(x)-
anisotropica, onde F(x) € o corpo quociente de polinomios sobre F. Em particular, o

nicleo de Witt W (F(x)/F) € o ideal nulo em W (F).

Demonstragao: Seja v = (ay,...,a,) uma F-forma quadratica. Suponha que 7 é F-
anisotrépica e assuma que Yg(y) € F(x)-isotrépica. Isso implica que existe um vetor nao
nulo (zi((i)), R Ex))> tal que

> [o ()] o

Tomando fi(z) = [gi(x) - TTjy jza(hi(2))|, temos que EL (ai(fi(2)2] = 0. Pela de-
F

finicao de f;(x), segue que f;(z) € F[z], paratodoi =1,...,n,e fi(z) # 0, para algum i =
1,...,n. Mudando os fi(z)’s se necessdrio, podemos assumir que
mdc(z, fi(z),..., fo(z)) = 1, onde retiramos os possiveis f;(z)’s, tais que f;(z) = 0.
Tomando x = 0, temos que

> [asl (0] =

i=1
Como f;(0) € F e f;(0) # 0, para algum i = 1,...,n, segue tomando o vetor
(f1(0),- -+, fu(0)) que vy é F-isotrépica, o que é um absurdo. Logo vp(z) ¢ F()-anisotré-
pica. Em particular, r* : W(F) — W(K) ¢é injetora, ou seja, W(F(x)/F) = {Ow ) }. O

Note que o lema anterior é basicamente o Teorema de Springer 4.22 para extensoes
transcendentais simples.
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Corolario 4.34. Seja F' um corpo, seja F(x) o corpo quociente dos polinémios sobre F.
Entao:

(1) Se ¢ € uma F-forma quadrdtica, entio Dp(¢) = F N Dy (dr@));

(2) —1 € uma soma de n quadrados em F se, e somente se, —1 € uma soma de n
quadrados em F(z).

Demonstracio: (1) E fécil ver que Dp(¢) € F N Dp(2)(¢p@)). Reciprocamente, seja
de Fn Dp)(¢r@)) (que existe, pois ¢ é regular). Seja v := ¢ L (—d). Pelo 1° Teorema
de Representacao 1.52, temos que yp(,) é F'(x)-isotrépica. Segue pela contra-positiva do
Lema 4.33 que 7y é F-isotrépica. Assim, do 1° Teorema de Representagao 1.52, obtemos
que d € Dp(¢). Portanto, Dp(¢) = F N D@y (dr))-

(2) Se —=1=>" 27 comn € Z; e x; € F. Entdo, em particular, —1 é soma de n
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quadrados em F(z), pois F' C F(x).

Reciprocamente, suponha que —1 =3""  y?, com n € Z; e y; € F(z). Isso implica
que —1 € F N Dpx)(n(l) px)). Temos pelo item (1) desse coroldrio que —1 € Dp(n(l1)).
Logo —1 é soma de n quadrados em F. O

Teorema 4.35 (Cassels-Pfister). Seja v uma F-forma quadratica, seja p(z) € Flz] N
Dy (). Entao:

(1) p(z) € representado por «y sobre o anel Flx], e

(2) See € F, tal que p(e) # 0, entdo p(e) € Dp(7).

Demonstracao: (1) Seja (aj,---,a,) uma diagonalizacdo de v sobre F. Podemos
considerar 7 anisotrépica sobre F. Pois, caso contrario existiria uma sub-forma (1, —1)
em v, ou seja, v = (1, —1) L 4. Assim, temos a seguinte equagao

pl) = [w] _ [%] ¢ Flal.

Tomando o vetor v = <M, p@=l g ... ,O) € Flx]", temos que p(x) = v(v), validando

2 2
(1).
Por hipodtese e por construcao andloga ao Lema 4.33, obtemos que
f1<x>)2 (fn<x>>2
p(x) =a + - +a, , 1
@=a (56 fole) 2

onde fo(z), fi(x),..., fo(x) € Flz] e fo(x) # 0(z). Mudando fo(x) se necessério, pelo
Principio da Boa Ordem podemos assumir que deg(fo(z)) é minimal.

Afirmamos que deg(fo(x)) = 0. De fato, suponha que deg(fy) > 0. Consideremos
a F(z)-forma quadratica ¢ = (—p(z),a1,--- ,a,). Seja B = B, a F(z)-forma bilinear
simétrica associada a ¢. Seja @ o conjunto dos vetores isotrépicos de (F[z]", B, ¢). Note
que @ é uma superficie quadrética no espago projetivo P"(F[z]) n-dimensional. De fato,
pela definicao de @), temos que

Q= {(yo,yh ) €] 0 —p(x)(y0)® + Z a;(y;)?] = OF[x}} :
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Pela equagao (1), temos que o vetor (fo(z), fi(x)), -+, fu(x)) € @, ou seja, Q # 0.
Da definicao de superficie quadratica e do fato que formas quadraticas sao polinomios

quadréticos homogéneos, segue que () é uma superficie quadratica homogénea sobre
F [:r;]" , pelos resultados da Geometria Algébrica, () é uma superficie quadratica em

P (Fla]

Pa chegarmos em  uma  contradicao, construiremos  um  vetor

).
ra
h(z) = (ho(z), hy(x), -+ ,hp(x)) € Q, onde hi(x) € Flz] e hy # 0, com deg(ho(z)) <
deg(fo(x)). Para construir h(z), primeiro temos que dividir todos os f;(z)’s por fo(x).

Como F[z] é dominio euclidiano, segue que existem unicos g;(z),r;(x) € F|x], tais que

Flx
fi(z) = fo(z)gi(x) + ri(z), onde, ou r;(x) =0, ou deg(r;(z)) < deg(fo(x)).
(

Como fo(z) = fo(x)1(x)+0(x), segue que go(x) = 1(x) e ro(z) = 0.Assim, conseguimos os
vetores f(x) = (fo(x),---, fu(2)), 9(x) = (90(), -, gn(@)) € r(2) = (ro(x),--- ;72 ())
em F[z]"™", relativos a equacao vetorial f(z) = fo(2)g(z) + r(x). Podemos assumir
que r(x) # 0, pois caso contréario % € Flx], para todo i = 1,...,n, implicando que
p(x) € Flz].

Afirmamos que existe h(z) € @, tal que h(x) = c(z)f(x) + d(x)g(z), onde
c(x),d(z) € Flz]. De fato, se tomarmos c¢(x) =1 e d(x) = 0, temos que h(z) = f(z) € Q.
Em geral, temos que

Oppp) = B(h, h)

Como f(z) € Q, segue que

Op) = B(h, h)) = d(x) - [2¢(x) B(f(x), 9(x)) + d(x) B(g(x), g(x))]
Tomando cy(z) = B(g(x),g(x)) e do(x) := —2B(f(x),g(z)), temos que h(z) =
co(x) f(x) + do(x)g(z) satisfaz a afirmagao.

Tomamos c¢(z) = B(g(z), g(x)) e d(z) = —=2B(f(x), g(x)). Seja ho(x) = c(z) fo(x) +
d(x)go(z). Como go(z) = 1(z), segue que

ho(z) = Blg(x),9(x))fo(z) — 2B(f(x), g(x))go(x)
= Blyg(x),9(x)) fo(x) — 2B(f(x),g(x))
= B(g(x)fo(z) —2f(x), 9(x))
= B(f(z) —r(x) = 2f(2), 9(x))

Isso implica que

fo(@)ho(z) = = fo(2) B(f(x) + r(z), 9(x))

I
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pois ro(x) = 0 e ¢ é F-anisotrépica. Pelo fato que

n

deg(fo(w)) deg(ho(x)) = deg(Y _ai(ri(2))*]) < max(deg(r;))* < [deg(fo(x))]?,

=1
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ho(x)? ho(x)’ » ho(z)
com deg(ho(z)) < deg(fo(x)), o que é um absurdo. Logo deg(fo(x)) = 0, e dessa forma
p(x) € Flz].
(2) Seja e € F, tal que p(e) # 0. Segue pelo item (1) desse teorema que p(x) =
S lai(fi(x))?], com fi(z) € Flxz]. Assim,

m

ple) = > lai(fi(e))?] = ¢(fi(e), - . fule)) #0.

=1

temos que deg(ho(z)) < deg(fo(z)). Assim, (hl(x) halo) ... h"(x)> ¢ solugao de (1),

Portanto p(e) € Dp(7y). O

4.5 Formas de Pfister

Nessa secao iremos estudar as formas quadréticas de Pfister. Essas formas sao muito
importantes para estudarmos os ideais de W (F') da forma I"F', com n € Z, e as algebras
de quaternios.

Definicao 4.36. Seja F' um corpo, chamaremos de forma de Pfister de n camadas sobre
o corpo F' a forma quadratica

n

Q(1,a) = (La) @ @ (1,a,),

i=1
com a; € F, para todo i = 1,...,n. Denotaremos @ (1,a;), por ((ar,...,a,)).

Lema 4.37. Sobre um corpo F, qualquer forma quadrdtica bindria ¢ = (1,a) ¢ uma forma
de grupo, isto é, Dp(q) € subgrupo de F.

Demonstracao: Claramente 1 € Dp(q) e Dp(q) é fechado para inversos pelo item (2)
da Observagao 1.30. Assim, basta provarmos que Dp(q) é fechado para o produto. De
fato, note que

(2% + ay?) (2* + aw?) = (22 — ayw)? + a(zw + yz)?,

para todos x,y,z,w € F. Logo Dg(q) é fechado para o produto, e portanto g é uma
forma de grupo. O

Uma forma quadratica de Pfister de 0 camadas é, por convencao, dada pela forma
(1). Uma forma de Pfister de 1 camada é dada por (1, a), que coincide com a forma normal
da 4lgebra quadratica F|z]/(z* + a). Uma forma de Pfister de 2 camadas ({(—a, —b)) é a
forma normal da algebra de quatérnios (“Tb), pela Proposicao 3.14.

Trabalhando com formas de Pfister é muito util notar que, se tomarmos a forma de
Pfister de n camadas ¢ = ({(ay,...,a,)), com a; = —1, para algum a;, entao ¢ = 2" 'Hp.
De fato, basta notar que (1,a;) = (1,—1) = Hg. Por outro lado, se a; = 1, entao

((1,ag,...,a,)) = ((ag,...,a,)) L ((ag,...,a,)) = 2((as,...,a,)).

Em particular, se a; = --- = a, = 1, entao ((1,...,1)) =27(1).
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Proposicao 4.38. Seja IF o ideal fundamental de W (F'). Entao I"F ¢é gerado aditiva-
mente pelo conjunto de todas as formas de Pfister de n camadas.

Demonstracao: Pela Proposicao 2.9 e do fato que IF' ¢é a inclusao natural de IF em
W (F), segue que [ F é gerado aditivamente pelas formas de Pfister (1) + (a) = (1,a) =
{{a)) em W(F). Como ["F = [""'F - [F, temos que I"F é gerado aditivamente pelas
formas de Pfister de n camadas. g

A seguinte proposicao nos da algumas formulas basicas para formas de Pfister de 2
camadas.

Proposicao 4.39. Sejam F um corpo e a, b, x, y € F. Entdo as sequintes afirmagoes
sao verdadeiras.

(1) Sex € D({{a))), entao ({a,b))
(2) Sey € D({(a,b)), entdo ({a,b)) = ({y,ab)).

12
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Demonstracao: (1) Suponha que z € D(({(a))) = D((1,a)). Pela Proposigao 1.64,
temos que (x,za) = (1,a). Assim,

{{a,b)) = (1,a) @ (1,b) (1,a,b,ab) = (1,a) L (b) @ ( a)

(La) L () ® (z,a) = {(a, ba)).

11

(2) Suponha que y € D({a,b)). Pela Proposi¢ao 1.64, temos que (a, b) = (y, yab). Assim,

({(a,b)) = (1,ab,a,b) = (1,ab,y,yab) = ((y, ab)).

|

Defini¢ao 4.40. Sejam ({(ay,...,a,)) e ((by,...,b,)) duas forma de Pfister de n camadas.
Dizemos que essas formas de Pfister sao simplesmente P-equivalentes, se existem dois
indices 7 e j, tais que

(1) (ai, a5)) = {{bi, b)), e

(2) ar = by, para qualquer k #i,jek=1,...,n

(Note que na condi¢ao (1) da definicdo acima, se ¢ = j, a expressao ((a;,a;)) é
entendida apenas por ({(a;)).) Em geral, dizemos que duas formas de Pfister de n camadas
¢ e v sao P-equivalentes por cadeia, se existe uma sequéncia de formas de Pfister de n
camadas ¢q, @1, ..., Pm, tal que ¢g = ¢, ¢, = 7y, e para cada ¢; é simplesmente P-
equivalente a ¢;11 (0 <i<m—1).

Nao ¢ dificil provar que a P-equivaléncia é uma relacao de equivaléncia sobre todas
as formas de Pfister de n camadas, que denotaremos por ~

Como toda forma de Pfister de n camadas ¢ representa 1, podemos escrever ¢ =
(1) 1 ¢'. Chamaremos a forma quadrética ¢’ de sub-forma pura de ¢ (em analogia com
o conceito de “quaternios puros”). Essa terminologia é justificada, pois como a classe de
isometria de ¢’ é determinada unicamente por ¢ de acordo com o Cancelamento de Witt
1.60.
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Teorema 4.41 (Sub-forma Pura). Seja ¢ = ((a1,az,...,a,)) uma F-forma de Pfister
de n-camadas, comn > 1, seja b € Dp(¢'). Entdo existem by, ... b, € F, tais que

o~ ((bby,...,bn)).

Demonstragao: Provaremos por indugao em n. Se n = 1, entdo ¢ = (1,a;). Como
b€ Drp(¢') = Dr({a1)), segue que (b) = (a;), onde segue o resultado. Assumimos que
esse teorema seja valido para as formas de Pfister de n — 1 camadas. Seja

7= {{ay,...,a,_1)) = (1) L 7.

Isso implica que ¢ = 7 ® (1,a,) = 7 L (a,) ® 7. Assim, ¢/ = 7" L (a,) ® 7. Como por
hipétese b € Dp(¢') = Dp(7" L (a,) ® T), temos que existem

r € Dp(rYU{0} e ye Dp(r)u{0},

tais que b = x + a,y. Podemos escrever mais y = t* + o, onde yo € Dp(7") U {0}. Como
b € F, segue que b # 0. Assim, temos dois casos a se analisar.

Caso 1. Sey = 0, entdo 0 # b = 2 € Dp(7'). Pela hipétese de inducdo, existem
dy,...,d, 1 € F, tais que 7 = ({(x,ds,...,dy_1)). Assim,

(b ~ <<x7d27 s 7dn*1>> ® <<an>> = <<b7 d2a s 7dn*17an>>7

como desejado.

Caso 2. Suponha que y # 0. Afirmamos que ¢ = ({aq,...,a,_1,ya,)). De fato, se
yo = 0, entdao 0 # y = t2, seguindo no desejado. Se 3y # 0, entdo podemos assumir que

yo € Dp(7'). Pela hipétese de indugao novamente, 7 = ((yo, Ca, - . ., Cn_1)), onde ¢; € F,
para todoi=2,...,n — 1. Assim,
¢ <<y07 €2y, Cn-1, an>> ~ <<y05 C2y...5Cn-1, an(tQ + y0)>>

~
~
~
~

<<y07 Cay ..., Cn—1, yan>>7

onde a segunda congruéncia é dada pela Proposicao 4.39 item (1) em y € Dp({{(vo)))-
Provando nossa afirmacao. Se z = 0, entao b = ya, que pela nossa afirmacao acima
satisfaz o teorema. Assim, podemos supor que x # 0. Isso implica que z € Dp(7').

Novamente, pela nossa hipétese de inducao, temos que 7 = ((z,ds, ..., d,—1)), com d; € F,
para todo j =2,...,n — 1. Assim,
1) ((x,dg, ... ,dp_1,yan)) = ((x+ any,ds, ... ,dy_1,a,2Y))

Q

<<b, dg, e ,dn—17 a’n‘ry>>7

onde a segunda congruéncia é dada pela Proposicao 4.39 item (2) aplicada em ((z, a,y)).
Provando a tese para n. O

Proposicao 4.42. Sejam 7= ((ay,...,an_1)) e Dp(7). Entdo para qualquer a, € F:

({ay, ..., apn_1,0,)) = ({a1,...,an_1,a,Y)).

Em particular, ((a1,...,an—1,Yy)) € isométrica a 21 e ({ay,...,an_1,—Yy)) € hiperbdlica.
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Demonstracao: Seja y € Dp(7), tal que y = t* + yo, onde yo € Dp(7') U {0}, seja ¢ =
Uar, ..., an 1,0,)) = 7@ ({a,)), com a, € F. Se yF'?> = 1F?, entdo a P-equivaléncia por
cadeia acima é satisfeita. Suponha que yF?2 # 1F2. Isso implica que yo # 0. Pelo Teorema
4.41, temos que existem ¢y, ..., c,_1, tais que 7 &~ ({yo,C2,...,¢,_1)). Por argumento
andlogo na demonstragao do caso 2 do Teorema 4.41, segue que ¢ =~ ((ay, ..., a1, ay)).
Provando nossa proposicao.

Em particular se anF = 1F , segue que
2<<CL1, c.. ,(ln,1>> = <<(1,1, o P 1>> ~ <<(11, c. ,an,l,y)>,
((a1,...,an-1)) ® (1,—1). O

I

e ((ar,...,an_1,—y)) =~ {{a1,...,an_1,—1))

Usando o Teorema da Sub-forma Pura 4.41, teremos acesso a duas das principais
propriedades de formas de Pfister.

Teorema 4.43. Se uma F-forma de Pfister ¢ € isotropica, entdo ¢ € hiperbolica.

Demonstracao: Suponha que a forma de Pfister ¢ sobre F' é isotrépica. Isso implica
que ¢ = Hp L ¢p. Assim, ¢’ = (—1) L ¢o. Implicando que —1 € Dg(¢'). Pelo Teorema
da Sub-forma Pura 4.41, temos que ¢ ~ ((—1,...)). Como ({(—1,...)) é hiperbdlico e ~
implica em =, logo ¢ ¢ hiperbdlica. O

Para o préximo resultado necessitamos do conceito de fatores similares de uma forma
quadratica.

Definicao 4.44. Seja F' um corpo, seja ¢ uma F-forma quadratica. Chamaremos de
grupo dos fatores similares de ¢ o conjunto

G(q)=Grlg) = {aeF|(a)®q=q}
= {acF|[{a) - gq=q e W(F)}
= {a€eF|{l,—a)-q=0 € W(F)}

Note que é simples de provar que G(q) é subgrupo multiplicativo de F, para qualquer
F-forma quadrética ¢. Mais ainda, como (1) = (2°), com z € F, segue que F* C G(q)
atua como a identidade. Assim G(g)/F? é um subgrupo de F'/F?.

Teorema 4.45. Seja ¢ uma F-forma de Pfister. Entdo Dp(¢) = Gp(¢). Em particular,
Dp(¢) € um subgrupo de F'.

Demonstragao: Seja x € G(¢). Isso implica que (z) ® ¢ = ¢, pelo fato que ¢ é uma
forma de Pfister, segue que ¢ = (1,...). Assim, ¢ = (z,...). Implicando que = € D(¢).

Reciprocamente, seja y € D(¢). Queremos mostrar que y € G(¢). De fato, escreva
y =t*+y, onde y € D(¢)U{0}. Casoy’ =0, segue que y € F* e desse modo, y € G(¢).
Suponha que y' # 0. Entao, pelo Teorema 4.41, ¢ =~ ((y/,ca,...,¢,)), com ¢; € F, onde

i =2,...,n. Comovy € D((1,y')), segue pela Proposi¢ao 1.64 que (1,7) = (y,yy’).
Implicando que y € G({(y'))). Assim,

o= (Y cor o)) = (W) @ ({ez, - )
Portanto y € G(¢).

1%

¥) @ (y) @ ((ca,- - ) = (y) @ @



CAPITULO b

Transfer de Scharlau de Extensoes
Biquadraticas

Seja F' um corpo (char(F) # 2). Nesse capitulo, a,b € F', tais que a,b, ab # F? a menos
que se diga ao contrario. Para qualquer extensao K/F o conjunto W(K/F') é dado pelo
ker(r*), onde r* : W(F) — W(K) é o homomorfismo natural, definido no Capitulo 4.

Iremos calcular o niicleo da transfer s, : W (F(y/a, Vb)) — W(F) correspondente
ao F-funcional linear s : F(y/a,vb) — F determinado pelas igualdades
s(1) = s(y/a) = s(v/b) = 0 e s(v/ab) = 1. Para isso precisamos de alguns resultados
auxiliares.

Lema 5.1. O conjunto J := W(F(\/a)/F) N W(F(Vb)/F) ¢ um ideal de W(F) e
J C I*F.

Demonstragio: Primeiramente notemos que pelo fato de W (F(y/a)/F) e W (F(v/b)/F)
serem ideais nao nulos de W(F), entdao J # () e é ideal de W(F). Como F(y/a)/F e
F (\/5) /F sao extensoes quadréticas de corpos, pelo Teorema 4.25; temos que

J=W(F) @ ({(=a)) "W(F)® ((=b)).

Queremos mostrar que J C I?F. De fato, seja ¢ € J. Se ¢ = Ow/(F), entao é claro
que ¢ € I*F. Suponha que ¢ # Oy (r). Isso implica que ¢ = ¢1 ® ((—a)) e ¢ = g2 ® ((—b)),
onde ¢, g2 € W(F) — {Ow(p)}. Pelo Corolario 4.26 temos que

dim(q)

a(a) = (~a) 5" = (-0)

Como a,b,ab ¢ F?, entdo a-F? # b- F2. Implicando que d(q) = 1 e, desse modo, 4| dim(q).
Assim, pelo Lema 2.24, concluimos que ¢ € I?F. Portanto J C I*F. O

dim(q)
2

Lema 5.2. Seja m uma F-forma de Pfister de duas camadas. Entao as sequintes afirma-
coes sao equivalentes:

(1) Erziste um u € F, tal que m = ({(—b, —a + bu?));
(2) me J.

Demonstragao: (1) = (2) Suponha que exista u € F tal que m = ((—b, —a + bu?)).
Como 7 2 (1, —b) ® (1, —a+ bu?), pelo Teorema 4.25, temos que 7 € W (F(v/b)/F). Mais
ainda, como (v/a)? — bu® € Dp( /5 (({(—=b))), pela Proposicao 4.39 item (1), temos que

~Y

Trva) = ((=b, —1)r(va) = 2 - Hpa)-

82
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Implicando que m € W(F(y/a)/F). Portanto 7 € W(F(y/a)/F) N W (F(V/b)/F) = J.
v)

(2) = (1) Seja m = ((z,y)), com z,y € F', uma F-forma de Pfister de duas camadas, tal
que m € J. Como 7 € W(F(\/b)/F), pelo Teorema 4.25, temos que 7 = ¢ ® ((—b)), onde
g € W(F). Assim, ((x,y)) = q®{(—b)). Como (—b)®@7 = m, pelo Teorema 4.45 temos que
—b € Dp(7), e consequentemente —b € Dp(¢'). Pelo Teorema da Subforma Pura 4.41,
temos que existe ro € F, tal que 7 = ((—b, —x¢)). Também temos que 7 € W(F(v/b)/F)
e, por argumento analogo, segue que existe yo € F, tal que m = ((—a, —yo)). Assim, 7 é
forma normal das algebras de quatérnios

(o), - ()

Isso implica que A = A’. Pelo Teorema 3.20, temos que Ay = Aj e assim
Dr(7|a,) = Dr(7|4;). Logo, —a € Dp(w|ay), ou seja, —a € Dp({—b, —x9, bxy)). Equiva-
lentemente, a € Dp((b, x¢, —bzy)). Entao

a = bu® + zoui — brous, com u,ui,uy € F.

Como b ¢ F2 e b # 0, entdo u? — bul # 0, para todos uy,u; € F. Implicando que
a—bu?

e Assim, concluimos que

({(=0, —0))
((=b, = [(a = bu?) /(uf — bu3)] - (uf — bu3)?))
((=b, (—a+bu?) - (uf — bu3))).

Pelo fato que u? — bu? € Dp({(—=b))) e pela Proposicao 4.39 item (1), temos que
7 = ((=b, —a + bu?)), como querfamos. 0

o =

™

[l 11

Lema 5.3. Sejam ¢ € J, ¢ € Dp(¢) et uma varidvel. Entao
C(t2 — a) (t2 — b) - DF(t)(¢F(t))-

Demonstracao:  Como ¢ € W(F(y/a)/F)
com ¢ € W(F). Afirmamos que ((—a))p()
t* —a € Dpw(((=a))rp) e

A=) ) = —aF (1) = —alt® — ) F(2 = d ({2 — a) & ((=a})pip)

entao obtemos a seguinte equivaléncia

((=a))ro = (" = a) @ (L d(((=a))r))r@ = (= a) @ ((—a)) r).

Provando a afirmacgao.

Como ((—a)) r) = (t? — a) ® ((—a)) ), entdo dpp = (t* — a) @ dp. De maneira
andloga temos que ¢y = (t* — b) ® dpy. Assim,
Pr@ =t —a) ® dpuy = (1* — a) @ (12 — b) @ dr).-

Em particular, temos que Dpg)(¢rw) = Dre((t* — a) ® (t* — b) @ ¢rr)). Como
c € Dp(dr@)), segue que existe xg = (21, ..., Zaim(e)), tal que ¢ = ¢(z9). Assim tomando
o vetor 1 ® 1 ® zg, temos que

Prwy(To) = (2 —a) @ (t* = b) ® ¢p@(1 ® 1 ® 20)
= c(t* —a)(t* = D).

Portanto, ¢(t* — a)(t* — b) € Dpw)(dr@). O

pelo Teorema 4.25, ¢ = q ® ((—a)),
(t* — a) ® ((—a))r@-. De fato, como

e =
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Lema 5.4. Suponha que ¢ € J e ¢ seja F-anisotropica. Entdo existe uma sub-forma de
dimensao 3 ¢pg C ¢, tal que as formas quadrdticas ¢0F(ﬁ) e ¢0F(\/E) sao 1sotropicas.

Demonstragao: Seja (V,¢) um F-espago quadratico anisotrépico, tal que ¢ € J. Como
¢ € J e ¢ ¢é anisotrépica em F, entao dim(¢) > 4. Suponha que dim(¢) = n. Seja
{(ay,...,a,) uma diagonalizacdo de ¢. Pelo fato que ¢ é F-anisotrépica, existe ¢ € F, tal
que ¢ € Dp(¢), segue pelo Lema 5.3 que

p(t) = C(t2 — a)(t2 — b) S DF(t) (QbF(t))'

Como p(t) € F[t] N Dpw (¢rw), pelo teorema de Cassels-Pfister 4.35, p(t) é representado
por ¢ sobre F[t], ou seja, p(t) = >0 [a:i(fi(£))?], com fi(t) € F[t]. Pelo fato que ¢ é
F-anisotrépica e deg(p(t)) = 4, entao deg(fi(t)) < 2, para todo i = 1,...,n. Assim,
fi(t) = a;t® + Bit + i, com «y, B;,7; € F. Entao

n

p(t) = Z[ai(aﬂfz + Bit + 7).

i=1
Abrindo as contas obtemos que
p(t) = ca* —cla+b)t* + abe
= Z?:l[ai(@i)ZtZl + CLZ'(QOéiﬂi)t?) + az(ﬁf -+ 2@[}@)752 + az(25z%)t + CLZ(’%)Z]
Tomando vy = (aq,...,a4), v1 = (f1,...,0n) € o = (71,---,7n) NO espago vetorial V,
temos que p(t) = @(vat? + vit + vg). Note que em particular, ¢(vs) = ¢ e ¢(vy) = abe.

Seja W C V' o subespago gerado por vs, vy € v, € seja ¢g = ¢|y. Afirmamos que
avy +v/avy + vy # 0 em Wy ). De fato, suponha que avy + v/avy + vy = 0. Caso vy # 0,
entao vy = —y/avy — (y/a) lvg. Assim,

do((t* — (Va)t)vy + (1 — (Va) 't)vg) = do(vat? + vit + vg) = ct* — c(a + b)t* + abe.

Seja k = By, (vq, 1), onde By, é a forma bilinear simétrica associada a ¢. Desenvolvendo
os dois lados da igualdade acima, temos o seguinte sistema

a?=1
—acy/a — \Jak =0
—y/ak — abey/a =0

cla+b)+ (a+ 1)k =0.

Pela resolucao desse sistema em particular temos que ab = 1, o que é um absurdo. Logo
vy = 0. Agora, se ava+vg # 0, entao claramente ave++/av;+vg # 0. Mas, se ava+vg = 0,
entao vy = —avy e assim,

c(t? — a)(t? — b) = ¢o(avy + Vav, +vo) = ¢o((t* — a)vy).
Como ¢g(ve) = ¢, entdo (t* — a) = (t* — b). Implicando que a = b, o que é um absurdo.
Concluimos que avs + /avy + vy # 0 em F(y/a) e como ¢g(avs + v/avy +vg) =0, ¢, -,

é isotrépica. Analogamente buvy + Vv + vy # 0 e consequentemente ¢0F< B ¢ isotropica.

Agora basta mostrar que dim(W) = 3. De fato, como avy + \/avy + vy # 0, segue

~Y

que dim(w) > 1. Pelo fato que P, m € isotrépica, temos pelo Teorema 4.24 que ¢y =
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q®((—a)) L ¢, com q,q € W(F) e q F-anisotrépica. Isso é suficiente para afirmarmos
que dim(W) > 2. Caso dim(W) = 2, entdo ¢y = (¢) ® ((—a)), com e € F. Analogamente,
do = () ® ((=b)), com ¢ € F. Implicando que —a - F? = d(¢g) = —b - F?. Assim,
ab € F?, o0 que é um absurdo. Logo dim(W) < 3. Como W é gerado por vy, vy, vs.
Portanto dim(W) = 3. O

Lema 5.5. Seja ¢ € J, tal que ¢ é uma F'-forma quadrdtica anisotropica e ¢y como no
lema anterior. Sem = ¢y L {d(¢y)), entdo dim(w) =4, 7 € J e = (c)R((—b, —a+bu?)),
onde c,u € F.

Demonstracao: Como dim(¢) = 3, claramente dim(7) = 4. Agora basta provarmos
que 7 € J e é o produto de uma F-forma de Pfister de duas camadas por um escalar em
W(F). De fato, note que como ¢, é F-anisotrépica, dim(¢g) = 3 e é F(y/a)-isotrépica,

pelo Teorema 4.24, temos que ¢y = (¢) @ ((—a)) L (d), com d € F e ¢c € F. Assim,

™ = (o) ®({(—a)) L (d) L (d(¢))
=~ (¢)®(1,—a,cd, (—a)cd)
= () ®((—a,cd))
= (o) ® ((—a)) @ {{cd))

Implicando que m € W(F(y/a)/F). Analogamente 7 = (e) ® ((—b,ke)), com k €
F ee € F. Implicando que 7 € W(F(v/b)/F) e consequentemente 7 € J. Como
T = (¢) ® ((—a)) L (d) € J, entao ((—a)) L (d) € J. Pelo Lema 5.2 segue que
72 (c) @ ((=b, —a + bu?)), com u € F e ¢ € F, provando o lema. O

Proposicao 5.6. O ideal J C W(F) € gerado pelas F-formas quadrdticas
{((=b, —a + bu?)), onde u € F.

Demonstracao: Seja ¢ € J. Se ¢ ¢é hiperbdlica nada temos que provar. Suponha que
¢ nao tenha partes hiperbdlicas, ou seja ¢ é F-anisotropica. Provaremos essa proposicao
por indugao sobre dimpg(¢), a seguinte igualdade

dsz(gb) -2

2
p— . - _ - ) ) F _
o ;<Cz> ® ((—b, —a + bu;)), com ¢;,u; € F, sendo n 5

Supondo que n = 1, entdo dim(¢) = 4. Pelo Lema 5.5, temos que 7 = ¢, L (d(¢y) €
J, sendo ¢g a subforma gerada pelo Lema 5.4. Como dim(¢) = 4, entdo ¢ = ¢y L (k),
onde k € F. Afirmamos que m = ¢. De fato, como J ¢é ideal de W (F'), entao

(k,—=d(¢0)) = ¢o + (k) — o — (d(¢o)) = ¢ —m € J.

Se (k,—d(¢0)) = Ow(r), entao ¢ = w. Por outro lado, se (k,—d(¢o)) # Ow(r), entao
(k, —d(¢)) é F-anisotrépico. Como (k, —d(¢o)) € J, segue que (k, —d(¢o)) = ()@ ((—a))
e (k, —d(¢o)) = (y) ® (b)), com z,y € F. Isso implica que —b-F? = d(¢—7) = —a-F?,

o que é um absurdo, pois ab ¢ . Logo (k,—d(¢9)) = Ow(r). Portanto ¢ = 7. Pelo
Lema 5.5, temos que ¢ = (c) ® ({(—b, —a + bu?)), provando a igualdade para n = 1.

Suponha que a igualdade seja vélida para m < dimpg(¢). Seja ¢ € J uma F-forma
anisotropica, tal que dim(¢) = 2n+ 2. Novamente tomando m = ¢y L (d(¢y)), pelo Lema
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5.5 temos que ™ = (¢) ® ((—b, —a +bu?)). Como 7 € J, segue que ¢ — € J. Assim, pelo
Teorema da Decomposicao de Witt 1.61 temos que

dim(¢, — m,) < dim(pg — ¢o,) + 1 = dim(¢) — 2.

Como ¢ — 7 = ¢, — m, L 7y, entao pela hipotese de indugao temos que

n—1

o—m=7) () ®({(~b,—a+buf)).

i=1
Tomando ¢ = ¢, e u = u,, entao

n

o= (c) @ {(=b,—a+bu)).

=1

Provando a proposicao. U

Observacao 5.7. Agora iremos calcular 0 nucleo da transfer
s, : W(F(y/a, Vb)) — W (F) correspondente o F-funcional linear s : F'(y/a, Vb) — F,
definido por s(1) = s(y/a) = s(v/b) = 0 e s(v/ab) = 1. Para qualquer extensao quadrética
de corpos F(+/d)/F, denotaremos por COrp(y /gy @& transfer W(F(V/d)) — W(F) asso-
ciada ao F-funcional linear cor : F(v/d) — F, definido por cor(1) = 0 e cor(v/d) = 1.

Analogamente, tomemos res F(vd)/F> Para denotar o homomorfismo
r* W(F) — W(F(Vd)), dado por ¢ — Ap (v

Note que com essa notagao definida anteriormente, corp s )/p = S« Pela ob-
servagao 4.9 , ¢ facil ver que s, = corp(,z)/r O COT i /a /by F(+/a) -

Teorema 5.8. O grupo ker(s,) € gerado pelas 1-dimensional formas quadrdticas (x +

yVa), (& +yvb) e (zy/a+yvb), onde z,y € F.

Demonstragio: Primeiramente, note que se F(v/d)/F é uma extensio quadritica e
COT (/) /P ¢é dada como nas observacoes acima, pelo Teorema 4.27, temos que

cor gy (& + yva)) = (y, —y(z® — dy?)), com z € F e y € D((z + yV/a)).

Pois, y = corF(\/;i)/F(@ + y\/@)(lF(\/ﬁ))-

Afirmamos que (z + yv/a), (x + yVb), (xv/a + yvb) € ker(s,), com z,y € F. De
fato, como s.(@) = corp(ya)/r © COTp( /a Vi) /r(va) (@), €ntao

si({z +yva)) = corp(ya/rocorp 4 /) r/m(E+yva)
= corp(ya)r({y, —y(z® — ay?)))
= corp(yay,r((Y) + corpiyayr({(—y(z® — ay?)))
= Owr) + Owr) = Ow(r).
Provando que (z + yv/a) € ker(s,), para todo z,y € F. Analogamente (z + y\/g>,

(zv/a + yVb) € ker(s.).
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Note que dado uma extensdo quadratica F(v/d)/F, se €O p /)y for como na Ob-
servacao 5.7, pelo Teorema do Triangulo Exato 4.28, temos que

W (F(y/a)) =% w(F)

> l®<<—d>>

W (F)

Agora podemos provar que o conjunto formado pelas F'(y/a, \/5)—f0rmas quadraticas
unidimensionais (z + y/a), (x + yvb) e (z\/a + yVb), com x,y € F, gera ker(s,). De
fato, seja ¢ € ker(s,). Isso implica que

s«(q) = COI"F(\/a)/F(COYF(\/a,\/E)/F(\/a)(Q)) = Ow ).

Pelo Teorema do Triangulo Exato 4.28 nas extensoes quadréticas F(v/a,vb)/F(\/a) e
F(y/a)/F temos que cotp a /5 /r/a) (@) = ¢ri/@, com ¢ € W(F). Como ¢p/m €
Im(corp z ey r(vay)s  Segue  que  dpya € ker(®((=b))), ou seja,

((—=0)) ® dp(ya) = Ow(r(yvay- Implicando que ((—b)) ® dppa € W(F(va)/F). Entao
{((=b)) ® ¢ € J. Pela Proposicao 5.6, temos que

((=0) ® ¢ = Z(Q) ® ((=b,—a + bu?)), com ¢; € F', u; € F e

n= w. Equivalentemente,

i=1

(=) ® (cﬁ =Y (ey@{(—a+ bU?>>) = Ow(r)-

Pelo Teorema do triangulo Exato 4.28 aplicado na extensdo quadratica F(v/b)/F temos
que ¢ — >0 {ci) @ ({(—a +bu7)) € Im(corp /5 /r), OU Seja,

O = Z(cz) ® ((—a + bu?)) + cor (5, (¥), Para alguma ¢ € W (F(Vb)).

Notemos que

reSF(\/a)/FocorF(\/I;)/F(@:+y\/5)) = CorF(\/E,\/I;)/F(\/E)OreSF(\/E,\/E)/F(\/E)(<$+y\/5>)7

para quaisquer x,y € F. Isso é suficiente para mostrar que

LeSp(va)/F © COTp(yp) /= COVR(ya,vb)/F(va) © YSF(va,ve) /F(VE) -
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Por essa igualdade acima temos que

COYF(ff)/F(f() Or(ya) = TYESE(ya)/F ©COTp(\/p)/F #(®)
= resp(yayr (D ( i) © ((—a +bup))+
= resp(yayr (D (G) ® ((—a+bu7))) +

n

= (XCii{e) ® (—a+bu?))pya) +
COT oz vB)/F(va) © YOS (ya vy /F(vE) (V)

= COT'p(a,vb)/F(va) (Z?:1<Ci> ® (u; 'Va + \/5>> +
COT p( /b F(va) (VE(yav5)

= COTp(/a,vh)/F(ya) <Z?:1<c@-> ® (u; ' Va+ Vb)+

Vriyavh)

Pois {¢;) @ {({(—a + bu?)) = {¢;) @ ({(—au™2 + b)), para todo i = 1,...,n. Assim,

COT i /a \/B)/F(\/a ( @/J\[\[ Z ci) \/—)+\/_>) = Ow(r(va)-

Pelo Teorema do Triangulo Exato aplicado na extensao quadratica de corpos

F(y/a,v/b)/F(y/a) temos que

(q —Vrave ~ 26 @ (' Va+ ﬁ)) < (reSFWA/E)/Fwa)) '

i=1

Implicando que ¢ = Ypavp + 2imi(c) ® ((u7'\/a) + 1Vb) + Tr(yavp: onde
T € W(F(y/a)). Como W(F(y/a)) é gerado por somas finitas de formas quadrdticas
(x+y\/a) e W(F(v/b)) é gerado por somas finitas de formas quadréticas (z +yv/b), entao

n

QZZ<Ci>®<( +1\/— ZI]_{'?J] +Z$k+yk\/_

=1

Provando o teorema. O

Observacao 5.9. O Teorema 5.8 torna possivel calcular o nicleo ker(s,) para qualquer
F-funcional linear ndo nulo s : F(y/a,vb) — F. De fato, no Capitulo 4 vimos que
existe [ € F(y/a, vVb)*, tal que s(lx) = COT' p vavh) (), Para qualquer z € F(V/a, Vb)*.
Consequentemente cor p z 5 /0 = $* 1, e entdo ker(cor p 7 5 /r) = (1) @ ker(s,).

Uma pergunta natural que surge ¢é se qualquer forma quadratica 1-dimensional em
ker (cor F(/an/b)/ ) € isométrica a um dos geradores fornecidos no Teorema 5.8. O préximo
exemplo mostra que a resposta é negativa.

Exemplo 5.10. Sejam F um corpo (charF # 2) e a,b € F, tais que a,b, ab ¢ F2. Entéo,
existem uma extensao de corpos L/F e uma L(+/a, v/b)-forma quadrética unidimensional,

tal que ¢ € ker (cor, g /5)/1) € e ¢ E<z+yva> <z+yvb> < zya+yv/b >, onde
x,y € L.
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Demonstracao: Sejam x,y,z,w variaveis distintas em F. Definamos
Fy = F(z,y,z,w). Como F}/F é uma extensao transcendental pura, segue do Lema
4.33 que a,b,ab ¢ F2. Implicando que Fy(v/a,vb)/F, é uma extensio biquadratica de
corpos. Seja a Fy(y/a, v/b)-forma quadrética unidimensional ¢, := (z-+y+/a+2zvb+w+/ab).
Pela observacao 5.7, temos que COTp (an/b) /By = COTR (va)/Fi © COL Ry (/o /b)/Fi (Va) - Assim,
tomando ¢} := COTy (/a/B)/ r (¢1), segue que

¢y = T (ya)/F © O, (vaiyF(va) | (T +yva) + (2 + w\/ﬁ)\/lg)}

corpy (vaym [(2 + wVa) Oy va (1 = [z + yv/a)* = b(z + wya)?)] .

Pelo Teorema 4.27 e por algumas contas, obtemos que ¢} = (w, —wN, K, —N'NK), onde
N = Ng (vayr (z+wy/a), N' = N, (a)m [(2+yy/a)® =b(z+wy/a)?] e K é um multinémio
nas variaveis z, y, z e w, sobre F'. Isso implica que d(¢}) = N’F12. Como N, N’ sao normas
da extensao de corpos Fi(y/a)/Fy e do fato que z +w+/a, (x +y+/a)? —b(z +w+/a)* & Fi,
segue, pelo Teorema 4.29, que N, N’ ¢ F12.

12

Seja Fy = I (\/N’). pelo que provamos acima, [Fy @ Fj] = 2. Afirmamos que

a,b,ab ¢ FQZ. Se a € F2, entdao pelo Teorema 4.29, temos que alN' € FIQ. Como
a = —Npg,(vaym € [z +yva)? —b(z + wya)ly/a ¢ Fi, segue, pelo Teorema 4.29, que
aN' ¢ F12. Analogamente para b e ab.

Como F,/F; é uma extensao quadritica, segue que se tomarmos ¢
entao

‘ ¢1F2(\/5,\/B)’

(w,—wN, K, —~N'NK)p,
(w,—wN, K, —NK)p,.

/2 = Cong(\/E,\/E)/Fg

e 11

Pelo fato que d(¢}) = 1F22, temos que
& (w,—wN,K,—KN)p,

(w,—wN,—KN, K)p,

(w)p, ® (1, =N, —wKN,wK)g,.

1111

Assim, ¢ = (w)p, @ (1, =N, —wKN, wK)p,.
Seja F3 = F, (\/N) Afirmamos que a,b,ab ¢ F32. De fato, se a,b,ab € ng,

terfamos pelo Teorema 4.29 que aN, bN e abN € FZQ. Como az? — (aw)?,bz? — abw? e

2

abz? — b(aw)? ¢ F1°, segue que

aNN', bBNN' e abNN' € F,.

Como NN’ = Np,(vayr [((z +yv/a)? — b(z + wy/a))(z + wy/a)], segue do Teorema 4.29,

que aNN', bBNN', abNN' ¢ Flz. O que é um absurdo. Assim, F3(v/a,vb)/Fs é uma
extensao biquadratica.

Se definirmos ¢5 : entao

= 2 vy
¢€% = CorF3(\/E7\/E)/F3(¢3) = <w>F3 ® <17 _Na _wKN7 wK>F3 = <1> _17 _wK7 wK)Fs

Isso implica que ¢4 = 2Hp, e dessa forma, ¢ = 0 em W (F3). Assim

@3 € ker <C0rF3(\/E,\/I;)/F3> .
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Queremos mostrar que ¢z % (' 4+ y/\/a), (2’ +y'Vb), (x'\/a+1y'V/b), com z',y € Fs.
De fato, se ¢3 = (2’ + y'v/a), com 2’y € F3, entdo
COT sy (Ja/B)/ Fa(/a) (93) = €OV vy gy (2 + ¥/ V@) = 0 € W(E5(Va).

Por outro lado,

COT gy (avBy/Ea(va (93) = COTpyya iy muva) | (& +yva+ 2V +wVab)p g }
corF3<M>/FM (@ +yv/a) + (= + wVDVE) i
= (24 wva)pa @ (1, —[(z + yv/a)* = b(z + wy/a)?]) pyva)

Isso implica que
Ny an) Fsva (T + yva) + (2 + wya)Vb) = [(z + yv/a)® — b(z + wva)? € F3(va)>.

Mostraremos que isso nao pode acontecer. De fato, como Fs(v/a,vb)/Fs(y/a) é uma

extensdo quadratica e [(z + yv/a) + (z + wy/a)Vb] ¢ F3(va) (Fy visto em Fy(y/a, Vb)),
pelo Teorema 4.29, temos que [(z+y+/a)? —b(z+w+/a)?] ¢ Fs(v/a)?. O que é um absurdo.

Logo ¢3 % (2" +y'V/a).
Se ¢3 = (2 + y’x/@FS(ﬁ,ﬁ), com 2,y € F3, entao

COL /2y (93) = COC vy, ({2 + 4/ V) = Oy v

Por outro lado,

COTy (a/b)/Fs(v/5) (P3) = COTp( a /o) ma(v/h) [<($ +2Vh) + (y + w\/l_))\/ﬁﬂ
= <y + w\/1_9>F3(\/5) ® <1, — [(m + 2Vb)? —a(y + w\/g)ﬂ > .

Isso implica que

Np

3

(Va8 Fs (6 [(I‘Jrzf) (y+w\/5)\/5} — [(2 + 2Vb)? — aly + wVb)’] € By(VD) .

Como Fs(v/a,vb)/F5(v/b) é uma extensdo quadritica de corpos e (z + zvb) +
(y + wvb)\/a ¢ F3(v/b), pelo Teorema 4.29, temos que [(z + 2vb)? — a(y + wvb)?] ¢
Fg(\/l_))Q. O que é um absurdo. Logo ¢3 2 (2/ 4 3'/b).

Queremos mostrar que ¢35 % ('v/a + y'vb), com ',y € Fs. Suponha que
¢ = (2'\/a + y'V/b). Isso implica que v := (/a) ® ¢3 = (2 + y'\Vab).
Por fim, provaremos que ¢s % (2//a + 3'v/b). Note que Fs(v/a, vb) = F3(y/a,/ab)

como F-dlgebras. Assim , tomemos o corpo F3(v/a, Vab), temos que
cor () = cor ({(ax’ +yVab)) =0 :
F(ya,/ab)/F(Vab)\"! F(\/a,\/ab)/F(v/ab) Yy W (F3(Vab))
Por outro lado

corF(ﬁv\/%)/F(\/@(fy) = Ol /a/ab)/F(v/ab) [<(ay+ zvab) + (:1:+w\/%)\/5>]

= <x—|—w\/_>F3 v ® <1,— [(ay+z\/%)2 _ a(m—kw\/%)ﬂ
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. 2
Implicando que [(ay+ 2V ab)? —a(x+wvab)?] € F3(v/ab)". Por argumento analogo ao dos
casos anteriores, temos que isso € impossivel de acontecer. Assim

[(ay + zv/ab)? — a(z + wvab)?] ¢ F;:,(\/@)Q e consequentemente,
72 (Va) ® ¢ % (aa’ +y'Vab)

Implicando que ¢5 2 (2/\/a + y/v/b), com 2,y € Fj.
Tomando L = F3 e ¢ = ¢3, temos o desejado. O
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