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Resumo

Neste trabalho iremos demonstrar um resultado, devido J.F. Watters, que diz que um anel
R é um anel de Jacobson se, e sé se, o anel de polinémios R[x] é um anel de Jacobson. Teremos
como um segundo objetivo demonstrar um resultado andlogo ao obtido por Watters, para os
skew anéis de polindomios. Provaremos que um anel R é a—Jacobson se, e somente se, o skew
anel de polinomios R|x, o] é a—Jacobson, este resultado é devido a K.R Pearson, W. Stephenson

e J. F. Watters.

Palavras Chave: Mddulos, Anéis Primos, Anéis Semiprimos, Semissimplicidade, Radical de

Jacobson, Radical Primo, Anel de Jacobson, skew Anéis de Polinémios.



Abstract

In this work we will prove a result, due to J. F. Watters, which says that a ring R
is a Jacobson ring if and only if the polynomial ring R[z| is a Jacobson ring. We will have
as a second objective to demonstrate a result analogous to that one obtained by Watters, for
skew polynomials rings. We will prove that a ring R is a—Jacobson if, and only if, the skew
polynomials ring R[z, a] is a—Jacobson, this result is due to K. R. Pearson, W. Stephenson and

JE Watters.

Keywords: Modules, Prime Rings, Semiprime Rings, Semisimplicity, Jacobson Radical,

Prime Radical, Jacobson Ring, skew Polynomials Ring.
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Introducao

Os anéis de Jacobson, apesar do nome, foram primeiramente definidos e estudados por
W. Krull em [10] e [11], onde ele mostrou os resultados iniciais sobre estes anéis. Krull provou
que se R é um anel de Jacobson comutativo, entao toda extensao finita de R é também um anel

de Jacobson.

Sejam K um corpo e K seu fecho algébrico. Denote por K|[z] = K|[z1,...,z,] o anel de
todos os polindémios nas indeterminadas comutativas z1,...,2,. Sejam G C K[z] um conjunto
de polindmios e f(x) € K[z]. A forma classica do Teorema dos Zeros de Hilbert, também
conhecido como Nullstellensatz, afirma que: “Se f(x) se anula em todos os zeros dos polinémios
do conjunto G entdo alguma poténcia f™(z) de f(x) pertence ao ideal gerado pelo conjunto G”.
Os anéis de Jacobson sao também conhecidos como anéis de Hilbert, isto porque O. Goldman
usou em [7] este nome para enfatizar sua relacdo com o Teorema dos Zeros de Hilbert. Goldman

também provou resultados similares aos de Krull em [7].

Se um anel R é um anel de Jacobson comutativo, entdo R[zr] é também um anel de
Jacobson comutativo. Este resultado foi provado por Goldman em [7] e estendido por Procesi
em [8], que, em vez de assumir a condigao de comutatividade, assumuiu R|[x] satisfazendo uma
identidade polinomial. Nosso primeiro objetivo neste trabalho é o de provar no capitulo 2,
conforme feito por J. F. Watters em [5] , que R é um anel de Jacobson se, e s6 se, o anel de
polinémios R[x] é um anel de Jacobson. Para fazer isso, o capitulo 1 é totalmente dedicado
a apresentacao de alguns requisitos basicos que acreditamos serem necessarios para um bom

entendimento deste trabalho.

Na primeira secao, do capitulo 1, falamos sobre mddulos e semissimplicidade. Na se-
gunda sec¢ao definimos e apresentamos alguns resultados sobre o radical de Jacobson de um
anel. Finalmente, na terceira e dltima segcao do capitulo 1, abordamos os conceitos de anel

primo e semiprimo, com o intuito de relaciond-los com o radical primo de um anel.

Apoés provarmos os resultados de J. F. Watters no capitulo 2, uma questdo natural é



SUMARIO

se 0 mesmo resultado vale para os skew anéis de poliomios S = R[z,al], em que « é algum
automorfismo do anel R. K. R. Goodearl provou em [13] que tal resultado é ainda verdadeiro
se R é um anel comutativo noetheriano. Porém, K.R. Pearson e W. Stephenson mostraram em

[9] que tal resultado nao é sempre verdadeiro, quando consideramos R um anel qualquer.

Nosso segundo e ltimo objetivo neste trabalho é o de apresentar no capitulo 3, conforme
feito por K. R. Pearson, W. Stephenson e J. F. Watters em [4], uma extensao natural do resultado
do capitulo 2. Provaremos que S = Rz, «a] é a—Jacobson se, e somente se, R é a—Jacobson.
Em todo o trabalho, salvo mencao em contrario, a palavra “anel” significa um anel associativo,

com elemento identidade 1, ndao necessariamente comutativo.
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Capitulo 1

Conceltos Basicos

Este capitulo inicial é destinado aos conceitos bésicos para o desenvolvimento deste
trabalho. Suporemos que o leitor esteja familiarizado com as nocoes bésicas da Teoria de Anéis.
Assim, em alguns resultados, iremos apenas indicar uma bibliografia na qual o leitor podera
encontrar uma demonstragao. Na primeira secao relembraremos alguns resultados da Teoria de
Modulos, para podermos definir anéis semissimples. Na segunda secao, falaremos sobre o radical
de Jacobson de um anel e apresentaremos algumas caracterizacoes para ele. Na tultima secao,
abordamos de forma sucinta os conceitos de anéis primos e semiprimos, a fim de relacionar o

radical primo de um anel com tais conceitos.

1.1 Mobdulos e Semissimplicidade

O foco principal da presente se¢ao ¢ uma classe muito importante de anéis, chamada de
anéis semissimples. Iremos apresentar a estrutura que tais anéis possuem, devido a Wedderburn
e Artin. Em esséncia, o Teorema de Wedderburn-Artin permite determinar completamente a
classe de anéis semissimples (& esquerda) a partir de uma classe mais elementar de anéis, os anéis
de divisao. Para abordar a nocao de anéis semissimples, iremos usar a linguagem dos maédulos,

o qual é uma generalizacao de espagos vetoriais.

Definicao 1.1. Seja R um anel. Um R—mddulo a esquerda € um grupo abeliano aditivo (M, +)
Juntamente com uma aplicagio R x M — M (chamada produto por escalar) que associa a cada

(r,m) € R x M um dnico elemento rm € M tal que para quaisquer que sejam a,b € R e

11



1.1. MODULOS E SEMISSIMPLICIDADE

m,n € M tem-se:

(1) (a+b)m = am + bm;
(2) a(m+n) = am + an;
(3) (ab)ym = a(bm);

(4) 1m =m.
Denotamos um R—méddulo a esquerda M por g M. De modo andlogo define-se R—maddulo
a direita e o denotamos por Mp. Os elementos do anel R sao denominados escalares. Daqui em

diante nos referimos, salvo mencao em contrario, a um R—méddulo & esquerda simplesmente por

R—moéddulo.

Exemplo 1.2. E rotina mostrar que 0s sequintes conjuntos sao modulos:

(1) Todo ideal de um anel R é um R—mddulo, com adi¢do e multiplicagdo do anel. Em particular,

R é um R—mddulo.
(2) Todo grupo abeliano aditivo pode ser considerado como um mddulo sobre o anel Z.
(3) O grupo trivial (0) = ROR € um mddulo sobre qualquer anel R.

(4) Se R é um corpo, os R—mddulos sao precisamento os R—espagos vetorias da A/lgebm Linear.

Assim, o conceito de mddulo € uma generalizacdo do conceito de espago vetorial.

(5) Sejam My, Ma R—mddulos sobre um anel R e M é o produto cartesiano M = My x Msy. Se
definirmos para quaisquer mi, my € My e ma,mbh € Mo

(m1,me) + (ml, my) = (my +ml, ma + mb)
a(mi,me) = (amy,ams)
entao M ¢ um R—mddulo. Em particular, o produto direto R X R ¢ um R—mddulo.
(6) Sejam R um anel, M um R—mddulo e S um conjunto. Entdo MS = {f : S — M : f ¢

fungao} é um R—mddulo se definirmos a adi¢ao e multiplica¢ao por escalar da sequinte forma:

Vf,ge M, ac ReseS,
(f+9)(s) = f(s) +g(s)
(af)(s) =af(s).

Em particular, RS é um R—mddulo.

12



1.1. MODULOS E SEMISSIMPLICIDADE

Da mesma forma que definimos subgrupos e subanéis, podemos definir submddulos.
Definicao 1.3. Seja R um anel. Um R—submddulo (ou simplesmente um submddulo) de um
R—mdédulo M € um subconjunto nao vazio N de M tal que:

1. N ¢é um subgrupo aditivo de M ;
2. Para todosa € R en € N, an € N.

Por exemplo, se M é um R—mddulo, entdo {0} e M sdo submédulos de M, chamados
de subméddulos triviais. Se R é um corpo, entao os submédulos de um R—mddulo M s&o os seus
subespagos no sentido da Algebra Linear. Se um grupo abeliano aditivo é considerado como

um Z—moédulo, entao seus submédulos sao simplesmente seus subgrupos. Os ideais de R sao os

submodulos de R quando este é considerado como um R—mdédulo.

Sejam R um anel, M um R—mddulo e N um submédulo de M. Como M é um grupo

abeliano e N é um subgrupo de M podemos formar o grupo quociente M/N. A aplicacao
Rx M/N — M/N
(a,T) — ax
define uma estrutura de R—mddulo no grupo abeliano M/N.

Definigao 1.4. Sejam R um anel, M um R—mddulo e N, N' submddulos de M. Dizemos que

M € soma direta interna de N e N' quando sdo satisfeitas as sequintes condigoes:

1. M=N+N;

2. NnN'"={0}.
Neste caso, N e N’ sao chamados somandos diretos de M.

Relembramos que se R é um anel e a é um elemento qualquer de R entao

n

(a) := {Zriarg ry,rh € R}

=1

é o ideal de R gerado por a.

Definicao 1.5. Sejam R um anel e M um R—mddulo. Entdo:

1. M é dito ser um R—mddulo simples (ou irredutivel) se M # 0 e os unicos R—submddulos

de M sao {0} e o M.

13



1.2. O RADICAL DE JACOBSON

2. M ¢é dito ser um R—mddulo semissimples (ou completamente redutivel) se todo

R—submodulo de M é um somando direto de M .

3. Um anel R € dito ser semissimples a esquerda (direita) se R, considerado como um

R—mddulo a esquerda (direita), é semissimples.

Note que, de acordo com estas definicoes, o médulo zero é semissimples, mas nao é
simples. Mais ainda, todo médulo simples é semissimples. Um fato curioso é que se Dx, ..., D,
sao anéis de divisao (anéis em que todo elemento nao nulo tem inverso multiplicativo) entao

para numeros naturais arbitrarios ny, ..., n,,
My, (Dy) X -+ x My, (Dy)

é um anel semissimples a esquerda. Acontece que estes sdo todos os exemplos de anéis semis-
simples & esquerda! Este resultado é conhecido como o Teorema de Wedderburn-Artin. E segue
como um corolario, deste famoso teorema, que um anel semissimples a esquerda é sempre se-
missimples & direita (e reciprocamente). Assim, podemos de agora em diante falar de “anéis
semissimples” sem os adjetivos “esquerdo” e “direito”. Como a demonstracao do Teorema de
Wedderburn-Artin requer varias ferramentas que fogem do escopo deste trabalho, iremos omiti-la

aqui. O leitor que tiver curiosidade poderd encontra-14 na pagina 35 de [5].

1.2 O Radical de Jacobson

Nesta se¢ao iremos definir o Radical de Jacobson de um anel e apresentar algumas
caracterizacoes a cerca deste radical. O radical de Jacobson de um anel R, denotado por rad(R)
ou J(R), é definido pela intersecao de todos os ideais a esquerda maximais de R. E bem sabido
que se R é um anel ndo nulo com unidade (que é o nosso caso) entdo R possui ideais a esquerda
maximais. Se R = 0, entao definimos o radical de Jacobson como sendo zero. Recordamos que
um ideal proprio M de um anel R é dito ser um ideal mazimal se M é maximal (com respeito
a inclusao de conjuntos) no conjunto de todos os ideais préprios de R, ou seja, se J é qualquer
ideal de R tal que M C J, entdo M = J ou J = R. Ideal a esquerda (direita) maximal é definido

de forma andloga.

E claro que, na definicao dada, o adjetivo esquerda tem um papel preponderante. Ve-

remos em seguida que a intersecao de todos os ideais a esquerda maximais coincide com a

14



1.2. O RADICAL DE JACOBSON

inersecao de todos os ideais & direita maximais. Portanto, nao é necessario destacar isto na

definigao, chamando, por exemplo, este radical de radical de Jacobson a esquerda.

O lema a seguir ird nos auxiliar na demonstracao de uma caracterizagao acerca do Ra-
dical de Jacobson de um anel R. Por ser um resultado bem conhecido, nao apresentamos sua

demonstragao. Porém, o leitor pode encontra-la na pagina 53 de [5].

Lema 1.6. Sejam R um anel e x € R. As sequintes condicdes sao equivalentes:

(1) x € rad(R);
(2) 1 —yx é invertivel a esquerda, para todo y € R;
(3) xM =0, para todo R—mddulo a esquerda simples M.

Definigcao 1.7. Seja R um anel. Dado um R—mddulo a esquerda M, definimos o anulador de
M por
Ann(M) ={r e R:rM = 0}.

E fdcil ver que Ann(M) é um ideal de R.
Podemos agora apresentar nossa primeira caracterizagao para o radical de Jacobson de
um anel R, a qual garante que o mesmo é um ideal de R.

Coroldrio 1.8. Seja R um anel. Entao rad(R) = () Ann(M), em que M percorre a familia de

todos 0os R—mddulos a esquerda simples. Em particular, rad(R) é um ideal bilateral de R.
Demonstracao. A demonstragao segue do Lema 1.6 e da defini¢do anterior. |

O proximo resultado é um refinamento do Lema 1.6. Ele adiciona uma quarta condigao
a lista do Lema 1.6, a qual é um fortalecimento da condi¢ao (2). Poderiamos ter enunciado
as quatro equivaléncias em um unico lema, porém a demonstracao deste lema, que pode ser
encontrada pelo leitor na pagina 54 de [5], mostra que é mais conveniente provar o Lema 1.6 (e

o Corolério 1.8) antes de adicionar a quarta condigao.

Lema 1.9. Sejam R um anel e x € R. As sequintes condi¢des sao equivaléntes:

(1) z € rad(R);

(2°) Para todo y,z € R, 1 —yxz € U(R) (grupo das unidades de R).

15



1.2. O RADICAL DE JACOBSON

Da simetria (2) do lema anterior, segue que o radical de Jacobson de um anel R coincide

com a intersecao de todos os ideais a direita maximais de R.

A seguir relembramos algumas definigoes.

Definicao 1.10. Um ideal U de um anel R ¢é dito ser nil se U possui apenas elementos nilpo-

tentes, ou seja, para todo a € U, existe n > 1 tal que a™ = 0.

Definicao 1.11. Um ideal U de um anel R € dito ser nilpotente se U™ = 0, para algum n € N.

Faremos referéncia ao seguinte lema na proxima secao.
Lema 1.12. Se um ideal a esquerda (respectivamente, a direita) I de um anel R € nil, entdo

I Crad(R).

Demonstragao. Sejam I um ideal a esquerda nil de R e x qualquer elemento de I. Como I é
um ideal a esquerda de R, segue que a := yx € I, para todo y € R. Uma vez que I é um ideal a

esquerda nil de R, existe um inteiro n > 1 tal que a™ = 0. E claro que
(It+a+---+a" (1 -yx)=1,

isto é, 1 — yx é invertivel a esquerda. Portanto, pelo Lema 1.6, segue que x € rad(R). |

A seguir apresentamos uma sequéncia de defini¢oes e resultados que nos ajudardao em

uma outra caracterizagao para o Radical de Jacobson de um anel R.

Definicao 1.13. Seja R um anel e M um R—modulo a esquerda. Entdo M € dito ser fiel se
para todo r € R, rM = (0) implica r = 0.

Definicao 1.14. Um anel R € dito ser primitivo a esquerda (direita) se existe um R—mddulo

a esquerda (direita) M que € fiel e simples.

Definicao 1.15. Um ideal U de um anel R € dito ser primitivo a esquerda (direita) se o anel

quociente R/U € primitivo a esquerda (direita).

Proposicao 1.16. Um ideal U de um anel R é primitivo a esquerda se, e somente se, U € o

anulador de um R—mddulo a esquerda simples.

Demonstragdo. =). Suponhamos que R/U é um anel primitivo a esquerda, e seja M um
R/U—médulo simples fiel.  Assim, visto como um R—médulo, pM continua simples, e seu

anulador em R é U.
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1.2. O RADICAL DE JACOBSON

<). Suponhamos que U = Ann(M), em que M é um R—mdédulo & esquerda simples.
Entao M pode ser visto como um R/U—médulo simples, e como tal, é fiel. Portanto R/U é um

anel primitivo a esquerda. |

A proposicao anterior mostra que os unicos ideais primitivos & esquerda de um anel R

sao os anuladores dos R—mddulos a esquerda simples. Disso e do Corolario 1.8 temos o
Corolario 1.17. O Radical de Jacobson de um anel R € a intersecdo de todos os ideais primitivos

a esquerda (direita) de R.

J& mostramos, no inicio desta secao, que a interse¢ao de todos os ideais a esquerda
maximais coincide com a intersecdo de todos os ideais & direita maximais. Assim, o coroldrio

anterior nos diz que os seguintes conjuntos sao equivalentes:

(i) A intersecao de todos os ideais & esquerda maximais de R.
(ii) A intersec@o de todos os ideais a direita maximais de R.
(iii) A intersec@o de todos os ideais primitivos a esquerda de R.

(iv) A intersegao de todos os ideais primitivos a direita de R.

Portanto qualquer um desses conjuntos servem para definir o radical de Jacobson de um anel R.

Uma demonstracao mais compacta de tal resultado pode ser encontrada na pégina 36 de [6].
Definicao 1.18. Um anel R ¢é dito ser semiprimitivo se rad(R) = 0.
Definicao 1.19. Um ideal I de um anel R € dito ser semiprimitivo se rad(R/I) = 0.

Observagao 1.20. Pelo Corolario 1.17, um ideal I de um anel R € semiprimitivo se, e s se, €
uma interse¢ao de ideais primitivos a esquerda (direita). A demonstra¢do seque do fato de que
A/I é um ideal primitivo a esquerda (direita) em R/I se, e somente se, A € um ideal primitivo

a esquerda (direita) em R, que contém I.

Os préximos resultados nao serao provados pois envolvem conceitos que fogem do objetivo

deste trabalho.

Teorema 1.21. Seja R um anel. Se R € semissimples entdo R € semiprimitivo.

Demonstragdao. Ver Teorema 4.14 em [5]. [ |
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1.3. O RADICAL PRIMO, ANEIS PRIMOS E SEMIPRIMOS

Exemplo 1.22. Seja R um anel e M, (R) seu anel de matrizes. Qual € o radical de Jacobson

de My (R)? A surpreendente resposta é que radM,(R) = My(radR), ver pdagina 61 de [5].

Finalizamos esta secao com um resultado cuja prova pode ser encontrada no Teorema

6.1.1 de [3].

Teorema 1.23. Seja R um anel. Se R nao tem ideais nil nao nulos entao R[z| é semissimples,

e portanto semiprimitivo (Teorema 1.21).

1.3 O Radical Primo, Anéis Primos e Semiprimos

Na teoria de anéis comutativos, as nocoes de ideais primos e ideais radicais desempenham
papéis importantes. N6s comegamos por recordar essas duas nogoes bésicas. Sejam A um anel
comutativo e U um ideal de A. Dizemos que U é um ideal primo se U # A, e para quaisquer
a,be R,

ab € U implica quea € Uoub € U.

Dizemos que U é um ideal radical se, para qualquer a € A,

a™ € U para algum n > 1 implica que a € U.

Em &lgebra comutativa, é conhecido que U é um ideal radical se, e somente se, U ¢é
uma intersegao de ideais primos que o contém. (Se U = A entao consideramos U como sendo a
intersecao de uma familia vazia de ideais primos.) Para qualquer ideal U, existe um menor ideal
radical contendo U, nomeadamente, a intersecao de todos os ideais primos que contém U. Este

ideal radical é denotado por VU e também pode ser caracterizado por
{r € R: 2" € U para algumn > 1}.

Como um caso especial temos 1/(0) = Nil(A), o ideal dos elementos nilpotentes de A.

Para comecar esta secao, iremos generalizar os resultados conhecidos acima para o caso
nao comutativo. Enquanto que nosso trabalho é voltado para o caso nao comutativo, os resul-
tados que nds obtemos sdo, é claro, também vélidos para o caso comutativo. Assim sendo, os

fatos mencionados no uiltimo pardgrafo serao provados novamente em vez de assumidos.

Primeiramente definimos a nocao de ideal primo para um anel arbitrario.
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Definicao 1.24. Um ideal P de um anel R € dito ser primo se P # R e para quaisquer ideais
UBCR,UBCUP implicaUCP ouBCRP.
A seguinte proposicao oferece varias outras caracterizacoes para ideais primos.

Proposicao 1.25. Seja P & R um ideal. Sao equivalentes:

(1) P é ideal primo;

(2) Para a,b € R, se (a)(b) C P entdoa € P oub € P;

(8) Para a,b € R, aRb C P implica a € P oub € P;

(4) Para ideais a esquerda U,B de R, UB C P implica U C P ou B C P;

(5) Para ideais a direita U, B de R, UB C P implica U C P ou B C P.
Demonstragdao. (1) = (2) Como (a)(b) C P e P é um ideal primo, segue da defini¢ao de ideal
primo que (a) € P ou (b) C P. Dado quea € (a) eb € (b), vem que a € (a) C Poub € (b) C P.

(2) = (3) Seja z € (a)(b). Entdo x é uma soma uma finita de elementos da forma
riargbrs, com ri,73,73 € R. Como, por hipdtese, aRb C P, segue que areb € P, e assim temos
riarebrs € P, pois P é ideal. Portanto, z € P, isto é, (a)(b) C P e por (2) segue que a € P ou

b € P, como desejado.

(3) = (4) Suponhamos que UB C P, U ¢ P, em que U, B sao ideais & esquerda de R.

Consideramos a € U \ P e seja b € B um elemento qualquer. Veja que
aRbCUB C P,
pois B é um ideal a esquerda. Logo, por (3), segue que b € P e portanto B C P.
(3) = (5) Andlogo ao caso anterior.

(4) = (1) e (5) = (1) Segue do fato de ideais serem, em particular, ideais & esquerda e

a direita. [ |

Proposicao 1.26. Todo ideal mazximal é primo.

Demonstragdao. De fato, sejam M um ideal maximal e U, B ideais de um anel R tais que U ¢ M
e BZ M. Como M é maximale M G M+ U, M G M + B, segue que M +U = R= M + B.

Assim,
R=R*=M+U)M+B)=M*+UM+MB+UBCM+M+M+UBC M +UB,
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e portanto R=M+UB.SeUB C M,entao M+UB C M, istoé, M =M+ UB = R, o que é

um absurdo. Portanto UB ¢ M, e provamos a contrapositiva da defini¢do de ideal primo. W

E bem conhecido que todo ideal I do anel dos inteiros Z é da forma I = (a), para algum

a € 7. Mais ainda, um ideal (a) de Z é um ideal primo de Z se, e somente se, a é primo ou zero.

Definigcao 1.27. Um conjunto nao vazio S de um anel R € dito ser um m—sistema se, para

quaisquer a,b € S, existe r € R tal que arb € S.

Exemplo 1.28. Um conjunto ndo vazio S de um anel R, fechado para a multiplicagao, é um

m—sistema, pois para quaisquer a,b € S, alb € S.

Observamos que a volta do exemplo anterior é falsa. Para tanto basta considerar T =

{a,a? a* a®, ...}, em que a é algum elemento de um anel R. Temos que 7' é um m—sistema,
. DY . j_oi . i 9j_oi 9j j

pois dados a®',a? € T, com i < j, temos que r = a® 72" € R é tal que a® a? ~?'a* =a** € T.

Porém, T nao é fechado para o produto, em geral.

Lema 1.29. Seja R um anel. Um ideal P de R é um ideal primo se, e somente se, R\ P € um

m—sistema.

Demonstragdo. =) Sejam a,b € R\ P quaisquer. Iremos mostrar que existe » € R tal que

arbe€ R\ P.

Se para todo r € R,arb € P, entao pela Proposigao 1.25, item 3, segue que a € P ou
b € P, o que é um absurdo. Assim existe € R tal que arb ¢ P, isto é, arb € R\ P e portanto

R\ P é um m—sistema.

<) Sejam a,b € R. Suponha que a ¢ P e b ¢ P. Mostremos que aRb ¢ P. De fato,
como a ¢ Peb¢ P, entdo a,b € R\ P. Uma vez que R\ P é um m—sitema, existe r € R tal
que arb € R\ P, ou seja, arb ¢ P. Provamos assim a contrapositiva da Proposi¢ao 1.25, item

3. ]

Lema 1.30. Sejam R um anel, S C R um m—sistema e P um ideal mazrimal de R com respeito

a propriedade de que PNS = (. Entdo P é um ideal primo de R.

Demonstragdo. Sejam a,b € R taisque (a)(b) C P, mas a ¢ P,b ¢ P. Pela propriedade da
maximalidade de P devem existir s,s € S taisque s € P + (a), s € P+ (b). Como S é um

m—sistema, existe r € R tal que srs’ € S. Mas,

srs’ € (P + (a))R(P + (b)) = PRP + PR(b) + (a)RP + (a)R(b) C P + (a)(b) C P,

20



1.3. O RADICAL PRIMO, ANEIS PRIMOS E SEMIPRIMOS

isto é, srs’ € PN S = (), absurdo. Assim (a)(b) C P implica (a) C P ou (b) C P, isto é, P é um

ideal primo de R pela Proposicao 1.25, item 2. |

A seguir precisamos generalizar a nocao de v U dada no inicio desta secao. Nos adotamos

o seguinte:

Definigao 1.31. Sejam R um anel e U um ideal de R. Definimos
VU = {s € R: todo m-sistema que contém s intersecta U},

e pelo exemplo anterior VU C {s € R:s" €U para algum n > 1}.

No caso especial em que R é um anel comutativo, observamos que na inclusao acima a
igualdade é verdadeira (ver pagina 166 em [5]). Assim, facilmente vemos que, no caso comutativo,
vU é um ideal. No caso geral, pela Definicao 1.31, nao é claro se U é um ideal ou nao. Iremos

provar agora o préoximo resultado que, em particular, resolve esta questao — afirmativamente.

Teorema 1.32. Sejam R um anel e U um ideal de R. Entao

VU = L,

Ael

em que {I\}xer € a familia de todos os ideais primos de R que contém U. Em particular VU é

um ideal de R.

Demonstra¢io. C) Sejam s € v/U e P um ideal primo de R que contém U. Como P é um
ideal primo de R, segue do Lema 1.29 que R\ P é um m—sistema. Assim, se supusermos, com
vista em um absurdo, que s € R\ P, entdo pela definicdo de /U, segue que (R\ P)NU # 0,
e portanto (R\ P) N P # (), pois U C P. Disto segue que s ¢ R\ P, isto é, s € P e portanto

se€ N In, {In}aer-
xel

D) Suponha que s ¢ v/U. Mostremos que s ¢ () Ix. De fato, como s ¢ v/U entéo, por

el
definigao, existe um m—sistema S que contém s e que é disjunto de U. Pelo Lema de Zorn,
existe um ideal P O U que é maximal com respeito a propriedade de que PN .S = (). Pelo Lema

1.30, P é um ideal primo de R, e como s ¢ P ( s € S e PNS = ()) segue que P é um ideal

primo de R que contém U, com s ¢ P, isto é,

s¢ [1InCP.

Ael
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Nés vamos agora definir a nocao de um ideal semiprimo. Serd mostrado mais tarde que

esta é a generalizagao correta da nogao de um ideal radical no caso comutativo.
Definigcao 1.33. Seja R um anel. Um ideal C' de R € dito ser semiprimo se, para qualquer ideal
U de R, tivermos que U?> C C implica U C C.

Temos o seguinte resultado em paralelo com a Proposigao 1.25

Proposicao 1.34. Sejam R um anel e C' um ideal de R. Sao equivalentes:

(1) C € semiprimo;

(2) Para todo a € R, (a)?> C C implica a € C;

(8) Para todo a € R, aRa C C implica a € C,

(4) Para qualquer ideal a esquerda U de R, U? C C implica U C C;

(5) Para qualquer ideal a direita U de R, U?> C C implica U C C.

Demonstragao. A demonstragao é andloga a demonstracao da Proposicao 1.25. |

Definicao 1.35. Sejam R um anel e S C R um conjunto. Dizemos que S é um n—sistema se,

para qualquer a € S, existe r € R tal que ara € S.
Lema 1.36. Seja R um anel. Um ideal C de R € semiprimo se, e somente se, R\ C é um
n—sistema.

Demonstragao. A demonstragao é andloga a demonstracao do Lema 1.29. |

A seguir, apresentamos um lema relacionando m—sistemas e n—sistemas.

Lema 1.37. Sejam N um n—sistema de um anel R e a € N. FEntdo existe um m—sistema

M C N tal que a € M.

Demonstragao. Como a € N e N é um n—sistema, podemos definir M = {a1, as, as, ...} induti-
vamente por:

al = a
as = ajria; € N( para algum rq)

as = agraas € N( para algum r9)
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Provemos que M é um m—sistema, isto €, que dados a;,a; € M existe r € R tal que a;ra; € M.

Primeiramente suponha que i < j. Note que aj41 € M e que aj41 € ajRa; (por

contrugao). Mais ainda,

ajRaj Q (aj_lRaj_l)Raj = aj_l(Raj_lR)aj g aj_lRaj g Q aiRaiRaj Q aiRaj.
Portanto a1 € ajRa; C a;Ra;, isto é, existe r € R tal que a;ra; = aj41 € M, como queriamos
demonstrar.

Analogamente, se ¢ > j, mostramos que a;Ra; C a;Ra; e portanto existe r € R tal que

aira; = a;4+1 € M. |

Teorema 1.38. Seja R um anel. Para qualquer ideal C' de R, sdo equivalentes:

(1) C=+/C;
(2) C € uma intersecao de ideais primos de R;

(3) C € um ideal semiprimo de R.

(De (1) < (3), vemos que, no caso comutativo, ideais semiprimos sdo precisamente os

ideais radicais.)

Demonstragao. (1) = (2) Segue imediatamente do Teorema 1.32.

(2) = (3) Por hipétese C' = () I, em que {I)} er é uma familia de ideais primos de R.
Ael
Seja U um ideal qualquer de R, veja que

UPCC=(\I=U"CL,VAeT =UCI,VAeT
Ael
pois I € ideal primo de R. Mas entao,
vc(h=c,
el

e portanto C' é ideal semiprimo de R.

3) = 1) Como, pelo Teorema 1.32, v/C' = [ Iy, em que {Iy}yer é a familia de todos

Nelv
os ideais primos de R que contém C, segue que C' C v/C. Por fim, mostremos que para todo
a € R, a ¢ C implica a ¢ v/C. De fato, suponha que a ¢ C. Como C é semiprimo temos

que N := R\ C é um n—sistema que contém a, pelo Lema 1.36. Pelo lema anterior existe um
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m—sistema M C N tal que a € M. Disto segue que M N C = (), e assim, pela Definigao 1.31,
obtemos que a ¢ V. [ |

Corolario 1.39. Para qualquer ideal C de um anel R, /C é o menor ideal semiprimo em R,

que contém C.

No caso especial em que C' = 0, a inclusao observada na Definigao 1.31 mostra que /(0)

¢ sempre um ideal nil. Isto nos leva a uma nova nocao de radical:

Para qualquer anel R, definimos Nil.R := /(0). Ele é chamado de o Radical de Baer-
McCoy do anel R. Pelo Corolario 1.39 temos que Nil, R é o menor ideal semiprimo de R, e pelo
Teorema 1.38 N1l R é igual a intersecao de todos os ideais primos de R. Por causa desta ultima

caracterizacao, Nil, R é também chamado de o radical primo de R.

Observacgao 1.40. Seja R um anel. Pela inclusdo da Defini¢ao 1.31 e pelo Lema 1.12, temos
que Nil,R C radR.

Definicao 1.41. Um anel R ¢é dito ser um anel primo (respectivamente, um anel semiprimo)

se (0) € um ideal primo (respectivamente, semiprimo).

Fazemos as seguintes observacoes imediatas: sejam R um anel e U qualquer ideal de
R. Entao R/U é primo (respectivamente, semiprimo) se, e somente se, U é um ideal primo
(respectivamente, semiprimo). E, é claro, para qualquer anel comutativo R, Nil,R é apenas

NilR, o ideal de todos os elementos nilpotentes em R.

A proxima proposicao relaciona os anéis semiprimos com o seu radical primo.

Proposicao 1.42. Para qualquer anel R, sdo equivalentes:

(1) R € um anel semiprimo;
(2) Nil,.R = 0;
(3) R nao possui ideais nilpotentes diferentes de zero;

(4) R ndo possui ideais o esquerda nilpotentes diferentes de zero.

Demonstragdo. (1) < (2) Primeiramente suponha que R é um anel semiprimo. Entao, por
definigao, (0) é um ideal semiprimo, e portanto (0) = /(0) = Nil,R, pelo Teorema 1.38.
Reciprocamente, suponha que Nil,R = 0, isto é, \/(0) = (0). Pelo Teorema 1.38, obtemos que

(0) é um ideal semiprimo de R, ou seja, R é um anel semiprimo, pela Defini¢ao 1.33.
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E rotina mostrar que (4) = (3) = (1). Para completar a demonstragao, provemos que
(1) = (4). De fato, considere R um anel semiprimo e seja U um ideal & esquerda nilpotente de

R. Consideremos o menor n > 1,n € N, tal que U™ = 0. Se n > 1 entao
(Un71)2 — U2n72 C Un =0

e assim, pela Proposicao 1.34, item 4., obtemos que U™~ = 0, contradizendo a minimalidade

de n. Portanto n =1 e U = 0, como queriamos demonstrar. |
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Capitulo 2

Anéis de Polinomios e Anéis de

Jacobson

Um anel R é dito ser um anel de Jacobson se, em toda imagem homomorfica de R, o
radical de Jacobson coincide com o radical primo. Se R é um anel de Jacobson comutativo,
entdo R[z] é também um anel de Jacobson comutativo. Este resultado foi provado por Goldman
em [7]. O objetivo deste capitulo é o de provar que se R é um anel de Jacobson, entao R[z]
também o é. Para tanto comecaremos por apresentar outras duas caracterizagoes da definigao

acima.

Observacgao 2.1. Seja R um anel. Sao equivalentes:

(1) R € um anel de Jacobson.

(2) Todo ideal primo de R € uma intersecao de ideias primitivos a esquerda, e portanto um

ideal semiprimitivo (Observagdo 1.20).

(8) Todo ideal primo de R é uma interse¢ao de ideais a direita mazximais.

Demonstragdo. (1) = (2) Suponha que em toda imagem homomorfica de R os radicais de
Jacobson e primo coincidem. Para todo ideal primo P de R, R/P é semiprimo e portanto
Nil,(R/P) = 0 (Proposicao 1.42). Disto, da hipétese de que Nil.(R/P) = rad(R/P) e do
Corolério 1.17, segue que 0 = (] Ax/P, em que {A)/P}xer sao todos os ideais primitios a
esquerda de R/P. Logo [ Ax Q)\%e P = (N Ay, em que {A)}cr s@o todos os ideais primitivos

el el
de R que contém P.

(2) = (1) Suponha que todo ideal primo de R é uma intersegao de ideais primitivos
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a esquerda e seja P = P/I um ideal primo em R/I, em que I é um ideal qualquer de R.
Entao P é um ideal primo de R que contém I e, por hipétese, é uma intersecao de ideais
primitivos a esquerda de R que contém [ e, assim, P contém a intersecao de todos os ideais
primitivos a esquerda de R que contém I. Portanto, a intersecao de todos os ideais primos de
R que contém I contém a intersecao de todos os primitivos & esquerda que contém I, isto é,
rad(R/I) C Nil.(R/I). Uma vez que Nil.(R/I) C rad(R/I) pela Observagao 1.40, o resultado

segue.

Substituindo rad(R) pela intersegao de ideais a direita maximais, provamos de forma

andloga que (1) e (3) s@o equivalentes. [
Exemplo 2.2. Como em Z todo ideal primo € mazimal, seque que Z é um anel de Jacobson.

Proposicao 2.3. Se I é um ideal de um anel de Jacobson R, entao I é um anel de Jacobson.

Demonstracdo. Sejam R um anel de Jacobson e I um ideal de R. Se I nao é um anel de Jacobson,
entao existe um ideal primo P de I tal que P nao é semiprimitivo, isto é, rad(I/P) # 0. Ponha
rad(I/P) = J/P. Como P é um ideal de R, podemos considerar o anel R/P. Visto que R é
um anel de Jacobson, o radical primo de R/P coincide com o radical de Jacobson de R/P, o
qual contem J/P. Assim Nil,(J/P) = J/P # 0, e pela Proposigao 1.42, J/P possui um ideal
nilpotente nao nulo, digamos K/P. Por defini¢ao de ideal nilpotente, (K/P)™ = 0, para certo
n € N, isto é, K™ C P, e como P é um ideal primo segue que K C P, ou seja, K/P = 0,
absurdo. |

Proposicao 2.4. Um anel R € um anel de Jacobson se, e somente se, M,(R) é um anel de

Jacobson.

Demonstragao. Suponhamos que R é um anel de Jacobson.

Afirmacao: Toda imagem homomérfica de M, (R) é da forma M, (R;), onde Ry é uma imagem
homomorfica de R. De fato, sejam S um anel e ¢ : M,(R) — S um homomorfismo sobre-
jetor. Entao Ker¢ < M,(R), e portanto Ker¢ = M,(I), para certo I < R (Teorema 3.1 de
[5]). Note ainda que do homomorfismo sobrejetor natural ¢ : M,(R) — My, (R/I) obtemos
(M, (R)/My(I)) = M,(R/I), e portanto M, (R/I) = (M,(R)/M,(I)) = S, em que R/I é a
imagem de R pelo homomorfismo canénico. Tomando R; = R/I, temos que a afirmacao segue.
Note que

Nil M, (Ry) = Mp(Nil,Ry) = M, (radRy) = rad(M,(Ry)).
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E portanto M, (R) é um anel de Jacobson.

Reciprocamente suponha que M, (R) é um anel de Jacobson e seja I um ideal primo de R.
Entao, M, (I) é um ideal primo de M, (R) e, portanto, semiprimitivo, pois M, (R) é um anel de
Jacobson. Agora, M, (I) ser um ideal semiprimitivo implica que I é um ideal semiprimitivo de
R (I é um ideal semiprimitivo se, e s6 se, rad(R/I) = 0 se, e s6 se, My(rad(R/I)) =0 se, e s6
se, rad(M,(R/I)) = 0 se, e s6 se, M, (R/I) = M,(R)/M,(I) é um anel semiprimitivo se, e s6

se, M, (I) é um ideal semiprimitivo), e portanto R é um anel de Jacobson. |

Exemplo 2.5. Seja R um anel de Jacobson e R — S um homomorfismo sobrejetor de anéis.

Entao S é um anel de Jacobson. Para uma justificativa, recomendamos a sequnda se¢iao em [5].

A demonstracao do teorema principal deste capitulo depende de alguns lemas que iremos

demonstrar separadamente a seguir.

Notagao: Se f € Rz|, denotaremos por °f o grau de f. O conjunto de todos os
polinémios de R[z] de grau menor ou igual a k serd denotado por Dj. O coeficiente lider

de f serd denotado por cl(f).

Lema 2.6. Sejam R um anel e I # 0 um ideal de R[z]. Se g é de menor grau > 0 em I e
cl(g) = an, entio a,R[x]g = gR[z|ay € anrg = gra,, para todor € R. Se0# f el e’f =k,

entdo existe h € Rlx] e um inteiro v < k —n+1 tal que fa) = hg.

Demonstragao. Para r € R, °(a,rg — gra,) < n, pois ayra, — apra, = 0. Assim pela minima-
lidade do grau de g, temos que a,rg = gra,. Disso segue facilmente que a,R|[x]g = gR[z]ay,.

Observe que a,g = gan,.

Provaremos a segunda parte por inducao em k. Pela minimalidade de °g, temos k > n.
Seja cl(f) = by.
Se k = n entao fa, —bng € I e cl(fay, — bng) = bpa, — bpa, = 0, assim °(fa, —bpg) < n e
fa, = b,g. Neste caso, h =0b, e v =1.

Suponha agora que o resultado é valido para k = m e considere f € I de grau m + 1.

m+l-n ¢ T e tem grau < m + 1, pois seu coeficiente lider é by, 10, —

Assim p = fa, — byr197
bm+1an, = 0. Pela hipdtese de indugao, existe ¢ € Rlz] e u <°p—n+1<m—n+1 tal que

pay = qg. Portanto,

1 1—
q9 = pay, = fay™ = bpyrge™ T ay,
isto é,
1—
fay = qg + b1z "ag,
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comv =u+1< (m+1)—n+ 1. Como a,g = gay, segue que far = hg, onde h = q +

bm+1a}§xm+1_”. [ |

Lema 2.7. Sejam R um anel, P um ideal primo de R[x] tal que PNR =0 e I um ideal de R[z]
tal que I O P. Se para algum m >0, I N Dy, = PN Dy, # 0, entdo I N Dy, = PN Dy, para todo

k> m.

Demonstragdao. Sejam f € I,g € P, com cl(f) = ag41, cl(g) = b1 e °f =°g = k+ 1. Entao
para qualquer 7 € R frbyy1 — agy17rg € I N Dy = P N Dy, pois o cl(frbgr1 — akr1rg) =
ap+17bpyr1 — agr17bgyr1 = 0. Como agy17g € P e frog1 —agr1rg € P temos frbg,1 € P. Disso
segue que fR[z|bgr1 C P (frjxibgs1 = fribei12? € P, pois fribgi1 € P e P < R[z]) e como
P é um ideal primo de R obtemos que f € P ou byy; € P. Uma vez que PNR =0, f € Pe
portanto INDgi1 € PNDyyq. De P C I obtemos [N Dy = PN Dgyq e oresultado segue. M

Lema 2.8. Sejam R um anel de Jacobson primo, P # 0 um ideal primo de R[z| tal que

PNR=0, el um ideal de R[x] tal que I 2 P. Entao I N R # 0.

Demonstragao. Seja f um polindomio de menor grau > 0 em I. Se todos polindmios desse tipo
estdo em P, entao I N D, = PN Dy, em que n = °f. Do lema anterior, temos entao que

IN D, = PN Dy, para todo k > n. Deste modo I = P, o que é uma contradicdo. Escolhemos

[¢P

Seja g qualquer polinomio de menor grau > 0 em P. Do Lema 2.6 segue que ga), = hf,
para algum h € R[z] e algum inteiro v < m —n + 1, em que m = °g,n = °f e cl(f) = ay.
Se h; é um coeficiente em h tal que h;a, = 0, entdo h;f € I e °(h;f) < °f. Assim h;f = 0.
Portanto ou ga? = 0 ou podemos escolher h de tal forma que h;a, # 0 para todo coeficiente
nao nulo h; em h. Primeiramente suponha que existe h tal que h;a, # 0 para todo i. Entao

°(hf) =°h+°F > °h.

Agora P D gal R[z|a, = hfR[z]a, = ha,R[z]f, pelo Lema 2.6. Como P é primo, segue
que f € P ou ha, € P. Disto temos ha,, € P, pois f ¢ P. Mais ainda,

°g = °(g9ay) = °(hf) = °h.
Por outro lado, h;a, # 0 para todo i, isto é, ha, é um elemento nao nulo de P. Logo
°h =°(han) = °g,

pela minimalidade de g. Portanto °h = °g = °(hf) = °h +°f, e assim f tem grau zero, ou seja,

0+# f € INR, como queriamos.
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Agora a possibilidade que falta eliminar é que para todo polinémio g de menor grau
> 0 em P, sempre que gay, = hf, com v < m —n+1, gay = 0. Para f,g dados, escolha w

tal que ga¥ = 0, mas ga¥~' # 0. Seja cl(g) = by,. Assim b,a?~! # 0, pois caso contrério

w—1

°(ga¥~1) < °g e entdo ga®~! = 0. Temos também que, para qualquer r € R, ga¥ 'r = 0 ou

ga¥~r tem menor grau > 0 em P. No tltimo caso existe u < m —n + 1 tal que ga¥~'ra® = 0.

m—n+1 m—n+1
n n

Assim, para todo r € R, ga¥ ra = 0 e, em particular, b,a¥~!ra =0, e, como R
m—n+1
n

m—n-+1

= 0. Disto segue que a,

é um anel primo, segue que b,a¥"! = 0 ou a = 0, pois

bma®~! # 0. Portanto, se f € I'\ P é de menor grau > 0 em I e cl(f) = a,, entdao a™ "1 = 0.

Considere os ideais I, e P, de R, em que I, é o conjunto de todos os coeficientes lideres
dos polindmios de grau n = °f em I juntamente com o zero e P, é definido similarmente com
respeito a P. Como P G I, temos que P, & I,,. O ultimo paragrafo nos mostra que I,/ P, é nil.
Como o anel R é um anel de Jacobson, pela Proposicao 2.3, I, é um anel de Jacobson. Disto e
do Lema 1.12 obtemos

I,/P, Crad(l,/P,) C I,/ Py,
isto é,
I,,/P, = rad(l,/P,) = Nil.(I,/P,),
pois os radicais de Jacobson e primo coincidem em I,,/P,. Como Nil.(I,/P,) = I,,/P, # 0,
pela Proposido 1.42, existe um ideal A de R tal que P, ¢ A C I,, e A2 C P,.

Escolha « € A\ P, e ¢ € I N Dy, com cl(q) = a. Entdo, para qualquer r € R,
ara € A2 C P, logo existe t € P com o coeficiente de x" igual a ara e °t = nout = 0 (se
ara = 0). Portanto, gra —t € I e °(qra —t) < n ( c(gra —t) = ara — ara = 0). Assim,
graa =t € P, e dai segue que gqR[z]a C P. Mas, como P é um ideal primo de R[z] e ¢ ¢ P,
a € P,isto é, « € PN R =0, o que é uma contradi¢ao, pois o ¢ P,. A ultima possibilidade foi

agora eliminada e o lema estd provado. |

Lema 2.9. Sejam R um anel de Jacobson primo, P # 0 um ideal primo de Rx] tal que
PNR =0, eJ D P oidel de R[x] tal que J/P ¢é o radical de Jacobson de R[x]/P. Entdo
JNR=0.

Demonstragdo. Seja m o grau dos polinémios de menor grau > 0 em P. Assim como antes,
P, é o ideal de R formado por de todos os coeficientes lideres dos polinémios de grau m em
P juntamente com o zero. Particionamos o conjunto dos ideais a direita maximais de R nos

conjuntos M7, formado por aqueles que nao contém FP,,, e Mo, formado por aqueles que contém
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P,,. Mostremos que se M € M;, entao existe um ideal a direita maximal M* de R[z] tal que

M*D>DPeM"NR=M.

Para M € My, M + P,, = R, e dai existe 0 # a,, € P, com 1 —a,, € M. Seja f € P
um polinémio de grau m tal que cf(f) = ap,. Considere o ideal a direita I = M[z] + P de R[z].
Se I = R[z] entdao 1 = s + g, para algum s € M[z] e g € P. Aplicando o Lema 2.6, segue que
amf = fam, e existem h € R[z] e um inteiro v taisque gal, = hf (g # 0, pois caso contrario

1 € M). Mais ainda, 1 — a}, € M, pois
am € Ppy=a’, € Pp,=1—a), € R— P, =M.

Disto segue que a?, = sal, + gay, = sal, +hf e, dai 1 —sal, —hf =1—a", € M C M[z]. Assim,
1—hf=1-sa), —hf+ sah, € Mx].

Como 1 ¢ M[x], h ¢ M|[x], poisse h € M|[x], entao hf € M|[z] e portanto 1 = 1—hf+hf € M[x],
absurdo. Dentre todos os polinémios h tal que 1 — hf € M][x] escolha um com menor grau,

digamos k, e seja cl(h) = hy.

Como PN R = 0 temos que °f > 0 e entao 1 — hf € M[x] implica hia,, € M, pois
c(1 — hf) = —hgay,. Mais ainda, a,, — hfay, = (1 — hf)a, € M[x] e 1 — a,, € M implicam

1 — hamf =1—hfa, € M[z]. Logo se e = hamy, — hypanz®, entdo
1—ef =1—hapnf + hpamz®f € M[z],

pois higam € M el — hay,f € M[z]. Mas °e < °h (cl(e) = hipam — hiam = 0) o que contradiz a

minimalidade do grau de h. Concluimos assim que I # R[z].

Seja M* um ideal a direita maximal de R[z| contendo I = M|[z| + P. Entao P C M*
e M C M*. Assim M*N R = M, pois M é um ideal maximal de R, M C M* N R, e se
M*N R = R entao M* = R, absurdo. Portanto, se M € My, entao M = M*N R D JN R, pois

J é a intersecao de todos os ideais a direita maximais de R[z].

Por outro lado, se M € Msy, entao M O P,,. Disto segue que, se considerarmos a
intersecao de todos os ideais a direita maximais de R, esta intersegao contém (J N R) N P, D
(J N R)P,,, pois os ideais & direita maximais de R em M contém J N R e os ideais a direita
maximais de R em Mg contém P,,. Contudo, a intersegao de todos os ideais a direita maximais
de R é seu radical de Jacobson, que é zero, pois R é um anel de Jacobson primo. Portanto,

(JNR)P,, =0 e, como P, # 0, segue que J N R =0, pois (0) é um ideal primo de R. |

Agora temos as ferramentas necessarias para demonstrar o teorema principal deste

capitulo.
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Teorema 2.10. Um anel R é um anel de Jacobson se, e somente se, R[x] € um anel de Jacobson.

Demonstragdo. Suponha que R[z] é um anel de Jacobson. Como
¢:Rlz] > R

rpx” 4 4o > 7
é um homomorfismo sobrejetor de anéis, segue do Exemplo 2.5 que R é um anel de Jacobson.

Reciprocamente, suponha que R é um anel de Jacobson. Mostremos que todo ideal primo

de R[z] é semiprimitivo. Seja P um ideal primo de R[z]. Entdo PN R é um ideal primo de R e
¢ (R/(P N R))[z] — Rlz]/P

(rn+PNR)x"+ -+ (ro+ PNR)— (rpx" +---+1r9)+ P
¢ um homomorfismo sobrejetor tal que ker ¢ é primo em (R/(PNR))[z] e keryN(R/(PNR)) = 0.
De fato, sejam
f=(n+PNR)z"+---+(ro+PNR),g = (Sm+PNR)z"+---+(so+PNR) € (R/PNR)[z].
Suponha, sem perda de generalidade, que n > m. Entao
i) ¢ estd bem definida. De fato, se f = g entdo r,, — s, € PN R,....70 — so € PN R.
Em particular, r,, — s, € P,....,790 — sop € P, e como P é um ideal de R[x] obtemos

(Tn — 8n)z™ € P, ..., (11 — 81)x € Pyrg — 50 € P, isto é ((rp — sp)2™ + -+ + (ro — s0)) € P.
Portanto ¥(f) = ¥(g).

ii)
U(f+9) =9»(((rn +s2) + POR)2" + -+ ((ro + s0) + PN R)))

= ((rp+sp)a" 4+ -+ (ro+s0)) + P
= (

T 4+ 1) + P+ (spa" 4o+ 80) + P

() +b(g)-

n n
Vamos escrever f = Zﬂxi eg= Z§j$j, emquer; =7, +PNRes;=s;+PNRA.
i=0 i=0

iii)

O(fg) = (Y TmE 4 Y TS

i+j=n i+j=0
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= ( Z ris;x’t -+ Z ris;) + P

i+j=n i+j=0
= (rpz™ 4 - + roxo)(snx" + ...+ SOZL‘O) + P
_ ((Tnxn 4o ?”01'0) + P)((Snl‘n +---+ Soxo) + P)

= ¥(f)b(g)-

De ii) e iii) concluimos que 1 é um homomorfismo.

Mostremos que v é sobrejetor. Seja z € R[z|/P. Entao z = (z,2" + - - - + 20) + P, para
certos zn, ..., 20 € R. Logo, tomando f = (z, + PN R)z" +---+ (20 + PN R) € (R/(PNR))|[x]
temos ¥ (f) = z.

Agora, note que

kert) = {(rn + PN R)z" + -+ + (ro + PN R)2" € (R/(PNR))[x] / rpa” + - + roa’ € P}
Por fim mostremos as duas afirmacoes feitas acerca do ker ) :

a) keryy (R/(PNR))=0.

De fato, sejay € kery N (R/(PNR)),entaoy =r+PNR € (R/(PNR)) C (R/(PNR))[z],

e, como y € ker 1, segue que r € P e, portanto, r € PN R, isto é, y = 0.

b) ker é um ideal primo de (R/(P N R))[x].
De fato, sejam A, B < (R/(P N R))[z] tais que AB C keri. Sejam f = Z?ﬂ:i cAe

=0
n

g:z:EjgcjeB7 emquer; =7;+PNRes; =s;+PFPNR. Entao

i=0
fg — Z Figjl'n 4+ 4 Z ?Z-gj € AB C K@T”lﬂ,
i+j=n i+j=0
e portanto
i+j=n i+j=0
isto é,

(rpx™ + - +1ro)(spz"™ + -+ 80) € P,

e como P é um ideal primo de R[x] segue que
(rnz™ + - - -+ 1r9z°) € Pou (spz™ + - - - + s02°) € P,
ou seja, f € ker1 ou g € ker. Disso segue que ker ) é um ideal primo.
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Do Primeiro Teorema do Isomorfismo, temos que
((R/(PN R))[x])/ ker ¢ = Rlz]/P

e ker ¢ satisfaz as condicoes a) e b) acima. Assim, se mostrarmos que, para todo ideal P primo
de R[z] tal que PN R = 0, o anel R[z]/P é semiprimitivo, teremos, pelo isomorfismo acima,

que, para todo ideal P primo de R[z], o anel R[z]/P é semiprimitivo.

Seja P < R[x| nas condigdes acima. Se P = 0, entdo R[z] é semiprimitivo. Isto é
uma consequéncia do Teorema 1.23, pois todo ideal nil estd contido em rad(R) (Lema 1.12), e
rad(R) = 0, pois R é um anel de Jacobson primo, ou seja, R nao tem ideais nil ndo nulos. Se
P #0e J/P é o radical de Jacobson de R[x]/P, entao J N R = 0, pelo Lema 2.9. Mas J 2O P
e pelo Lema 2.8 segue que J = P (se J 2 P o Lema 2.8 implica que J N R # 0, o que é um
absurdo). Portanto rad(R[z]/P) = J/P = 0, isto é, P é um ideal semiprimitivo de R[z] e o

teorema estd provado. |

Coroldrio 2.11. Se R é um anel de Jacobson, entio o anel R[x1,xa,...,x,] também o €, em

que 1, ..., Ty S0 indeterminadas comutativas.
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Capitulo 3

Skew Anéis de Polinomios e Anéis

de Jacobson

Mostramos no capitulo anterior que R é um anel de Jacobson se, e somente se, S = R][z]
¢ um anel de Jacobson. Pearson e Stephenson [9] mostraram que isto é falso quando S é o
skew anel de polinémios S = R[z,a], em que « é algum automorfismo de R. Nosso objetivo
neste capitulo é o de estender o resultado do capitulo anterior para os skew anéis de polinémios.

Provaremos que S = Rz, a] é a—Jacobson se, e somente se, R é a—Jacobson.

Se R é um anel e o é um automorfismo de R, entdo diremos que R é um a—anel. A fim de
definirmos os anéis a—Jacobson e os conceitos relacionados, precisamos generalizar as defini¢oes
dos radicais classicos. Para fazer isto, iniciaremos este capitulo com algumas defini¢coes. Sempre

que a € Aut(R), escrevemos r* em vez de a(r), com r € R.

Definicao 3.1. Seja R um a—anel e I < R. Se I C I, entdo I € dito ser um a—ideal de R.
Se I* =1, entao I € dito ser um ideal a—invariante de R. Os conceitos de a—ideal a esquerda

(direita) e ideal a esquerda (direita) a—invariante sao definidos de forma andloga.

Observagao 3.2. Se I é um a—ideal de um a—anel R, entio ¢ : R/I — R/I, ¢(r+1)=r+1
€ um homomorfismo sobrejetor. Se I é a—invariante, este homomorfismo € um automorfismo.

Chamaremos tal automorfismo ainda de a.

Definicao 3.3. Um ideal a esquerda a—invariante mazimal de um a—anel R é um membro
mazximal do conjunto dos ideais a esquerda a—invariantes propriamente contidos em R. Ideal
a—invariante mazimal, a—ideal mazimal, e a—ideal a esquerda mazximal sao definidos de ma-

neira andloga.
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Observagao 3.4. Pelo Lema de Zorn, todo a—ideal préprio estd contido em um a—ideal ma-
ximal e observagoes similares podem ser feitas para os outros trés casos. Seque imediatamente

das definicoes que, se M € um a—ideal a esquerda maximal, entdo M é a—invariante.

Definicao 3.5. Um ideal P # R de um a—anel R € dito ser um ideal fortemente a—primo
de R se P é a—invariante, e sempre que A € um ideal de R e B é um a—ideal de R tais que
AB C P, entio A C P ou B C P. Se0 ¢ um ideal fortemente a—primo de R, entao R € dito

ser um anel fortemente a—primo.

Definigcao 3.6. Um ideal P de um a—anel R € dito ser um ideal a—primitivo (a esquerda) de

R se existir um ideal a esquerda a—invariante maximal M de R tal que (M : R) = P, em que
(M:R)={reR:rRC M}.

Observacao 3.7. Sejam R um anel e M um ideal a esquerda a—invariante maximal de R.

Entao

(1) (M : R) C M;
(2) (M : R) € o maior ideal de R contido em M;
(3) (M : R) é a—invariante;

(4) Se Q € ideal a—invariante de R, entdo Q C (M : R) ou Q + M = R.

Demonstragdo. (1) Se x € (M : R) entdao xR C M. Em particular, temos z € M.

(2) E rotina mostrar que (M : R) < R. Sejam N <R tal que N C M e 2 € N. Entdo,
para todo r € R, xr € N C M. Logo, R C M e portanto x € (M : R).

(3) Seja x € (M : R)*. Entao x = k“ para um certo k € (M : R) e, uma vez que
2R = kR = kR = (kR)® C M® = M,

segue que z € (M : R). Reciprocamente, se z € (M : R) entdao xR C M e, em particular,

x € M = M®*. Ponhamos x = t, para um certo ¢t € M. Entao ¢t € (M : R), pois

tRCM=1t*RCM=M"= (tR)* C M* = tR C M.

(4) Note que Q@ C M ou @ € M. Se Q C M entao, pelo item (2), segue que Q C (M : R).
Se @ € M entao M & M + @ e pela maximalidade de M obtemos M + Q = R. [ |

Podemos agora generalizar as definicoes dos radicais cléssicos.
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Definicao 3.8. Seja R um a—anel.

(1) A intersecao de todos os ideais a—primos de R é chamado de o radical a—primo de R e

é denotado por P,(R);

(2) A intersecao de todos os ideais a—primitivos de R é chamado de o radical a—Jacobson (a

esquerda) de R e é denotado por J,(R);

(3) A intersecdo de todos os ideais a esquerda a—invariante mazimais de R € chamado de o

radical a—Kleinfeld de R e é denotado por K, (R);

(4) A intersecio de todos os ideais a—invariante mazimais de R é chamado de o radical

a—Brown-McCoy de R e é denotado por G4(R).

O proéximo resultado ajuda a estabelecer uma relacao entre os radicais definidos acima.

Lema 3.9. Seja R um a—anel. Entdo todo ideal a—invariante mazimal de R é a—primitivo e

todo ideal a—primitivo de R € a—primo.

Demonstragdao. Seja M um ideal a—invariante maximal de R. Pelo item (1) da Observagao 3.7,
(M : R) C M. Por outro lado, como M ¢ ideal bilateral, MR C M e portanto, (M : R) = M.

Isto mostra que M é um ideal a—primitivo.

Seja agora P um ideal a—primitivo de R. Entao existe um ideal a esquerda a—invariante
maximal M de R tal que (M : R) = P. Pelo item (3) da Observagao 3.7, (M : R) é a—invariante,
ou seja, P é a—invariante. Suponha que existem A, B <R, B* C B, tais que ABC Pe B ¢ P.

Sejam b € B e r; € R taisque bry ¢ M.

Veja que

=

R(b’l“l) = { Ti(brl)aji,ji S Z,’I”i S R}
=1

P
é um ideal & esquerda a—invariante de R. De fato, se z € (R(br1))%, entdao = = Zr?(brl)ahﬂ,

i=1
p

para certos j; € Z,r; € R. Mas entao, x = Zr?(brl)aki € R(br1), em que k; = ji + 1 € Z,r¢* €
i=1
R* = R. Reciprocamente, se € R(bry), existem j; € Z,r; € R tais que

w=Y ri(br)™ =) s (o) = <Zsi(br1)ah_l> e (R(br1))",

=1 =1 i=1

com s = r;. Portanto, (R(br1))* = R(bry).
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Como bry ¢ M, M & R(bry)+ M e pela maximalidade de M segue que R(br1)+ M = R.
p
Assim, 1 = Zn(bn)o‘” +m, para certos j; € Z,r; € Rem € M. Sejam a € A,r € R elementos

i=1
quaisquer. Veja que

P . p y .
ar = ar < ro(br)®" + m) =ary rd® (r))*" +arm € ABR+M C PR+M C M+M C M,
=1 1

K2

pois (b)* € B*C Be ABC P = (M :R)C M. Portanto, A C P. |

Proposicao 3.10. Seja R um a—anel. Entao P,(R) C Jo(R) C Go(R) € Jo(R) C Kq(R).

Demonstragdo. As primeiras duas inclusoes sdo imediatas do lema anterior. A tltima segue do
fato de que todo ideal & esquerda a—invariante maximal M de R contém um ideal a—primitivo,

a saber (M : R). [

J& vimos que se I é um ideal a—invariante de um anel R, entdo a induz em R/I um

automofismo, que ainda denotaremos por a.

Assim, se ¢ : R — R/I é o homomorfismo natural, entdo definimos P,(I) =
¢~ Y(P,(R/I)) e analogamente definimos J, (1), Ko(I) e Go(I). Alternativamente, P,(I) pode
ser caracterizado como a intersecao de todos os ideais fortemente a—primos de R que contém

1. De fato,

Po(I) = ¢" (Pu(R/T)) =&~ | [J(PA/D) |,

A€y

em que {Py/I}xc, é a familia dos ideais fortemente a—primos de R/I. Assim,
Po(I) = (¢ (B/I) = [ P,
AEy AEYy
em que { Py} e € a familia dos ideais fortemente a—primos de R que contém I, como querfamos.

Disso observamos que se I, I3 sdo ideais a—invariantes tais que I} C I entdo Py (11) C P,(I2).

Novamente, observagoes similares podem ser feitas para os outros radicais.

Definigcao 3.11. Um a—anel R € dito ser a—Jacobson, a— Kleinfeld, a— Brown-McCoy se, para
todo ideal I a—invariante de R, P,(I) = Jo(I), Po(I) = Ko(I) e Po(I) = Go(I), respectiva-

mente.

Observagao 3.12. Seja R um a—anel. Entao R € dito ser um anel a—Jacobson (a— Kleinfeld,
a—Brown-McCoy) se, e somente se, Jo(P) = P (Ko(P) = P,Go(P) = P) para todo ideal

fortemente a—primo P de R.
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Demonstracdo. Suponha que R é um anel a—Jacobson e seja P um ideal fortemente a—primo de
R. Entao, em particular, temos P, (P) = Jo(P). Mas, se Z = {P\<R/P C Pye Py éa—primo},

entao

rPc (YhcP
P\eT

e temos P = P, (P) = J,(P).

Reciprocamente, suponha J,(P) = P, para todo ideal fortemente a—primo P de R. Pela
Proposicao 3.10, temos que P,(R/I) C Jo(R/I), assim ¢~ Y(P,(R/I)) C ¢~ (Jo(R/I)), isto é,
P,(I) C J,(I), para todo ideal I a—invariante de R.

Mostremos que Jo(I) C P,(I). De fato, se {Px}rcq é a familia de todos os ideais

fortemente a—primos de R que contém I, entao

Po(I)= () Pe= ) Ja(Pe),

ke keQ

em que a ultima igualdade da-se pela hipoétese.

Para cada k € Q, seja J = {P, <R : P, C P, e P, é o — primitivo}. Entao

Jo(P) = () P

/
Pleg
e assim

Pa(I): ﬂ P)\.

Pya—primitivo
PkCPA, para algum ke

Por outro lado, se Y = {P;<R/I C Pje P; éa — primitivo} entao
Ja(I) = ﬂ Pj
P;eu

e como I C Py, Vk € Q, segue que J,(I) C P,(I), como desejado. [ |

Definigao 3.13. Seja R um a—anel. Denotemos por S = R|x,a] o skew anel de polindmios (a
esquerda) em uma determinada x sobre R com respeito a «, isto €, S consiste de polindmios da

forma
n

Zaixi, a; € R,

=0

munido de adi¢cdo usual e com multiplicacao dada por xr = r*x, para todo r € R. Assim,
az"bx™ = ab®" "™,
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para todo a,b € R. A fun¢ao o se estende a S definindo (ax)® = a“x, para todo a € R, e se

f(z) €S, entao xf(z) = f(z)%x.

Observamos que se R é um a—anel e f é um polinémio moénico de S = Rz, a| de grau,
digamos, n, entao, para um dado h € S de grau m > n , podemos fazer uma divisao como no
caso classico. Por exemplo, se h = by, 2™ 4+ by 1™ L+ -+ bg e f=a"+ 12" 1+ Fag

sao polindmios de S, entao o primeiro passo do processo de divisao é dado por

Q= h _ bml_m—nf — h _ (bmmm + bmagi@;nxm—l NI bma,gM7n$m_n)'
Lema 3.14. Seja M um ideal ¢ esquerda ao—invariante mazimal de um a—anel R e N um ideal
a esquerda a—invariante de S = R[z,a] tal que SM & N C S, em que SM € definido como
no caso classico. Entao existe um polinémio monico f de grau minimal em N \ SM tal que

N = SM + SF.

n
Demonstragao. Seja g € N\ SM de grau minimal e suponha g = Zakxk, com a, # 0. Note

k=0
que, como N e M sdo a—invariantes, (N —SM)* = N*—(SM)* = N —SM. Assim, se a, € M,

entdo a 2" = 2"a, € SM C N. Como ¢g*" € N — SM, segue que g°" —a% 2" € N — SM, o

que é um abursdo, pois °(¢g*" — a®" ") < n. Portanto, a,, ¢ M.

Ja vimos que
p

Ra,, = {Zriagji,ji eZ,ri € R}
i=1

é um ideal a esquerda a—invariante de R; a maximalidade de M implica que M + Ra, = R

P
e portanto 1 = m + Znaf{“, para certos m € M,j; € Z,r; € R. Disto segue que f :=
i=1
p .
ma” + Zrigo‘“ é o polinomio desejado. De fato:
=1

P
1. f é moénico, pois cl(f) =m + Zriag“ =1.
1

2. fétalque N =SM + Sf. Com efeito, seja 0 #h € N. Se h € SM entao h = h+0 €
SM + Sf. Agora se h ¢ SM, entao °h > n. Assim, como cl(f) = 1, existem ¢, € S tais
que h =qf +7r,com°r <nour=0.Ser #0,entdor =h —qf € N, e como °r <n
temos que r € SM. Portanto h = qf +r € Sf + SM, como queriamos. A outra inclusao

¢é imediata, pois

p ) L )
f=ma" + Zrigajl =z"m®*  + Zrigah € SM + N C N.
1 1
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3. f € N\ SM. De fato, se f € SM, entao N = Sf +SM C SM, o que é um absurdo.
Portanto f € N\ SM.

Lema 3.15. Seja M um ideal o esquerda a—invariante maximal de um a—anel R e N a
intersecdo de todos os ideais ¢ esquerda a—invariantes maximais de S que contém SM. Entdo

N =SM # 8.

P
Demonstragcao. Se SM = S entao, 1 = Zrimi, para certos m; € M,r; € R, isto é, 1 € M, o

que é um absurdo. Portanto SM # S.

Suponha SM & N e tome f € N\ SM como no lema anterior, pondo °f = n. Temos que
S(1—f)+SM é um ideal & esquerda a—invariante de S. Se S(1—f)+SM # S, entdo, pelo Lema
de Zorn, existe um ideal a esquerda a—invariante maximal K de S tal que S(1— f)+SM C K.
Mas K ¢é um ideal & esquerda a—invariante maximal de S que contém SM e 1 — f. Como
feN,fe Kedai,1=f+ (1—- f) € K, absurdo. Portanto, S(1 — f) + SM = S e, por f ser

monico, n > 1.

SeheSeh(l—f)el+SM,entao um argumento de inducao sobre o grau de h mostra

que 1 € SM. Esta contradicao implica que N = SM.

Corolario 3.16. Seja M um ideal a esquerda ao—invariante mazximal de um a—anel R. Entdo

K (S) C SM.

Demonstragdo. Sejam A = {N : N é um ideal a esquerda a—invariante maximal de S} e

B ={N':N'éum ideal & esquerda a—invariante maximal de S que contém SM}. Entéao

Ko(S)= [ NC [) N =5M,
NeA N'eB

em que a ultima igualdade segue do lema anterior. |
Coroldrio 3.17. Seja R um a—anel. Se K,(R) =0, entao K,(S) = 0.
Demonstragao. Suponha que K, (S) # 0. Entao existe f # 0 tal que f € K,(S) C SM, para

todo ideal a esquerda a—invariante maximal M de R. Ponha f = apz™ + --- + ag, em que

an # 0. Assim temos

q ¥ .
0#a,= Zrimf‘h eM
i=1
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para certos r; € R,m; € M,j; € Z. Portanto, 0 # a; € K,(R) e a contrapositiva estd

provada. |

Lema 3.18. Seja P um ideal a—primitivo de um a—anel R. Entao J,(S) C SP.

Demonstragao. Seja M um ideal a esquerda a—invariante maximal de R tal que P = (M : R).
Pela Proposigao 3.10, temos que J,(S) C K, (S) e, pelo Corolario 3.16, segue que K, (S) C SM.
Assim, como (SM : S) é o maior ideal de S contido em SM, segue que J,(S) C (SM : S).
Como M e (M : R) sao ambos a— invariantes, entao (SM : S) = S(M : R) = SP. [ |

Corolério 3.19. Se J,(R) =0, entdo J,(5) = 0.
Demonstragdo. Andloga ao Corolario 3.17. ]

O familiar algoritmo da divisdo apresentado anteriormente pode ser generalizado, o que

faremos na seguinte proposicao.

Proposicao 3.20. Suponha que I é um ideal ndo nulo de S e f € um polinémio nao nulo de
menor grau em I, com °f =n e cl(f) = a. Entdo af = fa® " e, para qualquer g € S, existem

t1,to > 0 ehy,hy,r1,m9 €S com °r; < n (i =1,2) tais que

(1) a*g = fhi +711;

(2) g(a®")2 = hof +rs.

Segel, entaory =19 =0.

Demonstra¢do. Primeiramente observe que cl(af—fa® ") = a?—a®? = 0e, como af — fa® " €1,

(pois f € I e I <S) obtemos que af — fa® " = 0, pela minimalidade do grau de f em I.

Provemos (2). Seja g = gma™ +---+go € S. Se m < n entdo ty =0 = hg e 7y = g.

Suponha m > n e considere

gaa - gm$m_nf = 1.

m—n

Note que cl(11) = gm(a® )" — gma® = 0, ou seja, %1 < m = °g. Aplique o processo

novamente a 11 e obtemos

—-n

U = e " = d()a" T = (ga® " = gua™ T f)a " = dl(yh)a" .

Usando que af = fa® ", obtemos da tltima igualdade

—-n

9(a®")? = (gma™ "a + cl(r)z P f 4 1bo.
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Este processo pode ser repetido e para quando °i, < n, e assim obtemos o desejado. O
item (1) prova-se de maneira analoga, bastando tomar ag — fg& a™ " = 1);. Por fim, se g € I,
entdo 1 = a'tg — fhy € I, 79 = g(a® ") — haf € I e, como °r; < n segue da minimalidade do

grau de f em I que r; = 0. |

Observe que, quando cl(f) = 1, entao o algoritmo anterior é exatamente o algoritmo da

divisao que apresentamos anteriormente.

Definicao 3.21. Para um ideal L de S, A(L) é definido como sendo o ideal de R consistindo

do zero e dos coeficientes lideres de elementos ndao nulos de L de grau minimal.

Lema 3.22. Seja 0 # L<S tal que LOR = 0. Se I € um ideal proprio de R com I+ A(L) = R,
entdo ST + L # S.

Demonstragao. Como I + A(L) = R, seja0#a € A(L) talquel —a € 1, eseja0# f €L de
menor grau, digamos n, com cl(f) = a. Como LN R = 0, segue que n > 1. Se ST+ L = S entao
existem h € SI e g € L tais que 1 = h+ g. Pela proposicdo anterior, af = fa® " e, como g € L,

entdo existem hy € S et > 0 tais que a'g = fhy. Assim
a'g=fh1 = a'(1 —h) = fhy = o' =a'h + fhy.

Comol—acl, entdoa—a’€cl,eassiml—a?=1—a+a—a® € l. Seguindo este raciocinio

obtemos 1 — a’ € I. Portanto 1 — fhy = 1 — a® + a*h € SI.

Dentre todos os polindémios hy € S com 1 — fhy € SI, escolhemos um de menor grau,
digamos k, e seja cl(h1) = d. Ponha 0 = a® " (h; — dz*). O polinémio 6 é tal que cl(f) =
a® "(d —d) = 0, isto é, °0 < k. Além disso, 1 — f@ € SI, o que é um absurdo, assim
SI+L#8. m

Lema 3.23. Seja L um ideal ndo nulo de S, com LN R = 0. Entao A(L)(J(L)NR) C J(R).

Mais ainda, se L € a—invariante, entdo

(1) A(L)(Ko(L) N R) C Ko(R)

(2) A(L)(Jo(L) N R) C Jo(R)
Demonstragdo. (1) Seja I um ideal a esquerda a—invariante maximal de R. Afirmamos que
A(L)(Ko(L)NR) C I.Isto é claro se A(L) C I. Assumimos que A(L) ¢ I. Assim, A(L)+1 =R

(pela maximalidade de I) e pelo Lema 3.22, ST+ L # S. Deste modo, existe um ideal a esquerda

a—invariante maximal M de S tal que ST + L C M. Em particular, L C M e portanto, pela
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definigao de K,(L), Ko(L) € M. Dai SI + Ko(L) € M # S. Se I + (Ko(L) N R) = R, entao
existem i € I,r € K,(L) tal que

l=i+rel+KqolL)CSI+Ky(L)C M#S,

o que é um absurdo. Consequentemente, I + (K,(L) N R) # R e, pela maximalidade de I, segue
que Ko(L)N R C I e portanto A(L)(K4(L) N R) C I, como querfamos.

A inclusao A(L)(J(L) N R) C J(R) é provada de maneira andloga, omitindo

“a—invariante”e o subscrito a da demonstracao anterior, e observando que K(R) = J(R).

Por fim, provemos (2). Sejam P um ideal a—primitivo de R e I um ideal a esquerda
a—invariante maximal de R tal que P = (I : R). Pelo item 1 e pela Proposigao 3.10, obtemos
que A(L)(Jo(L)NR) € A(L)(Ko(L)NR) € Ko(R) C 1. Uma vez que P é o maior ideal de
R contido em I (Observagao 3.7), segue que A(L)(Jo(L) N R) € P. Como P é arbitrério, o

resultado segue. |

Definicao 3.24. Seja S um anel Z—graduado, isto €, existe uma familia {S;}icz de subgrupos
aditivos de R tal que S = EBSi, com S;S; C Siyj,Vi,j € Z. Sea = ac+ aep1 + ... +aqg €5,
com a; € S, ac,aq ambos Znedzo nulos, dizemos que a tem comprimento d — ¢, e denotamos ag,
o termo lider de a, por a. O conjunto de todos os elementos de S com comprimento menor ou

[m]

igual a m € denotado por S'™. Finalmente, se o é um automorfismo de S tal que S* = S;, para

todo i € 7, denotamos A = {a’ :i € Z,i > 0}.

Sempre que nos referirmos a um automorfismo « de um anel Z—graduado S = @ Si,
1€EZ
estaremos considerando que « ¢ tal que S;* = §;, para todo 7 € Z.
Exemplo 3.25. Seja R um a—anel. Os anéis R[x] e S = R|x,a] sdo anéis Z— graduados.
Basta considerar S; =0, sei <0 e S; = {ax’ : a € R}, sei > 0. Nestes casos, Sl = {ax' :a €
R,i >0}

O proximo resultado nao serda provado, mas deixamos uma referéncia para que o leitor

possa encontrar a prova.

Lema 3.26. Sejam S um anel Z—graduado que € fortemente a—primo e P um ideal ndo nulo
fortemente a—primo de S tal que PNSIO = 0. Se I é um a—ideal de S com P C I e INSI =0,
entao I = P.

Demonstragdo. Ver Lema 2.12 em [4]. [ |
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Lema 3.27. Se R é um anel fortemente a—primo, entao S = R[x,«a] € um anel primo.

Demonstragao. Suponha que CD = 0 para ideais C, D de S, com C # 0. Note que existe
cx™ + e ™ 4+ gt e O\ {0).

Defina E = {d € R: (dz" + dpy 12" + - + dpa?) € D} U {0}. E ficil ver que E é um ideal

de R. Além disso, como D C D, E é um a—ideal, pois se d € E entao existe
de"™ + dppqz™ o+ dyx? € D

e portanto D 3 x(da™ + dp 12"t + - 4 dpaP) = doa™ T 4 4 dGxPT

Afirmacdo: (RcR)E®" = 0. De fato, sejam r € R,d € E. Como

(cra™ 4 - + ckrak_ma:k) = (ca™ 4 -+ )" e C,

obtemos

(cra™ 4 -+ ckrak_ma:k)(dx" + -+ dpa?) =0 (pois CD = 0),

e portanto c¢rd®” = 0. Isto implica que ReRE®" = 0, como querfamos. Uma simples inducio
sobre m mostra que E®" é um a—ideal de R. Por fim, como R é um anel fortemente a—primo,
segue que RcR = 0 ou E*" = 0. Mas 0 # ¢ € RcR, e portanto E*" = 0, isto é, E = 0. Portanto

D =0e S éum anel primo. [ |

Definicao 3.28. Sejam R um a—anel e I um ideal de S = R[x,a]. Entao a indeterminada x

€ dita ser reqular mddulo I se para todo f € S, xf € I implicar f € I e fx € I implicar f € I.

Lema 3.29. Sejam R um a—anel e P um ideal primo de S = [z,a]. Se a indeterminada x nao

pertence a P, entdo x € regular modulo P.

Demonstracdo. Suponha que f € S e que zf € P. Como xS = Sz, entao zSf = Szf C P,
isto é, xSSf = xSf C P e assim (x5)(SfS) € P. Como P é primo, xS C P ou SfS C P.
Consequentemente SfS C P, pois ¢ ¢ P. Logo, f € P. Analogamente, fo € P implica que
f € P, para todo f € S. [ |

Corolario 3.30. Sejam R um anel fortemente a—primo e P um ideal ndao nulo fortemente
a—primo de S = R[z,al, com PN R =0. Se I é um ideal a—invariante de S, com P C I e

INR=0, entao I = P.
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Demonstragao. Dividiremos esta demonstracao em dois casos, a saber, z € P e x ¢ P. Suponha
que x € P, entdo P = Sz. De fato, como = € P, entdo aiz® € P, para todo k € N, e
ar, € R. Logo, se supusermos que a,x™ + --- 4+ ag € P, com ag # 0, obtemos ag € P, que é um
absurdo, pois P N R = 0. Isto mostra que todo elemento de P é da forma a,xz™ 4+ --- + a1z =
(anz™ '+ -+ +ay)xr € Sz. Com um raciocinio andlago, de Sx = P C I e I N R = 0, obtemos

I=Sz=P

Agora suponha que x ¢ P. Pelo Lema 3.27, S é primo e, segue que é fortemente av—primo.

Pelo Lema 3.29 temos que x é regular médulo P, e isto implica que:

1. P ¢ Sz. De fato, se P C Sz entao os elementos de P sao da forma
anx" + - -+ app 2P+ apaP a, #0en > p.
Assim, se um elemento desta forma pertence a P entdo
(anz™ P+ -+ ap)aP 'z € P= (a2 P+ -+ ap)aP " € P,

pois z ¢é regular médulo P. Repetindo este processo obtemos a,z" 7 +---+a, € P, 0 que

é um absurdo pela forma dos elementos em P.

2. PN SO = 0. De fato, se PN S £ 0, entéo existe az® € P, e como x é regular médulo
P, segue que az*~! € P, repetindo o processo obtemos a € P, o que é um absurdo, pois

PNR=0.

Pelo Lema de Zorn, podemos encontrar um ideal a—invariante maximal M de S com a
propriedade de conter e M N R = 0. Defina A={ge€ S: gr € M} e B=Sz. Sex € M
entdo B = Sz C M. Se x ¢ M, segue do Lema 3.29 (uma vez que M é fortemente a—primo
(Lema 3.9)), que x é regular médulo M e, em particular, obtemos que A C M. Portanto,
A C M ou B C M. Analogamente ao que foi feito no primeiro paragrafo desta demonstracao,
se B=Sr C M, entao M = Sz, pois M N R = 0. Disto segue que P C I C M = Sz, o que
é um absurdo, pois jd vimos que P ¢ Sz. Assim, A C M. Como M N R = 0, segue de forma
andloga ao que fizemos no item 2 desta demonstracao que M NS 0] = 0. Agora, pelo Lema 3.26,

M =Pe, assim, PCITCM=P,istoé, I =P.
|

Observagao 3.31. Seja I um ideal a—invariante de um anel R. Entao A/I é a—primitivo
em R/I se, e somente se, A é a—primitivo em R, que contém I. Mais ainda, se R é um anel

a—Jacobson, entao R/I é também a—Jacobson, em que I é qualquer ideal a—invariante de R.
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Demonstracdo. Segue imediatamente da definicao de ideal a—primitivo e da definicao de anel

a—Jacobson. |

Teorema 3.32. Seja R um a—anel e S = R[z,a]. Entao S é um anel a—Jacobson se, e

somente se, R € um anel a—Jacobson.

Demonstragdo. =) E facil ver que ¢ : R — S/Sz, dada por ¢(r) = r + Sz é um isomorfismo.
Desta forma, se S é a—Jacobson, entao segue da observacao anterior que S/Sz também o é,

pois Sz é a—invariante. Assim, pelo isomorfismo acima, obtemos que R a—Jacobson.
<) Seja P um ideal fortemente av—primo de S. Nosso objetivo é mostrar que J,(P) = P.

i) Suponha que z € P. Como R é um anel a—Jacobson, temos que R/(P N R) também
o é (observacao anterior, uma vez que P N R é a—invariante). Como S/P = R/(P N R) via
ap+ P — ag+ PN R, obtemos que S/P é também a—Jacobson. Seja Py um ideal a—primitivo

de S, tal que P C P,. Entao,

P/IP=J (P/IP)= ()  PJP

Py /P o — primitivo

e portanto

N P,=P

PCPy aprimitivo
isto é, Jo(P) = P.

ii) Suponha que x ¢ P. Analogamente ao que foi feito na demonstragao do Teorema 2.10
temos que

¢:R/(PNR)x,a] = S/P
(ro+PNR)+--+(rpn+PNR)z" +— (ro+---+rpz")+ P

¢ um homomorfismo sobrejetor de anéis tal que ker¢ ((R/(P N R)) = 0 e ker¢ é um ideal
fortemente a—primo em R/(PNR)[x, ). Se mostrarmos que, dado um ideal fortemente a—primo

P de S com PN R =0, entao J,(P) = P, obtemos que
Jo(ker ¢) = ker ¢,

isto é,

ﬂ Py = ker ¢.

ker ¢ CPy o —primitivo em R/(PNR)[z,q]

Aplicando o isomorfismo ¢’ : (R/(P N R)[x,a])/ker ¢ — S/P na tltima igualdade obtemos que

N Ps/P = P/P,
P/PCPg/P a— primitivos em S/ P
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isto é,

Jo(P) = N Py =P.

PCPg a primitivos em S

Sem perda de generalidade, suponha que P é um ideal fortemente a—primo de S tal que PNR =
0. Assim, como 0 = P N R ¢ fortemente a—primo em R, temos que R é um anel fortemente
a—primo, por definicdo. Pelo Lema 3.27 temos que S é um anel primo e portanto fortemente
a—primo. Como 0 é fortemente a—primo em R segue que P,(R) = 0 e, como R é a—Jacobson,
Jo(R) = Po(R) = 0. Assim, pelo Corolério 3.19, obtemos J,(S) = 0. Se P = 0 entdo Jo(P) =
Jo(0) = Jo(S) = 0 = P. Se P # 0 entao, pelo Lema 3.23, segue que A(P)(Jo(P) N R)

N

Jo(R) = 0, e como R é um anel fortemente a—primo, segue que A(P) =0 ou J,(P)N R =0,
mas A(P) # 0. Assim J, N R =0 e, pelo Corolario 3.30, temos que J,(P) = P.
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