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Resumo

No presente trabalho apresentamos a demonstracao para o Teorema de Giambruno-Zaicev sobre a
existéncia do PI-expoente de uma algebra com identidades polinomiais e que o mesmo é inteiro. Além
disso, ¢ mostrado que o Pl-expoente do polindmio standard é maximo. A fim de atingir tal objetivo,
primeiramente apresentamos defini¢oes e resultados gerais da teoria de algebras com identidades
polinomiais e de topicos sobre as representagoes irredutiveis do grupo simétrico e de suas aplicagoes
ao estudo de algebras com identidades polinomiais.



Abstract

In this work we present the proof of Giambruno-Zaicev’s Theorem on the existence of the PI-exponent
of an algebra that satisfies a polynomial identity. It is also shown that such exponent is an integer.
Moreover, it is also shown that the exponent of the standard polynomial is maximum. In order to
do so, firstly we present general definitions and results from the theory of the algebras that satisfy
polynomial identities and from topics of the irreducible representations of the symmetric group and
from their applications to the study of algebras satisfying polynomial identities.
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Introducao

O estudo de polindmios em variaveis nao comutativas que se anulam em uma algebra apareceu
pela primeira vez em artigos de Dehn [7] e Wagner [27]| nas décadas de 1920 e 1930, mas foi somente
a partir de um artigo de Kaplansky [14] em 1948, que as algebras que satisfazem identidades poli-
nomiais despertaram realmente interesse. Nesse artigo, Kaplansky mostrou que qualquer PI-algebra
primitiva é uma algebra simples de dimensao finita, sugerindo que tais algebras deveriam preservar
boas propriedades satisfeitas por algebras comutativas ou de dimensao finita. Diversos resultados
importantes foram obtidos desde entao, merecendo destaque o Teorema de Amitsur-Levitzki [1] de
1950, no qual é demonstrado que a algebra das matrizes n X n sobre um corpo F' satisfazem o
polindémio standard ss, e nao satisfaz identidades de grau menor.

Um problema proposto por Specht em 1950 [25] foi o de se determinar se todas as identidades
satisfeitas por uma PI-algebra sobre um corpo de caracteristica zero seriam sempre consequéncias de
um conjunto finito de polinémios. Esse problema permaneceu sem solucao por 37 anos e a demons-
tragao so veio ap6s uma série de artigos de Kemer sobre o assunto [16]. As técnicas desenvolvidas
e utilizadas por Kemer se basearam na estrutura dos T-ideais e nos envolventes de Grassmann de
superélgebras. Embora o estudo sistematico de PI-algebras ja tenha pelo menos 60 anos, sao poucas
as algebras para as quais um conjunto de polindmios geradores para seus T-ideais é conhecido. Um
exemplo que ilustra bem esse fato é que mesmo para algebras de matrizes n x n sobre corpo de
caracteristica zero nao sao conhecidas bases de identidades para n > 3. Mesmo nos casos em que
uma lista de polinémios geradores das identidades da algebra é conhecida, nao é possivel determinar
se um polinémio de grau dado é ou nao identidade daquela élgebra. Para tentar superar essa dificul-
dade, introduziram-se maneiras de medir o crescimento do ntimero de identidades conforme o grau
aumenta.

No caso de caracteristica zero, parte desse tratamento envolve o estudo do espago quociente
dos polindmios multilineares em n varidveis pela intersecao do mesmo com as identidades satisfeitas
por uma algebra A. Como permutagoes entre as variaveis de uma identidade polinomial de uma
algebra fornecem nova identidade polinomial esse espago quociente possui uma estrutura natural de
Sp,-modulo e a teoria de representacoes do grupo simétrico, que é bem conhecida, pode ser aplicada
para entender o crescimento das identidades. A sequéncia de dimensoes desses espacos quocientes
(chamadas codimensées) também desempenham um papel importante nesse entendimento.

Em [22|, Regev provou o teorema da codimensao, segundo o qual a sequéncia de codimensoes
¢ exponencialmente limitada. Investigacoes acerca do limitante exponencial da sequéncia de codi-
mensoes de uma &algebra levaram & seguinte conjectura: dada uma PI-adlgebra A sobre um corpo de



caracteristica zero e sendo ¢, (A) sua n-ésima codimensao,

liminf {/¢,(A) = limsup /¢, (A)

e 0 mesmo é sempre um numero inteiro. Essa conjectura foi demonstrada por Giambruno e Zaicev
em [9] e [10] e tal limite é chamado Pl-expoente ou simplesmente expoente da PI-algebra A. Mais
recentemente Giambruno e Regev demonstraram que o polinémio standard s, geram um T-ideal de
Pl-expoente maximo e, portanto, tais T-ideais sao minimais em um certo sentido.

Essa dissertacao tem como principais objetivos apresentar a demonstracao de que o PI-
expoente de uma algebra sobre um corpo de caracteristica zero existe e é um inteiro e demonstrar a
maximalidade do expoente associado ao polinémio s,,. Assim a dissertacao encontra-se organizada
da seguinte maneira.

No Capitulo 1 sao tratados conceitos e resultados gerais que serao recorrentemente utilizados
ao longo de toda a dissertacgao. Esta inclusa nesse capitulo uma secao inteiramente devotada a
demonstracao do Teorema de Regev sobre a Codimensao, que serve de motivagao para o restante.

O Capitulo 2 ¢ inteiramente devotado ao estudo das representacoes do grupo simétrico e de
algumas aplicagoes suas ao estudo de Pl-algebras. As ferramentas apresentadas aqui sao fortemente
utilizadas ao longo do restante da dissertacao, especialmente no Capitulo 3, onde a colagem de
diagramas de Young desempenha um papel importante.

O Capitulo 3 é devotado a apresentar a demonstracao da existéncia e do fato de o expoente
de uma &lgebra ser um inteiro.

O Capitulo 4 apresenta a condi¢ao de maximalidade do Pl-expoente de s,,.

As demonstragoes de alguns resultados foram omitidas, sendo indicado onde encontrar as
respectivas demonstragoes por questoes de espago e por algumas dessas demonstragoes necessitarem
de resultados auxiliares que acabariam por desviar dos objetivos principais.



Capitulo 1

Algebras com identidades polinomiais

Neste capitulo, introduzimos as defini¢oes e resultados gerais que serao utilizados ao longo de toda
a dissertacao.

1.1 Anéis

Anéis comutativos com unidade sao alvo de estudo comum ao longo de um curso de graduacao em
Matemaética. As algebras apresentadas nesta dissertagao sao anéis nao comutativos, que sao estudados
mais a fundo ao longo de cursos de pos-graduacgao, constituindo [18], [19] livros comumente adotados
para seu estudo. Por questoes de espaco e também de coesao, ao longo desta secao apresentaremos
sucintamente as definigbes e resultados necessarios da Teoria de Anéis que sao usados ao longo do
texto, especialmente no Capitulo 3.

Um anel A é um conjunto munido de uma adi¢ao e uma multiplicagao, denotadas por + e
- respectivamente, sendo que (A4,+) é um grupo abeliano, a multiplicacdo é associativa e distribui
a esquerda e a direita com respeito a adicao. No caso em que existe um elemento neutro para
multiplicacao no anel A, chamamos o mesmo de sua unidade e o anel é dito com unidade ou anel
unitario. Um ideal a esquerda I de A é um subgrupo aditivo de A que é fechado por multiplicacao
a esquerda por elementos de A, isto é, ai € I, para quaisquer a € A e i € I. Analogamente definem-se
ideal a direita e ideal bilateral de um anel A. Um ideal & esquerda I de A é maximal se os
tnicos ideais & esquerda de A que o contém sao [ e A. Analogamente temos que I é minimal se os
Unicos ideais & esquerda contidos nele sao 0 e I. Essas definicoes de maximalidade e minimalidade
se estendem naturalmente a ideais & direita e bilaterais.

Um elemento a de um anel com unidade A é chamado invertivel a esquerda se existe b € A
tal que ba = 1. Analogamente define-se elemento invertivel & direita. Quando a € A é invertivel
a esquerda e a direita, é chamado simplesmente de invertivel (nesse caso é facil verificar que os
inversos & esquerda e & direita coincidem). Um anel com unidade A é um anel com divisao se todo
elemento nao nulo de A é invertivel.

Defini¢ao 1.1. O radical de Jacobson de um anel com unidade A, denotado por J(A) ou sim-
plesmente por J, € a intersecdo de todos os ideais a esquerda maximais de A.

As demonstragoes dos fatos seguintes sao encontradas nas paginas 57 e 58 de [19].



Proposicao 1.2. (i) O radical de Jacobson de um anel A é um ideal bilateral de A.

(i1) O radical de Jacobson € o conjunto formado por todos os elementos a € A tais que 1 — ba é
invertivel a esquerda para qualquer b € A.

(11i) O radical de Jacobson do anel A é a intersecao de todos os ideais 4 direita mazimais de A.

Daqui em diante, quando utilizarmos somente a palavra “ideal”, estaremos nos referindo a um
ideal bilateral. O ideal I do anel A é nilpotente se I* = 0 para algum k € N.

Proposicao 1.3 (p. 63 de [19]). Se o dnico ideal nilpotente do anel A €0 e e € A é idempotente,
isto €, €2 = e, entdo Re € ideal o esquerda minimal se e somente se eRe € um anel com divisdo.

Definicao 1.4. Um anel com unidade A é semissimples se ele se decompoe na soma direta de
ideais & esquerda minimais. Se o anel nao possui ideais bilaterais proprios, ou seja, ele proprio é
um ideal bilateral minimal, € chamado anel simples.

Teorema 1.5 (Wedderburn-Artin (p. 65 de [19])). Um anel com unidade A é semissimples se e
somente se ele € isomorfo a uma soma direta de anéis semissimples que sao simples. Um anel
semissimples € simples se e somente se € isomorfo a um anel de matrizes sobre um anel com divisao

D.

1.2 Algebras

Nesta se¢ao definiremos e forneceremos as propriedades basicas de élgebra. Entenderemos
por algebra a estrutura que satisfara a definicao a seguir:

Definigao 1.6. Seja F' um corpo. Uma F-dlgebra é um conjunto A que €, simultaneamente, um
anel e um F-espago vetorial, ou seja, possui trés operacoes: uma adi¢ao, uma multiplicagcao “interna”
e uma multiplicacao por elementos de F. Além disso, as estruturas do anel e do espago vetorial devem
ser compativeis, isto €, dado a, b € A e A € F, AMaxb) = (Aa)b = a(\b).

Na definicao anterior, usamos o simbolo * para a multiplicacao de dois elementos de A a fim
de distigui-la da multiplicagao por escalar, mas a partir de agora denotaremos ambas as operagoes
do mesmo modo.

Tal como no caso de anéis, se a algebra A, como anel, é comutativa dizemos que A é uma
algebra comutativa e, se A é um anel unitario, dizemos que A é uma algebra unitaria. Se a
algebra A é unitaria ela contém uma copia do corpo F, o conjunto {\.1 | A € F'}, que, por abuso de
notagao, é denotado por F.

Uma subalgebra B de uma algebra A é um subconjunto da mesma que, com relagao as ope-
racoes de A, também é uma &algebra, ou seja, B deve ser fechado com respeito a adi¢ao, multiplicagao
e multiplicagao por escalar de F. Tal como ocorre para ideais em um anel, intersecao de qualquer
familia de subalgebras de uma &algebra também é uma subalgebra da mesma. Assim, a subalgebra
gerada por um subconjunto X de uma algebra A, denotada por [X], é a menor subalgebra que
contém esse conjunto, isto é, [X] é a interse¢ao de todas as subalgebras de A que contém X.

Um subconjunto I de A é dito ideal da algebra A se o mesmo ¢, simultaneamente, um
ideal de A, visto A como anel, e um subespago vetorial de A, vendo A como espaco vetorial. Se a



algebra A é unitaria, e I é um ideal de A como anel, temos que I é um subespaco vetorial de A. Da
mesma forma que se define o quociente de anéis e de espacos vetorias, podemos definir o quociente
de uma algebra A por um ideal I, estendendo as operacoes de A as classes de equivaléncia de A/I.
As operagoes sao bem definidas uma vez que I é, ao mesmo tempo, ideal de um anel e subespaco
vetorial, lembrando que a algebra deve ser unitaria.

O centro Z(A) de uma algebra A é a subalgebra definida por

Z(A)={a€ A|ab=ba,Vbec A}.
De fato,
(i) Sejam a, a' € Z(A). Entdo, (a +a').b =ab+a'b=ba+ba =b.(a+a). Logo, (a+ad') € Z(A).

(ii) Sejam a, @' € Z(A). Entdo, (a.a').b = a.(a'.b) = a.(b.a’) = (a.b).a’" = (b.a).a” = b.(a.a), para
todo b € A. Logo, (a.d') € Z(A).

(iii) Sejam a € Z(A) e A € F. Entao, (\.a).b = A.(a.b) = A.(b.a) = b.(\.a), para todo b € A. Logo,
Aa € A.

Portanto, o centro de A é uma subalgebra de A.
Se a algebra A ¢ unitaria, entdao F' C Z(A). De fato, se A € F' entao

Ab = (Ab).1="0b.(\1)=0bA,
para todo b € A. Logo, A € Z(A). Diremos que uma algebra A ¢ uma algebra central se Z(A) = F.

Definicao 1.7. Se uma dlgebra A pode ser escrita como soma direta de subespagos indexados por
elementos de um grupo abeliano (G,+), isto é, A = @gGG AW e além disso, se, dados a € AW e

be AW temos que ab € AYTM  dizemos que a dlgebra A é G-graduada e um elemento a € A ¢é
chamado de elemento homogéneo de grau g. O grau de um elemento homogéneo a € A € denotado

por d(a).

Exemplo 1.8. Seja F' um corpo e seja V- um espaco vetorial tendo por base um conjunto enumerdvel
infinito X cujos elementos sao denotados por e;, sendo i um inteiro positivo. A dlgebra de Gras-
smann sobre V' (denotada por E(V), ou simplesmente por E) é a F-dlgebra unitdria tendo como
base = {ej i€y | k> 1eip <iy <--- < i} U{l}, sendo a adi¢io e multiplicagio formais
levando-se em conta as relacoes e;e; = —eje; e e? =0.

Se char F' # 2 essa tultima condigao segue da primeira.

Para um elemento de 3 definimos seu comprimento como sendo o niimero de fatores e; que o
formam (tendo 1 comprimento 0). Denotando por E(®) o subespaco da 4lgebra de Grassmann gerado
por todos os elementos de  que possuem comprimento par, e por EM) o subespaco gerado pelos
elementos de 3 que possuem comprimento fmpar, temos que E = E© @ EM & uma Z,-graduacio
de E, e que Z(E) = E© se char F # 2.

O fato de Z(F) ser E© segue de que se a, b € E sao homogéneos segundo a Zy-graduacio apresentada,
entdo ab = (—1)2@®pq que, por sua vez, segue da anticomutatividade dos e;.



Definicao 1.9. Sejam F' um corpo e A, B duas F'-dlgebras. A aplicagio ¢ : A — B é um homo-
morfismo de dlgebras se €, simultaneamente, uma transformagao linear de F-espagos vetorias e
um homomorfismo de anéis.

Um homomorfismo é chamado de isomorfismo se é bijetor. Um homomorfismo de algebras
p: A— A é chamado de endomorfismo da algebra A.

Propriedades analogas as do niticleo e imagem de um homomorfismo de anéis valem para
homomorfismo de algebras. Da mesma forma como temos um Teorema do Isomorfismo para anéis,
existe um teorema anéalogo para algebras enunciado a seguir e cuja demonstracao é bastante similar.

Teorema 1.10. (Teorema do Isomorfismo para Algebras) Sejam A e B F-dlgebras e ¢ : A — B um
homomorfismo de dlgebras. Entiao, A/Ker ¢ ¢é isomorfo a Im .

Uma classe mais restrita de ideais de uma algebra, mas que desempenha papel importante no
estudo de PlI-algebras, sao os T-ideais que definimos a seguir.

Definicao 1.11. Um ideal I de uma dlgebra A é um T-ideal de A se, para qualquer endomorfismo
p: A— A, tivermos que p(I) C I.

Definigao 1.12. Seja U = [u;;] uma matriz de ordem n xn. Dizemos que U € uma matriz triangular
superior se os elementos abaizo da diagonal principal sao todos nulos, isto €, u;; =0 para j <i. E a
dlgebra de todas as matrizes triangulares superiores com entradas em F serd denotada por UT, (F).

Exemplo 1.13. Seja F' um corpo. FEntao, o conjunto I das matrizes triangulares superiores com
entradas em F de diagonal nula € um T-ideal de UT,(F). A verificagio de que I é um ideal é
canonica. Para verificar que € fechado por endomorfismo, basta reparar que I representa o conjunto
de todas as matrizes nilpotentes de UT,,(F') e um endomorfismo deve mandar elementos nilpotentes
em elementos nilpotentes.

Tal como ocorre com os ideais, a intersecao de qualquer familia de T-ideais de uma algebra A
é também um T-ideal e, portanto, podemos falar no T-ideal gerado por um subconjunto X de
A, que denotamos por (X)7.

Assim, o T-ideal gerado por um subconjunto X de A é a intersecao de todos os T-ideais de A

que contém o subconjunto X.

Definigao 1.14. Seja B uma classe de dlgebras a qual pertence a dlgebra A gerada, como dlgebra,
por um subconjunto X. Dizemos que A € livre livremente gerada por X na classe B se, para
qualquer dlgebra B € B e qualquer aplicacio f : X — B, existir um homomorfismo ¢ : A — B que
estende f, isto €, o diagrama abaizo, no qual i denota a inclusao de X em A, comuta.

!

X—2B
| A
A

A cardinalidade do conjunto X € chamado de posto da dlgebra A.



Proposicao 1.15. Seja X = {xy,29,...,2,,...} um conjunto enumerdvel, possivelmente finito.
Denotamos por F(X) a F-dlgebra que possui por base a uniao de {1} com o conjunto formado por
todos 0s monomios da forma x; x;, ...x;, com k € N e cada i; um inteiro positivo menor ou igual
a |X| (podendo ocorrer repeticao de indices). O resultado da multiplicagdo entre dois mondmios
iy Tiy -+ - Ty, € Tj;Tjy ... Tj, € 0 MONOMIO Tj, Ty . .. T, Tj Tj, ... T4, € e estende por linearidade para
todos os elementos de F(X).

A dlgebra F(X) € livre, livremente gerada por X na classe de todas as F-dlgebras associativas e
unitdarias. A dlgebra F(X)\ F € livre, livremente gerada por X na classe de todas as F-dlgebras
associativas.

l

Demonstracao. Mostraremos a primeira afirmacao, ja que a prova da segunda é similar. Seja A
uma algebra associativa unitaria e f : X — A uma aplicacao qualquer. Para cada inteiro positivo
i (menor ou igual a |X| no caso em que X ¢é finito), denotemos por a; a imagem de z; pela f. Seja
¢ : F(X) — A definida para cada mondémio de F(X) por ¢(z;, iy ... Ti,) = Qi 4y - . - a;, € estendida
por linearidade.

A apliacacao ¢ assim definida é um homomorfismo de algebras unitarias. De fato, pela
definigao de ¢, segue que p(0) = 0 e p(1) = 1. Sejam ¢,d € F(X), entdo ¢ = \Tey, +** Teyp + - +
Aoy, Tey +mdl ed=pZay, - Tay, + -+ fpTq,, -+ Tq,, + s.1. Entao,

SO(C—f_d) = @((A1x011 R e '+An$cn1 T Ty +m'1) + (Mlxdn ©r Ty, T T, Ty, +S'1))'
Como na definicaode ¢ a estendemos por linearidade, temos

SO(C + d) - ()\1(1011 cr ey, +eee )‘nacm ©r Gy + ml) + (:uladn ©r o Qdyy, +o A Qg ad,, + 81)
= p(c) +¢(d).

e analogamente demonstra-se que p(cd) = ¢(c)p(d) e p(Ab) = Ap(b), para quaisquer ¢,d € F(X) e
qualquer A\ € F.
Logo, ¢ ¢ um homomorfismo de algebras e, portanto F'(X) é livre na classe em questao.
m

Agora passaremos a definicao do produto tensorial, que sera amplamente utilizado ao longo
do texto. Sejam U e V' F-espagos vetoriais. Um produto tensorial de U por V sobre F' é um
par formado por um F-espaco vetorial W e uma aplicagao bilinear 7' : U x V' — W satisfazendo a
seguinte propriedade universal: dados W’ um F-espago vetorial e 7" : U x V' — W’ bilinear, existe
uma unica S : W — W’ linear satisfazendo ST = 7". Claramente, o par (W,T') é tinico a menos
de isomorfismo, isto é, se (W’,T") é outro produto tensorial de U por V, existem S : W — W’ e
S' W' — W tais que ST =T e S"T" = T. Mas entao S'ST =T e SS'T' = T'. Assim S5’ ¢é a
identidade em W' e S’S é a identidade em W e W = W', Logo, passamos a dizer o produto tensorial
de U por V em vez de um produto tensorial e passamos a denotar o mesmo por U @ V.

Vamos agora construir o produto tensorial dos espagos vetoriais U e V. Fixe B e C bases,
respectivamente, para U e V' e seja H um conjunto em bijecao com o produto cartesiano B x C e tome
(H) o F-espago vetorial que tem H como uma base, isto ¢, (H) ¢ formado por combinagdes lineares
formais finitas de elementos de H. Defina T': U x V' — (H) dada por T'(b,c) = hs., para quaisquer
be BecelCl,onde h, denota a imagem do par (b, ¢) em H por uma bijecao fixa f : B x C — H;
e estendida por bilinearidade para todo U x V. Considere agora W um F-espacgo vetorial qualquer
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eT':U x V — W uma aplicacdo bilinear. Defina 7" : (H) — W por T"(hy.) = T"(b, ¢) e estendida
por linearidade a todo (H). Como T ¢é bilinear e T’ ¢ linear, claramente 7'T ¢ bilinear. Além
disso, como dados b € B e ¢ € C, temos T"T'(b, ¢) = T"(hy.) = T"(b, ¢), temos que T'T = T", faltando
portanto checar a unicidade de T’ , mas de fato, para que uma aplicacao linear S : (H) — W satisfaga
ST = T" devemos ter ST'(b,c) = T"(b, c) para quaisquer b € B e c € C, o que implica S(hy.) = T'(b, c)

e portanto S coincide com 7" em todo o conjunto H, que é uma base de (H) e, portanto S = T".

Passamos a denotar o produto tensorial de U por V simplesmente por U ® V. Da mesma
forma a imagem do par (u,v) em U ® V pela aplicagao bilinear 7" por u ® v. Devido a bilinearidade
da T', temos as seguintes propriedades dessa notacao:

(i) u@v+v ®@v=(u+u)®uv para quaisquer u,u’' € U e v € V.
(i) u@v+u®v =u® (v+ ') para quaisquer u € U e v,v" € V.
(ili) Mu®v) = (M) ®@v=u® (M), para quaisquer u € U, v € Ve A€ F.

Além disso, segue da construgao feita do produto tensorial, no caso em que U e V' possuem
dimensao finita temos que

No caso em que U e V sao F-algebras, podemos definir uma multiplicagao em U ® V' oriunda
das multiplicacoes de U e de V' dada por

(bt @d)=(bb)® (c),

onde b, b’ pertencem a uma base fixa de U e ¢, ¢ pertencem a uma base fixa de V' e a multiplicacao
é estendida por linearidade para todo U ® V.

Proposicao 1.16. Sejam A, B duas F-dlgebras (F-espagos vetoriais), entao A ®@ B € isomorfo a
B ® A como dlgebra (espago vetorial).

Demonstracao. Sendo o = {ay,...,a, ...} uma base de A e = {by,...,b, ...} uma base de B,
basta considerar ¢ : A® B — B ® A dada por ¢(a; ® b;) = b; ® a;, para quaisquer i, j e estendida
unicamente por linearidade a todo A® B. Entao ¢ é claramente um isomorfismo de espagos vetoriais.
Para verificar que, no caso de A e B serem algebras, a multiplicacdo também é preservada, como
a multiplicacao distribui sobre a adigao, basta verificar que, para quaisquer a;,ar € a e quaisquer
bi,bi € B, o((a; ® bj)(ar @ b)) = ¢(a; @bj)p(ar @ by). Temos que

a;ap = i Aray e bjb = i,usbs.
t=1 s=1

Entao

0((a;i®b;)(ar@b;)) = @(a;iar@bb) = ¢ (Z Aeps(ar ® bs)) = Z Aeptsp(ar ®@bs) = Z Aepes(bs @ ay)

t,s

= (Z usbs> ® (Z )\tat> = bjby ® a;a, = (b; ® a;) (b ® ax) = ¢(a; ® b;)p(ar @ by).
s=1

t=1
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Outra propriedade importante do produto tensorial é que ele permite ampliar o corpo de
escalares com o qual trabalhamos da seguinte maneira: seja A uma F-algebra e seja K um corpo
que estende F. Definimos a multiplicacao de elementos de A ® K por elementos de K da seguinte
maneira:

A(a® o) =a® (A1),

para quaisquer A\, Ay € K, a € A e estendida por linearidade para todo A ® K.
O seguinte resultado é amplamente usado ao longo do texto.

Proposicao 1.17. Sejam F' um corpo e A uma F-dlgebra. Entao as F-dlgebras M, (F)® A e M,,(A)
sao isomorfas.

Demonstragao. Considere a base canonica de M, (F) formada pelas matrizes unitarias e;; cuja en-
trada (7,7) é 1 e as demais entradas sao nulas e seja C uma base de A como F-espago vetorial. Defina
o My(F)® A — M,(A) por e;; ® ¢ — ce;j, para todo ¢ € C e estendida por linearidade a todo o
produto tensorial. Calculos simples mostram que trata-se de um homomorfismo de algebras. Note
que o mesmo é sobrejetor, pois qualquer que seja a matriz (a;;) € M,(A), ela é imagem de

E 61']' & aij.
ihj

E ela também ¢ injetora, pois ¢ (Z” eij ® aij> = 0 implica a;; = 0, para todo par (i, ) e, como

todo elemento de M, (F) ® A pode ser escrito como uma soma desse tipo, a injetividade segue. [

1.3 Algebras com identidades polinomiais

A fim de evitar repeti¢gdes desnecessarias, ao longo do restante do texto, exceto quando explicitado o
contréario, F' denotara um corpo, A uma F-algebra associativa e G um grupo abeliano com notacao
aditiva. Além disso, todas as algebras consideradas por nos serao unitarias e grande parte do que
fazemos aqui pode ser generalizado para uma &lgebra qualquer tomando-se os devidos cuidados.
Assim, trataremos a algebra F'(X) simplesmente por algebra livre, ficando subentendido que é livre
na classe de todas as algebras unitarias.

Definicao 1.18. Seja A uma F-dlgebra. Dizemos que A é uma dlgebra com identidade polinomial
ou simplesmente uma PI-dlgebra, se ezistir um polindmio nao-nulo p(xy,...,xz,) € F(X) de modo
que, para qualquer homomorfismo ¢ : F(X) — A, temos que p(x1,...,2,) € Kerp. Nesse caso,
dizemos que a dlgebra A satisfaz o polindmio p.

Uma maneira menos formal, porém muito mais pratica, é dizer que, qualquer substituicao
das variaveis do polinémio p por quaisquer elementos da algebra A anula o polinémio em A, uma
vez que cada tal substituicao gera uma aplicacao f : X — A que se estende a um homomorfismo

p: F(X) — A

Exemplo 1.19. Toda F'-dlgebra comutativa é uma Pl-dlgebra, ja que satisfaz x1x9 — xomy.
De fato, seja ¢ @ F(X) — A um homomorfismo e sejam ay e as, imagens de x; e T,
respectivamente, dai
o(T129 — T221) = a1a9 — aga; = aras — ajag = 0.
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Definigao 1.20. Um polinémio p(z1,...,x,) € F(X) é chamado de homogéneo se o grau total
de cada um de seus mondémios € constante. O polinémio p € chamado de multi-homogéneo de

multigrau (ki,...,k,) se, em todos os mondmios que constituem p, e para todo j entre 1 e n, a
varidvel x; tem grau k;. Um polindmio multi-homogéneo de multi-grau (1,1,...,1) € chamado de
multilinear.

Quando o polinémio é multilinear e se anula quando suas variaveis sao substituidas por quais-
quer elementos de uma base da algebra A, entao A satisfaz p, justamente porque ele é multilinear
no sentido em que é linear com respeito a cada uma de suas entradas. Em outras palavras, se

p(z1,...,x,) é¢ multilinear e fazemos uma substitui¢do =7 +— a; + \b, z; — a; se 2 < i < n, onde
b e os a; pertencem a uma algebra A dada e A € F, temos p(a; + \b,aq, ..., a,) = play,...,a,) +
Ap(b, az, . .., a,) e 0 mesmo ocorre nas outras variaveis. Seja m(xq, ..., Tn) = Qrj, ... T T1Tj .. Ty,
uma parcela monomial do polinémio multilinear p onde {j1, ..., jk—1, jrkt1,---Jn} = {2,3,...,n}. Re-
pare que
m(ar + Ab,ag, ..., a,) = aaj, ...a;_,(ay + Ab)aj,,, ...a;, =
aaj, ... Q5 Q105,05 +adaj . ..a; bag,.oa;, =m(a, ..., a,) + Am(b ag, ..., ap)

e, como cada parcela monomial se comporta dessa maneira,
plar + b, ag, ..., a,) =play,...,a,) + Ap(b,as, ..., a,)

e 0 mesmo argumento pode ser aplicado as outras entradas de p. Mas, dada qualquer substituicao
x; — a; das variaveis por elementos de uma algebra A, e dada uma base B de A como espaco vetorial,

existem cq,..., ¢, € B tais que
k
a; = E 5’ijcj-
=1

Assim, temos que

play,...,a,) = Z Bity - Bapp(cr, s,

(t15eeeytn ) EL X oo X I,

onde I, = {1,2,...,k}. Agora, se assumimos que o polinémio p se anula mediante quaisquer substi-
tuicoes das variaveis por elementos de B, entao cada parcela no segundo membro da equacao acima
se anula e p(ay,...,a,) =0.

Proposicao 1.21. Toda F-dlgebra A de dimensao finita n satisfaz o polinémio standard

Sn+1('x17 cee 7xn+1) = Z Sgn(g)xo(l)xa@) <o+ Lo(n+1),
O'ESn-H

onde sgn(o) denota o sinal da permutacio o € S,, isto é sgn(o) = 1 se a permutag¢io o € par e
sgn(o) = —1 se a permutagdo o € impar.

Demonstracao. Como o polindbmio em questao é multilinear, basta verificar que o mesmo se anula
para elementos numa base 5 de A. Seja = {vq,...,v,} uma tal base, entao ao substituirmos cada
x; por um elemento de (3, algum v; aparecera pelo menos duas vezes em cada monémio. Denotemos
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por x;, e x;, duas variaveis substituidas pelo mesmo v;. Entao, para cada o € S, par, os monémios
associados as permutagoes o e (iyig)o fornecem o mesmo elemento de A com o sinal trocado, logo a
soma de tais parcelas se anula, e s,41(vj,,...,v;.,,) =0sev;,...,v;, ., € e, portanto, A satisfaz
Sn—f—l(l‘lv s 7xn+1)-

[
Para quaisquer polinémios p,q € F(X) denotamos por [p, ] o polinémio pg — gp.
Proposicao 1.22. A dlgebra de Grassmann E satisfaz [[x1, 2], z3].

Demonstracao. Como o polindbmio em questao é multilinear, basta verificar que o mesmo se anula
para os elementos v; da base 5 = {e; €, ... €, |k > 1; 13 <iy <...<ix}U{1l}, onde e; é 0 i-ésimo
elemento da base enumeréavel do espago vetorial V. Se z; ou x5 é substituido por um elemento
de comprimento par, como o mesmo estda em E) C Z(FE), temos que [v;,vs](e consequentemente
[[v1, v2],v3]) € igual a zero. Por outro lado, se ambos, vy e vy, possuem comprimento impar, v1vs €
vy possuem, ambos, comprimento par, estando [vy, vs] em E®. Como E© esta contido no centro
de E, [[v1,vq],v3] = 0.

[

Seja A uma Pl-algebra. Denotamos por T'(A) C F(X) o conjunto de todos os polindmios
satisfeitos por A.

Proposicao 1.23. Seja A uma Pl-dlgebra. Entao T(A) é um T-ideal de F({X).

Demonstragao. A verificagao de que T(A) é um ideal é simples, de fato, 0 € T(A), pois p(0) = 0,
para todo ¢ homomorfismo; se p,q € T(A), temos ¢(p — q) = ¢(p) — ¢(q) =0 — 0 = 0, para todo ¢
homomorfismo; e seja p € T(A) e ¢ € F(X), temos p(p.q) = ¢(p).¢(q) = 0 e ¢(g-p) = ¢(q)¢(p) = 0,
para todo ¢ homomorfismo; portanto T(A) é um ideal de F(X). Verifiquemos pois que T(A) é
fechado por endomorfismos. Ora, p € T'(A) se, e somente se, p € Keriy, para qualquer homomorfismo
¢ F(X) — A. Em particular, sendo ¢ um endomorfismo de F(X), p pertence a Ker(i o ¢), para
qualquer homomorfismo ¥ : F(X) — A. Logo ¢(p) € Keriy para qualquer ¢ e ¢(p) € T(A).

0

Dizemos que duas élgebras A e B sdo PI-equivalentes se T(A) = T(B).

Seja I um conjunto de indices indexando elementos p; € F(X). Denotemos por J o T-ideal
(pi i€ )T de F(X) e seja B a classe de todas as algebras que satisfazem todos os polinémios de .J
(podendo satisfazer mais polinémios), em outras palavras, A € fse J C T'(A). A classe de algebras
f é chamada de variedade de algebras determinada pelas identidades {p; : i € I}.

Definicao 1.24. Seja f uma variedade de dlgebras. Uma dlgebra é chamada relativamente livre na
variedade [ (livremente gerada por um conjunto X ), denotada por Lx(B), se € livre na classe [ e
livremente gerada por X. Lembrando que dizemos que A € livre livremente gerada por X na classe
B se, para qualquer B € B e qualquer aplicacao f : X — B, existir um homomorfismo ¢ : A — B
que estende f, isto €, o diagrama comuta

X =/ B
¢
A

onde i denota a inclusao de X em A. Ou seja f = poi.
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Exemplo 1.25. Seja X = {x1,29,...,2,,...} um conjunto enumerdvel (possivelmente finito).
A dlgebra F[X], que tem por base {1} unido com o conjunto formado por todos os mondémios

TiTiy .. T,k € N el <4y < iy < ... < g < |X| com a multiplicagio entre os mondémios
Tj .. T €Ty ... Ty dAdO POT Ty Ty - .. Ty, MO qual 0s indices ny, . .., Ny $G0 a reordenagao dos
indices iy, ...,0,71,.--,Jk de modo que ny < ny < ... < ngyy (ou seja, as varidveis comutam) é

relativamente livre na variedade determinada pelo polinémio [z, xs].
O fato de que tal dlgebra € relativamente livre na variedade determinada por [x1, xs] seque do
teorema sequinte com o fato de que F[X] = F(X)/{[z1, zo])T.

Teorema 1.26. Seja B uma variedade definida por um conjunto de polinomios {p; : i € I} C
F(X). Seja J o T-ideal de F(X) gerado por tal familia de polinomios. Entao a dlgebra F(X)/J é
relativamente livre na variedade B. Além disso, dlgebras relativamente livres numa mesma variedade
e com mesmo posto sao isomorfas.

Demonstracdo. Claramente F(X)/J € . Denotemos por X a imagem do conjunto X pela projecao
canonica 7 : F(X) — F(X)/J, sendo ; € X a imagem de z; pela 7. Sejam A € 3, f: X — A uma
aplicacdo e f : X — A dada por f = fow. Como F(X) é a algebra livre, existe um homomorfismo
¥ F(X) — A de modo que 9|x = f, em outras palavras, o diagrama comuta.

F(X) =¥ A
. A
F(X)/J

O homomorfismo v : F(X)/J — A que naturalmente estenderia f seria dado por ¥ (w(p)) = ¥ (p),
mas note que tal aplicagao so6 esta bem definida se m(p) = 7(q) (e isto é p — g € Kern) implicar
¥(p) = ¥(q), o que ocorre se, e somente se, p — q € Kerty. Ou seja, Kerm deve estar contido em
Kery, mas Kerm = Jecomo A C 3, J C T(A) C Keri. Portanto tal aplicacdo 1 estd bem definida
e como v é homomorfismo, ¢ também sera.

Por fim, vamos mostrar que se |X| = |Y| entdo Lx(8) ~ Ly(8). Seja f : X — Y uma
bije¢ao. Entao existem homomorfismos ¢ : Lx(8) — Ly (5) e ¥ : Ly () — Lx() que estendem,
respectivamente, f e f~!. Mas entao todo elemento de X ¢ deixado fixo por 10y, o mesmo ocorrendo
com os elementos de Y para ¢ o1); e, como X gera Lx(f) e Y gera Ly (), temos 1) o p = Idy, (g €
po = Idp, (), de onde segue que 1 e ¢ sao isomorfismos, sendo um o inverso do outro. Portanto
Lx(B) = Ly (B).

O

Muitas vezes é dificil trabalhar com as identidades polinomiais de uma &lgebra, convindo
utilizar tipos mais fracos de identidades polinomiais, mas que sejam mais faceis de serem manipula-
das. E o caso das identidades com traco, polindmios centrais, das identidades com involucio e das
identidades graduadas por exemplo. Aqui falaremos somente das identidades graduadas.

Para tanto, primeiro definimos a algebra G-graduada livre F'(X)g. Para cada g € G toma-

mos um conjunto X = {xgg),xgg), N .} enumeravel e definimos X := Uy, X@. Note

que F(X) é G-graduada se considerarmos F(X) o subespaco gerado por todos os monomios

(g1),.(92) (gr)

z 'y coxp k€ N de modo que g1 + g2 + ... + g = g. No caso particular de X acres-

centamos o 1 a sua base. Usando um argumento similar ao utilizado na demonstragao de que F(X)
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é livre, livremente gerada por X na classe de todas as F-algebras associativas e unitarias, mostra-
se que F(X), com tal graduagao, é G-livre na variedade de todas as algebras G-graduadas, isto é,
dada uma algebra G-graduada A, e uma aplicacao f : X — A que, para todo g € G, manda a:,gg)
para algum elemento de A, existe um homomorfismo ¢ : F(X) — A, G-graduado (isto ¢, tal que
o(F(X)9) c A9 para todo g € G), que estende f. A fim de diferenciar a algebra livre da algebra
G-graduada livre, denotamos esta ultima por F/(X)¢.

Definigao 1.27. Seja A uma Pl-dlgebra G-graduada. Dizemos que o polindémio graduado nao-nulo
p € F(X)g € uma identidade polinomial G-graduada de A se p pertence a Kery para qualquer
homomorfismo graduado ¢ : F(X)q — A.

Outra maneira mais pratica é dizer que p(xggl), . ,xfﬁm)) ¢ identidade graduada de A se o

mesmo sempre se anula ao substituirmos cada variavel xggi) de p por qualquer elemento de AW). O
conjunto de todas as identidades polinomiais G-graduadas satisfeitas por uma algebra A é denotado
por T¢(A) que, analogamente ao que ocorre no caso das identidades ordinérias, é um T-ideal G-
graduado de F(X)gq, isto é, Ts(A) é invariante por endomorfismos G-graduados de F(X)s. O
conceito de algebra relativamente livre também se estende para o caso graduado de maneira natural.

Em geral, é mais facil determinar um conjunto de identidades geradoras do T-ideal graduado

de uma &lgebra do que um conjunto de geradores do T-ideal de identidades ordinérias.

Exemplo 1.28. A dlgebra de Grassmann E ¢é naturalmente Zy-graduada (E = E© @ EY ). Consi-
derando tal Zs-graduagao, E satisfaz as sequintes identidades Zo-graduadas de F(X)z,.

(@1, 2"]; ol 2] a0t

Acima, x oy € usado para denotar xy + yx.

A afirmacao acima segue da relagao de comutatividade e anticomutatividade dos elementos
de E© e B,

Mais adiante veremos que, quando E é considerado sobre um corpo infinito, essas trés iden-
tidades geram o T-ideal Zs-graduado de F.

Uma das vantagens de se trabalhar com as identidades graduadas é que elas podem fornecer
alguma informagao sobre o T-ideal de identidades ordinarias de uma &lgebra. O teorema seguinte
serve para ilustrar como isso acontece.

Teorema 1.29. Sejam A e B duas Pl-dlgebras G-graduadas. Se Tg(A) C Tg(B), entio T(A) C
T(B). Em particular, se Tg(A) = Tg(B),entao A e B sao Pl-equivalentes.

Demonstracao. Considere F'(X) a élgebra associativa livre, com X = {z1, 29, -+ } e f(x1, 29, -+ ,2,) €
T(A). Sejam by,by,--- ,b, € B, tome b;, € BY parai=1,---.neg e G, de maneira que b; =
Z b;,. Para cada b;, # 0, tome 9359) € X ¢ considere o polinémio f; = f<Z 29 ,Z .rﬁf”) €
geG geG geG

F(X)¢q. Visto que f € T(A), segue que f; € Tg(A) e, por hipotese, temos f; € Tz(B). Substituindo
J}Z(g) =b;,, parai=1,--- ,negec G, obtemos
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f(b17b27"' 7bn> :f<zblgvzb2ga"' 7ang> =0,

geG geG geqG
ou seja, f € T(B).

1.4 Geradores dos T-i1deais

Um tipo de problema comum, e geralmente bastante dificil, no estudo de Pl-algebras é determinar
um conjunto de identidades polinomiais que geram o T-ideal de uma determinada &lgebra. Nosso
intuito nessa segao é apresentar algumas propriedades dos T-ideais de identidades polinomiais a fim
de encontrar um conjunto gerador “bem comportado” para o mesmo.

Lema 1.30. Seja F' infinito e seja p(xy,...,x,) € F(X) um polinémio escrito como p =po+ ...+
Pk, onde cada parcela p; € homogénea com respeito a varidvel x1 com grau j (consideramos que o
polindémio nulo é homogéneo em x1 de qualquer grau). Se p € J, sendo J um T-ideal de F(X), entao
cada p; € J.

Demonstracao. Como F' é infinito, existem \g,...,\x € F dois a dois distintos e nao-nulos. Para
cada inteiro j entre 0 e k denotamos por ¢; o endomorfismo de F'(X) obtido a partir da aplicacao
fi + X — F(X) tal que =1 — \jz; e &, — T, sSe m > 1. Como J é um T-ideal, ¢;(p) € J, para
cada j, ou seja, ¢;(p) = 0 em F(X)/J. Por outro lado, note que ¢;(p) = fo + N\jpr + . .. + A Isso
nos fornece que (py, ...,px) € solu¢do do seguinte sistema linear homogéneo seguinte nas variaveis

0,&1, - - -, & assumindo valores em F(X)/J.

S+ Nft + - + MN& = 0
P+ o+ =
o + MG+ 0+ NG = 0
Mas a matriz do sistema é a matriz de Vandermonde nos escalares A, . . ., A\x cujo determinante

¢ [[ic;(A; — Ai). Uma vez que tomamos os \; dois a dois distintos, tal determinante ¢ nao-nulo,
portanto tal sistema s6 deve admitir a solugao trivial, de onde segue que p; = 0 para todo j entre 0
e k, ou seja, cada p; € J.

m

Embora tenhamos suposto F' infinito, repare que utilizamos apenas o fato de F' possuir k + 1
escalares dois a dois distintos, sendo k o grau com que z; aparece em p, logo o mesmo se aplica se
|F'| maior que o grau de x; em p.

Aplicando inducao e o argumento utilizado anteriormente, temos o seguinte corolério.

Corolario 1.31. Seja F infinito e J um T-ideal de F(X). O polinémio p(zy,...,x,) € J se, e
somente se, cada uma de suas componentes multi-homogéneas pertence a J.

Exemplo 1.32. Tomemos por exemplo o caso do polindmio p(x1, T, T3) = T1X9T1T3—T53T1 +ToT372+
2217903 € Q(X). Aplicando o lema anterior, temos que p pertence a um T-ideal se, e somente se,
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ambos os polindmios q = x1x2x123 + x2$3$% eq= —x%xl + 2:51:6295% pertencem a J, sendo que o
primeiro € multi-homogéneo. Agora, aplicando o mesmo raciocinio utilizado para a varidvel xy, para
a varidvel o no sequndo polinémio, temos que ambos ga = —3x1 € q3 = 2x12973 devem pertencer a
J. Em particular, o T-ideal gerado por p é tambem (g1, q2, q3)* .

Outra consequéncia do Lema 1.30 é o seguinte teorema.

Teorema 1.33. Todo T-ideal de identidades polinomiais satisfeitas por uma Pl-dlgebra A sobre um
corpo infinito € gerado pelas identidades multi-homogéneas satisfeitas por essa dlgebra.

Demonstracao. Segue direto do corolario anterior, pois seja p € J um gerador de J como T-ideal,
entao cada uma de suas componentes multi-homogéneas pertence a J entao podemos substituir p
por suas componentes no conjunto gerador de J. O]

Quando investigamos o T-ideal de identidades satisfeitas por uma &algebra A, é importante
procurar pelas identidades de menor grau total satisfeitas por tal algebra, ja que dentre elas se
encontrarao certamente alguns geradores de T(A). A proposi¢do seguinte nos garante que basta
procurar entre as identidades multilineares.

Proposicao 1.34. Seja A uma F-dlgebra que satisfaz um polinomio p € F(X) de grau total d.
Entao eziste ¢ € T(A) multilinear e de grau d.

Demonstracdo. Suponha que o grau de z; em p é maior do que 1. E claro que se p(1, ..., xm) € T(A),
entdo q(x1,x2,...,Tme1) dado por
q(w1, 72, ..., Tpg1) = p(T1 + T2, 23, Ty, ., Tipg1) — P(T1, 23, .., Tyg1) — P(T2, T3, .-, Ting1) 7 0

pertence a T(A), possui mesmo grau total d e o grau de x; diminui em 1 com relagdo ao seu grau
em p. O polindmio ¢ assim obtido é nao nulo, pois o grau de p na primeira variavel e maior que
1. Repete-se o procedimento até obter o grau de x; sendo 1. Uma vez conseguido isso, repete-se o
processo para as outras variaveis até obter um polinomio multilinear.

]

O processo descrito na demonstracao anterior é chamado processo de linearizacao de um
polinémio p. O exemplo a seguir ilustra a aplicagao de tal processo.

Exemplo 1.35. Suponhamos que x3, pertence a T(A), entdo substituindo-se a varidvel xy por x1+ s
devemos obter ainda uma identidade de T(A). Assim

3 2 2 2 2 3
T} + 1Ty + 1271 + Tox] + T5T1 + Tox1x0 + 1175 + x5 € T(A),

porém, como x3 e x5 pertencem ambos a T(A), temos que p(x1,To) = T3x9 + T1ToT1 + Tox? + 2371 +
ToT1To + x172 deve igualmente pertencer a T(A). Aplicando novamente o processo de linearizagao,

concluimos que o polinémio multilinear

q(z1, 9, T3) = T1T2X3 + ToX1X3 + T1XT3T9 + ToX3T + T3x Lo + T3xaxy € T(A).
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Observacao 1.36. Uma consequéncia importante dessa proposi¢io € que M, (F') ndao satisfaz ne-
nhuma identidade polinomial de grau k < 2n—1. Vamos verificar para k = 2n—1 primeiramente. Seja
e;j a matriz de M, (F') tal como definida na demonstragao da Proposi¢ao 1.17. Seja p(x1, ..., Top—1)
um polmémio multilinear nao nulo, podemos supor, sem perda de generalidade, que o mondmio
T1Xo ... Toy_1 possui coeficiente nao nulo X em p. Substituindo-se a varidvel x; por Cip1 i1, S€ 1€
impar; e por €i iy S€ 1 € par; temos que o Uunico mondémio que nao se anula mediante tal substztmgao
€ aquele correspondente a T1Ts...To,_1 €, portanto, se p € avaliado mediante tal substituicao, resulta
em A #0. Para k <2n —1, aplz'ca—se a mesma substituicao, limitada claramente por k.

O mesmo argumento utilizado na observacao anterior pode ser aplicado para se mostrar que
para um F-espago vetorial V' de dimensao infinita, tanto a algebra Ly := {7 :V — V : T ¢é linear}
bem como sua subélgebra B := {T" € Ly| com dim Im(T) < oo} (a multiplicagdo sendo dada pela
composi¢ao) nao sao Pl-dlgebras. Fixada uma base § de V e tomado um subconjunto infinito
enumeravel {vy,...,v,,...} C 3, para cada par de inteiros 7, j denotamos por S;; o operador linear
de V' que envia v; para v; e envia para o vetor nulo todos os demais elementos de 3. Tal como ocorre
com as matrizes e;;, S;;Su = 0 se j # k e 5;;S;; = Siy. Repare que podemos proceder tal como na
observagao anterior, sem nos preocuparmos com um limite para o grau do polinémio, e portanto, Ly
nao satisfaz nenhuma identidade polinomial, o mesmo valendo para subalgebra B, ja que todos os
S;; pertencem a B.

A proxima questao a ser investigada é: sob que condigoes podemos garantir que uma identi-
dade polinomial p pertence ao T-ideal gerado pelos polindmios multilineares obtido no processo de
linearizacao de p?

Teorema 1.37. Sejam F um corpo de caracteristica zero e p(zy, ..., x,) € F(X). O T-ideal (p)T de
F(X) € gerado pelos polinomios multilineares de F(X) obtidos no processo de linearizagao de cada
uma das componentes multi-homogémeas de p.

Demonstracao. Seja p(xy,...,z,) € T(A). Como F possui caracteristica zero, ¢ infinito e, portanto,
pelo Teroema 1.33, (p)” = (p1,...,pr)”, onde os p;’s sdo as componentes multi-homogéneas de
p. Entao podemos nos ater ao caso em que p(xy,...,x,) é multi-homogéneo. Apds o primeiro
passo do processo de lineariza¢ao do polindémio p, obtemos um polindémio g(xy, o, T3, ..., Tpmy1) de
mesmo grau total, cujas componentes multi-homogéneas possuem grau menor com relagao a primeira
variavel de grau maior do que 1. Logicamente o polinémio assim obtido pertence a < p >T, mas
se fizermos no polindémio ¢ a substituicao dada por xy — x1, e x; — x;_1, para 2 < 7 < m+ 1,
obtemos n.p(x1,...,2,), onde n é o niimero de parcelas de ¢, ou seja np € (¢)*. Como charF = 0,
p € {¢)T. Como F ¢é infinito, ¢ é consequéncia de suas componentes multi-homogéneas (possivel
algumas multilineares). Para aquelas que nao sao multilineares, repete-se o processo de linearizagao
e o raciocinio anterior até obtermos um sistema de identidades multilineares geradoras do T-ideal
gerado por p. O

Os resultados demonstrados nessa secao se estendem para as identidades graduadas. Isto é,
se o corpo-base da algebra é infinito, o T-ideal graduado da &lgebra é gerado pelas identidades gra-
duadas multi-homoggéneas, e se charF' = 0, o T-ideal graduado ¢é gerado pelas identidades graduadas
multilineares.

Como aplicagao dos resultados aqui apresentados, demonstramos que as identidades Zo-
graduadas da algebra de Grassmann FE listadas anteriormente geram o T-ideal Zs-graduado de
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identidades de F' quando a algebra é tomada sobre um corpo infinito de caracteristica diferente

de 2. Comecemos por um lema.
Lema 1.38. Seja J o T-ideal Zo-graduado de F(X )z, gerado pelos polindmios [azgo), zgo)], [:L’SO), x&l)] e azgl)o

:Eél), e considere um monémio graduado m(wgo), o ,xéo), a:ﬁ”, o ,wl(l)) € F(X)yz,, no qual, para cada

1 <i < k; a varidvel xgo) possui grau a; e, para cada j; 1 < j <1, a varidvel .le possui grau b;.

Entao se algum b; > 1, m =0 em F(X)z,/J; caso contrdrio (isto é, b; =1 para todo j) temos

m =@z (N 2D em F(X)g, /.

Demonstracao. Pelos dois primeiros polinémios geradores de J, temos que, em F(X)z,/J, :nggo) =

:Ego)xg, independente do Zo-grau de z5. Disso segue que

m = () (@),

onde m’ é um monoémio envolvendo somente as variaveis impares. Utilizando agora o terceiro po-

linémio gerador de J, temos que xgl)xgl) = —xgl)xgl). Assim , a menos de sinal, podemos colocar

as variaveis impares também em ordem crescente de indices em F(X)z,/J. No entanto, se uma
(1)
1

, aparece mais de uma vez, temos um fator (:1351))2 dentro de m. Mas
§”)2 = 0 e portanto (xgl))Z — 0. Caso

varidvel impar, por exemplo x

charF # 2 e, pelo terceiro polinomio gerador de J, temos 2(x
contrério, tal como queriamos, obtemos

m=+(@M)a (@D,
O

Proposicao 1.39. Os polinémios [xgo),xgo)], [x§°>,x§1)] e xgl) o xél) € F(X)z, geram o T-ideal de
identidades Zs-graduadas satisfeitas por E com a gradua¢io natural definida anteriormente (a partir
da paridade do monoémio), se F' € infinito de caracteristica diferente de 2.

Demonstragao. Denotemos por J o T-ideal Zy-graduado de F(X)z, gerado pelas trés identidades
listadas no enunciado da proposicao, e por I o T-ideal Zs-graduado de polindmios graduados satis-
feitos por E. Como E satisfaz tais polinomios, temos que J C I e, portanto, precisamos mostrar que
I C J; ou equivalentemente, que se p # 0 em F(X)z,/J entdao p # 0 em F(X)z,/I.

Como F ¢é infinito, I é gerado pelas identidades graduadas multi-homogéneas satisfeitas por
I, bastando analisar o caso em que p é multi-homogéneo. Suponhamos entao que o polinébmio
p(xgo), . ,ZL‘](CO), xgl), . ,xl(l)) ¢ multi-homogéneo de multi-grau (aq,...,a, b1,...,0). Entdo p =
Z?Zl a;m;, sendo n o nimero de parcelas de p e tendo cada m; multi-grau (ay,...,ax, b1, ..., b).
Pelo lema anterior, se algum b; > 1, entdao p = 0 em F(X)z,/J. Suponhamos entdao que todos os b;’s

sejam iguais a 1. Entao cada m; ¢ igual a j:(xgo))‘“ o (x,io))“kxgl) . .xgl) modulo J e, portanto,

p=> i) (@)l af em F(X)z, /),
j=1
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onde cada f8; = *a;, dependendo da paridade do ntmero de transposi¢oes necessérias entre as
variaveis impares para colocar as variaveis na ordem desejada. Se o coeficiente obtido é nulo, temos
que p = 0. Suponhamos entdo que Y." , B; = v # 0 (e portanto p # 0 em F(X)z,/J), vamos
mostrar que p # 0 tambem em F(X)z,/I. Note que ao substituirmos todas as varidveis pares por 1
(1)

e cada varidvel T

em F(X)z, /1.

por e;, temos que p(1,...,1,eq,...,¢e) = ve1...e # 0 em E e portanto p # 0

]

Seja F' um corpo de caracteristica zero. O fato de as identidades polinomiais satisfeitas
por uma F-algebra A serem determinadas a partir das identidades multilineares satisfeitas por essa
algebra motiva o estudo dos espagos vetoriais P, N T(A) e P,(A) = P,/(P, NT(A)), onde

P, ={p € F(X) : p ¢ multilinear nas variaveis x1,...,z,}. (1.1)
Em outras palavras, sendo S,, 0 n-ésimo grupo simétrico, isto é, o conjunto das bije¢oes do conjunto
{1,2,...,n} em si mesmo munido da operagao composi¢ao, podemos escrever
P, = { Z OoTo(1)To(2) - - .xa(n)|ag € F} .
JESn

O proximo resultado permite determinar um conjunto gerador de identidades para as identi-
dades do produto tensorial de uma algebra por uma &algebra comutativa.

Teorema 1.40. Sejam A uma Pl-dlgebra, C uma F-dlgebra comutativa e P um conjunto de iden-
tidades que geram T(A) como T-ideal, sendo F de caracteristica zero. Entao P também gera as

1dentidades de A ® C.

Demonstracao. Seja f uma identidade multilinear de A, vamos mostrar que a mesma também é uma
identidade multilinear de A® C'. Por f ser multilinear, basta verificar que a mesma se anula mediante
qualquer substituicao das varidveis por elementos da forma a ® ¢, onde os a; pertencem a uma base
fixa de A e os ¢; a uma base fixa de C. Sendo f(zy1,...,%,) =Y cq QTo() - - To(n), Qs € I, temos

flag®ecy,. .. 0, @cy) = Z Ao (Ao(1) - - - Oo(n) @ Co1) - - - Ca(n)) = Z Ao (Go(1) - - - Oo(n) @ C1...Cp) =

g€Sn oESy

:f(alw"a&n)@Cl-..Cn:O.

Portanto, pelo Teorema 1.37, T(A) C T(A ® C). A inclusao reversa ¢ trivial, ja que A C A® C.
Logo, T(A) = T(A® C) e, como P gera T(A), o mesmo gera T'(A® C).
[

Em particular, se estendemos o corpo de escalares, as identidades geradoras se mantém as
mesmas. Assim, se queremos determinar um conjunto gerador de identidades para uma PIl-algebra
sobre um corpo de caracteristica zero, podemos assumir sem perda de generalidade que o mesmo ¢
algebricamente fechado.

As algebras Zo-graduadas sao de grande relevancia para a teoria de algebras com identidades
polinomiais. Elas desempenharam papel importante na resposta positiva de Kemer para o problema
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de Specht (se o T-ideal de qualquer Pl-algebra ¢é finitamente gerado). Para enunciar alguns des-
ses resultados, precisamos definir o envolvente de Grassmann de uma algebra. Daqui em diante
designaremos as algebras Zs-graduadas simplesmente por superalgebras.

Definicao 1.41. Sejam E a dlgebra de Grassmann com a Zso-graduacao natural definida no Exemplo
1.28 ¢ A= AV @ AW yma superdlgebra. O envolvente de Grassmann de A, denotado por G(A),
¢ a superdlgebra G(A) = (A® @ EO) @ (AY @ EW).

A seguir enunciaremos resultados fortes de Kemer relacionando identidades de uma algebra
qualquer com as identidades do envelope de Grassmann de uma superalgebra bem comportada.

Teorema 1.42. Dada uma Pl-dlgebra A existe uma superdlgebra finitamente gerada B = B @ BMW
tal que A satisfaz exatamente as mesmas identidades polinomiais satisfeitas por G(B). Além disso,
B ¢ uma Pl-dlgebra.

Demonstragao. A demonstragao pode ser encontrada em [15]. O

Teorema 1.43 (Teorema 2.2 de [17]). Para qualquer superdlgebra finitamente gerada A = A© @AM
existe uma superdlgebra de dimensao finita B = B @ BWY tal que Ty,(A) = Ty,(B).

Como, ao longo do restante da se¢ao, trabalharemos somente com algebras Z,-graduadas,
escolhemos denotar a algebra Zy-graduada livre por F(Y, Z), onde Y = {y1,...,Yn, ...} representa o
conjunto das varidveis homogéneas pares, isto ¢, de Zg-grau zero, e Z = {z1,...,2,,...} representa
o conjunto das variaveis homogéneas fmpares, isto é, de Zs-grau 1.

Denotamos por Py, o espaco vetorial formado pelos polindmios multilineares nas variaveis
Y1,Y2, - Yk € 21, 22, - . ., Zm. Qualquer polindémio f de P, pode ser escrito como

= E QoW W0 26 (1)W1 - - - Win—1Z0(m) Win s
0 ESm;W=(wo,...,wm)

onde os w; sao monodmios (possivelmente de comprimento nulo) nas variaveis yi,...,yx € aow € F.
Para f € Py, como acima, definimos

f= E sgN(0) Qo W W Za(1)W1 - - - Win—1Ze (m) Wi,
O’ES"L;W:(UJO,.--,’LUWL)

onde sgn(o) denota o sinal da permutagao o, tal como no Exemplo 1.21.
Claramente a aplicagao™ : Py, — Pr.m € um automorfismo de espago vetorial. Além disso,
também satisfaz as propriedades seguintes.

Lema 1.44. Sejam A uma superdlgebra e f € Py, ,,. Entao:

(1) f é uma identidade Zo-graduada de G(A) se e somente se f ¢ uma identidade Zy-graduada de
A;

(i) T =f.
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Demonstracao. A segunda afirmacao segue diretamente do fato Sgn(a)2 = 1. Para mostrar a
primeira, sejam 7,,...,7, € A® e z,...,%,, € AY elementos homogéneos arbitrarios de A e
Gis-s g € EO Ry, o hy € EW elementos homogéneos arbitrarios de E. Fixado um mondmio

w = ao(Y1;s - Yk)Zo(1) - - - Zo(m)m(Y1s - - - Yk)

substituimos a variavel y; por ¥; ® g; e a variavel z; por Z; ® h;, paratodos ¢ =1,...,k, j=1,...,m.
Como ¢1,...,9x € Z(E) e hq,...,h, anticomutam entre si, obtemos.

W= ao(Ty, - J)Zo(1) - - - Zo@m)m(T1> - T) D G1 - - Ghot) - - - Rom) =

=sgn(0)ao(¥y, -, i) Zo(1) - - - Zo(m)m (T1s - - - Up) @ g1 - Gehi - .

Pela linearidade de™, segue que

f@l®g1,...,yk®gk,31®h1,...,3m®hm):f@l,...,yk,zl,...,zm)®g1...gkh1...hm.

Como os g; e h; sao arbitrarios, f somente sera identidade graduada de G(A) se fvfor iden-
tidade graduada de A, ja que tomando g; = 1, para todo i e h; = e; (j-ésimo elemento da base do
espago vetorial sobre o qual a algebra de Grassmann foi construida)

F@ s Z1s e Zm) @1 Gihy .y =0

se e somente se f(Uy, ..., Yp, 215+, 2m) = 0.

Deste resultado e do Teorema 1.29, segue imediatamente a proposi¢ao seguinte.

Proposicao 1.45. Se as superdlgebras A = A® @ AV ¢ B = BO @ BW satisfazem as mesmas
identidades Zs-graduadas, entao G(A) e G(B) satisfazem as mesmas identidades ordindrias.

Como consequéncia desta proposicao e dos Teoremas 1.42 e 1.43, temos o seguinte corolario.

Coroléario 1.46. Dada uma Pl-dlgebra A, existe uma superdlgebra de dimensdo finita B = B0 @ BW
tal que T(A) = T(G(B)).

Demonstracao. Pelo Teorema 1.42, dada A, existe uma superalgebra A’, finitamente gerada, tal
que T(A) = T(G(A")). Pelo Teorema 1.43, existe uma superalgebra B de dimensao finita tal que
T7,(A") = Ty, (B). Pela Proposi¢ao 1.45, T(G(A")) = T(G(B)), o que conclui a demonstragao. [

1.5 O Teorema de Regev sobre a codimensao

Nesta secao assumiremos que o corpo base F' é arbitrario. Embora ainda mantenhamos nossa con-
vencao de considerar algebras unitarias, os principais resultados se mantém sem nenhuma alteracao
também no caso nao unitario.

Definicao 1.47. Seja A uma dlgebra. Para n € N, definimos a n-ésima codimensao de A como
sendo

cn(A) = dim P,(A) = dim B.AT(A)
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A sequéncia de codimensoes é uma caracteristica importante de uma PI-algebra, pois mesmo
quando sao conhecidos os geradores do T-ideal de identidades de uma algebra A, nao é possivel dizer
se um polinémio de grau dado é ou nao identidade de A, assim a analise de seu crescimento, dentre
outras ferramentas que serao introduzidas mais tarde, auxilia a superar essa dificuldade.

Primeiro provaremos o Teorema de Regev para o crescimento exponencial da sequéncia de
codimensoes de uma Pl-dlgebra, isto ¢, para cada Pl-algebra R existe um a > 0 tal que ¢,(R) =

O(a").

Definigao 1.48. Um conjunto P com uma relagio < (notagio (P, <)) é parcialmente ordenado
se a relagao € transitiva, isto é, a < b e b < ¢ para a,b,c € P implicar a < ¢, e se a relagao a < b
e b < a nao pode ser satisfeita simultaneamente para qualquer a,b € P. QOs elementos aq, ..., a
formam uma cadeia em P se ay < ... < a; eles formam uma anticadeta se a relagao a; < a; nao
€ satisfeita para qualquer par (a;, a;) com diferentes i e j.

Abaixo daremos sem provar a versao original do teorema de Dilworth.

Teorema 1.49. Seja (P, <) um conjunto parcialmente ordenado. Entdao o nimero de cadeias de P
em que P pode ser particionado (isto é, apresentado como uma unido disjunta) € igual ao nimero
mdzimo de elementos em uma anticadeia de P.

Definigao 1.50. Para uma permutagio ™ em S, denotamos por d(m) o maior nimero d para o
qual ezistem inteiros 1 < iy < iy < ... < ig < n tais que 7(iy) > w(ix) > ... > w(ig). Para
um inteiro fizado d > 1, a permutagcio m em S, € chamada d-boa se d(m) < d. Para um m € S,
fixado, introduzimos uma ordem parcial no conjunto P = {1,2,...,n} da sequinte maneira: i < j
se, e somente se, i < j e w(i) < w(j). Entao d(m) € o comprimento da anticadeia mais longa em
{1,2,...,n} e € d-boa se nao hd anticadeias de comprimento d.

(123456
"5 32416
Entao d(m) = 4, jAque 1 < 2 <3 <5en(l) > (2 > n(3) > 7(5) (e ndo ha anticadeia de
comprimento 5). Assim 7 é 5-boa (e também 6-boa).

Por exemplo, sejan =6 e

Definigao 1.51. Para uma permuta¢io m € S, construiremos um par de tabelas T\(m) = (t;;) e
Ty(m) = (u;;) na sequinte maneira. Montamos t;1 = 1, uyy = w(1). Por indugao, se t;; existe, ele
¢ o menor k tal que t; j_1 < k <n, n(k) > u;j_1 e u;; = 7(t;j). Quando ndo podemos encontrar o
proximo t;; comegamos a i+ 1-ésima linha de Ty(m) e To(m): L1 € 0o menor k € {1,2,...,n} que
nao pertence as primeiras i linhas de Ti(m), e assim por diante.

Por exemplo, sejan =6 e
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Lema 1.52. Para uma permutagio m € Sy, o inteiro d(m) € igual ao nimero de linhas da tabela
T1 (7'(')

Demonstragao. Seja d o ntimero de linhas de Ti(w). Pela construcao das tabelas Ti(m) e Ty(m),
se iy < ... < gy € m(i1) > ... > T(ig(x)), entdo iy, ..., %4 estao em diferentes linhas de T3 ().
Por isso d(7) < d. Agora devemos construir uma sequéncia i; < ... < ig com m(iy) > ... > mw(ig).
Comegaremos com iy = t41, por indugao, se i1 esta na k+ 1-ésima linha de 77 (7), definimos 4, = t;
para o maior j tal que tg; < ig1. Se up; < T(ig41), entdo iy deveria estar na k-ésima linha de
Ty (7), que nao ¢é verdade. Portanto

(k) = (tk;) = ur; > (in+1)

e continuamos o processo. Isto da que d(m) = d.
[

Teorema 1.53 (Latyshev). Se R € uma Pl-dlgebra e o T-ideal T(R) contém uma identidade polino-
mial de grau d, entdo o espago vetorial P, de polindmios multilineares de grau n em F(X) € gerado,
mddulo T(R), pelos mondmios xrq) ... Txmn) onde m € S, € d-boa (isto € d(m) < d).

Demonstra¢ao. Como T(R) contém uma identidade polinomial de grau d, ele contém também um
polinémio multilinear de grau d. Sem perda de generalidade, podemos assumir que R satisfaz uma
identidade da forma

Tglg—_1 ... X1 = Z AoTo(1)To(2) - - - Lo(d), Oo € L,
oeSa\{}

e 0 somatorio é sobre todas permutacoes o diferentes de § € Sy, onde

s_ (1 2 -d-1d

~\d d-1 --- 2 1)
Devemos trabalhar em P,(R) = P,/(P, NT(R)), isto é, no espago vetorial de polindmios multili-
neares de grau n modulo as identidades polinomiais de R. Seja G4 o conjunto de todos monoémios
Tr1) - Trny € Po(R) tal que a permutacao m € S, ¢ d-boa. Devemos mostrar que P,(R) é gerado
como espago vetorial por G4, denotado span(Gy). Ordenamos lexicograficamente os monémios em
P, (R) assumindo que
To1) -+ Lon) < Tr(1) - - - Lr(n)

se, e somente se, para algum k
o(1)=7(1),...,0(k)=7(k),0(k+1) <7(k+1).

Seja h = Xz(1) ... Tr(m) 0 mondmio minimal que nao esta em span(Ggq). Por isso d(m) > d e existe
ih < ...<igcom7(iy) > ...>m(ig). Escrevemos h na forma

h = hoTr(iy)h1Tr(in)ha - . ha—177 ;) ha,
aplicamos a identidade polinomial de grau d para

Td = Tr@i)h1, Ta—1 = Tr(in)ho, ..., T2 = Triy yha—1,T1 = Tr(iy)ha
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e obtemos

h = hy(TqTa—1-..T1) = Z AehoTo(1)To2) - - - To(d) =
oeSq\{d}

= D ohoTaliyu) ho@Tn(isa )o@ - - Taiyap ho)-
o€Sa\{s}
Como 7(iy) > ... > 7w(ig) e o0 somatorio ¢ em o # 0, obtemos que todos mondmios neste tltimo
somatorio estao abaixo de h na ordem lexicogréfica e, por argumento indutivo, pertence ao subespago
vetorial span(Gg4) correspondendo & permutagdes d-boas. Por isso h também pertence a span(Gy).

Isto completa a prova do teorema.
m

Teorema 1.54 (Regev). Seja R uma Pl-dlgebra com uma identidade polinomial de grau d. Entao a
sequéncia das codimensoes (multilinear) das identidades polinomiais de R satisfazem

co(R) < (d—1)*", n=0,1,2,...

Demonstracao. Pelo teorema anterior, é suficiente mostrar que o nimero de permutacoes d-boas
em S, ¢ limitado por (d — 1)?". Pelo Lema 1.52, para qualquer permutacao d-boa 7, as tabelas

Ti(m) = (tij) e Ta(m) = (u;;) construidas na ultima definicdo, tém menos que d linhas. Como
7(tij) = wi;, toda permutacao 7 é unicamente determinada pelo par (73 (7),T5(m)). Em cada linha
de Ti(m) e Ty(m) os inteiros t;1,t,... € w;,ums, ... aumentam. Cada inteiro 1,2,...,n pode ser

escrito em uma das d — 1 linhas de T3(7) e em uma das d — 1 linhas de Ty(7) (talvez nem todo par de
tabelas corresponde a substituigoes). Por isso o niimero de pares de tabelas com menos que d linhas
¢ limitado por (d —1)?", ja que, uma vez determinadas as linhas em que cada i € {1,...,n} aparece,
como os elementos ficam em ordem crescente em cada linha, as tabelas ficam automaticamente
determinadas. Isto completa a prova do teorema.

O

Um feito notavel é que, usando uma abordagem puramente quantitativa, Regev conseguiu
provar um resultado puramente qualitativo e responder de forma afirmativa o problema de Kaplansky
se o produto tensorial de duas Pl-algebras é ainda uma PI-algebra.

Teorema 1.55. (Regev) O produto tensorial R = Ry @ Ry de duas Pl-dlgebras Ry e Ry € também
uma Pl-dlgebra.

Demonstracao. Sejam R; e R, satisfazendo, respectivamente, identidades polinomiais de grau d; e
dsy. Portanto, pelo Teorema de Regev mostrado anteriormente

Cn(Rl) S (d1 — 1)211’ Cn(RQ) S (dg — 1)2n

Escolhemos n tal que ¢,(R;)c,(Ry) < n!. Isto é sempre possivel, pois a” é menor que n! para n
suficientemente grande. Seja

{gi(x1,...,x)|i=1,2,..., =c,(Ry)}
{hj(@r,..., )i =1,2,...," = c,(R2)}

26



bases respectivamente de P,(R;) e P,(R;). Para cada permutacao m € S, consideremos (1 . . . Tx(n)
como um elemento de P,(R;) e escrevemos como uma combinagao linear

Tr(1) -« Lxr(n) = Zﬁmgi(:plu s 7x77«>7 Bﬁi € F.
i=1

Similarmente, em P, (Rs),

J:Tr(l) .. l'ﬂ.(n) = Z’}/ﬂjh]‘(l'l, e ,l’n), ’}/ﬂ—j e F
=1

Preste atencao que as duas equacoes acima sao identidades polinomiais respectivamente para R;
e R, isto é, sao automaticamente satisfeitas para qualquer w,...,u, € Ry e vy,...,v, € Ry,
respectivamente. Procuramos uma identidade polinomial multilinear de grau n e para o produto
tensorial R = Ry ® Ry das F-algebras Ry e Ry. Seja

f(xl, c. ,.Z‘n) = Z fﬂxﬂ(l) .. .xw(n)
7T€Sn

um polinémio multilinear cujos coeficientes sao tratados como incognitas. Para que f seja identidade
de Ry ® R, ele deve se anular mediante qualquer substitui¢ao de z; por u; ® v;, onde u; pertence a
uma base de R; e v; pertence a uma base de R, fixas. Calculando f(u; ® vy, ..., u, ® v,), obtemos

Flun@v1,. .t @) = D Exltin(t) ® Un(1)) - - (Unn) © Va(m)) =

7T€Sn

= D &nltny - n() ® (Vn(1) - - Vn(a) =

7T€Sn

— Z Z Z@rﬁmvﬂjgi(ul, e Up) @ hy(vr, )

7ESy, i=1 j=1

Reescrevendo esta equagao da seguinte forma

Z Z( Z BV, 6 )Gi (U, - -y un) By (v, .o v).

i=1 j=1 7E€Sn

Note que se encontrarmos coeficientes &, m € S,,, nao todos nulos, de modo que

Zﬁm%jffr:oa 7;:17"'70/7 jzl,...,CH,

7T€Sn

automaticamente obtemos uma identidade polinomial para Ry ® Rs. Mas temos um sistema linear
homogéneo com n! incognitas e sendo o ntimero de equagoes ¢’ = ¢, (R1)cn(R2) < nl.
Por isso o sistema tem uma solugao nao nula &,, m € S, e o teorema esta provado. O]
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Considerando uma F-algebra A e K um corpo que estende o corpo F, a algebra A = A®@p K
pode ser vista como uma K-élgebra (definindo-se A(a ® o) = a ® Ao = Aa(a ® 1), para quaisquer
a € A, \,a € K e estendendo por linearidade) que contém uma copia natural de A, a saber A ® 1
e, portanto, pode ser vista como a K-algebra obtida de A pela extensao do corpo de escalares de F
para K. O resultado seguinte relaciona as codimensdes de A sobre F e A sobre K.

Teorema 1.56. Se A ¢ uma dlgebra sobre um corpo F de caracteristica zero e K estende F, entao

e (A) = ca(A),

n

para todo natural n, onde c,(A) denota a n-ésima codimensdio de A como K -dlgebra.

Demonstracio. Pelo Teorema 1.40, toda identidade de A é identidade de A, entdo cX(A) < ¢,(A).
Agora considere fi,..., f,, uma base de P,(A) e suponha que f,..., 3, € K so tais que

f=b6h+. ... +Bnfm=0

em PX(A). Sendo B uma base de K como F-espaco vetorial, entdo cada Bj se escreve como combi-
nacao linear de elementos de B, isto é,

ﬁz’:Z%jt]’,i:L...,m, ti,ta,... € B, v € F.

J

Para qualquer substituicao z; — a; ® 1, onde a; € A; i = 1,...,n, obtemos

O = f(a1 ® 17 ey Oy ® 1) = Z’ywtjfl(al ® 1, vy Qp ® 1) = Z <Z’}/”fl((l1, Ce ,an)> ®t]
ij j i
Segue entao que ). v;;fi = 0 em P,(A), implicando que cada ~;; é nulo pela independéncia
linear dos f;, e os 3; sao todos nulos também, de onde segue a desigualdade reversa e o resultado. [

Este resultado, tal como o Teorema 1.40, nos permite a conveniéncia de assumir, sem perda de
generalidade, o corpo base algebricamente fechado quando queremos calcular as dimensoes de uma
algebra.

1.6 Resultados auxiliares

Nesta secao encontram-se defini¢oes e resultados que sao utilizados ao longo do texto, mas que ficam
melhor situados nesse capitulo.

Dizemos que uma algebra é simples (semissimples) se ela é simples (semissimples) como
anel.

Segue o Teorema 3.4.3 de [11].

Teorema 1.57 (Wedderburn-Malcev). Seja A uma F-dlgebra de dimensao finita, sendo F' corpo de
caracteristica zero. Existe uma subdlgebra semissimples maximal B de A tal que A = B+ J(A), onde
J(A) denota o radical de Jacobson de A. Além disso, se B e B’ sao subdlgebras semissimples tais

que A= B+ J(A) = B+ J(A), entdo
B'=(1+z)B'(1+z)™"
para algum x € J(A).
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Definicao 1.58. Um Zs-tdeal I de uma superdlgebra A € um ideal homogéneo com respeito a Zig-
graduacdo de A, isto é, [ = (INA®) @ (InAW).
Uma superdlgebra A é Zy-simples se A2 £ 0 e A nao possui Zo-ideais nao nulos.

Segue o Teorema 3.4.4 de [11].

Teorema 1.59 (Teorema 3.4.4 de [11]). Seja A uma superdlgebra sobre um corpo F de caracteristica
zero. Entao:

(i) J(A) € Zs-graduado;

(ii) se A é Zy-simples, entao A € simples ou A = B® ¢(B), onde B é simples e ¢ : A — A € dada
por p(ag+ a1) = ag — ay, sendo ag € A ea; € AWD;

(11i) se A é semissimples, entao A se decompée como uma soma direta finita de dlgebras Zs-simples;

(iv) Eziste uma subdlgebra mazimal semissimples B de A tal que ¢(B) = B, ¢ : A — A é dada por
o(ag +a1) = ag — a1, sendo ag € A® ea; € AW,

Nosso proximo passo é classificar as algebras Zo-simples. Comegamos exibindo duas familias de
algebra Zo-simples que nao sao Zs-isomorfas, isto é, nao existe isomorfismo graduado entre quaisquer
duas delas.

A primeira é a algebra das matrizes n xn com entradas em um corpo F, denotada por M, ;(F'),
onde k > 1 e k+1=mn. As componentes da Zs-graduacao desta algebra sao:

M,g?l) = { [ 001 002 1 : C1, Cy sao, respectivamente, blocos k x k e [ X l} ;

M,Sl) = { { 32 131 } : Dy, Dy sao, respectivamente, blocos k x [ e [ x k} )

A algebra M, o(F') é denotada simplesmente por M, (F'). Para a segunda familia de algebras,
denotamos por F' & cF' a soma direta de duas copias do corpo F', sendo que a multiplicacao de
dois elementos da copia cF resultam no respectivo elemento em F, ou seja, ¢ satisfaz ¢> = 1. Esta
F-algebra é naturalmente Z,-graduada, sendo F' a componente par e cF' a componente impar. Entao
a algebra M, (F @ cF') das matrizes com entradas em F @ cF' é naturalmente Zy-graduada, sendo a
componente par M, (F') e a componente impar M, (cF).

Qualquer algebra das familias descritas acimas sao Zs-simples. Da primeira familia, por se
tratarem de algebras de matrizes sobre um corpo e, portanto, serem &algebras simples. As algebras
da segunda familia ndao sao simples como algebras, mas nao possuem ideais graduados. Claramente
quaisquer superalgebras distintas dessas familias nao sao isomorfas por um isomorfismo graduado,
basta calcular as dimensoes das componentes graduadas em cada caso.

O proximo teorema classifica as superalgebras Zs-simples de dimensao finita.

Teorema 1.60 (Teorema 3.5.3 de [11]). Seja A uma dlgebra de dimensao finita sobre um corpo
algebricamente fechado F de caracteristica zero. Entio A € isomorfa, como superdlgebra, a uma
dlgebra do tipo My (F), com 0 <1<k ek+1>0, oua M,(F&cF), comc*=1.

Dos dois resultados anteriores, decorre o seguinte teorema.
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Teorema 1.61. Seja A uma superdlgebra sobre um corpo algebricamente fechado de caracteristica
zero. Entao existe uma superdlgebra mazimal semissimples B C A tal que

A= B+ J(A).

Além disso, B é uma soma direta finita de superdlgebras simples sendo cada uma delas isomorfa ou
a My (F) com0<I<kek+1>0ouaM,F®cF), *=1.
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Capitulo 2

Representacoes do grupo simétrico

Como veremos ao longo do restante do texto, especialmente neste capitulo e no capitulo seguinte,
as representacoes do grupo simétrico desempenham papel importante na compreensao do compor-
tamento apresentado pelos T-ideais de identidades de uma &algebra sobre um corpo de caracteristica
zero. Neste capitulo apresentamos as defini¢oes basicas da teoria de representagoes de grupos e a clas-
sificagdo dos S,-modulos irredutiveis seguindo [6], [12] e [13]. Além disso, apresentamos aplicagoes
imediatas desta teoria as algebras com identidades polinomiais seguindo [11].

2.1 Definicoes e resultados basicos de representacoes de gru-
pos

Como visto no Teorema 1.37, as identidades polinomiais de uma F-algebra seguem das identidades
multilineares quando consideramos F' um corpo de caracteristica zero, que sera nosso caso até
o fim do texto. Assim, fixada uma Pl-algebra A, torna-se relevante estudar os espagos vetoriais
P,/(P,NT(A)), lembrando que P, denota o subespaco vetorial de F'{X) dos polinomios multilineares
nas variaveis xi,s,...,x, e T(A) denota o T-ideal das identidades satisfeitas por A. Note que
podemos definir uma agao do grupo simétrico S,, sobre P, da seguinte maneira:

o (Z QT p(1)Tp(2) - - .:Ep(n)) = Z QT p(1)Top(2) - - - Tap(n); onde o € Sy, a, € F.

pPESH pESH

Claramente essa acao é compativel com a estrutura de P, como espago vetorial, isto é, o(f +
Ag) = of + Aog, para quaisquer 0 € S,, A € F e f,g € P,. Isso é o mesmo que dizer que P, ¢é
um S,-moédulo. Assim, podemos associar naturalmente a essa acao um homomorfismo de grupos
¢S, — GL(P,), onde GL(P,) denota o grupo dos automorfismos do espago vetorial P,, dado por
¢(0) =T,,onde T,(f) = of, paratodo f € P, (a condi¢ao de compatibilidade assegura a linearidade
de T, e 15, f = f, garante que toda T, possui inversa). Um tal homomorfismo ¢ uma representagao
de S, em P,. Note que cada T, pode ser estendida a um endomorfismo de F(X) e que, portanto,
P, NT(A) é fechado pela acao de S, e o espaco quociente P, /(P, N T(A)) é um S,-submodulo de
P,.

Como veremos adiante, o estudo de tal S,-médulo permite obter valiosas informagoes acerca
das identidades polinomiais satisfeitas pela algebra A. Assim, a partir de agora, definiremos e
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enunciaremos os principais resultados da teoria de representacao de grupos que serao utilizados ao
longo do texto.

Definigao 2.1. Seja G um grupo finito e V- um F-espago vetorial (estamos assumindo F' corpo de
caracteristica zero) de dimensdo finita. Uma representacao de G em V é um homomorfismo de
grupos p: G — GL(V') e V € dito um G-maodulo.

A representacao p induz naturalmente uma acao de G sobre V dada por gv = p(g)(v), que
é compativel com a estrutura de espaco vetorial de V. Analogamente, qualquer acao de um grupo
G sobre um F-espaco vetorial V' que é compativel com a estrutura de espaco vetorial de V induz
uma representacao de G em V. Um subespaco W de V' que é fechado pela agao de G' é chamado um
G-submoédulo de V. Um G-moédulo V é irredutivel se seus tinicos submodulos sao o proprio V' e
0.

A seguir damos a definigao bastante natural de isomorfismo de G-moédulos.

Definicao 2.2. Sejam G um grupo e V., W dois G-modulos. A aplicagao ¢ : V. — W é um
homomorfismo de G-modulos se € uma transformacao linear que satisfaz

©(gv) = gp(v),

para todo g € G e todo v € V. Se ¢ € bijetora, dizemos ainda que ¢ é um tsomorfismo de
G-mddulos e que V e W sao isomorfos e as representagoes associadas a eles sao chamadas
representacoes isomorfas.

O teorema que enunciamos a seguir mostra que, a partir das representagoes irredutiveis de
(G, somos capazes de estudar qualquer representacao de G. Tal como enunciado, este teorema segue
imediatamente dos Teoremas 10.8 (Teorema de Maschke) e 14.5 (Teorema de Krull-Schmidt) de [6].

Teorema 2.3. Sejam G um grupo e F um corpo (de caracteristica zero). Todo G-mddulo V de
dimensao finita sobre F' pode ser decomposto em uma soma direta de G-modulos irredutiveis e quais-
quer duas decomposigoes distintas sao isomorfas. Em outras palavras, existem submodulos irredutiveis
My, ..., My tais que V=M ®... &My e se V=N @®...H N, € outra decomposi¢ciao em irredutiveis,
entao k =t e € possivel rearranjar os indices dos N; de modo que M; = Nj, para todo j entre 1 e k.

Se V' é um G-modulo irredutivel sobre um corpo F' e F’ é subcorpo de F', é claro que V também
permanece irredutivel como G-moédulo sobre F’. No entanto, se consideramos K uma extensao do
corpo F', pode ocorrer de V nao ser um G-modulo irredutivel sobre K, o que nos leva a definigao
seguinte.

Definicao 2.4. Seja V um G-mddulo sobre um corpo F'. Dizemos que V € absolutamente irre-
dutivel se V' permanece irredutivel sobre qualquer extensao K de F'.

Como estamos trabalhando somente com corpos de caracteristica zero, os Lemas 3.6 e 3.10 de
[12] implicam o resultado seguinte.

Proposicao 2.5. Todo G-maodulo irredutivel sobre um corpo algebricamente fechado é absolutamente
wrredutivel.
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O Teorema 27.22 de [6], que enunciamos a seguir segundo a terminologia adotada, garante a
finitude de G-moédulos irredutiveis a menos de isomorfismo.

Teorema 2.6. Sejam F' um corpo algebricamente fechado e G um grupo finito. O nimero de G-
modulos irredutiveis dois a dois nao isomorfos sobre F € igual ao numero de classes de conjuga¢ao

de G.

Observacao 2.7. No caso particular em que G = S,,, a classe de conjugac¢ao de uma permutacao é
determinada pelo tipo ciclico da mesma, isto €, pela k-upla de comprimentos, em ordem decrescente,
dos ciclos utilizados ao decompor a permutacao em produto de ciclos disjuntos. Se considerarmos

21 3
ciclico € (2,1). O tipo ciclico é sempre uma parti¢io de n, como mostra a defini¢io a sequir.

1 2 . . y ,
o= < s ) € S3 temos que o se decompoe em ciclos disjuntos como o = (12)(3) e seu tipo

Definicao 2.8. Uma particio A\ de um natural n é uma k-upla A = (ny,ng,...,ny) satisfazendo
ni+ne+...+ng=mn,n >ng>...>n; e o0sn; sao todos inteiros positivos. Denota-se X\ = n.

2.2 Representacoes irredutiveis do grupo simétrico

A partir de agora passaremos a estudar os S,-modulos irredutiveis sobre Q seguindo o tratamento
dado ao longo do §28 de [6]. A descrigao feita utiliza varios resultados e definigoes da teoria de anéis
e que considera moédulos sobre anéis também. Por questoes de espaco, optamos por somente enunciar
os principais resultados utilizados dessa teoria, nos atendo a classificacao dos S,,-modulos irredutiveis
sobre Q, aplicando-os. Desempenha um papel importante em tal estudo a algebra de grupo de S,
sobre QQ, que é um caso particular da definicao seguinte.

Definigao 2.9. Sejam G um grupo finito e F' um corpo. A dlgebra de grupo do grupo G sobre
F (denotada por FG) € o F-espago vetorial que tem como base os elementos de G, sendo o produto
entre elementos da dlgebra estendido por linearidade a partir do produto de G.

A representagao mais natural associada a F'G (vendo-a somente como espago vetorial) é a
representacao regular 4 esquerda que ¢é induzida da agao

h Z 0yg = Z aghg;
geG geG

para qualquer h € G.

Além da importancia da algebra de grupo de S,, para a classificacao dos S,,-modulos irreduti-
veis, o resultado a seguir mostra que a mesma também desempenha papel importante no estudo das
identidades polinomiais de uma algebra.

Proposicao 2.10. O S,-mddulo P,, com a a¢ao natural, € isomorfo a F'S, com a representacao
reqular a esquerda.

Demonstracao. Basta considerar a aplicagao ¢ : P, — F'S,, que satisfaz

Z QsTo(1) -+ To(n) e Z 0.

O'ESn UGSn
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Claramente trata-se de uma transformacao linear. Para ver que as agoes sao preservadas,
basta notar que, para quaisquer 0,7 € .S,

90(03%(1) - -xT(n)) = 80(13(;7(1) - -ZEJT(n)) = O0T.
]

Agora passamos a enunciar os principais resultados a serem utilizados na classificacao dos S,,-
modulos irredutiveis. O primeiro deles é o Teorema de Maschke re-escrito na linguagem de modulos
sobre anéis e o Lema 2.13 é consequéncia da Proposicao 1.3.

Todo G-moédulo pode ser visto como um F'G-moédulo, abrindo as operagoes por linearidade.

Lema 2.11. Sejam G um grupo finito e F' um corpo de caracteristica zero. Entao todo F'G-mddulo
se decompoe em uma soma direta de FG-modulos irredutiveis.

Lema 2.12 (Teorema 25.10 de [6]). Todo G-mddulo irredutivel é isomorfo a algum ideal 4 esquerda
minimal de F'G.

Lema 2.13 (Teorema 25.11 de [6]). Seja e um idempotente de FG. O ideal 4 esquerda FGe é
minimal se e somente se eF'Ge é um anel com divisao.

Lema 2.14 (Proposicao 25.12 de [6]). Os ideais minimais a esquerda I e J de FG sao isomorfos se
e somente se J = Ila, para algum a € J.

Assim, a estratégia a ser seguida é encontrar todos os ideais minimais & esquerda de QS,
usando os Lemas 2.12 e 2.13 e classificd-los a menos de isomorfismo usando o Lema 2.14.

Segundo a Observacao 2.7, devemos determinar um ideal & esquerda minimal em QS,, corres-
pondente a cada particao de tal maneira que os ideais que correspondem a diferentes particoes nao
sejam isomorfos (como QS,,-modulos).

Ordenamos as partigbes lexicograficamente, isto ¢, se temos duas partigdes (ny,...,ng) e
(nf,...,n}), de n, escrevemos

<n17"'7nk) > (n/hvn;z)

se, na primeira posi¢ao onde os n}s diferem, tivermos n; > n/.

Lembramos que sgn(o) denota o sinal da permutagao o € S,,. Em particular sgn(o7r) =
sgn(o)sgn(T), para quaisquer o, 7 € S,,.

A uma parti¢do A = (nq,...,n) de n associamos um diagrama de Young consistindo de
ny boxes na primeira linha, ny boxes na segunda linha, e assim por diante. Uma tabela de Young
associada a A é obtida preenchendo-se os boxes de um diagrama com todos os elementos de {1,...,n}
em qualquer ordem. Por exemplo, associado a A = (3,3,2,1) 9, temos o diagrama
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e exemplos de tabelas distintas

|®\I»I>H
|®\u>cn

Cada quadrado vazio de um diagrama de Young é chamado célula do diagrama.

Partindo de uma tabela T', denotamos por R(T") o conjunto de suas permutagoes-linha, isto &,
o conjunto de permutacgoes o € S,, que permuta os elementos em cada linha de 7', mas nao move um
elemento qualquer de uma linha para outra. Por exemplo, tomando 7' como sendo a tabela a seguir

3
3]

|»-bl\'>>—l

temos R(T) = {(1),(13),(25),(13)(25)}. Claramente, R(T) é sempre um subgrupo de S,. Do
mesmo modo define-se uma permutacao-coluna ¢ como sendo qualquer elemento de S, que per-
muta os elementos de cada coluna de T sem mover qualquer elemento de uma coluna para ou-
tra. Denotamos por C(T') o grupo de todas permutagoes-coluna. No exemplo anterior, C(T") =
{(1),(124), (142), (12), (14), (24), (35), (124)(35), (142)(35), (12)(35), (14)(35), (24)(35) }. Obviamente,
para qualquer tabela T', C(T) N R(T) = {(1)}, pois se 0 € S, é tal que nao move elementos en-
tre linhas e colunas distintas, entdao deve deixar cada elemento inalterado, e, portanto, ¢ = (1), a
permutacao identidade.
Agora definimos, para uma tabela de Young 7', o elemento e(T") € QS,, da seguinte forma

e(T) := Z sgn(7)oT.

oE€R(T), T€C(T)

Podemos observar que, uma vez que ¢ varia ao longo de todos os elementos de R(T'), e que
7 varia sobre C(T), e R(T)NC(T) = {(1)}, os produtos o7 assim obtidos s@o todos distintos. Isso
mostra que e(7") ¢ uma soma de determinados elementos de S,, com coeficiente 1 ou —1, e entao
e(T) # 0 em QS,,.

Para o1 € R(T) e 71 € C(T), temos

or.e(T) = Z sgn(7)oror = e(T) (2.1)
e(T).m = ngn(T)aTﬁ = sgn(m)e(T). (2.2)

A uma partigdo A F n, associamos o ideal a esquerda QS,e(T"), onde T é qualquer tabela de
Young obtida de um diagrama correspondente a A\. Embora e(T') néo seja idempotente, ele é um
miltiplo escalar de um elemento idempotente de Q.5,,. Mostraremos que todo ideal a esquerda dessa
forma é mininal, que ideais associados a tabelas provenientes de um mesmo diagrama sao isomorfos
e que ideais associados a tabelas de parti¢coes distintas nao sao isomorfos. Esses ideais, um para cada
tabela, formarao o pretendido conjunto completo de QS,,-mo6dulos irredutiveis nao isomorfos.
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Para cada tabela de Young T e cada o € S,,, define-se ¢'I' como sendo a tabela obtida de T
pela aplicagao de o nas entradas de T'. Exemplo, tomando o = (132)(45), temos

1]3 312
215 114
4 3]

—~— —~—
T ol

Assim, se [ esta na posic¢ao (i, 7) de T, entao o(l) esta na posi¢ao (i,7) de oT.

Lema 2.15. Seja T" = oT, e seja 7 € S,. Se considerarmos 7T como obtido de T movendo
as entradas de uma posicao para outra, este mesmo conjunto de movimentos transformard T para
oro 'T". Em outras palavras, se a entrada (1,7) de T é a (7',j') de 7T, entdo a entrada (i,5) de T’
¢ a entrada (7', j') de oo™ 'T".

Demonstracao. Como as permutacoes sao aplicadas da direita para a esquerda, aplicando =% a T",
obtemos T'. Aplicando em seguida 7 fazemos os movimentos aplicados a 7. Quando aplicamos o,
voltamos as entradas de T nas respectivas posicoes. O]

Corolario 2.16. Para o € S, temos R(cT) = oR(T)o™ !, C(cT) = oC(T)o ™!, e(cT) = ge(T)o .

Demonstragao. Se T € R(T), entdao T deixa cada entrada de T em sua linha. Pelo lema anterior,
segue que 7o~ ! deixa cada entrada de 07" em sua linha e a primeira afirmagao segue. Um argumento
andlogo mostra a segunda afirmacao. Para a terceira afirmagao, note que

e(oT) = Z sgn(p)Tp.

T€R(cT),peC(cT)

Dai, pelas afirmacoes anteriores,

e(oT) = > sgn(p1) (oo ) (opo™") = o(>_sen(p)mipr)o ! = oe(T)o .
T ER(T),p1€C(T)

]

Usaremos o corolario acima para mostrar que se T' e T” sao tabelas com o mesmo diagrama,
entdo QS,e(T) = QS,e(T”). Para isto, seja um elemento o € S, tal que T" = o7, de onde

QS,e(T") = QS,oe(T)o ! = QS,e(T)o ™,

ja que QS,,0 = QS,,. Mas entao 0 : QS,e(T) — QS,e(T") definida por 6(z) = zo~! é um isomorfismo
entre os QS,-modulos QS,e(T) e QS,e(T").

Lema 2.17. Um elemento o € S,, € expresso na forma o =1p, 7 € R(T) e p € C(T) se, e somente
se, nenhum par de entradas colinear em T for co-colunar em oT.
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Demonstracao. Assuma o = 7p, e sejam 4,j entradas colineares de 7. Entao ¢,; sao também
colineares em 71'. Porém, 0T = (tpr~1)7T, e TpT~! é uma permutagao-coluna em 77, de modo que
i e j devem aparecer em colunas distintas de (7p771)7T.

Reciprocamente, suponha que nao haja duas entradas colineares em 7" que sao co-colunares
em o1. Entao quaisquer duas entradas que sao co-colunares em o1', nao podem ser colineares em 7'.
Em particular, todas as entradas na primeira coluna de o7 estao em diferentes linhas de T, e assim
existe uma permutagao-linha 71 € R(T') que enfileira todas essas entradas na primeira coluna de 77T
Repita esse procedimento sucessivamente com as colunas remanescentes de o1', assim eventualmente
obteremos uma permutagao-linha 7 € R(T') tal que, para cada k, a k-ésima coluna de o7 e 7T
consiste das mesmas entradas (arranjadas em linhas diferentes). Mas entao

ol = p'rT

para algum p' € C(7T), e entdo p' = 7p7~! para algum p € C(T). Por isso oT = (tpr )71 = 79T,
de onde 0 =7p com 7 € R(T) e p € C(T).

Lema 2.18. Seja T uma tabela qualquer associada a particao (ny,...,ng), e T" associada a (ny,...,n),
e suponha que (nq,...,ng) > (n},...,n}). Entio e(T")e(T) = 0.

Demonstra¢ao. Mostraremos primeiro que existem duas entradas colineares em 1" e co-colunares em
T'. Caso contrario, as n; entradas na primeira linha de T" devem ocorrer em diferentes colunas de
T"; como T" tem n) colunas , isto mostra que n; < n} e assim ny = nj. Agora aplicamos uma
permutagao-coluna em 7" para obter uma nova tabela 7", também associada & partigao (n},...,n}),
mas que tem a mesma primeira linha de 7. Entao repetimos o argumento com os elementos de 1" e
T” que nao estdo na primeira linha, chegando em ny = n), e assim por diante, o que é impossivel.

Mostramos assim a existéncia de entradas i,j colineares em T e co-colunares em 7”. Seja
7= (ij) € Sp. Entdo 7 € R(T)NC(T"), e

e(Te(T) = e(T)rre(T) = —e(T")e(T)

pelas Equagoes (2.1) e (2.2) e, portanto, e(T")e(T) = 0 e o lema esta provado.

Notemos que, para 7 € R(T), p € C(T), v € Q, temos
Tye(T).p = sgu(p)ye(T).
Provemos agora, reciprocamente, que a propriedade acima caracteriza os multiplos escalares de e(T).

Lema 2.19. Seja x € QS,, tal que Txp = sgn(p)zx para quaisquer T € R(T), p € C(T). Entao existe
v € Q tal que x = ve(T).

Demonstragao. Seja x =) a,0, o somatorio percorrendo todo o € S, onde cada o, € Q. Entao

z=sgn(p)T 'wp " =sgn(p) ¥ ap(r'op ) =sgn(p) > g0,

O'eSn O'/GSn
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para cada 7 € R(T), p € C(T'). Assim

ay =8gn(p)rep, T € R(T),pe C(T).
Fixando ¢ = (1), obtemos

arp, =sgu(p)aqy, 1€ R(T),peC(T).

Para completar a prova do lema, precisamos somente mostrar que o, = 0 sempre que o nao é da forma
tpparaT € R(T), p € C(T). Suponha que o nao é dessa forma; pelo Lema 2.17, deverao entao existir
entradas i, j colineares em T' e co-colunares em oT. Seja 7 = (ij) € S, entdo 7 € R(T) N C(cT), e
assim 7 = opo ! para algum p € C(T). Como p e T sdo conjugados, também ¢ uma transposicao, e
temos

O e p—

pois Top~! = o. Portanto a, = 0, que prova o lema. O

Sejam 7 € R(T) e p € C(T), usando novamente as Equagoes (2.1) e (2.2), temos
Te(T)?p = 7e(T)e(T)p = sgn(p)e(T)*.

Pelo lema anterior, entao temos

e(T)* = ~e(T),

onde 7y é o coeficiente de 1 em e(T)? e, por isso, ¢ um inteiro. Mostraremos que v # 0. Seja M o
operador Q-linear de QS,, definido por M(x) = ze(T), para todo x € QS,, e vamos considerar a
matriz de M com respeito & Q-base canonica de QQS,, consistindo dos elementos o1 = (1), 09,...,05
de S,,. Entao se

e(T)=ayo1+..., «a; €Q,

temos
01.€(T> = o0+ ...

o9.e(T) = %+ o9 + . ..

de modo que o trago da matriz de M com respeito a essa base é ajn!. Além disso a; = 1, pois
(1) aparece com o coeficiente 1 em e(7"). Por outro lado, iremos calcular o trago usando uma Q-
base de QS,, diferente. Devemos chegar ao mesmo resultado, pois o traco é independente da base
usada. Seja {vq,...,v,} uma Q-base de QS,, tal que {vy,...,vs} é uma Q-base de QS,e(7T"). Aqui
f = dimg QS,e(T) > 1, pois e(T) ¢ um elemento nao nulo de QS,e(7"). Mais, ze(T) = yx para
x € QS,e(T), e assim

vi.e(T) = vy
vo.e(T) = ~yug
vpe(T) = Ty

vipe(T) =% +*x+...+x+0
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vpee(T) =x+*x+ ...+ %40,
pois y.e(T) € QS,e(T) para y = vpiq,...,Uy. O trago é assim 7.f. Assim temos

v.f =nl,

de onde v # 0.
Podemos agora mostrar que cada ideal QS,e(T) é minimal. Seja u = v te(T'), de modo que
u? = u # 0. Entao u é idempotente, e

QSpu=QS,e(T), uQS,u=e(T)QS,e(T).

A fim de mostrar que QS,,u € um ideal & esquerda minimal, pelo Lema 2.13, é suficiente provar
que uQS,u é um anel com divisdo. Seja x € uQS,u, entao z = e(T)ye(T) para algum y € QS,, e
assim

Tap = Te(T)ye(T)p = e(T)ye(T)sgn(p) = sgn(p)x
para quaisquer 7 € R(T), p € C(T). Pelo lema anterior, x deve portanto ser um multiplo escalar de
e(T). Assim
uQSpu =Qu = Q,

que mostra de fato que uQS,,u é um corpo.

Finalmente, sejam T, T’ tabelas com diferentes diagramas e sejam QS,u, QS,u’ os ideais a

esquerda minimais associados a eles. Devemos mostrar que QS,u e QS,u’ ndo sdo isomorfos. Se eles
fossem, entao pelo Lema 2.14, existiria um elemento a € QS,,, tal que

QS,u = QS v au,

Por isso u = bu’au para algum b € QS,,.
Vamos mostrar que v'au = 0, o que nos da a contradicao desejada. Basta de fato, provar que

wou = 0 para todo o € S,. Porém, v'ou = v'ouoc™'o, e u'ouoc™ = 0 pelo Lema 2.18, pois v’ e
ouo~ ! vém de T" e 0T, respectivamente.

Para resumir, provamos o seguinte:
Teorema 2.20. A cada parti¢ao (ny,...,nx) de n, temos associado um diagrama de Young. Cada

diagrama de Young dd origem a uma colegao de tabelas. De cada tabela T, obtemos o grupo R(T)
de permutagoes-linha e o grupo C(T) de permutagoes-coluna. Tomamos

(T) = 3 sen(p)p,

percorrendo todos T € R(T), p € C(T); entao QS,e(T') € um ideal & esquerda minimal na dlgebra de
grupo QS,,, e assim QS,e(T) é um QS,,-mddulo irredutivel. Mais, ideais vindos de tabelas diferentes
com o mesmo diagrama sao isomorfos, mas ideais de tabelas com diagramas diferentes nao sao. Por
isso os ideais QS,e(T), onde T varia ao longo de um conjunto com todas as tabelas com diagramas
distintos, fornecem um conjunto de todos os QS,-mddulos irredutiveis nao isomorfos.
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Note que o resultado crucial para a irredutibilidade dos moédulos é o Lema 2.19 e que ele
permanece verdadeiro se estendemos o corpo em questao para o corpo C dos niimeros complexos que
¢é algebricamente fechado. Portanto, pela Proposicao 2.5, esses moédulos sao, de fato, absolutamente
irredutiveis.

Uma pergunta bastante natural é: dada A\ + n, qual a dimensao do S,-médulo irredutivel
associado a A7 Essa pergunta é respondida através da Formula do Gancho. Antes de apresenta-la
precisaremos definir o que é o numero do gancho da célula (i, 7) de um diagrama de Young,.

Definicao 2.21. Seja A\ = n e seja D um \-diagrama de Young. O nimero do gancho associado
a entrada (i,j) de D, denotado por h;, € o nimero de células o direita da entrada (i,7) que
estao na linha i mais o nimero de entradas abaizo da entrada (i,j) e que estdo na coluna j mais 1
(correspondente & propria entrada (i,7)).

A fim de obtermos uma férmula explicita para h;;, precisaremos de algumas defini¢oes e
notagoes. Sejam a; > as > ... > ay € My, Mo, ..., M, inteiros positivos. Denotamos por

(laa]™, [ao]™, ..., [ad]™)
a parti¢ao de > a;m; dada por

(lad]™, [ao]™, ..o [a@]™) = (a1, .. a1, a0, ag, oy ay, o ay).
v~ v~ SN——

m1 m2 me

Em alguns momentos utilizaremos uma notacao mista, por exemplo, denotaremos a partigao
(4,4,3,1,1,1) de 15 por ([4)%,3,[1]3) em vez de ([4]?, [3]}, [1]3).
Definigao 2.22. Seja A = (Ay,..., ) F n € N. Definimos a particao conjugada a A por
N = ([k]M, [k — 1M1= [k — 227 Mem1) ]2,
Se \j = A\j11 a entrada j € desconsiderada da particao X'

Os exemplos abaixo servem para facilitar a compreensao. Para A = (7,5,4,1) F 17, temos
N o= ([4]%, [3]3, [2]', [1)?). Para p = (3,2,2) F 7, terfamos ¢/ = ([3]%,[2]°, [1]') = ([3)%,[1]'). Repare
que a definicao acima nos diz que a conjugada de uma particao A é a particao u cujo diagrama de
Young é o “transposto” do diagrama associado a .

Assim, podemos fornecer uma definicao mais precisa para h;;.

Definigao 2.23. O nimero do gancho h;j associado a célula (i,j) de um diagrama de Young prove-
niente de uma particao A = (A1, ..., \;) de um natural n € dado por

onde N = (N, ..., \)).
1 t

Teorema 2.24 (Formula do gancho). Denote por dy a dimensdo do S,,-mddulo irredutivel associado

a particao A de n. Temos que
n!

Hi,j hi,j ’

onde o produto no denominador percorre todas as células do diagrama de Young associado a \.

dy =

A demonstragao desse fato pode ser encontrada em [13, p.57].
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2.3 Aplicacoes de representacoes de 5, as algebras com iden-
tidades polinomiais

Ao longo desta secao apresentaremos defini¢oes e resultados que conectam as representacoes do
grupo simétrico com o estudo de PI-algebras e que serao utilizados durante os proximos capitulos.
Por questoes de espago e coesao, decidimos omitir algumas demonstragoes, indicando referéncias
onde as mesmas podem ser encontradas.

Comegamos com alguns resultados que descrevem a estrutura da algebra de grupo F'S,, e sua
conexao com o S,-moédulo dos polindmios multilineares na variaveis x1,...,x,.

O proximo resultado deriva diretamente do Teorema 25.15, das Observagoes 27.20 e 27.21 de
[6] e da classificagao dos S,,-modulos irredutiveis feita na se¢ao anterior.

Teorema 2.25. A dlgebra de grupo F'S,, se decompde como

FS, =PI

AFn

onde I = FS,e(T)FS,, € um ideal minimal de F'S,; a decomposi¢ao em S,-mddulos irredutiveis de
I\ € I, = d\FS,e(T), sendo dy a dimensao de FS,e(T).

Lembre que P, é o S,-mé6dulo dos polinomios multiliares nas variaveis xy, ..., ,, cuja agao
foi definida no inicio deste capitulo. E importante ressaltar que os ideais I, tal como no teorema
anterior sao dois a dois ortogonais, isto ¢, se n 4 X\ # u = n, entao 111, = 0.

Como comentado também no inicio do capitulo, P, N T(A) é um S,-submoédulo de P, e,

portanto, pelo Teorema de Maschke, sua decomposicao em modulos irredutiveis deve ser uma sub-
P,

n
P,NT(A)
passaremos a denotar simplesmente por P, (A). Entdo, se determinamos a decomposigao de P,NT'(A)
em modulos irredutiveis, automaticamente temos determinada a decomposigao de P, (A) e vice-versa.
Em outras palavras, segue o préoximo resultado.

decomposicao de P,, sendo a decomposicao ‘“restante” isomorfa a , que, a partir de agora,

Proposigao 2.26. Seja dy a dimensao do S,-mddulo irredutivel associado a particao A\ de n. Se
my < d, sao tais que

P.(A) = EHmaWa,

A-n

onde Wy denota o S,-modulo irredutivel associado a A, entao

P, NT(A) = 5(dy — ma) Wy

AFn

Tal como na proposic¢ao anterior, a partir de agora, ao longo de toda a dissertagao, W, denotara
o Sp,-modulo irredutivel F'S,e(Ty), onde Ty é uma A-tabela de Young e d, denotard a dimenséao de
W,\.

Se M é um S,-mo6dulo, podemos estender naturalmente por linearidade a acao de S, para
todo F'S,, sobre M (porque na verdade todo G-mo6dulo pode ser visto como um FG-mo6dulo).

Assim, temos o seguinte resultado.
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Lema 2.27. Sejam T uma A-tabela de Young, H subgrupo de C(T), H' subgrupo de R(T), M um
Sp-mddulo e suponha que e(T)u # 0 para algum uw € M. Entao

<Z sgn(a)a) e(T)u # 0;

ceH
(Z 0) Z sgn(7)7 | e(T)u # 0.
ocH' TeC(T)
Demonstragao. Sejam p1H, ..., ppH, todas as classes laterais & esquerda de H em C(T) (sendo

p1 = (1)) e considere p' = > __,sgn(o)o. Se p'e(T)u = 0, entao p;p'e(T)u = 0 em M, para todo
1 =1,..., k. Portanto,

e(T)u = Z T Z sgn(o)o | e(T)u = Z 7| (mpe(Thu=+x...+ ppp'e(T)u) =0,
TER(T) ceC(T) TER(T)
(2.
o que gera uma contradicdo, uma vez que mostramos, imediatamente ap6s o Lema 2.19, que e(T)?
~ve(T), para algum v € Z nao nulo.
Para mostrar a segunda afirmacao, acabamos de provar que

w
~—

Z sgn(7)7 | e(T)u # 0.

T7€C(T)

Reescrevemos o segundo membro da Equagao 2.3, aplicando a ideia utilizada 14 no somatoério de
C(T) ao somatorio em R(T') e obtemos o resultado. O

A acao de S, sobre P, nos leva naturalmente as defini¢coes de polinémios simétricos e alter-
nados (que podem ser estendidas para qualquer polinomio de F(X) naturalmente).

Definigao 2.28. Sejam f € P, e @ #V C{xy,...,x,}. Dizemos que f € simétricoemV seof =
f, para toda o pertencente ao subgrupo Hy = {1t € S,|7(i) =i se x; € V} de S,. Analogamente, f
¢ alternado em V se of = sgn(o)f, para toda o € Hy .

Para os proximos lemas precisamos fixar algumas notagoes e defini¢oes. Definimos a relacao
de ordem > no conjunto de todas as parti¢coes de quaisquer naturais da seguinte maneira. Dados\ =
(n1,ng,...,nk) e p = (my,mg,...,my), temos que A\ > u se k > 1l e n; > m; para todo inteiro i
satisfazendo 1 < i < k (considera-se m; = 0 se | <i < k).

Para inteiros inteiros positivos d, [, t denotamos por h(d, [, t) a particao ([I+t]%, [[]*), que possui
formato de gancho (segundo a ideia usada para definir nimero do gancho).

Dizemos que f € P, corresponde a tabela T associada a A (que abreviamos por T)), se
existe fo € P, tal que f = e(Th) fo.

Lema 2.29. Seja A F n tal que A > h(d, [, t) para alguns d,l,t e seja 0 # f(x1,...,x,) um polinémio
multilinear correspondendo a tabela Ty. Entao existe r € 'S, tal que rf # 0, e um subconjunto Y
de {x1,...,x,} tal que
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(i) Y =Y1U...UYy, rf € simétrico em cada conjunto de varidveis Y;, i =1,...,d e |Y;| =t+1;

(i1) rf pode ser decomposto em uma soma de polindmios multilineares rf = fi + fo+ ...+ fr tal
que para cada f; existe uma particio Y = Y{U...UY/, com |Y]| =d e f; € alternado em cada
conjunto de varidveis Y}, j =1,...,t +1.

Demonstracao. Por hipotese, a tabela Ty contém uma tabela retangular Ty com d linhas e ¢ + [
colunas. Sejam N;, j =1,...,d, o conjunto dos inteiros na j-ésima linha de Ty, N, i =1,...,t + 1,
o conjunto dos inteiros na i-ésima coluna de Ty e N = N; U ... U Ny. Defina o subgrupo de R(T))
H = {0 € R(T\)|o(i) =i se i ndo pertencente a N} e

ro = Z sgn(7)T,

TGC(T)\)

Seja Y; = {z;|i € N;}, Z; = {xs]s € N/}. Entao |Y;| =t +1.
Claramente o elemento g = rf é simétrico nas variaveis de Y, para cada j. Com efeito, seja
o € S, que troca somente de lugar varidveis pertencentes a um Y;, entao o € H e

orf=oc (ZT) rof = (Zm> rof = (Zp) rof =rf.

TEH TeEH peEH

Analogamente, tomando-se os devidos cuidados, mostra-se que o polinémio ry f é alternado em
cada Z;, pois cada permutagao que altera somente as variaveis de Z; pertence a C(T)). A diferenga
é que ao aplicar uma o com essa condicao a 1o f, fazendo sgn(7) = sgn(o)sgn(o7), temos que o sinal
da permutagao o multiplicaré rof. Assim, para qualquer p € H, prof é alternado nas variaveis de
Y! = p(Z;), para todoi =1,...,t+ 1. E, pelo Lema 2.27, rf é ndo-nulo e a prova esta completa.

m

Usando um argumento similar, temos o resultado seguinte.

Lema 2.30. Seja 0 # f € P, correspondente a uma tabela Ty e suponha X\ > h(d,l,t). Entao, para
algum r € FS,, rf # 0 e existe um subconjunto Y de {x1,...,x,} tal que

(1)) Y =Y1U...UY,, rf € alternado em cada conjunto de varidveis Y;, i =1,...,1, e |Y;| =t+d.

(i1) rf pode ser decomposto na soma de polindmios multilineares rf = f1 + ...+ fi tais que, para
qualquer fi, existe uma particao Y =Y/ U ... UY/ , com [Y]| =1 e f; € simétrico em cada
conjunto de varidveis Y, j=1,..., 1 +d.
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2.4 Representacoes induzidas, restritas e produtos tensoriais
de representacoes

Sejam G um grupo, H subgrupo de G e M um G-modulo associado a uma representagao p de G em
M. A restricao de p a H, denotada por p |y, é simplesmente a restrigao de p a H, isto é,

pdu: H— GL(M) satisfazendo p Ly (h) = p(h),

para todo h € H. A restricao de M a um H-moédulo é denotada por M | p.

Para fazer o caminho inverso, isto é, a partindo-se de uma representacao de H obter uma
representacao de (&, precisamos aumentar o H-moédulo de forma conveniente. Seja p representagao
de H em M e considere g, ..., g uma transversal a esquerda de H em G, isto é, g1H,..., 9. H &
uma lista completa e sem repeticoes das classes laterais a esquerda de H com relagao & G. Sejam
g M, ... gpM copias distintas do H-moédulo M e tomamos

k
M 1¢.= @ gi M.
i=1

Por conveniéncia, denotaremos a copia de m € M em ¢;M por g;m. Define-se a agao de GG sobre
M 1€ da seguinte forma:
9(gim) = g;(hm),

onde h € H e gg; = g;h. No primeiro membro temos a acao de g € G arbitrario sobre um elemento
genérico de g; M e no segundo membro temos a copia de hm € M em g; M. Tal acao é estendida por
linearidade sobre todo M 1¢. Sendo p a representacdo original de H em M, a representacdo assim
obtida é chamada representacao induzida de p em G e é denotada por p 1 G.

Repare que, tal como definida, a representacao induzida depende a priori da escolha da
transversal & esquerda. O proximo resultado (v. [12, Lema 11.3]) nos garante que qualquer escolha
resulta em representacoes equivalentes.

Proposicao 2.31. Sejam H subgrupo de um grupo G e p : H — GL(M) uma representacao de
H no espago vetorial M. Sejam ¢1,...,q9k € g1, -..,g;, duas transversais & esquerda distintas de H
em G e, respectivamente, @ e 1 as representacoes induzidas em G provenientes de cada uma dessas
transversais. Entao ¢ e 1 sao representagoes isomorfas.

O Teorema da Ramificagao, enunciado a seguir (|13, Teorema 2.4.3]), nos diz como se compor-
tam as decomposi¢oes em modulos irredutiveis das restrigoes e indugoes de S,-modulos irredutiveis.

Teorema 2.32 (Teorema da Ramifica¢ao). Denote, respectivamente, por Dy e Ty um diagrama de
Young e uma tabela de Young associados a mesma particao A e considere S,, mergulhado em S,11
fixando n + 1. Entao
(i) se A\ n, entao
FSn€<T)\) TSTLH% Z FSn+1€(TH)>

peAt

onde AT € o conjunto formado por todas as particoes de n+1 cujo diagrama de Young é obtido
de D), adicionando-se uma célula;
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(ii) se pkmn—+1, entdo
FSnJrle(Tu) \I/Sng Z FSne(Tu)v

AEp—

onde = € o conjunto formado por todas as parti¢oes de n cujo diagrama de Young € obtido a
partir de D,, apagando-se uma célula.

Definimos a seguir o produto tensorial de modulos.

Definicao 2.33. Sejam Gy e Gy grupos, My um G1-mddulo e My um Go-mddulo, ambos considerados
sobre o mesmo corpo F'. Entao podemos definir uma a¢ao natural de Gy x Go no produto tensorial
My ® My como F'-espagos vetoriais da sequinte forma:

(91, 92)(m ®@n) = (g1m) @ (gan),

para quaisquer g1 € G, go € Gy, m € My en € My, e estendido por linearidade sobre todos os
elementos do produto tensorial. Se py e ps sao as representagoes associadas, respectivamente, as
acoes de G1 sobre M, e de Gy sobre My, a representacao associada a acao de Gy X Gy sobre My ® My
¢ chamada representacao do produto tensorial de p, por ps e é denotada por p1 ® ps.

Dados um S,,-médulo M e um S,-moéddulo N, temos entao que M ® N é um .S, X S,-modulo,
tal como descrito acima. Realizamos S,, x S,, como subgrupo de S,,,, considerando que S,, age
no conjunto {1,2,...,m} e S, age em {m + 1,...,m + n}. Assim podemos tomar a representagao
induzida em S,, ., e denotamos o S,,.,-moédulo dessa representacao por M QN.

A seguir apresentamos uma maneira de descrever a decomposi¢ao em irredutiveis dessa repre-
sentacao a partir da decomposicao em irredutiveis das representagoes de S,, em M e de S, em N.
Para tanto precisaremos de algumas definigoes.

Definicao 2.34. Uma particao nao ordenada de um natural n € uma sequéncia finita de inteiros
positivos o = (aq, ..., ax) cuja soma dos termos € n. Em outras palavra, remove-se a condi¢ao dos
termos decrescerem da defini¢ao de particao. Denota-se o |= n.

Definigao 2.35. Sejam n um inteiro positivo, A\Fn e o = (ay,...,q;) En. Unma tabela de Young
de formato A\ e conteido o € uma maneira de preencher o diagrama Dy com os inteiros positivos
1,...,t de modo que o inteiro i aparece repetido exatamente o; vezes na tabela.

Exemplo 2.36. Sio exemplos de tabelas de formato (4,2,1) e conteido (1,3,2,1)

312[3]4]
2|1
2]

3[2]2]
2

|Co =

Uma tabela é chamada semistandard se suas entradas sao nao decrescentes ao longo de
cada linha (da esquerda para a direita) e estritamente crescentes ao longo de cada coluna (de cima
para baixo). Considerando ainda nas partigdes a ordem parcial introduzida na segdo anterior, se
AFnepb msao tais que A > p, define-se a anti-particao A\ p = (A — pq,..., A — ). O
respectivo diagrama D)\, ¢ formado pelas células de Dy que nao pertencem a D,. No caso em que
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A=(4,3,3,1)epn=1(3,3,1), entdo A\ = (1,0,2,1) e o diagrama D), corresponde aquele formado
pelas células marcadas com asterisco no diagrama abaixo.

a

Nall
Definigao 2.37. Uma anti-tabela T\, ¢ um preenchimento das células do diagrama D\, com
naturais distintos dois a dois. Se ocorrem repetigoes, temos uma anti-tabela generalizada. Define-
se analogamente a nocao de anti-tabela semistandard.

Definigao 2.38. Seja a = (ay,...,) E n. Dizemos que o é uma permutag¢ao de cadeia se,
para cada 7, o numero de i’s que ocorrem em oy, . ..,q; € maior ou igual ao nimero de i+ 1’s, para
cada 1.

Exemplo 2.39. (0,1,2,0,1,0,2,1) = 7 é uma permuta¢io de cadeia, ja que, a esquerda de cada
termo, a quantidade de 0’s nunca € inferior a quantidade de 1’s, que nunca € inferior a quantidade
de 2’s.

Finalmente podemos enunciar a Regra de Littlewood-Richardson (|13, Teorema 2.8.13]).

Teorema 2.40 (Regra de Littlewood-Richardson). Sejam A - m e utn e Wy, W, respectivamente,
0 Sp-modulo irredutivel associado a A e o S,-mddulo irredutivel associado a . Entao

WABW, = > KW,

vEm4n

onde kfj\)\ denota o nimero de tabelas semistandard de formato v \ A e conteido p que induzem
permutacoes de cadeia quando lemos suas entradas da direita para a esquerda e de cima para baixo.

Um algoritmo para determinar a decomposigao seguindo a Regra de Littlewood-Richardson é
o seguinte ([13, Corolario 2.8.14]).

Considerando T}, como sendo o diagrama D, preenchido por simbolos genéricos a;; no lugar
de nimeros.

(i) Adicione a D) células preenchidas com os simbolos a;; de modo que o nimero de células em
cada linha da nova tabela seja nao decrescente de cima para baixo e a célula preenchida com
a1 j+1 deve aparecer em uma coluna a esquerda daquela que contém a célula adicionada com o
simbolo a; ; (ndo necessariamente imediatamente a esquerda).

(ii) Em cada uma das novas tabelas obtidas no item(i), adicione de todas as maneiras possiveis
as células preenchidas com os simbolos as ;, seguindo as mesmas regras com mais um cuidado
extra: se ! < i, a célula preenchida por a;; deve aparecer em uma linha superior aquela contendo
Q.

(iii) Procede-se assim até se esgotarem os elementos da tabela 7),.
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Encerramos com um exemplo. Considere A = (2,2,1) e p = (2,1). Entao

__|@11(Q12
Tu .

21

As maneiras de adicionar as células da primeira linha preenchidas ao diagrama associado a A
seguindo as regras enumeradas anteriormente sao as seguintes.

ai12|a11 a11 ai (2‘4)

Q12

12

Passando entao as possibilidades para adicionar as;, temos

ai2|ai1 12|11 a12|a11 al ai a11 ai
) ) ) ) )
a1 a1 21
21 Q12 Q12 21
a21 21 Q12 12
ai
Q12
a21

Repare que as trés primeiras tabelas acima obtidas apds a insercao de ao; provém da primeira tabela
de (2.4); as duas seguintes provém da segunda tabela de (2.4) e as trés ultimas provém da tltima
tabela de (2.4).
Assim, pela Regra de Littlewood-Richardson, temos
W(2,2,1)®W(2,1) = Wzt + Wz + Waeiy + Wiese) +2Wise21) + Wiz + Weeiin-

145ty
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Capitulo 3

O Pl-expoente de uma algebra

Neste capitulo apresentamos a demonstragao do Teorema de Giambruno-Zaicev sobre a existéncia do
Pl-expoente e do fato de o mesmo ser inteiro. Além disso, sao calculados os PI-expoentes de algebras
importantes. Esse capitulo segue de perto o Cap. 6 de [11].

3.1 Motivacgao

Como mostrado no Teorema de Regev (Teorema 1.55), a sequéncia de codimensoes de uma PI-
algebra é limitada exponencialmente e, portanto, a sequéncia {/c,(A) é limitada e existem ex_p(A) =
liminf {/¢,(A) e e&xp(A) = limsup {/c,(A). No caso de ambos coincidirem, temos a existéncia de
exp(A) = exp(A) = exp(A), chamado expoente da PI-algebra A. Na década de 1980, duas
conjecturas acerca do expoente de uma PI-algebra apareceram.

Conjectura 3.1 (Amitsur). Para qualquer Pl-dlgebra A, exp(A) eziste e é um inteiro ndo negativo.

Se f(z) e g(x) sdo duas fungoes de variavel real, entdo f(z) e g(x) sdo iguais assintoticamente
o g,

e escrevemos f(n) >~ g(n) se lim, )

Conjectura 3.2 (Regev). Para qualquer Pl-dlgebra A, existe uma constante C', um semi-inteiro q
e um inteiro d > 0 tais que

cn(A) =~ Cnid".

Nesse capitulo provaremos a conjectura de Amitsur sobre um corpo de caracteristica zero
seguindo o tratamento de [11|. Mais precisamente, sera mostrado que existem constantes C1, Ca, q1, Go
e um inteiro d > 0 tais que

Cin®d" < cp,(A) < Con®d",

para todo natural n.

Para o caso de uma algebra de dimensao finita, mostramos a seguir que, caso exista, o expoente
da mesma nao supera sua dimensao d. Isso melhora e estimativa dada pelo Teorema de Regev sobre
a Codimensdo, que fornece o limitante d?, usando a identidade mostrada na Proposicao 1.21.

Teorema 3.3. Seja A uma dlgebra de dimensao finita d. Entao c¢,(A) < d".
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Demonstracao. Repare que um polindmio multilinear f nas variaveis xi,...,z, é uma identidade
de A se, e somente se, o mesmo se anula quando suas varidveis sao substituidas por quaisquer
elementos aq, as, ..., aq, que constituem uma base para A como F-espago vetorial. O ntmero de tais
substituigoes é d", pois ha d possibilidades para a substituicao de cada varidvel. Ou seja,

flag,...,aq;,) = Z Aoy - - - iy = 0,

oESy

para qualquer dessas d" substituicoes. Repare que os polinomios multilineares que procuramos devem
satisfazer essas d" equacoOes nas incognitas a,, que sao n!. Assim, a dimensao da solugao desse sistema
linear homogéneo é n! —r, onde r é o posto da matriz reduzida do sistema e, portanto, r < d". Assim,

b,

cn(A) = dim T4

=dim P, —dim(P, NT(A)) =nl— (n! —r) =r < d".

Assim, obtemos trivialmente o corolario seguinte.

Corolario 3.4. Se dim A = d € N, entao exp(A) < d.

3.2 Um candidato para o expoente

Ao longo dessa se¢ao F' sempre serd algebricamente fechado (de caracteristica zero como assumido
desde o inicio) e A serd uma algebra Zs-graduada de dimensao finita sobre F'. Denotaremos por
Ass + J a decomposigao de Wedderburn da algebra A (v. Teorema 1.57), onde Ay é a componente
semissimples e J o radical de Jacobson de A. Como visto no Teorema 1.59, J é um ideal graduado e
podemos assumir A;, = Ay @ ... D Ay, onde os A; sao superdlgebras Z,-simples. Denotaremos ainda
por m a dimensao da algebra A e por p o menor inteiro positivo tal que J? = 0.

Considere todos os possiveis produtos do tipo

BiyJByJ...JB, #0,
onde os B; sao elementos distintos do conjunto {A;,..., Ay} e r > 1. Definimos
q = maxdimp(B; ® ... D B,)

tais que By, Bs, ..., B, satisfazem a condicao de produto nao nulo dada acima.
Perceba que, se considerarmos todos os produtos da forma

BiJ...JB, #0

sem a condicao dos B; serem distintos dois a dois, continuamos tendo dimp(By + ...+ B,) < ¢, ja
que se algum B; ocorre anteriormente no produto, podemos substituir JB;J por J, ja que tal B;
nao contribui para aumentar a dimensao da soma em questao, obtendo, através da repeticao de tal
procedimento, um produto nao nulo com todos os B; distintos.
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Retomemos algumas defini¢oes do Capitulo 2. Sejam A uma particao do natural n, T) uma
tabela de Young associada a A. Lembramos que f € P, corresponde a T) se existe fy € P, tal que

[ =e(T)) fo.

A seguir consideramos a ordem do produto quando vemos as particoes como sequéncias even-
tualmente nulas em HN, isto &, se A = (A1, Agy ..., Ak) e = (pa, fho, - - -, 1), temos que A > pu se
N

k >1e \; > p; para todo inteiro i satisfazendo 1 < i < k (considera-se m; =0 se | < i < k).
Relembramos que, para inteiros inteiros positivos d,[,t denotamos por h(d,l,t) a partigao
([l +4]4,[1]") de n = (I+t)d + It e que o envelope de Grassmann G(A) de uma superalgebra A é dado
por
G(A) = (B9 @ A9y g (EW @ AW),

Lema 3.5. Seja A > h(d,l,t) onde d+1>q,t > (d+1)m+p em,p,q sio definidos acima. Se [ é
um polindmio multilinear correspondente a tabela Ty, entao f € T(G(A)).

Demonstracao. Primeiro observemos que, a fim de provar o lema, é suficiente mostrar que se f # 0
existe um elemento r € F'S,, tal que 0 # rf € T(G(A)). De fato, como f gera um S,-submoédulo a
esquerda irredutivel de P,, teremos F'S,,f = FS,rf CT(G(A)) NP, e f € T(G(A)) seguira.

Um elemento r € F'S,, com a propriedade que rf # 0 sera escolhido durante a demonstragao.

Fixe primeiro uma base homogénea C' = C© U C™M de A, que é a unido disjunta de bases
homogéneas de A;, ..., Ax e J, respectivamente. Agora, a fim de provar que um polinémio do tipo
rf é uma identidade de G(A), é suficiente mostrar que rf se anula em todos elementos do tipo ¢ ® g
ed®@¢g,ondeceCO ¢ecCW ¢gecEO ¢cED,

Sejam ¢y, . . ., ¢, elementos homogéneos distintos em C'N A, e suponha s > ¢. Entao qualquer
produto de elementos de A que contenha os elementos ci,...,cs deve ser igual a zero, tal como
resulta da definicao de g, por A;A; = 0 se i # j e por dim A; < g < s. Por isso, se substituirmos
c1®41,--.,CsQgs no lugar de algumas variaveis de r f, o resultado da substituigao em G(A) sera zero.
Portanto, dada qualquer subélgebra semissimples Zo-graduada B = B @ BM® de A com dim B < g,
é suficiente provar que rf assume valor zero em elementos do tipo

Cl®gl7...,08®gs,€1®h1,€2®h2,...

onde ¢y,...,¢s € CN B, ey, eg,... € J, g, hj € E sao todos elementos homogéneos.

Note que, como por hipotese ¢ < d + 1, ou dim B < d — 1 ou dim B® < [ — 1. Vamos
examinar os dois casos. Suponha primeiro que dim B < d — 1. Pelo Lema 2.29, existe r € F'S,
e um subconjunto de variaveis Y = Y; U ... U Y} tal que rf # 0 é simétrico em cada conjunto de
varidveis Y; para qualquer 7; e existe também uma decomposicao

rf=f+fo+...

onde fi, fa,... sao polindmios alternados em subconjuntos disjuntos adequados de Y. Afirmamos
que, para tal r, temos rf € T(G(A)). Isto completara a prova neste caso.

Suponha que hé alguma substituigao em 7 f resultando em um valor nao nulo em G(A). Entao,
pelo menos uma das parcelas f; deveria ter uma substituicao nao-nula. Sem perda de generalidade
suponha que f; é uma dessas parcelas. Novamente, pelo Lema 2.29, Y pode ser particionado como

Y =Y/U...uY/,
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com |Y;’] = d e fi ¢ alternado nas variaveis de cada subconjunto Y}, j =1,...,¢+ [. Segue que, se
para duas varidveis y;, y» em Y/ substituirmos y; por c®g; e y, por c®gs, onde ¢ € B, gy, gy € B,
entao f sera zero.

Por outro lado, como dim B < d — 1, para obter um valor ndo-nulo pra rf, precisamos
substituir no maximo d — 1 elementos do tipo c® g, ¢ € B, g € E© em cada conjunto de variaveis
Y. Isto significa que precisamos substituir em 7 f pelo menos ¢ + [ elementos do tipo c® g, ¢ € BW,
g€ EW ouceJ, ge E no lugar das variaveis de Y. Mas JP = 0, por isso, devemos substituir pelo
menos [ +t —p + 1 > dm elementos do tipo ¢ ® g com ¢ € BY. Segue que para algum 1 < i < d
substituiremos mais que m variaveis em Y; por elementos ¢ ® g onde ¢ é um elemento base de B,
Como m > dim Agi) > dim BW, segue que existem duas variaveis yi, y» € Y; assumindo valor ¢ ® ¢;
e ¢ ® g respectivamente, onde ¢ € B, gy, go € EW. Mas rf é simétrico em 74, 2. Por isso, o valor
correspondente sera zero. Isto completa a prova do lema neste caso.

Agora assuma que dim B < [ — 1. Como antes, pelo Lema 2.30, existe r € F'S, e um
conjunto de variaveis Y para rf tal que

Y=Y,U...UY,

rf é alternado em cada Y;, i =1,...,lerf = fi + fo + ... onde para cada f; existe uma particao
Y =Y/ U...UY/,; nos subconjuntos simétricos de ordem /. Se, por exemplo, f; # 0 para alguma
substituicao, entao devemos substituir pelo menos t +d —p+ 1 > [m variaveis de Y por algum c® g,
c€ BY, gec EO porque f; é simétrico em y1,yo € Y/ e f1 serd 0 se y1 = ¢ ®@ g1, Yo = ¢ @ ga, cOM
cc B(l), g1,92 € EM,

Como dim B < m, devemos substituir algum ¥, %, no mesmo conjunto alternado Y; por
c® g1, ¢ ® go respectivamente, onde g1, g2 € E© e ¢ é um dos elementos da base de B(®). Por isso
rf terd valor zero e a prova esta completa também neste caso.

m

Lembre que o Teorema 2.25 nos diz que P, = F'S, = @,.,, I, sendo os I, ideais minimais.
Do lema anterior, temos o seguinte:

Corolario 3.6. Sejad+1=q+1et=(m+1)* onde m = dim A. Entdo Doy I € T(G(A)).
Em outras palavras, se X > h(d,l,t), entao Wy aparece com multiplicidade dy na decomposi¢ao por
irredutiveis de P, NT(G(A)) e com multiplicidade zero na decomposicao de P,(G(A)).

Demonstragao. Seja A > h(d,l,t). Como ¢ < m e p <m onde JP =0, entao
t=(m+1)m+m+1>(g+1)m+p=(d+1)m+p.
Por isso, pelo lema anterior, para qualquer tabela T}, e(T\)F'S,, C T(G(A)). Segue que

A seguir provamos dois resultados necessarios para a préxima proposicao.

Lema 3.7. Sejam A n, ptn' tais que p < X. Sen —n' <c, entdo d, < dy < nd,.
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Demonstragao. Pela formula do gancho (v. Teorema 2.24)

n!
Ly
onde os h;;’s sdo os nameros do gancho do A-diagrama de Young D) (v. Defini¢ao 2.21). Claramente,
provando o caso ¢ = 1, os demais seguirdo por inducao. Por isso, vamos assumir que n’ =n — 1 e
(n—1)!
Hi,j hi; ’
onde os hj; sdo os ntmeros de gancho de D,. Como p < A, é facilmente visto que []hj; < [T hs-
Por isso

dx

d, =

n! n!

dy = < ./ =
Hhij Hh’ij

nd

w

e a segunda desigualdade esta provada.
A desigualdade d, < dy segue claramente da segunda parte do Teorema da Ramificacao
(Teorema 2.32). O

O teorema que enunciamos a seguir sem demonstragao é o principal resultado de [4].

Teorema 3.8 (Teorema 16 de [4]). Seja A qualquer Pl-dlgebra sendo P,(A) decomposto em S, -
modulos irredutivers da sequinte forma

Po(A) =) " maWy,

onde my denota a multiplicidade do S,-mddulo irredutivel Wy na decomposicao de P,(A). Entao
existe um polindomio ga(x) tal que, para todo n,

Zm,\ < ga(n).

AFn

Em particular, os my sao uniformemente polinomialmente limitados.

Para os proximos resultados, precisaremos generalizar um pouco o conceito de particao. Con-
sideraremos o gancho infinito H(d,!) como sendo a parti¢do ([oo]?, [[]*°), ou seja, um diagrama
associado a esta particao teria infinitas células nas primeiras d linhas e todas as infinitas colunas
restantes teriam [ células. Diremos que a partigdo A de um inteiro positivo n pertence a H(d,[) se o
diagrama de Young associado a A estiver inteiramente contido no diagrama associado a H(d, 1), isto
é, sendo A = (Ay,..., \r), temos que A € H(d, ) se \g11 < L.

Lema 3.9. Para algumas constantes C,r > 0 a sequinte inequagao acontece

Y A< COn(d+ )"

AFn; e H(d,l)
Além disso, para algumas constantes a,b temos a sequinte equacao assintdtica
Ah(d,l k) Zn—soo Cmb(d + 1),

onde h(d,l,k) F n.
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Demonstracdo. E facilmente visto que o nimero de particdes A F n situadas no gancho H (d,1) é
limitada por (n + 1)4*! isto é o ntimero de parcelas em

>

An AEH(d,1)

¢ polinomialmente limitada. Por isso, para obter um limitante superior, precisamos somente provar
que dy < (d+1)™. Como na prova do Lema 3.7, usaremos a formula de gancho. Sejam A = (Ay,..., ;)
e N = (X\,...,\]) parti¢oes conjugadas. Entao, para todo i =1,...,d, temos

Hhij > A\l (3.1)
J

Agora tomemos
)\;,:{ N —d, se N, >d;

0, caso contrario,

para todo j = 1,...,0. Entdao A\ + ...+ Ag+ X + ...+ X/ = n e, analogamente a Equagao 3.1,

[T i =0
i>d, j
Como \ € H(d,l), obtemos

17 = Hhm Hh% thjd IT i) = Mt AN
,J

i>d, j

n! n!
1 7ij - Al T =

pois, pelo teorema multinomial, qualquer coeficiente binomial generalizado

n . TL'
ki, oo skm ) Kyl K,

onde ki + ko + ...+ k,, = n, é limitado por m™. Por isso

dy = d+1)",

Y dv<COn(d+ 1),

AFn;A€H(d,l)

para algumas constantes C,r.
A fim de calcular o comportamento assintotico preciso de dp(q,,k), dividimos o produto II =
[1hi; dos ntimeros do gancho em trés partes: II = 1115115, onde

I+k d+k 1
T IT e o= T o= T
i=1 j=Il+1 i=d+1j=1 1<i<d;1<5<l
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(E+ DI E+2)! (k+d-1)! k'd(k+1>(k+2)(k+1) (k+d—1)...(k+1)
BT 2l 7 (d-1)! = (k) 1! 2! (d—1)!

(k+1) (k+2)(k+1) (k+1—1)..(k+1)

(kDN E+2)! (k+1-1)!
‘ 1! 2! (1—1)!

1! 2 (=1 = (k)

T = (2k+1)(2k+2) ... (2k+d)(2k+2)(2k+3) ... (2k+d+1) ... (2k+1)(2k+1+1) ... (2k+1+d—1).

A seguir, aplicaremos a féormula de Stirling

nl ~ v2mn <2> )
e

Entao, como n = k(d + 1) + dl, fazendo k — oo, obtemos

o y N ld(kl+kd>kl+kd
nl e K+ 1)/ (k] + kd)! = CyVRE St —

k,lclJrkd

[T g = T T = G2 2ty ) = O 5 5 (et o Gyt S

Por isso

dn(dig) = H h ~ Cyk®(d 4 D)) = Oyl (d + 1)*(d 4 1) D70 = Cy(k(d +1))*(d + 1)*HD-
]

Finalmente, fazendo k — oo com n = k(d + 1) + dl — oo, obtemos
dh(dik) =~ an®(d 4 1)", pois n ~ k(d +1)

para algumas constantes a, b como requisitado.
m

Proposicao 3.10. Seja A uma superdlgebra de dimensdo finita e seja ¢ como definido no inicio
desta se¢do. Entdao existem constantes Cy,r1 > 0 dependendo somente de dim A, tal que ¢, (G(A)) <
Cin™q".

Demonstracao. Considere a decomposigao de P, (G(A)) em S,-modulos irredutiveis

A)) = ZmAW)\; (3.2)

onde m, denota a multiplicidade do S,-mo6dulo irredutivel W) na decomposigao de P,(G(A)). Su-
ponha que A - n é tal que A > h(d,l,t) comd+1=qg+1et=(m+1)? onde m = dim A. Entéao
pelo Corolério 3.6, my = 0 para este \.

Afirmamos que, dada qualquer particao A\ - n tal que my # 0, A < H(d,q —d) U ([s]*) :=
([oc]d, [q — d + 8], [q — d]*°), onde s = (m +1)2+m —q+dewu=(m+1)%+m —d. Note que,
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grosseiramente falando, um diagrama associado a H(d,q — d) U ([s]*) corresponde & uniao do gancho
infinito H(d,q — d), com um diagrama retangular (s") encaixado no “vértice concavo” do gancho
infinito.

De fato, seja A = (A1, A, ...) e suponha primeiro que \; > (m + 1)? + m para algum 7. Seja
k o maior inteiro tal que Ay > (m + 1)> + m. Se k > ¢, entao A > ([(m + 1)?]7"!), e temos uma
contradi¢ao do Corolario 3.6. Assim, k < q. Se Apy1)24m+1 = ¢ — k + 1, entdao o A-diagrama D)
contém um subdiagrama D, onde

p=([(m+1)%+m—+ 1% [q— k 4 1m0 Fmti=k),

Como (m+ 122 +m+1—(g—k+1)>(m+1) e (m+1>+m+1—k > (m+ 1) segue que
u > hik,g—k+1,(m + 1)?). Por isso, A > h(k,q — k + 1,(m + 1)?) e novamente temos uma
contradi¢ao do Corolario 3.6. Por isso Agni1)24m1 < ¢ — k e A esta contido em H(k,q — k) U (s*)
como desejado.

Agora podemos assumir que Ay < (m + 1)® + m. Claramente Agni1)24m+1 < ¢ POIS, caso
contrario, A > ([¢ 4 1]+D*), contrariando novamente o Corolario 3.6. Isto significa que A-diagrama
esté contido em H(0,q) U (s*) e a afirmacao esta provada.

Foi provado que se my # 0, entao Dy, o diagrama de A, contém um subdiagrama D, tal que
D, C H(d,q—d) e, se \Fn, utn' temos que n —n’ <T = su. Pelo Lema 3.7, dy < n”d,. Denote
por S o conjunto de todas as partigoes A - n tais que my # 0 na Equacao 3.2. Pelo Teorema 3.8,
existe uma constante k& > 0 tal que my < n¥, para todo A\ € S. Portanto, usando os Lemas 3.7 e 3.9,

obtemos
Zm,\d,\<n Zd)\<nTOZn Z Z d, <

AFn AES n'=1 pkn/;p€H (i,q—1)

< nFTyn™ Z Z C'(n) g% < Tyn* 0" n"¢"n(q + 1).
=0 n'=1
Entao, ¢,(G(A)) < Cin"¢", onde 1y = k+To+r+1, C, = ToC'(m+1) > ToC'(g+ 1) e Ty =
((m+1)2+m)2
]

3.3 Identidades graduadas e envelope de Grassmann

Nesta secao, de maneira parecida com o que foi feito ao longo dos Teoremas 1.42, 1.43, da Proposicao
1.45 e do corolario destes resultados, as identidades ordinarias de uma algebra serao relacionadas as
identidades graduadas de um envelope de Grassmann de uma algebra bem comportada.

Usaremos, tal como anteriormente ao longo dos resultados descritos, F/(Y, Z) para denotar
a algebra associativa livre Zo-graduada, sendo Y = {yi,...,Yn,...} 0 conjunto formado pelas va-
ridveis homogéneas pares, isto é, de Zo-grau nulo, e Z = {z1,...,2,,...} 0 conjunto das variaveis
homogéneas impares, isto é, de Zs-grau 1. O T-ideal graduado de identidades graduadas de uma
superalgebra A = A© @ AWM serd denotado por T%,(A). Novamente denotaremos por Py, 0 espago
vetorial formado pelos polindomios multilineares nas variaveis y,...,yr € nas variaveis zq, ..., Zm.
Também denotaremos por~, o automorfismo de espago vetorial de Py ,, em si mesmo, como definido
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ap6s o Teorema 1.43. Lembramos ainda que o Lema 1.44 nos garante que um polindémio f é identi-
dade graduada de uma é&lgebra A se e somente se f é identidade graduada de G(A), o envelope de
Grassmann da superélgebra A tal como na Definigao 1.41.

Agora consideremos a a¢ao do grupo Sy X S, no espaco Py, fazendo Sy agir em y1,..., s
e Sy, emzy,..., 2, Seja Ry = FS, e Ry = FS,, as duas algebras de grupos respectivas. A seguir
comparamos a estrutura de P, como um moédulo a esquerda sobre R, sobre Ry e sobre R; ® Ry.
Pela extensao natural desta agao, para qualquer b =) _ s, Bs0 € FS,,, escrevemos

b= Z sgn(o)B,0.
0E€ESm

Lema 3.11. Sejam a € Ry, b€ Ry, f € Piy,. Entao

(i) bf =bf, af =af, b=10;
(i1) f € alternado nas varidveis zi, ..., z, se, e somente se, f € SImétrico em 21, ..., Zm.

Demonstracao. Seja

bf = § aU,W/BTwOZTG(l)wl <o Wm—1270(m) Wm
O—yTES’HHWZ(wO ----- w'm)

bf = Z SEN(TO) A BrWo Zro (1)W1 - - - Win—1 Zror(m) Win, =

0,7ESm;W=(wo,...,wm)

= (Z sgu(T )5#) > SE(0) QoW Wo 2 (1)W1 - - - Wi 1 Zer(am) Wi | = Df -
0ESm;

TESm W=(wo,...,wm)

As outras afirmagoes de (i) seguem de maneira analoga.

A afirmagao (ii) segue de (i), pois se f é alternado em zq,..., z, entdo of = sgn(o)f, para
toda o € S,,. Usando a primeira e a terceira igualdades de (i), temos

of =5f =5f =sgn(o)of = sgn(o)af = sgn(a)sgn(o) f = f,

para qualquer o € S, e, portanto, fé simétrico em z1, ..., z,. A volta é provada de modo analogo
assumindo-se fsimétrico e usando que o f = Zf e as igualdades de (i). O]

Lema 3.12. Seja A = A @ AW yma superdlgebra sobre F, d = dim A®, [ = dim AM). Seja
fyi, - Yars 21, -, 21s) € Piris
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um polindmio que € alternado em r subconjuntos disjuntos de varidveis

{y177y2} - {yla"‘7yd’l‘}7 1<i< T,
e simétrico nos s subconjuntos disjuntos de varidveis
{2 2y C e, 2s), 1< <.

Se f nao pertence a Ty, (G(A)), entio existem particoes X = ([r]%), p = ([I]*) e geradores de ideais
minimais & esquerda e(Ty) € FSy,, e(T),) € F'Sis tais que e(Ty)e(T,)f nao pertence a Ty,(G(A)).

Demonstracao. Escolha k = dr e m = ls de maneira que f € Fj,,. Considere o Si-submoédulo a
esquerda de Py ,,, gerado por f e considere também sua decomposigao em Si-submodulos irredutiveis.
Como f nao pertence a Tz,(G(A)), existe uma A-tabela Th, A = (A1, Ao, ...) F k&, tal que e(7))f néo
¢ identidade graduada de G(A).

Se A\; > r+1, entao e(T))f é simétrico em pelo menos r + 1 variaveis dentre yi, ..., yq-. Mas
os y;'s sao divididos em r subconjuntos alternados disjuntos. Portanto, e(7))f = 0 em F(Y,Z) ja
que é simétrico e alternado em duas varidveis ao mesmo tempo.

Assuma agora que h(7T)) > d+ 1, onde h(Ty) é a altura do A-diagrama de Young. Neste caso
escrevemos (7)) = ejez, onde €1 = Y _pop 0 € €2 = > op,)s8n(7)7. Como o polindmio exf é

alternado em algumas d + 1 variaveis y;’s, entao também o polindmio ey f é alternado nas mesmas
varidveis. Como dim A®) = d, segue que esf € Ty,(A). Por isso e(Ty)f é também uma identidade

graduada de A. Pelo Lema 1.44, e(T))f = e(T))f ¢ uma identidade graduada de G(A).

Como k = dr, concluimos que e(7))f nao pertence a 17,(G(A)) somente se D,, o diagrama
de )\, ¢ um retangulo com d linhas e 7 colunas, isto &, A = ([r]?).

Consideremos agora o S,,-submoédulo de P, gerado por f. Novamente existe uma p-tabela
T, com p = (1, fto, .. .) = m tal que e(7),) f nao ¢é identidade graduada de G(A).

Suponha primeiro que h(7,) > s+1 e escreva, como antes, e(7},) = ejep onde e; = ZaeR(Tu) o
e ey = ZTGC(TM) sgn(7)7. Neste caso, a acao de ep em Py, ¢ alternada em pelo menos s+ 1 varidveis
z;’s. Mas todas as variaveis {z1,..., 2} em f sdo divididas em s subconjuntos disjuntos sobre os
quais f é simétrico. Por isso, eaf =0 em F(Y,Z) e e(1,)f é também zero.

Se, por outro lado, p11 > 141, entdo g = e(T),) f é simétrico em [ + 1 varidveis z;’s. Pelo lema
anterior, § ¢ alternado nas mesmas [ + 1 variaveis impares, como dim A®Y) = [, segue que § € Ty, (A).
Usando o lema anterior novamente, obtemos que e(7,)f = g = g < T7,(G(A)).

Segue que e(7},) f nao pertence a T7,(G(A)) somente se o diagrama correspondente D, é um
retangulo com s linhas e [ colunas,isto ¢, u = ([l]°).

Provamos que f & T7,(G(A)) implica e(T))e(T},)f & Tz,(G(A)), onde D, é um retangulo de
dimensoes r x d e D, um retangulo de dimensoes [ x s. Isto completa a prova do lema.

O

Lema 3.13. Seja A = AQDAD uma superdlgebra Zy-simples sobre um corpo algebricamente fechado
F,d=dim A©, | =dim AD. Entdo, para qualquer inteiro positivo t, existe uma particio v com

h(d, 1,2t —d—1) < v < h(d, 1, 2t)

e uma tabela T tal que G(A) nao satisfaz qualquer identidade f correspondente a Ty (isto é, I\ ¢
T(G(A)))-
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Demonstragao. Pelo Teorema 1.60, A é isomorfa ou a M, ,(F') com a > b > 0 ou a M, (F & cF') com
2 =1.
Suponha primeiro que A = M, ,(F'). Para cada 1 < i <t seja

_ 2i—1, 2 2i-1 2
fi= E sgn(oT) T, (1) Tr) - - - Ty Tr(dl)-
U,TGSd+l
Repare que f; ¢ alternado nos conjuntos de varidveis {z7"',... 275"} e {a¥,...,2%,}. Como

d+1 = (a+b)? segue de [23] que, ao substituirmos as varidveis de f; por quaisquer elementos de
M, ,(F), o resultado ¢ um elemento do centro de M, ,(F) e f; ndo é identidade ordinaria de M, ,(F).

Fixe t > 0 e defina

f(x%,...,:E}Hl,...,x%t,...,xflﬁrl):fl...ft.

Assim f ¢ alternado em cada conjunto de variaveis {zi, ... ,xfiH}, 1=1,...,2t, e f nao pertence a
T(A).

Seja €& uma base de A que é homogénea na Zsy-graduagao. Note que, como |E] = d + I,
precisamos substituir para cada i as variaveis @i, ...,z 4, por todos os elementos de £, para obter
uma substitui¢ao nao nula de f (tal substituigao existe pois f ¢ um produto de polindémios que nao sao
identidades). Isto significa que, depois de renomear, para cada i, as variaveis que foram substituidas

Z e is variavei e
elos d elementos de grau zero da base £ por ¥i,...,y} e as demais varidveis por zi,...,z], temos
que
1 1 2 2 1 1 2 2t
—_— 17 LI ] d7 o eey 1 900y d ) 17 o eey l 9 e ey 1 900y l
f=1 Y y Yi s 2 2 2 Z)

nao é uma identidade graduada de A, onde os y;’s sao variaveis pares e os z;’s sao varidveis Impares.

Mas entao f nao ¢ uma identidade graduada de G(A). Como, para cada ¢ = 1,...,2¢, o polinomio f
é alternado em y!, ..., y} e em 2t S 21, segue que o polinomio f ¢ alternado nas variaveis y!, ..., y}
e simétrico nas variaveis zi,..., 2.

Seja k = 2td, m = 2tl. Entao ]76 Py e, pelo lema anterior, segue que existe e(7)) € Ry =
FSy, e(T,) € Ry = FSy, A = ([2t]7), = ([[]*) tal que g = e(TA)e(Tu)f nao ¢ identidade de G(A).

Sel=0entdo g = e(T))f = e(Ty)f é a requerida nao identidade, pois A = ([2t]4) = h(d, 0, 2t).
Portanto, devemos assumir que [ > 0.

Seja M o Ry ® Ry-submodulo de Py, gerado por g, entao M ¢é isomorfo ao produto tensorial
M, ® M, onde My = Rye(Ty), My = Roe(T),).

Se escrevemos n = k +m, entao Py, C P, e definimos M como sendo o S,-submodulo de P,
gerado por M. Seja

M=M,&...6 M,

sua decomposicdo em S,-submodulos irredutiveis. Pela regra de Littlewood-Richardson, cada M; é
associado a um v-diagrama D, tal que

h(d, 1,2t — s) < A < h(d, 1, 2t)

onde s = max{d,l}. Portanto v > h(d,l,2t —d — [). Como M ndo esta contido no T-ideal de
identidade ordinérias (nao-graduadas) de G(A), segue que para algum multilinear v € M devemos
ter e(7,)u ndo-nulo em G(A) e a prova do lema estd completa no caso A = M, ,(F).
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Agora assuma A = AQ @AV = My (F)® My(cF). Entdod =1 = N? = dim A®) = dim AD.
Como no caso anterior tomamos

fo:fo(a:i,...,x}l,...,x%t,...,a:?lt)

como sendo um polinémio multilinear que ¢ alternado nas variaveis zi,..., 2% i=1,...,2t e fy ndo
pertence a T(A®). Se definirmos

f:fo(y%,...,ycll,...,y%t,...,ygt)fo(z%,...,z}l,...,zft,...,zgt)

entao é claro que f nao é uma identidade graduada de A. O mesmo argumento do caso anterior

completa a prova.
O

3.4 Colagem de tabelas de Young

Nesta secao iremos construir nao-identidades correspondentes a tabelas de Young para qualquer PI-
algebra. A técnica empregada envolverd os polindémios construidos anteriormente para o envelope de
Grassmann de uma superalgebra Zs-simples de dimensao finita junto com uma técnica de colagem
de tabelas que serd apresentada.

Considere A uma superalgebra de dimensao finita sobre F' com decomposi¢ao de Wedderburn
A= A, + J, onde A, é uma superalgebra semissimples maximal e J é o radical de Jacobson de
A. Também, A, = A1 ® ... D A, onde Aq,..., A, sdo superdlgebras Zo-simples. Como antes,
consideremos um produto nao nulo do tipo BiJByJ ... JB, # 0 onde By, ..., B, sao superalgebras
distintas do conjunto {Aq,..., Ax}.

Comegaremos com a seguinte observagao.

Lema 3.14. Seja A uma superdlgebra de dimensao finita sobre um corpo algebricamente fechado F.
Se A = My, (F), entao para qualquer elemento homogéneo nao-nulo b € A e, para qualquer matriz
unitdria e;; (tal como definida na demonstrag¢io da Proposicao 1.17), existem elementos homogéneos
a,c1 € A tais que abe; = e;5. Se A= My(F @& cF), ¢ =1, podemos encontrar elementos homogéneos
ai,as, ci,co € A tais que ajbcy = e;; € AO) ¢ qobey = ce;j € AW,

Demonstragao. Claramente pode-se tomar, a menos de escalares, a = e;r, ¢; = ej;, sendo que em
b € Aaentrada (¢, ') € ndo nula, quando A = My ,(F). Se A = My(F & cF), entao podemos tomar,
novamente a menos de multiplicacao por escalar, a; = as = €0, ¢1 = €g; € 2 = cegj, para «, [
adequados. O

Lema 3.15. Seja A uma superdlgebra de dimensao finita sobre um corpo algebricamente fechado F
e suponha que
ByJByJ...JB, #0

para algumas superdlgebras Zo-graduadas simples distintas By, ..., B.. Sejam fi,..., f. polinomios
multilineares em conjuntos disjuntos de varidveis tais que, para cada i = 1,...,r, f; nao pertence a
T(G(B;)). Entao, se uj,vi,wy, ..., Wr_1, U, U, SGO vaTidveis novas, o polinémio multilinear

Uy fropwiug fovows . . Wr gy frop

nao € uma identidade de G(A).
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Demonstra¢ao. Como ByJBsJ ... JB, # 0, existem elementos homogéneos b, € By,..., b. € B,,
€1,...,6._1 € J tais que

blelbgeg NP 67~_1br 7é 0. (33)
Claramente by, ..., b, podem ser escolhidos como e;; ou ce;; quando By = M;(F @ cF'). Para cada
i=1,...,r escreva f; = fi(zi,..., ) ). Como f; ndo ¢ uma identidade de G(B;), existem elementos
homogéneos 73, ..., 7}, € B;, g; € E tais que

i@ ®@gl,.... T, ®g.)#0.

Consideremos cada polinémio f; como um polindémio graduado impondo que x; é uma variavel
(0) )

par no caso f; € B’ e xz é uma variavel impar quando f; € Bi(1 . Entao, relembrando a defini¢ao
de f;, temos B
@ @g,.... T, ®@g.)=fi(T,....T,)® g, ... g, .
Como f; ndo pertence a T(G(B;)), do Lema 1.44 segue que fy(@,,..., 7% ) = b; # 0, para
algum b; € B;. Pelo lema anterior, podemos escolher elementos homogéneos a;,¢; € B; tais que

a;b;c; = b; # 0. Portanto o polindémio wu;f;v; assume valor b; quando substituimos as variaveis
u;, 1Y, ..., T, ,v; pelos elementos a;, T, . .., T, , ¢;, respectivamente. Seja hy, hy,t; € E elementos na
mesma componente Zs-homogénea de a;, €;, ¢;, respectivamente. Entao, parat =1,...,r—1, obtemos

(a; @ W) [i(T @ g1, -, T, @ gy ) (e @ ) (e @) =
= afi(@, ... T, )cies @ high . gl hit; = bie; ® hig} .. gh hit:.
Também, se ¢ = r, obtemos
(ar @ ho) fr(TL @ gL, .. Ty, @ g )(er @ hy) = by @ hygy ... g;, .

Como FE ¢ a algebra de Grassmann de dimensao infinita, podemos escolher elementos homo-
géneos h;, bl t;, g] em E tais que

higs .. .g}blhlltlhggf .. .gfuhétg teihegt oo gn By F# 0. (3.4)

Fazendo as substitui¢oes u; = a; @ hy, v; = ¢ @ b, w; = ¢, @ t;, v] = T) @ g/ em
uy frowusg fovsws . . . we_qu, frv,., obtemos

b161b2€2 e er_lb,, X hlg% . g}llhlltlhgg% .. gfmhétg .. -tr—lhrg{ e g;rh;”
que ¢ nao nulo por (3.3) e (3.4). Isto completa a prova do lema. O

Uma vez que obtivemos um novo polinémio a partir dos polindmios f;, precisamos agir nele
com o produto direto dos grupos simétricos. A representacao irredutivel correspondente pode ser
visualizada pelo processo de colagem de tabela de Young como a seguir.

Sejam A1 F ny, Ay F na,..., A F n, particoes dadas e suponha que elas satisfazem as seguintes
condigoes:

h(di, iy t; — s;) < X\ < h(di, i t), i=1,...,r, (3.5)
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ti — S; Z ti+1 -+ li+1,ti+1 + di+1, 1= 1, e, T = 1. (36)

Sejam Dy = Dy,, Dy = D,,,..., D, = D,, os respectivos diagramas de Young. A condicao
(3.5) nos diz que o comprimento das primeiras d; linhas de D; é maior ou igual a [; +t; — s; € menor
ou igual a [; + ¢;. Da mesma forma, o comprimento das primeiras /; colunas (se [; > 0) é maior ou
igual a d; + t; — s; e menor ou igual a d; + t;. As desigualdades (3.6) nos dizem que, se colarmos a
primeira linha de D;;1 na (d; 4+ 1)-ésima linha de D;, a segunda linha de D;; na (d; + 2)-ésima linha
de D; e assim por diante, como resultado, obtemos um diagrama de Young denotado D; x D;,; com
n; + n;11 células.

Considere o diagrama D) = DixDyx. .. %D, obtido por colando-se os diagramas D, D5, ..., D,
da maneira descrita acima.

Tomando [ =11+ ...+, ed=dy+...+d,, temos A < h(d,[,t)set >t + 1 — I, t; +dy — d,
eA>h(dlt, —s,).

Agora sejam T7,...,T, tabelas de Young correspondentes a \q, ..., \,, respectivamente. Se
A1, ..., A satisfaz (3.5) e (3.6) acima, podemos colar as tabelas de uma forma similar, se v, é
a entrada aparecendo na posi¢ao (u,v) de T;, escrevemos T; = D;(ay,). Para cada i = 2,...,r,

adicionamos n; + ... + n;_; a todas as entradas de T}, obtendo desta maneira uma nova tabela
Di(cyy +n1+ ... +n;-1). Se Th = Di(aww), To = Da(Buv), - - -, T = Dy(u), entdo definimos

Tn=TixTox...xT, = Di(uy) * Do(Buw +11) * .. x Dp(Yuw + 11+ ... + 10 q).

E claro que a tabela obtida desta forma é preenchida com inteiros distintos 1,2,...,n, onde n =
ny—+ ...+ Ny.

Defina Ny = {1,...,m}e,para2 <i<r, Ny={ni1+...+n;,1+1,...,n1+...+n;}. Assim
N ={1,...,n} é a unido disjunta N = Ny U...UN,. Para ¢ = 1,...,r, consideramos S,, como o
grupo de permutacoes agindo no conjunto N;, de modo que podemos considerar as algebras de grupo
FS,,, ..., FS,, mergulhadas em F'S, com interse¢cao unidimensional.

A seguir relacionamos e(7)) € F(S,) com e(T}),...,e(1,).

Lema 3.16. Suponha que \q,...\. satisfazem as condigées (3.5) e (3.6) e sejam Ty,...,T, suas
tabelas respectivas. Se T\ =Ty ... xT,, entao

e(Ty) =e(Ty)...e(T,) +b

onde b € uma combinagdo linear de permutagoes o € S, tal que o(N;) € N; para algum 1 <1 <r.

Demonstragao. Seja H = {0 € S,|0(N;) C N; para todoi = 1,...,7}. Em nossa notagao claramente
H =25, x...xS,,. Precisamos checar que
e(T\) —e(Ty) ...e(T,) = Z o)
oceSn\H

para «, € F adequados. Lembramos que

e(Ty) = Z sgn(7)oT, (3.7)

UER(T)\);TEC(TA)
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onde R(T)y) é o subgrupo de S,, de permutagoes linha de Ty e C(T)) é o subgrupo de S,, de permutagoes
colunas de T. Denote por R=R(T\)NH,C=C(T))NH e
R; = {0 € R|o(z) = x para todo x € N \ N;}
C; ={o € Clo(x) = z para todo = € N \ N;}.
Pode-se dividir a soma (3.7) em duas partes, e(T)) = u + w, onde
u= Y sgu(r)or = (> o)D) _sen(r)7)
cER;TEC ocER TeC

e w contém todos os termos restantes no segundo membro de (3.7). Vamos provar que u =
e(Ty)...e(T,) e w é uma combinagao linear de permutagoes o que nao pertencem a H.

Primeiramente note que qualquer ¢ € R tem uma decomposi¢ao tnica da forma ¢ = oy ...0,
onde 0; € R;, 1 =1,...,r. Por isso,

Zaz Z 01...JT:(Z 0'1)...(ZO'T). (3.8)
oc€ER 01€R1,...,00ER, g1€ER, or€ER,

Da mesma forma, qualquer 7 € C' tem uma decomposicao tnica da forma 7 =7 ... 7. onde 7; € Cj,
1=1,...,r. Assim

Z sgn(7)T = Z sgn(Ti . Te)T1 .. T = ( Z sgn (7)) ... ( Z sgn(7,)7). (3.9)
TeC 71€C,...,r€C T1€C] T €C)p

Como, para i # j, os elementos de F'S,,, comutam com os elementos de F'S,, em F'S, e

(3 o) (S sotor]) e

ocER; TcC};

obtemos de (3.8) e (3.9) que u = e(T})...e(T,). Agora seja T € C(Ty) \ H. Entao existe i tal que
7(x) € N; para algum = € N; e j < 7. Suponha que = pertence a k-ésima linha de 7). Entao
7(x) situa-se em uma linha acima (digamos na m-ésima linha) de T pois 7(z) € N; e j < i. Pela
construcao de T), todas as entradas da m-ésima linha pertencem a Ny U...UN;. Por isso, para toda
o € R(T)), temos que o7(x) ndo pertence a V; e, portanto, o7 ¢ H.

Por outro lado, se 7 € C(T\) N H e 0 € R(T)) \ H, entdo o7 nao pertence a H, pois H é um
subgrupo de S, e 7 € H. Segue que w = desn\H a,0 e a prova do lema estd completa. O

No préximo lema sao combinadas a construgao de um novo polinémio com a técnica de colagem
apresentada anteriormente.

Lema 3.17. Seja A uma superdlgebra de dimensao finita sobre um corpo algebricamente fechado F'.
Sejam By, ..., B, superdlgebras Zo-simples de A distintas tais que ByJBsJ ... JB, # 0 e seja

d=dimB" &...e B, | =dmB" &...e BY).
Entao, para qualquer inteiro positivo t > 2.dim A, existe uma particao A = n com
h(d,l,2t —s) < XA < h(d,1,2t),
s =4.dim A, e uma tabela Ty tal que e(Ty)f nao pertence a T(G(A)) para algum polindémio multili-
near f = f(x1,...,%p,...) com grau f <n+ 3.dim A.
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Demonstracao. Para i =1,...,r, defina d; = dlmB , l; = dim B( de modo que d =d; + ...+ d,
el=10+...41.. Pelo Lema 3.13, para qualquer 1ntelro t; existem uma particao A; tal que

onde l;,d; < s; = dim B;, e uma tabela T} associada a \; tal que g; ndo pertence a T(G(B;)) para
algum polindomio multilinear g; correspondente a 7T;.

Escolhemos tq,...,t, pela seguinte regra. Seja t; = t > 2.dim A arbitrario. Denote ¢; =
si—1 +max{l;,d;}, i = 2,...,r, e determine ¢, = ¢; se ¢; ¢ par e ¢, = ¢; + 1 se ¢; é impar. Entao
defina 2t = 2t; — ¢/, i=1,...,r — 1. Segue que

2t; — s = 241 + q§+1 Si 2 2ty + max{ll+17 z+1}

Pela escolha feita acima, vemos que Aq, ..., A, satisfaz (3.5) e (3.6),com ¢4,...,t, substituidos por
2ty,...,2t,.
Agora colamos as tabelas 771, . . ., T, (correspondentes as partigoes Ay, ..., A, respectivamente)

pelo procedimento mostrado anteriormente. Obtemos desta forma a A-tabela T\ = T} * ... x T,

satisfazendo
h(d, 1,2t — s,.) < X< h(d,l,u), (3.10)

para cada u > 2ty + [ — [, 2t; + dy — d. Agora calculamos

r—1
2t — 2, = 3 (2t — 2ti1) = qu <r+ Zqzﬂ <
i=1
r—1
<r+ Y (sitsin) <r+2dim(Bi@...®B,) < 3dimA.
i=1
Por isso 2t, — s, > 2t —3.dim A — r > 2t — 4. dim A e as inclusoes dadas em (3.10) tornam-se

h(d, 1,2t — 4. dim A) < X < h(d,1,2t).

Para cada i = 1,...,r, defina n; como sendo o grau de g; onde g; ¢ T(G(B;)) ¢ um polinémio
multilinear correspondente a T;. Escreva n = mn; + ...+ n, eseja {1,...,n} = Ny U...U N, onde
N ={l,...om}epara2<i<r, Ny={m+...+n.1+1,...,n +...+n;}. Finalmente,
para cada ¢ = 1,...,r, denotamos por f; o polinomio multilinear g; escrito em um novo conjunto de
variaveis {x;|j € N;}.

Agora construiremos o polindémio multilinear

[ = w1 fiviwugvaws . . . WUy fro,

onde os u;, v;, w; sdo variaveis novas. Entao, pelo Lema 3.15, f ndo pertence a T'(G(A)). Mais ainda,
ograude f én+3r—1<n+ 3dimA. Portanto, para completar a prova do lema, é suficiente
mostrar que e(7y)f nao pertence a T(G(A)).

Agora, tal como na demonstragdo do Lema 3.15, existe uma substituigao 6 : F(X) — G(A)

tal que O0(f) #0 e
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onde wy,..., w,—1 € JOFE, u;,v; € B;® FeT; € B, ® K se j € N;. Também, pelo lema anterior,

0(e(Th)f) = 0(e(Tr) ... e(T2) f) + 0(bf)

onde b é uma combinacao linear dos elementos o € S,, tal que o “embaralha” os conjuntos Ny, ..., IV,.
Como e(T;)? = pe(T;), para algum u; € Z, p; # 0, e o polindmio multilinear f; corresponde a Tj,
temos que e(T;) f; = pifi. Por isso

0(e(Th)...e(Th)f) = p ... pb(f) # 0.

Por outro lado, mostraremos a seguir que cada parcela em 0(bf) é igual a zero. De fato, seja o € S,
tal que o(N;) € N; para algum 1 < ¢ < r. Entdo o(j) € N, para algum j € N; q # i. Isto significa
que (o f;) pertence a G(B,). Mas entdo, como uw;0(c f;) € G(B;)G(B,) C B;B, ® E = 0, temos

Q(O'f) = ﬂﬁ(afl)@lwl Ce H(Ufr)@r =0.

Portanto 6(bf) = 0 e a prova esta completa.

3.5 [Existéncia do expoente

Nesta secao sera provado o principal resultado do capitulo. Iremos mostrar que o inteiro ¢ definido no
inicio da Secao 3.2 para uma superalgebra de dimensao finita A, coincide com o Pl-expoente de seu
envelope de Grassmann. Do Coroléario 1.46 segue que o expoente de uma PI-algebra sempre existe e
¢ um inteiro nao negativo.

Proposicao 3.18. Seja A uma superdlgebra de dimensdo finita sobre um corpo algebricamente fe-
chado. Seja q > 0 o inteiro definido na Secao 3.2. Entao existem constantes Cy, Cs, 171,79 dependendo
somente da dim A tais que Cy # 0 e

Cin"q" < c,(G(A)) < Cyn"q".

Demonstracao. Relembrando que A = Ay @ ... @ Ap + J com Ay, ..., A superalgebras Zs-simples,
e ¢ = dimp(B; © ... ® B,) é maxima, onde By,..., B, sao subalgebras distintas do conjunto
{Alw .. ,Ak} (§ BlJBQJ .. JBT 7é 0. Seja

d=dim(B” @ ...4 B), | =dim(B" ¢ ...a BY).

em = dim A.

Para qualquer inteiro N > 5m?+3m, divida N —dl—3m por 2q e escreva N = 2tq+dl+3m-+r,
para algum t > 2m e 0 < r < 2gq.

Pelo Lema 3.17, existem n com 2tq — 4mq + dl < n < 2tq + dl, e uma particao A F n com

h(d,1,2t — 4m) < A < h(d,1,2t),

tal que e(T))f nao pertence a T(G(A)), para uma tabela adequada Ty e um polinémio multilinear f
com n nao superando o grau de f, que nao supera n + 3m.
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Construimos o polinéomio f' = f.x.,q...xy, onde z.i1,...,2Ty sS40 novas variaveis distintas
das que aparecem em f e ¢ = gr f. Pelos Lemas 3.15, 3.17 e suas demonstragoes, e(T))f’ nao
pertence a T(G(A)). Pelo Teorema da Ramifica¢ao (Teorema 2.32), segue que

FSye(T) € P L.f

HEN;p>A

onde I, ¢ o ideal bilateral minimal de 'Sy correspondente a particao p, tal como no Teorema 2.25.
Por isso, existem p > A e uma tabela T), tais que F'Sye(T,)f" € T(G(A)).

Relembrando que d,, denota a dimensao do Sy-moédulo irredutivel associado a pu, segue da
formula do gancho (Teorema 2.24)

en(G(A)) > dy > dia2e—am)-

Como
N — |h(d, 1,2t — 4m)| = N — (2tq — 4mq + dl) < 4m? + 5m

¢é limitado, podemos aplicar o Lema 3.7. Como o Lema 3.9 nos garante que
Ah(d,1,2t—dm) = an®(d +1)",

segue que cy(G(A)) > CN™ ¢V, para algumas constantes C,r; dependendo de m. E pelo Lema
3.10, en(G(A)) < CyN™¢Y | para algumas constantes Cs, 79, a conclusao da proposicao segue. O

O Teorema 1.56 nos garante que as codimensoes de uma &algebra nao se alteram quando
estendemos o corpo de escalares, isso nos da a vantagem de trabalhar sobre o fecho algébrico do
corpo com que estamos lidando. Assim, obtemos o principal resultado do capitulo.

Teorema 3.19 (Giambruno-Zaicev). Seja A uma Pl-dlgebra sobre um corpo F. Entao existe um
inteiro ¢ > 0 e constantes Cy,Cy, 11,79 tal que Cy #0 e

Cin"q" < ¢, (A) < Cynq".
Como uma consequéncia exp(A) existe e é um inteiro nao-negativo.

Demonstra¢ao. Como se observou no Teorema 1.56, as codimensoes nao mudam pela extensao do
corpo. Portanto, sem perda de generalidade, podemos assumir que F' é algebricamente fechado. Pelo
Corolario 1.46, existe uma superalgebra de dimensao finita B sobre F' tal que T'(A) = T'(G(B)). Mas
entao a conclusao do teorema segue direto da Proposigao 3.18. [

3.6 Calculando o expoente de algumas algebras

Nesta secao vamos explorar a construcao das segoes anteriores e calcularemos o Pl-expoente de
algumas algebras significativas. Comegaremos examinando élgebras de dimensao finita.

Seja A uma élgebra de dimensao finita sobre F'. Entao A pode ser vista como uma superalgebra
com a graduacio trivial A® = A e A = 0. Seu envelope de Grassmann ¢ G(A) = (E® @ A) @
(EMW®0) = E®® A e pelo Teorema 1.40, T(E® @ A) = T(A), pois E(®) ¢ uma algebra comutativa.
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Quando F' é algebricamente fechado, escreva A = A, + J, onde Ay, e uma subalgebra semis-
simples maximal e seja Ags = A1 @ ... H A onde Ay, ..., Aj sdo subalgebras simples (relembrando
que a graduagao em A é trivial). Entao exp(A) é a dimensdo maximal da subélgebra semissimples
A, @... 0 A; tal que A;,J ... JA; # 0onde A;,...,A; sao distintas entre Ay, ..., Ag.

Faremos uso desta redugao na prova do proximo teorema. Lembramos que para uma &algebra
A denotamos por Z(A) o centro de A.

Teorema 3.20. Seja A uma dlgebra de dimensao finita. Entdo
(i) exp(A) < dimp(A).

(ii) Se A é semissimples, exp(A) = dimyg) B onde B € uma subdlgebra simples de A de maior
dimensao sobre seu centro Z(B). Em particular, se A € simples exp(A) = dimy(4) A.

(11i) A € central simples sobre F se, e somente se, exp(A) = dimp A.

Demonstracdio. Seja F o fecho algébrico de F e A = A®p F. Assim, pelo Teorema 1.56, as codi-
mensoes de A e A sdao as mesmas. Mais ainda, pela discussdo anterior, exp(A) é a dimensao de uma
subdlgebra semissimples apropriada de A. Assim exp(4) = exp(A) < dimzA = dimpA e (i) esta
provado.
Suponha que A é semissimples e seja A = A1 @ ... D A a decomposicao de A em subalgebras
simples. Entao
A=Acr F2@PAerF) =B, o ..o B,)
onde B;, = ... = Bisl, sao algebras centrais simples sobre Fes; =dimpZ (A;). Entao, pela discussao

acima, exp(A) = exp(A4) = max;{dimz B;, }. Como para todo i,

deduzimos que dimg(a,) A; = dimg B;, e (i) estd provado. B B
Suponha agora que exp(A) = dimp A = dimz A. Como exp(A) = exp(A) > 0, A deve conter

uma subélgebra semissimples B. Pela descrigao do expoente, dimz A = exp(A) < dimp B. Assim
A = B é semissimples e, por (ii), obtemos que A deve ser central simples sobre F.

O
Uma classe importante de algebras de dimensao finita é dada pela algebra das matrizes tri-
angulares superiores em blocos UT(dy, ... ,d,,). Temos que
My, (F) By -+  DBin
UT(dy, ..., dy) = O Mdi(F) Bfm
0 0 .o My (F)
onde todos os B;;’s sdo matrizes retangulares sobre F' de tamanho d; x d;. Entao UT'(dy,...,d,,) =

My, (F)&...®M,, (F)+J, onde P, ; Bij = J ¢ o radical de Jacobson. A fim de calcular o expoente,
podemos assumir que F' é algebricamente fechado. Entao neste caso,

Mgy, (F)B1aMg,(F)Bas . .. Biy—1,mMa,, (F) # 0,
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obtemos que exp(UT'(dy,...,dy)) = dim My, (F) + ... + dim My, (F). Assim temos o seguinte
resultado.

Coroléario 3.21. exp(UT(dy, ... ,dy)) =di+ ...+ d2,.

A seguir calculamos o Pl-expoente das demais dlgebras T-primas. Uma algebra é T-prima se
seu T-ideal de identidades é T-primo, isto é, se o produto de dois T-ideais esta contido nele, um dos
fatores deve estar contido. Kemer provou em [17| que qualquer algebra T-prima nao trivial satisfaz
as mesmas identidades de uma das seguintes dlgebras: M, (F) ou My(E) ou My, (E) (0 < | < [£]).
J& sabemos pelo teorema anterior que exp(My,(F)) = k2.

Corolario 3.22. (i) exp(M(E)) = 2k?%;
(ii) exp(Mia(E)) = (k +1).
Demonstragao. Assuma que F é algebricamente fechado. Para provar (i), relembre que
My (E) = (Mi(F) @ EO) @ (My(F) @ EV) = (My(F) @ E) @ (eMy(F) ® EV)
e este ultimo é o envelope de Grassmann da superélgebra simples My (F @ cF'). Por isso

exp(My(E)) = dim M (F @ cF) = 2k*.

Finalmente, My ,(F) = (M, ( )R EO) e (M ,g (F)® EW) é o envelope de Grassmann da superdl-
gebra simples My, ;(F'). Por 1sso exp(My (E)) = dim My (F) = (k + 1)*.
0
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Capitulo 4

Maximalidade para o expoente do polinémio
standard

Neste capitulo é demonstrado que o expoente do polinémio standard apresenta um comportamento
maximal com respeito aos demais polindmios de mesmo grau. A abordagem segue de perto [5] e [§].
O polinémio standard s,(xy,...,xz,) de grau n, definido por

Sp(T1y. ., Tp) = Z sgn(0)To(1) - - - To(n)s

gESy

apresenta comportamento bastante notavel com relacao as Pl-algebras. A seguir apontamos alguns
fatos que demonstram tal comportamento.

(i) F'S,s, constitui o tnico S,-moédulo irredutivel de dimenséo 1 que pode aparecer na decompo-
sigao de P, NT(A), ja que assumimos A unitaria sobre um corpo de caracteristica zero.

(ii) s9, ¢ um polindémio de grau minimo satisfeito por M, (F).
(iii) Toda PI-algebra A satisfaz uma poténcia de um polinémio standard.

A primeira afirmagao ¢ trivial, ja que F'Sys,, ¢ isomorfo a F'S,er, sendo A = (1,1,...,1) eo
outro gerador de um S,-moédulo irredutivel de dimensao 1, isomorfo a F'S,er, sendo p = (n) em P,

é o polinémio
E ZEU(l) .. .ZEU(n)
CTGSn

e que nunca é identidade polinomial de uma algebra com as hipoteses consideradas. A segunda
afirmacdo ¢ o famoso Teorema de Amitsur-Levitzki [1] combinado com a Observagao 1.36. Ja a
terceira afirmagdo ¢ um teorema de Amitsur [3].

Neste capitulo mostraremos que os polindmios standards, em um sentido que sera explicado,
geram T-ideais minimais de identidades. A fim de esclarecer melhor esse fato, vamos definir o
expoente de um polindémio.

Definigao 4.1. Seja 0 # f € F(X)\ 0, a dlgebra associativa livre de posto enumerdvel infinito.
Definimos o expoente de f, denotado por exp(f) como sendo o expoente de F(X)/{f)T.
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Nosso objetivo ao longo deste capitulo sera fornecer as demonstragoes dos seguintes fatos
relativos ao expoente de s,.

n

() expls) = 5]

(ii) Se f é qualquer polinémio de grau n > 4, exp(f) < exp(s,).

(iii) Se o grau do polindomio multilinear f ¢ n > 4, exp(f) = exp(s,) se, e somente se, f ¢ um
miltiplo escalar de s, se o grau de n é par, ou decorre de s, se n é fmpar.

Como o expoente reflete o comportamento de crescimento das codimensoes de uma PI-algebra,
(ii) e (iii) acima nos permitem concluir que o crescimento das codimensdes de uma algebra cujo T-ideal
¢é gerado por um s, é maior do que o de qualquer outra algebra cujo T-ideal é gerado por um tnico
polinémio de mesmo grau. Como as codimensoes medem a dimensao de P, modulo as identidades da
algebra, note que entao o T-ideal gerado por s, apresenta um comportamento minimo com relagao
a todas as algebras que satisfazem uma identidade de grau n e nao satisfazem identidades de grau
menor. Torna-se necessario entao atentar ao Pl-grau de uma algebra, que vai definido a seguir.

Definicao 4.2. O PI-grau de uma Pl-dlgebra A, denotado por Op;(A) denota o menor grau de uma
identidade polinomial satisfeita por A.

4.1 Algebras produto primo

Encerramos o capitulo anterior calculando os expoentes das superalgebras Zs-simples de dimensao
finita e de seus respectivos envelopes de Grassmann.

Sejam Ay, ..., A, tais que Ay, = G(By),...,A, = G(B,), onde as &lgebras B; sdo todas
superalgebras Zs-simples. Primeiro definimos B; o ... o B, como sendo a algebra Z,-graduada de
matrizes

B, x - %
0 B,
0O --- 0 B,

sendo esta algebra graduada de forma consistente com as graduagoes nos B;’s (BZ»(j ) (Bio...0B,)Y,
para todoi=1,...,nej=0,1). A forma mais simples é permitir que todas as entradas * tenham
grau zero e um. A seguir definimos A; o...0 A, sendo o envelope de Grassman G(Bjo...oB,), que

terd a seguinte aparéncia

G(B) % ‘oo *
0 G(B)
0 . 0 B

onde todas as entradas vem de E e as entradas % sao arbitrarias em E. Chamaremos uma &lgebra
desta forma uma algebra produto primo. Seja A = G(B) com B Zs-simples. Entao, como
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utilizado no tltimo coroléario do capitulo anterior, exp(A) = dim B. Pela demonstragao do teorema
3.19 segue que

exp(Ajo...0A,) =exp(A4;) +...+exp(A,) =dim By + ...+ dim B,,. (4.1)
Aqui estao duas propriedades tteis de dlgebras produto primo.

Observagao 4.3. Se f; € uma identidade para A;, 1 = 1,...,n, entao o produto fi...f, € uma
identidade para Ay o...0 A,. Pois se substituimos a varidvel x;, por B, € Aio...o0 A, denotando
por Cy; 0 i-ésimo bloco de By, temos

Fioo fu(Crrse s Ct) e 0
Jio o fa(Brse o Br) = : : : = 0.

0 fl---fn(cl,na"'7ck,n)

Observagao 4.4. Dada uma matriz R com entradas na dlgebra de Grassmann E, o suporte de R
¢ o menor subespaco do espaco vetorial de dimensao infinita enumerdvel V que gera E sobre o qual
todas as entradas estao definidas. Um conjunto de matrizes possui suporte disjunto se quaisquer dois
suportes de matrizes distintas desse conjunto possuem interse¢ao trivial. Entdo, se 0 # a; € A;,
1=1,...,n, possuem suporte disjuntos, existem x; € Ayo...0 A, tal que a1y ...x,_1a, # 0.

As vezes sera ttil definir A; 0. ..0A, quando cada A; é uma algebra produto primo. De modo
geral, se A C M,(F) e BC M,,(F), podemos definir Ao B C M,,1,,(F) de uma forma 6bvia

AoB:{(g Z>|aeA, c€ M,n(E), beB}.

Note que se os B;’s sao algebras de matrizes Zs-simples, entao
Blo...OBngBl@...@Bn—FJ?
J sendo o correspondente radical de Jacobson.

Lema 4.5. Sejam B = B'+J, J = J(B) o radical de Jacobson, e B' = B1®...® B, onde 0s B;’s sao
dlgebras de matrizes. Assuma que para alguns x,...,xs_1 € J, tenhamos Bix1Boxs ... x5 1B # 0.
Entao B contém a subdlgebra

D = @ Bil'iBl'JrlxiJrl c. .fL'j,lBj,

1<i<j<s
e D € isomorfo com Byo...o Bs.

Demonstracao. Que a soma em D é direta facilmente segue da ortogonalidade dos B;’s.

Seja B; = M,,(F). Primeiro, denote por €/, ; as matrizes unitarias (tais como definidas na

= - : i il i i+1 .
Observagdo 1.17) em B;. Para cada i existem matrizes ey, 4, e's tais que e;, gr;el’s # 0. Substituindo
i i i+1 i+l - - i o itl i i+l _
T; POT €] €, sTi€. s €5, podemos assumir sem perda de generalidade que e}, z;e7] # 0 e €5, 75 =

Osea#1oup#1.
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Indexamos as matrizes unitérias em Bj o ... o By por e(i,j,a, ), onde 1 < i < j < s,
l1<a<dimB; el <p <dimB;. Assim, na algebra de matriz By o... o By, e(i, ], o, §) é a matriz
unitéria e, , = e(i, j,a, 8), onde u = a; +...+a,_ 1 +aev=a,+...+a;_1+ . E facil verificar que
a multiplicagao ¢ dada por e(i, j, a, B)e(k,l,7v,5) = 0 a ndo ser que j = k e f = 7, e que, nesse caso,
é igual a e(i,[, r,0). Como os B;’s sdo ortogonais, um calculo simples mostra que a correspondéncia

i i i+1 i+2 j—1 J
6(2,], Q, ﬁ) AN ea,lxiel,l xi—&-lel,l - Lj—2€7 1 xj—lelﬁ

é o isomorfismo procurado.

Agora podemos provar:

Teorema 4.6. Seja A uma Pl-dlgebra qualquer. Entdo exp(A) € o valor mdzimo de exp(A), onde
A percorre todas dlgebras produto primo que satisfazem todas identidades de A.

Demonstracao. Considere os envelopes de Grassmann de élgebras de dimensao finita da forma A; =
G(B1 @ ... ® B, + J), satisfazendo todas identidades de A (existem pelo Corolario 1.46). Aqui
B=B&®...®B,+J, J = J(B) oradical de Jacobson, e os B; sao superalgebras de matrizes
Zy-simples. Pela demonstragao do Teorema de Giambruno-Zaicev, exp(A) é o valor méaximo de

tomando todas essas algebras A;, e tal que B;, JB;,J...JB;, #0, i1,...,1 distintos. A prova agora
segue do lema anterior.
H

Este teorema permite restringir nosso campo de investigacao as algebras produto primo. O
teorema seguinte (|5, Teorema 2.8|) relaciona os T-ideais de identidades de uma &algebra produto
primo Ajo...0A,ede Ay,..., A,.

Teorema 4.7. Para qualquer dlgebra produto primo A = Ay o...0 A,, temos que
T(Ajo...0A,) =T(A)...T(A,).
Agora calculamos o expoente do n-ésimo polindémio standard.

2
Teorema 4.8. Sejan > 2. Entdo exp(s,) = LgJ .

Demonstracao. Seja A = Ajo...0A; onde todas as dlgebras sao envelopes de Grassmann de superalge-
bras Zy-simples e satisfazem s,,. Como vimos no capitulo anterior, as algebras A; podem ser M, (E©),
que satisfaz exatamente as mesmas identidades de My(F), ou My(E), ou M, ,(E) = G(M,,(F)).
Como existem infinitos monoémios distintos de comprimento 1 em F, ela nunca satisfaz s,,, qualquer
que seja n € N. Consequentemente, nem My(E), nem M, ,(E) satisfazem qualquer s,, portanto
podemos considerar todos os A; como sendo My, (F'). Da Equagao (4.1) e do Teorema 3.20,

exp(A) =ki+...+k}
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e exp(s,) € o valor méximo da soma kI + ...+ k2.

Usando o mesmo argumento usado na Observagao 1.36 para mostrar que M (F') nao satisfaz
identidade de grau inferior a 2k, para que My, (F')o. ..o My, (F') satisfaga s,,, necessariamente 2m < n,
onde m = ki + ...+ kg, ou seja

b4+ k< LSJ

e
9 9 n n |2
exp(sy) :max{k:1+...+kt|k1—|—...+kt < LiJ} = LgJ :
]
Teorema 4.9. Sejam Ay, ..., A, envelopes de Grassmann de superdlgebras Zo-simples. Se P,(Q sao

T-ideais de F(X) tais que PQ C T(A;)...T(A,), entdo P ou @ estd contido em T(Ay)...T(A,)
ou existe 1 <k <n-—1tal que PCT(Ajo...0A) e Q CT(Agr10...04,).

Demonstragao. Este ¢ o Teorema 8.4.4 de [11]. O
A préxima proposicao seré util ao longo de todo o capitulo.

Proposicao 4.10. Sejam f1, fo polindmios em conjuntos disjuntos de varidveis tais que exp(f1), exp(fa) >
1. Entao exp(fif2) = exp(f1) + exp(f2). Analogamente,

exp(fi..- fr) =Y exp(fi).

Demonstragao. Pelo Teorema 4.6, para qualquer polinomio f, exp(f) é o valor maximo de exp(A)
onde A percorre todas as algebras produto primo tais que f € T(A). Portanto consideremos A uma
algebra produto primo de modo que fifo € T'(A) e exp(fife) = exp(A).

Primeiramente afirmamos que nem f;, nem f, sao identidades de A.

Suponha f; € T(A) e seja B uma algebra produto primo tal que fo € T(B) com exp(fs) =
exp(B) > 1. Entao

exp(fif2) = exp(A o B) = exp(A) + exp(B) > exp(A),

o que leva a uma contradi¢ao. Trocando f; por fs concluimos que ambos nao pertencem a T(A).
Sendo Aj, ..., A, envelopes de Grassmann de superalgebras Zs-simples tais que A = Ajo...0
A, da afirmagao anterior e do Teorema 4.9 segue que existe 1 < k <n—1tal que f; € T(Ajo...0A)
e fo€T(Ags10...04,).
Da maximalidade do expoente de A segue exp(f;) = exp(Aj o...o Ag). Analogamente
exp(f2) = exp(Agi10...0A,). Portanto

exp(fif2) = exp(A) =exp(Ajo...0A) +exp(Agri0...0A,) =exp(fi) + exp(fa).
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4.2 Limitantes para PI-graus

Nesta secao forneceremos limitantes para os Pl-graus de M, (F), M,(E) e M, ,(E), que como ja
vimos correspondem a superalgebras Zs-simples.

O Teorema de Amitsur-Levitzki nos diz que Op;(My(F)) = 2k.

De [21], temos Op;(M11(E)) =5 e Opr(Ma(E)) = 7 e de [26], temos que Op;(Ma1(E)) > 9.

A seguir fornecemos limitantes inferiores para os Pl-graus de M,,(E) e M, ,(E).

Primeiramente, note que F nao satisfaz identidade de grau 2, pois se satisfizesse, satisfaria
uma identidade da forma axy+ Byz, mas se substituimos x por 1, obtemos o+ 8 = 0, se substituimos
ambos z e y por elementos de EM cujo produto é diferente de zero, obtemos o — 8 = 0, de onde
segue que o polindmio em questdo é nulo. Por outro lado, ja& mostramos no capitulo 1 que [[z,y], 2]
é uma identidade de E, portanto dp;(F) = 3.

Consideremos agora k > 2, note que

My(E)oFEo...0EC My(F).
k—2

Segue entao do Teorema 4.7 que Opr(My(E)) > 7+ 3(k —2) = 3k + 1.

Resta entao encontrar um limitante inferior para o PI-grau de M, ,(E).

Seja ¢ : My (E) — M, .+1(E) tal que p(ge;;) = ge;j, para qualquer matriz unitaria e;; e
qualquer g € E, Zy-homogéneo de grau condizente com o par (i,7) e estendida por linearidade
para todo M, ,(E). Claramente a imagem de M, ,(E), que corresponde ao bloco (p + ¢q) x (p + q)
superior esquerdo de M, ,+1(E) é isomorfa a M, ,(E). Analogamente temos uma copia de M, ,(E)
em M, ,(E), obtida “ignorando-se” as primeiras linha e coluna de M,.; ,(E).

Lema 4.11. Seja f € P, uma identidade de M, ,.1(F) e escreva
f= Z QoTo(1) - - - To(n—2)Tn—12Tn + outras parcelas
UGSTL—Q

e denote por
p(T1,. .. Ty o) = Z QoTo(1) - - - Lo(n-2)-

Entao o polinémio p € uma identidade de M,,(E). O mesmo ocorre se trocamos M, ,.1(E) por

Mp+1,q(E)-

Demonstragao. Considere a subalgebra A de M, ,11(FE) formada por todas as matrizes que possuem
a ultima linha e a ultima coluna ambas nulas. Pela observacao feita antes do presente lema, A
¢ isomorfa a M, ,(E). Se existissem dy,...,d,—o € A tais que p(dy,...,d,—2) # 0, entdo alguma
entrada (7,7) de p(ds, ..., d,—2) = a;; # 0. Entao
pdy, - dn-2)9€jprqr1€prqriprart 7 0,
escolhendo-se g € E Zy-homogéneo adequado, condizente com a entrada (j,p + ¢ + 1). Mas entao
teriamos:
0= f(di,....dn-2,9€ptqr1; €pratiprar1) = P(d1, -, dn-2)G€jpig+1, Eptatiprgt1 7 0

Isso mostra o lema para M, ,1(E), para M, , a demonstragdo ¢ exatamente a mesma, trocando
p+q+1porl O
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Corolario 4.12. Para quaisquer p,q, inteiros positivos,
Op1(Mp11,4(E)), Op1(Myq41(E)) = Opr(Mpq(E)) + 2.

Deste corolario, segue o limitante inferior seguinte para M, ,(E).

Proposigao 4.13. Se p e g sao inteiros positivos satisfazendo p + q¢ > 3, entao Opr(M,,(E)) >
2(p+q) +3.

Demonstragdo. Vishne mostrou em [26] que dp;(Ms1(E)) > 9 e estamos feitos no caso em que
p+ g = 3. O resultado segue por inducao sobre p 4+ ¢ usando o corolario anterior. n

4.3 Maximalidade de exp(s,)

Primeiramente vamos mostrar que o expoente de qualquer polinémio de grau n nao supera exp(sy,).
No inicio da segao anterior observamos que Op;(My(E)) > 3k + 1. Em particular, Op;(M(E)) > 7.
Como Opr(FE) = 3, 0p;(Ma(E)) > 7, My(E) o E C M3(E) e My(E) o My(E) o E C M5(E), temos
Op1(M3(E)) > 10 e Op;(Ms5(E)) > 17 pela Equacao (4.1).

Segue do Corolario 4.13 e de dp;(M;11(E)) =5 que Opr(M,(E)) > 2(p + q).

Com isso podemos mostrar o seguinte lema.

Lema 4.14. Seja A = My, (F)o...o My (F)o M, 4(E)o...oM, ,(E)oMy,(E)o...oM,(E)
uma dlgebra produto primo que satisfaz um polindmio de grau n > 4. Entdo exp(A) < [2]%.

Demonstra¢ao. Assuma primeiro que r = s = 0 e t = 1. Entao A = M,(F) e assuma ainda mais
que u é impar. Para u =1, temos A = E e exp(E) =2 <4 < |}]?. Se A = M;5(FE), pelo observado
antes deste lema, 10 < dp;(A) < n; portanto

10 |
exp(A) =18 < 25 = MTJ .
De maneira similar, para A = Ms(FE) obtemos 17 < dp;(A) <n e

1 2
exp(A) = 50 < 64 = {;J .

Para qualquer u impar, temos 3u < dp;(A) < n, portanto
u n
35 +1<|3)
2 tis 2

exp(A) = 2u? < (3 FJ + 1)2 < PJQ.

eseu>"7

No caso geral temos
9 2 2 2 2 2
exp(A)=ai+...+a:+ P +q) +...+(ps+qs)"+2(b]+ ... +b).
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Chamando h=a1+4+...+a, +p14+q@+...+ps+qs e u=0by+...+ b, repare que para t > 2
20 + ... +12) <200y + ...+ b)) —2 =202,

entao exp(A) < h? 4+ 2u? — 2. Como também foi visto no inicio da se¢ao anterior, dp;(My(F)) = 2k,
Opr(M,4(E)) > 2(p+q) e Opr(My(E)) > 3k, entao 2h + 3u < dp;(A) < n, portanto, basta mostrar

que
2h 2 2
R4+ 2u? —2< L%MJ = (h+ {%D ,

o que é sempre verdade, quer u seja par ou impar.

Assuma portanto t < 1. Se h = 0, basta mostrar o caso em que u é par. Neste caso, bem
como nos casos h > 1, basta mostrar que
2 2

2
B2 4 o2 < {MJ < mz

o que é facilmente verificado. n

Por simplicidade, ao longo desta segao, denotaremos por J,, o T-ideal de F(X) gerado por
Sn. Relembrando que Py denota o Si-moédulo formado pelos polindmios multilineares nas variaveis
Z1i,...,Tk, temos que J,, = J, NP, ¢ o conjunto dos multiplos de p,, ja que s, gera um submodulo
de dimensao 1 em P,. Assim, pelo Teorema 4.8, se 0 # f € J,, e n > 2, entao exp(f) = [%JQ

Leron também provou em [20] que todas as identidades de grau 2k + 1 de My (F) pertencem
a Jop N Poppy.

Lema 4.15. Se 0 # f € Jop, N Payy1 onde m > 2, entao exp(f) = [ 5]

Demonstra¢ao. Como o grau de f é 2m+1 > 5, o Lema 4.14 e o Teorema 4.6 nos dao que exp(f) <
m?2. Reciprocamente como f € Jon,, entao ()T C Jo,, portanto, c,(som) < c,(f), onde ¢, (p) denota
a n-ésima codimensao de uma algebra cujas identidades satisfeitas decorrem todas do polinémio p.
Portanto, m? = exp(sa,) < exp(f). O

Lema 4.16. Ser+t>2e2(a1+...4+a,) +3(bi +...+b) <n, onde r,t, os a; e os bj sio todos
numeros naturais, entao

2
a4 a2+ .. b)) < LgJ .

Demonstracao. Se t =0 e, portanto, r > 2, e Zi<j a;a; > 1. Entao

r r r 2
Zaf<2a?+22aiaj:<zai> S\\gJQ,
=1 =1 =1

1<J

e esse caso esté resolvido.
Set>0eb; +...4+b = 2k é par, entdo, por hipotese 2 ) . a; +6k < n, portanto >, a; + 3k <

|n/2], entao
2
T n 2
< (Ee) sl

I6)



e basta mostrar que 2 ), 07 < 9k*. Mas como ), b; = 2k, temos 2(3_, b7) < 2(3°,b;)* < 8k* < 9K,
Resta analisar o caso em que » . b, = 2k + 1. Da hipotese segue que Zj aj +3k+1< 3]
Elevando ambos os membros ao quadrado, obtemos

r

Zal—l—?Zalaj (6k+3) > a;+ (3k + 1) < EJQ

1<J =1

Assim, basta provar que

22b2<22a,aj 6k:+32a2 + (3k +1)?

1<J

Como ) . b; =2k +1,

2Zb2_2 (2k+1)° =4 bib;,

1<J

bastando mostrar que
8k + 8k +2—4) bib; <2 aa; + (6k + 3) Zaz + 3k +1)? (4.2)
1<j 1<j

Set =1, entdo Y. a; > 1 e, o segundo membro de (4.2) é maior ou igual a 6k+3+ (3k+1)* =
9k2 4+ 12k + 3 enquanto o primeiro membro ndo supera 8k? + 8k + 2 e este caso esta resolvido.

Se t > 1, entao Zi<j bib; > 1, e o primeiro membro de (4.2) nao supera 8k? + 8k — 2 enquanto
o segundo membro é maior ou igual a (3k + 1), mas

(Bk+1)*— (8k* +8k —2) = (k—1)*+2 >0,
de onde segue o resultado. O
Agora estamos aptos a provar o principal resultado do capitulo.
Teorema 4.17. Seja f € P,, n > 6.

(i) Sen € par e f & J, (0 que equivale a dizer que f nao é maltiplo escalar de s,), entao
exp(f) < exp(sn).

(ii) Sen € impar e f & J,_1, entdo exp(f) < exp(sy).
Demonstragio. Do Teorema 4.6, exp(f) é

exp(My, (F)o...oM, (F)o My ,,(E)o...oM,, .. (E)o M, (E)o...oM,(E)),

sendo a algebra produto primo acima a de maior expoente que contém f em seu T-ideal. Observamos
que acima pode ocorrer de r, s ou t serem zero (nao os trés simultaneamente). O expoente de f deve

ser igual a
r s t
exp(f) = al+> (m+a)+2) b
i=1 i=1 i=1
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Lidemos primeiramente com o caso r+ s+t = 1, ou seja, a algebra em questao ¢ T-prima, isto
¢ exp(f) = exp(A) sendo A = M,(F) ou A =M, ,(F) ou A= M,(E). Analisaremos separadamente
cada caso e, no primeiro deles, distinguiremos os subcasos n par e n impar.

1. A= M,(F)en=2m. De [1] e [2], segue que, como n é par e [ & J,, o grau do polindémio
f deve satisfazer n > 2a e, portanto, m > a. Assim, 2a + 2 < n. Portanto

exp(f) =a’ < (a+1)° < | 2]

2. A= M,(F)en=2m+1. Pelo mesmo argumento usado no primeiro caso, 2a+1 < n. Por
20|, se a igualdade ocorresse ertenceria a .J,,_1, contrariando nossa hipotese, entao n > 2a + 3.
g p p

Assim, ,
exp(f) =a* < (a+1)*= Fa;gJ < Lgr

3. A= M, ,(E). Como, por hipétese, n > 6, temos

Se p + ¢ = 2, entao

exp(f) = exp(Mia(E) =4 < 9= 32 < | 5] .

Se p+q > 3, entdo, pela Proposigao 4.13, 2(p+q)+3 < 0pr(M, 4,(E)). Como f € T(M, ,(E)),
temos n > 2(p + ¢) + 3 e obtemos

exp(f) = exp(Mya(E)) = (040 < o+ a+17 < | 2]

4. A= My(FE). O caso b =1 é trivial, como p + ¢ = 1 no caso anterior. Do discutido no inicio da
Secao 4.1, se b > 2, Op;(My(E)) > 3b+ 1. Entao 3b+1 <ne

exp(f) = exp(My(E)) = 20* < f’bT“J < gf.

O caso r+ s+t > 2 segue do Lema 4.16, pois repare que nesse caso precisamos mostrar que

se
2@+ ... +a)+2((p1+q) + .-+ (ps+qs)) +3(b1 + ...+ by) <,
entao )
n
G+ a+ P+ q) o+ s+ ) 20 4D < bJ :
que foi exatamente o que foi mostrado naquele lema, ja que os p; 4+ ¢; se comportam como os a; em
ambas as expressoes acima. ]

Proposigao 4.18. Se f # 0 ¢ uma identidade de grau 5 de M, 1(FE), entdo exp(f) = 4. Portanto,
€ P\ Jy, mas exp(f) = |5/2]%
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Demonstragao. Como f € T (M, 1(F)), temos que exp(f) > 4. Por outro lado, suponha f identidade
da &algebra produto primo

A=M, (F)o...oM, (F)oM, ,(E)o...oM, ,(E)oMy,(E)o...oM,(E),

para a qual a soma Y. a? + > (p; + ¢;)* + 2> b? ¢ a maior possivel. Como 5 ¢ o grau de f, pelos
Pl-graus de M, (F'), M, ,(E) e M,(FE), temos que

r S t
QZai+22(pi+Qi)+BZbi <5,
=1 =1 =1

assim, podem ocorrer somente r + s+t = 1 ou 2 e, no segundo caso, as Unicas possibilidades sao
r=2er =t=1. Analisamos os casos separadamente abaixo.

1. Casor+ s+t = 1. Para o subcaso r = 1, como Op;(M,(F)) = 2a e exp(f) > 4, o
tinico caso possivel é a = 2 e, como apontado anteriormente, f é consequéncia de sy, contradizendo
f e T(M;(F)). Para o subcaso s = 1, entdo as mesmas restri¢coes analisadas para o caso anterior
nos fornecem p = g = 1 e exp(f) = 4, como desejado. Se A = M,(FE), o Pl-grau de A implica b =1
eexp(f) =exp(F)=2< 4.

2. Casor+ s+t = 2. Para o subcaso r = 2, devemos ter a; = as = 1 e exp(f) =
exp(F o F) = exp(F) +exp(F) =2 < 4. Ser =t =1, devemos ter a = 1 = b e exp(f) =
exp(F o E) = exp(F) +exp(F) =3 < 4.

E a tnica possibilidade é exp(f) = exp(M;1(F)) = 4. O

De [21], [[x1, x2], [T3, 4], 5] ¢ uma identidade de M1 (E). Portanto, pela proposigao anterior,
possui expoente 4 e nao pertence a Jy, constituindo assim um contraexemplo, nesse caso com n = 5,
mostrando que a condi¢ao n = 6 ¢ 6tima.
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