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RESUMO

O objetivo deste trabalho é mostrar que a resolução mergulhada minimal de uma raiz
aproximada característica de um ramo plano é determinada pela resolução mergulhada
minimal deste ramo.

Para tanto estudamos as curvas algebroides planas, suas parametrizações de Newton-
Puiseux, os expoentes característicos, o índice de interseção de duas curvas, o semigrupo
de valores associado a uma curva algebroide plana e o processo de resolução canônica de
singularidades de uma curva.

Concluímos com as relações entre um ramo e suas raízes aproximadas. Definimos raí-
zes aproximadas características e semirraízes, mostrando que os expoentes característicos
de uma semirraiz são determinados pelos expoentes característicos da curva. Finalizamos
com o processo de resolução mergulhada minimal de uma curva e de suas raízes caracte-
rísticas.

Palavras-chave: curvas algebroides planas; raízes aproximadas características; semirraí-
zes.



ABSTRACT

The purpose of this work is to show that the minimal embedded resolution of a cha-
racteristic approximate root of a plane branch is determined by the minimal embedded
resolution of this branch.

For that we study algebroid plane curves with their Newton-Puiseux parametrizations,
the characteristics exponents, the intersection multiplicity of two curves, the semigroup
of values of an algebroid plane curve, and the canonical resolution process of singularities.

We conclude with the relations between a branch and its approximate roots. We
define characteristic approximate roots and semiroots, and we show that the characteristic
exponents of a semiroot of a curve can be determined by the characteristic exponents of
the curve. We finish with the minimal embedded resolution process of a curve and its
characteristic roots.

Keywords: algebroid plane curves; characteristic approximate roots; semiroots.
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INTRODUÇÃO

O objetivo deste trabalho é estudar as relações entre uma curva algebroide plana irre-
dutível, chamada de ramo plano, e suas raízes aproximadas características, que também
são curvas algebroides planas que mantêm uma estreita relação com a curva inicial. Num
sentido que será explicado posteriormente, elas são uma aproximação da curva.

As raízes aproximadas características, ou simplesmente raízes características, são parte
de um estudo mais geral de dois conceitos: o de raízes aproximadas e o de semirraízes.
O conceito de raízes aproximadas foi introduzido em 1973 por Abhyankar e Moh em [1]
como suporte para o artigo seguinte [2] de 1975 sobre o Teorema do Mergulho da Reta,
que segundo Popescu em [14] ficou conhecido como Abhyankar-Moh-Suzuki theorem. O
termo semirraiz aparece no trabalho de Abhyankar [3] de 1989 em que ele estabelece um
critério de irredutibilidade para germes de funções analíticas complexas em duas variáveis.
O conceito de semirraiz, como abordado por Popescu em [14], são polinômios mônicos
em C[[X]][Y ] que definem curvas que possuem as mesmas propriedades de interseção
(com uma curva dada) como as raízes características. Estas nada mais são que raízes
aproximadas especiais associadas a um ramo plano e que também são semirraízes. Em [9]
González Pérez define semirraízes em termos de raízes aproximadas.

Vários trabalhos exploram o conceito de raízes aproximadas no estudo de curvas como
por exemplo: [1], [3], [4], [9], [10], [14], entre outros. Em [4] A’Campo e Oka descrevem
a resolução mergulhada de um ramo plano por uma sequência de modificações tóricas
usando raízes aproximadas. Popescu em [14] comenta que o conceito de semirraiz está
intimamente relacionado com o de uma curva que possui contato maximal com um ramo
dado. Não vamos explorar esta ideia neste trabalho, mas é possível provar que dado uma
curva plana irredutível (f) com f ∈ C[[X]][Y ], as curvas com gênero k e contato maximal
com (f) são exatamente as k-semirraízes em coordenadas genéricas. Para maiores detalhes
sobre este tema e para o estudo de raízes aproximadas num contexto mais geral, como no
caso meromorfo ou em corpos de característica positiva, sugerimos ver [14] que apresenta
um contexto histórico e cita vários trabalhos nestas diferentes abordagens.
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Para estudarmos as raízes aproximadas precisamos conhecer de uma maneira mais
geral as curvas algebroides planas e suas propriedades. Os principais conceitos que serão
explorados nos primeiros quatro capítulos deste trabalho são os expoentes característicos,
o semigrupo de valores e o processo de resolução de singularidades de uma curva. Fer-
ramentas de fundamental importância no estudo de curvas planas e que, em particular,
descrevem completamente a topologia de ramos planos. No último capítulo passamos a
trabalhar especificamente sobre as raízes aproximadas e semirraízes de uma curva alge-
broide plana.

No capítulo 1, introduzimos o anel das séries de potências formais e exploramos re-
sultados sobre este anel e seus elementos. Alguns resultados sobre homomorfismos entre
anéis de séries de potências formais e sobre o corpo de Laurent também são abordados
neste capítulo de uma forma mais sucinta. O principal resultado deste capítulo é o Te-
orema da Preparação de Weierstrass, que nos permite associar uma série de potências
formal a um polinômio, desde que satisfeitas algumas condições. Finalizamos estudando
a decomposição de uma série de potências em seus fatores irredutíveis.

No capítulo 2, definimos curvas algebroides planas e exploramos algumas de suas pro-
priedades. Em seguida demonstramos o Teorema de Newton-Puiseux e o Teorema da
Função Implícita que nos garantem a existência de uma parametrização de um ramo
plano, também chamada parametrização de Newton-Puiseux. A partir desta parametri-
zação especial é possível definir os expoentes característicos que nos trazem importantes
informações sobre os ramos planos. Em seguida definimos o anel local de uma curva e
concluímos definindo o índice de interseção entre dois elementos do anel das séries de
potências.

No capítulo 3, fazemos um breve estudo sobre semigrupo dos naturais para em sequên-
cia associar a cada ramo plano um semigrupo, chamado semigrupo de valores. É possível
provar que os expoentes característicos de um ramo plano e os geradores minimais do
semigrupo se determinam mutuamente. Uma vez dada uma parametrização de Newton-
Puiseux para um ramo plano da forma (T n, ϕ(T )) em que n é a multiplicidade da curva,
estamos considerando um sistema de coordenadas fixado, que vai ser chamado de coor-
denadas genéricas, e neste sistema definimos, por exemplo, os expoentes característicos.
Popescu em [14] define os expoentes característicos e o semigrupo de valores num sistema
qualquer, em que n é a ordem de regularidade da série. A Fórmula da Inversão esta-
belece uma relação entre os expoentes característicos no sistema genérico e num sistema
qualquer. Isto será importante ao estudarmos o processo de resolução de singularidades.

No capítulo 4, introduzimos brevemente o conceito de explosão ou blowing-up no caso
de curvas. Conceito este necessário para o processo de resolução de singularidades de
uma curva, que nada mais é do que um processo de aplicar uma série de transformações
quadráticas a uma curva com o objetivo de obter uma nova curva sem singularidade, ou
seja, numa curva regular.
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No capítulo 5, definimos raízes aproximadas num contexto mais geral, em seguida de-
finimos semirraízes e finalmente o conceito de raízes aproximadas características que são
raízes aproximadas especiais de uma dada curva. Provamos que os expoentes caracterís-
ticos e o semigrupo das raízes características ficam completamente determinados pelos da
curva. Concluímos este capítulo mostrando que a resolução mergulhada minimal de uma
curva determina a resolução mergulhada minimal de suas raízes aproximadas.
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CAPÍTULO 1

SÉRIES DE POTÊNCIAS E O TEOREMA DA
PREPARAÇÃO DE WEIERSTRASS

Neste capítulo introduzimos o anel das séries de potências formais sobre o qual defi-
nimos as curvas algebroides planas, que é o objeto de estudo deste trabalho. O principal
resultado deste capítulo é o Teorema da Preparação de Weierstrass que garante que sob
certas condições todo elemento f do anel K[[X1, . . . , Xr]] pode ser considerado como
um polinômio em uma determinada variável, digamos em K[[X1, . . . , Xr−1]][Xr], ou seja,
podemos supor f um polinômio na variável Xr com coeficientes em K[[X1, . . . , Xr−1]].

Finalizamos estudando a decomposição de uma série de potências em seus fatores irredu-
tíveis.

1.1 Anel das Séries de Potências

Nesta seção vamos explorar algumas propriedades do anel das séries de potências
formais.

Definição 1.1. Sejam K um corpo e X1, . . . , Xr indeterminadas sobre K. Denotaremos

por K[[X1, . . . , Xr]] o conjunto de todas as somas formais do tipo
∞∑
i=0

Pi em que Pi é

um polinômio homogêneo de grau i nas indeterminadas X1, . . . , Xr, com coeficientes em
K. Cada elemento de K[[X1, . . . , Xr]] é chamado de série de potências formal nas
indeterminadas X1, . . . , Xr, com coeficientes em K.

Se f =
∞∑
i=0

Fi e g =
∞∑
i=0

Gi são séries de potências formais, definimos que f = g se, e

somente se, para todo i ∈ N temos que Fi = Gi.

Em K[[X1, . . . , Xr]] definimos as operações de soma e produto da seguinte forma:

f + g =
∞∑
i=0

(Fi +Gi) e fg =
∞∑
i=0

i∑
j=0

FjGi−j.
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Com estas operações K[[X1, . . . , Xr]] é um anel comutativo com identidade, chamado anel
das séries de potências formais em r indeterminadas com coeficientes em K.

Os elementos de K[[X1, . . . , Xr]] podem ser representados mais explicitamente na
forma

f =
∞∑
i=0

∑
i1+···+ir=i

ai1,i2,...,irX
i1
1 · · ·X ir

r ,

com ai1,i2,...,ir ∈ K.
Pode-se provar que um elemento p ∈ K[[X1, . . . , Xr]] dado por p =

∞∑
i=0

Pi, com Pi ∈

K[X1, . . . , Xr] um polinômio homogêneo de grau i, é inversível se, e somente se, P0 6= 0

(ver [5], [12]).
Os elementos inversíveis de K[[X1, . . . , Xr]] são chamados de unidades.

Definição 1.2. Dados dois elementos f, g ∈ K[[X1, . . . , Xr]] dizemos que f e g são
associados se existe uma unidade u ∈ K[[X1, . . . , Xr]] tal que f = ug.

O conceito de multiplicidade, que será apresentado a seguir, tem papel importante no
estudo das propriedades das séries de potências formais. É interessante saber o que se
pode dizer da multiplicidade quando operamos séries de potências formais.

Definição 1.3. Seja f ∈ K[[X1, . . . , Xr]]\{0}. Suponha que f =
∞∑
i=0

Fi, onde Fi é um

polinômio homogêneo de grau i e n é o menor inteiro tal que Fn 6= 0. O polinômio
homogêneo Fn é chamado de forma inicial de f. O inteiro não negativo n é chamado de
multiplicidade de f e denotado por m(f). Se f = 0 definimos que m(f) =∞.

Proposição 1.4. Dados f, g ∈ K[[X1, . . . , Xr]] temos que:

(i) m(fg) = m(f) +m(g);

(ii) m(f ± g) ≥ min{m(f),m(g)}. A igualdade ocorre sempre que m(f) 6= m(g).

Demonstração. (i) Suponhamos f =
∞∑
i=n

Fi e g =
∞∑
i=k

Gi, ou seja, Fn e Gk são as formas

iniciais de f e g, respectivamente. Pela definição do produto de séries de potências formais
temos que a forma inicial de fg é FnGk, que é um polinômio homogêneo não nulo de grau
n+ k. Logo m(fg) = n+ k = m(f) +m(g).

(ii) Primeiramente consideremos m(g) 6= m(f) := n e suponhamos sem perda de
generalidade que m(f) < m(g). Neste caso

f + g =
∞∑
i=0

(Fi +Gi) =
∞∑
i=n

(Fi +Gi).

Portanto, a forma inicial de f + g é Fn e assim m(f + g) = m(f) = min{m(f),m(g)}.
Agora se m(f) = m(g) = n então m(f + g) ≥ n satisfazendo que m(f + g) > n se, e

somente se Fn = −Gn. Analogamente para o caso f − g.
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Observe que um elemento f ∈ K[[X1, . . . , Xr]] é inversível se, e somente se, m(f) = 0,

já que f =
∞∑
i=0

Fi é inversível se, e somente se, F0 6= 0.

Proposição 1.5. O anel K[[X1, . . . , Xr]] é um domínio.

Demonstração. Sejam f, g ∈ K[[X1, . . . , Xr]]\{0} com m(f) = n e m(g) = k. Pela Pro-
posição 1.4, m(fg) = m(f) +m(g) = n+ k <∞. Portanto, fg 6= 0.

Denotaremos por MR o ideal de R = K[[X1, . . . , Xr]] gerado por X1, . . . , Xr, cuja
notação usual é MR = 〈X1, . . . , Xr〉. O ideal Mi

R denota a i-ésima potência de MR e
convencionamos M0

R = R. O anel K[[X1, . . . , Xr]] é um anel local, ou seja, ele possui

um único ideal maximal, a saber, MR. E mais,
∞⋂
i=0

Mi
R = {0}. Para uma prova destas

afirmações ver, por exemplo, Proposition 1.5 de [12].
O que faremos agora é mostrar algumas propriedades específicas do anel K[[X]], que

nos serão úteis no decorrer deste trabalho.

Proposição 1.6. Seja f ∈ K[[X]]. São verdadeiras as seguintes afirmações:

(i) Se f ∈ K[[X]] \ {0} então existem um inteiro n ≥ 0 e uma unidade u ∈ K[[X]] tais
que f = uXn;

(ii) O anel K[[X]] é um domínio de ideais principais e todo ideal não nulo é gerado por
Xn para algum n ∈ N;

(iii) K[[X]] é um domínio de fatoração única.

Demonstração. (i) Se f é uma unidade nada temos que fazer, porém se m(f) = n ≥ 1,

então podemos escrever

f = cnX
n + cn+1X

n+1 + · · · = Xn(cn + cn+1X + · · · ) = Xnu,

onde cj ∈ K, cn 6= 0 e u = cn + cn+1X + · · · é uma unidade em K[[X]].

(ii) Sejam J um ideal de K[[X]] e 0 6= f ∈ J com a menor multiplicidade possível. Vamos
provar que J é gerado por f = Xnu, com n = m(f) e u é uma unidade de K[[X]].

De fato, se m(f) = 0 então f é uma unidade e neste caso J = K[[X]], o qual é gerado
por 1. Caso contrário, dado g ∈ J, se g = 0 então g ∈ 〈f〉. Se g 6= 0, pelo item (i) g = Xkv,

para algum k ∈ N e v uma unidade em K[[X]]. No entanto, pela escolha de f sabemos
que k ≥ n, então

g = Xn(Xk−nv) = (Xnu)(Xk−n)vu−1 = (Xk−nvu−1)f ∈ 〈f〉.

Donde concluímos que J ⊂ 〈f〉, assim J = 〈f〉.
(iii) Todo anel comutativo com elemento identidade, que é domínio de ideais principais é
domínio de fatoração única. O resultado segue de (ii).
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1.2 Homomorfismos e o Corpo de Laurent

Na seção anterior afirmamos que R = K[[X1, . . . , Xr]] é um anel comutativo com
identidade, com as operações de adição e multiplicação definidas anteriormente. Natural-
mente com as operações do corpo K temos que R é uma K-álgebra. O que faremos nessa
seção é explorar homomorfismos entre anéis de séries de potências.

O anel R pode ser visto também como um espaço topológico, munido da topologia
induzida pela métrica

d : R×R −→ R
(f, g) 7−→ d(f, g) = ρ−m(f−g) (1.1)

em que ρ > 1 é um número real e m(f − g) é a multiplicidade de f − g. Mais ainda, R é
um espaço completo. Para as demonstrações destes resultados ver [12].

Sejam R = K[[X1, . . . , Xr]] e S = K[[Y1, . . . , Ys]]. Denotamos respectivamente por
MR eMS seus ideais maximais. Temos os seguintes resultados:

Proposição 1.7. Seja T : S −→ R um homomorfismo de K-álgebras. Então T (MS) ⊂
MR e além disso :

(i) T é contínua;

(ii) Existem g1, . . . , gs ∈MR tais que T = Sg1,...,gs , em que

Sg1,...,gs : S −→ R
f 7−→ Sg1,...,gs(f) = f(g1, . . . , gs),

chamada de aplicação de substituição.

Demonstração. A demonstração deste resultado pode ser encontrada em [12].

A proposição acima garante que todo homomorfismo T : S −→ R é uma aplicação de
substituição, isto é, existem g1, . . . , gs ∈MR tais que T = Sg1,...,gs . Na verdade gi = T (Yi)

para i = 1, . . . , s. Vejamos quais condições devemos impor a g1, . . . , gs para garantir que
T seja um K-isomorfismo.

Inicialmente observemos que um K-isomorfismo de S em R preserva multiplicidade.
De fato, se Pi ∈ K[Y1, . . . , Ys] é um polinômio homogêneo de grau i podemos escrever

Pi =
∑

i1+···+is=i

ai1,...,isY
i1
1 · · ·Y is

s .

Então T (Pi) =
∑

i1+···+is=i
ai1,...,isg

i1
1 · · · giss , ou seja, se Pi 6= 0 então T (Pi) 6= 0, e assim

m(T (f)) ≥ m(f).
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Como T é K-isomorfismo então existe o seu inverso T−1 donde segue que

m(f) = m(T−1T (f)) ≥ m(T (f)),

o que implica que m(f) = m(T (f)).

Nos levando a concluir que se T = Sg1,...,gs é um K-isomorfismo e T (Yi) = gi, então
m(gi) = 1, para todo i = 1, . . . , s.

Sejam L1, . . . , Ls as formas iniciais respectivamente de g1, . . . , gs. Já observamos que
estes são polinômios homogêneos de grau 1, nas indeterminadas X1, . . . , Xr. Suponha-
mos que exista uma relação de dependência K-linear não trivial, ou seja, que existam
a1, . . . , as ∈ K não todos nulos tais que

a1L1 + · · ·+ asLs = 0.

Então se tomarmos f = a1Y1 + · · ·+ asYs, como T (Yi) = Li + · · · para i = 1, . . . , s, temos
que T (f) = a1L1 + · · ·+ asLs + · · · , assim

m(T (f)) = m(Sg1,...,gs(f)) > m(f),

contrariando o fato de Sg1,...,gs ser um K-isomorfismo. Consequentemente, uma condição
necessária para que Sg1,...,gs seja um K-isomorfismo de S em R é que as formas iniciais dos
g′is sejam K-linearmente independentes. Isso mostra ainda que se T é um K-isomorfismo
entre S e R então s ≤ r. E considerando T−1 temos a condição de que r ≤ s, de onde
concluímos que r = s.

Tendo feito estas observações obtemos condições necessárias para que Sg1,...,gs seja um
K-isomorfismo de S em R. Nosso objetivo agora é provar que estas condições também
são suficientes e para isso precisamos do seguinte lema.

Lema 1.8. Um subanel A de R é denso em R se, e somente se, dado qualquer polinômio
homogêneo P ∈ K[X1, . . . , Xr], existe um elemento em A cuja forma inicial é P.

Demonstração. Ver [12].

Proposição 1.9. Sejam os elementos g1, . . . , gr ∈ R cujas respectivas formas iniciais
lineares L1, . . . , Lr são K-linearmente independentes. Então Sg1,...,gr : S −→ R é um
isomorfismo de K-álgebras.

Demonstração. Começamos observando que se L1, . . . , Lr são K-linearmente independen-
tes então T = SL1,...,Lr é um K-isomorfismo. De fato, se Li = ai,1X1 + · · · + ai,rXr com
ai ∈ K para i = 1, . . . , r, tome a matriz (ai,j). Então a inversa de T é SL′1,...,L′r , em que
L′i = bi,1Y1 + · · · + bi,rYr e (bi,j) é a matriz inversa de (ai,j). Agora mostraremos que
Sg1,...,gr : S −→ R é injetiva,
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Note que se 0 6= f = Pn+Pn+1+ · · · , onde cada Pi é um polinômio homogêneo de grau
i e Pn 6= 0, então o termo inicial de Sg1,...,gr(f) é SL1,...,Lr(Pn). De fato, como T = SL1,...,Lr

é um K-isomorfismo e 0 6= Pn = T−1 (T (Pn)) temos que T (Pn) 6= 0. E mais se

Pn =
∑

i1+···+ir=n

ai1,...,irX1
i1 · · ·Xr

ir ,

ao menos um dos coeficientes ai1,...,ir é não nulo, pois Pn 6= 0.

Mas Sg1,...,gr(Pn) =
∑
ai1,...,irg1

i1 · · · grir e como Sg1,...,gr é homomorfismo e L1, . . . , Lr

são polinômios de grau um temos que

Sg1,...,gr(Pn) =
∑

i1+···+ir=n

ai1,...,irg
i1
1 · · · girr =

∑
i1+···+ir=n

ai1,...,irL1
i1 · · ·Lrir + · · · .

Logo, o termo inicial de Sg1,...,gr(f) é SL1,...,Lr(Pn), pois o mesmo é não nulo.
Disso temos que m (Sg1,...,gr(f)) = m(SL1,...,Lr(f)) = m(f) 6= ∞, o que implica a

injetividade de Sg1,...,gr .
Para a sobrejetividade mostraremos que a imagem A = K[[g1, . . . , gr]] de Sg1,...,gr é

fechado e denso em R, pois dessa forma A = R, mas se A é fechado então A = A.

Seja P ∈ K[X1, . . . , Xr] um polinômio homogêneo. Considere Q = S−1L1,...,Lr
(P ) ∈ S.

Então P = SL1,...,Lr(Q) é a forma inicial de Sg1,...,gr(Q) ∈ A. Pelo Lema 1.8, temos que A
é denso em R.

Resta provar que A é fechado em R. Seja h ∈ R tal que h = lim
i
fi(g1, . . . , gr), onde

(fi) é uma sequência com fi ∈ R. Devemos provar que h ∈ A.
Acabamos de mostrar que m(Sg1,...,gr(f)) = m(f), como Sg1,...,gr é um homomorfismo

temos que

m(fi − fj) = m(Sg1,...,gr(fi − fj)) = m(Sg1,...,gr(fi)− Sg1,...,gr(fj)),

donde segue que (fi) é uma sequência de Cauchy em R (ver [12]). Portanto, existe f ∈ R
tal que f = lim

i
fi. Pela Proposição 1.7, Sg1,...,gr é contínua, implicando que

h = lim
i
fi(g1, . . . , gr) = lim

i
Sg1,...,gr(fi) = Sg1,...,gr

(
lim
i
fi

)
= Sg1,...,gr(f) ∈ A.

Se T é um homomorfismo de K-álgebras, então T é completamente determinado pelos
elementos T (Y1), . . . , T (Ys), e para todo f(Y1, . . . , Ys) ∈ S temos

T (f(Y1, . . . , Ys)) = f(T (Y1), . . . , T (Ys)).

É possível provar ainda que um K-endomorfismo de R é um automorfismo se, e so-
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mente se, preserva multiplicidade.

Exemplo 1.10. Pela Proposição anterior, T : K[[X, Y ]] −→ K[[X, Y ]] é umK-isomorfismo
se, e somente se, T (X) = aX+ bY + · · · e T (Y ) = cX+dY + · · · satisfazem ad− bc 6= 0.

Para o que segue vamos precisar analisar algumas propriedades do corpo de Laurent.
Denotaremos por K((X)) o corpo de frações do anel das séries de potências formais

em uma indeterminada K[[X]].

Dado um elemento h = f
g
∈ K((X)) \ {0}, podemos escrever f = Xnu e g = Xkv com

u e v unidades em K[[X]] e n, k ∈ N. Assim temos

h = Xn−k(uv−1) = Xrw,

onde r = n− k ∈ Z e w é uma unidade em K[[X]].

Isto mostra que um elemento de K((X)) pode ser escrito na forma

a−rX
−r + a−r+1X

−r+1 + · · ·+ a0 + a1X + · · · ,

onde r ∈ N e ai ∈ K para todo i ≥ −r. Os elementos de K((X)) são chamados séries de
potências formais de Laurent.

Escrevendo h = Xrw, com r ∈ Z e w ∈ K[[X]] uma unidade, definimos que a multi-
plicidade de h é m(h) = r e se h = 0, então m(h) =∞.

Proposição 1.11. Se a aplicação T : K((X)) −→ K((X)) é um K-homomorfismo, então
T (X) ∈ K[X], com T (0) = 0.

Demonstração. Como T é um homomorfismo de K((X)) segue que T (X) = Xru(X) para
algum r ∈ Z e alguma unidade u ∈ K[[X]]. Note que r > 0, pois caso contrário

T (X2 +X3 + · · · ) = T (X)2 + T (X)3 + · · · = X2ru(X)2 +X3ru(X)3 + · · ·

é um elemento com infinitos termos com potência negativa ou r = 0, e em ambos os casos

T (X2 +X3 + · · · ) não pertence à K((X)). Por outro lado, se u(X) =
∞∑
i=0

aiX
i com a0 6= 0

então T (X−1) = (X−1)ru(X−1) = X−r
∞∑
i=0

aiX
−i.

Como T (X−1) = (T (X))−1 ∈ K((X)) devemos ter que
∞∑
i=0

aiX
−i é uma soma finita,

logo u(X) ∈ K[X]. E T (0) = 0 pois r > 0.

Corolário 1.12. Se T : K((X)) −→ K((X)) é um automorfismo, então T (X) = aX

para algum a ∈ K \ {0}.

Demonstração. Se T é um automorfismo, então T (X) = P (X) ∈ K[X], com P (0) = 0.

Por outro lado temos que T−1(X) = Q(X) ∈ K[X], assim X = P (Q(X)) = Q(P (X)).
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Donde concluímos que P e Q são polinômios de grau 1, e da condição P (0) = Q(0) = 0,

segue que P (X) = aX para algum a ∈ K \ {0}.

1.3 O Teorema da Preparação de Weierstrass

Nesta seção, nosso foco é a demonstração do Teorema da Divisão e do Teorema da
Preparação de Weierstrass. Este último resultado nos permite enxergar, a menos de
um produto por uma unidade, uma série de potências como um polinômio em uma das
variáveis, conceito essencial no estudo de curvas algebroides.

Definição 1.13. Vamos denotar a r-upla (0, . . . , 0, Xj, 0, . . . , 0) por Xj. Dizemos que
f ∈ K[[X1, . . . , Xr]] é Xj-regular de ordem k, se f(Xj) é divisível por Xk

j mas não é por
Xk+1
j .

Dizemos que f é Xj-regular se é Xj-regular de ordem m(f). Neste caso, m
(
f
(
Xj

))
=

m(f).

Se f ∈ K[[X1, . . . , Xr]] é Xj-regular de ordem k, podemos escrever

f(Xj) = Xk
j u(Xj),

onde u é uma unidade em K[[Xj]].

Lema 1.14. Dados f, g ∈ K[[X1, . . . , Xr]] temos que fg é Xj-regular de alguma ordem
se, e somente se, f e g são Xj-regulares de alguma ordem.

Demonstração. Suponha que fg é Xj-regular de ordem k, então fg
(
Xj

)
= Xk

j w(Xj) 6= 0

para alguma unidade w ∈ K[[Xj]]. Como fg
(
Xj

)
= f

(
Xj

)
g
(
Xj

)
temos que f(Xj), g(Xj) 6=

0. Pela Proposição 1.6, podemos escrever f
(
Xj

)
= Xn

j u(Xj) e g
(
Xj

)
= X l

jv(Xj), onde
u e v são unidades em K[[Xj]]. Logo

Xk
j w(Xj) = Xn+l

j u(Xj)v(Xj).

Além disso, temos que Xn+1
j - f

(
Xj

)
, pois se Xn+1

j | f
(
Xj

)
como X l

j divide g
(
Xj

)
temos que Xn+l+1

j | fg(Xj), contrariando a hipótese. O mesmo argumento mostra que
X l+1
j - g

(
Xj

)
. Portanto f e g são Xj-regulares de ordens n e l, respectivamente.

Reciprocamente, se f e g são Xj-regulares de ordens n e l, respectivamente então

fg
(
Xj

)
= f

(
Xj

)
g
(
Xj

)
= Xn

j u(Xj)X
l
jv(Xj) = Xn+l

j uv,

com u e v unidades em K[[Xj]]. Assim, Xn+l
j divide fg

(
Xj

)
. Como Xj não divide uv

segue que Xn+l+1
j não divide fg

(
Xj

)
. Portanto fg é Xj-regular de ordem n+ l.

20



Vamos denotar por R = K[[X1, . . . , Xr]], R′ = K[[X1, . . . , Xr−1]] e porMR eMR′ o
ideal maximal do anel R e R′, respectivamente.

A demonstração do teorema a seguir foi retirada de [13].

Teorema 1.15. (Teorema da Divisão) Seja f ∈ MR, Xr-regular de ordem k. Dado
qualquer g ∈ R, existem q ∈ R e p ∈ R′[Xr] unicamente determinados por f e g, com
p = 0 ou grau de p com relação a Xr menor que k, tais que

g = fq + p.

Demonstração. Faremos a demonstração por indução sobre o número de indeterminadas.
Para R = K[[X]] temos o seguinte:

Dados f ∈MR e g ∈ R escrevemos f =
∞∑
i=1

FiX
i e g =

∞∑
i=0

GiX
i. Como f é X-regular

de ordem k então m(f) = k, assim podemos reescrever f =
∞∑
i=k

FiX
i, com Fk 6= 0.

Supondo q =
∑
i≥0

QiX
i e p =

∑
i≥0

PiX
i satisfazendo g = fq + p devemos ter

G0 = F0Q0 + P0

G1 = F0Q1 + F1Q0 + P1

... (1.2)

Gk−1 = F0Qk−1 + F1Qk−2 + · · ·+ Fk−1Q0 + Pk−1

Gk = F0Qk + F1Qk−1 + · · ·+ FkQ0 + Pk
...

Como F0 = · · · = Fk−1 = 0 temos que Pi = Gi para i = 0, . . . , k − 1. Assim, definimos
p = G0 +G1X + · · ·+Gk−1X

k−1, Pj = 0 para todo j ≥ k e para i ≥ 0

Qi =
Gk+i − (Fk+1Qi−1 + · · ·+ Fk+iQ0)

Fk
.

Resta provar que q e p são unicamente determinados por f e g. Suponha que existam
q′ ∈ K[[X]] e p′ ∈ K[X] tais que g = fq′ + p′. Então

fq′ + p′ = fq + p ⇒ f(q′ − q) = p− p′.

Se p 6= p′ então devemos ter q 6= q′. Isso implica que m(f(q′− q)) = m(p− p′), ou seja,
k +m(q′ − q) = m(p− p′). No entanto, k +m(q′ − q) ≥ k e m(p− p′) < k, o que nos leva
a uma contradição. Portanto, p = p′ e consequentemente q = q′.

Suponha que o resultado seja válido para r − 1 indeterminadas.
Primeiramente observamos que dado f ∈ R, podemos rearranjar seus termos de forma
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a escrever

f = F0(X2, . . . , Xr) + F1(X2, . . . , Xr)X1 + F2(X2, . . . , Xr)X1
2 + . . . .

Para simplificar a notação escrevemos f = F0 + F1X1 + F2X1
2 + · · · e g = G0 +G1X1 +

G2X1
2 + · · · , com Fi, Gi ∈ K[[X2, . . . , Xr]] para todo i ≥ 0.

Assim, nosso problema é determinar uma série q = Q0 + Q1X1 + Q2X1
2 + . . . e um

polinômio p = P0+P1X1+· · ·+Pk−1Xk−1
1 , com Pi ∈ K[[X2, . . . , Xr−1]] tais que g = fq+p,

ou seja, precisamos resolver um sistema como em (1.2).

Como 0 6= f(0, . . . , 0, Xr) = F0(0, . . . , 0, Xr) e m(f(0, . . . , 0, Xr)) = k temos que
m(F0(0, . . . , 0, Xr)) = k. Agora, F0(X2, . . . , Xr) é uma série em r − 1 indeterminadas e
Xr-regular de ordem k, logo pela hipótese de indução, existem únicosQ0 ∈ K[[X2, . . . , Xr]]

e P0 ∈ K[[X2, . . . , Xr−1]][Xr] tais que G0 = F0Q0 + P0, satisfazendo que P0 = 0 ou grau
de P0 em relação a Xr é menor que k.

Novamente temos que G1−F1Q0 ∈ K[[X2, . . . , Xr]]. Então por indução existem únicos
Q1 ∈ K[[X2, . . . , Xr]] e P1 ∈ K[[X2, . . . , Xr−1]][Xr] tais que G1−F1Q0 = F0Q1 +P1, com
P1 = 0 ou grau de P1 em relação a Xr menor que k. Continuando esse processo obtemos

Gn − (F1Qn−1 + · · ·+ FnQ0) = F0Qn + Pn.

Definimos q = Q0 + Q1X1 + Q2X1
2 + · · · e p = P0 + P1X1 + P2X1

2 + · · · + Pk−1X1
k−1,

com Pi ∈ K[[X2, . . . , Xr−1]][Xr] para i = 0, . . . , k−1 e Pi = 0 para i ≥ k. Por construção,
as séries p e q são únicas satisfazendo p = 0 ou o grau de p em relação a Xr é menor que
k. Logo, p ∈ R′[Xr].

Exemplo 1.16. Considere f, g ∈ R[[X, Y ]], onde f = XY + Y 3 + XY 3 + Y 5 e g = Y 3.

Primeiro observemos que f é Y -regular de ordem 3, pois f(0, Y ) = Y 3+Y 5 que é divisível
por Y 3, mas não é por Y 4.

Agora vamos determinar q ∈ R[[X, Y ]] e p ∈ R[[X]][Y ] de forma que g = fq + p.

Sejam f = F0 + F1 +XY + Y 3 +XY 3 + Y 5 e g = G0 +G1 +G2 + Y 3 com F0 = F1 = 0

e G0 = G1 = G2 = 0. Temos que

G0 = F0Q0 + P0 e G1 = F0Q1 + F1Q0 + P1,

o que implica P0 = G0 = 0 e P1 = G1 = 0. De

G2 = F0Q2 + F1Q1 + F2Q0 + P2 = Q0XY + P2

temos que P2 = −XYQ0. Pela demonstração do Teorema da Divisão temos que P3 =
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P4 = · · · = 0. E ainda

Y 3 = G3 = F0Q3 + F1Q2 + F2Q1 + F3Q0 + P3 = XYQ1 + Y 3Q0.

Assim, Q0 = 1, Q1 = 0 e obtemos P2 = −XY. Continuando o processo

0 = G4 = F0Q4 + F1Q3 + F2Q2 + F3Q1 + F4Q0 = XYQ2 +XY 3,

donde concluímos que Q2 = −Y 2. Temos

0 = G5 = F0Q5 + F1Q4 + F2Q3 + F3Q2 + F4Q1 + F5Q0 = XYQ3 − Y 3(Y 2) + Y 5,

ou seja, Q3 = 0. E

G6 = F0Q6 + F1Q5 + F2Q4 + F3Q3 + F4Q2 + F5Q1 + F6Q0 = XYQ4 +XY 3(−Y 2),

o que implica Q4 = Y 4. Não prosseguiremos a determinação da série Q, pois ela pode ser
infinita. Portanto p = −XY e q = 1− Y 2 + Y 4 + · · · .

O próximo teorema permite que passemos a estudar uma série regular em uma inde-
terminada sob o ponto de vista do estudo de polinômios.

Teorema 1.17. (Teorema da Preparação de Weierstrass) Seja f ∈MR uma série
Xr-regular de ordem n. Então existem uma unidade u ∈ R e A1, A2, . . . , An ∈ MR′ ,

unicamente determinados por f, tais que

fu = Xn
r + A1X

n−1
r + · · ·+ An−1Xr + An.

Mais ainda, se f é regular em Xr então m(Ai) ≥ i para i = 1, . . . , n.

Demonstração. Seja g = Xn
r . Pelo teorema anterior existem u ∈ R e p ∈ R′[Xr] tais que

g = fu + p, com p = 0 ou o grau de p em Xr é menor que n. Como p é um polinômio
em Xr podemos escrever −p = A1X

n−1
r + · · · + An−1Xr + An, com Ai ∈ R′ para todo

i = 1, . . . , n. Logo, fu = g − p = Xn
r +A1X

n−1
r + · · ·+An−1Xr +An. Resta provar que u

é inversível. De fato,

(fu)(0, . . . , 0, Xr) = Xn
r + A1(0, . . . , 0)Xn−1

r + · · ·+ An(0, . . . , 0). (1.3)

Como f é Xr-regular de ordem n temos f(0, . . . , 0, Xr) = Xn
r v(Xr), com v ∈ K[[Xr]] uma

unidade.
Além disso, Ai(0, . . . , 0) = 0 pois caso contrário teríamos

m(Xn
r + A1(0, . . . , 0)Xn−1

r + · · ·+ An(0, . . . , 0)) < n,
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enquanto m((fu)(0, . . . , 0, Xr)) = n + m(u(0, . . . , 0, Xr)) ≥ n, o que nos levaria a uma
contradição. De (1.3) temos que (fu)(0, . . . , 0, Xr) = Xn

r , ou seja,

Xn
r v(Xr)u(0, . . . , 0, Xr) = Xn

r ,

o que implica v(Xr)u(0, . . . , 0, Xr) = 1 e portanto u é uma unidade.
E ainda se f é Xr-regular, ou seja, f é Xr-regular de ordem n = m(f), então

n = m(fu) = min{m(Xn
r ),m(A1X

n−1
r ), . . . ,m(An−1Xr),m(An)}

= min{n,m(A1) + n− 1, . . . ,m(An)}.

Portanto m(Ai) + n− i ≥ n, logo m(Ai) ≥ i para i = 1, . . . , n.

Corolário 1.18. (Teorema da Função Implícita) Seja f ∈ R tal que f(0, . . . , 0) = 0

e ∂f
∂Xr

(0, . . . , 0) 6= 0. Então existe ϕ(X1, . . . , Xr−1) ∈MR′ tal que

f(X1, . . . , Xr−1, ϕ(X1, . . . , Xr−1)) = 0.

Demonstração. Por hipótese f ∈MR e a condição ∂f
∂Xr

(0, . . . , 0) 6= 0 é equivalente a dizer
que f é regular em Xr de ordem 1. Pelo Teorema da Preparação de Weierstrass existem
u ∈ R unidade e A1 ∈ R′[Xr] tais que fu = Xr+A1. Definindo ϕ(X1, . . . , Xr−1) = −A1 ∈
MR′ temos

fu(X1, . . . , Xr−1, ϕ(X1, . . . , Xr−1)) = ϕ(X1, . . . , Xr−1) + A1 = 0.

Como u é uma unidade, portanto não nula e R é um domínio de integridade temos que
f(X1, . . . , Xr−1, ϕ(X1, . . . , Xr−1)) = 0.

Os próximos resultados mostram que a condição de f ser regular em alguma indeter-
minada não é tão restritivo como pode parecer, pois mostraremos que no caso em que K é
infinito podemos determinar um automorfismo linear de forma que f se torne regular em
uma indeterminada escolhida. No caso em que K não é infinito não podemos garantir a
existência de um automorfismo linear, embora seja possível determinar um automorfismo
que torne f regular em uma de suas indeterminadas.

Lema 1.19. ConsideremosK um corpo infinito. Dada uma família finita F = {P1 . . . , Ps}
de polinômios homogêneos não nulos em K[Y1, . . . , Yr], existe um isomorfismo linear
T : K[X1, . . . , Xr] −→ K[Y1, . . . , Yr] tal que para cada Pi ∈ F de grau n, existe uma
constante cPi ∈ K \ {0} tal que

Pi(T (X1, . . . , Xr)) = cPiXr
n + (termos de grau menor em Xr).
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Demonstração. Sendo F finita e K um corpo infinito, podemos determinar (a1, . . . , ar)

um elemento de Kr tal que Pi(a1, . . . , ar) 6= 0, ∀i = 1, . . . , s. Para tanto, basta fixarmos
a2, . . . , ar digamos com ar 6= 0 e avaliando cada elemento de F em a2, . . . , ar obtemos
uma família finita de polinômios de K[X1]. Se algum dos polinômios for nulo mudamos
a (r − 1)-upla. Como K é infinito e cada polinômio em K[X1] tem um número finito
de raízes, existe a1 ∈ K que não é raiz de nenhum desses polinômios. Desta forma
Pi(a1, . . . , ar) 6= 0, ∀i = 1, . . . , s. Considere agora o isomorfismo linear T definido por:

Y1

Y2
...

Yr−1

Yr


=



1 0 · · · 0 a1

0 1 · · · 0 a2
...

... · · · ...
...

0 0 · · · 1 ar−1

0 0 · · · 0 ar





X1

X2

...
Xr−1

Xr


.

Assim, se Pi =
∑

i1+···+ir=n
ci1,...,irX

i1
1 X

i2
2 · · ·X ir

r é um polinômio homogêneo de grau n, então

Pi(T (X1, . . . , Xr)) =
∑

i1+···+ir=n

ci1,...,ir(X1 + a1Xr)
i1(X2 + a2Xr)

i2 · · · (arXr)
ir

=
∑

i1+···+ir=n

ci1,...,ira1
i1 · · · arirXn

r + (termos de grau menor em Xr)

= Pi(a1, . . . , ar)Xr
n + (termos de grau menor em Xr).

O resultado segue tomando cPi = Pi(a1, . . . , ar).

Corolário 1.20. Sejam K um corpo infinito e F uma família finita de elementos não
nulos de K[[X1, . . . , Xr]]. Então existe um automorfismo linear T de K[[X1, . . . , Xr]] tal
que f ◦ T é Xr-regular para todo f ∈ F .

Demonstração. Esse resultado é consequência imediata do lema anterior.

Corolário 1.21. Seja f ∈ R\{0} de multiplicidade n. Então existem um K-automorfismo
T de R, uma unidade u ∈ R e A1, . . . , An ∈ R′ = K[[X1, . . . , Xr−1]] tais que m(Ai) ≥ i

para todo i = 1, . . . , n e

T (f)u = Xn
r + A1X

n−1
r + . . .+ An.

Demonstração. Como f é não nula, pelo corolário anterior existe um K-automorfismo T
de R tal que T (f) é regular com respeito a Xr. Assim pelo Teorema de Preparação de
Weierstrass temos que existem uma unidade u ∈ R e A1, . . . , An ∈ R′ satisfazendo

T (f)u = Xn
r + A1X

n−1
r + A2X

n−2
2 + · · ·+ An,

com m(Ai) ≥ i.
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Nas hipóteses do corolário acima dizemos que o elemento

Xn
r + A1X

n−1
r + A2X

n−2
2 + · · ·+ An

é a preparação a Weierstrass da série f.

Exemplo 1.22. A série f = XY Z ∈ C[[X, Y, Z]] não é regular em nenhuma das inde-
terminadas. Pelo Corolário 1.21 definindo a aplicação T : C[[X, Y, Z]] −→ C[[X, Y, Z]]

da seguinte forma T (X) = X + Z, T (Y ) = Y + Z e T (Z) = Z temos que f(T (X, Y, Z))

é Z-regular de ordem 3. Claramente T é um automorfismo e mais

f(T (X, Y, Z)) = (X + Z)(Y + Z)Z = Z3 + (X + Y )Z2 +XY Z.

Assim, Z3 + (X + Y )Z2 +XY Z é a preparação a Weierstrass da série f.

Finalizamos esta seção introduzindo os conceitos de pseudo-polinômio e de polinômio
de Weierstrass. Vamos verificar que tais propriedades de uma série se estendem aos seus
fatores irredutíveis.

Definição 1.23. Um elemento P ∈ R é dito um pseudo-polinômio em Xr se P é da
forma

P (X1, . . . , Xr) = Xn
r + A1X

n−1
r + · · ·+ An ∈ R′[Xr]

tal que m(Ai) ≥ 1, para todo i = 1, . . . , n, com n ≥ 1.

Um pseudo-polinômio é chamado polinômio de Weierstrass se m(Ai) ≥ i, ∀i =

1, . . . , n.

Lema 1.24. Sejam F1, . . . , Fs polinômios mônicos em R′[Xr]. Então F1 · · ·Fs é um
pseudo-polinômio se, e somente se, Fi é um pseudo-polinômio para cada i = 1, . . . , s.

Demonstração. É suficiente provarmos o resultado para o caso s = 2.

Sejam F1 = X l
r+A1X

l−1
r +· · ·+Al e F2 = Xn

r +B1X
n−1
r +· · ·+Bn tais que Ai, Bj ∈ R′

para todo i = 1, . . . , l e para todo j = 1, . . . , n. Então

F1F2 = X l+n
r + (A1 +B1)X

l+n−1
r + · · ·+

(Ai + Ai−1B1 + · · ·+ A1Bi−1 +Bi)X
l+n−i
r + · · ·+ AlBn.

Se F1 e F2 são pseudo-polinômios então para cada i = 1, . . . , l + n,

m

(
i∑

j=0

Ai−jBj

)
≥ min{m(Ai−j) +m(Bj); j ∈ {0, . . . , i}} ≥ 1,

em que A0 = B0 = 1. E neste caso F1F2 é um pseudo-polinômio.
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Reciprocamente, se F1F2 é um pseudo-polinômio, suponhamos sem perda de generali-
dade, que F1 não seja um pseudo-polinômio. Então devemos ter m(Ai) = 0 para algum i

com 1 ≤ i ≤ l.

O que implica que m

(
i∑

j=0

Ai−jBj

)
= 0, contrariando o fato de que F1F2 é um pseudo-

polinômio. Portanto, F1 e F2 são pseudo-polinômios.

Analogamente pode-se provar que F1 · · ·Fs é um polinômio de Weierstrass se, e so-
mente se, cada Fi é um polinômio de Weierstrass para i = 1, . . . , s.

Lema 1.25. Seja F ∈ R′[Xr] um pseudo-polinômio. Então F é irredutível em R se, e
somente se, F é irredutível em R′[Xr].

Demonstração. Suponha que F é redutível em R. Então existem não unidades F1 e F2

em R tais que F = F1F2. Pelo lema anterior temos que F1 e F2 são pseudo-polinômios.
Como F é um pseudo-polinômio então é Xr-regular de alguma ordem e portanto,

F1 e F2 também são Xr-regulares de ordem maior ou igual a 1.

Pelo Teorema da Preparação de Weierstrass, existem unidades U1, U2 ∈ R tais que
U1F1 = H1 e U2F2 = H2, com H1, H2 ∈ R′[Xr]. Considerando U = U1U2 temos que

FU = (U1F1)(U2F2) = H1H2.

Entretanto H1 e H2 são pseudo-polinômios então FU é um pseudo-polinômio. E ainda
como F ·1 = F = U−1H1H2, segue da unicidade do Teorema da Preparação de Weierstrass
que U = 1 e portanto F = H1H2, ou seja, F é redutível em R′[Xr].

A recíproca é imediata.

Observamos que o resultado acima é válido se considerarmos F um polinômio de
Weierstrass.

Teorema 1.26. O anel K[[X1, . . . , Xr]] é um domínio de fatoração única.

Demonstração. Para uma prova deste resultado ver por exemplo [12].

Corolário 1.27. Suponha que F ∈ R′[Xr] é um pseudo-polinômio com respeito a indeter-
minada Xr. Seja F = F1 · · ·Fs a decomposição de F em fatores irredutíveis de R. Então
podemos escolher uma decomposição em que cada Fi seja um pseudo-polinômio.

Demonstração. Se F = F1 · · ·Fs é a decomposição de F em irredutíveis de R, então estes
fatores também são irredutíveis em R′[Xr]. Sendo F mônico, podemos supor que cada Fi
também é, dessa forma cada Fi é um pseudo-polinômio.
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CAPÍTULO 2

CURVAS ALGEBROIDES PLANAS

Neste capítulo introduzimos o objeto central deste trabalho, que são as curvas alge-
broides planas. No caso em que a curva é irredutível, chamada ramo plano, o Teorema de
Newton-Puiseux garante que existe uma parametrização especial para a curva e a partir
dela definimos os chamados expoentes característicos da curva. Estes são invariantes clás-
sicos e fundamentais na caracterização da topologia de ramos planos (para mais detalhes
ver [6]). Tratamos também do índice de interseção de curvas, que é uma maneira de
“medir” a proximidade entre curvas.

2.1 Curvas Algebroides Planas

Nesta seção vamos trabalhar com o anel K[[X, Y ]], em que K é um corpo de caracte-
rística zero.

Em K[[X, Y ]]\{0} definimos a seguinte relação (∼). Dados f, g ∈ K[[X, Y ]]\{0} di-
zemos que f é associada a g, se existe uma unidade u ∈ K[[X, Y ]] tal que f = ug. E
escrevemos f ∼ g.

Definição 2.1. Uma curva algebroide plana definida por f ∈ K[[X, Y ]]\{0}, denotada
por (f), é uma classe de equivalência de um elemento não inversível f, segundo a relação
de associado, isto é,

(f) = {uf ∈ K[[X, Y ]]; u é uma unidade em K[[X, Y ]]}.

Temos que (f) = (g) se, e somente se, f ∼ g.

A definição dada de curva algebroide é motivada pelo conceito mais geométrico de
curva algébrica (quando f é um polinômio), ou de curva analítica (quando f é uma série
de potências convergente) em que a curva é vista como o conjunto de zeros de f.
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Por exemplo no caso de uma curva plana complexa, denotamos por C{X, Y } o anel
das séries de potências que convergem absolutamente numa vizinhança da origem.

Definição 2.2. Uma curva analítica plana Cf (ou simplesmente (f)) com f ∈ C{X, Y }
é um subconjunto de C2 dado por

Cf = {(x, y) ∈ U ; f(x, y) = 0},

em que U é um aberto de C2 contendo a origem.

Veja que Cf = Cg se, e somente se, g = uf com u uma unidade de C{X, Y }.
Todavia para o estudo das propriedades algébricas de uma dada curva é suficiente

considerar f como um elemento de K[[X, Y ]].

Sendo a multiplicidade de uma série invariante pela multiplicação por uma unidade,
faz sentido definirmos a multiplicidade de uma curva algebroide plana como sendo a
multiplicidade de um dos seus representantes.

Definição 2.3. A multiplicidade de uma curva algebroide plana (f) é definida como
sendo a multiplicidade de f.

Classicamente, no estudo de uma curva analítica plana Cf ⊂ C2, dizemos que um
ponto p ∈ Cf é um ponto singular se

∂f

∂x
(p) = 0 e

∂f

∂y
(p) = 0.

Caso contrário, dizemos que p é um ponto regular de Cf .
Para curvas algebroides temos um conceito similar.

Definição 2.4. Diremos que uma curva algebroide plana é regular quando m(f) = 1, e
que é singular quando m(f) > 1.

Exemplo 2.5. Considere as curvas (f) e (g) em que f(X, Y ) = Y 2−X2−X3 e g(X, Y ) =

X − Y +XY + 2XY 2 pertencem a C[[X, Y ]]. Como m(f) = 2 e m(g) = 1 temos que (f)

é uma curva singular e (g) regular.
Analogamente no caso analítico, (0, 0) é um ponto singular de Cf e é um ponto regular

de Cg. O traço real destas curvas é apresentado abaixo.
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(a) Traço real da curva Cf . (b) Traço real da curva Cg.

Definição 2.6. Uma curva algebroide plana (f) é dita irredutível, se a série f é irredutível
em K[[X, Y ]]. Neste caso chamaremos a curva de ramo.

Novamente observamos que esta definição independe da escolha do representante.
Sejam (f) irredutível e g ∈ (f). Supondo que g não é irredutível, podemos escrever

g = pq, onde p, q ∈ K[[X, Y ]] com m(p),m(q) > 1. Além disso, existe uma unidade
u ∈ K[[X, Y ]] tal que g = uf, o que implica que f = gu−1 = pqu−1, com m(p),m(q) ≥ 1.

O que é uma contradição pois f é irredutível.
Seja (f) uma curva algebroide plana e considere a decomposição de f em fatores

irredutíveis de K[[X, Y ]],

f = f1 · · · fn.

As curvas algebroides planas (fi) para i = 1, . . . , n são chamadas ramos da curva (f). E
dizemos que (f) é uma curva reduzida se (fj) 6= (fi) para i 6= j, i, j = 1, . . . , n.

Algumas propriedades de curvas algebroides planas são preservadas por automorfis-
mos de K[[X, Y ]]. Isto motiva a definição de uma relação de equivalência entre curvas
algebroides planas.

Definição 2.7. Duas curvas algebroides planas (f) e (g) são ditas equivalentes, se existe
um K-automorfismo T : K[[X, Y ]] −→ K[[X, Y ]] tal que (T (f)) = (g), ou equivalente-
mente se T (f) = ug. Neste caso escrevemos (f) ∼ (g).

Pelo Corolário 1.21 qualquer curva (f) é equivalente a uma curva (p) em que p é um
polinômio de Weierstrass. Neste sentido podemos supor que toda curva é dada por um
polinômio de Weierstrass.

Proposição 2.8. Se (f) e (g) são curvas regulares, então (f) ∼ (g).

Demonstração. Por hipótesem(f) = 1 e portanto f = aX+bY +· · · , com a 6= 0 ou b 6= 0.

Suponhamos sem perda de generalidade que a 6= 0 e definimos o seguinteK-automorfismo:

φ : K[[X, Y ]] −→ K[[X, Y ]]

X 7−→ f

Y 7−→ Y.
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Este automorfismo mostra que (f) ∼ (X).De modo análogo escrevendo g = cX+dY+· · · ,
podemos mostrar que (g) ∼ (X) ou (g) ∼ (Y ) dependendo se c 6= 0 ou d 6= 0. Definindo
o K-automorfismo ς : K[[X, Y ]] −→ K[[X, Y ]] em que ς(X) = Y e ς(Y ) = X mostramos
que (X) ∼ (Y ), o que permite concluir que (f) ∼ (g).

Seja (f) uma curva algebroide plana de multiplicidade n, ou seja,

f = Fn + Fn+1 + · · · ,

onde cada Fi é um polinômio homogêneo em K[X, Y ] de grau i satisfazendo Fn 6= 0.

Dizemos que a curva (Fn) é o cone tangente da curva (f).

Agora provaremos um resultado que vale para polinômios homogêneos em duas va-
riáveis, que nos permitirá a definição de retas tangentes de uma curva algebroide plana.
Antes porém vamos fazer algumas considerações.

Dado um polinômio homogêneo Q(X, Y ) =
n∑
i=0

ai,n−iX
iY n−i considere

Q∗ = Q(X, 1) =
n∑
i=0

ai,n−iX
i,

que é um polinômio em K[X] com grau k ≤ n.

E dado um polinômio R(X) =
l∑

i=0

ciX
i definimos o polinômio homogêneo de grau l

em K[X, Y ] por:

R∗ =
l∑

i=0

ciX
iY l−i.

Agora provaremos que se Q∗ é um polinômio de grau k, então Y n−k(Q∗)
∗ = Q(X, Y ).

De fato,

Y n−k(Q∗)
∗ = Y n−k

(
k∑
i=0

ai,n−iX
i

)∗
= Y n−k

(
k∑
i=0

ai,n−iX
iY k−i

)

=
k∑
i=0

ai,n−iX
iY n−i = Q(X, Y ).

Proposição 2.9. Seja K um corpo algebricamente fechado e P ∈ K[X, Y ] um polinômio
homogêneo de grau n. Então P (X, Y ) pode ser escrito como um produto de fatores lineares,
isto é,

P (X, Y ) =
s∏
i=1

(aiX + biY )ri ,

onde
s∑
i=1

ri = n, ai, bj ∈ K, ∀i, j = 1, . . . s e ainda aibj − ajbi 6= 0 se i 6= j.
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Demonstração. Dado P (X, Y ) =
n∑
i=0

pi,n−iX
iY n−i se P (X, Y ) = P0,nY

n nada há que fazer,

caso contrário temos que P∗ =
k∑
i=0

pi,n−iX
i é não constante. Como K é algebricamente

fechado P∗ possui k raízes em K, digamos α1, . . . , αk. Assim podemos escrever P∗ =

a
s′∏
i=1

(X − αi)r
′
i .

Logo, (P∗)
∗ = a

s′∏
i=1

(X − αiY )r
′
i e portanto existem ai, bi ∈ K, i = 1, . . . , s tais que

P (X, Y ) = Y n−k(P∗)
∗ = aY n−k

s′∏
i=1

(X − αiY )r
′
i =

s∏
i=1

(aiX − biY )ri .

Este resultado motiva a seguinte definição.

Definição 2.10. Seja (f) uma curva algebroide plana com cone tangente (Fn), dado por

Fn =
s∏
i=1

(aiX + biY )ri .

Cada curva (aiX + biY ) é chamada de reta tangente de (f) com multiplicidade ri.

Exemplo 2.11. A curva (h) dada por h = 2X2 + 7XY + 6Y 2 + X3 + Y 4, possui cone
tangente (2X2 + 7XY + 6Y 2). Veja que 2X2 + 7XY + 6Y 2 = (2X + 3Y )(X + 2Y ). Assim
as retas tangentes de (h) são (2X + 3Y ) e (X + 2Y ).

No caso analítico, as retas Y = −2
3
X e Y = −1

2
X são as retas tangentes a curva na

origem, vindo de encontro ao que se espera quando analisamos o traço real desta curva.
A figura abaixo representa o traço real da curva (h) e suas retas tangentes.

A proposição a seguir nos dá uma condição para determinar quando duas curvas não
são equivalentes.

Proposição 2.12. Sejam f, g ∈ K[[X, Y ]] com formas iniciais Fn e Gm, respectivamente.
Se (f) é equivalente a (g) então n = m e (Fn) é equivalente a (Gn).
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Demonstração. Por hipótese (f) ∼ (g), isto é, existe um K-automorfismo φ satisfazendo
que φ(f) = ug, com u sendo uma unidade em K[[X, Y ]]. Como automorfismo preserva
multiplicidade devemos ter m(f) = m(ug) = m(u) + m(g) = m(g), donde se conclui que
n = m. E ainda, se f = Fn +Fn+1 + · · · , g = Gn +Gn+1 + · · · e u = u0 + u1 + · · · , então
φ(f) = ug implica que

φ(Fn) + φ(Fn+1) + · · · = (u0 + u1 + · · · )(Gn +Gn+1 + · · · )

= u0Gn + u0Gn+1 + u1Gn + · · · ,

assim φ(Fn) = u0Gn e portanto (Fn) ∼ (Gn).

2.2 Teorema de Newton-Puiseux

Provamos nas seções anteriores que qualquer curva é equivalente a uma curva definida
por um polinômio de Weierstrass emK[[X]][Y ]. Nesta seção nos dedicaremos a determinar
as raízes deste polinômio no fecho algébrico de K((X)), e assim poderemos continuar o
estudo sobre curvas algebroides planas irredutíveis.

Denotaremos por K((X)) o fecho algébrico de K((X)).

Vimos que K((X)) é o conjunto das séries formais de Laurent com coeficientes em K,

isto é, K((X)) é o conjunto de todas as séries da forma,

b−mX
−m + b−m+1X

−m+1 + · · ·+ b0 + b1X + · · · .

Como K((X)) é o fecho algébrico de K((X)) ele contém, em particular, todas as raízes
da equação Y n −X = 0, para todo inteiro positivo n. Assim ele contém os elementos da
forma X

1
n para os quais se verificam as seguintes relações:

(i) X
1
1 = X;

(ii)
(
X

m
rn

)r
= X

m
n , para todos n,m, r ∈ Z, com n, r > 0.

Definição 2.13. Seja F : K uma extensão de corpos. Se o grupo

G(F : K) = {σ : F −→ F ;σ é um K-automorfismo}

é finito e seu corpo fixo é K, ou seja, {a ∈ F ;σ(a) = a, ∀σ ∈ G(F : K)} = K, dizemos
que a extensão F : K é Galoisiana e que G(F : K) é o grupo de Galois dessa extensão.

Vamos denotar por Un o conjunto das raízes n-ésimas da unidade em K.

Como K((X
1
n )) é K-isomorfo a K ((X)) , se σ é um K-automorfismo de K((X

1
n ))

então pelo Corolário 1.12 temos que σ(X
1
n ) = bX

1
n
, para algum b ∈ K \ {0}.
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Lema 2.14. A extensão de corpos K((X
1
n )) : K ((X)) é finita e Galoisiana com grupo

de Galois isomorfo a Un.

Demonstração. SejamG = G(K((X
1
n )) : K ((X))) e ϕ ∈ G, então ϕ é umK-automorfismo

de K((X
1
n )) e existe bϕ ∈ K \ {0} tal que ϕ(X

1
n ) = bϕX

1
n e

bnϕX =
(
bϕX

1
n

)n
=
(
ϕ
(
X

1
n

))n
= ϕ

((
X

1
n

)n)
= ϕ(X) = X,

ou seja, bnϕX −X = 0, o que implica bnϕ − 1 = 0, isto é, bnϕ = 1. Disto temos que bϕ ∈ Un.
Com isso defina a aplicação ς : G −→ Un dada por ς(ϕ) = bϕ, que é um isomorfismo de
grupos. De fato, sejam σ, ρ ∈ G então ς(σ ◦ ρ) = bσ◦ρ e

bσ◦ρX
1
n = σ ◦ ρ

(
X

1
n

)
= σ

(
bρX

1
n

)
= bρσ

(
X

1
n

)
= bσbρX

1
n ,

logo bσ◦ρ = bσbρ, portanto ς(σ ◦ ρ) = ς(σ) · ς(ρ).

Suponha bσ, bρ ∈ Un tais que bσ = bρ. Então para todo f =
∞∑
i=0

aiX
i
n temos que

σ

(
∞∑
i=0

aiX
i
n

)
=
∞∑
i=0

aib
i
σX

i
n =

∞∑
i=0

aib
i
ρX

i
n = ρ

(
∞∑
i=0

aiX
i
n

)
,

ou seja, σ = ρ e portanto ς é injetor. Segue diretamente da definição que ς é sobrejetor.
Resta provar que o corpo fixo por G é K ((X)) . Suponha que

∑
i≥i0

aiX
i
n ∈ K((X

1
n ))

seja invariante pela ação dos elementos de G, isto é, se ϕ ∈ G então,

ϕ

(∑
i≥i0

aiX
i
n

)
=
∑
i≥i0

aiX
i
n ,

isto é,
∑

i≥i0 b
i
ϕaiX

i
n =

∑
i≥i0 aiX

i
n . Consequentemente aibiϕ = ai, ∀i ≥ i0, o que implica

ai
(
biϕ − 1

)
= 0 para todo i ≥ i0. Como bϕ ∈ Un devemos ter ai = 0 para todo i que não é

múltiplo de n, logo
∑
i≥i0

aiX
i
n ∈ K((X)).

A partir deste lema temos que para todo n ∈ N a extensão K((X
1
n )) : K ((X)) é finita.

Como toda extensão finita é algébrica segue que todo elemento α ∈ K((X
1
n )) é algébrico

sobre K ((X)) , mas K ((X)) contém todos os elementos algébricos sobre K ((X)) então
K((X

1
n )) ⊂ K ((X)).

Considere o seguinte conjunto

K ((X))∗ =
∞⋃
i=1

K((X
1
n )) ⊂ K ((X)).
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Os elementos de K ((X))∗ podem ser escritos na forma,

α = b1X
p1
q1 + b2X

p2
q2 + · · · , (2.1)

com bi ∈ K, pi, qi ∈ Z, qi > 0 para todo i e p1
q1

< p2
q2

< · · · , em que o conjunto{
pi
qi

; i ∈ N \ {0}
}

admite um denominador comum.
A multiplicidade de α é definida por m(α) = pi

qi
, onde i = min{j; bj 6= 0}.

Definimos também o conjunto K[[X]]∗ =
∞⋃
n=1

K[[X
1
n ]]. Qualquer elemento deste con-

junto é da forma (2.1) com multiplicidade maior ou igual a 1.

Lema 2.15. K ((X))∗ é um subcorpo de K ((X)).

Demonstração. Dados f, g ∈ K ((X))∗ existem r, s ∈ N tais que f ∈ K((X
1
r )) e g ∈

K((X
1
s )). Veja que f =

∞∑
i≥i0

biX
1
r =

∞∑
i≥i0

bi

(
X

1
rs

)s
∈ K((X

1
sr )). Analogamente g ∈

K((X
1
rs )). Sendo K((X

1
sr )) um corpo, os elementos f + g, fg e f

g
se g 6= 0 pertencem a

K((X
1
rs )), o que permite concluir que K ((X))∗ é um corpo.

Lema 2.16. (Lema de Hensel) Seja f ∈ K[[X]][Y ] mônico tal que f(0, Y ) = p(Y )q(Y ),

onde p(Y ), q(Y ) ∈ K[Y ] são relativamente primos e não constantes, de graus respectiva-
mente r e s. Então existem polinômios g, h ∈ K[[X]][Y ], de graus r e s respectivamente,
unicamente determinados, tais que f = gh, com g(0, Y ) = p(Y ) e h(0, Y ) = q(Y ).

Demonstração. A demonstração desse resultado pode ser encontrada em [12]

Teorema 2.17. (Newton-Puiseux) K ((X)) = K ((X))∗ .

Demonstração. Observe que todo elemento K((X))∗ é algébrico sobre K((X)), já que
dado λ ∈ K((X))∗ existe n ∈ N tal que λ ∈ K((X

1
n )). E vimos que a extensão K((X

1
n )) :

K((X)) é finita e portanto algébrica.
Como K((X)) ⊂ K((X))∗ segue do Lema 2.15 que K((X)) ⊂ K((X))∗ ⊂ K((X)),

isto é, K((X)) = K((X))∗.

Agora vamos provar que todo polinômio de grau maior ou igual a dois é redutível em
K((X))∗[Y ].

Seja P (X, Y ) = a0(X)Y n + a1(X)Y n−1 + · · · + an(X) ∈ K ((X))∗ [Y ] com n ≥ 2, o
qual podemos supor sem perda de generalidade que a0(X) = 1.

Vamos aplicar uma mudança de variável para eliminar o termo de grau n − 1 em
P (X, Y ). Para isso considere a seguinte aplicação:

Φ : K ((X))∗ [Y ] −→ K ((X))∗ [Z]

Y 7−→ Z − n−1a1.
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Esta aplicação é um K ((X))∗-isomorfismo de anéis, portanto mostrar que P (X, Y ) é
redutível é equivalente a mostrar que Φ(P (X, Y )) é redutível.

Aplicando Φ a P (X, Y ) obtemos,

Φ(P (X, Y )) = P (X,Z − n−1a1)

= (Z − n−1a1)n + a1(Z − n−1a1)n−1 + · · ·+ an
(∗)
= Zn + b2(X)Zn−2 + · · ·+ bn(X) := Q(X,Z),

onde (∗) segue da expansão pelo binômio de Newton aplicado a cada um dos termos
ai(Z − n−1a1)n−i e reagrupando-os, com bi(X) ∈ K ((X))∗ para i = 2, . . . , n.

Agora analisaremos as seguintes situações:

(i) Se bi = 0 para todo i = 2, . . . n então Q(X,Z) = Zn que é redutível e portanto P (X, Y )

também o é.

(ii) Suponha que exista i ∈ {2, . . . , n} tal que bi(X) 6= 0. Denotemos por ui a multiplicidade
de bi(X) e seja

u = min
{ui
i

; 2 ≤ i ≤ n
}
.

Seja r tal que u = ur
r
e considere a aplicação,

Ψ : K ((X))∗ [Z] −→ K((W ))∗[Z]

f(X,Z) 7−→ f(W r, ZW ur).

Note que Ψ é um isomorfismo de K-álgebras e que preserva o grau como polinômio em
Z. Vamos provar que Ψ(Q(X,Z)) é redutível, e isso garante que P (X, Y ) é redutível.

Dado H(W,Z) = W−nurΨ(Q(X,Z)) temos que

H(W,Z) = W−nurΨ(Q(X,Z)) = W−nurQ(W r, ZW ur)

= W−nur((ZW ur)n + b2(W
r)(ZW ur)n−2 + · · ·+ bn(W r))

= Zn +
n∑
i=2

bi(W
r)W−iurZn−i = Zn +

n∑
i=2

ci(W )Zn−i,

com ci(W ) = bi(W
r)W−iur .

Observemos que pela minimalidade de ur temos m(ci) = rui − iur ≥ 0 com igualdade
quando i = r. Portanto cr(0) 6= 0 e ci(W ) ∈ K[[W ]]∗ para todo i = 2, . . . , n. Logo, existe
k tal que H

(
W k, Z

)
∈ K[[W ]][Z].

Como cr(0) 6= 0 e a característica de K é zero, então H(0, Z) tem ao menos duas raízes
distintas, pois caso contrário teríamos

H(0, Z) = (Z − α)n = Zn +

(
n

1

)
Zn−1(−α) +

(
n

2

)
Zn−2(−α)2 + · · ·+ (−α)n
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daí como H
(
W k, Z

)
não tem termo de ordem n − 1, então −nα = 0 o que implicaria

em α = 0. Consequentemente teríamos H(0, Z) = Zn e cr(0) = 0, o que seria uma
contradição.

Pelo Lema de Hensel (Lema 2.16), existem H1(W,Z), H2(W,Z) ∈ K[[X]][Z] de grau
maior ou igual a 1 tais que

H
(
W k, Z

)
= H1(W,Z)H2(W,Z),

o que implica que Q(X,Z) é redutível.
Em ambos os casos concluímos que P (X, Y ) é redutível, o que completa a demonstra-

ção de que K ((X))∗ é algebricamente fechado.

No que segue vamos enunciar alguns resultados que serão importantes para garantir
que podemos parametrizar um ramo plano. Uma prova para estes resultados podem ser
encontradas em [12].

Sabemos que o grupo de Galois da extensão K((X
1
n )) : K ((X)) é isomorfo ao grupo

das raízes n-ésimas da unidade Un, e que um elemento ρ ∈ Un age em um elemento

α =
∑
i≥i0

bi

(
X

1
n

)i
=
∑
i≥i0

bi

(
X

i
n

)
da seguinte forma:

ρ ∗ α =
∑
i≥i0

bi

(
ρX

1
n

)i
=
∑
i≥i0

bi

(
ρiX

i
n

)
.

Lema 2.18. Sejam α ∈ K ((X))∗ \K ((X)) e n = min
{
q ∈ N; α ∈ K((X

1
q ))
}
. Consi-

derando α um elemento de K((X
1
n )) temos que ξ ∗ α 6= ρ ∗ α, para todos ξ, ρ ∈ Un, com

ρ 6= ξ.

Teorema 2.19. Sejam α ∈ K ((X))∗ \ K ((X)) e n = min
{
q ∈ N; α ∈ K((X

1
q ))
}
,

escrevemos α = ϕ
(
X

1
n

)
. Então,

(i) K ((X)) [α] = K((X
1
n ));

(ii) O polinômio minimal de α sobre K ((X)) é dado por g(X, Y ) =
∏n

i=1(Y − αi), em
que αi = ϕ

(
ξiX

1
n

)
, para algum gerador ξ fixado de Un;

(iii) g(X, Y ) = Y n + a1(X)Y n−1 + · · ·+ an(X) ∈ K ((X)) [Y ] satisfaz que

m(ai(X)) ≥ i ·m(α) = i
m(an(X))

n
,

valendo a igualdade quando i = n. Em particular, se m(α) ≥ 1 então g é um
polinômio de Weierstrass e se m(α) > 0 então g é um pseudo-polinômio.

Corolário 2.20. Sejam f ∈ K ((X)) [Y ] um polinômio mônico irredutível de grau n ≥ 1,

e α ∈ K ((X))∗ uma raiz de f. Então
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(i) n = min
{
q ∈ N; α ∈ K((X

1
q ))
}

;

(ii) Seja αi = ϕ
(
ξiX

1
n

)
, com ξ um gerador de Un, então f(X, Y ) =

n∏
i=1

(Y − αi);

(iii) Se f ∈ K[[X]][Y ] é um polinômio de Weierstrass, então m(α) ≥ 1. Se f é um
pseudo-polinômio então m(α) > 0. Em particular, α ∈ K[[X]]∗.

Corolário 2.21. (Teorema da Função Implícita de Newton). Seja f(X, Y ) um
elemento de K[[X, Y ]] irredutível de multiplicidade n e suponha que ∂nf

∂Y n
(0, 0) 6= 0. Então

existe ϕ
(
X

1
n

)
=
∑
i≥1

biX
i
n ∈ K[[X

1
n ]] tal que

f
(
X,ϕ

(
X

1
n

))
= 0.

Mais ainda, qualquer α ∈ K[[X
1
n ]] satisfazendo f(X,α) = 0 é tal que α = ϕ

(
ξX

1
n

)
para

algum ξ ∈ Un.

Demonstração. Como a multiplicidade de f é n e a n-ésima derivada parcial de f com
relação à Y em (0, 0) não se anula, temos que f é regular com respeito à Y de ordem n.

Pelo teorema de preparação de Weierstrass, segue que f é associada a um polinômio de
Weierstrass em K[[X]][Y ] de grau n. O resultado agora segue imediatamente do Corolário
2.20.

Lema 2.22. (Lema da Unitangente) Seja f ∈ K[[X, Y ]] com f(0, 0) = 0 irredutível de
multiplicidade n. Então a forma inicial de f é dada por Fn = (aX + bY )n, com a, b ∈ K
e a 6= 0 ou b 6= 0.

Agora podemos começar o estudo sobre a parametrização de um ramo plano.
Seja f = Fn +Fn+1 + · · · ∈ K[[X, Y ]] uma série de potências irredutível de multiplici-

dade n.
Pelo Lema da Unitangente temos que Fn = (aX + bY )n com a, b ∈ K não simultane-

amente nulos. Se b 6= 0 então f é Y -regular e se a 6= 0 então f é X-regular.
Se f é Y -regular, então podemos escrever f da forma

f = a0(X)Y n + a1(X)Y n−1 + · · ·+ an(X) + Y n+1h(X, Y ), (2.2)

com ai(X) ∈ K[[X]], m(ai(X)) ≥ i para i = 1, . . . , n, m(a0(X)) = 0 e h(X, Y ) um
elemento de K[[X, Y ]].

Lema 2.23. Seja f ∈ K[[X, Y ]] uma série de potências irredutível de multiplicidade n, Y -
regular. Considerando f na forma (2.2) temos que m(ai(X)) ≥ im(an(X))

n
∀i = 0, . . . , n.
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Demonstração. Pelo Teorema da Preparação de Weierstrass (Teorema 1.17), existem uma
unidade u ∈ K[[X, Y ]] e A1(X), . . . , An(X) ∈ K[[X]] tais que

uf = Y n + A1(X)Y n−1 + · · ·+ An(X) := P (X, Y ) (2.3)

com m(Ai(X)) ≥ i para i = 1, . . . , n. Como P é irredutível em K[[X, Y ]] segue do
Corolário 2.20 item(ii) e do Teorema 2.19 item(iii) que

m(Ai(X)) ≥ i
m(An(X))

n
. (2.4)

Escrevendo u = u0 + u1Y + u2Y
2 + · · · , com ui ∈ K[[X]] e u0(0) 6= 0 temos que

uf = (u0 + u1Y + u2Y
2 + · · · )(a0Y n + a1Y

n−1 + · · ·+ an + Y n+1h)

= Y n(a0u0 + a1u1 + · · ·+ anun) + Y n−1(a1u0 + a2u1 + · · ·+ anun−1)

+ · · · + Y n−i(aiu0 + ai+1u1 + · · ·+ anun−i) + · · ·+ Y (an−1u0 + anu1) + Y n+1hu.

Pela Equação (2.3) temos que

aiu0 + ai+1u1 + · · ·+ anun−i = Ai,

em que A0(X) = 1, i = 1, . . . , n. Em particular, temos que m(an) = m(anu0) = m(An).

Vamos provar por indução que m(ai(X)) ≥ im(an(X))
n

∀i = 0, . . . , n. Claramente o
resultado é válido para i = n. Suponhamos que a desigualdade seja verdadeira para j > i.

Então

m(ai) = m(Ai − (u1ai+1 + · · ·+ un−ian))

≥ min{m(Ai),m(u1ai+1), . . . ,m(un−ian)}.

Observe que m(ulai+l) = m(ul) + m(ai+l) para todo l = 1, . . . , n + 1. Por hipótese de
indução temos que m(ai+l) ≥ (i+l)

n
m(an), assim m(ulai+l) ≥ (i+l)

n
m(an).

Por (2.4) m(Ai) ≥ im(An)
n

= im(an)
n

, logo

m(ai) ≥ min{m(Ai),m(u1ai+1), . . . ,m(un−ian)} ≥ i

n
m(an).

Proposição 2.24. i Seja f ∈ K[[X, Y ]] irredutível de multiplicidade n, Y -regular e dado
como em (2.2). As seguintes afirmações são equivalentes:

(i) O cone tangente de (f) é (Y n);

(ii) para todo i ≥ 1, m(ai(X)) > i;
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(iii) para algum i ≥ 1, m(ai(X)) > i.

Demonstração. Mostraremos que (iii)⇒ (i).

Por hipótese m(aj(X)) > j para algum j ∈ {1, . . . , n} e sabemos que a0(X) 6= 0.

Supondo ai(X) =
∞∑
k=i

ai,kX
k para i = 1, . . . , n temos que a forma inicial de f é

Fn = a0,0Y
n + a1,1XY

n−1 + a2,2X
2Y n−2 + · · ·+ ai,iX

iY n−i + · · ·+ an,nX
n. (2.5)

Por outro lado, o Lema da Unitangente garante que Fn = (aX + bY )n com a, b ∈ K não
simultaneamente nulos. Assim

Fn =
n∑
k=0

(
n

k

)
akbn−kXkY n−k. (2.6)

Comparando as Equações (2.5) e (2.6) temos

(
n

j

)
ajbn−j = aj,j = 0, poism(aj) > j.

Logo a = 0 ou b = 0, mas como f é Y -regular concluímos que a = 0. Portanto o cone
tangente de f é (Y n).

As demais implicações são imediatas.

Iremos agora definir a parametrização de Newton-Puiseux e os expoentes característi-
cos de um ramo.

2.3 Parametrização e Expoentes Característicos

Nesta seção vamos determinar parametrizações de ramos planos, e a partir destas
poder estudar importantes propriedades das curvas, como por exemplo os expoentes ca-
racterísticos. Antes porém precisamos enunciar alguns resultados que não apresentaremos
as demonstrações, mas que podem ser encontradas em [12].

Seja (f) uma curva algebroide plana com f ∈ K[[X, Y ]] irredutível de multipli-
cidade n, Y -regular, associada a um pseudo-polinômio P (X, Y ) ∈ K[[X]][Y ], isto é,
f = P (X, Y )u(X), com u(X) ∈ K[[X]] uma unidade e α = ϕ

(
X

1
n

)
, onde n = min{q ∈

N; α ∈ K((X
1
q ))} tal que P (X,α) = 0, que existe pelo Teorema da Função Implícita de

Newton. Definindo T = X
1
n temos que ϕ(T ) ∈ K[[T ]] e

f(T n, ϕ(T )) = 0.

Nestas condições 
X = T n

Y = ϕ(T ) =
∑
i≥m

biT
i,

(2.7)
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com bi ∈ K, i ≥ m, bm 6= 0 é dita uma parametrização de Newton-Puiseux do ramo
(f).

Se γ = ψ
(
X

1
n

)
é outra raiz de P (X, Y ) então (T n, ψ(T )) é uma outra parametrização

de Newton-Puiseux de (f). Entretanto todas as raízes de P (X, Y ) são da forma ϕ
(
ξX

1
n

)
com ξ ∈ Un. Portanto temos n parametrizações de Newton-Puiseux de (f) dadas da forma

(T n, ϕ (ξT )) , com ξ ∈ Un.

Como n = min
{
q ∈ N;α ∈ K((X

1
q ))
}

e f(X,α) = 0 então em (2.7) devemos ter que
n e os índices i tais que bi 6= 0 são relativamente primos. De fato, suponha que d seja
um divisor de n e dos índices i′s tais que bi 6= 0. Então α ∈ K((X

1
n′ )) onde n′ = n

d
< n

contrariando a minimalidade de n.
Como T = X

1
n e α = ϕ(T ), segue do Teorema 2.19 e da demonstração do Lema 2.23

que

mT (ϕ(T )) = n ·mX(α) = mX(An) = mX(an) ≥ n.

Em particular, se o cone tangente de (f) é (Y n) então pela Proposição (2.24) temos que
mT (ϕ(T )) = mX(an) > n.

É possível obtermos muitas outras parametrização de um ramo (f) dadas como sé-
ries em K[[T ]]. Sejam ψ1(T ), ψ2(T ) ∈ K[[T ]] não nulas e não inversíveis. Dizemos que
(ψ1(T ), ψ2(T )) é uma parametrização de (f) se f(ψ1(T ), ψ2(T )) = 0.

Definição 2.25. Uma parametrização (ψ1(T ), ψ2(T )) de (f) é chamada primitiva se
existe um automorfismo ρ de K[[T ]] tal que (ρ(ψ1(T )), ρ(ψ2(T ))) = (T n, ϕ(T )), onde
(T n, ϕ(T )) é uma parametrização de Newton-Puiseux de (f).

Exemplo 2.26. A curva (f) com f = Y 2 − X3 admite (u2k, u3k) para k ∈ N como
parametrização, mas essa não é primitiva para k > 1. Considerando T = uk podemos
reparametrizar a curva obtendo que (T 2, T 3) é uma parametrização primitiva para (f).

Determinar uma parametrização para um ramo pode não ser muito fácil de se conse-
guir. Num corpo de característica zero, Newton exibe um algoritmo que permite determi-
nar uma parametrização para uma curva algebroide plana (ver [6] e [16]). Este algoritmo
pode ser implementado em programas computacionais como, por exemplo, oMaple. Apre-
sentamos abaixo dois exemplos de curvas planas cujas parametrizações foram calculadas
utilizando o programa Maple.
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Exemplo 2.27. (1) Considere

f(X, Y ) = −Y 6 − 6X3Y 4 − 2X4Y 3 −X8 − 6X7Y + 2X5Y 3 − 9X6Y 2 + 6X8Y + 2X9

−X10 + 441X9Y 2 + 294X8Y 3 + 294X12 + 147X13 − 14406X14Y

−7203X16 + 117649X19.

Veja que (f) é uma curva de multiplicidade 6, com cone tangente F6 = −Y 6. Uma para-
metrização de Newton-Puiseux é dada porX = T 6

Y = −T 8 + T 10 + 7T 19.

Todas as demais 5 parametrizações de Newton-Puiseux de (f) são da formaX = T 6

Y = −(ξT )8 + (ξT )10 + 7(ξT )19,

onde ξ ∈ U6, ξ 6= 1.

(2) Agora seja a curva dada por g(X, Y ) = Y 4 + 2XY 3 + X5 − X5Y de multiplicidade
4, a qual possui ao menos dois ramos, já que a forma inicial de g é G4 = Y 4 + 2XY 3 =

Y 3(Y + 2X). Na verdade (g) possui dois ramos. O primeiro ramo possui parametrizaçãoX = −2T 3

Y = −2T 4 + 1
3
T 5 + 35

324
T 7 − 1373

972
T 8 + 35

48
T 9 − 29933

52488
T 10 + 625153

1259712
T 11 + · · · .

E o segundo ramo possui parametrizaçãoX = T

Y = −2T + 1
8
T 2 + 35

128
T 3 + 3291

32768
T 5 + 9609

131072
T 6 + 647845

8388608
T 7 + 4909069

67108864
T 8 + · · · .

Essas curvas mostram como a relação entre a curva e sua parametrização não é trivial.

Definiremos a seguir os expoentes característicos de uma curva a partir dos quais
podemos extrair importantes propriedades sobre a curva.

Seja (f) um ramo plano de multiplicidade n com parametrização de Newton-Puiseux
dada por 

X = T n

Y = ϕ(T ) =
∑
i≥m

biT
i,
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com bi ∈ K e bm 6= 0 para m ≥ n.

Definimos duas sequências (εi) e (βi) de números naturais da seguinte forma:

ε0 = β0 = n,

βj = min{i; i 6≡ 0 mod εj−1 e bi 6= 0} se εj−1 6= 1,

εj = mdc(εj−1, βj) = mdc(β0, . . . , βj).

Observemos que se εj−1 6= 1, então o conjunto {i; i 6≡ 0 mod εj−1 e bi 6= 0} não é vazio,
pois vimos que n e os expoentes i′s tais que bi 6= 0 são relativamente primos. Assim se
εj−1 6= 1, existe bi 6= 0 tal que i 6≡ 0 mod εj−1. Assim os números βj estão bem definidos
e β1 é o menor expoente de T em ϕ(T ) que não é múltiplo de n. Além disso, como a
parametrização é primitiva existe uma quantidade finita de β’s, digamos β0, . . . , βδ.

Note que εj divide εj−1 para todo j ≥ 1 e n = ε0 > ε1 > · · · > εδ = 1.

Definição 2.28. Os números naturais β0, . . . , βδ são chamados expoentes caracterís-
ticos do ramo (f).

A partir da definição de βj, podemos escrever uma parametrização para (f) da forma:
X = T n

Y = P (T n) +
β2−1∑
β1

biT
i + · · ·+

βδ−1∑
βδ−1

biT
i +

∑
i≥βδ

biT
i,

onde P (T ) ∈ K[[T ]], bβ1 , . . . , bβδ 6= 0 e se i e j são inteiros tais que βj−1 ≤ i < βj, e se
bi 6= 0 então εj−1 divide i. Se εj−1 não divide i então bi = 0.

Reciprocamente, dada qualquer sequência crescente de números naturais relativamente
primos β0, . . . , βδ tais que os inteiros εj = mdc (β0, . . . , βj) definem uma sequência estri-
tamente decrescente, então essa sequência corresponde aos expoentes característicos de
algum ramo (f).

Definição 2.29. Com relação aos expoentes característicos de um ramo (f) definimos os
chamados pares de Puiseux (ηj, µj), para j = 1, · · · , δ da forma:

ηj =
εj−1

εj
e µj =

βj
εj
.

Como εj = mdc(εj−1, βj) temos que mdc(ηj, µj) = 1, para j = 1, . . . , δ.

Usualmente nos referimos aos inteiros ε′is e ηi’s como inteiros característicos de (f), e
sobre eles temos as seguintes propriedades:

Proposição 2.30. Para todo i, j = 1, . . . , g, com i < j temos que ηj > 1 e

(a) n = η1η2 · · · ηjεj = η1η2 · · · ηδ;
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(b) εj = ηj+1 · · · ηδ;

(c) ηiηi+1 · · · ηj = εi−1

εj
.

Demonstração. Essas propriedades seguem diretamente da definição.

Exemplo 2.31. Consideremos f ∈ K[[X]][Y ] cuja parametrização de Newton-Puiseux é
dada por: X = T 8

Y = 2T 8 + 5T 12 + T 16 + 4T 18 + T 36 + T 45.

Sobre esta curva temos:

β0 = 8 ε0 = 8 η0 = 1

β1 = 12 ε1 = 4 η1 = 2

β2 = 18 ε2 = 2 η2 = 2

β3 = 45 ε3 = 1 η2 = 2

2.4 O Anel Local de uma Curva Plana

Nesta seção vamos introduzir e explorar o anel local e a valoração associada a uma
curva plana. Estes dois conceitos serão importantes para o estudo do índice de interseção
entre curvas e do semigrupo de valores de uma curva.

Vamos denotar por R = K[[X, Y ]] com K um corpo algebricamente fechado e de
característica zero eMR = 〈X, Y 〉 seu ideal maximal.

Definição 2.32. Dado f ∈MR definimos o anel de coordenadas de uma curva (f) como
sendo a K-álgebra

Of =
K[[X, Y ]]

〈f〉
.

Se h ∈ R e B ⊂ K[[X, Y ]], vamos denotar por h a classe residual de h em Of e por B
a classe residual dos elementos de B em Of .

Proposição 2.33. O anel Of é um anel local com ideal maximalMf . Mais ainda deno-
tando

〈
X,Y

〉
=M, temos queMf =M.

Demonstração. Uma demonstração para este resultado pode ser encontrada em [12].

O resultado que segue nos levará a obter um importante invariante na classe de curvas
algebroides planas.

Quando duas K-álgebras locais Of e Og são isomorfas, denotamos por Of ' Og.
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Teorema 2.34. Sejam (f) e (g) duas curvas algebroides planas. Então (f) ∼ (g) se, e
somente se, Of ' Og.

Demonstração. Ver [12].

O corolário abaixo garante que a multiplicidade de uma curva é um invariante pela
relação que definimos de equivalência entre curvas.

Corolário 2.35. Se Of ' Og, então m(f) = m(g).

Demonstração. Pelo teorema anterior temos que (f) ∼ (g), ou seja, existe um automor-
fismo ϕ de R tal que ϕ(f) = ug, onde u é uma unidade em R. Disto temos

m(f) = m(ϕ(f)) = m(ug) = m(u) +m(g) = m(g).

Vamos usar a notação x e y para X = X + 〈f〉 e Y = Y + 〈f〉, respectivamente.

Proposição 2.36. Seja f ∈ R regular em Y de ordem n. Então Of é um K[[x]]-módulo
livre de posto n gerado pelas classes residuais yi de Y i em Of para i = 1, . . . , n− 1. Isto
é,

Of ∼= K[[x]]⊕K[[x]]y ⊕ · · · ⊕K[[x]]yn−1.

Demonstração. O Teorema da Divisão (Teorema 1.15) garante que dado qualquer g ∈ R
existem q ∈ R e r = a0(X)+a1(X)Y +· · ·+an−1(X)Y n−1 ∈ K[[X]][Y ] tais que g = fq+r.

Assim, em Of temos

g = fq + a0(X) + a1(X)Y + · · ·+ an−1(X)Y n−1

= a0(x) + a1(x)y + · · ·+ an−1(x)yn−1.

Com isso o homomorfismo sobrejetor

ς : R −→ K[[x]]⊕K[[x]]y ⊕ · · · ⊕K[[x]]yn−1

g 7−→ g = a0(x) + a1(x)y + · · ·+ an−1(x)yn−1,

possui núcleo 〈f〉. Donde concluímos que

R
〈f〉
∼= K[[x]]⊕K[[x]]y ⊕ · · · ⊕K[[x]]yn−1,

e assim Of tem uma estrutura de K[[x]]-módulo, gerado por {1, y, . . . , yn−1}.
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Vamos mostrar que o conjunto {1, y, . . . , yn−1} é livre sobre K[[X]], ou seja, linear-
mente independente sobre K[[x]]. Suponha que existam b0(x), . . . , bn−1(x) ∈ K[[x]] tais
que em Of

b0(x) + b1(x)y + · · ·+ bn−1(x)yn−1 = 0.

Então existe q ∈ R tal que b0(X) + b1(X)Y + · · ·+ bn−1(X)Y n−1 = fq. E disto segue que

0 = fq −
(
b0(X) + b1(X)Y + · · ·+ bn−1(X)Y n−1) .

Como 0 = 0f + 0, pela unicidade garantida no Teorema da Divisão segue que

−
(
b0(X) + b1(X)Y + · · ·+ bn−1(X)Y n−1) = 0.

O que implica que b0(X) = b1(X) = · · · = bn−1(X) = 0, consequentemente b0(x) =

b1(x) = · · · = bn−1(x) = 0.

Proposição 2.37. Sejam f ∈ K[[X, Y ]] uma série irredutível, Y -regular de ordem n e
(T n, ϕ(T )) uma parametrização de Newton-Puiseux para a curva (f). A aplicação

Hϕ : R −→ K[[T ]]

g 7−→ g(T n, ϕ(T ))

é um homomorfismo de K-álgebras cujo núcleo é 〈f〉.

Demonstração. A verificação de que Hϕ é um homomorfismo K-álgebras é imediata. Ve-
rifiquemos que o núcleo de Hϕ é 〈f〉. De fato, se h ∈ 〈f〉, então existe v ∈ R tal que
h = fv. Daí Hϕ(h) = Hϕ(fv) = Hϕ(f)Hϕ(v) = 0Hϕ(v) = 0, logo 〈f〉 ⊂ Nuc(Hϕ).

Por outro lado, dado g ∈ Nuc(Hϕ) o Teorema da Divisão garante que podemos escrever
g = fq + r, onde q ∈ R e r ∈ K[[X]][Y ], com r = 0 ou grau de r em relação a Y é menor
que n.

Como g(T n, ϕ(T )) = 0, então

0 = f(T n, ϕ(T ))q(T n, ϕ(T )) + r(T n, ϕ(T )) = r(T n, ϕ(T )).

Isto implica que r é divisível pelo polinômio minimal de ϕ
(
X

1
n

)
o qual possui grau

n. Consequentemente r = 0 e portanto g = qf ∈ 〈f〉.

Observação 2.38. Esta proposição nos leva a deduzir uma importante propriedade de
curvas representadas por séries irredutíveis, Y -regulares de ordem n. Dado uma parame-
trização de Newton-Puiseux (T n, ϕ(T )), o homomorfismo Hϕ induz um homomorfismo
injetor de K-álgebras que vamos ainda denotar por Hϕ

Hϕ : Of −→ K[[T ]],
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que nos permite identificar Of com a subálgebra de K[[T ]]

Aϕ := Hϕ(Of ) = K[[T n, ϕ(T )]].

Se ψ(T ) = ϕ(ζT ), onde ζ é uma raiz n-ésima da unidade, então Aψ ' Aϕ através
do automorfismo hζ : K[[T ]] −→ K[[T ]] dado por hζ(P (T )) = P (ζT ). E pela Proposição
2.36, Aϕ = K[[T n]]⊕K[[T n]]ϕ(T )⊕ · · · ⊕K[[T n]]ϕ(T )n−1.

Definição 2.39. Definimos a valoração associada a (f) como sendo a função

vf : Of\{0} −→ N
g 7−→ mT (Hϕ(g)) = mT (g(T n, ϕ(T ))),

em que mT denota a multiplicidade em T da série g(T n, ϕ(T )) ∈ K[[T ]]. E denotamos
vf (0) =∞.

Podemos calcular vf por meio de qualquer parametrização primitiva (ψ1(T ), ψ2(T ))

de (f), uma vez que existe um automorfismo ρ de K[[T ]] tal que (ρ(ψ1(T )), ρ(ψ2(T ))) =

(T n, ϕ(T )) temos

vf (g) = mT (g(T n, ϕ(T ))) = mT (ρ−1(g(T n, ϕ(T ))) = mT (g(ψ1(T ), ψ2(T ))). (2.8)

Do fato de Hϕ ser homomorfismo e das propriedades de multiplicidade para a soma e
produto de séries segue que a função valoração associada a f possui as propriedades:

Proposição 2.40. Para todos g, h ∈ Of são válidas as seguintes propriedades:

(i) vf (gh) = vf (g) + vf (h);

(ii) vf (1) = 0;

(iii) vf (g ± h) > min
{
vf (g), vf (h)

}
, com igualdade válida quando vf (g) 6= vf (h).

Demonstração. Essas propriedades seguem diretamente das propriedades de multiplici-
dade.

Exemplo 2.41. Considerando f = Y 3 −X5 e g = Y 3X3 + Y 5X2 −X8, vamos calcular
vf (g). Observe que (T 3, T 5) é uma parametrização de Newton-Puiseux para (f). Agora

vf (g) = mT

(
g
(
T 3, T 5

))
= mT

(
T 24 + T 31 − T 24

)
= mT

(
T 31
)

= 31.

2.5 Índice de Interseção

O objetivo desta seção é introduzir o conceito de índice de interseção, que é uma
maneira de expressar numericamente a “proximidade” de duas curvas algebroides planas
na origem.
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Omitiremos algumas demonstrações para que possamos focar nos resultados que con-
sideramos mais pertinentes a este trabalho. Uma prova destes resultados podem ser
encontradas em [8] e [12].

Novamente R = K[[X, Y ]] eMR é seu ideal maximal.

Proposição 2.42. Sejam f, g ∈MR. As seguintes condições são equivalentes:

(i) f e g são relativamente primos;

(ii) a dimensão de K[[X,Y ]]
〈f,g〉 , como K-espaço vetorial, é finita.

Definição 2.43. Sejam f, g ∈MR. O índice de interseção de f e g é

I(f, g) = dimK
K[[X, Y ]]

〈f, g〉
.

Podendo ocorrer I(f, g) =∞.

Segue da definição que I(f, g) = dimK
Of
〈g〉 .

Definição 2.44. Dizemos que curvas algebroides planas (f) e (g) são transversais, se (f)

e (g) são regulares e suas retas tangentes são distintas.

Teorema 2.45. Sejam f, g, h ∈ MR, ϕ um automorfismo de R, u e v unidades em R.
O índice de interseção satisfaz as seguintes propriedades:

(i) I(f, g) <∞ se, e somente se, f e g são relativamente primos em R;

(ii) I(f, g) = I(g, f);

(iii) I(ϕ(f), ϕ(g)) = I(uf, vg) = I(f, g);

(iv) I(f, gh) = I(f, g) + I(f, h);

(v) I(f, g) = 1 se, e somente se, (f) e (g) são transversais;

(vi) I(f, g − hf) = I(f, g).

Demonstração. Essas propriedades ou seguem diretamente da definição, como por exem-
plo os itens (ii), (iii) e (vi) ou são obtidas de resultados algébricos que não exploraremos
aqui, mas que podem ser encontradas em [8] ou [12].

Exemplo 2.46. Vamos determinar o índice de interseção entre as curvas (f) e (g) em
que f(X, Y ) = Y 7 −X2 e g(X, Y ) = Y 5 −X3.

I(Y 7 −X2, Y 5 −X3)
vi
= I(Y 7 −X2 − Y 2(Y 5 −X3), Y 5 −X3)

= I(−X2 + Y 2X3, Y 5 −X3) = I(X2(Y 2X − 1), Y 5 −X3)
(iii)
= I(X2, Y 5 −X3)

iv
= 2I(X, Y 5 −X3)

vi
= 2I(X, Y 5)

iv
= 2 · 5I(X, Y ) = 10.
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Teorema 2.47. Sejam f e g pseudo-polinômios em K[[X]][Y ]. Considere f = f1 · · · fr
a decomposição de f em fatores irredutíveis, os quais podemos assumir que são pseudo-

polinômios. Então, I(f, g) =
r∑
i=1

vfi(g).

Demonstração. Se f e g possuem componentes em comum, isto é, se g = fkh, para algum
k ∈ {1, . . . , r}, o item (i) do Teorema 2.45 nos garante que I(f, g) =∞. Neste caso, temos

ainda que g ∈ 〈fk〉, portanto vfk(g) = vfk(0) =∞. Assim,
r∑
i=1

vfi(g) =∞ = I(f, g).

Suponhamos que f e g não possuem componentes em comum. Pela propriedade (iv)

do Teorema 2.45 temos

I(f, g) =
r∑
i=1

I(fi, g).

Será suficiente provar que no caso em que f é irredutível I(f, g) = vf (g). Para isto con-
sidere a transformação linear L : K[[T ]] −→ K[[T ]] dada por L(h(T )) = h(T )g(T n, ϕ(T )),

onde n é o grau de f em relação à Y e (T n, ϕ(T )) é uma parametrização de Newton-Puiseux
de (f). Como por hipótese f e g não têm componentes em comum, então g /∈ 〈f〉. Neste
caso da Proposição 2.37 segue que g(T n, ϕ(T )) 6= 0, o que garante que L(h) = 0 se, e
somente se, h(T ) = 0, o que ocorre se, e somente se, h = 0, ou seja, L é injetiva.

Seja W = Aϕ = K[[T n, ϕ(T )]] ' Of um K-subespaço vetorial de V = K[[T ]]. Consi-
deremos a aplicação

H ′ϕ : Of −→ Aϕ
g(Tn,ϕ(T ))Aϕ

h 7−→ h(T n, ϕ(T )),

em que h indica a classe de h em Aϕ
g(Tn,ϕ(T ))Aϕ

. Note que,

h ∈ Nuc(H ′ϕ)⇔ h(T n, ϕ(T )) = p(T n, ϕ(T ))g(T n, ϕ(T ))⇔ h ∈ 〈g〉,

para algum p(T n, ϕ(T )) ∈ Aϕ. Consequentemente, pelo Teorema do Isomorfismo temos

Of
〈g〉
' Aϕ
g(T n, ϕ(T ))Aϕ

=
W

L(W )
.

Seja k = mT (g(T n, ϕ(T ))) <∞ pois g(T n, ϕ(T )) 6= 0, então

〈g(T n, ϕ(T ))〉 = 〈akT k + ak+1T
k+1 + · · · 〉 = 〈T k(ak + ak+1T + · · · )〉 = 〈T k〉,

com ak 6= 0 e assim V
L(V )

= K[[T ]]
〈Tk〉 possui dimensão finita k.

Pelo corolário do Theorem 4.2 de [12] temos que dimK
V
W

é finita. Vamos utilizar o
seguinte resultado de Álgebra Linear que pode ser encontrado em [12] (Theorem 4.3):

Seja V um espaço vetorial e L : V −→ V uma transformação linear injetiva. Seja W

49



um subespaço de V tal que L(W ) ⊂ W. Então V
W
' L(V )

L(W )
.

Portanto,

I(f, g) = dimK
Of
〈g〉

= dimK
W

L(W )
= dimK

V

L(V )
= vf (g).

Teorema 2.48. Dados f, g ∈ MR temos que I(f, g) ≥ m(f)m(g). Com igualdade se, e
somente se, (f) e (g) não têm tangentes em comum.

Demonstração. Sejam f = f1 · · · fr e g = g1 · · · gs as decomposições em fatores irredutíveis
de f e g, respectivamente. Pelo Teorema 2.45 itens (ii) e (iv) I(f, g) =

∑
i,j

I(fi, gj). E da

Proposição 1.4, m(f)m(g) =
∑
i,j

m(fi)m(gj). Portanto é suficiente provar o resultado no

caso em que f e g são irredutíveis.
Como mudança de coordenadas não altera o índice de interseção, pelo Corolário 1.21

podemos considerar f associado a um pseudo-polinômio em K[[X]][Y ], assuma que (Y n)

seja o cone tangente de (f) por uma mudança conveniente de coordenadas e seja (T n, ϕ(T ))

uma parametrização de Newton-Puiseux para esta curva. Como (Y n) é cone tangente de
(f), por (2.8) m(ϕ(T )) > n.

Suponhamos que g(X, Y ) = (aX + bY )m + gm+1(X, Y ) + · · · , com gm+i ∈ Mm+i
R ,

∀i ≥ 1, a 6= 0 ou b 6= 0. Então

I(f, g) = m((aT n + bϕ(T ))m + gm+1(T
n, ϕ(T )) + · · · ) ≥ nm = m(f)m(g),

com igualdade se, e somente se, a 6= 0, isto é, se Y não é reta tangente de (g), ou
equivalentemente se (f) e (g) têm retas tangentes distintas.

O índice de interseção de duas curvas pode ser calculado pelo Teorema 2.45 quando
ambas as curvas são dadas na forma cartesiana, ou por meio do Teorema 2.47 quando uma
delas é dada na forma cartesiana e a outra na forma paramétrica. O caso em que ambas
são apresentadas na forma paramétrica será tratado mais adiante na Seção Contato entre
Ramos.
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CAPÍTULO 3

SEMIGRUPO DE RAMOS PLANOS

Neste capítulo introduzimos o conceito de semigrupo dos naturais e mostramos al-
gumas de suas propriedades. Em seguida associamos a cada ramo plano um semigrupo
chamado semigrupo de valores. Mostramos que os geradores do semigrupo de valores
e os expoentes característicos de uma curva se determinam mutuamente. Finalizamos
definindo a ordem de contato entre ramos, que mede a ordem de coincidência entre eles.
Utilizando este conceito obtemos uma maneira de calcular o índice de interseção entre
ramos quando ambos são dados na forma paramétrica.

3.1 Semigrupo dos Naturais

Seja G um subconjunto dos naturais contendo o zero, com G 6= {0}. Se G é fechado
para a adição, dizemos que G é um semigrupo dos naturais. O menor elemento não
nulo de G é chamado multiplicidade de G e denotado por m(G).

Dados x0, . . . , xr ∈ N o conjunto 〈x0, . . . , xr〉 = {a0x0 + · · · + arxr; a0, . . . , ar ∈ N} é
um semigrupo dos naturais, chamado semigrupo gerado por x0, . . . , xr e estes elementos
são chamados de geradores do semigrupo.

Proposição 3.1. Dado G um semigrupo dos naturais, existe um único conjunto de ele-
mentos v0, . . . , vg em G, satisfazendo as seguintes condições:

(i) v0 < · · · < vg e vi 6≡ vj mod v0 se i 6= j;

(ii) G = 〈v0, . . . , vg〉;

(iii) {v0, . . . , vg} está contido em qualquer conjunto de geradores de G.

Demonstração. Vamos definir recursivamente os elementos v0, . . . , vg da seguinte forma:
v0 = m(G) e v1 = min{G \ 〈v0〉}. Temos que v0 6≡ v1 mod v0, pois caso contrário teríamos
v1 − v0 = λv0, para algum λ ∈ N, o que contraria o fato de v1 6∈ 〈v0〉.
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Prosseguimos definindo para i ≥ 2, vi = min{G \ 〈v0, . . . , vi−1〉}. Vamos verificar
que vi 6≡ vj mod v0 se i 6= j. Suponha que vi ≡ vj mod v0 para algum i < j, assim
vj − vi = λv0 para algum λ ∈ N, daí vj = λv0 + vi. Dessa forma vj ∈ 〈v0, . . . , vi〉, o que é
uma contradição.

Do fato de vi 6≡ vj mod v0 para i 6= j, existe g ∈ N com g < v0 tal que G = 〈v0, . . . , vg〉.
Por construção, v0 < · · · < vg.

Seja {w0, . . . , wr} um outro conjunto de geradores de G. Assim v0 = a0w0 + · · ·+arwr,

com ai ∈ N e como v0 é o menor elemento não nulo de G temos que v0 ≤ wi para todo
i = 0, 1, . . . , r. Logo temos necessariamente que v0 = wj para algum j ∈ {0, . . . , r}, que
podemos identificar v0 = w0.

Como v1 = min{G\ 〈v0〉} devemos ter v1 = b1w1 + · · ·+ brwr, com bi ∈ N e novamente
pela minimalidade de v1 em G \ 〈v0〉 devemos ter que v1 = wj para algum j ∈ {1, . . . , r}.
Este mesmo argumento mostra que {v0, . . . , vg} ⊂ {w0, . . . , wr}.

O conjunto {v0, . . . , vg} da proposição acima é chamado conjunto de geradores minimal
do semigrupo G, o inteiro g é chamado gênero do semigrupo e os elementos de N \G são
chamados lacunas do semigrupo. Note que g ≤ m(G)− 1.

O número de lacunas de um semigrupo pode ser finito ou infinito, se o número de
lacunas for finito definimos o condutor do semigrupo.

Definição 3.2. Se o número de lacunas do semigrupo G é finito, então existe um único
elemento c ∈ G, chamado condutor de G satisfazendo as seguintes condições:

(a) c− 1 6∈ G;

(b) Se z ∈ N e z ≥ c, então z ∈ G.

Sobre o condutor do semigrupo temos o seguinte resultado:

Proposição 3.3. Seja G um semigrupo dos naturais. As seguintes afirmações são equi-
valentes:

(i) G tem um condutor;

(ii) Os elementos de G têm mdc igual a 1;

(iii) Existem dois inteiros consecutivos em G.

Demonstração. (i) ⇒ (ii) Queremos mostrar que é possível obter um subconjunto de G
cujo mdc de seus elementos é 1. Seja c o condutor de G. Por definição, c, c+ 1 ∈ G como
mdc(c, c+ 1) = 1, segue o resultado.
(ii) ⇒ (iii) Para isso consideremos {v0, . . . , vg} o conjunto de geradores minimal de G.
Por hipótese mdc(v0, . . . , vg) = 1, assim pelo Teorema de Bézout existem λ0, . . . , λg ∈ Z
tais que,

λ0v0 + · · ·+ λgvg = 1. (3.1)
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Enviando para o segundo membro os termos com λi negativo, obtemos em G dois elemen-
tos consecutivos.
(iii) ⇒ (i) Omitiremos a prova deste item, sua demonstração pode ser encontrada em
[12] e assegura que se a, a + 1 ∈ G, então podemos estimar o condutor c de G por
c < (a− 1)(a+ 1).

Definição 3.4. Sejam G = 〈v0, . . . , vg〉. Vamos definir duas sequências de números na-
turais (ei) e (ni) associadas a esses geradores da seguinte forma: para i = 0, . . . , r,

(i) e0 = v0 e ei = mdc(v0, . . . , vi);

(ii) n0 = 1 e ni = ei−1

ei
para i>0.

Sobre as sequências definidas acima temos os seguintes resultados:

Proposição 3.5. Sejam G = 〈v0, . . . , vg〉. As sequências acima satisfazem:

(i) ei | ei−1, para i = 1, . . . , r e er = 1;

(ii) v0 = n1 · · ·niei;

(iii) ei = ni+1 · · ·nr.

Demonstração. O item (i) é imediato.
Para o item (ii) veja que n1 · · ·niei = e0

e1

e1
e2
· · · ei−1

ei
ei = e0 = v0.

E para (iii) temos ni+1 . . . nr = ei
ei+1

ei+1

ei+2
· · · er−1

er
= ei

er
= ei.

3.2 Semigrupo de Valores

Agora que já estamos familiarizados com a definição de semigrupo e conhecemos algu-
mas de suas propriedades, vamos associar a um ramo plano um semigrupo dos naturais.

Consideremos f ∈ 〈X, Y 〉 ⊂ K[[X, Y ]] irredutível, assim Of = K[[X,Y ]]
〈f〉 é um domínio

de integridade.
Seja vf = v a valoração associada a (f) (Definição 2.39). Para simplificar a notação

vamos denotar por x = X e y = Y em Of , sempre que não houver risco de confusão.

Definição 3.6. Dado f ∈ MR = 〈X, Y 〉 irredutível, o semigrupo de valores associado à
curva (f) é o conjunto

S(f) = {I(f, g); g ∈ K[[X, Y ]] \ 〈f〉} ⊂ N.
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Verifiquemos que S(f) é de fato um semigrupo. Suponha f regular em Y, m(f) = n

e (T n, ϕ(T )) uma parametrização de Newton-Puiseux para (f).
Iniciamos observando que 0 ∈ S(f), pois tomando uma unidade u ∈ K[[X, Y ]] temos

I(f, u) = m (u (T n, ϕ(T ))) = 0.

Para concluir que existe um elemento não nulo em S(f), observe que m(f) é o menor
inteiro não nulo do semigrupo S(f). De fato, já provamos no Teorema 2.48 que I(f, g) ≥
m(f)m(g), assim para todo g ∈MR temos I(f, g) ≥ m(f).

Tomando L = aX + bY com a, b ∈ K tal que a 6= 0 ou b 6= 0, uma reta que não
pertence ao cone tangente de (f), então vT (L) = m(f), isto é, m(f) ∈ S(f).

Temos que S(f) é fechado para a adição, pois se r, s ∈ S(f) existem h, g ∈ K[[X, Y ]]\
〈f〉 tais que I(f, g) = r e I(f, h) = s. Pelas propriedades de índice de interseção sabemos
que I(f, gh) = I(f, g) + I(f, h) = r + s, isso mostra que r + s ∈ S(f).

Podemos definir o semigrupo S(f) sob outro ponto de vista. Consideremos f uma
série irredutível em K[[X, Y ]], com (T n, ϕ(T )) uma parametrização de Newton-Puiseux
para (f) e Hϕ o homomorfismo definido na Observação 2.38. Então

S(f) = {I(f, g); g ∈ K[[X, Y ]] \ 〈f〉}

= {vf (g); g ∈ Of \ {0}}

= {mT (Hϕ(g)) ; g ∈ Of \ {0}}

= {mT (g (T n, ϕ(T ))) ; g ∈ Of \ {0}}.

Segue do Teorema 2.45 item (iii) que se duas curvas são equivalentes então os semi-
grupos S(f) e S(g) coincidem, ou seja, o semigrupo de valores também é um invariante
por essa relação. Vimos anteriormente que a multiplicidade da curva é um invariante.

O primeiro resultado que obtemos sobre semigrupo de valores é que ele possui um
condutor.

Proposição 3.7. O semigrupo de valores de uma curva irredutível (f) possui condutor.

Demonstração. Da Observação 2.38, o corpo de frações de Aϕ = K[[T n, ϕ(T )]] é K((T )),

isso significa que existem h1(T ) e h2(T ) emAϕ tais que h1(T )
h2(T )

= T.Disto temosmT (h1(T )) =

mT (h2(T )T ) = mT (h2(T )) + 1. Como mT (h1(T )) e mT (h2(T ) pertencem a S(f) segue da
Proposição 3.3 que S(f) possui condutor.

Exemplo 3.8. Seja f(X, Y ) = Y 4 − X7. Veja que I(f,X i) = 4i, I(f, Y j) = 7j e
I(f,X iY j) = 4i + 7j, ∀i, j ∈ N. Logo, estes elementos pertencem a S(f). Na verdade
é possível mostrar que

S(f) = {0, 4, 7, 8, 11, 12, 14, 15, 16, 18, 19, . . .} = 〈4, 7〉,

com condutor c = 18.
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No que segue buscaremos uma melhor compreensão da determinação do semigrupo de
valores de uma curva. Para tanto consideremos K um corpo de característica zero.

Seja (f) uma curva irredutível, Y -regular e que o cone tangente de (f) seja (Y n).

Assim f é da forma

f = a0(X)Y n + a1(X)Y n−1 + · · ·+ an(X) + Y n+1h(X, Y ),

com a0(0) 6= 0 em(ai) > i. Em particular an(X) = ckX
k+· · · , com k > n. Podemos ainda

considerar uma mudança de coordenadas de modo que n - k. Seja uma parametrização de
Newton-Puiseux para (f) dada por

X = T n

Y = ϕ(T ) =
∞∑
i=k

biT
i,

com bk 6= 0 e k > n. Observemos que k = min(S(f) \ 〈n〉). De fato, se g =
∑
i,j

gi,jX
iY j,

então

g(T n, ϕ(T )) =
∑
i,j

gi,jT
ni(ϕ(T ))j

assim, m(g(T n, ϕ(T ))) ≥ min{m(gi,jT
niϕ(T )j); i, j ≥ 0} = min{ni + kj; i, j ≥ 0}. Se

m(g(T n, ϕ(T ))) 6∈ 〈n〉 então m(g(T n, ϕ(T ))) ≥ k e como por hipótese I(f, Y ) = vf (Y ) =

mT (ϕ(T )) = k segue que k = min(S(f) \ 〈n〉).
Dessa forma, se {v0, v1, . . . , vg} é o conjunto de geradores minimal de S(f) temos

que v0 = n e v1 = k. Com relação aos expoentes característicos da parametrização de
Newton-Puiseux dada, temos que β0 = n e β1 = k. Veremos a seguir que o conjunto de
geradores minimais do semigrupo de valores de uma curva e seus expoentes característicos
se determinam mutuamente.

Consideremos β0, . . . , βδ os expoentes característicos de (f). Vamos denotar por ηj e
εj os inteiros correspondentes aos expoentes característicos (Definição 2.29).

Definição 3.9. Para k = 0, . . . , n, definimos

Mk = K[[x]] +K[[x]]y + · · ·+K[[x]]yk ⊂ Of ,

onde n = m(f) e y é a classe residual de Y em Of .

Segue do Teorema da divisão que Mn−1 = Of .
O próximo teorema devido à Zariski [18] nos fornece a relação entre os geradores

minimais do semigrupo de valores associado a (f) e os expoentes característicos da curva
(f).
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Teorema 3.10. Sejam (f) uma curva e S(f) o semigrupo de valores associado a (f). As
seguintes afirmações são válidas:

(i) Para j = 2, . . . , δ temos que vj =
j−1∑
k=1

εk−1−εk
εj−1

βk + βj;

(ii) Se h ∈Mk com k < η1 . . . ηj, então v(h) ∈
j∑
i=0

viN. Em particular, S(f) = 〈v0, . . . , vδ〉;

(iii) mdc (εj−1, vj) = εj, para j = 1, . . . , δ. Mais ainda, vj é o menor elemento não nulo
em S(f) que não é divisível por εj−1;

(iv) O genêro de S(f) é δ e os inteiros v0, . . . , vδ são um sistema minimal de geradores
de S(f).

Demonstração. Uma demonstração para este resultado pode ser encontrado em [12] e em
[18].

Decorre do Teorema anterior que δ = g.

Sejam (ei) e (ni) (Definição 3.4) as sequências relacionadas ao semigrupo S(f) de uma
curva irredutível (f) e (εi) e (ηi) definidas em Definição 2.29 relacionadas aos expoentes
característicos de (f). O corolário a seguir estabelece uma relação entre eles.

Corolário 3.11. Seja (f) um ramo plano com semigrupo S(f) = 〈v1, . . . , vg〉. Então são
verdadeiras as seguintes afirmações: para todo i = 1, . . . , g

(i) ei = εi;

(ii) ni = ηi;

(iii) vi = ni−1vi−1 − βi−1 + βi;

(iv) vi > ni−1vi−1.

Demonstração. Por definição ei = mdc(v0, . . . , vi) = mdc(ei−1, vi). Entretanto aplicando
recursivamente o Teorema 3.10 item (iii) obtemos,

ei = mdc(v0, . . . , vi−1) = mdc(εi−1, vi) = εi.

E assim ni = ei−1

ei
= εi−1

εi
= ηi.

Em particular, como ηi > 1,∀i = 1, . . . , g, temos que ni > 1,∀i = 1, . . . , g. Usando
a relação εi = ηi+1 · · · ηg = ni+1 · · ·ng que foi obtida na Proposição 2.30 e o item (i) do
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teorema anterior obtemos

vj =

j−1∑
k=1

εk−1 − εk
εj−1

βk + βj =

j−1∑
k=1

(nk · · ·ng)− (nk+1 · · ·ng)
nj · · ·ng

βk + βj

=

j−1∑
k=1

(nk+1 · · ·ng)(nk − 1)

nj · · ·ng
βk + βj =

j−1∑
k=1

(nk+1 · · ·nj−1)(nk − 1)βk + βj.

Agora vamos provar que vi = ni−1vi−1 − βi−1 + βi. De fato,

ni−1vi−1 − βi−1 + βi = ni−1

(
i−2∑
k=1

(nk+1 · · ·ni−2)(nk − 1)βk + βi−1

)
− βi−1 + βi

=
i−2∑
k=1

(nk+1 · · ·ni−2ni−1)(nk − 1)βk + ni−1βi−1 − βi−1 + βi

=
i−1∑
k=1

(nk+1 · · ·ni−2ni−1)(nk − 1)βk + βi = vi.

Como β0 < β1 < · · · < βg e ni > 1 temos que −βj−1 + βj > 0, portanto

vi > ni−1vi−1. (3.2)

Definição 3.12. Um semigrupo com um sistema de geradores minimal v0, . . . , vg que
satisfaz a condição vi > ni−1vi−1 é chamado semigrupo fortemente crescente.

Segue do Corolário 3.11 que um semigrupo de valores associado a uma curva (f) é um
semigrupo fortemente crescente.

Teorema 3.13. Seja (f) uma curva plana irredutível com uma parametrização de Newton-
Puiseux. Então o semigrupo S(f) e os expoentes característicos de (f) se determinam
mutuamente.

Demonstração. Sejam (f) uma curva com expoentes característicos β0, . . . , βg. Então
determinamos os inteiros v0, . . . , vg pela relação dada no item (i) do Teorema 3.10 e
S(f) = 〈v0, . . . , vg〉 pelo item (ii) desse mesmo teorema.

Reciprocamente, dado um semigrupo S e {v0, . . . , vg} um conjunto de geradores mi-
nimal para S, definimos n0 = v0 e indutivamente ni = ei−1

ei
, ∀i = 1, . . . , g em que

ei = mdc(ei−1, vi) com e0 = n.

Os inteiros β0, . . . , βg podem ser determinados recursivamente pela relação dada no
Corolário 3.11 item (iii).

Mostraremos que as condições para que 〈v0, . . . , vg〉 seja um semigrupo fortemente
crescente, juntamente com a condição ni > 1, para todo i = 1, . . . , g são suficientes
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para garantir que existe uma curva (f) tal que {v0, . . . , vg} seja um sistema de geradores
minimal para S(f).

Teorema 3.14. Seja S um semigrupo com condutor e com um sistema de geradores
minimal v0, . . . , vg tal que ni > 1 e vi > ni−1vi−1 para todo i = 1, . . . , g. Então existe uma
curva algebroide plana irredutível (f) tal que S(f) = S.

Demonstração. Colocamos n = β0 = v0, β1 = v1 e β2, . . . , βg são determinados pela
fórmula do Corolário 3.11 item (iii). Veja que pela condição vi > ni−1vi−1, temos que
β0 < β1 < . . . < βg. E como ni > 1 para todo i = 1, . . . , g temos que mdc(β0, . . . , βi−1) 6=
mdc(β0, . . . , βi).

Seja ϕ(T ) = T β1 +T β2 + · · ·+T βg e f(X, Y ) =
n∏
i=1

(
Y − ϕ

(
ξiX

1
n

))
, onde ξ é uma raiz

primitiva da unidade. Temos que f(X, Y ) ∈ K[[X]][Y ] e determina uma curva algebroide
irredutível (f), com expoentes característicos β0, . . . , βg e portanto com semigrupo S.

3.3 Contato entre Ramos

Nesta seção vamos estudar a ordem de contato entre dois ramos, que mede num certo
sentido, o grau de coincidência entre eles. Este conceito também nos fornece uma ma-
neira de calcular o índice de interseção entre dois ramos quando ambos são dados na
forma paramétrica. Apresentamos aqui algumas definições e resultados, porém não os
exploraremos em detalhes.

Sejam (f) e (h) dois ramos definidos por duas séries regulares em Y, ambas com reta
tangente (Y ) e parametrizações de Newton-Puiseux dadas por:

(f) :


X = T n

Y = ϕ(T ) =
∑
i≥β1

biT
i

e (h) :


X ′ = T n

′

Y ′ = ψ(T ) =
∑
j≥β′1

b′jT
j,

(3.3)

com expoentes característicos (β0, . . . , βg) e (β′0, . . . , β
′
g′), respectivamente.

Definição 3.15. Sejam ζ uma raiz n-ésima e ξ uma raiz n′-ésima da unidade. Dizemos
que os ramos (f) e (h) têm ordem de contato α ∈ Q ∪ {∞}, se

α =
maxζ,ξm(ϕ(ζT n

′
)− ψ(ξT n))

nn′
.

Denotamos a ordem de contato α de (f) e (h) por O(f, h).

Pela definição acima segue que se (f) e (h) possuem ordem de contato α, então as
séries ϕ(T n

′
) e ψ(T n) coincidem até a ordem αnn′ − 1.
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Exemplo 3.16. Sejam (f) e (g) curvas com parametrizações de Newton-Puiseux dadas
por

(f) :

X = T 4

Y = ϕ(T ) = T 6 + T 7 + T 9
e (h) :

X ′ = T 2

Y ′ = ψ(T ) = T 3 + T 4 + T 5.

Desta forma, tomando ζ ∈ {1,−1, i,−i} = U4 e ξ ∈ {1,−1} = U2 temos que

ϕ(T 2)− ψ(T 4) = T 14 − T 16 + T 18 − T 20;

ϕ(T 2)− ψ(−T 4) = 2T 12 + T 14 − T 16 + T 18 + T 20;

ϕ(−T 2)− ψ(T 4) = −T 14 − T 16 − T 18 − T 20;

ϕ(−T 2)− ψ(−T 4) = 2T 12 − T 14 − T 16 − T 18 + T 20;

ϕ(iT 2)− ψ(T 4) = −2T 12 − iT 14 − T 16 + iT 18 − T 20;

ϕ(iT 2)− ψ(−T 4) = −iT 14 − T 16 + iT 18 + T 20;

ϕ(−iT 2)− ψ(T 4) = −2T 12 + iT 14 − T 16 − iT 18 − T 20;

ϕ(−iT 2)− ψ(−T 4) = iT 14 − T 16 − iT 18 + T 20.

Portanto O(f, h) = 14
8

= 7
4
, ou seja, as séries ϕ (T 2) e ψ (T 4) coincidem até a ordem

αnn′ − 1 = 7
4
· 4 · 2 − 1 = 13. Isso significa que se reparametrizássemos (f) tomando

u = T 2 e (h) tomando u = T 4 teríamos

(f) :

X = u8

Y = u12 + u14 + u18
e (h) :

X ′ = u8

Y ′ = u12 + u16 + u20.

Se necessário fazemos uma mudança de coordenadas nas parametrizações de (f) e (h)

para supormos que α = m(ϕ(Tn
′
)−ψ(Tn))
nn′

.

Note que da maneira que definimos a ordem de contato, se (f) e (h) não possuem
retas tangentes em comum, o contato entre elas não está definido. Se elas possuem retas
tangentes em comum, mas ela é distinta de (Y ), fazemos uma mudança de coordenadas
de forma que (Y ) seja a reta tangente de (f) e (h).

Sejam S(f) = 〈v0, . . . , vg〉 e S(h) = 〈v′0, . . . , v′g′〉 os semigrupos de valores associados
às curvas (f) e (h), respectivamente. Denotemos por ni, ei, n′i e e′i os inteiros associados
aos semigrupos de (f) e (h), respectivamente (ver Definição 3.4).

Observação 3.17. Observemos que se m(ϕ(T n
′
)− ψ(T n)) é realizada por uma potência

de um termo de ϕ(T n
′
) (analogamente por uma potência de um termo de ψ(T n)) então

nn′α = jn′, para um j ∈ Z (analogamente nn′α = jn, para algum j ∈ Z). Ou seja, nα
ou n′α é um inteiro. Digamos que nα seja inteiro com βq ≤ j = nα < βq+1 para algum
q, em que βg+1 = ∞, então eq = mdc(v0, . . . , vq) = mdc(β0, . . . , βq) divide nα. O mesmo
resultado é válido para o caso em que n′α é um inteiro.
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Proposição 3.18. Sejam (f) e (h) dois ramos com O(f, h) = α tal que βq
n
≤ α < βq+1

n
,

para algum q ≥ 1. Então,

n

n′
=
ek
e′k

=
βk
β′k

para

0 ≤ k ≤ q − 1, se α = βq
n
,

0 ≤ k ≤ q, se α > βq
n
.

Demonstração. Se α = β1
n

como e0 = n = β0 e e′0 = n′ = β′0 então as igualdades
n
n′

= e0
e′0

= β0
β′0

seguem imediatamente. Suponhamos agora que α > β1
n
. Podemos escrever

ϕ(T n
′
) = bi0T

n′i0 + bi1T
n′i1 + · · ·+ birT

n′ir + bir+1T
n′ir+1 + · · · ,

ψ(T n) = b′j0T
nj0 + b′j1T

nj1 + · · ·+ b′jsT
njs + b′js+1

T njs+1 + · · ·

com bi0 , . . . , bir+1 6= 0 e b′j0 , . . . , b
′
js+1
6= 0 e n′ir < αnn′ ≤ n′ir+1.

Suponha que αnn′ = min{n′ir+1, njs+1}, então r = s e

n′il = njl, bil = b′jl , l = 0, . . . , r. (3.4)

Além disso, bir+1 6= b′jr+1
se n′ir+1 = njr+1. Por hipótese, βq

n
≤ α < βq+1

n
assim βqn

′ ≤
αnn′ < βq+1n

′ e de (3.4) temos mdc(n′n, n′i0, . . . , n′il) = mdc(n′n, nj0, . . . , njl), ou seja,

mdc(n′n, n′i0, . . . , n′il) = n′ ·mdc(n, i0, . . . , il) = n ·mdc(n′, j0, . . . , jl). (3.5)

Se α = βq
n

temos que αnn′ = n′βq. Como para cada k fixado com 0 ≤ k ≤ q − 1, existe
lk ∈ {0, . . . , r} tal que mdc(β0, . . . , βk) = mdc(i0, . . . , ilk) = mdc(j0, . . . , jlk) segue de (3.5)
que

n

n′
=

mdc(n, i0, . . . , ilk)
mdc(n′, j0, . . . , jlk)

=
mdc(β0, . . . , βk)
mdc(β′0, . . . , β′k)

=
ek
e′k
.

Analogamente no caso α > βq
n
.

Observe que de (3.4) temos, em particular, que n′βk = nβ′k, ou ainda, n
n′

= βk
β′k
.

Corolário 3.19. Sejam (f) e (h) ramos planos com expoentes característicos (β0, . . . , βg)

e (β′0, . . . , β
′
g′) respectivamente. Suponha que S(f) = 〈v0, . . . , vg〉, S(h) = 〈v′0, . . . , v′g′〉 e

que (f) e (h) possuam ordem de contato α com βq
n
≤ α < βq+1

n
, onde q ≥ 1. Então,

n

n′
=
ek
e′k

=
βk
β′k

=
vk
v′k

para

0 ≤ k ≤ q − 1, se α = βq
n
,

0 ≤ k ≤ q, se α > βq
n
.

Demonstração. Pelo teorema anterior temos βk
β′k

= ek
e′k

= n
n′

e pelo Corolário 3.11 item (iii)

vk = nk−1vk−1 − βk−1 + βk, k = 1, . . . , g.
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Faremos a demonstração por indução sobre k. Para k = 0 as igualdades n
n′

= β0
β′0

= v0
v′0

são imediatas. Suponhamos que n
n′

=
ej
e′j

=
βj
β′j

=
vj
v′j

para todo j = 0, . . . , k − 1.

Pela definição de nk e pela hipótese de indução temos

nk−1 =
ek−2
ek−1

=
ek−2
ek−1

n′

n′
=
e′k−2n

e′k−1n
= n′k−1; vk−1 =

n

n′
v′k−1; βk−1 =

n

n′
β′k−1 e βk =

n

n′
β′k.

Disto segue que

vk
v′k

=
nk−1vk−1 − βk−1 + βk
n′k−1v

′
k−1 − β′k−1 + β′k

=
n

n′

(
n′k−1v

′
k−1 − β′k−1 + β′k

n′k−1v
′
k−1 − β′k−1 + β′k

)
=
n

n′
.

Observe que se n′ei = ne′i para i = 0, . . . , r, então ni = ei−1

ei
=

e′i−1

e′i
= n′i.

O teorema a seguir é o que nos permite calcular o índice de interseção entre dois ramos
planos quando ambos são dados na forma paramétrica.

Teorema 3.20. Sejam (f) e (h) ramos definidos por séries regulares em Y, com reta
tangente (Y ) e parametrizadas como em (3.3). Suponha que (f) e (h) possuem ordem de
contato α e considere S(f) = 〈v0, . . . , vg〉. Se α < β1

n
, então I(f, h) = αnn′. Mais ainda,

as afirmações abaixo são equivalentes:

(i)
βq
n
≤ α <

βq+1

n
, para algum q = 1, . . . , g;

(ii)
I(f, h)

m(h)
=

vq
n0 · · ·nq−1

+
nα− βq
n0 · · ·nq

, onde n−1 = n0 = 1.

Além disso, se existe βq′

n
≤ α′ <

βq′+1

n
tal que I(f ;h)

m(h)
=

vq′

n0···nq′−1
+

nα′−β′q
n0···nq′−1

para algum
q′ = 0, . . . g, então α′ = α e q = q′.

Demonstração. A demonstração desse teorema pode ser encontrado em [12] e [14].

Corolário 3.21. Nas hipóteses do teorema anterior, sejam q ∈ Z, q > 0 e m(h) = d(h)

o grau de h em relação a Y. Então,

O(f, h) ≤ βq
n

se, e somente se,
I(f, h)

m(h)
≤ εq

vq
n
.

Além disso,

O(f, h) =
βq
n

se, e somente se,
I(f, h)

m(h)
= εq−1

vq
n
.

Demonstração. A demonstração desse corolário é imediata do resultado anterior.

Exemplo 3.22. No Exemplo 3.16 as curvas (f) e (h) são dadas na forma paramétrica.
Vamos determinar I(f, h) utilizando a ordem de contato. Os expoentes característicos de
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(f) são β0 = 4, β1 = 6 e β2 = 7 e pelos itens (i) e (ii) do Teorema 3.10 temos que
S(f) = 〈4, 6, 13〉.

Como O(f, h) = 7
4

= β2
4
, pelo Teorema 3.20 item (ii) temos que q = 2,m(h) = 2, n0 =

1, n1 = 2 = n2 e

I(f, h) = m(h)

(
v2
n0n1

− nα− β2
n0n1n2

)
= 2

(
13

2
−

47
4
− 7

4

)
= 13.

3.4 Fórmula da Inversão

Nos capítulos anteriores escolhemos trabalhar de forma que sempre considerávamos
uma série irredutível f como um polinômio em K[[X]][Y ] em que o grau deste polinômio
coincidia com a multiplicidade n da série, ou seja, f era Y -regular de ordem n. E esta
não é uma propriedade restritiva uma vez que a menos de uma mudança de coordenadas
(Corolário 1.21) sempre podemos assumir f desta forma. Todavia no processo de reso-
lução de singularidades de uma curva, que será explorado no próximo capítulo, quando
explodimos uma série f regular em Y de ordem n, obtemos uma nova série que pode não
ter mais essa propriedade. Como definir, por exemplo, os expoentes característicos neste
novo contexto? Isto é o que vamos explorar nesta seção.

Consideremos f ∈ K[[X]][Y ] e (f) uma curva plana irredutível, Y -regular de ordem
N > n em que n é a multiplicidade de f, dada por

f(X, Y ) = Y N + a1(X)Y N−1 + · · ·+ aN(X), (3.6)

de forma que ai(0) = 0 para todo i = 1, . . . , N.

Quando a curva é transversal ao eixo Y (que significa que o cone tangente da curva e
o eixo Y não possuem componentes em comum) temos que d(f) = N = n.

Queremos garantir que existe uma parametrização de Newton-Puiseux para (f). O
Teorema da Função Implícita de Newton (Corolário 2.21) garante a existência de tal pa-
rametrização. Apesar de nas hipóteses deste último resultado supor que f seja irredutível
de multiplicidade n e ∂nf

∂Y n
(0, 0) 6= 0, o que é de fato necessário na prova do mesmo é que

f seja Y -regular de ordem n, hipótese esta que estamos assumindo.
Deste modo, a curva (f) pode ser parametrizada da forma:

X = TN

Y =
∑
j≥1

ajT
j,

(3.7)

com mdc ({N} ∪ {j, aj 6= 0}) = 1, ou seja, estamos assumindo uma parametrização pri-
mitiva para (f). Uma parametrização com em 3.7 é dita uma parametrização de
Newton-Puiseux com respeito à (X, Y ) do ramo (f).
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Definição 3.23. Dada uma parametrização de Newton-Puiseux com em (3.7) do ramo
(f), definimos indutivamente os expoentes Bj para j = 1, . . . , G da forma:

Bi =


N, para i = 0

min{j; aj 6= 0 e N - j}, para i = 1

min{j; aj 6= 0 e mdc(N,B1, . . . , Bi−1) - j}, para i ≥ 2.

O número G é o menor inteiro para o qual mdc(N,B1, . . . , BG) = 1. Chamamos B0, . . . , BG

de expoentes característicos de (f) no sistema de coordenadas (X, Y ).

Definição 3.24. Os inteiros característicos associados aos expoentes característicos no
sistema de coordenadas (X,Y) são definidos por: E0 = N, Ei = mdc(B0, . . . , Bi) para
i = 1, . . . , G e EG = 1.

Definimos ainda Ni = Ei−1

Ei
> 1, para 1 ≤ i ≤ G.

Como no caso em que que o cone tangente da curva é (Y n), temos Ei = Ni+1Ni+2 · · ·NG

para 0 ≤ i ≤ G− 1.

Estas definições são semelhantes às definições dos expoentes característicos feitas na
Definição 2.29, a diferença entre elas está na possibilidade de m(f) ser diferente do grau
de f em Y.

A partir de agora haverá a necessidade de se esclarecer em qual sistema de coorde-
nadas estamos considerando os expoentes característicos de uma curva. Assim quando
estivermos considerando um sistema em que o grau da curva (f) em Y coincidir com
a multiplicidade da curva diremos que o sistema de coordenadas é genérico, e atribuí-
mos o adjetivo genérico aos seus expoentes e inteiros característicos. Quando houver a
necessidade indicaremos por dY (f) o grau de f em Y.

Como antes se f ∈ MR e Of = K[[X,Y ]]
〈f〉 é seu anel de coordenadas podemos definir o

semigrupo de valores associado a (f) como sendo

S(f) = {vf (g); g ∈ Of \ {0} } (3.8)

= {mT (g(ψ1(T ), ψ2(T ))); g ∈ Of \ {0}}

em que (ψ1(T ), ψ2(T )) é qualquer parametrização primitiva de (f).

Seja g ∈ Of \ {0} e considere a curva (g). Observe que o índice de interseção entre (f)

e (g) depende apenas das curvas, não das coordenadas ou das equações que a definem.
Portanto, temos

vf (g) = mT (g(ψ1(T ), ψ2(T ))) = I(f, g).

Dada f na forma (3.6) com uma parametrização de Newton-Puiseux como em (3.7) observe
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que o grau N de f pertence ao semigrupo S(f). Denotemos indutivamente V0 = N e

Vi := min {j ∈ S(f), j 6∈ 〈V0, . . . , Vj−1〉} .

Proposição 3.25. Sejam V0, . . . , VG ∈ S(f) definidos como acima e denotamos VG+1 =

∞. Então para 0 ≤ i ≤ G temos as seguintes propriedades:

(i) Vi =
i−1∑
k=1

Ek−1−Ek
Ei−1

Bk +Bi;

(ii) mdc(V0, . . . , Vi) = Ei;

(iii) Vi+1 > NiVi, para i = 1, . . . , G.

Demonstração. A demonstração desse resultado pode ser encontrada em [12] no caso
genérico e no caso geral em [14].

A Fórmula da Inversão, que será apresentada a seguir, mostra a relação dos expoentes
característicos β0, . . . , βg de uma curva (f) em coordenadas genéricas com seus expoentes
característicos B0, . . . , BG em um sistema de coordenadas (X, Y ) qualquer.

Teorema 3.26. (Fórmula da Inversão) Seja f ∈ K[[X]][Y ] de grau B0 e multiplici-
dade β0. Então B0 ∈

{
lβ0; 1 ≤ l ≤

[
β1
β0

]}
∪
{
β1
}
. Os demais expoentes característicos no

sistema (X, Y ) estão completamente determinados em termos dos expoentes característi-
cos genéricos, pelo conhecimento do valor de B0 da seguinte maneira:

(i) B0 = β0 implica G = g e (B0, B1, . . . , BG) = (β0, . . . , βg).

(ii) B0 = lβ0 com 2 ≤ l ≤
[
β1
β0

]
implica G = g + 1 e

(B0, B1, B2, . . . , BG) = (lβ0, β0, β1 + (1− l)β0, . . . , βg + (1− l)β0).

(iii) B0 = β1 implica G = g e

(B0, B1, B2, . . . , BG) = (β1, β0, β2 + β0 − β1, . . . , βg + β0 − β1).

Demonstração. A demonstração pode ser encontrada em [14].

Embora não apresentemos a demonstração desse resultado o exemplo a seguir ilustra
sua utilização e ele será importante no processo de resolução canônica de uma curva, como
veremos a diante.

Exemplo 3.27. Consideremos a curva definida pela série h = Y 4−2XY 2+X2−4X2Y −
X3 ∈ C[[X]][Y ]. Uma parametrização de Newton-Puiseux com respeito à (X, Y ) é dada
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por: X = t4

Y = t2 + t3.

Observe que este sistema de coordenadas não é genérico. Calculemos os expoentes carac-
terísticos pela definição. O polinômio h é regular em Y de grau 4 e possui multiplicidade
2. Assim, B0 = 4 = E0, B1 = 2 e como E1 = mdc(4, 2) = 2 e E1 - 3 segue que B2 = 3.

Então G = 2 pois E2 = mdc(B0, B1, B2) = 1.

Vamos calcular os geradores do semigrupo S(h). Por definição V0 = 4 e V1 = B1 = 2

e V2 = E0−E1

E1
B1 + B2 = B1 + B2 = 5. Ou seja, {V0, V1, V2} = {4, 2, 5} é um conjunto de

geradores para o semigrupo, todavia ele não é minimal.
Agora queremos determinar os expoentes característicos de (h) em coordenadas genéri-

cas, sem ter que reparametrizar h, ou seja, utilizando a Fórmula da Inversão. Sabemos que
β0 = 2 pois é a multiplicidade da curva. Pelo item (ii) do Teorema 3.26, l = 2, G = g+1,

ou seja, g = 1 e
(B0, B1, B2) = (lβ0, β0, β1 + (1− l)β0),

o que implica β1 = B2− (1− l)β0 = 3+2 = 5. Logo, os expoentes característicos genéricos
de (h) são β0 = 2 e β1 = 5.

65



CAPÍTULO 4

RESOLUÇÃO DE SINGULARIDADES DE CURVAS

Neste capítulo vamos apresentar sucintamente o conceito de explosões de curvas pla-
nas, que para uma interpretação geométrica deste conceito, vamos considerar curvas ana-
líticas em C2. Introduzimos a noção de resolução canônica e mergulhada de singularidades
já que será explorado no próximo capítulo.

4.1 Explosão (ou blowing-up)

Para descrevermos o processo de resolução de singularidades precisamos introduzir o
conceito de explosão (ou blowing-up). Tal conceito pode ser descrito num contexto mais
geral, todavia para nossos propósitos vamos considerar apenas explosões de curvas.

As principais referências para esta seção são: [6], [7], [11], [12] e [17].
A ideia do conceito de explosão é a seguinte:
Considere P um ponto de uma superfície suave S. Queremos construir uma nova

superfície T e uma aplicação φ : T −→ S de modo que φ−1(P ) é uma curva C e que

φ|T\C : T \ C −→ S \ {P}

é um isomorfismo e os pontos de C correspondem diferentes “direções” de S passando por
P.

Vamos começar considerando S = C2 com coordenadas (x, y), P = (0, 0) a origem de
C2 e P1 a reta projetiva complexa com coordenadas homogêneas (z0 : z1).

Seja T o subespaço de C2 × P1 definido por

T = {((x, y), (z0 : z1)) ∈ C2 × P1; xz1 = yz0}.
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Considere a projeção natural C2 × P1 −→ C2 :

T �
� //

π
$$

C2 × P1

��
C2

A aplicação φ neste caso é a aplicação π : T → C2 que ((x, y), (z0 : z1)) ∈ T projeta em
(x, y).

Observe que qualquer ponto (x, y) ∈ C2 com (x, y) 6= (0, 0) determina um único ponto
((x, y), (z0 : z1)) ∈ T, a saber, (z0 : z1) = (x : y), já que xz1 = yz0 e (x, y) 6= (0, 0)

temos que z0 = z1
y
x e assim (z0, z1) = z1

y
(x, y). Portanto, π−1(x, y) = {((x, y), (x : y))} se

(x, y) 6= (0, 0). No entanto, π−1(0, 0) = {((0, 0), (z0 : z1)); (z0 : z1) ∈ P1} é uma curva E
isomorfa à P1.

Sabemos que P1 é a união dos abertos V0 = {(z0 : z1); z0 6= 0} =
{(

1 : z1
z0

)
; z0 6= 0

}
e

V1 = {(z0 : z1); z1 6= 0} =
{(

z0
z1

: 1
)

; z1 6= 0
}
.

Vamos construir abertos U0 e U1 de T, isomorfos a C2 de modo que T = U0 ∪ U1.

Sejam U0 =
{(

(x, y),
(

1 : z1
z0

))
∈ T ; z0 6= 0

}
e U1 =

{(
(x, y),

(
z0
z1

: 1
))
∈ T ; z1 6= 0

}
.

Denotando por Y = z1
z0
, podemos escrever a equação xz1 = yz0 simplesmente por

y = Y x e assim

U0 =

{
((x, Y x), (1 : Y )); Y =

z1
z0
, z0 6= 0

}
(4.1)

é um aberto de T isomorfo à C2 pela aplicação ϕ : U0 −→ C2 que ϕ((x, Y x), (1 : Y )) =

(x, Y ).

Similarmente denotando por X = z0
z1

temos o aberto

U1 =

{
((yX, y), (X : 1)); X =

z0
z1
, z1 6= 0

}
, (4.2)

o qual é isomorfo a C2 pela aplicação ψ : U1 −→ C2 dada por ψ((yX, y), (X : 1)) = (X, y).

Note que, em particular, a pré-imagem E = π−1(0, 0) é isomorfo à P1, a qual na
primeira carta é dada pelos pontos (0, Y ) e na segunda por (X, 0).

Definição 4.1. A aplicação π : T \ E −→ C2 \ {(0, 0)} é chamada de explosão (ou
blowing-up) de C2 com centro na origem. E a curva E = π−1(0, 0) ≈ P1 é chamada de
curva excepcional de π (ou divisor excepcional).

De uma maneira informal, o espaço T foi obtido de C2 substituindo a origem por um
espaço P1. A ideia é considerar a curva num espaço suficientemente grande de modo que
ela não tenha mais singularidades.
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Além disso, os pontos de π−1(0) estão em correspondência biunívoca com o conjunto
de retas passando pela origem de C2 (ver [17]).

Definição 4.2. Se Y é uma subvariedade de C2 passando pela origem O = (0, 0), defini-
mos a explosão de Y com centro em O, por Ỹ = (π−1(Y \ {0})), em que π : T \ E −→
C2 \ {0} é a explosão de C2 em O descrita acima.

Vamos continuar denotando por π : Ỹ −→ Y o morfismo obtido pela restrição de
π : T −→ C2 a Ỹ . A projeção π induz um isomorfismo entre Ỹ \ π−1(0) e Y \ {0} e esta
definição não depende do mergulho de Y em C2.

(a) (b)

Fonte: Casas-Alvero [7]

Se π : T \ E −→ C2 \ {O} é a explosão de C2 em O, vimos que se C é uma curva
em C2 que não passa por O, então a esta corresponde uma única curva π−1(C) em T.

Agora se C é uma curva em C2 que passa por O, denominamos π−1(C) de transformada
total de C. Esta curva contém o divisor excepcional E. E denominamos π−1(C) \ E de
a transformada estrita de C.

No que segue vamos considerar (f) um germe de curva analítica plana em C2 (ver De-
finição 2.2). Considerar (f) uma curva analítica neste contexto nos permite compreender
melhor o conceito de explosão.

Assim seja f ∈ C{X, Y } e (f) = {(x, y) ∈ U ; f(x, y) = 0} uma curva analítica plana
irredutível, sendo U um aberto de C2 contendo a origem (0, 0) e ∂f

∂x
(0, 0) = ∂f

∂y
(0, 0) = 0,

ou seja, (0, 0) é uma singularidade de (f).
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Quando anteriormente caracterizamos a parte de T que intersecta os abertos U0 e
U1 de P1 em (4.1) e (4.2), essencialmente estávamos descrevendo o processo de explosão
através das seguintes transformações quadráticas, conforme explorado em [12].

Definição 4.3. Uma transformação quadrática do anel C[[X, Y ]] no anel C[[X1, Y1]] é
um homomorfismo de C-álgebras definido por

σ : C[[X, Y ]] −→ C[[X1, Y1]] ou τ : C[[X, Y ]] −→ C[[X1, Y1]]

X 7−→ X1 X 7−→ X1Y1

Y 7−→ X1Y1 Y 7−→ Y1.

Observação 4.4. Estas transformações não são inversíveis, mas são birracionais, isto é,
elas definem um isomorfismo entre C((X, Y )) e C((X1, Y1)) que são os corpos de frações de
C[[X, Y ]] e C[[X1, Y1]], respectivamente. Temos ainda que o homomorfismo σ transforma
o ideal 〈X, Y 〉 no ideal 〈X1, Y1〉 = 〈X1〉.

Seja f(X, Y ) = Fn(X, Y ) + Fn+1(X, Y ) + · · · ∈ C[[X, Y ]], em que Fi é um polinômio
homogêneo de grau i, i ≥ n. Assim

σ(f) = f(X1, X1Y1) = Fn(X1, X1Y1) + Fn+1(X1, X1Y1) + · · · (4.3)

= Xn
1 (Fn(1, Y1) +X1Fn+1(1, Y1) + · · · ).

Conforme definimos anteriormente, a transformada total da curva (f), denotada por
π−1((f)), na vizinhança coordenada U0 é a curva (σ(f)), o divisor excepcional é a curva
E = (X1) e a transformada estrita da curva (f) é a curva denotada por (σ∗(f)) ou

(
f (1)
)
,

dada pela série

f (1) = σ∗(f) =
1

Xn
1

f (X1, X1Y1) = Fn(1, Y1) +X1Fn+1(1, Y1) + · · · , (4.4)

ou seja, a transformada total de (f) satisfaz:

π−1((f)) = E ∪
(
f (1)
)
.

Analogamente, na carta U1,

τ(f) = f(X1Y1, Y1) = Y n
1 · (Fn(X1, 1) + Y1Fn+1(X1, 1) + · · · )

em que o divisor excepcional, neste caso, é E = (Y1), a transformada estrita denotada por
(τ ∗(f)) ou

(
f (1)
)
é a curva dada por

τ ∗(f) =
1

Y n
1

τ(f) = Fn(X1, 1) + Y1Fn+1(X1, 1) + · · · .

69



Nos resultados abaixo vamos considerar, por conveniência, a transformação quadrática
σ. O caso da transformação τ é análoga.

Proposição 4.5. Sejam f, g ∈ C[[X, Y ]]. São verdadeiras as seguintes propriedades:

(i) σ∗(f) é inversível se, e somente se, f é X-regular, isto é, a forma inicial de f é
dada por Fn = cXn + · · · , onde c ∈ C\{0}, n ∈ Z, n ≥ 0;

(ii) σ∗(fg) = σ∗(f)σ∗(g);

(iii) m(σ∗(f)) ≤ m(f);

(iv) se f é um polinômio de Weierstrass em C[[X]][Y ] de grau n em Y com cone tangente
(Y n), então σ∗(f) é um pseudo-polinômio de grau n em Y1;

(v) se f é irredutível, então σ∗(f) é irredutível ou uma unidade.

Demonstração. (i) Suponha Fn(X, Y ) =
n∑
i=0

aiX
iY n−i 6= 0. Observe que

σ∗(f) = Fn(1, Y1) +X1Fn+1(1, Y1) + · · · = a0Y
n
1 + · · ·+ an−1Y1 + an +X1Fn+1(1, Y1) + · · ·

é inversível se, e somente se, an = Fn(1, 0) 6= 0. O que é equivalente a termos Fn(X, Y ) =

anX
n + · · · com an 6= 0, ou seja, f é X-regular.

(ii) Sejam f =
∞∑
i=n

Fi e g =
∞∑
i=k

Gi. Assim,

σ∗(fg) =
1

Xn+k
1

f.g(X1, X1Y1) =
1

Xn+k
1

f(X1, X1Y1)g(X1, X1Y1)

=
1

Xn+k
1

(
Xn

1

∞∑
i=n

X i−n
1 Fi(1, Y1)

)(
Xk

1

∞∑
i=k

X i−k
1 Gi(1, Y1)

)

=

(
∞∑
i=n

X i−n
1 Fi(1, Y1)

)(
∞∑
i=k

X i−k
1 Gi(1, Y1)

)
= σ∗(f)σ∗(g).

(iii) Supondo m(f) = n e Fn(X, Y ) =
n∑
i=0

aiX
iY n−i segue de (4.3) m(σ∗(f)) ≤ n.

(iv) Se f é um polinômio de Weierstrass em C[[X]][Y ] com cone tangente (Y n), então

f = Y n + a1(X)Y n−1 + a2(X)Y n−2 + · · ·+ an(X),

com m(ai(X)) > i, com i = 1, . . . , n. Logo

σ∗(f) =
1

Xn
1

(
(X1Y1)

n + a1(X1)(X1Y1)
n−1 + a2(X1)(X1Y1)

n−2 + · · ·+ an(X1)
)

= Y n
1 +

a1(X1)

X1

Y n−1
1 +

a2(X1)

X2
1

Y n−2
1 + · · ·+ an(X1)

Xn
1

,
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com m
(
ai(X1)

Xi
1

)
≥ 1, ou seja, σ∗(f) é um pseudo-polinômio.

(v) Se f é irredutível, o Lema da Unitangente (Lema 2.22) garante que o cone tangente
de f é (aX + bY )n com a 6= 0 ou b 6= 0, ou seja, f é X-regular ou Y -regular.

Se f é X-regular então pelo item (i) desta proposição σ∗(f) é uma unidade. Se f é Y -
regular, mas não é X-regular, então o cone tangente de f é (Y n). Suponhamos que σ∗(f)

seja redutível. Observe que se f e g são associados então os itens (ii) e (iii) garantem
que σ∗(f) e σ∗(g) são associados. Assim podemos supor que f seja um polinômio de Wei-
erstrass em Y. Logo pelo item (iv), σ∗(f) é um pseudo-polinômio de grau n. Sendo σ∗(f)

redutível o Corolário 1.27 nos permite escrevê-la como produto de pseudo-polinômios
irredutíveis.

Seja h(X1, Y1) um pseudo polinômio irredutível de grau r, com 0 < r < n, que di-
vide σ∗(f). Então σ∗(f) = h(X1, Y1)p(X1, Y1) para algum p ∈ C[[X1, Y1]]. Mas σ∗(f) =
1
Xn

1
f(X1, X1Y1) assim

h(X1, Y1)p(X1, Y1) =
1

Xn
1

f(X1, X1Y1).

Logo f(X1, X1Y1) = Xn
1 h(X1, Y1)p(X1, Y1). Trocando X1 por X e X1Y1 por Y obtemos

f(X, Y ) = Xnh
(
X, Y

X

)
p
(
X, Y

X

)
, portanto Xnh

(
X, Y

X

)
é um fator de f, contrariando o

fato de f ser irredutível.

A partir desta proposição temos que se f ∈ C[[X, Y ]] é irredutível e tal que σ∗(f) não
é uma unidade, então f é Y -regular com cone tangente (Y n), ou seja, podemos escrevê-la
da seguinte maneira:

f = a0(X)Y n + a1(X)Y n−1 + · · ·+ an(X) + Y n+1h(X, Y ), (4.5)

com ai(X) ∈ C[[X]], a0(0) 6= 0 m(ai) > i e h ∈ C[[X, Y ]].

Os próximos resultados serão importantes no processo de resolução de singularidades
que será explorado mais a diante. Ao final da Proposição 4.8 vamos fazer um exemplo
para ilustrar tais resultados.

Proposição 4.6. Seja f ∈ C[[X, Y ]] uma série de potências irredutível com cone tangente
(Y n). Suponha que I(f, Y ) = s. Então

(i) I(σ∗(f), Y1) = I(f, Y )−m(f) = s− n e I(σ∗(f), X1) = n;

(ii) se s−n ≥ n, então m(σ∗(f)) = m(f) = n. Mais ainda, se s−n > n, então (σ∗(f))

tem cone tangente (Y1
n) e se s − n = n, então nem (X1) e nem (Y1) são retas

tangentes de σ∗(f);

(iii) se s− n < n, então m(σ∗(f)) = s− n < m(f) e σ∗(f) tem cone tangente (X1
s−n).
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Demonstração. Por hipótese, f é Y -regular de ordem n, assim de (4.5) e do Teorema 2.45
item (vi) temos que

s = I(f, Y ) = I

(
n∑
i=0

ai(X)Y n−i + Y n+1h(X, Y ), Y

)
= I(an(X), Y ).

Portanto, s = m(an(X)) > n já que o cone tangente de (f) é (Y n). Além disso, do
Teorema 2.19 item (iii) temos que m(ai(X)) ≥ im(an(X))

n
= is

n
.

E ainda

σ∗(f) = a0(X1)Y
n
1 +

a1(X1)

X1

Y n−1
1 + · · ·+ an(X1)

Xn
1

+X1Y
n+1
1 h(X1, X1Y1),

com m

(
ai(X1)

X i
1

)
= m(ai(X1))− i ≥ i

s

n
− i = i

s− n
n

. Vamos denotar ai(X1)

Xi
1

por bi(X).

(i) Temos que b0(X1) = a0(X1) e de (4.5) a0(0) 6= 0, logo b0(X1) é uma unidade de C[[X1]].

E i
s− n
n

> 0, pois s > n para i = 1, . . . , n. Temos as seguintes igualdades:

I(σ∗(f), Y1) = I(bn(X1), Y1) = m(bn(X1)) = m(an)− n = s− n e

I(σ∗(f), X1) = I(b0(X1)Y
n
1 , X1) = I(b0(X1), X1) + I(Y n

1 , X1) = nI(X1, Y1) = n,

já que b0(X1) é uma unidade.

(ii) Se s− n ≥ n, então m(bi(X1)) ≥ i, e como b0(0) 6= 0 então

m(σ∗(f)) = m

(
n∑
i=0

bi(X1)Y
n−i
1 +X1Y

n+1
1 h(X1, X1Y1)

)
≥ min{m(bi(X1)Y

n−i
1 ), n+ 2 +m(h(X1, X1Y1)); 0 ≤ i ≤ n} = n.

Mas pela Proposição 4.5(iii), m(σ∗(f)) ≤ m(f) = n, donde concluímos que m(σ∗(f)) =

m(f) = n.

Se s−n > n, então m(bi(X1)) > i para i > 0, o que mostra que (Y n
1 ) é o cone tangente

de σ∗(f). Por outro lado, se s − n = n então m(bn(X1)) = m(an(X1)) − n = s − n = n,

assim o cone tangente de σ∗(f) é da forma (aX1 + bY1)
n, ou seja, nem (X1) nem (Y1) são

retas tangentes de σ∗(f).

(iii) Por hipótese n < s < 2n, assim s− 2n < 0 para todo 1 ≤ i ≤ n temos

m(bi(X1)Y
n−i
1 ) ≥ i

s− n
n

+ n− i = i
s− 2n

n
+ n ≥ n

s− 2n

n
+ n = s− n,

ou seja, m(σ∗(f)) = s− n e (Xs−n
1 ) é o cone tangente de (σ∗(f)).

Lema 4.7. Seja f ∈ K[[X, Y ]] irredutível de multiplicidade n e Y -regular. Então existe

72



um automorfismo ϕ de K[[X, Y ]] tal que ϕ(f) é irredutível de multiplicidade n, Y -regular
e tal que I(ϕ(f), Y ) não é múltiplo de n.

Demonstração. Por hipótese, f é irredutível e Y -regular, assim podemos escrever f como
em (4.5), com a0(0) 6= 0. Todavia se não conhecemos seu cone tangente podemos apenas
afirmar quem(ai(X)) ≥ i. E aindam(ai(X)) ≥ im(an(X))

n
, para todo i = 0, 1, . . . , n. (Lema

2.23).
Da demonstração da Proposição 4.6 segue que I(f, Y ) = m(an(X)) e m(ai) ≥ i I(f,Y )

n
.

Se I(f, Y ) não é múltiplo de n então o automorfismo identidade satisfaz o desejado.
Caso contrário, se I(f, Y ) = nr para algum inteiro r > 0, definimos o automorfismo
φ′1 : K[[X, Y ]] −→ K[[X, Y ]] dado por φ′1(X, Y ) = (X, Y + cXr), onde c ∈ K. Assim

φ′1(f) =
n∑
i=0

ai(X)(Y + cXr)n−i + (Y + cXr)n+1h(X, Y + cXr), (4.6)

desenvolvendo os produtos e reordenando obtemos

φ′1(f) = Y nb0(c,X) + Y n−1b1(c,X) + · · ·+ bn(c,X) +XnrP (c) + Y n+1h
′
(c,X, Y ),

com P (c) um polinômio em c de grau n. Como m(ai(X)) ≥ i I(f,Y )
n

= ir, segue que
m(bi(c,X)) ≥ ir para i = 0, . . . , n − 1 e m(bn(c,X)) > nr. Seja 0 6= c0 ∈ K tal que
P (c0) = 0, então definimos φ1 : K[[X, Y ]] −→ K[[X, Y ]] por φ1(X, Y ) = (X, Y + c0X

r),

assim

φ1(f) = Y nb0(X) + Y n−1b1(X) + · · ·+ Y bn−1(X) + bn(X) + Y n+1h
′′
(X, Y ),

onde bi(X) = bi(c0, X) e h′′(X, Y ) = h
′
(c0, X, Y ). Assim φ1(f) é irredutível, regular em Y

e I(φ1(f), Y ) = m(bn(X)) > rn = m(an(X)). Se m(bn(X)) não é múltiplo de n temos que
φ1 é o automorfismo desejado, caso contrário definimos um automorfismo φ2 de K[[X, Y ]],

como no caso anterior, tal que

φ2(f) = Y nd0(X) + · · ·+ Y n−idi(X) + · · ·+ Y cn−1(X) + dn(X) + Y n+1h
′′′

(X, Y ),

com d0(0) 6= 0 e tal que m(dn(X)) > m(bn(X)). Esse processo é finito pois, caso contrário,
a multiplicidade do termo que independe de Y tenderia ao infinito e portanto, tal termo
tenderia ao elemento nulo de K[[X]], o que nos permitiria definir um automorfismo φ tal
que

φ(f) = Y na′0(X) + · · ·+ Y n−ia′i(X) + · · ·+ Y a′n−1(X) + Y n+1h∗(X, Y ),

o que contraria o fato de f ser irredutível.
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Proposição 4.8. Seja (f) irredutível com cone tangente (Y n) . Denotemos f (1) = σ∗(f)

e f (i) = σ∗
(
f (i−1)) . Se n não divide s = I(f, Y ) então[ s

n

]
= min{i;m

(
f (i)
)
< m(f)}.

Demonstração. Primeiramente pelo Teorema 2.48, s = I(f, Y ) ≥ m(f)m(Y ) = m(f).

Assim existem inteiros positivos q e r tais que s = nq + r com 0 < r < n, pois n não
divide s. Da Proposição 4.6 (i) temos que I

(
f (1), Y1

)
= s − n = n(q − 1) + r. Dos itens

(ii) e (iii) da Proposição 4.6 concluímos que se q = 1 então I
(
f (1), Y1

)
= r < n e neste

caso, m(f (1)) < m(f). Logo,
[
s
n

]
= q = 1 = min{i; m(f (i)) < m(f)}.

Se q ≥ 2 então s− n = n(q− 1) + r > n então m
(
f (1)
)

= m(f), f (1) é irredutível com
cone tangente (Y n

1 ) e

I
(
f (2), Y2

)
= I

(
σ∗
(
f (1)
)
, Y2
)

= I
(
f (1), Y1

)
−m

(
f (1)
)

= n(q − 2) + r.

Se q = 2 temos I
(
f (2), Y2

)
= r < n, assim m(f (2)) < m(f (1)) = m(f) e q = 2 =

min
〈
i; m

(
(i)
)
< m(f)

{
. Se q > 2 prosseguimos aplicando a Proposição 4.6 e concluímos

que I(f (q), Yq) = r < n, portanto q = min{i;m(f (i)) < m(f)}.

Vamos escolher coordenadas (Xi, Yi) para cada passo do processo de explosão.

Exemplo 4.9. Considere f(X, Y ) = Y 3−X11 ∈ C{X, Y } e (f) = {(x, y) ∈ U ; y3−x11 =

0} com U em aberto de C2 contendo o ponto singular (0, 0) de f. A curva (f) é irredutível,
Y -regular de ordem n = 3 = m(f) e com (Y 3) sendo o cone tangente da curva. Veja
que s = I(f, Y ) = 11. Como a multiplicidade de f não divide s, segue da Proposição
4.8 que

[
11
3

]
= min{i; m

(
f (i)
)
< m(f)}, ou seja, temos que explodir 3 vezes para que

m
(
f (3)
)
< m(f). Com efeito, vamos começar fazendo uma explosão da curva (f) na

origem da primeira carta

σ(f) = X3
1Y

3
1 −X11

1 = X3
1

(
Y 3
1 −X8

1

)
.

Logo, o divisor excepcional é E1 = (X1) e a transformada estrita é a curva (Y 3
1 −X8

1 ) .

Da Proposição 4.6 (ii) podemos observar que de fato, o cone tangente de
(
f (1)
)
continua

sendo (Y 3
1 ) já que s− n = 11− 3 = 8 > n e m

(
f (1)
)

= 3 = m(f).

Agora vamos explodir
(
f (1)
)
na origem. Como s1 = I

(
f (1), Y1

)
= 8 e s1 − n = 5 > n

sabemos que m
(
f (2)
)

= m (f) e o cone tangente é mantido. De fato,

σ
(
f (1)
)

= X3
2Y

3
2 −X8

2 = X3
2

(
Y 3
2 −X5

2

)
.

Neste caso, o divisor excepcional da curva é E2 = (X2) e a transformada estrita de(
f (1)
)
é a curva dada por f (2) = Y 3

2 − X5
2 . No próximo passo, s2 = I

(
f (2), Y2

)
= 5 e
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s2 − n = 2 < n, ou seja,

σ
(
f (2)
)

= X3
3Y

3
3 −X5

3 = X3
3

(
Y 3
3 −X2

3

)
,

com E3 = (X3) e f (3) = Y 3
3 −X2

3 que satisfaz m
(
f (3)
)

= 2 < m(f) e (X2
3 ) =

(
Xs2−n

3

)
é

seu cone tangente.
Abaixo listamos as curvas (f) ,

(
f (1)
)
,
(
f (2)
)
e
(
f (3)
)
com suas parametrizações de

Newton-Puiseux:

f = Y 3 −X11 f (1) = Y 3
1 −X8

1 f (2) = Y 3
2 −X5

2 f (3) = Y 3
3 −X2

3X = T 3

T = T 11

X = T 3

T = T 8

X = T 3

T = T 5

X = T 3

T = T 2

Voltando ao primeiro passo da explosão de (f), veja que se tivéssemos considerado a
transformação τ aplicado a f obteríamos :

τ(f) = Y 3
1 −X11

1 Y
11
1 = Y 3

1 (1−X11
1 Y

8
1 )

cuja transformada estrita f (1) = 1−X11
1 Y

8
1 não passa pela origem.

As Proposições 4.6 e 4.8 nos permitem concluir as seguintes informações sobre as
transformadas estritas f (1), . . . , f (q), em que q =

[
s
n

]
com s = I(f, Y ) e n - s.

Para 1 ≤ i ≤ q − 1 temos que m
(
f (i)
)

= m(f), I
(
f (i), Yi

)
= I(f, Y ) − i · m(f) e

I
(
f (i), Xi

)
= n.

Além disso, para i = q temosm
(
f (q)
)

= I
(
f (q), Yq

)
= I(f, Y )−q·m(f), I

(
f (q), Xq

)
=

n e o cone tangente de f (q) é
(
Xq

I(f,Y )−qn
)
.

4.2 Resolução de Singularidades

No contexto de germes de curvas analíticas planas, o processo de resolução de sin-
gularidades consiste em transformar uma curva com singularidade isolada, digamos na
origem, em uma curva regular, por meio de uma sequência finita de explosões num dado
ponto, ou ainda, através de um número finito de transformações quadráticas.

O processo de resolução de curvas em característica zero foi obtido no final do século
XIX por volta de 1890, com contribuições de L. Kronecker, M. Noether, A. Brill, entre
outros. A resolução de superfícies (sobre C) foi obtida no caso local por H. W. Jung (1908),
no caso global por R. J. Walker (1935). Numa abordagem mais algébrica O. Zariski em
1939 deu uma prova puramente algébrica da resolução de superfícies (característica zero),
e em 1944 para a resolução mergulhada de superfícies e 3-folds. Em 1956, S. S. Abhyankar
provou a resolução de superfícies em característica p > 0. E em 1964, H. Hironaka provou
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a resolução (e a resolução mergulhada) para uma variedade algébrica qualquer sobre um
corpo de característica zero.

Considere C = (f) um germe de curva analítica plana irredutível definida na origem
O0 = O de T0 = C2. Fazendo a explosão de C2 em O0 obtemos uma superfície T1, um
divisor excepcional E1 ⊂ T1 e uma transformada estrita C(1) que encontra E1 num único
ponto O1. Agora fazemos a explosão de T1 com centro em O1. Suponha indutivamente
que tenhamos construído uma superfície Ti contendo curvas Ej para 0 ≤ j ≤ i− 1 e uma
curva C(i) que encontra Ei−1 em um único ponto Oi. Então a explosão de Ti com centro
em Oi nos fornece uma nova superfície Ti+1 e uma aplicação πi : Ti+1 −→ Ti. Denotamos
por E(i)

j a transformada estrita de E(i−1)
j se j < i, por Ei a curva excepcional de πi e por

C(i+1) a transformada estrita do ramo C(i). Como antes C(i+1) encontra Ei em um único
ponto Oi+1.

É possível provar que após um número finito de passos chegamos a uma curva regular.
Este processo é conhecido como resolução de singularidades por explosões. Se C(N) é
regular, a projeção π : TN −→ T0 é uma resolução de C.

Para uma demonstração dos Teoremas de Resolução Canônica de Curvas e de Resolu-
ção Mergulhada de Curvas, que enunciamos abaixo, sugerimos por exemplo: [11] (Capítulo
V, Proposition 3.8 e Theorem 3.9) e [17] (Theorem 3.3.1 e Theorem 3.4.4).

Teorema 4.10. (Resolução canônica de curvas) Seja C uma curva irredutível em C2.

Então existe uma sequência finita de transformações quadráticas (com centros convenien-
tes)

C2 = T0 ←− T1 ←− T2 ←− . . .←− TN

tais que a transformada estrita C(N) de C em TN é regular.

O processo descrito anteriormente, embora sem interpretação geométrica, se aplica
para o caso formal. O processo de resolução canônica de um ramo (f) pode ser descrito
de uma maneira algorítmica, através dos seguintes passos:

Suponhamos f ∈ C[[X, Y ]] irredutível de multiplicidade n, Y -regular e tal que n não
divide s = I(f, Y ). Vamos utilizar a notação f (i) = σ∗(f (i−1)), para i = 1, . . . , q =

[
s
n

]
e

por n′ = m
(
f (q)
)
. Pela Proposição 4.6, n′ < n.

Se n′ = 1 encerramos o processo. Caso contrário, se n′ > 1, sendo f irredutível, pela
Proposição 4.5 temos que σ∗(f) é irredutível. Agora aplicando a Proposição 4.6 (f (q)) é
uma curva de multiplicidade n′ com cone tangente (Xq

n′). Denotemos s′ = I
(
f (q), Xq

)
e

por q′ =
[
s′

n′

]
. Se s′ for um múltiplo de n′ então do Lema 4.7 existe um automorfismo φ

de C[[X, Y ]] tal que I(φ(f (q)), Xq) não é múltiplo de n′. Vamos ainda denotar por φ
(
f (q)
)

por f (q) e I(φ(f (q)), Xq) = s′. Definimos f (q+1) = τ ∗(f (q)) e f (q+j) = τ ∗(f (q+j−1)) para
j = 1, . . . , q′.

Se n′′ = m(f (q+q′)) = 1, paramos o processo. Caso contrário, a Proposição 4.6 item (iii)

nos diz que f (q+q′) é uma série Yq+q′-regular de ordem s′′ − n′′, e prosseguimos aplicando
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σ∗. Note que este processo estaciona, uma vez que as multiplicidades são decrescentes e
do fato de que σ∗ ou τ ∗ aplicadas nas séries, com as condições acima, resulta em curvas
irredutíveis. Este processo nos levará a uma curva

(
f (N)

)
regular.

Definição 4.11. A resolução canônica de uma curva algebroide plana irredutível (f),

determina a seguinte sequência numérica chamada sequência de multiplicidades de f

m(f) ≥ m
(
f (1)
)
≥ · · · ≥ m

(
f (N)

)
= 1,

que denotaremos
(
m (f) ,m

(
f (1)
)
, . . . ,m

(
f (N)

))
.

Exemplo 4.12. Vamos determinar a resolução canônica e a sequência de multiplicidades
da curva em C[[X, Y ]] definida por f(X, Y ) = Y 4 − 2X3Y 2 − 4X5Y + X6 −X7. Temos
que (f) é uma curva singular irredutível, Y -regular de multiplicidade 4, cone tangente
(Y 4) e s = I(f, Y ) = 6. Como 4 = m(f) - 6 explodindo

[
6
4

]
= 1 vez na primeira carta a

multiplicidade de f (1) será menor que m(f). De fato,

σ(f) = f(X1, X1Y1) = X4
1Y

4
1 − 2X5

1Y
2
1 − 4X6

1Y1 +X6
1 −X7

1

= X4
1 (Y 4

1 − 2X1Y
2
1 − 4X2

1Y1 +X2
1 −X3

1 ).

Temos E1 = (X1) e f (1) = Y 4
1 −2X1Y

2
1 −4X2

1Y1+X2
1−X3

1 . Veja que m
(
f (1)
)

= 2 < m(f)

e o cone tangente de f (1) é (X2
1 ) . Entretanto, s1 −m

(
f (1)
)

= I
(
f (1), X1

)
−m

(
f (1)
)

=

4−2 = 2 = m
(
f (1)
)
, logo pela Proposição 4.6 (ii) nem (X2) nem (Y2) são retas tangentes

de f (2), na verdade considerando τ(X2, Y2) = (X2Y2, Y2) temos:

τ
(
f (1)
)

= X2
2Y

2
2 −X3

2Y
3
2 − 2X2Y

3
2 − 4X2

2Y
3
2 + Y 4

2

= Y 2
2

(
X2

2 −X3
2Y2 − 2X2Y2 − 4X2

2Y2 + Y 2
2

)
.

em que f (2) = X2
2 − 2X2Y2 + Y 2

2 −X3
2Y2− 4X2

2Y2 = (X2− Y2)2−X3
2Y2− 4X2

2Y2, ou seja,
(X2 − Y2) é a reta tangente à curva f (2).

Com o propósito de utilizar a Proposição 4.8 que nos dá o número de passos necessários
na explosão para que a multiplicidade da curva diminua, vamos utilizar o Lema 4.7, deter-
minando um automorfismo φ : C[[X, Y ]] −→ C[[X, Y ]] de modo que I

(
φ
(
f (1)
)
, X1

)
não

seja múltiplo de m
(
f (1)
)

= 2. Veja que φ
(
f (1)
)
permanece na mesma classe de equivalên-

cia da curva
(
f (1)
)
. Da prova do Lema 4.7, basta tomarmos φ(X1, Y1) = (X1 + Y 2

1 , Y1) .

Assim,

f (1)(X1 + Y 2
1 , Y1) = X2

1 −X3
1 − 4X2

1Y1 − 3X2
1Y

2
1 − 8X1Y

3
1 − 3X1Y

4
1 − 4Y 5

1 − Y 6
1 .

Com um certo abuso de notação passamos a denotar f (1)(X1+Y 2
1 , Y1) por f (1)(X1, Y1).

Vamos explodir a transformada total π−11 (f) = E1 ∪
(
f (1)
)
.

77



Aplicando a transformação τ duas vezes pois I
(
f (1), X1

)
= 5 e

[
5
2

]
= 2 temos:

τ(E1) = X2Y2,

τ
(
f (1)
)

= Y 2
2

(
X2

2 − 4X2
2Y2 − 8X2Y

2
2 −X3

2Y2 − 4Y 3
2 − 3X2

2Y
2
2 − 3X2Y

3
2 − Y 4

2

)
.

Logo, o divisor excepcional E2 = (Y2) e as transformadas estritas de E1 e
(
f (1)
)
são

respectivamente: E(1)
1 = (X2) e

f (2) = X2
2 − 4X2

2Y2 − 8X2Y
2
2 −X3

2Y2 − 4Y 3
2 − 3X2

2Y
2
2 − 3X2Y

3
2 − Y 4

2 .

Finalmente, τ
(
E

(1)
1

)
= X3Y3, τ (E2) = Y3 = Y3 · 1 e

τ
(
f (2)
)

= Y 2
3

(
X2

3 − 4X2
3Y3 − 8X3Y3 −X3

3Y
2
3 − 4Y3 − 3X2

3Y
2
3 − 3X3Y

2
3 − Y 2

3

)
.

Assim E3 = (Y3), E
(1)
2 = (1), E

(2)
1 = (X3) e

f (3) = −4Y3 − Y 2
3 +X2

3 − 8X3Y3 − 4X2
3Y3 − 3X3Y

2
3 − 3X2

3Y
2
3 −X3

3Y
2
3 .

A curva definida por f (3) é uma curva regular e portanto a sequência de multiplicidades
de (f) é (4, 2, 2, 1).

As figuras abaixo representam o traço real das curvas
(
f (i)
)
obtidas em cada etapa

desse processo.

(c) Traço real de (f). (d) Traço real de
(
f (1)

)
.

(e) Traço real de
(
f (2)

)
. (f) Traço real de

(
f (3)

)
.
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Vamos agora definir o que se entende por resolução mergulhada de uma curva.

Definição 4.13. Dizemos que uma coleção de curvas em uma superfície regular S tem
cruzamentos normais, se cada curva da coleção é regular, quaisquer duas curvas são
transversais e não existem três curvas se interceptando num mesmo ponto.

Definição 4.14. Seja C uma curva contida em uma superfície regular S e P um ponto
singular de C. Uma resolução mergulhada de C é uma resolução π : T −→ S tal que se
E = π−1(P ) então π induz um isomorfismo, também denotado por π, de T \E −→ S\{P}
satisfazendo que a coleção π−1(C) das curvas possuem cruzamentos normais. As curvas
desta coleção são as curvas excepcionais de π e as componentes da transformada estrita
de C.

Qualquer curva plana admite uma resolução mergulhada.

Teorema 4.15. (Resolução Mergulhada de Curvas) Seja C uma curva plana ir-
redutível em T0 = C2. Então existe uma sequência finita de transformações quadráticas
C2 = T0 ←− T1 ←− T2 ←− . . .←− TN tais que se π : TN −→ T0 é sua composição, então
a imagem inversa total π−1(C) possui cruzamentos normais.

Definição 4.16. Uma resolução mergulhada π é dita minimal se a resolução com cru-
zamentos normais foi obtida no menor número de explosões, ou seja, é “minimal” com
respeito às resoluções com esta propriedade.

Uma maneira combinatória de apresentar o processo de resolução de singularidades
de uma curva é através do seu grafo dual. Um grafo Γ consiste num conjunto de pontos
Vi chamados vértices e um conjunto de arestas ligando um par de vértices. Considere
πN : TN −→ T0 uma resolução mergulhada de C que sempre vamos considerar minimal.
Considere os divisores excepcionais Ei para 0 ≤ i < N e as transformadas estritas C(N)

j

em TN .

Definição 4.17. Com a notação introduzida acima, definimos o grafo dual Γ(C) da
resolução mergulhada minimal πN como sendo um grafo abstrato em que:

(a) cada vértice de Γ(C) representa uma curva Ei;

(b) dois vértices são conectados por uma aresta se, e somente se, as curvas representadas
por eles se intersectam.

No grafo dual Γ(C) vamos representar a transformada estrita de C em TN por uma
flecha no vértice de Γ(C) que representa a única componente do divisor excepcional de TN
que ela intersecta.

Exemplo 4.18. Vamos determinar o grafo dual associado á resolução mergulhada mi-
nimal da curva (f) em que f = Y 4 − X3 cujo cone tangente é (X3). Para simplificar a
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notação vamos utilizar para todas as explosões, coordenadas (X, Y ). Como I(f,X) = 4 e
3 - 4 então vamos explodir

[
4
3

]
= 1 vez na segunda carta

τ(f) = f(XY, Y ) = Y 3(Y −X3).

Assim, E1 = (Y ) e f (1) = Y −X3. Observe que f (1) é uma curva regular, entretanto f (1)

e E1 possuem a mesma reta tangente (não são transversais), ou ainda, I
(
f (1), E1

)
= 3.

Continuamos o processo explodindo
[
3
1

]
= 3 vezes na primeira carta:

σ(E1) = XY e σ
(
f (1)
)

= X
(
Y −X2

)
.

Logo, E(1)
1 = (Y ), E2 = (X) e f (2) = Y −X2. Novamente,

σ
(
E

(1)
1

)
= XY, σ (E2) = X · 1 e σ

(
f (2)
)

= X(Y −X).

Ou seja, E(2)
1 = (Y ), E

(1)
2 = (1), E3 = (X) e f (2) = Y −X. E finalmente

σ
(
E

(2)
1

)
= XY, σ(E3) = X · 1 e σ

(
f (3)
)

= X(Y − 1).

Portanto, E(3)
1 = (Y ), E

(1)
3 = (1), E4 = (X) e f (4) = Y − 1.

Deste modo todas as curvas da imagem inversa total π−1(f) possuem cruzamentos
normais.

O grafo dual da resolução mergulhada minimal de (f) é

Figura 4.1: Grafo dual da resolução de (f).
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CAPÍTULO 5

RAÍZES APROXIMADAS DE CURVAS

Todos os conceitos e resultados apresentados anteriormente vão servir de suporte para
o objetivo deste trabalho que é o estudo de raízes aproximadas especiais de uma dada
curva plana, chamadas raízes aproximadas características. Estas raízes são, num certo
sentido, aproximações da curva e têm sido foco de interesse de vários pesquisadores que
em especial destacamos: [1], [3], [4], [9], [10], [14], entre outros. As principais referências
para este capítulo são [10], [14] e [15]. Iniciamos introduzindo os conceitos de raízes
aproximadas e semirraízes. Em seguida definimos as raízes características de uma curva e
analisamos o processo de resolução mergulhada da curva e de quaisquer semirraízes dela,
que em particular incluem as raízes características.

5.1 Raízes Aproximadas

Num contexto mais geral vamos estudar as raízes aproximadas de um polinômio e
demonstrar algumas de suas propriedades.

Seja A um anel comutativo com unidade, sem divisores de zero. Denotaremos por
A[Y ] o anel dos polinômios com coeficientes em A na indeterminada Y. Se P ∈ A[Y ],

denotaremos por d(P ) o seu grau.
Dado um polinômio P ∈ A[Y ] mônico de grau n e r um divisor de n, podemos

perguntar se é possível obter Q ∈ A[Y ] tal que P = Qr? ou seja, existe uma “raiz
exata” de ordem r do polinômio P? Em geral esta pergunta não tem solução. Uma outra
abordagem seria buscar uma melhor aproximação Q ∈ A[Y ] para a igualdade P = Qr, no
sentido de que P − Qr seja um polinômio com o menor grau possível. Nem sempre tal
polinômio Q vai existir, todavia vamos dar algumas condições que garantem a existência
e unicidade de tal polinômio.
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Proposição 5.1. Sejam P ∈ A[Y ] mônico e r ∈ N∗ um divisor de d(P ) = n, com r

inversível em A. Então existe um único polinômio mônico Q ∈ A[Y ] tal que

d(P −Qr) < d(P )− d(P )

r
.

Demonstração. Considere P = Y n + α1Y
n−1 + · · · + αn, com αi ∈ A. Observe que se

um tal polinômio Q existir satisfazendo a condição desejada então d(Q) = n
r
. De fato,

sabemos que d(P −Qr) ≤ max{d(P ), d(Qr)}. Se d(P −Qr) < d(P )− d(P )
r

< d(P ) então
d(P ) = d(Qr), caso contrário se d(P ) < d(Qr) então d(P −Qr) = d(Qr) o que contradiz
o fato de d(P −Qr) < d(P ). Analogamente no outro caso. Logo, d(Q) = n

r
.

Considere
Q = Y

n
r + a1Y

n
r
−1 + · · ·+ an

r
. (5.1)

Supondo que Q satisfaz a condição d(P − Qr) < d(P ) − d(P )
r

então os coeficientes de
Y n, Y n−1, . . . , Y n−n

r do polinômio Qr são todos nulos. Isto nos dá o seguinte sistema de
equações:

α1 = ra1 (5.2)

α2 = ra2 +

(
r

2

)
a1

2

...

αk = rak +
∑

i1+2i2+···+(k−1)ik−1=k

ci1,...,ik−1
ai11 a

i2
2 · · · a

ik−1

k−1 , 1 ≤ k ≤ n

r
,

onde ci1,...ik−1
são obtidos a partir do desenvolvimento do binômio de Newton e são apre-

sentados a seguir:

ci1,...,ik−1
=

(
r

i1 + · · ·+ ik−1

)
(i1 + i2 + · · ·+ ik−1)!

i1! · · · ik−1!
.

Sendo r inversível em A podemos determinar sucessivamente a1, a2, . . . , an
r
e assim

obter uma única solução para o sistema acima. Da existência e unicidade dos coefici-
entes a1, . . . , an

r
, que dependem apenas dos coeficientes α1, . . . , αn

r
, temos a existência e

unicidade do polinômio Q.

Definição 5.2. Sejam A um anel, P ∈ A[Y ] mônico de grau n e r ∈ N∗ um divisor de
n com r inversível em A. O único polinômio Q obtido na proposição anterior é dita a
r-raiz aproximada de P, denotado por r

√
P .

Exemplo 5.3. (a) Seja P = Y n + α1Y
n−1 + · · · + αn ∈ A[Y ] mônico de grau n. Se n é

inversível em A então da demonstração da Proposição 5.1 temos que a n-raiz aproximada
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de P é
n
√
P = Y + a1 = Y +

α1

n
.

E de (5.1) segue que
√
P = P, ou seja, a 1-raiz aproximada de P é ele mesmo.

(b) Considere P = Y 4 + X2Y 3 − (X + 1)Y + X4 − 1 ∈ C[[X]][Y ]. Vamos determinar a
4-raiz e a 2-raiz aproximada deste polinômio. Por (a) temos que a 4-raiz aproximada de P
é 4
√
P = Y + X2

4
. Determinar a 2-raiz aproximada de P pela Proposição 5.1 é equivalente

a determinar um polinômio Q = Y 2 + a1Y + a2 ∈ C[[X]][Y ] cujos coeficientes satisfazem
(5.2). Como α1 = X2, α2 = 0, α3 = −X − 1 e α4 = X4 − 1 temos que 2a1 = X2 e
2a2 + a21 = 0. Logo a1 = X2

2
e a2 = −X4

8
e portanto

2
√
P = Q = Y 2 +

X2

2
Y − X4

8
.

Observe que

P −Q2 = Y 4 +X2Y 3 − (X + 1)Y +X4 − 1−
(
Y 2 +

X2

2
Y − X4

8

)2

=

(
−X

6

8
−X − 1

)
Y +X4 − 1− X8

64

que satisfaz d(P −Q2) = 1 < d(P )− d(P )
2
.

Na proposição a seguir provamos uma propriedade que justifica a escolha da notação
de raiz.

Proposição 5.4. Sejam P ∈ A[Y ] mônico de grau n e r, s ∈ N∗ inversíveis em A tais
que r e s sejam divisores de n. Então s

√
r
√
P = rs

√
P .

Demonstração. Denotemos Q = r
√
P e R = s

√
Q. Por definição d(R) = d(Q)

s
= d(P )

rs
.

Considerando S = Q−Rs segue da definição de R que

d(S) = d(Q−Rs) < d(Q)− d(Q)

s
=
d(P )

r
− d(P )

rs
. (5.3)

Temos ainda, P −Qr = P − (Rs + S)r = P −Rrs −
r∑

k=1

(
r

k

)
SkRs(r−k), donde segue

que

P −Rrs = P −Qr +
r∑

k=1

(
r

k

)
SkRs(r−k). (5.4)
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Além disso, de (5.3) obtemos:

d
(
SkRs(r−k)) = kd(S) + s(r − k)d(R) < k

(
d(P )

r
− d(P )

rs

)
+ s(r − k)

d(P )

rs

= d(P )− kd(P )

rs
≤ d(P )− d(P )

rs
, (5.5)

pois k ≥ 1.

Assim temos de (5.4) e (5.5) que

d(P −Rrs) ≤ max{d(P −Qr), d(SkRr−k), com 1 ≤ k ≤ r}

< max

{
d(P )− d(P )

r
, d(P )− d(P )

rs

}
= d(P )− d(P )

rs
.

Portanto, R = s
√
Q =

s
√

r
√
P = rs

√
P .

No resultado a seguir vamos considerar P,Q ∈ A[Y ] mônicos e portanto d(P ), d(Q) ≥
1. Assim podemos aplicar recursivamente o algoritmo da divisão de modo a obter uma
decomposição de P em termos de Q.

Proposição 5.5. Dados P e Q em A[Y ] mônicos com Q 6= 0, existe uma única expansão
do tipo:

P = a0Q
s + a1Q

s−1 + · · ·+ as,

onde a0, . . . , as ∈ A[Y ], com ai = 0 ou d(ai) < d(Q) para todo i ∈ {0, . . . , s}.

Demonstração. Pelo algoritmo da divisão, se d(P ) < d(Q) então P = 0 · Q + P, ou seja,
a0 = 0, s = 1 e a1 = P. Se d(P ) ≥ d(Q) então

P = S0Q+R0, (5.6)

em que R0 = 0 ou d(R0) < d(Q). Se d(S0) < d(Q) o processo para. Caso contrário,
efetuamos a divisão de S0 por Q, obtendo S0 = S1Q + R1 com R1 = 0 ou d(R1) < d(Q).

Prosseguimos assim até obtermos para um índice s − 2 que Ss−2 = Ss−1Q + Rs−1 com
d(Ss−1) < d(Q) e Rs−1 = 0 ou d(Rs−1) < d(Q). Substituindo recursivamente as expressões
de S0, . . . , Ss−2 na Equação (5.6) obtemos

P = (S1Q+R1)Q+R0 = S1Q
2 +R1Q+R0

= (S2Q+R2)Q
2 +R1Q+R0 = S2Q

3 +R2Q
2 +R1Q+R0

...

= Ss−1Q
s +Rs−1Q

s−1 +Rs−2Q
s−2 + · · ·+R2Q

2 +R1Q+R0,

onde R0, R1, . . . , Rs−1, Rs := Ss−1 ∈ A[Y ], com Ri = 0 ou d(Ri) < d(Q) para i = 0, . . . , s.

A unicidade segue do processo de divisão.
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Definição 5.6. Dados P,Q ∈ A[Y ] mônicos com Q 6= 0, definimos a Q-expansão de P
pela única expansão de P na forma:

P = a0Q
s + a1Q

s−1 + · · ·+ as, (5.7)

onde a0, . . . , as ∈ A[Y ] e ai = 0 ou d(ai) < d(Q) para todo i ∈ {0, . . . , s}.

Proposição 5.7. Dados P,Q ∈ A[Y ] mônicos, consideremos a Q-expansão de P como
em (5.7). São válidas as seguintes afirmações:

(i) d (aiQ
s−i) > d (ajQ

s−j) se i < j, com ai, aj 6= 0;

(ii) s =
[
d(P )
d(Q)

]
;

(iii) a0 = 1 se, e somente se, d(Q) | d(P ). Mais ainda, se s for inversível em A, a1 = 0

se, e somente se, Q = s
√
P .

Demonstração. (i) Como ai, aj 6= 0 e d(Q) ≥ 1 pois Q é mônico temos que

d(aiQ
s−i)− d(ajQ

s−j) = d(ai) + (s− i)d(Q)− d(aj)− (s− j)d(Q)

= d(ai)− d(aj) + (j − i)d(Q) > 0,

pois j > i e d(aj) < d(Q) ≤ (j − i)d(Q).

(ii) Seja P = a0Q
s + a1Q

s−1 + · · ·+ as. Pelo item (i) temos que

d(P ) = d(a0Q
s) = d(a0) + sd(Q),

com d(a0) < d(Q). Portanto s =
[
d(P )
d(Q)

]
.

(iii) Supondo a0 = 1, por (ii) temos d(P ) = sd(Q). Portanto d(Q) | d(P ).

Reciprocamente suponha que d(Q) | d(P ). Vamos mostrar primeiramente que a0 é
mônico. Suponha a0 = c0Y

r + c1Y
r−1 + · · ·+ cr; ci ∈ A, i = 0, . . . , r, com c0 6= 0. Dessa

forma a0Qs = c0Y
r+sd(Q)+· · · . Como c0 é o coeficiente líder da Q-expansão de P, segue de

(5.7) e do fato de P ser mônico que c0 = 1. Pelo item (ii) temos que d(P ) = d(a0)+sd(Q)

com d(a0) < d(Q), isto é, d(a0) é o resto da divisão de d(P ) por d(Q). Como por hipótese
d(Q) | d(P ), concluímos que d(a0) = 0 portanto a0 = 1.

Suponhamos agora que a0 = 1 e a1 = 0. Vamos provar que Q = s
√
P . Por hipótese

d(P ) = sd(Q) então

d(a2Q
s−2) = d(a2) + (s− 2)d(Q) < d(Q) + (s− 2)d(Q)

= (s− 1)d(Q) = d(P )− d(Q) = d(P )− d(P )

s
.

Logo, P − Qs = a2Q
s−2 + · · · + as e d(P − Qs) = d(a2Q

s−2) < d(P ) − d(P )
s
. Portanto

Q = s
√
P .
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Reciprocamente, suponha Q = s
√
P , ou seja, d(P −Qs) < d(P )− d(P )

s
.

Como P − Qs = a1Q
s−1 + a2Q

s−2 + · · · + as e por (i) temos d(aiQ
s−i) > d(ajQ

s−j)

para i < j, então se a1 6= 0

d(P −Qs) = d(a1Q
s−1) = d(a1) + (s− 1)d(Q)

= d(a1) + d(P )− d(Q) = d(a1) + d(P )− d(P )

s
≥ d(P )− d(P )

s
,

o que é uma contradição. Portanto a1 = 0.

Exemplo 5.8. Retornemos ao Exemplo 5.3 item (b) e consideremos Q = Y 2− 1. Temos
que a Q-expansão de P é

P = Q2 +
(
X2Y + 2

)
Q+ (X2 −X − 1)Y +X4.

Se considerarmos o polinômio R = Y 3 temos que a R-expansão de P é

P =
(
Y +X2

)
R + (−X − 1)Y +X4 − 1.

Note que é possível determinar a Q-expansão do polinômio P qualquer que seja Q, entre-
tanto para garantir a propriedade (iii) da proposição anterior é essencial que o grau de
Q seja um divisor do grau de P.

O próximo resultado nos permitirá obter um algoritmo para determinar uma raiz
aproximada.

Definição 5.9. Sejam P,Q ∈ A[Y ] mônicos com d(Q) | d(P ) e considere a Q-expansão de
P dada por P = Qs+a1Q

s−1+ · · ·+as com s = d(P )
d(Q)

e d(ai) < d(Q) para todo i = 1, . . . , s.

Vamos supor que s seja inversível em A. Definimos o operador de Tschirnhausen τP

de P pela expressão:

τP (Q) := Q+
1

s
a1.

Denotaremos por τ jP (Q) a iterada de τP , j-vezes aplicada a Q.

Lema 5.10. Temos que d(τ jP (Q)) = d(Q).

Demonstração. Como estamos assumindo P,Q ∈ A[Y ] mônicos e s = d(P )
d(Q)

inversível em
A então a Q-expansão de P pode ser dada da forma:

P = Qs + a1Q
s−1 + · · ·+ as

com d(ak) < d(Q) para k = 1, . . . , s. Assim τP (Q) = Q + a1
s

satisfaz d(τp(Q)) = d(Q).

Agora a τP (Q)-expansão de P também é da forma:

P = (τP (Q))s + a1,1(τP (Q))s−1 + · · ·+ a1,s,
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com d(a1,k) < d(τp(Q)) = d(Q) para k = 1, . . . , s, pois s = d(P )
d(Q)

= d(P )
d(τp(Q))

. Logo, τ 2P (Q) =

τP (Q)+ a1,1
s

= Q+ a1+a1,1
s

e portanto d(τ 2P (Q)) = d(Q). E assim sucessivamente, a τ j−1P (Q)-
expansão de P,

P =
(
τ j−1P (Q)

)s
+ aj−1,1

(
τ j−1P (Q)

)s−1
+ · · ·+ aj−1,s,

com d(aj−1,k) < d(Q) para k = 1, . . . , s e assim

τ jP (Q) = τ j−1P (Q) +
aj−1,1
s

= Q+
a1 + a1,1 + · · ·+ aj−1,1

s
.

Por construção, d(τ jP (Q)) = d(Q) já que d(al,1) < d(Q) para todo l = 1, . . . , j − 1.

Exemplo 5.11. Seja P = Y n + a1Y
n−1 + · · · + an ∈ A[Y ] com n inversível em A. Veja

que essa é a Y -expansão de P. Assim τP (Y ) = Y + 1
n
a1 = n

√
P . Essa última igualdade foi

mostrada no Exemplo 5.3.

A próxima proposição generaliza o resultado apresentado neste exemplo.

Proposição 5.12. Sejam P ∈ A[Y ] mônico e r um número natural inversível em A tal
que r | d(P ). Então, para todo Q ∈ A[Y ] mônico com d(Q) = d(P )

r
temos que

τ
d(P )
r

P (Q) =
r
√
P .

Demonstração. Sejam Q ∈ A[Y ] mônico com d(Q) = d(P )
r
. Pela Proposição 5.7 item (iii)

segue que a Q-expansão de P é da forma:

P = Qr + a1Q
r−1 + · · ·+ ar,

ou seja, a0 = 1 com d(ai) < d(Q) para i = 1, . . . , r. Sendo assim temos dois casos a
considerar:

(i) Se a1 = 0 temos que τP (Q) = Q. E claramente pela Proposição 5.7 (iii) τP (Q) é a

r-raiz aproximada de P. Assim τ
d(P )
r

P (Q) = Q = r
√
P .

(ii) Se a1 6= 0 considere para k fixado a τ kP (Q)-expansão de P dada por:

P =
(
τ kp (Q)

)r
+ ak,1

(
τ kp (Q)

)r−1
+ · · ·+ ak,r, (5.8)

em que d(ak,i) < d
(
τ kp (Q)

)
= d(Q) para i = 1, . . . , r. Vamos mostrar que se a1,1 6= 0 então

d(a1,1) < d(a1).
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(1) Como a0 = 1 temos

P =
r∑
l=0

alQ
r−l = Qr + a1Q

r−1 +
r∑
l=2

alQ
r−l +

r∑
l=2

(
r

l

)
a1
l

rl
Qr−l −

r∑
l=2

(
r

l

)
a1
l

rl
Qr−l

=

(
Qr + a1Q

r−1 +
r∑
l=2

(
r

l

)
a1
l

rl
Qr−l

)
+

r∑
l=2

alQ
r−l −

r∑
l=2

(
r

l

)
a1
l

rl
Qr−l

=
(
Q+

a1
r

)r
+

r∑
l=2

alQ
r−l −

r∑
l=2

(
r

l

)
a1
l

rl
Qr−l. (5.9)

Logo,

P − τP (Q)r =
r∑
l=2

alQ
r−l −

r∑
l=2

(
r

l

)
a1
l

rl
Qr−l. (5.10)

(2) Temos d
(
alQ

r−l) < (r − 1)d(Q) para l ≥ 2. Com efeito,

d
(
alQ

r−l) = d(al) + (r − l)d(Q) < d(Q) + (r − l)d(Q)

≤ d(Q) + (r − 2)d(Q) = (r − 1)d(Q).

(3) Segue que d
(
a1
lQr−l) = l · d(a1) + (r − l)d(Q) < l · d(Q) + (r − l)d(Q) = r · (Q).

(4) Sejam as τP (Q)-expansões de alQr−l e de a1lQr−l dadas por:

alQ
r−l =

sl∑
j=0

el,j(τP (Q))sl−j e al1Q
r−l =

tl∑
h=0

cl,h(τP (Q))tl−h, (5.11)

onde l = 2, . . . , r, sl =
[
d(alQ

r−l)
d(τP (Q))

]
, tl =

[
d(a1lQr−l)
d(τP (Q))

]
, d(el,j) <

d(P )
r

para todos para todo

j = 0, . . . , sl e h = 0, . . . , tl e d(cl,h) <
d(P )
r
, pois d(τP (Q)) = d(Q) = d(P )

r
. Por (2) e (3)

temos que sl ≤ r−2 e tl ≤ r−1, já que sl =
[
d(alQ

r−l)
d(τP (Q))

]
≤ d(alQ

r−l)
d(Q)

< r−1. Analogamente
no outro caso.

(5) Substituindo as Equações (5.11) na Equação (5.10) obtemos:

P − τP (Q)r =
r∑
l=2

sl∑
j=0

el,j(τP (Q))sl−j −
r∑
l=2

(
r

l

)
1

rl

tl∑
h=0

cl,h(τP (Q))tl−h. (5.12)

Como a τP (Q)-expansão de P é dada por P =
r∑

h=0

a1,h(τP (Q))r−h em que a1,0 = 1,

então igualando a expressão de P−τP (Q)r (na τP (Q)-expansão de P ) e a Expressão (5.12)
obtemos:

r∑
l=2

sl∑
j=0

el,j(τP (Q))sl−j −
r∑
l=2

(
r

l

)
1

rl

tl∑
h=0

cl,h(τP (Q))tl−h =
r∑

h=1

a1,h(τP (Q))r−h.
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Como sl ≤ r − 2, tl ≤ r − 1 e segue de (5.11) que para todo l tal que tl = r − 1 então da
expressão acima o coeficiente a1,1 de τP (Q)r−1 é dado por:

a1,1 = −
r∑

tl=r−1

(
r

l

)
cl,0
rl
. (5.13)

Agora vamos mostrar que para todo l ∈ {2, . . . , r} tal que tl = r − 1 temos que
d(cl,0) < d(a1).

Da Equação (5.11) temos que d(a1
lQr−l) = d(cl,0τP (Q)tl). Desta forma, para tl = r−1

d(cl,0) = l · d(a1) + (r − l)d(Q)− d(τP (Q)tl) = l · d(a1) + (1− l)d(Q).

Como l ≥ 2 temos (l − 2)d(a1) < (l − 2)d(Q), ou seja,

d(cl,0) = ld(a1)− ld(Q) + d(Q) < 2d(a1)− d(Q) = d(a1) + (d(a1)− d(Q)) < d(a1).

Concluímos assim de (5.13) que d(a1,1) < d(a1).

Observe que se a1,1 = 0 então τ 2P (Q) = τP (Q), em particular τ
d(P )
r

P (Q) = τP (Q) = r
√
P

pela Proposição 5.7.
Se a1,1 6= 0 como d(a1) > d(a1,1) temos que a cada iterada obtemos d(a1) > d(a1,1) >

d(a2,1) > · · · e portanto, existe j com 1 ≤ j ≤ d(a1) tal que d(aj,1) = 0. Assim neces-
sariamente para j = d(a1) + 1 temos que o coeficiente ad(a1)+1,1 = 0. Mas d(a1) + 1 <

d(Q) + 1 = d(P )
r

+ 1, ou seja, no máximo em τ
d(P )
r

P (Q)-expansão de P temos a d(P )
r
,1

= 0.

Logo,

P −
(
τ
d(P )
r

P (Q)

)r
= a d(P )

r
,2

(
τ
d(P )
r

P (Q)

)r−2
+ · · ·+ a d(P )

r
,r

o que implica d
(
P −

(
τ
d(P )
r

P (Q)

)r)
< (r − 1)d

(
τ
d(P )
r

P (Q)

)
= (r − 1)d(Q) = d(P ) −

d(P )
r
.

Exemplo 5.13. (a) Como no Exemplo 5.8, se P = Y 4 + X2Y 3 − (X + 1)Y + X4 − 1 e
Q = Y 2 − 1 temos que a Q-expansão de P é

P = Q2 + (X2Y + 2)Q+ (X2 −X − 1)Y +X4.

Logo, τP (Q) = Q+ X2Y+2
2

= Y 2 + X2

2
Y. Pela Proposição 5.12, 2

√
P = τ 2P (Q).

Para calcularmos τ 2P (Q) temos que obter a τP (Q)-expansão de P, a qual é dada por:

P = τP (Q)2 − X4

4
τP (Q) +

(
X6

8
−X − 1

)
Y +X4 − 1.
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Assim, τ 2P (Q) = τP (Q) − X4

8
= Y 2 + X2

2
Y − X4

8
= 2
√
P , verificando o resultado já obtido

no Exemplo 5.3 (b).
(b) Consideremos f ∈ C[[X]][Y ] dada por

f(X, Y ) = Y 8 + (−4X3)Y 6 + (−8X5)Y 5 + (6X6 − 26X7)Y 4 + (16X8 − 24X9)Y 3

+(36X10 − 20X11 − 4X9)Y 2 + (−8X11 − 8X13 + 16X12)Y

+(X12 −X15 + 21X14 + 6X13).

Vamos determinar todas as raízes aproximadas de f.
A 1-raiz aproximada de f é ela própria e 8

√
f = Y.

Escolhendo o polinômio Q = Y 2 temos pela Proposição 5.12 que 4
√
f = τ 2f (Y 2) . Assim

a Q-expansão de f é dada por:

f(X, Y ) = Q4 +
(
−4X3

)
Q3 +

(
−8X5Y + 6X6 − 26X7

)
Q2

+(16X8Y − 24X9Y + 36X10 − 20X11 − 4X9)Q

+(−8X11 − 8X13 + 16X12)Y +X12 −X15 + 21X14 + 6X13.

Então, τf (Q) = Q+ −4X3

4
= Y 2 −X3. A τf (Q)-expansão de f é dada por:

f(X, Y ) = τf (Q)4 +
(
−8X5Y − 26X7

)
τf (Q)2 +

(
−24X9Y − 16X10 − 20X11

)
τf (Q)

+
(
−8X13 − 8X12

)
Y + 16X13 +X14 −X15.

Como o coeficiente de τf (Q)3 é zero temos que

4
√
f = τ 2f (Q) = τf (Q) = Y 2 −X3.

Para determinar 2
√
f escolhemos o polinômio R = Y 4. Pela Proposição 5.12, 2

√
f = τ 4f (R).

A R-expansão de f é

f(X, Y ) = R2 +
(
−4X3Y 2 − 8X5Y + 6X6 − 26X7

)
R +

(
16X8 − 24X9

)
Y 3

+
(
36X10 − 20X11 − 4X9

)
Y 2 + (−8X11 − 8X13 + 16X12)Y

+X12 −X15 + 21X14 + 6X13.

Então,

τf (R) = Y 4 +
−4X3Y 2 − 8X5Y + 6X6 − 26X7

2
= Y 4 − 2X3Y 2 − 4X5Y + 3X6 − 13X7.
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E a τf (R)-expansão de f é

f(X, Y ) = τf (R)2 − 4X6τf (R) +
(
−24X9

)
Y 3 +

(
−32X10 − 20X11

)
Y 2

−
(
88X12 + 8X13

)
Y + 4X12 + 32X13 − 148X14 −X15.

Assim, τ 2f (R) = τf (R) + −4X6

2
= Y 4 − 2X3Y 2 − 4X5Y + X6 − 13X7. A τ 2f (R)-expansão

de f é dada por:

f =
(
τ 2f (R)

)2 − 24X9Y 3 − 32X10Y 2 −
(
88X12 + 8X13

)
Y + 32X13 − 148X14 −X15.

Como o coeficiente de τ 2f (R) é zero, segue da Proposição 5.7 (iii) que

2
√
f = τ 2f (R) = Y 4 − 2X3Y 2 − 4X5Y +X6 − 13X7.

Proposição 5.14. Sejam P =
n∑
i=0

αiY
n−i ∈ A[X1, . . . , Xm][Y ] mônico de grau total n e r

um divisor de n inversível em A. Então o grau total da r-raiz aproximada de P é n
r
.

Demonstração. Como na Equação (5.1) escrevemos a r-raiz aproximada de P por

Q = Y
n
r + a1Y

n
r
−1 + · · ·+ an

r
,

onde αk = rak +
∑

i1+2i2+···+(k−1)ik−1=k

ci1,...ik−1
ai11 a

i2
2 · · · a

ik−1

k−1 com ak ∈ A[X1, . . . , Xm] para

k = 1, . . . , n
r
.

Mostraremos por indução que d(ak) ≤ k para todo k.
Comecemos observando que como o grau total de P é n devemos ter d(αiY

n−i) ≤ n.

Assim d(αi) ≤ i. Para k = 1 segue de (5.2) que α1 = ra1, logo d(a1) = d(α1) ≤ 1.

Suponhamos que o resultado seja válido para k − 1, isto é, d(ak−1) ≤ k − 1. Veja que

d(ak) = d

(
αk
r
−

∑
i1+2i2+···+(k−1)ik−1=k

ci1,...ik−1
ai11 a

i2
2 · · · a

ik−1

k−1

)
≤ max{d(αk), i1d(a1) + i2d(a2) + · · ·+ ik−1d(ak−1)}
≤ max{d(αk), i1 + 2i2 + · · ·+ (k − 1)ik−1} = max{d(αk), k} ≤ k.

Corolário 5.15. Sejam P =
n∑
i=0

αiY
n−i ∈ A[X1, . . . , Xm][Y ] mônico com αi homogêneo

de grau i, ∀i = 1, . . . , n e r um divisor de n, inversível em A. Então se Q = Y
n
r +

a1Y
n
r
−1 + · · ·+ an

r
é a r-raiz aproximada de P, tem-se que ai é homogêneo de grau i para

todo i = 1, . . . , n
r
.

Proposição 5.16. Sejam P =
n∑
i=0

αiY
n−i ∈ A[[X1, . . . , Xm]][Y ] mônico com m(αi) ≥ i
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para todo i ∈ {1, . . . , n} e r um divisor de n, inversível em A. Então, se Q = Y
n
r +

a1Y
n
r
−1 + · · · + an

r
é a r-raiz aproximada de P, com ak ∈ A[[X1, . . . , Xm]] tem-se que

m(ak) ≥ k para todo k = 1, . . . , n
r
.

Demonstração. Vamos provar o resultado por indução. Para k = 1 temos m(a1) =

m(α1) ≥ 1. Suponhamos que o resultado é válido para k − 1 ∈ {2, . . . , n
r
}. Observe que

m(ak) = m

αk
r
−

∑
i1+2i2+···+(k−1)ik−1=k

ci1,...ik−1
ai11 a

i2
2 · · · a

ik−1

k−1


≥ max{m(αk), i1m(a1) + i2m(a2) + · · ·+ ik−1m(ak−1)}

≥ max{m(αk), i1 + 2i2 + · · ·+ ik−1(k − 1)} = max{m(αk), k} ≥ k.

Segue deste resultado que se P é um polinômio de Weierstrass então r
√
P também o é.

5.2 Semirraiz

O objetivo deste trabalho é o estudo de semirraízes de uma dada curva plana, em
particular as que fazem parte de uma classe de raízes aproximadas, chamadas raízes
características.

Essas raízes satisfazem propriedades interessantes. Popescu-Pampu em [14] define se-
mirraiz justamente como polinômios em C[[X]][Y ] que satisfazem uma destas proprieda-
des das raízes características, obtendo assim resultados num contexto mais geral. Vamos
apresentar os resultados em K[[X]][Y ] e quando abordarmos resolução de singularidades
vamos nos restringir às curvas analíticas.

Considere K um corpo algebricamente fechado de característica zero e

f = Y N + α1(X)Y N−1 + · · ·+ αN(X) ∈ K[[X]][Y ] (5.14)

irredutível, αi(0) = 0 e m(αi) ≥ i, para i = 1, . . . , N. Veja que f é regular em Y de ordem
N e vamos supor que a multiplicidade de f é n. Observe que não estamos necessariamente
em coordenadas genéricas, ou seja, N = n (ver Seção 3.4).

O semigrupo do ramo (f) será denotado por S(f) = 〈V0, . . . , VG〉, onde G é o gênero
de S(f) e sejam E0, . . . , EG os inteiros característicos (Definição 3.24).

Definição 5.17. Um polinômio qk ∈ K[[X]][Y ] é uma k-semirraiz de f se qk é mônico,
d(qk) = N

Ek
e I(f, qk) = Vk+1.

Vamos provar um lema técnico que será útil posteriormente.
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Lema 5.18. Sejam qk uma k-semirraiz de f e l, h ∈ K[[X]][Y ] com d(l), d(h) < N
Ek
. Então

I(f, lqik) 6= I(f, hqjk) para todos i, j ∈ {1, . . . , Nk+1}, com i 6= j em que Nk+1 = Ek
Ek+1

.

Demonstração. Analogamente ao resultado da Proposição 3.5 (ii) temos N1N2 · · ·Nk =
E0

Ek
= N

Ek
e assim d(l), d(h) < N

Ek
= N1N2 · · ·Nk. Logo, do Teorema 3.10 item (ii) aplicado

neste caso, temos que vf (l) = I(f, l) e vf (h) = I(f, h) pertencem a 〈V0, . . . , Vk〉. Logo,
I(f, l) e I(f, h) são divisíveis por Ek = mdc(V0, . . . , Vk) (Proposição 3.25).

Suponha que existam 0 ≤ i < j ≤ Nk+1 tais que I(f, lqik) = I(f, hqjk). Então, I(f, qik)−
I(f, qjk) = I(f, h)− I(f, l). Ou seja, (i− j)I(f, qk) = I(f, h)− I(f, l). Assim, por definição
de semirraiz,

(i− j)Vk+1 = I(f, h)− I(f, l)

e como Ek | (I(f, h)− I(f, l)) segue que existe λ tal que (i − j)Vk+1 = λEk. Portanto
(i− j) Vk+1

Ek+1
= λ Ek

Ek+1
= λNk+1.

Como Ek+1 = mdc(Vk+1, Ek) e
Vk+1

Ek+1
e Nk+1 são relativamente primos, devemos ter que

Nk+1 | (i− j). O que é uma contradição, pois 0 < i− j < Nk+1.

Proposição 5.19. Seja l ∈ K[[X]][Y ] mônico com d(l) = N
Ek

e I(f, l) > NkVk. Se h é
uma (k − 1)-semirraiz de f então τl(h) é uma (k − 1)-semirraiz de f.

Demonstração. Por hipótese h é uma (k − 1)-semirraiz de f. Logo d(h) = N
Ek−1

e pelo
Lema 5.10, d(τl(h)) = d(h) = N

Ek−1
.

Agora observemos que d(l)
d(h)

= Ek−1

Ek
= Nk logo d(h) | d(l), assim podemos escrever a

h-expansão de l da seguinte forma:

l = hNk + a1h
Nk−1 + · · ·+ aNk ,

com d(ai) < d(h), ∀i = 1, . . . , Nk. Além disso, τl(h) = h+ a1
Nk

o qual também é mônico.
Resta provar que I(f, τl(h)) = Vk. Para tanto vamos mostrar que I(f, h) < I(f, a1).

Pelo Lema 5.18, I(f, ajh
Nk−j) 6= I(f, aih

Nk−i), ∀i, j = 1, . . . , Nk com i 6= j já que
d(ai), d(aj) < d(h) = N

Ek−1
. Assim,

I(f, l − hNk) = I

(
f,

Nk∑
i=1

aih
Nk−i

)
= min

1≤i≤Nk

{
I
(
f, aih

Nk−i
)}
≤ I

(
f, a1h

Nk−1
)
.

Por hipótese, I(f, l) > NkVk = I
(
f, hNk

)
uma vez que h é (k − 1)-semirraiz, assim

I(f, l − hNk) = min
{
I(f, l), I(f, hNk)

}
= NkVk.

Logo, NkVk = I
(
f, l − hNk

)
≤ I

(
f, a1h

Nk−1
)

= I(f, a1) + (Nk − 1)I(f, h), ou seja,

I(f, h) = Vk = NkVk − (Nk − 1)I(f, h) ≤ I(f, a1).
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O que implica I(f, h) ≤ I(f, a1). Para concluir que I(f, τl(h)) = I(f, h) precisamos mos-
trar que I(f, h) 6= I(f, a1). Pelo mesmo argumento utilizado na demonstração do Lema
5.18 temos que I(f, a1) ∈ 〈V0, . . . , Vk−1〉 pois d(a1) < d(h) = N

Ek−1
. Mas I(f, h) = Vk /∈

〈V0, . . . , Vk−1〉.
Como I(f, h) < I(f, a1) temos I(f, τl(h)) = I(f, h + a1

k
) = min{I(f, h), I(f, a1)} =

I(f, h) = Vk, o que conclui a demonstração.

Recordemos que pela Proposição 3.25 (iii), S(f) é fortemente crescente, ou seja,
Vk+1 > NkVk para todo k = 1, . . . , G.

Corolário 5.20. Se l é uma k-semirraiz de f e h uma (k− 1)-semirraiz de f então τl(h)

é uma (k − 1)-semirraiz de f.

Demonstração. Para garantir que estamos nas hipóteses da Proposição 5.19, basta obser-
var que sendo l uma k-semirraiz de f temos I(f, l) = Vk+1 e como o semigrupo S(f) é
fortemente crescente então Vk+1 > NkVk.

Proposição 5.21. Seja l ∈ K[[X]][Y ] mônico com d(l) = N
Ek
. Suponha que I(f, l) >

NkVk. Então,
I
(
f,

Nk
√
l
)

= Vk.

Demonstração. Considere h ∈ K[[X]][Y ] uma (k − 1)-semirraiz de f. Então pela Propo-
sição 5.19, τl(h) é uma (k − 1)-semirraiz de f. Aplicando esse mesmo resultado a τl(h)

obtemos que τ 2l (h) = τl (τl(h)) é uma (k − 1)-semirraiz de f. E assim sucessivamente
τl
i(h) é uma (k− 1)-semirraiz de f, para todo i. Então I (f, τl

i(h)) = Vk para todo i. Pela
Proposição 5.12, como d(h) = d(l)

Nk
temos que τ d(h)l (h) = Nk

√
l. Portanto

I
(
f,

Nk
√
l
)

= I
(
f, τ

d(h)
l (h)

)
= Vk.

Os próximos resultados mostram como a curva (f) e as curvas definidas por suas
semirraízes estão relacionadas. Veremos que tanto os expoentes característicos como os
geradores do semigrupo associado a uma semirraiz, podem ser determinados pelos expoen-
tes característicos e geradores do semigrupo de (f). Novamente f é regular em Y de ordem
N e denotemos por B0, . . . , BG os expoentes característicos de (f) e S(f) = 〈V0, . . . , VG〉.

Lema 5.22. Seja h ∈ K[[X]][Y ] mônico e irredutível. Se I(f,h)
d(h)

> Ek−2Vk−1

N
, com 1 < k ≤

G+ 1, então d(h) ≡ 0 mod N
Ek−1

. Além disso, se d(h) = N
Ek−1

então

S(h) =

〈
V0
Ek−1

, . . . ,
Vk−1
Ek−1

〉
e os expoentes característicos de (h) são B0

Ek−1
, . . . , Bk−1

Ek−1
.
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Demonstração. Sejam B′0, . . . , B
′
G′ os expoentes característicos de (h) com B′0 = d(h) :=

N ′. Como
I(f, h)

d(h)
>
Ek−2Vk−1

N
>
Ek−1Vk−1

N

então pelo Corolário 3.21 temos que a ordem de contato de (f) e (h) satisfaz O(f, h) >
Bk−1

N
. Pelo Corolário 3.18 para todo i = 0, . . . , k − 1

Bi

N
=
B′i
N ′

e k − 1 < G′.

Como Ek−1 = mdc(B0, . . . , Bk−1) existem a0, . . . , ak−1 ∈ Z tais que Ek−1 =
k−1∑
i=0

aiBi.

Portanto, N ′Ek−1 = N ′
k−1∑
i=0

aiBi =
k−1∑
i=0

aiNB
′
i concluindo que N ′ = N

Ek−1

k−1∑
i=0

aiB
′
i, ou seja,

N ′ ≡ 0 mod N
Ek−1

.

Agora consideremos o caso em que N ′ = d(h) = N
Ek−1

. Pelo Corolário 3.19, para
0 ≤ i ≤ k − 1 temos Vi

V ′i
= Ei

E′i
= N

N ′
= Bi

B′i
. Daí

V ′i =
N ′Vi
N

=

(
N

Ek−1
Vi

)
1

N
=

Vi
Ek−1

. (5.15)

Como mdc (V0, . . . , Vk−1) = Ek−1 segue de (5.15) que

mdc
(
V ′0 , . . . , V

′
k−1
)

= mdc
(

V0
Ek−1

, . . . ,
Vk−1
Ek−1

)
= 1.

Assim G′ = k − 1 e S(h) =
〈

V0
Ek−1

, . . . , Vk−1

Ek−1

〉
.

O teorema abaixo é um dos mais importantes deste trabalho, pois é uma generalização,
devido a J. Gwoździewicz e A. Ploski [10], de um resultado que caracteriza a topologia
de quaisquer semirraízes e algumas raízes aproximadas de curvas.

Teorema 5.23. Seja h ∈ K[[X]][Y ] mônico tal que d(h) = N
Ek−1

. Então, I(f, h) ≤ Vk. Se
I(f, h) > Nk−1Vk−1, então h é irredutível,

S(h) =

〈
V0
Ek−1

, . . . ,
Vk−1
Ek−1

〉
e os expoentes característicos de (h) são B0

Ek−1
, . . . , Bk−1

Ek−1
.

Demonstração. Consideremos a decomposição de h em fatores irredutíveis de K[[X]][Y ]

dada por h = h1 · · ·hs. Se k = G+ 1 então Vk =∞ logo I(f, h) ≤ Vk.

Se k ≤ G vamos mostrar que para todo i = 1, . . . , s,

I(f, hi)

d(hi)
≤ Ek−1Vk

N
. (5.16)
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Suponha que I(f,hi)
d(hi)

> Ek−1Vk
N

para algum i = 1, . . . , s. Então pelo lema anterior,
d(hi) ≡ 0 mod N

Ek
, ou seja, d(hi) = λ N

Ek
para algum λ ≥ 0. Como h é mônico e hi é

irredutível temos que d(hi) 6= 0. Assim, d(hi) ≥ N
Ek

> N
Ek−1

, o que é um absurdo, pois
d(hi) ≤ d(h) = N

Ek−1
. Agora por (5.16)

I(f, h) =
s∑
i=1

I(f, hi) ≤
s∑
i=1

Ek−1Vk
N

d(hi) =
Ek−1Vk
N

s∑
i=1

d(hi)

=
Ek−1Vk
N

d(h) =
Ek−1Vk
N

N

Ek−1
= Vk.

Se I(f, h) > Nk−1Vk−1 mostraremos que existe j ∈ {1, . . . , s} tal que I(f,hj)

d(hj)
> Ek−2Vk−1

N
.

De fato, suponhamos por absurdo que ∀j ∈ {1, . . . , s}, I(f,hj)

d(hj)
≤ Ek−2Vk−1

N
. Então,

I(f, h) =
s∑
i=1

I(f, hi) ≤
Ek−2Vk−1

N
d(h) =

Ek−2Vk−1
N

N

Ek−1
= Nk−1Vk−1,

o que contraria a hipótese.
Tome j ∈ {1, . . . , s} tal que I(f,hj)

d(hj)
> Ek−2Vk−1

N
. Então, pelo Lema 5.22 devemos ter

d(hj) = λ N
Ek−1

para algum λ ∈ Z, λ ≥ 0. Como d(hj) ≤ d(h) = N
Ek−1

6= 0, então λ = 1

e d(hj) = d(h). Isso implica que h = hju, onde u é inversível em K[[X]][Y ], ou seja, h é
irredutível.

Além disso, para todo q ∈ K[[X]][Y ] \ 〈h〉 temos I(q, h) = I(q, hju) = I(q, hj), isto
é, S(h) = S(hj). Como d(h) = d(hj) = N

Ek−1
e I(f,h)

d(h)
=

I(f,hj)

d(hj)
> Ek−2Vk−1

N
, segue do

lema anterior que S(h) = S(hj) =
〈

V0
Ek−1

, . . . , Vk−1

Ek−1

〉
e aplicando recursivamente a Pro-

posição 3.25 (i) temos que os expoentes característicos de (h) são os mesmos de (hj) :
B0

Ek−1
, . . . , Bk−1

Ek−1
.

Em particular, toda k-semirraiz qk de uma curva (f) satisfaz as hipóteses do teorema
acima. Portanto conhecemos seu semigrupo e os expoentes característicos.

Seja f ∈ K[[X]][Y ] mônico, irredutível, Y -regular de ordem N e m(f) = n. Conside-
remos uma parametrização de Newton-Puiseux para (f) dada por

X = TN

Y =
∑
j≥1

ajT
j = P (TN) +

B2−1∑
j=B1

ajT
j + · · ·+

BG−1∑
j=BG−1

ajT
j + · · ·

(5.17)

com mdc({N} ∪ {j; aj 6= 0}) = 1 e expoentes característicos B0, . . . , BG e BG+1 = ∞.
Denominamos as séries

η
(
X

1
N

)
=
∑
j≥1

ajX
j
N e ηk

(
X

1
N

)
=

Bk+1−1∑
j=1

ajX
j
N (5.18)
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como sendo a série de Newton-Puiseux e o k-truncamento da série de Newton-
Puiseux da curva (f) com respeito a (X, Y ), respectivamente.

Recordemos que pelo Corolário 2.21 (Teorema da Função Implícita de Newton),

f
(
X, η

(
X

1
N

))
= 0,

ou seja, f é o polinômio minimal da raiz α = η
(
X

1
N

)
∈ K[[X

1
N ]].

Por definição dos Bi’s, ao truncarmos a série de Newton-Puiseux na ordem Bk+1−1, ou
correspondentemente na parametrização dada em (5.17), todos os expoentes são divisíveis
por Ek = mdc(B0, . . . , Bk). O exemplo abaixo vai nos ajudar a compreender melhor a
demonstração do resultado a seguir:

Exemplo 5.24. Considere a curva (f) como no Exemplo 5.13 (b), cuja parametrização
de Newton-Puiseux era dada por:X = T 8

Y = T 12 + T 14 + T 15.

Neste caso, os expoentes característicos são β0 = 8, β1 = 12, β2 = 14 e β3 = 15 e
ε0 = 8, ε1 = 4, ε2 = 2 e ε3 = 1. E pelo Corolário 3.11, S(f) = 〈8, 12, 26, 53〉.

A série de Newton-Puiseux de (f) é:

η
(
X

1
8

)
= X

12
8 +X

14
8 +X

15
8

e seus k−truncamentos são:

η0

(
X

1
8

)
= 0, η1

(
X

1
8

)
= X

12
8 = X

3
2 , η2

(
X

1
8

)
= X

12
8 +X

14
8 = X

6
4 +X

7
4 e η3 = η.

Observe que podemos escrever η1
(
X

1
8

)
=
(
X

4
8

)3
= h1

(
X

ε1
8

)
com h1(X) = X3 e

η2

(
X

1
8

)
=
(
X

2
8

)6
+
(
X

2
8

)7
= h2

(
X

ε2
8

)
em que h2(X) = X6 +X7, já que as potências

de η1 são divisíveis por ε1 = 4 e de η2 por ε2 = 2.

Para o próximo resultado vamos fazer um pequeno comentário sobre a ordem de con-
tato entre ramos. Na Seção 3.3 definimos a ordem de contato entre dois ramos por suas
parametrizações de Newton-Puiseux, conforme [12]. De modo análogo poderíamos ter
definido a ordem de contato pelas séries de Newton-Puiseux como em [14]. Dados ramos
(f) e (g) definimos a ordem de contato O(f, g) de f e g por:

O(f, g) = max{vX(η(X)−ϕ(X)); η(X) e ϕ(X) são séries de Newton-Puiseux de (f) e (g)}.

E como no Teorema 3.20 temos o resultado:
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Teorema 5.25. Sejam (f) e (g) ramos em K[[X]][Y ], S(f) = 〈V0, . . . , VG〉 e B0, . . . , BG

expoentes característicos de (f). Então

I(f, g)

d(g)
=

Vk
N1 · · ·Nk−1

+
N ·O(f, g)−Bk

N1 · · ·Nk

,

onde k ∈ {0, . . . , G} é o menor inteiro positivo tal que O(f, g) < Bk+1

N
.

Proposição 5.26. Para cada k ∈ {0, . . . , G} o polinômio minimal φk de uma série de
Newton-Puiseux ηk

(
X

1
N

)
de (f) truncada na ordem k é uma k-semirraiz.

Demonstração. Seja ηk
(
X

1
N

)
= hk

(
X

Ek
N

)
. Chamando X

Ek
N = T temos que hk(T ) ∈

K[[T ]]. Veja que X = T
N
Ek

Y = hk(T )

é uma parametrização primitiva de Newton-Puiseux para (φk), já que φk (X, ηk(X)) = 0.

Portanto, d(φk) = N
Ek
.

Por definição, as séries η
(
X

1
N

)
e ηk

(
X

1
N

)
são idênticas até a ordem Bk+1−1

N
. Portanto,

a ordem de contato entre (f) e (φk) é O(f, φk) = Bk+1

N
< Bk+2

N
. Deste modo pelo Teorema

5.25 temos que

I(f, φk)

d(φk)
=

Vk+1

N1 · · ·Nk

+
N · Bk+1

N
−Bk+1

N1 · · ·Nk+1

,

o que implica I(f, φk) = Vk+1

N1···Nk
N
Ek

= Vk+1, em que a última igualdade segue da Proposição
3.25 (iii). Portanto φk é uma k-semirraiz de f.

Exemplo 5.27. Como no Exemplo 5.24 sejam φ0, φ1 e φ2 os polinômios minimais das
raízes η0, η1 e η2, respectivamente. Uma parametrização primitiva de Newton-Puiseux
para φ0, φ1 e φ2 é dada respectivamente por:X0 = T

Y0 = 0

X1 = T 2

Y1 = T 3
e

X2 = T 4

Y2 = T 6 + T 7.

Assim φ0(X, Y ) = Y, φ1(X, Y ) = Y 2−X3, φ2(X, Y ) = Y 4− 2X3Y 2− 4X5Y +X6−X7,

e φ3 = f são as semirraízes de f.
Pelo Teorema 5.23 temos que S(φ0) =

〈
V0
Ek

〉
= 〈1〉 = N, S(φ1) =

〈
V0
E1
, V1
E1

〉
= 〈2, 3〉

S(φ2) =
〈
V0
E2
, V1
E2
, V2
E2

〉
= 〈4, 6, 13〉.
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5.3 Raízes Características

O foco deste trabalho é o estudo de certas raízes aproximadas de curvas que também
vão ter a propriedade de serem semirraízes.

Definição 5.28. Sejam E0, . . . , EG os inteiros característicos de (f). Uma raiz aproxi-
mada característica de (f) é uma curva (fk), onde

fk := Ek

√
f.

Vamos denominá-la simplesmente por raiz característica de (f).

O teorema abaixo garante que as raízes características de (f) são semirraízes.

Teorema 5.29. Seja f ∈ K[[X]][Y ] como em (5.14), com semigrupo de valores S(f) =

〈V0, . . . , VG〉 e VG+1 = ∞. As raízes características (fk) para 0 ≤ k ≤ G satisfazem as
seguintes propriedades:

(i) d(fk) = N
Ek

e I(f, fk) = Vk+1.

(ii) fk é irredutível, S(fk) =
〈
V0
Ek
, . . . , Vk

Ek

〉
e os expoentes característicos de (fk) são

B0

Ek
, . . . , Bk

Ek
.

Demonstração. (i) Por definição de raiz aproximada, segue que d(fk) = d(f)
Ek

= N
Ek
.

Vamos provar que I(f, fk) = Vk+1 utilizando indução por descida em k.

Se k = G temos que EG = 1 e fG = 1
√
f = f. Portanto I(f, fG) =∞ = VG+1. Suponha

que para todo j ∈ {k, k + 1, . . . , G} seja válido que I(f, fj) = Vj+1. Mostraremos que o
resultado vale para k − 1.

Por hipótese de indução, I(f, fk) = Vk+1 e pelo fato de S(f) ser fortemente crescente
temos que Vk+1 > NkVk. Desta forma pela Proposição 5.21, I(f, Nk

√
fk) = Vk. Entretanto

da Proposição 5.4

fk−1 = Ek−1

√
f = NkEk

√
f =

Nk

√
Ek

√
f = Nk

√
fk,

pois Nk = Ek−1

Ek
. Portanto I(f, fk−1) = I(f, Nk

√
f) = Vk.

(ii) Pelo item (i) fk é uma semirraiz, assim do Teorema 5.23 segue o resultado.

Exemplo 5.30. Considerando (f) como no Exemplo 5.13 (b) sabemos que ε0 = 8, ε1 =

4, ε2 = 2 e ε3 = 1. E suas raízes aproximadas são: f0 = 8
√
f = Y, f1 = 4

√
f = Y 2 −

X3, f2 = 2
√
f = Y 4 − 2X3Y 2 − 4X5Y + X6 − 13X7 e f3 = 1

√
f = f. Estas são todas as

raízes características de (f).

Corolário 5.31. Para todo k ∈ {0, . . . , G} a ordem de contato entre f e fk é O(f, fk) =
Bk+1

N
.
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Demonstração. Pelo Teorema anterior, d(fk) = N
Ek

e I(f, fk) = Vk+1. Como N1 · · ·NkEk =

N temos que

I(f, fk)

d(fk)
=
Vk+1

N
Ek

=
Vk+1

N1 · · ·Nk

=
Vk+1

N1 · · ·Nk

+
N Bk+1

N
−Bk+1

N1 · · ·Nk+1

e portanto pelo Teorema 5.25 temos que O(f, fk) = Bk+1

N
.

Corolário 5.32. Para 0 ≤ k ≤ G, os polinômios f, fk ∈ K[[X]][Y ] têm o mesmo conjunto
de j-truncamentos de suas séries de Newton-Puiseux para 0 ≤ j ≤ Bk+1

N
.

Demonstração. Como O(f, fk) = Bk+1

N
segue que as séries de Newton-Puiseux de f e fk

coincidem até a ordem Bk+1−1
N

, e disto temos a igualdade dos j-truncamentos.

Abaixo vamos apresentar uma formulação mais geral de um resultado que garante
que qualquer f ∈ K[[X]][Y ] admite uma única decomposição em termos de suas raízes
características.

Proposição 5.33. Sejam q0, . . . , qG ∈ K[[X]][Y ] polinômios mônicos tais que para todo
i, d(qi) = N

Ei
. Então todo h ∈ K[[X]][Y ] pode ser escrito de forma única como uma soma

finita
h =

∑
i0,...,iG

αi0,...,iGq
i0
0 q

i1
1 · · · q

iG
G ,

onde 0 ≤ iG ≤
[
d(h)
d(qG)

]
, 0 ≤ ik < Nk+1 para todo 0 ≤ k ≤ G − 1 e os coeficientes

αi0,...,iG ∈ K[[X]]. Além disso,

(i) Os graus em Y de quaisquer dois elementos distintos desta soma são distintos.

(ii) Se q0, . . . , qG ∈ K[[X]][Y ] são semirraízes de f, então as ordens em T dos termos

αi0,...,iG
(
TN
)
q0
(
TN , ϕ(T )

)i0 · · · qG−1 (TN , ϕ(T )
)iG−1

são distintos dois a dois, onde
(
TN , ϕ(T )

)
é uma parametrização de Newton-Puiseux

para (f).

Demonstração. Comecemos considerando a qG-expansão de h dada por:

h =
∑

0≤iG≤sG

αiGq
iG
G , (5.19)

onde αiG ∈ K[[X]][Y ], d(αiG) < d(qG) = N
EG

= N e sG :=
[
d(h)
d(qG)

]
.

Agora consideramos a qG−1-expansão de αiG , ou seja,

αiG =
∑

0≤iG−1≤sG−1

αiG−1
q
iG−1

G−1 ,
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onde αiG−1
∈ K[[X]][Y ], d(αiG−1

) < d(qG−1) = N
Ek−1

e sG−1 :=
[
d(αiG )

d(qG−1)

]
.

Como d(αiG) < N
EG

e d(qG−1) = N
EG−1

temos que

sG−1 =

[
d(αiG)

d(qG−1)

]
<

N

EG

EG−1
N

= NG.

Assim, h =
∑

iG,iG−1
αiG,iG−1

q
iG−1

G−1 q
iG
G , com 0 ≤ iG ≤ sG e 0 ≤ iG−1 < NG.

Continuando obtemos

h =
∑
i0,...,iG

αi0,...,iGq0
i0 · · · qGiG ,

com αi0,...,iG ∈ K[[X]], 0 ≤ ik < Nk+1 para todo k ∈ {0, . . . , G− 1} e 0 ≤ iG ≤
[
d(h)
d(qG)

]
.

Antes de provar a unicidade vamos provar o item (i) da proposição.
(i) Suponhamos que existam (i0, . . . , iG) 6= (j0, . . . , jG) tais que d(αi0,...,iGq

i0
0 · · · q

iG
G ) =

d(αj0,...,jGq
i0
0 · · · q

iG
G ) <∞, em que o grau ocorre em Y. Assim

G∑
l=0

il
N

El
=

G∑
l=0

jl
N

El
. (5.20)

Defina D = {k ∈ {0, . . . , G}; ik 6= jk} e tome p = max{k ∈ D}. Sem perda de generali-
dade, podemos supor que ip < jp e ik = jk para k ≥ p + 1. Pela Equação (5.20) segue
que

p−1∑
k=0

(ik − jk)
N

Ek
= (jp − ip)

N

Ep
≥ N

Ep
,

pois jp− ip ≥ 1. Como ik, jk < Nk+1, ∀k = 0, . . . , p−1 temos que 0 ≤| ik−jk |≤ Nk+1−1.

Assim,

N

Ep
≤

p−1∑
k=0

(ik − jk)
N

Ek
≤

p−1∑
k=0

| ik − jk |
N

Ek
≤

p−1∑
k=0

(Nk+1 − 1)
N

Ek

=

p−1∑
k=0

(
Ek
Ek+1

− 1

)
N

Ek
=

p−1∑
k=0

(
N

Ek+1

− N

Ek

)
=
N

Ep
− N

E0

=
N

Ep
− 1,

o que é um absurdo.
Provaremos a unicidade da decomposição de h. Suponha que h admita outra decom-

posição. Então reagrupando os termos obtemos uma decomposição da forma:∑
i0,...,iG

γi0,...,iGq0
i0 · · · qGiG = 0.
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Pelo item (i) o grau em Y dos termos do somatório são dois a dois distintos. Logo a única
solução é γi0,...,iG = 0, já que q0, . . . , qG são não nulos.
(ii) Para cada k = 0, . . . , G temos vT

(
qk
(
TN , ϕ(T )

))
= I(f, qk) = Vk+1, pois qk é semir-

raiz de (f). Logo como qG = f temos:

vT

(
αi0,...,iG

(
TN
)
q0
(
TN , ϕ(T )

)i0 · · · qG (TN , ϕ(T )
)iG)

= vT
(
αi0,...,iG

(
TN
))

+
G−1∑
k=0

ikvT
(
qk
(
TN , ϕ(T )

))
= N · vX (αi0,...,iG) +

G−1∑
k=0

ikVk+1.

Suponha que existam (i0, . . . , iG−1) 6= (j0, . . . , jG−1) tais que

N · vX(αi0,...,iG) +
G−1∑
k=0

ikVk+1 = N · vX(αj0,...,jG) +
G−1∑
k=0

jkVk+1. (5.21)

Definimos D = {k ∈ {0, . . . , G − 1}; ik 6= jk} e tome p = max{k ∈ D}. Como antes sem
perda de generalidade podemos supor ip < jp e ik = jk para k ≥ p+ 1. De (5.21) temos

N · (vX(αi0,...,iG)− vX(αj0,...,jG)) +

p∑
k=0

(ik − jk)Vk+1 = 0,

ou seja, V0(vX(αi0,...,iG)− vX(αj0,...,jG)) +
p−1∑
k=0

(ik − jk)Vk+1 = (jp − ip)Vp+1.

Como Ep = mdc(V0, . . . , Vp) pela igualdade acima Ep | (jp − ip)Vp+1. Disto temos que
(jp − ip)Vp+1 = λEp para algum λ ∈ Z. Mas Ep+1 = mdc(Ep, Vp+1) e (jp − ip)

Vp+1

Ep+1
=

λ Ep
Ep+1

= λNp+1, ou seja, Np+1 | (jp − ip) Vp+1

Ep+1
. Mas Np+1 e Vp+1

Ep+1
são relativamente primos,

desta forma concluímos queNp+1 | (jp−ip) o que é um absurdo pois 0 < jp−ip < Np+1.

5.4 Resolução de Semirraízes

Nesta seção vamos descrever o processo de resolução mergulhada de quaisquer semir-
raízes q0, q1, . . . , qg−1 de uma curva irredutível (f), em particular, das raízes característi-
cas. Vamos verificar que este processo acompanha o processo de resolução de (f). Neste
contexto vamos considerar (f) uma curva analítica em C2.

Seja (f) uma curva analítica irredutível em C2, de multiplicidade n e β0, . . . , βg seus
expoentes característicos num sistema de coordenadas genérico.
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Considere (T n, ϕ(T )), ou ainda,
X = T n

Y = ϕ(T ) =
∑
j≥n

ajT
j

(5.22)

uma parametrização primitiva de Newton-Puiseux para (f).
Note que

(
T n, ϕ(T )

Tn

)
é uma parametrização de Newton-Puiseux para a transformada

estrita f (1) de f, pois f (1)(X1, Y1) = 1
Xn

1
f(X1, X1Y1) e assim

f (1)

(
T n,

ϕ(T )

T n

)
=

1

T n2 f

(
T n, T n

ϕ(T )

T n

)
=

1

T n2 f (T n, ϕ(T )) = 0.

Se (f) possui cone tangente (Y n) e n - s com s = I(f, Y ) = ordT (ϕ(T )) então s = β1

e pela Proposição 4.8 sabemos que s1 =
[
β1
β0

]
= min{i;m(f (i)) < m(f)} em que β0 = n.

Do comentário anterior à Seção 4.2 temos que
(
f (s1)

)
admite uma parametrização da

forma 
Xs1 = T n

Ys1 =
∑
j≥β1

ajT
j−s1n (5.23)

cujo cone tangente é
(
Xβ1−s1n
s1

)
. Veja que se β1 = β0s1 + r1 temos que f (s1) tem multi-

plicidade r1 = β1 − s1β0 < n. Todavia f (s1) não está mais num sistema de coordenadas
genérico.

É sabido que o processo de explosões acompanha o processo de divisões sucessivas:

β1 = β0s1 + r1; 0 < r1 < β0

β0 = r1s2 + r2; 0 < r2 < r1

r1 = r2s3 + r3; 0 < r3 < r2
...

ri1−1 = ri1si1+1.

A cada etapa no processo acima, isto é, a cada si-explosões mudamos o cone tangente
da curva, que a menos de uma mudança de coordenadas, podemos supor (Xri) ou (Y ri).

Acompanhando o processo de divisão sucessiva de β1 por β0 obteremos no final uma nova
curva com gênero g− 1, ou seja, um expoente característico a menos (para mais detalhes
ver [6]).

Com estes comentários vamos apresentar um importante teorema que caracteriza o
processo de resolução de quaisquer semirraízes de (f). Popescu-Pampu em [14] apresenta
três demonstrações para este resultado.
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Teorema 5.34. Sejam πm a resolução mergulhada minimal de (f) e as curvas (qk) com
0 ≤ k ≤ g semirraízes de (f) com respeito às coordenadas genéricas. Se

(
q
(m)
k

)
denota a

transformada estrita de (qk) por πm, então as curvas
(
q
(m)
k

)
para k = 0, . . . , g são regulares

e transversais a uma única componente do divisor excepcional de πm. Em particular, o
grafo dual da transformada total de q0q1 · · · qg é dada como na figura a seguir:

Figura 5.1: Grafo dual da resolução mergulhada minimal de q0q1 · · · qg.

Demonstração. Vamos considerar coordenadas genéricas (X, Y ) e denotamos por ϕ
(
X

1
n

)
e ϕk

(
X

1
n

)
as séries de Newton-Puiseux para f e qk, respectivamente. Assim, como em

(5.22) temos que
ϕ(X) =

∑
j≥n

ajX
j
n .

Analisemos a primeira semirraiz q0. Como O(f, q0) = β1
n
temos que a série de Newton-

Puiseux de q0 é tal que
ϕ0(X

1
n ) =

∑
j≥1

a′jX
j
n

com a′j = aj para j < β1 e n | j para todo j ∈ N∗.
Realizando s0 explosões nas coordenadas (X1, Y1) comX = X1

Y = X1(ai + Y1),

obtemos que (T, 0) é uma parametrização primitiva para
(
q
(s0)
0

)
cuja reta tangente é

Y = 0. Por abuso de linguagem vamos denotar
(
q
(s0)
0

)
pela curva (q0).

Nos primeiros s1-passos do processo de explosões em que s1 =
[
β1
β0

]
temos que

(
q
(s1)
0

)
é

regular (pois já o era) e o divisor excepcional Es1 é (Xs1) temos que
(
q
(s1)
0

)
é transversal
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à Es1 . Assim, na próxima explosão obtemos as transformadas estritas de (q0) e de (f)

se separam e a curva
(
q
(s1+1)
0

)
passa por um ponto regular do novo divisor excepcional

criado.
Agora voltamos nossa atenção ao processo de explosões de

(
f (s1)

)
, cuja parametrização

dada em (5.23) não está em coordenadas genéricas. Neste passo ao invés de tomar as
coordenadas (Xs1 , Ys1) consideramos a curva nas coordenadas (Ys1 , Xs1). Com isso a curva(
f (s1)

)
passa a ser Ys1-regular de ordem igual a sua multiplicidade (ou seja, coordenadas

genéricas). Pela Fórmula da Inversão (Teorema 3.26) podemos calcular os expoentes
característicos no sistema (Ys1 , Xs1) em termos dos expoentes característicos no sistema
(Xs1 , Ys1) e assim determinar o número de explosões para uma nova mudança do cone
tangente.

Recordemos que se ocorre o item (ii) da Fórmula da Inversão, a curva em coordenadas
genéricas tem gênero um a menos que a do sistema não genérico.

Como a ordem de contato de f e qk é βk+1

n
, ou seja, as suas séries de Newton-Puiseux

coincidem até a ordem βk+1

n
−1, podemos iterar o processo repetindo o mesmo argumento

utilizado para q0, para qk.
É importante notar que mudanças de coordenadas da forma (Xi, Yi) ←→ (Yi, Xi)

aplicadas simultaneamente em f, q0, . . . , qg−1 mantêm a mesma ordem de contato entre f
e suas semirraízes.

Exemplo 5.35. Finalizamos esse trabalho ilustrando o teorema anterior considerando a
mesma curva (f) dada no Exemplo 5.3:

f(X, Y ) = Y 8 + (−4X3)Y 6 + (−8X5)Y 5 + (6X6 − 26X7)Y 4 + (16X8 − 24X9)Y 3

+(36X10 − 20X11 − 4X9)Y 2 + (−8X11 − 8X13 + 16X12)Y

+(X12 −X15 + 21X14 + 6X13).

Nesse exemplo vamos ilustrar o quanto o processo de resolução é trabalhoso, mesmo
numa curva de gênero baixo, como esta de gênero 3.

A tabela a seguir apresenta os semigrupos e as parametrizações das raízes caracterís-
ticas de f.
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Raízes Semigrupo Parametrização

f0 = 8
√
f 〈1〉 = N

X = T

Y = 0

f1 = 4
√
f 〈2, 3〉

X = T 3

Y = T 2

f2 = 2
√
f 〈4, 6, 13〉


X = T 4

Y = T 6 + T 7 + 3
2
T 9 − 3

2
T 10 − 3

8
T 11

+75
16
T 13 − 21

4
T 14 − 429

128
T 15 · · ·

f3 = 1
√
f = f 〈8, 12, 26, 53〉

X = T 8

Y = T 12 + T 14 + T 15

Vamos determinar agora a resolução mergulhada minimal de (f).

Como
[
β1
β0

]
= 1 = s1 e o cone tangente de (f) é (Y 8) aplicamos uma vez a transfor-

mação quadrática σ e obtemos E1 = (X1) como divisor excepcional e

f (1) = Y 8 − 4XY 6 − 8X2Y 5 +
(
6X2 − 26X3

)
Y 4 + (16X3 − 24X4)Y 3

+
(
36X4 − 20X5 − 4X3

)
Y 2 +

(
−8X4 − 8X6 + 16X5

)
Y

+X4 −X7 + 21X6 + 6X5.

Com uma parametrização de Newton-Puiseux dada por:X = T 8

Y = T 4 + T 6 + T 7

e expoentes característicos B0 = 8, B1 = 4, B2 = 6 e B3 = 7. Pela Fórmula da Inversão
(Teorema 3.26) os expoentes característicos de f (1) em coordenadas genéricas são: β1

0 =

4, β1
1 = 10 e β1

2 = 11, ou seja, já perdemos um expoente característico. E sabemos que
no próximo passo obtemos a resolução mergulhada da raiz f0.

Não é necessário, mas escolhemos fazer a explosão neste primeiro passo conforme a
demonstração do teorema anterior. Fazendo a mudança de coordenadas (X, Y )↔ (Y,X),

mantendo ainda a notação f (1)(X, Y ) obtemos:

f (1) = Y 4 − 4X2Y 3 + 6Y 5 − 8XY 4 + 21Y 6 + 16XY 5 + 36X2Y 4 + 16X3Y 3 + 6X4Y 2

−Y 7 − 8XY 6 − 20X2Y 5 − 24X3Y 4 − 26X4Y 3 − 8X5Y 2 − 4X6Y +X8.

Note que esta curva é Y -regular de ordem 4, com cone tangente (Y 4) e I
(
f (1), Y

)
=

8 = 2 ·m
(
f (1)
)
, ou seja, estamos em coordenadas genéricas. Como

[
10
4

]
= 2 sabemos que

explodindo 3 vezes obtemos a resolução da raiz f1. Quando perdermos mais um expoente
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característico resolvemos f2. Explodindo
(
f (1)
)
na primeira carta obtemos:

f (2) = Y 4 − 4XY 3 + 6X2Y 2 − 4X3Y +X4 − 8XY 4 + 16X2Y 3 − 8X3Y 2

+6XY 5 + 36X2Y 4 − 26X3Y 3 + 16X2Y 5 − 24X3Y 4 + 21X2Y 6

−20X3Y 5 − 8X3Y 6 −X3Y 7

= (Y −X)4 − 8XY 4 + 16X2Y 3 − 8X3Y 2 + 6XY 5 + 36X2Y 4 − 26X3Y 3

+16X2Y 5 − 24X3Y 4 + 21X2Y 6 − 20X3Y 5 − 8X3Y 6 −X3Y 7.

A curva f (2)(X, Y ) é uma curva de multiplicidade 4 e cone tangente (Y −X)4 assim
explodimos a curva utilizando a mudança X = X e Y = X(1 + Y ) obtemos a curva:
f (3) (X, Y ) dada por

f (3) = Y 4 − 8X
(
(1 + Y )2 − 2 (1 + Y )3 + (1 + Y )4

)
+X2

(
−26 (1 + Y )3 + 36 (1 + Y )4 + 6 (1 + Y )5

)
+X3

(
−24 (1 + Y )4 + 16 (1 + Y )5

)
+X4

(
−20 (1 + Y )5 + 21 (1 + Y )6

)
− 8X5 (1 + Y )6 −X6 (1 + Y )7

= Y 4 − 8X
(
Y 2 + 2Y 3 + Y 4

)
− 26X2

(
3Y + 3Y 2 + Y 3

)
+36X2

(
4Y + 6Y 2 + 4Y 3 + Y 4

)
+ 6X2

(
5Y + 10Y 2 + 10Y 3 + 5Y 4 + Y 5

)
+X3

(
16 (1 + Y )5 − 24 (1 + Y )4

)
+X4

(
21 (1 + Y )6 − 20 (1 + Y )5

)
−8X5 (1 + Y )6 −X6 (1 + Y )7 + 16X2,

ou seja, f (3) (X, Y ) é uma curva de multiplicidade 2, com cone tangente (X2). Vamos
explodir agora na segunda carta. Assim

f (4) = (Y − 4X)2 − 8X
(
2Y 2 + Y 3

)
+ 6X2

(
5Y + 10Y 2 + 10Y 3 + 5Y 4 + Y 5

)
+ · · · .

Fazendo mais uma mudança para que o cone tangente seja (Y 2) e explodindo duas
vezes mais obtemos a resolução mergulhada de (f).
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