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RESUMO

O objetivo deste trabalho é mostrar que a resolu¢cao mergulhada minimal de uma raiz
aproximada caracteristica de um ramo plano é determinada pela resolugao mergulhada
minimal deste ramo.

Para tanto estudamos as curvas algebroides planas, suas parametrizacoes de Newton-
Puiseux, os expoentes caracteristicos, o indice de intersecao de duas curvas, o semigrupo
de valores associado a uma curva algebroide plana e o processo de resolucao candnica de
singularidades de uma curva.

Concluimos com as relagoes entre um ramo e suas raizes aproximadas. Definimos rai-
zes aproximadas caracteristicas e semirraizes, mostrando que os expoentes caracteristicos
de uma semirraiz sao determinados pelos expoentes caracteristicos da curva. Finalizamos
com o processo de resolu¢ao mergulhada minimal de uma curva e de suas raizes caracte-

risticas.

Palavras-chave: curvas algebroides planas; raizes aproximadas caracteristicas; semirrai-

Zes.



ABSTRACT

The purpose of this work is to show that the minimal embedded resolution of a cha-
racteristic approximate root of a plane branch is determined by the minimal embedded
resolution of this branch.

For that we study algebroid plane curves with their Newton-Puiseux parametrizations,
the characteristics exponents, the intersection multiplicity of two curves, the semigroup
of values of an algebroid plane curve, and the canonical resolution process of singularities.

We conclude with the relations between a branch and its approximate roots. We
define characteristic approximate roots and semiroots, and we show that the characteristic
exponents of a semiroot of a curve can be determined by the characteristic exponents of
the curve. We finish with the minimal embedded resolution process of a curve and its

characteristic roots.

Keywords: algebroid plane curves; characteristic approximate roots; semiroots.
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INTRODUCAO

O objetivo deste trabalho é estudar as relagoes entre uma curva algebroide plana irre-
dutivel, chamada de ramo plano, e suas raizes aproximadas caracteristicas, que também
sao curvas algebroides planas que mantém uma estreita relagao com a curva inicial. Num
sentido que sera explicado posteriormente, elas sao uma aproximacao da curva.

As raizes aproximadas caracteristicas, ou simplesmente raizes caracteristicas, sao parte
de um estudo mais geral de dois conceitos: o de raizes aproximadas e o de semirraizes.
O conceito de raizes aproximadas foi introduzido em 1973 por Abhyankar e Moh em [T
como suporte para o artigo seguinte [2] de 1975 sobre o Teorema do Mergulho da Reta,
que segundo Popescu em [14] ficou conhecido como Abhyankar-Moh-Suzuki theorem. O
termo semirraiz aparece no trabalho de Abhyankar [3] de 1989 em que ele estabelece um
critério de irredutibilidade para germes de fungoes analiticas complexas em duas variaveis.
O conceito de semirraiz, como abordado por Popescu em [14], sdo polindmios monicos
em C[[X]][Y] que definem curvas que possuem as mesmas propriedades de intersecao
(com uma curva dada) como as raizes caracteristicas. Estas nada mais sdo que raizes
aproximadas especiais associadas a um ramo plano e que também sao semirraizes. Em [9]
Gonzalez Pérez define semirraizes em termos de raizes aproximadas.

Vérios trabalhos exploram o conceito de raizes aproximadas no estudo de curvas como
por exemplo: [II, [3], [4], [9], [10], [14], entre outros. Em [4] A’Campo e Oka descrevem
a resolucao mergulhada de um ramo plano por uma sequéncia de modificagoes toricas
usando raizes aproximadas. Popescu em [14] comenta que o conceito de semirraiz esta
intimamente relacionado com o de uma curva que possui contato maximal com um ramo
dado. Nao vamos explorar esta ideia neste trabalho, mas é possivel provar que dado uma
curva plana irredutivel (f) com f € C[[X]][Y], as curvas com género k e contato maximal
com ( f) sdo exatamente as k-semirraizes em coordenadas genéricas. Para maiores detalhes
sobre este tema e para o estudo de raizes aproximadas num contexto mais geral, como no
caso meromorfo ou em corpos de caracteristica positiva, sugerimos ver [I14] que apresenta

um contexto histérico e cita varios trabalhos nestas diferentes abordagens.
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Para estudarmos as raizes aproximadas precisamos conhecer de uma maneira mais
geral as curvas algebroides planas e suas propriedades. Os principais conceitos que serao
explorados nos primeiros quatro capitulos deste trabalho sao os expoentes caracteristicos,
o semigrupo de valores e o processo de resolucao de singularidades de uma curva. Fer-
ramentas de fundamental importancia no estudo de curvas planas e que, em particular,
descrevem completamente a topologia de ramos planos. No tltimo capitulo passamos a
trabalhar especificamente sobre as raizes aproximadas e semirraizes de uma curva alge-
broide plana.

No capitulo 1, introduzimos o anel das séries de poténcias formais e exploramos re-
sultados sobre este anel e seus elementos. Alguns resultados sobre homomorfismos entre
anéis de séries de poténcias formais e sobre o corpo de Laurent também sao abordados
neste capitulo de uma forma mais sucinta. O principal resultado deste capitulo é o Te-
orema da Preparacao de Weierstrass, que nos permite associar uma série de poténcias
formal a um polinémio, desde que satisfeitas algumas condig¢oes. Finalizamos estudando
a decomposicao de uma série de poténcias em seus fatores irredutiveis.

No capitulo 2, definimos curvas algebroides planas e exploramos algumas de suas pro-
priedades. Em seguida demonstramos o Teorema de Newton-Puiseux e o Teorema da
Funcao Implicita que nos garantem a existéncia de uma parametrizagao de um ramo
plano, também chamada parametrizacao de Newton-Puiseux. A partir desta parametri-
zagao especial é possivel definir os expoentes caracteristicos que nos trazem importantes
informacgoes sobre os ramos planos. Em seguida definimos o anel local de uma curva e
concluimos definindo o indice de interse¢ao entre dois elementos do anel das séries de
poténcias.

No capitulo 3, fazemos um breve estudo sobre semigrupo dos naturais para em sequén-
cia associar a cada ramo plano um semigrupo, chamado semigrupo de valores. E possivel
provar que os expoentes caracteristicos de um ramo plano e os geradores minimais do
semigrupo se determinam mutuamente. Uma vez dada uma parametrizacao de Newton-
Puiseux para um ramo plano da forma (7", (7)) em que n é a multiplicidade da curva,
estamos considerando um sistema de coordenadas fixado, que vai ser chamado de coor-
denadas genéricas, e neste sistema definimos, por exemplo, os expoentes caracteristicos.
Popescu em [I4] define os expoentes caracteristicos e o semigrupo de valores num sistema
qualquer, em que n é a ordem de regularidade da série. A Formula da Inversao esta-
belece uma relagao entre os expoentes caracteristicos no sistema genérico e num sistema
qualquer. Isto sera importante ao estudarmos o processo de resolucao de singularidades.

No capitulo 4, introduzimos brevemente o conceito de explosao ou blowing-up no caso
de curvas. Conceito este necessario para o processo de resolugao de singularidades de
uma curva, que nada mais é do que um processo de aplicar uma série de transformacoes
quadraticas a uma curva com o objetivo de obter uma nova curva sem singularidade, ou

seja, numa curva regular.
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No capitulo 5, definimos raizes aproximadas num contexto mais geral, em seguida de-
finimos semirraizes e finalmente o conceito de raizes aproximadas caracteristicas que sao
raizes aproximadas especiais de uma dada curva. Provamos que os expoentes caracteris-
ticos e o semigrupo das raizes caracteristicas ficam completamente determinados pelos da
curva. Concluimos este capitulo mostrando que a resolu¢ao mergulhada minimal de uma

curva determina a resolu¢ao mergulhada minimal de suas raizes aproximadas.
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CAPITULO 1

SERIES DE POTENCIAS E O TEOREMA DA
PREPARACAO DE WEIERSTRASS

Neste capitulo introduzimos o anel das séries de poténcias formais sobre o qual defi-
nimos as curvas algebroides planas, que é o objeto de estudo deste trabalho. O principal

resultado deste capitulo é o Teorema da Preparacao de Weierstrass que garante que sob

certas condigoes todo elemento f do anel K|[[Xi,...,X,]] pode ser considerado como
um polinémio em uma determinada variavel, digamos em K[[X1,..., X, 1]][X,], ou seja,
podemos supor f um polinémio na variavel X, com coeficientes em K[[X1,..., X, 4]].

Finalizamos estudando a decomposicao de uma série de poténcias em seus fatores irredu-

tiveis.

1.1 Anel das Séries de Poténcias

Nesta secao vamos explorar algumas propriedades do anel das séries de poténcias

formais.
Definicao 1.1. Sejam K um corpo e Xq, ..., X, indeterminadas sobre K. Denotaremos
por K[[X1,...,X,]] o conjunto de todas as somas formais do tipo > P; em que P; €
i=0

um polindémio homogéneo de grau i nas indeterminadas X1, ..., X,, com coeficientes em
K. Cada elemento de K[[X1,...,X,]|| é chamado de série de poténcias formal nas
indeterminadas X1, ..., X,, com coeficientes em K.

Se f=> F,eg= > G, sao séries de poténcias formais, definimos que f = g se, e

i=0 i=0

somente se, para todo ¢ € N temos que F; = G;.

Em K[[X3,..., X,]] definimos as operagoes de soma e produto da seguinte forma:

f+g= ;)(FMLGz’) e fg= ;)Z()Fsz'—j'
1= 1=0y=

13



Com estas operagoes K[[X7, ..., X,]] € um anel comutativo com identidade, chamado anel
das séries de poténcias formais em r indeterminadas com coeficientes em K.
Os elementos de K[[Xi,...,X,]|] podem ser representados mais explicitamente na

forma

oo ) )

— 1
=2 X .. Xi X

i=0 i1 -ty =i

com @;, 4,...i, € K.

Pode-se provar que um elemento p € K[[Xy,...,X,]] dado por p = > P,, com P, €

i=0
K[Xy,...,X,] um polinémio homogéneo de grau i, é inversivel se, e somente se, Py # 0
(ver [5], [12]).

Os elementos inversiveis de K[[X7,..., X,]] sdo chamados de unidades.

Defini¢ao 1.2. Dados dois elementos f,g € K[[X1,...,X,]] dizemos que f e g sdio

associados se existe uma unidade u € K[[X1,...,X,]| tal que f = ug.

O conceito de multiplicidade, que sera apresentado a seguir, tem papel importante no
estudo das propriedades das séries de poténcias formais. E interessante saber o que se

pode dizer da multiplicidade quando operamos séries de poténcias formais.

Definicao 1.3. Seja f € K[[Xy,..., X, ]]\{0}. Suponha que f = ZE, onde F; é um

polinémio homogéneo de grau i e n € o menor inteiro tal que F 7£ 0. O polinomio
homogéneo F, é chamado de forma inicial de f. O inteiro nao negativo n é chamado de

multiplicidade de f e denotado por m(f). Se f =0 definimos que m(f) = oc.
Proposicao 1.4. Dados f,g € K|[[X1,...,X,]| temos que:

(1) m(fg) =m(f) +m(g);

(i) m(f = g) > min{m(f), m(g)}. A igualdade ocorre sempre que m(f) # m(g).

Demonstragao. (i) Suponhamos f = Z Fieg= Z G, ou seja, I, e Gy, sao as formas
=n i=k
iniciais de f e g, respectivamente. Pela definicao do produto de séries de poténcias formais

temos que a forma inicial de fg é F, G}, que é um polinémio homogéneo nao nulo de grau
n+ k. Logo m(fg) =n+k =m(f)+ m(g).
(74) Primeiramente consideremos m(g) # m(f) := n e suponhamos sem perda de

generalidade que m(f) < m(g). Neste caso

o0 oo

F+9=Y (Fi+G) =Y (Fi+G)).

=0 i=n

Portanto, a forma inicial de f + g é F), e assim m(f + g) = m(f) = min{m(f), m(g)}.
Agora se m(f) = m(g) = n entdo m(f + g) > n satisfazendo que m(f + g) > n se, e

somente se F,, = —G,,. Analogamente para o caso f — g. O]
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Observe que um elemento f € K[[Xy,..., X,]| é inversivel se, e somente se, m(f) =0,

[ee]
ja que f = > F; é inversivel se, e somente se, Fy # 0.
i=0

Proposigao 1.5. O anel K[[X1,...,X,]] € um dominio.

Demonstracao. Sejam f,g € K[[X1,...,X,]]\{0} com m(f) = n e m(g) = k. Pela Pro-
posicao m(fg) =m(f) +m(g) = n+ k < oo. Portanto, fg # 0. O

Denotaremos por Mg o ideal de R = K|[[Xy,...,X,]| gerado por Xj,...,X,, cuja
notagao usual é Mgz = (X1,...,X,). O ideal MY% denota a i-ésima poténcia de Mg e
convencionamos M% = R. O anel K[[X1,...,X,]] ¢ um anel local, ou seja, ele possui

um tnico ideal maximal, a saber, Mg. E mais, [| M% = {0}. Para uma prova destas
i=0
afirmagoes ver, por exemplo, Proposition 1.5 de [12].
O que faremos agora é mostrar algumas propriedades especificas do anel K[[X]], que

nos serao uteis no decorrer deste trabalho.
Proposigao 1.6. Seja f € K[[X]]. Sao verdadeiras as sequintes afirmagoes:

(i) Se f € K[[X]]\ {0} entao existem um inteiro n > 0 e uma unidade u € K[[X]] tais
que f=uX";

(i) O anel K[[X]] é um dominio de ideais principais e todo ideal nao nulo é gerado por

X" para algum n € N;
(111) KI[[X]] € um dominio de fatora¢ao unica.

Demonstragao. (i) Se f é uma unidade nada temos que fazer, porém se m(f) =n > 1,

entao podemos escrever
f=c X"+ X"+ = X"cp Fepi X +--) = X",

onde ¢; € K, ¢, #0 e u=c, + ¢1X + -+ € uma unidade em K[[X]].
(i7) Sejam J um ideal de K[[X]] e 0 # f € J com a menor multiplicidade possivel. Vamos
provar que J é gerado por f = X™u, com n = m(f) e u ¢ uma unidade de K[[X]].

De fato, se m(f) = 0 entdo f ¢ uma unidade e neste caso J = K[[X]], o qual é gerado
por 1. Caso contrario, dado g € J, se g = 0 entdo g € {f). Se g # 0, pelo item (i) g = X*v,
para algum k& € N e v uma unidade em K[[X]]. No entanto, pela escolha de f sabemos

que k > n, entao
g = X"(X* ") = (Xu) (X out = (X ou ) € (f),

Donde concluimos que J C (f), assim J = (f).
(7i1) Todo anel comutativo com elemento identidade, que é dominio de ideais principais é

dominio de fatoragao tnica. O resultado segue de (7). O
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1.2 Homomorfismos e o Corpo de Laurent

Na sec¢@o anterior afirmamos que R = K[[Xi,...,X,]] € um anel comutativo com
identidade, com as operagoes de adi¢ao e multiplicacao definidas anteriormente. Natural-
mente com as operagoes do corpo K temos que R é uma K-algebra. O que faremos nessa
secao é explorar homomorfismos entre anéis de séries de poténcias.

O anel R pode ser visto também como um espago topologico, munido da topologia

induzida pela métrica

d: RxR — R

(f,9) +— d(f.g) =p U9 (1.1)

em que p > 1 é um ndamero real e m(f — g) ¢ a multiplicidade de f — ¢g. Mais ainda, R ¢
um espago completo. Para as demonstragoes destes resultados ver [12].
Sejam R = K[[X1,...,X,]] e S = K]|[Y1,...,Ys]]. Denotamos respectivamente por

Mz e Mg seus ideais maximais. Temos os seguintes resultados:

Proposicao 1.7. Seja T : S — R um homomorfismo de K-dlgebras. Entao T(Mg) C

Mz e além disso :
(i) T é continua;
(ii) Existem g,...,gs € Mg tais que T =Sy, ., em que

Sgrgs: S — R
[ — Sgh...,gs(f) = f(gla . 798)7

chamada de aplicacao de substituicao.
Demonstra¢ao. A demonstragao deste resultado pode ser encontrada em [12]. O

A proposicao acima garante que todo homomorfismo 7' : § — R é uma aplicacao de
substituicao, isto é, existem gy, ..., gs € My tais que T'= S,, _,.. Na verdade g; = T'(Y;)
parat = 1,...,s. Vejamos quais condigoes devemos impor a ¢, ..., gs para garantir que
T seja um K-isomorfismo.

Inicialmente observemos que um K-isomorfismo de & em R preserva multiplicidade.

De fato, se P, € K[Y1,...,Y;] ¢ um polinomio homogéneo de grau i podemos escrever

_ i1 7
P = E iy, Y1 Y

iy eetig=i
Entdo T(P) = Y.  ai..i.90" g, ou seja, se P, # 0 entdo T(P;) # 0, e assim

i1t tis =1t

m(T(f)) = m(f).
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Como T é K-isomorfismo entao existe o seu inverso 7! donde segue que

m(f) =m(T7'T(f)) = m(T(f)),

o que implica que m(f) = m(T(f)).

Nos levando a concluir que se T = Sy, ,. ¢ um K-isomorfismo e T(Y;) = g;, entao

S
m(g;) = 1, para todo i =1,...,s.

Sejam L, ..., L, as formas iniciais respectivamente de g1, ..., gs. J4 observamos que
estes sao polindomios homogéneos de grau 1, nas indeterminadas Xi,...,X,. Suponha-
mos que exista uma relagao de dependéncia K-linear nao trivial, ou seja, que existam

ai,...,as € K nao todos nulos tais que
CL1L1+"'—|—(15L5:O.

Entao se tomarmos f = a1Y; + - -+ a,Ys, como T(Y;) = L;+--- parai=1,...,s, temos
que T'(f) =a1Ly +---+asLs + -+, assim

m(T(f)) = m(Sgh---,gs(f)) >m(f),

contrariando o fato de Sy, 4 ser um K-isomorfismo. Consequentemente, uma condigao

30s
necessaria para que Sy, 4. seja um K-isomorfismo de & em R é que as formas iniciais dos
gis sejam K-linearmente independentes. Isso mostra ainda que se T' é um K-isomorfismo
entre S e R entao s < r. E considerando T~! temos a condicao de que r < s, de onde
concluimos que r = s.

Tendo feito estas observagoes obtemos condigoes necesséarias para que Sy, . 4. seja um
K-isomorfismo de & em R. Nosso objetivo agora é provar que estas condi¢oes também

sao suficientes e para isso precisamos do seguinte lema.

Lema 1.8. Um subanel A de R € denso em R se, e somente se, dado qualquer polindmio

homogéneo P € K|[Xy,...,X,], existe um elemento em A cuja forma inicial é P.
Demonstragao. Ver [12]. O

Proposicao 1.9. Sejam os elementos gi,...,g9, € R cujas respectivas formas iniciais
lineares Ly, ..., L, sao K-linearmente independentes. Entao Sy, 4 S — R € um

1somorfismo de K-dlgebras.

Demonstragcao. Comegamos observando que se Ly, ..., L, sao K-linearmente independen-

tes entao I = Sp, .1, ¢ um K-isomorfismo. De fato, se L; = a;: X1 + -+ + a;, X, com

.
a; € K para i = 1,...,r, tome a matriz (a; ;). Entdo a inversa de 1" é SL’p--wL’r’ em que
L = b1Yr + -+ b;,Y, e (b;;) é a matriz inversa de (a;;). Agora mostraremos que

Sgr....gr - S — R & injetiva,
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Note quese 0 # f = P,+ P,41+- - , onde cada P; é um polindbmio homogéneo de grau
i e P, # 0, entdo o termo inicial de Sy, . 4.(f) € Si,...,(P,). De fato, como T" = Sy, . 1,

é um K-isomorfismo e 0 # P, = T (T(P,)) temos que T(P,) # 0. E mais se

_ i1 7
P, = E @iy, X1 X

ao menos um dos coeficientes a;, _;, € nao nulo, pois P, # 0.

(o

Mas Sg,...g.(Pn) = > aiy,in1™ -+ g:'" € como Sy, , € homomorfismo e Ly,..., L,

T

sao polinémios de grau um temos que

— le 7 _ i1 7
SpaePa) = > @i g g = > i Lt L

i1+t =n i1 tir=n

Logo, o termo inicial de S,, ., (f) € Si,...1,(P,), pois 0 mesmo é nao nulo.

Disso temos que m (Sy,. 4. (f)) = m(SL,...(f)) = m(f) # oo, o que implica a
injetividade de Sy, ..

Para a sobrejetividade mostraremos que a imagem A = K{[g1,...,9.]] de Sy, 4 €
fechado e denso em R, pois dessa forma A = R, mas se A é fechado entdo A = A.

Seja P € K[Xy,...,X,] um polinémio homogéneo. Considere @) = Szller (P)eS.
Entao P = Sp,...1,(Q) é a forma inicial de S, ,(Q) € A. Pelo Lema temos que A
¢ denso em R.

Resta provar que A é fechado em R. Seja h € R tal que h = lim f;(g1,...,g.), onde
(f;) € uma sequéncia com f; € R. Devemos provar que h € A. '

Acabamos de mostrar que m(Sy,,. 4 (f)) = m(f), como Sy, 4 € um homomorfismo

r

temos que

m(fi — fJ) = m(Sg, .g.(fi = [3)) = m(Sghm,gr(fi) — S, (7))

donde segue que (f;) é uma sequéncia de Cauchy em R (ver [12]). Portanto, existe f € R
tal que f = lim f;. Pela Proposicao Sgr...g» ¢ continua, implicando que

h = hzn fi(gIJ e 797‘) = hfn Sgly-~~7gr (f1> = Sgly-":gr (11{11 fl) = Sgl,w,gr (f) € A
O

Se T' ¢ um homomorfismo de K-algebras, entao T é completamente determinado pelos
elementos T'(Y;),...,T(Y;), e para todo f(Y1,...,Y;) € S temos

T(f(Vi,...,Y2) = F(T(Y),..., T(Y.)).

E possivel provar ainda que um K-endomorfismo de R é um automorfismo se, e so-
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mente se, preserva multiplicidade.

Exemplo 1.10. Pela Proposi¢ao anterior, T : K[[X,Y]] — K[ X, Y]] é um K-isomorfismo
se, e somente se, T(X) =aX+bY +--- eT(Y)=cX+dY +--- satisfazem ad — bc # 0.

Para o que segue vamos precisar analisar algumas propriedades do corpo de Laurent.

Denotaremos por K ((X)) o corpo de fragoes do anel das séries de poténcias formais
em uma indeterminada K[[X]].

Dado um elemento h = g € K((X))\ {0}, podemos escrever f = X"u e g = X*v com

u e v unidades em K[[X]] e n,k € N. Assim temos
h=X"""uv™) = X"w,

onde r =n — k € Z e w ¢ uma unidade em K[[X]].

Isto mostra que um elemento de K ((X)) pode ser escrito na forma
a X"t a X 4 ag e X

onde r € N e a; € K para todo i > —r. Os elementos de K ((X)) sdo chamados séries de
poténcias formais de Laurent.
Escrevendo h = X"w, com r € Z ¢ w € K|[[X]] uma unidade, definimos que a multi-

plicidade de h é m(h) =r e se h =0, entdao m(h) = oc.

Proposigao 1.11. Se a aplicagio T : K((X)) — K((X)) é um K-homomorfismo, entdo
T(X) € K[X], com T(0) =0.

Demonstra¢ao. Como T é um homomorfismo de K ((X)) segue que T'(X) = X"u(X) para

algum r € Z e alguma unidade u € K[[X]]. Note que r > 0, pois caso contrario
TX2+ X+ ) =TX)?4+T(X)P+ = X"uX) 4+ X¥u(X)’ +- -

¢ um elemento com infinitos termos com poténcia negativa ou r = 0, e em ambos os casos

T(X?+ X3+---) nao pertence a K((X)). Por outro lado, se u(X) = _ a; X" com ag # 0
i=0

entdo T(X 1) = (X HuXH)=X"> X"
i=0

Como T(X™!) = (T(X))™! € K((X)) devemos ter que > ;X" é uma soma finita,
i=0
logo u(X) € K[X]. E T(0) = 0 pois r > 0. O

Corolario 1.12. Se T : K((X)) — K((X)) € um automorfismo, entao T(X) = aX
para algum a € K \ {0}.

Demonstra¢ao. Se T' é um automorfismo, entdao T(X) = P(X) € K[X], com P(0) = 0.
Por outro lado temos que T-1(X) = Q(X) € K[X], assim X = P(Q(X)) = Q(P(X)).
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Donde concluimos que P e @) s@o polindmios de grau 1, e da condigao P(0) = Q(0) = 0,
segue que P(X) = aX para algum a € K \ {0}.

1.3 O Teorema da Preparacao de Weierstrass

Nesta secao, nosso foco é a demonstracao do Teorema da Divisao e do Teorema da
Preparacao de Weierstrass. Este tltimo resultado nos permite enxergar, a menos de
um produto por uma unidade, uma série de poténcias como um polinémio em uma das

variaveis, conceito essencial no estudo de curvas algebroides.

Definigao 1.13. Vamos denotar a r-upla (0,...,0,X;,0,...,0) por X;. Dizemos que
feK[Xy,...,X,]] € Xj-reqular de ordem k, se f(X;) ¢ divisivel por Xj'? mas nao € por
Xt

[

Dizemos que f é X;-regular se é X;-regular de ordem m(f). Neste caso, m (f (YJ)) =

m(f).
Se f € K[[Xy,...,X,]] € X,regular de ordem k, podemos escrever

F(X5) = Xju(X;),

J
onde u é uma unidade em K[[X]].

Lema 1.14. Dados f,g € K[[Xi,...,X,]] temos que fg é X;-regular de alguma ordem

se, e somente se, [ e g sao Xj-requlares de alguma ordem.

Demonstragao. Suponha que fg é Xj-regular de ordem k, entao fg (Yj) = Xfw(Xj) #0
para alguma unidade w € K[[X;]]. Como fg (X;) = f (X;) g (X;) temos que f(X;), g(X;) #
0. Pela Proposigao podemos escrever f (X)) = X'u(X;) e g (X;) = Xlv(X;), onde
u e v sao unidades em K[[X]]. Logo

Xjw(X;) = X Hu(X;)v(X;).

J

Além disso, temos que X?H 1 f (YJ) , pois se X;‘H | f (Y]) €omo X]l. divide g¢ (Yj)
temos que X;”l“ | f9(X;), contrariando a hipétese. O mesmo argumento mostra que
X;Jrl tg (7]) . Portanto f e g sao Xj-regulares de ordens n e [, respectivamente.

Reciprocamente, se f e g sao X;-regulares de ordens n e [, respectivamente entao
f9(X) = £ (X5) 9 (X)) = Xju(X;) Xjo(X;) = X ue,
com u e v unidades em K[[X]]. Assim, X;LH divide fg (X;). Como X; ndo divide uv

segue que X7+ ndo divide fg (X;) . Portanto fg ¢ Xj-regular de ordem n + I. O
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Vamos denotar por R = K[[X1,...,X,]], R’ = K[[X31,...,X,_1]] e por M e Mz: o
ideal maximal do anel R e R’, respectivamente.

A demonstragao do teorema a seguir foi retirada de [13].

Teorema 1.15. (Teorema da Divisao) Seja f € Mg, X,-reqgular de ordem k. Dado
qualquer g € R, existem ¢ € R e p € R'[X,]| unicamente determinados por f e g, com

p =0 ou grau de p com relagcao a X, menor que k, tais que

g=fq+p.

Demonstracao. Faremos a demonstragao por inducao sobre o nimero de indeterminadas.
Para R = K|[[X]] temos o seguinte:

Dados f € Mz e g € R escrevemos f = > F;X'eg=> G;X'. Como f é X-regular
i=1 i=0
de ordem k entao m(f) = k, assim podemos reescrever f = > F; X", com Fj, # 0.
i=k
Supondo ¢ = Y. Q; X" e p= Y P, X" satisfazendo g = fq + p devemos ter

i>0 i>0

Gy = FoQo+ 5
G = FoQi+FQo+ P

(1.2)
Gro1 = FoQuor + FiQp—o+ -+ F1Qo + Pry
Gr = FQp+ FQp1+ -+ FrQo+ b
Como Fy =+ = F,_1 =0 temos que P, = G; parai = 0,...,k — 1. Assim, definimos

p=Gy+G X+ + G X*1 P; =0 paratodo j >k eparai >0

~ Gryi = (FraQia + -+ FriQo)
Qi = - .

Resta provar que ¢ e p sao unicamente determinados por f e g. Suponha que existam
¢ € K[[X]] ep € K[X] tais que g = f¢' + p'. Entao
fd+v=fo+p = fld -9 =p-p.
Se p # p’ entao devemos ter ¢ # ¢'. Isso implica que m(f(¢' —q)) = m(p—p’), ou seja,
k4+m(q —q) = m(p—p'). No entanto, k +m(q —q) > k e m(p—p') < k, o que nos leva
a uma contradicao. Portanto, p = p’ e consequentemente ¢ = ¢'.

Suponha que o resultado seja véalido para r — 1 indeterminadas.

Primeiramente observamos que dado f € R, podemos rearranjar seus termos de forma
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a escrever
f=F(Xo,...,. X))+ Fi(Xe, ..., X)) X1 + Fo(Xo, ..., X)X 2+ ...

Para simplificar a notagao escrevemos f = Fy + F1X; + X2+ e g=Go+G X+
GoX1>+ -, com Fy, G; € K[[Xo,...,X,]] para todo i > 0.

Assim, nosso problema é determinar uma série ¢ = Qo + @Q1.X1 + QX% + ... e um
polinémio p = Py+P X 4+ P XF! com P, € K[[Xs, ..., X,_1]] tais que g = fq+p,
ou seja, precisamos resolver um sistema como em (|1.2]).

Como 0 # f(0,...,0,X,) = Fy(0,...,0,X,) e m(f(0,...,0,X,)) = k temos que
m(Fo(0,...,0,X,)) = k. Agora, Fy(Xs,...,X,) é uma série em r — 1 indeterminadas e
X,-regular de ordem k, logo pela hipotese de indugao, existem tnicos Qg € K|[[Xo, ..., X,]]
e Py € K[[Xa,...,X,1]][X,] tais que Gy = FoQo + Py, satisfazendo que Py = 0 ou grau
de Py em relacao a X, é menor que k.

Novamente temos que G — F1Qg € K|[[Xs,. .., X,]]. Entao por inducdo existem tnicos
O € K[[Xs,...,X,]] e P, € K[[Xy,...,X,1]][X,] tais que G — F1Qo = FoQ1 + Py, com

P, =0 ou grau de P; em relacao a X, menor que k. Continuando esse processo obtemos
Gn_(Flanl—i__'_FnQD) :FOQn+Pn

Definimos ¢ = Qo + Q1 X1 + Qo X1> + -+ ep= Py + PX1 + P X2 + -+ Py XM,
com P, € K[[Xs,...,X,1]][X;] parai =0,...,k—1¢e P, = 0 parai > k. Por construgao,
as séries p e ¢ sao Unicas satisfazendo p = 0 ou o grau de p em relacao a X, € menor que
k. Logo, p € R'[X,]. O

Exemplo 1.16. Considere f,g € R[[X,Y]], onde f = XY + Y3+ XY? + Y% e g =Y?3.
Primeiro observemos que f €Y -reqular de ordem 3, pois f(0,Y) = Y3+Y?® que ¢ divisivel
por Y3, mas nao é por Y*.

Agora vamos determinar q € R[[X,Y]] e p € R[[X]][Y] de forma que g = fq + p.
Sejam f=Fo+ Fi + XY + Y3+ XY34+Y? eg=Go+G1+ G+ Y3 comFy=F, =0
e Go = G1 =Gy =0. Temos que

Go=FQo+F e G =FEFQ+ FiQy+ P,
o que implica Py =Go=0¢e PL=G; =0. De
Gy = FyQ2 + F1Q1 + FoQo + Po = Qo XY + P,

temos que Py = —XY Q. Pela demonstracao do Teorema da Divisao temos que P3 =
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Py=---=0. F ainda
V3 =Gy = FyQs + F1Qs + F2Q1 + F3Q0 + Py = XY Q1 4 Y?Qy.

Assim, Qo = 1,01 = 0 e obtemos Py, = —XY. Continuando o processo
0=Gy=FRQs+ FiQ3 + FyQq + F3Q, + F1Qp = XY Qo + XY?,

donde concluimos que Qy = —Y2. Temos

0=G5 = FoQs + F1Qq + FoQs + F3Q2 + FiQ1 + F5Qo = XY Q3 — Y?(Y?) + Y?,
ou seja, Q3 =0. F
Gs = FoQs + Qs + F2Qu + F3Qs + FiQa + F5Q1 + FsQo = XY Q4+ XY?(=Y?),

o que implica Q4 = Y*. Nao prossequiremos a determinacao da série Q, pois ela pode ser
infinita. Portantop=—XY eq=1-Y?4+Y*+....

O préximo teorema permite que passemos a estudar uma série regular em uma inde-

terminada sob o ponto de vista do estudo de polinémios.

Teorema 1.17. (Teorema da Preparacao de Weierstrass) Seja f € Mg uma série
X,-reqular de ordem n. Entao existem uma unidade u € R e Ay, Ao, ..., A, € Mp,

unicamente determinados por f, tais que
fu=X'+ A X" 4+ A X+ A,

Mais ainda, se f € regular em X, entao m(A;) > i parai=1,...,n.

Demonstracao. Seja g = X'. Pelo teorema anterior existem u € R e p € R'[X,] tais que
g = fu-+p, comp=0ouo grau de p em X, é menor que n. Como p é um polinémio
em X, podemos escrever —p = A; X" 1 + ...+ A, X, + A,, com A; € R’ para todo
i=1,...,n. Logo, fu=g—p=X"+ A X" 1 +...+ A, 1X,+ A,. Resta provar que u

é inversivel. De fato,
(fu)(0,...,0,X,) = X"+ A(0,...,0) X" +... 4+ 4,(0,...,0). (1.3)

Como f & X,-regular de ordem n temos f(0,...,0,X,) = X'v(X,), com v € K[[X,]] uma
unidade.

Além disso, A;(0,...,0) = 0 pois caso contrario teriamos
m(X"+ A1(0,...,0) X"+ + A,(0,...,0) <n,
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enquanto m((fu)(0,...,0,X;)) = n+ m(u(0,...,0,X,)) > n, o que nos levaria a uma
contradigao. De (1.3 temos que (fu)(0,...,0,X,) = X, ou seja,

X(X,)u(,...,0,X,) = X,

o que implica v(X,)u(0,...,0, X,) =1 e portanto u é uma unidade.

E ainda se f é X,-regular, ou seja, f é X,-regular de ordem n = m(f), entao

n = m(fu) =min{m(X"),m(A X" "), ..., m(A,_1X,),m(A4,)}
= min{n,m(A;) +n—1,...,m(4,)}.

Portanto m(A;) +n —i > n, logo m(4;) > iparai=1,...,n. O

Corolario 1.18. (Teorema da Fungao Implicita) Seja f € R tal que f(0,...,0) =0

e ;—){T(O, ...,0) #0. Entao existe p(Xi,...,X,—1) € Mg tal que

f(Xl, e ,Xr,1790<X1, e ,XTfl)) = O

Demonstracao. Por hipotese f € My e a condigao aa—)é(o, ...,0) # 0 é equivalente a dizer
que f é regular em X, de ordem 1. Pelo Teorema da Preparacao de Weierstrass existem
u € R unidade e A; € R'[X,] tais que fu = X, + A;. Definindo ¢(X3,...,X,_1) = —A; €

Mz temos
f’U,(Xl, . ,X,,wfl, QO(Xl, e 7Xr71>) = QO(Xl, e ,XTfl) + Al = 0

Como u é uma unidade, portanto nao nula e R é um dominio de integridade temos que
f(Xl?"'7X’I‘—17()0(X17"'7XT'—1)) =0. []

Os proximos resultados mostram que a condicao de f ser regular em alguma indeter-
minada nao é tao restritivo como pode parecer, pois mostraremos que no caso em que K é
infinito podemos determinar um automorfismo linear de forma que f se torne regular em
uma indeterminada escolhida. No caso em que K nao é infinito nao podemos garantir a
existéncia de um automorfismo linear, embora seja possivel determinar um automorfismo

que torne f regular em uma de suas indeterminadas.

Lema 1.19. Consideremos K um corpo infinito. Dada uma familia finita F = {P; ..., Ps}
de polindmios homogéneos nao nulos em K[Yi,...,Y,], existe um isomorfismo linear
T: KXy,...,X,] — K[Y1,...,Y,] tal que para cada P; € F de grau n, erxiste uma
constante cp, € K \ {0} tal que

P(T(Xy,...,X,)) =cpX," + (termos de grau menor em X,.).
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Demonstragao. Sendo F finita e K um corpo infinito, podemos determinar (ay, ..., a,)
um elemento de K" tal que Pi(ay,...,a,) #0, Vi =1,...,s. Para tanto, basta fixarmos
as, . ..,a, digamos com a, # 0 e avaliando cada elemento de F em as,...,a, obtemos
uma familia finita de polinomios de K[X;]. Se algum dos polindémios for nulo mudamos
a (r — 1)-upla. Como K ¢ infinito e cada polinémio em K[X;] tem um nimero finito

de raizes, existe a; € K que nao ¢é raiz de nenhum desses polindmios. Desta forma

Pi(ay,...,a,) #0, Yi=1,...,s. Considere agora o isomorfismo linear 7" definido por:
Yi 10 --- 0 aq X1
Y, 01 -+ 0 as X5
Y, 00 - 1 a— X1
Y, 00 - 0 a X,
Assim, se P, = > iy X le;Q -++ X! & um polinémio homogéneo de grau n, entao
i1+ +ip=n
P(T(Xy,....X,)) = Z Ciyooin (X1 + a X)) (X 4+ apX,)2 - -+ (0, X,)""
114 Fir=n

= E Ciy. iy - - a, " X"+ (termos de grau menor em X,)

i1+ +ir=n
= Pai,...,a.)X," + (termos de grau menor em X,.).
O resultado segue tomando cp, = P(ay,...,a,). O

Corolario 1.20. Sejam K um corpo infinito e F uma familia finita de elementos nao
nulos de K[[X1,...,X,]]. Entao existe um automorfismo linear T de K[[X3,...,X,]] tal
que f ol é X,.-reqular para todo f € F.

Demonstracao. Esse resultado é consequéncia imediata do lema anterior. O

Corolario 1.21. Seja f € R\{0} de multiplicidade n. Entao existem um K -automorfismo
T de R, uma unidade u € R e Ay,..., A, € R = K[[X4,..., X,_1]] tais que m(A;) > i

para todoi=1,...,n €
T(flu=X"+A X" 4. +A,.

Demonstracao. Como f é nao nula, pelo corolario anterior existe um K-automorfismo T
de R tal que T'(f) é regular com respeito a X,. Assim pelo Teorema de Preparacao de

Weierstrass temos que existem uma unidade u € R e Ay, ..., A, € R’ satisfazendo
T(f)u= X"+ A X+ A X372 4+ + A,
com m(A;) > 1. 0
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Nas hipoteses do corolério acima dizemos que o elemento
X'+ ALX 4 A X2 A,

é a preparacao a Weierstrass da série f.

Exemplo 1.22. A série f = XY Z € C[[X,Y, Z]] nao € regular em nenhuma das inde-
terminadas. Pelo Coroldrio definindo a aplicagao T : C[[X,Y, Z]] — CJ[[X,Y, Z]]
da sequinte forma T(X)=X+2Z, T(Y)=Y +Z e T(Z) = Z temos que f(T(X,Y, 7))

é Z-reqular de ordem 3. Claramente T € um automorfismo e mais
fT(X,Y,2) = X+2)(Y+2)Z=2°+(X+Y)Z*+ XY Z.

Assim, Z3 + (X +Y)Z? + XY Z € a preparacio a Weierstrass da série f.

Finalizamos esta se¢ao introduzindo os conceitos de pseudo-polinémio e de polinémio
de Weierstrass. Vamos verificar que tais propriedades de uma série se estendem aos seus

fatores irredutiveis.

Definicao 1.23. Um elemento P € R € dito um pseudo-polinémio em X, se P € da
forma
P(X17"'7X7") :X'rr'l—l—AlX;l_l +oee +An € R,[XT]

tal que m(A;) > 1, para todoi =1,...,n, comn > 1.

Um pseudo-polinomio é chamado polindbmio de Weierstrass se m(A4;) > i, Vi =

1,...,n.
Lema 1.24. Sejam Fi,...,Fs polinémios monicos em R'[X,|. Entao Fy---Fs é um
pseudo-polinémio se, e somente se, F; é um pseudo-polindmio para cada i1 =1,...,s.

Demonstracdo. E suficiente provarmos o resultado para o caso s = 2.
Sejam F} = an—FAlX,l,_l—F' - AeFy = X:L—FBern_l—l—' -+ B, tais que A;, B, € R

para todoi=1,...,l e para todo 7 = 1,...,n. Entao

FF, = X4 (A +B)XM
(Ai + A 1B+ +AB 1+ Bi)Xi+n7i + .-+ AB,.

Se F) e F, sao pseudo-polinémios entao para cada i =1,...,0 + n,
m (Z Ai—ij) > mln{m(AZ_]) + m(B]),j € {0, S ,Z}} >1,
§=0
em que Ay = By = 1. E neste caso F}F5 é um pseudo-polindmio.
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Reciprocamente, se F} Fy é um pseudo-polindmio, suponhamos sem perda de generali-
dade, que Fi ndo seja um pseudo-polindmio. Entao devemos ter m(A;) = 0 para algum i
com 1 <3</

i
O que implica que m | > A;_;B; | = 0, contrariando o fato de que F} F» é um pseudo-
j=0
polindémio. Portanto, I} e F, sao pseudo-polinémios. O

Analogamente pode-se provar que F}---F, é um polindmio de Weierstrass se, e so-

mente se, cada F; ¢ um polinémio de Weierstrass para+=1,...,s.

Lema 1.25. Seja F' € R'[X,] um pseudo-polinémio. Entao F € irredutivel em R se, e

somente se, F' € irredutivel em R'[X,].

Demonstracao. Suponha que F é redutivel em R. Entao existem nao unidades F} e F3
em R tais que F' = F| F5. Pelo lema anterior temos que Fj e F; sao pseudo-polindmios.
Como F' é um pseudo-polindmio entao é X,-regular de alguma ordem e portanto,
Fy e F5 também sao X,-regulares de ordem maior ou igual a 1.
Pelo Teorema da Preparacao de Weierstrass, existem unidades Uy, U; € R tais que
Ui Fy = Hy e UyFy = Hy, com Hy, Hy € R'[X,]. Considerando U = U;U; temos que

FU = (U1F1)<U2F2) - HlHQ.

Entretanto H; e Hj sao pseudo-polindmios entao F'U é um pseudo-polinémio. E ainda
como F-1 = F = U 'H, H,, segue da unicidade do Teorema da Preparacao de Weierstrass
que U =1 e portanto F' = HyH,, ou seja, F' é redutivel em R'[X,].

A reciproca é imediata. O

Observamos que o resultado acima é valido se considerarmos F' um polinémio de

Weierstrass.
Teorema 1.26. O anel K[| X1,...,X,]] € um dominio de fatoragdao unica.

Demonstragao. Para uma prova deste resultado ver por exemplo [12].
O

Corolario 1.27. Suponha que F' € R'[X,]| é um pseudo-polindmio com respeito a indeter-
minada X,. Seja ' = Fy --- Fy a decomposi¢ao de F' em fatores irredutiveis de R. Entao

podemos escolher uma decomposicao em que cada F; seja um pseudo-polindmio.

Demonstrag¢ao. Se F = F --- F, é a decomposicao de F' em irredutiveis de R, entao estes
fatores também sao irredutiveis em R’[X,]. Sendo F' moénico, podemos supor que cada F;

também ¢é, dessa forma cada F; é um pseudo-polindémio. O
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CAPITULO 2

CURVAS ALGEBROIDES PLANAS

Neste capitulo introduzimos o objeto central deste trabalho, que sao as curvas alge-
broides planas. No caso em que a curva é irredutivel, chamada ramo plano, o Teorema de
Newton-Puiseux garante que existe uma parametrizacao especial para a curva e a partir
dela definimos os chamados expoentes caracteristicos da curva. Estes sao invariantes clas-
sicos e fundamentais na caracterizagao da topologia de ramos planos (para mais detalhes
ver [6]). Tratamos também do indice de interse¢do de curvas, que ¢ uma maneira de

“medir” a proximidade entre curvas.

2.1 Curvas Algebroides Planas

Nesta se¢ao vamos trabalhar com o anel K[[X, Y]], em que K é um corpo de caracte-
ristica zero.

Em K[[X,Y]]\{0} definimos a seguinte relagao (~). Dados f,g € K[[X,Y]]\{0} di-
zemos que f é associada a g, se existe uma unidade u € K[[X,Y]] tal que f = ug. E

escrevemos f ~ g.

Definicao 2.1. Uma curva algebroide plana definida por f € K[[X,Y]]\{0}, denotada
por (f), € uma classe de equivaléncia de um elemento nao inversivel f, sequndo a relagdo

de associado, isto €,
(f) ={uf € K[[X,Y]]; u é uma unidade em K[X,Y]]}.

Temos que (f) = (g) se, e somente se, f ~ g.
A definicao dada de curva algebroide é motivada pelo conceito mais geométrico de
curva algébrica (quando f é um polinémio), ou de curva analitica (quando f é uma série

de poténcias convergente) em que a curva ¢é vista como o conjunto de zeros de f.
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Por exemplo no caso de uma curva plana complexa, denotamos por C{X,Y} o anel

das séries de poténcias que convergem absolutamente numa vizinhanga da origem.

Definicao 2.2. Uma curva analitica plana C (ou simplesmente (f)) com f € C{X,Y}

¢ um subconjunto de C* dado por

Cr=A{(z,y) €U; f(z,y) =0},
em que U é um aberto de C* contendo a origem.

Veja que Cf = (| se, e somente se, g = uf com u uma unidade de C{X,Y}.

Todavia para o estudo das propriedades algébricas de uma dada curva é suficiente
considerar f como um elemento de K[[X,Y]].

Sendo a multiplicidade de uma série invariante pela multiplicacao por uma unidade,
faz sentido definirmos a multiplicidade de uma curva algebroide plana como sendo a

multiplicidade de um dos seus representantes.

Definigao 2.3. A multiplicidade de uma curva algebroide plana (f) é definida como

sendo a multiplicidade de f.

Classicamente, no estudo de uma curva analitica plana C; C C?, dizemos que um
ponto p € C; é um ponto singular se

0 0
@—i(p) =0 e 8—;(19) =0.

Caso contrario, dizemos que p ¢ um ponto regular de C.

Para curvas algebroides temos um conceito similar.

Definigao 2.4. Diremos que uma curva algebroide plana é regular quando m(f) =1, e

que € singular quando m(f) > 1.

Exemplo 2.5. Considere as curvas (f) e (g) em que f(X,Y) =Y?*-X?2—-X3 eg(X,Y) =
X —Y + XY +2XY? pertencem a C[[X,Y]]. Como m(f) =2 em(g) =1 temos que (f)
¢ uma curva singular e (g) regular.

Analogamente no caso analitico, (0,0) € um ponto singular de Cy e € um ponto reqular

de Cy. O trago real destas curvas € apresentado abaizo.
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(a) Trago real da curva Cy. (b) Trago real da curva C,.

Definigao 2.6. Uma curva algebroide plana (f) € dita irredutivel, se a série f € irredutivel

em K|[[X,Y]]. Neste caso chamaremos a curva de ramo.

Novamente observamos que esta definigao independe da escolha do representante.

Sejam (f) irredutivel e g € (f). Supondo que g nao é irredutivel, podemos escrever
g = pg, onde p,q € K[[X,Y]] com m(p),m(q) > 1. Além disso, existe uma unidade
u € K[[X,Y]] tal que g = uf, o que implica que f = gu™! = pqu™!, com m(p), m(q) > 1.
O que é uma contradi¢ao pois f é irredutivel.

Seja (f) uma curva algebroide plana e considere a decomposi¢ao de f em fatores
irredutiveis de K[[X, Y]],

f:fl"'fn-

As curvas algebroides planas (f;) para i = 1,...,n sd@o chamadas ramos da curva (f). E
dizemos que (f) é uma curva reduzida se (f;) # (f;) parai # j, i,j =1,...,n.

Algumas propriedades de curvas algebroides planas sao preservadas por automorfis-
mos de K[[X,Y]]. Isto motiva a defini¢gdo de uma relacdo de equivaléncia entre curvas

algebroides planas.

Definigao 2.7. Duas curvas algebroides planas (f) e (g) sao ditas equivalentes, se existe
um K-automorfismo T : K[[X,Y]] — K[[X,Y]] tal que (T(f)) = (g9), ou equivalente-

mente se T(f) = ug. Neste caso escrevemos (f) ~ (g).

Pelo Corolério qualquer curva (f) é equivalente a uma curva (p) em que p é um
polindbmio de Weierstrass. Neste sentido podemos supor que toda curva é dada por um

polindmio de Weierstrass.
Proposigao 2.8. Se (f) e (g) sao curvas regulares, entao (f) ~ (g).
Demonstragao. Por hipotese m(f) = 1 e portanto f = aX+bY +--- , coma # 0oub # 0.

Suponhamos sem perda de generalidade que a # 0 e definimos o seguinte K-automorfismo:

¢: K[X)Y]] — K[X,Y]]
X — f
Y — Y.
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Este automorfismo mostra que (f) ~ (X). De modo anélogo escrevendo g = ¢X+dY +- - - |

~ (Y) dependendo se ¢ # 0 ou d # 0. Definindo
o K-automorfismo ¢ : K[[X,Y]] — K[[X,Y]] em que ¢(X) =Y e ¢(Y) = X mostramos
que (X) ~ (Y), o que permite concluir que (f) ~ (g). O

podemos mostrar que (g) ~ (X) ou (g)
[

Seja (f) uma curva algebroide plana de multiplicidade n, ou seja,
f=F+Fu+-,

onde cada F; é um polinémio homogéneo em K[X,Y] de grau i satisfazendo F, # 0.
Dizemos que a curva (F,) é o cone tangente da curva (f).

Agora provaremos um resultado que vale para polindmios homogéneos em duas va-
ridveis, que nos permitira a definicao de retas tangentes de uma curva algebroide plana.
Antes porém vamos fazer algumas consideragoes.

Dado um polinémio homogéneo Q(X,Y) = > a;, ;XY™ considere
i=0

Q* - Q(X7 1) = Zai,n—iXi>
1=0

que é um polinémio em K[X]| com grau k < n.
I
E dado um polinémio R(X) = > ¢; X" definimos o polindmio homogéneo de grau [

=0
em K[X,Y] por:

l
R = Z e XY
=0

Agora provaremos que se @, ¢ um polinémio de grau k, entdo Y *(Q,)* = Q(X,Y).
De fato,

k * k
Ynik(Q*)* _ Ynfk (Z az’,niXi> _ Ynfk (Z az,anZYkZ>
1=0

=0

k
— Z Wi XY = Q(X,Y).
i=0

Proposigao 2.9. Seja K um corpo algebricamente fechado e P € K[X,Y]| um polinémio
homogéneo de graun. Entao P(X,Y") pode ser escrito como um produto de fatores lineares,
15to €,

P(X.Y) = [J(a:X +bY)",

i=1

onde Y r;=mn, a;, b; € K, Vi,j =1,...5 e ainda a;b; — a;b; # 0 se i # j.
i=1
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n
Demonstragao. Dado P(X,Y) =Y p; i X'Y" 'se P(X,Y) = P, Y™ nada ha que fazer,
i=0
k
caso contrario temos que P, = > p;,—; X" é nao constante. Como K ¢é algebricamente
i=0
fechado P, possui k raizes em K, digamos a,...,qa;. Assim podemos escrever P, =

a H(X — Oéi)rg.
i=1

/

Logo, (P.)* = a [[(X — a;Y)" e portanto existem a;,b; € K, i = 1,..., s tais que
1

0

(2

PX,Y)=Y"*P) =aY™" ’“H —a;Y)" = [J(a:X - bY)".

i=1

Este resultado motiva a seguinte defini¢ao.

Defini¢ao 2.10. Seja (f) uma curva algebroide plana com cone tangente (F,), dado por

s

F, = J(a:X +biy).

i=1
Cada curva (a; X + b;Y) € chamada de reta tangente de (f) com multiplicidade r;.

Exemplo 2.11. A curva (h) dada por h = 2X? + 7TXY +6Y? + X® + Y*, possui cone
tangente (2X%+7XY 4+ 6Y?). Veja que 2X2+7XY +6Y?% = (2X +3Y)(X +2Y). Assim
as retas tangentes de (h) sao (2X +3Y) e (X +2Y).

No caso analitico, as retas Y = —%X eY = —%X sao as retas tangentes a curva na
origem, vindo de encontro ao que se espera quando analisamos o traco real desta curva.

A figura abaizo representa o trago real da curva (h) e suas retas tangentes.

/

A proposicao a seguir nos da uma condi¢ao para determinar quando duas curvas nao

sao equivalentes.

Proposigao 2.12. Sejam f,g € K[| X, Y]] com formas iniciais F,, e G, respectivamente.
Se (f) € equivalente a (g) entdo n =m e (F,) é equivalente a (G,,).

32



Demonstragao. Por hipotese (f) ~ (g), isto é, existe um K-automorfismo ¢ satisfazendo
que ¢(f) = ug, com u sendo uma unidade em KI[[X,Y]]. Como automorfismo preserva
multiplicidade devemos ter m(f) = m(ug) = m(u) + m(g) = m(g), donde se conclui que
n=m. Eainda,se f=F,+F,; 1+, =G, +Gp1+ - eu=ug+u;+---, entao
o(f) = ug implica que

O(Fn) + ¢(Frgr) +--- = (uo+ur+---)(Gn+ Gy +---)
- UOGn+uOGn+1 +u1Gn+ R

assim ¢(F,) = uoG,, e portanto (F,) ~ (Gy). O

2.2 Teorema de Newton-Puiseux

Provamos nas sec¢oes anteriores que qualquer curva é equivalente a uma curva definida
por um polindmio de Weierstrass em K [[X]][Y]. Nesta se¢ao nos dedicaremos a determinar
as raizes deste polindmio no fecho algébrico de K((X)), e assim poderemos continuar o
estudo sobre curvas algebroides planas irredutiveis.

Denotaremos por K ((X)) o fecho algébrico de K ((X)).

Vimos que K ((X)) é o conjunto das séries formais de Laurent com coeficientes em K,

isto ¢, K((X)) é o conjunto de todas as séries da forma,

b X by X T b 0 X

Como K ((X)) é o fecho algébrico de K ((X)) ele contém, em particular, todas as raizes
da equagao Y — X = 0, para todo inteiro positivo n. Assim ele contém os elementos da
forma X para os quais se verificam as seguintes relagoes:

(i) X7 =X;

m
n

(ii) (X%)T = X, para todos n,m,r € Z, com n,r > 0.

Definicao 2.13. Seja F' : K uma extensao de corpos. Se o grupo
G(F:K)={o:F — F;o0 é um K-automorfismo}

€ finito e seu corpo fizo é K, ou seja, {a € F;o(a) =a, Vo € G(F : K)} = K, dizemos

que a extensao F : K é Galoisiana e que G(F : K) € o grupo de Galois dessa extensao.

Vamos denotar por U, o conjunto das raizes n-ésimas da unidade em K.
Como K((X#)) é K-isomorfo a K ((X)), se o0 ¢ um K-automorfismo de K((Xn))
entdo pelo Corolario m temos que o(X#) = bX# para algum b € K \ {0}.
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Lema 2.14. A extensio de corpos K((X#)) : K ((X)) € finita e Galoisiana com grupo
de Galois isomorfo a U,.

1

Demonstragao. Sejam G = G(K((X7)) : K((X))) e € G, entdo ¢ é um K-automorfismo
de K((X7)) e existe b, € K \ {0} tal que o(X7) = b,Xw e

X (1) = (5 (1)) o (1)) =0 -

ou seja, by X — X =0, o que implica 0, — 1 = 0, isto ¢, b, = 1. Disto temos que b, € U,.
Com isso defina a aplicagao ¢ : G — U, dada por ¢(¢) = b,, que é um isomorfismo de

grupos. De fato, sejam o, p € G entao (o 0 p) = by €
1 1 1 1 1
boopX* =00 p (X7 ) =0 (b,X7) = by (X7) = byb, X7,

logo byop = bsb,, portanto ¢(o o p) =<(0) - <(p).
Suponha b,,b, € U, tais que b, = b,. Entéo para todo f = )" a; X temos que

i=0
d (iwpﬁ) = iaibiX’i = iaibin? =r (iazXﬁ) :
=0 i=0 i=0 i=0

ou seja, o = p e portanto ¢ é injetor. Segue diretamente da defini¢ao que ¢ é sobrejetor.
Resta provar que o corpo fixo por G é K ((X)). Suponha que 3 a; X% € K((X#))
i>io
seja invariante pela agao dos elementos de G, isto é, se ¢ € G entao,

® (ZaiX:L> = Z%’X%,

i>ig i>ig

isto é, Zizio bfpa,-X% = Zizio aiX%. Consequentemente aibf;g = a;, Vi > ip, 0 que implica
a; (bfo — 1) = 0 para todo i > ¢y. Como b, € U, devemos ter a; = 0 para todo 7 que nao é
miiltiplo de n, logo 3 ;X € K((X)). O
i>io

A partir deste lema temos que para todo n € N a extensao K ((X«)) : K (X)) ¢ finita.
Como toda extensao finita é algébrica segue que todo elemento o € K ((X %)) ¢ algébrico
sobre K ((X)), mas K ((X)) contém todos os elementos algébricos sobre K ((X)) entéo
K((X%)) € K ((X)).

Considere o seguinte conjunto

K ()" = JK((xm) € K (X)),

34



Os elementos de K ((X))* podem ser escritos na forma,
a:le%+b2X%+---, (21)

com b, € K, p;,q; € Z, q; > 0 para todo 7 e % < 2—; < ---, em que o conjunto

{%;z’ e N\ {0}} admite um denominador comum.

A multiplicidade de a & definida por m(a) = %, onde i = min{j; b; # 0}.
Definimos também o conjunto K[[X]]* = |J K[[X=]]. Qualquer elemento deste con-
n=1
junto é da forma (2.1)) com multiplicidade maior ou igual a 1.

Lema 2.15. K ((X))" € um subcorpo de K ((X)).

Demonstragio. Dados f,g € K ((X))" existem r,s € N tais que f € K((X+)) e g €
K((X+)). Veja que f = S b X7 = S b, (X%Y € K((X)). Analogamente g €

i>io i>i
K((X7)). Sendo K((X)) um corpo, os elementos f + g, fg e § se g # 0 pertencem a
K((X7)), o que permite concluir que K ((X))* é um corpo. O

Lema 2.16. (Lema de Hensel) Seja f € K[[X]][Y] ménico tal que f(0,Y) = p(Y)q(Y),
onde p(Y),q(Y) € K[Y] sao relativamente primos e nao constantes, de graus respectiva-
mente v e s. Entao existem polinomios g,h € K[[X]|[Y], de graus r e s respectivamente,

unicamente determinados, tais que f = gh, com g(0,Y) =p(Y) e h(0,Y) = q(Y).

Demonstra¢ao. A demonstragao desse resultado pode ser encontrada em [12] O

Teorema 2.17. (Newton-Puiseuzr) K (X)) = K (X))".

Demonstragao. Observe que todo elemento K ((X))* é algébrico sobre K((X)), ja que
dado A € K((X))* existe n € N tal que A € K((X+)). E vimos que a extensao K ((X 7)) :
K((X)) é finita e portanto algébrica.

Como K((X)) € K((X))* segue do Lemaw que K((X)) € K((X))* ¢ K((X)),
isto &, K((X)) = K((X))*.

Agora vamos provar que todo polindémio de grau maior ou igual a dois é redutivel em
K((X)[V).

Seja P(X,Y) = ap(X)Y" + ay(X)Y" ' + -+ a,(X) € K((X))"'[Y] comn > 2,0

qual podemos supor sem perda de generalidade que ag(X) = 1.

Vamos aplicar uma mudanca de varidvel para eliminar o termo de grau n — 1 em

P(X,Y). Para isso considere a seguinte aplicagao:

o K((X)'[Y] — K((X))[Z]
Y — Z—n"ta.
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Esta aplicagao ¢ um K ((X))*-isomorfismo de anéis, portanto mostrar que P(X,Y) ¢
redutivel ¢ equivalente a mostrar que ®(P(X,Y")) é redutivel.
Aplicando ® a P(X,Y’) obtemos,

®(P(X,Y)) = P(X,Z-n"'a)
= (Z-n'a)"+a(Z-n""a)" "+t ay
Y2 0a(X) 27 4 4 ba(X) = QX 2),

onde (%) segue da expansao pelo binémio de Newton aplicado a cada um dos termos
a;(Z —n"'ay)"" e reagrupando-os, com b;(X) € K ((X))" parai=2,...,n.
Agora analisaremos as seguintes situagoes:
(i) Se b; = 0 paratodoi =2,...nentao Q(X,Z) = Z" que é redutivel e portanto P(X,Y)
também o é.
(ii) Suponha que existai € {2,...,n} tal que b;(X) # 0. Denotemos por u; a multiplicidade
de b;(X) e seja

u:mln{—,z; 2§z§n}.
1

Seja r tal que u = “= e considere a aplicagao,
T

U K((X)'Z] — K(W))[Z]
F(X.Z)  —s fW",ZWu),

Note que ¥ é um isomorfismo de K-algebras e que preserva o grau como polindémio em
Z. Vamos provar que V(Q(X, 7)) é redutivel, e isso garante que P(X,Y") é redutivel.
Dado H(W,Z) = W™ ¥ (Q(X, Z)) temos que

HW,Z) = W™ W(Q(X,Z)) = W Q(W", ZW")
= W ((ZW )" + bo(W(ZW )72 4 - 4 by (W)
= 2 Y W W = 2 Y e (W) 2
i=2 i=2
com Cz(W) = bZ(WT)W_wT
Observemos que pela minimalidade de w, temos m(c;) = ru; — iu, > 0 com igualdade
quando i = r. Portanto ¢,(0) # 0 e ¢;(W) € K[[W]]* para todo i = 2,...,n. Logo, existe
k tal que H (W*, Z) € K[[W]][Z].
Como ¢, (0) # 0 e a caracteristica de K ¢ zero, entdao H (0, Z) tem ao menos duas raizes
distintas, pois caso contrario teriamos

HO,2)=(Z —a)" = 2" + (T) 77 (—a) + (Z) Z72(—a) 4 - + (—a)"
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dai como H (W’“, Z) nao tem termo de ordem n — 1, entao —na = 0 o que implicaria
em a = 0. Consequentemente terfamos H(0,7) = Z" e ¢.(0) = 0, o que seria uma
contradigao.

Pelo Lema de Hensel (Lema [2.16)), existem Hy(W, Z), Ho(W, Z) € K[[X]][Z] de grau

maior ou igual a 1 tais que
H(W* Z) = Hi(W, Z)Hy(W, Z),

o que implica que Q(X, Z) é redutivel.
Em ambos os casos concluimos que P(X,Y’) é redutivel, o que completa a demonstra-

¢ao de que K ((X))* ¢ algebricamente fechado. O

No que segue vamos enunciar alguns resultados que serao importantes para garantir
que podemos parametrizar um ramo plano. Uma prova para estes resultados podem ser
encontradas em [12].

1

Sabemos que o grupo de Galois da extensao K((X#)) : K ((X)) ¢ isomorfo ao grupo

das rafzes m-é¢simas da unidade U,, e que um elemento p € U, age em um elemento
(3 i .
a= > b (X%) => b (XE) da seguinte forma:

12140 12140

p*a:Zbi (pX}z)i:Zbi (piX%>.

i>ig 1210

Lema 2.18. Sejam a € K ((X))"\ K ((X)) e n = min {q eN; ae K((X%))} . Consi-

derando o um elemento de K((X%)) temos que £ x a # p * «, para todos &, p € U, com

p#E.

Teorema 2.19. Sejam o € K ((X))"\ K((X)) en = min{q eN; ae K((X%))},
1 ~

escrevemos o = (XE) . Entao,

1

(1) K((X))la] = K((X"));
(ii) O polinomio minimal de a sobre K ((X)) € dado por ¢(X,Y) =[], (Y — ), em

i=1
que a;; = @ (fZXTIL> , para algum gerador & fizado de Uy;

(i) g(X,Y)=Y"+a(X)Y" '+ 4 a,(X) € K (X)) [Y] satisfaz que

m(a:(X)) > i-m(a) = @w

valendo a igualdade quando i = n. Em particular, se m(a) > 1 entdo g € um

polindmio de Weierstrass e se m(a) > 0 entdo g é um pseudo-polinémio.

Corolario 2.20. Sejam f € K (X)) [Y] um polinémio monico irredutivel de graun > 1,
ea € K ((X))" uma raiz de f. Entao
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(i) 7 = min {q eN; ac K((X%))} :

(i1) Seja a; = (fiX%) , com & um gerador de Uy, entao f(X,Y) = [[(Y — ay);
i=1
(i) Se f € K[X]|[Y] € um polinémio de Weierstrass, entio m(a) > 1. Se f é um
pseudo-polinémio entao m(a) > 0. Em particular, o € K[[X]]*.

Corolario 2.21. (Teorema da Fung¢ao Implicita de Newton). Seja f(X,Y) um
elemento de K[[X,Y]] irredutivel de multiplicidade n e suponha que g;{i (0,0) # 0. Entao
existe ¢ (X%) = S b Xw e K[[X=]] tal que

s (1)) -0

Mais ainda, qualquer o € K[[X#]] satisfazendo f(X,a) =0 ¢ tal que o = ¢ ({X%> para
algum & € U,.

Demonstra¢ao. Como a multiplicidade de f é n e a n-ésima derivada parcial de f com
relagdo & Y em (0,0) ndo se anula, temos que f é regular com respeito & Y de ordem n.
Pelo teorema de preparagao de Weierstrass, segue que f é associada a um polinémio de
Weierstrass em K[[X]][Y] de grau n. O resultado agora segue imediatamente do Corolario
2.20) O

Lema 2.22. (Lema da Unitangente) Seja f € K[[X,Y]] com f(0,0) = 0 irredutivel de
multiplicidade n. Entiao a forma inicial de f é dada por F,, = (aX 4+ bY)", com a,b € K
ea##0 oub#0.

Agora podemos comecar o estudo sobre a parametrizacao de um ramo plano.

Seja f = F,, + F,41 + - -+ € K[[X, Y]] uma série de poténcias irredutivel de multiplici-
dade n.

Pelo Lema da Unitangente temos que F,, = (aX + bY)" com a,b € K néo simultane-
amente nulos. Se b # 0 entao f é Y-regular e se a # 0 entao f é X-regular.

Se f é Y-regular, entao podemos escrever f da forma
f=aX)Y"+a(X)Y" '+ +a,(X) + Y R(X)Y), (2.2)

com a;(X) € KI[[X]], m(a;(X)) > i para i = 1,...,n, m(ap(X)) = 0 e A(X,Y) um
elemento de K[[X,Y]].

Lema 2.23. Seja f € K[[X,Y]] uma série de poténcias irredutivel de multiplicidade n, Y -
reqular. Considerando [ na forma 1} temos que m(a;(X)) > ZW Vi=0,...,n.
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Demonstragao. Pelo Teorema da Preparacao de Weierstrass (Teorema|1.17)), existem uma
unidade v € K[[X,Y]] e A;(X),..., A, (X) € K[[X]] tais que

uf =YY"+ A (X)Y" .+ A, (X) = P(X,Y) (2.3)

com m(A;(X)) > i para ¢ = 1,...,n. Como P ¢ irredutivel em K[[X,Y]] segue do

Corolario item(it) e do Teorema item(iii) que
(2.4)
Escrevendo u = ug + u1Y + uY? + -+ | com u; € K[[X]] e up(0) # 0 temos que

uf = (up+uY +uY?+ - ) aY" +a Y+ 4 a, + YR
= Y"(agug + aruy + - - + apuyn) + Y Harug + agug + - -+ antin_1)
o F Y agug + Gty A Aty ) + o+ Y (an_1up + apug) + Y ha.

Pela Equacao (2.3) temos que
Aty + Aip1uy + 0 F Ay = Ay,

em que Ap(X) =1, i =1,...,n. Em particular, temos que m(a,) = m(a,ug) = m(A,).
Vamos provar por induc¢ao que m(a;(X)) > @M Vi = 0,...,n. Claramente o

resultado é valido para ¢ = n. Suponhamos que a desigualdade seja verdadeira para j > 1.

Entao
m(a;) = m(A; — (naip1 + -+ Un—iay))
> min{m(4;), m(uia;1), ..., m(u,_;a,)}.
Observe que m(wa;+;) = m(u;) + m(a;4;) para todo [ = 1,...,n + 1. Por hipotese de

indugao temos que m(a;y;) > (i:l)m(an), assim m(wa;y;) > (i:l)m(an).

Por 1} m(A;) > iw = im(s“), logo

m(a;) > min{m(A4;), m(uia;1),...,m(u,—ja,)} > %m(an).

]

Proposigao 2.24. i Seja f € K[[X, Y]] irredutivel de multiplicidade n, Y -regular e dado
como em (2.2)). As sequintes afirmagoes sao equivalentes:

(i) O cone tangente de (f) é (Y™);
(it) para todo i > 1, m(a;(X)) > i;
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(1i1) para algum i > 1, m(a;(X)) > 1.

Demonstra¢ao. Mostraremos que (7i7) = (7).
Por hipotese m(a;(X)) > j para algum j € {1,...,n} e sabemos que ao(X) # 0.
Supondo a;(X) = 3 a;,X* para i =1,...,n temos que a forma inicial de f é
k=i

Fn = CL070Yn + alleY”_l + CL272X2Yn_2 + -+ ai’iXiY”_i + -+ Clman. (25)

Por outro lado, o Lema da Unitangente garante que F,, = (aX + bY)™ com a,b € K nao

simultaneamente nulos. Assim

F, = ") gk xRy ek, (2.6)
k
0

k=

n o
Comparando as Equagoes 1} e 1} temos ( , ) ab" 7 =a;; =0, pois m(a;) > j.
J

Logo a = 0 ou b =0, mas como f é Y-regular concluimos que a = 0. Portanto o cone
tangente de f é (Y").

As demais implicagoes sao imediatas. [

Iremos agora definir a parametrizacao de Newton-Puiseux e os expoentes caracteristi-

cos de um ramo.

2.3 Parametrizacao e Expoentes Caracteristicos

Nesta secao vamos determinar parametrizagoes de ramos planos, e a partir destas
poder estudar importantes propriedades das curvas, como por exemplo os expoentes ca-
racteristicos. Antes porém precisamos enunciar alguns resultados que nao apresentaremos
as demonstragoes, mas que podem ser encontradas em [12].

Seja (f) uma curva algebroide plana com f € KJ[[X,Y]] irredutivel de multipli-
cidade n, Y-regular, associada a um pseudo-polinémio P(X,Y) € K[[X]][Y], isto é,
f=PX,Y)u(X), com u(X) € K[[X]] uma unidade e a = ¢ <X%> , onde n = min{q €
N; a € K((X%))} tal que P(X,a) = 0, que existe pelo Teorema da Fungao Implicita de
Newton. Definindo 7' = X = temos que o(T) € K[[T]] e

(T 9(T)) = 0.
Nestas condigoes

X=1T"
Y =p(T)= > T,

>m
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com b; € K,i > m, b, # 0 é dita uma parametrizacao de Newton-Puiseux do ramo

(f)-
Sey =1 <X%> ¢ outra raiz de P(X,Y’) entao (7™, ¢(T)) ¢ uma outra parametrizagao
de Newton-Puiseux de (f). Entretanto todas as raizes de P(X,Y) sao da forma ¢ (fX %>

com ¢ € U,. Portanto temos n parametrizagoes de Newton-Puiseux de (f) dadas da forma
(T", 9 (&T)), com & € U,.

Como n = min {q eN;ae K((X%))} e f(X,a) =0 entao em devemos ter que
n e os indices i tais que b; # 0 s@o relativamente primos. De fato, suponha que d seja
um divisor de n e dos indices i's tais que b; # 0. Entao a € K((X#)) onde n' =% <n
contrariando a minimalidade de n.

Como T = Xn e o = (T, segue do Teorema e da demonstracao do Lema

que
my (p(T)) =n-mx(a) = mx(An) = mx(an) = n.

Em particular, se o cone tangente de (f) é (Y") entao pela Proposi¢ao (2.24]) temos que
mr(p(T)) = mx(an) > n.
E possivel obtermos muitas outras parametrizacio de um ramo (f) dadas como sé-

ries em K[[T]]. Sejam ¢1(T),v2(T) € K[[T]] ndo nulas e ndo inversiveis. Dizemos que
(1(T'),¢2(T)) ¢ uma parametrizagao de (f) se f(1(T),42(T)) = 0.

Definicao 2.25. Uma parametrizagio (v1(T),1%9(T)) de (f) é chamada primitiva se
existe um automorfismo p de KI[[T]] tal que (p(11(T)), p(102(T))) = (T, o(T)), onde
(T, o(T)) é uma parametrizacao de Newton-Puiseuz de (f).

Exemplo 2.26. A curva (f) com f = Y? — X3 admite (u**,u3*) para k € N como
parametrizacdo, mas essa nao € primitiva para k > 1. Considerando T = u* podemos

reparametrizar a curva obtendo que (T?,T?) é uma parametrizagdao primitiva para (f).

Determinar uma parametrizagao para um ramo pode nao ser muito facil de se conse-
guir. Num corpo de caracteristica zero, Newton exibe um algoritmo que permite determi-
nar uma parametriza¢do para uma curva algebroide plana (ver [6] e [16]). Este algoritmo
pode ser implementado em programas computacionais como, por exemplo, o Maple. Apre-
sentamos abaixo dois exemplos de curvas planas cujas parametrizagoes foram calculadas

utilizando o programa Maple.
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Exemplo 2.27. (1) Considere

fIX,)Y) = —Y®—6X°Y* —2X1Y? — X® — 6X"Y +2X°Y? — 9XOY? + 6X°Y +2X°
— X0 L 441X°Y? 4+ 294 X8Y2 4+ 294X 12 + 147X 13 — 14406 X 1Y
—7203X ' + 117649X 7.

Veja que (f) € uma curva de multiplicidade 6, com cone tangente Fs = —YS. Uma para-

metrizacao de Newton-Puiseux € dada por

X =T°
Y =T+ T+ 77",

Todas as demais 5 parametrizacoes de Newton-Puiseuzr de (f) sao da forma

X =76
Y = —(ET)% + (£T)"° + 7(£T)",

onde £ € Ug, € # 1.
(2) Agora seja a curva dada por g(X,Y) = Y* +2XY? + X° — X5Y de multiplicidade
4, a qual possui ao menos dois ramos, jd que a forma inicial de g € G4 = Y4 +2XY3 =

Y3(Y + 2X). Na verdade (g) possui dois ramos. O primeiro ramo possui parametrizagao

X = -27°
_ _omd | 1qs . 3507 _ 13738 | 359 _ 2993310 625153 o1l L
Y = 221"+ 317 + 55T o L+ 35T satss L+ tosorizl :
E o sequndo ramo possui parametrizacao
X=T
_ 172 | 3573 | 3291 g5 9609 6 | 647845 o7 | 4909069 8 |
V= 22T+ 517+ 13577 + 55765 17 + 13100 L T S3ssoos L T oriossea L T :

Essas curvas mostram como a relagao entre a curva e sua parametrizagao nao € trivial.

Definiremos a seguir os expoentes caracteristicos de uma curva a partir dos quais
podemos extrair importantes propriedades sobre a curva.

Seja (f) um ramo plano de multiplicidade n com parametrizagao de Newton-Puiseux

dada por
X=1T"

Y =oll) = T

>m
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com b; € K e b,, # 0 para m > n.

Definimos duas sequéncias (¢;) e (f;) de numeros naturais da seguinte forma:

g = ﬁo =n,
Bj = IIllIl{Z7 1 §é 0 mod €j—1 € bz 7é 0} 5€ €51 7é ]_,
€j = de(&fj_h/Bj) = de(ﬂo,...,ﬂj).

Observemos que se €;_1 # 1, entao o conjunto {7; i # 0 mod £,;_1 e b; # 0} nao é vazio,
pois vimos que n e os expoentes i’s tais que b; # 0 sdo relativamente primos. Assim se
gj—1 # 1, existe b; # 0 tal que ¢ # 0 mod £;_;. Assim os nimeros §; estao bem definidos
e 1 € o menor expoente de T em (7T') que nao é multiplo de n. Além disso, como a
parametrizacao é primitiva existe uma quantidade finita de 3’s, digamos Sy, ..., (s.

Note que ¢; divide €, paratodo j >len=¢y>¢e; > --- > g5 = 1.

Definicao 2.28. Os numeros naturais By, ..., s sio chamados expoentes caracteris-

ticos do ramo (f).

A partir da definicao de j;, podemos escrever uma parametrizagao para (f) da forma:

X=1"
B2—1 ) Bs—1 ) )
Y=PT")+ > bT"+---+ > b1+ > b1,
B1 Bs—1 i>Bs

onde P(T) € K[[T]],bg,,...,bs; # 0 e se i e j sao inteiros tais que B;_1 < i < f3;, e se
b; # 0 entao ¢;_; divide 7. Se €;_1 nao divide 7 entao b; = 0.

Reciprocamente, dada qualquer sequéncia crescente de nimeros naturais relativamente
primos fy, ..., 35 tais que os inteiros ¢; = mdc (S, ..., 3;) definem uma sequéncia estri-
tamente decrescente, entao essa sequéncia corresponde aos expoentes caracteristicos de

algum ramo (f).

Definigao 2.29. Com relagao aos expoentes caracteristicos de um ramo (f) definimos os

chamados pares de Puiseuz (n;, i), para j =1,---,6 da forma:
. B,
=5 e wm=g

Como ¢ = mdc(e;_1, B;) temos que mdc(n;, p1;) =1, para j =1,...,0.

Usualmente nos referimos aos inteiros €’s e n;’s como inteiros caracteristicos de e
K3 9

sobre eles temos as seguintes propriedades:
Proposicao 2.30. Para todo i,5 =1,...,g, com 1 < j temos quen; > 1 e
(@) n=mnn---nig; =mnz- - ns;
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(b) €5 = Mj+1 " "s;
(C) NiMi+1 -1 = 55—;1

Demonstracao. Essas propriedades seguem diretamente da definigao. O

Exemplo 2.31. Consideremos f € K[[X]|[Y] cuja parametriza¢io de Newton-Puiseuz €
dada por:

X=T8
Y = 2T% + 57" + T'0 + 4T + T% 4 T4,

Sobre esta curva temos:

ﬁ(]:g 80:8 7]0:1
61:12 81:4 771:2
62:18 52:2 T2 =
63:45 63:1 7]2:2

2.4 O Anel Local de uma Curva Plana

Nesta secao vamos introduzir e explorar o anel local e a valoracao associada a uma
curva plana. Estes dois conceitos serao importantes para o estudo do indice de interse¢ao
entre curvas e do semigrupo de valores de uma curva.

Vamos denotar por R = K[[X,Y]] com K um corpo algebricamente fechado e de

caracteristica zero e Mg = (X,Y’) seu ideal maximal.

Definicao 2.32. Dado f € Mg definimos o anel de coordenadas de uma curva (f) como

sendo a K-dlgebra
K[[X, Y]]

{f)
Se h € R e B C K[[X,Y]], vamos denotar por h a classe residual de h em O; e por B

O =

a classe residual dos elementos de B em Of.

Proposicao 2.33. O anel Oy é um anel local com ideal mazimal My. Mais ainda deno-
tando <7, 7> = M, temos que M; = M.

Demonstra¢ao. Uma demonstracao para este resultado pode ser encontrada em [12].
m

O resultado que segue nos levara a obter um importante invariante na classe de curvas
algebroides planas.

Quando duas K-élgebras locais O e O, sao isomorfas, denotamos por O ~ O,.
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Teorema 2.34. Sejam (f) e (g) duas curvas algebroides planas. Entao (f) ~ (g) se, e

somente se, Of ~ O,.

Demonstragao. Ver [12].
[

O coroléario abaixo garante que a multiplicidade de uma curva é um invariante pela

relacao que definimos de equivaléncia entre curvas.
Corolario 2.35. Se O ~ Oy, entao m(f) = m(g).

Demonstragao. Pelo teorema anterior temos que (f) ~ (g), ou seja, existe um automor-

fismo ¢ de R tal que ¢(f) = ug, onde u é uma unidade em R. Disto temos

m(f) = m(e(f)) = m(ug) = m(u) +m(g) = m(g).

Vamos usar a notacio z e y para X = X + (f) e Y =Y + (f), respectivamente.

Proposigao 2.36. Seja f € R regular em Y de ordem n. Entao Oy € um K|[x]|-mddulo
livre de posto n gerado pelas classes residuais y* de Y* em O parai=1,...,n— 1. Isto

Oy = K[z]] @ K[z]ly & - -- & K[[z]]y" "

Demonstragao. O Teorema da Divisao (Teorema [1.15]) garante que dado qualquer g € R
existem ¢ € Rer = aog(X)+a1(X)Y +---+a,1(X)Y" ! € K[[X]][Y] tais que g = fq+r.

Assim, em Oy temos

g = E"" CL0<X> + Cl1<X)Y + .+ an71<X)Yn—1
= ap(z) +ar(z)y + -+ ap_r (z)y" "

Com isso o homomorfismo sobrejetor

¢t R — Kzl Ka]lye- & K[z]y"
g = g=ao(r) +ai()y+-- +an(x)y"t

possui nticleo (f). Donde concluimos que

R e
It =Kz K[z]lye - & K(=]ly",
e assim O tem uma estrutura de K[[z]]-modulo, gerado por {1,y,...,y" '}.
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Vamos mostrar que o conjunto {1,y,...,y" '} é livre sobre K|[[X]], ou seja, linear-
mente independente sobre K[[z]|]. Suponha que existam by(x),...,b,—1(z) € K[[z]] tais
que em Oy

bo(x) + by (x)y + - + by (z)y" ' = 0.

Entao existe ¢ € R tal que by(X) + b (X)Y + -+ b,_1(X)Y"! = fq. E disto segue que
0=fqg— (bo(X)+b(X)Y 4+ +b,1(X)Y" ).
Como 0 = 0f + 0, pela unicidade garantida no Teorema da Divisao segue que
— (bo(X) + b1 (X)Y + -+ 4+ b, (X)Y™ 1) = 0.
O que implica que by(X) = by(X) = -+ = b,—1(X) = 0, consequentemente by(z) =
bi(z) =---=by_1(z) =0. O

Proposigao 2.37. Sejam f € K[[X,Y]] uma série irredutivel, Y -regular de ordem n e

(T™, o(T')) uma parametriza¢ao de Newton-Puiseux para a curva (f). A aplicagao

H,: R — K[
g > g(T" o(T))

¢ um homomorfismo de K-dlgebras cujo nicleo é (f).

Demonstragao. A verificagao de que H, é um homomorfismo K-algebras ¢ imediata. Ve-
rifiquemos que o nucleo de H, é (f). De fato, se h € (f), entao existe v € R tal que
h = fv. Dai H,(h) = H,(fv) = H,(f)H,(v) = 0H,(v) = 0, logo (f) C Nuc(H,).

Por outro lado, dado g € Nuc(H,,) o Teorema da Divisdo garante que podemos escrever
g=fq+r onde g€ Rere K[[X]][Y], com r =0 ou grau de r em relacdo a Y é menor
que n.

Como ¢g(T™,¢(T)) = 0, entao

0= f(T" o(T)g(T",o(T)) +r(T", ¢(T)) = r(T", p(T)).

Isto implica que r é divisivel pelo polindomio minimal de ¢ (X %> o qual possui grau

n. Consequentemente r = 0 e portanto g = ¢f € (f). ]

Observacao 2.38. FEsta proposicao nos leva a deduzir uma tmportante propriedade de
curvas representadas por séries irredutiveis, Y -requlares de ordem n. Dado uma parame-
trizagao de Newton-Puiseux (T, o(T)), o homomorfismo H, induz um homomorfismo

injetor de K -dlgebras que vamos ainda denotar por H,
Hy: O — K[T]],
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que nos permite identificar Oy com a subdlgebra de K[[T']
Ay = Hy(Op) = K[[T", o(T)]].

Se Y(T) = o(CT), onde ¢ € uma raiz n-ésima da unidade, entio Ay ~ A, através
do automorfismo h¢ : K[[T]|] — K]|[T]] dado por he(P(T)) = P(CT). E pela Proposi¢do
4, = K[[T) @ K[Te(T) & - & K[ o(T)"".

Defini¢ao 2.39. Definimos a valoragao associada a (f) como sendo a fun¢ao

(O Of\{ﬁ} — N
g > mp(Hy(g)) =mr(g(T", (1)),

em que mp denota a multiplicidade em T da série g(T", o(T)) € KI[[T]]. E denotamos

v(0) = 0.

Podemos calcular vy por meio de qualquer parametrizagdo primitiva (i1 (7), (7))
de (f), uma vez que existe um automorfismo p de K[[T]] tal que (p(¢1 (7)), p(12(T))) =
(T™, (T)) temos

v(g) = mr(g(T", (1)) = mr(p~ (g(T", (1)) = mr(g(W(T), ¢¥o(T))).  (2.8)

Do fato de H, ser homomorfismo e das propriedades de multiplicidade para a soma e

produto de séries segue que a fungao valoragao associada a f possui as propriedades:
Proposigao 2.40. Para todos g, h € Oy sao vdlidas as sequintes propriedades:

(i) vy(gh) = vs(g) + vs(h);

(i) vy (1) = 0;

(iii) vp(g £ h) = min {v;(9),vs(h)}, com igualdade vdlida quando vs(g) # vi(h).

Demonstracao. Essas propriedades seguem diretamente das propriedades de multiplici-
dade. O

Exemplo 2.41. Considerando f =Y3 — X° e g = Y3X3 + Y5X?2 — X8 wamos calcular

vy(g). Observe que (T?,T°) é uma parametrizagio de Newton-Puiseuz para (f). Agora

v (9) = mr (g (T%,T°)) = my (T + T = T?) = my (T™) = 31.

2.5 Indice de Intersecao

O objetivo desta secao é introduzir o conceito de indice de intersecao, que é uma
maneira de expressar numericamente a ‘“proximidade” de duas curvas algebroides planas

na origem.
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Omitiremos algumas demonstragoes para que possamos focar nos resultados que con-
sideramos mais pertinentes a este trabalho. Uma prova destes resultados podem ser
encontradas em [§] e [12].

Novamente R = K[[X, Y]] e Mg ¢é seu ideal maximal.

Proposicao 2.42. Sejam f,g € Mnp. As sequintes condi¢oes sao equivalentes:

(i) f e g sao relativamente primos;

K[[X,Y]]
(f.9)

Definigao 2.43. Sejam f,g € Mxz. O indice de intersegao de f e g é

(11) a dimensao de , como K-espago vetorial, € finita.

i KXY

Podendo ocorrer 1(f,g) = oc.
Segue da defini¢ao que I(f, g) = dimK%.

Definigao 2.44. Dizemos que curvas algebroides planas (f) e (g) sao transversais, se (f)

e (g) sao regulares e suas retas tangentes sao distintas.

Teorema 2.45. Sejam f,g,h € Mg, ¢ um automorfismo de R, u e v unidades em R.

O indice de intersecao satisfaz as sequintes propriedades:
(i) 1(f,g) < 0o se, e somente se, f e g sao relativamente primos em R;
(i) 1(f,9) = 1(g, f);
(iii) 1(p(f), (9)) = I(uf,vg) = I(f,9);
(w) I(f,gh) = I(f,9) + I(f,h);
(v) I(f,g) =1 se, e somente se, (f) e (g) sao transversais;
(vi) I(f,g—nf)=1(f.9).
Demonstragao. Essas propriedades ou seguem diretamente da definicao, como por exem-

plo os itens (i), (i) e (vi) ou sdo obtidas de resultados algébricos que nao exploraremos

aqui, mas que podem ser encontradas em [§] ou [12]. O

Exemplo 2.46. Vamos determinar o indice de interse¢io entre as curvas (f) e (g) em
que f(X,)Y)=Y"— X2 eg(X,Y)=Y5- X3

IYT = X2 Y5 — X3 2 [(YT—X2—Y2(Y5 - X?), Y5 — X?)
= I(-X*+Y*X? V" - X?) = [(X*(Y?X - 1),Y° — X?)
= (X2 Y5 - X3 Eor(X,Y? — X

v

= 2I(X,Y®)Z£2.5[(X,Y) = 10.
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Teorema 2.47. Sejam [ e g pseudo-polinémios em K[| X]|[Y]. Considere f = f1--- f.

a decomposicao de f em fatores irredutiveis, os quais podemos assumir que sao pseudo-

polinoémios. Entao, I(f,g) = > vy, (9).
i=1

Demonstragao. Se f e g possuem componentes em comum, isto €, se g = fih, para algum
ke{l,...,r}, oitem (i) do Teorema nos garante que I(f, g) = oo. Neste caso, temos

T

ainda que g € (fy), portanto vy, (g) = vy, (0) = co. Assim, > vy, (g) = 0o = I(f,g).
i=1
Suponhamos que f e g ndo possuem componentes em comum. Pela propriedade (iv)

do Teorema [2.45] temos

I(f,9) = ZI(fi,g»

Seré suficiente provar que no caso em que f é irredutivel I(f, g) = v;(g). Para isto con-
sidere a transformacao linear L : K[[T]|] — K|[[T]] dada por L(h(T)) = h(T)g(T™, ¢(T)),
onden éograude f emrelagdoaY e (T™, (7)) é uma parametrizacao de Newton-Puiseux
de (f). Como por hipotese f e g nao tém componentes em comum, entao g ¢ (f). Neste
caso da Proposicao segue que g(T™, p(T)) # 0, o que garante que L(h) = 0 se, e
somente se, h(T) = 0, o que ocorre se, e somente se, h = 0, ou seja, L é injetiva.

Seja W = A, = K[[T", ¢(T')]] ~ Oy um K-subespaco vetorial de V = K[[T]]. Consi-
deremos a aplicagao

A

/.
Hyo Op — g(T”,s@EpT))Acp

b h(T" (T)),

Ap

ST (T A Note que,

em que h indica a classe de h em

h € Nuc(H}) < MT",¢(T)) = p(T", ¢(T))g(T", o(T)) < h € (g),

para algum p(T", p(T)) € A,. Consequentemente, pelo Teorema do Isomorfismo temos

O, A, W

—_ ~

(@)~ g(Tre(T)A,  LW)

Seja k = mr(g(T", o(T))) < oo pois g(T™, ¢(T)) # 0, entao

(9T, @(T))) = (axT* + apn T + ) = (T¥(ak + agn T+ ---)) = (T%),

com aj # 0 e assim % — fgz;]

Pelo corolario do Theorem 4.2 de [12] temos que dimK% ¢ finita. Vamos utilizar o

possui dimensao finita k.

seguinte resultado de Algebra Linear que pode ser encontrado em [12] (Theorem 4.3):

Seja V um espaco vetorial e L : V — V uma transformacao linear injetiva. Seja W
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~ 7

um subespago de V' tal que L(W) C W. Entao

Portanto,

I(f,9) = dz’ng = dimg

@) ooy ~ ey = vrle)

O

Teorema 2.48. Dados f,g € Mg temos que I(f,g) > m(f)m(g). Com igualdade se, e

somente se, (f) e (g) nao tém tangentes em comum.

Demonstracao. Sejam f = f1--- f.eg=g1---gs as decomposi¢oes em fatores irredutiveis
de f e g, respectivamente. Pelo Teorema [2.45|itens (i) e (iv) I(f,g9) = >_I(fi,9;). E da
1,3

Proposicao , m(f)m(g) = >_m(fi)m(g;). Portanto é suficiente provar o resultado no
i,

caso em que f e g sao irredutiveis.

Como mudanca de coordenadas nao altera o indice de interse¢ao, pelo Corolario [1.21
podemos considerar f associado a um pseudo-polinémio em K[[X]][Y], assuma que (Y")
seja o cone tangente de (f) por uma mudanga conveniente de coordenadas e seja (1", ¢(7T))
uma parametrizagdo de Newton-Puiseux para esta curva. Como (Y") é cone tangente de
(f), por (2.8) m(p(T)) > n.

Suponhamos que g(X,Y) = (aX + bY)™ + g1 (X,Y) + -+, com gpy; € MR,
Vi>1,a# 0 oub+#0. Entao

I(f,9) = m((aT™ 4+ bp(T))™ + gmia (T, 0(T)) + - -+ ) = nm = m(f)m(g),

com igualdade se, e somente se, a # 0, isto é, se Y nao é reta tangente de (g), ou

equivalentemente se (f) e (¢) tém retas tangentes distintas. O

O indice de interse¢ao de duas curvas pode ser calculado pelo Teorema [2.45| quando
ambas as curvas sdo dadas na forma cartesiana, ou por meio do Teorema [2.47] quando uma
delas é dada na forma cartesiana e a outra na forma paramétrica. O caso em que ambas
sao apresentadas na forma paramétrica sera tratado mais adiante na Secao Contato entre

Ramos.
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CAPITULO 3

SEMIGRUPO DE RAMOS PLANOS

Neste capitulo introduzimos o conceito de semigrupo dos naturais e mostramos al-
gumas de suas propriedades. Em seguida associamos a cada ramo plano um semigrupo
chamado semigrupo de valores. Mostramos que os geradores do semigrupo de valores
e os expoentes caracteristicos de uma curva se determinam mutuamente. Finalizamos
definindo a ordem de contato entre ramos, que mede a ordem de coincidéncia entre eles.
Utilizando este conceito obtemos uma maneira de calcular o indice de interse¢ao entre

ramos quando ambos sao dados na forma paramétrica.

3.1 Semigrupo dos Naturais

Seja G um subconjunto dos naturais contendo o zero, com G # {0}. Se G é fechado
para a adigao, dizemos que GG é um semigrupo dos naturais. O menor elemento nao
nulo de G é chamado multiplicidade de G e denotado por m(G).

Dados o, ...,x, € N o conjunto (xq,...,x,) = {apxo + - + a,2,;a9,...,a, € N} &
um semigrupo dos naturais, chamado semigrupo gerado por xy,...,z, e estes elementos

sao chamados de geradores do semigrupo.

Proposicao 3.1. Dado G um semigrupo dos naturais, existe um unico conjunto de ele-

mentos v, ...,v, em G, satisfazendo as sequintes condigoes:
(i) vo < --- <w, ev; Zv; mod vy seiF# j;
(it) G = (vy,...,0,);
(iii) {vo, ..., vy} estd contido em qualquer conjunto de geradores de G.

Demonstragao. Vamos definir recursivamente os elementos vy, ..., v, da seguinte forma:
vo = m(G) e vy = min{G \ (vy) }. Temos que vy # v; mod vy, pois caso contrario terfamos

v1 — Vg = Ay, para algum A\ € N, o que contraria o fato de vy & (vp).
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Prosseguimos definindo para ¢ > 2, v; = min{G \ (vy,...,v;—1)}. Vamos verificar
que v; # v; mod vy se ¢ # j. Suponha que v; = v; mod vy para algum ¢ < j, assim
vj — v; = Ayg para algum A € N, daf v; = vy + v;. Dessa forma v; € (vo,...,v;), 0 que é
uma contradigao.

Do fato de v; # v; mod vy para i # j, existe g € N com g < vy tal que G = (vp, . .., vg).

Por construgao, vy < --- < v,.

Seja {wo, . .., w,} um outro conjunto de geradores de G. Assim vy = agwg+ - - + + a,w,,
com a; € N e como vy é o menor elemento nao nulo de G temos que vy < w; para todo
i=0,1,...,7. Logo temos necessariamente que vy = w; para algum j € {0,...,7}, que
podemos identificar vy = wy.

Como v; = min{G \ (vy)} devemos ter v; = byw; + - - - + b,w,, com b; € N e novamente

pela minimalidade de vy em G\ (v) devemos ter que v; = w; para algum j € {1,...,r}.
Este mesmo argumento mostra que {vo, ..., v,} C {wo,...,w,}. ]
O conjunto {vy, ..., v,} da proposigao acima é chamado conjunto de geradores minimal

do semigrupo G, o inteiro g é chamado género do semigrupo e os elementos de N\ G sao
chamados lacunas do semigrupo. Note que g < m(G) — 1.
O numero de lacunas de um semigrupo pode ser finito ou infinito, se o namero de

lacunas for finito definimos o condutor do semigrupo.

Definicao 3.2. Se o numero de lacunas do semigrupo G € finito, entao existe um unico

elemento ¢ € G, chamado condutor de G satisfazendo as sequintes condigoes:
(a) c—1¢G;
(b) Se z€e N ez>c, entao z € G.
Sobre o condutor do semigrupo temos o seguinte resultado:

Proposigao 3.3. Seja G um semigrupo dos naturais. As sequintes afirmacoes sao equi-

valentes:

(i) G tem um condutor;
(1) Os elementos de G tém mdc igual a 1;

(111) Existem dois inteiros consecutivos em G.

Demonstragao. (i) = (ii) Queremos mostrar que é possivel obter um subconjunto de G
cujo mdc de seus elementos é 1. Seja ¢ o condutor de G. Por definigao, ¢,c+ 1 € G como

mdc(c, ¢+ 1) = 1, segue o resultado.

(i1) = (4i7) Para isso consideremos {vy,...,v,} 0 conjunto de geradores minimal de G.
Por hipotese mdc(vo, ..., v,) = 1, assim pelo Teorema de Bézout existem Ao, ..., \; € Z
tais que,

/\0v0+---—|—/\gvg = ]_ (31)
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Enviando para o segundo membro os termos com \; negativo, obtemos em G dois elemen-
tos consecutivos.

(17i) = (¢) Omitiremos a prova deste item, sua demonstragao pode ser encontrada em
[12] e assegura que se a,a + 1 € G, entdo podemos estimar o condutor ¢ de G por
c<(a—1)(a+1).

O
Definicao 3.4. Sejam G = (v, ...,v,). Vamos definir duas sequéncias de nimeros na-
turais (e;) e (n;) associadas a esses geradores da sequinte forma: para i =0,...,r,
(i) eg = vg e e; = mdc(vg, ..., 0;);
.. . €1 .
(it) no =1 en; = == para i>0.
Sobre as sequéncias definidas acima temos os seguintes resultados:
Proposicao 3.5. Sejam G = (v, ..., v,). As sequéncias acima satisfazem.:
(i) e | ei—1, parai=1,...;1 ee, = 1;
(Z’l) Vg = N "+ - Ty€E4;
(ZZZ) € = N1 Ny
Demonstragao. O item (i) é imediato.
. .. . _ 60 el 6_1 _ _
Para o item (ii) veja que ny - - - ne; = Q... Z=e; = eg = Up.
: — & Gl Crol & o
E para (iii) temos n;yq...n, = e = s =e. O

3.2 Semigrupo de Valores

Agora que ja estamos familiarizados com a definicao de semigrupo e conhecemos algu-
mas de suas propriedades, vamos associar a um ramo plano um semigrupo dos naturais.

Consideremos f € (X,Y) C K[[X,Y]] irredutivel, assim Oy = % ¢ um dominio
de integridade.
Seja vy = v a valoracao associada a (f) (Definicao [2.39)). Para simplificar a notacao

vamos denotar por x = X e y =Y em Oy, sempre que nao houver risco de confusao.

Defini¢ao 3.6. Dado f € Mgr = (X,Y) irredutivel, o semigrupo de valores associado a

curva (f) € o conjunto

S(f)={I(f,9); g€ K[X, Y]]\ (f)} CN.
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Verifiquemos que S(f) é de fato um semigrupo. Suponha f regular em Y, m(f) =n
e (T", ¢(T)) uma parametrizacao de Newton-Puiseux para (f).

Iniciamos observando que 0 € S(f), pois tomando uma unidade u € K[[X,Y]] temos
1(f,u) = m (u(T", $(T))) = 0.

Para concluir que existe um elemento nao nulo em S(f), observe que m(f) é o menor
inteiro nao nulo do semigrupo S(f). De fato, ja provamos no Teorema que I(f,g) >
m(f)m(g), assim para todo g € Mg temos I(f,g) > m(f).

Tomando L = aX + bY com a,b € K tal que a # 0 ou b # 0, uma reta que nao
pertence ao cone tangente de (f), entdo vr(L) = m(f), isto &, m(f) € S(f).

Temos que S(f) é fechado para a adi¢ao, pois se r, s € S(f) existem h, g € K[[X, Y]]\
(f) tais que I(f,g) =7 e I(f,h) = s. Pelas propriedades de indice de interse¢do sabemos
que I(f,gh) =1(f,g9) +I(f,h) =1+ s, isso mostra que r + s € S(f).

Podemos definir o semigrupo S(f) sob outro ponto de vista. Consideremos f uma
série irredutivel em K[[X,Y]], com (T™, o(T)) uma parametrizagdo de Newton-Puiseux

para (f) e H, o homomorfismo definido na Observagao Entao

S(f) = {I(f,9);9 € K[X, Y\ (f)}
= {vs(9);5 € 05\ {0}}
= {mr (H,(9));7 € Op\ {0}}
= {mr (g(IT",¢(T))):g € Oy \ {0}}.

Segue do Teorema item (ii7) que se duas curvas sdo equivalentes entdo os semi-
grupos S(f) e S(g) coincidem, ou seja, o semigrupo de valores também é um invariante
por essa relagao. Vimos anteriormente que a multiplicidade da curva é um invariante.

O primeiro resultado que obtemos sobre semigrupo de valores é que ele possui um

condutor.

Proposicao 3.7. O semigrupo de valores de uma curva irredutivel (f) possui condutor.

Demonstragao. Da Observacao [2.38, o corpo de fracoes de A, = K[[T", ¢(T)]] ¢ K((T)),

isso significa que existem hy (7') e ho(T') em A, tais que % = T. Disto temos mr(hi(T)) =
mq(ho(T)T) = mp(ho(T)) + 1. Como my(hy(T)) e my(he(T) pertencem a S(f) segue da
Proposicao que S(f) possui condutor. ]

Exemplo 3.8. Seja f(X,Y) = Y* — X". Veja que I(f, X?) = 4i, I(f,YI) = Tj e
I(f,X'Y7) = 4i + Tj, Vi,j € N. Logo, estes elementos pertencem a S(f). Na verdade

€ possivel mostrar que
S(f)=1{0,4,7,8,11,12,14,15,16,18,19, ...} = (4,7),
com condutor ¢ = 18.
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No que segue buscaremos uma melhor compreensao da determinacao do semigrupo de
valores de uma curva. Para tanto consideremos K um corpo de caracteristica zero.
Seja (f) uma curva irredutivel, Y-regular e que o cone tangente de (f) seja (Y™).

Assim f é da forma
f=a(X)Y" +ar(X)Y" " - 4 an(X) + Y™ A(X,Y),

com ag(0) # 0 e m(a;) > i. Em particular a,,(X) = ¢, X*+--- , com k > n. Podemos ainda
considerar uma mudanga de coordenadas de modo que n { k. Seja uma parametrizacao de

Newton-Puiseux para (f) dada por

X=T"
i=k

com by, # 0 e k > n. Observemos que k = min(S(f) \ (n)). De fato, se g = > g; ; X'Y7,
1,J
entao

g(T", o(T)) = Zgi,ij((P<T>)j

assim, m(g(T™, »(T))) > min{m(g;;T7"o(T)’); 4,7 > 0} = min{ni + kj; i,j > 0}. Se
m(g(T™, o(T))) & (n) entdao m(g(T", ¢(T))) > k e como por hipétese I(f,Y) = vs(Y) =
mr(p(T)) = k segue que k = min(S(f) \ (n)).

Dessa forma, se {vg,v1,...,v,} é o conjunto de geradores minimal de S(f) temos
que vg = n e v; = k. Com relagao aos expoentes caracteristicos da parametrizacao de
Newton-Puiseux dada, temos que Sy = n e 5; = k. Veremos a seguir que o conjunto de
geradores minimais do semigrupo de valores de uma curva e seus expoentes caracteristicos
se determinam mutuamente.

Consideremos fy, ..., s 0s expoentes caracteristicos de (f). Vamos denotar por n; e

g, os inteiros correspondentes aos expoentes caracteristicos (Definigao [2.29)).

Definicao 3.9. Para k =0,...,n, definimos
M, = K[[z]] + K[f2]ly + - - + K[[z]]y" € Oy,

onde n =m(f) ey € a classe residual de Y em Oy.

Segue do Teorema da divisao que M,,_; = Oy.
O proximo teorema devido a Zariski [I8] nos fornece a relagao entre os geradores

minimais do semigrupo de valores associado a (f) e os expoentes caracteristicos da curva

(f)-
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Teorema 3.10. Sejam (f) uma curva e S(f) o semigrupo de valores associado a (f). As
sequintes afirmacoes sao vdlidas:
j—1

(1) Para j =2,...,6 temos que v; = Y Ek;—;skﬂk + Bj;
k=1

J
(ii) Seh € My comk <mny...n;, entaov(h) € > vN. Em particular, S(f) = (vo, ..., vs);

i=0

(111) mdc(ej_1,v5) = ¢€j, para j = 1,...,6. Mais ainda, v; € 0o menor elemento nao nulo
em S(f) que nao é dwisivel por €;_;

(iv) O genéro de S(f) €6 e os inteiros vy, ..., vs sio um sistema minimal de geradores

de S(f).

Demonstra¢ao. Uma demonstragao para este resultado pode ser encontrado em [12] e em
[18].
O

Decorre do Teorema anterior que § = g.
Sejam (e;) e (n;) (Defini¢ao as sequéncias relacionadas ao semigrupo S(f) de uma
curva irredutivel (f) e (&;) e (n;) definidas em Defini¢ao relacionadas aos expoentes

caracteristicos de (f). O corolario a seguir estabelece uma relagao entre eles.

Corolario 3.11. Seja (f) um ramo plano com semigrupo S(f) = (v1,...,v,). Entdo sdo
verdadeiras as sequintes afirmagoes: para todoi=1,...,¢g

(Z) €; = &4

(it) mi = mn;

(iii) v; = n;1v;—1 — Bi—1 + Bi;
(Z'U) Vi > Ni—1V;—1-

Demonstragao. Por defini¢ao e; = mdc(vy, ..., v;) = mde(e;_1,v;). Entretanto aplicando

recursivamente o Teorema item (i77) obtemos,

e, = de(Ug, PN 7Ui—1) = de(gi_l, Ui) = &;.
: €i—1 __ &i—1 __
E assim n; = eil = Tl =1;.
Em particular, como n; > 1,Vi = 1,...,g, temos que n; > 1,Vi = 1,...,g. Usando

a relacdo &, = 741 -1y = Nit1---ny que foi obtida na Proposi¢ao e o item (i) do
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teorema anterior obtemos

= k1 — o (1) = (g -+ y)

vo= D Bt B=) ) B+ B
p—1 il k=1 Ny Mg
j-1 j-1

(g1 - - 1g) (g — 1)

= o B+ 85 =) (mgsr -+ nj1) (e — 1)By + B

n4 .
k=1 J 9 k=1

Agora vamos provar que v; = n;_1v;_1 — Bi_1 + ;. De fato,

i—2
Ni—1Vi—1 — Bici + B = ni (Z(nkJrl ) (g — 1) B + @1) — Bic1 + Bs

k=1
i—2

= Z(nkz—i-l cemy_omi—) (g — 1) Bk + ni—1fic1 — Bica + Bi
i1

= Z(nk—l-l e my_omi—q) (g — 1) B + Bi = v
k=1

Como By < B < --- < By e ny > 1 temos que —f;_; + [3; > 0, portanto

Vi > Ni—1Vi—1. (32)
O
Definicao 3.12. Um semigrupo com um sistema de geradores minimal vy, ...,v, que

satisfaz a condi¢ao v; > n;_1v;_1 € chamado semigrupo fortemente crescente.

Segue do Corolario que um semigrupo de valores associado a uma curva (f) é um

semigrupo fortemente crescente.

Teorema 3.13. Seja (f) uma curva plana irredutivel com uma parametrizagao de Newton-

Puiseuz. Entao o semigrupo S(f) e os expoentes caracteristicos de (f) se determinam

mutuamente.

Demonstragao. Sejam (f) uma curva com expoentes caracteristicos f,..., ;. Entao
determinamos os inteiros vy, ...,v, pela relacdo dada no item (i) do Teorema e
S(f) = (vo,...,v,) pelo item (i7) desse mesmo teorema.

Reciprocamente, dado um semigrupo S e {vy,...,v,} um conjunto de geradores mi-
nimal para S, definimos ng = vy e indutivamente n; = ele—*l, Vi = 1,...,9 em que
e; = mdc(e;_1,v;) com ey = n.

Os inteiros o, ..., B, podem ser determinados recursivamente pela relagao dada no
Corolario item (ii1). O

Mostraremos que as condigbes para que (vp,...,v,) seja um semigrupo fortemente
crescente, juntamente com a condicao n; > 1, para todo ¢ = 1,...,¢ sao suficientes
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para garantir que existe uma curva (f) tal que {vo, ..., v,} seja um sistema de geradores

minimal para S(f).

Teorema 3.14. Seja S um semigrupo com condutor e com um sistema de geradores
minimal vy, . .., v, tal que n; > 1 e v; > n;_1v,1 para todo i =1,...,g. Entao existe uma

curva algebroide plana irredutivel (f) tal que S(f) = S.

Demonstragao. Colocamos n = By = vy, 81 = v1 e Ba,..., B, sdo determinados pela
formula do Corolario item (i77). Veja que pela condi¢do v; > n;_1v;_1, temos que
Bo < p1 <...<py Ecomon;>1paratodoi=1,...,g temos que mdc(fy,...,Bi—1) #
mdc(So, - . ., 5i)-

Sejao(T) =T +T%+.. . +T e f(X,Y) = ﬁ <Y — <§iX%>> , onde £ é uma raiz

i=1
primitiva da unidade. Temos que f(X,Y) € K[[X]][Y] e determina uma curva algebroide

irredutivel (f), com expoentes caracteristicos fy, ..., 3, e portanto com semigrupo S. [J

3.3 Contato entre Ramos

Nesta se¢ao vamos estudar a ordem de contato entre dois ramos, que mede num certo
sentido, o grau de coincidéncia entre eles. Este conceito também nos fornece uma ma-
neira de calcular o indice de intersecao entre dois ramos quando ambos sao dados na
forma paramétrica. Apresentamos aqui algumas defini¢oes e resultados, porém nao os
exploraremos em detalhes.

Sejam (f) e (h) dois ramos definidos por duas séries regulares em Y, ambas com reta

tangente (Y) e parametrizagoes de Newton-Puiseux dadas por:

X — Tn X/ — Tn’
: , h) : . 3.3
Dyy—emy=sor ¢ P\vown=gupr, O
i>61 =B
com expoentes caracteristicos (8o, ..., 3,) e (8, ..., B}, respectivamente.

Definigao 3.15. Sejam ( uma raiz n-ésima e £ uma raiz n'-ésima da unidade. Dizemos

que os ramos (f) e (h) tém ordem de contato o € QU {o0}, se

_ mawem(p(CT™) = w(ET™)

nn'

Denotamos a ordem de contato o de (f) e (h) por O(f,h).

Pela definigdo acima segue que se (f) e (h) possuem ordem de contato «, entdo as

séries p(T™) e (T™) coincidem até a ordem ann’ — 1.
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Exemplo 3.16. Sejam (f) e (g) curvas com parametrizagoes de Newton-Puiseuzr dadas

por

X =T X' =T?
(f): e (h):
Y =o(T) =TS+ T+ T° Y = (T) = T3+ T* + T°.

Desta forma, tomando ¢ € {1,—1,i,—i} = Uy e £ € {1,—1} = U, temos que

O(T?) —p(TY) = T 716 4718 720,
o(T?) — p(=TY) = 272 4 T — 716 4 718 4 720,
o(—T?) — (T = —TM 16 _ 18 72,
o(—T?) —p(=TY) = 20" — 7™ _T16 _ 718 72,
P(iT?) — (T = —2T'2 — T — T'6 T8 _ T2,
e(iT?) —(=T*) = —iT™ =T + T + T,
P(—iT?) —(TY) = —2T'2 4 iT™ — T ;T8 _ T2,
P(—iT?) — p(—=T4) = iT™ — T16 —§T18 4 T,
Portanto O(f,h) = %4 = g,
ann’ — 1 = %-4-2—1 =

u="T? e (h) tomando u = T* teriamos

ou seja, as séries o (T?) e ¥ (T*) coincidem até a ordem

13. Isso significa que se reparametrizassemos (f) tomando

X =u® X' =ub
(f): e (h) :

Se necessario fazemos uma mudanga de coordenadas nas parametrizagoes de (f) e (h)

m(p(T"")— P(Ir"))

para supormos que o = —

Note que da maneira que definimos a ordem de contato, se (f) e (h) ndo possuem
retas tangentes em comum, o contato entre elas nao esta definido. Se elas possuem retas
tangentes em comum, mas ela é distinta de (Y'), fazemos uma mudanca de coordenadas
de forma que (V) seja a reta tangente de (f) e (h).

Sejam S(f) = (vo,...,vy) € S(h) = (vg,...,v,) os semigrupos de valores associados
as curvas (f) e (h), respectivamente. Denotemos por n;, e;, n’ e e} os inteiros associados
aos semigrupos de (f) e (h), respectivamente (ver Defini¢ao [3.4)).

Observagao 3.17. Observemos que se m(o(T™) —(T™)) € realizada por uma poténcia
de um termo de o(T™) (analogamente por uma poténcia de um termo de ¢(T™)) entéo
nn'a = jn', para um j € Z (analogamente nn'a = jn, para algum j € 7). Ou seja, no
ou n'a € um inteiro. Digamos que no seja inteiro com By < j = no < By para algum
q, em que Py = 00, entao e, = mdc(vy,...,vy) = mdc(By, ..., B,) divide na. O mesmo

resultado € valido para o caso em que n'a é um inteiro.
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Proposigio 3.18. Sejam (f) e (h) dois ramos com O(f,h) = « tal que 22 < o < Bt

n n

para algum q > 1. Entao,

n er DB 0<k<qg-1, seazﬁn—q,
= T o para 5
n'ooe B 0<k<gq, sea>""
Demonstracao. Se a = % como eg = n = [y e e, = n = f) entdo as igualdades
=9 = % seguem imediatamente. Suponhamos agora que « > % Podemos escrever
0 0
S0(1"'71/) _ biOTn/iO + bilTn’il + . + bi,rTn/ir + biT+1Tn,iT+l + R
/ i / j / s / s
(I = b T b T A by T+ by T
com by, ..., b, #0e bl ,... b #0eni, <ann <n'i.

Suponha que ann’ = min{n’i,. 1, njsi1 }, entdor = s e
+1 +14>

n'iy = ngy, by, =05, 1=0,...,7 (3.4)

Além disso, b, # U

ann’ < fgn’ e de (3.4) temos mde(n'n, n'iy, ..., n'i;) = mde(n'n, njo, ..., nj), ou seja,

se n'i,41 = nj,41. Por hipotese, 'i—q <a< % assim B,n’ <

mdc(n'n,n'ig, ..., n'yy) =n' - mde(n,ig,...,4) =n-mde(n', jo, ..., 7). (3.5)

Se a = % temos que ann’ = n'f,. Como para cada k fixado com 0 < k < ¢ — 1, existe
n

li, € {0,...,r} tal que mdc(fy, . .., Bx) = mdc(ig, . .., 4, ) = mdc(jo, - - - , Ji, ) segue de (3.5)
que

n  mdc(n,idg,...,4,)  mde(Bo,...,0) e

n'  mde(n,jo, ..., ) mde(Bh,...,0) e

Analogamente no caso a > %

Observe que de (3.4) temos, em particular, que n’S; = nf,, ou ainda, 2 = Z&. H
k W = Bl

Corolario 3.19. Sejam (f) e (h) ramos planos com expoentes caracteristicos (Bo, . .., By)
e (By,-- -, By) respectivamente. Suponha que S(f) = (vo,...,vg), S(h) = (vg,...,v,) e
que (f) e (h) possuam ordem de contato a com 2 < o < %, onde ¢ > 1. Entao,

n

0<k<qg—1, seq="bs

noex B k n
— = = =7 para 5
noe ko Yk 0<k<gq, sea>""
Demonstragao. Pelo teorema anterior temos % = % = 7 e pelo Corolario |3.11|item (744)
k k

Vg = Np_1Vk—1— o1+ Bk, E=1,...,9.
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Faremos a demonstragao por indugao sobre k. Para k = 0 as igualdades 7 = 22 = 2
e;j ﬁ_] v

sao imediatas. Suponhamos que %5 = & = 7= — para todo j =0,...,k—1.
J J J

Pela definicao de n, e pela hipotese de inducao temos

/ /
€L—2 €L_oMN €r_oN , n , n _, n
— = =Np_1; Vk—1 = ﬁvqu Br-1 = ﬁﬁkq e fr = ﬁﬁk

Mp—1= 77— = 77— = 7
€r—1 Cp—_1 N €M

Disto segue que

Uk _ Mp1Vk-1 — Br1+ Bk 0 <n;c—1vfc—1 — b1 + 512) _n
n/

Vp MUy — By 5y Ny 1V — By + By n'

!
Observe que se n’e; = ne, para i =0,...,r, entao n; = =L = =L =pl,

€; e,

K2
O teorema a seguir é o que nos permite calcular o indice de interse¢ao entre dois ramos

planos quando ambos sao dados na forma paramétrica.

Teorema 3.20. Sejam (f) e (h) ramos definidos por séries requlares em Y, com reta
tangente (Y') e parametrizadas como em (3.3). Suponha que (f) e (h) possuem ordem de
contato o e considere S(f) = (vo,...,vy). Se a < %, entao I(f,h) = ann’. Mais ainda,

as afirmagoes abairo sao equivalentes:

(i) By <a< ﬁq“, para algum q=1,...,¢;
n n
I(f,h v no —
(i1) (/1) = g + ﬁq, onde n_y =mng = 1.
m(h) no...nq_l no...nq
Além disso, se existe % <d < BLRH tal que In(i:)) = - Vg’ no’ para algum
0" Mgl _q no Mg _q
qd=0,...9, entao o/ =a eq=¢.
Demonstra¢ao. A demonstragao desse teorema pode ser encontrado em [12] e [14]. O

Corolario 3.21. Nas hipdteses do teorema anterior, sejam q € Z, q >0 e m(h) = d(h)
o grau de h em relacao a Y. Entao,
ﬁq I(fa h’)

O(f,h) < o se e somente se, )

Além disso,

I(f,h) Uy
=&¢g—1—-

m(h) n

Demonstracao. A demonstracao desse corolario é imediata do resultado anterior. O

O(f,h) = ﬁq se, e somente se,

Exemplo 3.22. No Ezxemplo as curvas (f) e (h) sao dadas na forma paramétrica.

Vamos determinar I(f, h) utilizando a ordem de contato. Os expoentes caracteristicos de
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(f) sao By = 4, P1 = 6 € Py = T e pelos itens (i) e (it) do Teorema temos que
S(f) = (4,6,13).
Como O(f,h) = g = %, pelo Teorema item (i1) temos que ¢ = 2, m(h) = 2,ng =

Ibni=2=nse

I(f,h) = m(h)( v —”“‘52) :2(1—3—454‘7) 13,

Nony o112 2

3.4 Fo6rmula da Inversao

Nos capitulos anteriores escolhemos trabalhar de forma que sempre considerdvamos
uma série irredutivel f como um polinémio em K[[X]|[Y] em que o grau deste polindmio
coincidia com a multiplicidade n da série, ou seja, f era Y-regular de ordem n. E esta
nao é uma propriedade restritiva uma vez que a menos de uma mudanca de coordenadas
(Corolario sempre podemos assumir f desta forma. Todavia no processo de reso-
lugao de singularidades de uma curva, que serd explorado no proximo capitulo, quando
explodimos uma série f regular em Y de ordem n, obtemos uma nova série que pode nao
ter mais essa propriedade. Como definir, por exemplo, os expoentes caracteristicos neste
novo contexto? Isto é o que vamos explorar nesta secao.

Consideremos f € K[[X]|[Y] e (f) uma curva plana irredutivel, Y-regular de ordem

N > n em que n é a multiplicidade de f, dada por
FXY) =YY +a (XY -+ an(X), (3.6)

de forma que @;(0) = 0 para todoi =1,..., N.

Quando a curva é transversal ao eixo Y (que significa que o cone tangente da curva e
0 eixo Y nao possuem componentes em comum) temos que d(f) = N = n.

Queremos garantir que existe uma parametriza¢do de Newton-Puiseux para (f). O
Teorema da Fungao Implicita de Newton (Corolario garante a existéncia de tal pa-
rametrizagao. Apesar de nas hipéteses deste tltimo resultado supor que f seja irredutivel
de multiplicidade n e SHT{L(O, 0) # 0, o que é de fato necessario na prova do mesmo é que
f seja Y-regular de ordem n, hipotese esta que estamos assumindo.

Deste modo, a curva (f) pode ser parametrizada da forma:

X =7V
. 3.7
Y = Z CLjT], ( )
Jj=>1

com mde ({N}U{j, a; # 0}) = 1, ou seja, estamos assumindo uma parametrizagao pri-
mitiva para (f). Uma parametrizacdo com em ¢ dita uma parametrizagao de

Newton-Puiseux com respeito a (X,Y') do ramo (f).
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Definicao 3.23. Dada uma parametrizacao de Newton-Puiseuxr com em do ramo

(f), definimos indutivamente os expoentes B; para j =1,...,G da forma:
N, para 1 =0
B; = dmin{j; a; #0 e N1{j}, parai=1

min{j; a; #0 e mdc(N, By,...,Bi_1) 17}, parai> 2.

O nimero G € o menor inteiro para o qual mde(N, By, ..., Bg) = 1. Chamamos By, . .., Bg

de expoentes caracteristicos de (f) no sistema de coordenadas (X,Y).

Definicao 3.24. Os inteiros caracteristicos associados aos erpoentes caracteristicos no

sistema de coordenadas (X,Y) sao definidos por: Eq = N, E; = mdc(Bo,...,B;) para

i=1,....,G e Eg=1.
Definimos ainda N; =

EiE‘ll > 1, paral <i<G.

Como no caso em que que o cone tangente da curva é (Y"), temos E; = N1 N; 12+ Ng
para 0 <i:< G — 1.

Estas defini¢oes sao semelhantes as defini¢oes dos expoentes caracteristicos feitas na
Definigao , a diferenga entre elas esta na possibilidade de m(f) ser diferente do grau
de femY.

A partir de agora haverd a necessidade de se esclarecer em qual sistema de coorde-
nadas estamos considerando os expoentes caracteristicos de uma curva. Assim quando
estivermos considerando um sistema em que o grau da curva (f) em Y coincidir com
a multiplicidade da curva diremos que o sistema de coordenadas é genérico, e atribui-
mos o adjetivo genérico aos seus expoentes e inteiros caracteristicos. Quando houver a
necessidade indicaremos por dy (f) o grau de f em Y.

Como antes se f € Mg e Oy = Kxx]

(H
semigrupo de valores associado a (f) como sendo

é seu anel de coordenadas podemos definir o

S(f) = A{vrlg);9 € O\ {0} } (3.8)
= {ma(g(¥n(T),4:(T))); 9 € Op \ {0}}

em que (Y1(T),1¥2(T)) é qualquer parametriza¢ao primitiva de (f).
Seja g € Of\ {0} e considere a curva (g). Observe que o indice de intersegao entre (f)
e (g) depende apenas das curvas, nao das coordenadas ou das equagoes que a definem.

Portanto, temos

vr(g) = mr(g(P1(T),2(T))) = I(f, 9).

Dada f na forma (3.6)) com uma parametrizagao de Newton-Puiseux como em (3.7)) observe
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que o grau N de f pertence ao semigrupo S(f). Denotemos indutivamente Vo = N e

V= min{j € S(f).J & Vor.... Vi)

Proposicao 3.25. Sejam Vi, ..., Vo € S(f) definidos como acima e denotamos Vg1 =

o0o. Entao para 0 < i < G temos as sequintes propriedades:
i—1
. Ep_1—FE
(i) Vi= k;l —5—"By + Bi;
(11) mde(Vy, ..., Vi) = E;;
(11i) Visy > N;Vi, parai=1,...,G.

Demonstra¢ao. A demonstracao desse resultado pode ser encontrada em [I2] no caso

genérico e no caso geral em [14]. O

A Foérmula da Inversao, que seré apresentada a seguir, mostra a relacao dos expoentes
caracteristicos fy, ..., 3, de uma curva (f) em coordenadas genéricas com seus expoentes

caracteristicos By, ..., B¢ em um sistema de coordenadas (X, Y’) qualquer.

Teorema 3.26. (Férmula da Inversao) Seja f € K[[X]][Y] de grau By e multiplici-
dade By. Entao By € {lﬁg; 1<1< [%] } U {51}. Os demais expoentes caracteristicos no
sistema (X,Y) estao completamente determinados em termos dos expoentes caracteristi-

cos genéricos, pelo conhecimento do valor de By da sequinte maneira:

(i) By = Py implica G =g e (By, B1,...,Ba) = (bo, - -, By)-

(11) By =15y com 2 <1< [%] implica G=g+1 e

(Bo, B1,Bs, ..., Bg) = (160, Bo, b1 + (1 — 1) Bo, - ., Bg + (1 — 1) Bo).
(11i) By = (1 implica G =g e
(Bo, B1,Bs, ..., Ba) = (B, Bo, B2+ Bo — Bu, ..., By + Bo — P1).

Demonstra¢ao. A demonstragao pode ser encontrada em [T4]. O

Embora nao apresentemos a demonstracao desse resultado o exemplo a seguir ilustra
sua utilizagao e ele serda importante no processo de resolugao candnica de uma curva, como

veremos a diante.

Exemplo 3.27. Consideremos a curva definida pela sérieh = Y*—2XY?+X? —4X?Y —
X3 e C[[X]][Y]. Uma parametrizagio de Newton-Puiseux com respeito a (X,Y) € dada
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por:

X=t
Y =t 41°

Observe que este sistema de coordenadas nao € genérico. Calculemos os expoentes carac-
teristicos pela defini¢dao. O polindomio h € reqular em Y de grau 4 e possui multiplicidade
2. Assim, By = 4 = Ey, By =2 e como E; = mdc(4,2) =2 e E; 13 seque que By = 3.
Entao G = 2 pois Ey = mdc(By, By, By) = 1.

Vamos calcular os geradores do semigrupo S(h). Por definicio Vo =4 e V), = By =2
eVy = EoE_lEl By + By = By + By = 5. Ou seja, {Vo, Vi, Va} = {4,2,5} é um conjunto de
geradores para o semigrupo, todavia ele nao € minimal.

Agora queremos determinar os expoentes caracteristicos de (h) em coordenadas genéri-
cas, sem ter que reparametrizar h, ou seja, utilizando a Formula da Inversao. Sabemos que
Bo = 2 pois € a multiplicidade da curva. Pelo item (ii) do Teorema [=2,G=g+1,
ou seja, g =1¢€

(Bo, B1, B2) = (1580, Bo, 51 + (1 = 1) Bo),

o que implica f; = Ba— (1—1)5y = 3+2 = 5. Logo, os expoentes caracteristicos genéricos
de (h) sao By =2 e f = 5.
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CAPITULO 4

RESOLUCAO DE SINGULARIDADES DE CURVAS

Neste capitulo vamos apresentar sucintamente o conceito de explosoes de curvas pla-
nas, que para uma interpretagao geométrica deste conceito, vamos considerar curvas ana-
liticas em C?. Introduzimos a nocao de resolucao candnica e mergulhada de singularidades

j& que seréa explorado no préximo capitulo.

4.1 Explosao (ou blowing-up)

Para descrevermos o processo de resolucao de singularidades precisamos introduzir o
conceito de explosao (ou blowing-up). Tal conceito pode ser descrito num contexto mais
geral, todavia para nossos propositos vamos considerar apenas explosoes de curvas.

As principais referéncias para esta se¢ao sao: [0], [7], [I1], [12] e [17].

A ideia do conceito de explosao é a seguinte:

Considere P um ponto de uma superficie suave S. Queremos construir uma nova

superficie T' e uma aplica¢ao ¢ : T — S de modo que ¢~ !(P) ¢ uma curva C e que
dlre : T\C — S\ {P}

é um isomorfismo e os pontos de C' correspondem diferentes “direcoes” de S passando por
P.

Vamos comegar considerando S = C? com coordenadas (z,y), P = (0,0) a origem de
C? e P! a reta projetiva complexa com coordenadas homogéneas (2 : 21).

Seja T o subespaco de C? x P! definido por

T = {((x,y),(20:21)) € C* x P'; x2 = y2o}.
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Considere a projecao natural C? x P! — C?:

A aplicagao ¢ neste caso ¢ a aplicacao 7 : T — C? que ((,y), (20 : 21)) € T projeta em
(z,y).

Observe que qualquer ponto (z,y) € C? com (x,y) # (0,0) determina um tnico ponto
((x,y), (20 : 21)) € T, a saber, (29 : 21) = (v : y), j& que x2; = yzo e (x,y) # (0,0)
temos que zg = 2tx e assim (20, 21) = 2(z,y). Portanto, 7N, y) = {((z,y), (x : y))} se
(z,y) # (0,0). No entanto, 7=1(0,0) = {((0,0), (20 : 21)); (20 : 21) € P!} é uma curva £
isomorfa a P!

Sabemos que P! ¢ a uniao dos abertos Vo = {(z : 21); 20 # 0} = {(1 : j—;) ;20 7 O} e
Vi={(z0:21);21 #0} = {(j—(l’ : 1) ;21 #0}

Vamos construir abertos Uy e U; de T, isomorfos a C? de modo que T = U, U U;.

Sejam Uy = {((m,y), (1 : i—é)) e Tz 750} eU, = {((m,y), <z—‘; : 1>> €Tz # 0}.

Denotando por Y = z—é, podemos escrever a equagao rz; = yzy Simplesmente por

y = Yx e assim

U = {((:c,Yx),(l:Y)); Y:ﬁ,m&o} (4.1)

20

¢ um aberto de T isomorfo & C? pela aplicagao ¢ : Uy — C? que p((x,Yz),(1:Y)) =
(z,Y).

Similarmente denotando por X = j—(l) temos o aberto

= { (o), (X 1) X =20 20}, (12)

o qual é isomorfo a C? pela aplicacao v : Uy — C? dada por ¥((yX,y), (X : 1)) = (X, y).
Note que, em particular, a pré-imagem E = 771(0,0) ¢ isomorfo a P!, a qual na

primeira carta é dada pelos pontos (0,Y") e na segunda por (X, 0).

Definigao 4.1. A aplicagio 7 : T\ E — C? \ {(0,0)} é chamada de explosao (ou
blowing-up) de C* com centro na origem. E a curva E = 771(0,0) ~ P! ¢ chamada de

curva excepcional de m (ou divisor excepcional).

De uma maneira informal, o espaco T' foi obtido de C? substituindo a origem por um
espaco PL. A ideia é considerar a curva num espaco suficientemente grande de modo que

ela nao tenha mais singularidades.
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Além disso, os pontos de 77!(0) estdo em correspondéncia biunivoca com o conjunto

de retas passando pela origem de C? (ver [17]).

Definigao 4.2. Se Y € uma subvariedade de C* passando pela origem O = (0,0), defini-

mos a explosio de Y com centro em O, por Y = (m=1(Y \ {0})), em que 7 : T\ E —

C%\ {0} € a explosio de C* em O descrita acima.

Vamos continuar denotando por 7 : Y — Y o morfismo obtido pela restrigao de
m:T — C*aY. A proje¢io m induz um isomorfismo entre Y \ 771(0) e Y \ {0} e esta

definicao nao depende do mergulho de Y em C2.

- g T ol o il o
-

Fonte: Casas-Alvero [7]

Ser:T\E — C?\ {0} é a explosao de C* em O, vimos que se C' é uma curva
em C? que ndo passa por O, entao a esta corresponde uma tnica curva 7 1(C) em 7.
Agora se C' é uma curva em C? que passa por O, denominamos 7~ !(C') de transformada
total de C. Esta curva contém o divisor excepcional E. E denominamos 7=1(C) \ E de
a transformada estrita de C.

No que segue vamos considerar (f) um germe de curva analitica plana em C? (ver De-
fini¢ao . Considerar (f) uma curva analitica neste contexto nos permite compreender
melhor o conceito de explosao.

Assim seja f € C{X,Y} e (f) = {(z,y) € U; f(x,y) = 0} uma curva analitica plana
irredutivel, sendo U um aberto de C? contendo a origem (0,0) e g—i((), 0) = g—i(O, 0) =0,

ou seja, (0,0) é uma singularidade de (f).
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Quando anteriormente caracterizamos a parte de T que intersecta os abertos Uy e
U, de P! em (4.1)) e (4.2), essencialmente estdvamos descrevendo o processo de explosao

através das seguintes transformagoes quadraticas, conforme explorado em [12].

Definicao 4.3. Uma transformacao quadrdtica do anel C[[X,Y]] no anel C[[X1,Y1]] €

um homomorfismo de C-dlgebras definido por

o: ClX,Y]] — C[[X,Yi]] ou 7: C[X,Y]] — C[[X,Y1]]
X — X X — XY,
Y — X1Y; Y — Y.

Observacgao 4.4. FEstas transformacoes nao sao inversiveis, mas sao birracionais, isto €,
elas definem um isomorfismo entre C((X,Y")) e C((X1,Y1)) que sdo os corpos de fragoes de
C[[X,Y]] e C[[ X1, Y1]], respectivamente. Temos ainda que o homomorfismo o transforma
0 ideal (X,Y) no ideal (X1,Y7) = (X3).

Seja f(X,Y) = F,(X,Y)+ F,1(X,Y) 4+ --- € C[[X, Y]], em que F; é um polinémio

homogéneo de grau 7, ¢ > n. Assim

o(f) = f(X5,XiV1) =F,(X5, X))+ Foa(Xq, XaYq) + -+ (4.3)
= XP(F(1,Y2) + X1 Fr(1,Y2) 4+,

Conforme definimos anteriormente, a transformada total da curva (f), denotada por
7~ Y((f)), na vizinhanga coordenada Uy é a curva (o(f)), o divisor excepcional é a curva
E = (X;) e a transformada estrita da curva (f) é a curva denotada por (o*(f)) ou (fV),

dada pela série

—
=
I
)
*
—
N~—
I

1
ﬁf (X1, X)) =F,(LY))+ X1 Fopn(1,Y7) + -+ -, (4.4)
1

ou seja, a transformada total de (f) satisfaz:
() =Eu (fY).
Analogamente, na carta Uy,
T(f) = F(XGYL, ) =Y (Fu(X, ) + VFa (X0, 1) + )

em que o divisor excepcional, neste caso, ¢ E' = (Y]), a transformada estrita denotada por
(7*(f)) ou (fW) é a curva dada por

() = gm() = BalXa, 1) VP (X0, 1) 4+
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Nos resultados abaixo vamos considerar, por conveniéncia, a transformacao quadratica

0. O caso da transformacao 7 é analoga.
Proposicao 4.5. Sejam f,g € C[[X,Y]]. Sao verdadeiras as sequintes propriedades:

(i) o*(f) € inversivel se, e somente se, f é X-reqular, isto €, a forma inicial de f é
dada por F,, = cX™+---, onde c € C\{0}, n € Z, n > 0;

(ir) o*(fg) = o"(f)o"(9);
(iii) m(o*(f)) < m(f);

(v) se f € um polinomio de Weierstrass em C[[X]][Y] de graun emY com cone tangente

(Y™), entao o*(f) € um pseudo-polinomio de grau n em Yi;
(v) se f € irredutivel, entao o*(f) € irredutivel ou uma unidade.

Demonstragdo. (i) Suponha F,(X,Y) =Y a; XY™ # (. Observe que
i=0

o’ (f)=F.(L,Y)+ X Forn(LY)+ - =aoY" +- -+ a1 Y1 +a, + X Frpa (1, Y1) +

¢ inversivel se, e somente se, a,, = F,,(1,0) # 0. O que é equivalente a termos F,,(X,Y) =

a, X" +--- com  an # 0, ou seJa f & X-regular.
(77) Sejam f = Z Fieg= Z G;. Assim,

. 1 1
g (fg) = ng(XlaXli/l) - Wf(X17X1}/l)g(X17X1}/1>

1 L
- o (X”ZXZ "Fi(1,Y7) > (XfZX;—’CGi(Lm))

i=n i=k

= (ZX;’”E(LE)) (ZX;"“GALE)) = " (f)o*(g)-

i=n i=k

(i71) Supondo m(f) =ne F,(X,Y) = i a; XY™ segue de m(a*(f)) < n.
=0

(iv) Se f é um polinémio de Weierstrass em C[[X]][Y] com cone tangente (Y™), entao

f=Y"4+a(X)Y" ' +ax(X)Y" 2+ +a,(X),

com m(a;(X)) >4, comi=1,...,n. Logo
1
o’(f) = X (X1Y1)" 4+ ar (X)) (X1Y1)" ! + aa(X0) (X1 Y1) 2 4 - 4 an(X1))
01(X1) ynoy | @2(X0) s an(X1)
— oy WA g1y 928A )y 0 g I\ A
Tt X3 ! X
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com m (%) > 1, ou seja, o*(f) é um pseudo-polindmio.
(v) Se f é irredutivel, o Lema da Unitangente (Lema garante que o cone tangente
de fé (aX 4+0Y)" com a # 0 ou b # 0, ou seja, f & X-regular ou Y-regular.

Se f é X-regular entao pelo item (i) desta proposi¢ao o*(f) é uma unidade. Se f é Y-
regular, mas nao é X-regular, entdao o cone tangente de f é (Y™). Suponhamos que o*(f)
seja redutivel. Observe que se f e g sdo associados entdo os itens (i7) e (ii7) garantem
que o*(f) e 0*(g) sao associados. Assim podemos supor que f seja um polindomio de Wei-
erstrass em Y. Logo pelo item (iv), o*(f) é um pseudo-polinémio de grau n. Sendo o*(f)
redutivel o Corolario [1.27 nos permite escrevé-la como produto de pseudo-polinémios
irredutiveis.

Seja h(X7,Y7) um pseudo polindmio irredutivel de grau r, com 0 < r < n, que di-
vide o*(f). Entao o*(f) = h(Xy,Y1)p(X1,Y1) para algum p € C[[X1,Y]]. Mas o*(f) =
Xi?f(Xl, X1Y]) assim

1
h(Xl) E)p<X17 Yi) - ﬁf(Xh lei)

1
Logo f(X1,X1Y1) = XTh(Xy,Y1)p(Xy,Y1). Trocando X; por X e X;Y] por Y obtemos
f(X)Y) = X"h (X, %)p (X, %) , portanto X™h (X, %) ¢ um fator de f, contrariando o
fato de f ser irredutivel. O]
A partir desta proposigao temos que se f € C[[X, Y]] é irredutivel e tal que o*(f) néo
é uma unidade, entao f é Y-regular com cone tangente (Y"), ou seja, podemos escrevé-la

da seguinte maneira:
f=aX)Y"+a(X)Y" '+ 4 a,(X) + Y h(X,Y), (4.5)

com a;(X) € C[[X]], ao(0) # 0 m(a;) >ie h € C[[X,Y]].
Os proximos resultados serao importantes no processo de resolucao de singularidades
que sera explorado mais a diante. Ao final da Proposicao vamos fazer um exemplo

para ilustrar tais resultados.

Proposigao 4.6. Seja f € C[[X, Y]] uma série de poténcias irredutivel com cone tangente
(Y"™). Suponha que I(f,Y) = s. Entao

(1) I(o*(f), Y1) =I(f,Y)=m(f) =s—n e I(o"(f),X1) =n;

(ii) se s—mn > n, entao m(c*(f)) = m(f) = n. Mais ainda, se s —n > n, entio (c*(f))
tem cone tangente (Y1) e se s —n = n, entao nem (Xi) e nem (Y7) sao retas

tangentes de o*(f);

(1i1) se s —n < n, entao m(c*(f)) =s—n <m(f) ec*(f) tem cone tangente (X;°").
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Demonstragao. Por hipotese, f é Y-regular de ordem n, assim de (4.5)) e do Teorema ﬂ

item (vi) temos que

n

s=I(fY)=1 (Z a;(X)Y" Y™ R(X,Y), Y) = I(a,(X),Y).

=0

Portanto, s = m(a,(X)) > n ja que o cone tangente de (f) ¢ (Y"). Além disso, do
Teorema item (i77) temos que m(a;(X)) > ZM =
E ainda
a1(X1) an(X1)

o*(f) = ao(X1)Y]" + Y 4+ 2+ XY R(XG, X Y),
X X7

(X . . 8= @
com m (a g(zl)> =m(a;(Xy)) —1 > z% =il - " Vamos denotar Z(X—Xll) por b;(X).
1

(7) Temos que by(X1) = ap(X1) e de (4.5) ap(0) # 0, logo by(X7) é uma unidade de C[[X1]].
S—n

E

> (), pois s >n parat=1,...,n. Temos as seguintes igualdades:

I (Y1) = I(a(X0), Y1) = m(ba(X1) =m(a,) —n=s—n o
(0" (f). X)) = I(bo(X0)Y X0) = I(bo(X1), X1) + I(Y7', X1) = nI(Xy, Yi) = .

ja que bo(X7) é uma unidade.

(17) Se s —n > n, entdao m(b;(X1)) > i, e como by(0) # 0 entao

m(o*(f)) = m (Z bi(X1) Y + X1Y1”+1h(X1,X1y1))
=0
> min{m(b;(X1)Y"™"), n+2+m(h(X1, X1Y1));0<i <n}=n.

Mas pela Proposigao [1.5(ii7), m(o*(f)) < m(f) = n, donde concluimos que m(c*(f)) =
m(f) =n.

Se s—n > n, entdo m(b;(X1)) > i parai > 0, o que mostra que (Y;") é o cone tangente
de o*(f). Por outro lado, se s —n = n entao m(b,(X1)) = m(a,(Xy)) —n=s—n =n,
assim o cone tangente de o*(f) é da forma (aX; + bY1)", ou seja, nem (X;) nem (Y7) sdo
retas tangentes de o*(f).

(7i1) Por hipotese n < s < 2n, assim s — 2n < 0 para todo 1 < i < n temos
s—n . .s—2n s —2n

+n>n
n n n

m(bi(X)Y!"") > +n=s-n,

ou seja, m(o*(f)) =s—ne (X; ™) é o cone tangente de (c*(f)). O
Lema 4.7. Seja f € K|[[X,Y]] irredutivel de multiplicidade n e Y -reqular. Entao existe
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um automorfismo ¢ de K[[X,Y]] tal que o(f) € irredutivel de multiplicidade n, Y -regular
e tal que I(p(f),Y) nao é mailtiplo de n.

Demonstracao. Por hipotese, f é irredutivel e Y-regular, assim podemos escrever f como
em , com ag(0) # 0. Todavia se ndo conhecemos seu cone tangente podemos apenas
afirmar que m(a;(X)) > i. E ainda m(a;(X)) > iW> paratodoi =0,1,...,n. (Lema
9.23).

Da demonstragao da Proposicao 4.6/ segue que I(f,Y) = m(a,(X)) e m(a;) > z@

Se I(f,Y) nao ¢ multiplo de n entao o automorfismo identidade satisfaz o desejado.
Caso contrério, se I(f,Y) = nr para algum inteiro r > 0, definimos o automorfismo
¢« K[[X,Y]] — K[[X,Y]] dado por ¢{(X,Y) = (X,Y +cX"), onde ¢ € K. Assim

n

() = ai(X)Y + X" 4 (Y 4 eX)"h(X,Y + eX7), (4.6)

=0

desenvolvendo os produtos e reordenando obtemos

() = Y"bo(e, X) + Y™ Moy (e, X) + -+ ba(e, X) + X" P(e) + YA (¢, X, Y),

com P(c) um polinémio em ¢ de grau n. Como m(a;(X)) > z@ = Ir, segue que
m(bi(c, X)) > ir para i = 0,...,n — 1 e m(by(c, X)) > nr. Seja 0 # ¢ € K tal que
P(cp) = 0, entao definimos ¢y : K[[X,Y]] — KJ[[X,Y]] por ¢1(X,Y) = (X, Y + ¢ X"),

assim
o1(f) = Y 0o(X) + Y"1y (X)) + -+ 4+ Yy 1 (X) + b, (X) + YR (X,Y),

onde b;(X) = b;(co, X) e K (X,Y) = h'(co, X,Y). Assim ¢, (f) & irredutivel, regular em Y’
e I(p1(f),Y) =m(b,(X)) > rn =m(ay(X)). Se m(b,(X)) nao ¢ maltiplo de n temos que
¢1 € o automorfismo desejado, caso contrario definimos um automorfismo ¢o de K[[X, Y]],

como no caso anterior, tal que

"

Go(f) = Y'do(X) 4+ +Y" " dy(X) + -+ Y1 (X) +dn(X) + YR (X,Y),

com dy(0) # 0 e tal que m(d, (X)) > m(b,(X)). Esse processo é finito pois, caso contrario,
a multiplicidade do termo que independe de Y tenderia ao infinito e portanto, tal termo
tenderia ao elemento nulo de K[[X]], o que nos permitiria definir um automorfismo ¢ tal

que
o(f) = Y'ap(X)+--+Y"a)(X) + -+ Ya,_(X)+ Y"RH(X,Y),

o que contraria o fato de f ser irredutivel. n
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Proposicao 4.8. Seja (f) irredutivel com cone tangente (Y™). Denotemos f) = o*(f)
e fO) =o* (f(ifl)) . Sen nao divide s = I(f,Y) entao

[] = mingism (£9) < m(1)}.

Demonstra¢do. Primeiramente pelo Teorema [2.48, s = I(f,Y) > m(f)m(Y) = m(f).
Assim existem inteiros positivos ¢ e r tais que s = nqg+ r com 0 < r < n, pois n nao
divide s. Da Proposi¢ao (i) temos que I (fV,Y;) = s —n =n(qg— 1)+ r. Dos itens
(17) e (i17) da Proposic¢ao concluimos que se ¢ = 1 entao [ (f(l), Yl) = r < n e neste
caso, m(fM) < m(f). Logo, [£] = ¢ =1=min{i; m(f?) <m(f)}.

Se ¢ > 2 entdao s —n =n(qg—1)+r > nentdo m (fV) = m(f), fV é irredutivel com

cone tangente (Y/") e
FU®0) = (o (10),35) = T (. 55) —m (1) =l 2) v

Se ¢ = 2 temos I (f?,Y5) = r < n, assim m(f@) < m(fV) = m(f) eq =2 =
min <i; m ((i)) <m(f ){ . Se ¢ > 2 prosseguimos aplicando a Proposicao e concluimos
que I(f9,Y,) = r < n, portanto ¢ = min{i; m(f9) < m(f)}. O

Vamos escolher coordenadas (X;,Y;) para cada passo do processo de explosao.

Exemplo 4.9. Considere f(X,Y)=Y?—X" e C{X, Y} e (f) ={(x,y) €U; y*—z'! =
0} com U em aberto de C* contendo o ponto singular (0,0) de f. A curva (f) € irredutivel,
Y -reqular de ordem n = 3 = m(f) e com (Y3) sendo o cone tangente da curva. Veja
que s = I(f,Y) = 11. Como a multiplicidade de f nao divide s, seque da Proposi¢ao
que [%] = min{i; m (f(i)) < m(f)}, ou seja, temos que explodir 3 vezes para que
m (f(3)) < m(f). Com efeito, vamos comegar fazendo uma explosio da curva (f) na

origem da primeira carta
o(f) = XY - X' = X7 (V) — X7).

Logo, o divisor excepcional é Ey = (X1) e a transformada estrita é a curva (Y — X3).
Da Proposz'gdo (17) podemos observar que de fato, o cone tangente de (f(l)) continua
sendo (Y{) jd que s—n=11-3=8>n em (fV) =3 = m(f).

Agora vamos explodir (f(l)) na origem. Como s; = I (f(l),Yl) =8es;—n=5>n

sabemos que m (f(z)) =m (f) e o cone tangente é mantido. De fato,
o (fV) = X3v5 — X5 = X3 (Y5 — X3).

Neste caso, o divisor excepcional da curva é Ey = (X3) € a transformada estrita de
(f(l)) ¢ a curva dada por f? =Y} — X3. No prézimo passo, sy = I(f(z),Yg) =5e
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S —n =2 <mn, ou seja,
o (1) = X3V — X5 = X3 (v - X3)

com E3 = (X3) e f® =Y — X2 que satisfazm (fP) =2 <m(f) e (XZ) = (X37") ¢
seu cone tangente.
Abaizo listamos as curvas (f), (f(l)) , (f(z)) e (f(3)) com suas parametrizagoes de

Newton-Puiseux:
JEYPoXU fO=YPoXP [0 =YP-X) O =Y - X3

X =73 X =73 X =73 X =73
T=T1" T=T8 T=T° T=T"

Voltando ao primeiro passo da explosio de (f), veja que se tivéssemos considerado a

transformacao T aplicado a f obteriamos :
r(f) = VP - XTIV =y - XYY

cuja transformada estrita f =1 — X1Y® néo passa pela origem.

As Proposicoes e nos permitem concluir as seguintes informagoes sobre as
transformadas estritas f(V, ..., f@ em que ¢ = [ﬂ coms=1I(fY)ents.

Para 1 < i < ¢ — 1 temos que m (f¥) = m(f), I (fD,Y;) = I(f,Y)—i-m(f)e
I(f9,X;) =n.

Além disso, para i = ¢ temos m (f(q)) =1 (f(q),Y(I) =I(f,Y)—qm(f), I (f(q),Xq) =
n e o cone tangente de f(@ ¢ (qu(f’y)*q"> .

4.2 Resolucao de Singularidades

No contexto de germes de curvas analiticas planas, o processo de resolucao de sin-
gularidades consiste em transformar uma curva com singularidade isolada, digamos na
origem, em uma curva regular, por meio de uma sequéncia finita de explosoes num dado
ponto, ou ainda, através de um nimero finito de transformacgoes quadraticas.

O processo de resolucao de curvas em caracteristica zero foi obtido no final do século
XIX por volta de 1890, com contribui¢oes de L. Kronecker, M. Noether, A. Brill, entre
outros. A resolugao de superficies (sobre C) foi obtida no caso local por H. W. Jung (1908),
no caso global por R. J. Walker (1935). Numa abordagem mais algébrica O. Zariski em
1939 deu uma prova puramente algébrica da resolugao de superficies (caracteristica zero),
e em 1944 para a resolugao mergulhada de superficies e 3-folds. Em 1956, S. S. Abhyankar

provou a resolucao de superficies em caracteristica p > 0. E em 1964, H. Hironaka provou
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a resolugao (e a resolugdo mergulhada) para uma variedade algébrica qualquer sobre um
corpo de caracteristica zero.

Considere C' = (f) um germe de curva analitica plana irredutivel definida na origem
Oy = O de T, = C2. Fazendo a explosdao de C? em O, obtemos uma superficie T}, um
divisor excepcional E; C T} e uma transformada estrita C(!) que encontra E; num tnico
ponto O;. Agora fazemos a explosao de T} com centro em O;. Suponha indutivamente
que tenhamos construido uma superficie 7; contendo curvas E; para 0 < j <i—1 e uma
curva C'® que encontra F;_; em um tnico ponto O;. Entao a explosao de T; com centro
em O; nos fornece uma nova superficie 7;,; e uma aplicacao m; : T;11 — T;. Denotamos

) a transformada estrita de E](-i_l) se 7 <1, por F; a curva excepcional de m; e por

por EJ(Z
C(+1) g transformada estrita do ramo C'®. Como antes C'*t1) encontra E; em um tnico
ponto O;;.

E possivel provar que apos um namero finito de passos chegamos a uma curva regular.
Este processo é conhecido como resolucio de singularidades por explosdes. Se CV) ¢
regular, a projecao w : Ty — Ty é uma resolucao de C.

Para uma demonstracao dos Teoremas de Resolugao Canonica de Curvas e de Resolu-
¢ao Mergulhada de Curvas, que enunciamos abaixo, sugerimos por exemplo: [IT] (Capitulo

V, Proposition 3.8 e Theorem 3.9) e [17] (Theorem 3.3.1 e Theorem 3.4.4).

Teorema 4.10. (Resolu¢io canénica de curvas) Seja C' uma curva irredutivel em C2.
Entao existe uma sequéncia finita de transformagoes quadrdticas (com centros convenien-
tes)

CP=Ty+— T +—Ty+— ...« Ty

tais que a transformada estrita CN) de C' em T € regular.

O processo descrito anteriormente, embora sem interpretacao geométrica, se aplica
para o caso formal. O processo de resolugdo canoénica de um ramo (f) pode ser descrito
de uma maneira algoritmica, através dos seguintes passos:

Suponhamos f € C[[X, Y]] irredutivel de multiplicidade n, Y-regular e tal que n nao
divide s = I(f,Y). Vamos utilizar a notacdo f@ = o*(f0~1), parai=1,...,q¢ = [ﬂ e
porn’ =m (f(q)) . Pela Proposicao n' < n.

Se n’ = 1 encerramos o processo. Caso contrario, se n’ > 1, sendo f irredutivel, pela
Proposicao temos que o*(f) é irredutivel. Agora aplicando a Proposigao (f@) e
uma curva de multiplicidade n’ com cone tangente (X, ). Denotemos s’ = I (f9,X,) e
por ¢ = [Z—l,} . Se ¢ for um maltiplo de n’ entao do Lema existe um automorfismo ¢
de C[[X, Y]] tal que I(¢(f@), X,) ndo é multiplo de n. Vamos ainda denotar por ¢ (f(?)
por f@ e I(¢(f9),X,) = s Definimos fUtd = (@) e flati) = 7*(fla+i=V) para
j=1,....q.

Sen” = m(f@*+4)) = 1, paramos o processo. Caso contrario, a Proposi(;éoitem (1i1)

. ! , L . . .
nos diz que f(479) ¢ uma série Y, -regular de ordem s” — n”, e prosseguimos aplicando
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o*. Note que este processo estaciona, uma vez que as multiplicidades sao decrescentes e
do fato de que o* ou 7* aplicadas nas séries, com as condig¢oes acima, resulta em curvas

irredutiveis. Este processo nos levara a uma curva ( fN )) regular.

Definigao 4.11. A resolug¢iao canédnica de uma curva algebroide plana irredutivel (f),

determina a sequinte sequéncia numérica chamada sequéncia de multiplicidades de f
m(f) 2 m (f0) = 2 m (7O0) = 1,

que denotaremos (m (f),m (f(l)) R 07} (f(N))) )

Exemplo 4.12. Vamos determinar a resolu¢ao canonica e a sequéncia de multiplicidades
da curva em C[[X,Y]] definida por f(X,Y) =Y* —2X3V? —4X5Y + X6 — X7, Temos
que (f) € uma curva singular irredutivel, Y -reqular de multiplicidade 4, cone tangente
(Y4 es=1I(f,Y)=6. Como4=m(f) 16 explodindo [$] =1 vez na primeira carta a

multiplicidade de fV) serd menor que m(f). De fato,

o(f) = f(X,XaV1) = X1V = 2X0Y7 — 4XPY) + X7 — X|
= XHY!P—2X VP —4XEY 4+ XE - XD,

Temos By = (X1) e fV = Y'—2X,Y? —4X7Y1 + X7 — X3, Veja que m (fV) =2 < m(f)
e o cone tangente de f é (X?). Entretanto, sy —m (f) = I (f, X1) —m (fV) =
4-2=2=m(fM), logo pela Proposig:do (17) nem (X3) nem (Y3) sao retas tangentes
de f@, na verdade considerando 7(Xy,Ys) = (X2Ys,Ys) temos:

T(fV) = X3VF - X3VP - 2X0Y5 — AX3VS 4+ Y
= Y5 (X~ X5Ye - 2X0Ys — 4X5Ys + V7).

em que f? = X2 —2XoYo + Y7 — X3Y, — 4X2Ys = (X — Y2)? — X3Ys — 4X2Y,, ou seja,
(X5 —Y3) € a reta tangente a curva f®.

Com o propdsito de utilizar a Proposi¢aol.§ que nos dd o nimero de passos necessdrios
na explosao para que a multiplicidade da curva diminua, vamos utilizar o Lemal[{.7, deter-
minando um automorfismo ¢ : C[[X,Y]] — C[[X,Y]] de modo que I (¢ (fV),X1) nao
seja maultiplo de m (f(l)) = 2. Veja que ¢ (f(l)) permanece na mesma classe de equivalén-
cia da curva (fV). Da prova do Lema basta tomarmos ¢(X1,Yy) = (X1 + Y2, V7).

Assim,
X +YEY) = X?2— X —4X?Y; — 3X2Y2 —8X Y — 3X, Y, — 4y — V5.

Com um certo abuso de notacdo passamos a denotar fO (X, +Y2, Y1) por fM (X1, V7).
Vamos explodir a transformada total 7 (f) = By U (fO)) .
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Aplicando a transformacao T duas vezes pois I (f(l),Xl) =5e [g] = 2 temos:

T(E1) = XpY),
T(fV) = Y2 (X5 —4X3Y, — 8X,Y) — X3, — 4Y5 — 3XJV) — 33X,V - V3.

Logo, o divisor excepcional Ey = (Y3) e as transformadas estritas de E; e (f(l)) 5a0

respectivamente: Efl) =(Xy) e

@ = X2 - 4X2Y, — 8X,Y2 — X3Y, — 4YP — 3X2Y}? — 3X,Y) — Vi
Finalmente, T (EP) =X3Y;, 7(Ey)=Ys=Y;-1e
T(fP) = Y7 (X3 —4X]Ys — 8X,Y; — XJYY — 4Ys — 3X3YY — 3XaY) — V7).
Assim By = (Y3), EY = (1), B = (X3) e
O = —4Vy — V2 + X2 — 8X3Y;3 — 4X2Y; — 3X3Y) — 3X2VE — XY,
A curva definida por f®) é uma curva reqular e portanto a sequéncia de multiplicidades
de (f) €(4,2,2,1).

As figuras abaizo representam o traco real das curvas (f(i)) obtidas em cada etapa

desse processo.

\

(c) Trago real de (f). (d) Trago real de (f(V).

— ——

AN

(e) Trago real de (f®). (f) Traco real de (f*)).
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Vamos agora definir o que se entende por resolugao mergulhada de uma curva.

Definicao 4.13. Dizemos que uma colecao de curvas em uma superficie reqular S tem
cruzamentos normais, se cada curva da colegao € reqular, quaisquer duas curvas Sao

transversais e nao existem trés curvas se interceptando num mesmo ponto.

Definicao 4.14. Seja C' uma curva contida em uma superficie reqular S e P um ponto
singular de C. Uma resolucao mergulhada de C' € uma resolugao m : T — S tal que se
E = 77Y(P) entao m induz um isomorfismo, também denotado por w, de T\ E — S\{P}
satisfazendo que a colecio m=(C) das curvas possuem cruzamentos normais. As curvas

desta colegao sao as curvas excepcionais de m e as componentes da transformada estrita

de C.

Qualquer curva plana admite uma resolugao mergulhada.

Teorema 4.15. (Resolugao Mergulhada de Curvas) Seja C' uma curva plana ir-
redutivel em Ty = C2. Entao existe uma sequéncia finita de transformacoes quadrdticas
C?=Ty+— Ty +— Ty +— ... +— Ty tais que se 7 : Ty — Ty € sua composicdo, entio

a imagem inversa total 71'_1(0) PossuL cruzamentos normais.

Definicao 4.16. Uma resolucao mergulhada w € dita minimal se a resolucao com cru-
zamentos normais foi obtida no menor nimero de explosoes, ou seja, € “minimal” com

respeito as resolucoes com esta propriedade.

Uma maneira combinatéria de apresentar o processo de resolucao de singularidades
de uma curva é através do seu grafo dual. Um grafo I' consiste num conjunto de pontos
V; chamados vértices e um conjunto de arestas ligando um par de vértices. Considere
7wy T — Ty uma resolu¢ao mergulhada de C' que sempre vamos considerar minimal.
Considere os divisores excepcionais F; para 0 < i < N e as transformadas estritas C’](-N)

em TN-

Defini¢ao 4.17. Com a notagdo introduzida acima, definimos o grafo dual T'(C) da

resolucao mergulhada minimal wn como sendo um grafo abstrato em que:
(a) cada vértice de I'(C') representa uma curva E;

(b) dois vértices sao conectados por uma aresta se, e somente se, as curvas representadas
por eles se intersectam.

No grafo dual T'(C') vamos representar a transformada estrita de C' em Tx por uma
flecha no vértice de T'(C') que representa a inica componente do divisor excepcional de Ty

que ela intersecta.

Exemplo 4.18. Vamos determinar o grafo dual associado d resolu¢cao mergulhada mi-

nimal da curva (f) em que f =Y* — X3 cujo cone tangente é (X3). Para simplificar a
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nota¢ao vamos utilizar para todas as explosoes, coordenadas (X,Y). Como I(f,X) =4 e

3t 4 entdo vamos explodir [%} = 1 vez na sequnda carta

(f) = f(XY,Y) =YY — X?).

Assim, By = (Y) e f0) =Y — X3, Observe que f1) ¢ uma curva reqular, entretanto f™)

e E1 possuem a mesma reta tangente (nao sao transversais), ou ainda, I (f(l), El) = 3.

Continuamos o processo explodindo [%] = 3 vezes na primeira carta:

o(E))=XY e o(fM)=X(Y-X?).
Logo, EY = (Y), By = (X) e f® =Y — X2 Novamente,
o (EE)) XY, 0(E) =X 1 ¢ o(f®) =X -X).
Ou seja, Ef) = (), BV = (1), By =(X) e f® =Y — X. E finalmente
o (Ef’) = XY, o(Bs) =X-1 ¢ o(f®) =X 1)

Portanto, B = (Y), E{) = (1), By =(X) e f® =Y — 1.
Deste modo todas as curvas da imagem inversa total 7= (f) possuem cruzamentos
normais.

O grafo dual da resolugiao merqulhada minimal de (f) €

Figura 4.1: Grafo dual da resolugao de (f).
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CAPITULO 5

RAIZES APROXIMADAS DE CURVAS

Todos os conceitos e resultados apresentados anteriormente vao servir de suporte para
o objetivo deste trabalho que ¢ o estudo de raizes aproximadas especiais de uma dada
curva plana, chamadas raizes aproximadas caracteristicas. Estas raizes sao, num certo
sentido, aproximagoes da curva e tém sido foco de interesse de véarios pesquisadores que
em especial destacamos: [1], [3], [], [9], [10], [14], entre outros. As principais referéncias
para este capitulo sao [10], [I4] e [I5]. Iniciamos introduzindo os conceitos de raizes
aproximadas e semirraizes. Em seguida definimos as raizes caracteristicas de uma curva e
analisamos o processo de resolucao mergulhada da curva e de quaisquer semirraizes dela,

que em particular incluem as raizes caracteristicas.

5.1 Raizes Aproximadas

Num contexto mais geral vamos estudar as raizes aproximadas de um polinémio e
demonstrar algumas de suas propriedades.

Seja A um anel comutativo com unidade, sem divisores de zero. Denotaremos por
AlY] o anel dos polinémios com coeficientes em A na indeterminada Y. Se P € A[Y],
denotaremos por d(P) o seu grau.

Dado um polinémio P € A[Y] moénico de grau n e r um divisor de n, podemos
perguntar se é possivel obter @) € A[Y] tal que P = Q"7 ou seja, existe uma “raiz
exata” de ordem r do polindmio P? Em geral esta pergunta nao tem solugao. Uma outra
abordagem seria buscar uma melhor aproximacao @) € A[Y| para a igualdade P = ", no
sentido de que P — Q" seja um polindmio com o menor grau possivel. Nem sempre tal
polinémio () vai existir, todavia vamos dar algumas condi¢oes que garantem a existéncia

e unicidade de tal polindémio.
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Proposigao 5.1. Sejam P € A[Y]| monico e r € N* um diwvisor de d(P) = n, com r
inversivel em A. Entdo existe um unico polindmio monico QQ € AlY] tal que

ap— Q< dp) — 12

Demonstragao. Considere P = Y™ + o Y™ ! + ... + a,, com «; € A. Observe que se
um tal polinomio () existir satisfazendo a condigao desejada entao d(Q)) = %. De fato,
sabemos que d(P — Q") < max{d(P),d(Q")}. Se d(P — Q") < d(P) — @ < d(P) entao
d(P) = d(Q"), caso contrario se d(P) < d(Q") entao d(P — Q") = d(Q") o que contradiz
o fato de d(P — Q") < d(P). Analogamente no outro caso. Logo, d(Q) =2

I

Considere
Q=YY" —i—alY%_l—i—---—i—a%. (5.1)
Supondo que @ satisfaz a condigao d(P — Q") < d(P) — @ entdo os coeficientes de
Y™, Y"1 . Y™ % do polindémio Q" sdo todos nulos. Isto nos da o seguinte sistema de
equacoes:
ap = ra (5.2)
r 2
Qg = Tag -+ aq
2
i1 i i n
ap = rag+ Z Ciypip @Y 05 ), 1<k < =

i1+2ig++(k—1)ixg_1=k

onde ¢;, 4, , sao obtidos a partir do desenvolvimento do binémio de Newton e sao apre-

sentados a seguir:

- r (i1 +dp 4+ -+ ip_y)!
Cil,...,ik,1 - . . ) . | .
i+ -+ i1 210 Up—1!

Sendo r inversivel em A podemos determinar sucessivamente ai,as,...,an € assim
™

obter uma tunica solucao para o sistema acima. Da existéncia e unicidade dos coefici-
entes aq,...,an, que dependem apenas dos coeficientes a4, ..., an, temos a existéncia e
T s

unicidade do polinémio Q). O

Defini¢ao 5.2. Sejam A um anel, P € A[Y] monico de grau n e r € N* um divisor de
n com r inversivel em A. O unico polinémio ) obtido na proposicao anterior € dita a

r-raiz aproxzimada de P, denotado por v/ P.

Exemplo 5.3. (a) Seja P =Y" + a,Y" ! + .-+, € A[Y] monico de graun. Sen é

inversivel em A entao da demonstra¢io da Proposicao (5.1 temos que a n-raiz aprozimada
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de P ¢
VP=Y +ai=Y + 2
n

E de seque que VP = P, ou seja, a 1-raiz aprozimada de P é ele mesmo.
(b) Considere P = Y* + X?Y3 — (X +1)Y + X* — 1 € C[[X]][Y]. Vamos determinar a

4-raiz e a 2-raiz aprorimada deste polinémio. Por (a) temos que a 4-raiz aproximada de P
éEvVP=Y + XTQ. Determinar a 2-raiz aprorimada de P pela Proposi¢ao € equivalente
a determinar um polinémio Q = Y?* 4+ a1Y + az € C[[X]][Y] cujos coeficientes satisfazem
(5.9). Comoay = X2 ay; =0, a3 =X —1eay=X"—1 temos que 2a; = X? e

2a9 —i—a% = 0. Logo a; = XTQ e ay = —%4 e portanto
X? X4
\Z/ﬁ:Q:YerTY—?.

Observe que

X2 X4 2
P—@Q* = Y4+X2Y3—(X+1)Y+X4—1—<Y2+—Y——)

2 8
X6 X8
= [ - X-1|]Y+X'—1-"—

( 8 ) * 64

que satisfaz d(P — Q*) =1 < d(P) — @.

Na proposi¢ao a seguir provamos uma propriedade que justifica a escolha da notacao

de raiz.

Proposicao 5.4. Sejam P € A[Y]| ménico de grau n e r,s € N* inversiveis em A tais

que r e s sejam diwisores de n. Entio v/ /P = ~/P.

Demonstragio. Denotemos Q = V/P e R = /Q. Por definicio d(R) = d(SQ) = dff?.
Considerando S = ) — R?® segue da definicao de R que
s (@ d(P d(P
d(S)=d(Q — R’) <d(Q) — ( ): ( )— ( ) (5.3)

S r rs

r

Temos ainda, P— Q" =P — (R°+S)"=P—R" - > ( ]: )SkRS(T_k), donde segue
k=1
que

P-R*=P-Q +)_ ( ; >S’“Rs(’""“). (5.4)
k=1
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Além disso, de ((5.3) obtemos:

d(S*RUM) = kd(S)+ s(r — k)d(R) < k d<f ) _ dif)) + s(r — k) 53)
= ap) k) < ypy - 1) (55)

pois k > 1.

Assim temos de (5.4) e (5.5)) que

d(P—R"™) < max{d(P—Q"),d(S*R™™), com1<k<r}

d(P)

A(P) - -

< max {d(P) -

Portanto, R = v/Q = v/v/P = V/P. O
>

No resultado a seguir vamos considerar P, @ € A[Y] monicos e portanto d(P),d(Q)
1. Assim podemos aplicar recursivamente o algoritmo da divisao de modo a obter uma

decomposi¢ao de P em termos de Q).
Proposicao 5.5. Dados P e Q) em A[Y] moénicos com @ # 0, existe uma unica expansao
do tipo:
P=ay@Q +aQ '+ +a,,
onde ag, ...,as € A[Y], com a; =0 ou d(a;) < d(Q) para todo i € {0,...,s}.

Demonstragao. Pelo algoritmo da divisao, se d(P) < d(Q) entao P =0-Q + P, ou seja,
ap=0,s=1ea; = P. Se d(P) > d(Q) entao

P = 5,Q+ Ry, (5.6)

em que Ry = 0 ou d(Ry) < d(Q). Se d(Sp) < d(Q) o processo para. Caso contrario,
efetuamos a divisao de Sy por @, obtendo Sy = S1Q + Ry com Ry = 0 ou d(R;) < d(Q).
Prosseguimos assim até obtermos para um indice s — 2 que Sy 5 = Ss 1@ + Rs_1 com
d(Ss-1) < d(Q) e Rs—1 = 0oud(Rs—1) < d(Q). Substituindo recursivamente as expressoes
de Sy, ..., 9 2 na Equagao obtemos

P = (51Q+R)Q+ Ry =951Q* + RiQ + Ry
= (52Q + R2)Q2 + RiQ + Ry = $2Q° + Ro@Q® + R1Q + Ry
= SQ° + R1Q 7+ R 0@ P+ 4+ Re@Q* 4+ RiQ + Ry,

onde Ry, Ry,...,Rs_1,Rs :=Ss_1 € A[Y], com R; =0 ou d(R;) < d(Q) parai=0,...,s.

A unicidade segue do processo de divisao. O]
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Defini¢ao 5.6. Dados P,Q € A[Y] monicos com Q # 0, definimos a Q-expansio de P

pela inica expansao de P na forma:
P=aQ +amQ ™+ +a, (5.7)

onde ag, . ..,as € AlY] e a; =0 ou d(a;) < d(Q) para todo i € {0,...,s}.

Proposicao 5.7. Dados P,Q € A[Y]| moénicos, consideremos a Q-expansao de P como

em . Sao vdlidas as sequintes afirmagoes:
(i) d(a; Q") > d(a;Q*77) sei < j, com a;,a; # 0;
.. _ a7 .
(i) s = [d(@)] 7
(111) ap =1 se, e somente se, d(Q) | d(P). Mais ainda, se s for inversivel em A, a; =0
se, e somente se, Q = v/P.

Demonstragao. (i) Como a;,a; # 0 e d(Q) > 1 pois () é monico temos que

(@, Q") = d(a; Q) = d(a;) + (s — 1)d(Q) — d(a;) — (s — j)d(Q)
= d(a;) = d(a;) + (5 = 1)d(Q) > 0,

pois j > i e d(a;) < d(Q) < (j — )d(Q).
(i1) Seja P = apQ® + a1Q* ' + - - + a,. Pelo item (i) temos que

d(P) = d(aoQ”) = d(ao) + 5d(Q),

com d(ap) < d(Q). Portanto s = [%] :
(731) Supondo ag = 1, por (i7) temos d(P) = sd(Q). Portanto d(Q) | d(P).
Reciprocamente suponha que d(Q) | d(P). Vamos mostrar primeiramente que ag é
monico. Suponha ag = Y + ;Y™ L+t ¢ €A, i =0,...,7r, com ¢y # 0. Dessa
forma agQ® = ¢ Y 4@ ... . Como ¢, é o coeficiente lider da Q-expansao de P, segue de
(5.7) e do fato de P ser monico que ¢y = 1. Pelo item (i) temos que d(P) = d(ag) + sd(Q)
com d(ap) < d(Q), isto &, d(ap) € o resto da divisdo de d(P) por d(Q). Como por hipotese
d(Q) | d(P), concluimos que d(ag) = 0 portanto ag = 1.
Suponhamos agora que ay = 1 e a; = 0. Vamos provar que @ = v/P. Por hipotese
d(P) = sd(Q) entao

A@:Q°2) = d(m) + (s~ 2)d(Q) < d(Q) + (s~ 2)d(Q)
= (s~ 1)(Q) = d(P) — d(Q) = d(P) -

Logo, P — Q° = asQ* % + -+ + as e d(P — Q°) = d(aQ*?) < d(P) — @. Portanto
Q= VP.
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Reciprocamente, suponha Q = v/P, ou seja, d(P —Q°) <d(P) - @'
Como P — Q° = a1Q* ' + asQ* % + --- + a, e por (i) temos d(a;Q*™") > d(aﬂQsﬁ)

para ¢ < j, entao se a; # 0

dP-Q) = daQ ) =d(a)+ (s — 1)d(Q)
= d(ar) +d(P) —d(Q) = d(ar) + d(P) —

o que é uma contradicao. Portanto a; = 0. O]

Exemplo 5.8. Retornemos ao Exemplo item (b) e consideremos Q = Y? — 1. Temos

que a QQ-expansao de P €
P=Q*+ (X’Y +2)Q+ (X* - X - 1)Y + X*.
Se considerarmos o polindmio R = Y3 temos que a R-expansio de P ¢
P=Y+X)R+(-X-1)Y +X*'—1.

Note que € possivel determinar a Q-expansao do polinémio P qualquer que seja @), entre-
tanto para garantir a propriedade (iii) da proposicao anterior é essencial que o grau de

Q seja um divisor do grau de P.

O proximo resultado nos permitird obter um algoritmo para determinar uma raiz

aproximada.

Definig¢ao 5.9. Sejam P,Q € A[Y| ménicos com d(Q) | d(P) e considere a Q-expansdo de

P dada por P = Q*+a1Q* '+ -+a, com s = % e d(a;) < d(Q) para todoi=1,...,s.

Vamos supor que s seja inversivel em A. Definimos o operador de Tschirnhausen Tp

de P pela expressao:
1
TP(Q) = Q + gal.
Denotaremos por T{D(Q) a iterada de Tp, j-vezes aplicada a Q).
Lema 5.10. Temos que d(m5(Q)) = d(Q).
d(p)

Demonstra¢ao. Como estamos assumindo P, Q € A[Y] monicos e s = Q) inversivel em

A entao a (Q-expansao de P pode ser dada da forma:
P:QS+G1Q5_1++QS

com d(ax) < d(Q) para k = 1,...,s. Assim 7p(Q) = Q + % satisfaz d(7,(Q)) = d(Q).

Agora a 7p(Q)-expansao de P também ¢ da forma:

P o= (1p(Q) +an(mp(@) "+t an,
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com d(ay ) < d(1,(Q)) =d(Q) para k =1,...,s, pois s = % = d(i(f(g)). Logo, 73(Q) =
p(Q)+ 4t = Q+al+% e portanto d(72(Q)) = d(Q). E assim sucessivamente, a 75 (Q)-

expansao de P,

s—1

P = (7—1]'3_1(@))8 + aj-1,1 (lej_l(Q)) +e aj—1,s,

com d(a;j—1x) < d(Q) para k=1,...,s e assim

j i—1 aj—1,1 ap+ay+-- -+ a1
Q=@+ =g+ s

Por construcio, d(15(Q)) = d(Q) ja que d(a;,) < d(Q) para todo I =1,... 5 — 1. O

Exemplo 5.11. Seja P =Y" + a,Y" ' + .-+ a, € A[Y] com n inversivel em A. Veja
que essa € a 'Y -expansio de P. Assim tp(Y) =Y + %al = /P. Essa iltima igualdade foi
mostrada no Exemplo [5.5,

A préxima proposicao generaliza o resultado apresentado neste exemplo.

Proposigao 5.12. Sejam P € A[Y] ménico e r um nimero natural inversivel em A tal
que 7 | d(P). Entao, para todo Q € A]Y| monico com d(Q) = d(T—P) temos que

Demonstragio. Sejam Q € A[Y] monico com d(Q) = 2E). Pela Proposicao [5.7] item (iid)

r

segue que a (J-expansao de P é da forma:
P=Q +amQ '+ +a,

ou seja, ap = 1 com d(a;) < d(Q) para i = 1,...,r. Sendo assim temos dois casos a
considerar:
(1) Se a; = 0 temos que 7p(Q) = Q. E claramente pela Proposigao (1ii) Tp(Q) € a

d(P)

r-raiz aproximada de P. Assim 7," (Q) = Q = v/P.

(i) Se ay # 0 considere para k fixado a 75(Q)-expansdo de P dada por:

P = (TIf(Q))T + ag (Tg(Q))hl +oee T Ak (5.8)

em que d(ax;) < d (TI’f(Q)) = d(Q) parai = 1,...,r. Vamos mostrar que se a;; # 0 entdo
d(CLLl) < d(CLl).
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(1) Como ag = 1 temos
P = iaQTl:Qr+a Q”+iaQ’”l+i : a—llQ”—i ’ a—llQ’"’l
1=0 l 1 1=2 l S\ S\
T 1 T T l
_ (o r—1 T\ 4 e r=t "YU or-t
- (@ caa+ 3 () e )+l§_;al@ > ())e

=2
l

= (@ _) +ZalQ” fj(r)i—iéf‘l. (5.9)
Logo,

T T l
P-7mp(@Q) =) aQ ™" - Z( ; )%Qr‘l. (5.10)

1=2 =2

(2) Temos d (,Q"™") < (r — 1)d(Q) para [ > 2. Com efeito,

d(@Q™) = dla)+(r = Dd(Q) <d(@Q)+ (r = Dd(Q)
< Q)+ (r=2)d(Q) = (r—1)d(Q).

(3) Segue que d (allQT_l) =l-dla)+ (r=0dQ) <1-dQ)+ (r—0d(Q) =r-(Q).

(4) Sejam as 7p(Q)-expansdes de ¢;Q" ! e de a;'Q"! dadas por:

S ]
aQ ' =3 e (tp(Q)" e ajlQ = Z can(Tr(Q))1 ", (5.11)

7=0
onde l =2,...,r, 5 = [d(aer Z)} [ (a;;QC;)Z)} (er;) < @ para todos para todo

j=0,....,55eh=0,....t; ed(cu) < ( , pois d(7p(Q)) = d(Q) = @. Por (2) e (3)

temos que s; <r—2et; <r—1,jaque s = [d((‘f}?(TQ)l))} < d(aég)_l)

< r—1. Analogamente

no outro caso.

(5) Substituindo as Equagoes (5.11]) na Equacao (5.10]) obtemos:

Poml@ =33 astrr(@) -3 () F @ 612

=2 j=0 =2 h=0

Como a 7p(Q)-expansdo de P é dada por P = Y a1 4(7p(Q))"™" em que a1 = 1,
h=0

entao igualando a expressao de P—7p(Q)" (na TP(Q)—e;(panséo de P) e a Expressao (5.12))

obtemos:
r K . r 1 t; r
S entrr@) = 3 (1) 5 enrn(@) " = S anntrr(@)r
=2 j=0 =2 h=0 h=1
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Como s; <r—2, t; <r —1 e segue de (5.11)) que para todo [ tal que ¢, = r — 1 entdo da

expressao acima o coeficiente a; 1 de 7p(Q)" ! é dado por:

- r\ a,
ag=- Y. <l>r—f (5.13)

t;=r—1

Agora vamos mostrar que para todo | € {2,...,r} tal que t{;, = r — 1 temos que
d(Cl’o) < d(al).
Da Equagao (5.11)) temos que d(a,'Q"~") = d(c;07p(Q)"). Desta forma, para t; = r—1

d(cro) =1-d(ar) + (r = 1)d(Q) — d(tp(Q)") =1 - d(a;y) + (1 — 1)d(Q).
Como [ > 2 temos (I —2)d(a1) < (I —2)d(Q), ou seja,
d(cro) = ld(ar) = 1d(Q) + d(Q) < 2d(ar) — d(Q) = d(ar) + (d(ar) — d(Q)) < d(ay).

Concluimos assim de (5.13) que d(a;1) < d(ay).
d(P)
Observe que se a;,; = 0 entdao 74(Q) = 7p(Q), em particular 7," (Q) = 7p(Q) = v/P
pela Proposicao [5.7]

Se ay 1 # 0 como d(ay) > d(ay;) temos que a cada iterada obtemos d(ay) > d(ay,) >
d(agy) > --- e portanto, existe j com 1 < j < d(ay) tal que d(a;;) = 0. Assim neces-
sariamente para j = d(a;) + 1 temos que o coeficiente aq(g,)+1,1 = 0. Mas d(a;) +1 <

a(P)
dQ)+1= @ + 1, ou seja, no maximo em 7," (Q)-expansao de P temos aawr) ;, = 0.

T

Logo,

d(P) T d(P) r—2
P - (TPT <Q>> = Qap) 5 (TPT (Q)) tootaan

o que implica d (p _ (T,ff ) (Q))T) < (r—1)d (nfff ) (Q)) — (r— 1)d(Q) = d(P) —
aw) m

T

Exemplo 5.13. (a) Como no Ezemplo[5.8, se P =Y*+ X?Y? — (X +1)Y + X* -1 ¢
Q =Y? —1 temos que a Q-expansdio de P ¢é

P=Q*+ (X?Y +2)Q + (X* - X —1)Y + X"

Logo, 7p(Q) = Q + % =Y?24 XTZY Pela Proposicao VP = 13(Q).

Para calcularmos 73(Q) temos que obter a 7p(Q)-expansao de P, a qual é dada por:

6

P=1(Q)? - “7p(Q) + (%—X—1)Y+X4—1.
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Assim, 72(Q) = 7p(Q) — %4 =Y?+ XTQY — %4 = /P, verificando o resultado jd obtido

no Exemplo (b).
(b) Consideremos f € C[[X]|[Y] dada por

fX,)Y) = V¥4 (—4X?)YO + (—=8X°)Y® + (6X° — 26X")Y* + (16X° — 24X7)V?
+(36X10 — 20X —4X?)Y? + (—8XM —8X P + 16X 2)Y
(X - X 421 XM 46X,

Vamos determinar todas as raizes aprorimadas de f.
A 1-raiz aprozimada de f € ela prépria e /f =Y.
FEscolhendo o polinémio Q = Y? temos pela Proposigdo que /f =77 (Y?). Assim

a Q-expansao de f € dada por:

fXY) = Q'+ (—4X°) Q° + (—8X°Y + 6X° — 26X") @
+(16X°Y — 24X°Y 4+ 36X" — 20X —4X%)Q
+(—8XM —8X 1 16X 1)y + X2 — X 21 XM 46X

Entao, 74 (Q) = Q + *fg =Y? - X3 A 74 (Q)-expansio de f € dada por:

FXY) = 7 (Q)" + (=8X°Y — 26X7) 74 (Q)* + (—24X°Y — 16X — 20X™) 7 (Q)
+ (—8X" —8X®) Y + 16X " + XM — X",

Como o coeficiente de 7; (Q)* € zero temos que
VE=7@Q) =7(Q) =Y - X"

Para determinar /f escolhemos o polinomio R = Y*. Pela Proposig&o Jf= T;}(R).
A R-expansao de [ €

fX)Y) = R+ (—4X°Y? - 8X°Y +6X° - 26X") R+ (16X° — 24X°) V?
+ (36X — 20X " —4X") Y2 4 (—8X" —8X " + 16X 1*)Y
+X12 o X15 + 21X14 + 6X13.

Entao,

—4X3Y? - 8X5Y +6X°0 — 26X7 B

5 Y4 —2X3Y? - 4X°Y +3X% —13X7.

Tf(R):Y4—|—
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E a 17 (R)-expansao de f €

FXY) = 14 (R)?—4X%7; (R) + (—24X") YV + (—32X'0 — 20X ™) Y2
— (88X " +8X") Y +4X" 4+ 32X " — 148X — X1,

Assim, 77(R) = 75(R) + = X — vy - 2X3Y? - 4XOY + XO — 13X7. A 77 (R)-expansao
de f € dada por:

f=(72(R))* — 24X°Y3 — 32X0Y2 _ (88X!2 + 8X13) YV 4 32X — 148X M — X5,
f
Como o coeficiente de T]%(R) ¢ zero, seque da Proposicao (i) que
Vf=1HR)=Y"-2X%Y? —4X°V + X° - 13X".

Proposigao 5.14. Sejam P = > o;Y"" € A[X, ..., X,,]|[Y] monico de grau totaln er
i=0
um dwisor de n inversivel em A. Entao o grau total da r-raiz aprozimada de P é .

Demonstra¢ao. Como na Equacao (5.1)) escrevemos a r-raiz aproximada de P por

Q=Y"+aY "+ +ax,

onde oy, = rax + > cih,_ik_la?a? . --aZ’“jf com a € A[Xy,...,X,,] para
i1+2’i2+~~+(k71)ik,1=k‘
k=1,...,%
Mostraremos por indugao que d(ax) < k para todo k.
Comecemos observando que como o grau total de P é n devemos ter d(a;Y"™%) < n.
Assim d(«;) < i. Para k = 1 segue de (5.2) que a1 = ray, logo d(a;) = d(a;) < 1.

Suponhamos que o resultado seja valido para k — 1, isto é, d(ax_1) < k — 1. Veja que

dlay) = d (% - > Ciy, iy 01 05 - -aﬁj‘f)
i1+2i2+---+(k71)ik71=k
S max{d(ozk), ild(al) + igd(GQ) + -+ ik,ld(ak,l)}
< max{d(ag),i; + 2is + - -+ + (k — 1)ig—1} = max{d(ax), k} < k.

]

n .
Corolario 5.15. Sejam P = > a,Y" " € A[Xy,..., X,u][Y] monico com o; homogéneo
i=0
de grav i, Vi = 1,...,n e r wm divisor de n, inversivel em A. Entdo se Q = Y7+ +
Yt an € ar-raiz aproximada de P, tem-se que a; € homogéneo de grau i para
todoi=1,...,%2

P

Proposigao 5.16. Sejam P = > o;Y" " € A[[X},..., X,,]][Y] ménico com m(a;) > 1
i=0
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para todo i € {1,...,n} e r um divisor de n, inversivel em A. Entdo, se Q = Y7 +
aYr 4 ax € a r-raiz aprozimada de P, com aj, € Al[X1, ..., Xn]] tem-se que
m(ag) > k para todo k =1,... 2.

r

Demonstra¢ao. Vamos provar o resultado por inducdo. Para k = 1 temos m(a;) =
m(ap) > 1. Suponhamos que o resultado ¢ valido para k —1 € {2,...,2}. Observe que
m(ak) = m % - Z Ciy,...ip 1ai11aé2 o 'ai:kill
. i _

i14+2ig+ A+ (k—1)ig_1=Fk
max{m(ag),iym(a;) + iom(as) + -+ + ig_1m(ar_1)}

> max{m(ay),i; + 2is + -+ +ip_1(k — 1)} = max{m(ay),k} > k.

v

[]

Segue deste resultado que se P é um polinémio de Weierstrass entdo v/ P também o é.

5.2 Semirraiz

O objetivo deste trabalho é o estudo de semirraizes de uma dada curva plana, em
particular as que fazem parte de uma classe de raizes aproximadas, chamadas raizes
caracteristicas.

Essas raizes satisfazem propriedades interessantes. Popescu-Pampu em [14] define se-
mirraiz justamente como polinémios em C[[X]|[Y] que satisfazem uma destas proprieda-
des das raizes caracteristicas, obtendo assim resultados num contexto mais geral. Vamos
apresentar os resultados em K[[X]][Y] e quando abordarmos resolugao de singularidades
vamos nos restringir as curvas analiticas.

Considere K um corpo algebricamente fechado de caracteristica zero e
f=YN 4o (X)YN 4 an(X) € K[[X]][Y] (5.14)

irredutivel, a;(0) = 0 e m(a;) > i, parai =1,..., N. Veja que f é regular em Y de ordem
N e vamos supor que a multiplicidade de f é n. Observe que nao estamos necessariamente
em coordenadas genéricas, ou seja, N = n (ver Segao .

O semigrupo do ramo (f) sera denotado por S(f) = (Vg,...,Vq), onde G é o género
de S(f) e sejam Ey, ..., Eg os inteiros caracteristicos (Definicao [3.24).

Defini¢ao 5.17. Um polinémio q, € K[[X]][Y] € uma k-semirraiz de f se g, é monico,
d(gr) = 5= e I(f, ) = Vi1

Vamos provar um lema técnico que sera ttil posteriormente.
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Lema 5.18. Sejam qx uma k-semirraiz de f el,h € K[[X]][Y] com d(l),d(h) < Eﬁk Entao
I(f,1q.) # I(f, hqi) para todos 1,5 € {1,..., Niy1}, comi # j em que Ngiq =

Epy1”

Demonstracao. Analogamente ao resultado da Proposicao (77) temos NNy -+« Ny =
5—2 = % e assim d(l),d(h) < Eﬂk = N1 Ny - - - Nj. Logo, do Teorema item (77) aplicado
neste caso, temos que vf(l) = I(f,1) e vs(h) = I(f,h) pertencem a (Vj,..., V). Logo,
I(f,1) e I(f, h) sdo divisiveis por Ej, = mdc(Vp,...,V;) (Proposigio [3.25)).

Suponha que existam 0 < i < j < Ny tais que I(f,1g}) = I(f, hqi). Entao, I(f,q.)—
I(f,q)) = I(f,h) = I(f,1). Ouseja, (i —5)I(f,q) = I(f,h) = I(f,1). Assim, por defini¢io

de semirraiz,

(i_j)‘/;c+1 :](fah)_](fvl)

e como Ey | (I(f,h) —I(f,1)) segue que existe A tal que (i — j)Vii1 = AEj. Portanto
. AV
<Z _]>Elliill - /\Ek 1 )\Nk'H
Como Eyy1 = mde(Viyq, By) e

Niy1 | (i — 7). O que é uma contradlgzao, pois 0 < i — 7 < Npi1. ]

Proposicao 5.19. Seja | € K[[X]][Y] monico com d(l) = Eﬂk e I(f,1) > NyVi. Se h é

uma (k — 1)-semirraiz de f entdo 7;(h) € uma (k — 1)-semirraiz de f.

Demonstragao. Por hipotese h ¢ uma (k — 1)-semirraiz de f. Logo d(h) = % e pelo
Lema |5.10} d(7;(h)) = d(h) = %
Agora observemos que % = Eg L = N logo d(h) | d(I), assim podemos escrever a

h-expansao de [ da seguinte forma:
[ =hNe 4 a BNt 4 an,

com d(a;) < d(h), Vi=1,..., Ny. Além disso, 7;(h) = h + {+ o qual também ¢é monico.
Resta provar que I(f,7(h)) = V. Para tanto vamos mostrar que I(f,h) <I(f,a1).
Pelo Lema I(f,a;hNe=3) £ I(f,a;hNe=%), Vi, = 1,..., Ny com i # j ja que
d(a;),d(a;) < d(h) = il Assim,

Er_

I(f,1—h") —1( Za,hN’“ > =, i {I(f,a:h™ )} <I(f aih™1).
Por hipotese, I(f,1) > NyVi, =1 (f, hNk) uma vez que h é (k — 1)-semirraiz, assim
I(f, 0= 1Y) = min {I(f,0),I(f,h"*)} = NyVj.
Logo, NV, =1 (f,l— hNk) <]J (f, athkfl) =I(f,a1) + (Nx — 1)I(f, h), ou seja,
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O que implica I(f, h) < I(f,a;1). Para concluir que I(f,7(h)) = I(f, h) precisamos mos-
trar que I(f,h) # I(f,a1). Pelo mesmo argumento utilizado na demonstra¢ao do Lema
5.18| temos que I(f,a1) € (Vo,...,Vi_1) pois d(a1) < d(h) = % Mas I(f,h) =V, ¢
Vo, .y Vi),

Como I(f,h) < I(f,a1) temos I(f,7(h)) = I(f,h+ ) = min{I(f, k), I(f a1)} =
I(f,h) = Vi, o que conclui a demonstragao. ]

Recordemos que pela Proposicao [3.25 (iii), S(f) ¢ fortemente crescente, ou seja,
Vi1 > NiVi paratodo k=1,...,G.

Corolario 5.20. Sel é uma k-semirraiz de f e h uma (k —1)-semirraiz de f entao 7,(h)

¢ uma (k — 1)-semirraiz de f.

Demonstragao. Para garantir que estamos nas hipoteses da Proposigao [5.19] basta obser-
var que sendo [ uma k-semirraiz de f temos I(f,l) = Vj41 e como o semigrupo S(f) é

fortemente crescente entao Vi1 > NiVj. [

Proposigao 5.21. Seja | € K[[X]|[Y] ménico com d(l) = Eﬁk Suponha que I(f,1) >
Nka Ent&o,
1 (f, NW) - Vk

Demonstragao. Considere h € K[[X]|[Y] uma (k — 1)-semirraiz de f. Entao pela Propo-
sicao p.19) 7 (h) é uma (k — 1)-semirraiz de f. Aplicando esse mesmo resultado a 7;(h)
obtemos que 72(h) = 7 (7(h)) é uma (k — 1)-semirraiz de f. E assim sucessivamente
7,'(h) € uma (k — 1)-semirraiz de f, para todo i. Entao I (f,7;*(h)) = Vi para todo i. Pela
Proposicao [5.12, como d(h) = %3 temos que Tld(h)(h) = /1. Portanto

I (f, ”W) -y <f, r;“h)(h)) — V.
0

Os proximos resultados mostram como a curva (f) e as curvas definidas por suas
semirraizes estao relacionadas. Veremos que tanto os expoentes caracteristicos como os
geradores do semigrupo associado a uma semirraiz, podem ser determinados pelos expoen-
tes caracteristicos e geradores do semigrupo de (f). Novamente f é regular em Y de ordem

N e denotemos por By, ..., Bg os expoentes caracteristicos de (f) e S(f) = (Vo, ..., Vo).

Lema 5.22. Seja h € K[[X]][Y] ménico e irredutivel. Se 151~ Be2Vior oo 1 < | <

d(h) N
G + 1, entao d(h) = 0 mod % Além disso, se d(h) = % entd@o
Vo Vi—1
h) = e
SORICLIM
By Br-1

e os expoentes caracteristicos de (h) sao Bl By
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Demonstracao. Sejam By, ..., By, os expoentes caracteristicos de (h) com B = d(h) :=

N'’. Como
I(f,h)  EpoVir  Ex 1V

>
d(h) N N
entao pelo Corolério temos que a ordem de contato de (f) e (h) satisfaz O(f, h) >
%. Pelo Corolario m para todoi=0,...,k—1

B, B
N = ﬁ e k—-1< GI.
k-1
Como Ej_; = mdce(By, ..., By_1) existem ag,...,a,_1 € Z tais que Ex_1 = > a;B;.
i=0
k—1 k—1 k—1
Portanto, N'Ey_; = N' > a;B; = > a;N B} concluindo que N’ = % a; B, ou seja,
i=0 i=0 ~i=0
N’ =0 mod %
Agora consideremos o caso em que N’ = d(h) = % Pelo Corolario [3.19 para
. Vi _ E; _ N __ B; 2
OSZSk—ltemOSW—E—W—E.DaI
N'V, N 1 Vi
Vie——T=—Vi| = =——. 5.15
' N <Ek1 ) N Ep (5.15)
Como mdc (Vp, ..., Vi_1) = Ex_1 segue de (5.15) que
Vo Vi1
mdc (Vy,...,V/_ :mdc< e, ):1.
(Vs 1) Er1 Er
. Ve Vie—1
ASSlmG/:k—leS(h):<Ek(il,...,EI;71>. O

O teorema abaixo é um dos mais importantes deste trabalho, pois é uma generalizacao,
devido a J. Gwozdziewicz e A. Ploski [I0], de um resultado que caracteriza a topologia

de quaisquer semirraizes e algumas raizes aproximadas de curvas.

Teorema 5.23. Seja h € K[[X]|[Y] monico tal que d(h) = % Entao, I(f,h) < Vj. Se
I(f,h) > Nx_1Vi_1, entao h é irredutivel,

B’ By
e os expoentes caracteristicos de (h) sao El::’ VN g:j.

Demonstragao. Consideremos a decomposigao de h em fatores irredutiveis de K|[[X]][Y]
dada por h = hy---hs. Se k = G + 1 entao Vj, = oo logo I(f, h) < Vj.

Se k < (G vamos mostrar que para todo:=1,...,s,

[(f7 hz) < Ek*lvk

iy SN (5.16)
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Suponha que Ié{;s;) > E’ﬁvlv’“ para algum i = 1,...,s. Entao pelo lema anterior,

d(h;) = 0 mod4- -, ou seja, d(h;) = )\Eﬂk para algum A > 0. Como h é moénico e h; é

irredutivel temos que d(h;) # 0. Assim, d(h;) > & > Ll, o que é um absurdo, pois

B, = Fr_
d(h;) <d(h) = % Agora por (5.16

I(f,h) = Z[(f, hi) <) E’“]‘\;V’“d(m) = E’“]‘\;V’“ S d(hy)

- i=1 i=1
Ei_1Vy Ey 1V, N
v 4 N B, °
Se I(f,h) > Ny_1Vi_1 mostraremos que existe j € {1,. s} tal que Ié{]’l}?)') > E’“*ﬁvv’“*l.
De fato, suponhamos por absurdo que Vj € {1,.. 3} d(h < E’“‘fvv’“‘l. Entao,

Ek 2V1<; 1 E. Vi1 N
ZI (f hi) £ ——d(h) = N B Nig—1 Vi1,

o que contraria a hipotese.

Tome j € {1,...,s} tal que ({hj)) > Ek,ivkal

d(hj) = )\— para algum A€ Z, A>0. Como d(h;) <d(h) = kN_l # 0, entdo A = 1
e d(h;) = d(h). Isso implica que h = h;u, onde u é inversivel em K[[X]][Y], ou seja, h é

Entao, pelo Lema [5.22] devemos ter

irredutivel.
Além disso, para todo ¢ € K[[X]][Y]\ (h) temos I(q,h) = I(q, hju) = I(g, h;), isto
¢, S(h) = S(h;). Como d(h) = d(h;) = 22— ¢ LM — IUh) o BeosVios ooy do

Ey—1 d(h) d(hy) N
lema anterior que S(h) = S(h;) = <%, ce %> e aplicando recursivamente a Pro-
posicao m (¢) temos que os expoentes caracteristicos de (h) sdo os mesmos de (h;) :
Bg Br_1 []

Ekflj'..,Ekfl'

Em particular, toda k-semirraiz ¢, de uma curva (f) satisfaz as hipoteses do teorema
acima. Portanto conhecemos seu semigrupo e os expoentes caracteristicos.
Seja f € K[[X]][Y] monico, irredutivel, Y-regular de ordem N e m(f) = n. Conside-

remos uma parametrizagdo de Newton-Puiseux para (f) dada por

X =TV
: Byl . Bg—1 , (5.17)
Y:ZajTJ:P<TN)+Z&jTJ+...+ E ajTJ_|_...
j>1 j=B1 Jj=Bg-1

com mdc({N} U{j; a; # 0}) = 1 e expoentes caracteristicos By, ..., Bg € Bgy1 = 00.

Denominamos as séries

) By41—1 ,

=1 j=1
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como sendo a série de Newton-Puiseux e o k-truncamento da série de Newton-
Puiseux da curva (f) com respeito a (X,Y), respectivamente.

Recordemos que pelo Corolério [2.21] (Teorema da Funcao Implicita de Newton),

(i (x)) =

ou seja, f é o polindmio minimal da raiz o = 7 (X%> e K[[X~]].

Por defini¢ao dos B;’s, ao truncarmos a série de Newton-Puiseux na ordem By 1 —1, ou
correspondentemente na parametrizacao dada em , todos os expoentes sao divisiveis
por Ey = mdc(By,...,By). O exemplo abaixo vai nos ajudar a compreender melhor a

demonstracao do resultado a seguir:

Exemplo 5.24. Considere a curva (f) como no Exemplo (b), cuja parametrizacio

de Newton-Puiseur era dada por:
X =18

Y = T12 + T14 + T15.

Neste caso, os expoentes caracteristicos sao o = 8, 1 = 12, fo =14 e B3 =15 ¢
e0=28, e1=4, e9 =2 ec3=1. E pelo Coroldrio S(f) = (8,12,26,53).
A série de Newton-Puiseuz de (f) é:

n(Xé>:X%+X%+X%
e seus k—truncamentos sao:
no(x%) =0, m(xé>zx%zxg, UQ(X%>:XL§+X%‘:)(%+X£€773:U_

3 €
Observe que podemos escrever 1, (Xé) = (Xg) = M (X?l) com hy(X) = X3 e
6 7 .
o (X%> = (X%) + (X%> = hy (X?2> em que hy(X) = X®+ X7, jd que as poténcias
de my sao divisiveis por €1 =4 e de ny por 9 = 2.

Para o préximo resultado vamos fazer um pequeno comentario sobre a ordem de con-
tato entre ramos. Na Segdo [3.3] definimos a ordem de contato entre dois ramos por suas
parametrizagoes de Newton-Puiseux, conforme [I2]. De modo analogo poderiamos ter
definido a ordem de contato pelas séries de Newton-Puiseux como em [I4]. Dados ramos

(f) e (g) definimos a ordem de contato O(f,g) de f e g por:
O(f, 9) = max{vx(n(X)—p(X));n(X) e p(X) sao séries de Newton-Puiseux de (f) e (g)}.

E como no Teorema [3.20] temos o resultado:
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Teorema 5.25. Sejam (f) e (g) ramos em K[[X]||[Y], S(f) = (Vo,...,Vg) e By, ..., Bg

expoentes caracteristicos de (f). Entao

d(g) Ny - N, Ny---N,
onde k € {0,...,G} é o menor inteiro positivo tal que O(f,g) < B’;V“.
Proposigao 5.26. Para cada k € {0,...,G} o polinémio minimal ¢5 de uma série de

Newton-Puiseuz n, (X%> de (f) truncada na ordem k é uma k-semirraiz.

Demonstracao. Seja (X%) = hy <X%) . Chamando X® = T temos que hy(T) €
K|[T]]. Veja que

N
X =T Ek
Y = h(T)

¢ uma parametrizac¢ao primitiva de Newton-Puiseux para (¢x), ja que ¢y (X, mx(X)) = 0.
Portanto, d(¢;) = Eﬁk

Por definicao, as séries n <X %> e N (X %> sao idénticas até a ordem %. Portanto,
a ordem de contato entre (f) e (¢r) ¢ O(f, x) = % < %. Deste modo pelo Teorema
[5.25] temos que

I(f.00) _ Vi N-ZF—Bia
d(¢k) Nl“'Nk: Nl"‘Nk+1 !

o que implica I(f, ¢x) = N‘lfk+]i[k Eﬂk = Vj11, em que a tltima igualdade segue da Proposic¢ao
3.25| (#i7). Portanto ¢y é uma k-semirraiz de f. O

Exemplo 5.27. Como no Ezemplo [5.24] sejam ¢g, p1 € ¢ 0s polindmios minimais das
raizes ng, M1 € Ma, respectivamente. Uma parametrizacao primitiva de Newton-Puiseuz

para ¢g, ¢1 € ¢o € dada respectivamente por:

Xo=T X, =T° Xo=T1
Yo =0 Y, = T3 Yo =T+ 77,
Assim ¢o(X,Y) =Y, $1(X,Y) = Y2 = X3, ¢o(X,Y) = Y*—2X3Y2 - 4X5Y + X6 — X7,

e o3 = [ sao as semirraizes de f.
Pelo Teorema |5.25 temos que S(¢o) = <ﬁ> = (1) =N, S(¢y) = <ﬁ ﬁ> = (2,3)

Ey E17 By
() = <]g_g u, g—§> — (4,6,13).
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5.3 Raizes Caracteristicas

O foco deste trabalho é o estudo de certas raizes aproximadas de curvas que também

vao ter a propriedade de serem semirraizes.

Defini¢ao 5.28. Sejam Ey, ..., Eq os inteiros caracteristicos de (f). Uma raiz aproxi-

mada caracteristica de (f) € uma curva (fy), onde

Vamos denomind-la simplesmente por raiz caracteristica de (f).
O teorema abaixo garante que as raizes caracteristicas de (f) sdo semirraizes.

Teorema 5.29. Seja f € K[[X]][Y] como em (5.14), com semigrupo de valores S(f) =
(Vo,..., Vo) e Voy1 = o0. As raizes caracteristicas (fx) para 0 < k < G satisfazem as

sequintes propriedades:

(i) d(fr) = e I(f, fr) = Viq-
(11) fr € irredutivel, S(fx) = <g—2, . ,g—’;> e os expoentes caracteristicos de (fy) sao
Bo By
By B
Demonstragao. (i) Por defini¢ao de raiz aproximada, segue que d(fx) = %’;) = E%

Vamos provar que I(f, fx) = Vi1 utilizando indugdo por descida em k.

Se k = G temos que Eg = 1 e fg = v/f = f. Portanto I(f, fa) = oo = Vg41. Suponha
que para todo j € {k,k+1,...,G} seja valido que I(f, f;) = Vj41. Mostraremos que o
resultado vale para k£ — 1.

Por hipotese de indugao, I(f, fx) = Viy1 e pelo fato de S(f) ser fortemente crescente
temos que Vi, > NiVj. Desta forma pela Proposicao [5.21}, I(f, /i) = Vi. Entretanto
da Proposigao

fior = R/ f = R/ f = §/ = /fr,

pois N, = g . Portanto I(f, fx_1) = I(f, ¥/f) =

(7i) Pelo item (i) fr é uma semirraiz, assim do Teorema segue o resultado. O

Exemplo 5.30. Considerando (f) como no Ezemplo (b) sabemos que g9 = 8,&1 =
4, g9 = 2 e g5 = 1. E suas raizes aprozimadas sio: fo = S/f =Y, fi = Vf =Y? -
= Jf=Y*-2X3Y? - 4X°Y + X6 — 13X e f3 = V/f = f. Estas sdo todas as

raizes caracteristicas de (f).

Corolario 5.31. Para todo k € {0,...,G} a ordem de contato entre f e f € O(f, fx) =

Br11
-~
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Demonstragao. Pelo Teorema anterior, d(f;) = Eﬂk eI(f, fx) = Vky1. Como Ny - - - Ny By, =

N temos que

I(f7 fk) _ Vk:-i—l _ Vk;+1 _ V;H-l NBEH — Bk—i—l
d( fx) N Ny---N., Nj---N, Ni-- Npgq

k

e portanto pelo Teorema temos que O(f, fx) = %. O

Corolario 5.32. Para 0 < k < G, os polinomios f, f, € K[[X]][Y] tém o mesmo conjunto

. L , . _ B
de j-truncamentos de suas séries de Newton-Puiseux para 0 < j < =%

Demonstra¢ao. Como O(f, fi) = Brts segue que as séries de Newton-Puiseux de f e fi

N
Bgyi1—

. . . 1 . . .
coincidem até a ordem —*g—, e disto temos a igualdade dos j-truncamentos. O

Abaixo vamos apresentar uma formulacao mais geral de um resultado que garante
que qualquer f € K[[X]][Y] admite uma tnica decomposi¢ao em termos de suas raizes

caracteristicas.

Proposigao 5.33. Sejam qo, . ..,qc € K[[X]][Y] polinomios ménicos tais que para todo
i, d(q;) = % Entao todo h € K[[X]][Y] pode ser escrito de forma unica como uma soma
finita

h = Z O‘io,---JGQéOQil T inG7

105--8G

onde 0 < ig < [dd(g;))], 0 < 9 < Niyq1 para todo 0 < k < G — 1 e os coeficientes

iy € K[[X]]. Além disso,
(i) Os graus em'Y de quaisquer dois elementos distintos desta soma sao distintos.

(11) Se qo,-..,qc € K[[X]|[Y] sao semirraizes de f, entao as ordens em T dos termos

Qi iy (TN) qo (TNa SD(T))iO T gG-1 (TN7 @(T))ig_l

sao distintos dois a dois, onde (TN, go(T)) € uma parametrizacao de Newton-Puiseux

para (f).

Demonstracao. Comecemos considerando a gg-expansao de h dada por:

h = Z i 45 (5.19)

0<ig<sg

onde ay, € K[[X]|[Y], () < d(ge) = 22 = N e sg = [ d(h) ] .

Agora consideramos a gg_j-expansao de «;, ou seja,

_ ) iG—1
Qi = E : Qig_14G_1:

0<ig-1<sg-1
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d(o;
onde ay,_, € K[[X||[Y], d(ai,_,) < d(go-1) = 7 e so-1 := [%] .

Como d(w,) < E—]\g e d(qe-1) = % temos que

N ST
- d(qc-1) E¢ N

= Ng.

. 1G—1 4 . .
Assim, h = Zic,ic_l Qi 196195, com 0 <ig <sgel <ig1 < Ng.

Continuando obtemos

_ i i
h = g Q4,590 0. qq€,

com .. i € K[[X]], 0 <ix < N4 paratodo k € {0,...,G—1} e 0 <ig < [ d(h) } )
Antes de provar a unicidade vamos provar o item (i) da proposigao.
(i) Suponhamos que existam (ig,...,iq) # (jo,---,j¢) tais que d(,. . icq - - q’c?) =

d(ao....jeds - - 5 ) < 00, em que o grau ocorre em Y. Assim

G G
Zi% = Zj%. (5.20)

Defina D = {k € {0,...,G};ix # ji} e tome p = max{k € D}. Sem perda de generali-
dade, podemos supor que i, < j, e i, = ji para k > p + 1. Pela Equacao ([5.20) segue
que

¥
=
| =

(ik - Jk>_ = (jp - ip)

i

0

pois j, —i, > 1. Como iy, jx < Nigt1, Yk =0,...,p—1 temos que 0 <| i), — jj |< Npy1— L.

Assim,
N = N = N N
7 = (Zk—Jk)ES | ik — Jr | 7 = (Nk+1—1)g
P k=0 ko k=0 Fok=o k
_”‘1<Ek 1>N_p_1(N N)_N N _N |
—~ \ Er By =\ L E, Ey, E,

o que é um absurdo.
Provaremos a unicidade da decomposi¢cao de h. Suponha que h admita outra decom-

posicao. Entao reagrupando os termos obtemos uma decomposicao da forma:

D Viowoicd™ 46" = 0.

20,--4G
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Pelo item (7) o grau em Y dos termos do somatorio sdo dois a dois distintos. Logo a tnica
solucao ¢ v, i, = 0, j& que qo, . . ., g¢ sao nao nulos.

(i1) Para cada k = 0,...,G temos vr (qx (TV,¢(T))) = I(f,qx) = Vit1, pOis gi é semir-
raiz de (f). Logo como g = f temos:

or (i (T a0 (Y, 0(T)) - (T, (7))

G-1
= Ur (Otz‘o,...,z‘ + Z %UT 790(T)))
k=0
G-1
= N-vx (Qig,ic)+ Y Vit
k=0
Suponha que existam (ig, ...,ig-1) # (Jo, .- ., jg—1) tais que
G-1
N - Vx 047,0 + Z Zk‘/;c—&-l N - Ux<Oéj07m7jG) -+ ijVkH. (521)
k=0

Definimos D = {k € {0,...,G — 1};iy # jr} e tome p = max{k € D}. Como antes sem
perda de generalidade podemos supor i, < j, € ix = jp para k > p+ 1. De (5.21)) temos

p
N - (vx (... i) = 0x(Qo,..j)) + (i = Gi) Vipr = 0,
k=0

ou seja, Vo(ux (i, ..ic) = vx(o,...j6)) + Z (i = Ji) Vi1 = (p = 1) Vpr1-
=0
Como E, = mdc(Vy,...,V,) pela 1gualdade acima E, | (j, — ip)Vp+1. Disto temos que
(Jp — ip)Vpsr1 = AE, para algum \ € Z. Mas E,;1 = mdc(E,, V1) e (jp, — ¢ )% =

E : -
Ao L= ANpi1, ou seja, Npy1 | (Jp — ip) p“ . Mas N,y € p“ sao relativamente primos,
P

desta forma concluimos que N, | ( jp—Zp) 0 que é um absurdo pois 0 < jp—ip < Npy1. O

5.4 Resolucao de Semirraizes

Nesta secao vamos descrever o processo de resolucao mergulhada de quaisquer semir-
rafzes qo, q1, - .., qy—1 de uma curva irredutivel (f), em particular, das raizes caracteristi-
cas. Vamos verificar que este processo acompanha o processo de resolugao de (f). Neste
contexto vamos considerar (f) uma curva analitica em C2.

Seja (f) uma curva analitica irredutivel em C?, de multiplicidade n e S, ..., [, seus

expoentes caracteristicos num sistema de coordenadas genérico.
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Considere (T™, p(T)), ou ainda,

X=1"
Y =o(T) =3 a;T7

j>n

(5.22)

uma parametrizagao primitiva de Newton-Puiseux para (f).

)y Tn

estrita f(Y) de f, pois fM(X,Y]) = L{Lf(Xl,XlYl) e assim

Note que <T" @> é uma parametrizacao de Newton-Puiseux para a transformada

(T (1)) =0,

Se (f) possui cone tangente (Y") entscom s = I(f,Y)=ordr(o(T)) entdo s = fy
e pela Proposicao 4.8 sabemos que s; = [%} = min{i; m(f9) < m(f)} em que By = n.
Do comentéario anterior a Secao temos que ( f (51)) admite uma parametrizacao da

forma

X, = T"
Y, = Z Q. Ti—sim (5.23)
Jjzbh

cujo cone tangente é (Xfll_sl") . Veja que se 81 = Bysy + 71 temos que &V tem multi-
plicidade r = B, — 518, < n. Todavia f*!) nio estd mais num sistema de coordenadas
genérico.

E sabido que o processo de explosoes acompanha o processo de divisoes sucessivas:

Bi = Posi+r; 0<r <fy

Bo = Tisa+71e; 0< 1y <1y
T = 7983+ T3; O<7"3<’I“2
Tii—1 = T Sip+1-

A cada etapa no processo acima, isto é, a cada s;-explosdes mudamos o cone tangente
da curva, que a menos de uma mudanga de coordenadas, podemos supor (X") ou (V).
Acompanhando o processo de divisao sucessiva de [3; por 3y obteremos no final uma nova
curva com género g — 1, ou seja, um expoente caracteristico a menos (para mais detalhes
ver [6]).

Com estes comentarios vamos apresentar um importante teorema que caracteriza o
processo de resolugao de quaisquer semirraizes de (f). Popescu-Pampu em [14] apresenta

trés demonstragoes para este resultado.
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Teorema 5.34. Sejam 7, a resolu¢io mergulhada minimal de (f) e as curvas (qx) com

0 < k < g semirraizes de (f) com respeito as coordenadas genéricas. Se <ql(€m)) denota a
transformada estrita de (qx) por T, entdo as curvas <q,(€m)> parak =0,..., g sao requlares

e transversais a uma unica componente do divisor excepcional de w,,. Em particular, o

grafo dual da transformada total de qoqy - - - g, € dada como na figura a sequir:

91

/ dg ® / dg.1

a2

Figura 5.1: Grafo dual da resolugao mergulhada minimal de goq; - - - g,-

Demonstragao. Vamos considerar coordenadas genéricas (X, Y') e denotamos por ¢ <X %>

1 L. . . .
e Yk (X 5) as séries de Newton-Puiseux para f e g, respectivamente. Assim, como em

(5.22)) temos que
i
o(X) = Z a; Xn.
j>n
Analisemos a primeira semirraiz go. Como O(f, qo) = ’i—l temos que a série de Newton-

Puiseux de ¢q é tal que
1 i
po(Xn) = Za;-Xi
Jj=21
com aj; = a; para j < f e n | j para todo j € N*.

Realizando sq explosées nas coordenadas (X7, Y;) com

X:X1

Y = X1 (CLZ‘ + Yi),
, L C (s0) . ,
obtemos que (7,0) é uma parametriza¢do primitiva para (¢, cuja reta tangente é

Y = 0. Por abuso de linguagem vamos denotar (q(()s(’)> pela curva (qo).

Nos primeiros s;1-passos do processo de explosoes em que s; = [5—1] temos que (q((fl)> é

Bo
regular (pois ja o era) e o divisor excepcional Fy, é (X, ) temos que <q(()sl)) é transversal
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a E,,. Assim, na proxima explosdo obtemos as transformadas estritas de (qy) e de (f)
se separam e a curva <q(()‘91+1)> passa por um ponto regular do novo divisor excepcional
criado.

Agora voltamos nossa atengao ao processo de explosoes de ( f (51)) , Cuja parametrizagao
dada em (b.23)) nao estd em coordenadas genéricas. Neste passo ao invés de tomar as
coordenadas (X, , Ys, ) consideramos a curva nas coordenadas (Ys,, X5, ). Com isso a curva
( f (51)) passa a ser Y, -regular de ordem igual a sua multiplicidade (ou seja, coordenadas
genéricas). Pela Formula da Inversdo (Teorema podemos calcular os expoentes
caracteristicos no sistema (Y, Xs,) em termos dos expoentes caracteristicos no sistema
(Xs,,Ys,) e assim determinar o nimero de explosoes para uma nova mudanga do cone
tangente.

Recordemos que se ocorre o item (i7) da Formula da Inversdo, a curva em coordenadas
genéricas tem género um a menos que a do sistema nao genérico.

Como a ordem de contato de f e g é Brt1 o1 seja, as suas séries de Newton-Puiseux
n )

Br+1
n

utilizado para ¢y, para g.

coincidem até a ordem — 1, podemos iterar o processo repetindo o mesmo argumento

E importante notar que mudancas de coordenadas da forma (X;,Y;) +— (V;, X;)
aplicadas simultaneamente em f, qo, . .., g,—1 mantém a mesma ordem de contato entre f

e suas semirraizes. O

Exemplo 5.35. Finalizamos esse trabalho ilustrando o teorema anterior considerando a
mesma curva (f) dada no Ezemplo[5.3;

fX,Y) = Y34+ (—4X?)YO + (—=8X°)Y® + (6X° — 26X")Y* + (16X° — 24X7)V?
+(36X1 — 20X —4X?)Y? + (—8XM —8X P + 16X 2)Y
+(X2 - X 421 XM 4+ 6X17).

Nesse exemplo vamos ilustrar o quanto o processo de resolugao € trabalhoso, mesmo
numa curva de género baizo, como esta de género 3.

A tabela a sequir apresenta os semigrupos e as parametrizagcoes das raizes caracteris-
ticas de f.
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Raizes Semigrupo | Parametriza¢ao
X=T
fo=VTF (1) =N
Y =0
\ X =13
fl = \/? <27 3>
Y =172
X=T"
fo=XT (4,6,13) Y =TC+T7+37° - 3710 — 371
7
+1_2T13 _ %T14 _ %TIE) .
X =18
f3 = \1/7: f <87 12726753>
YV =T? 4+ T4+ T

Vamos determinar agora a resolugao mergulhada minimal de (f).

Bo
mag¢ao quadrdtica o e obtemos Ey = (X;) como divisor excepcional e

Como ['B—l] = 1= s, e o cone tangente de (f) € (Y®) aplicamos uma vez a transfor-

fU = VP —4XVO - 8XPYP + (6X2 — 26X7) Y + (16X° — 24X )Y
+ (36X —20X° —4X°) Y? + (—8X* —8X° + 16X°) Y
+X' = X7+ 21X% +6X°.

Com uma parametrizacao de Newton-Puiseur dada por:

X =178
Y =T*+T64+7T7

e expoentes caracteristicos By = 8, B1 = 4, By = 6 ¢ B3 = 7. Pela Formula da Inversao
(Teorema 0s expoentes caracteristicos de f(V em coordenadas genéricas sio: 3 =
4, B =10 e B3 = 11, ou seja, jd perdemos um expoente caracteristico. E sabemos que
no proximo passo obtemos a resolugcao merqulhada da raiz fo.

Nao € necessdrio, mas escolhemos fazer a explosao neste primeiro passo conforme a
demonstra¢ao do teorema anterior. Fazendo a mudanga de coordenadas (X,Y) <> (Y, X),

mantendo ainda a notagio fM(X,Y) obtemos:

O = v aX?Y? 4+ 6Y° —8XY 4+ 21Y0 + 16XY° + 36X%V* + 16 XY + 6X1Y?
—Y7T—8XY% —20X?%Y° — 24X3Y* — 26X4Y? — 8X°Y? — 4X0Y + X8,

Note que esta curva €Y -reqular de ordem 4, com cone tangente (Y1) e I (f(l),Y) =

8§=2-m (f(l)) , ou seja, estamos em coordenadas genéricas. Como [1740} = 2 sabemos que

explodindo 3 vezes obtemos a resolucao da raiz fi. Quando perdermos mais um expoente
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caracteristico resolvemos fo. Explodindo ( f (1)) na primeira carta obtemos:

@ = Y 4XY? 4+ 6X2Y?2 —4X%Y + X' —8XYV* + 16X2%Y° — 8X3Y?
+6XY? +36X2Y* — 26X3Y3 + 16X2Y° — 24X3Y* 4+ 21 X%y
—20X3Y° — 8X3Y6 — X3y

= (Y = X)" = 8XY* +16X2Y° — 8X3Y?2 4+ 6XV° + 36 X2V — 26X°Y?
+16X%Y5 — 24X3Y* 4+ 21 X%V — 20X3Y5 — 8X3Y® — X3Y7.

A curva fO(X,Y) é uma curva de multiplicidade 4 e cone tangente (Y — X)* assim

explodimos a curva utilizando a mudanga X = X eY = X(1+Y) obtemos a curva:

fO(X,Y) dada por

f@ = Y1 8X (1+Y)—201+Y) +(1+Y)")
FX2(=26(1+Y) +36(1+Y) ' +6(1+Y)°) + X3 (=24 (1 +Y)" +16 (1 +Y)°)
FXH (=201 4+ Y)Y +21(14+Y)°) —=8X°(1+ V)’ = XS (1 +Y)T
= Y'-8X (Y2 4+2Y? + V") —26X* (3Y +3Y* +YV?)
+36X7 (4Y 4+ 6Y” +4Y° +Y*) + 6X% (5Y + 10Y? + 10Y° +5Y* + Y?)
FXP(16(1+Y) —241+Y)) + X (21(1+Y)° —20(1 +Y))
—8X°(14+Y) =X (1+Y) +16X?,

ou seja, f®(X,Y) ¢ uma curva de multiplicidade 2, com cone tangente (X?). Vamos

explodir agora na sequnda carta. Assim
fO = (VY —4X)” = 8X (2Y? + Y3) + 6X2 (5Y + 10Y? + 10Y® + 5Y* +V°) + - - .

Fazendo mais uma mudanga para que o cone tangente seja (Y?) e explodindo duas

vezes mais obtemos a resolugao mergulhada de (f).
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