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Resumo

Neste trabalho estudamos a equagdo da onda degenerada com condigdes de fron-

teira ndo lineares

)
p(2)y" — Ay =0 em Q x (0, 00),
y=0emTI; x (0,00),

a / /
5o FU T (0) +9(y) =0 em T x (0, 00),

Ly(2,0) =1°(x), (Voy)(z,0)=(/py')(z) emQ,

onde 3’ denota a derivada de y com relagdo a variavel ¢, as funcdes f, g e p satisfazem
hipéteses apropriadas. A existéncia de solugdes serd provada por meio do Método de
Faedo-Garlekin. Além disso, o decaimento uniforme serd obtido por meio do Método

de Energia.

Palavras-chave: equacdo da onda degenerada, nao linear, método de Galerkin.



Abstract

In this work we study the degenerated wave equation with nonlinear boundary

conditions

/

p(z)y" — Ay =0 em Q x (0,00),
y=0emI; x (0,00),
dy

e +y' 4+ f(y)+9(y) =0 em Ty x (0,00),

Ly(2,0) =1°(x), (Voy)(z,0)=(/py')(z) emQ,

where 3’ denoting the derivative of y with respect to ¢, the functions f, g and p sa-
tisfying suitable hypothesis. The existence of solutions will be proved using the Faedo-

Garlekin Method. In addition, the uniform decay will be obtained by means of the
Energy Method.

Keywords: degenerate wave equation, nonlinear, Galerkin method.
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INTRODUCAO

Este trabalho foi baseado no artigo de Marcelo Moreira Cavalcanti, Valeria Neves

Domingos Cavalcanti e Juan Amadeo Soriano [8].

Sejam 2 um dominio limitado do R" com fronteira I' de classe C*. Sejam I'y e I’y
subconjuntos néo vazios de T tais que I' = Ty UT'; com Iy N T; = (). Consideramos a

equagdo da onda degenerada (p > 0) com condig¢des de fronteira ndo lineares
p()y" — Ay =0 em Q x (0, 00),
y=0emI; x (0,00),

9,
5, H U+ 1) +9(y) =0 em Ty x (0.00).

(y(2,0) =1°(z), (Vpy)(z,0) = (py')(z) emQ,

onde y’ denota a derivada de y com respeito ao parametro t.

No artigo [8], os autores provam a existéncia global de solug¢des regulares e fracas
para o problema (*) com a condi¢do de que os dados iniciais pertencam a uma classe
especial de fungdes, e além disso, obtém o decaimento exponencial da energia rela-
tada para o problema (x). Quando p = 1 e f,g = 0, a existéncia de solugdes fracas e
regulares do problema (x) foi estudada por muitos autores usando argumentos de se-
migrupos, por exemplo, em Quinn e Russel [35]; Chen [11], [12] e [13]; Lagnese [23] e
[24]; e Komornik e Zuazua [20]. Mais tarde, Lasiecka e Tataru [25] estudaram um pro-
blema similar ndo degenerado (p > 0) usando teoria de semigrupos nao linear. Neste
contexto, citamos os trabalhos de Conrad e Rao [15] e Komornik e Rao [21]. Uma vez
que a teoria de semigrupos ndo é adequada para tratar problemas degenerados (p > 0),

usaremos aproximacgado de Galerkin. Contudo, como ocorrido nos trabalhos Cavalcanti
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(2000) [10], Cavalcanti (1999) [9] e Cavalcanti e Domingos Cavalcanti [5], devido aos
autores, a necessidade de estimativas adicionais para passar o limite traz a tona difi-
culdades técnicas as quais sdo superadas considerando uma mudancga de variaveis, a

qual transforma o problema (x) em um equivalente com dados iniciais nulos.

A fim de obter o decaimento exponencial da energia, usamos o método de energia
perturbada, veja por exemplo, Komornik e Zuazua [20]. Para isso, consideramos I'y e

I'y como segue
(1) T'o={zelym(z) -v(x) >0} e [T ={zx eI';m(x) - v(z) <0},

onde m(x) = z — 2°, € R" e v(x) é um vetor normal unitdrio, normalaI"em z € T,
apontado para fora. A caracteristica que diferencia o artigo [8] dos demais é exata-
mente lidar com uma equacdo da onda degenerada sujeita a condi¢oes de fronteira
ndo lineares, o que forcou os autores de [8] a lidar com uma estrutura de Liapunov
mais dificil do que uma usada pelos mesmos autores num trabalho anterior, [9]. De
fato, em [9] foi estudada a equacdo da onda com condi¢des de fronteira ndo lineares
sujeita a um amortecimento por atrito adicional atuando no dominio, cujo decaimento
foi estabelecido considerando um funcional de Lyapunov padrdo. Além disso, tiveram

que lidar com a degeneracidade da func¢éo p = p(z).

Assumimos que p > 0 em (), satisfazendo a seguinte condigdo
(2) Vp-m > 0em Q.

Segundo o ponto de vista fisico, se p > 0 é a densidade de massa do material o qual é
modelado para ter a forma de (2, a hip6tese (2) nos informa que a distribui¢do da massa
é concentrada de tal maneira que a densidade da massa cresce tanto quanto a distancia
dos pontos de © até o ponto z°. Por outro lado, se p = 0, () é um problema eliptico

com condi¢des de fronteira dindmica o qual pode ser reduzido ao seguinte problema

(

Ay+y' + fy) +9(y) =0 em Ty x (0, 00),

B)=qy=0em Ty x (0,00),

y(z,0) =(y’) em T,

onde 7, é o operador tracoe A : H 2(0y) — H™2(Ty) é 0 operador linear auto-adjunto
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dado por Ay = (’;_w onde w é a tinica solugdo do problema eliptico
v

(

Aw =0 em (),

@< w=0em I'q,

w=p em [.
\

O problema (3) juntamente com (4), reduz (3) a um problema fisico matematico
sobre uma variedade. Nesta direcdo, é importante mencionar o trabalho de Cavalcanti

e Domingos Cavalcanti [5].

Considerando que a hipétese acima é vélida, podemos mostrar que toda solugdo

regular e fraca do problema (x) decai uniformemente. Em outras palavras, se

1 1 C
E(t) = = "Pdr + = 2da + —2 241 -1
()= [ o 5 [ 19uar s S0 [ g o)

é a energia associada ao problema (x), podemos obter E(t) < C e~ %, paratodot > 0e

C, 0 constantes positivas.

Podemos citar ainda, alguns trabalhos mais recentes que foram publicados depois
de [8], que abordam estudos semelhantes, entre eles os trabalhos de Sung e Wang [37],

Feng [17], e de Cavalcanti, Domingos Cavalcanti e Santos [7].

Este trabalho é organizado conforme segue: No Capitulo 1 apresentamos alguns
resultados auxiliares e notagdes que serdo utilizados ao longo de todo o trabalho. No
Capitulo 2, estudamos a existéncia e unicidade da solugao regular, para isso fizemos
uso do Método de Faedo-Galerkin. E com argumentos de densidade estudamos a so-
lugdo fraca para o problema (x). Por fim, no Capitulo 3, estudamos o decaimento da

energia associada ao problema (x) por meio do Método de Energia Perturbada.



CAPITULO 1

RESULTADOS PRELIMINARES

Neste capitulo apresentaremos os principais conceitos, resultados e notagdes que
serdo necessdrios para o desenvolvimento deste trabalho. Ao longo deste capitulo, (2

denotara um subconjunto aberto de R".

Cabe destacar que ndo provaremos os resultados expostos, mas citaremos a refe-

réncia onde as provas estdo feitas.

1.1 Alguns resultados de Analise Funcional

1.1.1 Espacos de Banach e Espacos de Hilbert

Defini¢ao 1.1. Um espaco normado X é um espago vetorial, com uma norma definida
em X, ou seja, existe uma aplicagdo ||-|| : X — R™ tal que para quaisquer z,y € X e
acR:

o ||z]|x =0< 2z =0;

o Jazlly = la] [l2ll

o [lz+yllx <lllx+lylx-

Observacao 1.2. Todo espago normado (X, ||-||) pode ser considerado um espago métrico (X, d),

considerando, d(x,y) = ||z — y||, Yo,y € X. Esta métrica é chamada de métrica induzida pela
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norma.

Defini¢do 1.3. Um espago vetorial normado (X, |-||) é chamado de espaco de Banach
quando toda sequéncia de Cauchy em X é convergente em X, com respeito a métrica

induzida pela norma ||-||, isto é, X é um espa¢o normado completo.

Defini¢ao 1.4. Seja X um espaco vetorial normado e |-||,, |||, duas normas em X.
Dizemos que ||-||, é equivalente a ||-||, quando existem constantes C; > 0 e Cy > 0 tais
que

Cillel, < llell, < Colall, . paratodo € X.

Definigao 1.5. Seja X um espaco vetorial. Um produto interno em X é uma fungdo

(,)x : X x X — R* tal que para quaisquer z,y,z € X ea € R:

Neste caso, X com um produto interno (-, -) - é chamado espago com produto interno

ou espago pré-Hilbert.

Defini¢dao 1.6. Dizemos que X é um espaco de Hilbert, quando X é um espago pré-

Hilbert completo, em rela¢do a norma definida por ||z||x = \/(z, z) y.

Observacdo 1.7. Se X é um espago com produto interno entdo X é um espago normado, e se

X é um espago de Hilbert entdo X é Banach.

Teorema 1.8. Seja Y um subespago de um espaco de Hilbert H. Entdo:

(a) Y é completo se, e somente se, Y é fechado em H.
(b) SeY tem dimensdo finita, entdo Y é completo.

(c) Se H é separdvel, entdo Y é separdvel. De forma geral, todo subconjunto de um espago

com produto interno separdvel é separdvel.

Demonstracdo. Ver Teorema 3.2-4 em [22]. O

Teorema 1.9. Todo espago de Hilbert é reflexivo.
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Demonstracdo. Ver Teorema 4.6.6 em [22]. O

Defini¢ao 1.10. Seja X um espago de Hilbert. Detonamos por X’ o conjunto de todos

os funcionais lineares limitados sobre X, o qual chamamos de espaco dual de X.

Definic¢ao 1.11. Sejam X e Y espacos de Banach com X C Y. O operador de imersao

j: X =Y édefinido por j(u) = u para todo u € X.

(i) Aimersdo X C Y é chamada continua se, e somente se, o operador j é continuo,

isto é, existe uma constante positiva b tal que

l|lully < bl|ul|x, paratodo u e X.

(ii) A imersdo X C Y é chamada compacta se, e somente se, o operador j é continuo

e toda sequéncia limitada em X possui uma subsequéncia convergente em Y.

c . ~ s . ~
Escrevemos X — Y e X — Y para representar imersoes continuas e imersoes

compactas, respectivamente.

1.1.2 Topologia Fraca e Topologia Fraca

Considerando E um espago de Banach, a topologia fraca o (E, E’) sobre E é a topolo-

gia menos fina sobre E que torna continuas todas as aplicacdes f € E'.

Seja {z,} uma sequéncia convergente para = na topologia fraca o(E, E'), escreve-

mos r, —~x em F.
Proposicdo 1.12. Seja {x,}, . uma sequéncia em E, entdo
(i) x, — xem E se, e somente se, (u,x,) — (u,x), Yu € E’;
(ii)) Se x,, — xem E, entdo x,, — v em E;
(iii) Se x,, — x em E, entdo ||z, || é limitada e ||z||p < liminf ||z, ||g;
(iv) Se x,, — x em E e u, — uwem E', entdo (u,,x,) — (u, ).

Demonstragdo. Ver Proposigdo 3.5 em [2]. ]
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Sejam E um espaco de Banach e = € E fixo. Considere a aplicagdo

J,  E' =R

u— (Jp,u) = (u,x),

que é linear e continua e portanto J, € E”, para todo = € E. Deste modo, definamos a
aplicagdo J : E — E" tal que J(z) = J,, a qual é chamada de injegio candnica de E em
E".

A topologia fraca *, ou o(£', E), é a topologia menos fina sobre £’ que faz continuas

todas as aplicagoes J,.

Seja {u,} uma sequéncia convergente para v na topologia fraca * o(£’, £), simboli-
camente escrevemos

Uy, = u em FE'.
Proposicao 1.13. Seja {u,}, .y uma sequéncia em E', entio
(i) u, = uem E'se, e somente se, (u,,r) — (u,z), Vo € E;

(ii) Se u, — uem E, entdo u, = vem o(E', E");

(iii) Se u, — wem o(E', E"), entdo u, — uem E';

(iv) Sewu, — wem E', entdo ||u,|| g é limitada e ||u||g < liminf ||u,||z;

(v) Seu, —>wuem E'ex, — xem E, entdo (u,, r,) — (u,z).
Demonstragio. Ver Proposigdo 3.13 em [2]. O

Teorema 1.14. Seja X um espago de Banach e separdvel. Entdo toda sequéncia limitada {u,,}

em X' possui uma subsequéncia {u,, } convergente fraco * para v em X'.

Demonstracdo. Ver Teorema 21.E em [39]. O

Teorema 1.15. Seja (u,,)nen uma sequéncia limitada em um espago de Banach reflexivo X,

entdo (u,) possui uma subsequéncia fracamente convergente.

Demonstragio. Ver Proposigdo 21.23 em [39]. O
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1.2 Teoria das distribui¢oes e Espacos funcionais

1.2.1 Distribui¢des e derivada fraca

Dados o = (a1, as, ..., ay,) € N*, definimos |a| = oy + as... + a,. Representamos por
D* o operador de derivagdo de ordem |a/, isto €,

olel

931052 .. 9an

DO(

No caso 0 = (0,0, ...,0) o operador D" sera representado pelo operador identidade.

Seja 2 um aberto do R". Representamos por C*°({2) o espago vetorial das fung¢des

numéricas definidas em (2, indefinidamente continuamente derivaveis em €.

Defini¢ao 1.16. Seja u : 2 — R uma funcdo continua. Definimos o suporte de u, e

denotaremos por supp(u), como sendo o fecho em 2 do conjunto dos pontos de 2 onde

0
u é diferente de zero. Isto é, supp(u) = {x € Q;u(x) # 0} . Se este conjunto for um

compacto do R", entdo dizemos que u possui suporte compacto.

Defini¢ido 1.17. Denotaremos por C§°(£2) o espaco vetorial, com as operacdes usuais,

das fungdes infinitamente diferencidveis em (2 e que tem suporte compacto.

Definicdo 1.18. Uma sequéncia (¢,) em C§°(£2) converge para ¢ em C§°(€2), quando

existe um compacto K de (2, tal que:

(i) supp(p), supp(p,) C K, paratodorv € N;

(ii) Para todo multi-indice o € N”, tem-se D*(¢, — ¢) — 0 uniformemente em K.

O espaco C5°(€2), munido dessa noc¢do de convergéncia, é chamado de Espago das

Fungoes Testes sobre () e é representado por D(2).

Defini¢dao 1.19. Uma distribuicdo sobre um aberto 2 C R™ é um funcional linear 7" :

D(2) — R, continuo no sentido da convergéncia em D(2), isto é,
(i) T(ap + ) = aT(p) + VT (1), para toda fungdo ¢,y € D(Q);

(ii) Se ¢, converge para ¢ em D({2) entdo T'(y,) converge para 7'(¢) em R.
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O Espago das Distribuigoes sobre €2 é denotado por D'(12).

Se T' € D'(Q2), representamos o valor da distribuicdo 7" em ¢ por (7', p). Com isso,

dizemos que T, = T' em D'(2), quando
(T,,p) = (T,p)em R, para toda fungdo ¢ € D(Q).

1
loc

Denotaremos por L;,.(€2), o espago das (classes de) fungdes u : 2 — R tais que |u| é

integravel no sentido de Lebesgue sobre cada compacto K C €.

Lema 1.20. (Du Bois Raymond) Seja u € L;, () tal que

loc

/ u(z)p(x)de =0, paratoda ¢ € D(Q).
Q

Entdo, u = 0 quase sempre em (.

Demonstracdo. Ver Corolario 4.24 em [2]. O

Exemplo 1.21. Seja u € L}, (). O funcional 7, : D(Q?) — R, definido por

loc

(T ) = / u(x)p()dz, Vo € D),

é uma distribuigao sobre (.

Demonstragio. Ver Exemplo 4, Capitulo 1, em [29]. O

Observagdo 1.22. Segue do Lema de Du Bois Raymond que se u,v € L}, (Q), entdo T, = T,
em D' (Q2) se, e somente se, uw = v. Desta forma, temos uma correspondéncia biunivoca entre as

distribuigdes do tipo T, com o espago L}, ().

loc

Exemplo 1.23. Seja (u,) uma sequéncia de fungdes em LP((2), convergente para u em

LP(Q)). Entdo (T, ) converge para T;, em D'(£2).

v

Demonstragio. Ver Exemplo 6, Capitulo 1, em [29]. O

No que segue, definiremos a derivada fraca dada por Sobolev, e a derivada no sen-

tido distribucional. Para detalhes sobre a motivacdo para estas defini¢des veja [29] e

[31].
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1
loc

Defini¢do 1.24. Uma funcdo u € L .(€2) é derivavel no sentido fraco em 2, quando

existe uma fungdo v € L}, (Q2) tal que

/Qu(x)g—;(:c)dx:—/Qv(x)@(x)dx.

para toda fungdo ¢ € D(12).

Definic¢ao 1.25. Seja T uma distribuigdo sobre €2 e & um multi-indice. A derivada D*T'

de ordem |a| de T' é um funcional D : D(§2) — R definido por

<DaT7 90> = (_1)n <T7 Da(70> :

2

Além disso, D é uma distribuigdo sobre 2.

Observacao 1.26. Decorre da defini¢ido acima que uma distribuicdo tem derivada de todas as
ordens. Além disso, o operador D* : D'(2) — D'(QQ) dado por D*(T') = DT é linear e

continuo no sentido da convergéncia definida em D' (S2). Para mais detalhes veja [29].

1.2.2 Os Espacos L?(12)

Defini¢do 1.27. Denotaremos por LP(£2), 1 < p < oo, o conjunto das (classes de) fungdes
reais f definidas em (2 cuja p-ésima poténcia é integravel no sentido de Lebesgue e por
L>(2) denotaremos o conjunto das (classes de) fun¢des mensuraveis e essencialmente

limitadas em ).

Definigao 1.28. Por Lj .(©2),1 < p < oo, denotaremos o espago das (classes de) fungdes
reais definidas em (2, cuja p-ésima poténcia é integrdvel a Lebesgue sobre qualquer
subconjunto compacto R™ contido em §2 e por L;?.(£2) o espaco das (classes de) fun-

¢Oes mensurdveis e essencialmente limitadas em qualquer subconjunto compacto do

R™ contido em ).

Teorema 1.29. O espago LP(Q2) munido da norma

1 oy = 171, = (/Q|f|pdx) s l<p<oo

HfHLoo(Q) =|flle = 51615655 |f(x)], se p=o0
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é um espago de Banach.

Demonstracdo. Ver Teorema 2.10 em [1]. O

Corolario 1.30. O espago L*(Q2) é um espago de Hilbert com o produto interno dado por

(U, V) 2y = (u,0) = /Qu(x)v(x)dx
Teorema 1.31. L?(2) é um espago separdvel se 1 < p < oo.
Demonstracdo. Ver Teorema 2.15 em [1]. ]
Teorema 1.32. LP(Q2) é um espaco reflexivo se 1 < p < oc.

Demonstracdo. Ver Teorema 2.35 em [1]. H

Teorema 1.33. Se 0 < p; < py < 0 e |Q| < oo, entdo LP?(Q2) C LP (), onde |Q2| denota a

medida de Lebesgue de ).

Demonstracdo. Ver Teorema 8.2 em [38]. H

Teorema 1.34. LP(Q) C L}, (Q) para 1 < p < oo e qualquer dominio ).

loc
Demonstracdo. Ver Corolario 2.9 em [1]. ]

Teorema 1.35. Seja (h,,)nen uma sequéncia em LP(2) e seja h pertencente a LP(Y) tal que

|[hn — R|[z2(@) — 0. Entdo, existe uma subsequéncia (h,,;) e uma fungio | € LP(R2) tal que
(@) hn, — h quase sempre em (2,
(b) |hn,(x)| < () Vj, quase sempre em €.
Demonstracdo. Ver Teorema 4.9 em [2]. ]
Teorema 1.36. C3°(2) é denso em LP((2).
Demonstracdo. Ver Teorema 2.19 em [1]. H

Definic¢do 1.37. Seja 1 < p < oo. Dizemos que um ntimero real ¢ é expoente conjugado

1 1
depquando —+ - =1sep € (1,00),g=oc0sep=1leqg=1sep=oc.
P 4q
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1 1
Teorema 1.38. (Desigualdade de Young) Sejam 1 < p < oo e g € R tais que — + — = 1.
p q

Dados a,b > 0, entdo
P e
ab < < + —.
b q

Demonstragio. Ver Apéndice B.2 em [16]. H

Coroldrio 1.39. (Desigualdade de Young para ) Dados a,b > 0e s > 0 vale

1
ab < ed? + be.
q(ep)¥/?

Demonstragio. Ver Apéndice B.2 em [16]. ]

Teorema 1.40. (Desigualdade de Minkowski) Se 1 < p < oo entio

1+ gll, < I1f1l, + llgll,,-

Demonstragio. Ver Apéndice B.2 em [16]. ]

Teorema 1.41. (Desigualdade de Hélder) Sejam 1 < p < oo e q 0 expoente conjugado de p.
Se feLP(Q)ege LYN), entdo fg € L (Q) e

1Fglly < A1, lgll, -

Demonstracdo. Ver Teorema 4.6 em [2]. [

Teorema 1.42. (Desigualdade de Holder generalizada) Sejam uy, us, ..., uy, fungdes reais,

tais que u; € LP(Q), 1 < p;parai=1,....k, eainda, S, I% = lentdo [[\_, u; € LP(Q) e

/Q dxﬁf[l{/gwi(x)m}pli.

Demonstracdo. Ver Teorema 3.1.1 em [36]. H

k

=1

Teorema 1.43. (Teorema de Representacdo de Riesz) Sejam 1 < p < ocoe f € (LP(Q2))".

. . 1 1
Entdo existe uma tinica fungdo u € L4(2) com — + — =1, tal que
p q

(f,v) = /Qu(m)v(x)dx, para todo v € LP(Q2).
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Mas ainda,

lully = 1/ 1l 2oy -

E,sep=1ef e (L'YQ)), existe uma inica u € L>(N) tal que

() = [ wleyula)dn, Yo e @) e fullo = gy
Demonstracdo. Ver Teorema 4.11 e 4.14 em [2]. O

Se (u,v)2() = 0, entdo u e v sdo ditos ortogonais. Um conjunto {¢q }c4 € ortogo-
nal se para quaisquer dois elementos do conjunto sdo ortogonais. Um sistema {¢,} €

ortonormal se é ortogonal e ||}, ||12(0) = 1, para todo a. Uma colegdo ¢y, ..., ¢y é dita
N

linearmente independente se Z apr(x) = 0 implica que a, = 0, para todo k.
k=1

Teorema 1.44. Se {1);.} é ortogonal em L?(N2), entdo é linearmente independente.

Demonstracdo. Ver Teorema 8.22 em [38]. H

1.2.3 Os Espacos de Sobolev

Definicdo 1.45. Dado um nimero inteiro m > 1, representamos por W™?(2) o espago
vetorial de todas as fung¢des de L?(2) tais que D*u € LP((2), para todo o < m, no

sentido distribucional. Simbolicamente,
WmP(Q) = {u € LP(Q); D*u € LP(Q2),¥ |a] < m, no sentido distribucional}

Para cada u € W™?(Q) definimos a norma

S

lellwmoiey = { 22 / |D%ul” | ,quando 1 < p < oo,
Q

laj<m

HUHWWLOO(Q) = Z ||Dau||Loo(Q), quando p = 0.

laj<m

Teorema 1.46. O espago de Sobolev W™ (§2) é um espago de Banach.

Demonstragio. Ver Proposigdo 2.2.1 em [31]. H
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Em particular, quando p = 2 representamos por W™?(Q) = H™(Q2). Ese Q = R"
denotamos por W™2#(R") = H™(R"™) o espago

H™(R") = {u € L*(R"); D*u € L*(R"); Ya € N";| a |< m},
onde as derivadas sdo distribucionais, munido do produto interno

laj<m
Corolario 1.47. Os espacos H™(2) sdo espagos de Hilbert com a estrutura de produto interno

dada por

laj<m

Sabemos que C3°(€2) é denso em LP(£2), mas ndo é verdade que C3°(Q2) é denso
em W™P(Q2), para m > 1. Por isto defini-se o espago W;""(Q2) como sendo o fecho de
C5°(R2) em W™P(Q). E denotamos por H;(2) o fecho de D(2) em H'(12). Representa-se
por W~"-4(Q) o dual topolégico de W;*(§2). O dual topolégico de H{*(€2)denotamos
por H=™(Q).

Proposi¢do 1.48. O espago H*(§2) é um espago de Hilbert separdvel munido do produto interno

ou 81}
(U,U)HI(Q) :/Q d$+/ Z 8232 axl

Demonstragio. Ver Proposicdo 1 e 2, Capitulo 3, em [29]. O

Teorema 1.49. Seja Q2 um aberto, limitado, bem regular do R™. Entdo, a imersio do H*(2) no

L*(Q) é compacta.

Demonstragio. Ver Teorema 6, Capitulo 3, em [29]. [
Teorema 1.50. D(R™) é denso em WP (R™).

Demonstracdo. Ver Teorema 2.2.1 em [31]. H
Proposicdo 1.51. Seja u € W™P(Q). Entdo supp (D*u) C supp u, para todo |a| < m.

Demonstragio. Ver Observagao 5, Capitulo 2, em [31]. O
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Teorema 1.52. (Desigualdade de Poincaré) Se Q2| < oo entdo existe uma constante C' > 0
tal que
lull p2@y < CIVull 2y » Yu € Ho(9).

Demonstracdo. Ver Corolario 9.19 em [2]. H

Corolario 1.53. As normas |[v[| g1 (q) € [|Vvl| 12 () A0 equivalentes para todo v € H} ().

Demonstragdo. Ver Capitulo 3 em [29]. H

Observacao 1.54. A desigualdade de Poincaré é vdlida também para fungoes que se anulam
(no sentido do trago) em apenas uma parte da fronteira 0 e também para as fungoes que tem

média nula, isto é e e fQ x)dx = 0. Para mais detalhes ver [36], pdgina 127.

Definicao 1.55. Seja u € L*(R"), definimos a transformada de Fourier Fu = @ por

u(y) = (277)2”/ e~ @Yy (y)dy, paratodo y € R™.

E sua transformada de Fourier inversa F 'u = @ por

a(y) = (2#)3/ @Yy (y)dy, paratodo y € R"

onde (z,y) szyz

Teorema 1.56. (Teorema de Plancherel) Seja v € L'(R™) N L?(R™) entdo 4,1 € L*(R") e

11l L2y = Nl L2gmy = Ilull p2ggeny -

Demonstragio. Ver Teorema 1, Capitulo 4, em [16]. ]

Defini¢ao 1.57. Em vista do Teorema de Plancherel podemos definir a transformada
de Fourier para uma fungdo u € L*(R") como segue. Escolha uma sequéncia (uy)ren C

LYR™) N L*(R") tal que u, —> u em L*(R™). Pelo Teorema de Plancherel, tem-se

[t — 1| oy = H(QW)_? / e~ (uy, — uz) (y)dy

L2(R™)

= [ g, = e = 5ls2e

< fJur — UIILQ(Rn) + [l = ull 2 eny
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Logo (ty)ren € uma sequéncia de Cauchy em L?(R"). Como L*(R") é completo, essa

sequéncia converge para um limite o qual definimos @ = Fu: 4, — 4 em L*(R™).
Definimos do mesmo modo .
Teorema 1.58. (Propriedades da Transformada de Fourier) Seja u,v € L*(R™) entdo
(i) fR” uvdx = fR” aody.

(ii) (ﬁ@) = (iy)™0 para cada multi indice o tal que D*u € L*(R™).

(iii) Sew,v € L'(R") N LA(R"), entdo (u * v) = (2r)"/*iid.

(iv) Além disso, u = 1.
Demonstragio. Ver Teorema 2, Capitulo 4, em [16]. H

Definic¢do 1.59. O Espaco de Schwartz ou espago das fun¢des rapidamente decrescentes,
que denotamos por S, é o subespago vetorial formado pelas fungdes ¢ € C°(R") tais
que:

lim |l2[|* D*¢(x) = 0
Jeli-roo

quaisquer que sejam k € Ne a € N".

Denotamos S’ (R") como o dual topolégico de S(R™), isto ¢, o conjunto dos funcio-

nais lineares continuos sobre S(R").

Consideremos o seguinte espaco
{ueS'®R");(1+|z”)%a € L*(R")}
onde @ designa a transformada de Fourier de u, munido do produto interno

(u,v) = ((L+ [lzl*) Fa, (L + [|lz]*) % o) (1-2)

L2(R7)
Proposic¢do 1.60. Para todo m € N temos:
H™(R") = {u € S'(R"); (1 + |l«[|*) Fa € LAR™)}.

Além disso, as normas ||-||,, e ||-|| provenientes dos produtos internos dados em (1-1) e (1-2) sdo

equivalentes.
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Demonstragio. Ver Teorema 2.6.1 em [31] ou Proposicado 1, Capitulo 5, em [4]. O

Motivados pela Proposicdo 1.60 temos a seguinte definigao:

Defini¢ao 1.61. Definimos para s € R, s > 0:
HYR") ={u€ & (1+|lz|*)20 € L*(R™)}

Proposicdo 1.62. O espaco H*(R") é um espago de Hilbert, munido do produto interno

m
2

() = (14 2l®) 3, (14 2ll*) 30) g -

Demonstragio. Ver Proposigdo 2.6.2 em [31]. ]
Observagio 1.63. Se s > 0, temos que H*(R™) — L*(R") — (H*(R™)) = H*(R").

Definicdo 1.64. Seja ) C R" aberto e limitado bem regular (ouo R") e s > 0. Definimos

para s < m 0s espagos fraciondrios
H*(Q) = {u=wv,,; ve H(R")}

cuja norma é dada por

Ju| Hs(Q) = inf{]|v| HsRn)» Vo = u}.

Observagao 1.65. Quando s > 0 é um inteiro as definigoes de H*(Q2) e de H™(Q2) sdo equiva-

lentes.

Proposicdo 1.66. Para todo s > 0, H*(2) é um espago de Hilbert.

Demonstragio. Ver Proposi¢do 2, Capitulo 5, em [4]. O
Proposicdo 1.67. Se 0 < s; < s9 entdo H**(Q) — H*' ().

Demonstragio. Ver Proposigdo 2.6.7 em [31]. O

Agora, considerando {2 um subconjunto aberto limitado do R" com fronteira I' bem

regular vamos introduzir os espagos H*(I').
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Seja {(Ur, 1), ..., (Ug, px) } um sistema de cartas locais para I'. A cobertura aberta
Q, Uy, ..., Uy de Q2 determina uma partigdo C*° da unidade subordinada a mesma. Mais
precisamente, existem 6y, 61, ..., 0, € C3°(R") tais que
(1) supp(6y) C Q; supp(d;) C U; parai=1,..k;
(i) Zk: 0;(xr) = 1; paratodoz € ©;
(1i1) 6:0§ 0; <1 parai=1,.., k.

Seja v uma fungdo definida sobre I'. Por (ii), temos que

n

u(z) = Z(Glu)(x), quase sempre em I'. (1-3)

i=1

Para cada i € {1, ..., k}, definimos u;(y) = (6;u)(v; *(y)), ondey € > = (0, 1)1

Notemos que S(ub;) = {z € I'; (ub;)(z) # 0} C supp(6;) NI C U; NT.

Entdo, S(uw;) = {z € (0,1)"1; (u;)(z) # 0} é um compacto do R"~! contido no aberto

Y. Além disso, como, supp(u;) C S(u;) C > podemos estender u; a uma fungdo 1,

definida por
(uf) (e (), sey €

0, seyeR"1 -3,

ui(y) =

Se ; for para todo i = 1,...,k, uma fun¢do integravel em R""! entdo em virtude de

1-9)
ﬂﬁwmr—f;éwwuwr—f;éwymwﬂw@,

onde J(y) é uma aplicagdo infinitamente diferencidvel sobre R" .

Denotando por dI' a medida superficial sobre I' induzida pela medida de Lebesgue,
designaremos por L?(I'), 1 < p < oo, 0 espago das fungdes L somaéveis sobre I" para a

medida superficial dI', munido da norma

1
mem:(ﬁrw@wﬂ) se 1<p<os (1-4)

ou,

[ull poo () = supess | u(z) |, se p = oc.
zel’

Seja m € N. Representamos por C™(I') o espago das fung¢des u : ' — R de classe
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C™ e por D(I') o espacgo das fungdes infinitamente diferencidveis sobre I'. Usando a

parti¢do da unidade {6, }o<;<x introduzida anteriormente temos,

—_—

LPT)={u:T =R, ubjop;' =0, € LP(R" 1), i =1,...,k},
C"D)={u:T = R; ubjop;' =a; € C"(R" 1), i=1,... k}
e DIM)={u:T >R ubjop;' =i € C"(R" 1), VmeN ei=1,...k}.
Consideramos a aplicacdo

¢; : D(I') — D(R" )
u— ¢i(u) = 1;62 ot (1-5)

Sendo v € D(R"!) vem que

(¢i(w), >D’ Rn—1)xD(R"~—1) :/

Rn—1

Gy = [ u@ @) h@dr, 16
U;ur
onde J;(x) é uma aplicac¢do infinitamente diferencidvel sobre I'; = U; N I'. Definindo

0i(z)v(pi(r))Ji(), reUnl
vi(v)(z) = (x)v(pi(2)) Ji(z), sex €
0, sexel—(U;NT)

entdo, de (1-6) podemos escrever

(40,0} ryenny = [ (o)) @)

r

ou ainda, do fato que v;(v) € D(I"), temos

<¢z( ) >1>/ Rn—1) D(R*—1) :< wz( )>D’(F D(T)

Da igualdade acima e do fato que D(I") é denso em D'(I'), resulta que a aplicagdo de-
tinida em (1-5) se prolonga, por continuidade a uma aplicacdo que ainda denotaremos

por ¢; de D'(T") em D' (R™1).

Definigao 1.68. Definimos para s € R,

HA(T) = {u; ¢5(u) € HSR™), i =1,2,...,k},
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3
(zlm )

Observacao 1.69. Alguns resultados sobre o espaco H*(T")

equipado da norma

[l

o H*(T") é um espago de Hilbert em virtude de H*(R™™1) o ser.
e D(I') édensoem H*(T').
o Aimersio Hz(T') — L2(T") é continua e compacta.

Para mais detalhes consultar [4], [31] ou [28].

Lema 1.70. (Imersées de Sobolev) Seja Q2 um aberto limitado do R, (n > 2), Q de classe

C™e 1 < p < oo. Entdo as imersdes abaixo sdo continuas.

(i) Se mp < n, entdo W"P(Q) — L(2), para q € [1, P ) ;
n—mp

(ii) Se mp = n, entdo WP (QQ) — Li(QQ), para q € [1,00);
Demonstracdo. Ver Teorema 2.5.1 em [31]. H

Teorema 1.71. (Teorema de Rellich-Kondrachov) Seja ) um aberto limitado bem regular

do R™, para n > 2. Entdo as seguintes imersoes sido compactas:

(i) Sep <, entio W'P(€) < LU(Q), para todo q € [1, -, ) ;
n —mp

(ii) Se p = n, entdo W'P(Q) < L4(Q), para todo q € [1,00) ;

(i) Se p > n, entdo W'P(2) < C°(Q).

Demonstracdo. Ver Teorema 2.5.4 em [31]. H

1.3 [Espacos funcionais a valores vetoriais

Nesta sec¢do iremos determinar espagos em que sdo levados em conta as varidveis
temporal e espacial, o que é necessdrio para dar sentido a problemas de evolugéo.
Para t € (0,7 fixo, interpretamos a fungdo = — wu(z,t) como um elemento do

espago X. Denotaremos este elemento com u(t) € X com valores no espago X.
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Definic¢ao 1.72. Sejam X um espaco de Banach e a,b € R.

(@) Oespago LP(a,b; X),1 < p < 0o, consiste das fung¢des (classes) mensuraveis sobre

[a, b] com imagem em X, ou seja, as fungdes u : (a,b) — X tais que

1
b »
il = [ 101 < o0

(b) O espago L*(a,b; X) consiste das fungdes (classes) mensurdveis sobre [a, b] com
imagem em X, ou seja, as fungdes u : (a,b) — X limitadas quase sempre em

(a,b). A norma neste espaco é dada por
[l oo i) = sup €ss ([[u(@) ] x) -

(c) O espaco C(a,b; X), consiste de todas as fun¢des continuas u : (a,b) — X que

possuem derivadas continuas sobre [a, b]. A norma neste espaco é dada por

ooy = mase [lu(®)]-

Defini¢do 1.73. Denotamos por W'?(0, T; X ) o espaco das fun¢des u € LP(0, T; X) tais

que v’ existe no sentido fraco e pertence ao espago L”(0,7; X). Além disso,

1
T »
[|ullwrr,rx) = Hu@®|% + [[u' (O] dt | sel<p<oo
0

e sup ess ([Ju(t)||x + ||v'(t)||x) sep= .
0<t<T
Escrevemos H'(0,T; X) = W2(0,T; X) e C(a, b; X) em vez de C°(a, b; X).
Teorema 1.74. Sejamm =0,1,...,e 1 < p < oo, X e Y espacos de Banach.
(a) C™(a,b; X) é um espago de Banach sobre R.
(b) LP(a,b;X), 1 <p < ooeL>®(a,b; X) sio espacos de Banach sobre R.

(d) C(a,b; X) édensoem LP(a,b; X) e aimersio C(a,b; X) — LP(a,b; X) é continua.

(e) Se X é um espago de Hilbert com produto interno (.,.)x entdo L*(a, b; X) é também um
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espago de Hilbert com produto interno
(U, V) L2(a,pyx) = / (u(t),v(t))xdt. (1-7)
Q

(e) LP(a,b; X) é separdvel, se X for separdvel e 1 < p < oo.
(f) O espago LP(a,b; X) é reflexivo se 1 < p < oo.
(g) Se X — Y, entdo L"(a,b; X) — La,b;Y),1 < qg<r < oo.
Demonstracdo. Ver Teorema 23.2 em [39]. H

Defini¢do 1.75. Seja X um espago de Hilbert. Denotaremos por D(a,b, X) o espago
localmente convexo completo das fung¢des vetoriais ¢ : (a,b) — X infinitamente dife-
rencidveis com suporte compacto em (a, b).

Dizemos que uma sequéncia ¢, — ¢ em D(a,b; X) se

(i) Existe um compacto K de (a,b) tal que supp(y,) e supp(y) estdo contidos em K,
para todo v; p p

(ii) Para cada k € N, Py — ZpE em X, uniformemente em ¢ € (a, b).

O espacgo das aplicagdes lineares de D(a,b) = D(a,b;R) em X serd denotado por
D'(a,b; X), isto é, S € D(a,b; X)se S : D(a,b) — X é linear e se §,, — 0 em D(a,b)
implicar que (S, 6,) — (S,0) em X.

Diremos que S, — Sem D(a,b; X) se (S,,0) — (S,6) paratodo 6 € D(a,b).
O espago D'(a, b; X) munido da convergéncia acima é denominado espagos das dis-

tribuigdes vetoriais de (a,b) com valores em X.

Denotaremos por H;(a,b; X) o espago de Hilbert
Hy(a,b; X) = {u € L*(a,b; X);u' € L*(a,b; X) e u(a) = u(b) = 0}
munido com o produto interno
b b
(w,u)) = / (w(t), u(t))xdt +/ (w'(t),u' (t))xdt.

Uma vez que X é um espaco de Hilbert, identificamos X = X'. Assim, identi-

ficando L?(a,b; X) com seu dual (L?(a,b; X)) = (L*(a,b; X'), via Teorema de Riesz
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obtemos
D(a,b; X) — Hy(a,b; X) — L*(a,b; X) < H *(a,b; X) < D'(a,b; X)
onde H~'(a,b; X) = [H}(a,b; X)]'. Aqui — denota a imersdo continua e densa de um

espago no seguinte.

Proposi¢do 1.76. Seja u € L*(a,b; X ). Entdo existe um iinico funcional h € H='(0,T; X)
que verifica (h,0&) = ((uv',0) ,&)x, V0 € D(0,T), para todo & € X.

Demonstragio. Ver Proposi¢do 1 em [33]. O

Observacao 1.77. Baseado na Proposicdo 1.76, identificamos h com u'. Em razdo disso, dire-

mos que se u € L*(0,T; X) entdo v’ € [H}(a,b; X)].
Corolério 1.78. A aplicagio u € L*(0,T; X) — v’ € H (0, T; X) é linear e continua.

Proposicao 1.79. Sejam X,Y espacos de Hilbert tal que a imersio X — Y ¢é continua e
uwe LP(0,T;X),u € LP(0,T;Y), com 1 < p < oo, entdou € C°([0,T];Y).

Demonstracdo. Ver Secao 1, Corolario 1, em [30]. O

Proposigdo 1.80. Seja X um espago de Banach reflexivo e separdvel. Entdo o espago L*(0,T; X)
é separdvel e L*(0,T; X)' = L>(0,T; X').

Demonstracdo. Ver Exercicio 23.12d em [39]. H

Observacao 1.81. Seja X um espaco de Banach reflexivo e separdvel. Da Proposicido 1.80 e
do Teorema 1.14, toda sequéncia limitada (v,,) em L>°(0,T"; X') possui uma subsequéncia (v,,, )
com

Sy em L(0,T; X') quando n — oo,

Un,,

isto é, para todo u € L'(0,T;V),

/ (U, (), u(t)) dt — / )) dt, quandon — oo.
0

Proposicdo 1.82. Seja X um espaco de Banach reflexivo e separdvel. Se v!, = u,, em [0,T]

para todo n, e
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u, —u em L(0,T;X), quandon — oo,

v, =~ v em L=(0,T;X), quandon — oo,

entdov' = uem [0,T].

Demonstragio. Ver Exercicio 23.12g em [39]. H

1.4 Teoria do Traco

Consideramos €2 C R"™ um aberto limitado bem regular do R" com fronteira I'.
Como vimos D(I') é o espago vetorial das fungdes reais definidas em I', possuindo
derivadas parciais continuas de todas as ordens. Dada uma fungdo u definida em (2,
representaremos por Yu a restrigdo de u a I'. Por D({2) representa o conjunto de todas
as funcdes ¢ : Q — R que sdo restricdes de fungdes pertencentes a C5°(R™) restrita a (2.

Em simbologia D($}) = { = ¥n, v € C(R")}.

Proposicao 1.83. Existe uma constante positiva C tal que ||70u]|H%( \ < C|ul| g1 (0)-

T

Demonstragdo. Ver Proposi¢do 2.7.1 em [31]. ]

De acordo com a Proposicdo 1.83 e pelo fato de que D(2) é denso em H'(Q2), pode-
mos estender a aplicagdo v, : D(Q2) — H 2(I) a tinica aplicacdo linear e continua, ainda

representada por 7,

Yo : Hi(Q) — Hz(T)

u — Youlg, Vu € D(RQ). (1-8)

A aplicagdo dada em (1-8) é denominada a aplicagio trago de ordem zero.

Teorema 1.84. O niicleo de ~, é 0 espago H} ().
Demonstracdo. Ver Teorema 2.7.1 em [31]. H

Em face de D()) ser denso em H™ () podemos estender a aplicagdo v; : D(Q) —
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i1 L. . ~ . P
H™7772(I') a uma tnica aplicagdo linear e continua e tal que

ou’

il = viu,Vu € D(Q),Vj=1,2,....m — 1.
T

Assim, a partir das v;s, podemos enunciar o seguinte Teorema:

Teorema 1.85. Existe uma iinica aplicagdo linear e continua

v H™(Q) — 1:[ H™ 7 2(T)

Jj=0

U= yu = (70a71a "'7’7m—1)

com a topologia natural do espago H;:Dl H™ 72 (T") dada por

onde w = (wo, Wy, ..., Wyy_1)-
Demonstracdo. Ver Teorema 2.7.2 em [31]. O

Observacio 1.86. A aplicagio ~y acima é denominada aplicagdo trago de ordem m.

Teorema 1.87. Seja Q um subconjunto limitado do R™ com fronteira T de classe C*. Entdo

existe um operador linear limitado T : W'*(Q) — LP(T') tal que
(i) Tu = ulp seu € WP(Q) N C(Q);

(ii) ||Tul|reary < Cllul|lwre), para todo u € WP(Q), com C constante dependendo so-

mente de p e u.
Demonstragio. Ver Teorema 1, Capitulo 5, em [16]. [

Observacgao 1.88. Chamamos T'u de trago de u sobre I

Para estudo do da Teoria do Trago nos espagos L*(0,7, H™(Q2)) e H~*(0,T, H™(2))
veja [33].
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1.5 Teorema de Carathéodory

Nesta secdo apresentaremos o Teorema de Carathéodory que sera usado para pro-

var que existe solugdo para o problema aproximado, no Capitulo 2.

Seja D um subconjunto aberto de R"!, cujos elementos serdo denotados por (¢, ),

teR,z € Resejah: D — R" uma fungdo.

Consideremos o problema de valor inicial

/() = h(t, z(t)) (1-9)

l’(to) = 29
Dizemos que h esta nas condigdes de Carathéodory sobre D se

(i) h(t,z)é mensurdvel em ¢ para cada x fixado;
(ii) h(t,z) é continua em x para cada t fixado;

(iif) para cada compacto K de D, existe uma fungdo real m(t) integravel, tal que
|h(z,t)] < mg(t), paratodo (z,t) € K.

Teorema 1.89. (Carathéodory). Sejam h : D — R" satisfazendo as condicdes de Carathéo-
dory sobre D. Entdo existe uma solugio absolutamente continua x(t) de (1-9) sobre algum

intervalo |t — to| < B, > 0.
Demonstracdo. Ver [14]. ]

Corolario 1.90. (Prolongamento). Sejam D = [0, T|xBcomT > 0, B = {z € R™; |z| < b}
ondeb > 0eh : D — R satisfazendo as condigoes de Carathéodory sobre D. Suponhamos que
x(t) é uma solugdo do problema (1-9) tal que |xo| < b e que em qualquer intervalo I, onde x(t)
estd definida, se tenha |x(t)| < M, para todo t € I, M independente de I e M < b. Entio x(t)

possui um prolongamento a todo [0, T').

Demonstracdo. Ver [14]. ]
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1.6 Resultados auxiliares

Teorema 1.91. (Teorema da Compacidade de Aubin-Lions) Sejam By, B e By espagos de

Banach tais que By — B — B e
(i) By e B sdo reflexivos;
(ii) A imersdo By — B é compacta;
(iii)) A imersido B — B, é continua.
Definamos W = {u € L*(0,T; By);u' € LP*(0,T; By)}, onde 1 < py;pl < oo. Considera-

mos W munido da norma

[ullw = [[ul|Lro 0.7:B5) + 1|4 ]| 201 (0,:81)

a qual o torna um espago de Banach. Entdo a imersdo de W em L (0,T'; B) é compacta.

Demonstragio. Ver Teorema 5.1, Capitulo 1, em [28]. ]

Teorema 1.92. (Lema de Lions) Seja (u,,) uma sucessio de fungdes pertencentes a L4(Q)) com

l<g<ooe@=Qx(0,T). Se
(i) w, — u quase sempre em Q);
(it) [Jupl|o@) <€, VueN;

entdo u, — u fraco em L(Q)).

Demonstragio. Ver Lema 1.3, Capitulo 1, em [28]. O

Proposi¢do 1.93. (Lema de Gronwall) Sejam m € L'(0,T) tal que m > 0 quase sempre em

(0,T) eseja a > 0 uma constante. Considere © uma fungdo continua de [0, T'| em R verificando

o(t) < a—i—/o m(s)e(s)ds, Vte (0,7T),

entdo

o(t) < a.eh™®d v e (0,T).
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Demonstracdo. Ver Lema A.4 em [3]. H

Proposicao 1.94. (Desigualdade de Cauchy-Schwarz) Para quaisquer a,b € R", tem-se

la - b] <||a||gn||b]|rn, onde - denota o produto interno no R™.

Demonstragio. Ver Apéndice B.2 em [16]. H

Proposicao 1.95. Sejam X, Y, Z espacos de Banach. Entdo

(a) Seaimersio X CY eY C Z sdo continuas, entdo a imersdo X C Z também o é. Além

disso, se a imersio X C Y ou'Y C Z é compacta, entdo a imersdo X C Z também o é.

(b) Seaimersio X CY écontinua, entido quando n — oo,
un, — uwem X implica que u,, — uemY
e u, — uem X implica que u,, —~ wemY.
(c) Seaimersdo X CY é compacta, entdo quando n — oo,

u, — uem X implica que u,, — uemY.

Demonstragio. Ver Proposigdo 21.35 em [39]. O

Defini¢dao 1.96. Um par dual (ou sistema dual) é um par de espacgos vetoriais (L, L)

relacionados por meio de uma aplicagdo bilinear (-, ) : L x L' — R que satisfaz
(a) se (z,2’) = 0 para todo 2’ € L', entdo = = 0.
(b) se (x,2') = 0 para todo z € L, entdo 2’ = 0.

Definic¢do 1.97. Seja H um espaco de Hilbert. Uma forma bilinear a : H x H — R é dita
H— eliptica ou coerciva, quando existe uma constante « > 0 tal que a(v,v) > al|v||%,

para todov € H.

Teorema 1.98. (Lax - Milgran) Seja a : H x H — R uma forma bilinear continua, H—
eliptica e seja f : H — R uma forma linear continua. Entdo existe um iinico uw € H tal que

a(u,v) = (f,v) = f(v), para todov € H.
Demonstragio. Ver Teorema 1, Capitulo 4, em [29]. H

Defini¢ao 1.99. Denotamos por H o seguinte conjunto

H = {ue L*(Q); Au e L}(Q)}
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o qual, munido do produto interno,
((u,v))n = (u,v)r2(0) + (Au, Av) o), Yu,v €H

€ a norma

1
2
[lulle = | ullZ2(@) + [|Aul|Z2(q)

é um espaco de Hilbert.

Proposi¢do 1.100. D(X2) é denso em H.

Demonstragdo. Ver Proposicdo 6.3.2, em [4]. H

Proposicao 1.101. Existe uma iinica aplicagdo linear e continua:

v:H — H2(I) x H #(T)
u— (y0(u), 71 (u))
e ainda a aplicagdo ~ acima coincide com a aplicagdo trago de ordem 2.

Demonstragio. Ver Proposicdo 6.3.3 em [4]. ]

Proposicao 1.102. Existe uma iinica aplicagdo linear e continua:
v HNHY(Q) = H 2 (I).

Demonstragio. Ver Proposi¢do 6.3.6 em [4]. O

Teorema 1.103. (Férmulas de Green) Seja ) aberto limitado do R™ com fronteira I' bem

reqular, sio vdlidas as sequintes formulas

(1) /uav dx:—/ auvdx—i—/uvyid:z:; Vu,v € H'(Q)ei=1,2,...,n.
o Oz 0z r

Aqui as fungdes u e v sio identificadas com a imagem da aplicagio trago .
(i) —/ Awvdr = (Vu, Vv) — / ?de; Yu € H*(Q)eVv € HY(Q),
Q r oV

ou

—,v> ;Yue HNHY Q) ev e HY(Q),
v H~3(I),H3(T)

(iii) (Au,v) + (Vu, Vo) = <

a ou 0 o .
onde (Vu, Vv) = Z/ 85 &: drev = (v, v ... v") éa normal unitdria exterior a T
— Jo 07; 0x;
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Demonstracdo. Ver Secao 6.3 em [4]. O

Seja 2 um aberto e limitado do R" com fronteira I' de classe C?. Sejam Iy e Ty

subconjuntos néo vazios de I' tais que I' = Ty UT; e [y N T, = 0.

Defini¢do 1.104. Denotamos por V' o subespago de H'((2), dado por
V={veH (Q);v=0em I }.

Proposi¢do 1.105. O espago V com a norma induzida por H'(Q) é um espago de Hilbert.

Demonstracdo. Ver [34]. [

Proposicao 1.106. Considerando em V a norma
[[v][v = [|VV]|r2), paratodo v eV,

segue que || - ||v e || - || g1 (q) sdo equivalentes.
Demonstragio. Ver Proposigdo 1, Capitulo 4, em [29]. O
Corolario 1.107. V' é um espago de Hilbert com o produto interno

((u,v))y = /Vu -Vudz, paratodo u,v € V.

r

Observacdo 1.108. Da Proposigio 1.48 e do Teorema 1.8 concluimos que V' é um espago sepa-
rdvel. Além disso, pelo Teorema 1.9 seque que V' é reflexivo.
Teorema 1.109. Seja 2 um dominio no R", com fronteira I' de classe C™. Se mp < n e

p(n—1)

n—m

p<q< , entao

WmP(Q) — LYT).
Se mp = n, entdo a imersdo acima é vdlida para p < q < 0.
Demonstracdo. Ver Teorema 5.22 em [1]. H

Observacao 1.110. Notemos que a imersdo acima esta definida no sentido do traco. Para mais

detalhes veja [1].

Seja 0 uma constante tal que:
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1
0 < —— > 3;
® < —_paranz
e )>0paran=1oun=2.

Afirmamos que V — L»*2(T"). Com efeito, consideramos ¢ = 2§ + 2 e m = 1 segue,

2(n—1)

paran > 3,quel <q < —— 5 Assim pelo Teorema 1.109 temos a imersédo H'(Q) <

L»*2(T), consequentemente,

V e LPF(T). (1-10)

Agora, paran = 1 oun = 2, consideramos ¢ suficientemente pequeno tal que ¢ =
20 +2 < co. Assim, paran = 2,m = 1 ep = 2, o Teorema 1.109 garante a imersao
(1-10). Da mesma forma, paran = 1 em = p = 1, obtemos o mesmo resultado.

Concluindo a prova da afirmacao.

Proposi¢ao 1.111. Dado f € L*(Q) e g € L*(Ty), existe uma tinica solugio u : Q — R, em

V', para o problema de Dirichlet-Neumann

/

Au=f em Q

u=0 em Iy (1-11)
ou

72 T
\aV g e 0

Demonstragido. Notemos que a formulagdo variacional do problema (1-11) é dado por

(Vu, Vo) = (f,v) + (9,v)r,, paratodo v e V. (1-12)

Definamos a aplicagdo a : V' x V' — R por a(u,v) = (Vu, Vv) = (u,v)y. Segue que a é
uma aplicagdo linear, continua e coerciva.
Definamos a aplicagao i : V' — R por (h,v) = (f,v)+(g,v)r,. Afirmamos que h é linear

e continua. De fato, Sejam v, v2 € V e o € R temos que

(h, vy +v2) = (f, vy +v2) + (g, av1 + va)r,
= Oé(fa Ul) + a(ga Ul)Fo + (f7 UZ) + (ga UZ)FO
=« (h,v1) + (h,vq) .

Além disso, da desigualdade de Holder (Teorema 1.41), desigualdade de Poincaré em
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V e daimersdo V < L*(T) temos que

[(h )| < Iz vl z2@) + N9l 2o [l 22ro) (1-13)
< M Az llvllv + Aallgll 2oyl [V ][V (1-14)
= Asl[vl|v, (1-15)

sendo A3 = Ai||f]|r2) + A2||g][2(ry) € A1, A2 constantes positivas. Logo a aplicacdo h é
linear e continua.

Assim, pelo Teorema de Lax-Milgran (Teorema 1.98) existe uma tinica solugdo u : {2 —
R, em V, que verifica a igualdade (1-12). Além disso, como (2 é limitado com fronteira
de classe C?, por regularidade elitica (veja [2] ou [18]) temos que u € H?*(2), ou seja,
u € H%(Q) (veja Proposicdo 1.67).

Em particular, para ¢ € D(Q) C V, de (1-12) temos (Vu,Vy) = (f,¢), para toda
¢ € D(Q). Pela formula de Green segue que (—Au, ¢) = (f,¢). Como D(2) é denso

em L*(02), obtemos
(—Au,p) = (f,¢) paratoda ¢ € L*(), (1-16)

pelo Lema de Du Bois Raymond (Lema 1.20) —Au = f quase sempre em (2. Notemos
que Au € L*(Q2) uma vez que f € L*(Q).
Como Au € L?*(2), temos que u € HN H'(2). Assim, pela férmula de Green e de (1-16)

obtemos
<@, U> = (Au,v) + (Vu, Vo)
v Hﬁ%(FOLH%(Fo)
= (Au7 U) + (f> /U) + (ga U)FO
= (Au+ f,v)+ (9,v)r,
= (97 U)Fov
. ou ou
ouseja, ( =—,v = (g,v)r, para toda v € V. Consequentemente, — = g
9 H~3(To),H? (Ty) v

)
T gem L2(Ty). O

em H~2(Iy). Por outro lado, temos g € L2(T'y) < H~2(T), logo Y
14
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A fim de simplificar a nota¢do, denotaremos, no decorrer do trabalho

() = [ ule)ota)de, (a0, = /Fou@s)v(a:)dx, = | Jufas,
lull?, = | e e i, = / Jute)r



CAPITULO 2

EQUACAO DA ONDA DEGENERADA COM
CONDICOES DE FRONTEIRA NAO LINEARES

Seja 2 um subconjunto aberto e limitado do R™ com fronteira I de classe C?. Sejam
Iy e I'y subconjuntos ndo vazios de I' taisque ' =Ty UT'; e TonT; =0.

Estudaremos a existéncia global de solu¢des da equagdo da onda degenerada com

condi¢oes de fronteira ndo lineares

;

p(x)y" — Ay =0 em Q x (0,00),

y=0em 'y x (0,00),
(*) dy
$+y’+f(y)+g(y’) =0 em Ty x (0, 00),

y(x,0) =4°(x), (Vpy)(z,0) = (/py')(z) em Q,

onde y' denota a derivada de y com respeito ao parametro t.

2.1 Hipéoteses

Nesta secdo, apresentaremos algumas hipéteses sobre o problema ().
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Assumiremos que
p>0emQepec CHQ). (2-1)
Consideramos a fungao f : R — R definida por
f(s) = Co|s|’s, paratodo s € R e paraalgum Cj > 0, (2-2)
e g : R — R uma fungdo C' ndo-decrescente tal que existem ky, ks > 0 verificando

k1|s|*T2 < g(s)s < kyo|s|*™2, para todo s € R, (2-3)

onde 0 < §,& < 25en230u5,§>08en:10un:2.

n pa—
Observacao 2.1. Para estudarmos a existéncia de solugdo regular e fraca, sem perda de gene-

ralidade, consideramos Cy = 1 na hipdtese (2-2).

A fim de obter a existéncia de solug¢des regulares, assumimos que

Wyt € VN H=(Q), (2-4)
satisfazendo
4
~Ay® =0 em €,
yo =0 em I‘17 (2—5)
oy’
5, T/ ==y —g(y') em Ty,
\ 14

Observagio 2.2. Recordamos que V = {v € H'(Q);v = 0 em 'y} (veja Defini¢io 1.104).
Observagio 2.3. Vimos que, paran > 1, temos as imersdes V — L?*2(Tg) eV — L*T2(T).
Consequentemente, y° € L**%(T,) e y* € L¥*2(Ty). Assim, das hipdteses (2-2) e (2-3)

temos que f(y°),9(y") € L*(To), pois | f(y°)12,) < CollWl3550 0, € lg@WDlF2r,, <
k2|40 |§§[§FO Além disso, y' € V < L?*(Ty). Portanto, temos

o _

B = —f°) —y' — g(y") € L*(To).

Entdo dado y* € V N H2(Q) o problema eliptico (2-5) tem uma tinica solucio y° € V a
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qual verifica esta igualdade (veja Proposigdo 1.111). Além disso, como Q) é de classe C?, por

reqularidade eliptica y° € H>() < Hz(R), isto é,4° € H2(Q).

As hipoteses (2-4) e (2-5) parecem ser restritivas, mas, na verdade, elas ndo sdo
restritivas uma vez que dado y' € VN H 7(Q), o problema eliptico (2-5) possui uma
tinica solugdo y° € V N H2(2). Assim sendo, para cada y' € V N H2(() existe um
tnico y* € VN H %(Q) verificando (2-5) o qual prova que as condi¢des (2-4) e (2-5)
fazem sentido.

Agora para obter a existéncia de solugdes fracas, consideramos, de um modo natu-

ral,

{4°,y'} pertencente ao fecho do conjunto C em V x L*(Q), (2-6)
onde C = {{yo, y'} € (H2(Q))% verificando (2 — 5)} :
Agora estamos em condi¢des de enunciar os seguintes resultados:

Teorema 2.4. Assuma que as hipdteses (2-1)—(2-5) sdo vdlidas. Entdo, o problema (x) possui

uma inica solugdo tal que

y € L=(0,00;V),  /py' € L¥(0,00; L*(Q2)), (2-7)
y € L=(0,00;V), /py" € L*(0,00; L*()), (2-8)
py" — Ay =0 em §x(0,00), (2-9)
Dy 4 1)+ o) =0 em Tox (0,00), 2-10
y(0) =4, Vpy'(0) = Vpy". (2-11)

A funcdo y serd dita solugdo regular para o problema (x).

Teorema 2.5. Assuma que as hipdteses (2-1) e (2-6) sejam vdlidas. Entdo o problema (x) possui

pelo menos uma solugdo fraca na classe

y € C([0,00);V),  /py' € C°([0,00); L*(2)) (2-12)
y' € L*([0,00); L*(I'y)). (2-13)
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2.2 Existéncia e unicidade de solucao

Nesta secdo provaremos a existéncia de solugdes regulares para o problema (x) (Te-

orema 2.4) e para este propésito empregaremos o Método de Galerkin.

Se y é solugdo regular do problema (x) entdo vale
p(x)y” — Ay =0 em Q x (0,00). (2-14)

Seja w pertencente a V, calculando o produto interno em L*(§2) em ambos os membros

da igualdade (2-14), obtemos
(py" (1), w) = (Ay(t), w) = 0. (2-15)
Notemos que pela formula de Green

Ayt w) = (V). V) — [ Par

r Ov

_ Iy dy

— (V) V) — /F L /F O
Como w € V, segue que w|r, = 0, logo

dy
—(Ay(t), w) = (Vy(t), Vw) — | 5 wdr (2-16)
To

dy / /

Do problema () temos que 9 - Y f(y)—g(y’) em I'yx(0, 00) e, consequentemente,

usando (2-2),

—/ @wdf = /F(y’%—f(y)%—g(y’))wdl“:/ y'wdl + ]y|5ywd1“+/ g(y" )wdr.

To To 1)

Substituindo em (2-16) obtemos

_(Ay> w) = (v% Vw) + (y/v w)Fo + (’y‘é% w)Fo + <g<y/)v w>F0' (2'17)

Portanto, substituindo (2-17) em (2-15), obtemos a formulagao variacional do problema
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(%), dado por:

(py”’ ’LU) + (Vy7 vw) + (y/a w)Fo + (|y|6y7 w)ro + (g(y/)’ w)Fo = 07 (2_18)

para todo w pertencente a V.

A fim de resolver o problema (x), vamos transforma-lo num problema equivalente,

com dados iniciais nulos. Para isso, consideramos a seguinte mudanga de variaveis

v(z,t) =y(z,t) — o(z,t), (2-19)

sendo

o(z,t) = y(z) + ty'(x), paratodot € [0,T]. (2-20)

Notemos que

o ¢(z,t)=y*(x) e ¢"(x,t) =0.

o V' (x,t) =y (x,t) — ¢ (z,t) =y (x,t) — y*(x),isto &, V' (z,t) + y'(z) = ¥/(z,1).
o V'(x,t) =y"(x,t) — ¢"(x,t) =y (x,1).

Das igualdades acima e do problema (x), formalmente temos

0=p@)y"(z,t) = Ay(z,t) = p(z)v"(z,1) — Afo(x, 1) + ¢(x,1)]
= p(z)v"(z,t) — Av(z,t) — Ag(z, 1), (2-21)

ou seja,

p(x)(z,t) — Av(z,t) = Ap(z,t) = Ay°(z) + tAy' (2).

Por outro lado, pelas condi¢des de fronteira, temos

0 = Dat) 4y t) + lyla, 1) + g/ (x.)
= )+ Ot + (e, 0) + )
o) + o O (0 1) + 9l 0) + 90/ (@0 + 8 1), (2
isto &,
? S ot 0P+ 8) + g+ ¢) =~y — 22 em Ty x (0,7).
v v
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A seguir, analisaremos as condig¢des iniciais, para isso observamos que

(Vey (@) = (Vey)(@.0) = (Vpv')(z,0) + (v/pd)(z,0)
= (Vp')(,0) + (voy') (=),

logo (/pv")(0) = 0.
Também, v(x,0) = y(x,0) — ¢(z,0) = y°(z) — °(x) = 0.

Portanto, v é solugdo do problema:

7

p(x)v” — Av = F(z,t) em Q x (0,7),

v=0em I'y x (0,7),

9 (2-23)
5, U v o’ (v+ @) + g(v' + ¢') = G(x,t) em Ty x (0,7),
| 0(0) =0, (y/p')(0) =0 em Q.
sendo
Flz,t) = Ay’(2)+tAy'(z), Y(z,t) € Qx(0,T) (2-24)
G(z,t) = —y'(z)— (%—y;(x) +taa—g£(x)) , Y(x,t) ey x (0,T) (2-25)

Podemos dizer que o problema (x) é equivalente ao problema (2-23)—(2-25) no se-
guinte sentido: se v é uma solugado de (2-23) em [0, 7], entdo y = v + ¢ é uma solugao

para o problema (*) no mesmo intervalo.

Representamos por V,,, = [wy,ws, ..., wy,|, para cada m € N, o subespaco de V' ge-

rado pelos m primeiros vetores da base (w;) ey em V, a qual é ortonormal em L?(Q).

Definamos, para € > 0,

Pe=p+e € Up(t) € Vy & van(t) = Zgjgm(t)wj, (2-26)
j=1
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onde v, (t) é solucdo do seguinte problema de Cauchy:

(P (), w) + (Vvem (1), V) + (06, (t), w)r

(Ve () + A(B)* (Ve (1) + S(1)), W)y + (9(vn (8) + ¢ (£)), w)ry 2.27)

= (F(t),w) + (G(t),w)r,, Yw € Vp,,

| Vem(0) = v, (0) = 0.

A seguir, reescreveremos o problema de Cauchy acima, a fim de verificarmos se as

condic¢des do Teorema de Carathéodory (Teorema 1.89) sdo satisfeitas. Dessa forma,

provaremos que o problema (2-27) possui solugdo no intervalo [0, Z.,,).

Fazendo w = wj,j = 1,2, ..., m em (2-27), temos

(Peven (), w;) + (Vven (), Vo) + (0 (1), w5)r,
+([vem (1) + SO (Ve (t) + 6(t)), wy)ry + (9(V (t) + &' (1)), w5)rg
= (F(t), w;) + (G(2), wj)r,.

Substituindo v, (t) = Z Giem (t)w; na equagao (2-28), obtemos
=1

Z gzem peww wj + Z gzem wa V’LU] + Z glﬁm wza wj)Fo

|Zgz€m wl+¢ Zg%m wl+¢( )) ) 0
g(z Giem (D)wi + &' (1)), wj)ry = (F (), w5) + (G(1), w;)r,-

O problema (2-29) é equivalente ao sistema

(pewla 'lU1> (p6w27 wl) s (/Oﬁwm7 U)l) glllem(t)
(pewla w2) (PeU)Z, w?) s (IOEwﬂ% wQ) gé/em(t)

(pewr, wm)  (pewa, wm) .. (PeWm, W) | | Gmem(t) |

(2-28)

(2-29)
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(le, le)
(le, ng)

le, Vwm)

(wh w1)ro

(wb w2)ro

(wla wm)ro

(VU)Q, le)
(ng, ng)

(Vu)? 5 vwm)

(UJQ, w1)1“0

(w2, wz)ro

<w27 wm)ro

|Z.gzem wz_’_gb
|Zgzem wz+¢

|Zgzem wz+¢

Q(Z Giem (H)wi + ¢ (1)), w01

93 G (s + (1),

(pewr, w)

(pewla w2)

(pewla wm)

(le s le)
(le, ng)

V'LUl, Vwm)

wm)Fo

(Vwm) V'UJ1> glem<t)
(VU)m, vw2) gQEm(t)
(Vwp, Vwy,) Gmem ()
(wma wl)FO glsm(t)
(U]m, w2)F0 g2em(t)
(U)m, wm)f‘o 1L gmem(t> ]

Z gzem wZ + QS ) )
Z gzem wl + ¢ ) )

Zgzem w’L + ¢ ) )

Denotaremos cada matriz acima da seguinte forma

)Fo - _
(£'(t), wr) (G(t), wi)r,
)To (F(t).,wg) N (G(t)a.w2>Fo
| F,un) || (G0,
(pewzwn) ... (e, wi) |
(p6w2> wQ) (pewmw w2)
<p6w27wm) (pewmawm> i
(ng, le) (Vwm,V'LUl) ]
(Vwsy, Vw,) (Vwp,, Vw,)
(Vws, Vwy,) (Vwp,, Vwy,) |
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(wb wl)ro

(wlu wz)ro

(wla w’m)ro

(w2, wl)ro

(wz, 7~U2)F0

(wz, wm)Fo

|Zgzem Jw; + p(t)
|Zgzem Jwi + ¢(t)

|Zgzem Jw; + B(1)

(me wl)Fo

(wm, w2)ro

(wm7 wm)Fo

Zgzem Jwi + 6(t)), w
Zgzem Jwi + 6(t)), w

ng Jwi + &(t)), w

glem(t)

92em (t)

Gmem (t)

1)ro
2)1r

)T

9 G s+ & (1), w1

)Fo

D(Z/(t)) _ g(izlgiem(t)wi+¢(t))7w2>Fo ’
9> gm0+ & (1), wn)r,
[ (P(t),wn) | REOR
F(t) _ (F(t).aw2) e G(t) _ (G(t%.w?)l“o
| (F(),wn) | (G0, war |

Assim, obtemos o seguinte sistema de equagdes diferenciais ordindrias

CY'(t) + Az(t) + EZ'(t) + B(2(t)) + D(Z'(t)) = F(t) + G(t).

A seguir, analisaremos as condi¢des iniciais do problema, notemos que

Z giem(o)

Ww; = 'Uem(O) =

= Ghem(O)w
=1

Como {w;} é um conjunto linearmente independente em L?(2), temos que

giem(o)

= Giem(0) =0, Vi={12,..,
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Logo z(0) = #/(0) = 0, onde 0 denota a matriz nula.
Portanto obtemos o seguinte problema de valor inicial
C2"(t) + Az(t) + EZ'(t) + B(2(t)) + D(Z'(t)) = F(t) + G(t) (2-30)
2(0) = 2/(0) = 0.
Afirmamos que a matriz C' é inversivel. De fato, seja um v = (uy,ug, ..., uy,) UM

vetor pertencente ao R™. Mostraremos que se Cu = 0 (o qual 0 representa a matriz

nula) entdo u = 0, o que implica que C é inversivel. Suponhamos C'u = 0 entdo

> (pewiu;, wy) -
iﬁl 0
Z(pewiui7 wy) 0
Cu=| = =
m 0
> (pewiui, wp,) -
L =1 .
Isso implica,
= Z(pgwiui,wj) = (Z pewi,wj), Vji=1,2,.m. (2-31)
i=1 =

Como p, > 0, podemos escrever p. = (,/p.)?, comparando com (2-31) obtemos

(v/pe Z wii, /pew;) = 0. (2-32)

Multiplicando (2-32) por u; e somando j = 1,2, ..., m, obtemos

(Ve Y wits, /pe Y wiuy) =0 em L*(Q).
i=1 j=1

Isso implica que /pc Z w;u; = 0. Mas p. > 0, logo Z w;u; = 0. Por outro lado w; é

=1
ortogonal em L?((2), consequentemente é linearmente independente em L?((2), entdo

u; = 0, para todo i = 1,2,...,m, ou seja, v = 0. Portanto C' é inversivel, concluindo a

prova da afirmacao.
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Assim, reescrevemos o problema (2-30) da seguinte forma

() + O~ Az(t) + CYEZ(t) + C~'B(2(t)) + C~'D(2 (1)) = C-'F(t) + C~'G(t)

2(0) = Z/(0) = 0.

Definamos

_ (1)
| R + O G(t) — O Ax(t) — CTUEZ (1) — CB(2(1)) — O D(2 (1) ]

N (1) 2(0)
N I CIF(t)+C7'G(t) — CIB(2(t)) — C7ID(Z'(¢)) ] i [ —C7YAz(t) — CTIEZ/(t)

0
CLE(t) + C1G(t) — CLB(Yi(t)) — C-'D(Ya(t))

Ya(t)
—C71AY (t) — CT1EY,(t)

Donde obtemos o seguinte problema de valor inicial

Y'(t) = o ’ + ’ 1 Y,
CHF(t) + G(t) — B(Y1(t)) — D(Ya(t))) —¢7A —CTF (2-34)
0
Y(0)=Y0 =
0

Provaremos que o problema acima possui uma tnica solucdo local utilizando o

Teorema de Carathéodory, para tal, consideramos a seguinte aplicagdo

h:[0,T] x R*™ — R*™,
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definida por

0 0 1
h(t,Y) = + Y

C-YF(t) + G(t) — B(Y;) — D(Ya)) —C'A —C'E

Onde Y = (fl,gg, -"7§m7§m+17 ...,fgm),}/l = (51,52, ...,fm) e 3/2 = (§m+17 ...,§2m>.

Inicialmente, verificaremos se a funcado h esta nas condi¢des de Carathéodory. Com

efeito,

(i) Seja Y € R?™ fixado. A fungdo h é mensurdvel como fungéo de ¢ € [0, 7], uma

vez que C~!F(t) e C~1(G(t) sdo mensuraveis e os outros termos ndo dependem de .
(ii) Considere t fixo, h é continua como funcdo de Y.

De fato, a fungdo N : R*" — R*™ definida por

é linear e consequentemente continua.
Como t esté fixado, as aplicacdes C~'F(t) e C~1G(t) sdo constantes, logo sdo con-
tinuas. Além disso pela continuidade das funcdes f e g concluimos que as aplicagdes

C'B(Y1) e C~'D(Y;) também sdo continuas. Logo h é continua como fungio de Y.

(iii) Seja K C [0, T] x R?*™ um compacto, entdo

1A (t,Y)[[2m < [|C Pl + [|C7 Gllren + [|CT BV [ + ||CT D(Y2)[[ren + [|NY o
(2-35)

Agora como as fungdes B, D, N sdo continuas segue que sdo limitadas em K. Além

disso, as funcoes F e G sdo continuas, entdo existe uma constante positiva M, tal que
1C Fl[gm + |07 Gl + IO Bl + |07 D(Y2) |l + [INY [z < My (2-36)

para todo (¢,Y) € K, onde y = (Y1, Y>).
Comparando (2-35) com (2-36) obtemos

[|h(t,Y)||gem < My, paratodo (t,Y) € K.
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Portanto dos itens (i) — (4i7), temos que as condi¢des de Carathéodory estdo satis-

feitas e, como consequéncia, existe uma solugao Y (t) do problema de valor inicial

Y/(t) = h(t,Y)

Y (0) = Y°

em algum intervalo da forma [0,¢,,), com ¢,, > 0. Além disso, ¥ é absolutamente
continua, portanto, derivavel quase sempre em [0, ?,,). Resulta dai, que z(t) e 2'(t) sdo
absolutamente continuas e, consequentemente, 2”(¢) existe em quase todo ponto de
0,2,,).

O corolario do prolongamento (Corolario 1.90), juntamente com a primeira estima-

tiva a priori, garantem a extensdo da solugao para [0, 7.

2.2.1 Estimativas a priori

Primeira estimativa a priori

Considerando w = Z Gimw; €m (2-27) obtemos
i=1

(P (£), Vi (1)) 4 (Ve (), VUL, (1)) 4 (00 (£), 06 (£))rg
+([vem (t) + S (Ve (£) + (1)), Vi ()1 + (9(Ven (£) + &' (1)), e ()
= (F (), v ())ry + (G(8), ve ())ro- (2-37)

Afirmamos que

o (ol (1), (1) = mum ol 2:38)
o (Tl (1), Vit (1)) = 5 [V ()% (239
o (F(1), (1)) = S CF(0) ven(8)) = (F'(0), v (1) (2-40)
o (G),thu(D)ry = (GO ven()r, — (O, 0O, (24D)

Com efeito, notemos que

%(pevém(t% Ve (8)) = (Peven (8); Ve () + (Pt (1), ven (8)) = 2(peven (t), vl (1)),
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pois,

I
S— 5—

pe(x)vl (x, ) (x,t)dx

em em

(PeVi (1), Vo (1))

pe(x)vl (x, )., (z,t)dx

= (pevem (1), i (1))-

1d
Assim, = (petl, (6, 0,(6) = (perl, (), 0, (1)), ou sefa,

1d
S IV O = (petin(8), v (1)

uma vez que

m%mm&m=AmmMMme=LWMm%%@m%=nm%mw

1
De forma andloga, obtemos 5% Ve ()|]? = (VUL (£), VUen(t)).

Agora, notemos que %(F(t), Vem (1)) = (F'(t), vem (1)) + (F(t),v.,,(t)), ou seja,

’Yem

, d

(F (1), vem () = Z (F(X), ven(t)) = (F'(1), vem(2)).
Analogamente, concluimos que (G(t), v.,,(t))r, = %(G(zﬁ), Vem (E)) 1o — (G (1), Ve () )1y -

Isso completa a prova da afirmacéo.

A seguir, analisaremos o termo (|ve, (t) + ¢(t)]° (van(t) + ¢(t)), v, (t))r,- Para isso

observamos que

([vem () + SO (Ve (t) + S(E)), v () + & (8) = &'(1))r,
= ([van(t) + S()]° (Ve () + S(1)), vl (t) + &' (1)),
~([vam(t) + SO)° (vem(t) + 6(1)), &' (D).

Por outro lado, temos que

1
042

| =

[vem () + G()" = van(t) + SO (vam (1) + S(0) (0, () + (1)),

U

t

logo
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([vem () + O] (Ve (t) + B(2)), v (1) + &' (1) — &' (£))r, =

() + G50, — (1) + S0 () + 6(0), S D), (242)

042

Reescrevendo (2-37) a partir das igualdades (2-38)—(2-41) e (2-42), obtemos

2 +2
s v (®) + B33,

ol I, = (ven(t) + O (wen(t) + 6(1)), & (),
G (1) + 0/(1)), U (1) + S (D)1, — (901 (8) + F(0),6 (),

= %(F@)’Uem(t» - (F,<t>7 Uem(t)) + %(G(t), Uem<t>>l“0 — (G'(t)’ Uem(t))FO' (2_43)

1v/Pevem O + Ve (®)]1* +

N —
SIS

A seguir estudaremos estimativas para os termos (g(v,,(t) + ¢'(t)), vl (t) + &' (£))r,

e (g(v.,,(t) + ¢'(t)),d'(t))r,. Pela hipotese (2-3) existem k; e ks positivos tais que
Fils|*t? < g(s)s < kals|**?, entdo kufvg, (t) — &' (6)|*F2 < g(vl, (t) — &/ (1)) (Vi (t) — &/ (1))
e g(vi,(t) — ¢/(t)) < kalvg, () — ¢'(¢)[!. Logo

(9(en®) + &0 (D) + SO, = | 0l +0)0ly + )T

>k | |0, + ¢T3
To

= kv, (t) + ' (1) e, (2-44)

(9(ven () + &' (1)), & (t))r, = /F 9V + @)@l < kz/ [V + @[T |dT. (2-45)

To
Das estimativas (2-44), (2-45) e de (2-43) obtemos

Al oy 1 )
TS € t a emt
IR O + S Foen ] +

1 +2
s lln(®) + 00121,
HIRLOI, + kil (®) + 6 O,
< (B v (1)) — (F(0) v0n(D)) + (G0 v,
_(G,(t)a Uem(t))FD + /F ’UGm + ¢’5(’U6m + ¢)¢/dr

+@/r%ﬁw%“wuv (2-46)
o

Integrando (2-46) sobre o intervalo [0,¢], com ¢ < t,,, e recordando que v/,,(0) =
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Vem (0) = 0 (consequentemente Vv,,,,(0) = 0) obtemos

1
g leent) + 0018, + [ et s

[ a(6) + H N s < 5560 + (Fven?)

1 1
FIVPLaOIF + SIIVoan®I1” +

— [ ) s + G0 venrs = [ () vmns

0

t 5 ,
+/0 /ro Ve (5) 4 &(5)|? (Ve (s) + ¢(5))¢' (s)dDds
ko /0 /F 0! () + ¢'(5) |16 (s)|dDds.  (2-47)

A seguir, faremos estimativas para alguns dos termos a esquerda da desigualdade

(2-47).
4
Para analisar (F'(t), ven(t)) € / (F'(8), vem(s))ds aplicamos a desigualdade de Hol-
0
der (Teorema 1.41) e a desigualdade de Young (Corolario 1.39) paran > 0 em (F'(t), vem (1))

e (F'(t),vem(t)), dai

(F'(t), vem (1)) = /Q |E (2, ) [vem (2, )| de < | F(@)]|[[vem (]| < E @AV oem (#)]]

A
< Ve (®)|* + EHFH?J([O,T];LQ(Q)V (2-48)

sendo A > 0 uma constante tal que, pela desigualdade de Poincaré, ||v|| < A||Vv||, para
todov e V.

De forma andloga, obtemos
2 )\2 2
(E"(1), vem (1)) < [ Vv ()]|" + EHF'(OH :

. I . o
considerando 1 = € integrando de 0 a t, obtemos a seguinte estimativa

t 1 t )\2
[ @) von(s0ds < 5 [ 190 s+ S rgony: 249)

De forma similar obtemos

CQ

(G(t), Vem(t))ro < Nl Vvem (D]]* + 2 HGHc (0,T1;L2(To)) (2-50)
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1
eparan:§>0

t , 1 t CQ ,
[ (€6 vonerts <5 [ 190 ds + FIC oy @51

sendo C; > 0 uma constante positiva tal que ||v|[.2(ry) < C2||Vv||, paratodov € V.

t
Agora, para analisar o termo / / [Vem (5) + @(5)|°T1¢/ (5)|dl'ds, consideramos p =
0 Jro
d+2

e ¢ = 0 + 2 entdo, pela desigualdade de Young (Teorema 1.38), obtemos

+1
e (8) + SO O] < T oen®) + 60 + 516/
em — (5+ 2 em 6+ 2 Y
e como ¢'(t) = y' segue que
[van(®) + SO (O] < St o (t) + (O + ]y,
o a2 5 +2
Integrando sobre I'y, obtemos
, d+1 1
Vem + 6|0+ dT < / (myvem(t) + () + 6—‘y1|5+2) dr
Ty o
d+1
= e ®) + SO, + 55110

Integrando de 0 a ¢, segue que

¢ , d+1
[ ante) + oty (oards < [ (gl + 001851, + 55100168

(5—1—1
/Hvem )+ o >H§I§rods+—TH (52 e

_5—1—2

Observacio 2.6. As normas ||[vem + ¢llsy2.r, € ||¢||5 12,0, fazem sentido pois vem, d, ¢ € V,

Vs L5+2(F0) e L2(6+1)<F0> s L5+2(F0), pois 20+1)>d6+2.

Iy
(\V]

_l’_
§+1

t
Para analisar k / / [v!(s) 4+ ¢'(s)|*!|¢(s)|dds, consideramos p = eq=

0 JTg
¢ + 2 entdo pela desigualdade de Young para n > 0 obtemos

[V () + &' (1) ol @ (O] < ml [0 () + & (1)1 + H(E) Y[,
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EET2
onde H(¢§) = -. Dessa forma, segue que

€ +2) (252)"

k2 /0 A [V (8) + ¢ ()| (5 )|dFds<n/ [0l (5) + & (5)[[E5.p,ds

+H Ty 155, - (2-53)

Sendo assim, das estimativas encontradas em (2-48)—(2-53) e de (2-47), obtemos

l ’ 2 1 . 2 1 6+2
IV O+ (5 = 20) [F0an I+ 5 5lloan(®) + SOIEE

2
[ s = (=) [ et + SO

A2
SCIJ“E“F“%(OT];H(Q))+7||F’H%2 0% (0.7) +/ [V vem(s)][Pds

02

02
QHGMMWOT+4%/Hmm )+ 65|52 o ds, (2-54)

- HGHC(OT] L2(rg)) T

>

+

1
onde C1 = ——[16(0)I1513 + w5 TIly 1513, + HETIly' |l 2r, € Cs = 5

6 4 2 d+2 + 5 + 2 0+2,I'g
Consideramos

DO —

2
/H%n|mw+/Wmm ) ()2 s > 0,
O _C )\ F F/ 2 G
1= 1+ || ||o 0,7];22(2)) T || ||L29x(0T)) || ||C(0T]L2(Fo))

02
S NG 2070

e ng = min {2, 3 — 2m, ﬁ, ky — n}. Escolhendo 7 suficientemente pequeno temos

VPO + [V 0am (O + [[van(t) + S35 5, + Golt)

6+2,Tg

1 I
<ot o [ (190 + Callvan(s) + 009 B2,
0 N0 Jo
1 ¢ , —~
< oCiot [ b [V + 1 ) + oo () + 003) 5, + Gols)] s,
(2-55)

onde k3 = max {n;",ny ' Cs}.

Por tim, estamos em condi¢des de aplicar o Lema de Gronwall (Proposi¢do 1.93) em
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(2-55), dessa forma obtemos a primeira estimativa

t
VPV (DI + [V Ve (O] + [Jvem (t) + 6(t)]1575 +/0 [0 (5)][7, s

t
4 / ol () + @ ()| 2pds <Ly, (2:56)
0

onde L; = ny'Cye?*” é uma constante positiva independente de ¢ > 0, m € Net €
[0, e -
Segunda estimativa a priori

Inicialmente, estudaremos uma estimativa para ||pv’,(0)||. Para isso consideramos

t = 0 em (2-28), obtemos
(petl(0), ;) + (Vo (0), V) + (11,(0), wy)r,
([t (0) + SO (W (0) + 6(0)), w5 )1, + (901, (0) + #/(0)), )iy
= (F(0),w;) + (G(0), w;)r,, para j=1,..,m. (2-57)

Como v/,,,(0) = v,(0) = 0,9(0) = y° e ¢'(0) = y', para j = 1,2,...,m, temos
(pev (0),05) + (I, wi)ry + (9(y"), wi)r, = (F(0),w;) + (G(0), wi)r,.  (2-58)
Por outro lado, das hipéteses (2-24), (2-25) e (2-5) obtemos
F(0) =Ay” em Q, e G(0) =g(y') + f(y°) em Ty
Substituindo estas igualdades em (2-58) temos

(pevl (0),wy) + (I°1°y%, wy)re + (9(¥"), wi)r, = (Ay®, w;) + (9(y"), w))r,

+(’y0|6yo,wj)ro, j=1..m,

ouseja, (pvl (0),w;) = (Ay°, w;) paraj=1,..,m.

"
jem

Multiplicando a igualdade acima por (0) esomando j = 1,2, ..., m temos

(P (0), v, (0)) = (Ay”, v, (0)) = 0,

pois de (2-5) temos Ay? = 0 em .
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Portanto
|pevls, (0)|1? = (pevlr, (0),02,(0)) = 0. (2-59)

Seguindo, agora, para a segunda estimativa derivando (2-28) com respeito a ¢, mul-

tiplicando o resultado por g7,,,(t) e somando j = 1,2, ..., m obtemos

(Dl (8), 0 (1) + (V0 (6), T (1)) + (03, 0), 0 (),

HCE (e (t) 00 (an0) + G0t (D) + (S (90 (1) + (1)) o),
= (F/(£),5,(6) + (G0), v ()

(2-60)

Notemos que

% ([oam(8) + G (vam(t) + 6(£))) = (8 + Dlvan(t) + SO (WL () + (1)) (2-61)

c
00+ @) = g W0) + D) 0l (1) + 0(0)
= 0l (1) + S O)0) 262
De forma similar as contas feitas para obter a primeira estimativa (2-56), seguem
o (/). (1)) = L(F0), (1)) — (F(0), (1)
o (0, D), = H(E 1), (D)1, — (G (1), (D)
De (2-24) e (2-25) temos que que F(t) = Vi + tVy' e G(t) = —y' — %—y: — t%—f,

consequentemente, F”(t) = G"(t) = 0. Disso, segue que

(F(0), o (8) = 5 (F/(0), (1) 263

(G (1), o)y = 5 (G (0) Ui, (2-64
Ainda,

d "

7 (Pl (1), 08 (1)) = 2(pev, (1), vEn (1)),
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ou seja,
2 " " _
5 ANA DI = (o (1), (1)) (2-65)
De forma analoga
2 " _
LIV (I = (T4 (0), Vol (1)) (2-66)

A partir das igualdades (2-61)—(2-66), reescrevemos (2-60)

2Olt||\/ﬁ V(D] + 2dtHV w1+ W5 O1F,
F((0 4 Dvem(t) + o(0)|° (Vln (8) + &' (1)), 0l ()1 + (' (W (8) + &' (1)) 05, (), 1 ()

;lt(F’(), ol (1) + 5(G’( £), 0. (t))re.

(2-67)

A seguir vamos estimar alguns termos da igualdade (2-67), sdo eles:
o ((0+ Dlvan(t) + GO (0n(t) + ¢' (1)), 02 (E))ro;
o (g (Ve (t) + &' ()05 (1), v (1)) 1o
Para analisar I = ((J + 1)[vem(t) + 6(t)| (v5,, (£) + &/(£)), v, (1)), Observamos que

11| = ‘(5 +1) [ Jvan(t) + S0 (V1) + ¢ (1)) v (£)dT

o
@) | o)+ SO I, (1) + & @)l (1)dT (2-68)
To
20 + 2 1 1 1
Considerando p; = + ,p2 = 20 +2ep3 = 2,segue que — + — + — = 1. Assim,
0 pP1 P2 D3

aplicando a desigualdade de Holder generalizada (Teorema 1.42) em (2-68) obtemos

[11= (54 1) [[oen (8) + SOF [ ass2 r, 10 8) + 8D, el (2:69)

Observagao 2.7. As normas |||ve, + qb!‘st%z,Fo, |l + @' ||2s42.1 € ||V0,|Ir, fazem sentido

UMA VeZ qUE Ve, G, VL, & € V — LPT2(Tg) e €V — L*(T).
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Notemos que

Il
VR
e

S

4

o

3
~~

~
N—

+
©-
~—~

~
S~—
)
SN—

[ V]
Q'Oq
(V]

Q.

’1
~~

&)
=7
-
DO

e (8) + GO sz,

= [[vem(t) + 6(t)]13512.r,-

Da imersdo V — L#**%(T) e da primeira estimativa obtemos

[0 () + () 3550 < 0Bl V0en(t) + V(1)
< B (|[Voen(®)]] + IV (0)]])°
<0 (Ly + Vo))’ = bo,

onde b, é uma constante positiva e, by ndo depende de € e m. Logo, comparando com

(2-69), formalmente temos
1< (8 + D)o [0 () + &' (8)lagary |0 (B -
Aplicando a desigualdade de Young para n > 0 em (2-70), obtemos
1 T / 2 " 2
111 2 (64 Dallefn(®) + 9 Ollasiary) +allet DI,
U
Por outro lado

106 (&) + &' (D)ll2s+200 < ([0l ()l242,00 + 10" (E)[25-2.00,

e, como v/, (t) € V — L**2(I'y) temos

Ve (D)ll2s42.r0 < brl[vE, (Olv = bi|[Veg, (D]

onde b; é uma constante positiva. Dai

2
(106 (8) + &' (B)las2.00)” < (b2l [V 0 (0)]] 4 11y 254200) "

(2-70)

(2-71)

(2-72)
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Aplicando a desigualdade (a + b)? < 2a? + 2b* em (2-72), temos

(1106 (8) + 6(Dlla542,00)" < 2681V L (DI + 211y 3525, (2-73)

Comparando (2-71) com (2-73), obtemos

d+1)2~2 ’ "
1< 8 LRIV 1 + 200 By 2] + et
ou seja,
7] < Ca()| |V, (O + Ca(n) + nl[vi, ]I, (2-74)
J+ 0+1 _ §+1)2 -2
onde Cy(n) = ( e L b b2 ( o f by 52 Cu(n) = ( ) bo ||y |1252,r,-

Agora analisaremos (g'(vg,, (t)+¢'(1))v, (1), v, () = / 9/ (0 (£)+6/ (1) [V, (£) *dT.
r
Por hipo6tese temos que g é uma func¢do ndo decrescente, corolsequentemente g'(s) >0

para todo s real.
Dessa forma temos ¢'(v.,,(t) + ¢'(t)) > 0, ou seja, —g' (v, (t) + &' () |V, (t)]* < 0.

Logo
(=9 (Ve (1) + @' ()0 (8), 0 (8))ry = — /F g (Wl (t) + &' ()02, (H)*dl < 0. (2-75)

Observacio 2.8. A integral | ¢ (vl (t) + ¢'(t)|[v",(t)|>dT estd bem definida pois, ¢ €

1)

¢ ([y), v’ € L**2(y) e v € L*(Ty).

2§+2
Da equacdo (2-67) e (2-74) obtemos

2 - 2 " 2
T AVAL DI + 5 IV O et ()12,

= T (g (Wn1) + S ONin 1), () (), s (6) + S (C 1), (1)),
d d

< 1= (9 (Ve (8) + &' (0)vem (8), Vem () + — (F7(8), Ve (£)) + = (G (1), v (1))

< Ca)I| Vg I + Ca(n) + nllvgnllr, — (9 (06n(8) + ¢ (£) 00, (1), v (8)rg

FL P 1), (1)) (G (0), ()

(2-76)
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Integrando a equacdo (2-76) sobre o intervalo [0, t], com ¢ < 7', obtemos

IV = SV O + T O = IV O + [ (o)
< et [ 19 olds + [ Cutads [ 16
~ [0 5)+ Sl Dt + (P (0. 1) = (F0) 10 0)

(G (1), v (1)), — (G'(0), v,(0)).
(2-77)

Como ||/pev”.(0)||* = v.,,(0) = 0 (consequentemente V., (0) = 0), temos

L INBl (I + 511V (1) W(/H 9|12, ds
< Ci(n /||wm 9)l[2ds + Ca(n T+n/ o ()12, ds
jA@%a@+¢@W%GM%(MM&HPU,mU)(@U7m@kw(2%)

A seguir analisaremos os termos (F'(t),v.,,(t)) e (G'(t),v.,,(t)) da equagdo (2-78).

Para a analise de (F'(t),v.,,(t)) aplicaremos a desigualdade de Holder e a desigual-

dade de Young. Assim

(F'(1), anu>>s;‘[;F%m,wv;xx,wdm fz]£|F%x,va;n@atﬂdx

< |F O O < T (@)][b2] [V, (0]

b2
<[V, (O] + —QHF’(t)H2

bQ

< ||V, ()] + 727||F’||c [0,T:L2(2))» (2-79)

pois F'(t) = Ay' é continua em relacdo a ¢. Sendo b, uma constante positiva.

Analogamente obtemos a estimativa

/ !/ b2 !
(G'(t), v (1) < 0l Vg, () + ﬁHG leorizawe),s (2-80)

onde b3 é uma constante positiva tal que ||v],,,(¢)|| < bs|| VL, ()]]-
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Das estimativas (2-79), (2-80) e de (2-78) obtemos

1 /i
SINBl (I + S0 + /H 9P ds
< Cul /ww%>uw+@<T+¢/m 9|12, ds
t
1/@w;@+¢@m@wmgwmmwnwv%ﬁmz
0

bQ 1)2
—HF e (o,m;2(0)) + —HG |l (to,m;22(T0))- (2-81)

Da equacdo (2-81) e (2-75) temos

—H\//Tem()H2 —HWem OIF + /Hv s)l[ryds

< Cyn /HV%nNMk+@(T+n/Hv 9P ds
b2

b2
2 / t 2 _2 F/ _ _3 G/ )
+2n|[vg,, (D)7 + 477|| lleqo2) + 477|| llego,m:L2(re))s

ou ainda,
1
SV + (5 — 200V 01 + (=) [ et
<o o [ IV, le, @8
0
- b5 ., b3
aqual Cs = Cy(n)T + %HF leqo:2) —HG || (jo,71:22(ro)) € uma constante que ndo

dependedee > 0,m € Net € [0,T].

Escolhemos 7 suficientemente pequeno tal que

. t
IvPvem O + [V, (0I1° + Gi(t) < ny'Cs + n1104(77)/0 Vg, (5)|[*ds

t ~
<ot [ IV + WAl O + Gat0)] ds. @83
0

onde G4 (t / [0l (s)|[F,ds, na =min {3, 2 — 2,1 —n} e ky = ny ' Cu(n).

Finalmente, aplicando o Lema de Gronwall (Proposicdo 1.93) em (2-83) obtemos a
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segunda estimativa
t
VPl 1 + [V, (0] +/ [0 ($)I[F,ds < Lo, (2-84)
0

sendo L, = n;'CsefT uma constante positiva que ndo depende de e, m e t € [0, 7).

Da primeira e segunda estimativas, (2-56) e (2-84), concluimos:
o {v,} élimitada em L°°(0,T;V);

o {v/, }élimitadaem L>(0,7;V);

o {\/pevl,} élimitada em L>(0,T; L*(2));

e {v/, } élimitada em L?(0,T; L*(Ty)).

Recordamos que V' e L?(2) sdo espagos de Banach separaveis e reflexivos. Entdo

pela Proposigdo 1.80 os espagos L'(0,T;V) e L*(0,T; L*(2)) sdo separaveis e

[LY(0,T; V)] = L=(0, T; V');
[L'(0,T; L*(2))]" = L>=(0, T; L*(2)').

Assim, pela Observagdo 1.81 podemos extrair uma subsequéncia, a qual denotaremos

por {vg} de {ven }, tal que

Vg — veem L>(0,T; V), (2-85)
v/ 2wy em L0, T3 V), (2-86)
Beul s /e em L2(0, T; L3(9)). (2-87)

Afirmamos que u; = v, e uy = v,. Com efeito, das convergéncias (2-85), (2-86) e da

Proposicdo 1.82 concluimos que v, = u;, ou seja,

v, vl em L(0,T;V). (2-88)

€

Resta mostrar que uy, = v”. Para isso, observamos que

pevg = \/pevlem L(0,T; L*(9)).
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De fato, da imersdo L>(0,T;V) < L>(0,T; L*(Q?)) e da convergéncia (2-88) segue
vl = ol em L®(0,T; L*(2)),
isto é,
T
[ Oy 0 [ 000 gy

para todo u € L*(0,T; L*(2)).

Observagdo 2.9. Para toda fungio uw € L'(0,T; L*(2)) seque que \/pcu pertencea L*(0, T L*(Q))

uma vez que p € C1(Q).

Identificando L*(2) com seu dual, temos

U P

,OEUEZ t))L2(Q)dt

peu ) ) (Q) dt

!

I
c\\ﬂ\

Pu(t)) 2y 120y 4t
donde

T T
/0 (va(t), Peu(t»Lz(Q)/,p(Q) dt—>/0 (ve(t), peu(t»m(g)/,p(g) dt,

ou seja,
pevg = \/pevlem L(0,T; L*(9)). (2-89)

Portanto das convergéncias (2-87) e (2-89) e da Proposigao 1.82 segue que

" : A 2
PeVc = 1/ Pell2, 1sto €, U, = Uy,

concluindo a prova da afirmacéo.

Como L%*(0,T; L*(Ty)) é um espago de Hilbert, pelo Teorema 1.15, existe uma sub-

sequéncia de {v/;}, a qual ainda denotaremos por {v,;}, tal que

v/, — uzem L*(0,T; L*(Ty)),
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consequentemente, pelo Teorema 1.13,

v/, = ugem L2(0,T; L*(Ty)). (2-90)

Por outro lado, da imersdo L>(0,7; V) < L?(0,T; L*(T'y)) e da convergéncia (2-88)

obtemos

v/, vl em L2(0,T; L*(T)). (2-91)

Assim, das convergéncias (2-90), (2-91) e da unicidade do limite fraco * segue que
ug = vl

Dessa forma, concluimos

Vg — v em L(0,T;V), (2-92)
v/, vl em L*°(0,T;V), (2-93)

pevg = /pev/ em L*(0,T; L*(Q)), (2-94)
v/, = v em L*(0,T; L*(T)). (2-95)

As convergeéncias (2-92)—(2-95) sdo suficientes para passar o limite nos termos line-

ares da equacgdo (2-28).

2.2.2 Andlise dos termos nio lineares

Nosso préximo objetivo é passar o limite no problema de Cauchy (2-28), mas an-
tes precisamos obter estimativas para as condi¢des de contorno ndo lineares no lado
esquerdo de (2-28) contendo f e g. E importante observar que estes termos ndo foram
incluidos na primeira e tampouco na segunda estimativa e, por isso, iremos analisa-los
aqui.

Da continuidade do traco v, : H(Q) — Hz(I') temos

10a 74y < Fsllva®ll @),

onde k5 é uma constante positiva (veja Proposicdo 1.83).
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Como v, € V, segue que

[lva ()],

3 (o) < ksl|va(®)]|m ) < ks|[Vva(t)]],

sendo ks = kskg uma constante positiva, tal que ||vg(t)|| a1 @) < k6||Vva(t)|| (veja Pro-
posigdo 1.106).

Além disso, da primeira estimativa (2-56), temos que || Vv, (t)|| < +/L,. Entdo

e integrando sobre [0, 7] obtemos

T ~ 2
| eato?y ) < KL,
0

ou seja,

{va} élimitadaem L2(0,T; Hz(Ty)). (2-96)
Ainda da primeira estimativa temos que
{v/,} élimitada em L*(0,T;L*(Ty)). (2-97)

Recordamos que Hz () e L*(I'y) sdo espacos de Hilbert e reflexivos. Identificando
L*(Ty) com seu dual via Teorema da Representacio de Riesz, temos que Hz(I)) —
LA(Ty) = L%(y) < L2(Ty). Além disso, a imersdo Hz(Iy) — L2(I) é continua e
compacta.

Consideramos W = {u € L*(0,T; Hz(Ty)); ' € L2(0,T; LQ(FO))},munido da norma

HU/HW = Hu”LZ(O,T;H%(Fo)) + ||u/||L2(O’T3L2(FO))'

Pelo Teorema de Aubin - Lions (Teorema 1.91) a imersdao W — L?(0,T; L*(T)) é

compacta. Além disso, de (2-96) e (2-97), temos que

vallw = [|vall y T vallezomseaw) < €

L2(0,T;H % (To
onde C' é uma constante positiva, ou seja, {vg} é limitada em V.

Logo podemos extrair uma subsequéncia (v,,) de (vg) (veja Defini¢do 1.11) tal que
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Ve, — v, forte em L?(0,T; L*(Ty)) = L*(Ty x [0, T7),
consequentemente, pelo Teorema 1.35,

Vey — Ve quase sempre em 'y x [0, 7. (2-98)
Agora, de forma similar as contas feitas para obter (2-96), segue que
{vl,} élimitadaem L?*(0,T; Hz(T)).
Ainda da segunda estimativa (2-84) temos que
{Vpe!,} élimitadaem L*(0,T;L*(Ty)).

Logo
H/U;J/HW = HUQNHLQ(O,T;H%(F())) + HUQIMHLQ(O,T;LQ(FO))
S Wl o g arb ooy + VPl 20200

S k97

sendo ky uma constante positiva. Portanto {v/,} é limitada em W'

Assim obtemos uma subsequéncia, a qual ainda representamos por (v,), tal que
vl, — v, forte em L*(0, T; L*(T';)),
consequentemente, pelo Teorema 1.35,

v, — v, quase sempre em T’y x [0, T]. (2-99)

Como as fungdes f e g sdo continuas, de (2-98) e (2-99) temos

Ve Ve — |ve|?ve € g9(v,,) — g(v.), quase sempre I'y x [0, 7. (2-100)
Dai segue que {|ve|°ve } € {g(v],)} sdo limitadas quase sempre em T’y x [0,7] e,
portanto {|ve,|°ve, } € {g(v),)} sdo limitadas em L>*(T'y x [0, T7]).

Do Teorema 1.33 temos L>(T'y x [0,T]) < L*(T'y x [0,T7]). Entdo
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{[veul’ven} € {g(vl,)} sdo limitadas em L*(Ty x [0,T]). (2-101)
Entdo combinando (2-100) com (2-101), pelo Lema de Lions (Teorema 1.92) obtemos

Vel Ve = |ve|’ve em L(To x [0, T)); (2-102)

9(vl,) = g(ve) em L*(I'g x [0, 7). (2-103)

As convergeéncias acima sdo suficientes para passar o limite nos termos nao lineares da
equagdo (2-28).
2.2.3 Passagem ao limite

Seja j € N arbitrario porém fixado e consideramos ;1 > j. Entdo de (2-28) resulta

que

(Pev, (1), w;) + (Voeu(t), V) + (v, (£), w))r,
([0 (1) + D) (Ven () + S()), )1, + (9(v,, (8) + &' (1)), w5)rg

= (F(1),w;) + (G(t), w))r,- (2-104)

Multiplicando por 6 € D(0,T) e integrando sobre [0, 7|, obtemos

té@w&@w%@ﬁ+4(W@@Nwwwﬁ+é(%©ﬂ%ﬁ®ﬁ

ﬁA@%w+mm%@w+wmwmwwﬁ+l<wgw+¢w»wmwmw

_ /0 () w80t + /O (G, w;)m B0V
(2-105)

Das convergéncias (2-92)—(2-95) e (2-102)—(2-103), quando ;x — oo temos que
/T(pevg'(t), w;)0(t)dt + /T(Vve(t), Vw;)0(t)dt + /T(vé(t),wj)poﬁ(t)dt
0 0 0
T T
= [ ) + P )+ 6O w0 + [ (o0l (0) + 00w, (O10)

= /0 T(F(t),wj)G(t)dt+ /0 T(G(t),wj)rﬁ(t)dt,

paratodow; € V,comj=1,2,..,m,ef € D(0,T).



2.2 Existéncia e unicidade de solucgao 76

Pela densidade da base {w;} em V' obtemos

/O (pev! (), w)O(t)dt + /0 (Vue(t), Vw)o(t)dt + /0 (vL(t), w)r,0(t)dt
+/0 (!ve(t)+¢(t)|‘5<v€(t>+¢(t>),w)r09(t)dt+/0 (g(ve(t) + &' (1)), w)ry (0(1))dt

— /OT(F(t), w)6(t)dt + /OT(G'(t), w)r,0(t)dt,
(2-106)

paratodow € Ve € D(0,T).

Em particular para w € D(2) C V, de (2-106) e observando que w se anula na

fronteira de €2, obtemos

/0 (pev! (1), w)O()dt + /O (Vo (1), V) (t)dt — /0 (P, w)0(0)dt, (2107

para todow € D(Q2) e § € D(0, 7).

Pela férmula de Green temos —(Av.(t), w) = (Vu.(t), Vw), para todo w € D(Q).
Substituindo em (2-107) obtemos

/0 (pe” (£), w)O(t)dt — /0 (Av(t), w)0(t)dt = /0 (F(t), w)0(t)dt, (2-108)

paratodow € Ve € D(0,T).

Tomemos wé, com w € D(2) e § € D(0,T) obtemos as seguintes igualdades:
T T

o [ oot = [ (o) w0®)t = (0 00) iy
T T

. /O (Av(t), w)d(t)dt = /0 (Ave(t), wd(t))dt = (Ave, b)) (@)

. /0 (F(t), w)0(t)dt = /0 (F(t), w0(®))dt = (F,00) 10 o)

sendo ) = Q x [0, 7.

Combinando as igualdades acima com (2-108), obtemos

(v, wh)prgyxpiq) — (A Whpig)xpi) — (B w8 pig)xp(@) = 0- (2-109)
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Como R = {wbh;w € D(2) e # € D(0,T)} é denso em D(Q), obtemos
(peves V) p@yxmi) — (A% V) pigyxpig) — (s Y@@ = 0,7 € D(Q),
ouainda, (p.v! — Av.—F, ¢>D,(Q)XD(Q) = 0, para todo ¢ € D(Q). Logo
pvl — Ave — F =0 em D'(Q). (2-110)

Além disso, temos que Av, € L*(Q)) umavez que p.v” e F pertencem a L*(0, T; L*(Q)) =
L*(Q). Portanto,

pv! — Ave— F =0 em L*(Q). (2-111)

Multiplicando (2-111) por wf com w € V e § € D(0,T) e integrando sobre o inter-

valo [0, 7] obtemos
/0 (pevl (t), w)0(t)dt — /0 (Av(t), w)0(t)dt — /0 (F(t),w)0(t) = 0. (2-112)

Como v, Av, € L*(Q) entdo v. € H N H'(Q), logo da Proposigao 1.102

0v,

v

€ L*(0,T; H™#(Ty)).

Pela formula generalizada de Green (Teorema 1.103) obtemos

o,

—(Avc(t),w) = (Vu(t), Vw) — <$,w (2-113)

>H%(F0):H%(Fo)

Substituindo (2-113) em (2-112) obtemos
T T T
/ (pev!" (1), w)O(E)dt — / (F(t), w)0(t) + / (Vo (1), Veo)b(t)dt
0 0 0

T/ ov,
— —,w H(t)dt =0. (2-114)
0 I Hﬁ%(ro)yH%(Fo)
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Comparando (2-114) com (2-106) obtemos

T v T
/ <—E,w> dt—i—/ (v, w)r,0(t)dt
0 v H™% (Do), H? (o) 0

T / (ou() + SO (welt) + $(8), w)ry6(1)dt + / (9(e! + &' (8)), w)r B(t)dt

-/ (G1), w)rb(1)dt = 0,

paratodow € V e € D(0,T). Entdo

T a .
/ < e | v+ ve + @’ (ve + @) + g(vl + ¢') — G, w> 6(t)dt = 0.
o \Ov H™ 3 (Do), H ()
Portanto
8Ue / 5 / / -1
£ + 0l 4 |ve+ 9’ (ve + @) + g(v. + ¢') — G =0 em H 2(Iy).
Como v, f,9,G € L*(0,T; L*(Ty)) temos que a;; € L*(0,T; L*(Ty)). Logo
a € / / /
avy S o+ O (4 0) £ g+ ) — G =0 em L20,T;L*(Iy)).  (2-115)

Observamos que para cada ¢, = % > ( fixado, comn € N, a fungdo v., : 2 - R é

uma solugéo fraca para o problema de Dirichlet-Neumann (veja Proposicdo 1.111)

—Av,, = F*(x,t) em Q,

v, = 0em I'y, (2-116)
v, .
5 = G*(x,t) em Iy,

onde

F*(a,t) = Flo,1) - pvl!, € LX(Q)
e
G*(x,t) = _|Uen + ¢|6(Uen + ¢) - g('Uén + ¢/) + G(:L‘,t) - Uén € LZ(FO)'
Além disso, uma vez que TyNT; = 0, da teoria de problemas elipticos v, €

L>(0,T; Hz (%))
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A formulagéo variacional do problema de Dirichlet-Neumann, para cada ¢, = -, €

dada por

(e, e, (1), w) + (Ve (t), Vo) + (v, (), w)ry + (|ve, (8) + &(1)° (ve, (t) + 6(t)), w)r,

+(g(l, (t) + (1), w)r, = (F(t), w) + (G(t), w)r,,
(2-117)

para todo w € V.

Recordamos que, da primeira estimativa (2-56), {v. } é limitada em L>°(0,7; V). Por

outro lado, da convergéncia v . eda Proposigdo 1.13 obtemos

Ve, || Lo 0,3v) < HBminf ||veg|| e 0,mv) < ||vallLe©.1;v)

ou seja, {v,, } € limitada em L>(0,7;V).
Segue da Observacdo 1.81 que existe uma subsequéncia de {v., }, a qual ainda de-

notaremos por {v., } tal que
ve, —vem L®(0,T;V). (2-118)

Com argumentos similares, obtemos

vl =0 em L0, T3 V); (2-119)

vl B /pu” em L0, T; L*(Q)); (2-120)
pn €

vl =" em L*(0,T; L*(Ty)). (2-121)

. . . ~ 1 2 2
Além disso, uma vez que a imersdo Hz2(I'y) — L*(I'y) é continua e compacta, pelo
Teorema de Aubin-Lions podemos extrair uma subsequéncia de {v.,}, a qual ainda

denotaremos por {v,, }, tal que

v, — v quase sempre em 'y x [0, 77,

v. — v’ quase sempre em I'y x [0, 7.
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Com argumentos inteiramente andlogos para obter (2-102)—(2-103), deduzimos

|ve, [Pve — |v|%v em L2(0,T; L*(T)), (2-122)

g(vl,) = g(v') em L*(0, T; L*(Tp)). (2-123)
Multiplicando (2-117) por # € D(0,T) e integrando o resultado sobre [0, 7] obtemos

/o (penvé'n(t),w)ﬁ(t)dt+/0 (Vven(t),Vw)G(t)dt—i-/o (vé(t),w)poe(t)dt
+A<mxw+¢@ﬁm4w+¢@xMMWWﬁ+A<m¢4w+wu»wkﬁmﬁ

— /OT(F(t),w)H(t)dt+ /OT(G(t),w)FOG(t)dt-
(2-124)

Passando o limite em (2-124), para ¢, = + quando n — oo, das convergéncias

(2-118)—(2-123) obtemos

/0 (pu"(t), w)O(t)dt + /0 (Vo(t), Vw)o(t)dt + /0 (V' (t), w)r,0(t)dt
= [0+ 6OP 00 + 00). w0+ [ 6w+ 0) w0l
= /T(F(t),w)ﬁ(t)dt+/T(G(t),w)poe(t)dt. (2-125)
Observacgao 2.10. Como p., = €, + p, com €, = %, quando n — oo temos que p., — p.

Em particular para w € D(Q2) C V, e pela férmula de Green obtemos

/0 (pv"(£), w)O(t)dt — /0 (Av, w)0(t)dt = /0 (F(t), w)0(t)dt,

para todo w € D(2) e § € D(0,T). Tomemos wh, com w € D(Q2) e # € D(0,T), uma vez
que o conjunto R = {wh;w € D(Q2) e € D(0,T)} é denso em D(Q) obtemos

(0" (1) — Do(t) = F(£).9) prioy o = 0 Vo € D(Q).
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Ainda, Av € L*(Q) uma vez que pv”, F € L*(Q). Portanto
" —Av—F =0 em L*(Q). (2-126)
Fazendo v = y — ¢ e lembrando que F'(t) = Ay® — tAy' = A¢ deduzimos
py" — Ay =0 em L*(Q). (2-127)

A seguir vamos mostrar que y satisfaz as condi¢des de fronteira do problema (x).
Multiplicando (2-127) por wé, com w € V e § € D(0,T) e integrando sobre o intervalo
[0, 7] obtemos

/O(py”(t),w)é(t)dt—/o (Ay(t), w)O(t)dt = 0.

Por outro lado, como y, Ay € L*(0,T; L*(Q)), temos que y € H N H'(Q) logo Oy €

v
L*(0,T; H 2 (Ty)). Assim, pela formula de Green, obtemos
T T T ay
/ (/' (1), w)O(t)dt + / (Vy(t), Va)o(t)dt — / <—,w> dt. (2-128)
0 0 o \Ov H™ 3 (Ty),HZ (o)

Substituindo v = y — ¢ em (2-125) e comparando o resultado com (2-128) obtemos

[ {8+ s+ ot o(e)dt ~0,

H2 (Fo)»H% (To)

ou seja,

a / / _1
a—§+y + fly) +9() =0 em Hz(I).

0
E como ¥/, f(y),9(y') € L*(X), temos a—i € L*(X). Entdo

0
5y FUHI) +a(y) =0 em LX(D),

sendo X =TI'y x [0, 7.
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2.24 Condi¢oes iniciais

Nesta secdo nosso objetivo é mostrar que y verifica as condi¢gdes iniciais do pro-
blema (), isto ¢, y(z,0) = y°(z) e (/py')(z,0) = (\/py"')(z). Para isso mostraremos que

v(0) = /pv'(0) =
Vimos que v, — v em L®(0,T;V) e v. = v' em L=(0,T;V) — L>*(0,T; L*(Q)).

€

Disso, e da imersdo V — L*(f2), pela Proposi¢do 1.79 temos que v € C°(0,T; L*(f2)).
Por outro lado das convergéncias /pv. = /pv’ e \/pvl = /pv” em L>(0,T; L*(12)),
pela Proposicdo 1.79, temos que /pv’ € C°(0,T; L*(R)). Portanto faz sentido calcular
v(0) e /pv'(0).

Seja 6 € C'([0,T]) tal que (0) = 1e (T) =

Primeiramente, mostraremos que v(0) = 0. Com efeito, da convergéncia v/ - v’ em

L>(0,T; L*(£2)) obtemos, da Observagédo 1.81, que

/( '(t), (ﬁ—%/ t))dt,Yu € L*(0,T; L*(Q)).

Tomamos u(t) = wh(t) com w pertencente a L*({2), entdo

/(( ﬁ—+/ (t)dt,Yw € LA(Q). (2-129)

Observamos que

ou seja,

e com argumentos analogos

|
|
N
~

—~
S
N—

S
N~—
X
—
N—
QL
y
S
—~
(e
S~—

S
S~—

A(mmww@m
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Das igualdades acima e da convergéncia (2-129) segue que
T T
- [ oo - @] — |- [Cew.ew - o). e
0 0
Por outro lado, da convergéncia v. — v em L>®(0,T; L*(f2)) temos
/ (ve(t), w)0' (t)dt — / t)dt,Yw € L*(). (2-131)
Das convergéncias (2-130) e (2-131) concluimos
T T T
/ (0e(t), )8 (£)dt — [ / (0c(t), )0 (1)t + (UE(O),w)} 5 / (o(t), w)0'(t)dt
0 0 0
- [ etwpa o))

ou seja,

(v(0), w) — (v(0), w). (2-132)

Como v.(0) = 0, obtemos

(v:(0),w) — 0, Vw € L*(). (2-133)

Assim, das convergéncias (2-132) e (2-133), obtemos (v(0), w) = 0 para todo w € L*(1).
Portanto 0 = v(0) = y(0) — ¢(0), isso implica y(z,0) = 3°.
A seguir mostraremos que /pv’(0) = 0. Da convergéncia \/p.v! = /pv” em

L>(0,T; L*(2)) temos
T
/ (v/pevl (1), t)dt —>/ pv”( t)dt,Yw € L*(Q). (2-134)
0
Ainda, da igualdade

/0 (/aeol (), w)b(e)] dt = / (Pl (6), w)B(t)dt + / (L (t), w)e (1),

deduzimos

/0 (el (1), wyb(t)dt = — / (et (t), W) (£)dt — (/e (0), w).
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De forma similar, obtemos
| i wea == [ (/0,00 0t = (' 0) )

Das igualdades acima e da convergéncia (2-134) temos
T T

- [ WEo.wp e - o] — |- [ Gmnsor - (o).

(2-135)

Por outro lado, da convergéncia (2-119), com argumentos analogos para mostrar

(2-89) obtemos a convergéncia /p.v. — V/pv' em L*(0,T; L*(Q)). Consequentemente,

T T
/0 (Vo0 (£), w) (1)t —> /0 (0! (8), W) (£)dt, Y € T2(Q). (2-136)
Das convergéncias (2-135) e (2-136) segue que
(vpeve(0),w) — (v/pv'(0), w). (2-137)

Como ,/p.v,(0) = 0, da convergéncia (2-137), obtemos 0 = /pv'(0) = /py'(0) —
V/p?#'(0). Portanto /py'(0) = \/py'.

Observacgao 2.11. Da segunda estimativa temos que
[[Av(®)|]* + ||V (1)]|* < C(T), paratodot € [0,T) e T > 0. (2-138)

Assim, de (2-19) e (2-20) obtemos a mesma desigualdade dada em (2-138) para a solugio y.

Entdo, usando o seguinte argumento:
Tnax = 00 0, S€ Ty < 00 entdo limy 7, (|Ay(t)]? + VY (£)]?) = oo,

podemos estender y para todo intervalo |0, co[. Pois, se Tr,.x < 0o teriamos

lim (|Ay(t)? + [V (1)) = oo,

t_>T‘nlax

o0 que contradiz (2-138), portanto temos que Ty,ax = 00.
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2.2.5 Unicidade

Sejam y; e y, solugdes do problema (x) e consideramos z = y; — y2. Segue que

Pyl —y3) — Ay —y2) = p(yy) — A(yr) — (p(yy) — A(=y2)) =0

ou seja,
pz" — Az =10, em Q x (0,00). (2-139)

Multiplicando a equagéo (2-139) por w € V — L?*() e integrando o resultado sobre

(), obtemos

(p2"(t), w) — (Az(t),w) = 0. (2-140)

Pela férmula de Green e lembrando que w|r, = 0 temos

0
—(Az(t),w) = (Vz(t), Vw) — 8—(y1 — yo)wdl’
o 9V
_ I ] _
= (Vz(t), Vw) /FO 5 wdl™ + /Fo 5 wdl'. (2-141)

Uma vez que y; e y» sdo solugdes de (*) segue que

—(Az(t),w) = (Vz(t), Vw) + (y1, w)r, + (f(41), w)re + (9(y1), w)r,
— (Y, w)ry — (f(y2), wir, — (9(y3), w)r,
= (Vz(t), Vw) + (4 =y, w)ro + (f(y1) — f(y2), w)r,

+(9(y1) — 9(2), w)r,- (2-142)

Substituindo (2-142) em (2-140) temos

(p2"(1), w) + (Vz(t), Vw) + (2'(t), w)r, + (f(v1) = f(y2), w)r,

+(9(¥)) — 9(y3), w)r, = 0. (2-143)

Consideramos w = 2/(t) na igualdade (2-143) temos

(p2"(1),2' (1)) + (Vz(1), VZ'(t) + (2'(1), 2'(t))ry + (f(y1) — [(y2), 2'(t))r,
+(g(y1) — 9(ys), 2'())r, = 0. (2-144)
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De forma andloga as contas feitas para obter a primeira e a segunda estimativa, con-

cluimos:
o S LIVBZOIP = (02", 2 (1))
1d 9 1Y
o 5 IVEOIF = (Va(?), VZ(1));

o (1), 2 (t))ro = |z’ ()IIF,-
Substituindo as igualdades acima em (2-144) obtemos
d 1 / 2 1 2 / 2 / / /
= SIVA IR + S0P | + 11202, + (9(64) — 9(35), 7 O,
= (f(y2) = f(y1),2'(t))ry- (2-145)
Afirmamos que (g9(v}) — g(v5), 2'(t))r, > 0. Com efeito, por hipdtese g é nao decres-

cente, isto €, g(s;) < g(siy1), sempre que s; < s;11.

Assim

e Sey)(t) < yj(t) sobreI'y, entdo 2'(t) < 0eg(y)) < g(v4), consequentemente, temos

g(vh) —9(ys) < 0e(g(yy) — g(ys), 2'(t))r, > 0.

e Sey;(t) > y,(t) sobreI'y, entdo 2'(t) > 0e g(y;) > g(v5), consequentemente, temos

g(vh) — 9(ys) > 0e (g(y1) — glys), 2'(t))r, > 0.

Portanto (g(y;) — g(v5), 2'(t))r, > 0.

Da afirmacgéo e de (2-145) concluimos
d 1 / 2 1 2 / 2 /
S SIVEZ @I + SIT01| + 12 WIR, < (F) — ) #(@r, (2:146)

A seguir, analisaremos o termo (f(y2) — f(v1), #'(t))r,. Para isso consideramos, sem
perda de generalidade, y; < y, e observamos que pelo Teorema do Valor Intermedidrio

existe uma constante ¢ = ay; + (1 — a)y, com a € [0, 1] tal que

fly2) = fly) = f1 () (w2 — w1)-

Como f'(c) = (§ + 1)|c|’ segue que
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Fl2) = fy) = (6 + DI (y2 — 1) < 0+ Days + (1 — a)ya|’ly1 — v2]

< (64 1) [lya] + [y’ |2
< 0+ 12 [’ + [wl°] |2(8)]- (2-147)
Logo
(f(y2) = f(1), ' ())ry < Dr /F [y (01 + (1) °] |2(8)[|2/ (t)|dT, (2-148)

sendo D; = (6 + 1)2°.

Usando argumentos andlogos aos usados para obter a segunda estimativa, obte-

mos:
d |1 NI 2 112 2
7 [2IVeZ OIF + SV + @ =l @Oy, < Dam)lIV2(O)]I, (2-149)
025+2L2(5
sendo Dy(n) = Tl, a constante C' vem da imersdo V — L2+2(T).

Integrando a desigualdade acima sobre o intervalo [0, t] obtemos

SIVE OIF = 5115 OIF + 5IIV=(OIF = 51V + (1 =) [ 1)1 ds

< D) [ I1V2(3) s
(2-150)

Como y; e y, sdo solugdes do problema (x), temos as condigdes iniciais /py;(0) = \/py'
e /py5(0) = /py'. Consequentemente, y;(0) = y' e ¥4(0) = y*, logo 2/(0) = 0. Das

condigdes iniciais y1(0) = y° e y1(0) = y° temos z(0) = 0, consequentemente, Vz(0) = 0.
Substituindo 2’'(0) = Vz(0) = 0 em (2-150) segue
1 NI 2 e ' 2
IV @I+ SIV=OIF + (=) | 1231, ds < Do) [ I192(s)|as. - 225D

Consideramos 7 < 1 e n3 = min {3,1 — 7} entdo

WA= 2 + [[V2(0)]? + / 12/(5) |2, ds < n3*Da(n) / IVa(s)|Pds,  (2-152)
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ou ainda,

WG OIF + V01 +Galt) < [ na [IV(01F + [1V5 ()| + Galo)] s, 2159

_ ¢
sendo Gs(t) = / 12/ (s)| |7, ds e na = ny " Da(n).
0

Aplicando o Lema de Gronwall (Proposicdo 1.93), obtemos

t
IVeZ @11 +IV2()1° + / [12'(s)I[7,ds < 0™ =0, (2-154)
0

t
ouseja, ||y ()" = [|V2(1)]* :/0 [12'(#)]Ir = 0 em [0, T7].
Portanto z(t) = 0 em V, para todo ¢ € [0,7],T > 0. Logo v:(t) = y»(t) para todo

t € (0,7, isto é, a solugdo do problema (x) é tnica.

2.3 Existéncia de solucao fraca

Supondo validos (2-1) e (2-6), usando argumentos de densidade, nesta se¢do mos-
traremos que existe pelo menos uma solucao fraca para o problema (x) na classe de
fungdes do Teorema 2.5.

Sejam {y°, y'} satisfazendo a hipétese (2-6), isto €, {y°,y'} € ¢, Assim, para

cada v € N, temos que {39, ¢! } € uma solugdo para o problema eliptico (2-5) e

yg — " em V; (2-155)

y, —y' em L*(Q). (2-156)

Dessa forma, para cada p € N, existe uma solugdo regular y,, para o problema (x),
pertencente a classe de fun¢des do Teorema 2.4. Podemos escrever:
(
p(r)y,; — Ay, =0 em Q x (0, 00),
y, =0 em I'y x (0,00),

a / /
% +y, + flyu) +9(y,) =0 em Ty x (0,00),

vu(@,0) = 9h(2), (Vpy,)(2,0) = (\/pyp)(x) em Q.
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Considerando w € V e calculando o produto interno em L?(2) da primeira equagao

de (**), obtemos
(pyp(t),w) — (Ay,(t),w) = 0, paratodo w € V. (2-157)
Como w|r, = 0, pela férmula de Green, segue que

0= (py,(t),w) + (Vyu(t), Vw) — —wdF (py, (), w) 4+ (Vyu(t), Vw)

1)

—f—(y#(t), w)Fo + (|ylt(t)|6ylt(t)v w)Fo + (g(y:;(t»’ w>F0' (2'158)

Fazendo w = y;, em (2-158) obtemos
0y (1), 9, (6)) + (Vyu (), VYo (6) + (5, (0)lIre + (19l °ya + 9(4,), 9,.(8))re = 0. (2-159)

De forma andloga as contas feitas para obter a primeira estimativa, temos
o (pyu(),y.(t) = 5 dt II\/_yu( 1%

o (V0 VuL(0) = 5 S IVu 0l

o UnOPn0.0) = g [ mor+ar;

R OOANTAD) s / 1y (1) [E2dT, por (2-3).

Comparando com (2-159), obtemos

537 [IVALOI + 1901 + 55l Ol + L0l

< —ki | |y, (t)]*2dT. (2-160)

o
Integrando (2-160) sobre [0,¢] com ¢t < T e considerando que do problema (sx)
temos que y,(0) = y; e \/py,,(0) = \/py,, obtemos:
1 / 2_1 121Vt2_1V02 5+2
SIVALOIE = SIVBULIE + 5V = S8 + =l @,

t
s + [ IR <~ [ s, 216D
0 0
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Observacdo 2.12. (a) Da convergéncia y, — y° em V e da imersio V — L°+?(T'y) temos

1 0 2 0+2
gue SV + 5 Bl < oo
(b) Da convergénciay.. — y' em L*(Q) e da hipdtese p € C*(Q) temos que —||\/_yu| ? < o0
A partir da Observacédo 2.12 podemos reescrever (2-161) como
VAN + 901+ N, + [ 6
[ ez < 2162)
0

onde k;; = min {3,k 515} e Cs é constante positiva que ndo depende de y € N e
te (0,7).
Escrevemos 2,, = y, — Y», com p,0 € N, sendo y, e y, solugdes regulares do

problema (xx). Entdo 2, , verifica a igualdade
Pz, , — Az0 =0 em Q x (0,00). (2-163)
Calculando o produto interno em L*(Q2), de (2-163) com 2, ,(t)

(P2 s 26 (1) = (Azpo, 2, ,(t)) = 0. (2-164)

o

Notemos que z,,(t) = 0em I'; x (0, 00) uma vez que y, e y, sdo solucdes de (*x) e
assim verificam y, = y, = 0 em I'; x (0, c0).
Assim, pela férmula de Green e da igualdade z, ,(t) = 0em I'y x (0,7'), com 7" > 0,

temos

82,“, J

(P20 20 (1) + (V2u0(t), V2, (1) = 5y 2we(t)dl
1)

:—ﬁk%+fm»+mm»aﬁr+zj%+f@a+mmnaﬂr
= _(Z;L,O'7 Z:J,,O’>FO + (f(yo) - f(y,u)7 Z:L,O’<t))ro

+(9(Ws) = 9(W,.), 2.0 ())r,- (2-165)
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Logo, de forma similar as contas realizadas na primeira estimativa, obtemos

d |1 1
e SIVDZ P+ 519250 B + 2, + (9 — 9(65), 2 D)

= (f(Yu) = f(Yo): 20 (t) - (2-166)

Notemos que, por hipétese, g é monétona ndo-decrescente. Dai, com argumentos

analogos as contas para provar a unicidade da solugao regular obtemos

d [1 1
& |51V OIF + 5195001 + 0ol

< (f(y(f) - f(yﬂ)7 Z;,o’(t»Fo' (2_167)
Assim,

d |1 1
|3V OIF + 519001 | + (1= o,
< Ds()l| V20 ()17, (2-168)
026+2L25
onde 7 é uma constante positiva e Dy(n) = ——.
n

Integrando (2-168) sobre o intervalo [0, ¢] com ¢ € [0, 7] obtemos

1 1 1 1
SIVAZ o I = SIVD2, O + 5IV2, (OIF = 5172, 0)]

(1—p) / 12, 5()|[2,ds < Da(n) / IVao(s)ds.  (2-169)

Escolhendo n < 1 segue que

t
Az (D1 + IV 2, (D2 + / 12,4 (5) |2 ds
0

t
< ku|lVpz,0 (O + k1t [V 2,0 (0)]* + iy / 1V2.0(s)]|*ds, (2-170)
0
1 (1
sendo ky; = max ¢ (ns) 1 (n5) " D3(n) ¢ € ns = min 5,1 —n . Logo

1v/PYu(t) = Voy, W11 + Vi (t) = Vi, (O] + /0 19,,() = y, ()] [F,ds

t
< Crthny / VY, (t) — Vol (@)|Pds,  (2-171)
0
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sendo C7 = kullyv/py, — /Yo lI” + kullVy, — Vgl

Agora, estamos em condi¢des de aplicar o Lema de Gronwall em (2-171), entdo

1Py () = Voye (DI + IV (t) = Vi, (0O + / [19,,(t) = v, (D)}, ds < Cret™.
(2-172)

De (2-172) concluimos

o s [IVAy() = vy (OIF < CreT;

te[0,T7]
o sup [|[Vy,(t) — Vy,(t)|]> < Cre™T;

t€[0,T]

t
-/M%@—%W&MS@w@
0

Por outro lado, como tomamos (y,,) de forma que y, — y; em L*(Q) ey, — yoemV,

quando p, 0 — 0o, entdo segue que

lim Crefu® = 0.
W,0—>00

Portanto
(y,) € uma sequéncia de Cauchy em C°([0,T]; V),
(v/py,,) € uma sequéncia de Cauchy em C([0, T]; L*(12)),
(y,,) ¢ uma sequéncia de Cauchy em L*(0,T’; L*(I';)).

Como L?(T'y) é um espaco de Banach, pelo Teorema 1.74, o espago L?(0,T; L*(T'y)) tam-
bém é um espago de Banach. Além disso, pelo mesmo teorema, os espagos C°([0,77]; V)

e C°([0,T]; L*(?)) sdo espagos de Banach.

Portanto existe uma aplicagdo y : 2 x (0,7') — R tal que

Y, — y forte em C°([0, T]; V'), (2-173)
VoY, — /py’ forte em C°([0, T]; L*(Q2)), (2-174)
y,, — o forte em L*(0,T; L*(Iy)). (2-175)

Da convergéncia (2-175) temos que

Yy, — Y em L*(0,T; L*(T'y)) = L*(Ty x [0,T)),
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ouseja, y,, — y' quase sempre em I'g x [0, T]. Como as funcdes f, g sdo continuas segue

que

fly,) — fly) e g(y;) — ¢g(y') quase sempre em I'y x [0,7. (2-176)
Assim, com argumentos andlogos para obter (2-101), deduzimos
{f(y.)} e {9(y,)} sdolimitadasem L*(0,T;L*(T)). (2-177)
Portanto de (2-176) e (2-177), pelo Lema de Lions, concluimos
flyu) = fw) egly,) = g(y/) em L*(0,T; L*(Ty)). (2-178)
2.3.1 Passagem ao Limite
Da primeira igualdade em (*x*) temos
pyi — Ay, =0 em L*(0,T; L*(12)). (2-179)

Calculando o produto interno em L*(Q2) de (2-179) por wf, onde w € D(Q) e 6 €
D(0,T) obtemos

(py,(t), w0) — (Ayu(t), wd) = 0.
Consequentemente, pela férmula de Green,
(py,, (1), w0) = (Vyu(t), 0Vw) = 0. (2-180)
Integrando sobre o intervalo [0, 7] obtemos
T T
| oo w0t~ [ (Va0 V(e =0 (2-181)
0 0

A seguir, nosso objetivo é passar o limite em (2-181) quando i — oo. Para isso,
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observamos que

/0 [yl (), w)O(1)] dt = / (py/!(£), w)O()dt + / (pul (1), )8 (1)t

Consequentemente

| e == [ (e (2-182)

Com argumentos similares obtemos

/0 (oy/" (), w)(t)dt = — / (py/ (1), )8 (). (2-183)

T
Afirmamos que / (py, (1), w)0' (t)dt — / py'(t), w)d (t)dt. Com efeito, usando a

desigualdade de Holder para p = ¢ = 2, obtemos

\ / 0,000~ [ <py'<t>7w>e’<t>dt]s [ N0 v woroas
< [ lotur ) =y @)l

< sup [p(z)| S [1v/p(y = OO )]z 0.7y
€0,

e
(2-184)
Da convergéncia (2-174) e de (2-184) deduzimos que, quando ;. — oo,
T T
| 0wt — [y, (2185
0 0
concluindo a prova da afirmacéo.
Com argumentos andlogos, usando a convergéncia (2-173), concluimos
T T
/ (Vyu(t), Vao)O()dt —s / (Vy(t), V)o(t)dt. (2-186)
0 0

Dessa forma, passando o limite em (2-181), quando ;1 — oo, obtemos

/0 (py”(t),w)&(t)dt+/0 (Vy(t), Vw)o(t) = 0. (2-187)
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Assim,

(py" (£),w0(1)) pr 0y iy T (VU(E), 0(E) VW) 1 0 ) = O-

Por outro lado

" oy ow
(Vy(t), 0(0) Vo) pr ) pi) = <—"’_>
(@),D(Q) ]21 Ozr;  Ox; D'(Q),D(Q)

- ‘Z<w»9w
j=1 J

>D’(Q)7D(Q)

Logo deduzimos

{py" (1), w0(1)) () p(@) = (AY: ()W) 1) pi) = 0

ou seja, (py"(t) — Ay, 0(1)w) p(g)pq) = 0, para todo 6 € D(0,T) e w € D(Q).
Assim, pela densidade do conjunto R = {fw;8 € D(0,7) ew € D(Q2)} em D(Q),

temos

(py"(t) — AY, @) i) .p@) = 0: paratoda ¢ € D(Q),

isto é, py’" — Ay =0em D'(Q).
Vimos que /py’ € L*(0,T;L*(Q)) e, da Observagao 1.77, formalmente temos que
vpy' e H1(0,T; L*(2)). Entdo Ay” € H(0,T; L*()). Portanto

py’ — Ay =0em H(0,T; L*(Q)). (2-189)

A seguir, verificaremos se a solugdo fraca y satisfaz as condi¢des de fronteira do

problema (x). Das convergéncias (2-173)—(2-175) e das imersdes

C[0,T); V) = L*(0,T;V) — L*(0,T; H(Q)) — H 0, T; H'(Q));
CO([0, T); LA(Q)) = L*(0,T; LA(Q)) = H (0, T; L*());
C%([0,T); L*(T'y)) = L*(0,T; L*(Ty)) — H~*(0,T; L*(T'y)),
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pelo Teorema 1.95, obtemos

Y, — yem H_I(O, T, HI(Q)); (2-190)
VY, — +/py em H'(0,T; L*(Q)); (2-191)
Y, — ' em H™(0,T; LA(Ty)). (2-192)

Como /py’ € L*(0,T; L*(2)), da Observagdo 1.77, obtemos /py” € H(0,T; L*(2)).
Entdo da continuidade da aplicagdo u € L?(0,T; L*(?)) — v’ € H~1(0,T; L*(Q2)), (veja

Coroldrio 1.78) segue que

oy, — /py" em H1(0,T; L*(Q)). (2-193)

Por outro lado, temos que y,, satisfaz a igualdade Ay,, = —py;; em L*(0,T; L*(Q)). Além

disso, temos que p satisfaz a hipétese (2-1). Portanto temos que
Ay, = pyy — Ay = py” em H~'(0,T; L*(2)),
ou seja,
Ay, — Ayem H'(0,T; L*()). (2-194)
Ainda, de (2-190) temos que y, — y em H~'(0,T; H*(Q2)). Portanto

Yy, —yem H 10, T;HNH(Q)).

Dai pela continuidade da aplicacio traco 7, : H~1(0, T; HNH(Q)) — H(0,T; H 2(Ty))

(veja [33]) temos que

Yy

5, =~ 1) = nly) = % em H(0,T; H % (Ty)). (2-195)

ov

Como y,, é solugdo regular do problema (x), temos que

W g g+ Tl) + 900} = Oem 120, T (L) H0. T H-3(Ty)). (2-196)

Portanto das convergéncias (2-178), (2-192) e (2-195) podemos passar o limite em (2-
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196) e obtemos

% +y + f(y) +9(y) = Oem H'(0,T; H 2 (Ty)). (2-197)

2.3.2 Condi¢des iniciais

A seguir mostraremos que a solugdo fraca satisfaz as condig¢des iniciais do problema
(x), ou seja, y(x,0) = y° e \/py'(x,0) = /py'.

Das convergéncias (2-173) e (2-174) temos que

Y.(0) — y(0) em V, (2-198)
VYL(0) — /5y (0) em LA(Q). (2-199)
Por outro lado, vimos que
yu(0) =y, — y° em V, (2-200)
VY, (0) = /oy, — /py' em L*(). (2-201)

Assim, das convergéncias (2-198), (2-200) e da unicidade do limite concluimos que

y(x,0) = y°. De forma similar, das convergéncias (2-199) e (2-201), concluimos que

VoY (x,0) = \/py'.



CAPITULO 3

COMPORTAMENTO ASSINTOTICO

Neste capitulo mostraremos o decaimento exponencial para a solugao regular (Te-
orema 2.4) e fraca (Teorema 2.5) do problema (x). Para este fim, usaremos o método da

energia perturbada, como feito em [20].
Seja 2 um ponto fixo do R" e m(z) = = — 2%, com x € R". Consideramos I';, T,

como segue

Fo={zel;m(z) v(z) >0} e [T ={xel;mx) v(z) <0}, (3-1)

onde v(z) é um vetor normal unitario apontado para fora de I'.

Observacao 3.1. Na Figura 3.1 mostramos um exemplo do conjunto Q2 C R" satisfazendo as

hipéteses (3-1). Lembrando que T =ToUT e Ty NI = 0.

I
Iy
Q

Figura 3.1:
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Assumimos p > 0 em (2, satisfazendo a seguinte hip6tese

Vp-m>0em ).

Além disso, consideramos £ = 0 na hipdtese (2-3).

A energia associada ao problema () é dada por

1

/ 1 C
E(t) =5 / p(x)]y (x7t)’2d$ + 5/ \Vy(x,t)|2dx + 5 0 / |y<$,t)|§+2df.
Q Q T

2 +2

Para um ¢ > 0, definimos a energia perturbada

E.(t) = E(t) + (1),

b(t) =2 / o)y (2, t)(m - Vy(a, )z + (n— 1) / o)y (2, D)y, t)de.

Q

Sabemos, da continuidade do trago v : H'(Q2) — L*(T) que
/1“ v?dl < M/Q |Vv|*dz, paratodow €V,
e da Desigualdade de Poincaré
lv@®)|]* < M|Vo(t)|]?, paratodowv €V,

sendo p, A constantes positivas.
Lema 3.2. Vale E'(t) < —(1+ ki) [i, [v/(t)]dT.
Demonstracdo. De (3-3) obtemos

2C)
042

1d
Et) =5 VoY O + 1[Vy()]* + Y1550, | -
Por outro lado, temos

py" — Ay = 0em L*(0,T; L*(Q)).

(3-2)

(3-3)

(3-4)

(3-5)

(3-6)

(3-7)

(3-8)
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Calculando o produto interno em L?(Q2) com ¥/(¢), e usando a féormula de Green, obte-

mos

(0.5 ) + (V0. V' () + |

To

/2T + f@Wﬁ+/gWMM=& (3-9)
I'o To

poisy =0emT e % =~y — f(y) — g(y) em L*(0, T; L*(TY)).

Por argumentos andlogos usados na prova da primeira estimativa, temos que

o STV = (o0 (1), 5/ (1))

1d / .
o 5 IVuIl = (Vy(t). Vy/'(1);
Co d
o fW = Colyl'yy' = 575 I

Substituindo em (3-9), vem que

20y
o+ 2

1d , , N
s [IVey OIF +[IVy0II° + IIy(t)IlﬁiS,FO] =—ly (t)ll%o—/F g9(y")y'dr. (3-10)

Comparando (3-8) com (3-10) obtemos

B = IR, + |

To

g(y’)y’df] : (3-11)

Da hipétese (2-3) temos 0 < k1 |y/|* < g(v')y’, uma vez que consideramos & = 0. Isso

implica
- [ mlyPar =~ [ gy, 6-12)
Ty o
Comparando (3-11) com (3-12) obtemos

E'(t) < —(1+k) [ |y, (3-13)

To
concluindo a prova do lema. O

Proposicao 3.3. Existe C; > 0 tal que

|E.(t) — E(t)| <eCLE(t), paratodo t > 0.



101

Demonstragio. Com efeito, de (3-5) e da desigualdade de Holder para p = ¢ = 2, obte-

<2 ([ |py'<t>r2czsc)é ([ Vy<t>12dx)%
ey |py'<t>|2da:>é (f |y(t)|2dx>? (3-14)

mos

Por outro lado,

. /Q!/)P\y’(t)!% < lpllco@l1Vey @), pois p € C1(Q).
Pela desigualdade de Cauchy-Schwarz obtemos

o / im(z) - Vy(z,t)|*dz < R(z°)?||Vy(t)|]?, o qual R(z°) = max |z — 2°|.
Q

z€Q

Entdo
()] < 2R(°)|pllco vy OV YO + (0 = DllplleooylIvey Olllly @)l (3-15)

De (3-15) e (3-7) obtemos
()] < |2R(@")||plloo@) + (n — 1)HpHoom>ﬁ] Vey OV ()] (3-16)

Fazendo C; = 2R(z°)|pl|coq) + (n — 1)||p] ]CO(Q)\/X, segue da desigualdade de Young

que

601 < |IVA @I + S ITu

< CLE(t). (3-17)
Portanto de (3-4) e (3-17) obtemos
|E-(t) — E(t)| = e|(t)| < eCLE(D).

Concluindo a prova da proposicao. O

Proposicao 3.4. Existem ¢; > 0e Cy > 0 tais que

El(t) < —eCLE(t), YVt >0eVe € (0,&].
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Demonstragido. Com efeito, derivando (3-5) com respeito a ¢ e substituindo py” = Ay no

resultado, obtemos

Y (t) =2 /Q Ay(m - Vy)dz + 2/pr’(m -Vy')dz + (n—1) / Ayydz

+(n — 1)/py'y'dm.
Q

(3-18)

A seguir analisaremos alguns termos da igualdade (3-18) separadamente. Lembramos

que n > 1, Cy é dado em (2-2) e § é detalhado em (2-3).

Primeiramente, analisaremos /; = 2 / Ay(m - Vy)dz. Notemos que
Q

I—Q/A(m.V)dx—2i/m 8y82d
L Q Y Y B ij=1 Q j@xjé?x

Pela férmula de Green, para i = j, obtemos

J
oy \* 9%y Oy ay \’ ;

=— — — — | == dr.
/Q (8%) dx /Qm] 895? axjdx+/rm] oz, v

De forma andloga, para i # j, obtemos

dy 0%y dy Py / dy Jy
_ il
/ M o 022 /mjﬁxlaxjﬁxld SN R e

Assim, comparando (3-19), (3-20) e (3-21) obtemos

oy Py, u oy oy 0%
ZZ/mJE?:E ox? 922 _2;/9 (896]» dx_zz/mjﬁxlaxjax,

8y dy
2 vidr.
* Z / i dx; O

2,7=1

Por outro lado, pela férmula de Green, obtemos

oy 0%y B dy / oy 0%y / i {9y
_/ &clﬁagaxld /Q(axl A j@azlaxj&cl ijl/ ox;

(3-19)

(3-20)

(3-21)

(3-22)

2
> dx,
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ou seja,

oy 0%y B oy ;
2/ ]axzaxjﬁx,d _/Q<8xi) dr —/mju 0x; dr.
De (3-22) e (3-23) obtemos

zi/ 0y, ——zi/ Oy, 2dx+i/ AR

= e J@xj ox? : Ox; : ox;

y dy Oy

_Z/mﬂﬂ(m)d—O—QZ/ ]3x8x vidr.

J i

1,j=1 t 1,j=1

Portanto de (3-19) e (3-24) obtemos

hi=(-2) [ [9yPde— [ wopar+2 [one v Star
Q T r ov

Agora, analisaremos [, = 2 / py' (m - Vy')dz. Para isso, notemos que
Q

o(y')? 5 oy

(%ci a_l’zy ’

2 | py'(m-Vy')de = / 2="f
/pr(m y')dx Zl a2y

ou seja,

- ay')?
2 "(m - Vy)dz = / ;
/pr(m y')dx 2 L

Pela férmula de Green temos que

/pm /I dx+/|y|pmz
Q
= —/ 2P /Iy’l pdw+/|y’l2pmividF

Substituindo (3-27) em (3-26) obtemos

ILy=2 | py(t)(m-Vy(t Iy 2(Vp-m)de —n ply’(t)|2dfff
Q
+£mwwﬂmme

(3-23)

(3-24)

(3-25)

(3-26)

(3-27)

(3-28)

9,
Para analisar I3 = (n — 1) / Ayydz, recordamos que 9 _ —y' — f(y) —g(y)emTye
Q

ov
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y = 0emI'y. Assim, pela férmula de Green obtemos

Iy=(n—1) [—(vy(t), Vy(t) + /F %dr]

= (1 =n)||Vyl[* = (n—1) UFO y'ydl + /FO f(y)ydl + /FO g(y’)de} : (3-29)

Portanto de (3-18), (3-25), (3-28), (3-29) obtemos

W10 = <INyl = [ plyPde = 0= 1) [ far +2 [ Shim- Typar

~ [y = [ (Fpemly P+ [ meviplyPar
T Q I

T / (m- v)ply 2T — (n— 1) / yydl — (n— 1) / o(y)ydl’.  (3-30)

o

Comparando (3-30) com as hipoéteses (2-2) e (2-3) obtemos para n > 2

2Cy

/ / 9,
V1) < VA OIF = Vo0 = S50, +2 [ - Vs

- / (m - )|y i — / (Vp-m)lyPdz + / (m - v)ply' P + / (m - v)ply 2T
T Q I

3
—(n—1) /FO yydl' = (n—1) /FO 9(y)ydl
(3-31)
eparan =1
W) = IV OIF = Vo0 +2 [ L Voydo— [on-)i9yida
- [ m s+ [ vty ar+ [ on- v ar

To

—(n—1 'ydl — (n — 1 Nydl. — (3-32
(n )/Foyy (n )/Fog(y)y (3-32)
De (3-31) e (3-32), para n > 1 obtemos
0
V) < =280 +2 | Fm- Ve [ (m-0)VyPde— [ (Tp-mlyFaa

—1—/ (m-y)p|y’|2dF+/ (m~y)p|y'|2df—(n—1)/ y'ydl
Fl FO 1_‘O

—(n—1) /F o(y)ydl.  (3-33)
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dy _ Oy ; : N
oz, 5,7 ™ I'; (como feito em [32]), isso implica que

Por outro lado temos que

2
m-Vy=(m- V)% e |Vy|* = <%> , sobre I';. (3-34)

De fato,

o m- V@/—Z’m2 imzﬁy = V)%

2 _ E i 2

1=

Assim, obtemos

- [ vwypar == [ enpwapar = [ e (a9

dy _ 0o _ Nm -
2 aV(m Vy)dl ——Q/FOy(m Vy)dl 2/Fog(y)( Vy)dl
o [ fy)(m - Vy)dr +2 / <@)2(m-y)dr. (3-36)
To T 3V

Substituindo (3-35) e (3-36) em (3-33) obtemos

Y'(t) < —2E(t) — 2/F y'(m - Vy)dl' — 2/F 9 (m - Vy)dl' — 2 A f(y)(m - Vy)dl

fL(%f@“Wﬁ—éﬁWWWWW—AWVmM%m

+ [ el Par+ [ m-vyplyPar - 1) [ ypar
—(n— 1)/F 9(y)ydl.
(3-37)

Notemos que, das hipéteses (3-1), e (3-2) obtemos que

. /F <%)2(m-y)d1“§0;

. —/ (Vp-m)ly'[?dl < 0;
To
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. / (m - v)ply'[2dT < 0.
Iy
Além disso, como m(x) - v(x) > 0 para todo = € I'y obtemos

. / (m - v)|Vy]2dl > mg | |Vy|?, 0 qual mg = min{m(z) - v(z);x € Ty} > 0.
FO F0

E como p € C'(QQ) e v é um vetor unitdrio, pela desigualdade de Cauchy-Schwarz

(Proposigao 1.94) obtemos

. / (m - )ply 12 < IIpllco R(") / /.
FO F0

Das estimativas acima e de (3-37) obtemos

W(t) < —2E(t) —mo [ [VyldD -2 /F (m - V)T — 2 / 9(y/)(m - Vy)dU

FO FO

2 [ fly)m - y)dr + [ plleo R(20) / /Pl — (n— 1) / yydr
Fo l_‘0 FO

—(n—1) /F o(y)ydl.  (3-38)

A seguir estudaremos alguns termos da desigualdade (3-38), a fim de obter estimativas.

Primeiramente analisaremos —2 / y'(m-Vy)dl'. Aplicando a desigualdade de Cauchy-
1)

Schwarz, Holder e Young paran > 0 em —2 / y'(m - Vy)dI', obtemos

To

= / y/(m - Vy)dr < 2R(2°) [ ||| Vyldr
FO 1_‘O
< 2R(2)| 1y (O)lIeo |V (®) Irs

S R(:L‘O)2

1y I, + 0l VyOlI7,- (3-39)

Da hipétese (2-3) temos que 0 < ¢(y') < ks|y/| (pois & = 0). Assim, recordando (3-6),
pela desigualdade de Holder e a de Young para n > 0 segue que

(n— 1)/F 9(y)ydl' < (n— 1)kz/F |y |?yldl

< (n = Dkapl |y )1 lro [ VYl 20y
4n

((n = Dkop)?
4n

IA

1y ®)IE, +nllVyl?

IN

1y (0)IIE, + 2nE(t). (3-40)
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Agora, analisaremos 2 / f(y)(m - Vy)dI'. Da hipétese (2-2) e pela desigualdade de
Cauchy-Schwarz e Holder para p = g = 2, obtemos

fy)(m - Vy)dl' <2R(x Co/ [y Vyldl < 2R(2”) Colly(t)]155a.r, | VY ()0,

1)

pois |||y lIr, = ly(t)l[557-

Da imersdao V — L?**%(Ty) temos que ||y(t)||2s12rs < kolly(®)|lv = kol|[Vy(t)||, com

ko > 0. Entdo
2 [ fy)(m - Vy)dD < 2R(°)Cokol [Vy ()1 [Vy(t)]]r,.
1)

Assim, aplicando a desigualdade de Young para > 0 no segundo membro da desi-

gualdade acima obtemos

(R(2°)Coko)?

2| fy)im-Vy)dl < [IVy I + 0l vy,

2HL(R(2NCoko)? 1 o

- 2R vyl + Vil
27+ (R(2")Coko)?

< ZURGR by 150,

Por outro lado, do Lema 3.2, temos que

E'(t) < —(1+k) [ |¥]*dl <0,

o
e integrando esta desigualdade sobre [0, ¢], com ¢ < T', obtemos E(t) < E(0). Portanto

25+1(R(1’0)00/€0)2
n

2 A f(y)(m - Vy)dl' < E0)E(t) +nl|Vy(#)|lr,- (3-41)

A seguir analisaremos 2 /
o

g(y)(m - Vy)dl e (n — 1)/ y'ydl. Pela desigualdade de
To
Holder e Young, obtemos

2 / o) (m - Vy)dl' < 2k,R(2%) [ ||| VyldD
1)

1)

< 2k R(z)| |/ ()| |5 [| VY (1) |

$0 2
< Wuy'u)u%@ vy, (3-42)
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(n — 1)/F yydl' < (n = DIy ()l Irol ly()]Iry

< (n = Dully' Ol [[Vy(D)]]
((n = Dp)

2
/ 2 2
W@l 0l vyl

Wny'(mm 2B, (3-43)

IN

Comparando as estimativas encontradas em (3-39)—(3-43) com a desigualdade (3-38)

obtemos
#(0) < ~2B(0) —mo [ [VoPdr + @Hy%twa Fal V@), + FEEDT 2
o+l z° ofro 2 0 ’ 2
Tl V@I, + 2 FEIE) b5 me) 4l 1Tyl + lollooe REO I 12,
+Wny'<t>nio i) + EREDT 2 v,

ou seja,

U(t) < —(2—4n— CGM @) E(t) — (mo — 3n)[|Vy(O)IIE, + NIy B)I[E,,  (3-44)

sendo S+ (R (20 2

Escolhendo 7 e Cj suficientemente pequenos tais que Cy = 2 —4n — CZM(n) > O e
mo — 3n > 0, de (3-44) segue que

V(t) < —CE(t) + Ny (1)1, (3-45)

Por outro lado, de (3-4) temos

EL(t) = E'(t) + e/ (t).

Consequentemente, do Lema 3.2 e de (3-45) obtemos
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EL(t) < —CoeE(t) — (1+ ki — eN) [y (D)|F,-
. 1+ Kk
Considerando ¢; = N para todo ¢ € (0, £1], obtemos
EL(t) < —eCLE(t).

Concluindo a prova da proposicao. O

Teorema 3.5. Sob as hipéteses do Teorema 2.4 e a hipdtese (3-2), se £ = 0 e C € suficientemente

pequeno entdo obtemos o sequinte decaimento da energia
E(t) <3E(0)exp (—%Ogt) , para todo t > 0, e para todo £ € (0, 5], (3-46)

sendo ¢, Cy constantes positivas.

- . . 1 .
Demonstragio. Com efeito, definamos ¢y = mln{ﬁ, e1} e consideramos ¢ € (0, go). Da
1

Proposigdo 3.3 temos que |E.(t) — E(t)| < C1E(t), paratodot > 0,isso implica que
(1= cC1)B(t) < Ex(t) < (1+2C1)E(). (3-47)

1
Como ¢ < ——, obtemos
- 204

%E(t)

IA
—
I
m
Q
=
N
N
R
=
IA
—
+
)
Q
5
N
IN
NN GV
=

ou seja,
—E(t) < E.(t) < gE(t) < 2E(t), Vvt >0. (3-48)
Da desigualdade (3-48) temos que E.(t) < 2E(t), consequentemente

—%eC’zEg(t) > _eCyE(). (3-49)
Da Proposicdo 3.4 e de (3-49) obtemos

EL(t) < —SCoEL(1), V20,
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isto é,
E(t) + gC’gEE(t) <0, ¥t >0. (3-50)
Multiplicando exp (gCQt) em ambos os lados de (3-50) obtemos
, £ £ £
- - - <
EL(t) exp (20215) + 2CQEE(t) exp (20225) <0,

isto &,

K (E (t) exp (fczt)) <0. (3-51)

dt \° 2 -
Integrando (3-51) sobre [0, ¢, com 7" > 0, obtemos

£
E.(t) exp (502t> — E.(0) exp(0) < 0,

isso implica que

E.(t) < E.(0) exp <—§C’2t> . (3-52)

De (3-48) temos que %E(t) < E.(t), isto & E(t) < 2E.(t). E ainda E.(t) < SE(t).

| W

Comparando com (3-52) obtemos

E(t) < 2E.(1) < 2E.(0) exp (-%0215) < 3E(0) exp <—§C’2t) .

Portanto
E(t) < 3E(0) exp (—gC’ﬂ) .

Concluindo a prova do decaimento da energia para a solucdo regular do problema

(). 0

Teorema 3.6. Sob as hipéteses do Teorema 2.5 e a hipétese (3-2), se £ = 0 e C é suficientemente

pequeno entdo a solugdo fraca do problema (x) decai uniformemente, em outras palavras,

E(t) < 3E(0) exp(—6t), paratodo t >0,
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e 8 uma constante positiva.

Demonstragio. Recordamos que a solugdo fraca foi obtida como limite de solugdes re-
gulares. Para cada ;¢ € N, existe uma solugdo y, para o problema (x) na classe de
fun¢oes do Teorema 2.4. Entdo do Teorema 3.5, para cada p € N, a solugdo regular y,
satisfaz

1 , 1 Co
Eu(t) = 5IVPYLOIF + SV (D1 + ﬁ“%(ﬂ”giiro < 3E,,(0) exp(—0t). (3-53)

Considerando ¢ suficientemente pequeno tal que 6 + 1 < 2, temos que L*(Ty) —
L*1(Ty), entdo L*(0,T;L*(Ty)) — L2(0,T; LT (Ty)) (veja Teorema 1.33 e Teorema
1.74). Assim das convergeéncias (2-173)—(2-174) segue que

Y. — y em L*(0,T;V);

VoY, — /py' em L*(0,T; L*(Q));

y, —y em L*(0,T; L (Ty)),

consequentemente,
y, —y em L*(0,T;V), (3-54)
VPY, = /ey em L*(0,T; L*(Q)), (3-55)
y, =y em L*(0,T; L (I'y)). (3-56)

Aplicando o Teorema 1.12 em (3-54)—(3-56) temos que
o |[Vy®)IF? < liminf |[Vy,(t)[|*

o [Ivey' (DI < liminf ||\/py,, ()]
o [ly' @I < liminf [Jy, (£)[]*".

Das desigualdades acima e de (3-53) obtemos

1 e 1 s Co s

< liminf E,(¢)

HU—>00

< 3exp(—6t) liminf £,(0). (3-57)

U—00
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Por outro lado,

1 , 1 Co .,
Eu(0) = SIIVpy ()11 + 511V O)IF + 5 +02Hyu(0)||§ﬂ,ro

1 1 Co
= SIVAUAIE + SIVRIE + 5ol 5 (3-58)

Além disso, vimos que y;, — y’em V ey, — y' em L*(Q2). Desta tltima convergén-
cia obtemos que y,, — y' em L°*!(T'y) uma vez que consideramos § tal que 6 + 1 < 2.

Assim, substituindo (3-58) em (3-57) e fazendo o limite para ;1 — oo, obtemos

1 1 C
E(t) < 3exp(=6t) | SIVpy' P + IV + — 1y 151, | = 3exp(—6t)E(0).

d+2
isto é,
E(t) < 3E(0) exp(—0t).
Finalizando a prova do decaimento da energia para a solugao fraca. O

Com isso, concluimos a proposta deste trabalho.
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