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Resumo

Neste trabalho estudamos a equação da onda degenerada com condições de fron-

teira não lineares

ρ(x)y′′ −∆y = 0 em Ω× (0,∞),

y = 0 em Γ1 × (0,∞),

∂y

∂ν
+ y′ + f(y) + g(y′) = 0 em Γ0 × (0,∞),

y(x, 0) = y0(x), (
√
ρy′)(x, 0) = (

√
ρy1)(x) em Ω,

onde y′ denota a derivada de y com relação a variável t, as funções f , g e ρ satisfazem

hipóteses apropriadas. A existência de soluções será provada por meio do Método de

Faedo-Garlekin. Além disso, o decaimento uniforme será obtido por meio do Método

de Energia.

Palavras-chave: equação da onda degenerada, não linear, método de Galerkin.



Abstract

In this work we study the degenerated wave equation with nonlinear boundary

conditions 

ρ(x)y′′ −∆y = 0 em Ω× (0,∞),

y = 0 em Γ1 × (0,∞),

∂y

∂ν
+ y′ + f(y) + g(y′) = 0 em Γ0 × (0,∞),

y(x, 0) = y0(x), (
√
ρy′)(x, 0) = (

√
ρy1)(x) em Ω,

where y′ denoting the derivative of y with respect to t, the functions f , g and ρ sa-

tisfying suitable hypothesis. The existence of solutions will be proved using the Faedo-

Garlekin Method. In addition, the uniform decay will be obtained by means of the

Energy Method.

Keywords: degenerate wave equation, nonlinear, Galerkin method.
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INTRODUÇÃO

Este trabalho foi baseado no artigo de Marcelo Moreira Cavalcanti, Váleria Neves

Domingos Cavalcanti e Juan Amadeo Soriano [8].

Sejam Ω um domínio limitado do Rn com fronteira Γ de classe C2. Sejam Γ0 e Γ1

subconjuntos não vazios de Γ tais que Γ = Γ0 ∪ Γ1 com Γ0 ∩ Γ1 = ∅. Consideramos a

equação da onda degenerada (ρ ≥ 0) com condições de fronteira não lineares

(∗)



ρ(x)y′′ −∆y = 0 em Ω× (0,∞),

y = 0 em Γ1 × (0,∞),

∂y

∂ν
+ y′ + f(y) + g(y′) = 0 em Γ0 × (0,∞),

y(x, 0) = y0(x), (
√
ρy′)(x, 0) = (

√
ρy1)(x) em Ω,

onde y′ denota a derivada de y com respeito ao parâmetro t.

No artigo [8], os autores provam a existência global de soluções regulares e fracas

para o problema (∗) com a condição de que os dados iniciais pertençam a uma classe

especial de funções, e além disso, obtêm o decaimento exponencial da energia rela-

tada para o problema (∗). Quando ρ = 1 e f, g = 0, a existência de soluções fracas e

regulares do problema (∗) foi estudada por muitos autores usando argumentos de se-

migrupos, por exemplo, em Quinn e Russel [35]; Chen [11], [12] e [13]; Lagnese [23] e

[24]; e Komornik e Zuazua [20]. Mais tarde, Lasiecka e Tataru [25] estudaram um pro-

blema similar não degenerado (ρ > 0) usando teoria de semigrupos não linear. Neste

contexto, citamos os trabalhos de Conrad e Rao [15] e Komornik e Rao [21]. Uma vez

que a teoria de semigrupos não é adequada para tratar problemas degenerados (ρ ≥ 0),

usaremos aproximação de Galerkin. Contudo, como ocorrido nos trabalhos Cavalcanti
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(2000) [10], Cavalcanti (1999) [9] e Cavalcanti e Domingos Cavalcanti [5], devido aos

autores, a necessidade de estimativas adicionais para passar o limite traz à tona difi-

culdades técnicas as quais são superadas considerando uma mudança de variáveis, a

qual transforma o problema (∗) em um equivalente com dados iniciais nulos.

A fim de obter o decaimento exponencial da energia, usamos o método de energia

perturbada, veja por exemplo, Komornik e Zuazua [20]. Para isso, consideramos Γ0 e

Γ1 como segue

(1) Γ0 = {x ∈ Γ;m(x) · ν(x) > 0} e Γ1 = {x ∈ Γ;m(x) · ν(x) < 0},

onde m(x) = x − x0, x ∈ Rn e ν(x) é um vetor normal unitário, normal a Γ em x ∈ Γ,

apontado para fora. A característica que diferencia o artigo [8] dos demais é exata-

mente lidar com uma equação da onda degenerada sujeita a condições de fronteira

não lineares, o que forçou os autores de [8] a lidar com uma estrutura de Liapunov

mais difícil do que uma usada pelos mesmos autores num trabalho anterior, [9]. De

fato, em [9] foi estudada a equação da onda com condições de fronteira não lineares

sujeita a um amortecimento por atrito adicional atuando no domínio, cujo decaimento

foi estabelecido considerando um funcional de Lyapunov padrão. Além disso, tiveram

que lidar com a degeneracidade da função ρ = ρ(x).

Assumimos que ρ ≥ 0 em Ω, satisfazendo a seguinte condição

(2) ∇ρ ·m ≥ 0 em Ω.

Segundo o ponto de vista físico, se ρ ≥ 0 é a densidade de massa do material o qual é

modelado para ter a forma de Ω, a hipótese (2) nos informa que a distribuição da massa

é concentrada de tal maneira que a densidade da massa cresce tanto quanto a distância

dos pontos de Ω até o ponto x0. Por outro lado, se ρ = 0, (∗) é um problema elíptico

com condições de fronteira dinâmica o qual pode ser reduzido ao seguinte problema

(3) =


Ay + y′ + f(y) + g(y) = 0 em Γ0 × (0,∞),

y = 0 em Γ1 × (0,∞),

y(x, 0) = γ0(y0) em Γ,

onde γ0 é o operador traço e A : H
1
2 (Γ0) → H−

1
2 (Γ0) é o operador linear auto-adjunto
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dado por Aϕ =
∂w

∂ν
onde ω é a única solução do problema elíptico

(4)


∆ω = 0 em Ω,

ω = 0 em Γ1,

ω = ϕ em Γ0.

O problema (3) juntamente com (4), reduz (3) a um problema físico matemático

sobre uma variedade. Nesta direção, é importante mencionar o trabalho de Cavalcanti

e Domingos Cavalcanti [5].

Considerando que a hipótese acima é válida, podemos mostrar que toda solução

regular e fraca do problema (∗) decai uniformemente. Em outras palavras, se

E(t) =
1

2

∫
Ω

ρ|y′|2dx+
1

2

∫
Ω

|∇y|2dx+
C0

δ + 2

∫
Γ0

|y|δ+2dΓ, (0-1)

é a energia associada ao problema (∗), podemos obter E(t) ≤ C e−θt, para todo t ≥ 0 e

C, θ constantes positivas.

Podemos citar ainda, alguns trabalhos mais recentes que foram publicados depois

de [8], que abordam estudos semelhantes, entre eles os trabalhos de Sung e Wang [37],

Feng [17], e de Cavalcanti, Domingos Cavalcanti e Santos [7].

Este trabalho é organizado conforme segue: No Capítulo 1 apresentamos alguns

resultados auxiliares e notações que serão utilizados ao longo de todo o trabalho. No

Capítulo 2, estudamos a existência e unicidade da solução regular, para isso fizemos

uso do Método de Faedo-Galerkin. E com argumentos de densidade estudamos a so-

lução fraca para o problema (∗). Por fim, no Capítulo 3, estudamos o decaimento da

energia associada ao problema (∗) por meio do Método de Energia Perturbada.



CAPÍTULO 1

RESULTADOS PRELIMINARES

Neste capítulo apresentaremos os principais conceitos, resultados e notações que

serão necessários para o desenvolvimento deste trabalho. Ao longo deste capítulo, Ω

denotará um subconjunto aberto de Rn.

Cabe destacar que não provaremos os resultados expostos, mas citaremos a refe-

rência onde as provas estão feitas.

1.1 Alguns resultados de Análise Funcional

1.1.1 Espaços de Banach e Espaços de Hilbert

Definição 1.1. Um espaço normado X é um espaço vetorial, com uma norma definida

em X , ou seja, existe uma aplicação ‖·‖X : X → R+ tal que para quaisquer x, y ∈ X e

α ∈ R:

• ‖x‖X = 0⇔ x = 0;

• ‖αx‖X = |α| ‖x‖X ;

• ‖x+ y‖X ≤ ‖x‖X + ‖y‖X .

Observação 1.2. Todo espaço normado (X, ‖·‖) pode ser considerado um espaço métrico (X, d),

considerando, d(x, y) = ‖x− y‖ , ∀x, y ∈ X . Esta métrica é chamada de métrica induzida pela
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norma.

Definição 1.3. Um espaço vetorial normado (X, ‖·‖) é chamado de espaço de Banach

quando toda sequência de Cauchy em X é convergente em X , com respeito à métrica

induzida pela norma ‖·‖, isto é, X é um espaço normado completo.

Definição 1.4. Seja X um espaço vetorial normado e ‖·‖1 , ‖·‖2 duas normas em X .

Dizemos que ‖·‖1 é equivalente a ‖·‖2 quando existem constantes C1 > 0 e C2 > 0 tais

que

C1 ‖x‖1 ≤ ‖x‖2 ≤ C2 ‖x‖1 , para todo x ∈ X.

Definição 1.5. Seja X um espaço vetorial. Um produto interno em X é uma função

〈·, ·〉X : X ×X → R+ tal que para quaisquer x, y, z ∈ X e α ∈ R:

• 〈x+ y, z〉X = 〈x, z〉X + 〈y, z〉X ;

• 〈αx, y〉X = α 〈x, y〉X ;

• 〈x, y〉X = 〈y, x〉X ;

• 〈x, x〉X = 0⇔ x = 0.

Neste caso, X com um produto interno 〈·, ·〉X é chamado espaço com produto interno

ou espaço pré-Hilbert.

Definição 1.6. Dizemos que X é um espaço de Hilbert, quando X é um espaço pré-

Hilbert completo, em relação a norma definida por ||x||X =
√
〈x, x〉X .

Observação 1.7. Se X é um espaço com produto interno então X é um espaço normado, e se

X é um espaço de Hilbert então X é Banach.

Teorema 1.8. Seja Y um subespaço de um espaço de Hilbert H . Então:

(a) Y é completo se, e somente se, Y é fechado em H .

(b) Se Y tem dimensão finita, então Y é completo.

(c) Se H é separável, então Y é separável. De forma geral, todo subconjunto de um espaço

com produto interno separável é separável.

Demonstração. Ver Teorema 3.2-4 em [22].

Teorema 1.9. Todo espaço de Hilbert é reflexivo.
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Demonstração. Ver Teorema 4.6.6 em [22].

Definição 1.10. Seja X um espaço de Hilbert. Detonamos por X ′ o conjunto de todos

os funcionais lineares limitados sobre X , o qual chamamos de espaço dual de X .

Definição 1.11. Sejam X e Y espaços de Banach com X ⊆ Y . O operador de imersão

j : X ⇀ Y é definido por j(u) = u para todo u ∈ X .

(i) A imersão X ⊆ Y é chamada continua se, e somente se, o operador j é contínuo,

isto é, existe uma constante positiva b tal que

||u||Y ≤ b||u||X , para todo u ∈ X.

(ii) A imersão X ⊆ Y é chamada compacta se, e somente se, o operador j é contínuo

e toda sequência limitada em X possui uma subsequência convergente em Y .

Escrevemos X ↪→ Y e X
c
↪→ Y para representar imersões contínuas e imersões

compactas, respectivamente.

1.1.2 Topologia Fraca e Topologia Fraca ∗

Considerando E um espaço de Banach, a topologia fraca σ(E,E ′) sobre E é a topolo-

gia menos fina sobre E que torna contínuas todas as aplicações f ∈ E ′.

Seja {xn} uma sequência convergente para x na topologia fraca σ(E,E ′), escreve-

mos xn ⇀ x em E.

Proposição 1.12. Seja {xn}n∈N uma sequência em E, então

(i) xn ⇀ x em E se, e somente se, 〈u, xn〉 −→ 〈u, x〉 , ∀u ∈ E ′;

(ii) Se xn −→ x em E, então xn ⇀ x em E;

(iii) Se xn ⇀ x em E, então ||xn||E é limitada e ||x||E ≤ lim inf ||xn||E;

(iv) Se xn ⇀ x em E e un −→ u em E ′, então 〈un, xn〉 −→ 〈u, x〉.

Demonstração. Ver Proposição 3.5 em [2].
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Sejam E um espaço de Banach e x ∈ E fixo. Considere a aplicação

Jx : E ′ → R

u 7→ 〈Jx, u〉 = 〈u, x〉 ,

que é linear e contínua e portanto Jx ∈ E ′′, para todo x ∈ E. Deste modo, definamos a

aplicação J : E → E ′′ tal que J(x) = Jx, a qual é chamada de injeção canônica de E em

E ′′.

A topologia fraca ∗, ou σ(E ′, E), é a topologia menos fina sobreE ′ que faz contínuas

todas as aplicações Jx.

Seja {un} uma sequência convergente para u na topologia fraca ∗ σ(E ′, E), simboli-

camente escrevemos

un
∗
⇀ u em E ′.

Proposição 1.13. Seja {un}n∈N uma sequência em E ′, então

(i) un
∗
⇀ u em E ′ se, e somente se, 〈un, x〉 −→ 〈u, x〉 , ∀x ∈ E;

(ii) Se un −→ u em E, então un ⇀ u em σ(E ′, E ′′);

(iii) Se un ⇀ u em σ(E ′, E ′′), então un
∗
⇀ u em E ′;

(iv) Se un
∗
⇀ u em E ′, então ||un||E′ é limitada e ||u||E′ ≤ lim inf ||un||E′ ;

(v) Se un
∗
⇀ u em E ′ e xn −→ x em E, então 〈un, xn〉 −→ 〈u, x〉.

Demonstração. Ver Proposição 3.13 em [2].

Teorema 1.14. Seja X um espaço de Banach e separável. Então toda sequência limitada {un}

em X ′ possui uma subsequência {unk} convergente fraco ∗ para u em X ′.

Demonstração. Ver Teorema 21.E em [39].

Teorema 1.15. Seja (un)n∈N uma sequência limitada em um espaço de Banach reflexivo X ,

então (un) possui uma subsequência fracamente convergente.

Demonstração. Ver Proposição 21.23 em [39].
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1.2 Teoria das distribuições e Espaços funcionais

1.2.1 Distribuições e derivada fraca

Dados α = (α1, α2, ..., αn) ∈ Nn, definimos |α| = α1 + α2...+ αn. Representamos por

Dα o operador de derivação de ordem |α|, isto é,

Dα =
∂|α|

∂α1
x1 ∂

α2
x2 ...∂αnxn

.

No caso 0 = (0, 0, ..., 0) o operador D0 será representado pelo operador identidade.

Seja Ω um aberto do Rn. Representamos por C∞(Ω) o espaço vetorial das funções

numéricas definidas em Ω, indefinidamente continuamente deriváveis em Ω.

Definição 1.16. Seja u : Ω −→ R uma função contínua. Definimos o suporte de u, e

denotaremos por supp(u), como sendo o fecho em Ω do conjunto dos pontos de Ω onde

u é diferente de zero. Isto é, supp(u) = {x ∈ Ω;u(x) 6= 0}
Ω
. Se este conjunto for um

compacto do Rn, então dizemos que u possui suporte compacto.

Definição 1.17. Denotaremos por C∞0 (Ω) o espaço vetorial, com as operações usuais,

das funções infinitamente diferenciáveis em Ω e que tem suporte compacto.

Definição 1.18. Uma sequência (ϕν) em C∞0 (Ω) converge para ϕ em C∞0 (Ω), quando

existe um compacto K de Ω, tal que:

(i) supp(ϕ), supp(ϕν) ⊂ K, para todo ν ∈ N;

(ii) Para todo multi-índice α ∈ Nn, tem-se Dα(ϕν − ϕ) −→ 0 uniformemente em K.

O espaço C∞0 (Ω), munido dessa noção de convergência, é chamado de Espaço das

Funções Testes sobre Ω e é representado por D(Ω).

Definição 1.19. Uma distribuição sobre um aberto Ω ⊂ Rn é um funcional linear T :

D(Ω) −→ R, contínuo no sentido da convergência em D(Ω), isto é,

(i) T (aϕ+ bψ) = aT (ϕ) + bT (ψ), para toda função ϕ, ψ ∈ D(Ω);

(ii) Se ϕν converge para ϕ em D(Ω) então T (ϕν) converge para T (ϕ) em R.
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O Espaço das Distribuições sobre Ω é denotado por D′(Ω).

Se T ∈ D′(Ω), representamos o valor da distribuição T em ϕ por 〈T, ϕ〉. Com isso,

dizemos que Tν → T em D′(Ω), quando

〈Tν , ϕ〉 → 〈T, ϕ〉 em R, para toda função ϕ ∈ D(Ω).

Denotaremos por L1
loc(Ω), o espaço das (classes de) funções u : Ω→ R tais que |u| é

integrável no sentido de Lebesgue sobre cada compacto K ⊂ Ω.

Lema 1.20. (Du Bois Raymond) Seja u ∈ L1
loc(Ω) tal que

∫
Ω

u(x)ϕ(x)dx = 0, para toda ϕ ∈ D(Ω).

Então, u = 0 quase sempre em Ω.

Demonstração. Ver Corolário 4.24 em [2].

Exemplo 1.21. Seja u ∈ L1
loc(Ω). O funcional Tu : D(Ω)→ R, definido por

〈Tu, φ〉 =

∫
Ω

u(x)φ(x)dx, ∀φ ∈ D(Ω),

é uma distribuição sobre Ω.

Demonstração. Ver Exemplo 4, Capítulo 1, em [29].

Observação 1.22. Segue do Lema de Du Bois Raymond que se u, v ∈ L1
loc(Ω), então Tu = Tv

em D′(Ω) se, e somente se, u = v. Desta forma, temos uma correspondência biunívoca entre as

distribuições do tipo Tu com o espaço L1
loc(Ω).

Exemplo 1.23. Seja (uν) uma sequência de funções em Lp(Ω), convergente para u em

Lp(Ω). Então (Tuν ) converge para Tu em D′(Ω).

Demonstração. Ver Exemplo 6, Capítulo 1, em [29].

No que segue, definiremos a derivada fraca dada por Sobolev, e a derivada no sen-

tido distribucional. Para detalhes sobre a motivação para estas definições veja [29] e

[31].
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Definição 1.24. Uma função u ∈ L1
loc(Ω) é derivável no sentido fraco em Ω, quando

existe uma função v ∈ L1
loc(Ω) tal que

∫
Ω

u(x)
∂ϕ

∂xj
(x)dx = −

∫
Ω

v(x)ϕ(x)dx.

para toda função ϕ ∈ D(Ω).

Definição 1.25. Seja T uma distribuição sobre Ω e α um multi-índice. A derivada DαT

de ordem |α| de T é um funcional Dα : D(Ω)→ R definido por

〈DαT, ϕ〉 = (−1)n 〈T,Dαϕ〉 .

Além disso, Dα é uma distribuição sobre Ω.

Observação 1.26. Decorre da definição acima que uma distribuição tem derivada de todas as

ordens. Além disso, o operador Dα : D′(Ω) → D′(Ω) dado por Dα(T ) = DαT é linear e

contínuo no sentido da convergência definida em D′(Ω). Para mais detalhes veja [29].

1.2.2 Os Espaços Lp(Ω)

Definição 1.27. Denotaremos porLp(Ω), 1 ≤ p <∞, o conjunto das (classes de) funções

reais f definidas em Ω cuja p-ésima potência é integrável no sentido de Lebesgue e por

L∞(Ω) denotaremos o conjunto das (classes de) funções mensuráveis e essencialmente

limitadas em Ω.

Definição 1.28. Por Lploc(Ω), 1 ≤ p <∞, denotaremos o espaço das (classes de) funções

reais definidas em Ω, cuja p-ésima potência é integrável à Lebesgue sobre qualquer

subconjunto compacto Rn contido em Ω e por L∞loc(Ω) o espaço das (classes de) fun-

ções mensuráveis e essencialmente limitadas em qualquer subconjunto compacto do

Rn contido em Ω.

Teorema 1.29. O espaço Lp(Ω) munido da norma

‖f‖Lp(Ω) = ‖f‖p =

(∫
Ω

|f |p dx
) 1

p

, se 1 ≤ p <∞

e

‖f‖L∞(Ω) = ‖f‖∞ = sup
x∈Ω

ess |f(x)| , se p =∞
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é um espaço de Banach.

Demonstração. Ver Teorema 2.10 em [1].

Corolário 1.30. O espaço L2(Ω) é um espaço de Hilbert com o produto interno dado por

(u, v)L2(Ω) = (u, v) =

∫
Ω

u(x)v(x)dx.

Teorema 1.31. Lp(Ω) é um espaço separável se 1 ≤ p <∞.

Demonstração. Ver Teorema 2.15 em [1].

Teorema 1.32. Lp(Ω) é um espaço reflexivo se 1 < p <∞.

Demonstração. Ver Teorema 2.35 em [1].

Teorema 1.33. Se 0 < p1 < p2 ≤ ∞ e |Ω| < ∞, então Lp2(Ω) ⊂ Lp1(Ω), onde |Ω| denota a

medida de Lebesgue de Ω.

Demonstração. Ver Teorema 8.2 em [38].

Teorema 1.34. Lp(Ω) ⊂ L1
loc(Ω) para 1 ≤ p ≤ ∞ e qualquer domínio Ω.

Demonstração. Ver Corolário 2.9 em [1].

Teorema 1.35. Seja (hn)n∈N uma sequência em Lp(Ω) e seja h pertencente a Lp(Ω) tal que

||hn − h||L2(Ω) −→ 0. Então, existe uma subsequência (hnj) e uma função l ∈ Lp(Ω) tal que

(a) hnj −→ h quase sempre em Ω,

(b) |hnj(x)| ≤ l(x) ∀j, quase sempre em Ω.

Demonstração. Ver Teorema 4.9 em [2].

Teorema 1.36. C∞0 (Ω) é denso em Lp(Ω).

Demonstração. Ver Teorema 2.19 em [1].

Definição 1.37. Seja 1 ≤ p ≤ ∞. Dizemos que um número real q é expoente conjugado

de p quando
1

p
+

1

q
= 1 se p ∈ (1,∞), q =∞ se p = 1 e q = 1 se p =∞.
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Teorema 1.38. (Desigualdade de Young) Sejam 1 < p < ∞ e q ∈ R tais que
1

p
+

1

q
= 1.

Dados a, b ≥ 0, então

ab ≤ ap

p
+
bq

q
.

Demonstração. Ver Apêndice B.2 em [16].

Corolário 1.39. (Desigualdade de Young para ε) Dados a, b ≥ 0 e ε > 0 vale

ab ≤ εap +
1

q(εp)q/p
bq.

Demonstração. Ver Apêndice B.2 em [16].

Teorema 1.40. (Desigualdade de Minkowski) Se 1 ≤ p ≤ ∞ então

‖f + g‖p ≤ ‖f‖p + ‖g‖p .

Demonstração. Ver Apêndice B.2 em [16].

Teorema 1.41. (Desigualdade de Hölder) Sejam 1 ≤ p ≤ ∞ e q o expoente conjugado de p.

Se f ∈ Lp(Ω) e g ∈ Lq(Ω), então fg ∈ L1(Ω) e

‖fg‖1 ≤ ‖f‖p ‖g‖q .

Demonstração. Ver Teorema 4.6 em [2].

Teorema 1.42. (Desigualdade de Hölder generalizada) Sejam u1, u2, ..., uk funções reais,

tais que ui ∈ Lp(Ω), 1 ≤ pi para i = 1, ..., k, e ainda,
∑k

i=1
1
pi

= 1 então
∏k

i=1 ui ∈ Lp(Ω) e

∫
Ω

∣∣∣∣∣
k∏
i=1

ui(x)

∣∣∣∣∣ dx ≤
k∏
i=1

{∫
Ω

|ui(x)|pi
} 1

pi

.

Demonstração. Ver Teorema 3.1.1 em [36].

Teorema 1.43. (Teorema de Representação de Riesz) Sejam 1 < p < ∞ e f ∈ (Lp(Ω))′.

Então existe uma única função u ∈ Lq(Ω) com
1

p
+

1

q
= 1, tal que

〈f, v〉 =

∫
Ω

u(x)v(x)dx, para todo v ∈ Lp(Ω).
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Mas ainda,

‖u‖q = ‖f‖(Lp(Ω))′ .

E, se p = 1 e f ∈ (L1(Ω))′, existe uma única u ∈ L∞(Ω) tal que

〈f, v〉 =

∫
Ω

u(x)v(x)dx, ∀ v ∈ L1(Ω) e ‖u‖∞ = ‖f‖(L1(Ω))′ .

Demonstração. Ver Teorema 4.11 e 4.14 em [2].

Se (u, v)L2(Ω) = 0, então u e v são ditos ortogonais. Um conjunto {φα}α∈A é ortogo-

nal se para quaisquer dois elementos do conjunto são ortogonais. Um sistema {φα} é

ortonormal se é ortogonal e ||φα||L2(Ω) = 1, para todo α. Uma coleção ψ1, ..., ψN é dita

linearmente independente se
N∑
k=1

akψk(x) = 0 implica que ak = 0, para todo k.

Teorema 1.44. Se {ψk} é ortogonal em L2(Ω), então é linearmente independente.

Demonstração. Ver Teorema 8.22 em [38].

1.2.3 Os Espaços de Sobolev

Definição 1.45. Dado um número inteiro m ≥ 1, representamos por Wm,p(Ω) o espaço

vetorial de todas as funções de Lp(Ω) tais que Dαu ∈ Lp(Ω), para todo α ≤ m, no

sentido distribucional. Simbolicamente,

Wm,p(Ω) = {u ∈ Lp(Ω);Dαu ∈ Lp(Ω), ∀ |α| ≤ m, no sentido distribucional}

Para cada u ∈ Wm,p(Ω) definimos a norma

‖u‖Wm,p(Ω) =

∑
|α|≤m

∫
Ω

|Dαu|p
 1

p

, quando 1 ≤ p <∞,

e

‖u‖Wm,∞(Ω) =
∑
|α|≤m

‖Dαu‖L∞(Ω), quando p =∞.

Teorema 1.46. O espaço de Sobolev Wm,p(Ω) é um espaço de Banach.

Demonstração. Ver Proposição 2.2.1 em [31].
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Em particular, quando p = 2 representamos por Wm,2(Ω) = Hm(Ω). E se Ω = Rn

denotamos por Wm,2(Rn) = Hm(Rn) o espaço

Hm(Rn) = {u ∈ L2(Rn);Dαu ∈ L2(Rn); ∀α ∈ Nn; | α |≤ m},

onde as derivadas são distribucionais, munido do produto interno

(u, v)Hm(Rn) =
∑
|α|≤m

(Dαu,Dαv)L2(Rn) . (1-1)

Corolário 1.47. Os espaços Hm(Ω) são espaços de Hilbert com a estrutura de produto interno

dada por

(u, v)Hm(Ω) =
∑
|α|≤m

(Dαu,Dαv)L2(Ω) .

Sabemos que C∞0 (Ω) é denso em Lp(Ω), mas não é verdade que C∞0 (Ω) é denso

em Wm,p(Ω), para m ≥ 1. Por isto defini-se o espaço Wm,p
0 (Ω) como sendo o fecho de

C∞0 (Ω) emWm,p(Ω). E denotamos porH1
0 (Ω) o fecho deD(Ω) emH1(Ω). Representa-se

por W−m,q(Ω) o dual topológico de Wm,p
0 (Ω). O dual topológico de Hm

0 (Ω)denotamos

por H−m(Ω).

Proposição 1.48. O espaçoH1(Ω) é um espaço de Hilbert separável munido do produto interno

(u, v)H1(Ω) =

∫
Ω

u(x)v(x)dx+

∫
Ω

n∑
i=1

∂u

∂xi

∂v

∂xi
dx.

Demonstração. Ver Proposição 1 e 2, Capítulo 3, em [29].

Teorema 1.49. Seja Ω um aberto, limitado, bem regular do Rn. Então, a imersão do H1(Ω) no

L2(Ω) é compacta.

Demonstração. Ver Teorema 6, Capítulo 3, em [29].

Teorema 1.50. D(Rn) é denso em Wm,p(Rn).

Demonstração. Ver Teorema 2.2.1 em [31].

Proposição 1.51. Seja u ∈ Wm,p(Ω). Então supp (Dαu) ⊂ supp u, para todo |α| ≤ m.

Demonstração. Ver Observação 5, Capítulo 2, em [31].
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Teorema 1.52. (Desigualdade de Poincaré) Se |Ω| < ∞ então existe uma constante C > 0

tal que

‖u‖L2(Ω) ≤ C ‖∇u‖L2(Ω) , ∀u ∈ H
1
0 (Ω).

Demonstração. Ver Corolário 9.19 em [2].

Corolário 1.53. As normas ‖v‖H1(Ω) e ‖∇v‖L2(Ω) são equivalentes para todo v ∈ H1
0 (Ω).

Demonstração. Ver Capítulo 3 em [29].

Observação 1.54. A desigualdade de Poincaré é válida também para funções que se anulam

(no sentido do traço) em apenas uma parte da fronteira ∂Ω e também para as funções que tem

média nula, isto é 1

med(Ω)

∫
Ω
u(x)dx = 0. Para mais detalhes ver [36], página 127.

Definição 1.55. Seja u ∈ L1(Rn), definimos a transformada de Fourier Fu = û por

û(y) = (2π)
−n
2

∫
Rn
e−i〈x,y〉u(y)dy, para todo y ∈ Rn.

E sua transformada de Fourier inversa F−1u = ǔ por

ǔ(y) = (2π)
n
2

∫
Rn
ei〈x,y〉u(y)dy, para todo y ∈ Rn

onde 〈x, y〉 =
n∑
i=1

xiyi.

Teorema 1.56. (Teorema de Plancherel) Seja u ∈ L1(Rn) ∩ L2(Rn) então û, ǔ ∈ L2(Rn) e

‖û‖L2(Rn) = ‖ǔ‖L2(Rn) = ‖u‖L2(Rn) .

Demonstração. Ver Teorema 1, Capítulo 4, em [16].

Definição 1.57. Em vista do Teorema de Plancherel podemos definir a transformada

de Fourier para uma função u ∈ L2(Rn) como segue. Escolha uma sequência (uk)k∈N ⊂

L1(Rn) ∩ L2(Rn) tal que uk −→ u em L2(Rn). Pelo Teorema de Plancherel, tem-se

‖ûk − ûj‖L2(Rn) =

∥∥∥∥(2π)
−n
2

∫
Rn
e−i〈x,y〉(uk − uj)(y)dy

∥∥∥∥
L2(Rn)

=
∥∥∥ûk − uj∥∥∥

L2(Rn)
= ‖uk − uj‖L2(Rn)

≤ ‖uk − u‖L2(Rn) + ‖uj − u‖L2(Rn)
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Logo (ûk)k∈N é uma sequência de Cauchy em L2(Rn). Como L2(Rn) é completo, essa

sequência converge para um limite o qual definimos û = Fu: ûk −→ û em L2(Rn).

Definimos do mesmo modo ǔ.

Teorema 1.58. (Propriedades da Transformada de Fourier) Seja u, v ∈ L2(Rn) então

(i)
∫
Rn uv̄dx =

∫
Rn û

¯̂vdy.

(ii) ̂(D αu) = (iy)αû para cada multi índice α tal que Dαu ∈ L2(Rn).

(iii) Se u, v ∈ L1(Rn) ∩ L2(Rn), então (̂u ∗ v) = (2π)n/2ûv̂.

(iv) Além disso, u = ˇ̂u.

Demonstração. Ver Teorema 2, Capítulo 4, em [16].

Definição 1.59. O Espaço de Schwartz ou espaço das funções rapidamente decrescentes,

que denotamos por S, é o subespaço vetorial formado pelas funções ϕ ∈ C∞(Rn) tais

que:

lim
‖x‖7→∞

‖x‖kDαϕ(x) = 0

quaisquer que sejam k ∈ N e α ∈ Nn.

Denotamos S ′(Rn) como o dual topológico de S(Rn), isto é, o conjunto dos funcio-

nais lineares contínuos sobre S(Rn).

Consideremos o seguinte espaço

{u ∈ S ′(Rn); (1 + ‖x‖2)
m
2 û ∈ L2(Rn)}

onde û designa a transformada de Fourier de u, munido do produto interno

〈u, v〉 =
〈
(1 + ‖x‖2)

m
2 û, (1 + ‖x‖2)

m
2 v̂
〉
L2(Rn)

. (1-2)

Proposição 1.60. Para todo m ∈ N temos:

Hm(Rn) = {u ∈ S ′(Rn); (1 + ‖x‖2)
m
2 û ∈ L2(Rn)}.

Além disso, as normas ‖·‖m e ‖·‖ provenientes dos produtos internos dados em (1-1) e (1-2) são

equivalentes.



1.2 Teoria das distribuições e Espaços funcionais 28

Demonstração. Ver Teorema 2.6.1 em [31] ou Proposição 1, Capítulo 5 , em [4].

Motivados pela Proposição 1.60 temos a seguinte definição:

Definição 1.61. Definimos para s ∈ R, s ≥ 0:

Hs(Rn) = {u ∈ S ′; (1 + ‖x‖2)
s
2 û ∈ L2(Rn)}

Proposição 1.62. O espaço Hs(Rn) é um espaço de Hilbert, munido do produto interno

〈u, v〉 =
〈
(1 + ‖x‖2)

m
2 û, (1 + ‖x‖2)

m
2 v̂
〉
L2(Rn)

.

Demonstração. Ver Proposição 2.6.2 em [31].

Observação 1.63. Se s ≥ 0, temos que Hs(Rn) ↪→ L2(Rn) ↪→ (Hs(Rn))′ = H−s(Rn).

Definição 1.64. Seja Ω ⊂ Rn aberto e limitado bem regular (ou o Rn
+) e s ≥ 0. Definimos

para s < m os espaços fracionários

Hs(Ω) = {u = v|Ω ; v ∈ Hs(Rn)}

cuja norma é dada por

‖u‖Hs(Ω) = inf{‖v‖Hs(Rn) ; v|Ω = u}.

Observação 1.65. Quando s ≥ 0 é um inteiro as definições de Hs(Ω) e de Hm(Ω) são equiva-

lentes.

Proposição 1.66. Para todo s ≥ 0, Hs(Ω) é um espaço de Hilbert.

Demonstração. Ver Proposição 2, Capítulo 5, em [4].

Proposição 1.67. Se 0 ≤ s1 ≤ s2 então Hs2(Ω) ↪→ Hs1(Ω).

Demonstração. Ver Proposição 2.6.7 em [31].

Agora, considerando Ω um subconjunto aberto limitado do Rn com fronteira Γ bem

regular vamos introduzir os espaços Hs(Γ).
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Seja {(U1, ϕ1), ..., (Uk, ϕk)} um sistema de cartas locais para Γ. A cobertura aberta

Ω, U1, ..., Uk de Ω̄ determina uma partição C∞ da unidade subordinada à mesma. Mais

precisamente, existem θ0, θ1, ..., θk ∈ C∞0 (Rn) tais que

(i) supp(θ0) ⊂ Ω; supp(θi) ⊂ Ui para i = 1, ...k;

(ii)
k∑
i=0

θi(x) = 1; para todo x ∈ Ω̄;

(iii) 0 ≤ θi ≤ 1 para i = 1, ..., k.

Seja u uma função definida sobre Γ. Por (ii), temos que

u(x) =
n∑
i=1

(θiu)(x), quase sempre em Γ. (1-3)

Para cada i ∈ {1, ..., k}, definimos ui(y) = (θiu)(ϕ−1
i (y)), onde y ∈

∑
= (0, 1)n−1.

Notemos que S(uθi) = {x ∈ Γ; (uθi)(x) 6= 0} ⊂ supp(θi) ∩ Γ ⊂ Ui ∩ Γ.

Então, S(ui) = {x ∈ (0, 1)n−1; (ui)(x) 6= 0} é um compacto do Rn−1 contido no aberto∑
. Além disso, como, supp(ui) ⊂ S(ui) ⊂

∑
podemos estender ui a uma função ũi

definida por

ũi(y) =

(uθi)(ϕ
−1
i (y)), se y ∈

∑
0, se y ∈ Rn−1 −

∑
.

Se ũi for para todo i = 1, ..., k, uma função integrável em Rn−1 então em virtude de

(1-3) ∫
Γ

u(x)dΓ =
k∑
i=1

∫
Γ

(uθi)(x)dΓ =
k∑
i=1

∫
Rn−1

ũi(y)J̄(y)dy,

onde J̄(y) é uma aplicação infinitamente diferenciável sobre Rn−1.

Denotando por dΓ a medida superficial sobre Γ induzida pela medida de Lebesgue,

designaremos por Lp(Γ), 1 ≤ p ≤ ∞, o espaço das funções Lp somáveis sobre Γ para a

medida superficial dΓ, munido da norma

‖u‖Lp(Γ) =

(∫
Γ

| u(x) |p dΓ

) 1
p

, se 1 ≤ p <∞ (1-4)

ou,

‖u‖L∞(Γ) = sup
x∈Γ

ess | u(x) |, se p =∞.

Seja m ∈ N. Representamos por Cm(Γ) o espaço das funções u : Γ → R de classe
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Cm e por D(Γ) o espaço das funções infinitamente diferenciáveis sobre Γ. Usando a

partição da unidade {θi}0≤i≤k introduzida anteriormente temos,

Lp(Γ) = {u : Γ→ R; u ˜θi ◦ ϕ−1
i = ũi ∈ Lp(Rn−1), i = 1, ..., k},

Cm(Γ) = {u : Γ→ R; u ˜θi ◦ ϕ−1
i = ũi ∈ Cm(Rn−1), i = 1, ..., k}

e D(Γ) = {u : Γ→ R; u ˜θi ◦ ϕ−1
i = ũi ∈ Cm(Rn−1), ∀m ∈ N e i = 1, ..., k}.

Consideramos a aplicação

φi : D(Γ)→ D(Rn−1)

u 7→ φi(u) = ũθi ◦ ϕ−1 (1-5)

Sendo v ∈ D(Rn−1) vem que

〈φi(u), v〉D′(Rn−1)×D(Rn−1) =

∫
Rn−1

ũi(y)v(y)dy =

∫
Ui∪Γ

u(x)θi(x)v(ϕi(x))Ji(x)dΓ, (1-6)

onde Ji(x) é uma aplicação infinitamente diferenciável sobre Γi = Ui ∩ Γ. Definindo

ψi(v)(x) =

θi(x)v(ϕi(x))Ji(x), se x ∈ Ui ∩ Γ

0, se x ∈ Γ− (Ui ∩ Γ)

então, de (1-6) podemos escrever

〈φi(u), v〉D′(Rn−1)×D(Rn−1) =

∫
Γ

u(x)ψi(v)(x)dΓ,

ou ainda, do fato que ψi(v) ∈ D(Γ), temos

〈φi(u), v〉D′(Rn−1),D(Rn−1) = 〈u, ψi(v)〉D′(Γ),D(Γ) .

Da igualdade acima e do fato que D(Γ) é denso em D′(Γ), resulta que a aplicação de-

finida em (1-5) se prolonga, por continuidade a uma aplicação que ainda denotaremos

por φi de D′(Γ) em D′(Rn−1).

Definição 1.68. Definimos para s ∈ R,

Hs(Γ) = {u; φi(u) ∈ Hs(Rn−1), i = 1, 2, ..., k},
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equipado da norma

‖u‖Hs(Γ) =

(
k∑
j=1

‖φi(u)‖2
Hs(Rn−1)

) 1
2

.

Observação 1.69. Alguns resultados sobre o espaço Hs(Γ)

• Hs(Γ) é um espaço de Hilbert em virtude de Hs(Rn−1) o ser.

• D(Γ) é denso em Hs(Γ).

• A imersão H
1
2 (Γ) ↪→ L2(Γ) é contínua e compacta.

Para mais detalhes consultar [4], [31] ou [28].

Lema 1.70. (Imersões de Sobolev) Seja Ω um aberto limitado do Rn, (n ≥ 2), Ω de classe

Cm e 1 ≤ p <∞. Então as imersões abaixo são contínuas.

(i) Se mp < n, então Wm,p(Ω) ↪→ Lq(Ω), para q ∈
[
1,

np

n−mp

)
;

(ii) Se mp = n, então Wm,p(Ω) ↪→ Lq(Ω), para q ∈ [1,∞) ;

Demonstração. Ver Teorema 2.5.1 em [31].

Teorema 1.71. (Teorema de Rellich-Kondrachov) Seja Ω um aberto limitado bem regular

do Rn, para n ≥ 2. Então as seguintes imersões são compactas:

(i) Se p < n, então W 1,p(Ω)
c
↪→ Lq(Ω), para todo q ∈

[
1,

np

n−mp

)
;

(ii) Se p = n, então W 1,p(Ω)
c
↪→ Lq(Ω), para todo q ∈ [1,∞) ;

(iii) Se p > n, então W 1,p(Ω)
c
↪→ C0(Ω̄).

Demonstração. Ver Teorema 2.5.4 em [31].

1.3 Espaços funcionais a valores vetoriais

Nesta seção iremos determinar espaços em que são levados em conta as variáveis

temporal e espacial, o que é necessário para dar sentido a problemas de evolução.

Para t ∈ (0, T ) fixo, interpretamos a função x 7→ u(x, t) como um elemento do

espaço X . Denotaremos este elemento com u(t) ∈ X com valores no espaço X .
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Definição 1.72. Sejam X um espaço de Banach e a, b ∈ R.

(a) O espaço Lp(a, b;X), 1 ≤ p <∞, consiste das funções (classes) mensuráveis sobre

[a, b] com imagem em X , ou seja, as funções u : (a, b)→ X tais que

‖u‖Lp(a,b;X) :=

(∫ b

a

‖u(t)‖pX
) 1

p

<∞.

(b) O espaço L∞(a, b;X) consiste das funções (classes) mensuráveis sobre [a, b] com

imagem em X , ou seja, as funções u : (a, b) → X limitadas quase sempre em

(a, b). A norma neste espaço é dada por

‖u‖L∞(a,b;X) := sup ess (‖u(t)‖X) .

(c) O espaço C(a, b;X), consiste de todas as funções contínuas u : (a, b) → X que

possuem derivadas contínuas sobre [a, b]. A norma neste espaço é dada por

‖u‖C(a,b;X) := max
t∈[a,b]

||u(t)||X .

Definição 1.73. Denotamos por W 1,p(0, T ;X) o espaço das funções u ∈ Lp(0, T ;X) tais

que u′ existe no sentido fraco e pertence ao espaço Lp(0, T ;X). Além disso,

||u||W 1,p(0,T ;X) :=

(∫ T

0

[||u(t)||pX + ||u′(t)||pX ] dt

) 1
p

se 1 ≤ p <∞

e sup
0≤t≤T

ess (||u(t)||X + ||u′(t)||X) se p =∞.

Escrevemos H1(0, T ;X) = W 1,2(0, T ;X) e C(a, b;X) em vez de C0(a, b;X).

Teorema 1.74. Sejam m = 0, 1, ..., e 1 ≤ p <∞, X e Y espaços de Banach.

(a) Cm(a, b;X) é um espaço de Banach sobre R.

(b) Lp(a, b;X), 1 ≤ p <∞ e L∞(a, b;X) são espaços de Banach sobre R.

(d) C(a, b;X) é denso em Lp(a, b;X) e a imersão C(a, b;X) ↪→ Lp(a, b;X) é contínua.

(e) Se X é um espaço de Hilbert com produto interno (., .)X então L2(a, b;X) é também um
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espaço de Hilbert com produto interno

(u, v)L2(a,b;X) :=

∫
Ω

(u(t), v(t))Xdt. (1-7)

(e) Lp(a, b;X) é separável, se X for separável e 1 ≤ p <∞.

(f) O espaço Lp(a, b;X) é reflexivo se 1 < p <∞.

(g) Se X ↪→ Y , então Lr(a, b;X) ↪→ Lq(a, b;Y ), 1 ≤ q ≤ r ≤ ∞.

Demonstração. Ver Teorema 23.2 em [39].

Definição 1.75. Seja X um espaço de Hilbert. Denotaremos por D(a, b,X) o espaço

localmente convexo completo das funções vetoriais ϕ : (a, b) → X infinitamente dife-

renciáveis com suporte compacto em (a, b).

Dizemos que uma sequência ϕν −→ ϕ em D(a, b;X) se

(i) Existe um compacto K de (a, b) tal que supp(ϕν) e supp(ϕ) estão contidos em K,

para todo ν;

(ii) Para cada k ∈ N,
dk

dtk
ϕν −→

dk

dtk
ϕ em X , uniformemente em t ∈ (a, b).

O espaço das aplicações lineares de D(a, b) = D(a, b;R) em X será denotado por

D′(a, b;X), isto é, S ∈ D(a, b;X) se S : D(a, b) → X é linear e se θν −→ θ em D(a, b)

implicar que 〈S, θν〉 −→ 〈S, θ〉 em X .

Diremos que Sν −→ S em D(a, b;X) se 〈Sν , θ〉 −→ 〈S, θ〉 para todo θ ∈ D(a, b).

O espaço D′(a, b;X) munido da convergência acima é denominado espaços das dis-

tribuições vetoriais de (a, b) com valores em X .

Denotaremos por H1
0 (a, b;X) o espaço de Hilbert

H1
0 (a, b;X) :=

{
u ∈ L2(a, b;X);u′ ∈ L2(a, b;X) e u(a) = u(b) = 0

}
munido com o produto interno

((w, u)) =

∫ b

a

(w(t), u(t))Xdt+

∫ b

a

(w′(t), u′(t))Xdt.

Uma vez que X é um espaço de Hilbert, identificamos X ≡ X ′. Assim, identi-

ficando L2(a, b;X) com seu dual (L2(a, b;X))
′ ≡ (L2(a, b;X ′), via Teorema de Riesz
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obtemos

D(a, b;X) ↪→ H1
0 (a, b;X) ↪→ L2(a, b;X) ↪→ H−1(a, b;X) ↪→ D′(a, b;X)

onde H−1(a, b;X) = [H1
0 (a, b;X)]

′
. Aqui ↪→ denota a imersão contínua e densa de um

espaço no seguinte.

Proposição 1.76. Seja u ∈ L2(a, b;X). Então existe um único funcional h ∈ H−1(0, T ;X)

que verifica 〈h, θξ〉 = (〈u′, θ〉 , ξ)X ,∀θ ∈ D(0, T ), para todo ξ ∈ X.

Demonstração. Ver Proposição 1 em [33].

Observação 1.77. Baseado na Proposição 1.76, identificamos h com u′. Em razão disso, dire-

mos que se u ∈ L2(0, T ;X) então u′ ∈ [H1
0 (a, b;X)]

′.

Corolário 1.78. A aplicação u ∈ L2(0, T ;X) 7−→ u′ ∈ H−1(0, T ;X) é linear e contínua.

Proposição 1.79. Sejam X, Y espaços de Hilbert tal que a imersão X ↪→ Y é contínua e

u ∈ Lp(0, T ;X), u′ ∈ Lp(0, T ;Y ), com 1 ≤ p ≤ ∞, então u ∈ C0([0, T ];Y ).

Demonstração. Ver Seção 1, Corolário 1, em [30].

Proposição 1.80. SejaX um espaço de Banach reflexivo e separável. Então o espaçoL1(0, T ;X)

é separável e L1(0, T ;X)′ ≡ L∞(0, T ;X ′).

Demonstração. Ver Exercício 23.12d em [39].

Observação 1.81. Seja X um espaço de Banach reflexivo e separável. Da Proposição 1.80 e

do Teorema 1.14, toda sequência limitada (vn) em L∞(0, T ;X ′) possui uma subsequência (vnk)

com

vnk
∗
⇀ v em L∞(0, T ;X ′) quando n→∞,

isto é, para todo u ∈ L1(0, T ;V ),

∫ T

0

〈vnk(t), u(t)〉 dt→
∫ T

0

〈v(t), u(t)〉 dt, quando n→∞.

Proposição 1.82. Seja X um espaço de Banach reflexivo e separável. Se v′n = un em [0, T ]

para todo n, e
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un
∗
⇀ u em L∞(0, T ;X), quando n→∞,

vn
∗
⇀ v em L∞(0, T ;X), quando n→∞,

então v′ = u em [0, T ].

Demonstração. Ver Exercício 23.12g em [39].

1.4 Teoria do Traço

Consideramos Ω ⊂ Rn um aberto limitado bem regular do Rn com fronteira Γ.

Como vimos D(Γ) é o espaço vetorial das funções reais definidas em Γ, possuindo

derivadas parciais contínuas de todas as ordens. Dada uma função u definida em Ω̄,

representaremos por γ0u a restrição de u a Γ. Por D(Ω̄) representa o conjunto de todas

as funções ϕ : Ω̄→ R que são restrições de funções pertencentes a C∞0 (Rn) restrita a Ω̄.

Em simbologia D(Ω̄) = {ϕ = ψ|Ω̄, ψ ∈ C∞0 (Rn)} .

Proposição 1.83. Existe uma constante positiva C tal que ||γ0u||H 1
2 (Γ)
≤ C||u||H1(Ω).

Demonstração. Ver Proposição 2.7.1 em [31].

De acordo com a Proposição 1.83 e pelo fato de que D(Ω̄) é denso em H1(Ω), pode-

mos estender a aplicação γ0 : D(Ω̄)→ H
1
2 (Γ) a única aplicação linear e contínua, ainda

representada por γ0,

γ0 : H1(Ω)→ H
1
2 (Γ)

u 7→ γ0u|Ω,∀u ∈ D(Ω̄). (1-8)

A aplicação dada em (1-8) é denominada a aplicação traço de ordem zero.

Teorema 1.84. O núcleo de γ0 é o espaço H1
0 (Ω).

Demonstração. Ver Teorema 2.7.1 em [31].

Em face de D(Ω̄) ser denso em Hm(Ω) podemos estender a aplicação γj : D(Ω̄) →
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Hm−j− 1
2 (Γ) a uma única aplicação linear e contínua e tal que

∂uj

∂νj

∣∣∣∣
Γ

= γju,∀u ∈ D(Ω̄),∀j = 1, 2, ...,m− 1.

Assim, a partir das γjs, podemos enunciar o seguinte Teorema:

Teorema 1.85. Existe uma única aplicação linear e contínua γ

γ : Hm(Ω)→
m−1∏
j=0

Hm−j− 1
2 (Γ)

u 7→ γu = (γ0, γ1, ..., γm−1)

com a topologia natural do espaço
∏m−1

j=0 Hm−j− 1
2 (Γ) dada por

||w||∏m−1
j=0 Hm−j− 1

2 (Γ)
= ||w||

Hm− 1
2 (Γ)

+ ||w||
Hm− 3

2 (Γ)
+ ...+ ||w||

H
1
2 (Γ)

,

onde w = (w0, w1, ..., wm−1).

Demonstração. Ver Teorema 2.7.2 em [31].

Observação 1.86. A aplicação γ acima é denominada aplicação traço de ordem m.

Teorema 1.87. Seja Ω um subconjunto limitado do Rn com fronteira Γ de classe C1. Então

existe um operador linear limitado T : W 1,p(Ω)→ Lp(Γ) tal que

(i) Tu = u|Γ se u ∈ W 1,p(Ω) ∩ C(Ω);

(ii) ||Tu||Lp(Γ) ≤ C||u||W 1,p(Ω), para todo u ∈ W 1,p(Ω), com C constante dependendo so-

mente de p e u.

Demonstração. Ver Teorema 1, Capítulo 5, em [16].

Observação 1.88. Chamamos Tu de traço de u sobre Γ.

Para estudo do da Teoria do Traço nos espaços L2(0, T,Hm(Ω)) e H−1(0, T,Hm(Ω))

veja [33].
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1.5 Teorema de Carathéodory

Nesta seção apresentaremos o Teorema de Carathéodory que será usado para pro-

var que existe solução para o problema aproximado, no Capítulo 2.

Seja D um subconjunto aberto de Rn+1, cujos elementos serão denotados por (t, x),

t ∈ R, x ∈ R e seja h : D → Rn uma função.

Consideremos o problema de valor inicial

x
′(t) = h(t, x(t))

x(t0) = x0

(1-9)

Dizemos que h está nas condições de Carathéodory sobre D se

(i) h(t, x) é mensurável em t para cada x fixado;

(ii) h(t, x) é contínua em x para cada t fixado;

(iii) para cada compacto K de D, existe uma função real mK(t) integrável, tal que

|h(x, t)| ≤ mK(t), para todo (x, t) ∈ K.

Teorema 1.89. (Carathéodory). Sejam h : D → Rn satisfazendo as condições de Carathéo-

dory sobre D. Então existe uma solução absolutamente contínua x(t) de (1-9) sobre algum

intervalo |t− t0| ≤ β, β > 0.

Demonstração. Ver [14].

Corolário 1.90. (Prolongamento). SejamD = [0, T ]×B com T > 0,B = {x ∈ Rn; |x| ≤ b}

onde b > 0 e h : D → Rn satisfazendo as condições de Carathéodory sobre D. Suponhamos que

x(t) é uma solução do problema (1-9) tal que |x0| ≤ b e que em qualquer intervalo I , onde x(t)

está definida, se tenha |x(t)| ≤ M , para todo t ∈ I , M independente de I e M < b. Então x(t)

possui um prolongamento à todo [0, T ].

Demonstração. Ver [14].
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1.6 Resultados auxiliares

Teorema 1.91. (Teorema da Compacidade de Aubin-Lions) Sejam B0, B e B1 espaços de

Banach tais que B0 ↪→ B ↪→ B1 e

(i) B0 e B1 são reflexivos;

(ii) A imersão B0 ↪→ B é compacta;

(iii) A imersão B ↪→ B1 é contínua.

Definamos W = {u ∈ Lp0(0, T ;B0);u′ ∈ Lp1(0, T ;B1)} , onde 1 < p0; p1 < ∞. Considera-

mos W munido da norma

||u||W = ||u||Lp0 (0,T ;B0) + ||u′||Lp1 (0,T ;B1),

a qual o torna um espaço de Banach. Então a imersão de W em Lp0(0, T ;B) é compacta.

Demonstração. Ver Teorema 5.1, Capítulo 1, em [28].

Teorema 1.92. (Lema de Lions) Seja (uµ) uma sucessão de funções pertencentes a Lq(Q) com

1 < q <∞ e Q = Ω× (0, T ). Se

(i) uµ −→ u quase sempre em Q;

(ii) ||uµ||Lq(Q) ≤ C, ∀µ ∈ N;

então uµ ⇀ u fraco em Lq(Q).

Demonstração. Ver Lema 1.3, Capítulo 1, em [28].

Proposição 1.93. (Lema de Gronwall) Sejam m ∈ L1(0, T ) tal que m ≥ 0 quase sempre em

(0, T ) e seja a ≥ 0 uma constante. Considere ϕ uma função contínua de [0, T ] em R verificando

ϕ(t) ≤ a+

∫ t

0

m(s)ϕ(s)ds, ∀t ∈ (0, T ),

então

ϕ(t) ≤ a.e
∫ t
0 m(s)ds, ∀ ∈ (0, T ).
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Demonstração. Ver Lema A.4 em [3].

Proposição 1.94. (Desigualdade de Cauchy-Schwarz) Para quaisquer a, b ∈ Rn, tem-se

|a · b| ≤ ||a||Rn||b||Rn , onde · denota o produto interno no Rn.

Demonstração. Ver Apêndice B.2 em [16].

Proposição 1.95. Sejam X, Y, Z espaços de Banach. Então

(a) Se a imersão X ⊆ Y e Y ⊂ Z são contínuas, então a imersão X ⊆ Z também o é. Além

disso, se a imersão X ⊆ Y ou Y ⊂ Z é compacta, então a imersão X ⊆ Z também o é.

(b) Se a imersão X ⊆ Y é contínua, então quando n −→∞,

un −→ u em X implica que un −→ u em Y

e un ⇀ u em X implica que un ⇀ u em Y.

(c) Se a imersão X ⊆ Y é compacta, então quando n −→∞,

un ⇀ u em X implica que un −→ u em Y.

Demonstração. Ver Proposição 21.35 em [39].

Definição 1.96. Um par dual (ou sistema dual) é um par de espaços vetoriais 〈L,L′〉

relacionados por meio de uma aplicação bilinear 〈·, ·〉 : L× L′ → R que satisfaz

(a) se 〈x, x′〉 = 0 para todo x′ ∈ L′, então x = 0.

(b) se 〈x, x′〉 = 0 para todo x ∈ L, então x′ = 0.

Definição 1.97. Seja H um espaço de Hilbert. Uma forma bilinear a : H×H → R é dita

H− elíptica ou coerciva, quando existe uma constante α > 0 tal que a(v, v) ≥ α||v||2H ,

para todo v ∈ H .

Teorema 1.98. (Lax - Milgran) Seja a : H × H → R uma forma bilinear contínua, H−

elíptica e seja f : H → R uma forma linear contínua. Então existe um único u ∈ H tal que

a(u, v) = 〈f, v〉 = f(v), para todo v ∈ H .

Demonstração. Ver Teorema 1, Capítulo 4, em [29].

Definição 1.99. Denotamos porH o seguinte conjunto

H =
{
u ∈ L2(Ω); ∆u ∈ L2(Ω)

}
,
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o qual, munido do produto interno,

((u, v))H = (u, v)L2(Ω) + (∆u,∆v)L2(Ω), ∀u, v ∈ H

e a norma

||u||H =
[
||u||2L2(Ω) + ||∆u||2L2(Ω)

] 1
2

é um espaço de Hilbert.

Proposição 1.100. D(Ω̄) é denso emH.

Demonstração. Ver Proposição 6.3.2, em [4].

Proposição 1.101. Existe uma única aplicação linear e contínua:

γ : H → H−
1
2 (Γ)×H−

3
2 (Γ)

u 7→ (γ0(u), γ1(u))

e ainda a aplicação γ acima coincide com a aplicação traço de ordem 2.

Demonstração. Ver Proposição 6.3.3 em [4].

Proposição 1.102. Existe uma única aplicação linear e contínua:

γ1 : H ∩H1(Ω)→ H−
1
2 (Γ).

Demonstração. Ver Proposição 6.3.6 em [4].

Teorema 1.103. (Fórmulas de Green) Seja Ω aberto limitado do Rn com fronteira Γ bem

regular, são válidas as seguintes fórmulas

(i)
∫

Ω

u
∂v

∂xi
dx = −

∫
Ω

∂u

∂xi
vdx+

∫
Γ

uvνidx; ∀u, v ∈ H1(Ω) e i = 1, 2, ..., n.

Aqui as funções u e v são identificadas com a imagem da aplicação traço γ0.

(ii) −
∫

Ω

∆uvdx = (∇u,∇v)−
∫

Γ

∂u

∂ν
vdx; ∀u ∈ H2(Ω) e ∀v ∈ H1(Ω),

(iii) (∆u, v) + (∇u,∇v) =

〈
∂u

∂ν
, v

〉
H−

1
2 (Γ),H

1
2 (Γ)

; ∀u ∈ H ∩H1(Ω) e v ∈ H1(Ω),

onde (∇u,∇v) =
n∑
i=1

∫
Ω

∂u

∂xi

∂v

∂xi
dx e ν = (ν1, ν2, ..., νn) é a normal unitária exterior à Γ.
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Demonstração. Ver Seção 6.3 em [4].

Seja Ω um aberto e limitado do Rn com fronteira Γ de classe C2. Sejam Γ0 e Γ1

subconjuntos não vazios de Γ tais que Γ = Γ0 ∪ Γ1 e Γ0 ∩ Γ1 = ∅.

Definição 1.104. Denotamos por V o subespaço de H1(Ω), dado por

V =
{
v ∈ H1(Ω); v = 0 em Γ1

}
.

Proposição 1.105. O espaço V com a norma induzida por H1(Ω) é um espaço de Hilbert.

Demonstração. Ver [34].

Proposição 1.106. Considerando em V a norma

||v||V = ||∇v||L2(Ω), para todo v ∈ V,

segue que || · ||V e || · ||H1(Ω) são equivalentes.

Demonstração. Ver Proposição 1, Capítulo 4, em [29].

Corolário 1.107. V é um espaço de Hilbert com o produto interno

((u, v))V =

∫
Γ

∇u · ∇vdx, para todo u, v ∈ V.

Observação 1.108. Da Proposição 1.48 e do Teorema 1.8 concluímos que V é um espaço sepa-

rável. Além disso, pelo Teorema 1.9 segue que V é reflexivo.

Teorema 1.109. Seja Ω um domínio no Rn, com fronteira Γ de classe Cm. Se mp < n e

p ≤ q ≤ p(n− 1)

n−mp
, então

Wm,p(Ω) ↪→ Lq(Γ).

Se mp = n, então a imersão acima é válida para p ≤ q <∞.

Demonstração. Ver Teorema 5.22 em [1].

Observação 1.110. Notemos que a imersão acima esta definida no sentido do traço. Para mais

detalhes veja [1].

Seja δ uma constante tal que:
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• δ ≤ 1

n− 2
para n ≥ 3;

• δ > 0 para n = 1 ou n = 2.

Afirmamos que V ↪→ L2δ+2(Γ). Com efeito, consideramos q = 2δ + 2 e m = 1 segue,

para n ≥ 3, que 1 < q <
2(n− 1)

n− 2
. Assim pelo Teorema 1.109 temos a imersãoH1(Ω) ↪→

L2δ+2(Γ), consequentemente,

V ↪→ L2δ+2(Γ). (1-10)

Agora, para n = 1 ou n = 2, consideramos δ suficientemente pequeno tal que q =

2δ + 2 < ∞. Assim, para n = 2,m = 1 e p = 2, o Teorema 1.109 garante a imersão

(1-10). Da mesma forma, para n = 1 e m = p = 1, obtemos o mesmo resultado.

Concluindo a prova da afirmação.

Proposição 1.111. Dado f ∈ L2(Ω) e g ∈ L2(Γ0), existe uma única solução u : Ω → R, em

V , para o problema de Dirichlet-Neumann
∆u = f em Ω

u = 0 em Γ1

∂u

∂ν
= g em Γ0

(1-11)

Demonstração. Notemos que a formulação variacional do problema (1-11) é dado por

(∇u,∇v) = (f, v) + (g, v)Γ0 , para todo v ∈ V. (1-12)

Definamos a aplicação a : V × V → R por a(u, v) = (∇u,∇v) = (u, v)V . Segue que a é

uma aplicação linear, contínua e coerciva.

Definamos a aplicação h : V → R por 〈h, v〉 = (f, v)+(g, v)Γ0 . Afirmamos que h é linear

e contínua. De fato, Sejam v1, v2 ∈ V e α ∈ R temos que

〈h, αv1 + v2〉 = (f, αv1 + v2) + (g, αv1 + v2)Γ0

= α(f, v1) + α(g, v1)Γ0 + (f, v2) + (g, v2)Γ0

= α 〈h, v1〉+ 〈h, v2〉 .

Além disso, da desigualdade de Holder (Teorema 1.41), desigualdade de Poincaré em
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V e da imersão V ↪→ L2(Γ0) temos que

|〈h, v〉| ≤ ||f ||L2(Ω)||v||L2(Ω) + ||g||L2(Γ0)||v||L2(Γ0) (1-13)

≤ λ1||f ||L2(Ω)||v||V + λ2||g||L2(Γ0)||v||V (1-14)

= λ3||v||V , (1-15)

sendo λ3 = λ1||f ||L2(Ω) + λ2||g||L2(Γ0) e λ1, λ2 constantes positivas. Logo a aplicação h é

linear e contínua.

Assim, pelo Teorema de Lax-Milgran (Teorema 1.98) existe uma única solução u : Ω→

R, em V , que verifica a igualdade (1-12). Além disso, como Ω é limitado com fronteira

de classe C2, por regularidade elítica (veja [2] ou [18]) temos que u ∈ H2(Ω), ou seja,

u ∈ H 3
2 (Ω) (veja Proposição 1.67).

Em particular, para ϕ ∈ D(Ω) ⊂ V, de (1-12) temos (∇u,∇ϕ) = (f, ϕ), para toda

ϕ ∈ D(Ω). Pela fórmula de Green segue que (−∆u, ϕ) = (f, ϕ). Como D(Ω) é denso

em L2(Ω), obtemos

(−∆u, ϕ) = (f, ϕ) para toda ϕ ∈ L2(Ω), (1-16)

pelo Lema de Du Bois Raymond (Lema 1.20) −∆u = f quase sempre em Ω. Notemos

que ∆u ∈ L2(Ω) uma vez que f ∈ L2(Ω).

Como ∆u ∈ L2(Ω), temos que u ∈ H∩H1(Ω). Assim, pela fórmula de Green e de (1-16)

obtemos

〈
∂u

∂ν
, v

〉
H−

1
2 (Γ0),H

1
2 (Γ0)

= (∆u, v) + (∇u,∇v)

= (∆u, v) + (f, v) + (g, v)Γ0

= (∆u+ f, v) + (g, v)Γ0

= (g, v)Γ0 ,

ou seja,
〈
∂u

∂ν
, v

〉
H−

1
2 (Γ0),H

1
2 (Γ0)

= (g, v)Γ0 para toda v ∈ V. Consequentemente,
∂u

∂ν
= g

emH−
1
2 (Γ0). Por outro lado, temos g ∈ L2(Γ0) ↪→ H−

1
2 (Γ0), logo

∂u

∂ν
= g em L2(Γ0).
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A fim de simplificar a notação, denotaremos, no decorrer do trabalho

(u, v) =

∫
Ω

u(x)v(x)dx, (u, v)Γ0 =

∫
Γ0

u(x)v(x)dx, ||u||2 =

∫
Ω

|u|2dx,

||u||2Γ0
=

∫
Γ0

|u(x)|2dΓ e ||u||pp,Γ0
=

∫
Γ0

|u(x)|pdΓ.



CAPÍTULO 2

EQUAÇÃO DA ONDA DEGENERADA COM

CONDIÇÕES DE FRONTEIRA NÃO LINEARES

Seja Ω um subconjunto aberto e limitado do Rn com fronteira Γ de classe C2. Sejam

Γ0 e Γ1 subconjuntos não vazios de Γ tais que Γ = Γ0 ∪ Γ1 e Γ0 ∩ Γ1 = ∅.

Estudaremos a existência global de soluções da equação da onda degenerada com

condições de fronteira não lineares

(∗)



ρ(x)y′′ −∆y = 0 em Ω× (0,∞),

y = 0 em Γ1 × (0,∞),

∂y

∂ν
+ y′ + f(y) + g(y′) = 0 em Γ0 × (0,∞),

y(x, 0) = y0(x), (
√
ρy′)(x, 0) = (

√
ρy1)(x) em Ω,

onde y′ denota a derivada de y com respeito ao parâmetro t.

2.1 Hipóteses

Nesta seção, apresentaremos algumas hipóteses sobre o problema (∗).
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Assumiremos que

ρ ≥ 0 em Ω e ρ ∈ C1(Ω̄). (2-1)

Consideramos a função f : R −→ R definida por

f(s) = C0|s|δs, para todo s ∈ R e para algum C0 > 0, (2-2)

e g : R −→ R uma função C1 não-decrescente tal que existem k1, k2 > 0 verificando

k1|s|ξ+2 ≤ g(s)s ≤ k2|s|ξ+2, para todo s ∈ R, (2-3)

onde 0 < δ, ξ ≤ 1

n− 2
se n ≥ 3 ou δ, ξ > 0 se n = 1 ou n = 2.

Observação 2.1. Para estudarmos a existência de solução regular e fraca, sem perda de gene-

ralidade, consideramos C0 = 1 na hipótese (2-2).

A fim de obter a existência de soluções regulares, assumimos que

y0, y1 ∈ V ∩H
3
2 (Ω), (2-4)

satisfazendo 
−∆y0 = 0 em Ω,

y0 = 0 em Γ1,

∂y0

∂ν
+ f(y0) = −y1 − g(y1) em Γ0.

(2-5)

Observação 2.2. Recordamos que V = {v ∈ H1(Ω); v = 0 em Γ1} (veja Definição 1.104).

Observação 2.3. Vimos que, para n ≥ 1, temos as imersões V ↪→ L2δ+2(Γ0) e V ↪→ L2ξ+2(Γ0).

Consequentemente, y0 ∈ L2δ+2(Γ0) e y1 ∈ L2ξ+2(Γ0). Assim, das hipóteses (2-2) e (2-3)

temos que f(y0), g(y1) ∈ L2(Γ0), pois ||f(y0)||2L2(Γ0) ≤ C2
0 ||y0||2δ+2

2δ+2,Γ0
e ||g(y1)||2L2(Γ0) ≤

k2
2||y0||2ξ+2

2ξ+2,Γ0
. Além disso, y1 ∈ V ↪→ L2(Γ0). Portanto, temos

∂y0

∂ν
= −f(y0)− y1 − g(y1) ∈ L2(Γ0).

Então dado y1 ∈ V ∩ H 3
2 (Ω) o problema elíptico (2-5) tem uma única solução y0 ∈ V a
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qual verifica esta igualdade (veja Proposição 1.111). Além disso, como Ω é de classe C2, por

regularidade elíptica y0 ∈ H2(Ω) ↪→ H
3
2 (Ω), isto é, y0 ∈ H 3

2 (Ω).

As hipóteses (2-4) e (2-5) parecem ser restritivas, mas, na verdade, elas não são

restritivas uma vez que dado y1 ∈ V ∩ H 3
2 (Ω), o problema elíptico (2-5) possui uma

única solução y0 ∈ V ∩ H 3
2 (Ω). Assim sendo, para cada y1 ∈ V ∩ H 3

2 (Ω) existe um

único y0 ∈ V ∩ H 3
2 (Ω) verificando (2-5) o qual prova que as condições (2-4) e (2-5)

fazem sentido.

Agora para obter a existência de soluções fracas, consideramos, de um modo natu-

ral, {
y0, y1

}
pertencente ao fecho do conjunto C em V × L2(Ω), (2-6)

onde C =
{
{y0, y1} ∈ (H

3
2 (Ω))2; verificando (2− 5)

}
.

Agora estamos em condições de enunciar os seguintes resultados:

Teorema 2.4. Assuma que as hipóteses (2-1)−(2-5) são válidas. Então, o problema (∗) possui

uma única solução tal que

y ∈ L∞(0,∞;V ),
√
ρy′ ∈ L∞(0,∞;L2(Ω)), (2-7)

y′ ∈ L∞(0,∞;V ),
√
ρy′′ ∈ L∞(0,∞;L2(Ω)), (2-8)

ρy′′ −∆y = 0 em Ω× (0,∞), (2-9)
∂y

∂ν
+ y′ + f(y) + g(y′) = 0 em Γ0 × (0,∞), (2-10)

y(0) = y0,
√
ρy′(0) =

√
ρy1. (2-11)

A função y será dita solução regular para o problema (∗).

Teorema 2.5. Assuma que as hipóteses (2-1) e (2-6) sejam válidas. Então o problema (∗) possui

pelo menos uma solução fraca na classe

y ∈ C0([0,∞);V ),
√
ρy′ ∈ C0([0,∞);L2(Ω)) (2-12)

y′ ∈ L2([0,∞);L2(Γ0)). (2-13)
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2.2 Existência e unicidade de solução

Nesta seção provaremos a existência de soluções regulares para o problema (∗) (Te-

orema 2.4) e para este propósito empregaremos o Método de Galerkin.

Se y é solução regular do problema (∗) então vale

ρ(x)y′′ −∆y = 0 em Ω× (0,∞). (2-14)

Seja w pertencente a V , calculando o produto interno em L2(Ω) em ambos os membros

da igualdade (2-14), obtemos

(ρy′′(t), w)− (∆y(t), w) = 0. (2-15)

Notemos que pela fórmula de Green

−(∆y(t), w) = (∇y(t),∇w)−
∫

Γ

∂y

∂ν
wdΓ

= (∇y(t),∇w)−
∫

Γ0

∂y

∂ν
wdΓ−

∫
Γ1

∂y

∂ν
wdΓ.

Como w ∈ V , segue que w|Γ1 = 0, logo

−(∆y(t), w) = (∇y(t),∇w)−
∫

Γ0

∂y

∂ν
wdΓ. (2-16)

Do problema (∗) temos que
∂y

∂ν
= −y′−f(y)−g(y′) em Γ0×(0,∞) e, consequentemente,

usando (2-2),

−
∫

Γ0

∂y

∂ν
wdΓ =

∫
Γ0

(y′ + f(y) + g(y′))wdΓ =

∫
Γ0

y′wdΓ +

∫
Γ0

|y|δywdΓ +

∫
Γ0

g(y′)wdΓ.

Substituindo em (2-16) obtemos

−(∆y, w) = (∇y,∇w) + (y′, w)Γ0 + (|y|δy, w)Γ0 + (g(y′), w)Γ0 . (2-17)

Portanto, substituindo (2-17) em (2-15), obtemos a formulação variacional do problema
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(∗), dado por:

(ρy′′, w) + (∇y,∇w) + (y′, w)Γ0 + (|y|δy, w)Γ0 + (g(y′), w)Γ0 = 0, (2-18)

para todo w pertencente a V .

A fim de resolver o problema (∗), vamos transformá-lo num problema equivalente,

com dados iniciais nulos. Para isso, consideramos a seguinte mudança de variáveis

v(x, t) = y(x, t)− φ(x, t), (2-19)

sendo

φ(x, t) = y0(x) + ty1(x), para todo t ∈ [0, T ]. (2-20)

Notemos que

• φ′(x, t) = y1(x) e φ′′(x, t) = 0.

• v′(x, t) = y′(x, t)− φ′(x, t) = y′(x, t)− y1(x), isto é, v′(x, t) + y1(x) = y′(x, t).

• v′′(x, t) = y′′(x, t)− φ′′(x, t) = y′′(x, t).

Das igualdades acima e do problema (∗), formalmente temos

0 = ρ(x)y′′(x, t)−∆y(x, t) = ρ(x)v′′(x, t)−∆ [v(x, t) + φ(x, t)]

= ρ(x)v′′(x, t)−∆v(x, t)−∆φ(x, t), (2-21)

ou seja,

ρ(x)v′′(x, t)−∆v(x, t) = ∆φ(x, t) = ∆y0(x) + t∆y1(x).

Por outro lado, pelas condições de fronteira, temos

0 =
∂y

∂ν
(x, t) + y′(x, t) + f(y(x, t)) + g(y′(x, t))

=
∂v

∂ν
(x, t) +

∂φ

∂ν
(x, t) + v′(x, t) + y1(x)

+ |v(x, t) + φ(x, t)|δ(v(x, t) + φ(x, t)) + g(v′(x, t) + φ′(x, t)), (2-22)

isto é,

∂v

∂ν
+ v′ + |v + φ|δ(v + φ) + g(v′ + φ′) = −y1 − ∂φ

∂ν
, em Γ0 × (0, T ).
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A seguir, analisaremos as condições iniciais, para isso observamos que

(
√
ρy1)(x) = (

√
ρy′)(x, 0) = (

√
ρv′)(x, 0) + (

√
ρφ′)(x, 0)

= (
√
ρv′)(x, 0) + (

√
ρy1)(x),

logo (
√
ρv′)(0) = 0.

Também, v(x, 0) = y(x, 0)− φ(x, 0) = y0(x)− y0(x) = 0.

Portanto, v é solução do problema:



ρ(x)v′′ −∆v = F (x, t) em Ω× (0, T ),

v = 0 em Γ1 × (0, T ),

∂v

∂ν
+ v′ + |v + φ|δ(v + φ) + g(v′ + φ′) = G(x, t) em Γ0 × (0, T ),

v(0) = 0, (
√
ρv′)(0) = 0 em Ω.

(2-23)

sendo

F (x, t) = ∆y0(x) + t∆y1(x), ∀(x, t) ∈ Ω× (0, T ) (2-24)

G(x, t) = −y1(x)−
(
∂y0

∂ν
(x) + t

∂y1

∂ν
(x)

)
, ∀(x, t) ∈ Γ0 × (0, T ) (2-25)

Podemos dizer que o problema (∗) é equivalente ao problema (2-23)−(2-25) no se-

guinte sentido: se v é uma solução de (2-23) em [0, T ], então y = v + φ é uma solução

para o problema (∗) no mesmo intervalo.

Representamos por Vm = [w1, w2, ..., wm], para cada m ∈ N, o subespaço de V ge-

rado pelos m primeiros vetores da base (wj)j∈N em V , a qual é ortonormal em L2(Ω).

Definamos, para ε > 0,

ρε = ρ+ ε e vεm(t) ∈ Vm ⇔ vεm(t) =
m∑
j=1

gjεm(t)wj, (2-26)
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onde vεm(t) é solução do seguinte problema de Cauchy:



(ρεv
′′
εm(t), w) + (∇vεm(t),∇w) + (v′εm(t), w)Γ0

+(|vεm(t) + φ(t)|δ(vεm(t) + φ(t)), w)Γ0 + (g(v′εm(t) + φ′(t)), w)Γ0

= (F (t), w) + (G(t), w)Γ0 , ∀w ∈ Vm,

vεm(0) = v′εm(0) = 0.

(2-27)

A seguir, reescreveremos o problema de Cauchy acima, a fim de verificarmos se as

condições do Teorema de Carathéodory (Teorema 1.89) são satisfeitas. Dessa forma,

provaremos que o problema (2-27) possui solução no intervalo [0, tεm).

Fazendo w = wj, j = 1, 2, ...,m em (2-27), temos

(ρεv
′′
εm(t), wj) + (∇vεm(t),∇wj) + (v′εm(t), wj)Γ0

+(|vεm(t) + φ(t)|δ(vεm(t) + φ(t)), wj)Γ0 + (g(v′εm(t) + φ′(t)), wj)Γ0

= (F (t), wj) + (G(t), wj)Γ0 . (2-28)

Substituindo vεm(t) =
m∑
i=1

giεm(t)wi na equação (2-28), obtemos

m∑
i=1

g′′iεm(t)(ρεwi, wj) +
m∑
i=1

giεm(t)(∇wi,∇wj) +
m∑
i=1

g′iεm(t)(wi, wj)Γ0

+(|
m∑
i=1

giεm(t)wi + φ(t)|δ(
m∑
i=1

giεm(t)wi + φ(t)), wj)Γ0

+(g(
m∑
i=1

g′iεm(t)wi + φ′(t)), wj)Γ0 = (F (t), wj) + (G(t), wj)Γ0 . (2-29)

O problema (2-29) é equivalente ao sistema


(ρεw1, w1) (ρεw2, w1) . . . (ρεwm, w1)

(ρεw1, w2) (ρεw2, w2) . . . (ρεwm, w2)
...

... . . . ...

(ρεw1, wm) (ρεw2, wm) . . . (ρεwm, wm)




g′′1εm(t)

g′′2εm(t)
...

g′′mεm(t)
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+


(∇w1,∇w1) (∇w2,∇w1) . . . (∇wm,∇w1)

(∇w1,∇w2) (∇w2,∇w2) . . . (∇wm,∇w2)
...

... . . . ...

∇w1,∇wm) (∇w2,∇wm) . . . (∇wm,∇wm)




g1εm(t)

g2εm(t)
...

gmεm(t)



+


(w1, w1)Γ0 (w2, w1)Γ0 . . . (wm, w1)Γ0

(w1, w2)Γ0 (w2, w2)Γ0 . . . (wm, w2)Γ0

...
... . . . ...

(w1, wm)Γ0 (w2, wm)Γ0 . . . (wm, wm)Γ0




g1εm(t)

g2εm(t)
...

gmεm(t)



+



(|
m∑
i=1

giεm(t)wi + φ(t)|δ(
m∑
i=1

giεm(t)wi + φ(t)), w1)Γ0

(|
m∑
i=1

giεm(t)wi + φ(t)|δ(
m∑
i=1

giεm(t)wi + φ(t)), w2)Γ0

...

(|
m∑
i=1

giεm(t)wi + φ(t)|δ(
m∑
i=1

giεm(t)wi + φ(t)), wm)Γ0



+



(g(
m∑
i=1

g′iεm(t)wi + φ′(t)), w1)Γ0

(g(
m∑
i=1

g′iεm(t)wi + φ′(t)), w2)Γ0

...

(g(
m∑
i=1

g′iεm(t)wi + φ′(t)), wm)Γ0


=


(F (t), w1)

(F (t), w2)
...

(F (t), wm)

+


(G(t), w1)Γ0

(G(t), w2)Γ0

...

(G(t), wm)Γ0

 .

Denotaremos cada matriz acima da seguinte forma

C =


(ρεw1, w1) (ρεw2, w1) . . . (ρεwm, w1)

(ρεw1, w2) (ρεw2, w2) . . . (ρεwm, w2)
...

... . . . ...

(ρεw1, wm) (ρεw2, wm) . . . (ρεwm, wm)

 ,

A =


(∇w1,∇w1) (∇w2,∇w1) . . . (∇wm,∇w1)

(∇w1,∇w2) (∇w2,∇w2) . . . (∇wm,∇w2)
...

... . . . ...

∇w1,∇wm) (∇w2,∇wm) . . . (∇wm,∇wm)

 ,



2.2 Existência e unicidade de solução 53

E =


(w1, w1)Γ0 (w2, w1)Γ0 . . . (wm, w1)Γ0

(w1, w2)Γ0 (w2, w2)Γ0 . . . (wm, w2)Γ0

...
... . . . ...

(w1, wm)Γ0 (w2, wm)Γ0 . . . (wm, wm)Γ0

 , z(t) =


g1εm(t)

g2εm(t)
...

gmεm(t)

 ,

B(z(t)) =



(|
m∑
i=1

giεm(t)wi + φ(t)|δ(
m∑
i=1

giεm(t)wi + φ(t)), w1)Γ0

(|
m∑
i=1

giεm(t)wi + φ(t)|δ(
m∑
i=1

giεm(t)wi + φ(t)), w2)Γ0

...

(|
m∑
i=1

giεm(t)wi + φ(t)|δ(
m∑
i=1

giεm(t)wi + φ(t)), wm)Γ0


,

D(z′(t)) =



(g(
m∑
i=1

g′iεm(t)wi + φ′(t)), w1)Γ0

(g(
m∑
i=1

g′iεm(t)wi + φ′(t)), w2)Γ0

...

(g(
m∑
i=1

g′iεm(t)wi + φ′(t)), wm)Γ0


,

F̄ (t) =


(F (t), w1)

(F (t), w2)
...

(F (t), wm)

 e Ḡ(t) =


(G(t), w1)Γ0

(G(t), w2)Γ0

...

(G(t), wm)Γ0

 .

Assim, obtemos o seguinte sistema de equações diferenciais ordinárias

Cz′′(t) + Az(t) + Ez′(t) +B(z(t)) +D(z′(t)) = F̄ (t) + Ḡ(t).

A seguir, analisaremos as condições iniciais do problema, notemos que

m∑
i=1

giεm(0)wi = vεm(0) = 0 = v′εm(0) =
m∑
i=1

g′iεm(0)wi.

Como {wi} é um conjunto linearmente independente em L2(Ω), temos que

giεm(0) = g′iεm(0) = 0, ∀ i = {1, 2, ...,m} .
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Logo z(0) = z′(0) = 0, onde 0 denota a matriz nula.

Portanto obtemos o seguinte problema de valor inicial

Cz
′′(t) + Az(t) + Ez′(t) +B(z(t)) +D(z′(t)) = F̄ (t) + Ḡ(t)

z(0) = z′(0) = 0.

(2-30)

Afirmamos que a matriz C é inversível. De fato, seja um u = (u1, u2, ..., um) um

vetor pertencente ao Rm. Mostraremos que se Cu = 0 (o qual 0 representa a matriz

nula) então u = 0, o que implica que C é inversível. Suponhamos Cu = 0 então

Cu =



m∑
i=1

(ρεwiui, w1)

m∑
i=1

(ρεwiui, w2)

...
m∑
i=1

(ρεwiui, wm)


=


0

0
...

0

 .

Isso implica,

0 =
m∑
i=1

(ρεwiui, wj) = (
m∑
i=1

ρεwi, wj), ∀j = 1, 2, ..m. (2-31)

Como ρε > 0, podemos escrever ρε = (
√
ρε)

2, comparando com (2-31) obtemos

(
√
ρε

m∑
i=1

wiui,
√
ρεwj) = 0. (2-32)

Multiplicando (2-32) por uj e somando j = 1, 2, ...,m, obtemos

(
√
ρε

m∑
i=1

wiui,
√
ρε

m∑
j=1

wjuj) = 0 em L2(Ω).

Isso implica que
√
ρε

m∑
i=1

wiui = 0. Mas ρε > 0, logo
m∑
i=1

wiui = 0. Por outro lado wi é

ortogonal em L2(Ω), consequentemente é linearmente independente em L2(Ω), então

ui = 0, para todo i = 1, 2, ...,m, ou seja, u = 0. Portanto C é inversível, concluindo a

prova da afirmação.
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Assim, reescrevemos o problema (2-30) da seguinte forma

z
′′(t) + C−1Az(t) + C−1Ez′(t) + C−1B(z(t)) + C−1D(z′(t)) = C−1F̄ (t) + C−1Ḡ(t),

z(0) = z′(0) = 0.

(2-33)

Definamos

Y1(t) = z(t), Y2(t) = z′(t) e Y (t) =

 Y1(t)

Y2(t)

 .
De (2-33) resulta que

Y ′(t) =

 Y ′1(t)

Y ′2(t)

 =

 z′(t)

z′′(t)



=

 z′(t)

C−1F̄ (t) + C−1Ḡ(t)− C−1Az(t)− C−1Ez′(t)− C−1B(z(t))− C−1D(z′(t))



=

 z′(t)

C−1F̄ (t) + C−1Ḡ(t)− C−1B(z(t))− C−1D(z′(t))

+

 z′(t)

−C−1Az(t)− C−1Ez′(t)



=

 0

C−1F̄ (t) + C−1Ḡ(t)− C−1B(Y1(t))− C−1D(Y2(t))

+

 Y2(t)

−C−1AY1(t)− C−1EY2(t)

 .
Donde obtemos o seguinte problema de valor inicial



Y ′(t) =

 0

C−1(F̄ (t) + Ḡ(t)−B(Y1(t))−D(Y2(t)))

+

 0 1

−C−1A −C−1E

Y (t),

Y (0) = Y 0 =

 0

0

 .
(2-34)

Provaremos que o problema acima possui uma única solução local utilizando o

Teorema de Carathéodory, para tal, consideramos a seguinte aplicação

h : [0, T ]× R2m −→ R2m,
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definida por

h(t, Y ) =

 0

C−1(F̄ (t) + Ḡ(t)−B(Y1)−D(Y2))

+

 0 1

−C−1A −C−1E

Y
onde Y = (ξ1, ξ2, ..., ξm, ξm+1, ..., ξ2m), Y1 = (ξ1, ξ2, ..., ξm) e Y2 = (ξm+1, ..., ξ2m).

Inicialmente, verificaremos se a função h esta nas condições de Carathéodory. Com

efeito,

(i) Seja Y ∈ R2m fixado. A função h é mensurável como função de t ∈ [0, T ], uma

vez que C−1F̄ (t) e C−1Ḡ(t) são mensuráveis e os outros termos não dependem de t.

(ii) Considere t fixo, h é contínua como função de Y .

De fato, a função N : R2m −→ R2m definida por

N(Y ) =

 0 1

−C−1A −C−1E

Y
é linear e consequentemente contínua.

Como t está fixado, as aplicações C−1F̄ (t) e C−1Ḡ(t) são constantes, logo são con-

tínuas. Além disso pela continuidade das funções f e g concluímos que as aplicações

C−1B(Y1) e C−1D(Y2) também são contínuas. Logo h é contínua como função de Y .

(iii) Seja K ⊂ [0, T ]× R2m um compacto, então

||h(t, Y )||R2m ≤ ||C−1F̄ ||Rm + ||C−1Ḡ||Rm + ||C−1B(Y1)||Rm + ||C−1D(Y2)||Rm + ||NY ||R2m

(2-35)

Agora como as funções B,D,N são contínuas segue que são limitadas em K. Além

disso, as funções F̄ e Ḡ são contínuas, então existe uma constante positiva Mk tal que

||C−1F̄ ||Rm + ||C−1Ḡ||Rm + ||C−1B(Y1)||Rm + ||C−1D(Y2)||Rm + ||NY ||R2m ≤Mk (2-36)

para todo (t, Y ) ∈ K, onde y = (Y1, Y2).

Comparando (2-35) com (2-36) obtemos

||h(t, Y )||R2m ≤Mk, para todo (t, Y ) ∈ K.
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Portanto dos itens (i) − (iii), temos que as condições de Carathéodory estão satis-

feitas e, como consequência, existe uma solução Y (t) do problema de valor inicial

Y
′(t) = h(t, Y )

Y (0) = Y 0

em algum intervalo da forma [0, tm), com tm > 0. Além disso, Y é absolutamente

contínua, portanto, derivável quase sempre em [0, tm). Resulta daí, que z(t) e z′(t) são

absolutamente contínuas e, consequentemente, z′′(t) existe em quase todo ponto de

[0, tm).

O corolário do prolongamento (Corolário 1.90), juntamente com a primeira estima-

tiva a priori, garantem a extensão da solução para [0, T ].

2.2.1 Estimativas a priori

Primeira estimativa a priori

Considerando w =
m∑
i=1

g′iεmwi em (2-27) obtemos

(ρεv
′′
εm(t), v′εm(t)) + (∇vεm(t),∇v′εm(t)) + (v′εm(t), v′εm(t))Γ0

+(|vεm(t) + φ(t)|δ(vεm(t) + φ(t)), v′εm(t))Γ0 + (g(v′εm(t) + φ′(t)), v′εm(t))Γ0

= (F (t), v′εm(t))Γ0 + (G(t), v′εm(t))Γ0 . (2-37)

Afirmamos que

• (ρεv
′′
εm(t), v′εm(t)) =

1

2

d

dt
||√ρεv′εm||2; (2-38)

• (∇v′εm(t),∇vεm(t)) =
1

2

d

dt
||∇vεm(t)||2; (2-39)

• (F (t), v′εm(t)) =
d

dt
(F (t), vεm(t))− (F ′(t), vεm(t)); (2-40)

• (G(t), v′εm(t))Γ0 =
d

dt
(G(t), vεm(t))Γ0 − (G′(t), vεm(t))Γ0 . (2-41)

Com efeito, notemos que

d

dt
(ρεv

′
εm(t), v′εm(t)) = (ρεv

′′
εm(t), v′εm(t)) + (ρεv

′
εm(t), v′′εm(t)) = 2(ρεv

′′
εm(t), v′εm(t)),
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pois,

(ρεv
′
εm(t), v′′εm(t)) =

∫
Ω

ρε(x)v′εm(x, t)v′′εm(x, t)dx

=

∫
Ω

ρε(x)v′′εm(x, t)v′εm(x, t)dx

= (ρεv
′′
εm(t), v′εm(t)).

Assim,
1

2

d

dt
(ρεv

′
εm(t), v′εm(t)) = (ρεv

′′
εm(t), v′εm(t)), ou seja,

1

2

d

dt
‖√ρεv′εm(t)‖2

= (ρεv
′′
εm(t), v′εm(t)),

uma vez que

(ρεv
′
εm(t), v′εm(t)) =

∫
Ω

ρε(x) |v′εm(x, t)|2 dx =

∫
Ω

(
√
ρε(x))2(v′εm(x, t))2dx = ‖√ρεv′εm(t)‖ .

De forma análoga, obtemos
1

2

d

dt
||∇vεm(t)||2 = (∇v′εm(t),∇vεm(t)).

Agora, notemos que
d

dt
(F (t), vεm(t)) = (F ′(t), vεm(t)) + (F (t), v′εm(t)), ou seja,

(F (t), v′εm(t)) =
d

dt
(F (t), vεm(t))− (F ′(t), vεm(t)).

Analogamente, concluímos que (G(t), v′εm(t))Γ0 =
d

dt
(G(t), vεm(t))Γ0 − (G′(t), vεm(t))Γ0 .

Isso completa a prova da afirmação.

A seguir, analisaremos o termo (|vεm(t) + φ(t)|δ(vεm(t) + φ(t)), v′εm(t))Γ0 . Para isso

observamos que

(|vεm(t) + φ(t)|δ (vεm(t) + φ(t)), v′εm(t) + φ′(t)− φ′(t))Γ0

= (|vεm(t) + φ(t)|δ (vεm(t) + φ(t)), v′εm(t) + φ′(t))Γ0

−(|vεm(t) + φ(t)|δ (vεm(t) + φ(t)), φ′(t))Γ0 .

Por outro lado, temos que

1

δ + 2

d

dt
|vεm(t) + φ(t)|δ+2 = |vεm(t) + φ(t)|δ (vεm(t) + φ(t))(v′εm(t) + φ′(t)),

logo
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(|vεm(t) + φ(t)|δ (vεm(t) + φ(t)), v′εm(t) + φ′(t)− φ′(t))Γ0 =

1

δ + 2

d

dt
||vεm(t) + φ(t)||δ+2

δ+2,Γ0
− (|vεm(t) + φ(t)|δ(vεm(t) + φ(t), φ′(t)))Γ0 . (2-42)

Reescrevendo (2-37) a partir das igualdades (2-38)−(2-41) e (2-42), obtemos

1

2

d

dt

[
||√ρεv′εm(t)||2 + ||∇vεm(t)||2 +

2

δ + 2
||vεm(t) + φ(t)||δ+2

δ+2,Γ0

]
+||v′εm(t)||2Γ0

− (|vεm(t) + φ(t)|δ(vεm(t) + φ(t)), φ′(t))Γ0

+(g(v′εm(t) + φ′(t)), v′εm(t) + φ′(t))Γ0 − (g(v′εm(t) + φ′(t)), φ′(t))Γ0

=
d

dt
(F (t), vεm(t))− (F ′(t), vεm(t)) +

d

dt
(G(t), vεm(t))Γ0 − (G′(t), vεm(t))Γ0 . (2-43)

A seguir estudaremos estimativas para os termos (g(v′εm(t) + φ′(t)), v′εm(t) + φ′(t))Γ0

e (g(v′εm(t) + φ′(t)), φ′(t))Γ0 . Pela hipótese (2-3) existem k1 e k2 positivos tais que

k1|s|ξ+2 ≤ g(s)s ≤ k2|s|ξ+2, então k1|v′εm(t)− φ′(t)|ξ+2 ≤ g(v′εm(t)− φ′(t))(v′εm(t)− φ′(t))

e g(v′εm(t)− φ′(t)) ≤ k2|v′εm(t)− φ′(t)|ξ+1. Logo

(g(v′εm(t) + φ′(t)), v′εm(t) + φ′(t))Γ0 =

∫
Γ0

g(v′εm + φ′)(v′εm + φ′)dΓ

≥ k1

∫
Γ0

|v′εm + φ′|ξ+2dΓ

= k1|v′εm(t) + φ′(t)|ξ+2
ξ+2,Γ0

(2-44)

e

(g(v′εm(t) + φ′(t)), φ′(t))Γ0 =

∫
Γ0

g(v′εm + φ′)φ′dΓ ≤ k2

∫
Γ0

|v′εm + φ′|ξ+1|φ′|dΓ. (2-45)

Das estimativas (2-44), (2-45) e de (2-43) obtemos

d

dt

[
1

2
||√ρεv′εm(t)||2 +

1

2
||∇vεm(t)||2 +

1

δ + 2
||vεm(t) + φ(t)||δ+2

δ+2,Γ0

]
+||v′εm(t)||2Γ0

+ k1||v′εm(t) + φ′(t)||ξ+2
ξ+2,Γ0

≤ d

dt
(F (t), vεm(t))− (F ′(t), vεm(t)) +

d

dt
(G(t), vεm(t))Γ0

−(G′(t), vεm(t))Γ0 +

∫
Γ0

|vεm + φ|δ(vεm + φ)φ′dΓ

+k2

∫
Γ0

|v′εm + φ′|ξ+1|φ′|dΓ. (2-46)

Integrando (2-46) sobre o intervalo [0, t], com t ≤ tεm, e recordando que v′εm(0) =
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vεm(0) = 0 (consequentemente∇vεm(0) = 0) obtemos

1

2
||√ρεv′εm(t)||2 +

1

2
||∇vεm(t)||2 +

1

δ + 2
||vεm(t) + φ(t)||δ+2

δ+2,Γ0
+

∫ t

0

||v′εm(s)||2Γ0
ds

+k1

∫ t

0

||v′εm(s) + φ′(s)||ξ+2
ξ+2,Γ0

ds ≤ 1

δ + 2
||φ(0)||δ+2

δ+2 + (F (t), vεm(t))

−
∫ t

0

(F ′(s), vεm(s))ds+ (G(t), vεm(t))Γ0 −
∫ t

0

(G′(s), vεm(s))Γ0ds

+

∫ t

0

∫
Γ0

|vεm(s) + φ(s)|δ(vεm(s) + φ(s))φ′(s)dΓds

+k2

∫ t

0

∫
Γ0

|v′εm(s) + φ′(s)|ξ+1|φ′(s)|dΓds. (2-47)

A seguir, faremos estimativas para alguns dos termos a esquerda da desigualdade

(2-47).

Para analisar (F (t), vεm(t)) e
∫ t

0

(F ′(s), vεm(s))ds aplicamos a desigualdade de Höl-

der (Teorema 1.41) e a desigualdade de Young (Corolário 1.39) para η > 0 em (F (t), vεm(t))

e (F ′(t), vεm(t)), daí

(F (t), vεm(t)) =

∫
Ω

|F (x, t)|vεm(x, t)|dx ≤ ||F (t)||||vεm(t)|| ≤ ||F (t)||λ||∇vεm(t)||

≤ η||∇vεm(t)||2 +
λ2

4η
||F ||2C([0,T ];L2(Ω)), (2-48)

sendo λ > 0 uma constante tal que, pela desigualdade de Poincaré, ||v|| ≤ λ||∇v||, para

todo v ∈ V .

De forma análoga, obtemos

(F ′(t), vεm(t)) ≤ η||∇vεm(t)||2 +
λ2

4η
||F ′(t)||2,

considerando η =
1

2
e integrando de 0 a t, obtemos a seguinte estimativa

∫ t

0

(F ′(s), vεm(s))ds ≤ 1

2

∫ t

0

||∇vεm(s)||2ds+
λ2

2
||F ′||2L2(Ω×(0,T )). (2-49)

De forma similar obtemos

(G(t), vεm(t))Γ0 ≤ η||∇vεm(t)||2 +
C2

2

4η
||G||2C([0,T ];L2(Γ0)) (2-50)
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e para η =
1

2
> 0

∫ t

0

(G′(s), vεm(s))Γ0ds ≤
1

2

∫ t

0

||∇vεm(s)||2ds+
C2

2

2
||G′||2L2(Γ0×(0,T )), (2-51)

sendo C2 > 0 uma constante positiva tal que ||v||L2(Γ0) ≤ C2||∇v||, para todo v ∈ V .

Agora, para analisar o termo
∫ t

0

∫
Γ0

|vεm(s) + φ(s)|δ+1|φ′(s)|dΓds, consideramos p =

δ + 2

δ + 1
e q = δ + 2 então, pela desigualdade de Young (Teorema 1.38), obtemos

|vεm(t) + φ(t)|δ+1|φ′(t)| ≤ δ + 1

δ + 2
|vεm(t) + φ(t)|δ+2 +

1

δ + 2
|φ′(t)|δ+2,

e como φ′(t) = y1 segue que

|vεm(t) + φ(t)|δ+1|φ′(t)| ≤ δ + 1

δ + 2
|vεm(t) + φ(t)|δ+2 +

1

δ + 2
|y1|δ+2.

Integrando sobre Γ0, obtemos

∫
Γ0

|vεm + φ|δ+1|φ′|dΓ ≤
∫

Γ0

(
δ + 1

δ + 2
|vεm(t) + φ(t)|δ+2 +

1

δ + 2
|y1|δ+2

)
dΓ

=
δ + 1

δ + 2
||vεm(t) + φ(t)||δ+2

δ+2,Γ0
+

1

δ + 2
||y1||δ+2

δ+2,Γ0
.

Integrando de 0 a t, segue que

∫ t

0

∫
Γ0

|vεm(s) + φ(s)|δ+1|φ′(s)|dΓds ≤
∫ t

0

(
δ + 1

δ + 2
||vεm(t) + φ(t)||δ+2

δ+2,Γ0
+

1

δ + 2
||y1||δ+2

δ,Γ0

)
≤ δ + 1

δ + 2

∫ t

0

||vεm(s) + φ(s)||δ+2
δ+2,Γ0

ds+
1

δ + 2
T ||y1||δ+2

δ+2,Γ0
.

(2-52)

Observação 2.6. As normas ||vεm + φ||δ+2,Γ0 e ||φ′||δ+2,Γ0 fazem sentido pois vεm, φ, φ′ ∈ V ,

V ↪→ Lδ+2(Γ0) e L2(δ+1)(Γ0) ↪→ Lδ+2(Γ0), pois 2(δ + 1) > δ + 2.

Para analisar k2

∫ t

0

∫
Γ0

|v′εm(s) + φ′(s)|ξ+1|φ′(s)|dΓds, consideramos p =
ξ + 2

ξ + 1
e q =

ξ + 2 então pela desigualdade de Young para η > 0 obtemos

|v′εm(t) + φ′(t)|ξ+1k2|φ′(t)| ≤ η||v′εm(t) + φ′(t)|ξ+2 +H(ξ)|y1|ξ+2,
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onde H(ξ) =
kξ+2

2

(ξ + 2)
(
η(ξ+2)
ξ+1

)ξ+1
. Dessa forma, segue que

k2

∫ t

0

∫
Γ0

|v′εm(s) + φ′(s)|ξ+1|φ′(s)|dΓds ≤ η

∫ t

0

||v′εm(s) + φ′(s)||ξ+2
ξ+2,Γ0

ds

+H(ξ)T ||y1||ξ+2
ξ+2,Γ0

. (2-53)

Sendo assim, das estimativas encontradas em (2-48)−(2-53) e de (2-47), obtemos

1

2
||√ρv′εm(t)||2 +

(
1

2
− 2η

)
||∇vεm(t)||2 +

1

δ + 2
||vεm(t) + φ(t)||δ+2

δ+2,Γ0

+

∫ t

0

||v′εm(s)||2Γ0
ds+ (k1 − η)

∫ t

0

||v′εm(s) + φ′(s)||ξ+2
ξ+2,Γ0

ds

≤ C1 +
λ2

4η
||F ||2C([0,T ];L2(Ω)) +

λ2

2
||F ′||2L2(Ω×(0,T )) +

∫ t

0

||∇vεm(s)||2ds

+
C2

2

4η
||G||2C([0,T ];L2(Γ0)) +

C2
2

2
||G′||2L2(Γ0×(0,T )) + C3

∫ t

0

||vεm(s) + φ(s)||δ+2
δ+2,Γ0

ds, (2-54)

onde C1 =
1

δ + 2
||φ(0)||δ+2

δ+2 +
1

δ + 2
T ||y1||δ+2

δ+2,Γ0
+H(ξ)T ||y1||ξ+2

ξ+2,Γ0
e C3 =

δ + 1

δ + 2
.

Consideramos

G̃0(t) =

∫ t

0

||v′εm(s)||2Γ0
ds+

∫ t

0

||v′εm(s) + φ′(s)||ξ+2
ξ+2,Γ0

ds > 0,

C4 = C1 +
λ2

4η
||F ||2C([0,T ];L2(Ω)) +

λ2

2
||F ′||2L2(Ω×(0,T )) +

C2
2

4η
||G||2C([0,T ];L2(Γ0))

+
C2

2

2
||G′||2L2(Γ0×(0,T )),

e n0 = min
{

1
2
, 1

2
− 2η, 1

δ+2
, k1 − η

}
. Escolhendo η suficientemente pequeno temos

||√ρv′εm(t)||2 + ||∇vεm(t)||2 + ||vεm(t) + φ(t)||δ+2
δ+2,Γ0

+ G̃0(t)

≤ 1

n0

C4 +
1

n0

∫ t

0

[
||∇vεm(s)||2 + C3||vεm(s) + φ(s)||δ+2

δ+2,Γ0

]
≤ 1

n0

C4 +

∫ t

0

k3

[
||√ρv′εm(s)||2 + ||∇vεm(s)||2 + ||vεm(s) + φ(s)||δ+2

δ+2,Γ0
+ G̃0(s)

]
ds,

(2-55)

onde k3 = max
{
n−1

0 , n−1
0 C3

}
.

Por fim, estamos em condições de aplicar o Lema de Gronwall (Proposição 1.93) em
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(2-55), dessa forma obtemos a primeira estimativa

||√ρv′εm(t)||2 + ||∇vεm(t)||2 + ||vεm(t) + φ(t)||δ+2
δ+2,Γ0

+

∫ t

0

||v′εm(s)||2Γ0
ds

+

∫ t

0

||v′εm(s) + φ′(s)||ξ+2
ξ+2,Γ0

ds ≤ L1, (2-56)

onde L1 = n−1
0 C4e

k3T é uma constante positiva independente de ε > 0, m ∈ N e t ∈

[0, tεm[ .

Segunda estimativa a priori

Inicialmente, estudaremos uma estimativa para ||ρv′′εm(0)||. Para isso consideramos

t = 0 em (2-28), obtemos

(ρεv
′′
εm(0), wj) + (∇vεm(0),∇wj) + (v′εm(0), wj)Γ0

+(|vεm(0) + φ(0)|δ(vεm(0) + φ(0)), wj)Γ0 + (g(v′εm(0) + φ′(0)), wj))Γ0

= (F (0), wj) + (G(0), wj)Γ0 , para j = 1, ...,m. (2-57)

Como v′εm(0) = vεm(0) = 0, φ(0) = y0 e φ′(0) = y1, para j = 1, 2, ...,m, temos

(ρεv
′′
εm(0), wj) + (|y0|δy0, wj)Γ0 + (g(y1), wj)Γ0 = (F (0), wj) + (G(0), wj)Γ0 . (2-58)

Por outro lado, das hipóteses (2-24), (2-25) e (2-5) obtemos

F (0) = ∆y0 em Ω, e G(0) = g(y1) + f(y0) em Γ0.

Substituindo estas igualdades em (2-58) temos

(ρεv
′′
εm(0), wj) + (|y0|δy0, wj)Γ0 + (g(y1), wj)Γ0 = (∆y0, wj) + (g(y1), wj)Γ0

+(|y0|δy0, wj)Γ0 , j = 1, ...,m,

ou seja, (ρεv
′′
εm(0), wj) = (∆y0, wj) para j = 1, ...,m.

Multiplicando a igualdade acima por g′′jεm(0) e somando j = 1, 2, ...,m temos

(ρεv
′′
εm(0), v′′εm(0)) = (∆y0, v′′εm(0)) = 0,

pois de (2-5) temos ∆y0 = 0 em Ω.
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Portanto

||ρεv′′εm(0)||2 = (ρεv
′′
εm(0), v′′εm(0)) = 0. (2-59)

Seguindo, agora, para a segunda estimativa derivando (2-28) com respeito a t, mul-

tiplicando o resultado por g′′jεm(t) e somando j = 1, 2, ...,m obtemos

(ρεv
′′′
εm(t), v′′εm(t)) + (∇v′εm(t),∇v′′εm(t)) + (v′′εm(t), v′′εm(t))Γ0

+(
d

dt

(
|vεm(t) + φ(t)|δ(vεm(t) + φ(t))

)
, v′′εm(t))Γ0 + (

d

dt
(g(v′εm(t) + φ′(t))) , v′′εm(t))Γ0

= (F ′(t), v′′εm(t)) + (G′(t), v′′εm(t))Γ0 .

(2-60)

Notemos que

d

dt

(
|vεm(t) + φ(t)|δ(vεm(t) + φ(t))

)
= (δ + 1)|vεm(t) + φ(t)|δ(v′εm(t) + φ′(t)) (2-61)

e

d

dt
(g(v′εm(t) + φ′(t))) = g′(v′εm(t) + φ′(t)) (v′′εm(t) + φ′′(t))

= g′(v′εm(t) + φ′(t))v′′εm(t). (2-62)

De forma similar as contas feitas para obter a primeira estimativa (2-56), seguem

• (F ′(t), v′′εm(t)) =
d

dt
(F ′(t), v′εm(t))− (F ′′(t), v′εm(t));

• (G′(t), v′′εm(t))Γ0 =
d

dt
(G′(t), v′εm(t))Γ0 − (G′′(t), v′εm(t))Γ0 .

De (2-24) e (2-25) temos que que F (t) = ∇y0 + t∇y1 e G(t) = −y1 − ∂y0

∂ν
− t

∂y1

∂ν
,

consequentemente, F ′′(t) = G′′(t) = 0. Disso, segue que

(F ′(t), v′′εm(t)) =
d

dt
(F ′(t), v′εm(t)); (2-63)

(G′(t), v′′εm(t))Γ0 =
d

dt
(G′(t), v′εm(t))Γ0 . (2-64)

Ainda,

d

dt
(ρεv

′′
εm(t), v′′εm(t)) = 2(ρεv

′′′
εm(t), v′′εm(t)),
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ou seja,

1

2

d

dt
||√ρεv′′εm(t)||2 = (ρεv

′′′
εm(t), v′′εm(t)). (2-65)

De forma análoga

1

2

d

dt
||∇v′εm(t)||2 = (∇v′εm(t),∇v′′εm(t)). (2-66)

A partir das igualdades (2-61)−(2-66), reescrevemos (2-60)

1

2

d

dt
||√ρεv′′εm(t)||2 +

1

2

d

dt
||∇v′εm(t)||2 + ||v′′εm(t)||2Γ0

+((δ + 1)|vεm(t) + φ(t)|δ(v′εm(t) + φ′(t)), v′′εm(t))Γ0 + (g′(v′εm(t) + φ′(t))v′′εm(t), v′′εm(t)))Γ0

=
d

dt
(F ′(t), v′εm(t)) +

d

dt
(G′(t), v′εm(t))Γ0 .

(2-67)

A seguir vamos estimar alguns termos da igualdade (2-67), são eles:

• ((δ + 1)|vεm(t) + φ(t)|δ(v′εm(t) + φ′(t)), v′′εm(t))Γ0 ;

• (g′(v′εm(t) + φ′(t))v′′εm(t), v′′εm(t))Γ0 .

Para analisar I = ((δ + 1)|vεm(t) + φ(t)|δ(v′εm(t) + φ′(t)), v′′εm(t))Γ0 observamos que

|I| =
∣∣∣∣(δ + 1)

∫
Γ0

|vεm(t) + φ(t)|δ(v′εm(t) + φ′(t))v′′εm(t)dΓ

∣∣∣∣
≤ (δ + 1)

∫
Γ0

|vεm(t) + φ(t)|δ|v′εm(t) + φ′(t)||v′′εm(t)|dΓ. (2-68)

Considerando p1 =
2δ + 2

δ
, p2 = 2δ+ 2 e p3 = 2, segue que

1

p1

+
1

p2

+
1

p3

= 1. Assim,

aplicando a desigualdade de Hölder generalizada (Teorema 1.42) em (2-68) obtemos

|I| = (δ + 1)
∥∥|vεm(t) + φ(t)|δ|

∥∥
2δ+2
δ

,Γ0
‖v′εm(t) + φ′(t)‖2δ+2,Γ0

||v′′εm(t)||Γ0 . (2-69)

Observação 2.7. As normas |||vεm + φ|δ|| 2δ+2
δ

,Γ0
, ||v′εm + φ′||2δ+2,Γ0 e ||v′′εm||Γ0 fazem sentido

uma vez que vεm, φ, v′εm, φ′ ∈ V ↪→ L2δ+2(Γ0) e v′′εm ∈ V ↪→ L2(Γ0).
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Notemos que

∥∥|vεm(t) + φ(t)|δ|
∥∥

2δ+2
δ

,Γ0
=

(∫
Γ0

(
|vεm(t) + φ(t)|δ

) 2δ+2
δ dΓ

) 1
2δ+2
δ

=

[(∫
Γ0

|vεm(t) + φ(t)|2δ+2dΓ

) 1
2δ+2

]δ
= ||vεm(t) + φ(t)||δ2δ+2,Γ0

.

Da imersão V ↪→ L2δ+2(Γ0) e da primeira estimativa obtemos

||vεm(t) + φ(t)||δ2δ+2,Γ0
≤ bδ0||∇vεm(t) +∇φ(t)||δ

≤ bδ0 (||∇vεm(t)||+ ||∇φ(t)||)δ

≤ bδ0 (L1 + ||∇φ(t)||)δ = b̃0,

onde b0 é uma constante positiva e, b̃0 não depende de ε e m. Logo, comparando com

(2-69), formalmente temos

|I| ≤ (δ + 1)b̃0 ‖v′εm(t) + φ′(t)‖2δ+2,Γ0
||v′′εm(t)||Γ0 . (2-70)

Aplicando a desigualdade de Young para η > 0 em (2-70), obtemos

|I| ≤ 1

4η

(
(δ + 1)b̃0||v′εm(t) + φ′(t)||2δ+2,Γ0

)2

+ η||v′′εm(t)||2Γ0
. (2-71)

Por outro lado

||v′εm(t) + φ′(t)||2δ+2,Γ0 ≤ ||v′εm(t)||2δ+2,Γ0 + ||φ′(t)||2δ+2,Γ0 ,

e, como v′εm(t) ∈ V ↪→ L2δ+2(Γ0) temos

||v′εm(t)||2δ+2,Γ0 ≤ b1||v′εm(t)||V = b1||∇v′εm(t)||,

onde b1 é uma constante positiva. Daí

(||v′εm(t) + φ′(t)||2δ+2,Γ0)
2 ≤

(
b1||∇v′εm(t)||+ ||y1||2δ+2,Γ0

)2
. (2-72)
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Aplicando a desigualdade (a+ b)2 ≤ 2a2 + 2b2 em (2-72), temos

(||v′εm(t) + φ(t)||2δ+2,Γ0)
2 ≤ 2b2

1||∇v′εm(t)||2 + 2||y1||22δ+2,Γ0
. (2-73)

Comparando (2-71) com (2-73), obtemos

|I| ≤ (δ + 1)2

4η
b̃0

2 [
2b2

1||∇v′εm(t)||2 + 2||y1||22δ+2,Γ0

]
+ η||v′′εm||2Γ0

,

ou seja,

|I| ≤ C4(η)||∇v′εm(t)||2 + C̄4(η) + η||v′′εm||2Γ0
, (2-74)

onde C4(η) = 2
(δ + 1)2

4η
b̃0

2
b2

1 =
(δ + 1)2

2η
b̃0

2
b2

1 e C̄4(η) =
(δ + 1)2

2η
b̃0

2||y1||22δ+2,Γ0
.

Agora analisaremos (g′(v′εm(t)+φ′(t))v′′εm(t), v′′εm(t))Γ0 =

∫
Γ0

g′(v′εm(t)+φ′(t))|v′′εm(t)|2dΓ.

Por hipótese temos que g é uma função não decrescente, consequentemente g′(s) ≥ 0

para todo s real.

Dessa forma temos g′(v′εm(t) + φ′(t)) ≥ 0, ou seja, −g′(v′εm(t) + φ′(t))|v′′εm(t)|2 ≤ 0.

Logo

(−g′(v′εm(t) + φ′(t))v′′εm(t), v′′εm(t))Γ0 = −
∫

Γ0

g′(v′εm(t) + φ′(t))|v′′εm(t)|2dΓ ≤ 0. (2-75)

Observação 2.8. A integral
∫

Γ0

g′(v′εm(t) + φ′(t)|v′′εm(t)|2dΓ0 está bem definida pois, g′ ∈

L
2ξ+2
ξ (Γ0), v′′εm ∈ L2ξ+2(Γ0) e v′′εm ∈ L2(Γ0).

Da equação (2-67) e (2-74) obtemos

1

2

d

dt
||√ρεv′′εm(t)||2 +

1

2

d

dt
||∇v′εm(t)||2 + ||v′′εm(t)||2Γ0

= −I − (g′(v′εm(t) + φ′(t))v′′εm(t), v′′εm(t)))Γ0 +
d

dt
(F ′(t), v′εm(t)) +

d

dt
(G′(t), v′εm(t))Γ0

≤ |I| − (g′(v′εm(t) + φ′(t))v′′εm(t), v′′εm(t)))Γ0 +
d

dt
(F ′(t), v′εm(t)) +

d

dt
(G′(t), v′εm(t))Γ0

≤ C4(η)||∇v′εm(t)||2 + C̄4(η) + η||v′′εm||2Γ0
− (g′(v′εm(t) + φ′(t))v′′εm(t), v′′εm(t)))Γ0

+
d

dt
(F ′(t), v′εm(t)) +

d

dt
(G′(t), v′εm(t))Γ0 .

(2-76)
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Integrando a equação (2-76) sobre o intervalo [0, t], com t ≤ T , obtemos

1

2
||√ρεv′′εm(t)||2 − 1

2
||√ρεv′′εm(0)||2 +

1

2
||∇v′εm(t)||2 − 1

2
||∇v′εm(0)||2 +

∫ t

0

||v′′εm(s)||2Γ0
ds

≤ C4(η)

∫ t

0

||∇v′εm(s)||2ds+

∫ t

0

C̄4(η)ds+ η

∫ t

0

||v′′εm(s)||2Γ0
ds

−
∫ t

0

(g′(v′εm(s) + φ′(s))v′′εm(s), v′′εm(s))Γ0ds+ (F ′(t), v′εm(t))− (F ′(0), v′εm(0))

+(G′(t), v′εm(t))Γ0 − (G′(0), v′εm(0)).

(2-77)

Como ||√ρεv′′εm(0)||2 = v′εm(0) = 0 (consequentemente∇v′εm(0) = 0), temos

1

2
||√ρεv′′εm(t)||2 +

1

2
||∇v′εm(t)||2 +

∫ t

0

||v′′εm(s)||2Γ0
ds

≤ C4(η)

∫ t

0

||∇v′εm(s)||2ds+ C̄4(η)T + η

∫ t

0

||v′′εm(s)||2Γ0
ds

−
∫ t

0

(g′(v′εm(s) + φ′(s))v′′εm(s), v′′εm(s))Γ0ds+ (F ′(t), v′εm(t)) + (G′(t), v′εm(t))Γ0 . (2-78)

A seguir analisaremos os termos (F ′(t), v′εm(t)) e (G′(t), v′εm(t)) da equação (2-78).

Para a análise de (F ′(t), v′εm(t)) aplicaremos a desigualdade de Hölder e a desigual-

dade de Young. Assim

(F ′(t), v′εm(t)) ≤
∣∣∣∣∫

Ω

F ′(x, t)v′εm(x, t)dx

∣∣∣∣ ≤ ∫
Ω

|F ′(x, t)||v′εm(x, t)|dx

≤ ||F ′(t)||||v′εm(t)|| ≤ ||F ′(t)||b2||∇v′εm(t)||

≤ η||∇v′εm(t)||2 +
b2

2

4η
||F ′(t)||2

≤ η||∇v′εm(t)||2 +
b2

2

4η
||F ′||C([0,T ];L2(Ω)), (2-79)

pois F ′(t) = ∆y1 é contínua em relação a t. Sendo b2 uma constante positiva.

Analogamente obtemos a estimativa

(G′(t), v′εm(t)) ≤ η||∇v′εm(t)||2 +
b2

3

4η
||G′||C([0,T ];L2(Γ0)), (2-80)

onde b3 é uma constante positiva tal que ||v′εm(t)|| ≤ b3||∇v′εm(t)||.
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Das estimativas (2-79), (2-80) e de (2-78) obtemos

1

2
||√ρεv′′εm(t)||2 +

1

2
||∇v′εm(t)||2 +

∫ t

0

||v′′εm(s)||2Γ0
ds

≤ C4(η)

∫ t

0

||∇v′εm(s)||2ds+ C̄4(η)T + η

∫ t

0

||v′′εm(s)||2Γ0
ds

−
∫ t

0

(g′(v′εm(s) + φ′(s))v′′εm(s), v′′εm(s))Γ0ds+ 2η||∇v′εm(t)||2

+
b2

2

4η
||F ′||C([0,T ];L2(Ω)) +

b2
3

4η
||G′||C([0,T ];L2(Γ0)). (2-81)

Da equação (2-81) e (2-75) temos

1

2
||√ρεv′′εm(t)||2 +

1

2
||∇v′εm(t)||2 +

∫ t

0

||v′′εm(s)||2Γ0
ds

≤ C4(η)

∫ t

0

||∇v′εm(s)||2ds+ C̄4(η)T + η

∫ t

0

||v′′εm(s)||2Γ0
ds

+2η||v′εm(t)||2 +
b2

2

4η
||F ′||C([0,T ];L2(Ω)) +

b2
3

4η
||G′||C([0,T ];L2(Γ0)),

ou ainda,

1

2
||√ρεv′′εm(t)||2 + (

1

2
− 2η)||∇v′εm(t)||2 + (1− η)

∫ t

0

||v′′εm(s)||2Γ0
ds

≤ C5 + C4(η)

∫ t

0

||∇v′εm(s)||2ds, (2-82)

a qual C5 = C̄4(η)T +
b2

2

4η
||F ′||C([0,T ];L2(Ω)) +

b2
3

4η
||G′||C([0,T ];L2(Γ0)) é uma constante que não

depende de ε > 0,m ∈ N e t ∈ [0, T ].

Escolhemos η suficientemente pequeno tal que

||√ρεv′′εm(t)||2 + ||∇v′εm(t)||2 + G̃1(t) ≤ n−1
1 C5 + n−1

1 C4(η)

∫ t

0

||∇v′εm(s)||2ds

≤ n−1
1 C5 +

∫ t

0

k4

[
||∇v′εm(s)||2 + ||√ρεv′′εm(t)||2 + G̃1(t)

]
ds, (2-83)

onde G̃1(t) =

∫ t

0

||v′′εm(s)||2Γ0
ds, n1 = min

{
1
2
, 1

2
− 2η, 1− η

}
e k4 = n−1

1 C4(η).

Finalmente, aplicando o Lema de Gronwall (Proposição 1.93) em (2-83) obtemos a
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segunda estimativa

||√ρεv′′εm(t)||2 + ||∇v′εm(t)||2 +

∫ t

0

||v′′εm(s)||2Γ0
ds ≤ L2, (2-84)

sendo L2 = n−1
1 C5e

k4T uma constante positiva que não depende de ε,m e t ∈ [0, T ].

Da primeira e segunda estimativas, (2-56) e (2-84), concluímos:

• {vεm} é limitada em L∞(0, T ;V );

• {v′εm} é limitada em L∞(0, T ;V );

•
{√

ρεv
′′
εm

}
é limitada em L∞(0, T ;L2(Ω));

• {v′εm} é limitada em L2(0, T ;L2(Γ0)).

Recordamos que V e L2(Ω) são espaços de Banach separáveis e reflexivos. Então

pela Proposição 1.80 os espaços L1(0, T ;V ) e L1(0, T ;L2(Ω)) são separáveis e

[L1(0, T ;V )]
′ ≡ L∞(0, T ;V ′);

[L1(0, T ;L2(Ω))]
′ ≡ L∞(0, T ;L2(Ω)′).

Assim, pela Observação 1.81 podemos extrair uma subsequência, a qual denotaremos

por {vεl} de {vεm}, tal que

vεl
∗
⇀ vε em L∞(0, T ;V ), (2-85)

v′εl
∗
⇀ u1 em L∞(0, T ;V ), (2-86)

√
ρεv
′′
εl
∗
⇀
√
ρεu2 em L∞(0, T ;L2(Ω)). (2-87)

Afirmamos que u1 = v′ε e u2 = v′′ε . Com efeito, das convergências (2-85), (2-86) e da

Proposição 1.82 concluímos que v′ε = u1, ou seja,

v′εl
∗
⇀ v′ε em L∞(0, T ;V ). (2-88)

Resta mostrar que u2 = v′′ε . Para isso, observamos que

√
ρεv
′
εl
∗
⇀
√
ρεv
′
ε em L∞(0, T ;L2(Ω)).
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De fato, da imersão L∞(0, T ;V ) ↪→ L∞(0, T ;L2(Ω)) e da convergência (2-88) segue

v′εl
∗
⇀ v′ε em L∞(0, T ;L2(Ω)),

isto é, ∫ T

0

〈v′εl(t), u(t)〉L2(Ω)′,L2(Ω) dt −→
∫ T

0

〈v′ε(t), u(t)〉L2(Ω)′,L2(Ω) dt,

para todo u ∈ L1(0, T ;L2(Ω)).

Observação 2.9. Para toda função u ∈ L1(0, T ;L2(Ω)) segue que
√
ρεu pertence aL1(0, T ;L2(Ω))

uma vez que ρ ∈ C1(Ω̄).

Identificando L2(Ω) com seu dual, temos

∫ T

0

〈√ρεv′εl(t), u(t)〉L2(Ω)′,L2(Ω) dt =

∫ T

0

(
√
ρεv
′
εl(t), u(t))L2(Ω)dt

=

∫ T

0

(v′εl(t),
√
ρεu(t))L2(Ω)dt

=

∫ T

0

〈v′εl(t),
√
ρεu(t)〉L2(Ω)′,L2(Ω) dt,

donde ∫ T

0

〈v′εl(t),
√
ρεu(t)〉L2(Ω)′,L2(Ω) dt −→

∫ T

0

〈v′ε(t),
√
ρεu(t)〉L2(Ω)′,L2(Ω) dt,

ou seja,

√
ρεv
′
εl
∗
⇀
√
ρεv
′
ε em L∞(0, T ;L2(Ω)). (2-89)

Portanto das convergências (2-87) e (2-89) e da Proposição 1.82 segue que

√
ρεv
′′
ε =
√
ρεu2, isto é, v′′ε = u2,

concluindo a prova da afirmação.

Como L2(0, T ;L2(Γ0)) é um espaço de Hilbert, pelo Teorema 1.15, existe uma sub-

sequência de {v′εl}, a qual ainda denotaremos por {v′εl}, tal que

v′εl ⇀ u3 em L2(0, T ;L2(Γ0)),
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consequentemente, pelo Teorema 1.13,

v′εl
∗
⇀ u3 em L2(0, T ;L2(Γ0)). (2-90)

Por outro lado, da imersão L∞(0, T ;V ) ↪→ L2(0, T ;L2(Γ0)) e da convergência (2-88)

obtemos

v′εl
∗
⇀ v′ε em L2(0, T ;L2(Γ0)). (2-91)

Assim, das convergências (2-90), (2-91) e da unicidade do limite fraco ∗ segue que

u3 = v′ε.

Dessa forma, concluímos

vεl
∗
⇀ vε em L∞(0, T ;V ), (2-92)

v′εl
∗
⇀ v′ε em L∞(0, T ;V ), (2-93)

√
ρεv
′′
εl
∗
⇀
√
ρεv
′′
ε em L∞(0, T ;L2(Ω)), (2-94)

v′εl ⇀ v′ε em L2(0, T ;L2(Γ0)). (2-95)

As convergências (2-92)−(2-95) são suficientes para passar o limite nos termos line-

ares da equação (2-28).

2.2.2 Análise dos termos não lineares

Nosso próximo objetivo é passar o limite no problema de Cauchy (2-28), mas an-

tes precisamos obter estimativas para as condições de contorno não lineares no lado

esquerdo de (2-28) contendo f e g. É importante observar que estes termos não foram

incluídos na primeira e tampouco na segunda estimativa e, por isso, iremos analisá-los

aqui.

Da continuidade do traço γ0 : H1(Ω) −→ H
1
2 (Γ) temos

||vεl(t)||H 1
2 (Γ0)

≤ k5||vεl(t)||H1(Ω),

onde k5 é uma constante positiva (veja Proposição 1.83).
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Como vεm ∈ V , segue que

||vεl(t)||H 1
2 (Γ0)

≤ k5||vεl(t)||H1(Ω) ≤ k̃5||∇vεl(t)||,

sendo k̃5 = k5k6 uma constante positiva, tal que ||vεl(t)||H1(Ω) ≤ k6||∇vεl(t)|| (veja Pro-

posição 1.106).

Além disso, da primeira estimativa (2-56), temos que ||∇vεm(t)|| ≤
√
L1. Então

||vεl(t)||H 1
2 (Γ0)

≤ k̃5

√
L1

e integrando sobre [0, T ] obtemos

∫ T

0

||vεl(t)||2
H

1
2 (Γ0)

≤ k̃5
2
L1T,

ou seja,

{vεl} é limitada em L2(0, T ;H
1
2 (Γ0)). (2-96)

Ainda da primeira estimativa temos que

{v′εl} é limitada em L2(0, T ;L2(Γ0)). (2-97)

Recordamos que H
1
2 (Γ0) e L2(Γ0) são espaços de Hilbert e reflexivos. Identificando

L2(Γ0) com seu dual via Teorema da Representação de Riesz, temos que H
1
2 (Γ0) ↪→

L2(Γ0) ≡ L2(Γ0)′ ↪→ L2(Γ0). Além disso, a imersão H
1
2 (Γ0) ↪→ L2(Γ0) é contínua e

compacta.

ConsideramosW =
{
u ∈ L2(0, T ;H

1
2 (Γ0)); u′ ∈ L2(0, T ;L2(Γ0))

}
, munido da norma

||u||W = ||u||
L2(0,T ;H

1
2 (Γ0))

+ ||u′||L2(0,T ;L2(Γ0)).

Pelo Teorema de Aubin - Lions (Teorema 1.91) a imersão W ↪→ L2(0, T ;L2(Γ0)) é

compacta. Além disso, de (2-96) e (2-97), temos que

||vεl||W = ||vεl||L2(0,T ;H
1
2 (Γ0))

+ ||v′εl||L2(0,T ;L2(Γ0)) ≤ C,

onde C é uma constante positiva, ou seja, {vεl} é limitada em W .

Logo podemos extrair uma subsequência (vεµ) de (vεl) (veja Definição 1.11) tal que
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vεµ −→ vε forte em L2(0, T ;L2(Γ0)) ≡ L2(Γ0 × [0, T ]),

consequentemente, pelo Teorema 1.35,

vεµ −→ vε quase sempre em Γ0 × [0, T ]. (2-98)

Agora, de forma similar as contas feitas para obter (2-96), segue que

{
v′εµ
}

é limitada em L2(0, T ;H
1
2 (Γ0)).

Ainda da segunda estimativa (2-84) temos que

{√
ρεv
′′
εµ

}
é limitada em L2(0, T ;L2(Γ0)).

Logo

||v′εµ||W = ||v′εµ||L2(0,T ;H
1
2 (Γ0))

+ ||v′′εµ||L2(0,T ;L2(Γ0))

≤ ||v′εµ||L2(0,T ;H
1
2 (Γ0))

+ ||√ρεv′′εµ||L2(0,T ;L2(Γ0))

≤ k9,

sendo k9 uma constante positiva. Portanto
{
v′εµ
}

é limitada em W .

Assim obtemos uma subsequência, a qual ainda representamos por (vεµ), tal que

v′εµ −→ v′ε forte em L2(0, T ;L2(Γ0)),

consequentemente, pelo Teorema 1.35,

v′εµ −→ v′ε quase sempre em Γ0 × [0, T ]. (2-99)

Como as funções f e g são contínuas, de (2-98) e (2-99) temos

|vεµ|δvεµ −→ |vε|δvε e g(v′εµ) −→ g(v′ε), quase sempre Γ0 × [0, T ]. (2-100)

Daí segue que
{
|vεµ|δvεµ

}
e
{
g(v′εµ)

}
são limitadas quase sempre em Γ0 × [0, T ] e,

portanto
{
|vεµ|δvεµ

}
e
{
g(v′εµ)

}
são limitadas em L∞(Γ0 × [0, T ]).

Do Teorema 1.33 temos L∞(Γ0 × [0, T ]) ↪→ L2(Γ0 × [0, T ]). Então
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{
|vεµ|δvεµ

}
e
{
g(v′εµ)

}
são limitadas em L2(Γ0 × [0, T ]). (2-101)

Então combinando (2-100) com (2-101), pelo Lema de Lions (Teorema 1.92) obtemos

|vεµ|δvεµ ⇀ |vε|δvε em L2(Γ0 × [0, T ]); (2-102)

g(v′εµ) ⇀ g(vε) em L2(Γ0 × [0, T ]). (2-103)

As convergências acima são suficientes para passar o limite nos termos não lineares da

equação (2-28).

2.2.3 Passagem ao limite

Seja j ∈ N arbitrário porém fixado e consideramos µ > j. Então de (2-28) resulta

que

(ρεv
′′
εµ(t), wj) + (∇vεµ(t),∇wj) + (v′εµ(t), wj)Γ0

+(|vεµ(t) + φ(t)|δ(vεµ(t) + φ(t)), wj)Γ0 + (g(v′εµ(t) + φ′(t)), wj)Γ0

= (F (t), wj) + (G(t), wj)Γ0 . (2-104)

Multiplicando por θ ∈ D(0, T ) e integrando sobre [0, T ], obtemos

∫ T

0

(ρεµv
′′
εµ(t), wj)θ(t)dt+

∫ T

0

(∇vεµ(t),∇wj)θ(t)dt+

∫ T

0

(v′εµ(t), wj)Γ0θ(t)dt

+

∫ T

0

(|vεµ(t) + φ(t)|δ(vεµ(t) + φ(t)), wj)Γ0θ(t)dt+

∫ T

0

(g(v′εµ(t) + φ′(t)), wj)Γ0(θ(t))dt

=

∫ T

0

(F (t), wj)θ(t)dt+

∫ T

0

(G(t), wj)Γ0θ(t)dt.

(2-105)

Das convergências (2-92)−(2-95) e (2-102)−(2-103), quando µ −→∞ temos que∫ T

0

(ρεv
′′
ε (t), wj)θ(t)dt+

∫ T

0

(∇vε(t),∇wj)θ(t)dt+

∫ T

0

(v′ε(t), wj)Γ0θ(t)dt

+

∫ T

0

(|vε(t) + φ(t)|δ(vε(t) + φ(t)), wj)Γ0θ(t)dt+

∫ T

0

(g(v′ε(t) + φ′(t)), wj)Γ0(θ(t))dt

=

∫ T

0

(F (t), wj)θ(t)dt+

∫ T

0

(G(t), wj)Γ0θ(t)dt,

para todo wj ∈ V , com j = 1, 2, ...,m, e θ ∈ D(0, T ).
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Pela densidade da base {wj} em V obtemos

∫ T

0

(ρεv
′′
ε (t), w)θ(t)dt+

∫ T

0

(∇vε(t),∇w)θ(t)dt+

∫ T

0

(v′ε(t), w)Γ0θ(t)dt

+

∫ T

0

(|vε(t) + φ(t)|δ(vε(t) + φ(t)), w)Γ0θ(t)dt+

∫ T

0

(g(v′ε(t) + φ′(t)), w)Γ0(θ(t))dt

=

∫ T

0

(F (t), w)θ(t)dt+

∫ T

0

(G(t), w)Γ0θ(t)dt,

(2-106)

para todo w ∈ V e θ ∈ D(0, T ).

Em particular para w ∈ D(Ω) ⊂ V , de (2-106) e observando que w se anula na

fronteira de Ω, obtemos

∫ T

0

(ρεv
′′
ε (t), w)θ(t)dt+

∫ T

0

(∇vε(t),∇w)θ(t)dt =

∫ T

0

(F (t), w)θ(t)dt, (2-107)

para todo w ∈ D(Ω) e θ ∈ D(0, T ).

Pela fórmula de Green temos −(∆vε(t), w) = (∇vε(t),∇w), para todo w ∈ D(Ω).

Substituindo em (2-107) obtemos

∫ T

0

(ρεv
′′
ε (t), w)θ(t)dt−

∫ T

0

(∆vε(t), w)θ(t)dt =

∫ T

0

(F (t), w)θ(t)dt, (2-108)

para todo w ∈ V e θ ∈ D(0, T ).

Tomemos wθ, com w ∈ D(Ω) e θ ∈ D(0, T ) obtemos as seguintes igualdades:

•
∫ T

0

(ρεv
′′
ε (t), w)θ(t)dt =

∫ T

0

(ρεv
′′
ε (t), wθ(t))dt = 〈ρv′′ε , wθ〉D′(Q)×D(Q);

•
∫ T

0

(∆vε(t), w)θ(t)dt =

∫ T

0

(∆vε(t), wθ(t))dt = 〈∆vε, wθ〉D′(Q)×D(Q);

•
∫ T

0

(F (t), w)θ(t)dt =

∫ T

0

(F (t), wθ(t))dt = 〈F,wθ〉D′(Q)×D(Q).

sendo Q = Ω× [0, T ].

Combinando as igualdades acima com (2-108), obtemos

〈ρv′′ε , wθ〉D′(Q)×D(Q) − 〈∆vε, wθ〉D′(Q)×D(Q) − 〈F,wθ〉D′(Q)×D(Q) = 0. (2-109)



2.2 Existência e unicidade de solução 77

Como R = {wθ;w ∈ D(Ω) e θ ∈ D(0, T )} é denso em D(Q), obtemos

〈ρεv′′ε , ψ〉D′(Q)×D(Q) − 〈∆vε, ψ〉D′(Q)×D(Q) − 〈F, ψ〉D′(Q)×D(Q) = 0,∀ψ ∈ D(Q),

ou ainda, 〈ρεv′′ε −∆vε − F, ψ〉D′(Q)×D(Q) = 0, para todo ψ ∈ D(Q). Logo

ρεv
′′
ε −∆vε − F = 0 em D′(Q). (2-110)

Além disso, temos que ∆vε ∈ L2(Q) uma vez que ρεv′′ε eF pertencem aL2(0, T ;L2(Ω)) ≡

L2(Q). Portanto,

ρεv
′′
ε −∆vε − F = 0 em L2(Q). (2-111)

Multiplicando (2-111) por wθ com w ∈ V e θ ∈ D(0, T ) e integrando sobre o inter-

valo [0, T ] obtemos

∫ T

0

(ρεv
′′
ε (t), w)θ(t)dt−

∫ T

0

(∆vε(t), w)θ(t)dt−
∫ T

0

(F (t), w)θ(t) = 0. (2-112)

Como vε,∆vε ∈ L2(Q) então vε ∈ H ∩H1(Ω), logo da Proposição 1.102

∂vε
∂ν
∈ L2(0, T ;H−

1
2 (Γ0)).

Pela fórmula generalizada de Green (Teorema 1.103) obtemos

−(∆vε(t), w) = (∇vε(t),∇w)−
〈
∂vε
∂ν

, w

〉
H−

1
2 (Γ0),H

1
2 (Γ0)

. (2-113)

Substituindo (2-113) em (2-112) obtemos

∫ T

0

(ρεv
′′
ε (t), w)θ(t)dt−

∫ T

0

(F (t), w)θ(t) +

∫ T

0

(∇vε(t),∇w)θ(t)dt

−
∫ T

0

〈
∂vε
∂ν

, w

〉
H−

1
2 (Γ0),H

1
2 (Γ0)

θ(t)dt = 0. (2-114)
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Comparando (2-114) com (2-106) obtemos

∫ T

0

〈
∂vε
∂ν

, w

〉
H−

1
2 (Γ0),H

1
2 (Γ0)

dt+

∫ T

0

(v′ε, w)Γ0θ(t)dt

+

∫ T

0

(|vε(t) + φ(t)|δ(vε(t) + φ(t)), w)Γ0θ(t)dt+

∫ T

0

(g(v′ε + φ′(t)), w)Γ0θ(t)dt

−
∫ T

0

(G(t), w)Γ0θ(t)dt = 0,

para todo w ∈ V e θ ∈ D(0, T ). Então

∫ T

0

〈
∂vε
∂ν

+ v′ε + |vε + φ|δ(vε + φ) + g(v′ε + φ′)−G,w
〉
H−

1
2 (Γ0),H

1
2 (Γ0)

θ(t)dt = 0.

Portanto

∂vε
∂ν

+ v′ε + |vε + φ|δ(vε + φ) + g(v′ε + φ′)−G = 0 em H−
1
2 (Γ0).

Como v′ε, f, g,G ∈ L2(0, T ;L2(Γ0)) temos que
∂vε
∂ν
∈ L2(0, T ;L2(Γ0)). Logo

∂vε
∂ν

+ v′ε + |vε + φ|δ(vε + φ) + g(v′ε + φ′)−G = 0 em L2(0, T ;L2(Γ0)). (2-115)

Observamos que para cada εn = 1
n
> 0 fixado, com n ∈ N, a função vεn : Ω → R é

uma solução fraca para o problema de Dirichlet-Neumann (veja Proposição 1.111)
−∆vεn = F ∗(x, t) em Ω,

vεn = 0 em Γ1,

∂vεn
∂ν

= G∗(x, t) em Γ0,

(2-116)

onde
F ∗(x, t) = F (x, t)− ρεnv′′εn ∈ L

2(Ω)

e
G∗(x, t) = −|vεn + φ|δ(vεn + φ)− g(v′εn + φ′) +G(x, t)− v′εn ∈ L

2(Γ0).

Além disso, uma vez que Γ0 ∩ Γ1 = ∅, da teoria de problemas elípticos vεn ∈

L∞(0, T ;H
3
2 (Ω)).
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A formulação variacional do problema de Dirichlet-Neumann, para cada εn = 1
n

, é

dada por

(ρεnv
′′
εn(t), w) + (∇vεn(t),∇w) + (v′εn(t), w)Γ0 + (|vεn(t) + φ(t)|δ(vεn(t) + φ(t)), w)Γ0

+(g(v′εn(t) + φ′(t)), w)Γ0 = (F (t), w) + (G(t), w)Γ0 ,

(2-117)

para todo w ∈ V.

Recordamos que, da primeira estimativa (2-56), {vεl} é limitada em L∞(0, T ;V ). Por

outro lado, da convergência vεl
∗
⇀ vε e da Proposição 1.13 obtemos

||vεn ||L∞(0,T ;V ) ≤ lim inf ||vεl||L∞(0,T ;V ) ≤ ||vεl||L∞(0,T ;V ),

ou seja, {vεn} é limitada em L∞(0, T ;V ).

Segue da Observação 1.81 que existe uma subsequência de {vεn}, a qual ainda de-

notaremos por {vεn} tal que

vεn
∗
⇀ v em L∞(0, T ;V ). (2-118)

Com argumentos similares, obtemos

v′εn
∗
⇀ v′ em L∞(0, T ;V ); (2-119)

√
ρεnv

′′
ε
∗
⇀
√
ρv′′ em L∞(0, T ;L2(Ω)); (2-120)

v′εn ⇀ v′ em L2(0, T ;L2(Γ0)). (2-121)

Além disso, uma vez que a imersão H
1
2 (Γ0) ↪→ L2(Γ0) é contínua e compacta, pelo

Teorema de Aubin-Lions podemos extrair uma subsequência de {vεn}, a qual ainda

denotaremos por {vεn}, tal que

vεn −→ v quase sempre em Γ0 × [0, T ],

v′εn −→ v′ quase sempre em Γ0 × [0, T ].
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Com argumentos inteiramente análogos para obter (2-102)−(2-103), deduzimos

|vεn|δvε ⇀ |v|δv em L2(0, T ;L2(Γ0)), (2-122)

g(v′εn) ⇀ g(v′) em L2(0, T ;L2(Γ0)). (2-123)

Multiplicando (2-117) por θ ∈ D(0, T ) e integrando o resultado sobre [0, T ] obtemos

∫ T

0

(ρεnv
′′
εn(t), w)θ(t)dt+

∫ T

0

(∇vεn(t),∇w)θ(t)dt+

∫ T

0

(v′ε(t), w)Γ0θ(t)dt

+

∫ T

0

(|vεn(t) + φ(t)|δ(vεn(t) + φ(t)), w)Γ0θ(t)dt+

∫ T

0

(g(v′εn(t) + φ′(t)), w)Γ0θ(t)dt

=

∫ T

0

(F (t), w)θ(t)dt+

∫ T

0

(G(t), w)Γ0θ(t)dt.

(2-124)

Passando o limite em (2-124), para εn = 1
n

quando n −→ ∞, das convergências

(2-118)−(2-123) obtemos

∫ T

0

(ρv′′(t), w)θ(t)dt+

∫ T

0

(∇v(t),∇w)θ(t)dt+

∫ T

0

(v′(t), w)Γ0θ(t)dt

+

∫ T

0

(|v(t) + φ(t)|δ(v(t) + φ(t)), w)Γ0θ(t)dt+

∫ T

0

(g(v′(t) + φ′(t)), w)Γ0θ(t)dt

=

∫ T

0

(F (t), w)θ(t)dt+

∫ T

0

(G(t), w)Γ0θ(t)dt. (2-125)

Observação 2.10. Como ρεn = εn + ρ, com εn = 1
n

, quando n −→∞ temos que ρεn −→ ρ.

Em particular para w ∈ D(Ω) ⊂ V , e pela fórmula de Green obtemos

∫ T

0

(ρv′′(t), w)θ(t)dt−
∫ T

0

(∆v, w)θ(t)dt =

∫ T

0

(F (t), w)θ(t)dt,

para todo w ∈ D(Ω) e θ ∈ D(0, T ). Tomemos wθ, com w ∈ D(Ω) e θ ∈ D(0, T ), uma vez

que o conjunto R = {wθ;w ∈ D(Ω) e θ ∈ D(0, T )} é denso em D(Q) obtemos

〈ρv′′(t)−∆v(t)− F (t), ψ〉D′(Q),D(Q) = 0, ∀ψ ∈ D(Q).
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Ainda, ∆v ∈ L2(Q) uma vez que ρv′′, F ∈ L2(Q). Portanto

ρv′′ −∆v − F = 0 em L2(Q). (2-126)

Fazendo v = y − φ e lembrando que F (t) = ∆y0 − t∆y1 = ∆φ deduzimos

ρy′′ −∆y = 0 em L2(Q). (2-127)

A seguir vamos mostrar que y satisfaz as condições de fronteira do problema (∗).

Multiplicando (2-127) por wθ, com w ∈ V e θ ∈ D(0, T ) e integrando sobre o intervalo

[0, T ] obtemos

∫ T

0

(ρy′′(t), w)θ(t)dt−
∫ T

0

(∆y(t), w)θ(t)dt = 0.

Por outro lado, como y,∆y ∈ L2(0, T ;L2(Ω)), temos que y ∈ H ∩ H1(Ω) logo
∂y

∂ν
∈

L2(0, T ;H−
1
2 (Γ0)). Assim, pela fórmula de Green, obtemos

∫ T

0

(ρy′′(t), w)θ(t)dt+

∫ T

0

(∇y(t),∇w)θ(t)dt−
∫ T

0

〈
∂y

∂ν
, w

〉
H−

1
2 (Γ0),H

1
2 (Γ0)

dt. (2-128)

Substituindo v = y − φ em (2-125) e comparando o resultado com (2-128) obtemos

∫ T

0

〈
∂y

∂ν
+ y′ + f(y) + g(y′), w

〉
H−

1
2 (Γ0),H

1
2 (Γ0)

θ(t)dt = 0,

ou seja,
∂y

∂ν
+ y′ + f(y) + g(y′) = 0 em H−

1
2 (Γ0).

E como y′, f(y), g(y′) ∈ L2(Σ), temos
∂y

∂ν
∈ L2(Σ). Então

∂y

∂ν
+ y′ + f(y) + g(y′) = 0 em L2(Σ),

sendo Σ = Γ0 × [0, T ].
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2.2.4 Condições iniciais

Nesta seção nosso objetivo é mostrar que y verifica as condições iniciais do pro-

blema (∗), isto é, y(x, 0) = y0(x) e (
√
ρy′)(x, 0) = (

√
ρy1)(x). Para isso mostraremos que

v(0) =
√
ρv′(0) = 0.

Vimos que vε
∗
⇀ v em L∞(0, T ;V ) e v′ε

∗
⇀ v′ em L∞(0, T ;V ) ↪→ L∞(0, T ;L2(Ω)).

Disso, e da imersão V ↪→ L2(Ω), pela Proposição 1.79 temos que v ∈ C0(0, T ;L2(Ω)).

Por outro lado das convergências
√
ρεv
′
ε
∗
⇀
√
ρv′ e

√
ρεv
′′
ε
∗
⇀
√
ρv′′ em L∞(0, T ;L2(Ω)),

pela Proposição 1.79, temos que
√
ρv′ ∈ C0(0, T ;L2(Ω)). Portanto faz sentido calcular

v(0) e
√
ρv′(0).

Seja θ ∈ C1([0, T ]) tal que θ(0) = 1 e θ(T ) = 0.

Primeiramente, mostraremos que v(0) = 0. Com efeito, da convergência v′ε
∗
⇀ v′ em

L∞(0, T ;L2(Ω)) obtemos, da Observação 1.81, que

∫ T

0

(v′ε(t), u(t))dt −→
∫ T

0

(v′(t), u(t))dt,∀u ∈ L1(0, T ;L2(Ω)).

Tomamos u(t) = wθ(t) com w pertencente a L2(Ω), então

∫ T

0

(v′ε(t), w)θ(t)dt −→
∫ T

0

(v′(t), w)θ(t)dt,∀w ∈ L2(Ω). (2-129)

Observamos que

∫ T

0

[(vε(t), w)θ(t)]′ dt =

∫ T

0

(v′ε(t), w)θ(t)dt+

∫ T

0

(vε(t), w)θ′(t)dt,

ou seja, ∫ T

0

(v′ε(t), w)θ(t)dt = −
∫ T

0

(vε(t), w)θ′(t)dt− (vε(0), w)

e com argumentos análogos

∫ T

0

(v′(t), w)θ(t)dt = −
∫ T

0

(v(t), w)θ′(t)dt− (v(0), w).
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Das igualdades acima e da convergência (2-129) segue que

[
−
∫ T

0

(vε(t), w)θ′(t)dt− (vε(0), w)

]
−→

[
−
∫ T

0

(v(t), w)θ′(t)dt− (v(0), w)

]
. (2-130)

Por outro lado, da convergência vε
∗
⇀ v em L∞(0, T ;L2(Ω)) temos

∫ T

0

(vε(t), w)θ′(t)dt −→
∫ T

0

(v(t), w)θ′(t)dt,∀w ∈ L2(Ω). (2-131)

Das convergências (2-130) e (2-131) concluímos

∫ T

0

(vε(t), w)θ′(t)dt−
[∫ T

0

(vε(t), w)θ′(t)dt+ (vε(0), w)

]
→
∫ T

0

(v(t), w)θ′(t)dt

−
[∫ T

0

(v(t), w)θ′(t)dt+ (v(0), w)

]
,

ou seja,

(vε(0), w) −→ (v(0), w). (2-132)

Como vε(0) = 0, obtemos

(vε(0), w) −→ 0, ∀w ∈ L2(Ω). (2-133)

Assim, das convergências (2-132) e (2-133), obtemos (v(0), w) = 0 para todo w ∈ L2(Ω).

Portanto 0 = v(0) = y(0)− φ(0), isso implica y(x, 0) = y0.

A seguir mostraremos que
√
ρv′(0) = 0. Da convergência

√
ρεv
′′
ε
∗
⇀
√
ρv′′ em

L∞(0, T ;L2(Ω)) temos

∫ T

0

(
√
ρεv
′′
ε (t), w)θ(t)dt −→

∫ T

0

(ρv′′(t), w)θ(t)dt,∀w ∈ L2(Ω). (2-134)

Ainda, da igualdade

∫ T

0

[(
√
ρεv
′
ε(t), w)θ(t)]

′
dt =

∫ T

0

(
√
ρεv
′′
ε (t), w)θ(t)dt+

∫ T

0

(
√
ρεv
′
ε(t), w)θ′(t)dt,

deduzimos

∫ T

0

(
√
ρεv
′′
ε (t), w)θ(t)dt = −

∫ T

0

(
√
ρεv
′
ε(t), w)θ′(t)dt− (

√
ρεv
′
ε(0), w).
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De forma similar, obtemos

∫ T

0

(
√
ρv′′(t), w)θ(t)dt = −

∫ T

0

(
√
ρv′(t), w)θ′(t)dt− (

√
ρv′(0), w).

Das igualdades acima e da convergência (2-134) temos

[
−
∫ T

0

(
√
ρεv
′
ε(t), w)θ′(t)dt− (

√
ρεvε(0), w)

]
−→

[
−
∫ T

0

(
√
ρv(t), w)θ′(t)dt− (

√
ρv(0), w)

]
.

(2-135)

Por outro lado, da convergência (2-119), com argumentos análogos para mostrar

(2-89) obtemos a convergência
√
ρεv
′
ε
∗
⇀
√
ρv′ em L∞(0, T ;L2(Ω)). Consequentemente,

∫ T

0

(
√
ρεv
′
ε(t), w)θ′(t)dt −→

∫ T

0

(ρv′(t), w)θ′(t)dt,∀w ∈ L2(Ω). (2-136)

Das convergências (2-135) e (2-136) segue que

(
√
ρεv
′
ε(0), w) −→ (

√
ρv′(0), w). (2-137)

Como
√
ρεv
′
ε(0) = 0, da convergência (2-137), obtemos 0 =

√
ρv′(0) =

√
ρy′(0) −

√
ρφ′(0). Portanto

√
ρy′(0) =

√
ρy1.

Observação 2.11. Da segunda estimativa temos que

||∆v(t)||2 + ||∇v′(t)||2 ≤ C(T ), para todo t ∈ [0, T ] e T > 0. (2-138)

Assim, de (2-19) e (2-20) obtemos a mesma desigualdade dada em (2-138) para a solução y.

Então, usando o seguinte argumento:

Tmax =∞ ou, se Tmax <∞ então limt→Tmax (|∆y(t)|2 + |∇y′(t)|2) =∞,

podemos estender y para todo intervalo ]0,∞[. Pois, se Tmax <∞ teríamos

lim
t→Tmax

(
|∆y(t)|2 + |∇y′(t)|2

)
=∞,

o que contradiz (2-138), portanto temos que Tmax =∞.
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2.2.5 Unicidade

Sejam y1 e y2 soluções do problema (∗) e consideramos z = y1 − y2. Segue que

ρ(y′′1 − y′′2)−∆(y1 − y2) = ρ(y′′1)−∆(y1)− (ρ(y′′2)−∆(−y2)) = 0

ou seja,
ρz′′ −∆z = 0, em Ω× (0,∞). (2-139)

Multiplicando a equação (2-139) por w ∈ V ↪→ L2(Ω) e integrando o resultado sobre

Ω, obtemos

(ρz′′(t), w)− (∆z(t), w) = 0. (2-140)

Pela fórmula de Green e lembrando que w|Γ1 = 0 temos

−(∆z(t), w) = (∇z(t),∇w)−
∫

Γ0

∂

∂ν
(y1 − y2)wdΓ

= (∇z(t),∇w)−
∫

Γ0

∂y1

∂ν
wdΓ +

∫
Γ0

∂y2

∂ν
wdΓ. (2-141)

Uma vez que y1 e y2 são soluções de (∗) segue que

−(∆z(t), w) = (∇z(t),∇w) + (y′1, w)Γ0 + (f(y1), w)Γ0 + (g(y′1), w)Γ0

−(y′2, w)Γ0 − (f(y2), w)Γ0 − (g(y′2), w)Γ0

= (∇z(t),∇w) + (y′1 − y′2, w)Γ0 + (f(y1)− f(y2), w)Γ0

+(g(y′1)− g(y′2), w)Γ0 . (2-142)

Substituindo (2-142) em (2-140) temos

(ρz′′(t), w) + (∇z(t),∇w) + (z′(t), w)Γ0 + (f(y1)− f(y2), w)Γ0

+(g(y′1)− g(y′2), w)Γ0 = 0. (2-143)

Consideramos w = z′(t) na igualdade (2-143) temos

(ρz′′(t), z′(t)) + (∇z(t),∇z′(t)) + (z′(t), z′(t))Γ0 + (f(y1)− f(y2), z′(t))Γ0

+(g(y′1)− g(y′2), z′(t))Γ0 = 0. (2-144)



2.2 Existência e unicidade de solução 86

De forma análoga as contas feitas para obter a primeira e a segunda estimativa, con-

cluímos:

• 1

2

d

dt
||√ρz′(t)||2 = (ρz′′(t), z′(t));

• 1

2

d

dt
||∇z(t)||2 = (∇z(t),∇z′(t));

• (z′(t), z′(t))Γ0 = ||z′(t)||2Γ0
.

Substituindo as igualdades acima em (2-144) obtemos

d

dt

[
1

2
||√ρz′(t)||2 +

1

2
||∇z(t)||2

]
+ ||z′(t)||2Γ0

+ (g(y′1)− g(y′2), z′(t))Γ0

= (f(y2)− f(y1), z′(t))Γ0 . (2-145)

Afirmamos que (g(y′1)− g(y′2), z′(t))Γ0 ≥ 0. Com efeito, por hipótese g é não decres-

cente, isto é, g(si) ≤ g(si+1), sempre que si ≤ si+1.

Assim

• Se y′1(t) ≤ y′2(t) sobre Γ0, então z′(t) ≤ 0 e g(y′1) ≤ g(y′2), consequentemente, temos

g(y′1)− g(y′2) ≤ 0 e (g(y′1)− g(y′2), z′(t))Γ0 ≥ 0.

• Se y′1(t) ≥ y′2(t) sobre Γ0, então z′(t) ≥ 0 e g(y′1) ≥ g(y′2), consequentemente, temos

g(y′1)− g(y′2) ≥ 0 e (g(y′1)− g(y′2), z′(t))Γ0 ≥ 0.

Portanto (g(y′1)− g(y′2), z′(t))Γ0 ≥ 0.

Da afirmação e de (2-145) concluímos

d

dt

[
1

2
||√ρz′(t)||2 +

1

2
||∇z(t)||2

]
+ ||z′(t)||2Γ0

≤ (f(y2)− f(y1), z′(t))Γ0 . (2-146)

A seguir, analisaremos o termo (f(y2)− f(y1), z′(t))Γ0 . Para isso consideramos, sem

perda de generalidade, y1 ≤ y2 e observamos que pelo Teorema do Valor Intermediário

existe uma constante c = ay1 + (1− a)y2 com a ∈ [0, 1] tal que

f(y2)− f(y1) = f ′(c)(y2 − y1).

Como f ′(c) = (δ + 1)|c|δ segue que
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f(y2)− f(y1) = (δ + 1)|cδ|(y2 − y1) ≤ (δ + 1)|ay1 + (1− a)y2|δ|y1 − y2|

≤ (δ + 1) [|y1|+ |y2|]δ |z|

≤ (δ + 1)2δ
[
|y1|δ + |y2|δ

]
|z(t)|. (2-147)

Logo

(f(y2)− f(y1), z′(t))Γ0 ≤ D1

∫
Γ0

[
|y1(t)|δ + |y2(t)|δ

]
|z(t)||z′(t)|dΓ, (2-148)

sendo D1 = (δ + 1)2δ.

Usando argumentos análogos aos usados para obter a segunda estimativa, obte-

mos:

d

dt

[
1

2
||√ρz′(t)||2 +

1

2
||∇z(t)||2

]
+ (1− η)||z′(t)||2Γ0

≤ D2(η)||∇z(t)||2, (2-149)

sendo D2(η) =
C2δ+2L2δ

1

η
, a constante C vem da imersão V ↪→ L2δ+2(Γ0).

Integrando a desigualdade acima sobre o intervalo [0, t] obtemos

1

2
||√ρz′(t)||2 − 1

2
||√ρz′(0)||2 +

1

2
||∇z(t)||2 − 1

2
||∇z(0)||2 + (1− η)

∫ t

0

||z′(s)||2Γ0
ds

≤ D2(η)

∫ t

0

||∇z(s)||2ds.

(2-150)

Como y1 e y2 são soluções do problema (∗), temos as condições iniciais
√
ρy′1(0) =

√
ρy1

e
√
ρy′2(0) =

√
ρy1. Consequentemente, y′1(0) = y1 e y′2(0) = y1, logo z′(0) = 0. Das

condições iniciais y1(0) = y0 e y1(0) = y0 temos z(0) = 0, consequentemente,∇z(0) = 0.

Substituindo z′(0) = ∇z(0) = 0 em (2-150) segue

1

2
||√ρz′(t)||2 +

1

2
||∇z(t)||2 + (1− η)

∫ t

0

||z′(s)||2Γ0
ds ≤ D2(η)

∫ t

0

||∇z(s)||2ds. (2-151)

Consideramos η < 1 e n3 = min
{

1
2
, 1− η

}
então

||√ρz′(t)||2 + ||∇z(t)||2 +

∫ t

0

||z′(s)||2Γ0
ds ≤ n−1

3 D2(η)

∫ t

0

||∇z(s)||2ds, (2-152)
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ou ainda,

||√ρz′(t)||2 + ||∇z(t)||2 + G̃2(t) ≤
∫ t

0

n4

[
||∇z(s)||2 + ||√ρz′(s)||2 + G̃2(s)

]
ds, (2-153)

sendo G̃2(t) =

∫ t

0

||z′(s)||2Γ0
ds e n4 = n−1

3 D2(η).

Aplicando o Lema de Gronwall (Proposição 1.93), obtemos

||√ρz′(t)||2 + ||∇z(t)||2 +

∫ t

0

||z′(s)||2Γ0
ds ≤ 0en4T = 0, (2-154)

ou seja, ||√ρz′(t)||2 = ||∇z(t)||2 =

∫ t

0

||z′(t)||Γ0 = 0 em [0, T ].

Portanto z(t) = 0 em V , para todo t ∈ [0, T ], T > 0. Logo y1(t) = y2(t) para todo

t ∈ [0, T ], isto é, a solução do problema (∗) é única.

2.3 Existência de solução fraca

Supondo válidos (2-1) e (2-6), usando argumentos de densidade, nesta seção mos-

traremos que existe pelo menos uma solução fraca para o problema (∗) na classe de

funções do Teorema 2.5.

Sejam {y0, y1} satisfazendo a hipótese (2-6), isto é, {y0, y1} ∈ CV×L
2(Ω)

. Assim, para

cada µ ∈ N, temos que
{
y0
µ, y

1
µ

}
é uma solução para o problema elíptico (2-5) e

y0
µ −→ y0 em V ; (2-155)

y1
µ −→ y1 em L2(Ω). (2-156)

Dessa forma, para cada µ ∈ N, existe uma solução regular yµ para o problema (∗),

pertencente a classe de funções do Teorema 2.4. Podemos escrever:

(∗∗)



ρ(x)y′′µ −∆yµ = 0 em Ω× (0,∞),

yµ = 0 em Γ1 × (0,∞),

∂yµ
∂ν

+ y′µ + f(yµ) + g(y′µ) = 0 em Γ0 × (0,∞),

yµ(x, 0) = y0
µ(x), (

√
ρy′µ)(x, 0) = (

√
ρy1

µ)(x) em Ω.
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Considerando w ∈ V e calculando o produto interno em L2(Ω) da primeira equação

de (∗∗), obtemos

(ρy′′µ(t), w)− (∆yµ(t), w) = 0, para todo w ∈ V. (2-157)

Como w|Γ1 = 0, pela fórmula de Green, segue que

0 = (ρy′′µ(t), w) + (∇yµ(t),∇w)−
∫

Γ0

∂yµ
∂ν

wdΓ = (ρy′′µ(t), w) + (∇yµ(t),∇w)

+(y′µ(t), w)Γ0 + (|yµ(t)|δyµ(t), w)Γ0 + (g(y′µ(t)), w)Γ0 . (2-158)

Fazendo w = y′µ em (2-158) obtemos

(ρy′′µ(t), y′µ(t)) + (∇yµ(t),∇y′µ(t)) + ||y′µ(t)||Γ0 + (|yµ|δyµ + g(y′µ), y′µ(t))Γ0 = 0. (2-159)

De forma análoga as contas feitas para obter a primeira estimativa, temos

• (ρy′′µ(t), y′µ(t)) =
1

2

d

dt
||√ρy′µ(t)||2;

• (∇yµ(t),∇y′µ(t)) =
1

2

d

dt
||∇yµ(t)||2;

• (|yµ(t)|δyµ(t), y′µ(t)) =
1

δ + 2

d

dt

∫
Γ0

|yµ(t)|δ+2dΓ;

• −(g(y′µ), y′µ(t))Γ0 ≤ −k1

∫
Γ0

|y′µ(t)|ξ+2dΓ, por (2-3).

Comparando com (2-159), obtemos

1

2

d

dt

[
||√ρy′µ(t)||2 + ||∇yµ(t)||2 +

2

δ + 2
||yµ(t)||δ+2

δ+2,Γ0

]
+ ||y′µ(t)||2Γ0

≤ −k1

∫
Γ0

|y′µ(t)|ξ+2dΓ. (2-160)

Integrando (2-160) sobre [0, t] com t ≤ T e considerando que do problema (∗∗)

temos que yµ(0) = y0
µ e
√
ρy′µ(0) =

√
ρy1

µ, obtemos:

1

2
||√ρy′µ(t)||2 − 1

2
||√ρy1

µ||2 +
1

2
||∇yµ(t)||2 − 1

2
||∇y0

µ||2 +
1

δ + 2
||yµ(t)||δ+2

δ+2,Γ0

− 1

δ + 2
||y0

µ||δ+2
δ+2,Γ0

+

∫ t

0

||y′µ(s)||2Γ0
ds ≤ −k1

∫ t

0

||y′µ(s)||ξ+2
ξ+2,Γ0

ds. (2-161)
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Observação 2.12. (a) Da convergência y0
µ → y0 em V e da imersão V ↪→ Lδ+2(Γ0) temos

que
1

2
||∇y0

µ||2 +
1

δ + 1
||y0

µ||δ+2
δ+2,Γ0

<∞.

(b) Da convergência y1
µ → y1 em L2(Ω) e da hipótese ρ ∈ C1(Ω) temos que

1

2
||√ρy1

µ||2 <∞.

A partir da Observação 2.12 podemos reescrever (2-161) como

||√ρy′µ(t)||2 + ||∇yµ(t)||2 + ||yµ(t)||δ+2
δ+2,Γ0

+

∫ t

0

||y′µ(s)||2Γ0
ds∫ t

0

||y′µ(s)||ξ+1
ξ+1,Γ0

ds ≤ C6, (2-162)

onde k−1
10 = min

{
1
2
, k1,

1
δ+2

}
e C6 é constante positiva que não depende de µ ∈ N e

t ∈ (0, T ).

Escrevemos zµ,σ = yµ − yσ, com µ, σ ∈ N, sendo yµ e yσ soluções regulares do

problema (∗∗). Então zµ,σ verifica a igualdade

ρz′′µ,σ −∆zµ,σ = 0 em Ω× (0,∞). (2-163)

Calculando o produto interno em L2(Ω), de (2-163) com z′µ,σ(t)

(ρz′′µ,σ, z
′
µ,σ(t))− (∆zµ,σ, z

′
µ,σ(t)) = 0. (2-164)

Notemos que zµ,σ(t) = 0 em Γ1 × (0,∞) uma vez que yµ e yσ são soluções de (∗∗) e

assim verificam yµ = yσ = 0 em Γ1 × (0,∞).

Assim, pela fórmula de Green e da igualdade zµ,σ(t) = 0 em Γ1× (0, T ), com T > 0,

temos

(ρz′′µ,σ, z
′
µ,σ(t)) + (∇zµ,σ(t),∇z′µ,σ(t)) =

∫
Γ0

∂zµ,σ
∂ν

z′µ,σ(t)dΓ

= −
∫

Γ0

(y′µ + f(yµ) + g(y′µ))z′µ,σdΓ +

∫
Γ0

(y′σ + f(yσ) + g(y′σ))z′µ,σdΓ

= −(z′µ,σ, z
′
µ,σ)Γ0 + (f(yσ)− f(yµ), z′µ,σ(t))Γ0

+(g(y′σ)− g(y′µ), z′µ,σ(t))Γ0 . (2-165)
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Logo, de forma similar as contas realizadas na primeira estimativa, obtemos

d

dt

[
1

2
||√ρz′µ,σ||2 +

1

2
||∇z′µ,σ||2

]
+ ||z′µ,σ||2Γ0

+ (g(y′µ)− g(y′σ), z′µ,σ(t))Γ0

= (f(yµ)− f(yσ), z′µ,σ(t))Γ0 . (2-166)

Notemos que, por hipótese, g é monótona não-decrescente. Daí, com argumentos

análogos as contas para provar a unicidade da solução regular obtemos

d

dt

[
1

2
||√ρz′µ,σ(t)||2 +

1

2
||∇z′µ,σ(t)||2

]
+ ||z′µ, σ||2Γ0

≤ (f(yσ)− f(yµ), z′µ,σ(t))Γ0 . (2-167)

Assim,

d

dt

[
1

2
||√ρz′µ,σ(t)||2 +

1

2
||∇z′µ,σ(t)||2

]
+ (1− η)||z′µ, σ||2Γ0

≤ D3(η)||∇zµ,σ(t)||2, (2-168)

onde η é uma constante positiva e D3(η) =
C2δ+2L2δ

1

η
.

Integrando (2-168) sobre o intervalo [0, t] com t ∈ [0, T ] obtemos

1

2
||√ρz′µ,σ(t)||2 − 1

2
||√ρz′µ,σ(0)||2 +

1

2
||∇z′µ,σ(t)||2 − 1

2
||∇z′µ,σ(0)||2

+(1− η)

∫ t

0

||z′µ,σ(s)||2Γ0
ds ≤ D3(η)

∫ t

0

||∇zµ,σ(s)||2ds. (2-169)

Escolhendo η < 1 segue que

||√ρz′µ,σ(t)||2 + ||∇z′µ,σ(t)||2 +

∫ t

0

||z′µ,σ(s)||2Γ0
ds

≤ k11||
√
ρz′µ,σ(0)||2 + k11||∇z′µ,σ(0)||2 + k11

∫ t

0

||∇zµ,σ(s)||2ds, (2-170)

sendo k11 = max

{
(n5)−1 1

2
, (n5)−1D3(η)

}
e n5 = min

{
1

2
, 1− η

}
. Logo

||√ρy′µ(t)−√ρy′σ(t)||2 + ||∇y′µ(t)−∇y′σ(t)||2 +

∫ t

0

||y′µ(t)− y′σ(t)||2Γ0
ds

≤ C7 + k11

∫ t

0

||∇y′µ(t)−∇y′σ(t)||2ds, (2-171)
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sendo C7 = k11||
√
ρy1

µ −
√
ρy1

σ||2 + k11||∇y0
µ −∇y0

σ||2.

Agora, estamos em condições de aplicar o Lema de Gronwall em (2-171), então

||√ρy′µ(t)−√ρy′σ(t)||2 + ||∇y′µ(t)−∇y′σ(t)||2 +

∫ t

0

||y′µ(t)− y′σ(t)||2Γ0
ds ≤ C7e

k11T .

(2-172)

De (2-172) concluímos

• sup
t∈[0,T ]

||√ρy′µ(t)−√ρy′σ(t)||2 ≤ C7e
k11T ;

• sup
t∈[0,T ]

||∇y′µ(t)−∇y′σ(t)||2 ≤ C7e
k11T ;

•
∫ t

0

||y′µ(t)− y′σ(t)||2Γ0
ds ≤ C7e

k11T .

Por outro lado, como tomamos (yµ) de forma que y1
µ −→ y1 em L2(Ω) e y0

µ −→ y0 em V,

quando µ, σ −→∞, então segue que

lim
µ,σ→∞

C7e
k11T = 0.

Portanto

(yµ) é uma sequência de Cauchy em C0([0, T ];V ),

(
√
ρy′µ) é uma sequência de Cauchy em C0([0, T ];L2(Ω)),

(y′µ) é uma sequência de Cauchy em L2(0, T ;L2(Γ0)).

Como L2(Γ0) é um espaço de Banach, pelo Teorema 1.74, o espaço L2(0, T ;L2(Γ0)) tam-

bém é um espaço de Banach. Além disso, pelo mesmo teorema, os espaçosC0([0, T ];V )

e C0([0, T ];L2(Ω)) são espaços de Banach.

Portanto existe uma aplicação y : Ω× (0, T ) −→ R tal que

yµ −→ y forte em C0([0, T ];V ), (2-173)
√
ρy′µ −→

√
ρy′ forte em C0([0, T ];L2(Ω)), (2-174)

y′µ −→ y′ forte em L2(0, T ;L2(Γ0)). (2-175)

Da convergência (2-175) temos que

y′µ −→ y′ em L2(0, T ;L2(Γ0)) ≡ L2(Γ0 × [0, T ]),
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ou seja, y′µ −→ y′ quase sempre em Γ0×[0, T ].Como as funções f, g são contínuas segue

que

f(yµ) −→ f(y) e g(y′µ) −→ g(y′) quase sempre em Γ0 × [0, T ]. (2-176)

Assim, com argumentos análogos para obter (2-101), deduzimos

{f(yµ)} e {g(y′µ)} são limitadas em L2(0, T ;L2(Γ0)). (2-177)

Portanto de (2-176) e (2-177), pelo Lema de Lions, concluímos

f(yµ) ⇀ f(y) e g(y′µ) ⇀ g(y′) em L2(0, T ;L2(Γ0)). (2-178)

2.3.1 Passagem ao Limite

Da primeira igualdade em (∗∗) temos

ρy′′µ −∆yµ = 0 em L2(0, T ;L2(Ω)). (2-179)

Calculando o produto interno em L2(Ω) de (2-179) por wθ, onde w ∈ D(Ω) e θ ∈

D(0, T ) obtemos

(ρy′′µ(t), wθ)− (∆yµ(t), wθ) = 0.

Consequentemente, pela fórmula de Green,

(ρy′′µ(t), wθ)− (∇yµ(t), θ∇w) = 0. (2-180)

Integrando sobre o intervalo [0, T ] obtemos

∫ T

0

(ρy′′µ(t), w)θ(t)dt−
∫ T

0

(∇yµ(t),∇w)θ(t)dt = 0. (2-181)

A seguir, nosso objetivo é passar o limite em (2-181) quando µ −→ ∞. Para isso,
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observamos que

∫ T

0

[
(ρy′µ(t), w)θ(t)

]′
dt =

∫ T

0

(ρy′′µ(t), w)θ(t)dt+

∫ T

0

(ρy′µ(t), w)θ′(t)dt.

Consequentemente

∫ T

0

(ρy′′µ(t), w)θ(t)dt = −
∫ T

0

(ρy′µ(t), w)θ′(t)dt. (2-182)

Com argumentos similares obtemos

∫ T

0

(ρy′′(t), w)θ(t)dt = −
∫ T

0

(ρy′(t), w)θ′(t)dt. (2-183)

Afirmamos que
∫ T

0

(ρy′µ(t), w)θ′(t)dt −→
∫ T

0

(ρy′(t), w)θ′(t)dt. Com efeito, usando a

desigualdade de Hölder para p = q = 2, obtemos

∣∣∣∣∫ T

0

(ρy′µ(t), w)θ′(t)dt−
∫ T

0

(ρy′(t), w)θ′(t)dt

∣∣∣∣ ≤ ∫ T

0

∣∣(ρ(y′µ(t)− y′(t)), w)θ′(t)
∣∣ dt

≤
∫ T

0

||ρ(y′µ(t)− y′(t))||||w|||θ′(t)|dt

≤ sup
x∈Ω̄

|ρ(x)| sup
t∈[0,T ]

||√ρ(y′µ − y′)||||w||||θ′(t)||L1(0,T ).

(2-184)

Da convergência (2-174) e de (2-184) deduzimos que, quando µ −→∞,

∫ T

0

(ρy′µ(t), w)θ′(t)dt −→
∫ T

0

(ρy′(t), w)θ′(t)dt, (2-185)

concluindo a prova da afirmação.

Com argumentos análogos, usando a convergência (2-173), concluímos

∫ T

0

(∇yµ(t),∇w)θ(t)dt −→
∫ T

0

(∇y(t),∇w)θ(t)dt. (2-186)

Dessa forma, passando o limite em (2-181), quando µ −→∞, obtemos

∫ T

0

(ρy′′(t), w)θ(t)dt+

∫ T

0

(∇y(t),∇w)θ(t) = 0. (2-187)
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Assim,

〈ρy′′(t), wθ(t)〉D′(Q),D(Q) + 〈∇y(t), θ(t)∇w〉D′(Q),D(Q) = 0.

Por outro lado

〈∇y(t), θ(t)∇w〉D′(Q),D(Q) =
n∑
j=1

〈
∂y

∂xj
, θ
∂w

∂xj

〉
D′(Q),D(Q)

= −
n∑
j=1

〈
∂2y

∂x2
j

, θw

〉
D′(Q),D(Q)

= −〈∆y, θ(t)w〉D′(Q),D(Q) . (2-188)

Logo deduzimos

〈ρy′′(t), wθ(t)〉D′(Q),D(Q) − 〈∆y, θ(t)w〉D′(Q),D(Q) = 0,

ou seja, 〈ρy′′(t)−∆y, θ(t)w〉D′(Q),D(Q) = 0, para todo θ ∈ D(0, T ) e w ∈ D(Ω).

Assim, pela densidade do conjunto R = {θw; θ ∈ D(0, T ) e w ∈ D(Ω)} em D(Q),

temos

〈ρy′′(t)−∆y, ϕ〉D′(Q),D(Q) = 0, para toda ϕ ∈ D(Q),

isto é, ρy′′ −∆y = 0 em D′(Q).

Vimos que
√
ρy′ ∈ L2(0, T ;L2(Ω)) e, da Observação 1.77, formalmente temos que

√
ρy′′ ∈ H−1(0, T ;L2(Ω)). Então ∆y′′ ∈ H−1(0, T ;L2(Ω)). Portanto

ρy′′ −∆y = 0 em H−1(0, T ;L2(Ω)). (2-189)

A seguir, verificaremos se a solução fraca y satisfaz as condições de fronteira do

problema (∗). Das convergências (2-173)−(2-175) e das imersões

C0([0, T ];V ) ↪→ L2(0, T ;V ) ↪→ L2(0, T ;H1(Ω)) ↪→ H−1(0, T ;H1(Ω));

C0([0, T ];L2(Ω)) ↪→ L2(0, T ;L2(Ω)) ↪→ H−1(0, T ;L2(Ω));

C0([0, T ];L2(Γ0)) ↪→ L2(0, T ;L2(Γ0)) ↪→ H−1(0, T ;L2(Γ0)),
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pelo Teorema 1.95, obtemos

yµ −→ y em H−1(0, T ;H1(Ω)); (2-190)
√
ρy′µ −→

√
ρy′ em H−1(0, T ;L2(Ω)); (2-191)

y′µ −→ y′ em H−1(0, T ;L2(Γ0)). (2-192)

Como
√
ρy′ ∈ L2(0, T ;L2(Ω)), da Observação 1.77, obtemos

√
ρy′′ ∈ H−1(0, T ;L2(Ω)).

Então da continuidade da aplicação u ∈ L2(0, T ;L2(Ω)) 7→ u′ ∈ H−1(0, T ;L2(Ω)), (veja

Corolário 1.78) segue que

√
ρy′′µ −→

√
ρy′′ em H−1(0, T ;L2(Ω)). (2-193)

Por outro lado, temos que yµ satisfaz a igualdade ∆yµ = −ρy′′µ em L2(0, T ;L2(Ω)). Além

disso, temos que ρ satisfaz a hipótese (2-1). Portanto temos que

∆yµ = ρy′′µ ⇀ ∆y = ρy′′ em H−1(0, T ;L2(Ω)),

ou seja,

∆yµ ⇀ ∆y em H−1(0, T ;L2(Ω)). (2-194)

Ainda, de (2-190) temos que yµ −→ y em H−1(0, T ;H1(Ω)). Portanto

yµ ⇀ y em H−1(0, T ;H ∩H1(Ω)).

Daí pela continuidade da aplicação traço γ̃1 : H−1(0, T ;H∩H1(Ω))→ H−1(0, T ;H−
1
2 (Γ0))

(veja [33]) temos que

∂yµ
∂ν

= γ̃1(yµ) ⇀ γ̃1(y) =
∂y

∂ν
em H−1(0, T ;H−

1
2 (Γ0)). (2-195)

Como yµ é solução regular do problema (∗), temos que

∂yµ
∂ν

+ y′µ + f(yµ) + g(y′µ) = 0 em L2(0, T ;L2(Γ0)) ↪→ H−1(0, T ;H−
1
2 (Γ0)). (2-196)

Portanto das convergências (2-178), (2-192) e (2-195) podemos passar o limite em (2-
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196) e obtemos

∂y

∂ν
+ y′ + f(y) + g(y′) = 0 em H−1(0, T ;H−

1
2 (Γ0)). (2-197)

2.3.2 Condições iniciais

A seguir mostraremos que a solução fraca satisfaz as condições iniciais do problema

(∗), ou seja, y(x, 0) = y0 e
√
ρy′(x, 0) =

√
ρy1.

Das convergências (2-173) e (2-174) temos que

yµ(0) −→ y(0) em V, (2-198)
√
ρy′µ(0) −→ √ρy′(0) em L2(Ω). (2-199)

Por outro lado, vimos que

yµ(0) = y0
µ −→ y0 em V, (2-200)

√
ρy′µ(0) =

√
ρy1

µ −→
√
ρy1 em L2(Ω). (2-201)

Assim, das convergências (2-198), (2-200) e da unicidade do limite concluímos que

y(x, 0) = y0. De forma similar, das convergências (2-199) e (2-201), concluímos que
√
ρy′(x, 0) =

√
ρy1.



CAPÍTULO 3

COMPORTAMENTO ASSINTÓTICO

Neste capítulo mostraremos o decaimento exponencial para a solução regular (Te-

orema 2.4) e fraca (Teorema 2.5) do problema (∗). Para este fim, usaremos o método da

energia perturbada, como feito em [20].

Seja x0 um ponto fixo do Rn e m(x) = x − x0, com x ∈ Rn. Consideramos Γ1,Γ0

como segue

Γ0 = {x ∈ Γ;m(x) · ν(x) > 0} e Γ1 = {x ∈ Γ;m(x) · ν(x) < 0}, (3-1)

onde ν(x) é um vetor normal unitário apontado para fora de Γ.

Observação 3.1. Na Figura 3.1 mostramos um exemplo do conjunto Ω ⊂ Rn satisfazendo as

hipóteses (3-1). Lembrando que Γ = Γ0 ∪ Γ1 e Γ0 ∩ Γ1 = ∅.

Figura 3.1:
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Assumimos ρ ≥ 0 em Ω, satisfazendo a seguinte hipótese

∇ρ ·m ≥ 0 em Ω. (3-2)

Além disso, consideramos ξ = 0 na hipótese (2-3).

A energia associada ao problema (∗) é dada por

E(t) =
1

2

∫
Ω

ρ(x)|y′(x, t)|2dx+
1

2

∫
Ω

|∇y(x, t)|2dx+
C0

δ + 2

∫
Γ0

|y(x, t)|δ+2dΓ. (3-3)

Para um ε > 0, definimos a energia perturbada

Eε(t) = E(t) + εψ(t), (3-4)

onde

ψ(t) = 2

∫
Ω

ρ(x)y′(x, t)(m · ∇y(x, t))dx+ (n− 1)

∫
Ω

ρ(x)y′(x, t)y(x, t)dx. (3-5)

Sabemos, da continuidade do traço γ : H1(Ω)→ L2(Γ) que

∫
Γ0

v2dΓ ≤ µ

∫
Ω

|∇v|2dx, para todo v ∈ V, (3-6)

e da Desigualdade de Poincaré

||v(t)||2 ≤ λ||∇v(t)||2, para todo v ∈ V, (3-7)

sendo µ, λ constantes positivas.

Lema 3.2. Vale E ′(t) ≤ −(1 + k1)
∫

Γ0
|y′(t)|dΓ.

Demonstração. De (3-3) obtemos

E ′(t) =
1

2

d

dt

[
||√ρy′(t)||2 + ||∇y(t)||2 +

2C0

δ + 2
||y(t)||δ+2

δ+2,Γ0

]
. (3-8)

Por outro lado, temos

ρy′′ −∆y = 0 em L2(0, T ;L2(Ω)).
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Calculando o produto interno em L2(Ω) com y′(t), e usando a fórmula de Green, obte-

mos

(ρy′′(t), y′(t)) + (∇y(t),∇y′(t)) +

∫
Γ0

|y′|2dΓ +

∫
Γ0

f(y)y′dΓ +

∫
Γ0

g(y′)y′dΓ = 0, (3-9)

pois y = 0 em Γ1 e
∂y

∂ν
= −y′ − f(y)− g(y′) em L2(0, T ;L2(Γ0)).

Por argumentos análogos usados na prova da primeira estimativa, temos que

• 1

2

d

dt
||√ρy′(t)|| = (ρy′′(t), y′(t));

• 1

2

d

dt
||∇y(t)|| = (∇y(t),∇y′(t));

• f(y)y′ = C0|y|δyy′ =
C0

δ + 2

d

dt
|y|δ+2.

Substituindo em (3-9), vem que

1

2

d

dt

[
||√ρy′(t)||2 + ||∇y(t)||2 +

2C0

δ + 2
||y(t)||δ+2

δ+2,Γ0

]
= −||y′(t)||2Γ0

−
∫

Γ0

g(y′)y′dΓ. (3-10)

Comparando (3-8) com (3-10) obtemos

E ′(t) = −
[
||y′(t)||2Γ0

+

∫
Γ0

g(y′)y′dΓ

]
. (3-11)

Da hipótese (2-3) temos 0 < k1|y′|2 ≤ g(y′)y′, uma vez que consideramos ξ = 0. Isso

implica

−
∫

Γ0

k1|y′|2dΓ ≥ −
∫

Γ0

g(y′)y′dΓ. (3-12)

Comparando (3-11) com (3-12) obtemos

E ′(t) ≤ −(1 + k1)

∫
Γ0

|y′(t)|2dΓ, (3-13)

concluindo a prova do lema.

Proposição 3.3. Existe C1 > 0 tal que

|Eε(t)− E(t)| ≤ εC1E(t), para todo t ≥ 0.
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Demonstração. Com efeito, de (3-5) e da desigualdade de Hölder para p = q = 2, obte-

mos

|ψ(t)| ≤ 2

(∫
Ω

|ρy′(t)|2dx
) 1

2
(∫

Ω

|m · ∇y(t)|2dx
) 1

2

+(n− 1)

(∫
Ω

|ρy′(t)|2dx
) 1

2
(∫

Ω

|y(t)|2dx
) 1

2

. (3-14)

Por outro lado,

•
∫

Ω

|ρ|2|y′(t)|2dx ≤ ||ρ||2C0(Ω̄)||
√
ρy′(t)||2, pois ρ ∈ C1(Ω̄).

Pela desigualdade de Cauchy-Schwarz obtemos

•
∫

Ω

|m(x) · ∇y(x, t)|2dx ≤ R(x0)2||∇y(t)||2, o qual R(x0) = max
x∈Ω̄
|x− x0|.

Então

|ψ(t)| ≤ 2R(x0)||ρ||C0(Ω̄)||
√
ρy′(t)||||∇y(t)||+ (n− 1)||ρ||C0(Ω̄)||

√
ρy′(t)||||y(t)||. (3-15)

De (3-15) e (3-7) obtemos

|ψ(t)| ≤
[
2R(x0)||ρ||C0(Ω̄) + (n− 1)||ρ||C0(Ω̄)

√
λ
]
||√ρy′(t)||||∇y(t)||. (3-16)

Fazendo C1 = 2R(x0)||ρ||C0(Ω̄) + (n − 1)||ρ||C0(Ω̄)

√
λ, segue da desigualdade de Young

que

|ψ(t)| ≤ C1

[
1

2
||√ρy′(t)||2 +

1

2
||∇y(t)||2

]
≤ C1E(t). (3-17)

Portanto de (3-4) e (3-17) obtemos

|Eε(t)− E(t)| = ε|ψ(t)| ≤ εC1E(t).

Concluindo a prova da proposição.

Proposição 3.4. Existem ε1 > 0 e C2 > 0 tais que

E ′ε(t) ≤ −εC2E(t), ∀ t ≥ 0 e ∀ ε ∈ (0, ε1] .
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Demonstração. Com efeito, derivando (3-5) com respeito a t e substituindo ρy′′ = ∆y no

resultado, obtemos

ψ′(t) = 2

∫
Ω

∆y(m · ∇y)dx+ 2

∫
Ω

ρy′(m · ∇y′)dx+ (n− 1)

∫
∆yydx

+(n− 1)

∫
Ω

ρy′y′dx. (3-18)

A seguir analisaremos alguns termos da igualdade (3-18) separadamente. Lembramos

que n ≥ 1, C0 é dado em (2-2) e δ é detalhado em (2-3).

Primeiramente, analisaremos I1 = 2

∫
Ω

∆y(m · ∇y)dx. Notemos que

I1 = 2

∫
Ω

∆y(m · ∇y)dx = 2
n∑

i,j=1

∫
Ω

mj
∂y

∂xj

∂2y

∂x2
i

dx. (3-19)

Pela fórmula de Green, para i = j, obtemos

∫
Ω

mj
∂y

∂xj

∂2y

∂x2
j

dx = −
∫

Ω

∂
(
mj

∂y
∂xj

)
∂xj

∂y

∂xj
dx+

∫
Γ

mj
∂y

∂xj

∂y

∂xj
νjdΓ

= −
∫

Ω

(
∂y

∂xj

)2

dx−
∫

Ω

mj
∂2y

∂x2
j

∂y

∂xj
dx+

∫
Γ

mj

(
∂y

∂xj

)2

νjdΓ. (3-20)

De forma análoga, para i 6= j, obtemos

∫
Ω

mj
∂y

∂xj

∂2y

∂x2
i

dx = −
∫

Ω

mj
∂y

∂xi

∂2y

∂xj∂xi
dx+

∫
Γ

mj
∂y

∂xj

∂y

∂xi
νidΓ. (3-21)

Assim, comparando (3-19), (3-20) e (3-21) obtemos

2
n∑

i,j=1

∫
Ω

mj
∂y

∂xj

∂2y

∂x2
i

dx = −2
n∑
j=1

∫
Ω

(
∂y

∂xj

)2

dx− 2
n∑

i,j=1

∫
Ω

mj
∂y

∂xi

∂2y

∂xj∂xi
dx

+2
n∑

i,j=1

∫
Γ

mj
∂y

∂xj

∂y

∂xi
νidΓ. (3-22)

Por outro lado, pela fórmula de Green, obtemos

−
∫

Ω

mj
∂y

∂xi

∂2y

∂xj∂xi
dx =

∫
Ω

(
∂y

∂xi

)2

dx+

∫
Ω

mj
∂y

∂xi

∂2y

∂xj∂xi
dx−

∫
Γ

mjν
j

(
∂y

∂xi

)2

dx,
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ou seja,

−2

∫
Ω

mj
∂y

∂xi

∂2y

∂xj∂xi
dx =

∫
Ω

(
∂y

∂xi

)2

dx−
∫

Γ

mjν
j

(
∂y

∂xi

)2

dx. (3-23)

De (3-22) e (3-23) obtemos

2
n∑

i,j=1

∫
Ω

mj
∂y

∂xj

∂2y

∂x2
i

dx = −2
n∑
j=1

∫
Ω

(
∂y

∂xj

)2

dx+
n∑
i=1

∫
Ω

(
∂y

∂xi

)2

dx

−
n∑

i,j=1

∫
Γ

mjν
j

(
∂y

∂xi

)2

dx+ 2
n∑

i,j=1

∫
Γ

mj
∂y

∂xj

∂y

∂xi
νidΓ. (3-24)

Portanto de (3-19) e (3-24) obtemos

I1 = (n− 2)

∫
Ω

|∇y|2dx−
∫

Γ

(m · ν)|∇y|2dΓ + 2

∫
Γ

(m · ∇y)
∂y

∂ν
dΓ. (3-25)

Agora, analisaremos I2 = 2

∫
Ω

ρy′(m · ∇y′)dx. Para isso, notemos que

2

∫
Ω

ρy′(m · ∇y′)dx =
n∑
i=1

∫
Ω

ρmi2
∂y′

∂xi
y′dx e

∂(y′)2

∂xi
= 2

∂y′

∂xi
y′,

ou seja,

2

∫
Ω

ρy′(m · ∇y′)dx =
n∑
i=1

∫
Ω

ρmi
∂(y′)2

∂xi
dx. (3-26)

Pela fórmula de Green temos que

∫
Ω

ρmi
∂(y′)2

∂xi
dx = −

∫
Ω

|y′|2∂(ρmi)

∂xi
dx+

∫
Γ

|y′|2ρmiν
idΓ

= −
∫

Ω

|y′|2 ∂ρ
∂xi

midx−
∫

Ω

|y′|2ρdx+

∫
Γ

|y′|2ρmiν
idΓ. (3-27)

Substituindo (3-27) em (3-26) obtemos

I2 = 2

∫
Ω

ρy′(t)(m · ∇y′(t))dx = −
∫

Ω

|y′(t)|2(∇ρ ·m)dx− n
∫

Ω

ρ|y′(t)|2dx

+

∫
Γ

ρ|y′(t)|2(m · ν)dx. (3-28)

Para analisar I3 = (n − 1)

∫
Ω

∆yydx, recordamos que
∂y

∂ν
= −y′ − f(y) − g(y′) em Γ0 e
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y = 0 em Γ1. Assim, pela fórmula de Green obtemos

I3 = (n− 1)

[
−(∇y(t),∇y(t)) +

∫
Γ

∂y

∂ν
dΓ

]
= (1− n)||∇y||2 − (n− 1)

[∫
Γ0

y′ydΓ +

∫
Γ0

f(y)ydΓ +

∫
Γ0

g(y′)ydΓ

]
. (3-29)

Portanto de (3-18), (3-25), (3-28), (3-29) obtemos

ψ′(t) = −||∇y(t)||2 −
∫

Ω

ρ|y′|2dx− (n− 1)

∫
Γ0

f(y)ydΓ + 2

∫
Γ

∂y

∂ν
(m · ∇y)dΓ

−
∫

Γ

(m · ν)|∇y|2dΓ−
∫

Ω

(∇ρ ·m)|y′|2dx+

∫
Γ1

(m · ν)ρ|y′|2dΓ

+

∫
Γ0

(m · ν)ρ|y′|2dΓ− (n− 1)

∫
Γ0

y′ydΓ− (n− 1)

∫
Γ0

g(y′)ydΓ. (3-30)

Comparando (3-30) com as hipóteses (2-2) e (2-3) obtemos para n ≥ 2

ψ′(t) ≤ −||√ρy′(t)||2 − ||∇y(t)||2 − 2C0

δ + 2
||y(t)||δ+2

δ+2,Γ0
+ 2

∫
Ω

∂y

∂ν
(m · ∇y)dx

−
∫

Γ

(m · ν)|∇y|2dx−
∫

Ω

(∇ρ ·m)|y′|2dx+

∫
Γ1

(m · ν)ρ|y′|2dΓ +

∫
Γ0

(m · ν)ρ|y′|2dΓ

−(n− 1)

∫
Γ0

y′ydΓ− (n− 1)

∫
Γ0

g(y′)ydΓ

(3-31)

e para n = 1

ψ′(t) = −||√ρy′(t)||2 − ||∇y(t)||2 + 2

∫
Ω

∂y

∂ν
(m · ∇y)dx−

∫
Γ

(m · ν)|∇y|2dx

−
∫

Ω

(∇ρ ·m)|y′|2dx+

∫
Γ1

(m · ν)ρ|y′|2dΓ +

∫
Γ0

(m · ν)ρ|y′|2dΓ

−(n− 1)

∫
Γ0

y′ydΓ− (n− 1)

∫
Γ0

g(y′)ydΓ. (3-32)

De (3-31) e (3-32), para n ≥ 1 obtemos

ψ′(t) ≤ −2E(t) + 2

∫
Ω

∂y

∂ν
(m · ∇y)dx−

∫
Γ

(m · ν)|∇y|2dx−
∫

Ω

(∇ρ ·m)|y′|2dx

+

∫
Γ1

(m · ν)ρ|y′|2dΓ +

∫
Γ0

(m · ν)ρ|y′|2dΓ− (n− 1)

∫
Γ0

y′ydΓ

−(n− 1)

∫
Γ0

g(y′)ydΓ. (3-33)



105

Por outro lado temos que
∂y

∂xi
=
∂y

∂ν
νi em Γ1 (como feito em [32]), isso implica que

m · ∇y = (m · ν)
∂y

∂ν
e |∇y|2 =

(
∂y

∂ν

)2

, sobre Γ1. (3-34)

De fato,

• m · ∇y =
n∑
i=1

mi
∂y

∂xi
=

n∑
i=1

mi
∂y

∂ν
νi = (m · ν)

∂y

∂ν
.

• |∇y|2 = ∇y · ∇y =
n∑
i=1

(
∂y

∂xi

)2

=
n∑
i=1

(
∂y

∂ν
νi
)2

=

(
∂y

∂ν

)2

||ν||2Rn =

(
∂y

∂ν

)2

.

Assim, obtemos

−
∫

Γ

(m · ν)|∇y|2dΓ = −
∫

Γ0

(m · ν)|∇y|2dΓ−
∫

Γ1

(m · ν)

(
∂y

∂ν

)
dΓ (3-35)

e

2

∫
Γ

∂y

∂ν
(m · ∇y)dΓ = −2

∫
Γ0

y′(m · ∇y)dΓ− 2

∫
Γ0

g(y′)(m · ∇y)dΓ

−2

∫
Γ0

f(y)(m · ∇y)dΓ + 2

∫
Γ1

(
∂y

∂ν

)2

(m · ν)dΓ. (3-36)

Substituindo (3-35) e (3-36) em (3-33) obtemos

ψ′(t) ≤ −2E(t)− 2

∫
Γ0

y′(m · ∇y)dΓ− 2

∫
Γ0

g(y′)(m · ∇y)dΓ− 2

∫
Γ0

f(y)(m · ∇y)dΓ

+

∫
Γ1

(
∂y

∂ν

)2

(m · ν)dΓ−
∫

Γ0

(m · ν)|∇y|2dΓ−
∫

Ω

(∇ρ ·m)|y′|2dx

+

∫
Γ1

(m · ν)ρ|y′|2dΓ +

∫
Γ0

(m · ν)ρ|y′|2dΓ− (n− 1)

∫
Γ0

y′ydΓ

−(n− 1)

∫
Γ0

g(y′)ydΓ.

(3-37)

Notemos que, das hipóteses (3-1), e (3-2) obtemos que

•
∫

Γ1

(
∂y

∂ν

)2

(m · ν)dΓ ≤ 0;

• −
∫

Γ0

(∇ρ ·m)|y′|2dΓ ≤ 0;
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•
∫

Γ1

(m · ν)ρ|y′|2dΓ ≤ 0.

Além disso, como m(x) · ν(x) > 0 para todo x ∈ Γ0 obtemos

•
∫

Γ0

(m · ν)|∇y|2dΓ ≥ m0

∫
Γ0

|∇y|2, o qual m0 = min{m(x) · ν(x);x ∈ Γ0} > 0.

E como ρ ∈ C1(Ω̄) e ν é um vetor unitário, pela desigualdade de Cauchy-Schwarz

(Proposição 1.94) obtemos

•
∫

Γ0

(m · ν)ρ|y′|2 ≤ ||ρ||C0(Ω̄)R(x0)

∫
Γ0

|y′|2dΓ.

Das estimativas acima e de (3-37) obtemos

ψ′(t) ≤ −2E(t)−m0

∫
Γ0

|∇y|dΓ− 2

∫
Γ0

y′(m · ∇y)dΓ− 2

∫
Γ0

g(y′)(m · ∇y)dΓ

−2

∫
Γ0

f(y)(m · ∇y)dΓ + ||ρ||C0(Ω̄)R(x0)

∫
Γ0

|y′|2dΓ− (n− 1)

∫
Γ0

y′ydΓ

−(n− 1)

∫
Γ0

g(y′)ydΓ. (3-38)

A seguir estudaremos alguns termos da desigualdade (3-38), a fim de obter estimativas.

Primeiramente analisaremos−2

∫
Γ0

y′(m·∇y)dΓ. Aplicando a desigualdade de Cauchy-

Schwarz, Hölder e Young para η > 0 em −2

∫
Γ0

y′(m · ∇y)dΓ, obtemos

−2

∫
Γ0

y′(m · ∇y)dΓ ≤ 2R(x0)

∫
Γ0

|y′||∇y|dΓ

≤ 2R(x0)||y′(t)||Γ0||∇y(t)||Γ0

≤ R(x0)2

η
||y′(t)||2Γ0

+ η||∇y(t)||2Γ0
. (3-39)

Da hipótese (2-3) temos que 0 < g(y′) ≤ k2|y′| (pois ξ = 0). Assim, recordando (3-6),

pela desigualdade de Hölder e a de Young para η > 0 segue que

(n− 1)

∫
Γ0

g(y′)ydΓ ≤ (n− 1)k2

∫
Γ0

|y′|2|y|dΓ

≤ (n− 1)k2µ||y′(t)||Γ0||∇y||L2(Ω)

≤ ((n− 1)k2µ)2

4η
||y′(t)||2Γ0

+ η||∇y||2

≤ ((n− 1)k2µ)2

4η
||y′(t)||2Γ0

+ 2ηE(t). (3-40)
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Agora, analisaremos 2

∫
Γ0

f(y)(m · ∇y)dΓ. Da hipótese (2-2) e pela desigualdade de

Cauchy-Schwarz e Hölder para p = q = 2, obtemos

2

∫
Γ0

f(y)(m · ∇y)dΓ ≤ 2R(x0)C0

∫
Γ0

|y|δ+1|∇y|dΓ ≤ 2R(x0)C0||y(t)||δ+1
2δ+2,Γ0

||∇y(t)||Γ0 ,

pois |||y|δ+1||Γ0 = ||y(t)||δ+1
2δ+2.

Da imersão V ↪→ L2δ+2(Γ0) temos que ||y(t)||2δ+2,Γ0 ≤ k0||y(t)||V = k0||∇y(t)||, com

k0 > 0. Então

2

∫
Γ0

f(y)(m · ∇y)dΓ ≤ 2R(x0)C0k0||∇y(t)||δ+1||∇y(t)||Γ0 .

Assim, aplicando a desigualdade de Young para η > 0 no segundo membro da desi-

gualdade acima obtemos

2

∫
Γ0

f(y)(m · ∇y)dΓ ≤ (R(x0)C0k0)2

η

[
||∇y(t)||2

]δ+1
+ η||∇y(t)||Γ0

=
2δ+1(R(x0)C0k0)2

η

[
1

2
||∇y(t)||2

]δ+1

+ η||∇y(t)||Γ0

≤ 2δ+1(R(x0)C0k0)2

η
E(t)δ+1 + η||∇y(t)||Γ0 .

Por outro lado, do Lema 3.2, temos que

E ′(t) ≤ −(1 + k1)

∫
Γ0

|y′|2dΓ ≤ 0,

e integrando esta desigualdade sobre [0, t], com t < T , obtemos E(t) ≤ E(0). Portanto

2

∫
Γ0

f(y)(m · ∇y)dΓ ≤ 2δ+1(R(x0)C0k0)2

η
E(0)δE(t) + η||∇y(t)||Γ0 . (3-41)

A seguir analisaremos 2

∫
Γ0

g(y′)(m · ∇y)dΓ e (n − 1)

∫
Γ0

y′ydΓ. Pela desigualdade de

Hölder e Young, obtemos

2

∫
Γ0

g(y′)(m · ∇y)dΓ ≤ 2k2R(x0)

∫
Γ0

|y′||∇y|dΓ

≤ 2k2R(x0)||y′(t)||Γ0||∇y(t)||Γ0

≤ (k2R(x0))2

η
||y′(t)||2Γ0

+ η||∇y(t)||2Γ0
(3-42)
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e

(n− 1)

∫
Γ0

y′ydΓ ≤ (n− 1)||y′(t)||Γ0||y(t)||Γ0

≤ (n− 1)µ||y′(t)||Γ0||∇y(t)||

≤ ((n− 1)µ)2

4η
||y′(t)||2Γ0

+ η||∇y(t)||2

≤ ((n− 1)µ)2

4η
||y′(t)||2Γ0

+ η2E(t). (3-43)

Comparando as estimativas encontradas em (3-39)−(3-43) com a desigualdade (3-38)

obtemos

ψ′(t) ≤ −2E(t)−m0

∫
Γ0

|∇y|2dΓ +
R(x0)2

η
||y′(t)||2Γ0

+ η||∇y(t)||2Γ0
+

(k2R(x0))2

η
||y′(t)||2

+η||∇y(t)||2Γ0
+

2δ+1(R(x0)C0K0)2

η
E(0)δE(t) + η||∇y(t)||Γ0 + ||ρ||C0(Ω̄)R(x0)||y′(t)||2Γ0

+
((n− 1)µ)2

4η
||y′(t)||2Γ0

+ η2E(t) +
(k2R(x0))2

η
||y′(t)||2Γ0

+ η||∇y(t)||2Γ0
,

ou seja,

ψ′(t) ≤ −(2− 4η − C2
0M(η))E(t)− (m0 − 3η)||∇y(t)||2Γ0

+N(η)||y′(t)||2Γ0
, (3-44)

sendo
M(η) =

2δ+1(R(x0)µK0)2

η
E(0)δ

e

N(η) =
R(x0)2

η
+

(k2R(x0))2

η
+ ||ρ||C0(Ω̄)R(x0) +

((n− 1)µ)

4η
+

((n− 1)µk2)2

4η
.

Escolhendo η e C0 suficientemente pequenos tais que C2 = 2 − 4η − C2
0M(η) > 0 e

m0 − 3η > 0, de (3-44) segue que

ψ′(t) ≤ −C2E(t) +N ||y′(t)||2Γ0
. (3-45)

Por outro lado, de (3-4) temos

E ′ε(t) = E ′(t) + εψ′(t).

Consequentemente, do Lema 3.2 e de (3-45) obtemos
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E ′ε(t) ≤ −C2εE(t)− (1 + k1 − εN)||y′(t)||2Γ0
.

Considerando ε1 =
1 + k1

N
, para todo ε ∈ (0, ε1], obtemos

E ′ε(t) ≤ −εC2E(t).

Concluindo a prova da proposição.

Teorema 3.5. Sob as hipóteses do Teorema 2.4 e a hipótese (3-2), se ξ = 0 eC0 é suficientemente

pequeno então obtemos o seguinte decaimento da energia

E(t) ≤ 3E(0) exp
(
−ε

2
C2t
)
, para todo t ≥ 0, e para todo ε ∈ (0, ε0], (3-46)

sendo ε0, C2 constantes positivas.

Demonstração. Com efeito, definamos ε0 = min{ 1

2C1

, ε1} e consideramos ε ∈ (0, ε0]. Da

Proposição 3.3 temos que |Eε(t)− E(t)| ≤ εC1E(t), para todo t ≥ 0, isso implica que

(1− εC1)E(t) ≤ Eε(t) ≤ (1 + εC1)E(t). (3-47)

Como ε ≤ 1

2C1

, obtemos

1

2
E(t) ≤ (1− εC1)E(t) ≤ Eε(t) ≤ (1 + εC1)E(t) ≤ 3

2
E(t),

ou seja,

1

2
E(t) ≤ Eε(t) ≤

3

2
E(t) ≤ 2E(t), ∀t ≥ 0. (3-48)

Da desigualdade (3-48) temos que Eε(t) ≤ 2E(t), consequentemente

−1

2
εC2Eε(t) ≥ −εC2E(t). (3-49)

Da Proposição 3.4 e de (3-49) obtemos

E ′ε(t) ≤ −
ε

2
C2Eε(t), ∀t ≥ 0,
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isto é,

E ′ε(t) +
ε

2
C2Eε(t) ≤ 0, ∀t ≥ 0. (3-50)

Multiplicando exp
(ε

2
C2t
)

em ambos os lados de (3-50) obtemos

E ′ε(t) exp
(ε

2
C2t
)

+
ε

2
C2Eε(t) exp

(ε
2
C2t
)
≤ 0,

isto é,

d

dt

(
Eε(t) exp

(ε
2
C2t
))
≤ 0. (3-51)

Integrando (3-51) sobre [0, t], com T > 0, obtemos

Eε(t) exp
(ε

2
C2t
)
− Eε(0) exp(0) ≤ 0,

isso implica que

Eε(t) ≤ Eε(0) exp
(
−ε

2
C2t
)
. (3-52)

De (3-48) temos que
1

2
E(t) ≤ Eε(t), isto é, E(t) ≤ 2Eε(t). E ainda Eε(t) ≤

3

2
E(t).

Comparando com (3-52) obtemos

E(t) ≤ 2Eε(t) ≤ 2Eε(0) exp
(
−ε

2
C2t
)
≤ 3E(0) exp

(
−ε

2
C2t
)
.

Portanto

E(t) ≤ 3E(0) exp
(
−ε

2
C2t
)
.

Concluindo a prova do decaimento da energia para a solução regular do problema

(∗).

Teorema 3.6. Sob as hipóteses do Teorema 2.5 e a hipótese (3-2), se ξ = 0 eC0 é suficientemente

pequeno então a solução fraca do problema (∗) decai uniformemente, em outras palavras,

E(t) ≤ 3E(0) exp(−θt), para todo t ≥ 0,
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e θ uma constante positiva.

Demonstração. Recordamos que a solução fraca foi obtida como limite de soluções re-

gulares. Para cada µ ∈ N, existe uma solução yµ para o problema (∗) na classe de

funções do Teorema 2.4. Então do Teorema 3.5, para cada µ ∈ N, a solução regular yµ

satisfaz

Eµ(t) =
1

2
||√ρy′µ(t)||2 +

1

2
||∇yµ(t)||2 +

C0

δ + 2
||y′µ(t)||δ+1

δ+1,Γ0
≤ 3Eµ(0) exp(−θt). (3-53)

Considerando δ suficientemente pequeno tal que δ + 1 ≤ 2, temos que L2(Γ0) ↪→

Lδ+1(Γ0), então L2(0, T ;L2(Γ0)) ↪→ L2(0, T ;Lδ+1(Γ0)) (veja Teorema 1.33 e Teorema

1.74). Assim das convergências (2-173)−(2-174) segue que

yµ −→ y em L2(0, T ;V );

√
ρy′µ −→

√
ρy′ em L2(0, T ;L2(Ω));

y′µ −→ y′ em L2(0, T ;Lδ+1(Γ0)),

consequentemente,

yµ ⇀ y em L2(0, T ;V ), (3-54)
√
ρy′µ ⇀

√
ρy′ em L2(0, T ;L2(Ω)), (3-55)

y′µ ⇀ y′ em L2(0, T ;Lδ+1(Γ0)). (3-56)

Aplicando o Teorema 1.12 em (3-54)−(3-56) temos que

• ||∇y(t)||2 ≤ lim inf ||∇yµ(t)||2;

• ||√ρy′(t)||2 ≤ lim inf ||√ρy′µ(t)||2;

• ||y′(t)||δ+1 ≤ lim inf ||y′µ(t)||δ+1.

Das desigualdades acima e de (3-53) obtemos

E(t) =
1

2
||√ρy′(t)||2 +

1

2
||∇y(t)||2 +

C0

δ + 2
||y′(t)||δ+1

δ+1,Γ0

≤ lim inf
µ→∞

Eµ(t)

≤ 3 exp(−θt) lim inf
µ→∞

Eµ(0). (3-57)
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Por outro lado,

Eµ(0) =
1

2
||√ρy′µ(0)||2 +

1

2
||∇yµ(0)||2 +

C0

δ + 2
||y′µ(0)||δ+1

δ+1,Γ0

=
1

2
||√ρy1

µ||2 +
1

2
||∇y0

µ||2 +
C0

δ + 2
||y1

µ||δ+1
δ+1,Γ0

. (3-58)

Além disso, vimos que y0
µ −→ y0 em V e y1

µ −→ y1 em L2(Ω). Desta última convergên-

cia obtemos que y1
µ −→ y1 em Lδ+1(Γ0) uma vez que consideramos δ tal que δ + 1 ≤ 2.

Assim, substituindo (3-58) em (3-57) e fazendo o limite para µ −→∞, obtemos

E(t) ≤ 3 exp(−θt)
[

1

2
||√ρy1||2 +

1

2
||∇y0||2 +

C0

δ + 2
||y1||δ+1

δ+1,Γ0

]
= 3 exp(−θt)E(0).

isto é,

E(t) ≤ 3E(0) exp(−θt).

Finalizando a prova do decaimento da energia para a solução fraca.

Com isso, concluímos a proposta deste trabalho.
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