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Resumo

Neste trabalho, consideramos uma classe de problemas de vibracdo amortecidos
com impulsos. Obtemos resultados de existéncia utilizando o método variacional e
teorema do ponto critico. Apresentamos um exemplo para ilustrar a viabilidade e a

eficicia dos resultados.

Palavras-chave: Equacdes diferenciais impulsivas, ponto critico, método variacional.



Abstract

In this work, we consider a class of impulsive damped vibration problems. We obtain
existence results by using variational method and critical point theorem. An example

is presented to ilustrate the feasibility and effectiveness of the results.

Keywords: Impulsive differential equations, critical point, variational method.
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INTRODUCAO

Baseados no artigo [3], estudamos a existéncia de solu¢do do seguinte problema de

vibracdo com saltos:

u'(t) + g(0)u'(t) = VE(t, u(t)), 0.1)

para quase todo ¢t € [0, 7],
w(0) — u(T) = u/'(0) —u/(T) =0, (0.2)

com condi¢des impulsivas
A(u"(t;)) = Lj(u'(t;),i =1,2,..,N,j = 1,2, ..., p, (0.3)

onde u(t) = (u(t),u?(t),...,uN (), T > 0,tg = 0 < t1 < tg < ... <t < tpyq =
T, g € Ll(O,T;R),fOTg(t)dt = 0, A(u"(t;)) = u"(t]) — u"(t;), onde u"(t]) e u"(t})
denotam os limites a direita e & esquerda de u"(t) em ¢ = t;, respectivamente. As
fungdes impulsivas I;; : R — R(i = 1,2,...,N,j = 1,2, ..., p) sdo continuas, VF(t,x) é
o gradientede F : [0, 7] xRY — R com relagdo a z, e F satisfaz hip6teses apropriadas.

Mawhin e Willem estudaram em [4] as solu¢des periddicas de (0.1)-(0.3) quando
g=0el; =0,i=1,2,..,N,j=1,2, .., p, e obtiveram uma série de resultados. Eles
provaram que se

I VE@, 2) < g(t),
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paraalgum g € L'(0,7) e
T
/ F(t,z)dt — 400 quando || z || = +o0,
0

entdo o problema (0.1)-(0.3) (com g =0 = [;;,s = 1,2,..., N e j = 1,2,...,p) tem pelo
menos uma solucdo. Zhou e Li estabeleceram em [13] algumas condi¢des suficientes
para a existéncia de solugdes para o problema (0.1)-(0.3) com g = 0. As solugdes sdo

encontradas usando técnicas que envolvem pontos criticos de um certo operador.

Muitos processos de evolugdo sdo caracterizados pelo fato de que em certos mo-
mentos eles sofrem uma mudanca abrupta de estado. Estes processos estdo sujeitos as
perturbacdes de curto prazo cuja duragdo é insignificante em comparacdo com a du-
racdo destes processos. Consequentemente, é natural assumir que estas perturbagdes
sdo instantaneas, isto é, na forma de impulsos. Equagdes diferenciais impulsivas, isto é,
equacgdes diferenciais envolvendo efeitos de impulso, aparecem como uma descri¢do
natural de fendmenos de evolugdo observados em vérios problemas do mundo real,

como podemos ver em [11].

A fim de aplicar a teoria de ponto critico, construimos uma estrutura variacional.
Com esta estrutura, reduzimos o problema de encontrar solugdes de (0.1)-(0.3) a pro-

curar por pontos criticos de um funcional correspondente a este problema.

Esta dissertacdo esta organizada da seguinte maneira. No Capitulo 1, apresentamos
as notacdes, terminologias e resultados preliminares essenciais ao desenvolvimento
dos capitulos subsequentes. No Capitulo 2, introduzimos os conceitos de derivada
fraca, espago de Sobolev e alguns resultados de cédlculo variacional. Concluimos o
Capitulo 2 com um resultado que estabelece uma condigdo suficiente para a existéncia
de solugdo do problema dado por (0.1)-(0.2) com g = 0. Por fim, no Capitulo 3, sdo
apresentados resultados de [3], que estabelecem condi¢des suficientes para a existéncia
de solugdo fraca para o problema descrito por (0.1)-(0.3). Concluimos este trabalho com

um exemplo para ilustrar resultados aqui apresentados.



CAPITULO 1

RESULTADOS PRELIMINARES

Neste capitulo, apresentamos as notagdes e os resultados fundamentais utiliza-
dos no desenvolvimento deste trabalho, introduzindo alguns conceitos e resultados
de Anadlise Funcional, sem enfoque nas demonstra¢des, porém, indicamos referéncias

bibliogréficas onde as quais podem ser encontradas.

Denotamos por = = (21, 22, ..., ) um elemento de R e por K o corpo dos ntimeros
reais ou complexos. Além disso, (.,.) denota o produto interno usual em RY || . || a
norma euclidiana e | . | 0 médulo de um nimero real. Também denotamos por N o

conjunto dos ntimeros naturais e por N* = {1,2,3,...}.

Seja © um aberto do RY. Denotaremos por LF(2), 1 < p < +o0, 0 espago de Banach
das (classes de) fung¢des definidas em €2 com valores em K, tais que | u [P é integravel

no sentido de Lebesgue em (2, com norma

T ( | 1u@r dx);’ |

paral < p < 400, e essencialmente limitadas em €2, {2 com a medida de Lebesgue, com

norma

|| w [ zoe= supess [ u(z) |,
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para p = +oo.
A seguir, apresentamos os principais resultados utilizados neste trabalho relaciona-

dos ao espago L*(12).

Proposicao 1.0.1. (Desiqualdade de Holder) Seja E C R um conjunto mensurdvel, 1 < p <
o0, e q 0 expoente conjugado de p, isto é, % + % =1.SefelLP(E)eg c LIE), entdo fg é
integrdvel sobre E e

I fg <l £ llzell g Lo -
Demonstragdo. Veja [5], pagina 140. O

Proposicao 1.0.2. Sejam E um conjunto de medida finita e f uma fungio mensurdvel em E.
Se f é integrdvel sobre E, entio para cada e > 0, existe 0 > 0 tal que se A C E é mensurduvel e

med(A) < §, onde med denota a medida de Lebesgue de um determinado conjunto, entdo,

/A|f|<e.

Demonstragio. Veja Proposicao 23 em [5], pagina 92. O

Observacao 1.0.3. De acordo com as referéncias [8] e [9], se f é uma fungdo de periodo T' > 0
efel?(E) onde ECR,paral < p < oo, entdo a série de Fourier de f, dada por
+o00o

ST Fk)e T, (1.1)

onde

f) = 5 [ 1@ as,

converge em quase todo ponto de E.

Seja f € LP(E) uma funcdo peridédica de periodo 7. Denotaremos por Sy f a N-

ésima soma parcial simétrica da série dada em (1.1), isto é,

N tkx
Swfa) = flk)e T
k=—N

Lema 1.0.4. Sy f converge a f na norma LP(E), 1 < p < oo se, e somente se, existe uma



13

constante C,, > 0 independente de N tal que

| SNf e < Cp || £ |Lv -

Demonstragio. Veja [9], pagina 8. O

Proposi¢do 1.0.5. (Iqualdade de Parseval) Se f € L*(E) e f tem periodo T > 0, entdo

7| rrwpa=LEES w e

k=—o00
Demonstragio. Veja [8], pdgina 38. O

Definicdo 1.0.6. Seja X um espago normado. Uma fungio ¢ : X — (—o00, +00| é convexa
se

p((1 = Mu+ o) < (1= Ne(u) + Ap(v),
para todo X € (0,1) eu,v € X.

Proposicao 1.0.7. (Desigualdade de Jensen) Sejam ¢ uma fungdo convexa em (—oo, +00), f

uma fungdo integrdvel sobre [0, 1] e p o f também integrdvel sobre [0, 1]. Entdo,

0 ( /0 lf(x)dx) < /0 (0o F)()d.

Demonstragio. A prova pode ser encontrada em [5], na pagina 133. O

Teorema 1.0.8. (Teorema da Convergéncia Uniforme) Seja (fi,) uma sequéncia de fungdes
Lebesgue-integrdveis em um conjunto de medida finita E. Se f;, converge uniformemente a

f, entdo f é Lebesgue-integrdavel em E e

[

Demonstragio. A prova deste resultado corresponde a demonstracdo do Teorema 5.33

em [2]. H

Defini¢do 1.0.9. Sejam E um espago de Banach, E' seu dual (dotado da norma || f ||p=

sup |< f,x >|) e E” seu bidual, isto é, o dual de E' (dotado da norma || & | =
{zeB;|lzlI<1}
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sup |< &, f >|), ainjegdo candnica
{ferrllfli<1}

J:E— E"

é definida como segue.
Seja x € E fixo, a aplicagdo

fr—o< fix>

de E' em R é uma forma linear continua sobre E', isto é, um elemento de E". Assim, coloca-se,

< Jp, [ >pr =< f,x >pp, Ve e ENfeFLE.

Defini¢ao 1.0.10. Sejam E um espago de Banach e J a injegdo canonica de £ em E". Diz-se

que E é reflexivo se a aplicagdo J for sobrejetora, isto é, J(E) = E".

Proposi¢do 1.0.11. Sejam Q um aberto do RY. Para 1 < p < 400, LP(Q) é reflexivo.

Demonstragio. Veja pagina 284 em [5]. O
Proposicao 1.0.12. Suponhamos que E é um espago de Banach reflexivo e seja M C E um
subespacgo fechado de E. Entio, M é reflexivo.

Demonstragio. Ver pagina 70 em [10]. O

Sejam E um espaco de Banach e f € E’. Designamos por ¢, : £ — R a aplicagdo

dada por

or(r) =< fix >.

Quando f percorre E’, se obtém uma familia (¢;)scpr de aplicagdes de £ em R.

Defini¢do 1.0.13. A topologia fraca o(E, E') sobre E é a topologia menos fina sobre E que

torna continuas todas as aplicagdes (¢y) fep.

Dada uma sequéncia (z,,) C E, denotamos por z,, — z, a convergéncia de z,, a  na

topologia fraca o(E, E').

Teorema 1.0.14. Sejam E um espago de Banach reflexivo e (x,,) uma sequéncia limitada em
E. Entdo, existe uma subsequéncia (x,,) de (x,,) que converge na topologia o(E, E'), isto é,
— zparaalgum v € E.

T,
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Demonstragio. Ver Proposicdo II1.27 em [1]. O

Defini¢ao 1.0.15. Dizemos que uma fungio F' : [a, b] — R é absolutamente continua se, dado
e > 0, existe 0 > 0 tal que para qualquer colegio (finita ou ndo) de sub-intervalos disjuntos
la;, b;], temos

Definicido 1.0.16. Seja X um espaco de Banach sobre R dotado da norma || . ||x. Vamos
denotar por C*(X,R), o conjunto da fungdes f : X — R que possuem a derivada continua.
Dada f € C'(X,R), dizemos que f satisfaz a condigio (PS) se qualquer sequéncia (u,) C X
para a qual (f(uy)) é limitada e f'(u,) — 0 quando n — oo possui uma subsequéncia

convergente.

A seguir, denotamos por D o fecho de um conjunto D e por 9D a fronteira do

conjunto D.

Teorema 1.0.17. (Teorema do Ponto de Sela) Seja X = V & W um espago de Banach, onde
dimV < oo, e seja ¢ € CH(X;R) um funcional satisfazendo a condicio (PS). Se D é uma

vizinhanga limitada de 0 em V tal que
= inf p =:
a 1= max g < inf ¢ b,

entdo

;= inf h
c:=in her?i}éﬁ@( (u))

é um valor critico de p com ¢ > b. (Aqui T é uma classe de transformacdes de D em X que

fixam 0D pontualmente, isto é, 7 = {h € C(D, X); h(u) = u,Yu € 0D}.)
Demonstragio. Veja pagina 41 em [12]. O

Definicdo 1.0.18. Seja X um espago normado. Uma sequéncia minimizante para uma fungio

0 X — (—00, +00] é uma sequéncia (ux) em X tal que p(uy) — inf ¢ quando k — oc.

Definicdo 1.1. Seja f : X — (—o00,+00] uma aplicagdo definida em um espago nor-

mado X. Dizemos que f é coerciva se

f(u) = 400 quando || u || x— +oo.
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Proposicao 1.2. Seja X um espaco normado. Se ¢ : X — R é limitada inferiormente em X

e é uma aplicagdo coerciva, entdo ¢ possui uma sequéncia minimizante limitada em X.

Demonstragio. De fato, uma vez que ¢ é limitada inferiormente, existe uma sequéncia
(p(ug)) C R tal que

¢o(ur) — infp quando k — +oo.

Ou seja, (ux) é uma sequéncia minimizante para ¢. Suponhamos, por absurdo que,
(u) ndo seja limitada, entdo || uy ||x— +o00. Assim, ¢(u;) — +oo, pois ¢ é coerciva.
Mas, isto é um absurdo, visto que a sequéncia (¢(uy)) é convergente. Portanto, (uy) €

uma sequéncia minimizante limitada para . O
A seguir, denotamos o liin inf ¢(uy) por limp(uy) .
—00

Defini¢do 1.0.19. Seja X um espago normado. Uma fungio ¢ : X — (—o0, +00| é dita semi-
continua inferiormente (respectivamente fracamente semi-continua inferiormente), se para toda
sequeéncia (uy) em X

up — u = limp(ug) > p(u)

(respectivamente,

up = u = limp(ug) > @(u)).

Proposicdo 1.0.20. Seja X um espago normado. Se ¢ : X — (—oo,+o0]lep : X —
(—00, +00] sdo fungdes semi-continuas inferiormente (respectivamente, fracamente semi-continuas

inferiormente), entdo

(i) ¢ + ¢ é semi-continua inferiormente (respectivamente fracamente semi-continua inferior-

mente).

(ii) ¢.p é semi-continua inferiormente (respectivamente fracamente semi-continua inferior-

mente).

(iii) Se (Y\)rea € uma familia de funcdes semi-continuas inferiormente (respectivamente fra-

camente semi-continuas inferiormente), entdo a fungio sup 1, definida por
AeA

(sup w) (u) = sup ¥(u)

AEA AEA

é semi-continua inferiormente (respectivamente fracamente semi-continua inferiormente).
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Demonstragio. Os itens (i) e (ii) seguem diretamente da defini¢do de semi-continua in-
feriormente (respectivamente, fracamente semi-continua inferiormente). O item (iii)
segue diretamente das defini¢des de supremo e semi-continua inferiormente (respecti-

vamente, fracamente semi-continua inferiormente). O

Teorema 1.0.21. Se ¢ é fracamente semi-continua inferiormente em um espago de Banach

reflexivo X e tem uma sequéncia minimizante limitada, entdo ¢ tem um minimo em X.

Demonstragio. Seja (u;) uma sequéncia minimizante limitada para a fungdo . Pelo
Teorema 1.0.14, existe uma subsequéncia (u;) que converge fracamente para algum
u € X. Assim,

p(u) < limp(ug) = limp(uy;) = inf ¢.

Portanto,

p(u) = inf e,
donde segue que ¢ tem um minimo em X. [

Teorema 1.0.22. (Teorema de Mazur) Se (uy) é uma sequéncia em um espago normado X

tal que uy, — u, entdo existe uma subsequéncia de combinagdes convexas

k k
v = Zakjuj, Zaki =1, o >0(keN)
P =1

tais que v, — wem X.
Demonstragio. Veja pagina 350 em [7]. O

Lema 1.0.23. Se X é um espaco normado e ¢ : X — (—00,+00| é semi-continua inferior-

mente e convexa, entio @ € fracamente semi-continua inferiormente.
Demonstragio. Veja Teorema 1.2 em [4]. O

Teorema 1.0.24. Seja X um espago normado. Se ¢ : X — R é diferencidvel, entdo todo

ponto de minimo local (respectivamente, mdximo local) satisfaz a equagdo de Euler
¢'(u) = 0.

Demonstragio. Veja Teorema 1.3 em [4]. H
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O Teorema acima nos diz que se u é um ponto de minimo ou méximo local de ¢,

entdo u é um ponto critico de .

Definicdo 1.0.25. Sejam E e F' espagos vetoriais normados. Denotamos por L(E, F') o espago

dos operadores lineares continuos de E em F' dotado da norma

| T lleem=  sup || Ta|p.
{z€E,||z|| <1}

Teorema 1.0.26. (Banach-Steinhaus) Sejam E e F espacos de Banach e (1});c; uma familia
(ndo necessariamente enumerdvel) de operadores lineares e continuos de E em F. Suponhamos
que

sup || Tix ||p< +o00,Va € E.
icl

Entdo,

up || 73 leqe. < +oc.
S

Dito de outro modo, existe uma constante ¢ > 0 tal que

| Tiw [|[p<c| 2 ||g Ve € E,Viel.

Demonstragio. Veja Teorema II.1 em [1]. H

Proposicao 1.0.27. Sejam E um espago de Banach, f € E' e (x,) uma sequéncia em E. Se

verifica:

@) z, ~zxemo(E,F) << fix,>>< f,x > VfekFE.

(ii) Se z,, — x, entdo x,, — xem o(E, E').

(iii) Se z,, — xem o(E,E'), entdo (x,,) é limitada e || = ||p< liminf || z, ||g.

(iv) Sex, ~xzemo(E,E )ese f, — fem E'(istoé,

fo—1f ll2— 0), entido < f,, x, >—<

fyz>.

Demonstragio. Veja Proposicao IIL.5 em [1]. O

Definicdo 1.0.28. Sejam X um espaco de Banach real e T' > 0. Definimos C'(0,T; X) como
sendo o espago das fungoes v : [0,T] — X que sdo continuas no intervalo fechado [0,T'], com

norma

X)= t .
I e rn= max | o) Ix
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Defini¢do 1.0.29. Seja Q C RY. Vamos denotar por C*°(Q) o espago das fungdes
f:Q—=RY
v = f(x)

que sdo infinitamente diferencidveis. Dotamos tal espago da sequinte norma

| £ lloo= max | £(x) |

Definicao 1.0.30. Seja £ um conjunto de fungées f : I — R, todas com o mesmo dominio
I C R. Dado xzy € I, dizemos que o conjunto E é equicontinuo no ponto x, quando, dado

arbitrariamente € > 0, existir § > 0 tal que

v el |z —xo| <0 = |f(x) = flwm)| <e
qualquer que seja f € E. Ainda, diz-se que ( f,,) é uma sequéncia equicontinua no ponto x, € 1
quando o conjunto E = { f1, fa, ...} é equicontinuo no ponto x.

Definic¢do 1.0.31. Um conjunto E de fungdes f : I — R chama-se equicontinuo quando E
é equicontinuo em todos os pontos xy € 1. Analogamente, uma sequéncia de fungoes (f,) é

equicontinua quando é equicontinua em todos os pontos x, € 1.

Defini¢ao 1.0.32. Um conjunto E de fungées f : I — R chama-se uniformemente equiconti-

nuo quando, para cada € > 0 dado, existe 6 > 0 tal que

Teorema 1.0.33. Se uma sequéncia equicontinua de fungdes f, : I — R converge simples-
mente num subconjunto denso D C I, entdo (f,) converge uniformemente em cada parte

compacta K C I.

Demonstragio. Veja Teorema 20, pagina 410 de [6]. O

Definic¢ao 1.0.34. Um conjunto E de fungdes f : I — R diz-se simplesmente limitado (ou
pontualmente limitado) quando para cada x € I existe um niimero ¢, > 0 tal que |f(x)| <

., Vf € FE.
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Defini¢ado 1.0.35. Um conjunto E de fungdes f : I — R diz-se uniformemente limitado

quando existe ¢ > 0 tal que |f(x)| < cparatoda f € Eetodox € 1.

Defini¢do 1.0.36. Uma sequéncia ( f,,) diz-se simplesmente (ou uniformemente) limitada quando

o conjunto { fi, fa, ...} for simplesmente (ou uniformemente) limitado.

Teorema 1.0.37. (Ascoli-Arzeld) Seja K C R um compacto. Toda sequéncia equicontinua
e simplesmente limitada de fungdes f, : K — R possui uma subsequéncia uniformemente

convergente.

Demonstragio. Veja Teorema 22, pagina 412 em [6]. O



CAPITULO 2

METODO DIRETO DO CALCULO DE VARIACOES

Introduzimos neste capitulo os conceitos de derivada fraca e algumas de suas pro-
priedades. Definimos o espaco de Sobolev I/,” e apresentamos alguns resultados im-
portantes para o desenvolvimento deste trabalho. Nossa principal referéncia é [4].

Seja C7° o espago das fungdes T-periddicas infinitamente diferencidveis de R em

RV,

Lema 2.0.1. (Lema Fundamental) Sejam u,v € L' (0, T;RN). Se para toda f € C%°,

| wo.raa=- [ e, so)a, @)
entao .
/0 v(s)ds =0 (2.2)
e existe C' € R" tal que t
u(t) = / v(s)ds + C, (2.3)
0

quase sempre em [0, T].

Demonstragdo. Denotemos por (e;) a base canodnica de RY. Podemos escolher as fun-

¢Oes constantes f(t) = e; em (2.1), o que nos da

/0 (u(t),0)dt = —/O (v(t),ej)dt,j=1,2,...,N,
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o que implica que
T
/ (v(t),e;)dt = 0,5 =1,2,..., N,
0

e, portanto,

T
/ v (t)dt =0,5=1,2,...,N.
0

Logo,

[ o= [,
[ o,
([ vion )

Definamos w € C(0,T;RY) por

wi) = [ " o(s)ds,
/OT(w(t)af/(t))dt _ /OT (/Ot(v(s),f’(t))ds) i

Pelo Teorema de Fubini e (2.2), temos que

/OT(w(t)>f/(t))dt _ /OT { /Ot(v@), f’(t))ds} it

provando (2.2).

de modo que,

(2.4)
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- " (os). F(s)ds.

Por (2.4) e (2.1), para toda f € C%,

/0 (u(t) — w(t), f'(£))dt = 0. 2.5)

Seja g = u — w. A série de Fourier de g é dada por

=, omikx
gg(/{)exp( T ),

sendo §(k) os coeficientes de g, ou seja,

o =7 [ ) (-2 s
[t o () e (22 o

T
17 2 e 2
= T/o g(x) cos ( 7;%) dx — %/o g(z)sen ( 7;{”) dz.

okt
f(t) = sen (WT) ek eN={0},1<j <N

Tomando

2mkt
f(t) = cos (%) ej,k e N—{0},1<j <N,

obtemos por (2.5) que os coeficientes de Fourier de g sdo todos nulos para k # 0.

Considerando
N

Swgl) = 3 gk)e

k=—N

temos que g satisfaz as hipé6teses do Lema 1.0.4, pois

A<o>—1/T (2)dr < |l g]
g —Tog‘f x_T gLy,

logo
1
| Sng [l < T | gl -

Portanto, a série de Fourier de g converge quase sempre, o que implica que g = §(0)

quase sempre em [0, 7']. O resultado segue considerando C' = §(0).
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]

Definicdo 2.0.2. Uma fungio v € L'(0,T;RY) satisfazendo (2.1) é chamada derivada fraca

de u. A derivada fraca de u é denotada por '

Observacao 2.0.3. A derivada fraca, se existir, é iinica.

De fato, suponhamos que existam v, v € L'(0, T; RY) satisfazendo (2.1). Entdo, para

toda f € O, temos

/0 (ult), f(1))dt = — / (0(t), £(0))dt

Disto, segue que
T
/ (u(t) — B(t). F(B)dt = 0,Yf € CF. 2.6)
0

Seja g = v — v. A série de Fourier de ¢g é dada por

> 2mikx
g(k
oo ()
com
1 [T 2mik
g(k) = f/o g() exp (— W; x) dx
B l T () [ cos 2wk _ isen 2mkx d
1 (7 9 ; T 21k
= T/o g(z) cos ( wa) dr — %/0 g(x)sen ( WTX) dx.
Tomando
2kt
f(t) = sen (WT) e,k EN-{0},1<j<N
e

2kt
f(t) = cos <7TT> ej,k e N—{0},1<j <N,

obtemos por (2.6), que os coeficientes de Fourier de g sdo todos nulos para k # 0.
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Tomando
N

Snglx) =Y gk)e ™ = §(0),

k=—N

temos que g satisfaz as hipoteses do Lema 1.0.4, pois

T
1
g(0) = —= de < — 1
90 =7 | s@dr < 210 o
logo
| Swg o< =1l g |
Ng Ll_T gL -

Portanto, a série de Fourier de g converge quase sempre, o que implica que g = §(0)

quase sempre em [0, 7).

Temos por (2.2),

§(0) = /O " o(a)da — ! /0 o(e)dz = 0.

Assim, v = v quase sempre em [0, 7.

Observacio 2.0.4. (i) Pelo Lema 2.0.1, se u € L*(0,T;RY), entdo

t
u(t) = / u'(s)ds + C' quase sempre em [0, 7],
0

onde C' é uma constante.

Identificamos a classe de equivaléncia de u e seu representante continuo por

u(t) = /Ot u'(s)ds + C. (2.7)

Em particular, por (2.2), temos que u(0) = u(7) =C'e

parat, T € [0,7].

(ii) Segue diretamente do Teorema Fundamental do Célculo que se v’ é continua em
[0, T, entdo por (2.7), u' é a derivada classica de u, isto é, u = 4. Também, segue que v’
é a derivada classica de u quase sempre em [0, 77, pois v’ € L*(0,T;R"), assim, v’ tem

representante continuo que € igual a v’ a menos de um conjunto de medida nula.
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Definigio 2.0.5. Seja 1 < p < oo. O espaco de Sobolev W,* é o espaco das fungdes u €
LP(0, T;RN) tendo a derivada fraca u' € LP(0, T; RN). A norma em W* é definida por

I o= ( / (o) [ e+ / ) P dt);

Observacio 2.0.6. Se u € W?, entdo

Denotamos por H}. o espaco de Sobolev W%, isto é, Hy = {{u : [0,T] — RY;u €

L2(0,T;RY), u(0) = u(T) eu' € L*(0,T;RM)}.
Teorema 2.0.7. W,” é um espaco de Banach reflexivo e C3°* C W,

Demonstragio. Primeiramente, vamos mostrar que W, é um espaco de Banach. De
fato, seja (u,) C W,” uma sequéncia de Cauchy. Entdo, dado ¢ > 0, existe ny € N tal

que se m,n > ng entao
Il =t 3= =t (70 + [ () = 0 (8) [[70< €

Disto, segue que (u,) e (u),) sdo sequéncias de Cauchy em L?(0,7;R"), que é um es-
pago de Banach. Logo, existem uy,us € LP(0,T; RY) tais que u,, — uy € u, — us em
LP(0,T;RY). Vamos mostrar que u} = us.

Pela definicdo de derivada fraca,

/O (un(t), f'(8))dt = — / (L (1), F(2))dt, 2.8)

para toda f € C7° e para todon € N.

Além disso, como u,, — u; e u/, — uy em LP(0,T;RY),

< / D un(t) — s (8) ] £1(2) | dt

/ (), P (0 / (un(t). f’@))meH - ‘ /  (wn(t) — w0, f’(t))dtH

(2.9)
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T

<I F e / | un(t) — un(t) | dt
0

S|| f, ”oo” Up — Ut ||LP Ta — 0

quando n — +oo, e

/0T<u;(t), Ft))dt — /OT(UQ(t), f(t))dtH _ ‘ /OT(u;(t) ~us(b), f(t))dtH

< / |l (8) — us(t) ||| £(2) || di (2.10)

<I £ Il / 14 (8) = us(t) ||t

1
< F Mool wyy = w2 e T — 0,

quando n — oo.

Obtemos de (2.8), (2.9) e (2.10),
T T
|ty =— [ o). s vs € o5,
0 0
Pela Defini¢do 2.0.2, temos que u} = uy, entdo u; € WTl’p . Assim,
| = [P=I wn = w170 + || wy =y [7— 0,

z 1p «
donde concluimos que W;* é um espago de Banach.

. 1p - . .
Agora, iremos mostrar que W, é um espaco reflexivo. De fato, seja £ = L? x LP.

Consideremos em £ a seguinte norma
I s o) =] wllze + | v |lzr,

para todo u,v € LP.

Como L? é reflexivo, entdo E é reflexivo. Defina a seguinte aplicagdo

T: WpP — I[P x P

u — (u,u’),

a qual é uma isometria, pois
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| Tu—Tv||p=| (u,u) = (v,0) [|[p=]| (u—v,u" =) ||

=lu=vlle + v =" [p=lu—-v]ir.

2

Assim, T(W;”) é fechado em E, e pela Proposicio 1.0.12, concluimos que T(W,") é

reflexivo.

Logo, a aplicagdo

Ty : WpP — T(Wp?)

u — (u,u’),

é bijetora, e portanto, TW,” é reflexivo.
Finalmente, vamos mostrar que C° C W;*. Seja u € C5°. Entdo, u tem derivada

classica u'. Assim,

< =
I u(®) Il u o= max || u(t) [|< +oo,

!/ < !/ — /
@) 10 floom gma [l (2) ] o0

e consequentemente,

T
/IM@H%WM&T<+w,
0

T
/|Mﬁnwﬁsmu&T<+m
0

Portanto, u € W,

Observagio 2.0.8. Hy. é um espago de Hilbert com o produto interno definido por

< U, v >:/O (u'(t),v'(t))dt+/0 (u(t),v(t))dt,

para todo u,v € H}, onde (.,.) denota o produto interno em RYN. A norma correspondente é

Ihﬂhr=(ATHw@HPdr+ATHUGHVdQé

dada por

para todo u € Hj..
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Proposicio 2.0.9. Existe C > 0 tal que, se u € Wy*, entdo

[t lloo< Cllullir

/O " ()t =0,

Il flee< Cfl ' o -

Mais ainda, se

entio

(2.11)

(2.12)

Demonstragido. Vamos demonstrar esta proposicdo para as componentes de u, isto é,

consideremos as fungdes v/, j = 1,2, ..., N. Pelo Teorema do Valor Médio para integrais

(veja [6]) existe 7 € (0,T) tal que

%/OT W(s)ds = (7).

Assim, para t € [0,T, pela Proposigdo 1.0.1,

smﬁmu/g ui(s) | ds

1|/t . ro
= — / u (s)ds +/ | u”(s) | ds
T 1Jo 0
I A >
ST/ uw(s)ds| + T (/ | u"(s) |pds>
0 0
IR .
:T/ w (s)ds| + T || u”? ||z»
0

Se
T .
/ u(s)ds =0,
0

obtemos (2.12). No caso geral, temos, pela Proposicdo 1.0.1, para t € [0,7],
) 1 [T PR
WO 1< [ 10 s+ T4 a0 s
0

1
1 T ) P )
ST%+(/|W@WWQ e
0

—q+1

— T || || +T7 || 07 ||
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—q+1 ; 1 ;
<T o | [lir +T || @ |17

=C || v |1,

—g+1

ondeC =T « +T%.

]

Proposi¢do 2.0.10. Dado u € Hy, sejam u = %fOT u(t)dt e H: = {u € HLu = 0}, entdo

H} é a soma direta dos espacos RN e H}, isto é,
HL=RN @ HL.

Demonstragio. De fato, notemos que a fungdo constante n = 0 é tal que n € RY N H}

Além disso, dado u € RV \ {0}, temos

1 /7 u
0= — t = —T =
U T/o ud E u # 0,

logo, u ¢ H}. Portanto,
RN 0 HL = {0}.

Agora, vamos mostrar que

HY: =RN 4+ H}.

Como R e }j} sdo subespacos de H}., entdo
RY + H}.
também é um subespago de H7., portanto,
RY + H} C H}.

Por outro lado, dado u € Hj,, podemos escrever

"= %/OTu(s)ds—i- (u— %/OTu(s)ds) |

1 T
T = ?/0 u(s)ds

Sejam
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1 /7
g=1u— f/o u(s)ds
E claro que » € RY. Além disso, g € Hr e
T
= / { / (s)ds} dt
T s T
= —/ t)dt — — (/ u(s)ds) dt
0

- T/o u(t)dt — z%T/OTU(S)dS
= 0.

Logo, g € ﬁ}, donde conluimos que

H) C RY + H}.

Portanto,
HL=RN @ HL.
O
Proposi¢do 2.0.11. Suponhamos u € Hy e fo t)dt = 0, entdo temos as sequintes desigual-
dades:

(i) (Desigualdade de Wirtinger)

2
[ ul7:< —5 T’ |72 .
47

(ii) (Desigualdade de Sobolev)
T /
s 75 Il 2

Demonstragdo. Como, por hipétese, u € Hz, entdo u pode ser representado por sua

série de Fourier da forma:

i wn ox ikt
k p T )

k=—o0,

k0

/0 Tu(t)dt = 0.

considerando que
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Da mesma forma,

Pela Proposicdo 1.0.5,

= 2rk
/Ouu 12 dt = TZ( )|uk|2

k=—o0,

k#0

A2 =X
> — T | U |2
- 2

T k=—o0,

k#0

47'('2 T

=5 | lult) [P dt.

Logo, vale a Desigualdade de Wirtinger. A Desigualdade de Cauchy-Schwarz (para

somas) e a Igualdade de Parseval implicam que, para t € [0, 7],

2

“+o0o .
2imkt
) 2= || 3 weess (25

k=—o00,

k£0
2
400
<D0 el
eto
+o0o +0o0
T A2 k2
< 2
= Z Ar2k2 kz T HukH
%20 Py
T 27% | X 4nk? )
"t |2 7wl
e
TY | <X 4722 )
=\ 7 i
ey

Logo,

t€[0,T]

T
I e s 1ute) < () 010 12
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Lema 2.0.12. Dado u € Hy, temos que
1

| |1, r— 400 se, esomentese, (|| @+ | v |72)* — +oo. (2.13)

Demonstragio. Primeiramente, notemos que provar (2.13) é equivalente a mostrar que
T
| o' |32 +/ | u(t) ||* dt — 00 se, esomentese, || @ ||7, + || v ||7.— +o0.
0

Suponhamos, por absurdo, que

T
|MW§+A|M@Wﬁ—%+w

e que
N []Fr 4+ | [[7< +o0.
Entdo,
T
/ | u(t) ||2 dt — 400
0
e

@z + 1w [IZ2< +oo.

Temos, pelo item (ii) da Proposicdo 2.0.11, que

T T
/ Hmwn%ﬁ=/“Hu+a@H2ﬁ
0 0
T
SQA[MAF+Hmeut
T
=2TnuW+/'nmedt
0T
SﬂWuWﬁ/Hﬂ&ﬁ
0

T
<2T || a|? E”th
<orfalf+ | Il
0

T2
=2T || u|? +-—=
I 2l +4

T2
=27 || a|* +45 [l [[z2< +oo,

It Iz

0 que é uma contradigéo.
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Reciprocamente, suponhamos, por absurdo, que

Il lffz + 1 |2 — +oo,

e que
T
| u' |7 +/ || u(t) ||* dt < +oo.
0
Entdo,
1 [T 2
H—/ u(t)dt|| — 400
T 0
e

T
/0 1 u(t) | di+ || o [2a< +o0.

No entanto, pela Proposigdo 1.0.7,

H%/()Tu(t)dt

2

1 T )
== (u;(t))"dt
T2 0 =1
1 (T
=73 ||u(t)|]2dt<—|—oo,
0

o que é uma contradi¢do. O resultado segue.

O]

Proposicdo 2.0.13. Se a sequéncia (uy,) converge fracamente a u em W%’p , entdo (uy,) converge

uniformemente a uw em [0, T.

Demonstragdo. Defina

©: WP — C(0,T;RY)

U — u.

Vamos mostrar que ¢ é continua. De fato, dados e > 0 e u € W%’p , temos pela Proposi-
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40 2.0.9 que existe ¢ > 0 tal que se u € W,*, entdo || u — ug ||oo< ¢ || u—ug ||1.7. Assim,

tomando § = ¢, obtemos
we WP || u—ug o< 6 = o(u) = o(uo) o< ¢ || u—ug 1r< cd = e

Portanto, ¢ é continua em W,.".

Uma vez que u, — u em W,” e ¢ é continua na topologia forte (logo, fracamente
continua), entdo ¢(uy) — p(u) em C(0,T;RY), ou seja, u, — uem C(0,T;RY).

Assim, pela Proposi¢do 1.0.27, obtemos que a sequéncia (uy) é limitada em C'(0, 7; RY)

e em Wi, logo, existem M, M, > 0 tais que
T g q

| ue |[Lr< M

| s [l M, Vk € N

Em particular, (u;) é simplesmente limitada. Além disso, (u;) é uniformemente equi-

continuo, pois dado € > 0, basta tomarmos § = (MLl)q e, pela Proposic¢do 1.0.1 e pelo
Lema 2.0.1,
s,t €00, T], s —t] <0 = |Jug(t) —ur(s)|| = ‘

t S
/ uy (7)dT + ¢ — / uy(7)dT — ¢y
0 0

t
< / () dr

t .
< |s—tf} ( / ||u;<r>||pdf)

1
< s =t || u [l

<|s—t|iM,
< EMl
M,

= €.

Logo, (ux) é equicontinuo. Como [0, 7] é compacto, segue do Teorema 1.0.37 que
(ux) possui uma subsequéncia uniformemente convergente, digamos wu;, — u;. Pela
Proposicao 1.0.27, (uy;) converge fracamente a u; e segue da unicidade do limite fraco
em C(0,T;R") que u; = u, ou seja, (uy,) converge uniformemente a v em [0, 7.

Repetindo este tltimo argumento, concluimos que toda subsequéncia de (uy), uni-
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formemente convergente, converge uniformemente a « em [0, 7'|. Logo, ux — u unifor-

memente em [0, 7.

O

Teorema 2.0.14. Seja L : [0, T|xRY xRN — R, (¢, z,y) — L(t, z,y) uma fungdo mensurdovel
em t para cada (z,y) € RY x RY e continuamente diferencidvel em (x,y) para quase todo
t € [0,T]. Se existirem a € C(RT,RT),b € L*(0,T;RT)ec e L0, T;RT),1 < q < oo, tais

que, para quase todo t € [0,T] e todo (z,y) € RN x RY, temos

| Lt 2, y) |< a(l| = NGO+ [Ty [7)
(@) 4 [ DLt z,y) < a(ll = [DGBEO+ [y [P)
| DyL(t, z,y) [< a(l| 2 [D(c(®)+ [y [IP7)

1,1 _ ~ ; .
onde 5 + o =1, entdo o funcional o definido por

. . . . . 1
é continuamente diferencidvel em W' e

(b)  <¢'(u)v >=/0 (D L(t, ult), w' (1)), v(t) + (Dy L(t, u(t), u'(t)), v'(£))] di.

Demonstragido. Vamos mostrar que ¢ tem em todo ponto u a derivada direcional ¢’ (u) €
(W;?) dada por (b).
Dado u € W, temos por (a) que
T
ol = [ Litult). o)
OT
< [ 1ptuto. ) | d
OT
< /0 a([l u(t) )+ || o' (t) |P)dt < +o0,

pois a € C(R*, R*) eb € L'(0, T;R"). Logo, ¢ é finita em W,".

Defina, para u e v fixos em W7, t € [0,T], A € [-1,1],

F(X\t) = L(t,u(t) + Mv(t),d'(t) + \'(t))
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V() = /OT FO\ £)dt = p(u + ).
Por (a),
| DAF(M 1) | =| (DaL(t u(t) + No(t), /(1) + X' (1)), v(t))
+ (DyL(t, ut) + Mo(t), o' (t) + A/ (D), ' (1)) |
<a(ll u) +Av@) ) [(bE)+ || w'(t) + X' (¢) [[P) | v(@) |
e+ [ u' () + (@) [P [ () |]
< ag [(0() + (I ' () | + 11 ') NP) | v(@) |
+(e(t) + (L' @) |+ [0 P o' @) 1]

onde

0 (M)E[rzlff](x[o;r]a(u u(t) + o) )

Umavezqueb e L' (0, T;RT), (| | + | v |)? € L}0,T;R"),c € L9, | v |€ LP(0, T;RY),
e v é continua, temos

| DAF(At) [< d(t) € LY0,T; RY).

Assim, a férmula de Leibniz é aplicavel e
T
) = [ DFO

0

logo,
T T
W) = [ DAP©.0dt = [ (DL ule). ol (). v(0) + (DLt ). (6) /(1) .
0 0

Mais ainda,

| Do L(t u(t), o' (1)) < all u(t) N(bE)+ | /() IF) € L0, T;RY),

[DyL(t, u(t), o' ()] < al| u(t) D(c®)+ | w'(t) [77) € L9(0, T, R").

Disto, pela Proposigdo 2.0.9 e pela Proposic¢do 1.0.1, existe C' > 0 tal que
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T

/ [(DxL(t, u(t), w'(2)), v(t) + (DyL(t, u(t), u'()), v'())] di

0

< Dol [l v lloo + | DyL el v [|ze

S| Dol v lloo + ] DyL [l ol 0 flr

< Dol C v llir + | Dyl el v llir

=Ci vl
onde Cy =|| D,L ||;x C+ || DyL ||za. Assim, ¢ tem em u, uma derivada direcional
¢'(u) € (WpP)" dada por (b).

Agora, vamos mostrar que a aplicagdo
J W —s (W)
ur— ¢ (u)

é continua.

De fato, como L é continuamente diferencidvel em (xz,y) para quase todo ¢ € [0, 7],

dados uy € W;” e € > 0, existe § > 0 tal que

J , , J
w € WrP | u(t) —uo(t) || < —_— [/ (t) = up(t) [[< —3
implica
/ !/ €
| Do L(t, ult), u' () = Do L(t, uo(t), up(t)) |[< —
e (2.14)
!/ / €
| Dy L(t, ult), w'(t)) = Dy L(t, uo(t), up(t)) [< o
para quase todo ¢ € [0, 7.
Vamos mostrar que, se
we WP, | u—up [17< 4, (2.15)
entao,
J , , J
[ u(t) —uo(t) [I< p [’ (t) = up(t) I< —,



para quase todo t € [0, T']. De fato, suponhamos, por absurdo, que

ut) - uolt) |2 2 ou | w(t) — u(t) [

T 7%

para quase todo ¢ € [0, T']. Entao,

Sl

== [ [ a0 = wato) 17t + [ e) — o) I a
(2o
R

para algum C € R, o que contradiz (2.15).

Portanto,

we WP || u—ug |lir<d

implica por (2.14) e pela Proposigao 1.0.1 que

I¢'(w) = ¢'(uo) lwzry= " sup < @' (u) = @' (uo), v >|
{vew P vl r<1}
R / (Do L(t, u(t), o' (t)), (1)) + (Dy L(E, u(t), w'(1)), v'(t))] di+

< o L L. 0).00) = (oLl ). o0

{oeW® oll,r<1}

+/0 [(DyL(t, u(t), (), v'(t) — (DyL(t,uo<t>,u’o(t)),v’(t>)|dt}
s {/ (DLt u(t), 1 (8)) — Dol (t, uo(t), (), v(t))| dt+

{oeW ™ vl r<1}

/ (D, Lt u(t), (1)) — DL@UM)%QMU@Nﬁ}
< swp {A|wau@mﬁ»—Dwmwwmmmuwwum+

{oeW® ol r<1}

+/0 | DyL(t, ult), w'(£)) = DyL(t, uo(t), ug(£)) [ v'(2) | dt}
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Q
Q

< sw o ||Lp 500l )

1
{oew® vl r<1}

N

< sup
{oeW P Joll,r<1}

T T €
< sw { / AECIES: / ) | de
{(weWr? ol r<1} | /0 o 2(T)

v —|— v
2 1,1 1,1

< sup {25} =€,

{veWy® o)l r<1}

donde concluimos que ¢’ é continua.

Corolério 2.0.15. Seja
L:[0,T] xRY xRY — R

definida por
1
Ltap) = (3) 11y I 47 ()

onde

F:[0,T]xRY — R

(t,x) — F(t,x)

¢ mensurdvel em t para cada x € RN, continuamente diferencidvel em x para quase todo t €

[0, T'| e satisfazendo a sequinte condigio
| F(t,2) |< al]  [Db(t) e[| VE( ) [[< a(]] « [[)b(2) (2.16)

para quase todo t € [0, T], para todo z € RY, algum a € C(R*,R") ealgum b € L' (0, T;R™).
Se w € Hy é uma solugio da equagdo de Euler correspondente ¢'(u) = 0, entdo v’ tem uma

derivada fraca u”, e

u"(t) = VF(t,u(t)), quasesempreem [0,T],
uw(0) — u(T) = u'(0) —u/(T) = 0.

Demonstragido. Vamos mostrar que a fungado L satisfaz a hip6tese (a) do Teorema 2.0.14.
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Por (2.16), segue que

[ Ltz y) [ <5yl + | F(t o) ]
1y 11 +a(ll = [)b(t)
[y 17 +a(ll = [)b(2)

(a(ll 2 [1) + D@+ |1y 1),

IN
N =N =

IA

IN

e de (2.16) vem

|| Do L(t, 2, y) || =|| VE(¢ ) |]
< a([] = [Do(?)

< (a(ll = [) + D@+ [ y [I7),

também segue que
| DyL(t, z,y) |[=[] y ||< (a(l] 2 |[) + DA+ [[ y [])-
Pelo Teorema 2.0.14,
T
0=<¢'(u),v>= / [(VE(t, u(t), v(t) + («'(t),v'(t))] dt, Vv € Hr.
0
Assim, em particular,

/0 (W' (t),0'(t))dt = —/0 (VFE(t,u(t)),v(t))dt, Vv € CP.

Segue do Lema 2.0.1 que

u"(t) = VF(t,u(t)),

quase sempre em [0, 7'|. Mais ainda, a existéncia da derivada fraca de u e de v’ implicam
que

w(0) — u(T) = u'(0) —u/(T) = 0.
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Consideremos o problema introduzido no Corolério 2.0.15, a saber,
u"(t) = VF(t,u(t)), quasesempreem [0,7], (2.17)

onde F : [0,7] x RY — R é tal que:
F(t,z) é mensurdvel em ¢ para todo x € R" e continuamente diferenciavel em

para quase todo ¢ € [0,77, e existem a € C(R*,R*),b € L'(0,T;R") tais que

| E(t,2) |< a(ll 2 [)b@), [| VE, ) [|< al(] = [[)b(2)

para todo z € R" e quase todo ¢ € [0, T].

O funcional correspondente ¢ em H;. dado por

o(u) = /0 [M + F(t,u(t))| dt (2.18)

é continuamente diferencidvel em H}, pelo Teorema 2.0.14, e além disso, temos o se-

guinte resultado.

Lema 2.0.16. Seja ¢ dada por (2.18). Se ¢ tem sequéncia minimizante limitada, entio p tem

minimo em H. e tal minimo é solugio do problema (2.17).

Demonstragdo. Uma vez que a fun¢do quadratica é convexa, temos que a fungao
T / 2
t
/ Ma'@ I, (2.19)
0

é também convexa. De fato, dados u,v € Hl e A € (0, 1), temos

/0 L=+ 0 B < / (=2 [ /@) | +A ] o) 2 de

1 r / 2 1 r ! 2
<5 [ A=Na@)[Fdt+5 [ M) dt
0 0

—(1-)) /OT e I “/9 g 4 A/OT I I ”/(2” i

T / 2
/ [REOI
0 2

Além disso,
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é semi-continua inferiormente. Com efeito, sejam (u;) C H} e u € Hy. tais que
up —u em Hr.

Vamos mostrar que

T ! 2 T ! 2
i[O, IO,
2 0 2

k—+o0 0

Como

uy —u em Hj, entdio u, —u em Hy.

Dai, pela Proposigdo 2.0.13, temos que
ur — u uniformemente em [0, 7.

Disto, e pela continuidade da norma, obtemos que

T /t 2 T /t 2
[T LEOT [T,
2 .2

k—+o00 0
[,
0 2

é semi-continua inferiormente. Assim, segue do Teorema 1.0.23 que (2.19) é fracamente

Portanto,

semi-continua inferiormente. Além disso,

/ ' F(t,u(t))dt (2.20)

é fracamente semi-continua inferiormente. De fato, sejam (u;) C H; uma sequéncia e
u € H} tais que

U — U,

em H}. Temos, pela Proposigdo 2.0.13, que

uj, converge uniformemente a v, em [0, 7).
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Disto, segue que
T T
Jim / Pt ug())dt = / F(t, u(t))dt.
0 0
portanto, a aplicacdo dada em (2.20) é fracamente semi-continua inferiormente. Segue

do item (i) da Proposic¢do 1.0.20 que

o= [ [POIE pt o]

é fracamente semi-continua inferiormente.

Dai, segue do Teorema 1.0.21 que ¢ tem um minimo em Hj}, digamos ug. Pelo
Teorema 1.0.24 segue que ¢'(ug) = 0. Disto, e pelo Corolario 2.0.15, concluimos que w,

tem uma derivada fraca e
uy = VF(t,up(t)), quasesempreem [0,7].

Portanto, 1, é uma soluc¢do do problema (2.17). O

Pelo lema anterior, vemos que para estabelecermos a solubilidade do problema
(2.17), basta encontrar condi¢des sobre as quais ¢ tem uma sequéncia minimizante
limitada. Este problema na literatura é conhecido como método direto do cédlculo de
variacOes. Esta técnica foi utilizada por alguns autores. O leitor mais interessado pode

encontrar maiores detalhes em [14] e [15].

Teorema 2.0.17. Assumamos que F(t,x) é mensurdvel em t para todo v € RY e conti-
nuamente diferencidvel em x para quase todo t € [0,T], e existem a € C(RT,R%),b €

LY0,T;R™") tais que
| E(t,2) [< al[] 2 [Db@), [| VE(, ) [[< al]] = |[)b(t)
para todo x € R™ e quase todo t € [0,T] e que existe g € L'(0,T) tal que
| VE(t, ) [|< g(1),
para quase todo t € [0, T e todo z € RY. Se

T
/ F(t,z)dt — +oo quando || x ||— +o0, (2.21)
0
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entdo o problema (2.17) tem pelo menos uma solugio que minimiza a fungio p em Hy, onde ¢

é dada por (2.18).

Demonstragdo. Seja v € Hy. Entdo u = @ + @, onde

= / t)dt e @€ Hk

Pelo Lema 2.0.16, temos

ot = [ B 4 pt | a
:/0 Mdt+/o F(t,u)dt+/0 [F(t,u(t)) — F(t, u)] dt

:/OT Mdt—%/OTF(t,u)dH—/OT/Ol (VF(t, 1 + sit)), i(t)) dsdt.

Agora, pelas desigualdades de Cauchy-Schwarz, Holder e Sobolev, temos que

gp(u)zfo Mdt—l—/ dt—/ / | VE(t, @+ sa(t) ||| a(t) || dsdt

T /t 2
z/ @) 117 )||dt+/ tudt—// ) || a(t) || dsdt
0 0
t) |2

:/OT”“' dt+/0 Pt )t — /0 o) | (e | dt
> [ [k mar— [ 1
z/OTMdt+/OTF(t,a)dt—/OT] ()|dtK1€> /THu’(t)Hthr
:/OTMCZH—/OTF(t,u)dt—C</OTHu’(t) 2 dt)é

onde )
T\z [T
O = (E) /0 | g(t) | dt.

Logo ¢ ¢ limitada inferiormente em H;. Como

o

I\DQ o=

o=

T 3
| w|lir— +00 se, e somente se, (H a ||? +/ | /(t) |? dt) — 400,
0
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temos pela desigualdade acima e por (2.21) que

o(u) — +oo quando || u ||y, r— +oo.

Portanto, ¢ é coerciva e limitada inferiormente, segue da Proposi¢do 1.2 que ¢ possui
uma sequéncia minimizante limitada. Pelo Lema 2.0.16, o problema (2.17) tem uma

solucdo que, por sua vez, ¢ um minimo local da fung¢do ¢ em Hi.



CAPITULO 3

SOLUBILIDADE DE UMA CLASSE DE PROBLEMAS DE
VIBRACAO AMORTECIDOS COM IMPULSOS

Neste capitulo estudamos a existéncia de solucdo do seguinte problema de vibragao

com impulsos

u"(t) + g(t)u'(t) = VF(t,u(t)) (3.1)

para quase todo ¢ € 0,77,
uw(0) — u(T) =u'(0) —u/(T) =0, (3.2)

com condi¢des impulsivas

onde u(t) = (u'(t),u?(t),...,u(t)),u(t) indica a derivada de u'(t), ou seja, (u'(t)),
T>0tg=0<t <ty <..<t, <ty =T, AW t))=u"(t])—u"(t]), onde u"(t]) e
u”(t; ) denotam os limites a direita e & esquerda de u"(t) em t = t;, respectivamente. As
fun¢des impulsivas [;; : R — R (i =1,2,..., N,j = 1,2,...,p) sdo continuas, VF (¢, z)
é o gradiente de F' : [0,7] x RY — R com relacdo a z. Vamos assumir que F e g

satisfazem as seguintes hip6teses:
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(A) F(t,z) é mensuravel em relagdo a ¢t para todo r € RY e continuamente di-
ferenciavel em relagdo a x para quase todo t € [0,7], e existem a € C(RT,R"),b €

LY0,T;R") tais que

| F(t,x) [< a(]l 2 Do), [| VEE,2) [|< a(]| 2 [[)b(2)

para todo r € R e quase todo ¢ € [0, T).
B)g:[0,T] — R, g€ L*(0,T;R) e fo
Neste capitulo, nos referimos ao problema impulsivo (3.1)-(3.3) como (PI). Denota-

mos por H o subconjunto de C(R*,R™) tal que, para quaisquer i € H, existem cons-

tantes Cy, K1 > 0, Ky, > 0, e a € [0, 1) tais que
(@) h(s) < h(t),Vs<t, s,teRT;

(i) h(s+1t) < Co(h(s)+ h(t)), Vs,te€RT;
(iii) 0 < h(s) < K1s*+ Ky, Vs € RY;

(iv) h(s) - +oo0 quando s — +oo.

Observacao 3.0.1. No decorrer deste capitulo, utilizamos as sequintes notagoes:

A={1,2,..,N},B={1,2,...,p},

M= / old 6= [ gsas

E(;C):/O SO txdt+zz G(t/ i

=1 =1
O primeiro resultado nos garante que G(t fo s)ds é absolutamente continua e

limitada em [0, 7.

Lema 3.0.2. A fungio G : [0,7] — R dada por

é uma fungdo absolutamente continua. Além disso, existe uma constante M > 0 tal que

| G(t) |[< M,
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para todo t € [0,7].

Demonstragio. Primeiramente, vamos mostrar que G é absolutamente continua. Dada

uma colegdo arbitraria e disjunta de sub-intervalos {[a, bx]} .o de [0, T, seja

(@

E = (&k, bk),

k

im%%mm#i[?k?ﬁ?mi@w.

Uma vez que g é integravel sobre [0, 7], temos pela Proposi¢do 1.0.2 que, dado ¢ > 0,

1

entao

existe 6 > 0 tal que
se med(F) <, entdo / | g|<e. (3.4)
E

Assim, tomando ¢ de modo que (3.4) seja satisfeito, obtemos

med(E) < § implica ) | G(b) — Glax) |= / lg|<e.
k=1 E

Portanto, G é absolutamente continua.

Ainda,
t T
1G(t) |= SAIWH®§AIWH®:M- (3.5)

/Otg(s)ds

]

Com o intuito de utilizar o método direto do calculo variacional, vamos encontrar
o funcional adequado de modo que o0s seus pontos criticos correspondam as solugdes
de (PI). Primeiramente, vamos definir solugdo fraca do problema em questao.

Consideremos, agora, a equacdo (3.1). Multiplicando ambos os lados de (3.1) por

e“®)  obtemos

O () + Wy (t)u' (t) = “OVE(t,u(t)), (3.6)

para quase todo ponto ¢ € [0, 7).

Levando em conta que v’ é a derivada cldssica de u quase sempre em [0, 7, a equa-
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¢do (3.6) implica que
(4O (1) = COVE(t,u(1)), (3.7)

para quase todo ¢ € [0, 7.

Agora, multiplicando (3.7) por v € H} e integrando de 0 e T, temos

/ ' (O (1)) o(t)) it — / " COTF (L u(t)), o(6))dt = 0. (3.8)

Sabendo que v’ é a derivada cldssica de u quase sempre em [0, 7], pelas equagdes

(3.2), (3.3) e do fato de que fo t)dt = 0, para o primeiro termo de (3.8), temos

/OT ((GG(RU’(t))/ ,v(t)) dt = i /:m ((eG(t)u/(t))/ ,u(t)> dt

7=0
p _ t:
Z[ (50 (1), 0(0) [ £ ~ / NGEIIORT0) dt]
Jj=0 2
= (e“O/( +Z e“Ou/( )Itjﬁ1 + (9O (1), 0(1)) [+

-y /t _”1 (CO (), /() dt

- (eG@?)u'(z;), U(t;)) — (9O (0), 0(0)) + > (eSO (1), v(1)) [+

=(eG“l)u'(tl),v(t;));_l (“0u (1), 0(0)) |27 = (5w (1), 0(5) ) +
- i /t _tj“ (SO (1), /(1)) dt
—(eG“ﬂu’(t;),v(tn)—%_l (O (0, 0®) I~ (S ). 0(6) +
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::_E;@F@w@%mw)g—iAT@F@w@LM@»dt

- —Z (. 06) ~ (SO )] - [ Oy
_ g é [eaumfi(tj)vi(tj) _ eca;w(t;)vi(t;)] _ /0 ' (eSO (¢), v/ (1)) dt
= ]z: i:; SO A (' (t5) )0 (t) — /0 ' (0! (t), v/ (1)) dt

- _ Ji il DL (ul ()0 (t5) — /OT (S (1), 4/ (1)) dt.

Assim, substituindo em (3.8), obtemos

- Z D G I (' (1) (8) — / (SO 1),/ (1)) i / SO R (L u(t)), o(t))de =0,

ou seja,
/ eSO (), v (0)dt + / ST u(0), o) = — 3 30 0 1) 1)

(3.9)

Motivados por (3.9), introduzimos o seguinte conceito de solugdo fraca para (PI).

Definicdo 3.0.3. Uma fungdo u € Hy é dita solugdo fraca de (PI) se (3.9) se verifica para todo

v E Hzlp.
Consideremos o funcional
¢: Hr —R
u = p(u) = ¢1(u) + ga(u),

onde

1

T T
é1(u) = 5/0 e“W || u'(t) ||? dt—{—/o eG(t)F(t,u(t))dt

pN wi(ty)
¢2(U) = Z Z €G(tj) /0 I” (y)dy

j=1 i=1

Seja ¢ = @1+ ¢a. O proximo lema nos garante que as solugdes de (PI) correspondem
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aos pontos criticos de ¢.

Lema 3.0.4. Suponhamos as hipéteses (A) e (B).
(a) A aplicagiio ¢, : H}. — R definida por

o) =3 [ O e+ [ OORuo)

é continuamente diferencidvel em HY. Além disso,

< ¢y (u),v >—/0 eG(t)(u’(t),v’(t))dt—l—/o CO(VF(t, u(t)),v(t))dt,

para quaisquer u,v € Hp. (b) Seja ¢o : Hy — R definida por

P i (1)
=YY e / I (y)dy.

j=1 i=1
Entdo ¢ € C*(Hp;R) e

p

N
< ¢y(u),v >= Zth)I ti))v'(t5).
j=1 i=1
(c) Seja ¢ = ¢1 + ¢o. Entdo ¢ € C'(H};R) e as solugdes fracas de (PI) correspondem aos

pontos criticos de ¢.

Demonstragio. Seja

2
L(t,x,z) = eG(t)@ + O Rt z),

para todos z,z € RY e ¢t € [0,7]. Vamos mostrar que L(t,z,y) satisfaz as hip6teses

do Teorema 2.0.14. Como &®)

é uma funcdo continua em ¢, entdao é mensuravel em
t. Uma vez que F(t,z) é mensurdvel em ¢ para todo = € RY, segue que L(t,z, 2)
é mensuravel em ¢ para todo (z,z) € RY x RY. Além disso, como F(¢,z) é conti-
nuamente diferencidvel em z para quase todo t € [0,7], entdo L(¢,x,z) é continu-

amente diferencidvel em (z,z) para quase todo ¢t € [0,7]. Pelas hipéteses, existem
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a € CR"R"Y),be L'(0,T;R") tais que

2
]L(t,x,z)\<e HZH + %0 | F(t,z) |
H z |? G(t)
< e 5~ e alll 2 [)b()
| 2 |I”
< eME—— 4 eMa(] x [)b(t)

2
<e' ||z |* +eMa(]l = [)o(t)

< Clll = I* +a(ll = [D6(®)] + Ca(l| = [} | = |I* +Cb(#)
Cla(l = ) + 1O+ 1 = [1%)
=a(ll = NGO+ 1| 2 11,

onde a(t) = C(a(t) + 1) € C(R*,R*) e C = M; além disso,

| DoL(t,,2) || =|| “OVF(t,2) ||
< e“Oa(]| z )b(t)
< Ca(]l = [Nb(#)
< Ca(]| = )b(t) + Ca(l = [)) | 2 > +Cb(t) + C || = |I*
= Cla(ll = [I) + 1] (b(t)+ || = [I*)
=a(ll = )+ || 2 [1*);

| DoL(t 2, 2) [|=] O [ 2 IS C Nz IS C Nl = | +Call @ ) | = 1= alll @ ) (Il = || +¢(®)),

com ¢(t) = 0,Vt € [0, 7.
Pelo Teorema 2.0.14, ¢; é continuamente diferencidvel em H1. e
, T
<olw)o> = [ [COVEEult),v(0) + (@ Ou(0),(0)] d
0

. . (3.10)
_ /O SO (t), v/ (t))dt + /0 D(VE(t, u(t)), v(t))dt,

para todos u, v € H}, provando o item (a).

Como I;; sdo fungdes continuas (i = 1,2,..., N,j = 1,2,....p), entdo ¢ € C'(H},R)

S
=

< go(u),v >= ZZ@Gt] NV(E), (3.11)

7j=1 i=1



54

para todo u,v € Hj e o item (b) também esta provado. Pela defini¢do da aplicagdo ¢,
temos pelos itens (a) e (b) que ¢ € C'(H}, R), e segue de (3.10) e (3.11) que as solugdes
fracas de (PI) correspondem aos pontos criticos de ¢, concluindo a prova do item (c).

]

Neste capitulo, vamos assumir as hip6teses (A) e (B). Sob determinadas condicdes,
garantimos que o problema (PI) tem pelo menos uma solugdo. No teorema a seguir,

denotamos por med a medida de Lebesgue de um determinado conjunto.

Teorema 3.0.5. Suponhamos que existam fungdes p, q € L*(0,T;R™), med{t € [0, T]; p(t) =
0} < T,h € Heay, by > 0 tais que

I VEQR, ) [|< pt)h(] 2 []) + q(), (3.12)

para todo x € RY e quase todo t € [0,T) e

| 1ij(y) |< aiih(| y |) + bij, (3.13)

paratodoi € A,j € Bey € R, além disso, suponhamos que

B
Iim inf ———2—
lzl|—+o0 h2(]| 2 ||)

> 2¢M <\/A1A2 n \/A5A6>2. (3.14)

Entdo, o problema (PI) tem pelo menos uma solugdo fraca que minimiza a fungdo ¢ em Hr. Mais
ainda, se p € L*(0,T;R"), entdo o resultado é também verdadeiro quando (3.14) é enfraquecida

pela seguinte condigio

o By 26 2
lim ||:B1||Ilfoo EE) > min {26 (\/A1A2 + \/AE)AG) ,2e (\/A3A4 + \/A5A6>(3 5

Observacao 3.0.6. Antes de iniciar a prova, introduzimos as seguintes notagoes, com o intuito

de simplificar as estimativas que serdo feitas ao longo da demonstragao.

o=

T T T
M, = / eCOp(t)dt, M, = / e“Og(tydt, My = (/ 62G(t)p2(t)dt) ’
0 0 0
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T C2M? T2
A= — A, = 91 A= —
1 247 2 9 ) 3 871'2’
C2M?2 pT
Ay =93 Ay = — Ag = — 2 26
4 5 5 o1’ 6 = pn 1CL

Vamos a demonstragdo do Teorema 3.0.5.

Demonstragio. A prova esta dividida em dois passos.

Passo 1) ¢ é fracamente semi-continua inferiormente em H%,. De fato, como

1 T
5[ Ol P a
2 Jo

é semi-continua inferiormente e convexa, entdo, pelo Lema 1.0.23, segue que

1 T
5 [ e | a
0

é fracamente semi-continua inferiormente em H7.. Assim, basta mostrar que

/ “OF (¢, ult dt+zz G(tﬂ/
0

7j=1 =1

é fracamente semi-continua inferiormente em H;.. Seja (u,,) uma sequéncia fracamente

convergente a uy em H}.. Entdo, pela Proposi¢do 2.0.13, temos que (u,,) converge uni-

formemente a uy em [0, 7]. Uma vez que toda sequéncia convergente é limitada, segue

que existe uma constante C; > 0 tal que

H Up ||oo§ 017

para todon € N.

Pela hipétese (A) e pelo Teorema do Valor Médio, temos

AZﬂ%ﬂmmm—me@nﬂg[f&@uwﬂw»—Mmmm\ﬁ

SC/O I VERE) [l un(t) = uo(t) || dt

T
gCWun—me/’HVFmoudt
0

T
SCM«%Mméamﬂwwﬁ—W,
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quando n — +oo0.

Portanto,

T T
lim [ e“OF(t, u,(t))dt = / e“OF(t, uo(t))dt.

Por (3.5) e pela continuidade das fungdes I;;,i € A, j € B, temos que

PN Gity) uj, (t5) PN o, uh(t)
>SS [T nay = 33w [T )y
j=1 i=1 0 j=1 i=1 0

PN uj, (t5)
= o> [ )y
j=1 i=1 up(t;)
rp N ug, (t5)
<Y [ ) |y
j=1 i=1 ug(t5)
PN (1)
=59 Sl et
j=1 i=1 up(t5)
P N
= 26M02 | u (t5) — ug(t)) |
j=1 i=1
D N
<D MOy | un — g [l

j=1 i=1
_ M
=pNeV Cy || up — up [|oo— 0,

quando n — +00, onde
2= amax 1)

Portanto,

T p N ul, (t5)

tiw [ PR ()i Y030 [ )y -
0 j=1 i=1 0
T r X up (t5)
= [ CORudr+ 303 [T Iy
0 j=1 i=1 0

Segue da Proposigdo 1.0.20 que ¢ é fracamente semi-continua inferiormente.

Passo 2) Vamos mostrar que ¢(u) — +oo quando || u ||— +oc em Hj.

Sejam ay,as, a3 constantes positivas, que serdo determinadas posteriormente. A

partir de agora, iremos realizar uma série de estimativas com o objetivo de obter uma

estimativa para ¢(u).
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Seguem das propriedades (i) e (ii) de H e da desigualdade triangular que

Bl -+ sia(t) 1) < k(| @ |+ 1| si(t) 1) < Co[h(l all) + Al si(t) )
— Coh(l| @ [}) + Coh(s || at) ) (3.16)
< Coh( @ [}) + Coh(l| a(t) |I), s € [0, 1],

Pela Desigualdade de Cauchy-Schwarz, (3.12) e (3.16), vem que

/OT YO (F(t,u(t)) — dt‘

G(t)

t)/ (VF(t,u+ su(t)),a(t)) dsdt

IN
S

e (VE(t, @+ su(t)), a(t))| dsdt

G(t)

IN

e | VE(t,u+ su(t)) ||| a(t) || dsdt

3
S~ —

[y

(R @+ su() ) + q@)] | a®) || dsdt

A
o\»haﬁhh

o

N
Q Q
O\HO\J

p(OR(] @+ su(t) ) | Hmﬁ+/‘ / ) |l a(t) || dsdt

IN
|

f@/zﬁH%MHMD+%MHMﬂmMﬁ@”“ﬁ+

(t) || a(@) || dsdt

1

_|._
o\
N
D
2
O\)L
Q

p@h(][ @l]) || () | dsdt+/0 CoeG“’/O p@)R([| a(t) [)) || a(t) || dsdt+

Il
N
S~
.
)
Q

0

1
eaﬂ/q@nmwu@ﬁ
0

+
o\
S

C()@G(t

p(O)( ) | a@) | dt+/ Coe““p(t)h(l| a(t) |1) 1] a(t) || dt+

0

I
O\H

¢“Wa(t) || a(t) || dt.

+
o\
S

(3.17)
Pela Desigualdade de Sobolev, e das propriedades (i) e (iii) de H,
T T
/ Coc“Op(t)h(]l a(t) II) || at) | dt+/ “Og(t) || a(t) || dt
0 0
! G(t) ! G(t)
< C fth~oo~oodt+/ Dq(t) || @ || dt
<Co [ OpOM ) il de+ [ Ogte) ] 6.18)

= CoMih(|| @ [lo) || @ [l +Ma || @ [|o

< CoM Ky [ (S +EG] || @ floe +Mo || 4l
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= CoM K, || @ |2 +[CoM Ko + M) || 0 [| oo

a+1

T 2 T 2 2
< CoMiK (5 Il ! 12, + [CoM iy + Mo | 5 Il 22

T QTH 1 T % /
=t (35) T s G K+ (55 ) e

Segue da Proposic¢do 2.0.11 que

T
Coh(|| @ H)/0 ¢“Up(t) || a(t) | dt < Coh(ll u My || @ flo
02M2

<2 || i 1%+ 1h2(|| )
ay T C2M12 2 _
< 2 3.19
<2+ ey G
2 h
Do 1 + O a )
A _
= Avay || |72 + 2h2(|| ),

parap € L'(0,T;R").

Pelas Proposi¢des 1.0.1 e 2.0.11, obtemos

canll 1) | " Spt) | a(t) | de < Coh(] 7 ) ( / ) (eG“)p(t))thf ( / ) |? dt)é

— Coh(ll @ )M || ||

as ~ 112 C2M32 2 _
< = 2
<2l +tnal)
a9 T2 /2 C2M32 2 _
< =2— 2
S e ()
— A4 2
= Agas || ' ||z2 +— h (1)),
(3.20)
parap € L*(0,T;R").
Em virtude de (3.17)-(3.19),
T
/GG“)(F(t,U(t))—F( ))dt‘ /Coe @A @ [l) || a(t) || dt+
0 0 (3.21)
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5“4 CocCOpyh(|| @ |) || at) || de+

a+1
T

2 T 2
v ek (15) I 5 oMK+ 0] (15 ) L

a+t1

A 2 T ? a+1
< Avar || |72 +—— h (IFal)) + CoMiKy { 15 w177 +

1
T\ 2
+ [CoM1 Ky + M| (E) I u/ | 2,

parap € L'(0,T;R").
Segue de (3.17), (3.18) e (3.20) que

T A
[ e o) - Pl ] < A | [+ 52020 @ 1)
0 . ) (3.22)

T 2 ! ||a+1 T\ /
—|—C[)M1K1 E ” U ” [COM1K2+M2] E H u ||L27

parap € L*(0,T;R").

Paratodoi € A,j € Bes € [0,1], resulta das propriedades de ‘H que

(| @+ su'(ty) ) < bl @' | + | su'(t;) |)
< Coh(| @ |) + Coh(| su'(t;) |) (3.23)
< Coh(| @' |) + Coh(] @'(t;) ]),

e segue da Proposigdo 2.0.11 que

) ~ T\:
() 1< e 11 s (35) 00 (.29

Em vista de (3.13) e (3.23),

P N

wi(t;) @’ PN 1 ‘ 4 .

ZZGG(tj) (/ Lij(y)dy —/ [ij(y)dy>‘ = ZzeG(tj)/ Li; (ﬂl + Shz(tj)) u'(t;)ds
o 0 0 j=1 i=1 0

p N
<ZZ@G / | I;(u" + su'(t;)) || @' (t;) | ds

j=1 i=1 0

p N )
<SS [ fagh( @+ ) )+ 0] 00 | s

j=1 =1

(3.25)
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L / i (Coh(| @ [) + Coh(( @(t;) )] | 8(1,) | ds+

jlzl

—i—ZZe ”/ by | @(t;) | ds

]111

—ZZOOa SO a|) | @ |+ZZcoaw @(ty) ) | @) |+

Jj=1 =1 j=1 i=1
D N

YD Wby () |
j=1 i=1

Pela propriedade (i) de H e pela Proposi¢do 2.0.11, temos

P N
cho% A a )| att) 1<) Coaye™ (| @ll) [ a'(t)) |
j=1 i=1 =1 i=1
P N
<3S 2 |2+ZZ—02 2260 (| @ |)
j=1 i=1 j=1 =1
p
:Z |y2+22 az, IR (| a])
j=1 j=1 i=1 (326)
ap . 02 &
<Zlalf +2 ZZaz ()
_] 1 =1
apT 02 L _
<O e 4 ZZ Gl
7j=1 =1
A _
= Asaz | v’ |12 + 6h2(H -

Segue da propriedade (iii) de H e (3.24) que

p N p N
YD Coaye (| a'(ty) ) [ @ (t) | +D Y bye®®) | @'(t;) |

j=1 i=1 J=1 =1

€30S Gl (K | (5) [ +K2) | (5) | +

7j=1 =1

P N
+D 0> by [ a@(ty) | (3.27)

j=1 i=1

P N
=33 Coaye SOk | (t) [ +

jlil

+ZZCOCL1JK2+Z)U I ‘ ()‘

7=1 =1
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p N T atl

<2 e (55) I+
j=1 i=1
p T 1

# 33Comia +0)e) (35) 1
j=1 i=1

Assim, em vista de (3.25)-(3.27),

Jj=1 =1 7j=1 =1
p N p N
+ )0 CoaygeDn(| @ (ty) ) | @' (t;) |+ ) ey [ @(t;) |
7j=1 =1 =1 =1
< Asaz || v |72 +—h2 () +choa SR @ (ty) ) | () |+
7j=1 =1
D N
+> 0> Wby | @(t) |
j=1 i=1
7\ 5
s 14 s+ 5201 1)+ 300 ot () 1 g+
7j=1 i=1

p

N T 1
> (Cona + 8 (15) 1
=1

+
Ng

(3.28)

Quando p € L'(0,T;R"), por (3.5), (3.21) e (3.28),

N

T T p tj)
o) =5 [ O 1P arr [ O aas >SS e [T Ly
0 7j=1 =1 0

T
+</ G(”Ftudt+zz ta/ () dy — / COF(t, w)dt —
0

7j=1 i=1
p

_Ziect)/o Lij(y dy)

j=1 i=1
1 /7 T
:2/ O || /(1) |? dt + / CO(P(t,u(t)) — F(t,u))dt+
0 0
PN (t5) @ T
Yt / Iij(y)dy—/ L-j(y)dy> +/ PO F(t, u)di+
=1 0 0

- N
Z eG t;) / IZ]

=1

1
p
1

Jj=

+
+

(3.29)
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a1
1" A T\ =
>3 [ eSO 1P b= v I =22 0 ) - i (35) g -
0

T H(tg) a’
— [CoM1 K> + M) (E) | (|2 +ZZ Glta) (/ Iij(y)dy_/ ]z‘j(y)dy> +
7j=1 =1 0
p
+/ F(t, u)dt + Z

N

eG () )/ ij )dy
1

=

1 r -M / 2 / A2 2 T Q;r a+l
=5/ € | /() 1 dt — Avay || u” [|72 o (IFall) = CoMiEy | 5 [
T % AG 2 p N
~ oM+ 0] (15 ) I Lo s 1 [ =220 ) = 303 Coge
J=1 =1
T a;»l p N T % T
<E) H u ||a+1 ZZ(COain2+bij)eG(tj) <E) H o HL2 +/ eG(t)F(t,ﬂ)dt+
j=1 i=1 0
p N
PS5 [
7j=1 =1
at1
e_M (t5) T : a+1
= (5= — A = Asay ) ||/ |I}. ~Cok, MHrZZam o) el -
7j=1 =1
p N T i
— (CoMlKQ + MQ + ZZeG(tj)(OoainQ + bl])) (E) || Ul ||L2 +
j=1 i=1

0 ) |y — 2 o)

Quando p € L*(0,T;R"), por (3.5), (3.22) e (3.28),

atl
o) = 1 [ eSO | ) 1 dt— Agas || o 2 A oo (5) T g +
_2 o 3W2 12 0 1 1 12

— [Co M1 K + M) (12) | u’ e +ZZ ) (/ Z(tj)fij(y)dy—/oﬂi [ij(y)dy> +

7j=1 i=1
T p N
—|—/ dt—l—ZZth)/ i (
0 7j=1 =1
e Ay T\ %
25 [ eI Pt =t e = ) - ok (55 ) I

T / / A .
oM+ 0] (13 ) I Lo~ o 13 =220 )~

(3.30)
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p N T\ 2 p N T %
- choaijeG(tj)Kl (E) u' |93 — ZZ Coaij Ko + bij)e” (E) | ' ||z +

jfl i=1 j 1 i=1

—l—/o tudt—i—ZZe t)/ L (y)dy

7j=1 =1
—-M

p N ol
e j T ’ @
- (7 — dyas = s ) o 2 ~Coky (Ml + ZZWW> (3) e+

j=1 i=1

T\?,
(5) ol +

C(]MlKQ + M2 + Z Z C(]CLUKQ + sz)

7j=1 =1

Como p(t) > 0emed {t € [0,7];p(t) = 0} < T, entdo fo t)dt > 0. Assim, Ay > 0
e A4 > 0.
A partir de agora, vamos determinar os valores das constantes a;, a; e as de modo

que os coeficientes do termo de maior grau dos polindmios que se encontram ao lado

direito das desigualdades (3.29) e (3.30) sejam positivos, assim como

i A
lim inf [QE&—&——G}>O
lall»+oo [ R2(|| @ ||) @1 as
e
lim inf [M—é—ﬁ}>0
lall—=+oo [ R2(|| @) a2 a3

Com isso sendo satisfeito, conseguiremos provar que ¢ é coerciva tanto no caso em que
p € L'(0,T;R"), quanto no caso em que p € L*(0, T;R™).

Pra tanto, dividiremos esse passo em 2 casos.

Caso1:p € L'(0,T;R™).

Seja
1 VA Ay
2eM Ay /A1 Ay + A5 A

ap =

Por (3.14), temos que

B = | lﬁm inf % > 2eM (/AL Ay + /A5 Ag)?
zT||—00 T

= 26MA1A2 + 46M\/ A1A2 vV A5A6 + 2€MA5A6
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2eM A A 2eM A A 2eM A Agv/As A
e N W Vit i Y B W Wt i Ut i

vV AlAQ vV A1A2 V A5A6
2€MA5A6\/ A1A2
VAsAg
. 2€MA1A2(\/A1A2 + \/A5A6) + 2€MA5A6<\/A1A2 + \/A5A6)
VAA, VA5 Ag
== é + A6(L’7
a1
onde
- 2€MA5(\/A1A2 + \/A5A6)
VAsAg '
Como
B> é + AG.I',
(3]

existe £ > 0 tal que

A
B> k> 2+ Agz,
3]

podemos escolher

A
k=24 A4l < B,
a1
onde ! > z, ou seja,
1 - 1
I x
Seja
1
as = —.
ST

Deste modo, obtemos

Note que

1 vV AlAQ 1 \% A5A6
A1a1 + A5CL3 < A1 7 + As M
2eM Ay \JA Ay + /A5 Ag 2eMAs /A1 Ay + /A5 Ag
\/AlAQ -+ \/A5A6 . 1 G_M

- 2eM (\/A1A2 + \/A5A6) B 2eM N 2
Logo,

oM
T — A1a1 — A5a3 > 0.

(3.31)

(3.32)



65

Pelo Lema 2.0.12, para u € Hy.

1
| u |l r— +oc se, esomentese, (|| al*+ || u [72) = +oc.

Disto, (3.29), (3.31), (3.32), e propriedade (iv) de H, segue que
¢(u) = +oo quando || u ||y, 7— +o0.

Caso 2: p € L*(0,T;R™).

Seja
1 VA A,
n 2€MA3 \/A3A4 + \/A5A6 '

ag

Por (3.15), temos

o E(z) M 2
B = liminf ———— > 2¢ AsA, + /A A
2| —o0 R2(|| = ||) <\/ 3 \/ 5 6)

== 2€MA3A4 + 4€M\/ A3A4\/ A5A6 + 2€MA5A6

. 26MA3A4 26MA5A6
- = <\/A3A4 n \/A5A6> 7= (\/A3A4 + \/A5A6)
A4 2€MA5A6
= — 4+ ——— Az A A A
a2+ JAA (\/34+\/56>
A
= — + Aﬁya
a2
onde
_ 2€MA5 (\/A3A4 + \/A5A6)
! VA A |
Como
B/ > é + A6y:
a2

existe £ > 0 tal que

A
B,>k/>a—4+A6y,
2

podemos escolher

A
k':—4—|—A6m<B/
a2

onde m > y, ou seja,

<

< | =

1
m



66

Seja

as — —.

3

Deste modo, obtemos

lim inf & > As + ﬁ, (3.33)

[|z]|—00 h2(H x ||) as as

Observemos que

VA3 Ay VA5 As
A3CL2 + A5(l3 < +
26M (\/A3A4 + \/A5A6) 2€M (\/A3A4 + \/A5A6)
e—M
e T
Logo,
oM
T — AgCLQ — A5CL3 > 0. (334)
Como

1
| w1 r— +oo se, esomentese, (|| @[> + || v [|72)* — 4o,

(3.30), (3.33), (3.34) e a propriedade (iv) de H implicam que
¢(u) — +oo quando || u ||y 7— +00.

Portanto, ¢ é coerciva e limitada inferiormente, assim, pela Proposic¢do 1.2, existe uma
sequéncia minimizante limitada em H; para ¢. Pelo Teorema 1.0.21, segue dos passos

1 e 2 que ¢ tem um minimo em Hj. Assim, existe u € Hy tal que ¢'(u) = 0, logo

< ¢'(u),v >=0,Yv € Hr.
Portanto, o problema (PI) tem pelo menos uma solugédo fraca que minimiza a fungdo
¢ em Hj.
O

Teorema 3.0.7. Suponha que existem p,q € L'(0,T;R"), med{t € [0, T;p(t) = 0} < T,
h € H, e a;j, b;; > 0 tais que sejam vdlidos (3.12) e (3.13) e
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FE
lim su (x)

D, 3.35
AP e <P (3.35)

onde

2
D1 = —2€M(2 + 62M) (\/AlAQ + \/A5A6> .

Entdo, o problema (PI) tem pelo menos uma solugio fraca em HY.. Além disso, sep € L*(0,T;R"),

entdo o resultado também é vilido quando (3.35) é enfraquecida pela condigdo

E
lim sup (z)

———— < min{ Dy, Dy, D3, D4}, 3.36
S (< D De: Da, Day (3.36)

onde

2
Dy = —2M(2+ M) (VA + VAA)

Dy = —2¢M <\/A3A4 v \/A5A6> [2 <\/A1A2 v \/A5A6> ey <\/A3A4 n \/A5A6>] ,

Dy = —2eM <\/A1A2 + \/A5A6> [2 <\/A3A4 + \/A5A6> b2 <\/A1A2 v \/A5A6>] .

Demonstragdo. Provaremos este resultado fazendo uso do Teorema 1.0.17. Ja vimos
que H} = RN @ HL é um espaco de Banach e que ¢ € C'(H}; R), assim, para termos
condi¢des de aplicar tal resultado, basta mostrarmos que ¢ satisfaz a condicdo (PS) e
exibirmos uma vizinhanga limitada D do subespago das fun¢des constantes de H7. de

modo que

max ¢ < inf ¢.
s < info

A prova serd dividida em trés passos.

Passo 1) Paraz € RV ¢(z) — —oo quando || z | = +oo. De fato, temos tanto pela

condigdo (3.35) quanto pela (3.36) que

lim suph~2(]| z |)E(z) < 0.

]| =00
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Além disso,

p

ieG /OI” Ydy = E(z).

j=1 =1

T

(/ﬁ(x)——/ eG(t)]O]2dt+/ COF(t, x)dt +
0 0

Disto e pela propriedade (iv) de H, obtemos

lim ¢(z) = lim FE(z) = —oc.
llz]|—o0 ]| =00

Passo 2) Para @ € Ii}p, ¢(u) — 4oo quando || @ ||, — +o0.

Com efeito, pela Desigualdade de Cauchy-Schwarz, Proposi¢do 2.0.11, propriedade
(iii) de H e (3.12), resulta que

/T O (F(t,a(t)) — F(t,0)) dt‘ =

I VE(, su(®) [l a(t) || dsdt

1)), a(t)) dsdt'

S
kA

IN
o

~
kA

G(t)

IN

I
No\»o\éhh

(p(O)A(] su(@) |) +q(@)) || a(t) || dsdt

e

[y

Rel0)

P0G 11 a0) 1) 900 s+ [0 [ gty ) | s

~
kR

G(t)

IN

e

Nc\o\éc\

p()(Fs® | ) |* +15) || Hwﬁ+/‘ / ) Il a(t) | dsdt

N

Rel0)

p(t) K5 || at) || >+ dsdt+/ eG(t)/ p(t) Ky || a(t) || dsdt+
0 0

1
1

q(t) | a(t) || dsdt

+
o\
S
8
Q
O\c\

IN

T T
p(t)E1s® || @ [l dé‘dt+/ “Op(t) Ky || @ || dt+/ e“Wq(t) || a || dt
0 0
a+1

T 2 T T 3
p)Ks® | — || @ |72 dsdt+/ CCOp)Ky | — ||/ ||22) dt+
12 . 12
T 1
T 2
SCICIR AR
atl

T T 3
K T . . 2 T 2
Op) B (10 1) e [ e ptome (1 13 ) ars

IA

_I_
c\HC\

Il
>~

(3.37)
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T T %
+ [ e0an (5 1) e
0

a+1

1 1
K, (T\7 T2 T\
— M - 9 My K (= / M, ( = ’
L <12> | u" (727 + MK D | u' [|pz +Mo D | u' [l 2
K T\ T\:
1 ! jat+1 /
= M| — MK M — .
ar1h (12) | u' |72 + (MK + Mo) (12> | u' |2

Em vista de (3.13) e propriedade (iii) de H, temos

| Lii(y) | < aih(ly [) + b
< aii (K |y |* +K3) + by (3.38)

= a;; I |y | +(ain2 + bij>>

paratodoi € A, j € Bey € R. Quando @'(t;) > 0, por (3.38), temos que

i Ky i at ~i w0s)
— (@' (t;))*" = (ai; Kz + byy)u'(t;) < Iij(y)dy
a+1 0
aij K o i
< aj—ﬂ(u ()% + (a5 Ky + big) ' (1),
isto é,
—a;; K, | N . ' (t5)
—111 | a'(ty) [*T —(ay Ko+ by) | @' (1) |< / Lij(y)dy
. i 0 (3.39)
Qi1 @ ~i
< Ozj——i—l | @' (t;) [*7 +(ai Ky + bij) | @' (t5) | -
Quando @'(t;) < 0, segue de (3.38) que
ai; Ky o a+1 =i ‘
——— (=) (@' ()" — (a;; K2 + b)) (=)' (t;) < | Li(y)dy
o+l )
_ai'K o~ o ~i
< T (1)@ () + (0 K + by) (— 1) (t),
a+1
isto é,
—a; Ky at1 ~ i °
g | E) T ek + by) [at) < L(y)dy
. (1) (3.40)
Qi1 | 4 a ~g
= oz]—+1 | a'(t;) |7+ (ai Kz +by) | @'(t5) | -

Em vista de (3.39) e (3.40), para todo @'(t;) € R, obtemos
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(linl
a+1

at(ty) 4 ,
A Lo()dy| < ST i) 1 ag K + by) | @) .

que combinado com (3.24) nos d4

a+1 1
T\ 2 T\ 2
>~ - <—) || u ||O‘+1 +(ain2 + bij) (E) || u ||L2 . (3.41)

Assim, seguem de (3.5), (3.37) e (3.41) que, para todo @ € H:%,

a'(t;)

T T
o) = %/0 O @(t) |2 dt—l—/o COF(t, at))dt + ZZ@ / L (y)dy

7j=1 =1

1 T T T
=3 / eCO ||/ (t) |7 dt + / SO (F(t,a(t)) — F(t,0))dt + / “OF(t,0)dt+
0 0 0
G(t;)
159 WY
7j=1 =1

a+1

1
1 [T K T\ 2 T\?2
> MA@ 1P dt - —2 M, [ — ol (KoM + M) | —

>3 [ eivol a+11(m) I 155t =t + 04 (15 )

p N atl 1
. ;5 K1 T 2 o T
| ' ||z +ZZ _Gt) J_ <ﬁ) | u (193" +(ai; Kz + bij) (E) |’ ||z
7j=1 =1

T
+ / e“OF(t,0)dt
0

at1
:%e_M||u'||%2+/0 F(tOdt—(Ml—l—;;e tfaj> 1(?—2) :
1
| ot — <K2M1+M2+]21; a”KngbU)) (%) I g2
(3.42)
Além disso,
lim || o |72= +oo.

lall1,r—+o0
De fato, como

Pl r=l @ 72 + [l w1z,

entao

0 |3 p— +o0
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implica que
| @[32— 400 ou || u ||72— +oo.

Se

I [JZ2— o0,

entdo a Proposi¢do 2.0.11 implica
e Ifz2— +oo.

Disto e de (3.42) concluimos que

¢(@) — +oo quando || @ ||, 77— +o0 emﬁ%,

Passo 3) ¢ satisfaz a condigao (PS).(Veja Defini¢ao 1.0.16 ).

De fato, seja (u,) uma sequéncia em H tal que (¢(u,)) é limitada e ¢'(u,) — 0
quando n — +o00. Vamos mostrar que (u,) possui uma subsequéncia que converge
em H7. Sejam by, by, bs, by, bs, bg, b7, bs constantes positivas, as quais serdo determinadas
posteriormente. Inicialmente, faremos algumas estimativas com o intuito de mostrar
que as sequéncias (|| @y, ||) e (|| «, ||z2) sdo limitadas.

Segue de (3.12), (3.16) e da Desigualdade de Cauchy-Schwarz que

/ ' eCO(VF(t, iy + n(t)), Gn(t))dt

/OT eG(t)(VF(t’un(t))7ﬁn(t))dt' _

< / eSO || TF(t, iy + (1)) ||| () |
< / eSO [p(tR(|| @ + Tn(®) [) + a(B)] || Fn(2) |

< /0 “Op(t)Coh| i 1) | @n(?) | dt+/o “Op(t)Coh|| () 1) Il () || dt+

T
+/0 e“Oq(t) || @ (t) || dt.
(3.43)

Por (3.13) e (3.23), temos que
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Z Z ) Iy (ul (t5))s (1)

j=1 i=1

<ZZ O | Iy (i, + (1)) || () |
7j=1 =1

<ZZeG<t aiih(] @, + @ (1) ) + by] | (1) |
7j=1 =1
p N . . .

< SN 9O ay(Coh(| @, ) + Cohl] (1) 1) + by] | (ty) |
j=1 i=1
p N ' p N ‘

=S Coage® (| @, |) | (t) | + bt | (1) | +
j=1i=1 j=1 i=1

1
305 Coage SO i (ty) ) | () |
j=1 i=1

que combinado com (3.26) e (3.27) nos da

2 G(t5) i ~q AG 201 =
DD eSO (8))iin (1) < Asa || i, (172 +— e an )+
j=1 i=1
PN 7\ PN T\ 2
+ Z Z Coa” J)Kl (E) I u ||a+1 +Z ZGG(tj)(CoainQ + b”) (E) I u;l Iz,
j=1 i=1 j=1 i=1
(3.44)
para todon € N.
Procedendo de maneira anadloga ao que fizemos para obter (3.28), obtemos
PN up (t;) up,
Sy e ([T nds— [y
j=1 i=1 0 0
Ag Py T\
< Asbs || ul, 172 -I—b—:hQ(ﬂn) + Zzooaz‘jeG(tj)Kl (E) || !, ||O‘+1 + (3.45)

p N T 3
300Gk 0) (15) 1 e

j=1 i=1

paratodon € N.
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Dividiremos a demonstragdo do terceiro passo em dois casos:
1° caso) p € L'(0, T; R™).

Em vista de (3.43), (3.18) e (3.19), temos que

T
A
/ €G“><VF<t,un<t>>,an<t>>d’f‘ < Asby [ 12 + 2R3 )+
0

b
o - (3.46)
FCanks (1) T N5 +Codt M) (15) I

paratodon € N.

Segue de (3.10), (3.11), (3.5), (3.46) e (3.44) que

T T
Vil > < &), iy >= /O eSO (1), (1))t + /0 GO (T (1, un (1)), i (1))t +

+ 3 e Iy (il (1)) i (1)

j=1 i=1

> (™M — Auby = Asby — by) ||y |32 +ba |, |32 +

p N afl
, T\ 2 o
— CoK, <M1 + Z ZaijeG(tg)) (E) || ul, Hle — (CoM Ky + M+

=1 i=1

e G(t;) T % / AQ AG 2 _
£20 D Cong 40 | (15 ) W e = (524 57 ) W2 ),

j=1 i=1

(3.47)

para n suficientemente grande, pois ¢'(u,,) — 0.

Mais ainda, a Proposic¢do 2.0.11 implica que

(T2 4 4n2)2

o | ul |z - (3.48)

_ T
Vi [hr< o Il [lze<

Em vista de (3.47) e (3.48), temos que

A A _ ! /
(b—f + b_) B2 o 1) 2 QU fl22) + b | 22, (3.49)
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para n suficientemente grande, onde

p N atl

_ T 2

QU e llz2) = (7 = Asby = Asby = ba) || ) [[72 ~CoF, (M1 2 aueG@)) (E)
j=1 i=1

=1 i=

p N 1
o . T\?2
H u || +1 (CoMlKQ + MQ + Z Z eG(tj)(CoainQ + bl])) (E) || U;L HLZ +

j=1 i=1
(T2 4 4n2)2

R kars

Assim, por (3.49), se e™™M — Aby — Asbs — by > 0, entdo, existem constantes C5 e C, tais

que
(524 52 0w ) 2 00, 122 +Ca 350)
e
(2229 i = Vo @)

para n suficientemente grande. De fato, primeiramente note que e™™M — Aby — Asbsy —
by > 0 implica que () — +oo quando || = ||— +occ. Entdo, existe uma constante
Cs > 0 tal que Q(z) > 0 para todo z > C5. Seja C5 = ze[ior71+foo){Q(x)}». Assim, (3.50)
segue de (3.49).

Em vista de (3.49), temos que

A A
—2+—6 (|| @ 1) > V/bu ||l |12, (3.52)
by b3

para n suficientemente grande e || u, |[;2> Cs, pois Q(|| u,, |2) > 0 sempre que
12> Cs.

ol

Seja Cy = v/b4C}, entdo

I

Ay | Ag\?
(52 +55) Wl aa )2 02 Vs I s ~C 659)

para n suficientemente grande e || u/, ||;2< Cs. Assim, por (3.52) e (3.53) segue que

A A
(2+bﬁ) (10 1) 2 Vo | e, 12 ~Ci.

by

para n suficientemente grande, provando (3.51).
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De uma maneira similar a prova de (3.21), obtemos

T
A
[ e Feunto) = Pt ) ] < i, [+ 3200 D
0 o e (3.54)
w ek (g5) I g+ @+ ) (55 )

paratodon € N.

Em vista de (3.5), (3.54) e (3.45), temos que

(b(un):% /O eSO || ol (1) |12 dit + /0 eSO (F(t, un(t)) — F(t, G)) di+

i (1)) @, T
+ZZ o) (/ Iij(y)d?/_/o Iij(?J)d?/) +/0 YR (t, u,)dt+

=1 i=1
Sy [
7j=1 =1
eM A T En
< |, 1172 +Abs || ), 132 +52R2(] @ 1) + CoMi K | = |y, 1537 +
2 be 12
T2 / r2 AG 2 —
+(CoMiKz +Mo) { 15 ) Nl [z +Asbs || w, Iz +b—h (I 1)+
a1l 1
T 2 l a+1 T ’ /
33 ek, (2 303 oyt +0) (1) 1 i
7j=1 =1 j=1 i=1
p N
- / F(ta,)dt+) > et / Li(y
0 j=1 i=1 0
oM LA T\ %
_ (7 A A ) 11 s+ <M1 D3> az-jeGW) (55) Il +
p N T %
MKy + M. ) (Chai Ko + by — !
(Co 1480 + 2+j 112136 0@ij 12 + ])) (12> |y, N2 +
_ E(uy) A AG}
o [ A

(3.55)

para todon € N.

Vamos mostrar agora que (|| @, ||) e (|| «, ||z2) sdo sequéncias limitadas. Sejam

AQ e M

by =0
O 2V A VAA, + VA A,
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e
1 Aﬁ €_M
by =bg = =/ — )
2V As VAL Ay + VA5 Ag
Assim,
A2 AG 1 A2 Aﬁ €M
————— —(—=+=)—=—+A4 A
s bs by (b1 * bg> ( 5 T Abs - Asbs
_ Ay VA Ay 4+ As Ag As VA Ay + /A5 Ag
= —2A4, A_2 o 2A6 A_6 oM +
1 A VA Ay + VA5 Ag As /A1 As + VA5 Ag
E <2A2 A_2 o—M + 2A6 A_6 oM

eM Ay Ay e M A5 AG e M

< 2 2 A1 \/AlAQ + \/A5A6 2 A5 \/A1A2 + \/A5A6)
= —2€MA1A2 — 2€M\/ A1A2 A5A6 - 2€M\/ A1A2 A5A6 - 26MA5A6+

1
= <2€MA1A2 4 2eM /AL Ay /A5 Ag + 2eM A Ag + QeM\/AlAQ\/Ag,Aﬁ)

-
<6M i 1 \/AlAQ 1 \/m )

2 2eM A Ay + VA A 2eM \JAL Ay + A5 Ag

M 2 1. 2 (M 1
= —2e (\/AlAZ + \/A5A6> — b—426 <\/A1A2 + \/A5A6> 5 + Seit
2 1 [eM 1

_ _9o,M [ _
= —2e (\/A1A2+\/A5A6> [1+b4 ( 5 +2€M>} .

Além disso, como

lim sup h2(|| = ||)E(x) < Dy,

llz[| =00

conforme (3.35), podemos entdo escolher

tal que

. E(x) Ay, Ag 1 <A2 Aa) (eM )
O WD S b b o\ T ) g HAbe+Ashs | (356
felose R2(11 2 1) bs  bg by 5 1b + Asbs (3.56)

pois



77

Ay A Ay A 2
A A 1 2,06 ——|—AbG—|—A5bg :—26M(\/A1A2+\/A5A6>
by \ b1 b3 2

L
b4 2 26M
2 2 [eM 1
— M —_— R R
> 2 (\/A1A2+\/A5A6) {1+ =" ( o QeM)]

( A A, + A5A6> (2 + €2M)

=D

. E(z)
> lim sup ————.
l|lz)|—o0 2([[z )

Notemos que

—-M

Albl + A5b3 + b4 < Albl + A5b3 + 67

Al A, e M LA A5 Ag e M L€
A, VA Ay +/A5Aq As VA A2+\/A5A6 2
oM A A, + /A Ag e—M
2 VA A+ VA5 Ag 2

—-M
= € s

-M

logo,
— (Albl + Asbs + b4) > 0.

Como (¢(uy,)) é limitada, existe uma constante Cy tal que

gb(un) Z 08‘

Segue disto, de (3.55), (3.50) e (3.51) que

OS < gzﬁ(un)

oM P T\ N
< <7+A1b6+A5b8) Iy 22 +Cok <M1+ZZ“” t)> (12) Il Wi+

7j=1 =1

(3.57)
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p_ N 3
T 2
+(%MMﬁw%+ E)“ﬂ%%m+%0(ﬁ)n%mﬂwmam

eM 1 AQ A6 _ C
S <7 + A1b6 + A5b8) (b_4 < bl + b > hQ(H ||) ) + C()Kl (Ml + ZZ(Z@] >
T

Jj=1 =1
1 /A A o\
2 6 4
(2) Q@(m+b) “%”+ﬂﬁ :
<00M1K2+M2+ZZ€ tj CoaUngwa))
7j=1 i=1
T\z 1 E(a, A, A
(_) 1 Z(_Ij)+_2+_61
12) /by (| an [l) b6 bs
i} E(] 1y |) } Cg(
= h3(|| @, {—_+W | —— 4+ Abg + Asbg | + CoKy | My + a;
U ) |\ mra =™~ 5, (32 s+ Asbs | + Cok; 1;;]
Ay Ag\?
=+ ) (] @ ) + C
b, | by

p N 1
T\2 -1
+ (COJWIKQ + Ms + E €G(tj)(00aijf(2 + bij)) (-) b4 2

2 gt) Hla I+ G

(5245 #1(m )|

a+1
+

12

para n suficientemente grande, onde
Ay Ag Ay Ag
— 2,0 — )| —=— + Ab
Wy b6+b8+b4(b1+b3 2+ 1bg + Asbs
Observemos que, se (|| @, ||) ndo fosse limitada, entdo
lim || @, |[|= 4o
n——+o0o

e teriamos pela propriedade (iv) de H que

i h(] @, ) = +ox.
Deste modo, por (3.57) e (3.56), obteriamos que

o(uy,) < —o0,

o que contradiz o fato de que (¢(u,)) é limitada. Portanto, (|| @, ||) é limitada.
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Entdo, segue da propriedade (iii) de H e (3.51) que

: I
< — [y 8
il < = | (52 455) lm D+ G
1[4 Ag\?
SN <b—f+b—:) (Ky || G || +K2) + Cy

para n suficientemente grande, portanto (|| u/, ||;2) é limitada.

Disto e pelo Lema 2.0.12, obtemos que a sequéncia (|| u, ||1r) é limitada. Como H.
é um espago de Banach reflexivo, temos, pelo Teorema 1.0.14, que existem u € Hj} e

uma subsequéncia (u,, ) de (u,) tais que

Up, — U

em H. Pela Proposigdo 2.0.13, segue que (u,, ) converge uniformemente a v em [0, 7.
2° Caso) p € L*(0,T;R™).
Segue de (3.43), (3.18) e (3.20) que

T
A
[ e (T e, au0) ] < sy | s 54020 a4
0 2

(3.58)

a+1

1
T\ %
+ CoM, K, (E) | up 1531 4+ (CoMi Ko + Ma) (ﬁ) |y, |22,

para todon € N.
Segue de (3.10), (3.11), (3.5), (3.58) e (3.44) que

[an || = < (un), b >
D N

= [ i [ TR0, w0+ S )il

j=1 i=1
a+1

T A T\ 2
> [ Moo - a1, I 540 1) - Codtt (35) NG5
0 2
T\* A
~ (Cottiia+ 35) (33 )t o = 22 5000 )=
3

p N T\ T p N T\ 2
Y3 o (35) T I = DY e Gt ) (55 ) e

j=1 i=1 j=1 i=1

(3.59)



= (e_M — A3b2 — A5b3 — b5) H U;m ||%2 +b5 H U;L ||%2 —C()Kl <M1 +

N

J
G(t T\ /
€ COQzJKZ + bz]) E H Up ”L2 +
1

1=

P
H%W1<%Mm+%+z
7=1

A4 Aﬁ 2
(52 52) o

para n suficientemente grande, pois ¢'(u,,) — 0 quando n — oc.

Se
€7M — A3b2 — A5b3 — b5 > 0,

entdo existem constantes C;; e (7 tais que

Ay A
) B 1) 2 05 g, 172 +Co (3.60)
by b3
e
Ay A
) A 1) = Vs || g, e —Co (3.61)
by b3

para n suficientemente grande.

De fato, em vista de (3.59) e (3.48), temos que

Ay A
<b_24 + b36> W21t |l) = (67 — Asby — Asbs — bs) || up, |72 +0s [ 20 (172 +
p N T oft
— oK, <M1 + Zzaijee(tj)> <E> | s, HQH -
j=1 i=1

1

p N 2 2\1
, T\?2 T4 +47°)2
- (CoMle + My + Y > ) (Coai Ky + bij)) (ﬁ) |, Il —% | iy (22

j=1 i=1
= QI e, llz2) + b5 || i, 122,
(3.62)

para n suficientemente grande, onde
p N T\ 2
QI [|z2) = (67 — Asby — Asbs — bs) || u, ||2 —Coky (M1 + ZaijeG(tj)> (E)
j=1 i=1

1
TN\ 2
H Un Ha-‘,—l — (C K2 + M2 + ZZB Co(ll]KQ + bZ])> (E) H u; ”LQ —

7=1 =1
(T? + 472)2

T e
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Como

e*M — A3b2 — A5b3 — b5 > 0,

entao,

Q(z) = +oo quando || z || = 400,

Deste modo, existe uma constante Cs > 0 tal que Q(z) > 0, para todo = > Cs. Seja
Cs = inf {Q( )}; entdo, (3.60) segue de (3.62).

z€[0,+00
Em vista de (3.62), temos que

A A
—4+—6 (|| @ ||) > Vs ||l ||12 (3.63)
ba b

para n suficientemente grande e || u, ||.2> Cs.

Mais ainda, seja C7 = v/b5Cs; entdo,

Ay Ag\:
(52 +55) hl o) 202 Vs | 122~ .64
2 3

para n suficientemente grande e || u), ||.2< Cs. Assim, (3.61) segue de (3.63) e (3.64).

De uma maneira similar a prova de (3.22), obtemos

/ " COB (1)) — F(t. an))dt‘ <

a+1
T

A 2
Asby || ul, |72 +—4h2(H Uy ||) + CoM; K, (ﬁ) | !, ||O‘+1 + (3.65)

b

1
T 2
+ (CoM Ky + Ms) <ﬁ) | s, || z2

para todon € N.

Temos por (3.5), (3.65) e (3.45) que

i (ty) i g
+ZZ o </ ]z‘j<y)dy_/0 ]z'j<y)dy> Jr/o COR(, a)dt+ (3.66)

+
1[~]-
M
('0
o\..
SN
5
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a+1

1 A _ Ty 2 o
~eM |l ||2a +Asbr ||l |22 +52R2()| G ) + CoMIE (== |, 155" +
2 by 12
T\? As
+ (CoM1 Ky + M) 2 | up, |2 +Asbs || u, |72 +5— b h(|| U ||)+

a+1 N T
e oo+ ) (75 ) I s +
1

1=

PN T\ 2 P
3 3 Cue ks (1) T s+ Y
7j=1 =1 7=1
GG(tJ / [ij )dy
1 0
a+1

e 2 oS Gt T > 1
/ . (6%
7+A3b7+A5b8) |, |2, +CoKy | My + . 1§ a;;eC) (12) |, |95 +

=1 =1

T p N

+ [ €¢ tundt+z
7=1

0 i=

N R T 1
(o %%&+%O(E)H%mﬂwwmm
1

1=

p
(CoMle +My+ )
Jj=1
E(uy, Ay A
[2(_“) LA _6} |
R2(I an )~ b7 s
para todon € N.
(I «, ||z2) sdo limitadas. Para isto,

Vamos mostrar que as sequéncias (|| @, ||) e

consideraremos trés subcasos:

Caso 2.1) limsup h (|| = ||) E(x) < Ds.

[lz[|—oc0
Sejam
A4 G_M
by = by =
A3 VAsAs+ VA5 Ag
e
Aﬁ €_M
b - bg
A5 VAsAL + \/A5A6
entao,

—é—ﬁ—b <A4+ﬁ) (—+A367+A5bs)
5

by  bg by b3
_ Az VA3 Ay + VA5 Ag As VAzAL+ VA As 1
= —2A4/— — 2464/ — - —
A4 e—M A6 e~ M b5

é\/AsA4 + VA5 A6 4 2Aq As VA3AL + VA5 Ag
A4 e~ M AG e~ M

(eM Ay [A, M A [Aq e M )

2 2V A3 \JA3A, + A5 Ag 2 V A5 /A3 AL + A5 Ag
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1
= —26MA3A4 - 26M\/ A3A4 A5A6 - 2€MA5A6 - 26M\/ A3A4\/ A5A - b_
5

<2€MA3A4 + 26M\/ A3A4\/ A5A6 + 2€MA5A6 + 2€M\/ A3A4\/ A5A6>

(GM i 1 V A3A4 1 vV A5A6 )
2 2eM \/A3A4 + \/A5A6 2eM \/A3A4 + \/A5A6

eM 1
= —26 \/A3A4 + \/A5A6 - —26 A3A4 + A5A6 <7 + 2€_M>
y 1 /eM 1
= —2e (\/A3A4 + \/A5A6) 1 + b_ — + _2€M .
)

Mais ainda, como

limsup h (|| = || ) E(x) < Do,

l[z[|—o00

podemos escolher

de modo que

E
lim sup A
Izl o0 P2l @ [|)

= —2eM(2 4 ) (/A3 Ay + /A5 Ag)?
=2 14 2 (G o )| VA VA 667)
< —2eM [1 +bl <£ + 2%)] (VAsAy + /A5 Ag)?

5

:_é_ﬁ_b (A4—|-ﬁ) <—+A357—|—A558>
5

< Dy

b7 bs bs b3
Como
oM
Agbg + A5bg + b5 < Agbg + A5b3 + T
. A3 A4 G_M 445 A A6 €_M €_M
Az A3 Ay + VA5 Ag As VA3AL+ \/A5A6 2
B oM oM
~ 2 T2
= 6_M7
entao,

€7M — Agbg — A5b3 — b5 > 0.

Assim, segue da limitagdo de (¢(uy,)), das desigualdades em (3.66), (3.60) e (3.61) que
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existe uma constante Cy tal que

o4l

eM P N ' T 2 o
367+A@+A%)H%MW%W“G%+§Zthﬁ“ Cﬁ) i

=1 i=1

p N 1
T 2
(%Mﬂﬂ4@+2§}ﬁ %%m+%0(ﬁ>u%hﬂwwmm

Tan ) "o "
< (%+A3b7+A5bg) {1715 (’2: + ’26) W2([| an ) = G ] + G,y <M1+lel% ”)
J [
T\T [ 1 /4, A e
(%) Tb—s(b—ﬁb—g) S

N =

LR T\ [ 1 [A; Ag\7,, _
+ | CoMu + My + 303 @ oK +) | (15 ) | 2 (G2 + 5 ) Olaw D+

Jj=1 i=1
Cy Bli,) | Ai, AG]

+—=1 + B*(|| G, {— + =+

) [y 5
— E an O €M p N ‘

R (|| @ 1) {m + W2} - b_: (7 + Asbr + A5b8> + CoK,y <M1 + Z ZaijeG(t1)>

j=1 i=1

41 a+1

T QT a+1
(5) b

p N 1
T\2 -1
+ (COM1K2+M2+§ > eG(tj)(C’oaingijij)) (E) by’

j=1 i=1

220 () ) +

(A4 Ag

- 2h 77
24wl )+ G

Y

(it
(3.68)

para n suficientemente grande, onde

A4 A@ A4 A(;
W, = 24 26 26) (C 4 Agbr + Ash
2 b7+b8+b5(b2+b3 2+ 307 + As08

Pela propriedade (iv) de H, se || 4, ||— +oo quando n — +oo, entdo
h(|| @, ||) = +o0.
Assim, por (3.67) e (3.68), teriamos que

Cy < ¢(un) <

—_ Y
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o que contradiz o fato de que (¢(u,,)) é limitada. Portanto, (|| @, ||) é limitada.

Temos, por (3.61) e pela propriedade (iii) de H, que

Co 1 (A AN
uunums@(bz ) i+

1 A4 AG _ C’7
— K n ||¢ +K 1

Uma vez que (|| @, ||) é limitada , segue que (|| u), ||z2) também ¢é limitada.

Caso 2.2) limsup h (|| = ||) E(x) < Ds.

l|lz||—oc0
Sejam
b A4 e M
? As A3 AL + VA5 Ag
Aﬁ G_M
b3 = bS 1 )
As /A3Ay + VA5 Aq
e
b A2 G_M
‘ Ay VAZAL+ VA A
Entao
Ay Ag Ay Ag
————— — ) [—=—+A A
b bs b5(b2+bg,)( +Axbs + 5b8>
_ o4 é\/A3A4+\/A5A6_2A é\/ASA4+\/A5A6_
2 A2 e~ M 6 AG e—M
1 Az VA3AL+ VA5 A As VA3AL+ VA5 A
2A 2As
b5 < 4 A4 e~M + AG e~M
eM n A1 Ay e M n A5 A6 e M
2 Av VA3 Ay + VA5 Ag As VAsAs + VA5 Ag

= 2eM (/A Ag\/AsAy + /A1 Ay As Ag) — 2eM AgAg — 2eM /A5 Ag\/ AsAy — —e

(A3Ay + /A3 Au/ A5 Ag + AsAg + \/ As A/ AsAy)

ﬁ n 1 VA A 1 VAsAg
2 2€M \/A3A4 —+ \/A5A6 26M \/A3A4 + \/A5A6

= —2€M(\/A3A4 + \/A5A6)

1 [eM 1 VA Ay + VA5 Ag
Ay + /AA sy +/Asdg) —
{\/ 1Ay + Vs As + (VA A VAs 6)b5(2 T e AL A, + A,
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= —2€M \/A3A4 + \/A5A6

{\/A Ay + /A Ay + (v/AgA; + /A Ag)~ Y VAA T \/A"’Aﬁ}

b5 2 26Mb5

= 2eM (/A3 A, + /A3 Ag)
{(1 + ﬁ) (\/A1A2 + \/A5A6> + ;_Z(\/A3A4 + \/A5A6)] :

De posse disto e do fato de que

limsup h2(| = ) E(z) < Ds,

l[z[|—o00

podemos escolher

de modo que

Ay Ag Ay Ag
A (Y ()

= —QeM(\/A3A4 + /A5 Ag) [(1 + ;> (\/A1A2 + \/A5A6> +

2eMp

AsAy + /A5 Ag) }

> —QeM(\/A3A4 + /A5 Ag) K1 + QLMQe ) <\/A1A2 + \/A5A6> T (3.69)

M
+€72€M(\/A3A4 + \/A5A6):|

= D;

FE
> lim sup (z) .
||| — o0 (|| z ||)

Uma vez que

M
A3b2 + A5bg + b5 < Agbg + A5b3 + 67

B Az [Ay e M L A Ag e M €_M
2\ Az VA A, + /A5 Ag V A5 VA3AL+ \/A5A6 2

—_= e_M,

entao,

e_M — Agbg — A5b3 —bs > 0.
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Assim, segue da limitacdo das desigualdades em (¢(u,)), (3.55), (3.60) e (3.61) que

existe uma constante C tal que

C'10 < ¢(un>
o+l
M (t5) T ’ a+1
< 7+A1b6+A5b8 | up, 172 +Coky MH‘JZI;%J 1 [ 727 +
p N T 1
+ (00M1K2+Mz+ > et OoaUKﬁbU)) (53) et Lo +2201 0
Jj=1 i=1
A
et
(I @, || be ~ bs

e 1 (A, A i Co
< <7 +A1b6+A5b8) (E (b; + b6> W2 (|| i ||) — ) + oK, <M1 —i—ZZazg >
+1

J=1 =1
™ T [ 1 /A4, Aﬁ)% ) C-
= — (=425 (| a, —_r
(12) w:(bﬁbg (e 1)+ 7

P N TN\ [ 1 (A Ag\?
G(t;) g g il B Wb Wl 7
+(00M1K2+M2+§j§je <coaUK2+bw>> (13) [ e (5 50) i e+

j=1 i=1

a+1
+

N

Gl owga | B A As
+\/b—] + h2(]| un ||) {hz(H Uy, ||) + b + b8]

201 = E(u,) Cs [V gl G(t;)
h (H Unp, ||) —h2 — +W3 _b_ 7+A1b6+A5b8 —f-OoKl Ml+zzaije J
a+1

+

T aT-H +1
- b 2
() o

1
T\2 1
(00M1K2+M2+Zze CO%KQMU)) (ﬁ) by ?

=1 =1

2+ 32) hl

<A4 Ag

(3.70)
para n suficientemente grande, onde

Wy= 24264 — (24,76 —+Ab + Asb
T bg | b b5(b2 bs e o

Em vista de (3.70), (3.69) e da propriedade (iv) de H, concluimos que (|| @, ||) é limitada.

Logo, como no caso anterior, (|| u), ||z2) também é limitada.

Caso 2.3) limsup h (|| = ||) E(x) < Ds.

l[z[|—o00
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Sejam
AQ €7M

Ay A Ay + VA Ay

AG €_M
As VAL Ay + VA5 Ag

1
by ==

b_bg

A4 €_M

A_3\/A1A2 + VA5 Ag

Ay As 1 (A A
B Asbs + As
b D b4(b1+b3><2+37+58>

Az A1 Ay + VA5 Ag As VAL As + VA5 Ag
=—A, 2 /= —Ag 2 4/ =
12, = 6 2\ 4, = +

1 <A2 o JAVAA VA é\/AlAng\/Ag)AG) (ﬂ Ay [A,

B E A2 e—M AG e~ M 2 Tty A3
e M n As [ Ag e M
VAL Ay + A5 Ag 2V As VA Ay + VA5 Ag

= —2€M\/A3A4 <\/A1A2 + \/A5A6> — 26M\/A5A6 (\/AlAQ + \/A5A6> +
1

_ b_ <2€M\/A1A2 <\/A1A2 + \/AE)AG) + 26M\/A5A6 <\/A1A2 + \/A5A6)) (%

\/A3A4 + VA5 Ag 1
2€M \/AlAQ -+ \/A5A6

— _9eM <\/A1A2 + \/A5A6> {\/A3A4 4 /A Ag + (b Ayt \/A5A6>

€M \/A3A4 + \/A5A6 1
<7+ 2eM (\/A1A2+\/A5A6>>]

1 Asdy + VA A
_ oM <\/A1A2+\/A5A6> {\/A3A4+ A5A6+—\/A1A2\/ 3 42 VA5 Ag

eM

< 1 ) \/M\/A3A4 + VA5 A6 ( 1 ) N

VAL Ay + /A5 Ag VALAs + VA5 Ag

+b_14 (VA + A A (;)}
— _9eM <\/A1A2 + \/A5A6> [(\/,43A4 + /A5 Ag) (1 + L) T (VAL Az + v/ As Ag)

2€Mb4

Mais ainda, como

limsup h~*(|| = [[)E(x) < Ds,

llz[| =00
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podemos escolher

de modo que

lim sup M
Izl o0 P2 2 [|)

= —2€M(\/A1A2 + \/A5A6 \/A3A4 —|— \/A5A6) —|— €2M(\/A1A2 —|— \/A5A6>]

< Dy

= —QBM(\/AlAQ + \/A5A6 |:( + —26 ) A3A4 + A5A6

—26 A1Ag + /A5 Ag) } (3.71)

<—2Jﬁ¢ﬂﬂ%+wﬂ%A6[(L%gﬁ?)(JAyh+wﬂ%A@+

M
+§T(\/A1A2 + \/A5A6):|
4

Ay A Ay Ag
=_=_2_ i — 4+ A A
b4(b1+bg)(2 + Asbr + 5b8>

Notemos que

—M
&m+%@+m<mm+%m+%r

Al A2 e M A5 Aﬁ e M GiM

+ —
Al \/AlAQ + \/A5A6 AS \/A A2 + \/ASAG 2

entao,

e*M — Albl - A5b3 - b4 > 0.

Assim, segue da limitagdo da sequéncia (¢(u,)), e das desigualdades em (3.66), (3.50)

e (3.51) que existe uma constante C4; tal que

Cii < ¢(Un)

eM T 0-2',-1 .
< (G At ) [, [ +Ca <M1+ZZ% ”) (f) et

7j=1 =1

p N 1
T\? _
+(00M1K2+M2+226G“ OoaUKﬁbw)) (1) 1l 4201 1)

7j=1 i=1

(3.72)
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M 1 (A, A C gl
< (7 + Azby + A5bg) {b_ (b_2 + 6—6) (I @ 1) = —3} + Co K,y (Ml + Z Z aijeG(tj)>
4 1 3 7j=1 =1

+1 a+1

T\7 _on
- b, 2
() o

1
2
23wl +o) 4

<A2 Ag

T %_; A A 2
(COM1K2+M2+ZZe C’oa”ngLbU)) (E) b, ? <b—f+b—;> h(|| @ ) + Ca| +
7=1 =1
_ E(an) A4 A6:|
+ h2(|| @y [—_ —+ =
W ) e,y ™5

E(U ) C eM p N
= 1*(|| @ ) [2—_" + W4] - (— + 4+ Asbr + A5b8> + Gy My Y S aye®)
h2 (|| @ []) by \ 2 P
T O‘TH A A % a+1
a+1
- b, 412 416 h _

p N 1
T\2 -1
+ <00M1K2+M2+ZZ CoCLZJKQ—Fle)) (E) b4 2

j=1 i=1

para n suficientemente grande, onde

A A Ay A
W, = 24y Ao Ao\ (€ 4 Ay 4 Ab
1 b7+bg+b4(b1+b3 2+37+58

Em vista de (3.71), (3.72) e propriedade (iv) de H, temos que (|| @, ||) é limitada. Disto,
segue, como no caso 2.2 que (|| u}, ||.2) é limitada.

Por hipétese,

lim sup LI) < min{ Dy, Dy, D3, Dy},

lell—oo P2l @ 1)
entdo concluimos dos trés subcasos analisados acima que, ambas as sequéncias (|| @, ||)
e (|| ul, ||lz2) sdo limitadas, quando p € L?*(0,T;R*). De maneira andloga ao primeiro
caso, existem u € Hj e uma subsequéncia (u,, ) de (u,) tais que (u,, ) converge unifor-

memente a v em [0, 7.

A seguir, vamos mostrar que ¢ satisfaz a condigdo (PS). Pelo Teorema 1.0.8, temos

que

/0 | U, (1) — u(t) |* dt — 0 (3.73)
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quando £ — 400, e paratodoi € A, j € B, ou seja,

quando k — +o0, pois

|y, (85) — ' (t5) |<] wn, (8) — ul(ty) |,

paratodoi € A, j € B.

Segue da continuidade das I;; que
p . . . .
> > (I, (8) = Ly (w' (1)) (u, (1) = w' (1)) = 0, (3.74)

quando k£ — +o0.

Levando em conta que (u,,) converge uniformemente a u em [0,7], temos pela

hipétese (A), por (3.5) e pela Desigualdade de Cauchy-Schwarz que

0<

/T eCO(VF(t, tn, (1)) — VE(t,u(t)), tn, (t) — u(t))dt

< /0 ' eCO |V E(t,up, (£)) — VE(t, u()]] || tn, (t) — u(t) || dt (3.75)

S/O e a(ll wn, (8) 1) + a(ll () D]6(E) || thn, = | dt — 0.

Como (u,, ) converge fracamente a u em Hy e ¢'(uy,, ) — 0, entdo segue da Proposigdo

1.0.27 que

< @' () — &' (w), Up, —u >—0 (3.76)
quando k — +o0.
Temos, ainda por (3.10) e (3.11), que

< @ (up,) — &' (u), tun, —u>=< ¢ (up, ), Up, —u>— < ¢'(u),uy, —u>

T T (3.77)
:/ e“Oul, (t),ul, (t) dt—l—/ YOV (t, tn, (1)), tn, (1) — u(t))dt+
0 0
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B / TS0 i (1) — (1) |7 + / LSOt (6) — V(1)) g (1) — (0))d

+ ) Y e (L (ul, (85)) — L (' (1)) (us, () — ' (7).

j=1 i=1

Assim, em vista de (3.74)-(3.77) e (3.5), temos que

T
OSeMA ol (8) — o (8) | dt
T
fé.jg eSO | o, () —u/(t) ||? dt

=< ¢ (up, ) — ¢'(u), Uy, —u > —/0 eG(t)(VF(t, Up, (1)) — VE(t,u(t)), up, (t) — u(t))dt+

=D > e (I (s, (85) — Ty(u'(5)) (uh, (85) = u'(5)) = 0,

=1 i=1

quando k — +oo0.
Assim,

T
| @ - P
0

quando k£ — 400, 0 que combinando com (3.73), nos d4 que

T T 1
nuw—um¢=</'n%Aw—wmn%ﬁ+/ H%Aﬂ—MﬂWdQ S0
0 0
quando k — +o0.

Portanto, (u,,) converge fortemente a u em Hj, o que significa que ¢ satisfaz a

condicao (PS).

Vamos mostrar que ¢ é limitada inferiormente em Hp. De fato, como ¢ é coerciva

em [:[%, entdo, existe R > 0 tal que

u€ Hr || i |r> R implica ¢(u) > 1.
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Logo, ¢ é limitada inferiormente no subconjunto

{a € Hy; | @ |lhr> R}

Sejam
L _m g G(t)
B1:§€ 5 BQZ € F(t,O)dt,
0
p N atl
K T\ 2
By=| M Gltj)g,. | —1 ([ =
3 <1+;;e aj)a—l—l 12
e

p N 1
. T\?2
B4 = <K2M1 + M2 + E E €G(tj)(ain2 + bU)) (E) .

j=1 i=1
Observe que B, B3 e B, sdo constantes positivas.

Por (3.42),
¢(a) = By || W' |72 +B2 — Bs || ' [|73" =B | v’ |1z,

para todo @ € H.

Para i € H} tal que || @ ||, r< R, temos

Il o=l @ o=l @ 1 = 1@ =<l a7 < B2,
logo,
|« ||2< R.

Portanto, para i € Hx tal que || @ ||, r< R, segue que

o(a) > By || v |32 +By — By || v |33 =By || v/ || 2> By + Bs(—R)*™" — RB.

Seja
P = min{1, By + Bs(—R)**' — RB,},

entao

¢(it) > P,Vi € Hy,

donde conluimos que ¢ ¢ limitada inferiormente em Hj.



94

Deste modo,

inf p > —o0.
Hy
Seja
I = inf ¢.
Hy

Conforme vimos no Passo (1), temos para z € RY

lim ¢(z) = —o0.

T—>+00

Se I < 0 entdo, existe R > 0 tal que || z ||> R implica ¢(z) < I.

Se I > 0,entdo —I < 0 eassim, existe R > Otalque || = ||> Rimplica ¢(z) < —1 < I.

Por fim, se I = 0, entdo existe R > 0 tal que

| z ||> R implica ¢(x) < —1< 1.

Disto concluimos que, para qualquer que seja I € R, existe R > O tal que | =z ||= R
implica ¢(z) < 1.
Assim,

sup  ¢(x) < inf ¢.

2€RN, 2]| =R aeHj
Pelo Teorema 1.0.17, ¢ tem pelo menos um ponto critico (passos 1-3). Logo, (PI) tem

pelo menos uma solugéo fraca em Hy.

O
Exemplo 3.0.8. Consideremos o seguinte problema de vibragio impulsivo amortecido:
u”(t) + (% - t) u'(t) = VE(t,u(t)),
w(0) — u(1) = u'(0) — /(1) = 0, (3.78)
Au(ty)) = L(w'(t)),i = 1,2,5 =1,
onde) <t; <le
Tuly) = Iny) = 155y € R (3.79)

Vamos provar que
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1. Se
1 ¢2
Fitea) = (- ¢) s o) o e i | o)

entdo o problema (3.78)-(3.79) tem pelo menos uma solugdo fraca.

2. Se
1 2 2. 9 2
F(t,z) = 5t 1+ [z [|7) | || —e=z n*(1+ || = [|7),

entdo o problema (3.78)-(3.79) tem pelo menos uma solugio fraca.
Primeiramente, vamos mostrar que:

(@) Dado € > 0 existe uma constante C';5 tal que

| Iin(y) |< eln(1+ | y |*) + Cis,

paratodoi € {1,2} ey € R.

(b) A aplicagdo h dada por
h(s) = In(1 + s?)

é tal que h € H.

Vamos, inicialmente, provar o item (a). Como

yotoo In(1+ |y [2)  yoteo (1 +42)In(14 |y |?)
2

- yEIJPOO 2uln(1 2 1 2\ _2lyl
yIn(1+ |y ?) + (L + ) e
. 2

= lim
y=t+oo 2yIn(1+ [y ) +2 ]y |
=0,

(3.80)

(3.81)

para todo i € {1, 2}, entdo, temos que, dado € > 0, existe uma constante Cy, > 0 tal que

| In(y) |[< eln(1+ |y ),

para todo | y |[> Ci4.

(3.82)
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A continuidade de | I;;(y) | —eIn(1+ | y |?) implica que existe uma constante C'5 >
0 tal que
[ Zn(y) I< eln(1+ ]y ) + Cus, (3.83)

para todo | y |< Cyy.

Assim, segue de (3.82) e (3.83) que, dado € > 0, existe uma constante C'5 tal que
| In(y) |< eln(14 |y [*) + Cis, (3.84)

paratodoi € {1,2} ey € R.
Para provarmos o item (b), vamos mostrar que as propriedades (i)-(iv) de H sdo

satisfeitas por h, com Cj = 2.

(i) Vejamos que

In(1+ s*) <1In(1 + 2),
para todo s < t,s,t € RY, pois a fungdo logaritmica é uma fungéo crescente.

(ii) Note que

(14 8214+t = (1 + s* +25%) (1 + t* + 2t7)

=14+ t" + 262 + s* + s+ 2512 + 2% + 2521 4 4572

> 1+t + st 4+ 51 4 2517 + 257t + 457 + 17 + 57+ 2st
> 1+t 4 5% +2st

=1+ (s+t)

Uma vez que a fungdo logaritmica é crescente, segue que

h(s+1t) =1In(1 + (s + 1))
< Inf(1 4 s*)(1 4 %))
=2In [(1+ s%)(1+t%)]
=2 [In(1 + s) + In(1 + ¢*)]

= 2((s) + (1)), Vs, t € RT,
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(iii) Vamos mostrar que
0 <In(l+5%) < s2 +Ch3,Vs € RY.

Com efeito, como

= lim
s—+oo 1 + 52

s—+oo 28

. 3
= lim —
5—=+00 g2

=0,

entdo, existe C'j, > 0 tal que
(3.85)

para todo s > Cis.

A continuidade de In(1 + s2) — s2 implica que existe Cy3 > 0 tal que
In(1 + s2) < 52 + Cy3, (3.86)
para todo s € [0, C2]. Seguem de (3.85) e (3.86) que

111(1 + 82) S S% + 013,VS € R+.

(iv) Por ultimo, temos

lim In(1+ s%) = +oc.

s—+o00
Portanto, (i)-(iv) valem, provando que h € H.
Finalmente, iremos demonstrar os resultados 1 e 2 enunciados anteriormente, neste
exemplo.
Caso 1. Consideremos o problema (3.78)-(3.79) com I’ dada por (3.80). Usaremos o

Teorema 3.0.5 para demonstrar este caso.
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A funcdo F' dada por (3.80) satisfaz a hipétese (A). De fato, uma vez que F' é con-
tinua em ¢, para todo z € R?, segue que F' é mensuravel em em ¢, para todo x € R
Também temos que VF é continua em z para quase todo t € [0,7]. Com efeito, para
r € R?\ {0}, temos

1—-2t 1 In(1 2 2 1n(1 2
el (1) aittlel)  enlelely,

(
VE(tz) =
(t,) ( Tz =] ENPYE

donde vemos que VF é continua em R? \ {0} para quase todo ¢ € [0, 7).

Para verificar a continuidade de VF em 0 € R?, vamos mostrar que

VF(t,0,0) = lim VF(tz).

x—(0,0)

Temos
oF oF
VF(t,0,0) = =—(¢,0,0), =—(¢,0,0) | .
0.0 = (5000, 5500,

Uma vez que

oF F(t,s,0)— F(t

9F ; 0,0) = timg 71620 = F(1.0.0)

des 5—0 S

o G-+ VI + e w1+ )

_slgr(l) S

, 1 25V/s2 ) 2 o 25

:ll_{%{(ﬁ_g 1+82+1n(1—|—s)sgn s +6221n(1+s)1+82}

=0
e

or F(t,0,s) — F(t,0,0

OF 4.0,0) = lim £11:0:8) = F(£,0,0)

des s—0 S

N L N e In2(1 + s2)

~ 50 s

, 1 2552 ) 2 o 25

_£1§(1){(§_t> 1+82+ln(1+8)3gn s —|—e221n(1+s)1+82}

=0,
entao,

VE(t,0,0) = (0,0). (3.87)
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Por outro lado, escrevendo y =|| = ||,

lim (1 _t> (e (1 _t> In(1+ | @ |2

2(0,0) \ 2 |z Jel—o \2 |z ||
A In(1 + y?)
lim | = —¢
y—0 \ 2 Yy
1 2
=lim|(=—¢ Y
y—0 2 1 + y2
=0,

disto, obtemos

1 -2t 1\ In(l 2
lim VF(tz) = tim G202l <__t) n(l+ = |?)

2—(0,0) z=(00) 14| z ||? z—(0,0) \ 2 | z ||
2
bogim e A2 ) (3.88)
2—(0,0) I+ z|?
= (0,0).

De (3.87) e de (3.88), segue que VF'(t,z) também é continua em (0, 0) para quase todo
t € [0,7T]. Além disso,

| F(t,2) [< a(l = [)b(), || VE(, ) [[< alll = [)b(),

com
alll z[)) =1+ (2 | +1) (n(1+ || 2 [|) + m*(1+ || = [[))
e
1 2
b(t) = ‘— - t’ +2e7.
2
De fato,

1 t2
| F(t,z) |< ‘5 —t{In(1+ |2 [*) [ 2 | +e= m*(14 | 2 ||*)

1 2
< '5 =t (1t [z )| 2 [ +1) + e * (4[| = [*)(]| 2 || +1)
1 2 1
< '5 —t{In(1+ |2 () ([ 2 [| +1) + ez W* 1+ [ 2 )| = || +1) + ‘5 — (1 [ = %)

+2
(I I +1) + 2= (14 [| 2 [|*)(]| = || +1)

<[4 (In(+ |2 |P) + 21+ | 2 |2) (| 2 || +1)] (‘% - t‘ + 2622) ,
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| VE(t, ) [|=

1 21’ 1
((i—f)(;ﬂr7ﬁuxu+mu+uxu><%+n@ 2 ) +

2 In(1+ 2 1 2 1
+€72w2$1, (— - t) (LW | 2| +In(1+ || z ||? ) (z]+23)” 22x2> +

15 o |2 2 Lt |

221In(1 ?

A1), )

+ |
:H (1 —2i) ||f§|| +( t> In(i+ |2 ") |, 22Wn(1+ | f62|| )}x‘
I+ [ ] 2 || I+ [l
(1—2t) || = || ( ) o2 2t ||z [°) || |

= + | =—t)In(1+ || 2

LT R (G- mas o+ T

1
<|1-2t]+ ‘5 — t' In(1+ || z I°) + n*(1+ || = ||?)] + 9¢'z [In(1+ || z I°) + W*(1+ || = [|*)]
1
<1+ ‘5 - t‘ [In(1+ || = ||?) + W*(14 || = )] (| = || +1)+

+2¢% [In(1+ || 2 [P) + W21+ || 2 |2)] (|| = || +1)

< (o 1) e o 12+ 2]

1 2
——t‘+262)+

Lt ot
5 e

=ﬁ+wmu+nmm+wwm+m%+HMWﬂ(E—4+%f)

Note que a € C(RT,R*) e b € L'(0,1;R"). Portanto, F' satisfaz a hipétese (A). Uma

vez que

1
temos g € L'(0,1;R) e / g(t)dt = 0, portanto, g satisfaz (B).
0
Resta mostrar que as condigdes (3.12), (3.13) e (3.14) sdo satisfeitas.

A desigualdade (3.12) é satisfeita com

1

p(t)Z'——t

5 € L'(0,1;R™),

h(s) =In(1 + %) € H

+2
q(t) =| 1 — 2t | +4e= Ci5 € L'(0,1;RT),

para alguma constante Cg > 0.
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De fato, como

Wtz ) 2] . e )
lel+oo 1+ [z |2 il stoo 2« |
o { || 1n<1+uxu2>]
= 1m )
lzll—+oo [ 1+ || || 2| x|
= lim { 1 2| = | ]
lel>toe (2|2 [ 201+ [[ 2 [[2)

=0,

entdo, existe uma constante Cs > 0 tal que

atlzih e
1 < Cls. 3.89
diea i B o)

Entdo, por (3.89),

19 1= |((3-1) (55 I s o 19308 + a3y )+

2 In(1+ || z ||?) (1 >< 2ty . )
22—237, - —1 —— |z || +In(14+ || z i+ 291 +
I+ || = ||? A 1+ [z |2 |z | (1+ ] || )5 ( 1 2) 2
t221 1 2
||5L‘||
[[A2el (1) bt Le ) g2l e ],
S 2 EX ]
(1—2t) || = |2 ( ) ) 2In(1+ || z ||2) Hf’?H‘
= (= —t)In(1+ || 2 ||?) + 4e®
’ 1+ [z |2 5 (I+ [z [I%) o

1 2
<|1-2t]+ ‘5 —t|In(1+ ||  ||?) + 4e7 Cyg.

Portanto, (3.12) é satisfeita.

Por meio de célculo direto, obtemos
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! t—12\ |1
— —
= e (55) |3
3 t—2\ /1 L t— 2 1
—/0 exp( 5 )(§—t)dt—l—ﬁexp< 5 )(t—i)dt

= 2(ef — 1),

Como
2ez — 1) ~ 1,297 > 0,015 ~ 2¢M (/A1 Ay)?,
entdo, existe uma constante ¢; > 0 tal que

2

t1—t2 1\ 2
2(6% — 1) > 2€M AlAQ + (6 6 ) €1 . (390)

Em (3.84), escolha ¢ = ¢;. Entdo (3.13) ¢ satisfeita com a;; = €5, h(s) = In(1 + s?) e
by = Cy5, para todo i € {1,2}.

Finalmente, iremos mostrar que a condicdo (3.14) é satisfeita. De (3.79), vem

i

1; ydy:/ dy = In(1 + (=
| = [ s =+ @)

e entao,
0< [ Iuly)dy <W(1+ [ o ). € (1,2}

0

Assim,
G(t1) ’ I d
€ i
; /0 1(y)dy 96C(1) (3.91)
0< = — 0,
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quando || z || = oco. Além disso,

[ eorana= [Ceo (S5E) [(3-e)mas e e+

+ exp (g) In*(1+4 || = H?)] dt

_ /Olexp (t —2t2> (% B t) (14 || |2) ] z | dH/l exp (é) In*(1+ || = ||*)dt
= [ (55 ) me 1 9y 1 s (5 s e )|

— 9exp (%) ~ (14 | 2 ).

(3.92)
Segue de (3.91) e (3.92)
1 2 4
5 / eCOF (L, x)dt ZeG(“ o aly)dy
lim 5 (@) = lim 2 + lim =
|lz||—=+oo In (1_|- H T HQ) |zl =40 In (1+ H X H2) llz[|—-+o0 (1+ H z H )
—2e? — 1).
(3.93)
Agora,

que combinando com (3.93) e (3.90) nos d& (3.14).

Portanto, concluimos pelo Teorema 3.0.5 que o problema (3.78)-(3.79) com F' dada

por (3.80) tem pelo menos uma solugdo fraca.

Caso 2. Consideremos o problema (3.78)-(3.79) com F' dada por (3.81). Faremos uso

do Teorema 3.0.7 para demonstrar este caso. Temos de maneira analoga ao primeiro
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caso que F satisfaz a hip6tese (A) e g satisfaz (B). Mostraremos agora que as condigdes

(3.12), (3.13) e (3.35) sdo satisfeitas.

Consideremos

t2
q(t) =] 1 —2t | +4exp (5) Cis,

observemos que p € L*(0,1;R") e g € L'(0,1;R™).

Por (3.81) e (3.89), resulta

1 2|z | 2 t? 2y 2|
F(t =|l=—t)|———=+1In(1 - — ) 2In(1 —_—
1970 1= |(5 - ) |l + i o )] = e (5 ) 2w o 2020
1 ) t?
§§—tln(1+||x||)+ | 1—2t|+4exp 3 Ci6 ) -
Portanto, (3.12) é satisfeita.
Como
1 2
) (65 . 1) ~ 1,297 < —0,055 ~ —2eM (2 4 2M) (\/A1A2> ,
entdo, existe uma constante e5 > 0 tal que
2
1 etl_t% 2
—2 (ei - 1) <24 M) | VA + | ] @] =D (3.94)

Escolhendo em (3.84) € = €,, obtemos (3.13) com a;; = €9, h(s) = In(1 + s?) e by = Cy5,
para todo ¢ € {1,2}.

Além disso,

N
at
I
(=)
Il
N
)
q>| =
no |
E
=
@
[\~}
Q
~
N[

(3.95)
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Também

1 1 t— 2 1
[ eorna = [Ceo (58] (G- mas gal) o)+
0 0 2 2

t2
— exp <5> In*(1+ || = ”2)] dt

_ /Olexp (f ‘f) (% —t> (1t || 2 |P) || « || dt — /01 exp (%) W2(1+ | o |2)dt
= | (555 ) w9y e 2o () w0 | H?)]l

= —2ez In?(1+ || z ||?) + 2In*(1+ || z ||?)

— —2(exp (5) - D1+ o)

0

(3.96)

Assim, segue de (3.91) e (3.96)

2

1 ot
/ SO F(t, 2)dt > e / T (y)dy
0

i=1 0

I E(z) + 1
1m = 1m 1m
lel=+oo In*(14 || 2 [|2)  lel=too In*(1+ [ 2 [|2)  lel=toe  In*(14 || 2 []2)

:—2(5—1).

(3.97)

Combinando (3.94), (3.95) e (3.97), obtemos (3.35) com h(s) = In(1 + s?). Portanto,
concluimos pelo Teorema 3.0.7 que o problema (3.78)-(3.79), com F' dada por (3.81),

tem pelo menos uma solugéo fraca.
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