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Resumo

O objetivo desta dissertacao é o estudo do produto tensorial nao abeliano de grupos
apresentando alguns de seus resultados importantes. Dentre esses resultados, serao abor-
dados temas de finitude, solubilidade e nilpoténcia do produto tensorial nao abeliano de
grupos. Também serao apresentadas cotas superiores para a ordem do quadrado tensorial
nao abeliano de algumas classes de grupos finitos. Uma construgao de grupo relacionada
ao produto tensorial nao abeliano sera definida para que possamos desenvolver grande parte

deste trabalho.

Palavras-chave: Produto tensorial nao abeliano, quadrado tensorial nao abeliano, gru-

pos finitos, p-grupo, grupo soltuvel



Abstract

The purpose of this dissertation is study the nonabelian tensor product of groups presen-
ting some of its most important results. Amongst these results it will be approached subjects
of finiteness, solubility and nilpotency of the nonabelian tensor product of groups. Also we
will present upper bounds for the order of the nonabelian tensor square of a few classes of
finite groups. A group construction related to the nonabelian tensor product will be defined

so we can develop most of this work.

Key-worlds: Nonabelian tensor product, nonabelian tensor square, finite groups, p-

group, soluble group



vil

X xY
X\Y
|G|
9]
H<dG
H<G

Indice de Notacoes

conjunto vazio

conjunto dos niimeros naturais
conjunto dos nimeros inteiros
conjunto dos inteiros modulo n

X é um subconjunto de Y

X é um subconjunto proprio de Y
produto cartesiano de X por Y
{reX;z¢Y}

ordem do grupo G

ordem do elemento g

H é subgrupo de G

H é subgrupo proéprio de G

H ¢ subgrupo normal de G
subgrupo gerado por X

grupo quociente de GG por H

fecho normal de H em G

o grupo G ¢é isomorfo ao grupo H
grupo de permutacoes de G

grupo simétrico de grau n

grupo diedral de ordem 2n

grupo dos quartérnios de ordem 4n
grupo dos automorfismos de G

{9 € G; gx =xg, V x € G}, centro de G
{g € G; gx = xg}, centralizador de x em G

{9 € G; gx =xg, V¥V x € H}, centralizador de H em G

{g € G; HY = H}, normalizador de H em G
produto direto da familia de grupos {H,;}icr



viil

Hx N
M®a N
Go®H
GxH

produto semidireto de N e H

produto tensorial dos médulos M e N sobre A
produto tensorial nao abelianos de grupos
produto livre de grupos

h~=tgh, conjugado de g por h

g 'h~tgh = g '¢", comutador de g e h

|G, G, subgrupo derivado de G

G /G, abelianizado de G

subgrupo de Fitting de G

subgrupo de Frattini de G

maximo divisor comum entre os inteiros m e n
anel de grupo de GG

ideal de aumento de G

n-ésimo grupo de homologia de G com coeficientes em M
i-ésimo termo central da série central inferior de G
i-ésimo termo da série derivada de G

classe de nilpoténcia de G

comprimento derivado de G



SUMARIO

Indice de Notacgoes

Introducao

1

2

3

4

Preliminares

1.1 Apresentacao de Grupo . . . . . . . ... ..

1.2 Modulos . . . . ... oo
1.2.1 Somas Diretas e Médulos Livres . . .
1.2.2  Produto Tensorial de Médulos . . . .

1.2.3 Sequéncias Exatas . . ... ... ..

Homologia de Grupos
2.1 O anel de grupo ZG . . ... ... ... ..

2.2 Homologia de Grupos . . . . . .. ... ...

Produto Tensorial nao Abeliano de Grupos

3.1 Conceitos Bésicos e Propriedades . . . . . .

3.2 O Quadrado Tensorial Nao Abeliano de um Grupo . . . . ... .. ... ..

33 OGrupon(G,H) ... ............

3.4  Séries Central Inferior e Derivada de G @ H

Alguns Limitantes para |G ® G |

vii

xi

11
14

17

20
20

27

32
32
45
49

61

69



4.1 Quadrado tensorial nao abeliano de um p-grupo finito . . .

4.2 Quadrado tensorial nao abeliano de um grupo soluvel finito
Referéncias

Indice

69
I0)

86

88



INTRODUCAO

Sejam GG e H grupos munidos com uma ac¢ao de GG sobre H e de H sobre GG e suponhamos
que cada um age sobre si mesmo por conjugacao, isto é, para g, € Ge h,y € H, ¢°* = 7 1gx
e hY = y~'hy. As acoes de G sobre H e de H sobre G sao ditas compativeis se para todos

g, 91 € Geh,hy € H

gt = gt (7))

h(ghl) _ hhflghl — ((hhfl)g)hl_
Quando dois grupos G e H atuam um sobre o outro compativelmente, define-se o produto
tensorial nao abeliano de G e H como sendo o grupo gerado pelos simbolos g ® h, com g € G

e h € H, sujeito as condicoes:

g @h = (¢ @ h")(g1 ® h),

g@hhi = (g&hi)(g" @ h™M),

para todos ¢g,91 € G e h,h; € H. Indicaremos tal grupo por G ® H. A acao por conjugacao
de um grupo G sobre si mesmo verifica as condi¢oes de compatibilidade dada acima; dessa

forma, o quadrado tensorial nao abeliano G ® G de um grupo G sempre ¢é definido.

Um importante grupo neste trabalho é definido como segue: Sejam G e H dois grupos
agindo compativelmente um sobre o outro e H¥ uma copia de H, isomorfo por ¢ : H — H?

tal que h — h¥, para todo h € H. Entao, definimos o grupo

n(G, H) := (G, H? | [g, h¥]" = [¢%, (h9)9], [g, )T = [¢", (W")¥), Vg, 91 € Geh,hy € H).

G+ H?¥

W, onde G * H denota o produto livre de GG

Com isso queremos dizer que n(G, H) =
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e He
R ={[g, )" [g", (h)?]7, [g, h¥)" T [g", (B")#]7" | g, 01 € G, h g € H}.
Agora, quando G = H e as a¢oes sao por conjugacao, n(G, G) é o grupo

v(G) = (G,G% | (g1, 951" = [¢%, (43)%] = [91, 05)%, Y01, 90,95 € G,

o qual foi definido por N. Rocco [26]. Neste mesmo trabalho ele prova a existéncia de um

isomorfismo entre o subgrupo comutador |G, G¥] de v(G) e o quadrado tensorial ndo abeliano

G®GaG.

Conforme [17], a definicao do produto tensorial nao abeliano de grupos como descrito
acima ¢ atribuido a R. Brown e J. L. Loday pelos trabalhos [[4], [5]]. Entretanto, algumas
ideias jé se encontravam no trabalho de Whitehead [34] e a esséncia do quadrado tensorial
nao abeliano de grupo aparece no trabalho [6] de K. Dennis, cuja base sao as ideias de C.
Miller [18].

Devido a importancia topoldgica do produto tensorial nao abeliano de grupos mostrada
por Brown e Loday em [[4], [5]], este assunto vem sendo muito estudado. Grande atengao tem
sido dada as propriedades gerais do produto tensorial nao abeliano. J& em diversos outros
trabalhos encontram-se descrigoes explicitas do quadrado tensorial nao abeliano para grupos
particulares, por exemplo, grupos nilpotentes de classe 2, grupos metaciclicos e grupos line-
ares. Nestas descri¢oes, uma ferramenta frequentemente utilizada é o sistema computacional

GAP - Groups, Algorithms, and Programming.
Nos paragrafos seguintes daremos um resumo dos capitulos que compoem esta dissertacao.

O primeiro capitulo é dedicado aos conceitos e resultados da Teoria de Grupos e da Teoria

de Mdédulos necessarios ao desenvolvimento dos capitulos seguintes.

No Capitulo 2 apresentamos um estudo introdutério da homologia de grupos com um
carater algébrico. Na primeira secao definimos o anel de grupo ZG para que possamos
apresentar o conceito de ideal de aumento e, em seguida, ver alguns resultados relacionados
com tal ideal. Na préxima se¢ao, comecamos construindo a chamada Resolucao de Gruenberg
que permite definirmos o primeiro e segundo grupos de homologia de G' com coeficientes em

M, sendo G um grupo e M um ZG-modulo a direita.
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Introduzimos o conceito de produto tensorial nao abeliano de grupos na primeira se¢ao do
Capitulo 3, bem como alguns de seus resultados preliminares. Um breve estudo do quadrado
tensorial nao abeliano de grupo é feito na segunda se¢ao. Na terceira secao definimos o grupo
n(G, H) e apresentamos diversos resultados relacionados a este grupo. Um desses resultados
fornece um isomorfismo entre o subgrupo normal [G, H?] de n(G, H) e o produto tensorial ndo
abeliano G® H. A finitude do produto tensorial nao abeliano de grupos finitos foi um problema
muito estudado; teve inicio com Brown e Loday que estabeleceram a finitude do quadrado
tensorial nao abeliano de um grupo finito. Posteriormente, G. Ellis em [9] generalizou para
o produto tensorial nao abeliano de grupos finitos, fazendo uso de argumentos de homologia
de grupos. Por muitos anos tentou-se demonstrar este fato utilizando apenas ferramentas da
Teoria de Grupos e, em 2010, V. Z. Thomas encontrou a solucao para o problema e é com
esse resultado que terminamos a Secao 3. A ultima secao tem por objetivo fornecer uma
descricao das séries central inferior e derivada de G ® H. Para tal descricao usamos o fato de
que o produto tensorial nao abeliano G ® H pode ser visto como um subgrupo comutador de

n(G, H), resultado dado na Segao 3 deste capitulo.

A descoberta de limitantes para G ® G abre portas para a determinagao de diver-
sos quadrados tensoriais nao abelianos de grupo com a ajuda de computadores. Em [3]
determinou-se G ® GG para todos os grupos de ordem até no maximo 30. Ja em 1995 El-
lis e Leonard [8] forneceram um algoritmo computacional capaz de determinar o quadrado
tensorial nao abeliano de alguns grupos maiores. No ultimo capitulo dessa dissertacao apre-
sentamos alguns limitantes para a ordem do quadrado tensorial nao abeliano de certas classes
de grupos finitos. A primeira classe de grupos estudada é a dos p-grupos finitos. O resultado

que mostra o limitante para tal classe foi provado em [13] por S. H. Safari, cujo enunciado é:

Teorema 0.1. (S.H. Jafari, [13]) Seja G um p-grupo finito d-gerado de ordem p™ com G/G’

de ordem p™ e expoente p¢. Entao,
’G ® G‘ < p(nfe)der. (1>

Na secao seguinte a classe de grupos estudada foi a de grupos soluveis finitos, nesse sentido

obtém-se:
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Teorema 0.2. ([22]) Se G é um grupo solivel finito de comprimento derivado [, entao,

)

-1

GeG| < \Gab®ZGab|H(\nge@Zngf“.
=1

ab
@ alg] (8)

7

I—

N
—
I

1 2i—1

Gab ®Z[Gi] [(Gi)

Grl \Cp

i=1 k=i+1

+

Em seguida apresentamos o limitante que melhora o obtido no resultado anterior, quando

G é um grupo soluvel de comprimento derivado 2, ou seja, um grupo metabeliano finito.

Teorema 0.3. (/22]) Seja G um grupo metabeliano finito. Entdo

G G| divide |G™ @z G™||G' NG|

G/ ®ZGab [<Ga‘b)

Y

onde G' N G' é o quadrado exterior (usual) do Z-mddulo G'. Quando [G',G] = 1, temos

|G® G’ S }Gab ®Z Gab’ |G/ ®Z Gab‘ )

Logo a seguir faremos um exemplo onde o limitante do Teorema 0.3 é atingido. Noutro
exemplo, o limitante fornecido no Teorema 0.3 permite que se calcule o quadrado tensorial
nao abeliano de um produto semidireto de Z, pelo grupo de Klein. Para finalizar nosso

trabalho o seguinte isomorfismo ¢é provado:

Teorema 0.4. ([21]) Se G é um grupo finito cujo subgrupo derivado G' é ciclico e | G' | e

| G/G" | sao relativamente primos, entdo

Co G20 % (G)G) @ (G/G)).



CapiTULO 1

Preliminares

Este primeiro capitulo tem por objetivo apresentar os conceitos e resultados da Teoria
dos Grupos e da Teoria de Mdédulos que serao utilizados neste trabalho. Assumiremos que
o leitor esteja familiarizado com aqueles conceitos e resultados que usualmente aparecem em
um primeiro curso de Teoria dos Grupos e Teoria dos Anéis. Iniciaremos o texto fixando

notacgoes e terminologias.

Sejam G um grupo multiplicativo e H um subconjunto nao vazio de G. Escreveremos
H < G se H for um subgrupo de G e H <1 G se H for um subgrupo normal de G. Se H
for um subgrupo préprio de G, indicaremos isso por H < G. O elemento neutro de G e o
subgrupo que contém apenas a identidade serao indicados por 1. Caso estejamos trabalhando
com um grupo abeliano, onde a operacao é de adicao, passaremos a denotar o seu elemento

neutro por 0.

Se G é um grupo e X um subconjunto nao vazio de G, escreveremos (X) para denotar o
subgrupo de G gerado por X e X para indicar o fecho normal de X em G, o qual é definido
como sendo o menor subgrupo normal de G contendo X. Outro subgrupo importante de G
¢ o chamado centro de G indicado por Z(G).

Se ¢ : X — Y é uma aplicagao do conjunto X no conjunto Y, escreveremos (x)y para a
imagem do elemento x de X por ¢, ou seja, as fungoes serao aplicadas a direita. Se A é um
subconjunto nao vazio de X, entao, (A)p = {(a)p | a € A}.

Um homomorfismo injetor é chamado de monomorfismo, um homomorfismo sobrejetor

de epimorfismo e um isomorfismo de um grupo G nele mesmo de automorfismo de G.

Muitos resultados deste capitulo terao suas demonstracoes omitidas, porém teremos o

cuidado de fornecer sempre uma referéncia, onde tais provas podem ser encontradas pelo



leitor.

Sejam G um grupo e g e h elementos desse grupo. O conjugado de g por h é definido como
sendo o elemento ¢" := h™'gh e o comutador de g e h (nesta ordem) é o elemento [g, h] :=
g 'h~tgh = g 'g". Sejam g1, g2, - - , gn € G. Definimos, recursivamente, o comutador simples
de peso n > 2 por

(915 gn] = [915 - s gn-1], 9] € [91] == g1.

Usaremos, também, a notagao [g,, h| para indicar [g, h,--- , h]. A seguir, listaremos algumas

n
propriedades bésicas de comutadores.

Proposicao 1.1. ([23], pag. 123) Para z,y e z elementos de um grupo, valem:

(i) [x,y] = [y, ]~
(ii) [vy, z] =[x, 2] [y, 2] e [z,yz] = [z, 2][x, y]*;
(iii) [z,y7"] = ([z,y]" ) el y) = ([, 9" )Y

(iv) (Identidade de Hall-Witt) [x,y~ ', 2] [y, 27, z)*[z, 271, y]* = 1.

Sejam X, Xs,..., X, subconjuntos nao vazios de um grupo G. Definimos o subgrupo
comutador de X, e Xy por [ X1, Xo] = ([x1, 23] | 1 € X1 e 22 € X3). Em geral, para n > 2,
(X1,..., X, = [X4, ..., Xu1], Xi]. Reparemos que [X7, Xo] = [Xo, Xj], pelo item (i) da
proposicio anterior. E usual escrevermos [X,, Y] para o subgrupo [X,Y,...,Y]. Além disso,

n

definamos XY por XY = (2¥ | x € X ey € Y). Agora, listaremos propriedades de subgrupos

comutadores que serao usadas com frequéncia neste trabalho.

Proposicao 1.2. ([23], pag. 124) Sejam G um grupo, H, K subgrupos de G e X,Y subcon-
juntos de G. Entao,

(1) [H, K] < (H, K);
(ii) Se K = (Y), entdio [X, K] = [X,Y]¥;

(iii) Se H=(X) e K = (Y), entio [H, K| = [X,Y]"K.



O conjunto de todos os automorfismos de um grupo G possui uma estrutura de grupo com
a operacao de composicao de fungoes. A este grupo da-se o nome de grupo de automorfismos
de G que serd indicado por Aut(G). Se H é um subgrupo de GG, dizemos que ele é um subgrupo

caracteristico de G, e denotamos isso por H char G, se (H)p < H, para todo ¢ € Aut(G).
Proposicao 1.3. ([28], pag. 104 e [25], pag. 12)

(a) Sejam H e K subgrupos de um grupo G com H < K. Entao,
(i) Se H char G, entao H é normal em G;
(ii) Se H char K e K char G, entio H char G,
(1) Se H char K e K < G, entdo H é normal em G;

(b) Se H e K sdo subgrupos caracteristicos de G, entao [H, K| é um subgrupo caracteristico

de Q.

Definicao 1.4. Um grupo G é dito soluvel se existe uma série
1=GO qq® 4q...qq" = @

tal que cada subgrupo G® ¢é normal em GU*+Y e o grupo quociente GV /G & abeliano,
para todo ¢ = 0,...,n — 1. Uma série de subgrupos de GG com esta propriedade chama-se
série abeliana de G. Se G é um grupo soluvel, o comprimento da menor série abeliana de G
¢ chamado comprimento derivado de G. Dessa forma, G tem comprimento derivado 0 se, e
somente se, possui ordem 1. Ja os grupos soliveis com comprimento derivado igual a 1 sao
os grupos abelianos nao triviais. O grupo solivel com comprimento derivado 2 é dito ser

metabeliano.

Exemplo 1.5. 1) O grupo simétrico S3 é soluvel pois 1 < A3 <1 .S3 é uma série abeliana de

S3 e seu comprimento derivado é 2 ja que S3 nao é abeliano.

Seja G um grupo. O subgrupo comutador [G,G] é denotado por G’ e o chamamos de
subgrupo derivado de G. O grupo quociente G/G’ é o maior grupo quociente abeliano de G.

A este grupo de fundamental importancia dé-se o nome de abelianizado de G, cuja notagao

é Gab



Para todo inteiro n > 0, definamos
Go =G, Gy =[G,G] epara todo i > 1,G; = [Gi—1,G;i1].
E facil ver que G; char G e G;_1/G; é abeliano, para todo ¢ > 1. A série de subgrupos
G=Gy>G, 1 >2Gy>...>2G; > ...

é chamada de série derivada de G. Se existe um inteiro positivo k tal que Gy, # G = 1,
entao o grupo ¢ soluvel de comprimento derivado k (Veja [23], pdg. 124). Caso G seja solivel,

indicaremos o seu comprimento derivado por [(G).

Definicao 1.6. Dizemos que um grupo G é nilpotente se possui uma série central, isto é,
uma série normal

1=GO qqW gq...qqM = &
tal que o quociente grupo GtV /G esta contido no centro de G/G@, para todo i =

0,1,...,n— 1.

Se G' é um grupo nilpotente, o comprimento da menor série central de G' é chamado classe
de nilpoténcia de GG. Um grupo nilpotente de classe 0 tem ordem 1, enquanto os grupos de
classe 1 sao os grupos abelianos nao triviais. Da definicao, podemos ver que todo grupo
nilpotente é soluvel. Porém, um exemplo de um grupo solivel mas nao nilpotente é o grupo

simétrico S3, uma vez que seu centro é trivial.

A seguir estao listadas algumas propriedades bésicas dos grupos nilpotentes:

Proposigao 1.7. ([23], pag. 122 e 130)

1) Seja G um grupo nilpotente de classe c¢. Entao, todo subgrupo e grupo quociente de G

sao nilpotentes e suas classes de nilpoténcia sao no mdzimo c;
2) Um produto direto de um nimero finito de grupos nilpotentes é nilpotente;
3) Todo p-grupo finito é nilpotente;

4) Um grupo finito G é nilpotente se, e somente se, ele é o produto direto de seus subgrupos

de Sylow.



A seguir, construiremos uma nova série que auxiliard no estudo de grupos nilpotentes.

Indutivamente, definimos os seguintes subgrupos de um dado grupo G :
1(G) =G, %(G) =[G,G] =G e v11(G) = [7.(G), G, para todo n > 2.

Cada subgrupo definido acima é caracteristico em G logo, é normal em G. Além disso, se
K < Ge K< H <G, entao [H,G] < K se, e somente se, H/K < Z(G/K). Dessa
forma, [v,(G), G] = Yn+1(G) implica que v,(G)/Vn+1(G) < Z(G/Yn+1(G)), para todo n > 1.
Portanto, a série

G=7(G)>7%(G) = 27G)>---
¢ uma série central em GG, que chamaremos de série central inferior de G.

Observemos que a série central inferior pode nao alcangar o subgrupo 1.

Proposicao 1.8. ([23], pag. 125) Seja 1 =GO <« GW <« -.- 9 G™ = G uma série central

de um grupo nilpotente G. Entao,
(i) %(G) < G e, assim, 7,41(G) = 1;
(ii) A classe de nilpoténcia de G € o menor inteiro n tal que v,4+1(G) = 1.

Mais algumas propriedades referentes a grupos nilpotentes seguem abaixo:

Proposicao 1.9. ([28], pag. 116-117 e [23], pag. 129-130) Seja G um grupo nilpotente.

Entao,

1) Todo subgrupo mazimal de G € normal em G;
2) O grupo G satisfaz a condi¢ao normalizadora, isto €, se H < G, entdo H < Ng(H);
3) Sel# N <G, entao NNZ(G) # 1;

4) Todo subgrupo normal minimal de G estd contido no centro de G.
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1.1 Apresentacao de Grupo

Nesta secao iremos introduzir o conceito de grupo livre, bem como a definicao e alguns
resultados de apresentacao de um grupo, os quais serao fundamentais para o desenvolvimento

de todo nosso trabalho.

Definicao 1.10. Um grupo F é dito livre sobre um subconjunto X C F' se, para qualquer
grupo G e qualquer funcao 0 : X — @, existe um tunico homomorfismo ¢’ : F' — G tal que
()0 = (z)0, para todo = € X. Dizer que a igualdade (z)0" = (x)f ocorre, para todo z € X ¢é
equivalente a dizer que @ estende 6, ou ainda que o diagrama abaixo comuta, onde i : X — F
denota a aplicagao inclusao de X em F,

X—tsF :

7/
/6,

G

ou seja, i = 0.

Substituindo a palavra “grupo” por "grupo abeliano” na definicao acima em todos os

lugares em que ela aparece, obtemos o conceito de grupo abeliano livre.

Se F' é livre sobre um conjunto X, entao F' é gerado por X. Podemos definir o posto de
um grupo livre sobre um conjunto X como sendo a cardinalidade de X, em vista que, dados
dois grupos livres F} e F5 sobre os conjuntos X; e Xs, respectivamente, entao, I} e Fy sao
isomorfos se, e somente se, os conjuntos X; e X, possuem a mesma cardinalidade (Veja [15]
pag. 3).

O teorema abaixo responde se um subgrupo de um grupo livre é também livre.

Teorema 1.11. (Nielsen-Schreier, cf. [15], padg. 22-23) Todo subgrupo de um grupo livre é
livre. Além disso, se F' € um grupo livre de posto finito r e H um subgrupo de F de indice

finito g, entdo o posto de H é igual a (r —1)g + 1.

Proposicao 1.12. ([15], pag. 7) Todo grupo é imagem homomdrfica de algum grupo livre.
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Sejam G um grupo e ¢ : F' — G um epimorfismo de um grupo livre F' = F'(X) sobre G.
Entao, G = F/N onde N denota o nicleo de ¢. Agora, seja R um subconjunto de F' que gera
N como um subgrupo normal de F, ou seja, (R)" = N. Reparemos que X e R determinam
o grupo G a menos de isomorfismos. Assim, escrevemos G = (X | R) e chamamos este par
uma apresentacao livre do grupo GG; em muitas situacoes, diremos apenas uma apresentacao
de G. Se X e R sao finitos, onde G = (X | R) é uma apresentacdo de G, entao diremos
que G ¢é finitamente apresentado. Os elementos do conjunto X sao chamados de geradores
e os de R relatores. E comum escrevermos G = (x1,...,xy | 71 =1,...,7 = 1), quando
X ={xy,...,z,} e R={ry,...,rn}. Neste caso, chamamos r; = 1, 1 < i < m, de relagies

definidoras para G.

Exemplo 1.13. 1) O grupo diedral de ordem 2n , D,,, possui apresentacao
Doy 2 {zyy|2*=1,y" =1, y* =y ).

2) O grupo dos quatérnios de ordem 8, (g, tem uma apresentacao dada por

Q’%’(wy|x—1x—y x*1>.

Proposicao 1.14. ([15], pag. 27) Se G, H, K sao grupos, o : G — H um epimorfismo e
B : G — K um homomorfismo tais que Nuc(a) C Nuc(f3), entdo existe um homomorfismo
v:H — K tal que ay = f3.

Nuc(p

\/
/\

Nuc(a

O resultado que apresentaremos a seguir é conhecido como Teste da Substituicao. E
um resultado de grande importancia em Teoria dos Grupos pois, se G = (X | R) e H sao
grupos, ele fornece uma condi¢ao para que uma aplicagao 6 : X — H se estenda para um

homomorfismo ¢ : G — H.

Teorema 1.15. ([15], pag. 29) Sejam G um grupo com apresenta¢ao (X | R), H um grupo

el : X — H um aplicacao. Entao, 0 se estende a um homomorfismo 6 : G — H se, e
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somente se, 0 ¢ consistente com todas as relacoes definidoras para G, 1.€, se para todo x € X

e todo r € R, o resultado da substitui¢ao de x por (x)0 em R dd a identidade de H.

Se conhecermos as apresentacoes para os grupos, digamos GG e H, entao é sabido a apre-

sentagao para o produto direto G' x H, conforme resultado a seguir.

Proposicao 1.16. ([15]), pag. 45) Dados dois grupos G e H, cujas apresentag¢oes sao
G=(X|R) eH={(Y|S), respectivamente, entao o produto direto G x H possui a sequinte
apresentagao (X,Y | R, S, [X,Y]), onde aqui [X,Y] denota o conjunto dos comutadores
{z7ly ey |z€eX eye Y}

Definicao 1.17. Sejam G = (X | R) e H = (Y | S) duas apresentagdes. O grupo
(X,Y | R,S) é chamado produto livre de G e H e denotado por G  H.

O subgrupo comutador [G, H] do produto livre G ¥ H tem a seguinte propriedade:

Proposicao 1.18. (/23], pag. 167) Seja G x H o produto livre de dois grupos nao triviais.
Entao, o subgrupo comutador (G, H| de G« H € normal. Além disso, |G, H] é um grupo livre

sobre o conjunto X = {[g,h] | g € G, h€ H, g,h # 1}.

1.2 Modbdulos

Uma generalizacao da nogao de espaco vetorial é a nocao de A-mdédulo, onde A é um anel.
Observemos que neste trabalho todos os anéis serao com identidade, além disso, nesta secao,

A sempre denotard um anel.

Dados um anel A e um grupo abeliano M, uma aplicacao f : M x A — M é chamada mul-
tiplicag¢ao por escalar a direita. Se a € A e m € M, é comum denotar (m,a)f simplesmente

por m - a.

Definigao 1.19. Seja A um anel. Um A-mddulo a direita é um grupo abeliano junto com

uma multiplicacao por escalar a direita f : M x A — M que satisfaz as seguintes condigoes:

(i) m-(a+b)=m-a+m-b
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(ii)) (m+n)-a=m-a+n-a
(iii) m- (ab) = (m-a)-b

(iv) m-14 =m,
para todos a,b € A e m,n € M.

A-modulos a esquerda sao definidos simetricamentes. Em muitas situacoes, escreveremos
M 4 (respectivamente, 4 M) para dizer que M é um A-médulo a direita (respectivamente, a

esquerda).

Observamos que, em muitas situacgoes, dada uma multiplicagdo por escalar a direita (a

esquerda) escreveremos simplesmente ma (am) ao invés de m - a (a - m).

Exemplo 1.20. 1) Todo anel A é um A-mdédulo a direita (e a esquerda) com a multiplica¢ao
por escalar definida pela multiplicacao de A.

2) Todo grupo abeliano (G, +) ¢ um Z-mdédulo a direita (e a esquerda) com a multiplicagao

(

g+ ...+g, se n>0
—_—
n vezes
por escalar definida da seguinte forma: gn = 0 se n=0

(—9)+...+(=g) se n<O.

.

~
\ -1 vezes

Observamos que se A é um anel comutativo e M é um A-modulo a direita, entao M pode
ser visto também como um A-médulo a esquerda definindo am = ma, para todos a € A e

m e M.

Neste capitulo, a palavra “A-moédulo” significara “A-moédulo a direita” e todas as de-

finigoes e resultados envolvendo A-mdédulos podem ser adaptadas para A-mddulos a esquerda.

Definicao 1.21. Seja M um A-médulo. Um subconjunto N de M é um submddulo de M

se N é nao vazio e satisfaz as seguintes condigoes:

(i) m+neN

(i) na € N
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para todos m,n € N e a € A.

Exemplo 1.22. 1) Se A é um anel, visto como A-mddulo, entao os A-submdédulos de A sao
os ideais a direita.

2) Se (G, +) é um grupo abeliano, visto como Z-médulo, entao os Z-submédulos de G séo os
subgrupos de G.

3) Sejam M um A-médulo e X € M um subconjunto nao vazio. Denotaremos por (X)
ou por XA a interse¢ao de todos os submédulos de M que contém X. Entao, (X) é um
submodulo de M que contém X chamado submaodulo gerado por X. Nao é dificil mostrar que

(X) = {inai |neN", ;€ Xea €A, i—l,...,n}
i=1
Se N é um submoédulo de um A-médulo M, em particular, N é um subgrupo de M e

M
N:{m+N|mEM}

é um grupo abeliano. Definindo uma multiplicagao por escalar em M /N por elementos de A
da seguinte forma:

(m+ N)a=ma+ N, Ym € M e Va € A,
temos que esta aplicacao independe da escolha do representante da classe. De fato,
m+N=m'+ N=m-m'"e N= (m—m')ae N=ma+ N =m'a+ N.

E f4cil verificar que (M /N, +) com a multiplicacao por escalar definida acima é um A-mddulo,

chamado mddulo quociente de M por N.

Definicao 1.23. Sejam M e N A-médulos. Um A-homomorfismo de M em N é uma
aplicagao f : M — N tal que

(i) (m+n)f=m)f+n)f
(ii) (ma)f = (m)fa
para todos m,n € M e a € A.

Neste texto, A-homomorfismos também serao chamados de homomorfismos de A-mddulos.
Observemos que se A for o anel dos inteiros Z, entao um Z-homomorfismo é um homomorfismo

de grupos abelianos.
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Exemplo 1.24. Seja N um submédulo de um A-médulo M. A aplicagao # : M — M/N
dada por m — m+ N é um A-homomorfismo sobrejetor chamado A-homomorfismo canonico

de M em M/N.

Sejam M e N A-médulos. Dizemos que f : M — N é um A-isomorfismo se f é um

A-homomorfismo bijetor. Neste caso, M e N sao ditos A-isomorfos, denotado por M = N.

Seja f : M — N um homomorfismo de A-mdédulos. Definimos o nicleo de f e a imagem

de f, respectivamente, por
Nuc(f) :={me M | (m)f =0} e Im(f):={(m)f [ me M}.

E facil verificar que o nicleo e a imagem de f sao submoédulos de M e N, respectivamente.

Além disso, um A-homomorfismo f é injetor se, e somente se, Nuc(f) = {0x}.

Proposicao 1.25. Se f: M — N ¢é um homomorfismo de A-maodulos e K um submddulo
~ M
de M tal que K C Nuc(f), entdo f induz um A-homomorfismo f : i — N definido por

(m+ K)f = (m)f, para todo m € M.

~ M -
Demonstracao. Temos que a aplicacao [ : V7 — N definida pot (m + K)f = (m)f, para
todo m € M esta bem definida, pois

mi+K=my+K = my—mg€ K C Nuc(f)= (m1—ma)f =0= (mq)f = (ma)f

Além disso, facilmente verifica-se que f é um A-homomorfismo.

1.2.1 Somas Diretas e Mdédulos Livres

Nesta secao definiremos soma direta interna, soma direta externa de médulos e médulo
livre.
Seja {M,}ic; uma familia de A-médulos, indexada pelo conjunto . Denotemos por

[Lic; M; o conjunto de todas as aplicagoes f : I — |J,c; M; tais que (i)f € M;, para todo
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i € 1. Dado = € Il;¢; M;, escrevemos x; = (i)x para todo i € I e chamaremos z; de i-ésima
componente de x. Quando [ = {1,2,...,n} escreveremos = na forma = = (xy,...,z,). No-
temos que dois elementos = e y do produto de Il;c;M; sao iguais se, e somente se, a i-ésima

componente de x é igual a i-ésima componente de y, para todo ¢ € I.

Definimos as operacoes de adicao e multiplicacao por escalar em Il;c;M; da seguinte

forma: se x,y € ll;c;M; e a € A, entao

r+y: I — UM, e za: I — UM,
i€l il
T = Tty 1 = z0,

ou seja, (r +vy); = x; + y; e (ra); = x;a, para todo i € I.
O conjunto II;c; M; munido das operacoes acima é um A-médulo, chamado produto direto
da familia {M;}ier.

Seja @ M; o subconjunto de II;c;M; constituido de todos os elementos x tais que o
iel
conjunto {i € I | z; # 0} é finito. B facil verificar que @ M; é um A-submédulo de ;e M;,
el
chamado soma direta externa da familia {M,};c;. Notemos que, quando I é finito, vale a

igualdade abaixo:

HMi:éBMi.

iel iel
Seja {M;};cr uma familia nao vazia de submddulos de um A-médulo M. Entao,
n
> M= {ka |neN* i, el m €M, ke {1,...,n}}
iel k=1
é¢ um submoédulo de M, chamado de soma dos submddulos M;, i € I.
Um A-médulo M é a soma direta interna de uma familia {M; };c; de submédulos se todo
elemento de M se escreve, de forma unica, como soma de elementos dos submodulos M;.

Porém, existem outras caracterizagoes para tal conceito, como veremos a seguir.
Proposicao 1.26. ([27], pag. 34-37) Seja {M,}icr uma familia de submddulos de um A-

maodulo M. As sequintes condigoes sao equivalentes:

(i) Cada elemento m € M se escreve de modo tinico na formam =, ., m;, ondem; € M,

para todo i € I e {i € I | m; # 0} € finito;
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(ii) M =23, M ese) ., mi =0, comm; €M para todo i € I, entdo m; = 0, para todo
1€ 1
(iii) M =Y ..; M; e, para todo k € I, temos M (N | > M; | = {0}.

i€l
i£k

Com isso, temos a seguinte definigao: seja {M,};c; uma familia de submddulos de um
A-médulo M. Diremos que M é a soma direta interna dessa familia quando alguma condicao

da proposicao acima é satisfeita. Neste caso, escreveremos M = @ M;.
iel
Um importante tipo de modulo que utilizaremos no Capitulo 2 serd definido abaixo. Para

apresentar tal definicao vejamos a seguir o conceito de base para um A-mddulo.

Definicao 1.27. Sejam M um A-médulo e {z;};c; uma familia de elementos de M. Dizemos
que {z;}icr ¢ uma base para M se cada elemento z de M se escreve de forma tinica como
E x;a;, onde cada a; é um elemento de A e a; = 0, exceto para um ntumero finito de elementos
iel
1€ 1.

E facil verificar que X é uma base para um A-modulo M, se X satisfaz as seguintes duas

condicoes:
(i) X gera M;
(ii) se y1,...,yx € X e ay,...,a; € A sao tais que Zyiai =0, entdo a; = 0, para todo i.
icl
Definigao 1.28. Um A-médulo M é dito ser um A-mddulo livre se ele possui uma base.

Exemplo 1.29. 1) Todo espago vetorial sobre um corpo K é um K-médulo livre.

2) Consideremos A um anel e S = 1. Entao, A é um A-médulo livre sobre S. E mais, todo
conjunto de A4 com mais de um elemento nao pode ser base para A4. Por exemplo,
suponhamos que X C A tenha mais de um elemento. Entao, dados a1, ay € X, temos

que asa; + (—aj)as = 0 e —ay, as sdo elementos de A ndo ambos nulos.

Um A-médulo livre pode ser identificado com uma soma direta. Veja o resultado abaixo:

Proposicao 1.30. ([30], pag. 22-23) Se M é um A-mddulo livre sobre X, entio M = @xA.

zeX
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Da definicao de soma direta, segue que vale a reciproca do resultado anterior, ou seja, se

M é um A-médulo e X um subconjunto de M tal que M = @ xA, entao M é um A-médulo
zeX
livre sobre X.

A seguir veremos uma outra caracterizacao de médulos livres.

Proposicao 1.31. ([30], pag. 23 e [11], pag. 158) Sejam M um A-mdédulo e X um sub-
conjunto nao vazio de M. Entdo, M é um A-modulo livre sobre X se, e somente se, para
todo A-modulo N e toda funcao f : X — N sempre € possivel estender f a um unico A-
homomorfismo fv: M — N, ou seja, existe um unico A-homomorfismo fv: M — N que,

quando restringido a X, coincide com f.

1.2.2 Produto Tensorial de Mo6dulos

Nesta subsecao veremos o conceito de produto tensorial de mdédulos e alguns resultados

que serao importantes neste trabalho. Para mais detalhes veja [29].

Sejam A um anel, M, um A-médulo a direita, 4N um A-médulo a esquerda e G um
grupo abeliano (aditivo). Diremos que uma aplicacao f : M x N — G é A-biaditiva se, para

todos m,m' € M, n,n’ € N e a € A, tivermos

(m+m/7n)f = (mvn)f+ (m',n)f,
(m’n+n/)f = (mvn)f + (m,n')f,
(ma,n)f = (m,an)f.

Caso A seja um anel comutativo e M, N e S A-médulos, entdo uma funcao f: M x N — §

é dita ser A-bilinear se f for A-biaditiva e satisfazer a seguinte condigao:

(ma,n)f = (m,an)f = a(m,n)f.

Reparemos que, como neste caso, (m,n)f pertence a um A-mdédulo, a(m,n)f faz sentido.

Observemos que, se f: M x N — G é uma aplicacao A-biaditiva, entao

(Oar,m) f = (0ar + Ong, ) f = (Oar,n) f + (Onr, m) £,
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para todos m € M e n € N; logo (0p,n)f = 0g. Analogamente, mostra-se que (m,0Oy)f =

Og, assim (0pr,n)f = (m,0n)f = 0g. Outra propriedade béasica é

(=m,n)f = (m,—n)f = —(m,n)f,
pois (m,—n)f + (m,n)f = (m,—n+n)f = (m,0n)f = O¢, para todos m € M en € N. De
forma andloga, verifica-se a outra igualdade.
Exemplo 1.32. 1) Seja A é um anel, é ficil ver que a aplicacao f: A x A — A definida por
(a,a") — aa’ é A-biaditiva.
2) Sejam A um anel comutativo, M e N A-mddulos. Entao,

Homa(M,N)={f: M — N | f é A-homomorfismo}

¢ um grupo abeliano com a operagao dada por: se f,g € Homs(M,N), f + g é a aplicacao

de M em N definida por (m)(f + g) = (m)f + (m)g. Definindo a multiplicacao por escalar,

Ax Homa(M,N) — Homu(M, N)
(a, f) — af : M — N
m — (am)f

nao é dificil ver que Homu(M, N) é um A-mdédulo. A aplicacao
€: M x Homa(M,N) — N
(m, f) = (m)f

é A-bilinear. De fato, a primeira e a terceira condicoes da definicao de aplicacao A-biaditiva
sao verdadeiras, ja que f é um A-homomorfismo. A segunda é satisfeita pela definicao da

soma de fungoes.

Definicao 1.33. Sejam A um anel, M4 e 4N moédulos. O produto tensorial de M e N é um
par (T, h) onde T é um grupo abeliano e h : M x N — T é uma aplicacdo A-biaditiva tal
que, para todo grupo abeliano G e toda aplicacao A-biaditiva f : M x N — G, existe um
unico Z-homomorfismo f: T — G que faz o seguinte diagrama comutar

MxN—";T

s

|
ot
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O resultado que garantird que sempre existe o produto tensorial entre dois médulos sobre

um dado anel segue abaixo:

Teorema 1.34. ([29], pag. 71-72) Se A € um anel, Ms e 4N mddulos, entio o produto

tensorial de M e N existe e € unico, a menos de isomorfismos.

Dados M4 e 4N modulos, se (T, h) é o produto tensorial de M e N, o grupo abeliano T’
é denotado por M ®4 N e, dado (m,n) € M x N, escrevemos (m,n)h = m & n, Como h é

A-biaditiva, valem as relacoes:

m®(n+n) = (men)+(men);
(m+m)@n = (m&n)+(m' @n);

ma@n = man,

para todos a € A,m,m' € M en,n" € N.

Se f: My — Myeg:a N —4 N sao A-homomorfismos de A’-médulos a direita e a
esquerda, respectivamente, entao existe um tinico Z-homomorfismo de M @ 4 N em M'® 4 N’,
denotado por f®g tal que f®g: m@n — (m)f®(n)g. Para demostrarmos a existéncia de tal
Z-homomorfismo, definamos a aplicacao ¢ : M x N — M'®4 N’ por (m,n)e = (m)f® (n)g.
Claramente ¢ é A-biaditiva, ja que f e g sdao A-homomorfismos. Assim, pela defini¢ao de
produto tensorial, existe um tnico homomorfismo f ® g : M @4 N — M’ @4 N’ de forma
que m®@n — (m)f @ (n)g.

A seguir apresentaremos algumas propriedades de produtos tensoriais de A-mddulos.

Propriedades 1.35. (a) ([14], pdg. 130-131) Sejam M, P A-mddulos a direita e N,Q A-
modulos a esquerda. Entao,

(i) MOAA=M e A@,u NN,
(i) M@(NoQ)=(MaN)®(MeQ) e (MOP)oN=(M®N)® (P N).
(b) ([29], pag. 79) Se A é um anel comutativo, M e N A-mddulos, entdo

My NZEZN®Qy M.

(c) Sem en sao niumeros inteiros positivos, entao Ly, Qz, Ly, = Zq, onde d = mdec(m,n).
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Demonstracao. (c) Consideremos a aplicagao h : Z,, X Z, — Z4 definida por ([z], [y].)f =
[zy]q, onde para z,l € Z estamos indicando por [z]; a classe do inteiro z mddulo [. Essa

aplicacao estd bem definida. De fato,

([Z]ms [W]n) = ([21]m, (1)) = ml(z—21) e nl(y—w) = dl(z—21) e d[(y—n)
= dl(z—z1)y e d(y—y)rr = d|(zy — z1301)
= [zyla = [T1y1]a

Facilmente mostra-se que h é Z-bilinear. Agora, sejam G um grupo abeliano e f : Z,, X Z,, —

GG uma aplicacao Z-bilinear.

Lo % Ly —h> Zq
|,
Gk
Definimos f : Zg — G por ([2]a)f = ([1]m, [2]n)f. Claramente, f é um Z-homomorfismo e,

além disso, o diagrama acima comuta, pois

([2]m, [y]n)hf: ([my]d)f: ([T [2y]n) f = (U, 2[yln) f = 2([Um; [Y]n) f = ([Z]im; [Y)n) £

Finalmente, é facil verificar que se existe outro Z-homomorfismo g : Z; — G satisfazendo
a igualdade hg = f, entao g = J? Portanto, para todos inteiros positivos m e n vale que

Loy, @7, Ly, = Zq, onde d = mdc(m,n). O

1.2.3 Sequéncias Exatas

Sejam {...,G,_1,Gpn,Gpi1, ...} uma familia de grupos e {... h, : G,_1 — Gp, hyyy -
Gn— Gpiq, .. } uma familia de homomorfismos de grupos. O diagrama

hn— hn hn hn
g, g g, (1.1)

é dito ser uma sequéncia exata em Gy, se Im(h,) = Nuc(h,11). A sequéncia (1.1) é ezata se

for exata em todos os grupos G, (exceto, eventualmente, nas extremidades).

De modo andlogo definimos sequéncia exata de A-médulos a direita (a esquerda) conside-

rando cada GG; como um A-mdédulo a direita (a esquerda) e cada h; como um A-homomorfimo.

Seguem imediatamente da definicao as seguintes observagoes:
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(i)1—H Iy K ¢ exata se, e somente se, f é injetora;
(i) K 25 Q — 1 é exata se, e somente se, f é sobrejetora;

(iii)) 1 — H SEANY (G N Q — 1 é exata se, e somente se, f é injetora, g sobrejetora e ¢
induz um isomorfismo de K/Im(f) sobre Q. Esse tipo de sequéncia exata é conhecida

como extensao de H por Q).

Uma sequéncia exata de grupos como a de (iii) é "splits” (ou cinde) se existe um homomor-
fismo h : () = K de forma que hg = Idg. Também, dizemos que ela é central se Im(f) é um

subgrupo central de K.

Proposicao 1.36. Seja G um grupo abeliano finito e consideremos a sequéncia ezxata de

grupos abaixo:
1—K-LHa-%Q—1. (1.2)
Se mdc(|K|,|Q|) =1, entdo G = K x Q.

Demonstra¢ao. Suponhamos que |K| = m e |Q| = n. Sendo G um grupo abeliano finito e n

um divisor de |G|, G possui um subgrupo H de ordem n.

Da injetividade do homomorfismo f, segue que K = Im(f). Os subgrupos H e Im(f)
sao subgrupos normais de G, pois G é um grupo abeliano. Assim, HIm(f) < G. Como m e
n sao relativamente primos, a intersecao de H e Im(f) é trivial; logo, |HIm(f)| = nm. Com
isso, G = H x Im(f).

Agora, pela exatidao da sequéncia (1.2) temos @ = G/Im(f). Entretanto, G/Im(f) = H,;
logo H = @ e, portanto, concluimos que G = H x Im(f) = Q x K.

Finalizamos esse capitulo com o seguinte resultado:

Teorema 1.37. ([29], pdg. 84) Seja M um A-mddulo a direita e

N % N 5 N — 0
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uma sequéncia exata de A-mdodulos a esquerda. Entdo,

MosN 225 Mo N 2R Me,N

€ uma sequéncia exata de grupos abelianos.



CapriTULO 2

Homologia de Grupos

O objetivo deste capitulo é o estudo do primeiro e segundo grupos de homologia com
um carater introdutério. Nexte texto, trataremos o assunto de forma algébrica, apresen-
tando algumas defini¢oes e resultados e que serao necessarios para o desenvolvimento dessa

dissertacao. Para mais detalhes, veja [23].

2.1 O anel de grupo ZG

Na definicao de homologia de grupo, iremos utilizar os chamados ZG-mdédulos. Nesta

se¢ao, estudaremos tais médulos e comecaremos com a definicao de anel de grupo.

Sejam G um grupo com a notag¢ao multiplicativa e A um anel. Consideremos o conjunto

AG cujos elementos sao da forma Z agg com a, € A e g € G sendo a, # 0 apenas para um
geCG

numero finito de elementos g € G. Nesse conjunto dois elementos u = Z agg € v = Z byg

geG geG
sao iguais se, e somente se, a, = by, para todo g € G. Definimos as seguintes operagoes em

AG :

<Z %9) + <Z bgg> = (ay +b,)g

geG geG geqG

(Z agg> : (Z bhh> = > (aghy)(gh).

e heG g,heG

Com essas operacoes, AG torna-se um anel com unidade chamado anel de grupo de G, sendo

lag = 141 (Aqui, 1 denota o elemento neutro do grupo G). Este anel nao é comutativo, se
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(@ nao é abeliano ou se A nao é comutativo.

Em todo o texto trabalharemos com um especifico anel de grupo, a saber, o anel de grupo
Z2G de G.

Lembramos que uma ac¢ao de um grupo G sobre um grupo H é um homomorfismo
0 : G — Aut(H). Dados g € G e h € H, escrevemos (h)((g)f) simplesmente como hY,
representando assim uma acao a direita.

Dizemos que GG age sobre H quando estd definida uma acao de GG sobre H e que G age

trivialmente sobre H ou que H é G-trivial se # é o homomorfismo trivial.

Exemplo 2.1. Seja G um grupo e consideremos um subgrupo normal N de G . A aplicacao
0 : G — Aut(N) dada por (z)(gf) = 29 := g 'xg ¢ uma a¢ao chamada acao de G sobre N

por conjugacao.

Observacao 2.2. Sejam M um grupo grupo abeliano e G um grupo. Se M é um ZG-maddulo

a direita, € corriqueiro verificar que

0: G — Aut(M)
g — gpi=@g: M — M

m +— mg

€ uma acdo de G sobre M. Reciprocamente, se G age sobre M, nao € dificil ver que a
aplicacao o : M X ZG — M dada por (m, deG agg> > deG agm? fornece uma estrutura

de Z.G-maodulo a direita em M.
Dado um grupo G, a aplicagao

e: 272G — 7

Zagg — Zag

geG geG
¢ um homomorfismo sobrejetor de anéis, denominado aplicacao de aumento. E seu ntcleo é

o chamado ideal de aumento de ZG, o qual indicaremos por I.

Proposicao 2.3. Temos que Ig é um Z-mddulo livre sobre o conjunto X ={g—1]1# g€

G}
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Demonstracao. Um elemento u = Z agg € ZG pertence ao Nuc(e) = I se, e somente se,
geG

Z ag = 0. Dessa forma,

u:Zagg:Zagg—Zagl = Z ag(g —1).

geG geG geG geG\{1}
Logo, I é gerado como um Z-médulo pelo conjunto X = {g—1| 1 # g € G}. Suponhamos
que Z a,(z —1) = 0. Entao, Z 0T — Z a; | 1 =0. Mas, como ZG é um

zeG\{1} zeG\{1} zeG\{1}
Z-médulo livre com base {x | x € G}, entdo a, = 0, para todo z € G\{1}. Portanto, I é

um Z-médulo livre sobre o conjunto X = {g—1|1# g € G}. O

A seguir veremos que se F' é um grupo livre, entao Iz é livre nao sé como um Z-modulo,

mas também como um ZF-modulo.

Proposicao 2.4. Se F' € um grupo livre sobre um conjunto X, entao Ir € livre como um

Z.F-mddulo a direita (0 esquerda) sobre o conjunto X = {x — 1|z € X}.

Demonstragdo. Seja 1 : X — M uma aplicacdao qualquer onde M é um ZF-médulo (& di-
reita).  Entdo, é suficiente mostrarmos que 7 estende-se a um ZF-homomorfismo
B:Ip— M.

Sendo M um ZF-mdédulo, da Observacao 2.2, segue que a multiplicagao por escalar define
uma acao de F' sobre M. Seja F'x M o produto semidireto de M por F' com respeito a essa agao
e lembremos que a operacao neste grupo é dada por: (f1,mq)(fe, m2) = (fife, m1 - fo + m2)
onde fi, fo € FFemy,my € M. Uma vez que F' é livre sobre X, existe um tinico homomorfismo
de grupos i’ : F' — F'x M que envia cada x € X para (z, (z—1)n). Para cada f € F, existem
fi € Feaec M tais que (f)n' = (f1,a). Mas, observemos que pela defini¢ao de 1/, f = fi.

Assim, construimos uma aplicagdo v : F' — M a partir da equagao (f)n' = (f, (f)7).

Agora, para quaisquer fi, fo € F, temos

(frfo)n' = (fon' (fn' = (fr, (FO) (2, (f2)7) = (Fife, (F1)y - o+ (f2)7);

dessa forma, obtemos a seguinte igualdade

(fifo)y = (f)v - fa+ (f2)r. (2.1)
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Como I é um Z-médulo livre sobre o conjunto {f — 1| 1 # f € F}, construimos o homo-
morfismo 3 : Ir — M de grupos abelianos tal que (f — 1)5 = (f)7, para todo f € F. Logo,
parax € X, (x — 1) = (z)y = (z — 1)n, pois (x)n’ = (x, (x — 1)n). Portanto, n estende-se a

(. Finalmente, # é um ZF-homomorfismo, pois # é um homomorfismo de grupos e

(F=DfB = (FA-1—(h-1)8=h-DB—(f—1)B=(Ff)r— (f)7
) A By = ()= () fi=(F = 1B fi,

para quaisquer f, f; € F. O

Dados G um grupo multiplicativo e N um subgrupo normal de GG, definamos a aplicacao

. G
e:2G — Z(N)

D agg =Y ay(gN).

geG geG
Reparemos que esta aplicacao é um epimorfimo de anéis.
Chamaremos o ntcleo do homomorfismo z de ideal de aumento relativo a N que indica-

remos por [ . Este ideal, de certa forma, é uma generalizacao do ideal de aumento, uma vez

que I = I¢.

Observacao 2.5. Vale que IN(ZG) = (ZG)Ix. Com efeito, um elemento de In(ZG) é uma

soma finita de elementos da forma y_, .y on(n—1) 3 o By = > nen anfy(n—1)g com ay,
geG

By € Z, para todos n € N e g € G. Mas, reparemos que para todon € N, g € G

(n—1)g=g(g 'ng—1)=g(n' —1),

onde n' = g-'ng € N<G. Logo IN(ZG) C (ZG)Iy. De modo andlogo, prova-se a inclusio
contrdria. Assim, In(ZG) é um ideal de ZG, o qual denotaremos por 1. Efoicz’l verificar que
ZG/I tem uma estrutura de ZG-mddulo a esquerda via multiplica¢io por escalar dada por

u(v+ 1) =wv+ I, para todos u,v € ZG.

Agora, mostraremos que o ideal de aumento relativo I coincide com I. A inclusio I C Ix
L , - . G )
¢ imediata. Dessa forma, verifiquemos que I C I. Consideremos — como um 7.G-modulo

a esquerda como visto anteriormente. Para todosn € N er € ZG, a igualdade nr+1 = r+1
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7.G G
¢ vdlida pois, nr —r = (n — 1)r € I. Com isso, podemos tornar N um 7 (N) -modulo a
esquerda via sequinte regra: gN(r + 1) = gr + 1.

Agora, sejau =" _,a,9 € Iy. Entdo, > gec GggN = OZ(%) e

geG
utI=> ag+1= (Zaggjv> (lzg+1)=0+1,
geG geG
donde seque que uw € I. Logo, Iy C I e, portanto, Iy = 1
Dessa forma, Iy é um ideal a esquerda (a direita) de ZG gerado pelo conjunto {x—1| 1 #

r € N}

Lembramos que, dado um subgrupo normal de um grupo F, um transversal para R em
F é um conjunto T, o qual é formado tomando-se um representante de cada classe lateral de

R em F. Assim, T satisfaz F' = | J,., Rt (unido disjunta).

Proposicao 2.6. Seja R um subgrupo normal de um grupo livre F. Se R € livre sobre X,

entio Ig € livre como um ZF-médulo a esquerda (a direita) sobre X = {x —1 | x € X}.

Demonstracao. Sendo F' um grupo livre e R um subgrupo de F, pelo Teorema 1.11, R é livre
sobre um conjunto, digamos X. Suponhamos que u = ) _y a,(x — 1) = 0 onde a, € ZF,
para todo x € X. Observemos que ZF = @ert(ZR), onde T' é um transversal para R em F.
Dessa forma, podemos escrever a, = ZteT tb, onde b, ; € ZR. Logo,

u=>y t <Z bt — 1)) =0.

teT zeX

Mas, como ZF' é um ZR-mdédulo livre com base T', devemos ter Y _y b, (x — 1) = 0, para
todo t. Pela Proposicao 2.4, Ir é livre sobre o conjunto formado por todos os elementos da
forma  —1, com x € X, donde segue que b,; = 0, para todo z € X et € I. Portanto, a, =0,

para todo x € X. O

Na proxima secao construiremos a chamada Resolucao de Gruenberg e o préximo resul-

tado sera essencial para tal construcao.

Proposicao 2.7. Seja R — F 5 G uma apresentacao de um grupo G. Suponhamos que S e
T sao ideais a esquerda de ZF' que sao livres como ZF-maodulos sobre X e Y, respectivamente.

Entao:
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S -
(i) 3 € livre como um ZG-mdédulo a esquerda sobre o conjunto {x + IS | x € X};
R

(ii) Se S € ideal de ZF, entdo ST € livre como um ZF-mddulo a esquerda sobre
{zy |z € X, yeY}.

Demonstragao. (i) Primeiramente, veremos que =—— possui uma estrutura de ZG-médulo a
esquerda via multiplicacao por escalar definida por IE f)m-(s+IrS) = fs+IgS. Vamos verificar
que isso estd bem definido. Para isso, sejam si,s5 € S e fi, fo € F tais que s; + IrS =
sy + IS e (fi)m = (f2)7. Entdo, s; — so € IgS e fif;' = r, para algum 7 € R = Nuc(r).
A condicdo fif,' = r implica que fi = rfs. Assim, fis; + IrS = (rfy)s1 + IrS. Mas,

(TfQ)Sl + TRS = f251 +7RS, Jé que,
(rf2)s1 = (r — 1) fas1 + fos1 = fasi (mod TrS);

logo fis1+ IrS = fasy + IgS. Além disso, fas1 + IS = fosy + IrS, pois fa(s1 — s3) € IRS,
j4 que s; — 8o € IS e IS é um ideal & esquerda. Portanto, a aplicacio dada acima estd
bem definida e é rotineiro verificar que ela define uma estrutura de ZG-modulo a esquerda
em S/IRS.

Como S é livre como ZF-mddulo a esquerda sobre X, entdo S = @,ex(ZF)x. Assim,
IS = @uex(Ig)r. Para mostrarmos a parte (i), precisamos provar os seguintes dois ZG-

isomorfismos:

.I}TS~@
269

7

IRZU

~ @ZG z+ IgS).

]RZE

ZF)z
Antes de verificarmos (1), observemos que (7 ) tem uma estrutura de ZG-moédulo a
RI

esquerda via multiplicacio por escalar definida por (f)7 - (ux + Igz) = fux + Irz, para

todo u € ZF. Esta aplicacao estd bem definida. Com efeito, suponhamos que (f)r = (f1)7 e
uz = v para f, fi € F e u,v € ZF. Entao, f; 'f € Nuc(r) = Re ur —vr = (u—v)x € Ipz.

Dessa forma, f = fir para algum r € R; logo

fux = firux = fiuz + fi(r — Vuz = fiuz (mod Igx).



2.1 O anel de grupo ZG 26

Com isso, a aplicacdo independe de f. Ainda mais, fur+1gr = fvr+1zx, pois fuxr — fvr =

flu—v)z € Ipa.
(ZF)x

(1) Consideremos a aplicagao 7 : S — @ definida por

zeX RT

Z a > (0 + IRT)pex-

zeX

Claramente, 7 é um ZG-epimorfismo. Dessa forma, resta mostrarmos que Nuc(7) = IgS.

Dado ) .y aux € S, temos:

Z a,x € Nuc(T)

zeX

!

(u@ + TrT)zex = 0

(pw + Trr = 04 Ip2)
(pz € Ip2)

(u, € IR) (= u,)
(

Ju, € TR) (op = uyg)

11111070

Z a,r € IRS.

zeX

IIZ

Portanto, =

: G
IRS Nuc e
(2) Agora, notemos que, para todo u = ZfeF arf € ZF, temos:

ur + IpS = Zaff:v + 1S = Zaf(f)w (z +IgS) € ZG(z + IRS).
fer feF

(ZF)x

RIT

— ZG(x + I1S) por ux + I g +— ux + 1 S.

Com isso, podemos definir a aplicagao 6 :

Seja D~ ,cq ag(fy)m € ZG. Entio,

((Zag fo)m ) ux—i—IRx))@ = <Zagfgux+73x>0:Zagfgux+735

geG geG geG

— <Zag fg ) ul‘—i—[RS)

geG
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As outras duas condigoes da definicao de ZG-epimorfismo sao de facil verificagao; logo con-
cluimos que # é um ZG-epimorfismo. Resta mostrarmos que 6 é injetora. Seja uxk—i- Irx
um elemento do ntcleo de #. Entdo, uxr € IS o que implica na igualdade uzx = Zvis@-,
comk € N*, s; € Sewv; € Ip CZF, i =1,...,k Mas, cada s; pode ser escrito déxziorma

S; = g QY com oy ; € ZF. Assim,

yeX
k k
ur E V;S; = E U, E QY = E g vi( oy y) g V0 ;T + E g Vi Y
i=1 =1 yeX =1 yeX yeX ¢=1
y#x
k k
logo, 0 = | u — E Vi, | T — g g v;ay ;y. Dal, devido ao fato de S = @(ZF)x, temos
=1 yeX =1 reX
y#T

k
Z vy ; =0, paratodoy # x e u — Z V0 ; = 0.

i=1

k
Portanto, u = Z V0l € Ir (TR ¢ ideal de ZF'), consequentemente, uz € Iz
i=1
Finalmente, de (1) e (2), segue que

]}TSN@

Portanto S/IzS é livre como um ZG-médulo & esquerda sobre o conjunto {x+IzS | x € S}.

N@ZG x4 1pS).

zeX

(ii) Temos que

ST = P S(ZF)y = P Sy = P(ZF)xy,

yey yey zeX
yey

ou seja, ST é livre como ZF-médulo sobre {zy | v € X, y € Y}.

2.2 Homologia de Grupos

Iniciaremos essa secao apresentando uma sequéncia exata de modulos, conhecida como
Resolugao de Gruenberg e que permitira definirmos o primeiro e segundo grupos de homolo-

gia.
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Teorema 2.8. Seja R — F — G uma apresentagcao de um grupo G. Entao, existe uma

sequéncia exata de ZG-modulos a esquerda livres

Irlyr s Ig o Iy a1
= AN

= = 76 - 7, (2.2)

I
onde € : ZG — 7 € a aplicagdo de aumento, 0y : = Y 5 7G ¢ a induzida porm: F — G,
JRIF
(u—i—T )0y = u + Iglp, para todouE[Re(v—{—[ Ir)0 3:1)—1—7,2%, comv € Iglp.

Demonstrac¢ao. Suponhamos que F' ¢ livre sobre X. Entao, pela Proposicao 2.4, Ir é livre

como um ZF-médulo & esquerda sobre o conjunto X = {x —1 | 2 € X}. Entdo, pelo item (3)

da Proposicao 2.7 teremos que = P &livre como um ZG-médulo A esquerda sobre o conjunto
_ _ RlF _
Z={(x—1)+1glp |z e X} Agora do fato de I ser livre como ZF-médulo & esquerda,

da Proposigao 2.7 item (i) vem que — é livre como um ZG-médulo a esquerda. Além disso,

R p—
supondo que R é livre sobre Y segue da Proposicao 2.6 que I é livre como um ZF-médulo a

esquerda sobre Y = {y — 1 | y € Y'}. Assim, como I é ideal de ZF, da Proposicdo 2.7 segue

que I plp élivre como um ZF-médulo a esquerda sobre YX = {y—=)(z—1)|yeY, z € X}.
Ipl
Consequentemente, — A2 & livre como um ZG-médulo a esquerda.
IrIRlp

1 _
Do fato de = l; ser livre como um ZG-médulo a esquerda sobre o conjunto Z, a aplicagao
L RIF B
01 : Z — ZG definida por (z — 1) + Iglp — (z)m — 1 se estende a um ZG-homomorfismo

— ZG dado por (Z az(z—1)+ TRIF> Z a,((x)m —1).

zeX zeX

812_

ITrlr
Desde que Ir é um ideal de ZF, Iglp C Ip; assim, podemos definir a aplicacio

— ] — — — —
0y : Irlp — —5 por (v)05 = v + I;, para todo v € Irlp. Além disso, I;Ip - I;; dessa
17

R —_—
Il I
forma, 94 induz o homomorfismo 0j : _};‘ i —R dado por (v + Ip °T F)03 = v+ I . Como

para todo f € Fev € Iglp,
(f)m- (0 +TpIp))0s = (fv+ Tplp)ds = fo+ 15 = (f)m- (v+1p)

concluimos que d3 é um ZG-homomorfismo. De modo analogo mostramos que 0J; é um

Z.G-homomorfismo bem definido.

Resta mostrarmos que a sequéncia (2.2) é exata. Reparemos que o nticleo do epimor-
I
fismo ZG — 7Z é Ig que também é a imagem de 0 : = Y 7G. Agora, o nucleo de
RrRIF




2.2 Homologia de Grupos 29

1 —
01 : = P 576G 6 =& , basta repararmos que o nicleo de ZF — ZG é Ir e usar a de-
Iglp Irlp B
- Ip , . Ig I .
finicao de 0;. Por outro lado, =—— é a imagem de 0, : = — =——. Continuando o processo
IrlFp Iy Irlp
dessa forma, obtemos a exatidao da sequéncia (2.2). O

Dado um grupo G, seja M um ZG-moédulo a direita. Tensorizando a Resolucao de Gru-

enberg por M, pelo Teorema 1.37, obtém-se a sequéncia de grupos abelianos:

IRl ; 1 ; I .
M@ZG_};F R M®ZG§ R M ®z¢ =— R M ®z6 2G  — 0,
rlr Iy rlF

onde (a®b)0;- =a® (b0;) comae M, be Pjej=1,23.
Definamos o primeiro e seqgundo grupos de homologia de G com coeficientes em M, como

sendo os grupos abelianos

Nuc(0])
I'm (85)

Nuc(0h)

H(G, M) := Tm (9,

e Hy(G,M) :=

respectivamente.

Um segundo grupo de homologia importante e muito estudado é Hy(G, Z), onde G é um
grupo e Z é um ZG-modulo trivial. Tal grupo de homologia é conhecido como Multiplicador

de Schur de G e denotado por M(G).
Ip

Proposicao 2.9. Sejam G um grupo e M um ZG-modulo a direita, P, = T P, =
_ _ RrRIF
I Ip . . .
—, J1 = Ig e Jo = =——. Entao, para n € {1,2}, eziste uma sequéncia exata:
2
Ip Irlp
0— Hn(G,M) — M®ZG Jn — M®ZG Pn—l-
. . TrIp L .
Demonstragao. Sejam Fy = ZG, Py = ——, v : P, = J, a aplicagao definida por a — (a)d,
1
RAF

et : J, = P,_1aaplicacao inclusao. Entao, o diagrama abaixo é comutativo com linha exata:

P, - In
Pnfl

De fato, reparemos que o diagrama comuta, devido ao fato de vi = 9, pois (p)vi = (ad,)i =

8n+1

0.0

Pn+1

a0, para todo p € P,. Agora, por construgao, v é sobrejetora o que implica Nuc(0)

Im(v). Além disso, como a sequéncia (2.2) é exata, Im(0,.1) = Nuc(v).
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Assim, segue do Teorema 1.37 que o diagrama a seguir possui linha exata:

/
n+1 ]/’

M ®z¢ Py —— M ®za P, M ®z¢ J, —=0

M ®ZG Pn—l

Além disso, o diagrama acima comuta, uma vez que, (m ® a)v'i’ = (m ® ad,)i’ = m ® ad =
(m ® a)d,.

Agora mostremos que (Nuc(d,))v = Nuc(i'). Para a inclusio (Nuc(d,))v' € Nuc(i'),
tomemos a' € Nuc(d,). Entdo 0 = (a')0,, = (a’)v'i', pela comutatividade do diagrama.

n

Assim, a'v’ € Nuc(i'). Para a inclusdo contréria, seja b € Nuc(i') e escreva b = ¢/ com
c € M ®z¢ P,. Entdo, 0 = (b)i' = (c/)i’ = (c)V'i’ = ¢0’, o que implica em ¢ € Nuc(,,); logo
b€ (Nuc(d,))V'.

/

Com isso, v/ induz um isomorfismo f INTZ(?”) —  Nuc(i) definida por
M0y 41
/ Nuc(0,
a+1Im(0,,,) — av'. Mas, H,(G, M) = M >~ Nuc(i').
]m(an+1)

Finalmente, obtemos a sequéncia exata desejada:
0 — Ho(G, M) 22 Nuc(i') —= M ®46 Jn —— M @36 Po_i.
O

Para finalizar este capitulo, provaremos que o primeiro grupo de homologia é isomorfo ao

nucleo de um dado homomorfismo.

Teorema 2.10. Se G é um grupo e M um ZG-mddulo a direita, entao Hi(G, M) é isomorfo
ao nicleo do homomorfismo M ®za lg — M no qual m ® (g — 1) — m(g — 1), para todos

méeMegedG.

Demonstracao. Pela Proposicao 2.9, temos que H;(G,M) =  Nuc(i') onde
i M Qzq Iqg — M ®zq ZG. Mas, pela Proposicao 1.35, M ®zq ZG = M via isomorfismo f
dado por

m ® u — mu, donde temos a sequéncia de modulos abaixo:

M &y I = M QuaZG -5 M
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tal que Nuc(i') = Nuc(i'f). Portanto, H;(G, M) é isomorfo ao niicleo da aplicacao i'f :
M ®z¢ I — M tal que m® (g — 1) — m(g — 1), pois

(me(g-1)i'"f = (me((@g-1)")f=mc(@—-1)f=m(g-1).



CapriTULO 3

Produto Tensorial nao Abeliano de

Grupos

O produto tensorial nao abeliano de grupos foi introduzido no ano de 1984 por Brown
e Loday em [4]. Neste trabalho eles apresentaram algumas aplicacoes deste conceito na
topologia algébrica e, em virtude disso, este assunto vem sendo muito estudado. No aspecto
algébrico, grande atencao tem sido dada as propriedades gerais do produto tensorial nao
abeliano de grupos e a descricao do quadrado tensorial nao abeliano de certas classes de

grupos.

Este capitulo esta dividido em quatro secoes. A primeira secao trard o conceito do pro-
duto tensorial nao abeliano de grupos e algumas de suas propriedades. Na secao seguinte,
teremos por objetivo estudar o quadrado tensorial nao abeliano de um grupo, onde alguns
resultados de R. Brown, D. L. Johnson e E. F. Robertson [3] serdo vistos. Um grupo de
extrema importancia neste trabalho é o chamado 1n(G, H), onde G e H sao grupos agindo
compativelmente um sobre o outro, e é na terceira secao que estudaremos tal grupo. Na
ultima se¢ao, apresentaremos uma descricao das séries central inferior e derivada do produto

tensorial nao abeliano de grupos.

3.1 Conceitos Basicos e Propriedades

Sejam G e H grupos munidos com uma ag¢ao de GG sobre H e de H sobre GG e suponhamos

que cada um age sobre si mesmo por conjugacao, isto é, para g,x € Ge h,y € H, g°* = 2 1gx
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e h¥ = y~'hy. Com isso, temos uma acao do produto livre G x H sobre G e H. Diremos que

as agoes de GG sobre H e de H sobre GG sao compativeis se para todos ¢g,g1 € G e h,hy € H

a1 “hay —1
g = g = (g% )" (3.1)

R = phileh — ((phi ey, (3.2)

Quando dois grupos G e H atuam um sobre o outro compativelmente, R. Brown e J. L.
Loday [[4], [5]] definiram o produto tensorial (nao abeliano) de G e H, como sendo o grupo

gerado pelos simbolos g ® h, com g € G e h € H, sujeito as condigoes:

gn®h = (9" @h?)(g1 ®@h) (3.3)

g@hhi = (9@ hi)(¢" ® h") (3.4)

para todos g,g1 € G e h, hy € H. Indicaremos tal grupo por G ® H.

E facil ver que se G = H e todas as acOes sao por conjugacao, entao as agoes Sao
compativeis. Neste caso, chamamos este produto tensorial G ® G de quadrado tensorial nao
abeliano de G.

Reparemos que se substituirmos g ® h por [g,h| e as agdes por conjugagao, as relagoes
(3.3) e (3.4) tornam-se identidades de comutadores. Outro fato que devemos notar ¢ que

1®h (com h € H) é igual ao elemento neutro de G ® H. De fato,
(9@ Mlaon =g®h=gloh = (¢ @ )10 h) = (@)1 h)

e, como G ® H é um grupo, 1 ® h = 1lggy. De forma andloga, pode-se verificar que g ® 1 =

leonm, para todo g € G.

A seguir veremos alguns exemplos de produtos tensoriais nao abelianos.

Exemplo 3.1. Consideremos G =< a | a®> > e H =< b | 1> > e suponhamos que H age
trivialmente sobre G e que G age sobre H por h® = h™!, com h € H. Claramente, vemos
que essas acoes sao compativeis. Agora, pela definicaio de G ® H, temos que G ® H ¢
gerado pelo conjunto {a ® b,a ® b*}. Porém, podemos reduzir este conjunto gerador pois

a®b? = (a®b)(a®* @) = (a®b)(a®b) = (a®b)? e, assim, GO H =< a®b > . Além disso,

1b=a"®b=(a"®b")(a®b) = (a®@b*)(a®Db) = (a®@b)>.
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Nao ¢ dificil ver que a aplicacdo o : G ® H — Zs dada por a ® b +— 1 é um isomorfismo de

grupos. Portanto, G ® H = Zs.

Exemplo 3.2. Seja Z, =< x | 2P >, com p um numero primo diferente de 2, e consideremos

K =<a,b|a*b? [a,b] > . Notamos que K = Cy x Cy. Suponhamos que Z, atue trivialmente

sobre K e que a agao de K sobre Z, seja dada por: 2% = r~! e 2° = z7!. Facilmente verifica-

se que essas agoes sao compativeis. Com isso, o produto tensorial nao abeliano Z, ® K estd

definido e notemos que é gerado pelo conjunto
{z" ®@a, 2" @b, 2™ @ab | m=1,2,...,p—1}.
Porém, reparemos que
o= (2"®d)(r®a) = (r®a)?

e, por indugao, vemos que ™ ® a = (x ® a)™, para todo m € {1,2,...,p — 1}. Também,
? ®a=(x®a)? =1, uma vez que 2 = 1. Analogamente, obtemos

"Rb=(z@b)™, (z®b)P =1,2"Rab=(z®ab)™ e (x ® ab)? = 1.
Além disso,

r@ab=(z@b)(2"®@d") = (z@b)(2" ' ®a) = (2 @) (z @ a)’ 7, (3.5)

0 que prova que Z, ® K ¢é gerado por x ® a e x ® b. Mas,

(z®ab)? = (z®@ab)(r®ba) = (z@b)(2* ®a")(zr @ a)(z* @ b*)
@) (@' ' @a)(z®a)(2?P T ®b) = (2@ b)(z®a)’ Hz®a)(z @ b)P

(
(

= (z@b)@Eeadl(zeb) " = (z@b)(z® b
(

Entao, temos que a ordem de x ® ab divide 2 e também divide p, uma vez que (r ® ab)? = 1
e (r ® ab)? = 1. Entretanto mdc(2,p) = 1, donde segue que z ® ab = 1. Assim de (3.5),
obtemos 7 ® b = (z ® a)~®~Y). Logo, Z, ® K é gerado por  ® a. Mais ainda Z, @ K = Z,.

Para provarmos este fato, consideremos o conjunto

X={2"®adV | m,i,j€Z,0<m<p—-1,0<ij<1}
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e a aplicagao a : X — Z,, definida por (2™ ® a'V/)a = 2™ onde g;; =0sei=jeg;; =1

se i # j. Entdo, para todo m,n € {0,1,...,p— 1} e i,5 € {0,1}, temos
(2"2" @ a'V)a = (2™ @ d'V)a = M = gmeiigei = (2™ @ o'V )a(2" @ o'V )a
= (™)™ @ (@'V)")a(z" @ a't)a,

uma vez que Z, age trivialmente sobre K. Além disso, para todo m € {0,1,...,p — 1} e

i,4,k,1 € {0,1} e considerando que a? = b* = 1, obtemos
(2™ ® d'Va" b a = (2™ @ a"TFV o = (2™ @ @RI ) = oM
Por outro lado,

(@ @ dV)a((z™)™ © @V )a = 2@ @ b)a] = @k e

pER (=) R ey ;)

Agora, passemos a verificar que
Eesmesy = Ehy T (1) le ;. (3.6)
Para isto devemos considerar os seguintes 4 casos:
1) sei=jek=1 entao e = gy, assim €, , o, ;) = 0 = ey + (—1)%tey 5
2) sei=jek#Il entdo i # j1. Dal, e, e,y = 1 = py + (—1)e 55
3) sei# jek =1, procedemos como no caso anterior;

4) quando i # j e k # I, entdo e, + (—1)%ig; ; = 1+ (=1)'1 = 0. Agora, para calcular
E(einein)s analisemos 2 casos:
e se i =k, entdo j = 1. Assim, €¢,, .. ,) = €00 = 0;
e se i # k, entdo j # . Logo, e, ;) = €11 =0.
Portanto, o quarto caso estd provado. Como (3.6) acontece, em qualquer caso, podemos

concluir que

(2™ @ a'ba* b = (2" @ "V a((2™) " @ (a't))* ).
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Dessa forma, o é consistente com as relagoes definidoras de Z, ® K. Portanto, pelo Teste da
Substituicdo, « estende-se a um homomorfismo a : Z, ® K — Z,. Dai, como (z ® a)a =

r, L, K =<z®a>e(r®a) =1, aaplicacio a é um isomorfismo.

Definicao 3.3. Sejam G e H grupos agindo compativelmente um sobre o outro e L um

grupo qualquer. Dizemos que uma aplicacao ¢ : G x H — L é uma biderivagao se para todos

g,91€ Gehhy € H

(991, R)0 = (g%, h"")¢(g1, )P (3.7)
(9. hh)d = (g,h)d(g", h")g. (3.8)

Pelo Teste da Substituicao podemos perceber que uma biderivacao ¢ : G x H — L
determina um tnico homomorfismo ¢* : G ® H — L de forma que (g ® h)¢p* = (g, h)¢, para
todos g e Gehe H.

Daqui para frente, salvo mencao contraria, G e H denotarao grupos que agem compa-
tivelmente um sobre o outro. A seguir apresentaremos algumas propriedades dos produtos

tensoriais nao abelianos devidas a R. Brown e J. L. Loday [5].
Proposicao 3.4. Os grupos G e H atuam sobre G ® H de maneira que
(G eh)? =g eh (geh)"=4"oh
para todos g, g1 € G e h,hy € H. Com isso, temos uma acao de G+ H sobre G ® H dada por
(g@h) =g @,
ondege G,he HeteGxH.

Demonstracao. Dado g € G, definamos a aplicagao ¢, : G x H — G ® H colocando
(g1, h)py = g{ ® h? para todos g1 € G ¢ h € H. Vamos verificar que ¢, ¢ uma biderivacao,

para todo g € GG. Com efeito, se g € GG, entao
3.3 g g
(9192, )05 = (0192)" @ 19 = glg @ 19 X (1) @ ()% (g8 1)
= [(g))? %9 @ (h9)?9](g§ @ h?) = (97 @ h*?)(g§ ® 1Y)

= (gg27hg2)¢g<g27h)¢gv
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para todos g1,9o € G e h € H.

Também para todos g; € G e h,hy € H, temos

(3.4) g g
(g1, hh1)dg = g ® (hh)? = g] @ RS "=" (g{ @ h)[(g])" ® (he)™]

= (gl @ R)(g))? " @ hihh]] = (¢f @ BY) (g0 @ hM9)

= (g1, 7)dg (g1 @ B,

Logo, ¢, determina um tnico homomorfismo o, : G® H — G® H tal que (g1, h)ay, = g @h?,
para todos g1 € G e h € H. Segue dos fatos aya,-1 = 1 e ay-10y = 1 a bijetividade de ay,

consequentemente, o, ¢ um automorfismo de G ® H.
Definindo a aplicacao
a:G = Aut(G® H)
g = ag
que claramente é um homomorfismo de grupos, obtemos uma acao de GG sobre G ® H tal que
(g1 ® h)? = ¢gf ® h9. Analogamente prova-se o outro caso. a
Proposicao 3.5. Existe um inico isomorfismo v: G® H — H ® G definido por (¢ @ h)v =

(h® g)~! para todos g € G e h € H.

Demonstragdo. Consideremos a aplicagio ¢ : G x H — H ® G dada por (g,h)¢ = (h®g)~'.
Afirmamos que ¢ é uma biderivacao. De fato, para todos ¢g1,92 € G e h € H, temos
(19206 = (h® 192" [(h© @) (b @ o)™ = (7 © gf*) 7 (h © go)
= (90", h")p(g2, h)o.
Similarmente, mostra-se que (g, h1hs)o = (g, he)d(g"2, h'*)¢, para todos g € G e hy, hy € H.
Logo, ¢ determina um tnico homomorfismo da forma
v:GRH — H®G
gh — (h®g)™
Analogamente, obtém-se um homomorfismo p: H®G — G® H tal que (h®@g)u = (g®h)™!,

para todos h € H e g € G. Facilmente, vemos que uv = Idygq € viu = Idggy. Portanto, v é

um isomorfismo. O
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Proposicao 3.6. Sejam o : G — A e 8 : H — B homomorfismo de grupos e suponhamos
que A e B agem compativelmente um sobre o outro e que o e B preservem as agoes no

sequinte sentido:
()8 = (hB3)**, (9" = (9a)"",
para todos g € G e h € H. Entao, existe um unico homomorfismo a® f: G H - A® B

tal que (g ® h)(a ® B) = ga ® hB para todos g € G e h € H. Além disso, se a e 5 sdo

sobrejetoras, entao a ® [ também €.

Demonstrag¢ao. Para provarmos que existe um unico homomorfismo de G ® H para A ® B,
basta observarmos que a aplicagdo ¢ : G x H - A ® B dada por (g,h)¢ = ga ® hf é uma
biderivacao. Além disso, se o e [ sao sobrejetoras, para a € A e b € B existem g € G e
h € H tais que go = a e h3 = b. Assim, (¢ ®@h)(a® ) = a®b e, portanto, a ® [ também é

sobrejetora. O

A seguir elencamos algumas identidades importantes envolvendo os geradores do produto

tensorial nao abeliano.

Proposicao 3.7. Para todos g,g1 € G e h,hy € H, temos

(a) (97! ®@h)f=(geh) " =(g@h™ )"

(b) (9@ h) g1 ®hi)(g @ h) = (91 ® )M = (g1 @ h)?"" = (g1 @ ha)"™™;
(c) (97" ) @hi=(g@h)"H(g@h)™;

(d) 1 @h~h = (g@h)"(g @ h);

(€) [g@h g @h]=g"g"®h"h.

Demonstracao. (a) Reparemos que

1oh = g7lg@h=((g7")!@W)(gah) = (¢ @h) (g h)

g1 = gohth=(gah) (" @ (™)) =(gh)(geh )"

para todos g € G e h € H. Logo, (7' ®@ h)I = (g®@ h)™t = (g h~ 1)~
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(b) Sejam u,v € G e x,y € H. Primeiramente, apliquemos (3.3) em uv ® xy, em seguida

(3.4); assim

wery = (uzy)’'very) =(u®y) (v @) (vey) (v zY)

= (wey)’'(wez)”(vey)(ver).
Agora, expandindo uv ® zy primeiro por (3.4) e depois por (3.3), obtemos

wRzy = (WY (w)z)! =y’ vey)(uwz) (ver))!

= (w@y)'(vey)(uez)”(ver)’
Comparando as duas igualdades acima, temos que

(@) (v y) = (v ©y)(u® ).

1—-1

hil, v=g, v =nh{ e y = h na igualdade anterior resulta que

-1
Pondo u = g7

(@ "o M Ys(goh) = (goh) (g " @hd T, (3.9)
Mas,

(¢ " @h T Y(geh) = (@h) (g h) = (g ®h)(g® h)

(g ®h) <gi]71h71 ® h‘(lflhil)gh = (g@h) (g1 ®@hy)9 o,
Entao, (3.9) torna-se
(@) (g @m)geh) = (g1 @h) " "
Além disso, pela Proposicao 3.4 e sabendo que

—17,—1 —13,—1 _ —13—1 _ —1 -1 _ —1
gl = (g M =g gl M ) =g (e ) g =g = (g

e hf I = (g o ) (gt = g obtemos

1 —13— —17— —1_h —1,h _
(gl®h1)g 1p lgh:giJ 1p 1gh®h€ 1p lgh :gg lg ®h-¥ lg _ (gl®h1)g 1gh'
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Analogamente, (g; ® hy)? 9" = (g ® hy)" . Portanto,

(g@h) Hg@h)(g@h) = (g @h)? "9 = (gr@h) 9" = (g1 @ hy)" "

(c) Para todos g € G e h,h; € H, temos

(g7'g"@m) = (¢7" geh ) =" 1) @ (W) (g hy )" (por (3.3))

1

= [(g7'@h)" (g h ) (g" @ (hhn)" )" (pelo item (a))
(g7 @h)" M (g@h )" (g ® hhy) por (3.4)
= (g @) Mgeh) T (gem)(gah)™  (peloitem (a) e (3.4))
= (9@ h) M (g h) " (g @ hi)(g®h)" (pelo item (a))
= (gah)(geh)M (pelo item (b)).

(d) Anélogo ao item anterior.

(e) Para todos g,g1 € G e h,hy € H, temos

[g@h,g1®h)] = (g®h) (g1 @) (g@h)(g1 @)
= (goh) g )" = (g7g" @ K hy).

O

Definicao 3.8. Dizemos que um homomorfismo de grupos p : M — P juntamente com uma

acao de P sobre M é um mddulo cruzado se satisfaz as condicoes a seguir:

(mP)p = p~H(mu)p

(my)™ = m™imym

para todos p € P e m,m; € M.

No resultado a seguir sao apresentados dois médulos cruzados de G ® H e algumas de

suas propriedades.
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Proposicao 3.9. (a) Ezistem homomorfismo de grupos \: GQ H =G e XN : G H — H
tais que

(g@MA=g""g" e (g@ )N =h""h;
(b) Os homomorfismos X\ e N com as acoes dadas na Proposicio 3.4 sao mdédulos cruzados;
(c) Sege G,he HetcG®H, entdotA@h =t e g@t\ =79t
(d) tA®@t N = [t, )] para todo t,t, € G ® H;

(e) As agies de G sobre Nuc(\') e de H sobre Nuc()\) sio triviais.

Demonstragdo. (a) Definimos a aplicacao o : G x H — G pondo (g, h)a = g~'g". Agora,

vamos mostrar que « ¢ uma biderivacao. Para todos g,g1 € G e h € H, temos

(991, h)a = (g91) "(gg1)" = (¢*) " (¢")" g1 ' gt = (¢") " (¢")"" 91 ' gt = (¢°, h9") (g1, h)ar.

Da mesma forma prova-se que (g, hhy)a = (g, hi)a(g™, h")a, para todos g € G e h,h, € H.
Logo, existe um homomorfismo A : G® H — G tal que (g®@h)\ = g 1g" com g € Ge h € H.
Para a aplicacdo A" procedemos de forma andloga.

(b) Pelo item anterior, A e A" sao homomorfismos de grupos; entdo, é suficiente provarmos
que A e X satisfazem as duas condicdes da Definicdo 3.8, para todos os geradores de G ® H.

Sejamt =g ®h € G® H e g € G. Entao,

A = (¢! @ W)X = (¢0) " (g])" = 917917 = (97 '9%)" = g~ (t) Mg,

o que verifica a primeira condicao. A outra condi¢ao é uma consequéncia imediata do item
(b) da Proposicao 3.7. De modo andlogo mostramos que A\ também é um médulo cruzado.
c) Segue dos itens (c¢) e (d) da Proposicao 3.7.
g
(d) E uma consequéncia do item (e) da Proposicio 3.7.
(e) Sejam t € Nuc(\') e g € G. Entao, pelo item (c), temos lggy = g ® tA" = t~9¢; logo
t9 = t, o que mostra que GG age trivialmente sobre N uc()\/). O caso de H agir trivialmente

sobre Nuc(\) é demonstrado de modo anélogo. O
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Quando dois grupos G e H agem trivialmente um sobre o outro, G ® H é isomorfo ao
produto tensorial de seus grupos abelianizados, vistos como Z-mddulos. Este é o resultado

que segue abaixo.

Teorema 3.10. Se G age trivialmente sobre H e H age trivialmente sobre G, entao
G® H=G®®, H®.

Demonstragao. Pela Proposicao 3.7 item (e), G ® H é um grupo abeliano. Agora, por
hipétese, G age trivialmente sobre H, donde temos que (¢ ® h)A\" = h™9h = h™'h = 1, para
todos g € Geh € H e, assim, Nuc(\') = G® H. Logo, G® H é G-trivial (Proposicio 3.9 item
(e)). Analogamente, G® H é também H-trivial. Definimos a aplicacdo § : G®*x H* — G@ H
pondo (,h)f = g®@ h onde § = G g e h = H' h. Primeiramente, vamos verificar que  esté
bem definida. Se g, € G e h,y € H sao tais que § = T e h = 7, entdo existem ¢ € G e

d € H' de maneira que ¢ = cx e h = dy. Dessa forma,

gRh = cx@dy=(c®dy)*(x@dy) =(c®y)* (c®d)*(zRy)(r®d)?

= (c@y)lcad(zey)(red) =(cad)(red(cay)(rey)

e, além disso, [g1,92] ® hy = g1 ® [h1, ha] = 1, para todos g1,92 € G e hy,hy € H. Assim,
cR®d=r®d=c®y=1. Portanto, g ® h = r ® y. Uma vez que G e H agem trivialmente
sobre G ® H, a aplicagao 6 é Z-bilinear.

Consideremos A um Z-médulo e f : G* x H® — A uma funcdo Z-bilinear. E fa-
cil ver que a aplicacio f : G x H — A definida por (g,h)f = (g,h)f é uma bide-
rivacio. Consequentemente, f determina o tinico homomorfismo fv: G ® H — A tal que
G.R)f = (g,h)f = (g® h)f Portanto, pela unicidade do produto tensorial de mddulos,
temos G ® H = G @, H®. O

A seguir exemplificaremos o teorema anterior calculando o produto tensorial S3 ® Dg

quando S3 e Dg agem trivialmente um sobre o outro.

Exemplo 3.11. Sejam S35 o grupo simétrico de ordem 6 e Dg o grupo diedral de ordem 8 e

suponhamos que eles agem trivialmente um sobre o outro. Sabemos pelo resultado anterior
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que o produto tensorial S3 ® Dg é isomorfo a Sgb Rz ng. Mas, Sgb >~ 79 e D® = 7o X Zs.

Portanto, pela Proposicao 1.35
S3 ® Dy = Zy ®z (Lo X Lg) = (Ly @z La) X (Lg Rz Lo) = Lo X Zs.

Observacao 3.12. Se G ¢ um grupo abeliano, a acdo por conjugacdo de G sobre si mesmo

¢ trivial; desta forma, do Teorema 3.10 seque que G R G = G ®7 G.

Vimos como fica o produto tensorial nao abeliano quando os grupos envolvidos agem
trivialmente sobre o outro. Agora, veremos o que acontece quando um dos grupos é abeliano

e age trivialmente sobre o outro.

Teorema 3.13. (D. Guin, [12]) Sejam A e G dois grupos com A abeliano e G A-trivial.
Entao,

A@GgA(gzgfg.

Demonstragao. A fim de evitar confusao, denotaremos o elemento a ® (¢ — 1) € A ®z¢ Ig
por a ® (g —1). Em A ® G consideraremos A um grupo multiplicativo e, em A ®zq Ig,
aditivo. Observemos que, como G é A-trivial, pela Proposi¢ao 3.9 item (b), a aplicacao
N 1 A® G — G definida por (a ® g)\ = g~%g = 1 é um médulo cruzado. Assim, para todos
a,a1 € Aeg,g1 €G

(a®g) (a1 @ g)(a®g) = (a1 ® g1) "M = (a1 ® 1)* " = a1 @ g1.
Logo, A ® G é um grupo abeliano. Seja

¢1AXG — A@ngg

a®g — a® (g—1).
Entao, ¢ é uma biderivagao. De fato, para todos a € A e g1, g2 € G, temos

(4, 9192)0 = a® (g192—1) = (a® [(g1 — 1)g2 + (g2 — 1)]
= (@a® (g1 —Dg) +(a® (92— 1)) = (@® go(g1 — 1)) + (a ® (g2 — 1))
= (@& (g -1))+@® (g — 1) = (a®,9)¢ + (a,92)

= (CL, g2)¢ + (ag2’ gfz)qb
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Também se a, b€ Aege G

(ab,g)p = (a+b)® (9—1)=(a® (g—1))+ (b® (g—1))
= (@& (g-D)+0a (g-1)=@a(@g-1)")+0bx(g—1))
= (a’, "o+ (b,9)9,

desde que A é abeliano e G é A-trivial.

A®zc e tal que (a® g)p = a® (g—

de ¢

Logo, existe um homomorfismo ¢ de A ® G em

1). Veremos que a aplicagao definida abaixo é a inversa

(,D,SA®Z(;]G — A®G

0@ Y g = JJla®g)

geG

geG

Inicialmente, mostraremos que ¢’ é consistente com as trés relacoes definidoras de A ®zq Ig.

(1) Para todos a,b€ Aeu=

((a+b) @

geG

geG

(2) Analogo ao item (1).

(3) Sejama € A, u=

(ar @ u

<g1 eG

(1

geG

I @@

g1€G geG

g1€G

g1€G geG

H (a & gQ)zgzv

g2l

[[e2g™ [ g =

dengg celger=

o)

geG

Zg¥Ygq
agl ® g>

H H(a ® glg)l’yygl

deg x49 € I¢, temos

we' = [Jaeg)™ =]]l"ed

Jb@g))" = []lla®g)(b®g))*

geqG

(b® u)y'

geG

(a® u)y'

geG

ZgheG Yo o1 € ZG. Entao

o =11 (H (@) ®g>
g1€G

geG
101 (YT
g1€G geG

a® gi1g)]*¥ (por (3.8) e Proposi¢ao 3.7)

H (a ® gl)*ygl 2.Tg H H(a ® glg)xgym

g1€G geG

(pois Y- 2, = 0)

geG
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onde z,, = g19=ag2 Y1 Tg- Mas, como ru = > 24,92 temos a seguinte igualdade
(a® ru)g = [ (a® g2)2, = (ar @ u),
g2€G
donde segue que ¢’ é um homomorfismo. Além disso, desde que u = dea Tq9 € Ig,

dgea Ty =0 Assim, u=3" 2,9 —> coTgl =) ,cq7g(9—1). Logo, paratodoa € Ae

u € Ig, temos

(@@ ue'e=[Jla®g)e=> z,ae (g=1)=a® Y w(9—1)=a&u,

geG geqG

ou seja, ¢’ = Id. Claramente ¢y’ = Id e, portanto, ¢ é um isomorfismo. O

Como consequéncia dos Teoremas 3.13 e 2.10 obtemos o seguinte resultado:

Corolario 3.14. Sejam A e G dois grupos com A abeliano e G A-trivial. Entdo, o nicleo

do médulo cruzado A : A® G — A € isomorfo a Hi (G, A).

3.2 O Quadrado Tensorial Nao Abeliano de um Grupo

Nesta se¢ao passaremos a estudar o quadrado tensorial nao abeliano de grupos e teremos

por objetivo apresentar alguns resultados de R. Brown, D. L. Johnson e E. F. Robertson [3].

Seja G um grupo que atua sobre si mesmo por conjugacao. Definindo a fungao comutador
G x G — G por (g,h) — [g,h], claramente, vemos que ela induz um homomorfismo & :
G ® G — G de forma que (g ® h)k = [g, h| para todo g, h € G. Denotaremos o ntcleo de K
por Jo(G). Sao consequéncias imediatas da Proposigao 3.9 que J5(G) é um subgrupo central

de G ® G e que G age trivialmente sobre Jo(G).

Um resultado técnico sera dado abaixo.
Lema 3.15. Vale que cg@cg=g® g e gc® gc=g® g para todos g€ G ec € G .

Demonstracio. Suponhamos que g € G e ¢ = [z,y] € G'. Sabendo que J5(G) é um subgrupo
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central de G ® G e que G age trivialmente sobre J5(G), temos

2, Yl ® [r,ylg = ([2,9] @ 9)*([2,9] @ [2,4])* (9 ® g)(g @ [,y])? (por (3.1) e (3.2))
= (92 9)([r,y] ® 9)(g @ [z,y]))?

= (g®9llrey (z@y)(zey) (t@y)] (pela Proposicio 3.7(c) e (d))

= g®&g.
Agora, se ¢ é um produto de comutadores, isto é, ¢ = [x1,41] ... [Tn, Yn|, entdo por indugao,
obtemos

cg®cg = [z, 1] [0, Ynlg @ [z, 01] . [T, Ul = g ® g.
Analogamente, provamos que gc ® gc = g ® g. O

A seguir vamos definir o funtor quadratico de Whitehead, denotado por I'.

Definigao 3.16. Dado um grupo abeliano (aditivo) A, I'(A) é o grupo gerado por todos os

simbolos va com a € A sujeito as seguintes relagoes:

(=a) = ~(a) (3.10)

ya+b+c)+yva+vb+vc = y(a+b)+v(b+c)+y(a+c) (3.11)
para todos os elementos a, b, c € A.

Segue de (3.11) com a = b = ¢ = 0 que 70 é o elemento neutro de I'(A). Com isso, fazendo

¢=0em (3.11), temos
ya + vb = vb + va,

ou seja, I'(A) é um grupo abeliano.
A seguir veremos que existe um homomorfismo de I'(G%) no quadrado tensorial nao

abeliano G ® G.

Proposigao 3.17. Eziste um homomorfismo ¢ : I'(G®) — G ®@ G tal que (Yg)¢ = g ® ¢

onde § denota a classe de g mddulo G .
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Demonstracao. Sejam X = {vg;9 € G} e ¢ : X — G ® G a aplicagao definida por (7g)p =
g®g. Primeiramente, veriquemos que ¢ esta bem definida. Dados g1, go € G tais que g1 = 73,

entdo g1 = cg, para algum ¢ € G'. Assim, segue do resultado anterior que

(YH)p =1 ® g1 = g2 R cg2 = G2 ® go = (VG2);

logo ¢ esta bem definida.

Agora, mostraremos que ¢ é consistente com as relagdes definidoras (3.10) e (3.11) de
['(G). Temos, pela Proposigao 3.7 item (a) e do fato que G age trivialmente sobre Jo(G),
que para todo g € G

(g Ne=g"wg ' =@ wg ) =(gog ") =Gog =9xg9=00@)e
o que mostra a consisténcia de ¢ com a relacao (3.10).

Além disso, usando os fatos que g ® g € Jo(G), para todo g € G, Jo(G) é central em
G ® G e G-trivial, obtemos

(v(abe))p(ra)p(vb)p(e)e = ((ab)c® ab(c))(a @ a)(b@b)(c @ c)
(ab @ (ab)e)“(c @ a(be))(a @ a)(b® b)(c @ c)
(ab ® ¢)°(ab® ab)® (¢ @ be)(c ® a)*(a @ a)(b® b) (¢  ¢)
(a®c)*(b® c)(ab® ab)(c ® ¢)(c ® b)*(c ® a)*(a ® a)(b® b)
(c®c)
— (ab®ab)(a® ) (b @ ¢)(b@b) (¢ ® ¢)(c @ b)*(c @ a)*(a ® a)
(c®ec)
(ab ® ab)(a @ ¢)*(bc ® be)(c ® a)*(a @ a)(c ® c)
(ab ® ab)(be © be)[(a ® ¢)°(a ® ) (¢ ® ¢)(c @ a)°]

(

(

c

ab ® ab)(bc ® be)(ac @ ac)
~vab)p(Ybe)p(vac)p.

Portanto, existe um homomorfismo 1 : T'(G*) — G ® G estendendo . O

Como Im(¢) C Jo(G) e Jo(G) é um subgrupo central de G ® G, Im() é um subgrupo
normal de G ® G. Dai, o grupo quociente G ® G/Im(v) faz sentido, o qual serd chamado
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quadrado exterior nao abeliano de G e denotado por G A G. Da Proposicao 1.14 segue que
existe um homomorfismo £ : GAG — G tal que pk’ =k onde p: GRG — GAG é a
projecao natural. Em [18], C. Miller mostrou que o nicleo de k¢ isomorfo ao multiplicador
de Schur M(G). Desta forma, se o grupo G é abeliano, entdao Nuc(k') = G A G e, assim,
M(G)=GAG.

Consideremos i : Jo(G) — G®G a aplicagao inclusio e 8 = ipa~! onde « é o isomorfismo
de M(G) sobre Nuc(x'). A funcio 3 é sobrejetiva. Com efeito, seja y € M(G). Entéo, existe
x € Nuc(x') tal que y = za~'. Agora, como x € Nuc(k') C G A G, existe 2 € G ® G de
forma que z = &p. Disso segue que 1 = xx = Zpr’, ou seja, & € Nuc(k) = Im(i) = Jo(G).
Logo,

y=za ' =ipat = zipa! = ip.

Com isso, temos o diagrama comutativo (I) com linhas exatas e extensoes centrais como

colunas

1 1
\ \
rG®Y) 2 LG 5 MG) — 1
= il Lo (1)
NGty % GG -5 GAG — 1
k| 1K
o =
l l

E bem conhecido que o multiplicador de Schur de um grupo finito é finito (Veja, por
exemplo [16], pag. 14). Em [34] J. H. C. Whitehead mostrou que se A é um grupo abeliano
finito, entao I'(A) também é finito. Dessa forma, se G é um grupo finito, entdao G’, T'(G*)
e M(G) sao finitos. Assim, da segunda coluna do diagrama (I) segue a finitude de G A G e,
com isso, da segunda linha do mesmo diagrama concluimos que G ® G ¢ finito. No final da
proxima se¢ao, no Teorema 3.30, veremos que isso é mais geral, isto ¢, o produto tensorial

nao abelianos de grupos finitos é finito.
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3.3 O Grupo 7(G,H)

O objetivo desta se¢ao é definir o grupo n(G, H), onde G e H sao grupos agindo compa-
tivelmente um sobre o outro. Também apresentaremos algumas propriedades de tal grupo
e a sua relacao com o produto tensorial nao abeliano G ® H. Esta secao é de fundamental

importancia para as secoes posteriores.

Sejam G e H dois grupos agindo compativelmente um sobre o outro e H¥ uma cépia de

H, isomorfo por ¢ : H — H¥ tal que h — h¥, para todo h € H. Entao, definimos o grupo

(G, H) := (G, H? | [g,h?]"" = [g7, (h)?), [g,h?)"T = [g", (W")?], Vg, 91 € Geh,ly € H).

Gx* H?
Com isso queremos dizer que n(G, H) = UJW, onde

R = {[g, h#"[g*, (h*")?]7, (g, h#)" T [g", (")) | g, 91 € G, h,hy € HY.
Quando G = H e as agoes sao por conjugacao, n(G,G) é o grupo

v(G) = (G,G? | [g1, 951" = g, (93°)%] = [91, 951% , Va1, 0,93 € G)

o qual foi definido por N. R. Rocco em [26]. Neste trabalho ele mostrou que existe uma
relagdo entre o subgrupo comutador [G,G%] de v(G) e o quadrado tensorial ndo abeliano
G ® G. Esta relagao ¢ dada no seguinte resultado: [G,G¥] = G ® G.

Nesta secdo G e H denotam grupos que agem compativelmente um sobre o outro. A

seguir daremos um exemplo do grupo n(G, H).

Exemplo 3.18. Consideremos dois grupos G e H com apresentacoes G = (ala®) e H = (b|b?),

respectivamente. Suponhamos que H é G-trivial e que H age sobre GG da seguinte forma:

a® = a!(= a?). Pela definicao acima:

(G, H)= ( a,b?|a®=1, b?)* =1, [a,b?]* = [a,b?], [a,b“”]“2 = [a,17], [a,0?]"" = [a®,b¥],

[a2’ b9 = [aQ,b“ﬁ], [a2,b“p]a2 _ [aQ,bw], [aQ,b“’]bw = [a, b%]).
Agora, reparemos que

[a®,b?] = [a,b%]*[a, b?] = [a, b¥][a, b¥] = [a, b?)?
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e, assim,

1= [1,0%] = [a°, ] = [a®,0%])"[a, b¥] = [a®, b¥][a, 0] = [a,%]%[a, b¥] = [a, ¥,
donde segue que, [a,b?]™! = [a?, b%]. Logo,

(G, H) = (a,b¥ | a®* =1, (b°)* =1, [a,b%]* = [a,17], [a,b?]"" = [a,b7] 7).

Sejam V = (z,y | 23, v3, [z,y]) (& C5 x C3) e a o automorfismo de V dado por x — zy
e y — y ! Agora, consideremos o produto semidireto < o > xV. Nao é dificil ver que
a aplicacao 6 definida por a — (Lauyv),z), b? = (a,1ly) é consistente com as relacoes
definidoras de n(G, H). Assim, 6 determina um homomorfismo 60 : n(G,H) —-< a > xV.
A aplicacao 6y :< a > xV — n(G,H) dada por (af,z'y’) — a'la,b?) (b¥), para todos
i,j € {0,1,2} e ¢ € {0,1} é um homomorfismo de grupos. Além disso, 616, = 1, m) €

0501 = 1.4>xv, donde segue que n(G, H) é isomorfo a < a > xV.

Observacao 3.19. Sejam 0 : G — n(G,H) eV : H — n(G, H) homomorfismos candénicos.
Estes homomorfismos sao injetores. De fato, mostraremos a injetividade de 6, a de ¥ €
andloga. Suponhamos que G = (X|R) e H? = (Y|S) sao apresentacoes de G e H, respecti-

vamente, e consideremos a aplicacao p: X UY — G definida por:

a, se ae€X
(a)p =
1, se a€Y

Claramente, p é consistente com as relagoes definidoras de Gx H? e (X UY )p gera G. Logo,
estende-se a um epimorfismo p; : G x H? — G. Temos que (R)*"° C Nuc(p;), uma vez
que, (9,912 1g%, ()71 py = 1 e (g, hPF (g, ()7 )y = 1. Assim, py induz um
homomorfismo ¢ : n(G, H?) — G e € claro que 66 = Id. Portanto, 0 € injetora. Com isso,

podemos identificar G e H? com suas imagens em n(G, H).

Definicao 3.20. Um subgrupo M de G serd chamado de H-subgrupo se m" € M, para todos
meMeheH.

Proposicao 3.21. Sejam M, N subgrupos normais de G e H, respectivamente. Se M € um

H-subgrupo de G e N um G-subgrupo de H, entdo:
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(i) [M,N?] dn(G, H);
(i) [i(M), (v(N))?] < n(G, H), para todos i,j > 1;
(iii) [M;, (N;)¥] <n(G, H), para todos 1,7 > 0.

Demonstragao. (1) Segue das relagoes definidoras de n(G, H) que [m,n¥]9 = [m9, (n9)¥], para
todos m € M, n € N e g€ G. Agora, como M <G e N é um G-subgrupo de H, entao GG
normaliza [M, N¥]. Usando a outra relacao definidora de n(G, H) provamos que H? também
normaliza [M, N¥|, donde seque que [M, N¥] <n(G, H).

(ii) Como v;(M) char M e M <G, entao v;(M) < G. Para i = 1, temos que v, (M) = M;
logo v1(M) é um H-subgrupo de G. Agora, suponhamos que v;_1(M) é um H-subgrupo
de G. Entdo, dado = = [z;_1,m] € (M), com x; 1 € v;_1(M) e m € M, temos z" =
b=zl m"] € [y (M), M] = ~;(M), para todo h € H. Analogamente, ;(N) é
um G-subgrupo de H. Portanto, pelo item anterior, [v;(M), (v;(N))?] <n(G, H).

(i1, m]

(iii) Anélogo ao item anterior. a

Denotaremos o subgrupo normal |G, H?] de n(G, H) por 7(G,H). Observamos que o
grupo n(G, H) pode ser descrito da seguinte forma: n(G, H) = 7(G, H)GH?. Isso segue do
fato que GU H¥ gera n(G, H), 7(G, H)<n(G, H) e h*g = [¢g7', h=?]"'gh¥, para todos g € G
ehe H.

A seguir apresentaremos um importante resultado que mostra a existéncia de um isomor-

fismo entre o subgrupo 7(G, H) de n(G, H) e o produto tensorial nao abeliano de grupos

G®H.

Teorema 3.22. Eziste um isomorfismo o : 7(G, H) — G ® H dado por ([g,h¥])a = g ® h,
para todos g € G e h € H.

Demonstracao. Consideremos o produto livre G * H¥. Segue da Proposicao 1.18 que o

subgrupo [G, H?] de G x H? é livre, livremente gerado pelos comutadores [g, h?], onde

g € G\{1},h? € H?\{1}. Sejam

R ={[g,h?]""[g", (h*)?], [9.h*] " [¢", (h¥)¥] | g,x € G\{1}, h,y € H\{1}}



3.3 O Grupo n(G, H) 52

e S o conjunto

{lggr, h?) 7 g™, (R9)?][g1, h?), [g, (Rh1)?) Mg, BN[G™, (R")?]} | g, g1, € GN\{1}, h, by, € H\{1}.

Como [G, H?] é um subgrupo normal de G x H¥ R,S sdo subconjuntos de [G, H¥]. Por
definicao, n(G, H) = (G * H¥)/{R)“H”,
Afirmagao (1): ()¢ <G« HY.

Com efeito, sejam s = [gg1, h?] g, (h9)#][g1, h¥] um elemento de S e x € G. Entao,

pelas identidades de comutadores, temos

s = lggu, W?]"[g”, (W) ) (g1, )"
([(ggr)z, h#][x, h2]71) " (g%, (h#)?][z, (h#)?] ) (g1, h¥) [z, h¥] )

([z, h?)lggrz, h#] 1) (lg% , (h#)¥][z, (h#)#])[g™ ", (h*)?] g™ @, (h")?] -
g7 @, (h#)?] " gguz, h¥)[ggr, h¥] g™, (W *)¢]([gr, W[, h¥] )

— ((81)_[95]175’(}‘91)w]fl[ggw,hv]SQ)[z,h“’],

onde

sio= [g%x, (h)?] 7 g™, (h7)][z, (h)%),

s2. = lgguw, W77 ", (B°)%][gr, h¥].
Logo, s* € (S)I%H*] Para y € H, notemos que
()% = g7 e () = o, (3.12)
Aplicando as identidades de comutadores, novamente, obtemos:

ST = [ggn, Y [g (R [gr, )
= (lggr, (h)?] ggr, v D (g, v7] Hg? s (Wy)? (g1, y*] g1, (hy)*])
"2 (lggr, (b)) ggn wPDlg" gt ()2 [g¥g. (h)7] (g%, (h¥)7H)] -
gt ()2 g ()] g, (how) 2]~ (g, )~ g™, (ho'y)¥) -
g7, (W)?1lgt, (h*)?1 (g1, ¥#] [gn, (hy)*])

= 5354[9?{7 (hy)@]ilsgl[gi (hy)v]sgl7
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onde
ss = lggn, (hy)?] " gg, y*lg? g1, (h¥)%),
sio= lg¥gl, (W) (g")"F, ((hY)*7)][gt, (h*)¥],
S5 = [9917(hg1y)w]fl[ggl,ys0”gg1y7(hmy)soL
s = [g1, (hy)?] " g1, y*] (g7, (R¥)?].

Isto implica que s¥° € <S>[G’H ?I. Analogamente, verifica-se que o conjugado de um elemento
em S do tipo [g, (hh1)?]" g, h¥])[g", (R"1)#] por um elemento em G * H¥ estd em (S)GH],

donde concluimos que (S)I%#"1 <1 G x H?.

Afirmacao (2): Consideremos
r=[g,h?]7"[g", (h")?] e ' =[g,h*] " [g", (h*)?]
elementos do conjunto R. Entao,

ro=[g,h?] g%, (h")?] = ([g2, h¥?)[x, B7) 1) " g", (R7)¥]
= [33, h“"][gm, hv]il[gxa (hxya] = [Q}, h@]s[xv h“p]fl,

sendo s = [gz, h?]7 g%, (h*)?][x, h?] € S. Também,

o= [g, kg, (W% = (L9, 9%) g, (hy)?]) ~Hg?, (h¥)7]
= g, (h)?] g, 9%]lg", (W)?] = s € S.

Assim, R C (S)GH7] ¢ § C (RYG*H? Como (S)ISH?] QG x H?, temos (R)*17 = (S)[G:H7]
concluindo a prova da Afirmagao (2).

Das afirmacées (1) e (2) segue que n(G, H) = (G x H?)/((S)[H7]) ¢, consequentemente,
(G, H) = (|G, H?])/((S)I%H"]). Com isso, o homomorfismo v do grupo livre [G, H¥] sobre
G'® H tal que ([g, h*])y = g®h induz um epimorfismo « : 7(G, H) — G® H. Por outro lado,
a aplicacao f: G® H — 7(G, H) definida sobre os geradores por (g®h)5 = [g, h¥] estende-se
a um epimorfismo de G ® H sobre 7(G, H). Além disso, a8 = 1, g u) e fa = lggn, 0 que

conclui a prova. O

Observacgao 3.23. Vimos no teorema anterior que existe um isomorfismo entre os grupos

7(G,H) e G ® H. Mas, se tomarmos J < G e K < H, nem sempre o seguinte isomorfismo



3.3 O Grupo n(G, H) 54

ocorre [J, K¥] =2 J ® K. Por exemplo, consideremos o grupo diedral de ordem 8, Dg =
{I,a,0? a3, 3, Ba, Ba?, Ba?}, onde ot = 1, 82 = 1 e o'f = Ba’™ para i = 1,2,3. Em
n(Ds, Dg) temos [a?, (a?)¢] = [a, a¥]* = [a*, a®] = 1 e, assim, [(a?), (a?)?] = {1}. Por outro
lado, (a?) ® (a?) = (a?) ®z (a?) = Zy ®z Ly = Z,. Entretanto, se J e K sao subgrupos
normais de um grupo G, entao o subgrupo [J, K¥]| de n(G, G) é uma imagem epimérfica do
produto tensorial nao abeliano de grupos J ® K, onde as agoes consideradas neste produto
tensorial sao por conjugagao. De fato, seja X = {j®k | j € J ek € K} e definamos
a aplicacao 6 : X — [J,K?] pondo (j ® k)0 = [j,k¥]. Claramente, 6 é consistente com
as relagoes definidoras de J ® K; logo, pelo Teste da Substituicao, existe um epimorfismo

0T K = [J, K.

Observamos que existe uma outra construgao de grupo isomorfa a n(G, H) devida a E.
Ellis e F. Leonard e que também contém uma cépia isomérfica de G ® H. O leitor interessado

em ver os detalhes pode consultar [8].

Nas duas proposicoes seguintes, estaremos apresentando diversas relagoes que serao de

grande utilidade para a sequéncia deste trabalho.

A demonstracao da proposi¢ao a seguir sera omitida, uma vez que ela é uma consequéncia

do Teorema 3.22 e Proposicoes 3.7 e 3.9.
Proposicao 3.24. (i) Para todos g,x € G e h,y € H, temos:
1

(a) [g,h‘#’]hy“’] = [g, h?]*" v _ g, h(p](y*wy)w;

(6) lg, )T = [g, he " = [g, h2)W V7,
(c) l979" y?] = lg. h¥] g, PP
(d) [z, (h=h)?] = [g, h?]~"[g, h¥];
(¢) [lg, h¢], [z, y%ll = lg7"g", (y~*)%);
() llg. 1?2, [,y = lg7 1", (v~ 'y")*].
(ii) Ezistem homomorfismo de grupos A : 7(G,H) — G e p : 7(G,H) — H tais que

(lg: neDA = g7'g" e (g, h¥])m = h™9D;
(iii) [(O)A, ((t1)w)?] = [t, t1], para todos t,t; € T(G, H).
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O subgrupo (¢7'¢" | g € G, h € H) de G serd denotado por [G, H]|. Agora, notemos
que, se G e H sao grupos agindo compativelmente um sobre o outro, entao [G, H] = Im(\)

e [H,G] = Im(u), onde A e p sdo os homomorfismos da proposigao anterior.

Quando G = H em n(G, H) e as agoes sao todas por conjugagio, obtemos as relagoes

abaixo:

Proposigao 3.25. (N. R. Rocco, [26]) Sdo vdlidas as sequintes relagoes em v(G) :

(a) [z, y?]=07) = [z,y?]"), para todos x,y, z,w € G,
(b) [z, y%,2] = [2,y,2%] = [2,y%,2%] e [2¥,y,2] = [2%,y,2¥] = [2%,y%, 2], para todos
Y,z € G;

(c) [z, z?] € central em v(G), para todo x € G}

(d) [zy, (zy)?] = [z, y*][y, 2?][z, 2%][y, y*]. para todos x,y € G;
(e) [x,y%]|y, x?] € central em v(G), para todos x,y € G,

(f) o, y%]ly, %] = [y, x?][z, y*], para todos x,y € G;

(g9) [cx, (cx)?] = [x,2¥] e [xc, (xc)?] = [z, x¥], para todos x € G e ¢ € G'. Em particular,

[c,c?] =1, para todo ¢ € G'.
(h) Sey € G', entao [z,y?]y, x¥] = 1, para todo z € G;

Demonstracao. (a) Pela defini¢ao de v(G) segue:

1

[z,w?] [:L,7y<p]z_1w_"9zw“’ _ [xz_17 (yz_ )@]w“’zw“’

[, y”]
z7lwlzw z7lwlzw zZ,w zZ,w
= [z (y )¥] = [:c[ ; ]7 (y[ ; ])w]

[z,w]

[z, 47, ]
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(b) Usando [z,y] = z7'2¥ e algumas relagoes de comutadores, obtemos:

[0y, 2] = o7, = [0 2 [, 2P = [ 2 e ()P

= e (g )P = 2 e (g

= [z, 27"z, (y )P, (y2)7] = [, 2],y e, 27 [, )
= o, 2 [, y?) a2 [, ) = [ yf) T [ 29) e 2 [ )
[z, y#] ", )

= [z,y%, z].

Agora, observemos que:

[:p,y“’,z] = [x’yw]—l[x7yso]z = [x’ycp]_l[xza (yz)tp] = [xvycp]_l[xvy@]zw
= [z,y%, 2%].
Logo, [z,y,2¢] = [x,y?, z] = [z,y¥, 2¥], para todos z,y,z € G. De forma andloga, prova-se
que [z¥,y,2] = [v%,y, 2%] = [2¥,y¥, 2], para todos z,y,2 € G.

(c) Segue de (b) que [z,2%,y| = [z, z,y¥] = [1,y?] = 1, para todos z,y € G. Além disso,
[x’xq:?y@] = [x7$<p]—l[w’x<p]y“’ = [aj’xso]—l[x’wso]y = [xw%'(p?y] =L

Portanto, [z, x¥] é central em v(G), para todo = € G.

(d) Para todos z,y € G, temos

[zy, (zy)?] = [z, (zy)?]"y, (2y)*]
= [,y [, 2y, y¥]y, 0]V

= [27, yap]y[x7 xcp] [y> ycp] [yv xw]ywv

pois, como [z,x?] em central em v(G), entdo [z, z?]Y"Y = [x,z¥]. Dai, novamente por (c)

podemos escrever
[y, (2y)?] = [z, y*] [y, 29" [, ][y, y*], (3.13)
ou ainda,

[zy, (2y?)| [y, v?] o, 2] 7" = [z, 9] [y, 2¥]¥".
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Agora, reparemos que o primeiro membro da igualdade acima é central em v(G), consequen-

temente o segundo membro também o é. Assim, usando a defini¢do de v(G), obtemos
[z, y?) [y, 2977 = [, y?) [y, 9] = ([2, 9]y, %)) (3.14)
logo,
2,y Py, 2?1 = [ty 21 () = Pl vy, 2y

="y ([x, vy, ¥y 7 = vy ([, vy, )Yy ¢

= [z,97]ly, 2¥].

Substituindo em (3.13), chegamos [zy, (zy)¥] = [z, y¥][y, ¥][z, 2¥][y, y¥].

(e) Do item (d) segue que

[z, 9%y, 2%] = [zy, (xy)?]ly, y*] o, 297" (3.15)

Portanto, pelo item (c), [z, y¥][y, %] pertence ao centro de v(G).
(f) Segue diretamente de (e)

(g) Basta utilizarmos o Lema 3.15 e o Teorema 3.22. Em particular, tomando =z = 1,

[c,c?] = 1, para todo ¢ € G'.

(h) Seja y um elemento de G'. Entao, aplicando o item (g) em (3.15) temos:

[, %1y, 2°] = [z, 2%][y, y*] [z, 2]

Portanto, pelo item (c), [z, y?][y, x¥] = 1, para todo = € G.

O

Proposicao 3.26. ([22]) Sejam o : G — A e  : H — B homomorfismos de grupos e
suponhamos que A e B agem compativelmente um sobre o outro e que o e 3 preservam as

acoes. Entao:

(i) Eziste um homomorfismo v : n(G, H) — n(A, B) tal que g — ga e h? — (hB)¥;

(i) Se a e [ sdo sobrejetoras, entdo vy também € e
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(1) Nuc(y) = (Nuc(a), (Nue(B))?)[Nuc(a), H?)[G, (Nuc(B3))?];

(2) Se " € a restricio de v a 7(G, H), entdo a sequéncia de grupos abaizo é exata
1 — [Nuc(a), H?][G, (Nuc(B))?] ne, (G, H) N T(A,B) — 1.

Demonstragao. (1) Suponhamos que o : G — A e § : H — B sdo homomorfismos que
preservam as acoes. Reparemos que « e  induzem um homomorfismos o : G x HY —
n(G,H) tal que g — ga e h? — (hB)¥. Desde que n(G, H) = (G * H?)/((R))“*#” onde
R ={[g,h?]7"-[¢%, (h®)?],[g, h*]7¥"-[¢¥, (W*)?] | g,z € G e h,y € H}, é suficiente mostrarmos
que R C Nuc(o). Temos

(lg", (B)" o = [(g")e, ((h)B)"]
= [(ga)™, ((hB

= [ga, (hB)¥]"™  (pelas relacdes definidoras de n(G, H))
)

= (g, h?]")o,

)*)Y] (pois 3 preserva a acio)

para todos g,z € G e h € H. Entao, [g, h?]™*-[¢%, (h*)?] € Nuc(c). Analogamente, [g, h?]7¥"-
[¢Y, (hY)?] € Nuc(o) para todos g € G e h,y € H. Logo, R C Nuc(o) e, portanto, o induz
um homomorfismo v : (G, H) — n(A, B) tal que g — ga e h? — (hj3)Y.

(ii) Obviamente ~y é sobrejetora, ja que « e 3 sdo sobrejetoras.

(1) Escrevendo M = Nuc(a) e N = Nuc(f), é facil ver que K = (M, N¥)[M, H?|[G, N¥]
estd no nucleo de v. Além disso, M é um H-subgrupo normal de GG, poissem € M e h € H,
entdao (m")a = (ma)"® = 1" = 1. Da mesma forma, N é um G-subgrupo normal de H.
Entao, K <n(G, H). Logo, v induz um epimorfismo 7 : @ — n(A, B) tal que Kg — ga

e Kh¥ — (hB)Y. Agora, vamos mostrar que ¥ admite um homomorfismo inverso. Uma vez

que « e [ sao sobrejetoras, para cada a € A e b € B existem g, € G e hy, € H tais que

(ga)a = a e (hy)B = b. Dessa forma, definimos a aplicacdo 6 : AU BY — @ pondo
a+— Kg, e b¥ — Kh{. Essa aplicacao estd bem definida. Com efeito, se g,,, ga, € G sa0 tais
que (ga, ) = (gay)x = @, entao, (ga,9,, ) = 1a; 1080 ga,9,," € Nuc(a) € K. Analogamente,
se (hy,)B = (hy,) = b, entdo Kh; = Kh;,, uma vez que N = Nuc(3) C K. As restricoes de

0 a A e a B sao ambos homomorfismos, de maneira que existe um tnico homomorfismo 6*
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n(G,H)

= estendendo 6. Como

do produto livre A * B a

((ga)% 1) = a™ e ((hy)?1)B = (hyB)l9)* = b™,

temos

(01 )18 = ([a, b0 (0™ (07)) )6
= g KR (K (g0, K (1)) = Lugun.

K

De forma ansloga mostra-se que ([a, b¥] [a*, (67)¥]~1)6* = 1. Portanto, 6* induz um homo-
morfismo

5:77(A,B)—>77(G—[’(H)

tal que a — Kg, e b¥ Kh;f. Claramente, 05 = 1@ e 70 = 17,(5;(,;;). Para finalizar,
provemos que se K C Nuc(y) e 7 : n(G,H)/K — n(A, B) ¢ um homomorfismo induzido por
v que possui inverso, entdo K = Nuc(y). Com efeito, suponhamos que Nuc(y) € K. Entao,
existe © € Nuc(y) tal que x ¢ K. Dai, Kx # K e aplicando 7, obtemos (Kxz)y # 1. Assim,
1 # (Kz)¥ = 7y o que é um absurdo, pois x € Nuc(7). Portanto, K = Nuc(y).

(2) Seja 4" a restrigao de v a 7(G, H). Uma vez que a e 8 sdo sobrejetoras, 7/ é um
epimorfismo de 7(G, H) em 7(A, B) de forma que [g, h¥] — [ga, (hf)¥] paratodosg € Geh €
H.Desde que L = [M, H?][G, N¥] C Nuc(') e é normal em [G, H?], 7' induz um epimorfismo
v de @ sobre 7(A, B). Como em (1), mostramos que existe um homomorfismo

(G, H)
L

v:7(G,H) —

tal que [a,0%] — Llgq, hY], onde g, € G e hy € h sio tais que (gq)a = a e (hy)3 = b. Temos

que 7/ é um isomorfismo. Portanto, a sequéncia abaixo é exata
1 — [Nuc(a), H?]|G, (Nuc(B))?] ing (G, H) ll) 7(A,B) — 1.
O

Para terminar esta secao discutiremos sobre a seguinte questao: dados dois grupos G
e H finitos, um agindo compativelmente sobre o outro, entao serd que o produto tensorial

G ® H é finito? Este problema foi resolvido por G. J. Ellis [9] em 1987 que mostrou que o
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produto tensorial nao abeliano de grupos finitos é finito utilizando argumentos de homologia
de grupos. Dai surgiu outra questao: serda que podemos demonstrar este fato usando somente
ferramentas da Teoria de Grupos? Entao, apds 23 anos, V. Z. Thomas [33] responde essa
pergunta. A resposta dele é afirmativa e apresentaremos tal demonstracao. Mas, para isto,

precisaremos de alguns resultados preliminares, bem como alguns ja vistos.

Teorema 3.27 (Dietzmann, cf. [24], pag.44). Seja C = {Hy, Hy, ..., H;} um conjunto de
subgrupos de um grupo G e suponhamos que C' possua a sequinte propriedade: se H;, H; € C,

entao Hihj € C onde h; € H;. Com isso, se J = (H; U...UH,), entdo J = HiH,...H,.

Um subconjunto X de um grupo G é normal quando z9 € X, para todos x € X, g € G.

Corolario 3.28. Sejam G um grupo e X um subconjunto normal finito cujos elementos

possuem ordem finita. Entdo, H = (X)) € um subgrupo finito de G.

Demonstragao. Seja X = {x1,...,z,} um subconjunto normal finito de G, onde x; possui
ordem finita, i = 1,...,n. Sejam H; = (x1), Hy = (x9),..., H, = (z,,). Entao, o subgrupo
H = (HU...UH,) é igual ao subgrupo gerado por X. Além disso, como X é um subconjunto

Zj

normal de G, (z;)* = (z;’) = (x;), para algum [ € {1,...,n}. Assim, segue do lema

anterior que H = (x1) - - - (x,). Agora, como todo x; possui ordem finita, existem no méaximo

lz1] .. |zn] = [1i2, |z:| elementos em H, consequentemente, H é finito. O

Lema 3.29. Sejam G e H grupos agindo compativelmente um sobre o outro. Se G e H sao

finitos, entdo (GY"GH) ¢ (HPYNGH) 5o finitos.

Demonstrag¢ao. Consideremos o conjunto S = {h?, (h¥)? | h € H, g € G}. Vamos mostrar

que S é um subconjunto normal de (G, H). Para todos g,z € G e h,y € H, temos
(R?) € S, (h¥)"" = (h¥)? €S, ((h¥)*)" = (h*)* € 8.

Agora, para verificarmos que ((h¥)?)Y" € S, reparemos
((h9)) = (g7 h2g)”" = (g7)" (W)*g"" = ()",

Mas, [g, h=¢]Y" = [¢¥, (h™¥)¥], dai, segue que [¢¥", (h™Y)¢] = [¢¥, (h™¥)¢]. Entdo,

g*yv (hy)wgy“’ (hfy)w — g*y(hy)gogy(hfy)@;
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logo, ((hy)@)(gyw) = ((h¥)#)9" = ((h1)¥)9 com g; = g¥ € G e hy = h¥ € H. Portanto,
(R2))" = ((m)?)" € 8.

Dai, como n(G, H) = (G, H?), temos que S é um subconjunto normal de (G, H). Além disso,
todos os elementos de S possuem ordem finita pois H¥ é um subgrupo finito de n(G, H) e
a ordem ¢ preservada pela conjugacao. Entao, pelo Corolario 3.28, o conjunto S gera um
subgrupo normal finito de n(G, H) que contém H¥. Portanto, o fecho normal de H¥ em

n(G, H) é finito. Analogamente, mostra-se que o fecho normal de G em (G, H) é finito.

O

Teorema 3.30. Se G e H sao grupos finitos agindo compativelmente um sobre o outro, entao

G ® H ¢€ finito.

Demonstracio. Pelo Lema 3.29, (G)"@H) e (H#)(GH) s30 finitos. Entao, (G)"¢H) N
(H#)1GH) ¢ finito. Mas, 7(G,H) C (G)"&H) n (HYNGH)  yuma vez que 7(G, H) =
{l9;h¢] | g € G e h € H) e [g,h¥] = g~ tg"" = (h™%)9h%. Portanto, G @ H também ¢é
finito.

3.4 Séries Central Inferior e Derivada de G ® H

Inicialmente, apresentaremos alguns resultados que fornecem propriedades dos subgrupos

(G, H] e [H,G] de G e H, respectivamente.

Proposigao 3.31. (i) |G, H] é um H-subgrupo normal de G e [H,G] é um G-subgrupo

normal de H.

(11) Para todoi>1ej>0,~([G, H]) e |G, H|; sao H-subgrupos normais de G e v;([H, G])
e [H,G|; sao G-subgrupos normais de H.

(iv) g = g1 e KON = h®Or para todos g€ G, h € H et € (G, H).
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Demonstragao. (i) Pela compatibilidade das agoes, para todos g,z € G e h € H, temos
(97'g")" = (67" = (g") g™ ") = (g") T (g")" " = (g") ()"
logo, |G, H] é um subgrupo normal de G. Ainda, para todos g € G e h,y € H,
(97'g")" = (g7")"g"™ = (¢") g ™) = (") (g")" " = () (g")"".

Portanto, [G, H] é um H-subgrupo de G. De forma andloga prova-se que [H,G] é um G-
subgrupo normal de H.

(ii) Desde que 7;([G, H]) é um subgrupo caracteristico de [G, H| e [G, H] é um H-subgrupo
normal de G, temos que 7;([G, H]) é um H-subgrupo normal de G. Da mesma maneira

obtemos os outros casos.
(iii) Segue diretamente das defini¢oes de A e de p.

(iv) Provaremos que g®* = ¢g®# para todos g € G, h € H et € 7(G, H). Analogamente

prova-se a outra igualdade.
Para todos g, € G ey € H, temos

xflyfl -1,—1

9

pela compatibilidade das acoes. Agora,

1 1 o,-1 _,—1

gfly*lfcy — (xgm—l)y”xy = (z¥ gy”:ﬂ—y”)xy = (z7'2¥"

— — —lgy
= g Vxgrla¥ =g" .

Assim, g DA = ¢(=¥*Di para todos g,z € G e y € H. Portanto, gW* = ¢®*  para todos
g€ Geter(G, H), uma vez que, 7(G, H) é gerado pelo conjunto {[z,y%] | r € Gey € H}

e A, pu sao homomorfismos. O

De acordo com o Teorema 3.22, o grupo G ® H é isomorfo a 7(G, H) = |G, H¥]. Isso
permite considerarmos G ® H como um subgrupo comutador de (G, H) e utilizar as propri-
edades ja conhecidas de comutadores. Esta técnica foi usada para obter uma descricao das

séries central inferior e derivada de G ® H.
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Teorema 3.32. ([22])
(i) Parai> 2, o i-ésimo termo da série central descendente de T(G, H) é dado por

%’(T(G7 H)) = [’Vi—l([GvH])v [Ha G]cp]

(i) Parai > 1, o i-ésimo termo da série derivada de 7(G, H) é dado por
(G, H); = [[G, Hi 1, [H,G)? ).

Demonstragao. Reparemos que, pela Proposicao 3.24 item (i)-(a), se [G,H] = 1, entao

g, he]l=ve] = [g, he]*™

1

2" = g, h¥], para todos g,z € G e h,y € H. Logo, 7(G,H) é um
grupo abeliano e, assim, [H, G| também o é, uma vez que [H,G] = Im(u). Dessa forma,

podemos assumir que [G, H| é nao trivial.

(i) Procederemos por indugao sobre i > 2. Para todos u,v € 7(G, H), [u,v] = [u, (vu)e],
pela Proposigao 3.24. Como [G, H|] = Im()) e [H,G] = Im(u), temos

%2(7(G, H)) = (G, H]),[H, G]?].
Agora, seja i > 2 ¢ suponhamos que
%(7(G, H)) = [vi-([G, H]), [H, G]?].
Entdo, vi41(r(G, H)) = [yi-1([G, H)), [H, G]#, (G, H)]. Daf, pela Proposicao 1.2 item (ii)
Yirt(T(G, H)) = ([, (vp)?,#]* | @ € 7,-1(G, H), v, t € (G, H) e 2 € [%i1([G, H]), [H,G]?]) .
Mas, pelas Proposigdes 3.24 item (iii) e 3.31 item (iv),
[z, (o) ?, 1] = ([, (v)?IN, (b)) = [a™ 2™, (tp)7] = [z 2™, (t)].

Pela Proposigao 3.31 itens (i) e (ii), [H,G]? ¢ um G-subgrupo normal de H e (|G, H]) ¢é
um H-subgrupo normal de G. Assim, segue da Proposi¢ao 3.21 (i) que [v[G, H], [H,G]?] <
n(G, H); logo [z, (vp)?,t)? € [v|G, H], [H, G]?], para todos x € v;_1([G, H]),v,t € T(G,H) e
z € [vi-1([G, H)), [H, G]?]. Portanto,

i (T(G, H)) € [n((G, HY), [H, GT7.
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Por outro lado,
(G, H]), [H, G)] = ([[z,vA], (t)?)? | & € %i-1([G, H]), v, t € 7(G, H) e g € %(|G, H])).
Uma vez que
[z, AL, (t)?)? = [27 2™, (tp)?)7 = [, (vp)?, 4)7 € 31 (7(G, H)),

para todos x € v;_1(|G, H]),v,t € 7(G,H) e g € v(7(G, H)), ainclusao [y;([G, H]), [H, G]?] C
Yi+1 (T(G7 H)) ¢ verificada. Portanto, /yi+1(T<Ga H)) = [7@<[G7 H])7 [H7 G]@]

(ii) Para ¢ = 1, temos 7(G, H); = [[G, H];_1, [H, G]{ ;]. Suponhamos i > 1 e
(G, H); = (|G, Hi—1, [H, G|,
Entao,
(G H)ip1 = [7(G, H)i, (G, H)i| = |G, H]i—y, [H, GIZ (|G, H]imv, [H, GI74].
Dai, pela Proposicao 1.2, temos
7(G, H)in = [X, X7 Or(G

onde X = {[g,h?] | g € |[G,H]i—1 e h € [H,G];_1}. Agora, do item (iii) da Proposicao 3.31
Vemos que

(G, Hi, [H, GI7] = [(7(G, H)i)A, (T(G, H)ip)*].
Assim,

(G, H);, [H,G]f] = [Y, Y] T(@HACG D

onde Y = {[t,ul\ | t,u € 7(G,H);—1} e Y1 = {([t,u]p)? | t,u € 7(G,H);_1}.

Sejam ¢, g1 € |G, H|;_1 e h,hy € [H,G];_1. Entao, segue da Proposigao 3.31 item (iii) que
existem t,ty,u,uy € 7(G, H);_; tais que g = (t)A\, 1 = (t1)A\, h = (w)p e hy = (uy)p. Logo,
pelas Proposigoes 3.24 item (i)-(e) e 3.31 item (i), temos

[l k¥ [gn, BTN = g™"g", (A ha)?) = [((ON) @M, () )™ ((ur) 1))
= (OO, ()™ (urp)?)] = ([t ulA, (tr, w]w)?],



3.4 Séries Central Inferior e Derivada de G @ H 65

donde segue que [X, X] = [V, Y1]. Do fato de [[G, H];, [G, H]] <n(G, H) (Proposi¢ao (3.31)

item (ii) e Proposigao 3.21), segue que
T(G7 H)i-l-l = [Xa X]T(GVH)Z'T(GVH)Z. = [Y7 Y'I]T(GH)Z.T(G’H% C [[G’ H]iv [G7 H]f]

A inclusao contréria é mostrado da mesma forma. Portanto, 7(G, H);11 = [[G, H];, [G, H]?],

o que conclui a prova. O

Consequéncias importantes do teorema anterior sdo: se [G, H] é nilpotente (respectiva-
mente soluvel), entdo G ® H ¢é nilpotente e cl(G ® H) < cl([G, H]) + 1 (respectivamente
soluvel e [(G ® H) < I((|G, H]) + 1).

A descri¢ao das séries central inferior e derivada de 7(G, H), dada no teorema anterior,
permitiu estabelecer cotas para a classe de nilpoténcia de G ® H e para o comprimento
derivado de G ® H. Estes resultados serao apresentados nos itens (i) e (ii) do Teorema 3.34 e

vém para generalizar o teorema seguinte, que foi provado em [3] por R. Brown, D. L. Johnson

e E. F. Robertson.

Teorema 3.33. (i) Se G é um grupo nilpotente, entio G @ G também o é. Além disso,

cd(G) <cd(G® Q) <cdG)+1;
(i) Se G € um grupo solivel, entio G @ G também € solivel e [(G) —1 < I(G®G) < I(G).

E relevante citar que um resultado semelhante ao que vem logo a seguir foi obtido por
Visscher em [32], porém sem a descricao das séries, que posteriormente foram publicadas em

[22] por Nakaoka.

Teorema 3.34. (i) Se |G, H] € nilpotente de classe ¢, entio G ® H ¢ nilpotente de classe

couc+ 1.

(ii) Se |G, H] € solivel de comprimento derivado l, entdo G ® H € solivel de comprimento

derivado | oul + 1.

Demonstragao. (1) Como 7(G, H) = G ® H, se mostrarmos o resultado para 7(G, H), entao

teremos a validade do mesmo para G ® H. Suponhamos que [G, H| é nilpotente de classe
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c. Entao, do Teorema 3.32 item (i), vem que .42(7(G, H)) = [e41([G, H]), [H, G]?] = {1}.
Logo, 7(G, H) é nilpotente de classe no méximo ¢+ 1. Mostraremos que a classe de 7(G, H)
nao pode ser inferior a c¢. De fato, sejam M = [y._1([G, H]),[H, G]¥] e a a restricao do
homomorfismo A a M. Obviamente, Im(a) = [v.-1([G, H]), [H, G]]. Mas,

Ne1([GH)), [H, Gl = (g7'9" | 9 €7 (|G, H)), h € [H,G))
= (97'9"" | g € %1 (G, H)),t € 7(G, H))
= (g9 | g € 11 (G, H)),t € (G, H)) (pelo Teorema 3.31)
= (G, H)).

Agora sendo ¢ a classe de nilpoténcia de |G, H], temos 7.(|G, H]) # {1} e, portanto, Im(a) #
{1}. Consequentemente, M # {1}. Dai, pelo Teorema 3.32 item (i),

Ve(T(G, H)) = 1[G, H]), [H, G]F] = M # {1};

donde concluimos que cl(7(G, H)) > c.

(ii) Se [G, H] é soluvel de comprimento derivado [, entdo pelo Teorema 3.32 item (ii),
(G, H)11 = [[G, H];,[H,G]]] = {1}, ou seja, 7(G, H) ¢é soluvel de comprimento derivado
de no maximo [ + 1. A seguir mostraremos que o comprimento nao pode ser inferior a [.
Consideremos N = [[G, H],—2, [H, G] ,] e B arestricdo do homomorfismo A a N. Obviamente,
Im(pB) = (|G, H]i—2, [H, G];—2]. Além disso,

(G, H]i—2, [H,Gli2] = (g7'¢" | g € (G, H]i-2,h € [H,G]is)
= (¢7'¢"" | g€ [G, H)a,t € T(H,G);_2)
= [G, H];-1.
Uma vez que o comprimento derivado de [G, H] é [, [G, H];—1 # {1}. Portanto, Im(3) # {1}.
Assim, N # {1} e, portanto, pelo Teorema 3.32 item (ii), temos

(G, H)i-1 = [[G, H]1-2, [H, G](ZP—Q] =N # {1},
ou seja, [(7(G, H)) > 1. O

Os dois problemas abaixo foram propostos no ano de 1987 por Brown, Johnson e Robert-

son em [3]:
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(1) Existe alguma caracterizacao de grupos nilpotentes G de forma que cl(GRG) = cl(G')+
1 e de grupos nilpotentes G de modo que cl(G ® G) = cl(G")?

(2) Agora, e de grupos soluveis G, existe alguma caracterizacao tal que I[(G ® G) = I(G)
ou mesmo [(G® G) =1(G) — 17

Algumas respostas para esses problemas foram apresentadas. Por exemplo, em 1993, M.

Bacon e L. C. Kappe [1] provaram:

Teorema 3.35. Se G € um grupo nilpotente de classe 2, entio G @ G € abeliano.

Demonstragao. Pela Proposigao 3.7 item (b),

(l‘ ® y)—l(w1 & yl)($ X y) — (l.[ll‘,y] Q y%ﬂc,?ﬂ)

para todos x, x1,y,y1 € G. Agora, como G é nilpotente de classe 2, G’ é central em G. Assim,

:c[lx’y] 2 yngy] = 11 ® y1, de modo que [z ® y,x1 ® y;] = 1. Portanto, G ® G é abeliano. O

A seguir encontra-se uma contribuigao para o Problema (2) dada no ano de 2000 em [22].

Teorema 3.36. Sejam G e H subgrupos normais de um grupo M tais que as agoes de G

sobre H e de H sobre G provém da conjugacao em M. Entao,
(i) [c,c?] =1, para todo c € [G, HJ;

(i1) Se [G, H] é solivel de comprimento derivado |l > 1 e |G, H];—y € ciclico, entio G @ H

¢ soluvel de comprimento derivado .

Demonstragao. (i) Suponhamos que ¢ € |G, H|. Entao, ¢ é da forma ¢ = [g1, h1] - - [gn, hn),
onde g1,...,9, € Ge hy,...,h, € H Como as acoes de GG sobre H e de H sobre G sao por
conjugagao em M, temos

c=(t)A e c=(t)u
onde t = [g1,hY] - [gn, hE

n

que [¢,c?] = [(OA, (Op)?] = [t 1] = 1.

| (¢ 7(G, H)). Dessa forma, segue da Proposigao 3.24 item (iii)
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(ii) Suponhamos que [G, H| é soluvel de comprimento derivado [ > 1 e que [G, H|,_; =
(x). Se provarmos que o subgrupo [[G, H];,_1,[H, G|} ] de 7(G, H) é trivial, entdo pelos

Teoremas 3.34 e 3.32, obteremos o resultado. Mas, para isto, basta repararmos que
(G, H)i-v, [H,GI71] = (2", (27)?] | i, j € Z)
e [', (27)?] = [z, x¥]Y = 1, para todos i,j € Z (por (i)). O
Como consequéncia do Teorema 3.36, temos o resultado:

Corolario 3.37. Se GG € soluvel de comprimento derivado | > 2 com G;_y ciclico, entao

G ® G € soluvel de comprimento derivado [ — 1.
Demonstracao. Se G é soluvel de comprimento derivado [ > 2. Entao,
G=G,>G =G >(G)=G,>...G,={1}
é uma série derivada de comprimento [ > 2. Assim,
G=G=Hy>(G)=Gy=H,>...H, =G = {1}

é a série derivada de G’ de comprimento &k =1 — 1 > 1. Agora, como Hy,_; = G;_1 é ciclico
por hipétese, entao aplicando o Teorema 3.36 item (ii), temos que o quadrado tensorial G ® G

é soluvel de comprimento derivado k =1 — 1. O

A seguir apresentaremos dois exemplos de grupos soluveis G tais que [(G ® G) = I(G).
Com isso, podemos observar que nem sempre (G ® G) = I(G) — 1 quando G é um grupo

soluvel.

Exemplo 3.38. Seja G um grupo abeliano nao trivial. Entao, G @ G = G ®z G que €

abeliano nao trivial.

Exemplo 3.39. O grupo alternado denotado por Ay € soluvel de comprimento derivado 2 e

[(Ay ® Ay) = 2, pois Ay @ Ay = Qg X Zs, de acordo com [3].



CapriTULO 4

Alguns Limitantes para | G ® G |

Neste capitulo abordaremos alguns resultados que estabelecem limitantes para o quadrado
tensorial nao abeliano de grupos, particularmente para p-grupos finitos, grupos soluveis finitos

e metabelianos finitos.

4.1 Quadrado tensorial nao abeliano de um p-grupo

finito

Sejam G um p-grupo finito d-gerado de ordem p" e p™ a ordem de G/G’'. Em 1991, N.
R. Rocco [26] mostrou que a ordem do quadrado tensorial ndo abeliano de G é no maximo
p"™. Mais tarde, em 1998, esse limitante foi melhorado por G. Ellis e A. McDermott [10],
que mostraram que | G ® G |< p™. A seguir, trataremos de um limitante ainda melhor que

foi obtido por S.H. Jafari [13] em 2012. Para isso, necessitaremos do seguinte resultado.

Lema 4.1. Se N é um subgrupo central de um grupo G, entao a sequinte sequéncia de grupos
€ exata:

1 — [N,G¥]|G,N¥] — 7(G,G) — 7(G/N,G/N) — 1.
Em particular, se N C G', entdo a sequéncia
11— [N,G¥] — 7(G,G) — 7(G/N,G/N) — 1 (4.1)

é exata.

Demonstracao. Consideremos o epimorfismo canonico 7 : G — % Pela Proposicao 3.26, 7

induz um epimorfismo v : n(G,G) — n(G/N,G/N). Além disso, se 7' é a restrigao de 7 a
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7(G, G), a sequéncia de grupos abaixo é exata
1 — [N,G¥)[G, N¥] "% (G, G) 5 7(G/N,G/N) —> 1. (4.2)
Agora, observemos que se N C G, entao
[N,G¥]|G, N¥] = [N, G¥]. (4.3)

Com efeito, caso N C G’, pela Proposicao 3.25 item (h), [g,n?] = [n, g¥]"! para todos n € N
e g € G, ou seja, [G,N?] C [N,G¥], Logo, (4.3) ocorre. Portanto, segue de (4.2) que a
sequencia

1 —[N,G¥] - 7(G,G) - 7(G/N,G/N) — 1
é exata. O

Teorema 4.2. (S.H. Jafari, [13]) Seja G um p-grupo finito d-gerado de ordem p™ com G /G’

de ordem p™ e expoente p°. Entao,
G ® G| < plnadtm (4.4)

Demonstracao. Procederemos por inducao sobre n. Se n = 1, entao G tem ordem p primo;
logo, GG é abeliano. Além disso, o abelianizado de GG possui ordem igual a p, donde segue que
G® > 7,. Assim, G ® G ¥ 7, ®z Z, = 7Z,. Portanto, visto que o expoente de G ¢ p, temos

p=|G®G| <p=p" ™4l o que mostra o resultado para n = 1.
Suponhamos que para todo p-grupo cuja ordem é menor que p"” a desigualdade dada em
(4.4) ocorra. Dividiremos em dois casos: m =n e m < n.
e Se m =n, entao |G'| = 1. Ou seja, G é abeliano; logo
G = Ly X Linay X -+ X Ligna,

onde 0 <ny <no<...<ng,ni+ns+---+ng=ned<n.

Assim, pela Proposicao 1.35,
GG = (Zy X+ X Lyras X Lyra) @z (Lpni X -+ X Lyra—s X Lypra)
2= [(Zyrs X -+ X Lyrar X Lipna) Qg Lyna | X
X oo X [(Zpmy X+ X Ligra—1 X Lina) @z Ligna—1] %

X[(Zpm X - X Lyra—y X Lipna) @ Liprna]
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= [(anl) X7z (anl) X o+ X (Zp"d—l X7z, anl)(and K7z Zp"l )] X
X+ X [(anl) X7 (Zp"dﬂ) X - X (Zp"dfl X7z Zp"dﬂ) X (Zp"d K7z, Zp"dﬂ)] X
X [(anl) X7z (and) X oo X (and,1 X7z and) X (and X7, and)]

1%

(Zpny X -+ X Dga ] X -+ X [ Ly X+ -+ X Lyny X Ligras X Lpna—a] X
X [anl X e X Zp"d—Q X Zp"d—l X Zp“d]

> (Zy )P X X (Zygra—2 ) X (Dyra—r ) X Ligna.

Agora, caso d = 1, teremos |G ®@ G| = p" = pn—+",

Para d > 2, temos

IG®G| = pratdna-itina—zt+2d-bm
= p(nd+nd—1+nd—2+"'+7’b1)+(2nd_1+4nd_2+...+(2d_2)n1)
= prt2(na-1t2na_gtt(d=1)m)
Mas,
d—1 . d d—1
Ng—1+2ng o+ -+ (d—1)ng = ZZl(d —i)n; < 3 izlnz‘

Com efeito, para provarmos (4.6) dividiremos em dois casos:
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1°Caso : Se d for impar, entao podemos escrever d = 2k + 1 para algum k € Z*. Assim,

QL

-1 2k

(d—ijn; = > @k+1—i)n,

1 i=1
Ck+1-1)nm+2k+1-2)no+---+ 2k +1—k)ng +

7

Ck+1—(k+1)ngp1+--+2k+1—(2k— 1)) noggp—1 +

+ 4

(2k + 1 — 2k) nay,

—~
~—

2k n1+(2k—1)n2+—|—(/€+1)nk—|—(l€)nk+1++2n2k_1—|—1n2k

e e ) (D

1 1
(/{3 -+ ) -+ —:| ng + (k) Nga1+ -+ 2nop_1 + Inog
k

IN
/\—i—/\—i—/;\%—/—\'—"—'

-+

DN | —

2
1 1
n1+(k+—)n2+--~+(k+§)nk+(knk+1+§nk>+

3 1

1 1
n1—|—(k’—i—§)n2—l—---+(k+§)nk+<k‘nk+1+§nk+1)—l-

1 1
n1+<k—|—§)n2+~~+(k+§)nk+<k+§>nk+1+
1 1




4.1 Quadrado tensorial nao abeliano de um p-grupo finito 73

2°Caso : Se d = 2k para algum k € Z*, ou seja, d é um nimero par, entao

U

—1 2k—1
(d—ijn; = Y (2k—i)n
1 =1

2k—D)m+2k—=2)ng+---+ 2k —(k— 1)) ny—1 +

i

(
b2k —k)ng+ 2k — (k+ 1)) nggr + -+ + (26 — (2k — 2)) ngs
+ (2k = (2k — 1)) nag_s
= 2k—1)n+2k—2)no+---+ (k+ 1) ng_1 + kny +
+ (k—1)nger + -+ 2n95—2 + 1nogp_q
(k

+(k=1)m+E+k=2)ng+--- 4 (k+1)np_y +

+ kng 4 (k= 1) npgr + -+ + 2n9,-9 + Ingpq

km + /{an + -+ k:nk_l + /{:nk + (1nk_1 + (/{? - 1) nk+1) +

+ A ((k = 2) ng + 2ngx—2) + ((k — 1) ng + Inge_1)

IN

kny + kng + -+ kng_q + kng + (Ingr + (K — 1) ngaq) +
4 (k= 2) nog—2 + 2ngp—2) + ((k — 1) ngp—1 + 1ngp—1)

= km + kng + -+ knk_l + /{:nk + knkﬂ + -+ kn%_g + kn2k_1

Logo (4.6) é satisfeito. Assim, aplicando (4.6) em (4.5), obtemos

’G ® G‘ < pn+2[g(n1+m+nd_1)] _ pn+d(nfnd) _ pn+d(n76) — p(nfe)d+n'

e Primeiramente, observamos que se m < n, entao o subgrupo derivado de G é nao trivial.
Daf, pela Proposicao 1.9 item (4), G'NZ(G) # 1; logo existe um subgrupo , digamos N,
de ordem p que esta contido em G' N Z(G). Afirmamos que G = (G/N)®. De fato, te-

(GIN el

G
mos GN - G o que implica (N) - I Por outro lado, seja ([x1, 1], - - -, [Tn, Yn]) N

um elemento de N Como N <G, temos
([:L‘hyl],"'a[x’rwyn])N - [xlayl]N[xnayn]N (xl llell)N(‘r;IxZn>N

= [y N,y1N]... [z, N, y,N],
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/

o que mostra que ([x1, 1], ..., [Tn, Yn] )N € <%) . Assim, (G/N) = G'/N e, portanto,
g “ G/N Gab
N G’/N G '

Além disso, como G é d-gerado, G = Cpoy X ... X Cpar comr < d e ay,...,a, € N.

Sendo N central em G, os grupos G e N agem trivialmente um sobre o outro e, dai, o

Teorema 3.10 nos fornece
N®G2EN®,G"2C,®y (Cpor X ... Cpar) ZCp x -+ x Cp 2 (C)". (4.7)
Agora, usando a sequéncia exata de grupos (4.1), temos
(G, G)| = [7(G/N, G/N)||[N, G*]|.

Agora, do fato de [V, G¥] ser uma imagem epimorfica de N ® G (Observagao 3.23),

segue
GG < N®G
cacl<|Fog vl
Finalmente, aplicando a hipétese de inducao para G/N e (4.7), obtemos
G G
GGl < NG n 1—e)d+m+r
cadl < [BeSliNec =
< p(n—l—e)d+m+d _ p(n—e)d—‘rm’

completando a prova.

O

Exemplo 4.3. O limitante dado no Teorema 4.2 € atingido. De fato, consideremos o grupo
dos quatérnios de ordem 8. Este é um 2-grupo finito 2-gerado de ordem 23, cujo abelianizado

@ possui ordem 4 e expoente 2. Entdo, pelo Teorema 4.2, | Qs ® Qg |< 2637V2+2 = 26 Além
disso, conforme [3, Proposicao 13], Qs ® Qg = Zo X Ly X Ly X Zy. Com isso, | Qs @ Qg |= 2°

e, portanto, o limite do Teorema 4.2 € atingido.

Ainda assim existem grupos para os quais a ordem do quadrado tensorial nao abeliano

nao atinge o limitante do Teorema 4.2, como veremos no exemplo abaixo:

Exemplo 4.4. Consideremos o grupo diedral de ordem 8. Analogamente ao exemplo anterior,
temos que | Dy ® Dg |< 25. Mas, conforme [3, Proposicao 14], Dg @ Dg = (Zy)* x Zy; logo,
| Dg ® Dg |= 2°.
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1)

4.2 Quadrado tensorial nao abeliano de um grupo soltivel
finito

Nesta se¢ao, apresentaremos um limite para a ordem do quadrado tensorial nao abeliano

de um grupo solivel finito, determinado em [22] por I. N. Nakaoka e finalizaremos a se¢ao

com exemplos de quadrados tensoriais cujas ordens atingem este limite.
Para estarmos aptos a dar este limite serao necesséario alguns lemas técnicos.

Seja G um grupo. O produto tensorial nao abeliano G; ® G estd definido para todos

i.j > 0, uma vez que, a conjugacao em G induz agoes compativeis de G; sobre G, e de G
sobre Gy, para todos 7,5 > 0.

Lema 4.5. Sejam G um grupo finito e 1,7 > 0 com i > j. Entao:

(i) Existe uma sequéncia erata

1 — [GZ,GZDHGZ_H,G;O] — T(GZ‘,GJ') — T (G?b7 g]> — 1,

onde [Gi, GY] e [Git1,GY] sio subgrupos de 7(G;, Gj);

(ii) |G; ® Gj| < |Gi ® Gi[|G® EHEn I(3)

i
Gy

|Gy ® Gjl.

Demonstragao. (1) Sejam i,j > 0 com i > j e definamos a aplicagao

G, G,

i+1
Glh — gh

G; < )
onde 6, é o automorfismo de e tal que (Gi119)0n = Gii1g". A aplicacio @ estd bem
i+1

definida. De fato, se h, hy € G, sao tais que G;h = G;h;, entao hy = ch para algum c € G;.
Assim, para todo g € G, temos

(Gi+1g)9h1 Gz’+1<ghl) =

= Gip1(g™) = Gipa(g"g g™
Gz’+1<gh)

g
(Gi+19)9h-

= Gz‘+1(9h[97 C]h)

. ) . G G;
Obviamente, # é um homomorfismo de grupos. Com isso, temos uma agao de Ej sobre e !

i i+1
dada por (Giy19)%" = Gi1(g") para todos g € G; e h € G;. Reparemos que, para todos
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g€ G, ehedj, temos

(G:h)C+19 = Gyh9 = Gy(hh ') = Gy(h[h, g]) = G;h,

. . G,
' sobre —L. Como !

Gi—i—l Gi Gi+1

: : - G L o :
grupo abeliano agindo trivialmente sobre —=, essas acoes sao compativeis. Consideremos os
i

ou seja, a conjugacao em G induz uma acao trivial de é um

. . A . 7 j . ~
seguintes epimorfimos canonicos: « : G; — e f:G; — —=L. Temos que essas aplicagoes

Gi+1 Gi

preservam as agoes pois, para todos g € G; e h € G},

(9"a = Gin(g") = (Gi19)7" = (ga)*”

(h9)B = G4(h?) = Gih = (G;h)%+19 = (hB)o.

Entao, segue da Proposicao 3.26 que existe um epimorfismo

. Gi G

tal que gy = gac e (h?)y = (hB)¥ com g € G; e h € G;. Além disso, se 7' é a restrigao de 7 a

7(G;, G;), entdo a sequéncia de grupos abaixo é exata

1 — [Gi, GY][Giy1, G| — 7(G,Gj) — T (G?b, %) — 1.

(ii) Pela Observagao 3.23, os subgrupos [G;, GY] e [Giy1, G7] sdo imagens epimérficas de
G; ® G; e Gi41 ® G, respectivamente. Entao, pelo item (i) e Proposicao 3.22, temos

G.
G, ® Gy < |Gi ® Gi||Gip1 ® G4 |G ® é|~

G
Sendo G um grupo abeliano que age trivialmente sobre 5], segue da Proposicao 3.13 que

ab % ~ yab
R OO

donde, concluimos a prova.

Outro lema técnico é dado abaixo.
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Lema 4.6. Sejam G um grupo finito e i > 0. Entao:
(i) Existe uma sequéncia erata
1 — [Gi1, GY) — 7(G, H) — 7(G%,G*) — 1,
onde [Gi11,GY] < 7(Gy, Gy);
(ii) |G ® Gi| < |G @z GP*||Gin @ Gi.

Demonstragdo. (i) Consideremos o epimorfismo canénico 7 : Gy — G%. Pela Proposicao
3.26, m induz um epimorfismo v : 9(G;, G;) — (G, G). Ainda mais, se 7' ¢é a restricio de

v a 7(G;, G;), entao a sequéncia de grupos abaixo é exata
1 — [Gir, GPI[Gy, G, y] 2% 7(Gy, Gy) -5 (G2, Gaby —» 1.

Se mostrarmos que [G;, GY 4] C [Giy1,GY], entdo (G, GY[Gi, GLy] = [Giga, GY] e,
portanto, teremos o desejado. Sejam x € G; ey € Gy = [Gy, G| = (G;)'. Entao, pela
Proposicao 3.25 item (h), [z, y%][y, 2] = 1; assim [z,y%] = [y, 2¥]"!, para todos = € G, e
y € Giy1. Logo, [Gy, G ] C [Giya, GY.

(ii) Como [Giy1, Gf] é imagem epimoérfica de Gi11®G; e GPRGY =~ G ©7G (conforme

Teorema 3.10), temos
|Gs @ Gi| = |7(Gs, Gy)| < |G @5 G| Giga @ Gl
O

Agora estamos prontos para apresentar um limitante superior para | G ® G | quando G é

um grupo soltivel finito.

Teorema 4.7. ([22]) Se G é um grupo solivel finito de comprimento derivado l, entdo,

)

ab
G781 ()

-1 -
GoaG| < \Gab®ZGab|H(\ng®zagb|T :
=1

-2 -1

il

i=1 k=i+1

9i—1

F @l (@)

G
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Demonstracao. Pelo Lema 4.5 item (ii), para i > j, temos

G @ Gy < |G ® Gl Gis1 @Gyl

ab
G e (9

i

Aplicando novamente o Lema (4.5) item (ii) em |G;41 ® G;|, obtemos

|G @ G;| <G @ Gi| |Gig1 @ Gyl

ab
ol (@)

7

ab
Gin ey

Assim, usando repetidas vezes o Lema 4.5 item (ii) e considerando que G; = 1, teremos que

se 1 > j, entao

-1
A | < ab A NP .
G ® Gy _g|Gk®Gk| G EIEA 1(%) (4.8)

Seja i um inteiro, 0 < i < —1. Pelo Lema 4.6 item (i), |G; ® G;| < |G @7 G| |Git1 @ G

e, dai, por (4.8), temos

-1
|Gi X Gi’ < }G?b Xz G?b‘ ‘Gi—&-l & Gi_;.l‘ e |Gl_1 X Gl_1| H sz ®Z[&] ](ﬂ) . (4.9)
G G
k=i+1 k k
Agora, fazendo ¢ = 0 na expressao acima,
I-1
IG®RG| < !G“b ®z G“b‘ |G1 ® G1]|G2 @ G| -+ |Gi1—1 @ G| H G @y a1 o\ (4.10)
b1 [Gk] (Gk>
Usando a expressao (4.9) com ¢ = 1, obtemos
-1

G ® G| < |G @2 G| 1G2 ® Gal -+ |Gia @ G| [ |G @514 I(on)
k=2 r k

Assim, de (4.10) segue a desigualdade abaixo:

-1
IGRG| < ‘Gab Xz Gab| <|G61lb Xz G(llb‘ |Gy ® Go| -+ |Gl ®Gl_1|H sz ®Z[%} ](%) > .
k=2 . k

-1

|Go ® Go| - |G1—1 ® G4 H
k=1

sz®z[c%} ](

G
Gk

-1
= |G" @ G| |G @2 G| |Ga @2 Gof* -+ |Gy @ G P [ ]

k=1

G Sag l(g)|

G
G

-1

O Cug ()

G

Realizando este processo repetidas vezes, obtemos o limite desejado. O
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O limite encontrado no teorema anterior foi melhorado quando G' é um grupo solivel de

comprimento derivado 2.

Teorema 4.8. ([22]) Seja G um grupo metabeliano finito. Entdo

G G| divide |G®®zG™||G' NG|

G/ ®ZGab I(G“b)

)

onde G' N G' € o quadrado exterior (usual) do Z-mddulo G'. Quando [G',G] = 1, temos
G ® G| < |G @z G| |G @ G™|.

Demonstragao. Primeiramente, provaremos o caso [G',G] = 1. Suponhamos G um grupo
finito tal que I(G) = 2 e [G',G] = 1. Entao, (G")*® = G', G é G'-trivial e G’ é G-trivial.
Assim, pelo Teorema 3.10, G’ ® G = (G")%® @z G = G’ ®z G®. Logo, pelo Lema 4.6 item

(ii) com i = 0, temos
IG® G| <|G” @G| |G' @ G| < |G* @2 G| |G @z G|

Agora, seja G um grupo metabeliano finito qualquer. Fazendo i = 0 no Lema 4.6, obtemos

uma sequéncia exata,
1 — [G',G¥] — 7(G,G) — 7(G®,G™) — 1,
onde [G',G¥] < 7(G, G). Assim,
7(G,G)| = |7(G®, G| |G, G¥]]. (4.11)

E claro que a correspondéncia [,9%] = [x,9%], x € G' e g € G, estende-se a um epimorfismo,
a:7(G,G) = [G',G?¥]. Como [G',G?] < 7(G,G), segue da Proposic¢ao 3.36 que [z,z%] = 1,
para todo x € G’ = [G, G|. Logo, o subgrupo S = ([z,z¥] | € G') de 7(G’, G) estéa contido
no nicleo de a. Além disso, S < 7(G,G) pois [x, 9]0 97 = [, 2¢]@) 7)Y = [z, 2#]. Dessa

forma, o induz um epimorfismo

8: —T(GS’; 9D (@6
e, assim,
6,67l = |7 (112)
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onde a = |Nuc(B)|. Agora, pelo Lema 4.5 (com i = 1 e j = 0), existe uma sequéncia exata
1 — (@, (G)] 2% (¢, @) 5 (G, G — 1,

sendo [G', (G")?] < 7(G',G) e v é o homomorfismo tal que ([x,g%])y = [z, (G'g)?], para

todos z € G’ e g € G. Temos que, S C Nuc(v') e S C [G',(G")¥], pois para x1,...,2, € G’

eey, - ,e, € {1, -1}

([x1, 2510 .. [, )77y = |24, (G'xl)ﬂel e[, (G’xn)¢]5" =[xy, G'1]* -+ - 2, G'1T" = 1

e S C[G', (G")?], pela prépria defini¢ao de S.
Com isso, segue que a sequéncia abaixo é exata:

i N\ i
[Gu(G) ] LT(G7G> L}’/‘(G/?Gab)—}l

S S
onde v e p sao os homomorfismos induzidos por inc e 7/, respectivamente. Portanto,
(G, G) o 1 any| |G (G)7]
— |= |T(G’,G b)‘ |[Im(v)| = 5 ‘T(G/,G b)] — g (4.13)
onde b =| Nuc(v) | Consideremos X = {z®y | =,y € G'}. A aplicagao,
!
91 X —T(GS: G)

r®y — Slz,y?

é consistente com as relagoes definidoras de G' ® G'. Além disso, x ® x € Nuc(#,) para todo

/ ’ YY)
xr € G'. Assim, ¢, induz um homomorfismo 0 : G'ANG" — T(GS’ G) tal que Im(6) = %
Logo,

l Y
@ nen= [0, s

onde ¢ = |Nuc(f)|. Como [(G) = 2, G’ é abeliano e, entdo, pela Proposicao 3.10, G' @ G’ =
G’ ®z G', logo, o grupo G' A G' é o quadrado exterior (usual) do Z-médulo G'. Agora, de
(4.11), (4.12), (4.13) e (4.14), temos

(4.11) ab va
7@ e = e e ¢
w12 1 | T(GG)
= - ‘T(G .G )! 5
(413) 11 ab a a G, (G)?]
= [T@ G| G| ‘T
(414 111

It ab ab ! ab / !
—— [r(G G| (@ G |16 A 6.
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ou seja, |7(G, G)| divide |[7(G™, G®)| |G’ NG| |7(G',G™)|.

Finalmente, das Proposicoes 3.22 e 3.13, obtemos

IG® G| divide |G” @z G®|G'AG'||G @pgar Ligavy| -

O

Observagao 4.9. Se G € um grupo metabeliano finito com G’ ciclico, entao G' NG’ € trivial.
G'®G

Im(v)
pelo conjunto X = {¢' ® ¢ | ¢ € G'}. Mas, notemos que dado g @ h € G' ® G', entio g e

De fato, suponhamos que G' = (x). Sabemos que G' N G' =

, onde Im(1)) € gerado

h sio da forma g = 2% e h = 2!, com k,l € Z e, dai, g @ h = 2* @ 2! = (z ® 2)¥, ou seja,

G'®@ G também € gerado por X. Portanto, G' NG’ € trivial. Assim, pelo resultado anterior,

IG® G| divide |G® @z G”||G ®@zgar Iigan)

A seguir veremos um exemplo de um grupo cuja ordem do quadrado tensorial nao abeliano

atinge o limitante superior dado no Teorema 4.8.

Exemplo 4.10. Seja G = Qg o grupo dos quatérnios. Temos [G',G] = 1, G' = Zy e
G =2 7y x Zy. Assim,

G Rz G = (Zy x Ly) @z (Zg X L)
> ((Zy X Zo) @ Zs) X ((Zg X Zy) @ Zs)
= (Lo ®z ZLs) X (Lo Rz La) X (Lo Rz L) X (Lo @z Ls)
= T X Ly X Ly X Zig;

logo, |G™ ®z G| = 2*. Além disso,

G, ®Z Gab = ZQ ®Z (ZQ X Zg) = (ZQ ®Z ZQ) X (ZQ ®Z Zg) & ZQ X ZQ7

consequentemente, |G’ ®gy, G“b| = 22, Assim, aplicando o Teorema 4.8, obtemos
‘G ® G| S |Gab ®Z Gab‘ ‘G/ ®Z Gab‘ — 2422 — 26.
Mais ainda, este limite € atingido, pois, conforme [3, Proposi¢ao 13],

Qg@@ggZQXZQXZ4XZ4.

Portanto, |Qs ® Qg| = 2221 = 26.
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Notemos que o homomorfismo A : 7(G,G) — G, definido por ([g,h?])A = g~ tg" é

sobrejetor. Dessa forma, se G é finito, entao |G’| divide |7(G, G)| . Este fato, juntamente com
o Teorema 4.8, serd usado no proximo exemplo para calcularmos o quadrado tensorial nao
abeliano de um produto semidireto de Z, pelo grupo de Klein.
Exemplo 4.11. Seja Z, = (z | z¥), com p primo diferente de 2 e K = {(a,b | a?,b%,[a,b]). A
agao de K sobre Z, ¢ dada por: 2% = 27! e 2 = z'. Com esta acdo formamos o produto
semidireto G = K x Z,. Com isso, G' = Z, e G* = K e, dai, G é solivel de comprimento
derivado 2 com Gy = G’ = Z, ciclico, donde segue, do Corolario 3.37 que 7(G,G) é solivel
de comprimento derivado igual a 1. Logo, 7(G, G) é abeliano.

Pelo Teorems 3.16, G’ @yqar Iga =2 7(G', G%®) = 7(Z,, K), onde Z, age trivialmente sobre
K e a agao de K sobre Z, é a dada anteriormente. Dessa forma, 7(Z,, K) = Z, (Exemplo
3.2). Dai, pelo Teorema 4.8, temos que |7(G, G)| divide p.2*, uma vez que G* @ G = (Z,)*

e G’ NG = 1. Agora, pelo Lema 4.6, existe uma sequéncia exata
1— G, G¥] — 7(G,G) — 7 (G, G™) — 1, (4.15)

onde [(/,G¥] < 7(G,G) e 7 (G®,G?) = G @ G*. Assim, |[G’, G¥]| divide p. Por outro
lado, p = |G’| divide |7(G, G)| donde obtemos o seguinte isomorfismo [G', G¥] = Z,,.

Portanto, de (4.15) e sabendo que 7(G,G) é abeliano, mdc(2,p) = 1, pela Proposigao
1.36, concluimos que

GoG2r(GG) 2T, x (Z,)"

Finalizamos esse trabalho com a descricao do quadrado tensorial nao abeliano de um

grupo finito G ® G, onde o subgrupo derivado G’ ¢ ciclico e mdc(|G'|, |G|) = 1.

Teorema 4.12. ([21]) Se G é um grupo finito cujo subgrupo derivado G' € ciclico e | G' | e

| G/G'" | sao relativamente primos, entdo
GRG2G X ((G/G) @z (G/G)).
Demonstracao. Usando o Lema 4.6 obtemos a seguinte sequéncia exata:

1 — [, G¥] — 7(G,G) — 7(G™, G™) — 1, (4.16)
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onde [G',G¥] < 7(G, G). Como G’ é ciclico, segue do Coroldrio 3.37 que G ® G = 7(G, G) é
soltivel de comprimento 1, consequentemente, G ® G é abeliano. Uma vez que 7(G%, G%) =
G @ G® e G™ ¢ abeliano, 7(G%, G?) =2 G @7 G®. Dessa forma, se [G', G¥] = G’ usando
a sequéncia exata dada em (4.16) e o fato que mdc(| G’ |,| G |) = 1 seguird da Proposigao

1.36 o resultado desejado. Entdo, para finalizarmos a prova vamos mostrar que [G', G¥] = G'.

A conjugacdo em G induz acoes de G sobre G/ e de G’ sobre G. Seja GY uma cépia
isomérfica de G pelo isomorfismo ¢ : G — GY e consideremos o grupo 7(G’,G) como um
subgrupo de n(G’, G). E claro que a correspondéncia [z, 9%] = [2,9%], comz € G' e g € G,
induz um epimorfismo a de 7(G’, G) sobre [G’, G¥] (< 7(G, G)). O subgrupo S = {[z,2¥] | z €
G’y é normal em 7(G',G) e estd contido no nucleo de «, ji que, em 7(G,G), tem-se que
[x,2¥] = 1, para todo = € G’, pelo Teorema 3.36. Assim, « induz um epimorfismo

7(G',G)

Bt 16,67, (4.17)

Consideremos o grupo 7(G’, G®°) onde G® é G'-trivial e a acio de G sobre G’ ¢ induzida
por G através do epimorfismo natural, isto é, ¢&'9 = ¢¢ onde ¢ € G’ e g € G. Como visto no

Teorema 3.13 o grupo G’ @ G é abeliano. Pelo Lema 4.5 existe uma sequéncia exata:
1 — [G", (G % 76, G) 2 (G, GP) — 1, (4.18)

onde [G', (G")¥] < 7(G',G) e v/ é o homomorfismo dado por ([z,g¥])y = [z, (G'g)?], para
todos z € G’ e g € G. Observemos que S C Nuc(y') e S C [G', (G')¥]. Assim, (4.18) induz a
sequencia exata abaixo:

G (@) 7(G.G)

1 ab
5 — =g 7(G',G?) — 1. (4.19)

Seja X = {r®y | x,y € G'}. Definimos a aplicacao ¢ : X — 7(G',G)/S por (x @ y)0' =
Sz, y¥]. E facil ver que essa aplicacao é consistente com as relagoes definidoras do quadrado
tensorial G’ ® G'. Logo, 0’ estende-se a um homomorfismo 6 : G' ® G' — 7(G’,G)/S. Como
r®x € Nuc(f), para todo x € G', entdo € induz um homomorfismo 6, : G'ANG’ — 7(G',G)/S
tal que Im(6,) = [G', (G")¥]/S. Agora, como G’ é ciclico, pela Observacio 4.9 G' A G’ = 1.
Assim, [G7, (G")¥]/S = 1 e, dai, por (4.19) e (4.17), existe um epimorfismo

Bi: (G, G™) — [G', G?). (4.20)
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Pelo Corolério 3.14 temos um homomorfismo
NG eG? — @ (4.21)

tal que Nuc(\) = Hi(G®, G'). E facil ver que " @ G'g = (¢ ® G'g)", para todos ¢ € &,
G'g € G® e n € N pois, como G% ¢ G'-trivial a seguinte igualdade é valida 2 ® G'g =
(c®G'9)(c® G'g) = (c® G'g)?; assim, indutivamente, obtemos a igualdade acima. Logo,
se |G'| =1, entdo (c ® G'g)! = 1 para todos ¢ € G’ e g € G. Dai, como o grupo G' @ G é
abeliano, o expoente de G’ ® G® divide | G’ | . Pelo Teorema 6.5.8 em [31], o expoente de
H, (G, G") divide | G® | . Dai, como mdc(| G’ |,| G |) = 1, segue que H,(G?, G') = 0.

Assim, A é um monomorfismo e pelo epimorfismo (4.20),
|G, G [<] (@, G |<] G (4.22)

Por outro lado, | G’ | divide | 7(G, G) |, uma vez que a aplicagao definida por [g, h¥] — [g, h]
com g, h € GG, induz um epimorfismo de 7(G, G) em G'. Agora de (4.16), temos

| 7(G.G) |=| 7(G*,.G) || [G", G*] |

Logo, | G’ | divide 7(G®, G®) || [G',G¥] | . Agora, mdc(] G’ |,| (G, G*) |) = 1 implica
que | G' | divide | [G',G?] | e, consequentemente, | G’ |<| [G',G?] | . Portanto, de (4.22),
| & =G 6T

Para finalizarmos, reparemos que como f3; é sobrejetora, entao | [G', G¥] |<| 7(G', G) |,
ou seja, | G’ |<| 7(G',G™) | . Assim, além do fato de X ser injetora temos também a sobreje-
tividade da aplicacdo A; logo 7(G’, G%) = . Portanto, de (4.20) existe um epimorfismo de
G’ em [G',G?] e, como |G'| = |[G', G¥]|, conclui-se que G’ = [G', G?].

O

Exemplo 4.13. Consideremos o grupo simétrico de ordem 6, Ss3. Sabemos que S = Zsj e

Seb = 7,: logo, pelo Teorema 4.12,
S3®53§Z3 X (Z2®ZZ2) ng XZQgZ@

Pelo exemplo anterior, S3 ® S5 é abeliano, porém é sabido que S3 nao é nilpotente; com

isso, a reciproca do Teorema 3.35 nao ¢é verdadeira.
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Exemplo 4.14. Observemos que se n é impar, o subgrupo derivado do grupo diedral Do, é

isomorfo a Z, e (Da,)® é isomorfo a Z,. Assim, aplicando o Teorema 4.12,
Dap @ Dop = Ly X (Ly @y, Lig) = Ly X Ly = Lgy,
o0 que estd de acordo com [3, Proposi¢ao 14].

Seja G um grupo nas condi¢oes do Teorema 4.12. Vimos na demonstragao desse resultado
que 7(G', G%®) = G'. Além disso, pelo Teorema 3.13, G’ @ G ¢ isomorfo a G’ @y IiGany;
logo, concluimos que G’ é isomorfo a G' @zqas [(gary. Assim, segue do Teorema 4.12 que a
ordem do quadrado tensorial nao abeliano G ® G ¢ igual a |G* ®z G™||G’ ®@zgw Iga)-
Agora, como G’ é ciclico, G’ A G’ é trivial. Portanto, podemos perceber que |G ® G| atinge

o limitante superior dado pelo Teorema 4.8.
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