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Resumo

O objetivo desta dissertação é o estudo do produto tensorial não abeliano de grupos

apresentando alguns de seus resultados importantes. Dentre esses resultados, serão abor-

dados temas de finitude, solubilidade e nilpotência do produto tensorial não abeliano de

grupos. Também serão apresentadas cotas superiores para a ordem do quadrado tensorial

não abeliano de algumas classes de grupos finitos. Uma construção de grupo relacionada

ao produto tensorial não abeliano será definida para que possamos desenvolver grande parte

deste trabalho.

Palavras-chave: Produto tensorial não abeliano, quadrado tensorial não abeliano, gru-

pos finitos, p-grupo, grupo solúvel



Abstract

The purpose of this dissertation is study the nonabelian tensor product of groups presen-

ting some of its most important results. Amongst these results it will be approached subjects

of finiteness, solubility and nilpotency of the nonabelian tensor product of groups. Also we

will present upper bounds for the order of the nonabelian tensor square of a few classes of

finite groups. A group construction related to the nonabelian tensor product will be defined

so we can develop most of this work.

Key-worlds: Nonabelian tensor product, nonabelian tensor square, finite groups, p-

group, soluble group
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X  Y X é um subconjunto próprio de Y
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H C G H é subgrupo normal de G

〈X〉 subgrupo gerado por X

G/H grupo quociente de G por H

< H >G fecho normal de H em G
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G⊗H produto tensorial não abelianos de grupos

G ∗H produto livre de grupos

gh h−1gh, conjugado de g por h

[g, h] g−1h−1gh = g−1gh, comutador de g e h

G′ [G,G], subgrupo derivado de G

Gab G/G′, abelianizado de G

Fit(G) subgrupo de Fitting de G

Frat(G) subgrupo de Frattini de G
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Índice de Notações vii

Introdução xi

1 Preliminares 1

1.1 Apresentação de Grupo . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 6
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Introdução

Sejam G e H grupos munidos com uma ação de G sobre H e de H sobre G e suponhamos

que cada um age sobre si mesmo por conjugação, isto é, para g, x ∈ G e h, y ∈ H, gx = x−1gx

e hy = y−1hy. As ações de G sobre H e de H sobre G são ditas compat́ıveis se para todos

g, g1 ∈ G e h, h1 ∈ H

g(h
g1 ) = gg

−1
1 hg1 := ((gg

−1
1 )h)g

h(g
h1 ) = hh

−1
1 gh1 := ((hh

−1
1 )g)h1 .

Quando dois grupos G e H atuam um sobre o outro compativelmente, define-se o produto

tensorial não abeliano de G e H como sendo o grupo gerado pelos śımbolos g⊗h, com g ∈ G

e h ∈ H, sujeito às condições:

gg1 ⊗ h = (gg1 ⊗ hg1)(g1 ⊗ h),

g ⊗ hh1 = (g ⊗ h1)(gh1 ⊗ hh1),

para todos g, g1 ∈ G e h, h1 ∈ H. Indicaremos tal grupo por G⊗H. A ação por conjugação

de um grupo G sobre si mesmo verifica as condições de compatibilidade dada acima; dessa

forma, o quadrado tensorial não abeliano G⊗G de um grupo G sempre é definido.

Um importante grupo neste trabalho é definido como segue: Sejam G e H dois grupos

agindo compativelmente um sobre o outro e Hϕ uma cópia de H, isomorfo por ϕ : H → Hϕ

tal que h 7→ hϕ, para todo h ∈ H. Então, definimos o grupo

η(G,H) := 〈G,Hϕ | [g, hϕ]g1 = [gg1 , (hg1)ϕ], [g, hϕ]h
ϕ
1 = [gh1 , (hh1)ϕ], ∀g, g1 ∈ G e h, h1 ∈ H〉.

Com isso queremos dizer que η(G,H) =
G ∗Hϕ

〈R〉G∗Hϕ , onde G ∗H denota o produto livre de G
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e H e

R = {[g, hϕ]g1 [gg1 , (hg1)ϕ]−1, [g, hϕ]h
ϕ
1 [gh1 , (hh1)ϕ]−1 | g, g1 ∈ G, h, h1 ∈ H}.

Agora, quando G = H e as ações são por conjugação, η(G,G) é o grupo

ν(G) := 〈G,Gϕ | [g1, g
ϕ
2 ]g3 = [gg31 , (g

g3
2 )ϕ] = [g1, g

ϕ
2 ]g

ϕ
3 , ∀g1, g2, g3 ∈ G〉,

o qual foi definido por N. Rocco [26]. Neste mesmo trabalho ele prova a existência de um

isomorfismo entre o subgrupo comutador [G,Gϕ] de ν(G) e o quadrado tensorial não abeliano

G⊗G.

Conforme [17], a definição do produto tensorial não abeliano de grupos como descrito

acima é atribúıdo a R. Brown e J. L. Loday pelos trabalhos [[4], [5]]. Entretanto, algumas

ideias já se encontravam no trabalho de Whitehead [34] e a essência do quadrado tensorial

não abeliano de grupo aparece no trabalho [6] de K. Dennis, cuja base são as ideias de C.

Miller [18].

Devido à importância topológica do produto tensorial não abeliano de grupos mostrada

por Brown e Loday em [[4], [5]], este assunto vem sendo muito estudado. Grande atenção tem

sido dada às propriedades gerais do produto tensorial não abeliano. Já em diversos outros

trabalhos encontram-se descrições expĺıcitas do quadrado tensorial não abeliano para grupos

particulares, por exemplo, grupos nilpotentes de classe 2, grupos metaćıclicos e grupos line-

ares. Nestas descrições, uma ferramenta frequentemente utilizada é o sistema computacional

GAP - Groups, Algorithms, and Programming.

Nos parágrafos seguintes daremos um resumo dos caṕıtulos que compõem esta dissertação.

O primeiro caṕıtulo é dedicado aos conceitos e resultados da Teoria de Grupos e da Teoria

de Módulos necessários ao desenvolvimento dos caṕıtulos seguintes.

No Caṕıtulo 2 apresentamos um estudo introdutório da homologia de grupos com um

caráter algébrico. Na primeira seção definimos o anel de grupo ZG para que possamos

apresentar o conceito de ideal de aumento e, em seguida, ver alguns resultados relacionados

com tal ideal. Na próxima seção, começamos construindo a chamada Resolução de Gruenberg

que permite definirmos o primeiro e segundo grupos de homologia de G com coeficientes em

M, sendo G um grupo e M um ZG-módulo à direita.
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Introduzimos o conceito de produto tensorial não abeliano de grupos na primeira seção do

Caṕıtulo 3, bem como alguns de seus resultados preliminares. Um breve estudo do quadrado

tensorial não abeliano de grupo é feito na segunda seção. Na terceira seção definimos o grupo

η(G,H) e apresentamos diversos resultados relacionados a este grupo. Um desses resultados

fornece um isomorfismo entre o subgrupo normal [G,Hϕ] de η(G,H) e o produto tensorial não

abelianoG⊗H. A finitude do produto tensorial não abeliano de grupos finitos foi um problema

muito estudado; teve ińıcio com Brown e Loday que estabeleceram a finitude do quadrado

tensorial não abeliano de um grupo finito. Posteriormente, G. Ellis em [9] generalizou para

o produto tensorial não abeliano de grupos finitos, fazendo uso de argumentos de homologia

de grupos. Por muitos anos tentou-se demonstrar este fato utilizando apenas ferramentas da

Teoria de Grupos e, em 2010, V. Z. Thomas encontrou a solução para o problema e é com

esse resultado que terminamos a Seção 3. A última seção tem por objetivo fornecer uma

descrição das séries central inferior e derivada de G⊗H. Para tal descrição usamos o fato de

que o produto tensorial não abeliano G⊗H pode ser visto como um subgrupo comutador de

η(G,H), resultado dado na Seção 3 deste caṕıtulo.

A descoberta de limitantes para G ⊗ G abre portas para a determinação de diver-

sos quadrados tensoriais não abelianos de grupo com a ajuda de computadores. Em [3]

determinou-se G ⊗ G para todos os grupos de ordem até no máximo 30. Já em 1995 El-

lis e Leonard [8] forneceram um algoritmo computacional capaz de determinar o quadrado

tensorial não abeliano de alguns grupos maiores. No último caṕıtulo dessa dissertação apre-

sentamos alguns limitantes para a ordem do quadrado tensorial não abeliano de certas classes

de grupos finitos. A primeira classe de grupos estudada é a dos p-grupos finitos. O resultado

que mostra o limitante para tal classe foi provado em [13] por S. H. Safari, cujo enunciado é:

Teorema 0.1. (S.H. Jafari, [13]) Seja G um p-grupo finito d-gerado de ordem pn com G/G′

de ordem pm e expoente pe. Então,

|G⊗G| ≤ p(n−e)d+m. (1)

Na seção seguinte a classe de grupos estudada foi a de grupos solúveis finitos, nesse sentido

obtém-se:
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Teorema 0.2. ([22]) Se G é um grupo solúvel finito de comprimento derivado l, então,

|G⊗G| ≤
∣∣Gab ⊗Z Gab

∣∣ l−1∏
i=1

(∣∣Gab
i ⊗Z Gab

i

∣∣2i−1

·
∣∣∣∣Gab

i ⊗Z
[
G
Gi

] I( G
Gi

)∣∣∣∣)

·
l−2∏
i=1

l−1∏
k=i+1

∣∣∣∣Gab
k ⊗Z

[
Gi
Gk

] I( Gi
Gk

)∣∣∣∣2i−1

.

Em seguida apresentamos o limitante que melhora o obtido no resultado anterior, quando

G é um grupo solúvel de comprimento derivado 2, ou seja, um grupo metabeliano finito.

Teorema 0.3. ([22]) Seja G um grupo metabeliano finito. Então

|G⊗G| divide
∣∣Gab ⊗Z Gab

∣∣ |G′ ∧G′| ∣∣∣G′ ⊗ZGab I(Gab)∣∣∣ ,
onde G′ ∧G′ é o quadrado exterior (usual) do Z-módulo G′. Quando [G′, G] = 1, temos

|G⊗G| ≤
∣∣Gab ⊗Z Gab

∣∣ ∣∣G′ ⊗Z Gab
∣∣ .

Logo a seguir faremos um exemplo onde o limitante do Teorema 0.3 é atingido. Noutro

exemplo, o limitante fornecido no Teorema 0.3 permite que se calcule o quadrado tensorial

não abeliano de um produto semidireto de Zp pelo grupo de Klein. Para finalizar nosso

trabalho o seguinte isomorfismo é provado:

Teorema 0.4. ([21]) Se G é um grupo finito cujo subgrupo derivado G′ é ćıclico e | G′ | e

| G/G′ | são relativamente primos, então

G⊗G ∼= G′ × ((G/G′)⊗Z (G/G′)).



Caṕıtulo 1

Preliminares

Este primeiro caṕıtulo tem por objetivo apresentar os conceitos e resultados da Teoria

dos Grupos e da Teoria de Módulos que serão utilizados neste trabalho. Assumiremos que

o leitor esteja familiarizado com aqueles conceitos e resultados que usualmente aparecem em

um primeiro curso de Teoria dos Grupos e Teoria dos Anéis. Iniciaremos o texto fixando

notações e terminologias.

Sejam G um grupo multiplicativo e H um subconjunto não vazio de G. Escreveremos

H ≤ G se H for um subgrupo de G e H C G se H for um subgrupo normal de G. Se H

for um subgrupo próprio de G, indicaremos isso por H < G. O elemento neutro de G e o

subgrupo que contém apenas a identidade serão indicados por 1. Caso estejamos trabalhando

com um grupo abeliano, onde a operação é de adição, passaremos a denotar o seu elemento

neutro por 0.

Se G é um grupo e X um subconjunto não vazio de G, escreveremos 〈X〉 para denotar o

subgrupo de G gerado por X e XG para indicar o fecho normal de X em G, o qual é definido

como sendo o menor subgrupo normal de G contendo X. Outro subgrupo importante de G

é o chamado centro de G indicado por Z(G).

Se ϕ : X → Y é uma aplicação do conjunto X no conjunto Y, escreveremos (x)ϕ para a

imagem do elemento x de X por ϕ, ou seja, as funções serão aplicadas à direita. Se A é um

subconjunto não vazio de X, então, (A)ϕ = {(a)ϕ | a ∈ A}.

Um homomorfismo injetor é chamado de monomorfismo, um homomorfismo sobrejetor

de epimorfismo e um isomorfismo de um grupo G nele mesmo de automorfismo de G.

Muitos resultados deste caṕıtulo terão suas demonstrações omitidas, porém teremos o

cuidado de fornecer sempre uma referência, onde tais provas podem ser encontradas pelo
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leitor.

Sejam G um grupo e g e h elementos desse grupo. O conjugado de g por h é definido como

sendo o elemento gh := h−1gh e o comutador de g e h (nesta ordem) é o elemento [g, h] :=

g−1h−1gh = g−1gh. Sejam g1, g2, · · · , gn ∈ G. Definimos, recursivamente, o comutador simples

de peso n ≥ 2 por

[g1, . . . , gn] := [[g1, . . . , gn−1], gn] e [g1] := g1.

Usaremos, também, a notação [g,n h] para indicar [g, h, · · · , h︸ ︷︷ ︸
n

]. A seguir, listaremos algumas

propriedades básicas de comutadores.

Proposição 1.1. ([23], pág. 123) Para x, y e z elementos de um grupo, valem:

(i) [x, y] = [y, x]−1;

(ii) [xy, z] = [x, z]y[y, z] e [x, yz] = [x, z][x, y]z;

(iii) [x, y−1] = ([x, y]y
−1

)−1 e [x−1, y] = ([x, y]x
−1

)−1;

(iv) (Identidade de Hall-Witt) [x, y−1, z]y[y, z−1, x]z[z, x−1, y]x = 1.

Sejam X1, X2, . . . , Xn subconjuntos não vazios de um grupo G. Definimos o subgrupo

comutador de X1 e X2 por [X1, X2] = 〈[x1, x2] | x1 ∈ X1 e x2 ∈ X2〉. Em geral, para n ≥ 2,

[X1, . . . , Xn] = [[X1, . . . , Xn−1], Xn]. Reparemos que [X1, X2] = [X2, X1], pelo item (i) da

proposição anterior. É usual escrevermos [X,n Y ] para o subgrupo [X, Y, . . . , Y︸ ︷︷ ︸
n

]. Além disso,

definamos XY por XY = 〈xy | x ∈ X e y ∈ Y 〉. Agora, listaremos propriedades de subgrupos

comutadores que serão usadas com frequência neste trabalho.

Proposição 1.2. ([23], pág. 124) Sejam G um grupo, H,K subgrupos de G e X, Y subcon-

juntos de G. Então,

(i) [H,K] C 〈H,K〉;

(ii) Se K = 〈Y 〉, então [X,K] = [X, Y ]K ;

(iii) Se H = 〈X〉 e K = 〈Y 〉, então [H,K] = [X, Y ]HK .
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O conjunto de todos os automorfismos de um grupo G possui uma estrutura de grupo com

a operação de composição de funções. A este grupo dá-se o nome de grupo de automorfismos

de G que será indicado por Aut(G). Se H é um subgrupo de G, dizemos que ele é um subgrupo

caracteŕıstico de G, e denotamos isso por H char G, se (H)ϕ ≤ H, para todo ϕ ∈ Aut(G).

Proposição 1.3. ([28], pág. 104 e [25], pág. 12)

(a) Sejam H e K subgrupos de um grupo G com H ≤ K. Então,

(i) Se H char G, então H é normal em G;

(ii) Se H char K e K char G, então H char G;

(iii) Se H char K e K �G, então H é normal em G;

(b) Se H e K são subgrupos caracteŕısticos de G, então [H,K] é um subgrupo caracteŕıstico

de G.

Definição 1.4. Um grupo G é dito solúvel se existe uma série

1 = G(0) / G(1) / · · · / G(n) = G

tal que cada subgrupo G(i) é normal em G(i+1) e o grupo quociente G(i+1)/G(i) é abeliano,

para todo i = 0, . . . , n − 1. Uma série de subgrupos de G com esta propriedade chama-se

série abeliana de G. Se G é um grupo solúvel, o comprimento da menor série abeliana de G

é chamado comprimento derivado de G. Dessa forma, G tem comprimento derivado 0 se, e

somente se, possui ordem 1. Já os grupos solúveis com comprimento derivado igual a 1 são

os grupos abelianos não triviais. O grupo solúvel com comprimento derivado 2 é dito ser

metabeliano.

Exemplo 1.5. 1) O grupo simétrico S3 é solúvel pois 1 � A3 � S3 é uma série abeliana de

S3 e seu comprimento derivado é 2 já que S3 não é abeliano.

Seja G um grupo. O subgrupo comutador [G,G] é denotado por G′ e o chamamos de

subgrupo derivado de G. O grupo quociente G/G′ é o maior grupo quociente abeliano de G.

A este grupo de fundamental importância dá-se o nome de abelianizado de G, cuja notação

é Gab.
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Para todo inteiro n ≥ 0, definamos

G0 = G, G1 = [G,G] e para todo i ≥ 1, Gi = [Gi−1, Gi−1].

É fácil ver que Gi char G e Gi−1/Gi é abeliano, para todo i ≥ 1. A série de subgrupos

G = G0 ≥ G1 ≥ G2 ≥ . . . ≥ Gi ≥ . . .

é chamada de série derivada de G. Se existe um inteiro positivo k tal que Gk−1 6= Gk = 1,

então o grupo é solúvel de comprimento derivado k (Veja [23], pág. 124). Caso G seja solúvel,

indicaremos o seu comprimento derivado por l(G).

Definição 1.6. Dizemos que um grupo G é nilpotente se possui uma série central, isto é,

uma série normal

1 = G(0) / G(1) / · · · / G(n) = G

tal que o quociente grupo G(i+1)/G(i) está contido no centro de G/G(i), para todo i =

0, 1, . . . , n− 1.

Se G é um grupo nilpotente, o comprimento da menor série central de G é chamado classe

de nilpotência de G. Um grupo nilpotente de classe 0 tem ordem 1, enquanto os grupos de

classe 1 são os grupos abelianos não triviais. Da definição, podemos ver que todo grupo

nilpotente é solúvel. Porém, um exemplo de um grupo solúvel mas não nilpotente é o grupo

simétrico S3, uma vez que seu centro é trivial.

A seguir estão listadas algumas propriedades básicas dos grupos nilpotentes:

Proposição 1.7. ([23], pág. 122 e 130)

1) Seja G um grupo nilpotente de classe c. Então, todo subgrupo e grupo quociente de G

são nilpotentes e suas classes de nilpotência são no máximo c;

2) Um produto direto de um número finito de grupos nilpotentes é nilpotente;

3) Todo p-grupo finito é nilpotente;

4) Um grupo finito G é nilpotente se, e somente se, ele é o produto direto de seus subgrupos

de Sylow.
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A seguir, construiremos uma nova série que auxiliará no estudo de grupos nilpotentes.

Indutivamente, definimos os seguintes subgrupos de um dado grupo G :

γ1(G) = G, γ2(G) = [G,G] = G′ e γn+1(G) = [γn(G), G], para todo n ≥ 2.

Cada subgrupo definido acima é caracteŕıstico em G; logo, é normal em G. Além disso, se

K C G e K ≤ H ≤ G, então [H,G] ≤ K se, e somente se, H/K ≤ Z(G/K). Dessa

forma, [γn(G), G] = γn+1(G) implica que γn(G)/γn+1(G) ≤ Z(G/γn+1(G)), para todo n ≥ 1.

Portanto, a série

G = γ1(G) ≥ γ2(G) ≥ · · · ≥ γn(G) ≥ · · ·

é uma série central em G, que chamaremos de série central inferior de G.

Observemos que a série central inferior pode não alcançar o subgrupo 1.

Proposição 1.8. ([23], pág. 125) Seja 1 = G(0) C G(1) C · · · C G(n) = G uma série central

de um grupo nilpotente G. Então,

(i) γi(G) ≤ G(n−i+1) e, assim, γn+1(G) = 1;

(ii) A classe de nilpotência de G é o menor inteiro n tal que γn+1(G) = 1.

Mais algumas propriedades referentes a grupos nilpotentes seguem abaixo:

Proposição 1.9. ([28], pág. 116-117 e [23], pág. 129-130) Seja G um grupo nilpotente.

Então,

1) Todo subgrupo maximal de G é normal em G;

2) O grupo G satisfaz a condição normalizadora, isto é, se H < G, então H < NG(H);

3) Se 1 6= N C G, então N ∩ Z(G) 6= 1;

4) Todo subgrupo normal minimal de G está contido no centro de G.
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1.1 Apresentação de Grupo

Nesta seção iremos introduzir o conceito de grupo livre, bem como a definição e alguns

resultados de apresentação de um grupo, os quais serão fundamentais para o desenvolvimento

de todo nosso trabalho.

Definição 1.10. Um grupo F é dito livre sobre um subconjunto X ⊆ F se, para qualquer

grupo G e qualquer função θ : X → G, existe um único homomorfismo θ′ : F → G tal que

(x)θ′ = (x)θ, para todo x ∈ X. Dizer que a igualdade (x)θ′ = (x)θ ocorre, para todo x ∈ X é

equivalente a dizer que θ′ estende θ, ou ainda que o diagrama abaixo comuta, onde i : X → F

denota a aplicação inclusão de X em F,

X

θ
��

i // F

θ′~~
G

,

ou seja, iθ′ = θ.

Substituindo a palavra ”grupo” por ”grupo abeliano” na definição acima em todos os

lugares em que ela aparece, obtemos o conceito de grupo abeliano livre.

Se F é livre sobre um conjunto X, então F é gerado por X. Podemos definir o posto de

um grupo livre sobre um conjunto X como sendo a cardinalidade de X, em vista que, dados

dois grupos livres F1 e F2 sobre os conjuntos X1 e X2, respectivamente, então, F1 e F2 são

isomorfos se, e somente se, os conjuntos X1 e X2 possuem a mesma cardinalidade (Veja [15]

pág. 3).

O teorema abaixo responde se um subgrupo de um grupo livre é também livre.

Teorema 1.11. (Nielsen-Schreier, cf. [15], pág. 22-23) Todo subgrupo de um grupo livre é

livre. Além disso, se F é um grupo livre de posto finito r e H um subgrupo de F de ı́ndice

finito g, então o posto de H é igual a (r − 1)g + 1.

Proposição 1.12. ([15], pág. 7) Todo grupo é imagem homomórfica de algum grupo livre.
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Sejam G um grupo e φ : F → G um epimorfismo de um grupo livre F = F (X) sobre G.

Então, G ∼= F/N onde N denota o núcleo de φ. Agora, seja R um subconjunto de F que gera

N como um subgrupo normal de F, ou seja, 〈R〉F = N. Reparemos que X e R determinam

o grupo G a menos de isomorfismos. Assim, escrevemos G = 〈X | R〉 e chamamos este par

uma apresentação livre do grupo G; em muitas situações, diremos apenas uma apresentação

de G. Se X e R são finitos, onde G = 〈X | R〉 é uma apresentação de G, então diremos

que G é finitamente apresentado. Os elementos do conjunto X são chamados de geradores

e os de R relatores. É comum escrevermos G = 〈x1, . . . , xn | r1 = 1, . . . , rm = 1〉, quando

X = {x1, . . . , xn} e R = {r1, . . . , rm}. Neste caso, chamamos ri = 1, 1 ≤ i ≤ m, de relações

definidoras para G.

Exemplo 1.13. 1) O grupo diedral de ordem 2n , D2n, possui apresentação

D2n
∼= 〈x, y | x2 = 1, yn = 1, yx = y−1〉.

2) O grupo dos quatérnios de ordem 8, Q8, tem uma apresentação dada por

Q8
∼= 〈x, y | x4 = 1, x2 = y2, xy = x−1〉.

Proposição 1.14. ([15], pág. 27) Se G,H,K são grupos, α : G → H um epimorfismo e

β : G → K um homomorfismo tais que Nuc(α) ⊆ Nuc(β), então existe um homomorfismo

γ : H → K tal que αγ = β.

Nuc(β)
##

##

H

γ

��

G

α
?? ??

β

��
Nuc(α)
OO

OO

;;

;;

K

O resultado que apresentaremos a seguir é conhecido como Teste da Substituição. É

um resultado de grande importância em Teoria dos Grupos pois, se G = 〈X | R〉 e H são

grupos, ele fornece uma condição para que uma aplicação θ : X → H se estenda para um

homomorfismo θ′ : G→ H.

Teorema 1.15. ([15], pág. 29) Sejam G um grupo com apresentação 〈X | R〉, H um grupo

e θ : X → H um aplicação. Então, θ se estende a um homomorfismo θ′ : G → H se, e
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somente se, θ é consistente com todas as relações definidoras para G, i.é, se para todo x ∈ X

e todo r ∈ R, o resultado da substituição de x por (x)θ em R dá a identidade de H.

Se conhecermos as apresentações para os grupos, digamos G e H, então é sabido a apre-

sentação para o produto direto G×H, conforme resultado a seguir.

Proposição 1.16. ([15]), pág. 45) Dados dois grupos G e H, cujas apresentações são

G = 〈X | R〉 e H = 〈Y | S〉, respectivamente, então o produto direto G×H possui a seguinte

apresentação 〈X, Y | R, S, [X, Y ]〉, onde aqui [X, Y ] denota o conjunto dos comutadores

{x−1y−1xy | x ∈ X e y ∈ Y }.

Definição 1.17. Sejam G = 〈X | R〉 e H = 〈Y | S〉 duas apresentações. O grupo

〈X, Y | R, S〉 é chamado produto livre de G e H e denotado por G ∗H.

O subgrupo comutador [G,H] do produto livre G ∗H tem a seguinte propriedade:

Proposição 1.18. ([23], pág. 167) Seja G ∗ H o produto livre de dois grupos não triviais.

Então, o subgrupo comutador [G,H] de G∗H é normal. Além disso, [G,H] é um grupo livre

sobre o conjunto X = {[g, h] | g ∈ G, h ∈ H, g, h 6= 1}.

1.2 Módulos

Uma generalização da noção de espaço vetorial é a noção de A-módulo, onde A é um anel.

Observemos que neste trabalho todos os anéis serão com identidade, além disso, nesta seção,

A sempre denotará um anel.

Dados um anel A e um grupo abeliano M, uma aplicação f : M×A→M é chamada mul-

tiplicação por escalar à direita. Se a ∈ A e m ∈ M, é comum denotar (m, a)f simplesmente

por m · a.

Definição 1.19. Seja A um anel. Um A-módulo à direita é um grupo abeliano junto com

uma multiplicação por escalar à direita f : M ×A→M que satisfaz as seguintes condições:

(i) m · (a+ b) = m · a+m · b
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(ii) (m+ n) · a = m · a+ n · a

(iii) m · (ab) = (m · a) · b

(iv) m · 1A = m,

para todos a, b ∈ A e m,n ∈M.

A-módulos à esquerda são definidos simetricamentes. Em muitas situações, escreveremos

MA (respectivamente, AM) para dizer que M é um A-módulo à direita (respectivamente, à

esquerda).

Observamos que, em muitas situações, dada uma multiplicação por escalar à direita (à

esquerda) escreveremos simplesmente ma (am) ao invés de m · a (a ·m).

Exemplo 1.20. 1) Todo anel A é um A-módulo à direita (e à esquerda) com a multiplicação

por escalar definida pela multiplicação de A.

2) Todo grupo abeliano (G,+) é um Z-módulo à direita (e à esquerda) com a multiplicação

por escalar definida da seguinte forma: gn =



g + . . .+ g︸ ︷︷ ︸
n vezes

, se n > 0

0 se n = 0

(−g) + . . .+ (−g)︸ ︷︷ ︸
-n vezes

se n < 0.

Observamos que se A é um anel comutativo e M é um A-módulo à direita, então M pode

ser visto também como um A-módulo à esquerda definindo am = ma, para todos a ∈ A e

m ∈M.

Neste caṕıtulo, a palavra “A-módulo” significará “A-módulo à direita” e todas as de-

finições e resultados envolvendo A-módulos podem ser adaptadas para A-módulos à esquerda.

Definição 1.21. Seja M um A-módulo. Um subconjunto N de M é um submódulo de M

se N é não vazio e satisfaz as seguintes condições:

(i) m+ n ∈ N

(ii) na ∈ N
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para todos m,n ∈ N e a ∈ A.

Exemplo 1.22. 1) Se A é um anel, visto como A-módulo, então os A-submódulos de A são

os ideais à direita.

2) Se (G,+) é um grupo abeliano, visto como Z-módulo, então os Z-submódulos de G são os

subgrupos de G.

3) Sejam M um A-módulo e X ⊆ M um subconjunto não vazio. Denotaremos por 〈X〉

ou por XA a interseção de todos os submódulos de M que contém X. Então, 〈X〉 é um

submódulo de M que contém X chamado submódulo gerado por X. Não é dif́ıcil mostrar que

〈X〉 =

{
n∑
i=1

xiai | n ∈ N∗, xi ∈ X e ai ∈ A, i = 1, . . . , n

}
.

Se N é um submódulo de um A-módulo M, em particular, N é um subgrupo de M e

M

N
= {m+N | m ∈M}

é um grupo abeliano. Definindo uma multiplicação por escalar em M/N por elementos de A

da seguinte forma:

(m+N)a = ma+N, ∀m ∈M e ∀a ∈ A,

temos que esta aplicação independe da escolha do representante da classe. De fato,

m+N = m′ +N ⇒ m−m′ ∈ N ⇒ (m−m′)a ∈ N ⇒ ma+N = m′a+N.

É fácil verificar que (M/N,+) com a multiplicação por escalar definida acima é um A-módulo,

chamado módulo quociente de M por N .

Definição 1.23. Sejam M e N A-módulos. Um A-homomorfismo de M em N é uma

aplicação f : M → N tal que

(i) (m+ n)f = (m)f + (n)f

(ii) (ma)f = (m)fa

para todos m,n ∈M e a ∈ A.

Neste texto, A-homomorfismos também serão chamados de homomorfismos de A-módulos.

Observemos que seA for o anel dos inteiros Z, então um Z-homomorfismo é um homomorfismo

de grupos abelianos.
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Exemplo 1.24. Seja N um submódulo de um A-módulo M. A aplicação π : M → M/N

dada por m 7→ m+N é um A-homomorfismo sobrejetor chamado A-homomorfismo canônico

de M em M/N .

Sejam M e N A-módulos. Dizemos que f : M → N é um A-isomorfismo se f é um

A-homomorfismo bijetor. Neste caso, M e N são ditos A-isomorfos, denotado por M ∼= N .

Seja f : M → N um homomorfismo de A-módulos. Definimos o núcleo de f e a imagem

de f , respectivamente, por

Nuc(f) := {m ∈M | (m)f = 0} e Im(f) := {(m)f | m ∈M}.

É fácil verificar que o núcleo e a imagem de f são submódulos de M e N, respectivamente.

Além disso, um A-homomorfismo f é injetor se, e somente se, Nuc(f) = {0M}.

Proposição 1.25. Se f : M → N é um homomorfismo de A-módulos e K um submódulo

de M tal que K ⊆ Nuc(f), então f induz um A-homomorfismo f̃ :
M

K
→ N definido por

(m+K)f̃ = (m)f, para todo m ∈M.

Demonstração. Temos que a aplicação f̃ :
M

K
→ N definida pot (m + K)f̃ = (m)f, para

todo m ∈M está bem definida, pois

m1 +K = m2 +K ⇒ m1 −m2 ∈ K ⊆ Nuc(f)⇒ (m1 −m2)f = 0⇒ (m1)f = (m2)f

⇒ (m1 +K)f̃ = (m2 +K)f̃ .

Além disso, facilmente verifica-se que f̃ é um A-homomorfismo.

2

1.2.1 Somas Diretas e Módulos Livres

Nesta seção definiremos soma direta interna, soma direta externa de módulos e módulo

livre.

Seja {Mi}i∈I uma famı́lia de A-módulos, indexada pelo conjunto I. Denotemos por∏
i∈IMi o conjunto de todas as aplicações f : I →

⋃
i∈IMi tais que (i)f ∈ Mi, para todo
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i ∈ I. Dado x ∈ Πi∈IMi, escrevemos xi = (i)x para todo i ∈ I e chamaremos xi de i-ésima

componente de x. Quando I = {1, 2, . . . , n} escreveremos x na forma x = (x1, . . . , xn). No-

temos que dois elementos x e y do produto de Πi∈IMi são iguais se, e somente se, a i -ésima

componente de x é igual a i -ésima componente de y, para todo i ∈ I.

Definimos as operações de adição e multiplicação por escalar em Πi∈IMi da seguinte

forma: se x, y ∈ Πi∈IMi e a ∈ A, então

x+ y : I →
⋃
i∈I
Mi e xa : I →

⋃
i∈I
Mi

i 7→ xi + yi i 7→ xia,

ou seja, (x+ y)i = xi + yi e (xa)i = xia, para todo i ∈ I.

O conjunto Πi∈IMi munido das operações acima é um A-módulo, chamado produto direto

da famı́lia {Mi}i∈I .

Seja
•⊕
i∈I
Mi o subconjunto de Πi∈IMi constitúıdo de todos os elementos x tais que o

conjunto {i ∈ I | xi 6= 0} é finito. É fácil verificar que
•⊕
i∈I
Mi é um A-submódulo de Πi∈IMi,

chamado soma direta externa da famı́lia {Mi}i∈I . Notemos que, quando I é finito, vale a

igualdade abaixo: ∏
i∈I

Mi =
•⊕
i∈I

Mi.

Seja {Mi}i∈I uma famı́lia não vazia de submódulos de um A-módulo M. Então,∑
i∈I

Mi =

{
n∑
k=1

mik | n ∈ N∗, ik ∈ I,mik ∈Mik ,∀k ∈ {1, . . . , n}

}
é um submódulo de M, chamado de soma dos submódulos Mi, i ∈ I.

Um A-módulo M é a soma direta interna de uma famı́lia {Mi}i∈I de submódulos se todo

elemento de M se escreve, de forma única, como soma de elementos dos submódulos Mi.

Porém, existem outras caracterizações para tal conceito, como veremos a seguir.

Proposição 1.26. ([27], pág. 34-37) Seja {Mi}i∈I uma famı́lia de submódulos de um A-

módulo M. As seguintes condições são equivalentes:

(i) Cada elemento m ∈M se escreve de modo único na forma m =
∑

i∈I mi, onde mi ∈Mi,

para todo i ∈ I e {i ∈ I | mi 6= 0} é finito;
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(ii) M =
∑

i∈IMi e se
∑

i∈I mi = 0, com mi ∈Mi para todo i ∈ I, então mi = 0, para todo

i ∈ I;

(iii) M =
∑

i∈IMi e, para todo k ∈ I, temos Mk ∩

∑
i∈I
i 6=k

Mi

 = {0}.

Com isso, temos a seguinte definição: seja {Mi}i∈I uma famı́lia de submódulos de um

A-módulo M. Diremos que M é a soma direta interna dessa famı́lia quando alguma condição

da proposição acima é satisfeita. Neste caso, escreveremos M =
⊕
i∈I

Mi.

Um importante tipo de módulo que utilizaremos no Caṕıtulo 2 será definido abaixo. Para

apresentar tal definição vejamos a seguir o conceito de base para um A-módulo.

Definição 1.27. Sejam M um A-módulo e {xi}i∈I uma famı́lia de elementos de M. Dizemos

que {xi}i∈I é uma base para M se cada elemento x de M se escreve de forma única como∑
i∈I

xiai, onde cada ai é um elemento de A e ai = 0, exceto para um número finito de elementos

i ∈ I.

É fácil verificar que X é uma base para um A-módulo M, se X satisfaz as seguintes duas

condições:

(i) X gera M ;

(ii) se y1, . . . , yk ∈ X e a1, . . . , ak ∈ A são tais que
∑
i∈I

yiai = 0, então ai = 0, para todo i.

Definição 1.28. Um A-módulo M é dito ser um A-módulo livre se ele possui uma base.

Exemplo 1.29. 1) Todo espaço vetorial sobre um corpo K é um K-módulo livre.

2) Consideremos A um anel e S = 1. Então, A é um A-módulo livre sobre S. E mais, todo

conjunto de AA com mais de um elemento não pode ser base para AA. Por exemplo,

suponhamos que X ⊆ A tenha mais de um elemento. Então, dados a1, a2 ∈ X, temos

que a2a1 + (−a1)a2 = 0 e −a1, a2 são elementos de A não ambos nulos.

Um A-módulo livre pode ser identificado com uma soma direta. Veja o resultado abaixo:

Proposição 1.30. ([30], pág. 22-23) Se M é um A-módulo livre sobre X, então M =
⊕
x∈X

xA.
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Da definição de soma direta, segue que vale a rećıproca do resultado anterior, ou seja, se

M é um A-módulo e X um subconjunto de M tal que M =
⊕
x∈X

xA, então M é um A-módulo

livre sobre X.

A seguir veremos uma outra caracterização de módulos livres.

Proposição 1.31. ([30], pág. 23 e [11], pág. 158) Sejam M um A-módulo e X um sub-

conjunto não vazio de M. Então, M é um A-módulo livre sobre X se, e somente se, para

todo A-módulo N e toda função f : X → N sempre é posśıvel estender f a um único A-

homomorfismo f̃ : M → N, ou seja, existe um único A-homomorfismo f̃ : M → N que,

quando restringido a X, coincide com f.

1.2.2 Produto Tensorial de Módulos

Nesta subseção veremos o conceito de produto tensorial de módulos e alguns resultados

que serão importantes neste trabalho. Para mais detalhes veja [29].

Sejam A um anel, MA um A-módulo à direita, AN um A-módulo à esquerda e G um

grupo abeliano (aditivo). Diremos que uma aplicação f : M ×N → G é A-biaditiva se, para

todos m,m′ ∈M, n, n′ ∈ N e a ∈ A, tivermos

(m+m′, n)f = (m,n)f + (m′, n)f,

(m,n+ n′)f = (m,n)f + (m,n′)f,

(ma, n)f = (m, an)f.

Caso A seja um anel comutativo e M,N e S A-módulos, então uma função f : M ×N → S

é dita ser A-bilinear se f for A-biaditiva e satisfazer a seguinte condição:

(ma, n)f = (m, an)f = a(m,n)f.

Reparemos que, como neste caso, (m,n)f pertence a um A-módulo, a(m,n)f faz sentido.

Observemos que, se f : M ×N → G é uma aplicação A-biaditiva, então

(0M , n)f = (0M + 0M , n)f = (0M , n)f + (0M , n)f,
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para todos m ∈ M e n ∈ N ; logo (0M , n)f = 0G. Analogamente, mostra-se que (m, 0N)f =

0G, assim (0M , n)f = (m, 0N)f = 0G. Outra propriedade básica é

(−m,n)f = (m,−n)f = −(m,n)f,

pois (m,−n)f + (m,n)f = (m,−n+ n)f = (m, 0N)f = 0G, para todos m ∈M e n ∈ N. De

forma análoga, verifica-se a outra igualdade.

Exemplo 1.32. 1) Seja A é um anel, é fácil ver que a aplicação f : A×A→ A definida por

(a, a′) 7→ aa′ é A-biaditiva.

2) Sejam A um anel comutativo, M e N A-módulos. Então,

HomA(M,N) = {f : M → N | f é A-homomorfismo}

é um grupo abeliano com a operação dada por: se f, g ∈ HomA(M,N), f + g é a aplicação

de M em N definida por (m)(f + g) = (m)f + (m)g. Definindo a multiplicação por escalar,

A×HomA(M,N) −→ HomA(M,N)

(a, f) 7−→ af : M −→ N

m 7−→ (am)f

não é dif́ıcil ver que HomA(M,N) é um A-módulo. A aplicação

ε : M ×HomA(M,N) → N

(m, f) 7→ (m)f

é A-bilinear. De fato, a primeira e a terceira condições da definição de aplicação A-biaditiva

são verdadeiras, já que f é um A-homomorfismo. A segunda é satisfeita pela definição da

soma de funções.

Definição 1.33. Sejam A um anel, MA e AN módulos. O produto tensorial de M e N é um

par (T, h) onde T é um grupo abeliano e h : M × N → T é uma aplicação A-biaditiva tal

que, para todo grupo abeliano G e toda aplicação A-biaditiva f : M × N → G, existe um

único Z-homomorfismo f̃ : T → G que faz o seguinte diagrama comutar

M ×N
f
��

h // T

f̃{{
G

.
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O resultado que garantirá que sempre existe o produto tensorial entre dois módulos sobre

um dado anel segue abaixo:

Teorema 1.34. ([29], pág. 71-72) Se A é um anel, MA e AN módulos, então o produto

tensorial de M e N existe e é único, a menos de isomorfismos.

Dados MA e AN módulos, se (T, h) é o produto tensorial de M e N, o grupo abeliano T

é denotado por M ⊗A N e, dado (m,n) ∈ M × N, escrevemos (m,n)h = m ⊗ n, Como h é

A-biaditiva, valem as relações:

m⊗ (n+ n′) = (m⊗ n) + (m⊗ n′);

(m+m′)⊗ n = (m⊗ n) + (m′ ⊗ n);

ma⊗ n = m⊗ an,

para todos a ∈ A,m,m′ ∈M e n, n′ ∈ N.

Se f : MA → M ′
A e g :A N →A N ′ são A-homomorfismos de A′-módulos à direita e à

esquerda, respectivamente, então existe um único Z-homomorfismo de M⊗AN em M ′⊗AN ′,

denotado por f⊗g tal que f⊗g : m⊗n 7→ (m)f⊗(n)g. Para demostrarmos a existência de tal

Z-homomorfismo, definamos a aplicação ϕ : M ×N →M ′⊗AN ′ por (m,n)ϕ = (m)f ⊗ (n)g.

Claramente ϕ é A-biaditiva, já que f e g são A-homomorfismos. Assim, pela definição de

produto tensorial, existe um único homomorfismo f ⊗ g : M ⊗A N → M ′ ⊗A N ′ de forma

que m⊗ n 7→ (m)f ⊗ (n)g.

A seguir apresentaremos algumas propriedades de produtos tensoriais de A-módulos.

Propriedades 1.35. (a) ([14], pág. 130-131) Sejam M,P A-módulos à direita e N,Q A-

módulos à esquerda. Então,

(i) M ⊗A A ∼= M e A⊗A N ∼= N ;

(iii) M ⊗ (N ⊕Q) ∼= (M ⊗N)⊕ (M ⊗Q) e (M ⊕ P )⊗N ∼= (M ⊗N)⊕ (P ⊗N).

(b) ([29], pág. 79) Se A é um anel comutativo, M e N A-módulos, então

M ⊗A N ∼= N ⊗AM.

(c) Se m e n são números inteiros positivos, então Zm ⊗Z Zn ∼= Zd, onde d = mdc(m,n).
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Demonstração. (c) Consideremos a aplicação h : Zm × Zn → Zd definida por ([x]m, [y]n)f =

[xy]d, onde para z, l ∈ Z estamos indicando por [z]l a classe do inteiro z módulo l. Essa

aplicação está bem definida. De fato,

([x]m, [y]n) = ([x1]m, [y1]n) ⇒ m|(x− x1) e n|(y − y1) ⇒ d|(x− x1) e d|(y − y1)

⇒ d|(x− x1)y e d|(y − y1)x1 ⇒ d|(xy − x1y1)

⇒ [xy]d = [x1y1]d.

Facilmente mostra-se que h é Z-bilinear. Agora, sejam G um grupo abeliano e f : Zm×Zn →

G uma aplicação Z-bilinear.

Zm × Zn
f
��

h // Zd

f̃zz
G

Definimos f̃ : Zd → G por ([z]d)f̃ = ([1]m, [z]n)f. Claramente, f̃ é um Z-homomorfismo e,

além disso, o diagrama acima comuta, pois

([x]m, [y]n)hf̃ = ([xy]d)f̃ = ([1]m, [xy]n)f = ([1]m, x[y]n)f = x([1]m, [y]n)f = ([x]m, [y]n)f.

Finalmente, é fácil verificar que se existe outro Z-homomorfismo g̃ : Zd → G satisfazendo

a igualdade hg̃ = f, então g̃ = f̃ . Portanto, para todos inteiros positivos m e n vale que

Zm ⊗Z Zn ∼= Zd, onde d = mdc(m,n). 2

1.2.3 Sequências Exatas

Sejam {. . . , Gn−1, Gn, Gn+1, . . .} uma famı́lia de grupos e {. . . , hn : Gn−1 → Gn, hn+1 :

Gn → Gn+1, . . .} uma famı́lia de homomorfismos de grupos. O diagrama

· · · hn−1−→ Gn−1
hn−→ Gn

hn+1−→ Gn+1
hn+2−→ · · · (1.1)

é dito ser uma sequência exata em Gn se Im(hn) = Nuc(hn+1). A sequência (1.1) é exata se

for exata em todos os grupos Gn (exceto, eventualmente, nas extremidades).

De modo análogo definimos sequência exata de A-módulos à direita (à esquerda) conside-

rando cada Gi como um A-módulo à direita (à esquerda) e cada hi como um A-homomorfimo.

Seguem imediatamente da definição as seguintes observações:
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(i) 1 −→ H
f−→ K é exata se, e somente se, f é injetora;

(ii) K
g−→ Q −→ 1 é exata se, e somente se, f é sobrejetora;

(iii) 1 −→ H
f−→ K

g−→ Q −→ 1 é exata se, e somente se, f é injetora, g sobrejetora e g

induz um isomorfismo de K/Im(f) sobre Q. Esse tipo de sequência exata é conhecida

como extensão de H por Q.

Uma sequência exata de grupos como a de (iii) é ”splits” (ou cinde) se existe um homomor-

fismo h : Q→ K de forma que hg = IdQ. Também, dizemos que ela é central se Im(f) é um

subgrupo central de K.

Proposição 1.36. Seja G um grupo abeliano finito e consideremos a sequência exata de

grupos abaixo:

1 −→ K
f−→ G

g−→ Q −→ 1. (1.2)

Se mdc(|K|, |Q|) = 1, então G ∼= K ×Q.

Demonstração. Suponhamos que |K| = m e |Q| = n. Sendo G um grupo abeliano finito e n

um divisor de |G|, G possui um subgrupo H de ordem n.

Da injetividade do homomorfismo f, segue que K ∼= Im(f). Os subgrupos H e Im(f)

são subgrupos normais de G, pois G é um grupo abeliano. Assim, HIm(f) ≤ G. Como m e

n são relativamente primos, a interseção de H e Im(f) é trivial; logo, |HIm(f)| = nm. Com

isso, G = H × Im(f).

Agora, pela exatidão da sequência (1.2) temos Q ∼= G/Im(f). Entretanto, G/Im(f) ∼= H;

logo H ∼= Q e, portanto, conclúımos que G ∼= H × Im(f) ∼= Q×K.

2

Finalizamos esse caṕıtulo com o seguinte resultado:

Teorema 1.37. ([29], pág. 84) Seja M um A-módulo à direita e

N ′
τ−→ N

ρ−→ N
′′ −→ 0
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uma sequência exata de A-módulos à esquerda. Então,

M ⊗A N ′
1⊗τ−→ M ⊗A N

1⊗ρ−→ M ⊗A N
′′ −→ 0

é uma sequência exata de grupos abelianos.



Caṕıtulo 2

Homologia de Grupos

O objetivo deste caṕıtulo é o estudo do primeiro e segundo grupos de homologia com

um caráter introdutório. Nexte texto, trataremos o assunto de forma algébrica, apresen-

tando algumas definições e resultados e que serão necessários para o desenvolvimento dessa

dissertação. Para mais detalhes, veja [23].

2.1 O anel de grupo ZG

Na definição de homologia de grupo, iremos utilizar os chamados ZG-módulos. Nesta

seção, estudaremos tais módulos e começaremos com a definição de anel de grupo.

Sejam G um grupo com a notação multiplicativa e A um anel. Consideremos o conjunto

AG cujos elementos são da forma
∑
g∈G

agg com ag ∈ A e g ∈ G sendo ag 6= 0 apenas para um

número finito de elementos g ∈ G. Nesse conjunto dois elementos u =
∑
g∈G

agg e v =
∑
g∈G

bgg

são iguais se, e somente se, ag = bg, para todo g ∈ G. Definimos as seguintes operações em

AG :

(∑
g∈G

agg

)
+

(∑
g∈G

bgg

)
=
∑
g∈G

(ag + bg)g

e (∑
g∈G

agg

)
.

(∑
h∈G

bhh

)
=
∑
g,h∈G

(agbh)(gh).

Com essas operações, AG torna-se um anel com unidade chamado anel de grupo de G, sendo

1AG = 1A1 (Aqui, 1 denota o elemento neutro do grupo G). Este anel não é comutativo, se
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G não é abeliano ou se A não é comutativo.

Em todo o texto trabalharemos com um espećıfico anel de grupo, a saber, o anel de grupo

ZG de G.

Lembramos que uma ação de um grupo G sobre um grupo H é um homomorfismo

θ : G → Aut(H). Dados g ∈ G e h ∈ H, escrevemos (h)((g)θ) simplesmente como hg,

representando assim uma ação à direita.

Dizemos que G age sobre H quando está definida uma ação de G sobre H e que G age

trivialmente sobre H ou que H é G-trivial se θ é o homomorfismo trivial.

Exemplo 2.1. Seja G um grupo e consideremos um subgrupo normal N de G . A aplicação

θ : G → Aut(N) dada por (x)(gθ) = xg := g−1xg é uma ação chamada ação de G sobre N

por conjugação.

Observação 2.2. Sejam M um grupo grupo abeliano e G um grupo. Se M é um ZG-módulo

à direita, é corriqueiro verificar que

ϕ : G −→ Aut(M)

g 7−→ gϕ := ϕg : M → M

m 7→ mg

é uma ação de G sobre M. Reciprocamente, se G age sobre M, não é dif́ıcil ver que a

aplicação α : M × ZG→M dada por
(
m,
∑

g∈G αgg
)
7→
∑

g∈G αgm
g fornece uma estrutura

de ZG-módulo à direita em M.

Dado um grupo G, a aplicação

ε : ZG → Z∑
g∈G

αgg 7→
∑
g∈G

αg

é um homomorfismo sobrejetor de anéis, denominado aplicação de aumento. E seu núcleo é

o chamado ideal de aumento de ZG, o qual indicaremos por IG.

Proposição 2.3. Temos que IG é um Z-módulo livre sobre o conjunto X = {g− 1 | 1 6= g ∈

G}.
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Demonstração. Um elemento u =
∑
g∈G

αgg ∈ ZG pertence ao Nuc(ε) = IG se, e somente se,∑
g∈G

αg = 0. Dessa forma,

u =
∑
g∈G

αgg =
∑
g∈G

αgg −
∑
g∈G

αg1 =
∑

g∈G\{1}

αg(g − 1).

Logo, IG é gerado como um Z-módulo pelo conjunto X = {g − 1 | 1 6= g ∈ G}. Suponhamos

que
∑

x∈G\{1}

αx(x− 1) = 0. Então,
∑

x∈G\{1}

αxx−

 ∑
x∈G\{1}

αx

 1 = 0. Mas, como ZG é um

Z-módulo livre com base {x | x ∈ G}, então αx = 0, para todo x ∈ G\{1}. Portanto, IG é

um Z-módulo livre sobre o conjunto X = {g − 1 | 1 6= g ∈ G}. 2

A seguir veremos que se F é um grupo livre, então IF é livre não só como um Z-módulo,

mas também como um ZF -módulo.

Proposição 2.4. Se F é um grupo livre sobre um conjunto X, então IF é livre como um

ZF -módulo à direita (à esquerda) sobre o conjunto X = {x− 1 | x ∈ X}.

Demonstração. Seja η : X → M uma aplicação qualquer onde M é um ZF -módulo (à di-

reita). Então, é suficiente mostrarmos que η estende-se a um ZF -homomorfismo

β : IF →M.

Sendo M um ZF -módulo, da Observação 2.2, segue que a multiplicação por escalar define

uma ação de F sobreM. Seja FnM o produto semidireto deM por F com respeito a essa ação

e lembremos que a operação neste grupo é dada por: (f1,m1)(f2,m2) = (f1f2,m1 · f2 +m2)

onde f1, f2 ∈ F e m1,m2 ∈M. Uma vez que F é livre sobre X, existe um único homomorfismo

de grupos η′ : F → F nM que envia cada x ∈ X para (x, (x−1)η). Para cada f ∈ F, existem

f1 ∈ F e a ∈ M tais que (f)η′ = (f1, a). Mas, observemos que pela definição de η′, f = f1.

Assim, construimos uma aplicação γ : F →M a partir da equação (f)η′ = (f, (f)γ).

Agora, para quaisquer f1, f2 ∈ F, temos

(f1f2)η
′ = (f1)η

′(f2)η
′ = (f1, (f1)γ)(f2, (f2)γ) = (f1f2, (f1)γ · f2 + (f2)γ);

dessa forma, obtemos a seguinte igualdade

(f1f2)γ = (f1)γ · f2 + (f2)γ. (2.1)
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Como IF é um Z-módulo livre sobre o conjunto {f − 1 | 1 6= f ∈ F}, construimos o homo-

morfismo β : IF → M de grupos abelianos tal que (f − 1)β = (f)γ, para todo f ∈ F. Logo,

para x ∈ X, (x− 1)β = (x)γ = (x− 1)η, pois (x)η′ = (x, (x− 1)η). Portanto, η estende-se a

β. Finalmente, β é um ZF -homomorfismo, pois β é um homomorfismo de grupos e

((f − 1)f1)β = ((ff1 − 1)− (f1 − 1))β = (ff1 − 1)β − (f1 − 1)β = (ff1)γ − (f1)γ

(2.1)
= (fγ) · f1 + (f1)γ − (f1)γ = (fγ) · f1 = (f − 1)β · f1,

para quaisquer f, f1 ∈ F. 2

Dados G um grupo multiplicativo e N um subgrupo normal de G, definamos a aplicação

ε : ZG → Z
(
G

N

)
∑
g∈G

αgg 7→
∑
g∈G

αg(gN).

Reparemos que esta aplicação é um epimorfimo de anéis.

Chamaremos o núcleo do homomorfismo ε de ideal de aumento relativo a N que indica-

remos por IN . Este ideal, de certa forma, é uma generalização do ideal de aumento, uma vez

que IG = IG.

Observação 2.5. Vale que IN(ZG) = (ZG)IN . Com efeito, um elemento de IN(ZG) é uma

soma finita de elementos da forma
∑

n∈N αn(n− 1)
∑

g∈G βgg =
∑

n∈N
g∈G

αnβg(n− 1)g com αn,

βg ∈ Z, para todos n ∈ N e g ∈ G. Mas, reparemos que para todo n ∈ N, g ∈ G

(n− 1)g = g(g−1ng − 1) = g(n′ − 1),

onde n′ = g−1ng ∈ N / G. Logo IN(ZG) ⊆ (ZG)IN . De modo análogo, prova-se a inclusão

contrária. Assim, IN(ZG) é um ideal de ZG, o qual denotaremos por I. É fácil verificar que

ZG/I tem uma estrutura de ZG-módulo à esquerda via multiplicação por escalar dada por

u(v + I) = uv + I, para todos u, v ∈ ZG.

Agora, mostraremos que o ideal de aumento relativo IN coincide com I. A inclusão I ⊆ IN

é imediata. Dessa forma, verifiquemos que IN ⊆ I. Consideremos
ZG
I

como um ZG-módulo

à esquerda como visto anteriormente. Para todos n ∈ N e r ∈ ZG, a igualdade nr+I = r+I
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é válida pois, nr − r = (n − 1)r ∈ I. Com isso, podemos tornar
ZG
I

um Z
(
G

N

)
-módulo à

esquerda via seguinte regra: gN(r + I) = gr + I.

Agora, seja u =
∑

g∈G αgg ∈ IN . Então,
∑

g∈G αggN = 0Z(G
N
) e

u+ I =
∑
g∈G

αgg + I =

(∑
g∈G

αggN

)
(1ZG + I) = 0 + I,

donde segue que u ∈ I. Logo, IN ⊆ I e, portanto, IN = I

Dessa forma, IN é um ideal à esquerda (à direita) de ZG gerado pelo conjunto {x−1 | 1 6=

x ∈ N}.

Lembramos que, dado um subgrupo normal de um grupo F, um transversal para R em

F é um conjunto T, o qual é formado tomando-se um representante de cada classe lateral de

R em F. Assim, T satisfaz F =
⋃
t∈T Rt (união disjunta).

Proposição 2.6. Seja R um subgrupo normal de um grupo livre F. Se R é livre sobre X,

então IR é livre como um ZF -módulo à esquerda (à direita) sobre X = {x− 1 | x ∈ X}.

Demonstração. Sendo F um grupo livre e R um subgrupo de F, pelo Teorema 1.11, R é livre

sobre um conjunto, digamos X. Suponhamos que u =
∑

x∈X ax(x − 1) = 0 onde ax ∈ ZF,

para todo x ∈ X. Observemos que ZF = ⊕t∈T t(ZR), onde T é um transversal para R em F.

Dessa forma, podemos escrever ax =
∑

t∈T tbx,t onde bx,t ∈ ZR. Logo,

u =
∑
t∈T

t

(∑
x∈X

bx,t(x− 1)

)
= 0.

Mas, como ZF é um ZR-módulo livre com base T, devemos ter
∑

x∈X bx,t(x − 1) = 0, para

todo t. Pela Proposição 2.4, IR é livre sobre o conjunto formado por todos os elementos da

forma x−1, com x ∈ X, donde segue que bx,t = 0, para todo x ∈ X e t ∈ I. Portanto, ax = 0,

para todo x ∈ X. 2

Na próxima seção construiremos a chamada Resolução de Gruenberg e o próximo resul-

tado será essencial para tal construção.

Proposição 2.7. Seja R� F
π
� G uma apresentação de um grupo G. Suponhamos que S e

T são ideais à esquerda de ZF que são livres como ZF -módulos sobre X e Y, respectivamente.

Então:
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(i)
S

IRS
é livre como um ZG-módulo à esquerda sobre o conjunto {x+ IRS | x ∈ X};

(ii) Se S é ideal de ZF , então ST é livre como um ZF -módulo à esquerda sobre

{xy | x ∈ X, y ∈ Y }.

Demonstração. (i) Primeiramente, veremos que
S

IRS
possui uma estrutura de ZG-módulo à

esquerda via multiplicação por escalar definida por (f)π·(s+IRS) = fs+IRS. Vamos verificar

que isso está bem definido. Para isso, sejam s1, s2 ∈ S e f1, f2 ∈ F tais que s1 + IRS =

s2 + IRS e (f1)π = (f2)π. Então, s1 − s2 ∈ IRS e f1f
−1
2 = r, para algum r ∈ R = Nuc(π).

A condição f1f
−1
2 = r implica que f1 = rf2. Assim, f1s1 + IRS = (rf2)s1 + IRS. Mas,

(rf2)s1 + IRS = f2s1 + IRS, já que,

(rf2)s1 = (r − 1)f2s1 + f2s1 ≡ f2s1 (mod IRS);

logo f1s1 + IRS = f2s1 + IRS. Além disso, f2s1 + IRS = f2s2 + IRS, pois f2(s1 − s2) ∈ IRS,

já que s1 − s2 ∈ IRS e IRS é um ideal à esquerda. Portanto, a aplicação dada acima está

bem definida e é rotineiro verificar que ela define uma estrutura de ZG-módulo à esquerda

em S/IRS.

Como S é livre como ZF -módulo à esquerda sobre X, então S = ⊕x∈X(ZF )x. Assim,

IRS = ⊕x∈X(IR)x. Para mostrarmos a parte (i), precisamos provar os seguintes dois ZG-

isomorfismos:

1.
S

IRS
∼=

•⊕
x∈X

(ZF )x

IRx
;

2.
•⊕

x∈X

(ZF )x

IRx
∼=
⊕
x∈X

ZG(x+ IRS).

Antes de verificarmos (1), observemos que
(ZF )x

IRx
tem uma estrutura de ZG-módulo à

esquerda via multiplicação por escalar definida por (f)π · (ux + IRx) = fux + IRx, para

todo u ∈ ZF. Esta aplicação está bem definida. Com efeito, suponhamos que (f)π = (f1)π e

ux = vx para f, f1 ∈ F e u, v ∈ ZF. Então, f−11 f ∈ Nuc(π) = R e ux−vx = (u−v)x ∈ IRx.

Dessa forma, f = f1r para algum r ∈ R; logo

fux = f1rux = f1ux+ f1(r − 1)ux ≡ f1ux (mod IRx).
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Com isso, a aplicação independe de f. Ainda mais, fux+IRx = fvx+IRx, pois fux−fvx =

f(u− v)x ∈ IRx.

(1) Consideremos a aplicação τ : S →
•⊕

x∈X

(ZF )x

IRx
definida por

∑
x∈X

αxx 7→ (αxx+ IRx)x∈X .

Claramente, τ é um ZG-epimorfismo. Dessa forma, resta mostrarmos que Nuc(τ) = IRS.

Dado
∑

x∈X αxx ∈ S, temos:∑
x∈X

αxx ∈ Nuc(τ) ⇐⇒ (αxx+ IRx)x∈X = 0

⇐⇒ (∀x ∈ X) (αxx+ IRx = 0 + IRx)

⇐⇒ (∀x ∈ X) (αxx ∈ IRx)

⇐⇒ (∀x ∈ X) (∃ux ∈ IR) (αxx = uxx)

⇐⇒ (∀x ∈ X) (∃ux ∈ IR) (αx = ux)

⇐⇒ (∀x ∈ X) (αx ∈ IR)

⇐⇒
∑
x∈X

αxx ∈ IRS.

Portanto,
S

IRS
=

S

Nuc(τ)
∼=

•⊕
x∈X

(ZF )x

IRx
.

(2) Agora, notemos que, para todo u =
∑

f∈F αff ∈ ZF, temos:

ux+ IRS =
∑
f∈F

αffx+ IRS =
∑
f∈F

αf (f)π · (x+ IRS) ∈ ZG(x+ IRS).

Com isso, podemos definir a aplicação θ :
(ZF )x

IRx
→ ZG(x+ IRS) por ux+ IRx 7→ ux+ IRS.

Seja
∑

g∈G αg(fg)π ∈ ZG. Então,((∑
g∈G

αg(fg)π

)
· (ux+ IRx)

)
θ =

(∑
g∈G

αgfgux+ IRx

)
θ =

∑
g∈G

αgfgux+ IRS

=

(∑
g∈G

αg(fg)π

)
· (ux+ IRS).
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As outras duas condições da definição de ZG-epimorfismo são de fácil verificação; logo con-

clúımos que θ é um ZG-epimorfismo. Resta mostrarmos que θ é injetora. Seja ux + IRx

um elemento do núcleo de θ. Então, ux ∈ IRS o que implica na igualdade ux =
k∑
i=1

visi,

com k ∈ N∗, si ∈ S e vi ∈ IR ⊆ ZF, i = 1, . . . , k. Mas, cada si pode ser escrito da forma

si =
∑
y∈X

αy,iy com αy,i ∈ ZF. Assim,

ux =
k∑
i=1

visi =
k∑
i=1

vi
∑
y∈X

αy,iy =
k∑
i=1

∑
y∈X

vi(αy,iy) =
k∑
i=1

viαx,ix+
∑
y∈X
y 6=x

k∑
i=1

viαy,iy;

logo, 0 =

(
u−

k∑
i=1

viαx,i

)
x−

∑
y∈X
y 6=x

k∑
i=1

viαy,iy. Dáı, devido ao fato de S =
⊕
x∈X

(ZF )x, temos

k∑
i=1

viαy,i = 0, para todo y 6= x e u−
k∑
i=1

viαx,i = 0.

Portanto, u =
k∑
i=1

viαx,i ∈ IR (IR é ideal de ZF ), consequentemente, ux ∈ IRx.

Finalmente, de (1) e (2), segue que

S

IRS
∼=

•⊕
x∈X

(ZF )x

IRx
∼=
⊕
x∈X

ZG(x+ IRS).

Portanto S/IRS é livre como um ZG-módulo à esquerda sobre o conjunto {x+ IRS | x ∈ S}.

(ii) Temos que

ST =
⊕
y∈Y

S(ZF )y =
⊕
y∈Y

Sy =
⊕
x∈X
y∈Y

(ZF )xy,

ou seja, ST é livre como ZF -módulo sobre {xy | x ∈ X, y ∈ Y }.

2

2.2 Homologia de Grupos

Iniciaremos essa seção apresentando uma sequência exata de módulos, conhecida como

Resolução de Gruenberg e que permitirá definirmos o primeiro e segundo grupos de homolo-

gia.
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Teorema 2.8. Seja R � F � G uma apresentação de um grupo G. Então, existe uma

sequência exata de ZG-módulos à esquerda livres

IRIF

I
2

RIF

∂3−→ IR

I
2

R

∂2−→ IF

IRIF

∂1−→ ZG ε−→ Z , (2.2)

onde ε : ZG → Z é a aplicação de aumento, ∂1 :
IF

IRIF
→ ZG é a induzida por π : F → G,

(u+ I
2

R)∂2 = u+ IRIF , para todo u ∈ IR e (v + I
2

RIF )∂3 = v + I
2

R, com v ∈ IRIF .

Demonstração. Suponhamos que F é livre sobre X. Então, pela Proposição 2.4, IF é livre

como um ZF -módulo à esquerda sobre o conjunto X = {x−1 | x ∈ X}. Então, pelo item (i)

da Proposição 2.7 teremos que
IF

IRIF
é livre como um ZG-módulo à esquerda sobre o conjunto

Z = {(x− 1) + IRIF | x ∈ X}. Agora, do fato de IR ser livre como ZF -módulo à esquerda,

da Proposição 2.7 item (i) vem que
IR

I
2

R

é livre como um ZG-módulo à esquerda. Além disso,

supondo que R é livre sobre Y segue da Proposição 2.6 que IR é livre como um ZF -módulo à

esquerda sobre Y = {y− 1 | y ∈ Y }. Assim, como IR é ideal de ZF, da Proposição 2.7 segue

que IRIF é livre como um ZF -módulo à esquerda sobre Y X = {(y−1)(x−1) | y ∈ Y, x ∈ X}.

Consequentemente,
IRIF

IRIRIF
é livre como um ZG-módulo à esquerda.

Do fato de
IF

IRIF
ser livre como um ZG-módulo à esquerda sobre o conjunto Z, a aplicação

∂̃1 : Z → ZG definida por (x − 1) + IRIF 7→ (x)π − 1 se estende a um ZG-homomorfismo

∂1 :
IF

IRIF
→ ZG dado por

(∑
x∈X

αx(x− 1) + IRIF

)
∂1 =

∑
x∈X

αx((x)π − 1).

Desde que IR é um ideal de ZF, IRIF ⊆ IR; assim, podemos definir a aplicação

∂′3 : IRIF →
IR

I
2

R

por (v)∂′3 = v + I
2

R, para todo v ∈ IRIF . Além disso, I
2

RIF ⊆ I
2

R; dessa

forma, ∂′3 induz o homomorfismo ∂3 :
IRIF

I
2

RIF
→ IR

I
2

R

dado por (v + I
2

RIF )∂3 = v + I
2

R. Como

para todo f ∈ F e v ∈ IRIF ,

((f)π · (v + I
2

RIF ))∂3 = (fv + I
2

RIF )∂3 = fv + I
2

R = (f)π · (v + I
2

R)

conclúımos que ∂3 é um ZG-homomorfismo. De modo análogo mostramos que ∂2 é um

ZG-homomorfismo bem definido.

Resta mostrarmos que a sequência (2.2) é exata. Reparemos que o núcleo do epimor-

fismo ZG → Z é IG que também é a imagem de ∂1 :
IF

IRIF
→ ZG. Agora, o núcleo de
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∂1 :
IF

IRIF
→ ZG é

IR

IRIF
, basta repararmos que o núcleo de ZF → ZG é IR e usar a de-

finição de ∂1. Por outro lado,
IR

IRIF
é a imagem de ∂2 :

IR

I
2

R

→ IF

IRIF
. Continuando o processo

dessa forma, obtemos a exatidão da sequência (2.2). 2

Dado um grupo G, seja M um ZG-módulo à direita. Tensorizando a Resolução de Gru-

enberg por M, pelo Teorema 1.37, obtém-se a sequência de grupos abelianos:

M ⊗ZG
IRIF

I
2

RIF

∂
′
3−→ M ⊗ZG

IR

I
2

R

∂
′
2−→ M ⊗ZG

IF

IRIF

∂
′
1−→ M ⊗ZG ZG −→ 0,

onde (a⊗ b)∂′j := a⊗ (b∂j) com a ∈M, b ∈ Pj e j = 1, 2, 3.

Definamos o primeiro e segundo grupos de homologia de G com coeficientes em M , como

sendo os grupos abelianos

H1(G,M) :=
Nuc(∂′1)

Im (∂′2)
e H2(G,M) :=

Nuc(∂′2)

Im (∂′3)
,

respectivamente.

Um segundo grupo de homologia importante e muito estudado é H2(G,Z), onde G é um

grupo e Z é um ZG-módulo trivial. Tal grupo de homologia é conhecido como Multiplicador

de Schur de G e denotado por M(G).

Proposição 2.9. Sejam G um grupo e M um ZG-módulo à direita, P1 =
IF

IRIF
, P2 =

IR

I
2

R

, J1 = IG e J2 =
IR

IRIF
. Então, para n ∈ {1, 2}, existe uma sequência exata:

0 −→ Hn(G,M) −→M ⊗ZG Jn −→M ⊗ZG Pn−1.

Demonstração. Sejam P0 = ZG, P3 =
IRIF

I
2

RIF
, ν : Pn → Jn a aplicação definida por a 7→ (a)∂n

e i : Jn → Pn−1 a aplicação inclusão. Então, o diagrama abaixo é comutativo com linha exata:

Pn+1
∂n+1 // Pn

ν //

∂n ""

Jn
0 //

i}}

0

Pn−1

De fato, reparemos que o diagrama comuta, devido ao fato de νi = ∂n, pois (p)νi = (a∂n)i =

a∂n para todo p ∈ Pn. Agora, por construção, ν é sobrejetora o que implica Nuc(0) = Jn =

Im(ν). Além disso, como a sequência (2.2) é exata, Im(∂n+1) = Nuc(ν).
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Assim, segue do Teorema 1.37 que o diagrama a seguir possui linha exata:

M ⊗ZG Pn+1

∂
′
n+1 //M ⊗ZG Pn ν′ //

∂
′
n ((

M ⊗ZG Jn //

i′vv

0

M ⊗ZG Pn−1

Além disso, o diagrama acima comuta, uma vez que, (m⊗ a)ν ′i′ = (m⊗ a∂n)i′ = m⊗ a∂ =

(m⊗ a)∂
′
n.

Agora mostremos que (Nuc(∂
′
n))ν ′ = Nuc(i′). Para a inclusão (Nuc(∂

′
n))ν ′ ⊆ Nuc(i′),

tomemos a′ ∈ Nuc(∂
′
n). Então 0 = (a′)∂

′
n = (a′)ν ′i′, pela comutatividade do diagrama.

Assim, a′ν ′ ∈ Nuc(i′). Para a inclusão contrária, seja b ∈ Nuc(i′) e escreva b = cν ′ com

c ∈M ⊗ZG Pn. Então, 0 = (b)i′ = (cν ′)i′ = (c)ν ′i′ = c∂′n o que implica em c ∈ Nuc(∂′n); logo

b ∈ (Nuc(∂
′
n))ν ′.

Com isso, ν ′ induz um isomorfismo f : Nuc(∂
′
n)

Im(∂
′
n+1)

→ Nuc(i′) definida por

a+ Im(∂
′
n+1) 7→ aν ′. Mas, Hn(G,M) =

Nuc(∂
′
n)

Im(∂
′
n+1)

∼= Nuc(i′).

Finalmente, obtemos a sequência exata desejada:

0 −→ Hn(G,M) ∼= Nuc(i′)
i−→M ⊗ZG Jn

i′−→M ⊗ZG Pn−1.

2

Para finalizar este caṕıtulo, provaremos que o primeiro grupo de homologia é isomorfo ao

núcleo de um dado homomorfismo.

Teorema 2.10. Se G é um grupo e M um ZG-módulo à direita, então H1(G,M) é isomorfo

ao núcleo do homomorfismo M ⊗ZG IG → M no qual m ⊗ (g − 1) 7→ m(g − 1), para todos

m ∈M e g ∈ G.

Demonstração. Pela Proposição 2.9, temos que H1(G,M) ∼= Nuc(i′) onde

i′ : M ⊗ZG IG →M ⊗ZG ZG. Mas, pela Proposição 1.35, M ⊗ZG ZG ∼= M via isomorfismo f

dado por

m⊗ u 7→ mu, donde temos a sequência de módulos abaixo:

M ⊗ZG IG
i′−→ M ⊗ZG ZG

f−→ M
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tal que Nuc(i′) = Nuc(i′f). Portanto, H1(G,M) é isomorfo ao núcleo da aplicação i′f :

M ⊗ZG IG →M tal que m⊗ (g − 1) 7→ m(g − 1), pois

(m⊗ (g − 1))i′f = ((m⊗ (g − 1))i′)f = (m⊗ (g − 1))f = m(g − 1).

2



Caṕıtulo 3

Produto Tensorial não Abeliano de

Grupos

O produto tensorial não abeliano de grupos foi introduzido no ano de 1984 por Brown

e Loday em [4]. Neste trabalho eles apresentaram algumas aplicações deste conceito na

topologia algébrica e, em virtude disso, este assunto vem sendo muito estudado. No aspecto

algébrico, grande atenção tem sido dada às propriedades gerais do produto tensorial não

abeliano de grupos e à descrição do quadrado tensorial não abeliano de certas classes de

grupos.

Este caṕıtulo está dividido em quatro seções. A primeira seção trará o conceito do pro-

duto tensorial não abeliano de grupos e algumas de suas propriedades. Na seção seguinte,

teremos por objetivo estudar o quadrado tensorial não abeliano de um grupo, onde alguns

resultados de R. Brown, D. L. Johnson e E. F. Robertson [3] serão vistos. Um grupo de

extrema importância neste trabalho é o chamado η(G,H), onde G e H são grupos agindo

compativelmente um sobre o outro, e é na terceira seção que estudaremos tal grupo. Na

última seção, apresentaremos uma descrição das séries central inferior e derivada do produto

tensorial não abeliano de grupos.

3.1 Conceitos Básicos e Propriedades

Sejam G e H grupos munidos com uma ação de G sobre H e de H sobre G e suponhamos

que cada um age sobre si mesmo por conjugação, isto é, para g, x ∈ G e h, y ∈ H, gx = x−1gx
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e hy = y−1hy. Com isso, temos uma ação do produto livre G ∗H sobre G e H. Diremos que

as ações de G sobre H e de H sobre G são compat́ıveis se para todos g, g1 ∈ G e h, h1 ∈ H

g(h
g1 ) = gg

−1
1 hg1 = ((gg

−1
1 )h)g (3.1)

h(g
h1 ) = hh

−1
1 gh1 = ((hh

−1
1 )g)h1 . (3.2)

Quando dois grupos G e H atuam um sobre o outro compativelmente, R. Brown e J. L.

Loday [[4], [5]] definiram o produto tensorial (não abeliano) de G e H, como sendo o grupo

gerado pelos śımbolos g ⊗ h, com g ∈ G e h ∈ H, sujeito às condições:

gg1 ⊗ h = (gg1 ⊗ hg1)(g1 ⊗ h) (3.3)

g ⊗ hh1 = (g ⊗ h1)(gh1 ⊗ hh1) (3.4)

para todos g, g1 ∈ G e h, h1 ∈ H. Indicaremos tal grupo por G⊗H.

É fácil ver que se G = H e todas as ações são por conjugação, então as ações são

compat́ıveis. Neste caso, chamamos este produto tensorial G⊗G de quadrado tensorial não

abeliano de G.

Reparemos que se substitúırmos g ⊗ h por [g, h] e as ações por conjugação, as relações

(3.3) e (3.4) tornam-se identidades de comutadores. Outro fato que devemos notar é que

1⊗ h (com h ∈ H) é igual ao elemento neutro de G⊗H. De fato,

(g ⊗ h)1G⊗H = g ⊗ h = g1⊗ h (3.3)
= (g1 ⊗ h1)(1⊗ h) = (g ⊗ h)(1⊗ h)

e, como G⊗H é um grupo, 1⊗ h = 1G⊗H . De forma análoga, pode-se verificar que g ⊗ 1 =

1G⊗H , para todo g ∈ G.

A seguir veremos alguns exemplos de produtos tensoriais não abelianos.

Exemplo 3.1. Consideremos G =< a | a2 > e H =< b | b3 > e suponhamos que H age

trivialmente sobre G e que G age sobre H por ha = h−1, com h ∈ H. Claramente, vemos

que essas ações são compat́ıveis. Agora, pela definição de G ⊗ H, temos que G ⊗ H é

gerado pelo conjunto {a ⊗ b, a ⊗ b2}. Porém, podemos reduzir este conjunto gerador pois

a⊗ b2 = (a⊗ b)(ab⊗ bb) = (a⊗ b)(a⊗ b) = (a⊗ b)2 e, assim, G⊗H =< a⊗ b > . Além disso,

1⊗ b = a2 ⊗ b = (aa ⊗ ba)(a⊗ b) = (a⊗ b2)(a⊗ b) = (a⊗ b)3.
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Não é dif́ıcil ver que a aplicação α : G ⊗H → Z3 dada por a ⊗ b 7→ 1 é um isomorfismo de

grupos. Portanto, G⊗H ∼= Z3.

Exemplo 3.2. Seja Zp =< x | xp >, com p um número primo diferente de 2, e consideremos

K =< a, b | a2, b2, [a, b] > . Notamos que K ∼= C2×C2. Suponhamos que Zp atue trivialmente

sobre K e que a ação de K sobre Zp seja dada por: xa = x−1 e xb = x−1. Facilmente verifica-

se que essas ações são compat́ıveis. Com isso, o produto tensorial não abeliano Zp ⊗K está

definido e notemos que é gerado pelo conjunto

{xm ⊗ a, xm ⊗ b, xm ⊗ ab | m = 1, 2, . . . , p− 1}.

Porém, reparemos que

x2 ⊗ a = (xx ⊗ ax)(x⊗ a) = (x⊗ a)2

e, por indução, vemos que xm ⊗ a = (x ⊗ a)m, para todo m ∈ {1, 2, . . . , p − 1}. Também,

xp ⊗ a = (x⊗ a)p = 1, uma vez que xp = 1. Analogamente, obtemos

xm ⊗ b = (x⊗ b)m, (x⊗ b)p = 1, xm ⊗ ab = (x⊗ ab)m e (x⊗ ab)p = 1.

Além disso,

x⊗ ab = (x⊗ b)(xb ⊗ ab) = (x⊗ b)(xp−1 ⊗ a) = (x⊗ b)(x⊗ a)p−1, (3.5)

o que prova que Zp ⊗K é gerado por x⊗ a e x⊗ b. Mas,

(x⊗ ab)2 = (x⊗ ab)(x⊗ ba) = (x⊗ b)(xb ⊗ ab)(x⊗ a)(xa ⊗ ba)

= (x⊗ b)(xp−1 ⊗ a)(x⊗ a)(xp−1 ⊗ b) = (x⊗ b)(x⊗ a)p−1(x⊗ a)(x⊗ b)p−1

= (x⊗ b)(x⊗ a)p(x⊗ b)p−1 = (x⊗ b)(x⊗ b)p−1

= (x⊗ b)p = 1.

Então, temos que a ordem de x⊗ ab divide 2 e também divide p, uma vez que (x⊗ ab)2 = 1

e (x ⊗ ab)p = 1. Entretanto mdc(2, p) = 1, donde segue que x ⊗ ab = 1. Assim de (3.5),

obtemos x⊗ b = (x⊗ a)−(p−1). Logo, Zp ⊗K é gerado por x⊗ a. Mais ainda Zp ⊗K ∼= Zp.

Para provarmos este fato, consideremos o conjunto

X = {xm ⊗ aibj | m, i, j ∈ Z, 0 ≤ m ≤ p− 1, 0 ≤ i, j ≤ 1}
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e a aplicação α : X → Zp definida por (xm ⊗ aibj)α = xmεi,j onde εi,j = 0 se i = j e εi,j = 1

se i 6= j. Então, para todo m,n ∈ {0, 1, . . . , p− 1} e i, j ∈ {0, 1}, temos

(xmxn ⊗ aibj)α = (xm+n ⊗ aibj)α = x(m+n)εi,j = xmεi,jxnεi,j = (xm ⊗ aibj)α(xn ⊗ aibj)α

= ((xm)x
n ⊗ (aibj)x

n

)α(xn ⊗ aibj)α,

uma vez que Zp age trivialmente sobre K. Além disso, para todo m ∈ {0, 1, . . . , p − 1} e

i, j, k, l ∈ {0, 1} e considerando que a2 = b2 = 1, obtemos

(xm ⊗ aibjakbl)α = (xm ⊗ ai+kbj+l)α = (xm ⊗ aεi,kbεj,l)α = xmεεi,k,εj,l .

Por outro lado,

(xm ⊗ akbl)α((xm)a
kbl ⊗ (aibj)a

kbl)α = xmεk,l [(x(−1)
εk,lm ⊗ aibj)α] = xmεk,lx(−1)

εk,lmεi,j

= xm(εk,l+(−1)εk,lεi,j).

Agora, passemos a verificar que

εεi,k,εj,l = εk,l + (−1)εk,lεi,j. (3.6)

Para isto devemos considerar os seguintes 4 casos:

1) se i = j e k = l, então εi,k = εj,l, assim ε(εi,k,εj,l) = 0 = εk,l + (−1)εk,lεi,j;

2) se i = j e k 6= l, então εi,k 6= εj,l. Dáı, ε(εi,k,εj,l) = 1 = εk,l + (−1)εk,lεi,j;

3) se i 6= j e k = l, procedemos como no caso anterior;

4) quando i 6= j e k 6= l, então εk,l + (−1)εk,lεi,j = 1 + (−1)11 = 0. Agora, para calcular

ε(εi,k,εj,l), analisemos 2 casos:

• se i = k, então j = l. Assim, ε(εi,k,εj,l) = ε0,0 = 0;

• se i 6= k, então j 6= l. Logo, ε(εi,k,εj,l) = ε1,1 = 0.

Portanto, o quarto caso está provado. Como (3.6) acontece, em qualquer caso, podemos

concluir que

(xm ⊗ aibjakbl)α = (xm ⊗ akbl)α((xm)a
kbl ⊗ (aibj)a

kbl)α.
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Dessa forma, α é consistente com as relações definidoras de Zp ⊗K. Portanto, pelo Teste da

Substituição, α estende-se a um homomorfismo α̃ : Zp ⊗ K → Zp. Dáı, como (x ⊗ a)α̃ =

x, Zp ⊗K =< x⊗ a > e (x⊗ a)p = 1, a aplicação α̃ é um isomorfismo.

Definição 3.3. Sejam G e H grupos agindo compativelmente um sobre o outro e L um

grupo qualquer. Dizemos que uma aplicação φ : G×H → L é uma biderivação se para todos

g, g1 ∈ G e h, h1 ∈ H

(gg1, h)φ = (gg1 , hg1)φ(g1, h)φ (3.7)

(g, hh1)φ = (g, h1)φ(gh1 , hh1)φ. (3.8)

Pelo Teste da Substituição podemos perceber que uma biderivação φ : G × H → L

determina um único homomorfismo φ∗ : G⊗H → L de forma que (g ⊗ h)φ∗ = (g, h)φ, para

todos g ∈ G e h ∈ H.

Daqui para frente, salvo menção contrária, G e H denotarão grupos que agem compa-

tivelmente um sobre o outro. A seguir apresentaremos algumas propriedades dos produtos

tensoriais não abelianos devidas a R. Brown e J. L. Loday [5].

Proposição 3.4. Os grupos G e H atuam sobre G⊗H de maneira que

(g1 ⊗ h)g = gg1 ⊗ hg, (g ⊗ h1)h = gh ⊗ hh1

para todos g, g1 ∈ G e h, h1 ∈ H. Com isso, temos uma ação de G ∗H sobre G⊗H dada por

(g ⊗ h)t = gt ⊗ ht,

onde g ∈ G, h ∈ H e t ∈ G ∗H.

Demonstração. Dado g ∈ G, definamos a aplicação φg : G × H → G ⊗ H colocando

(g1, h)φg = gg1 ⊗ hg para todos g1 ∈ G e h ∈ H. Vamos verificar que φg é uma biderivação,

para todo g ∈ G. Com efeito, se g ∈ G, então

(g1g2, h)φg = (g1g2)
g ⊗ hg = gg1g

g
2 ⊗ hg

(3.3)
= [(gg1)g

g
2 ⊗ (hg)g

g
2 ](gg2 ⊗ hg)

= [(gg1)g
−1g2g ⊗ (hg)g

−1g2g](gg2 ⊗ hg) = (gg2g1 ⊗ hg2g)(gg2 ⊗ hg)

= (gg21 , h
g2)φg(g2, h)φg,
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para todos g1, g2 ∈ G e h ∈ H.

Também para todos g1 ∈ G e h, h1 ∈ H, temos

(g1, hh1)φg = gg1 ⊗ (hh1)
g = gg1 ⊗ hgh

g
1

(3.4)
= (gg1 ⊗ h

g
1)[(g

g
1)h

g
1 ⊗ (hg)

hg1 ]

(3.1)
= (gg1 ⊗ h

g
1)[(g

g
1)g
−1h1g ⊗ h−g1 hghg1] = (gg1 ⊗ h

g
1)(g

h1g
1 ⊗ hh1g)

= (g1, h1)φg(g
h1
1 ⊗ hh1)φg

Logo, φg determina um único homomorfismo αg : G⊗H → G⊗H tal que (g1, h)αg = gg1⊗hg,

para todos g1 ∈ G e h ∈ H. Segue dos fatos αgαg−1 = 1 e αg−1αg = 1 a bijetividade de αg,

consequentemente, αg é um automorfismo de G⊗H.

Definindo a aplicação

α : G → Aut(G⊗H)

g 7→ αg

que claramente é um homomorfismo de grupos, obtemos uma ação de G sobre G⊗H tal que

(g1 ⊗ h)g = gg1 ⊗ hg. Analogamente prova-se o outro caso. 2

Proposição 3.5. Existe um único isomorfismo ν : G⊗H → H ⊗G definido por (g⊗ h)ν =

(h⊗ g)−1 para todos g ∈ G e h ∈ H.

Demonstração. Consideremos a aplicação φ : G×H → H ⊗G dada por (g, h)φ = (h⊗ g)−1.

Afirmamos que φ é uma biderivação. De fato, para todos g1, g2 ∈ G e h ∈ H, temos

(g1g2, h)φ = (h⊗ g1g2)−1
(3.4)
= [(h⊗ g2)(hg2 ⊗ gg21 )]−1 = (hg2 ⊗ gg21 )−1(h⊗ g2)−1

= (gg21 , h
g2)φ(g2, h)φ.

Similarmente, mostra-se que (g, h1h2)φ = (g, h2)φ(gh2 , hh21 )φ, para todos g ∈ G e h1, h2 ∈ H.

Logo, φ determina um único homomorfismo da forma

ν : G⊗H → H ⊗G

g ⊗ h 7→ (h⊗ g)−1.

Analogamente, obtém-se um homomorfismo µ : H⊗G→ G⊗H tal que (h⊗g)µ = (g⊗h)−1,

para todos h ∈ H e g ∈ G. Facilmente, vemos que µν = IdH⊗G e νµ = IdG⊗H . Portanto, ν é

um isomorfismo. 2
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Proposição 3.6. Sejam α : G → A e β : H → B homomorfismo de grupos e suponhamos

que A e B agem compativelmente um sobre o outro e que α e β preservem as ações no

seguinte sentido:

(hg)β = (hβ)gα, (gh)α = (gα)hβ,

para todos g ∈ G e h ∈ H. Então, existe um único homomorfismo α ⊗ β : G ⊗H → A ⊗ B

tal que (g ⊗ h)(α ⊗ β) = gα ⊗ hβ para todos g ∈ G e h ∈ H. Além disso, se α e β são

sobrejetoras, então α⊗ β também é.

Demonstração. Para provarmos que existe um único homomorfismo de G⊗H para A⊗ B,

basta observarmos que a aplicação φ : G ×H → A ⊗ B dada por (g, h)φ = gα ⊗ hβ é uma

biderivação. Além disso, se α e β são sobrejetoras, para a ∈ A e b ∈ B existem g ∈ G e

h ∈ H tais que gα = a e hβ = b. Assim, (g⊗ h)(α⊗ β) = a⊗ b e, portanto, α⊗ β também é

sobrejetora. 2

A seguir elencamos algumas identidades importantes envolvendo os geradores do produto

tensorial não abeliano.

Proposição 3.7. Para todos g, g1 ∈ G e h, h1 ∈ H, temos

(a) (g−1 ⊗ h)g = (g ⊗ h)−1 = (g ⊗ h−1)h;

(b) (g ⊗ h)−1(g1 ⊗ h1)(g ⊗ h) = (g1 ⊗ h1)[g,h] = (g1 ⊗ h1)g
−1gh = (g1 ⊗ h1)h

−gh;

(c) (g−1gh)⊗ h1 = (g ⊗ h)−1(g ⊗ h)h1;

(d) g1 ⊗ h−gh = (g ⊗ h)−g1(g ⊗ h);

(e) [g ⊗ h, g1 ⊗ h1] = g−1gh ⊗ h−g11 h1.

Demonstração. (a) Reparemos que

1⊗ h = g−1g ⊗ h = ((g−1)g ⊗ hg)(g ⊗ h) = (g−1 ⊗ h)g(g ⊗ h)

g ⊗ 1 = g ⊗ h−1h = (g ⊗ h)(gh ⊗ (h−1)h) = (g ⊗ h)(g ⊗ h−1)h,

para todos g ∈ G e h ∈ H. Logo, (g−1 ⊗ h)g = (g ⊗ h)−1 = (g ⊗ h−1)h.
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(b) Sejam u, v ∈ G e x, y ∈ H. Primeiramente, apliquemos (3.3) em uv ⊗ xy, em seguida

(3.4); assim

uv ⊗ xy = (u⊗ xy)v(v ⊗ xy) = ((u⊗ y)(uy ⊗ xy))v(v ⊗ y)(vy ⊗ xy)

= (u⊗ y)v(u⊗ x)yv(v ⊗ y)(v ⊗ x)y.

Agora, expandindo uv ⊗ xy primeiro por (3.4) e depois por (3.3), obtemos

uv ⊗ xy = (uv ⊗ y)((uv)⊗ x)y = (u⊗ y)v(v ⊗ y)((u⊗ x)v(v ⊗ x))y

= (u⊗ y)v(v ⊗ y)(u⊗ x)vy(v ⊗ x)y.

Comparando as duas igualdades acima, temos que

(u⊗ x)yv(v ⊗ y) = (v ⊗ y)(u⊗ x)vy.

Pondo u = gg
−1h−1

1 , v = g, x = hg
−1h−1

1 e y = h na igualdade anterior resulta que

(gg
−1h−1

1 ⊗ hg
−1h−1

1 )hg(g ⊗ h) = (g ⊗ h)(gg
−1h−1

1 ⊗ hg
−1h−1

1 )gh. (3.9)

Mas,

(gg
−1h−1

1 ⊗ hg
−1h−1

1 )hg(g ⊗ h) = (g1 ⊗ h1)g
−1h−1hg(g ⊗ h) = (g1 ⊗ h1)(g ⊗ h)

(g ⊗ h)(gg
−1h−1

1 ⊗ hg
−1h−1

1 )gh = (g ⊗ h)(g1 ⊗ h1)g
−1h−1gh.

Então, (3.9) torna-se

(g ⊗ h)−1(g1 ⊗ h1)(g ⊗ h) = (g1 ⊗ h1)g
−1h−1gh.

Além disso, pela Proposição 3.4 e sabendo que

gg
−1h−1gh

1 = (gg
−1h−1

1 )gh = (g−1gg
−1h−1

1 g)h = g−h(gg
−1

1 )h
−1hgh = g−hgg

−1

1 gh = (gg
−1

1 )g
h

= gg
−1gh

1 ,

e hg
−1h−1gh

1 = (hg
−1

1 )h
−1gh (3.2)

= (hg
−1

1 )g
h

= hg
−1gh

1 , obtemos

(g1 ⊗ h1)g
−1h−1gh = gg

−1h−1gh
1 ⊗ hg

−1h−1gh
1 = gg

−1gh

1 ⊗ hg
−1gh

1 = (g1 ⊗ h1)g
−1gh .
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Analogamente, (g1 ⊗ h1)g
−1h−1gh = (g1 ⊗ h1)h

−gh. Portanto,

(g ⊗ h)−1(g1 ⊗ h1)(g ⊗ h) = (g1 ⊗ h1)g
−1h−1gh = (g1 ⊗ h1)g

−1gh = (g1 ⊗ h1)h
−gh.

(c) Para todos g ∈ G e h, h1 ∈ H, temos

(g−1gh ⊗ h1) = (g−h
−1

g ⊗ hh−1

1 )h = [((g−h
−1

)g ⊗ (hh
−1

1 )g)(g ⊗ hh−1

1 )]h (por (3.3))

= [(g−1 ⊗ h1)h
−1g(g ⊗ h−1)(gh−1 ⊗ (hh1)

h−1

)]h (pelo item (a))

(g−1 ⊗ h1)h
−1gh(g ⊗ h−1)h(g ⊗ hh1) por (3.4)

= (g−1 ⊗ h1)h
−1gh(g ⊗ h)−1(g ⊗ h1)(g ⊗ h)h1 (pelo item (a) e (3.4))

= (g ⊗ h1)−[g,h](g ⊗ h)−1(g ⊗ h1)(g ⊗ h)h1 (pelo item (a))

= (g ⊗ h)−1(g ⊗ h)h1 (pelo item (b)).

(d) Análogo ao item anterior.

(e) Para todos g, g1 ∈ G e h, h1 ∈ H, temos

[g ⊗ h, g1 ⊗ h1] = (g ⊗ h)−1(g1 ⊗ h1)−1(g ⊗ h)(g1 ⊗ h1)

= (g ⊗ h)−1(g ⊗ h)h
−g1
1 h1 = (g−1gh ⊗ h−g1h1).

2

Definição 3.8. Dizemos que um homomorfismo de grupos µ : M → P juntamente com uma

ação de P sobre M é um módulo cruzado se satisfaz as condições a seguir:

(mp)µ = p−1(mµ)p

(m1)
mµ = m−1m1m

para todos p ∈ P e m,m1 ∈M.

No resultado a seguir são apresentados dois módulos cruzados de G ⊗ H e algumas de

suas propriedades.
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Proposição 3.9. (a) Existem homomorfismo de grupos λ : G⊗H → G e λ
′

: G⊗H → H

tais que

(g ⊗ h)λ = g−1gh e (g ⊗ h)λ
′
= h−gh;

(b) Os homomorfismos λ e λ
′

com as ações dadas na Proposição 3.4 são módulos cruzados;

(c) Se g ∈ G, h ∈ H e t ∈ G⊗H, então tλ⊗ h = t−1th e g ⊗ tλ′ = t−gt;

(d) tλ⊗ t1λ
′
= [t, t1] para todo t, t1 ∈ G⊗H;

(e) As ações de G sobre Nuc(λ
′
) e de H sobre Nuc(λ) são triviais.

Demonstração. (a) Definimos a aplicação α : G × H → G pondo (g, h)α = g−1gh. Agora,

vamos mostrar que α é uma biderivação. Para todos g, g1 ∈ G e h ∈ H, temos

(gg1, h)α = (gg1)
−1(gg1)

h = (gg1)−1(gh)g1g−11 gh1 = (gg1)−1(gg1)h
g1g−11 gh1 = (gg1 , hg1)α(g1, h)α.

Da mesma forma prova-se que (g, hh1)α = (g, h1)α(gh1 , hh1)α, para todos g ∈ G e h, h1 ∈ H.

Logo, existe um homomorfismo λ : G⊗H → G tal que (g⊗h)λ = g−1gh com g ∈ G e h ∈ H.

Para a aplicação λ
′

procedemos de forma análoga.

(b) Pelo item anterior, λ e λ
′

são homomorfismos de grupos; então, é suficiente provarmos

que λ e λ
′

satisfazem as duas condições da Definição 3.8, para todos os geradores de G⊗H.

Sejam t = g1 ⊗ h ∈ G⊗H e g ∈ G. Então,

(tg)λ = (gg1 ⊗ hg)λ = (gg1)−1(gg1)h
g

= g−g1 ghg1 = (g−11 gh1 )g = g−1(t)λg,

o que verifica a primeira condição. A outra condição é uma consequência imediata do item

(b) da Proposição 3.7. De modo análogo mostramos que λ
′

também é um módulo cruzado.

(c) Segue dos itens (c) e (d) da Proposição 3.7.

(d) É uma consequência do item (e) da Proposição 3.7.

(e) Sejam t ∈ Nuc(λ′) e g ∈ G. Então, pelo item (c), temos 1G⊗H = g ⊗ tλ′ = t−gt; logo

tg = t, o que mostra que G age trivialmente sobre Nuc(λ
′
). O caso de H agir trivialmente

sobre Nuc(λ) é demonstrado de modo análogo. 2
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Quando dois grupos G e H agem trivialmente um sobre o outro, G ⊗ H é isomorfo ao

produto tensorial de seus grupos abelianizados, vistos como Z-módulos. Este é o resultado

que segue abaixo.

Teorema 3.10. Se G age trivialmente sobre H e H age trivialmente sobre G, então

G⊗H ∼= Gab ⊗Z Hab.

Demonstração. Pela Proposição 3.7 item (e), G ⊗ H é um grupo abeliano. Agora, por

hipótese, G age trivialmente sobre H, donde temos que (g ⊗ h)λ
′

= h−gh = h−1h = 1, para

todos g ∈ G e h ∈ H e, assim, Nuc(λ
′
) = G⊗H. Logo, G⊗H é G-trivial (Proposição 3.9 item

(e)). Analogamente, G⊗H é também H-trivial. Definimos a aplicação θ : Gab×Hab → G⊗H

pondo (g, h)θ = g ⊗ h onde g = G
′
g e h = H

′
h. Primeiramente, vamos verificar que θ está

bem definida. Se g, x ∈ G e h, y ∈ H são tais que g = x e h = y, então existem c ∈ G′ e

d ∈ H ′ de maneira que g = cx e h = dy. Dessa forma,

g ⊗ h = cx⊗ dy = (c⊗ dy)x(x⊗ dy) = (c⊗ y)x(c⊗ d)yx(x⊗ y)(x⊗ d)y

= (c⊗ y)(c⊗ d)(x⊗ y)(x⊗ d) = (c⊗ d)(x⊗ d)(c⊗ y)(x⊗ y)

e, além disso, [g1, g2] ⊗ h1 = g1 ⊗ [h1, h2] = 1, para todos g1, g2 ∈ G e h1, h2 ∈ H. Assim,

c⊗ d = x⊗ d = c⊗ y = 1. Portanto, g ⊗ h = x⊗ y. Uma vez que G e H agem trivialmente

sobre G⊗H, a aplicação θ é Z-bilinear.

Consideremos A um Z-módulo e f : Gab × Hab → A uma função Z-bilinear. É fa-

cil ver que a aplicação f
′

: G × H → A definida por (g, h)f
′

= (g, h)f é uma bide-

rivação. Consequentemente, f
′

determina o único homomorfismo f̃ : G ⊗ H → A tal que

(g, h)f = (g, h)f
′

= (g ⊗ h)f̃ . Portanto, pela unicidade do produto tensorial de módulos,

temos G⊗H ∼= Gab ⊗Z Hab. 2

A seguir exemplificaremos o teorema anterior calculando o produto tensorial S3 ⊗ D8

quando S3 e D8 agem trivialmente um sobre o outro.

Exemplo 3.11. Sejam S3 o grupo simétrico de ordem 6 e D8 o grupo diedral de ordem 8 e

suponhamos que eles agem trivialmente um sobre o outro. Sabemos pelo resultado anterior
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que o produto tensorial S3 ⊗D8 é isomorfo a Sab3 ⊗Z Dab
8 . Mas, Sab3

∼= Z2 e Dab
8
∼= Z2 × Z2.

Portanto, pela Proposição 1.35

S3 ⊗D8
∼= Z2 ⊗Z (Z2 × Z2) ∼= (Z2 ⊗Z Z2)× (Z2 ⊗Z Z2) ∼= Z2 × Z2.

Observação 3.12. Se G é um grupo abeliano, a ação por conjugação de G sobre si mesmo

é trivial; desta forma, do Teorema 3.10 segue que G⊗G ∼= G⊗Z G.

Vimos como fica o produto tensorial não abeliano quando os grupos envolvidos agem

trivialmente sobre o outro. Agora, veremos o que acontece quando um dos grupos é abeliano

e age trivialmente sobre o outro.

Teorema 3.13. (D. Guin, [12]) Sejam A e G dois grupos com A abeliano e G A-trivial.

Então,

A⊗G ∼= A⊗ZG IG.

Demonstração. A fim de evitar confusão, denotaremos o elemento a ⊗ (g − 1) ∈ A ⊗ZG IG
por a ⊗′ (g − 1). Em A ⊗ G consideraremos A um grupo multiplicativo e, em A ⊗ZG IG,

aditivo. Observemos que, como G é A-trivial, pela Proposição 3.9 item (b), a aplicação

λ
′
: A⊗G→ G definida por (a⊗ g)λ

′
= g−ag = 1 é um módulo cruzado. Assim, para todos

a, a1 ∈ A e g, g1 ∈ G

(a⊗ g)−1(a1 ⊗ g1)(a⊗ g) = (a1 ⊗ g1)(a⊗g)λ
′
= (a1 ⊗ g1)g

−ag = a1 ⊗ g1.

Logo, A⊗G é um grupo abeliano. Seja

φ : A×G → A⊗ZG IG

a⊗ g 7→ a⊗′ (g − 1).

Então, φ é uma biderivação. De fato, para todos a ∈ A e g1, g2 ∈ G, temos

(a, g1g2)φ = a⊗′ (g1g2 − 1) = (a⊗′ [(g1 − 1)g2 + (g2 − 1)]

= (a⊗′ (g1 − 1)g2) + (a⊗′ (g2 − 1)) = (a⊗′ g2(g1 − 1)g2) + (a⊗′ (g2 − 1))

= (ag2 ⊗′ (gg21 − 1)) + (a⊗′ (g2 − 1)) = (ag2 , gg21 )φ+ (a, g2)φ

= (a, g2)φ+ (ag2 , gg21 )φ
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Também se a, b ∈ A e g ∈ G

(ab, g)φ = (a+ b)⊗′ (g − 1) = (a⊗′ (g − 1)) + (b⊗′ (g − 1))

= (ab ⊗′ (g − 1)b) + (b⊗′ (g − 1)) = (ab ⊗ (g − 1)b) + (b⊗ (g − 1))

= (ab, gb)φ+ (b, g)φ,

desde que A é abeliano e G é A-trivial. Logo, existe um homomorfismo ϕ de A ⊗ G em

A⊗ZG IG tal que (a⊗ g)ϕ = a⊗′ (g− 1). Veremos que a aplicação definida abaixo é a inversa

de ϕ

ϕ
′
: A⊗ZG IG → A⊗G

a⊗′
∑
g∈G

xgg 7→
∏
g∈G

(a⊗ g)xg .

Inicialmente, mostraremos que ϕ′ é consistente com as três relações definidoras de A⊗ZG IG.

(1) Para todos a, b ∈ A e u =
∑

g∈G xgg ∈ IG, temos

((a+ b)⊗′ u)ϕ′ =
∏
g∈G

(ab⊗ g)xg =
∏
g∈G

[(ab ⊗ gb)(b⊗ g)]xg =
∏
g∈G

[(a⊗ g)(b⊗ g)]xg

=
∏
g∈G

(a⊗ g)xg
∏
g∈G

(b⊗ g)xg = (a⊗′ u)ϕ′(b⊗′ u)ϕ′

(2) Análogo ao item (1).

(3) Sejam a ∈ A, u =
∑

g∈G xgg ∈ IG e r =
∑

g1∈G yg1g1 ∈ ZG. Então

(ar ⊗′ u)ϕ′ =

(∑
g1∈G

yg1a
g1 ⊗′

∑
g∈G

xgg

)
ϕ′ =

∏
g∈G

(∏
g1∈G

(ag1)yg1 ⊗ g

)xg

=
∏
g∈G

(∏
g1∈G

ag1 ⊗ g

)xgyg1

=
∏
g1∈G

∏
g∈G

[(a⊗ gg
−1
1 )g1 ]xgyg1

=
∏
g1∈G

∏
g∈G

[(a⊗ g1)−1(a⊗ g1g)]xgyg1 (por (3.8) e Proposição 3.7)

=
∏
g1∈G

(a⊗ g1)−yg1
∑
xg
∏
g1∈G

∏
g∈G

(a⊗ g1g)xgyg1

=
∏
g1∈G

∏
g∈G

(a⊗ g1g)xgyg1 (pois
∑
g∈G

xg = 0)

=
∏
g2∈G

(a⊗ g2)zg2 ,
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onde zg2 =
∑

g1g=g2
yg1xg. Mas, como ru =

∑
zg2g2 temos a seguinte igualdade

(a⊗′ ru)ϕ′ =
∏
g2∈G

(a⊗ g2)zg2 = (ar ⊗′ u)ϕ′,

donde segue que ϕ′ é um homomorfismo. Além disso, desde que u =
∑

g∈G xgg ∈ IG,∑
g∈G xg = 0. Assim, u =

∑
g∈G xgg−

∑
g∈G xg1 =

∑
g∈G xg(g− 1). Logo, para todo a ∈ A e

u ∈ IG, temos

(a⊗′ u)ϕ′ϕ =
∏

(a⊗ g)xgϕ =
∑
g∈G

xg(a⊗′ (g − 1)) = a⊗′
∑
g∈G

xg(g − 1) = a⊗′ u,

ou seja, ϕ′ϕ = Id. Claramente ϕϕ′ = Id e, portanto, ϕ é um isomorfismo. 2

Como consequência dos Teoremas 3.13 e 2.10 obtemos o seguinte resultado:

Corolário 3.14. Sejam A e G dois grupos com A abeliano e G A-trivial. Então, o núcleo

do módulo cruzado λ : A⊗G→ A é isomorfo a H1(G,A).

3.2 O Quadrado Tensorial Não Abeliano de um Grupo

Nesta seção passaremos a estudar o quadrado tensorial não abeliano de grupos e teremos

por objetivo apresentar alguns resultados de R. Brown, D. L. Johnson e E. F. Robertson [3].

Seja G um grupo que atua sobre si mesmo por conjugação. Definindo a função comutador

G × G → G por (g, h) 7→ [g, h], claramente, vemos que ela induz um homomorfismo κ :

G ⊗ G → G de forma que (g ⊗ h)κ = [g, h] para todo g, h ∈ G. Denotaremos o núcleo de κ

por J2(G). São consequências imediatas da Proposição 3.9 que J2(G) é um subgrupo central

de G⊗G e que G age trivialmente sobre J2(G).

Um resultado técnico será dado abaixo.

Lema 3.15. Vale que cg ⊗ cg = g ⊗ g e gc⊗ gc = g ⊗ g para todos g ∈ G e c ∈ G′ .

Demonstração. Suponhamos que g ∈ G e c = [x, y] ∈ G′ . Sabendo que J2(G) é um subgrupo
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central de G⊗G e que G age trivialmente sobre J2(G), temos

[x, y]g ⊗ [x, y]g = ([x, y]⊗ g)g([x, y]⊗ [x, y])g
2

(g ⊗ g)(g ⊗ [x, y])g (por (3.1) e (3.2))

= (g ⊗ g)(([x, y]⊗ g)(g ⊗ [x, y]))g

= (g ⊗ g)[(x⊗ y)−1(x⊗ y)g(x⊗ y)−g(x⊗ y)]g (pela Proposição 3.7(c) e (d))

= g ⊗ g.

Agora, se c é um produto de comutadores, isto é, c = [x1, y1] . . . [xn, yn], então por indução,

obtemos

cg ⊗ cg = [x1, y1] . . . [xn, yn]g ⊗ [x1, y1] . . . [xn, yn]g = g ⊗ g.

Analogamente, provamos que gc⊗ gc = g ⊗ g. 2

A seguir vamos definir o funtor quadrático de Whitehead, denotado por Γ.

Definição 3.16. Dado um grupo abeliano (aditivo) A, Γ(A) é o grupo gerado por todos os

śımbolos γa com a ∈ A sujeito às seguintes relações:

γ(−a) = γ(a) (3.10)

γ(a+ b+ c) + γa+ γb+ γc = γ(a+ b) + γ(b+ c) + γ(a+ c) (3.11)

para todos os elementos a, b, c ∈ A.

Segue de (3.11) com a = b = c = 0 que γ0 é o elemento neutro de Γ(A). Com isso, fazendo

c = 0 em (3.11), temos

γa+ γb = γb+ γa,

ou seja, Γ(A) é um grupo abeliano.

A seguir veremos que existe um homomorfismo de Γ(Gab) no quadrado tensorial não

abeliano G⊗G.

Proposição 3.17. Existe um homomorfismo ψ : Γ(Gab) → G ⊗ G tal que (γg)ψ = g ⊗ g

onde g denota a classe de g módulo G
′
.
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Demonstração. Sejam X = {γg; g ∈ G} e ϕ : X → G⊗G a aplicação definida por (γg)ϕ =

g⊗g. Primeiramente, veriquemos que ϕ está bem definida. Dados g1, g2 ∈ G tais que g1 = g2,

então g1 = cg2 para algum c ∈ G′ . Assim, segue do resultado anterior que

(γg1)ϕ = g1 ⊗ g1 = cg2 ⊗ cg2 = g2 ⊗ g2 = (γg2);

logo ϕ está bem definida.

Agora, mostraremos que ϕ é consistente com as relações definidoras (3.10) e (3.11) de

Γ(Gab). Temos, pela Proposição 3.7 item (a) e do fato que G age trivialmente sobre J2(G),

que para todo g ∈ G

(γ(g−1))ϕ = g−1 ⊗ g−1 = (g−1 ⊗ g−1)g = (g ⊗ g−1)−1 = (g ⊗ g)g
−1

= g ⊗ g = (γ(g))ϕ,

o que mostra a consistência de ϕ com a relação (3.10).

Além disso, usando os fatos que g ⊗ g ∈ J2(G), para todo g ∈ G, J2(G) é central em

G⊗G e G-trivial, obtemos

(γ(abc))ϕ(γa)ϕ(γb)ϕ(γc)ϕ = ((ab)c⊗ ab(c))(a⊗ a)(b⊗ b)(c⊗ c)

= (ab⊗ (ab)c)c(c⊗ a(bc))(a⊗ a)(b⊗ b)(c⊗ c)

= (ab⊗ c)c(ab⊗ ab)c2(c⊗ bc)(c⊗ a)bc(a⊗ a)(b⊗ b)(c⊗ c)

= (a⊗ c)bc(b⊗ c)c(ab⊗ ab)(c⊗ c)(c⊗ b)c(c⊗ a)bc(a⊗ a)(b⊗ b)

(c⊗ c)

= (ab⊗ ab)(a⊗ c)bc(b⊗ c)c(b⊗ b)c2(c⊗ c)(c⊗ b)c(c⊗ a)bc(a⊗ a)

(c⊗ c)

= (ab⊗ ab)(a⊗ c)bc(bc⊗ bc)(c⊗ a)bc(a⊗ a)(c⊗ c)

= (ab⊗ ab)(bc⊗ bc)[(a⊗ c)c(a⊗ a)c
2

(c⊗ c)(c⊗ a)c]
bc

= (ab⊗ ab)(bc⊗ bc)(ac⊗ ac)

= (γab)ϕ(γbc)ϕ(γac)ϕ.

Portanto, existe um homomorfismo ψ : Γ(Gab)→ G⊗G estendendo ϕ. 2

Como Im(ψ) ⊆ J2(G) e J2(G) é um subgrupo central de G ⊗ G, Im(ψ) é um subgrupo

normal de G ⊗ G. Dáı, o grupo quociente G ⊗ G/Im(ψ) faz sentido, o qual será chamado
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quadrado exterior não abeliano de G e denotado por G ∧ G. Da Proposição 1.14 segue que

existe um homomorfismo κ
′

: G ∧ G → G
′

tal que ρκ
′

= κ onde ρ : G ⊗ G → G ∧ G é a

projeção natural. Em [18], C. Miller mostrou que o núcleo de κ
′

é isomorfo ao multiplicador

de Schur M(G). Desta forma, se o grupo G é abeliano, então Nuc(κ′) = G ∧ G e, assim,

M(G) ∼= G ∧G.

Consideremos i : J2(G)→ G⊗G a aplicação inclusão e β = iρα−1 onde α é o isomorfismo

de M(G) sobre Nuc(κ
′
). A função β é sobrejetiva. Com efeito, seja y ∈M(G). Então, existe

x ∈ Nuc(κ
′
) tal que y = xα−1. Agora, como x ∈ Nuc(κ

′
) ⊂ G ∧ G, existe x̂ ∈ G ⊗ G de

forma que x = x̂ρ. Disso segue que 1 = xκ
′

= x̂ρκ
′
, ou seja, x̂ ∈ Nuc(κ) = Im(i) = J2(G).

Logo,

y = xα−1 = x̂ρα−1 = x̂iρα−1 = x̂β.

Com isso, temos o diagrama comutativo (I) com linhas exatas e extensões centrais como

colunas

1 1

↓ ↓

Γ(Gab)
ψ−→ J2(G)

β−→ M(G) → 1

= ↓ i↓ ↓α (I)

Γ(Gab)
ψ−→ G⊗G ρ−→ G ∧G → 1

k↓ ↓k′

G′
−→
= G′

↓ ↓

1 1

É bem conhecido que o multiplicador de Schur de um grupo finito é finito (Veja, por

exemplo [16], pág. 14). Em [34] J. H. C. Whitehead mostrou que se A é um grupo abeliano

finito, então Γ(A) também é finito. Dessa forma, se G é um grupo finito, então G′, Γ(Gab)

e M(G) são finitos. Assim, da segunda coluna do diagrama (I) segue a finitude de G ∧G e,

com isso, da segunda linha do mesmo diagrama concluimos que G⊗G é finito. No final da

próxima seção, no Teorema 3.30, veremos que isso é mais geral, isto é, o produto tensorial

não abelianos de grupos finitos é finito.
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3.3 O Grupo η(G,H)

O objetivo desta seção é definir o grupo η(G,H), onde G e H são grupos agindo compa-

tivelmente um sobre o outro. Também apresentaremos algumas propriedades de tal grupo

e a sua relação com o produto tensorial não abeliano G ⊗H. Esta seção é de fundamental

importância para as seções posteriores.

Sejam G e H dois grupos agindo compativelmente um sobre o outro e Hϕ uma cópia de

H, isomorfo por ϕ : H → Hϕ tal que h 7→ hϕ, para todo h ∈ H. Então, definimos o grupo

η(G,H) := 〈G,Hϕ | [g, hϕ]g1 = [gg1 , (hg1)ϕ], [g, hϕ]h
ϕ
1 = [gh1 , (hh1)ϕ], ∀g, g1 ∈ G e h, h1 ∈ H〉.

Com isso queremos dizer que η(G,H) =
G ∗Hϕ

〈R〉G∗Hϕ , onde

R = {[g, hϕ]g1 [gg1 , (hg1)ϕ]−1, [g, hϕ]h
ϕ
1 [gh1 , (hh1)ϕ]−1 | g, g1 ∈ G, h, h1 ∈ H}.

Quando G = H e as ações são por conjugação, η(G,G) é o grupo

ν(G) := 〈G,Gϕ | [g1, g
ϕ
2 ]g3 = [gg31 , (g

g3
2 )ϕ] = [g1, g

ϕ
2 ]g

ϕ
3 , ∀g1, g2, g3 ∈ G〉

o qual foi definido por N. R. Rocco em [26]. Neste trabalho ele mostrou que existe uma

relação entre o subgrupo comutador [G,Gϕ] de ν(G) e o quadrado tensorial não abeliano

G⊗G. Esta relação é dada no seguinte resultado: [G,Gϕ] ∼= G⊗G.

Nesta seção G e H denotam grupos que agem compativelmente um sobre o outro. A

seguir daremos um exemplo do grupo η(G,H).

Exemplo 3.18. Consideremos dois grupos G e H com apresentações G = 〈a|a3〉 e H = 〈b|b2〉,

respectivamente. Suponhamos que H é G-trivial e que H age sobre G da seguinte forma:

ab = a−1(= a2). Pela definição acima:

η(G,H) = 〈 a, bϕ | a3 = 1, (bϕ)2 = 1, [a, bϕ]a = [a, bϕ], [a, bϕ]a
2

= [a, bϕ], [a, bϕ]b
ϕ

= [a2, bϕ],

[a2, bϕ]a = [a2, bϕ], [a2, bϕ]a
2

= [a2, bϕ], [a2, bϕ]b
ϕ

= [a, bϕ]〉.

Agora, reparemos que

[a2, bϕ] = [a, bϕ]a[a, bϕ] = [a, bϕ][a, bϕ] = [a, bϕ]2
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e, assim,

1 = [1, bϕ] = [a3, bϕ] = [a2, bϕ]a[a, bϕ] = [a2, bϕ][a, bϕ] = [a, bϕ]2[a, bϕ] = [a, bϕ]3,

donde segue que, [a, bϕ]−1 = [a2, bϕ]. Logo,

η(G,H) = 〈a, bϕ | a3 = 1, (bϕ)2 = 1, [a, bϕ]a = [a, bϕ], [a, bϕ]b
ϕ

= [a, bϕ]−1〉.

Sejam V = 〈x, y | x3, y3, [x, y]〉 (∼= C3 × C3) e α o automorfismo de V dado por x 7→ xy

e y 7→ y−1. Agora, consideremos o produto semidireto < α > nV. Não é dif́ıcil ver que

a aplicação θ definida por a 7→ (1Aut(V ), x), bϕ 7→ (α, 1V ) é consistente com as relações

definidoras de η(G,H). Assim, θ determina um homomorfismo θ1 : η(G,H) →< α > nV.

A aplicação θ2 :< α > nV → η(G,H) dada por (αε, xiyj) 7→ ai[a, bϕ]j(bϕ)ε, para todos

i, j ∈ {0, 1, 2} e ε ∈ {0, 1} é um homomorfismo de grupos. Além disso, θ1θ2 = 1η(G,H) e

θ2θ1 = 1<α>nV , donde segue que η(G,H) é isomorfo a < α > nV.

Observação 3.19. Sejam θ : G → η(G,H) e ϑ : H → η(G,H) homomorfismos canônicos.

Estes homomorfismos são injetores. De fato, mostraremos a injetividade de θ, a de ϑ é

análoga. Suponhamos que G = 〈X|R〉 e Hϕ = 〈Y |S〉 são apresentações de G e H, respecti-

vamente, e consideremos a aplicação ρ : X ∪ Y → G definida por:

(a)ρ =

 a, se a ∈ X

1, se a ∈ Y

Claramente, ρ é consistente com as relações definidoras de G ∗Hϕ e (X ∪Y )ρ gera G. Logo,

estende-se a um epimorfismo ρ1 : G ∗ Hϕ → G. Temos que 〈R〉G∗Hϕ ⊆ Nuc(ρ1), uma vez

que, ([g, hϕ]g1 [gg1 , (hg1)ϕ]−1)ρ1 = 1 e ([g, hϕ]h
ϕ
1 [gh1 , (hh1)ϕ]−1)ρ1 = 1. Assim, ρ1 induz um

homomorfismo θ′ : η(G,Hϕ) → G e é claro que θθ′ = Id. Portanto, θ é injetora. Com isso,

podemos identificar G e Hϕ com suas imagens em η(G,H).

Definição 3.20. Um subgrupo M de G será chamado de H-subgrupo se mh ∈M, para todos

m ∈M e h ∈ H.

Proposição 3.21. Sejam M,N subgrupos normais de G e H, respectivamente. Se M é um

H-subgrupo de G e N um G-subgrupo de H, então:
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(i) [M,Nϕ] � η(G,H);

(ii) [γi(M), (γj(N))ϕ] � η(G,H), para todos i, j ≥ 1;

(iii) [Mi, (Nj)
ϕ] � η(G,H), para todos i, j ≥ 0.

Demonstração. (i) Segue das relações definidoras de η(G,H) que [m,nϕ]g = [mg, (ng)ϕ], para

todos m ∈ M, n ∈ N e g ∈ G. Agora, como M � G e N é um G-subgrupo de H, então G

normaliza [M,Nϕ]. Usando a outra relação definidora de η(G,H) provamos que Hϕ também

normaliza [M,Nϕ], donde seque que [M,Nϕ] � η(G,H).

(ii) Como γi(M) char M e M �G, então γi(M)�G. Para i = 1, temos que γ1(M) = M ;

logo γ1(M) é um H-subgrupo de G. Agora, suponhamos que γi−1(M) é um H-subgrupo

de G. Então, dado x = [xi−1,m] ∈ γi(M), com xi−1 ∈ γi−1(M) e m ∈ M, temos xh =

[xi−1,m]h = [xhi−1,m
h] ∈ [γi−1(M),M ] = γi(M), para todo h ∈ H. Analogamente, γj(N) é

um G-subgrupo de H. Portanto, pelo item anterior, [γi(M), (γj(N))ϕ] � η(G,H).

(iii) Análogo ao item anterior. 2

Denotaremos o subgrupo normal [G,Hϕ] de η(G,H) por τ(G,H). Observamos que o

grupo η(G,H) pode ser descrito da seguinte forma: η(G,H) = τ(G,H)GHϕ. Isso segue do

fato que G∪Hϕ gera η(G,H), τ(G,H) / η(G,H) e hϕg = [g−1, h−ϕ]−1ghϕ, para todos g ∈ G

e h ∈ H.

A seguir apresentaremos um importante resultado que mostra a existência de um isomor-

fismo entre o subgrupo τ(G,H) de η(G,H) e o produto tensorial não abeliano de grupos

G⊗H.

Teorema 3.22. Existe um isomorfismo α : τ(G,H) → G ⊗H dado por ([g, hϕ])α = g ⊗ h,

para todos g ∈ G e h ∈ H.

Demonstração. Consideremos o produto livre G ∗ Hϕ. Segue da Proposicao 1.18 que o

subgrupo [G,Hϕ] de G ∗ Hϕ é livre, livremente gerado pelos comutadores [g, hϕ], onde

g ∈ G\{1}, hϕ ∈ Hϕ\{1}. Sejam

R = {[g, hϕ]−x[gx, (hx)ϕ], [g, hϕ]−y
ϕ

[gy, (hy)ϕ] | g, x ∈ G\{1}, h, y ∈ H\{1}}
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e S o conjunto

{[gg1, hϕ]−1[gg1 , (hg1)ϕ][g1, h
ϕ], [g, (hh1)

ϕ]−1[g, hϕ1 ][gh1 , (hh1)ϕ]} | g, g1,∈ G\{1}, h, h1,∈ H\{1}.

Como [G,Hϕ] é um subgrupo normal de G ∗ Hϕ, R, S são subconjuntos de [G,Hϕ]. Por

definição, η(G,H) = (G ∗Hϕ)/〈R〉G∗Hϕ
.

Afirmação (1): 〈S〉[G,Hϕ] �G ∗Hϕ.

Com efeito, sejam s = [gg1, h
ϕ]−1[gg1 , (hg1)ϕ][g1, h

ϕ] um elemento de S e x ∈ G. Então,

pelas identidades de comutadores, temos

sx = [gg1, h
ϕ]−x[gg1 , (hg1)ϕ]x[g1, h

ϕ]x

= ([(gg1)x, h
ϕ][x, hϕ]−1)−1([gg1x, (hg1)ϕ][x, (hg1)ϕ]−1)([g1x, h

ϕ][x, hϕ]−1)

= ([x, hϕ][gg1x, h
ϕ]−1)([gg1x, (hg1)ϕ][x, (hg1)ϕ]−1)[gg1x, (hg1x)ϕ]−1[gg1x, (hg1)ϕ] ·

· [gg1x, (hg1)ϕ]−1[gg1x, h
ϕ][gg1x, h

ϕ]−1[gg1x, (hg1x)ϕ]([g1x, h
ϕ][x, hϕ]−1)

= ((s1)
−[gg1x,(hg1 )ϕ]−1[gg1x,hϕ]s2)

[x,hϕ],

onde

s1 = [gg1x, (hg1)ϕ]−1[gg1x, (hg1x)ϕ][x, (hg1)ϕ],

s2 = [gg1x, h
ϕ]−1[gg1x, (hg1x)ϕ][g1x, h

ϕ].

Logo, sx ∈ 〈S〉[G,Hϕ]. Para y ∈ H, notemos que

(gy)g
y
1 = gg1y e (hy)g

y
1 = hg1y. (3.12)

Aplicando as identidades de comutadores, novamente, obtemos:

sy
ϕ

= [gg1, h
ϕ]−y

ϕ

[gg1 , (hg1)ϕ]y
ϕ

[g1, h
ϕ]y

ϕ

= ([gg1, (hy)ϕ]−1[gg1, y
ϕ])([gg1 , yϕ]−1[gg1 , (hg1y)ϕ])([g1, y

ϕ]−1[g1, (hy)ϕ])

(3.12)
= ([gg1, (hy)ϕ]−1[gg1, y

ϕ])[gygy1 , (h
y)ϕ][gygy1 , (h

y)ϕ]−1[(gy)g
y
1 , ((hy)g

y
1 )ϕ] ·

· [gy1 , (h
y)ϕ][gy1 , (h

y)ϕ]−1[gg1y, (hg1y)ϕ]−1([gg1 , yϕ]−1[gg1 , (hg1y)ϕ]) ·

· [gy1 , (h
y)ϕ][gy1 , (h

y)ϕ]−1([g1, y
ϕ]−1[g1, (hy)ϕ])

= s3s4[g
y
1 , (h

y)ϕ]−1s−15 [gy1 , (h
y)ϕ]s−16 ,
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onde

s3 = [gg1, (hy)ϕ]−1[gg1, y
ϕ]gygy1 , (h

y)ϕ],

s4 = [gygy1 , (h
y)ϕ]−1[(gy)g

y
1 , ((hy)g

y
1 )ϕ][gy1 , (h

y)ϕ],

s5 = [gg1 , (hg1y)ϕ]−1[gg1 , yϕ][gg1y, (hg1y)ϕ],

s6 = [g1, (hy)ϕ]−1[g1, y
ϕ][gy1 , (h

y)ϕ].

Isto implica que sy
ϕ ∈ 〈S〉[G,Hϕ]. Analogamente, verifica-se que o conjugado de um elemento

em S do tipo [g, (hh1)
ϕ]−1[g, hϕ1 ][gh1 , (hh1)ϕ] por um elemento em G ∗Hϕ está em 〈S〉[G,Hϕ],

donde conclúımos que 〈S〉[G,Hϕ] �G ∗Hϕ.

Afirmação (2): Consideremos

r = [g, hϕ]−x[gx, (hx)ϕ] e r′ = [g, hϕ]−y
ϕ

[gy, (hy)ϕ]

elementos do conjunto R. Então,

r = [g, hϕ]−x[gx, (hx)ϕ] = ([gx, hϕ][x, hϕ]−1)−1[gx, (hx)ϕ]

= [x, hϕ][gx, hϕ]−1[gx, (hx)ϕ] = [x, hϕ]s[x, hϕ]−1,

sendo s = [gx, hϕ]−1[gx, (hx)ϕ][x, hϕ] ∈ S. Também,

r′ = [g, hϕ]−y
ϕ

[gy, (hy)ϕ] = ([g, yϕ]−1[g, (hy)ϕ])−1[gy, (hy)ϕ]

= [g, (hy)ϕ]−1[g, yϕ][gy, (hy)ϕ] = s′ ∈ S.

Assim, R ⊆ 〈S〉[G,Hϕ] e S ⊆ 〈R〉G∗Hϕ
. Como 〈S〉[G,Hϕ] �G ∗Hϕ, temos 〈R〉G∗Hϕ

= 〈S〉[G,Hϕ],

concluindo a prova da Afirmação (2).

Das afirmações (1) e (2) segue que η(G,H) = (G ∗Hϕ)/(〈S〉[G,Hϕ]) e, consequentemente,

τ(G,H) = ([G,Hϕ])/(〈S〉[G,Hϕ]). Com isso, o homomorfismo γ do grupo livre [G,Hϕ] sobre

G⊗H tal que ([g, hϕ])γ = g⊗h induz um epimorfismo α : τ(G,H)→ G⊗H. Por outro lado,

a aplicação β : G⊗H → τ(G,H) definida sobre os geradores por (g⊗h)β = [g, hϕ] estende-se

a um epimorfismo de G ⊗ H sobre τ(G,H). Além disso, αβ = 1τ(G,H) e βα = 1G⊗H , o que

conclui a prova. 2

Observação 3.23. Vimos no teorema anterior que existe um isomorfismo entre os grupos

τ(G,H) e G ⊗ H. Mas, se tomarmos J ≤ G e K ≤ H, nem sempre o seguinte isomorfismo
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ocorre [J,Kϕ] ∼= J ⊗ K. Por exemplo, consideremos o grupo diedral de ordem 8, D8 =

{I, α, α2, α3, β, βα, βα2, βα3}, onde α4 = 1, β2 = 1 e αiβ = βα4−i, para i = 1, 2, 3. Em

η(D8, D8) temos [α2, (α2)ϕ] = [α, αϕ]4 = [α4, αϕ] = 1 e, assim, [〈α2〉, 〈α2〉ϕ] = {1}. Por outro

lado, 〈α2〉 ⊗ 〈α2〉 ∼= 〈α2〉 ⊗Z 〈α2〉 ∼= Z2 ⊗Z Z2
∼= Z2. Entretanto, se J e K são subgrupos

normais de um grupo G, então o subgrupo [J,Kϕ] de η(G,G) é uma imagem epimórfica do

produto tensorial não abeliano de grupos J ⊗K, onde as ações consideradas neste produto

tensorial são por conjugação. De fato, seja X = {j ⊗ k | j ∈ J e k ∈ K} e definamos

a aplicação θ : X → [J,Kϕ] pondo (j ⊗ k)θ = [j, kϕ]. Claramente, θ é consistente com

as relações definidoras de J ⊗ K; logo, pelo Teste da Substituição, existe um epimorfismo

θ′ : J ⊗K → [J,Kϕ].

Observamos que existe uma outra construção de grupo isomorfa a η(G,H) devida a E.

Ellis e F. Leonard e que também contém uma cópia isomórfica de G⊗H. O leitor interessado

em ver os detalhes pode consultar [8].

Nas duas proposições seguintes, estaremos apresentando diversas relações que serão de

grande utilidade para a sequência deste trabalho.

A demonstração da proposição a seguir será omitida, uma vez que ela é uma consequência

do Teorema 3.22 e Proposições 3.7 e 3.9.

Proposição 3.24. (i) Para todos g, x ∈ G e h, y ∈ H, temos:

(a) [g, hϕ][x,y
ϕ] = [g, hϕ]x

−1xy = [g, hϕ](y
−xy)ϕ ;

(b) [g, hϕ][x,y
ϕ]−1

= [g, hϕ]x
−yx = [g, hϕ](y

−1yx)ϕ ;

(c) [g−1gh, yϕ] = [g, hϕ]−1[g, hϕ]y
ϕ
;

(d) [x, (h−gh)ϕ] = [g, hϕ]−x[g, hϕ];

(e) [[g, hϕ], [x, yϕ]] = [g−1gh, (y−xy)ϕ];

(f) [[g, hϕ], [x, yϕ]−1] = [g−1gh, (y−1yx)ϕ].

(ii) Existem homomorfismo de grupos λ : τ(G,H) → G e µ : τ(G,H) → H tais que

([g, hϕ])λ = g−1gh e ([g, hϕ])µ = h−gh;

(iii) [(t)λ, ((t1)µ)ϕ] = [t, t1], para todos t, t1 ∈ τ(G,H).
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O subgrupo 〈g−1gh | g ∈ G, h ∈ H〉 de G será denotado por [G,H]. Agora, notemos

que, se G e H são grupos agindo compativelmente um sobre o outro, então [G,H] = Im(λ)

e [H,G] = Im(µ), onde λ e µ são os homomorfismos da proposição anterior.

Quando G = H em η(G,H) e as ações são todas por conjugação, obtemos as relações

abaixo:

Proposição 3.25. (N. R. Rocco, [26]) São válidas as seguintes relações em ν(G) :

(a) [x, yϕ][z,w
ϕ] = [x, yϕ][z,w], para todos x, y, z, w ∈ G;

(b) [x, yϕ, z] = [x, y, zϕ] = [x, yϕ, zϕ] e [xϕ, y, z] = [xϕ, y, zϕ] = [xϕ, yϕ, z], para todos

x, y, z ∈ G;

(c) [x, xϕ] é central em ν(G), para todo x ∈ G;

(d) [xy, (xy)ϕ] = [x, yϕ][y, xϕ][x, xϕ][y, yϕ], para todos x, y ∈ G;

(e) [x, yϕ][y, xϕ] é central em ν(G), para todos x, y ∈ G;

(f) [x, yϕ][y, xϕ] = [y, xϕ][x, yϕ], para todos x, y ∈ G;

(g) [cx, (cx)ϕ] = [x, xϕ] e [xc, (xc)ϕ] = [x, xϕ], para todos x ∈ G e c ∈ G′. Em particular,

[c, cϕ] = 1, para todo c ∈ G′.

(h) Se y ∈ G′, então [x, yϕ][y, xϕ] = 1, para todo x ∈ G;

Demonstração. (a) Pela definição de ν(G) segue:

[x, yϕ][z,w
ϕ] = [x, yϕ]z

−1w−ϕzwϕ = [xz
−1

, (yz
−1

)ϕ]w
ϕzwϕ

= [xz
−1w−1zw, (yz

−1w−1zw)ϕ] = [x[z,w], (y[z,w])ϕ]

= [x, yϕ, ][z,w].
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(b) Usando [x, y] = x−1xy e algumas relações de comutadores, obtemos:

[x, y, zϕ] = [x−1xy, zϕ] = [x−1, zϕ]x
y

[xy, zϕ] = [x−1, zϕ]y
−1xy[x, (zy

−1

)ϕ]y

= [x−1, zϕ]xx
−1y−1xy[x, (yzy−1)ϕ]y = [x, zϕ]−x

−1y−1xy[x, (yzy−1)ϕ]y

= [x, zϕ]−[x,y][x, (y−1)ϕ]y[x, (yz)ϕ] = [x, zϕ]−[x,y][x, yϕ]−1[x, zϕ][x, yϕ]z

(a)
= [x, zϕ]−[x,y

ϕ][x, yϕ]−1[x, zϕ][x, yϕ]z = [x, yϕ]−1[x, zϕ]−1[x, zϕ][x, yϕ]z

= [x, yϕ]−1[x, yϕ]z

= [x, yϕ, z].

Agora, observemos que:

[x, yϕ, z] = [x, yϕ]−1[x, yϕ]z = [x, yϕ]−1[xz, (yz)ϕ] = [x, yϕ]−1[x, yϕ]z
ϕ

= [x, yϕ, zϕ].

Logo, [x, y, zϕ] = [x, yϕ, z] = [x, yϕ, zϕ], para todos x, y, z ∈ G. De forma análoga, prova-se

que [xϕ, y, z] = [xϕ, y, zϕ] = [xϕ, yϕ, z], para todos x, y, z ∈ G.

(c) Segue de (b) que [x, xϕ, y] = [x, x, yϕ] = [1, yϕ] = 1, para todos x, y ∈ G. Além disso,

[x, xϕ, yϕ] = [x, xϕ]−1[x, xϕ]y
ϕ

= [x, xϕ]−1[x, xϕ]y = [x, xϕ, y] = 1.

Portanto, [x, xϕ] é central em ν(G), para todo x ∈ G.

(d) Para todos x, y ∈ G, temos

[xy, (xy)ϕ] = [x, (xy)ϕ]y[y, (xy)ϕ]

= [x, yϕ]y[x, xϕ]y
ϕy[y, yϕ][y, xϕ]y

ϕ

= [x, yϕ]y[x, xϕ][y, yϕ][y, xϕ]y
ϕ

,

pois, como [x, xϕ] em central em ν(G), então [x, xϕ]y
ϕy = [x, xϕ]. Dáı, novamente por (c)

podemos escrever

[xy, (xy)ϕ] = [x, yϕ]y[y, xϕ]y
ϕ

[x, xϕ][y, yϕ], (3.13)

ou ainda,

[xy, (xyϕ)][y, yϕ]−1[x, xϕ]−1 = [x, yϕ]y[y, xϕ]y
ϕ

.
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Agora, reparemos que o primeiro membro da igualdade acima é central em ν(G), consequen-

temente o segundo membro também o é. Assim, usando a definição de ν(G), obtemos

[x, yϕ]y[y, xϕ]y
ϕ

= [x, yϕ]y
ϕ

[y, xϕ]y
ϕ

= ([x, yϕ][y, xϕ])y
ϕ

; (3.14)

logo,

[x, yϕ]y[y, xϕ]y
ϕ

= [x, yϕ]y[y, xϕ]y
ϕ

(yϕy−ϕ) = yϕ[x, yϕ]y[y, xϕ]y
ϕ

y−ϕ

(3.14)
= yϕ([x, yϕ][y, xϕ])y

ϕ

y−ϕ = yϕy−ϕ([x, yϕ][y, xϕ])yϕy−ϕ

= [x, yϕ][y, xϕ].

Substituindo em (3.13), chegamos [xy, (xy)ϕ] = [x, yϕ][y, xϕ][x, xϕ][y, yϕ].

(e) Do item (d) segue que

[x, yϕ][y, xϕ] = [xy, (xy)ϕ][y, yϕ]−1[x, xϕ]−1. (3.15)

Portanto, pelo item (c), [x, yϕ][y, xϕ] pertence ao centro de ν(G).

(f) Segue diretamente de (e)

(g) Basta utilizarmos o Lema 3.15 e o Teorema 3.22. Em particular, tomando x = 1,

[c, cϕ] = 1, para todo c ∈ G′.

(h) Seja y um elemento de G′. Então, aplicando o item (g) em (3.15) temos:

[x, yϕ][y, xϕ] = [x, xϕ][y, yϕ]−1[x, xϕ]−1.

Portanto, pelo item (c), [x, yϕ][y, xϕ] = 1, para todo x ∈ G.

2

Proposição 3.26. ([22]) Sejam α : G → A e β : H → B homomorfismos de grupos e

suponhamos que A e B agem compativelmente um sobre o outro e que α e β preservam as

ações. Então:

(i) Existe um homomorfismo γ : η(G,H)→ η(A,B) tal que g 7→ gα e hϕ 7→ (hβ)ψ;

(ii) Se α e β são sobrejetoras, então γ também é e
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(1) Nuc(γ) = 〈Nuc(α), (Nuc(β))ϕ〉[Nuc(α), Hϕ][G, (Nuc(β))ϕ];

(2) Se γ′ é a restrição de γ a τ(G,H), então a sequência de grupos abaixo é exata

1 −→ [Nuc(α), Hϕ][G, (Nuc(β))ϕ]
inc−→ τ(G,H)

γ′−→ τ(A,B) −→ 1.

Demonstração. (i) Suponhamos que α : G → A e β : H → B são homomorfismos que

preservam as ações. Reparemos que α e β induzem um homomorfismos σ : G ∗ Hϕ →

η(G,H) tal que g 7→ gα e hϕ 7→ (hβ)ψ. Desde que η(G,H) = (G ∗ Hϕ)/(〈R〉)G∗Hϕ
onde

R = {[g, hϕ]−x ·[gx, (hx)ϕ], [g, hϕ]−y
ϕ ·[gy, (hy)ϕ] | g, x ∈ G e h, y ∈ H}, é suficiente mostrarmos

que R ⊆ Nuc(σ). Temos

([gx, (hx)ϕ])σ = [(gx)α, ((hx)β)ψ]

= [(gα)xα, ((hβ)xα)ψ] (pois β preserva a ação)

= [gα, (hβ)ψ]xα (pelas relações definidoras de η(G,H))

= ([g, hϕ]x)σ,

para todos g, x ∈ G e h ∈ H. Então, [g, hϕ]−x ·[gx, (hx)ϕ] ∈ Nuc(σ). Analogamente, [g, hϕ]−y
ϕ ·

[gy, (hy)ϕ] ∈ Nuc(σ) para todos g ∈ G e h, y ∈ H. Logo, R ⊆ Nuc(σ) e, portanto, σ induz

um homomorfismo γ : η(G,H)→ η(A,B) tal que g 7→ gα e hϕ 7→ (hβ)ψ.

(ii) Obviamente γ é sobrejetora, já que α e β são sobrejetoras.

(1) Escrevendo M = Nuc(α) e N = Nuc(β), é fácil ver que K = 〈M,Nϕ〉[M,Hϕ][G,Nϕ]

está no núcleo de γ. Além disso, M é um H-subgrupo normal de G, pois se m ∈M e h ∈ H,

então (mh)α = (mα)hβ = 1hβ = 1. Da mesma forma, N é um G-subgrupo normal de H.

Então, K � η(G,H). Logo, γ induz um epimorfismo γ : η(G,H)
K
→ η(A,B) tal que Kg 7→ gα

e Khϕ 7→ (hβ)ψ. Agora, vamos mostrar que γ admite um homomorfismo inverso. Uma vez

que α e β são sobrejetoras, para cada a ∈ A e b ∈ B existem ga ∈ G e hb ∈ H tais que

(ga)α = a e (hb)β = b. Dessa forma, definimos a aplicação θ : A ∪ Bψ → η(G,H)
K

pondo

a 7→ Kga e bψ 7→ Khϕb . Essa aplicação está bem definida. Com efeito, se ga1 , ga2 ∈ G são tais

que (ga1)α = (ga2)α = a, então, (ga1g
−1
a2

)α = 1A; logo ga1g
−1
a2
∈ Nuc(α) ⊆ K. Analogamente,

se (hb1)β = (hb2)β = b, então Khϕb1 = Khϕb2 , uma vez que N = Nuc(β) ⊆ K. As restrições de

θ a A e a B são ambos homomorfismos, de maneira que existe um único homomorfismo θ∗
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do produto livre A ∗B a η(G,H)
K

estendendo θ. Como

((ga)
ga1α) = aa1 e ((hb)

ga1 )β = (hbβ)(ga1 )α = ba1 ,

temos

([a, bψ]a1 [aa1 , (ba1)ψ]−1)θ∗ = ([a, bψ]a1)θ∗([aa1 , (ba1)ψ]−1))θ∗

= [Kga, Kh
ϕ
b ]Kga1 [K(ga)

ga1 , K((hb)
ga1 )ϕ]−1 = 1 η(G,H)

K

.

De forma análoga mostra-se que ([a, bψ]b
ψ
1 [ab1 , (bb1)ψ]−1)θ∗ = 1. Portanto, θ∗ induz um homo-

morfismo

θ : η(A,B)→ η(G,H)

K

tal que a 7→ Kga e bψ 7→ Khψb . Claramente, θγ = 1 η(G,H)
K

e γθ = 1 η(G,H)
K

. Para finalizar,

provemos que se K ⊆ Nuc(γ) e γ : η(G,H)/K → η(A,B) é um homomorfismo induzido por

γ que possui inverso, então K = Nuc(γ). Com efeito, suponhamos que Nuc(γ) * K. Então,

existe x ∈ Nuc(γ) tal que x /∈ K. Dáı, Kx 6= K e aplicando γ, obtemos (Kx)γ 6= 1. Assim,

1 6= (Kx)γ = xγ o que é um absurdo, pois x ∈ Nuc(γ). Portanto, K = Nuc(γ).

(2) Seja γ′ a restrição de γ a τ(G,H). Uma vez que α e β são sobrejetoras, γ′ é um

epimorfismo de τ(G,H) em τ(A,B) de forma que [g, hϕ] 7→ [gα, (hβ)ϕ] para todos g ∈ G e h ∈

H. Desde que L = [M,Hϕ][G,Nϕ] ⊆ Nuc(γ′) e é normal em [G,Hϕ], γ′ induz um epimorfismo

γ′ de [G,Hϕ]
L

sobre τ(A,B). Como em (1), mostramos que existe um homomorfismo

υ : τ(G,H)→ τ(G,H)

L

tal que [a, bψ] 7→ L[ga, h
ψ
b ], onde ga ∈ G e hb ∈ h são tais que (ga)α = a e (hb)β = b. Temos

que γ′ é um isomorfismo. Portanto, a sequência abaixo é exata

1→ [Nuc(α), Hϕ][G, (Nuc(β))ϕ]
inc→ τ(G,H)

γ′→ τ(A,B)→ 1.

2

Para terminar esta seção discutiremos sobre a seguinte questão: dados dois grupos G

e H finitos, um agindo compativelmente sobre o outro, então será que o produto tensorial

G ⊗ H é finito? Este problema foi resolvido por G. J. Ellis [9] em 1987 que mostrou que o
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produto tensorial não abeliano de grupos finitos é finito utilizando argumentos de homologia

de grupos. Dáı surgiu outra questão: será que podemos demonstrar este fato usando somente

ferramentas da Teoria de Grupos? Então, após 23 anos, V. Z. Thomas [33] responde essa

pergunta. A resposta dele é afirmativa e apresentaremos tal demonstração. Mas, para isto,

precisaremos de alguns resultados preliminares, bem como alguns já vistos.

Teorema 3.27 (Dietzmann, cf. [24], pág.44). Seja C = {H1, H2, . . . , Ht} um conjunto de

subgrupos de um grupo G e suponhamos que C possua a seguinte propriedade: se Hi, Hj ∈ C,

então H
hj
i ∈ C onde hj ∈ Hj. Com isso, se J = 〈H1 ∪ . . . ∪Ht〉, então J = H1H2 . . . Ht.

Um subconjunto X de um grupo G é normal quando xg ∈ X, para todos x ∈ X, g ∈ G.

Corolário 3.28. Sejam G um grupo e X um subconjunto normal finito cujos elementos

possuem ordem finita. Então, H = 〈X〉 é um subgrupo finito de G.

Demonstração. Seja X = {x1, . . . , xn} um subconjunto normal finito de G, onde xi possui

ordem finita, i = 1, . . . , n. Sejam H1 = 〈x1〉, H2 = 〈x2〉, . . . , Hn = 〈xn〉. Então, o subgrupo

H = 〈H1∪. . .∪Hn〉 é igual ao subgrupo gerado por X. Além disso, como X é um subconjunto

normal de G, 〈xi〉xj = 〈xxji 〉 = 〈xl〉, para algum l ∈ {1, . . . , n}. Assim, segue do lema

anterior que H = 〈x1〉 · · · 〈xn〉. Agora, como todo xi possui ordem finita, existem no máximo

|x1| . . . |xn| =
∏n

i=1 |xi| elementos em H, consequentemente, H é finito. 2

Lema 3.29. Sejam G e H grupos agindo compativelmente um sobre o outro. Se G e H são

finitos, então 〈G〉η(G,H) e 〈Hϕ〉η(G,H) são finitos.

Demonstração. Consideremos o conjunto S = {hϕ, (hϕ)g | h ∈ H, g ∈ G}. Vamos mostrar

que S é um subconjunto normal de η(G,H). Para todos g, x ∈ G e h, y ∈ H, temos

(hϕ)g ∈ S, (hϕ)y
ϕ

= (hy)ϕ ∈ S, ((hϕ)g)x = (hϕ)gx ∈ S.

Agora, para verificarmos que ((hϕ)g)y
ϕ ∈ S, reparemos

((hϕ)g)y
ϕ

= (g−1hϕg)y
ϕ

= (g−1)y
ϕ

(hy)ϕgy
ϕ

= ((hy)ϕ)(g
yϕ ).

Mas, [g, h−ϕ]y
ϕ

= [gy, (h−y)ϕ], dáı, segue que [gy
ϕ
, (h−y)ϕ] = [gy, (h−y)ϕ]. Então,

g−y
ϕ

(hy)ϕgy
ϕ

(h−y)ϕ = g−y(hy)ϕgy(h−y)ϕ;
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logo, ((hy)ϕ)(g
yϕ ) = ((hy)ϕ)g

y
= ((h1)

ϕ)g1 com g1 = gy ∈ G e h1 = hy ∈ H. Portanto,

((hϕ)g)h
ϕ

= ((h1)
ϕ)g1 ∈ S.

Dáı, como η(G,H) = 〈G,Hϕ〉, temos que S é um subconjunto normal de η(G,H). Além disso,

todos os elementos de S possuem ordem finita pois Hϕ é um subgrupo finito de η(G,H) e

a ordem é preservada pela conjugação. Então, pelo Corolário 3.28, o conjunto S gera um

subgrupo normal finito de η(G,H) que contém Hϕ. Portanto, o fecho normal de Hϕ em

η(G,H) é finito. Analogamente, mostra-se que o fecho normal de G em η(G,H) é finito.

2

Teorema 3.30. Se G e H são grupos finitos agindo compativelmente um sobre o outro, então

G⊗H é finito.

Demonstração. Pelo Lema 3.29, 〈G〉η(G,H) e 〈Hϕ〉η(G,H) são finitos. Então, 〈G〉η(G,H) ∩

〈Hϕ〉η(G,H) é finito. Mas, τ(G,H) ⊆ 〈G〉η(G,H) ∩ 〈Hϕ〉η(G,H), uma vez que τ(G,H) =

〈[g, hϕ] | g ∈ G e h ∈ H〉 e [g, hϕ] = g−1gh
ϕ

= (h−ϕ)ghϕ. Portanto, G ⊗ H também é

finito.

2

3.4 Séries Central Inferior e Derivada de G⊗H

Inicialmente, apresentaremos alguns resultados que fornecem propriedades dos subgrupos

[G,H] e [H,G] de G e H, respectivamente.

Proposição 3.31. (i) [G,H] é um H-subgrupo normal de G e [H,G] é um G-subgrupo

normal de H.

(ii) Para todo i ≥ 1 e j ≥ 0, γ([G,H]) e [G,H]j são H-subgrupos normais de G e γi([H,G])

e [H,G]j são G-subgrupos normais de H.

(iii) [G,H]i = (τ(G,H)i)λ e [H,G]i = (τ(G,H)i)µ.

(iv) g(t)λ = g(t)µ e h(t)λ = h(t)µ, para todos g ∈ G, h ∈ H e t ∈ τ(G,H).
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Demonstração. (i) Pela compatibilidade das ações, para todos g, x ∈ G e h ∈ H, temos

(g−1gh)x = (g−1)xghx = (gx)−1gxx
−1(hx) = (gx)−1(gx)x

−1hx = (gx)−1(gx)h
x

;

logo, [G,H] é um subgrupo normal de G. Ainda, para todos g ∈ G e h, y ∈ H,

(g−1gh)y = (g−1)yghy = (gy)−1gyy
−1(hy) = (gy)−1(gy)y

−1hy = (gy)−1(gy)h
y

.

Portanto, [G,H] é um H-subgrupo de G. De forma análoga prova-se que [H,G] é um G-

subgrupo normal de H.

(ii) Desde que γi([G,H]) é um subgrupo caracteŕıstico de [G,H] e [G,H] é umH-subgrupo

normal de G, temos que γi([G,H]) é um H-subgrupo normal de G. Da mesma maneira

obtemos os outros casos.

(iii) Segue diretamente das definições de λ e de µ.

(iv) Provaremos que g(t)λ = g(t)µ, para todos g ∈ G, h ∈ H e t ∈ τ(G,H). Analogamente

prova-se a outra igualdade.

Para todos g, x ∈ G e y ∈ H, temos

gx
−1y−1xy = (gx

−1y−1x)y = (gy
−x

)y = gy
−xy,

pela compatibilidade das ações. Agora,

gx
−1y−1xy = (xgx−1)y

−1xy = (xy
−1

gy
−1

x−y
−1

)xy = (x−1xy
−1

gy
−1

x−y
−1

x)y

= x−yxgx−1xy = gx
−1xy .

Assim, g([x,y
ϕ])λ = g([x,y

ϕ])µ para todos g, x ∈ G e y ∈ H. Portanto, g(t)λ = g(t)µ, para todos

g ∈ G e t ∈ τ(G,H), uma vez que, τ(G,H) é gerado pelo conjunto {[x, yϕ] | x ∈ G e y ∈ H}

e λ, µ são homomorfismos. 2

De acordo com o Teorema 3.22, o grupo G ⊗ H é isomorfo a τ(G,H) = [G,Hϕ]. Isso

permite considerarmos G⊗H como um subgrupo comutador de η(G,H) e utilizar as propri-

edades já conhecidas de comutadores. Esta técnica foi usada para obter uma descrição das

séries central inferior e derivada de G⊗H.
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Teorema 3.32. ([22])

(i) Para i ≥ 2, o i-ésimo termo da série central descendente de τ(G,H) é dado por

γi(τ(G,H)) = [γi−1([G,H]), [H,G]ϕ].

(ii) Para i ≥ 1, o i-ésimo termo da série derivada de τ(G,H) é dado por

τ(G,H)i = [[G,H]i−1, [H,G]ϕi−1].

Demonstração. Reparemos que, pela Proposição 3.24 item (i)-(a), se [G,H] = 1, então

[g, hϕ][x,y
ϕ] = [g, hϕ]x

−1xy = [g, hϕ], para todos g, x ∈ G e h, y ∈ H. Logo, τ(G,H) é um

grupo abeliano e, assim, [H,G] também o é, uma vez que [H,G] = Im(µ). Dessa forma,

podemos assumir que [G,H] é não trivial.

(i) Procederemos por indução sobre i ≥ 2. Para todos u, v ∈ τ(G,H), [u, v] = [uλ, (vµ)ϕ],

pela Proposição 3.24. Como [G,H] = Im(λ) e [H,G] = Im(µ), temos

γ2(τ(G,H)) = [γ1([G,H]), [H,G]ϕ].

Agora, seja i ≥ 2 e suponhamos que

γi(τ(G,H)) = [γi−1([G,H]), [H,G]ϕ].

Então, γi+1(τ(G,H)) = [γi−1([G,H]), [H,G]ϕ, τ(G,H)]. Dáı, pela Proposição 1.2 item (ii)

γi+1(τ(G,H)) = 〈[x, (vµ)ϕ, t]z | x ∈ γi−1(G,H), v, t ∈ τ(G,H) e z ∈ [γi−1([G,H]), [H,G]ϕ]〉 .

Mas, pelas Proposições 3.24 item (iii) e 3.31 item (iv),

[x, (vµ)ϕ, t] = [[x, (vµ)ϕ]λ, (tµ)ϕ] = [x−1xvµ, (tµ)ϕ] = [x−1xvλ, (tµ)ϕ].

Pela Proposição 3.31 itens (i) e (ii), [H,G]ϕ é um G-subgrupo normal de H e γi([G,H]) é

um H-subgrupo normal de G. Assim, segue da Proposição 3.21 (i) que [γi[G,H], [H,G]ϕ] �

η(G,H); logo [x, (vµ)ϕ, t]z ∈ [γi[G,H], [H,G]ϕ], para todos x ∈ γi−1([G,H]), v, t ∈ τ(G,H) e

z ∈ [γi−1([G,H]), [H,G]ϕ]. Portanto,

γi+1(τ(G,H)) ⊆ [γi([G,H]), [H,G]ϕ].
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Por outro lado,

[γi([G,H]), [H,G]ϕ] = 〈[[x, vλ], (tµ)ϕ]g | x ∈ γi−1([G,H]), v, t ∈ τ(G,H) e g ∈ γi([G,H])〉 .

Uma vez que

[[x, vλ], (tµ)ϕ]g = [x−1xvλ, (tµ)ϕ]g = [x, (vµ)ϕ, t]g ∈ γi+1(τ(G,H)),

para todos x ∈ γi−1([G,H]), v, t ∈ τ(G,H) e g ∈ γi(τ(G,H)), a inclusão [γi([G,H]), [H,G]ϕ] ⊆

γi+1(τ(G,H)) é verificada. Portanto, γi+1(τ(G,H)) = [γi([G,H]), [H,G]ϕ].

(ii) Para i = 1, temos τ(G,H)i = [[G,H]i−1, [H,G]ϕi−1]. Suponhamos i ≥ 1 e

τ(G,H)i = [[G,H]i−1, [H,G]ϕi−1].

Então,

τ(G,H)i+1 = [τ(G,H)i, τ(G,H)i] = [[G,H]i−1, [H,G]ϕi−1][[G,H]i−1, [H,G]ϕi−1].

Dáı, pela Proposição 1.2, temos

τ(G,H)i+1 = [X,X]τ(G,H)iτ(G,H)i ,

onde X = {[g, hϕ] | g ∈ [G,H]i−1 e h ∈ [H,G]i−1}. Agora, do item (iii) da Proposição 3.31

vemos que

[[G,H]i, [H,G]ϕi ] = [(τ(G,H)i)λ, (τ(G,H)iµ)ϕ].

Assim,

[[G,H]i, [H,G]ϕi ] = [Y, Y1]
(τ(G,H)i)λ(τ(G,H)iµ)

ϕ

,

onde Y = {[t, u]λ | t, u ∈ τ(G,H)i−1} e Y1 = {([t, u]µ)ϕ | t, u ∈ τ(G,H)i−1}.

Sejam g, g1 ∈ [G,H]i−1 e h, h1 ∈ [H,G]i−1. Então, segue da Proposição 3.31 item (iii) que

existem t, t1, u, u1 ∈ τ(G,H)i−1 tais que g = (t)λ, g1 = (t1)λ, h = (u)µ e h1 = (u1)µ. Logo,

pelas Proposições 3.24 item (i)-(e) e 3.31 item (i), temos

[[g, hϕ], [g1, h
ϕ
1 ]] = [g−1gh, (h−g11 h1)

ϕ] = [((t)λ)−1((t)λ)(u)µ, (((u1)µ)−(t1)λ((u1)µ)ϕ)]

= [((t)λ)−1((t)λ)(u)λ, (((u1)µ)−(t1)µ(u1µ)ϕ)] = [[t, u]λ, ([t1, u1]µ)ϕ],
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donde segue que [X,X] = [Y, Y1]. Do fato de [[G,H]i, [G,H]ϕi ] � η(G,H) (Proposição (3.31)

item (ii) e Proposição 3.21), segue que

τ(G,H)i+1 = [X,X]τ(G,H)iτ(G,H)i = [Y, Y1]
τ(G,H)iτ(G,H)i ⊆ [[G,H]i, [G,H]ϕi ].

A inclusão contrária é mostrado da mesma forma. Portanto, τ(G,H)i+1 = [[G,H]i, [G,H]ϕi ],

o que conclui a prova. 2

Consequências importantes do teorema anterior são: se [G,H] é nilpotente (respectiva-

mente solúvel), então G ⊗ H é nilpotente e cl(G ⊗ H) ≤ cl([G,H]) + 1 (respectivamente

solúvel e l(G⊗H) ≤ l(([G,H]) + 1).

A descrição das séries central inferior e derivada de τ(G,H), dada no teorema anterior,

permitiu estabelecer cotas para a classe de nilpotência de G ⊗ H e para o comprimento

derivado de G⊗H. Estes resultados serão apresentados nos itens (i) e (ii) do Teorema 3.34 e

vêm para generalizar o teorema seguinte, que foi provado em [3] por R. Brown, D. L. Johnson

e E. F. Robertson.

Teorema 3.33. (i) Se G é um grupo nilpotente, então G⊗G também o é. Além disso,

cl(G′) ≤ cl(G⊗G) ≤ cl(G′) + 1;

(ii) Se G é um grupo solúvel, então G⊗G também é solúvel e l(G)− 1 ≤ l(G⊗G) ≤ l(G).

É relevante citar que um resultado semelhante ao que vem logo a seguir foi obtido por

Visscher em [32], porém sem a descrição das séries, que posteriormente foram publicadas em

[22] por Nakaoka.

Teorema 3.34. (i) Se [G,H] é nilpotente de classe c, então G⊗H é nilpotente de classe

c ou c+ 1.

(ii) Se [G,H] é solúvel de comprimento derivado l, então G⊗H é solúvel de comprimento

derivado l ou l + 1.

Demonstração. (i) Como τ(G,H) ∼= G⊗H, se mostrarmos o resultado para τ(G,H), então

teremos a validade do mesmo para G ⊗ H. Suponhamos que [G,H] é nilpotente de classe
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c. Então, do Teorema 3.32 item (i), vem que γc+2(τ(G,H)) = [γc+1([G,H]), [H,G]ϕ] = {1}.

Logo, τ(G,H) é nilpotente de classe no máximo c+ 1. Mostraremos que a classe de τ(G,H)

não pode ser inferior a c. De fato, sejam M = [γc−1([G,H]), [H,G]ϕ] e α a restrição do

homomorfismo λ a M. Obviamente, Im(α) = [γc−1([G,H]), [H,G]]. Mas,

[γc−1([G,H]), [H,G]] = 〈g−1gh | g ∈ γc−1([G,H]), h ∈ [H,G]〉

= 〈g−1g(t)µ | g ∈ γc−1([G,H]), t ∈ τ(G,H)〉

= 〈g−1g(t)λ | g ∈ γc−1([G,H]), t ∈ τ(G,H)〉 (pelo Teorema 3.31)

= γc([G,H]).

Agora sendo c a classe de nilpotência de [G,H], temos γc([G,H]) 6= {1} e, portanto, Im(α) 6=

{1}. Consequentemente, M 6= {1}. Dáı, pelo Teorema 3.32 item (i),

γc(τ(G,H)) = [γc−1([G,H]), [H,G]ϕ] = M 6= {1};

donde conclúımos que cl(τ(G,H)) ≥ c.

(ii) Se [G,H] é solúvel de comprimento derivado l, então pelo Teorema 3.32 item (ii),

τ(G,H)l+1 = [[G,H]l, [H,G]ϕl ] = {1}, ou seja, τ(G,H) é solúvel de comprimento derivado

de no máximo l + 1. A seguir mostraremos que o comprimento não pode ser inferior a l.

Consideremos N = [[G,H]l−2, [H,G]ϕl−2] e β a restrição do homomorfismo λ a N. Obviamente,

Im(β) = [[G,H]l−2, [H,G]l−2]. Além disso,

[[G,H]l−2, [H,G]l−2] = 〈g−1gh | g ∈ [G,H]l−2, h ∈ [H,G]l−2〉

= 〈g−1g(t)µ | g ∈ [G,H]l−2, t ∈ τ(H,G)l−2〉

= [G,H]l−1.

Uma vez que o comprimento derivado de [G,H] é l, [G,H]l−1 6= {1}. Portanto, Im(β) 6= {1}.

Assim, N 6= {1} e, portanto, pelo Teorema 3.32 item (ii), temos

τ(G,H)l−1 = [[G,H]l−2, [H,G]ϕl−2] = N 6= {1},

ou seja, l(τ(G,H)) ≥ l. 2

Os dois problemas abaixo foram propostos no ano de 1987 por Brown, Johnson e Robert-

son em [3]:
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(1) Existe alguma caracterização de grupos nilpotentes G de forma que cl(G⊗G) = cl(G′)+

1 e de grupos nilpotentes G de modo que cl(G⊗G) = cl(G′)?

(2) Agora, e de grupos solúveis G, existe alguma caracterização tal que l(G ⊗ G) = l(G)

ou mesmo l(G⊗G) = l(G)− 1?

Algumas respostas para esses problemas foram apresentadas. Por exemplo, em 1993, M.

Bacon e L. C. Kappe [1] provaram:

Teorema 3.35. Se G é um grupo nilpotente de classe 2, então G⊗G é abeliano.

Demonstração. Pela Proposição 3.7 item (b),

(x⊗ y)−1(x1 ⊗ y1)(x⊗ y) =
(
x
[x,y]
1 ⊗ y[x,y]1

)
para todos x, x1, y, y1 ∈ G. Agora, como G é nilpotente de classe 2, G′ é central em G. Assim,

x
[x,y]
1 ⊗ y[x,y]1 = x1 ⊗ y1, de modo que [x⊗ y, x1 ⊗ y1] = 1. Portanto, G⊗G é abeliano. 2

A seguir encontra-se uma contribuição para o Problema (2) dada no ano de 2000 em [22].

Teorema 3.36. Sejam G e H subgrupos normais de um grupo M tais que as ações de G

sobre H e de H sobre G provém da conjugação em M. Então,

(i) [c, cϕ] = 1, para todo c ∈ [G,H];

(ii) Se [G,H] é solúvel de comprimento derivado l ≥ 1 e [G,H]l−1 é ćıclico, então G ⊗H

é solúvel de comprimento derivado l.

Demonstração. (i) Suponhamos que c ∈ [G,H]. Então, c é da forma c = [g1, h1] · · · [gn, hn],

onde g1, . . . , gn ∈ G e h1, . . . , hn ∈ H. Como as ações de G sobre H e de H sobre G são por

conjugação em M, temos

c = (t)λ e c = (t)µ

onde t = [g1, h
ϕ
1 ] · · · [gn, hϕn] (∈ τ(G,H)). Dessa forma, segue da Proposição 3.24 item (iii)

que [c, cϕ] = [(t)λ, ((t)µ)ϕ] = [t, t] = 1.
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(ii) Suponhamos que [G,H] é solúvel de comprimento derivado l ≥ 1 e que [G,H]l−1 =

〈x〉. Se provarmos que o subgrupo [[G,H]l−1, [H,G]ϕl−1] de τ(G,H) é trivial, então pelos

Teoremas 3.34 e 3.32, obteremos o resultado. Mas, para isto, basta repararmos que

[[G,H]l−1, [H,G]ϕl−1] = 〈[xi, (xj)ϕ] | i, j ∈ Z〉

e [xi, (xj)ϕ] = [x, xϕ]ij = 1, para todos i, j ∈ Z (por (i)). 2

Como consequência do Teorema 3.36, temos o resultado:

Corolário 3.37. Se G é solúvel de comprimento derivado l ≥ 2 com Gl−1 ćıclico, então

G⊗G é solúvel de comprimento derivado l − 1.

Demonstração. Se G é solúvel de comprimento derivado l ≥ 2. Então,

G = G0 ≥ G′ = G1 ≥ (G′)′ = G2 ≥ . . . Gl = {1}

é uma série derivada de comprimento l ≥ 2. Assim,

G′ = G1 = H0 ≥ (G′)′ = G2 = H1 ≥ . . . Hk = Gl = {1}

é a série derivada de G′ de comprimento k = l − 1 ≥ 1. Agora, como Hk−1 = Gl−1 é ćıclico

por hipótese, então aplicando o Teorema 3.36 item (ii), temos que o quadrado tensorial G⊗G

é solúvel de comprimento derivado k = l − 1. 2

A seguir apresentaremos dois exemplos de grupos solúveis G tais que l(G ⊗ G) = l(G).

Com isso, podemos observar que nem sempre l(G ⊗ G) = l(G) − 1 quando G é um grupo

solúvel.

Exemplo 3.38. Seja G um grupo abeliano não trivial. Então, G ⊗ G ∼= G ⊗Z G que é

abeliano não trivial.

Exemplo 3.39. O grupo alternado denotado por A4 é solúvel de comprimento derivado 2 e

l(A4 ⊗ A4) = 2, pois A4 ⊗ A4
∼= Q8 × Z3, de acordo com [3].



Caṕıtulo 4

Alguns Limitantes para | G⊗G |

Neste caṕıtulo abordaremos alguns resultados que estabelecem limitantes para o quadrado

tensorial não abeliano de grupos, particularmente para p-grupos finitos, grupos solúveis finitos

e metabelianos finitos.

4.1 Quadrado tensorial não abeliano de um p-grupo

finito

Sejam G um p-grupo finito d-gerado de ordem pn e pm a ordem de G/G′. Em 1991, N.

R. Rocco [26] mostrou que a ordem do quadrado tensorial não abeliano de G é no máximo

pnm. Mais tarde, em 1998, esse limitante foi melhorado por G. Ellis e A. McDermott [10],

que mostraram que | G⊗G |≤ pnd. A seguir, trataremos de um limitante ainda melhor que

foi obtido por S.H. Jafari [13] em 2012. Para isso, necessitaremos do seguinte resultado.

Lema 4.1. Se N é um subgrupo central de um grupo G, então a seguinte sequência de grupos

é exata:

1 −→ [N,Gϕ][G,Nϕ] −→ τ(G,G) −→ τ(G/N,G/N) −→ 1.

Em particular, se N ⊆ G′, então a sequência

1 −→ [N,Gϕ] −→ τ(G,G) −→ τ(G/N,G/N) −→ 1 (4.1)

é exata.

Demonstração. Consideremos o epimorfismo canônico π : G → G
N
. Pela Proposição 3.26, π

induz um epimorfismo γ : η(G,G) → η(G/N,G/N). Além disso, se γ′ é a restrição de γ a
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τ(G,G), a sequência de grupos abaixo é exata

1 −→ [N,Gϕ][G,Nϕ]
inc−→ τ(G,G)

γ′−→ τ(G/N,G/N) −→ 1. (4.2)

Agora, observemos que se N ⊆ G′, então

[N,Gϕ][G,Nϕ] = [N,Gϕ]. (4.3)

Com efeito, caso N ⊆ G′, pela Proposição 3.25 item (h), [g, nϕ] = [n, gϕ]−1 para todos n ∈ N

e g ∈ G, ou seja, [G,Nϕ] ⊆ [N,Gϕ], Logo, (4.3) ocorre. Portanto, segue de (4.2) que a

sequência

1→ [N,Gϕ]→ τ(G,G)→ τ(G/N,G/N)→ 1

é exata. 2

Teorema 4.2. (S.H. Jafari, [13]) Seja G um p-grupo finito d-gerado de ordem pn com G/G′

de ordem pm e expoente pe. Então,

|G⊗G| ≤ p(n−e)d+m (4.4)

Demonstração. Procederemos por indução sobre n. Se n = 1, então G tem ordem p primo;

logo, G é abeliano. Além disso, o abelianizado de G possui ordem igual a p, donde segue que

Gab ∼= Zp. Assim, G ⊗ G ∼= Zp ⊗Z Zp ∼= Zp. Portanto, visto que o expoente de G é p, temos

p = |G⊗G| ≤ p = p(n−n)d+1, o que mostra o resultado para n = 1.

Suponhamos que para todo p-grupo cuja ordem é menor que pn a desigualdade dada em

(4.4) ocorra. Dividiremos em dois casos: m = n e m < n.

• Se m = n, então |G′| = 1. Ou seja, G é abeliano; logo

G ∼= Zpn1 × Zpn2 × · · · × Zpnd ,

onde 0 ≤ n1 ≤ n2 ≤ . . . ≤ nd, n1 + n2 + · · ·+ nd = n e d ≤ n.

Assim, pela Proposição 1.35,

G⊗G ∼= (Zpn1 × · · · × Zpnd−1 × Zpnd )⊗Z (Zpn1 × · · · × Zpnd−1 × Zpnd )

∼= [(Zpn1 × · · · × Zpnd−1 × Zpnd )⊗Z Zpn1 ]×

× · · · × [(Zpn1 × · · · × Zpnd−1 × Zpnd )⊗Z Zpnd−1 ]×

×[(Zpn1 × · · · × Zpnd−1 × Zpnd )⊗Z Zpnd ]
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∼= [(Zpn1 )⊗Z (Zpn1 )× · · · × (Zpnd−1 ⊗Z Zpn1 )(Zpnd ⊗Z Zpn1 )]×

× · · · × [(Zpn1 )⊗Z (Zpnd−1 )× · · · × (Zpnd−1 ⊗Z Zpnd−1 )× (Zpnd ⊗Z Zpnd−1 )]×

× [(Zpn1 )⊗Z (Zpnd )× · · · × (Zpnd−1 ⊗Z Zpnd )× (Zpnd ⊗Z Zpnd )]

∼= [Zpn1 × · · · × Zpn1 ]× · · · × [Zpn1 × · · · × Zpn1 × Zpnd−1 × Zpnd−1 ]×

× [Zpn1 × · · · × Zpnd−2 × Zpnd−1 × Zpnd ]

∼= (Zpn1 )2d−1 × · · · × (Zpnd−2 )5 × (Zpnd−1 )3 × Zpnd .

Agora, caso d = 1, teremos |G⊗G| = pn = p(n−n)1+n.

Para d ≥ 2, temos

|G⊗G| = pnd+3nd−1+5nd−2+···+(2d−1)n1

= p(nd+nd−1+nd−2+···+n1)+(2nd−1+4nd−2+···+(2d−2)n1)

= pn+2(nd−1+2nd−2+···+(d−1)n1) (4.5)

Mas,

nd−1 + 2nd−2 + · · ·+ (d− 1)n1 =
d−1∑
i=1

(d− i)ni ≤
d

2

d−1∑
i=1

ni. (4.6)

Com efeito, para provarmos (4.6) dividiremos em dois casos:
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1oCaso : Se d for ı́mpar, então podemos escrever d = 2k + 1 para algum k ∈ Z+. Assim,

d−1∑
i=1

(d− i)ni =
2k∑
i=1

(2k + 1− i)ni

= (2k + 1− 1)n1 + (2k + 1− 2)n2 + · · ·+ (2k + 1− k)nk +

+ (2k + 1− (k + 1))nk+1 + · · ·+ (2k + 1− (2k − 1))n2k−1 +

+ (2k + 1− 2k)n2k

= (2k)n1 + (2k − 1)n2 + · · ·+ (k + 1)nk + (k)nk+1 + · · ·+ 2n2k−1 + 1n2k

=

[(
k +

1

2

)
+

(
k − 1

2

)]
n1 +

[(
k +

1

2

)
+

(
k − 3

2

)]
n2 + · · ·+

+

[(
k +

1

2

)
+

1

2

]
nk + (k)nk+1 + · · ·+ 2n2k−1 + 1n2k

=

(
k +

1

2

)
n1 +

(
k +

1

2

)
n2 + · · ·+

(
k +

1

2

)
nk +

(
knk+1 +

1

2
nk

)
+

+ · · ·+
(

2n2k−1 +

(
k − 3

2

)
n2

)
+

(
1n2k +

(
k − 1

2

)
n1

)
≤

(
k +

1

2

)
n1 +

(
k +

1

2

)
n2 + · · ·+

(
k +

1

2

)
nk +

(
knk+1 +

1

2
nk+1

)
+

+ · · ·+
(

2n2k−1 +

(
k − 3

2

)
n2k−1

)
+

(
1n2k +

(
k − 1

2

)
n2k

)
=

(
k +

1

2

)
n1 +

(
k +

1

2

)
n2 + · · ·+

(
k +

1

2

)
nk +

(
k +

1

2

)
nk+1 +

+ · · ·+
(
k +

1

2

)
n2k−1 +

(
k +

1

2

)
n2k

=

(
k +

1

2

) 2k∑
i=1

ni =
2k + 1

2

2k∑
i=1

ni =
d

2

d−1∑
i=1

ni.
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2oCaso : Se d = 2k para algum k ∈ Z+, ou seja, d é um número par, então

d−1∑
i=1

(d− i)ni =
2k−1∑
i=1

(2k − i)ni

= (2k − 1)n1 + (2k − 2)n2 + · · ·+ (2k − (k − 1))nk−1 +

+ (2k − k)nk + (2k − (k + 1))nk+1 + · · ·+ (2k − (2k − 2))n2k−2

+ (2k − (2k − 1))n2k−1

= (2k − 1)n1 + (2k − 2)n2 + · · ·+ (k + 1)nk−1 + knk +

+ (k − 1)nk+1 + · · ·+ 2n2k−2 + 1n2k−1

= (k + (k − 1))n1 + (k + (k − 2))n2 + · · ·+ (k + 1)nk−1 +

+ knk + (k − 1)nk+1 + · · ·+ 2n2k−2 + 1n2k−1

= kn1 + kn2 + · · ·+ knk−1 + knk + (1nk−1 + (k − 1)nk+1) +

+ · · ·+ ((k − 2)n2 + 2n2k−2) + ((k − 1)n1 + 1n2k−1)

≤ kn1 + kn2 + · · ·+ knk−1 + knk + (1nk+1 + (k − 1)nk+1) +

+ · · ·+ ((k − 2)n2k−2 + 2n2k−2) + ((k − 1)n2k−1 + 1n2k−1)

= kn1 + kn2 + · · ·+ knk−1 + knk + knk+1 + · · ·+ kn2k−2 + kn2k−1

= k
2k−1∑
i=1

ni =
2k

2
=
d

2

d−1∑
i=1

ni.

Logo (4.6) é satisfeito. Assim, aplicando (4.6) em (4.5), obtemos

|G⊗G| ≤ pn+2[ d2 (n1+···+nd−1)] = pn+d(n−nd) = pn+d(n−e) = p(n−e)d+n.

• Primeiramente, observamos que se m < n, então o subgrupo derivado de G é não trivial.

Dáı, pela Proposição 1.9 item (4), G
′∩Z(G) 6= 1; logo existe um subgrupo , digamos N,

de ordem p que está contido em G
′ ∩Z(G). Afirmamos que Gab ∼= (G/N)ab. De fato, te-

mos
G/N

G′/N
∼=

G

G′
o que implica

(
G

N

)′
⊆ G

′

N
. Por outro lado, seja ([x1, y1], . . . , [xn, yn])N

um elemento de
G
′

N
. Como N �G, temos

([x1, y1], . . . , [xn, yn])N = [x1, y1]N . . . [xn, yn]N = (x−11 xy11 )N . . . (x−1n xynn )N

= [x1N, y1N ] . . . [xnN, ynN ],



4.1 Quadrado tensorial não abeliano de um p-grupo finito 74

o que mostra que ([x1, y1], . . . , [xn, yn])N ∈
(
G

N

)′
. Assim, (G/N)′ = G′/N e, portanto,(

G

N

)ab
=
G/N

G′/N
∼=

G

G′
= Gab.

Além disso, como G é d-gerado, Gab ∼= Cpα1 × . . . × Cpαr com r ≤ d e α1, . . . , αr ∈ N.

Sendo N central em G, os grupos G e N agem trivialmente um sobre o outro e, dáı, o

Teorema 3.10 nos fornece

N ⊗G ∼= N ⊗Z Gab ∼= Cp ⊗Z (Cpα1 × . . . Cpαr ) ∼= Cp × · · · × Cp ∼= (Cp)
r. (4.7)

Agora, usando a sequência exata de grupos (4.1), temos

|τ(G,G)| = |τ(G/N,G/N)||[N,Gϕ]|.

Agora, do fato de [N,Gϕ] ser uma imagem epimórfica de N ⊗ G (Observação 3.23),

segue

|G⊗G| ≤
∣∣∣∣GN ⊗ G

N

∣∣∣∣ |N ⊗G|.
Finalmente, aplicando a hipótese de indução para G/N e (4.7), obtemos

|G⊗G| ≤
∣∣∣∣GN ⊗ G

N

∣∣∣∣ |N ⊗G| = p(n−1−e)d+m+r

≤ p(n−1−e)d+m+d = p(n−e)d+m,

completando a prova.

2

Exemplo 4.3. O limitante dado no Teorema 4.2 é atingido. De fato, consideremos o grupo

dos quatérnios de ordem 8. Este é um 2-grupo finito 2-gerado de ordem 23, cujo abelianizado

Qab
8 possui ordem 4 e expoente 2. Então, pelo Teorema 4.2, | Q8⊗Q8 |≤ 2(3−1)2+2 = 26. Além

disso, conforme [3, Proposição 13], Q8⊗Q8
∼= Z2×Z2×Z4×Z4. Com isso, | Q8⊗Q8 |= 26

e, portanto, o limite do Teorema 4.2 é atingido.

Ainda assim existem grupos para os quais a ordem do quadrado tensorial não abeliano

não atinge o limitante do Teorema 4.2, como veremos no exemplo abaixo:

Exemplo 4.4. Consideremos o grupo diedral de ordem 8. Analogamente ao exemplo anterior,

temos que | D8 ⊗D8 |≤ 26. Mas, conforme [3, Proposição 14], D8 ⊗D8
∼= (Z2)

3 × Z4; logo,

| D8 ⊗D8 |= 25.
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4.2 Quadrado tensorial não abeliano de um grupo solúvel

finito

Nesta seção, apresentaremos um limite para a ordem do quadrado tensorial não abeliano

de um grupo solúvel finito, determinado em [22] por I. N. Nakaoka e finalizaremos a seção

com exemplos de quadrados tensoriais cujas ordens atingem este limite.

Para estarmos aptos a dar este limite serão necessário alguns lemas técnicos.

Seja G um grupo. O produto tensorial não abeliano Gi ⊗ Gj está definido para todos

i.j ≥ 0, uma vez que, a conjugação em G induz ações compat́ıveis de Gi sobre Gj e de Gj

sobre Gi, para todos i, j ≥ 0.

Lema 4.5. Sejam G um grupo finito e i, j ≥ 0 com i > j. Então:

(i) Existe uma sequência exata

1 −→ [Gi, G
ϕ
i ][Gi+1, G

ϕ
j ] −→ τ(Gi, Gj) −→ τ

(
Gab
i ,
Gj

Gi

)
−→ 1,

onde [Gi, G
ϕ
i ] e [Gi+1, G

ϕ
j ] são subgrupos de τ(Gi, Gj);

(ii) |Gi ⊗Gj| ≤ |Gi ⊗Gi||Gab
i ⊗Z

[
Gj
Gi

] I(
Gj
Gi

)||Gi+1 ⊗Gj|.

Demonstração. (i) Sejam i, j ≥ 0 com i > j e definamos a aplicação

θ :
Gj

Gi

→ Aut

(
Gi

Gi+1

)
Gih 7→ θh

onde θh é o automorfismo de
Gi

Gi+1

tal que (Gi+1g)θh = Gi+1g
h. A aplicação θ está bem

definida. De fato, se h, h1 ∈ Gj são tais que Gih = Gih1, então h1 = ch para algum c ∈ Gi.

Assim, para todo g ∈ Gi, temos

(Gi+1g)θh1 = Gi+1(g
h1) = Gi+1(g

ch) = Gi+1(g
hg−hgch) = Gi+1(g

h[g, c]h)

= Gi+1(g
h) = (Gi+1g)θh.

Obviamente, θ é um homomorfismo de grupos. Com isso, temos uma ação de
Gj

Gi

sobre
Gi

Gi+1

dada por (Gi+1g)Gih = Gi+1(g
h) para todos g ∈ Gi e h ∈ Gj. Reparemos que, para todos
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g ∈ Gi e h ∈ Gj, temos

(Gih)Gi+1g = Gih
g = Gi(hh

−1hg) = Gi(h[h, g]) = Gih,

ou seja, a conjugação em G induz uma ação trivial de
Gi

Gi+1

sobre
Gj

Gi

. Como
Gi

Gi+1

é um

grupo abeliano agindo trivialmente sobre
Gj

Gi

, essas ações são compat́ıveis. Consideremos os

seguintes epimorfimos canônicos: α : Gi →
Gi

Gi+1

e β : Gj →
Gj

Gi

. Temos que essas aplicações

preservam as ações pois, para todos g ∈ Gi e h ∈ Gj,

(gh)α = Gi+1(g
h) = (Gi+1g)Gih = (gα)hβ

e

(hg)β = Gi(h
g) = Gih = (Gih)Gi+1g = (hβ)gα.

Então, segue da Proposição 3.26 que existe um epimorfismo

γ : η(Gi, Gj)→ η

(
Gi

Gi+1

,
Gj

Gi

)
tal que gγ = gα e (hϕ)γ = (hβ)ψ com g ∈ Gi e h ∈ Gj. Além disso, se γ′ é a restrição de γ a

τ(Gi, Gj), então a sequência de grupos abaixo é exata

1 −→ [Gi, G
ϕ
i ][Gi+1, G

ϕ
j ] −→ τ(Gi, Gj) −→ τ

(
Gab
i ,
Gj

Gi

)
−→ 1.

(ii) Pela Observação 3.23, os subgrupos [Gi, G
ϕ
i ] e [Gi+1, G

ϕ
j ] são imagens epimórficas de

Gi ⊗Gi e Gi+1 ⊗Gj, respectivamente. Então, pelo item (i) e Proposição 3.22, temos

|Gi ⊗Gj| ≤ |Gi ⊗Gi||Gi+1 ⊗Gj||Gab
i ⊗

Gj

Gi

|.

Sendo Gab
i um grupo abeliano que age trivialmente sobre

Gj

Gi

, segue da Proposição 3.13 que

Gab
i ⊗

Gj

Gi

∼= Gab
i ⊗Z

[
Gj
Gi

] I(Gj
Gi

),
donde, conclúımos a prova.

2

Outro lema técnico é dado abaixo.
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Lema 4.6. Sejam G um grupo finito e i ≥ 0. Então:

(i) Existe uma sequência exata

1 −→ [Gi+1, G
ϕ
i ] −→ τ(G,H) −→ τ(Gab

i , G
ab
i ) −→ 1,

onde [Gi+1, G
ϕ
i ] ≤ τ(Gi, Gi);

(ii) |Gi ⊗Gi| ≤ |Gab
i ⊗Z Gab

i ||Gi+1 ⊗Gi|.

Demonstração. (i) Consideremos o epimorfismo canônico π : Gi → Gab
i . Pela Proposição

3.26, π induz um epimorfismo γ : η(Gi, Gi)→ η(Gab
i , G

ab
i ). Ainda mais, se γ′ é a restrição de

γ a τ(Gi, Gi), então a sequência de grupos abaixo é exata

1 −→ [Gi+1, G
ϕ
i ][Gi, G

ϕ
i+1]

inc−→ τ(Gi, Gi)
γ′−→ τ(Gab

i , G
ab
i ) −→ 1.

Se mostrarmos que [Gi, G
ϕ
i+1] ⊆ [Gi+1, G

ϕ
i ], então [Gi+1, G

ϕ
i ][Gi, G

ϕ
i+1] = [Gi+1, G

ϕ
i ] e,

portanto, teremos o desejado. Sejam x ∈ Gi e y ∈ Gi+1 = [Gi, Gi] = (Gi)
′. Então, pela

Proposição 3.25 item (h), [x, yϕ][y, xϕ] = 1; assim [x, yϕ] = [y, xϕ]−1, para todos x ∈ Gi e

y ∈ Gi+1. Logo, [Gi, G
ϕ
i+1] ⊆ [Gi+1, G

ϕ
i ].

(ii) Como [Gi+1, G
ϕ
i ] é imagem epimórfica de Gi+1⊗Gi e Gab

i ⊗Gab
i
∼= Gab

i ⊗ZGab
i (conforme

Teorema 3.10), temos

|Gi ⊗Gi| = |τ(Gi, Gi)| ≤ |Gab
i ⊗Z Gab

i ||Gi+1 ⊗Gi|.

2

Agora estamos prontos para apresentar um limitante superior para | G⊗G | quando G é

um grupo solúvel finito.

Teorema 4.7. ([22]) Se G é um grupo solúvel finito de comprimento derivado l, então,

|G⊗G| ≤
∣∣Gab ⊗Z Gab

∣∣ l−1∏
i=1

(∣∣Gab
i ⊗Z Gab

i

∣∣2i−1

·
∣∣∣∣Gab

i ⊗Z
[
G
Gi

] I( G
Gi

)∣∣∣∣)

·
l−2∏
i=1

l−1∏
k=i+1

∣∣∣∣Gab
k ⊗Z

[
Gi
Gk

] I( Gi
Gk

)∣∣∣∣2i−1

.
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Demonstração. Pelo Lema 4.5 item (ii), para i > j, temos

|Gi ⊗Gj| ≤ |Gi ⊗Gi|
∣∣∣∣Gab

i ⊗Z
[
Gj
Gi

] I(Gj
Gi

)∣∣∣∣ |Gi+1 ⊗Gj| .

Aplicando novamente o Lema (4.5) item (ii) em |Gi+1 ⊗Gj| , obtemos

|Gi ⊗Gj| ≤ |Gi ⊗Gi| |Gi+1 ⊗Gi+1|
∣∣∣∣Gab

i ⊗Z
[
Gj
Gi

] I(Gj
Gi

)∣∣∣∣ ∣∣∣∣Gab
i+1 ⊗Z

[
Gj
Gi+1

] I( Gj
Gi+1

)∣∣∣∣
Assim, usando repetidas vezes o Lema 4.5 item (ii) e considerando que Gl = 1, teremos que

se i > j, então

|Gi ⊗Gj| ≤
l−1∏
k=i

|Gk ⊗Gk|
∣∣∣∣Gab

k ⊗Z
[
Gj
Gk

] I(Gj
Gk

)∣∣∣∣ . (4.8)

Seja i um inteiro, 0 ≤ i ≤ l−1. Pelo Lema 4.6 item (ii), |Gi ⊗Gi| ≤
∣∣Gab

i ⊗Z Gab
i

∣∣ |Gi+1 ⊗Gi|

e, dáı, por (4.8), temos

|Gi ⊗Gi| ≤
∣∣Gab

i ⊗Z Gab
i

∣∣ |Gi+1 ⊗Gi+1| · · · |Gl−1 ⊗Gl−1|
l−1∏

k=i+1

∣∣∣∣Gab
k ⊗Z

[
Gj
Gk

] I( Gi
Gk

)∣∣∣∣ . (4.9)

Agora, fazendo i = 0 na expressão acima,

|G⊗G| ≤
∣∣Gab ⊗Z Gab

∣∣ |G1 ⊗G1| |G2 ⊗G2| · · · |Gl−1 ⊗Gl−1|
l−1∏
k=1

∣∣∣∣Gab
k ⊗Z[ G

Gk
] I
(
G
Gk

)∣∣∣∣ . (4.10)

Usando a expressão (4.9) com i = 1, obtemos

|G1 ⊗G1| ≤
∣∣Gab

1 ⊗Z Gab
1

∣∣ |G2 ⊗G2| · · · |Gl−1 ⊗Gl−1|
l−1∏
k=2

∣∣∣∣Gab
k ⊗Z[G1

Gk
]
I(G1

Gk

)∣∣∣∣ .
Assim, de (4.10) segue a desigualdade abaixo:

|G⊗G| ≤
∣∣Gab ⊗Z Gab

∣∣(∣∣Gab
1 ⊗Z Gab

1

∣∣ |G2 ⊗G2| · · · |Gl−1 ⊗Gl−1|
l−1∏
k=2

∣∣∣∣Gab
k ⊗Z[G1

Gk
]
I(G1

Gk

)∣∣∣∣
)
·

· |G2 ⊗G2| · |Gl−1 ⊗Gl−1|
l−1∏
k=1

∣∣∣∣Gab
k ⊗Z[ G

Gk
] I
(
G
Gk

)∣∣∣∣
=

∣∣Gab ⊗Z Gab
∣∣ ∣∣Gab

1 ⊗Z Gab
1

∣∣ |G2 ⊗Z G2|2 · · · |Gl−1 ⊗Gl−1|2
l−1∏
k=1

∣∣∣∣Gab
k ⊗Z[ G

Gk
] I
(
G
Gk

)∣∣∣∣ ·
·

l−1∏
k=2

∣∣∣∣Gab
k ⊗Z[G1

Gk
]
I(G1

Gk

)∣∣∣∣
Realizando este processo repetidas vezes, obtemos o limite desejado. 2
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O limite encontrado no teorema anterior foi melhorado quando G é um grupo solúvel de

comprimento derivado 2.

Teorema 4.8. ([22]) Seja G um grupo metabeliano finito. Então

|G⊗G| divide
∣∣Gab ⊗Z Gab

∣∣ |G′ ∧G′| ∣∣∣G′ ⊗ZGab I(Gab)∣∣∣ ,
onde G′ ∧G′ é o quadrado exterior (usual) do Z-módulo G′. Quando [G′, G] = 1, temos

|G⊗G| ≤
∣∣Gab ⊗Z Gab

∣∣ ∣∣G′ ⊗Z Gab
∣∣ .

Demonstração. Primeiramente, provaremos o caso [G′, G] = 1. Suponhamos G um grupo

finito tal que l(G) = 2 e [G′, G] = 1. Então, (G′)ab ∼= G′, G é G′-trivial e G′ é G-trivial.

Assim, pelo Teorema 3.10, G′ ⊗ G ∼= (G′)ab ⊗Z Gab ∼= G′ ⊗Z Gab. Logo, pelo Lema 4.6 item

(ii) com i = 0, temos

|G⊗G| ≤
∣∣Gab ⊗Z Gab

∣∣ |G′ ⊗G| ≤ ∣∣Gab ⊗Z Gab
∣∣ ∣∣G′ ⊗Z Gab

∣∣ .
Agora, seja G um grupo metabeliano finito qualquer. Fazendo i = 0 no Lema 4.6, obtemos

uma sequência exata,

1 −→ [G′, Gϕ] −→ τ(G,G) −→ τ(Gab, Gab) −→ 1,

onde [G′, Gϕ] ≤ τ(G,G). Assim,

|τ(G,G)| =
∣∣τ(Gab, Gab)

∣∣ |[G′, Gϕ]| . (4.11)

É claro que a correspondência [x, gϕ] 7→ [x, gϕ], x ∈ G′ e g ∈ G, estende-se a um epimorfismo,

α : τ(G′, G)→ [G′, Gϕ]. Como [G′, Gϕ] ≤ τ(G,G), segue da Proposição 3.36 que [x, xϕ] = 1,

para todo x ∈ G′ = [G,G]. Logo, o subgrupo S = 〈[x, xϕ] | x ∈ G′〉 de τ(G′, G) está contido

no núcleo de α. Além disso, S � τ(G′, G) pois [x, xϕ][g
′,gϕ] = [x, xϕ](g

′)−1(g′)g = [x, xϕ]. Dessa

forma, α induz um epimorfismo

β :
τ(G′, G)

S
→ [G′, Gϕ]

e, assim,

|[G′, Gϕ]| a =

∣∣∣∣τ(G′, G)

S

∣∣∣∣ (4.12)
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onde a = |Nuc(β)| . Agora, pelo Lema 4.5 (com i = 1 e j = 0), existe uma sequência exata

1 −→ [G′, (G′)ϕ]
inc−→ τ(G′, G)

γ′−→ τ(G′, Gab) −→ 1,

sendo [G′, (G′)ϕ] ≤ τ(G′, G) e γ′ é o homomorfismo tal que ([x, gϕ])γ′ = [x, (G′g)ψ], para

todos x ∈ G′ e g ∈ G. Temos que, S ⊆ Nuc(γ′) e S ⊆ [G′, (G′)ϕ], pois para x1, . . . , xn ∈ G′

e ε1, · · · , εn ∈ {1,−1}

([x1, x
ϕ
1 ]ε1 . . . [xn, x

ϕ
n]εn)γ′ = [x1, (G

′x1)
ψ]ε1 · · · [xn, (G′xn)ψ]εn = [x1, G

′1]ε1 · · · [xn, G′1]εn = 1

e S ⊆ [G′, (G′)ϕ], pela própria definição de S.

Com isso, segue que a sequência abaixo é exata:

[G′, (G′)ϕ]

S

υ−→ τ(G′, G)

S

µ−→ τ(G′, Gab) −→ 1

onde υ e µ são os homomorfismos induzidos por inc e γ′, respectivamente. Portanto,∣∣∣∣τ(G′, G)

S

∣∣∣∣ =
∣∣τ(G′, Gab)

∣∣ |Im(υ)| = 1

b

∣∣τ(G′, Gab)
∣∣ ∣∣∣∣ [G′, (G′)ϕ]

S

∣∣∣∣ (4.13)

onde b =| Nuc(υ) | Consideremos X = {x⊗ y | x, y ∈ G′}. A aplicação,

θ1 : X → τ(G′, G)

S

x⊗ y 7→ S[x, yϕ]

é consistente com as relações definidoras de G′ ⊗G′. Além disso, x⊗ x ∈ Nuc(θ1) para todo

x ∈ G′. Assim, θ1 induz um homomorfismo θ : G′∧G′ → τ(G′, G)

S
tal que Im(θ) =

[G′, (G′)ϕ]

S
.

Logo,

|G′ ∧G′| =
∣∣∣∣ [G′, (G′)ϕ]

S

∣∣∣∣ c (4.14)

onde c = |Nuc(β)| . Como l(G) = 2, G′ é abeliano e, então, pela Proposição 3.10, G′ ⊗G′ ∼=

G′ ⊗Z G′, logo, o grupo G′ ∧ G′ é o quadrado exterior (usual) do Z-módulo G′. Agora, de

(4.11), (4.12), (4.13) e (4.14), temos

|τ(G,G)| (4.11)
=

∣∣τ(Gab, Gab)
∣∣ |[G′, Gϕ]|

(4.12)
=

1

a

∣∣τ(Gab, Gab)
∣∣ ∣∣∣∣τ(G′, G)

S

∣∣∣∣
(4.13)
=

1

a

1

b

∣∣τ(Gab, Gab)
∣∣ ∣∣τ(G′, Gab)

∣∣ ∣∣∣∣ [G′, (G′)ϕ]

S

∣∣∣∣
(4.14)
=

1

a

1

b

1

c

∣∣τ(Gab, Gab)
∣∣ ∣∣τ(G′, Gab)

∣∣ |G′ ∧G′| ,
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ou seja, |τ(G,G)| divide
∣∣τ(Gab, Gab)

∣∣ |G′ ∧G′| ∣∣τ(G′, Gab)
∣∣ .

Finalmente, das Proposições 3.22 e 3.13, obtemos

|G⊗G| divide
∣∣Gab ⊗Z Gab

∣∣ |G′ ∧G′| ∣∣G′ ⊗ZGab I(Gab)∣∣ .
2

Observação 4.9. Se G é um grupo metabeliano finito com G′ ćıclico, então G′∧G′ é trivial.

De fato, suponhamos que G′ = 〈x〉. Sabemos que G′ ∧ G′ =
G′ ⊗G′

Im(ψ)
, onde Im(ψ) é gerado

pelo conjunto X = {g′ ⊗ g′ | g′ ∈ G′}. Mas, notemos que dado g ⊗ h ∈ G′ ⊗ G′, então g e

h são da forma g = xk e h = xl, com k, l ∈ Z e, dáı, g ⊗ h = xk ⊗ xl = (x ⊗ x)kl, ou seja,

G′ ⊗G′ também é gerado por X. Portanto, G′ ∧G′ é trivial. Assim, pelo resultado anterior,

|G⊗G| divide
∣∣Gab ⊗Z Gab

∣∣ ∣∣G′ ⊗ZGab I(Gab)∣∣ .
A seguir veremos um exemplo de um grupo cuja ordem do quadrado tensorial não abeliano

atinge o limitante superior dado no Teorema 4.8.

Exemplo 4.10. Seja G = Q8 o grupo dos quatérnios. Temos [G′, G] = 1, G′ ∼= Z2 e

Gab ∼= Z2 × Z2. Assim,

Gab ⊗Z Gab ∼= (Z2 × Z2)⊗Z (Z2 × Z2)

∼= ((Z2 × Z2)⊗ Z2)× ((Z2 × Z2)⊗ Z2)

∼= (Z2 ⊗Z Z2)× (Z2 ⊗Z Z2)× (Z2 ⊗Z Z2)× (Z2 ⊗Z Z2)

∼= Z2 × Z2 × Z2 × Z2;

logo,
∣∣Gab ⊗Z Gab

∣∣ = 24. Além disso,

G′ ⊗Z Gab ∼= Z2 ⊗Z (Z2 × Z2) ∼= (Z2 ⊗Z Z2)× (Z2 ⊗Z Z2) ∼= Z2 × Z2,

consequentemente,
∣∣G′ ⊗Z Gab

∣∣ = 22. Assim, aplicando o Teorema 4.8, obtemos

|G⊗G| ≤
∣∣Gab ⊗Z Gab

∣∣ ∣∣G′ ⊗Z Gab
∣∣ = 2422 = 26.

Mais ainda, este limite é atingido, pois, conforme [3, Proposição 13],

Q8 ⊗Q8
∼= Z2 × Z2 × Z4 × Z4.

Portanto, |Q8 ⊗Q8| = 2224 = 26.
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Notemos que o homomorfismo λ : τ(G,G) → G′, definido por ([g, hϕ])λ = g−1gh é

sobrejetor. Dessa forma, se G é finito, então |G′| divide |τ(G,G)| . Este fato, juntamente com

o Teorema 4.8, será usado no próximo exemplo para calcularmos o quadrado tensorial não

abeliano de um produto semidireto de Zp pelo grupo de Klein.

Exemplo 4.11. Seja Zp = 〈x | xp〉, com p primo diferente de 2 e K = 〈a, b | a2, b2, [a, b]〉. A

ação de K sobre Zp é dada por: xa = x−1 e xb = x−1. Com esta ação formamos o produto

semidireto G = K n Zp. Com isso, G′ = Zp e Gab ∼= K e, dáı, G é solúvel de comprimento

derivado 2 com G1 = G′ = Zp ćıclico, donde segue, do Corolario 3.37 que τ(G,G) é solúvel

de comprimento derivado igual a 1. Logo, τ(G,G) é abeliano.

Pelo Teorems 3.16, G′⊗ZGab IGab ∼= τ(G′, Gab) ∼= τ(Zp, K), onde Zp age trivialmente sobre

K e a ação de K sobre Zp é a dada anteriormente. Dessa forma, τ(Zp, K) ∼= Zp (Exemplo

3.2). Dáı, pelo Teorema 4.8, temos que |τ(G,G)| divide p.24, uma vez que Gab⊗Gab ∼= (Z2)
4

e G′ ∧G′ = 1. Agora, pelo Lema 4.6, existe uma sequência exata

1 −→ [G′, Gϕ] −→ τ(G,G) −→ τ
(
Gab, Gab

)
−→ 1, (4.15)

onde [G′, Gϕ] ≤ τ(G,G) e τ
(
Gab, Gab

) ∼= Gab ⊗ Gab. Assim, |[G′, Gϕ]| divide p. Por outro

lado, p = |G′| divide |τ(G,G)| donde obtemos o seguinte isomorfismo [G′, Gϕ] ∼= Zp.

Portanto, de (4.15) e sabendo que τ(G,G) é abeliano, mdc(2, p) = 1, pela Proposição

1.36, conclúımos que

G⊗G ∼= τ(G,G) ∼= Zp × (Zp)4.

Finalizamos esse trabalho com a descrição do quadrado tensorial não abeliano de um

grupo finito G⊗G, onde o subgrupo derivado G′ é ćıclico e mdc(|G′|, |Gab|) = 1.

Teorema 4.12. ([21]) Se G é um grupo finito cujo subgrupo derivado G′ é ćıclico e | G′ | e

| G/G′ | são relativamente primos, então

G⊗G ∼= G′ × ((G/G′)⊗Z (G/G′)).

Demonstração. Usando o Lema 4.6 obtemos a seguinte sequência exata:

1 −→ [G′, Gϕ] −→ τ(G,G) −→ τ(Gab, Gab) −→ 1, (4.16)
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onde [G′, Gϕ] ≤ τ(G,G). Como G′ é ćıclico, segue do Corolário 3.37 que G⊗G ∼= τ(G,G) é

solúvel de comprimento 1, consequentemente, G⊗G é abeliano. Uma vez que τ(Gab, Gab) ∼=

Gab ⊗Gab e Gab é abeliano, τ(Gab, Gab) ∼= Gab ⊗Z Gab. Dessa forma, se [G′, Gϕ] ∼= G′ usando

a sequência exata dada em (4.16) e o fato que mdc(| G′ |, | Gab |) = 1 seguirá da Proposiçao

1.36 o resultado desejado. Então, para finalizarmos a prova vamos mostrar que [G′, Gϕ] ∼= G′.

A conjugação em G induz ações de G sobre G′ e de G′ sobre G. Seja Gψ uma cópia

isomórfica de G pelo isomorfismo ψ : G → Gψ e consideremos o grupo τ(G′, G) como um

subgrupo de η(G′, G). É claro que a correspondência [x, gψ] 7→ [x, gϕ], com x ∈ G′ e g ∈ G,

induz um epimorfismo α de τ(G′, G) sobre [G′, Gϕ] (≤ τ(G,G)). O subgrupo S = 〈[x, xψ] | x ∈

G′〉 é normal em τ(G′, G) e está contido no núcleo de α, já que, em τ(G,G), tem-se que

[x, xϕ] = 1, para todo x ∈ G′, pelo Teorema 3.36. Assim, α induz um epimorfismo

β :
τ(G′, G)

S
→ [G′, Gϕ]. (4.17)

Consideremos o grupo τ(G′, Gab) onde Gab é G′-trivial e a ação de Gab sobre G′ é induzida

por G através do epimorfismo natural, isto é, cG
′g = cg onde c ∈ G′ e g ∈ G. Como visto no

Teorema 3.13 o grupo G′ ⊗Gab é abeliano. Pelo Lema 4.5 existe uma sequência exata:

1 −→ [G′, (G′)ψ]
inc−→ τ(G′, G)

γ′−→ τ(G′, Gab) −→ 1, (4.18)

onde [G′, (G′)ψ] ≤ τ(G′, G) e γ′ é o homomorfismo dado por ([x, gψ])γ′ = [x, (G′g)φ], para

todos x ∈ G′ e g ∈ G. Observemos que S ⊆ Nuc(γ′) e S ⊆ [G′, (G′)ψ]. Assim, (4.18) induz a

sequência exata abaixo:

[G′, (G′)ψ]

S
−→ τ(G′, G)

S
−→ τ(G′, Gab) −→ 1. (4.19)

Seja X = {x ⊗ y | x, y ∈ G′}. Definimos a aplicação θ′ : X → τ(G′, G)/S por (x ⊗ y)θ′ =

S[x, yψ]. É fácil ver que essa aplicação é consistente com as relações definidoras do quadrado

tensorial G′ ⊗ G′. Logo, θ′ estende-se a um homomorfismo θ : G′ ⊗ G′ → τ(G′, G)/S. Como

x⊗x ∈ Nuc(θ), para todo x ∈ G′, então θ induz um homomorfismo θ1 : G′∧G′ → τ(G′, G)/S

tal que Im(θ1) = [G′, (G′)ψ]/S. Agora, como G′ é ćıclico, pela Observação 4.9 G′ ∧ G′ = 1.

Assim, [G′, (G′)ψ]/S = 1 e, dáı, por (4.19) e (4.17), existe um epimorfismo

β1 : τ(G′, Gab)→ [G′, Gϕ]. (4.20)
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Pelo Corolário 3.14 temos um homomorfismo

λ : G′ ⊗Gab → G′, (4.21)

tal que Nuc(λ) ∼= H1(G
ab, G′). É fácil ver que cn ⊗ G′g = (c ⊗ G′g)n, para todos c ∈ G′,

G′g ∈ Gab e n ∈ N pois, como Gab é G′-trivial a seguinte igualdade é válida c2 ⊗ G′g =

(c ⊗ G′g)(c ⊗ G′g) = (c ⊗ G′g)2; assim, indutivamente, obtemos a igualdade acima. Logo,

se |G′| = l, então (c ⊗ G′g)l = 1 para todos c ∈ G′ e g ∈ G. Dáı, como o grupo G′ ⊗ Gab é

abeliano, o expoente de G′ ⊗ Gab divide | G′ | . Pelo Teorema 6.5.8 em [31], o expoente de

H1(G
ab, G′) divide | Gab | . Dáı, como mdc(| G′ |, | Gab |) = 1, segue que H1(G

ab, G′) = 0.

Assim, λ é um monomorfismo e pelo epimorfismo (4.20),

| [G′, Gϕ] |≤| τ(G′, Gab) |≤| G′ | . (4.22)

Por outro lado, | G′ | divide | τ(G,G) |, uma vez que a aplicação definida por [g, hϕ] 7→ [g, h]

com g, h ∈ G, induz um epimorfismo de τ(G,G) em G′. Agora de (4.16), temos

| τ(G,G) |=| τ(Gab, Gab) || [G′, Gϕ] | .

Logo, | G′ | divide τ(Gab, Gab) || [G′, Gϕ] | . Agora, mdc(| G′ |, | τ(Gab, Gab) |) = 1 implica

que | G′ | divide | [G′, Gϕ] | e, consequentemente, | G′ |≤| [G′, Gϕ] | . Portanto, de (4.22),

| G′ |=| [G′, Gϕ] | .

Para finalizarmos, reparemos que como β1 é sobrejetora, então | [G′, Gϕ] |≤| τ(G′, Gab) |,

ou seja, | G′ |≤| τ(G′, Gab) | . Assim, além do fato de λ ser injetora temos também a sobreje-

tividade da aplicação λ; logo τ(G′, Gab) ∼= G′. Portanto, de (4.20) existe um epimorfismo de

G′ em [G′, Gϕ] e, como |G′| = |[G′, Gϕ]|, conclui-se que G′ ∼= [G′, Gϕ].

2

Exemplo 4.13. Consideremos o grupo simétrico de ordem 6, S3. Sabemos que S ′3
∼= Z3 e

Sab3
∼= Z2; logo, pelo Teorema 4.12,

S3 ⊗ S3
∼= Z3 × (Z2 ⊗Z Z2) ∼= Z3 × Z2

∼= Z6.

Pelo exemplo anterior, S3 ⊗ S3 é abeliano, porém é sabido que S3 não é nilpotente; com

isso, a rećıproca do Teorema 3.35 não é verdadeira.
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Exemplo 4.14. Observemos que se n é ı́mpar, o subgrupo derivado do grupo diedral D2n é

isomorfo a Zn e (D2n)ab é isomorfo a Z2. Assim, aplicando o Teorema 4.12,

D2n ⊗D2n
∼= Zn × (Z2 ⊗Z Z2) ∼= Zn × Z2

∼= Z2n,

o que está de acordo com [3, Proposição 14].

Seja G um grupo nas condições do Teorema 4.12. Vimos na demonstração desse resultado

que τ(G′, Gab) ∼= G′. Além disso, pelo Teorema 3.13, G′ ⊗ Gab é isomorfo a G′ ⊗ZGab I(Gab);

logo, conclúımos que G′ é isomorfo a G′ ⊗ZGab I(Gab). Assim, segue do Teorema 4.12 que a

ordem do quadrado tensorial não abeliano G ⊗ G é igual a |Gab ⊗Z Gab||G′ ⊗ZGab I(Gab)|.

Agora, como G′ é ćıclico, G′ ∧ G′ é trivial. Portanto, podemos perceber que |G⊗ G| atinge

o limitante superior dado pelo Teorema 4.8.
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