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Resumo

Sejam FI(P,K) e I(P, K) a élgebra de incidéncia finitdria e o espago de incidéncia
de um conjunto parcialmente ordenado P sobre um corpo K, respectivamente. Neste tra-

balho, apresentamos uma caracterizagao dos automorfismos de FI(P, K) e da idealizacao
FI(P,K)(+)I(P,K) de I(P,K) por FI(P, K).

Palavras-chave: Algebra de incidéncia finitaria, idealizacao, automorfismo.



Abstract

Let FI(P,K) and I(P, K) be the finitary incidence algebra and the incidence space of
a partially ordered set P over a field K, respectively. In this work, we present a characte-
rization of the automorphisms of FI(P, K) and of the idealization FI(P, K)(+)I(P, K)
of I(P,K) by FI(P,K).

Key words: Finitary incidence algebras, idealization, automorphism.
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INTRODUCAO

As algebras de incidéncia foram definidas em 1964 por Rota em [9], como ferramen-
tas para estudar problemas combinatorios. Rapidamente, passaram a ser vistas pelos
algebristas como um interessante objeto de estudo, uma vez que tais algebras podem ser
consideradas como uma generalizacao das algebras de matrizes triangulares superiores.
As dlgebras de incidéncia sao definidas sobre um conjunto parcialmente ordenado (poset)
localmente finito e um anel comutativo com unidade. Um dos problemas relacionados a
tais algebras é determinar se o fato de duas dlgebras de incidéncia sobre um anel R serem
isomorfas implica em um isomorfismo entre os posets que as definem. Este problema
ficou conhecido como problema do isomorfismo e teve uma resposta positiva dada por
Stanley em [12] no caso em que R é um corpo. Este feito de Stanley proporcionou alguns
resultados, ainda em [12], sobre os automorfismos das algebras de incidéncia sobre posets
finitos. Tais resultados ajudaram Baclawski a descrever os automorfismos das algebras
de incidencia de posets localmente finitos sobre corpos.

Em 2009, Khripchenko e Novikov apresentaram em [6] uma generalizagao das élgebras
de incidéncia para posets arbitrarios e as intitularam &algebras de incidéncia finitarias.
Nesse trabalho, Khripchenko e Novikov descreveram algumas propriedades das algebras
de incidéncia finitarias e também obtiveram uma resposta positiva para o problema do
isomorfismo para tais dlgebras. Em seguida, Kripchenko forneceu em [7] uma caracte-
rizacao de seus automorfismos.

No estudo de uma &lgebra, um dos principais interesses é descrever os seus auto-
morfismos. Nesse sentido, esta dissertacao tem por objetivo descrever os automorfismos
das algebras de incidéncia finitarias F'I(P, K) de um poset P sobre um corpo K e da
idealizacdo D(P, K) = FI(P,K)(+)I(P, K) do espago de incidéncia I (P, K).

No Capitulo 1 apresentamos um estudo sobre conjuntos parcialmente ordenados e
resultados relacionados a sua teoria. Também introduzimos defini¢oes e resultados da
Teoria de Anéis que serao necessarios para o estudo das algebras de incidéncia finitarias.
Finalmente, a tltima secao contém informacoes essenciais sobre o produto semidireto de
grupos.

No Capitulo 2 definimos a algebra de incidéncia finitaria de um poset sobre um corpo
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e mostramos alguns resultados envolvendo essa algebra, entre tais, a descrigao dos ele-
mentos inversiveis, idempotentes e também do centro dessa algebra.

O terceiro capitulo esta disposto em duas se¢bes. A primeira se¢ao visa somente o Pro-
blema do Isomorfismo para algebras de incidéncia finitarias. Ja na segunda secao, apre-
sentamos um teorema de decomposigao de todos os automorfismos de FI(P, K) através
da composicao de trés automorfismos especificos.

No quarto capitulo, realizamos um estudo sobre os elementos idempotentes da ide-
alizagdo D(P, K) e mostramos que duas idealiza¢oes D(P, K) e D(Q, K) sao isomorfas
como K-algebras se, e somente se, os posets P e () sao isomorfos. Apresentamos ainda
uma caracterizacao das derivagoes de F'I(P, K) em I(P, K). Finalmente, descrevemos os

automorfismos de D(P, K) e, mais especificamente, seus automorfismos internos.



CapriTULO 1

Preliminares

Este capitulo tem por objetivo introduzir conceitos fundamentais que serao utilizados
no decorrer do trabalho. Aqui estdao expostos resultados sobre conjuntos parcialmente

ordenados, Teoria de Anéis e produto semidireto de grupos.

1.1 Posets

Nesta secao apresentamos conceitos e resultados sobre conjuntos parcialmente orde-
nados, os quais podem ser encontrados em [10]. Tais conjuntos sao indispensédveis, uma

vez que sao necessarios para definir as dlgebras de incidéncia finitarias.

Defini¢ao 1.1.1. Um conjunto parcialmente ordenado (poset) é um conjunto mu-

nido de uma relacao de ordem parcial.

Recordemos que uma relacao R em um conjunto P é uma relagao de ordem parcial

se a mesma ¢é reflexiva, antissimétrica e transitiva, ou seja:
1. zRx, para todo x € P;
2. se xRy e yRx entao x = v;
3. se xRy e yRz entao zRz.

Denotaremos a relagao de ordem parcial de um poset P por <. Dizemos que p,q € P

sao comparaveis se p < q ou q < p. Escreve-se p < gsep<qep #q.

Exemplo 1.1.2. Os conjuntos dos nimeros naturais IN, dos inteiros Z, dos racionais @

e dos reais R com suas ordens usuais sdo posets.

Exemplo 1.1.3. Um conjunto formado por subconjuntos de um conjunto X, com a
ordem C (inclus@o) é um poset. Um exemplo simples deste caso pode ser visto quando

tomamos um conjunto A e P como sendo o conjunto das partes de A.
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Exemplo 1.1.4. Dado um poset (P, <), constréi-se o poset dual a P, denotado por P,

formado pelos elementos de P, com a ordem =< dada por z <y se y < x.

Exemplo 1.1.5. Outra ordenacao também pode ser estabelecida sobre os ntimeros na-
turais: para p,g € N dizemos que p | ¢ se p divide ¢q. Entende-se que p divide ¢ se existe
um nimero natural ¢ de modo que g = ¢p. Podemos ver que (IN, |) é um poset. Note que

1 divide todos os niimeros naturais e todos os naturais (incluindo o 0) dividem 0.

Definicao 1.1.6. Um elemento x de um poset P é dito maximal se sempre que x < y,
com y € P, entao x = y. Se P tem um elemento x tal que y < x para todo y € P,
entao x é dito o elemento maximo de P. Analogamente define-se elemento minimal e

elemento minimo.

Exemplo 1.1.7. Considere o poset dos niimeros naturais como definido no Exemplo 1.1.5.
Neste caso, 1 é o minimo e 0 é o maximo. Se considerarmos o subconjunto () dos naturais
maiores ou iguais a 2 com a mesma ordem citada anteriormente, temos agora que cada
nimero primo é um elemento minimal desse novo poset que nao possui elemento minimo

nem maximo.

Observagao 1.1.8. Nota-se que elementos maximos (minimos) de um poset sdo maxi-

mais (minimais), mas a reciproca nem sempre ocorre.

Seja (P, <) um poset e seja ) C P um subconjunto. E facil ver que, restringindo
a @ a ordem de P temos que () também é um poset. Diremos entao que (@, <) é um

subposet de P.

Definicao 1.1.9. Um subconjunto C' de um poset é uma cadeia se para quaisquer
z,y € C' temos z < y ou y < z. Um subconjunto B de um poset é dito uma anticadeia
se para qualquer par de elementos distintos z,y € B tem-se x £ y e y £ z. Uma cadeia

C ¢é dita ter comprimento n se C' tem n elementos.

Definicao 1.1.10. Dados z e z elementos de um poset P, o intervalo ou segmento de

r a z é o conjunto
[z, 2] ={ye P:z<y<z}

Um poset P é localmente finito se todo intervalo de P ¢ finito. Um intervalo [z, y]
de um poset ¢ dito ter comprimento n se existe uma cadeia de comprimento n em [z, y|

e qualquer outra cadeia neste intervalo tem comprimento menor ou igual a n.

Definicao 1.1.11. Dizemos que os elementos = e y de um poset P sao conexos se para

algum inteiro positivo n existem x = xg, 1, ..., 2, = y elementos de P com x; < ;4
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ou r;yq < x;, parai = 0,1,...,n — 1. Observe que a conexidade de elementos de P é
uma relacao de equivaléncia cujas classes sao chamadas de componentes conexas de
P. Todo poset P pode entao ser escrito como a uniao disjunta das suas componentes

conexas.

Definicao 1.1.12. Um poset P é dito conexo quando possui apenas uma componente
conexa, ou seja, dados quaisquer x,y € P, existe uma sequéncia r = xg,1,...,T, = Y

de elementos de P tal que z; < ;41 ou x4 <z, parat=0,1,...,n— 1.

Os posets finitos (e alguns casos particulares de enumerdveis) podem ser represen-
tados visualmente pelos diagramas de Hasse. Tais diagramas consistem de pontos, que
chamamos de vértices, que representam os elementos do poset, e segmentos de reta, que
determinam a relagdao entre os elementos. Sempre que um elemento y “cobrir’um ele-
mento z (ou seja, r < y e [x,y] = {z,y}) ambos devem ser ligados por um segmento de
reta, e a posi¢ao do ponto que representa o elemento coberto, no caso x, deve ser inferior

a do ponto que representa o elemento que o cobre, no caso y.

Exemplo 1.1.13. Considere o subconjunto @ = {2,5,20,30} C IN com a ordem | de IN.

Um diagrama de Hasse que representa esse poset ¢ o seguinte:

20 30

Note que ( é um poset conexo.

Exemplo 1.1.14. Seja A = {1,2,3} e considere o poset P como sendo o conjunto das
partes do conjunto A com a ordem C (inclusdo) dada no Exemplo 1.1.3. Um diagrama

de Hasse que representa esse poset é o seguinte:
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{1,2,3}

.3 2,3}

i 2

O poset P também é conexo.

Exemplo 1.1.15. Considere @ = {2,4,6,10,12,20,30,60} C IN onde @ herda a ordem |
de divisao dos naturais. Observe que @) e o poset P do Exemplo 1.1.14 possuem diagramas

de Hasse semelhantes.

60

12

Exemplo 1.1.16. Seja P = {z; : i € N, i > 1} o poset enumeravel representado pelo

diagrama de Hasse a seguir:

Observe que P nao é conexo, uma vez que existem pontos de P que nao podem ser ligados

por nenhuma sequéncia de segmentos de reta.
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Definicao 1.1.17. Sejam (P, <p) e (@, <g) posets e seja a : P — @ uma bijecao.

Dizemos que a é um isomorfismo se para todos =,y € P,
T <py e al@) <q aly).
Um isomorfismo P — P ¢é dito um automorfismo de P.

Exemplo 1.1.18. Considere os posets P e () como dados nos Exemplos 1.1.14 e 1.1.15,

respectivamente, e considere a aplicagdo « : Q — P definida da seguinte forma: «(2) = &,

a(4) = {2}, a(6) = {3}, a(10) = {1}, a(12) = {2,3}, (20) = {1,2}, «(30) = {1,3},
a(60) = {1,2,3}.
E fcil ver que « é um isomorfismo de posets.

Observacao 1.1.19. Note que elementos méaximos e minimos sao preservadas por iso-

morfismos de posets.

Proposigao 1.1.20. Sejam (P, <p),(Q,<g),(Z,<z) posets e sejam o : P — Q e [ :

1

Q — Z isomorfismos. Entao foa e a™" sdao isomorfismos.

Demonstracao. Dados x,y € P temos

r<py e ar) <qaly) & fla(r)) <z flaly) & (Boa)(z) <z (Boa)(y).

Como « e 3 sao bijetoras, foa tambem é. Portanto Soa é um isomorfismo. Agora, como
« é bijetora, a~! também é. Sejam y;,y2 € Q. Como « é bijetora, existem x;,zy € P

tais que a(r1) = y; e a(ry) = yo, ou seja, a H(y1) = z1 e a " (y2) = xo. Assim,
U1 <o Y2 & a(rr) <y a(r) & 21 <p a2 o Hy) <pa(y2)

e a~! é um isomorfismo. O

1.2 Anéis e algebras

A presente secao contém alguns tépicos da Teoria de Anéis que serao utilizados no

decorrer da dissertacgao.
Definicao 1.2.1. Um anel R é um conjunto nao vazio dado com duas operacoes binarias

+: RxR — R e -: RXR — R
(a,b) — a+0b (a,b) +—— ab

chamadas adigao e multiplicagao, respectivamente, satisfazendo as seguintes proprie-

dades:

(i) a+ (b+c¢) = (a + b) + ¢, para todos a,b,c € R;
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(ii) a4 b= b+ a, para todos a,b € R;
(iii) Existe 0 € R tal que a + 0 = a, para todo a € R;
(iv) Para cada a € R existe —a € R tal que a + (—a) = 0;
(v) a(bc) = (ab)c, para todos a, b, c € R;
(vi) a(b+¢) = ab+ ac e (a+ b)c = ac + be, para todos a,b, ¢ € R;
(vii) Existe 1 € R tal que al = la = a, para todo a € R (o elemento 1 ¢ chamado

unidade de R).

Se, além disso, R satisfazer

(viii) ab = ba, para todos a,b € R,

dizemos que R é um anel comutativo.

Exemplo 1.2.2. Os conjuntos Z, Q, R e C sao anéis comutativos com as operagoes

usuais de adicao e multiplicacao.

Exemplo 1.2.3. Seja R um anel e seja n > 1 um inteiro. O conjunto das matrizes
de ordem n x n sobre R, M,(R), com as operagoes usuais de adi¢ao e multiplica¢do
de matrizes, ¢ um anel. Os subconjuntos UT,(R) ¢ LT,(R) de M,(R) formados pelas
matrizes triagulares superiores e pelas matrizes triangulares inferiores, respectivamente,
também sao anéis com as operagoes usuais. Note que se n > 1 e R é nao nulo, entao
M,(R), UT,(R) e LT,(R) sao anéis ndo comutativos.

Exemplo 1.2.4. Seja {R; : i € I} um conjunto de anéis. O produto cartesiano H R; é
iel
um anel com as operagoes

(ai) + (bi) = (ai + b;) e (a;)(bi) = (aiby),

chamado produto direto dos anéis R;, 7 € I.

Exemplo 1.2.5. O conjunto Z, = {0,1,2,.
5

um anel comutativo com as operagoes @

> 2) dos inteiros médulo n é

1} (0>
e ab = ab.

Definicao 1.2.6. Dado um anel R, definimos o centro de R como sendo o conjunto
Cen(R) ={r € R: rs = sr, para todo s € R}.

Exemplo 1.2.7. Seja {R; : i € I} um conjunto de anéis e considere o produto direto

H R;. Entao Cen (H Ri> = H Cen(R;)

icl il el
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Definicao 1.2.8. Dado um anel R, um elemento a € R é inversivel a direita se existir
b € R tal que ab = 1. O elemento b é chamado de inverso a direita de a. Analogamente
a é inversivel a esquerda se existir ¢ € R tal que ca = 1. Neste caso, o elemento ¢ é

chamado de inverso a esquerda de a.

Proposigao 1.2.9. Seja R um anel e seja a € R. Se a possui um inverso a direita e um

mverso a esquerda entao estes coincidem e, neste caso, dizemos que a € tnversivel em

R e seu inverso serd denotado por a™!.

Demonstragao. Sejam r,t € R tais que ra = at = 1. Entao
r=rl=r(at) = (ra)t =1t =t.
O
O conjunto de todos os elementos inversiveis de um anel R serd denotado por U(R).

Defini¢ao 1.2.10. Um anel nao nulo R tal que U(R) = R — {0} é dito um anel com

divisao. Um anel com divisao comutativo R é chamado de corpo.

Exemplo 1.2.11. Os anéis Q, R, Z,, onde p é primo, sao anéis com divisao comutativos,

isto é, sao corpos.
Exemplo 1.2.12. Os anéis Z e Z,,, onde n nao é primo, nao sao corpos.
Definicao 1.2.13. Um subconjunto S de um anel R é um subanel de R se:
(i) 1 € 5;
(ii) Dados a,be S, a—be S;
(iii) Dados a,b € S, ab € S.

Exemplo 1.2.14. Sejam M, (R), UT,(R) e LT,(R) os conjuntos de matrizes definidos
no Exemplo 1.2.3. Entao UT,(R) e LT,(R) sao subanéis de M,(R).

Exemplo 1.2.15. Se R é um anel, entao Cen(R) é um subanel de R. De fato, claramente
1 € Cen(R) ese a,be Cen(R) e s € R, entao

(a—b)s=as—bs=sa—sb=s(a—0)

(ab)s = a(bs) = a(sb) = (as)b = (sa)b = s(ab).

Assim, a — b,ab € Cen(R) e, portanto, Cen(R) é um subanel de R.
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Definigao 1.2.16. Um subconjunto / de um anel R é dito um ideal & esquerda de R

se
(i) 0 € I
(ii) Dados a,be I, a+ b€ I;
(iii) Dadosa€ ler e R, ra € I.
A definicao de ideal a direita é simétrica.

Definigao 1.2.17. Um subconjunto I de um anel R é um ideal (ou ideal bilateral) de

R se I for um ideal & esquerda e a direita de R.

Exemplo 1.2.18. O subconjunto de UT,,(R) formado pelas matrizes com diagonal nula
¢ um ideal de UT,,(R).

Exemplo 1.2.19. Seja R um anel e seja {A; : i € [} um conjunto formado por ideais &

esquerda (direita) de R. E facil ver que (] A; ¢ um ideal & esquerda (direita) de R.
iel

Exemplo 1.2.20. Se R é um anel e a € R, entdo aR = {ar : r € R} é um ideal a direita
e Ra = {ra:r € R} é um ideal a esquerda de R.

Proposicao 1.2.21. Sejam I e J ideais a esquerda (direita) de um anel R. Entdo
I+J={i+j:ie€lejeJ} éumideal a esquerda (direita) de R.

Demonstra¢ao. Como0O e leOe€ J,entao0=0+0€ I+ J. Sea,be I+ J, temos que
aebsaodaformaa=i+jeb=k+1[ ondei,kelejleJ Dal,
a+b=(+j)+k+)=>G+k)+(G+)ondei+keclej+lel,
concluindo que a +b € I + J. E, se r € R, temos
ra=r(i+j)=ri+rjonderi€lerjeJ,

concluindo assim que ra € I + J.

O caso a direita é andlogo. O]

Proposicao 1.2.22. Seja R um anel e seja I um ideal a esquerda (direita) de R. Se I

possui um elemento inversivel a esquerda (direita) entdo I = R.

Demonstracao. Suponhamos que I seja um ideal a esquerda de R e que a € I seja um
elemento inversivel a esquerda. Entao existe b € R tal que ba = 1 e assim 1 € [.
Consequentemente, para todo r € R temos que r = rl € I, assim R C [ e, portanto,
I =R.

O caso a direita é andlogo. ]
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Definicao 1.2.23. Seja R um anel e seja M um ideal a esquerda de R. Dizemos que
M é um ideal a esquerda maximal de R se M # R e, sempre que existir um ideal a
esquerda I de R tal que M C I, entao [ = M ou I = R.

Analogamente, definimos ideal a direita maximal.

Se R é um anel nao nulo é possivel mostrar, usando o Lema de Zorn, que todo ideal a
esquerda (direita) proprio de R esta contido em um ideal & esquerda (direita) maximal.

Em particular, R contém ideais a esquerda (direita) maximais.

Definicao 1.2.24. Seja R um anel nao nulo. O radical de Jacobson de R, denotado

por J(R), é a intersegao de todos os ideais & esquerda maximais de R. Se R = {0},
definimos J(R) = {0}.

Observagao 1.2.25. E possivel verificar que J(R) é igual & intersegao de todos os ideais

a direita maximais e, assim, poderiamos trocar esquerda por direita na definicao acima.

Exemplo 1.2.26. Se R é um anel com divisao, entao J(R) = {0}, uma vez que o tinico

ideal a esquerda préprio de R é {0}.

Proposigao 1.2.27. Seja R um anel. Entiao J(R) é o conjunto de todos elementosr € R

tais que 1 — tr € inversivel a esquerda para todo t € R.

Demonstragao. Se r € J(R), entdo r € M para todo ideal a esquerda maximal M de
R. Logo, por M ser ideal a esquerda, tr € M, para todo t € R. Pela Proposicao 1.2.22,
1 ¢ M, entdo 1 — tr ¢ M, para todo ideal a esquerda maximal M de R. Segue que o
ideal & esquerda R(1 — tr) de R nao estd contido em nenhum ideal & esquerda maximal
de R. Logo R(1 —tr) = R e, portanto, existe a € R tal que a(1 —tr) = 1, ou seja, 1 — tr
¢ inversivel a esquerda em R.

Reciprocamente, seja r € R tal que 1 — tr é inversivel a esquerda para todo t € R.
Entao, pela Proposicao 1.2.22, 1 — tr ¢ M para cada ideal a esquerda maximal M de
R, uma vez que M # R. Logo, m # 1 — tr para cada m € M, ou seja, 1 # m + tr
para cada m € M. Segue que 1 ¢ M + Rr. Pela Proposi¢ao 1.2.21, M + Rr é um ideal
a esquerda e ainda M C M + Rr # R. Pela maximalidade de M, M = M + Rr e,
consequentemente, Rr C M. Portanto r € M para cada ideal a esquerda maximal de R,
ou seja, r € J(R). ]

Proposicao 1.2.28. Seja R um anel. Entao J(R) é um ideal de R.

Demonstragao. Pelo Exemplo 1.2.19 temos que J(R) é um ideal a esquerda, assim basta
mostrar que J(R) ¢ um ideal a direita.
Sejam s € J(R) e r € R. Queremos mostrar que sr € J(R). Pela proposigao anterior,

basta mostrar que 1 — usr é inversivel a esquerda, para todo v € R. Como s € J(R)
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temos que rus € J(R), para todo u € R, pois J(R) é um ideal a esquerda de R. Pela
proposigao anterior, existe v € R tal que v(1 — rus) = 1, entdo vrus = v — 1. Segue que
(1 +usvr)(1 —usr) = 1 — usr + usvr — us(vrus)r = 1 — usr + usvr — usvr + usr = 1.

Portanto, 1 — usr é inversivel a esquerda, para todo u € R. O

2

Definicao 1.2.29. Dizemos que um elemento e € R é um idempotente se e = ¢. Um

idempotente nao nulo e é primitivo se re = er = r, para algum idempotente r € R,

implica que r =0 ou r = e.

Definicao 1.2.30. Dados R e S anéis, um homomorfismo de R em S é uma funcao
f:R— S tal que

(i) f(1r) = Ls;
(i) f(a+0b) = f(a)+ f(b), para todos a,b € R;
(iii) f(ab) = f(a)f(b), para todos a,b € R.

Se, além disso, f for bijetora, entao diremos que f é um isomorfismo de anéis. Um

isomorfismo de R em R é dito um automorfismo de R.

E facil ver que a composta de homomorfismos de anéis é um homomorfismo e que a

inversa de um isomorfismo é um isomorfismo.

Exemplo 1.2.31. Se f: R — S é um homomorfismo de anéis, entao ker f = {a € R :
f(a) = 0g} é um ideal de R e Im f é um subanel de S.

Teorema 1.2.32. (Teorema do Isomorfismo) Seja f : R — S um homomorfismo de

anéis. Entao ¢ isomorfo a Im f.

R
ker f
. ) R
Demonstragao. Seja 1) : Tor f — Im f dada por ¢(r+ker f) = f(r), para todo r+ker f €
er
R
kerf Se r,ry € R sao tais que r| + ker f = ry + ker f, entao r; — ro € ker f, ou seja,
er

f(ri—ry) = 0g e, consequentemente, f(r1) = f(r2). Logo ¥(ri+ker f) = f(r1) = f(ra) =
¥(re + ker f) e, portanto, ¥ estd bem definida. Mostremos que ¥ é um homomorfismo

de anéis. Sejam rq,79 € R. Temos

w<1R +kerf) = f(lR) = 13,

w([rl + ker f] + [7"2 + ker f]) = wqu + 7”2] + ker f) = f(?“l + 7”2) = f(?”l) + f(?’z)
= (ry + ker f) + ¢(ry + ker f)



1.2 Anéis e algebras 11

U([r1 + ker f[ry + ker f]) = ¢ ([rire] + ker f) = f(rir2) = f(r1) f(r2)
— by + Ker f)p(rs + ker f).
Portanto, 1) ¢ um homomorfismo. Claramente, 1) é sobrejetor. Além disso, se r + ker f €

ker(v)), entdo r € ker f e, consequentemente, r + ker f = Og + ker f. Logo, kery =

{0g + ker f} e f é injetora. Portanto ¢ é um isomorfismo. ]
Proposigao 1.2.33. Sejam R e S anéis e seja i : R — S um homomorfismo.

(i) Se e € R € um idempotente, entdo 1 (e) € um idempotente de S.

(i) Se ¢ € um isomorfismo e e € R € um idempotente primitivo, entdo 1p(e) € um

idempotente primitivo de S.

Demonstragdo. (i) Se e € R ¢ idempotente entao ¥(e) = ¥(e?) = ¥(e)p(e) = (e)?.
Portanto ¢ (e) é um idempotente de S.

(77) Seja e € R um idempotente primitivo. Pelo item (i) segue que 1)(e) é idempotente.
Suponha que sy (e) = ¥(e)s = s para algum idempotente s € S. Como 1 é sobrejetora,
existe 7 € R tal que ¥(r) = s. Logo, ¥(re) = ¢(r)y(e) = si(e) = s = ¥(r) e, como ¢
¢ injetora, re = r. Analogamente, er = r e, portanto, re = er = r. Como ! é um
isomorfismo, segue pelo (i) que r ¢ idempotente, uma vez que r = ¥ ~1(s). Logo, pela
primitividade de e, segue que r = 0 ou r = e e, consequentemente, s = 0 ou s = (e).

Portanto ¢ (e) é idempotente primitivo. ]

Definicao 1.2.34. Seja R um anel. Um R-mdédulo a direita é um grupo abeliano

aditivo M dado com uma funcao (produto por escalar)

MxR — M
(m,r) +— mr

tal que
(i) (m +n)r = mr + nr, para todos m,n € M er € R;
(ii) m(r + s) = mr + ms, para todos m € M e r,s € R;
(iii) m(rs) = (mr)s, para todos m € M er,s € R;
(iv) mlg = m, para todo m € M.

R-modulos a esquerda sao definidos simetricamente.



1.2 Anéis e algebras 12

Exemplo 1.2.35. Se R é um anel e I um ideal a direita de R, entao I é um R-moédulo

a direita.

Exemplo 1.2.36. Seja {M; : i € I} um conjunto de R-médulos a direita. O produto
cartesiano 1_[]\4Z = {(m;) : m; € M;} tem uma estrutura de R-moédulo a direita dada
bor icl

(mi) + (ni) = (m; +ni) e (mi)r = (mir),r € R,

chamado produto direto dos R-médulos M;, i € I.

Definicao 1.2.37. Seja M um R-médulo a direita. Um subconjunto N de M é um

submoddulo de M se N é nao vazio e, dados m,n € N er € R,
(i) m+ne€N;
(ii) nr € N.

Exemplo 1.2.38. Seja {M; : i € I} um conjunto de R-mdédulos a direita e seja N
o subconjunto de M = 1_[]\4Z formado pelos elementos (x;) para os quais o conjunto
iel
{i € I : z; # 0} é finito. Entdao N é um submddulo de M, o qual é denotado por @ M;
iel

e ¢ chamado de soma direta dos R-médulos M;, © € I.

Definicao 1.2.39. Sejam R e S anéis e seja M um grupo abeliano aditivo. Dizemos que
M é um (R, S)-bimédulo se M for um R-médulo a esquerda, um S-mdédulo a direita e
(rm)s = r(ms), para todos r € R, s € Sem € M. Se R =5, dizemos apenas que M é

um R-bimédulo.
Exemplo 1.2.40. Dado um anel R, se [ for um ideal de R, entao I é um R-bimddulo.

Definigao 1.2.41. Sejam M e N R-médulos a direita. Um homomorfismo de M em
N é uma funcao ¢ : M — N tal que, dados m,n € M er € R

(i) w(m+mn) = p(m)+ p(n);
(ii) w(mr) = p(m)r.

Se, além disso, ¢ for bijetora, entao diremos que ¢ é um isomorfismo de R-mdédulos.

Simetricamente, definimos homomorfismo (isomorfismo) entre R-mdédulos a esquerda.

Proposicao 1.2.42. Sejam M e N R-mddulos a direita.
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(1)) Homg(M,N)={f: M — N : f é um homomorfismo} € um grupo abeliano com a

operacao de adicao dada por

(f +9)(m) = f(m) + g(m),
para todos f,g € Homg(M, N), para todo m € M.

(1) Endr(M) = Hompg(M, M) € um anel com a operacao de adi¢ao definida acima e a
multiplicacao dada por

(fg)(m) = (f o g)(m),
para todos f,g € Endgr(M), para todo m € M.

A demonstracao da proposicao acima é longa, mas rotineira e por isso vamos omiti-la.

Sejam My, M,, ..., M, R-mdédulos a direita e seja

[ Homp(M,;, My) Homp(Msy, My) --- Homp(M,, M)
Homp(M,, M,)] = HomR(Ml,Mg) HomR(MQ,MQ) HomR(Mn,Mg)
_HomR(Ml,Mn) HomR(Mz,Mn) HomR(Mn,Mn)
([ 61 612+ o
_ (25:21 ¢:22 ¢:2” . ¢;; € Homp(M;, M,)
([ Pt Pn2 -0 Onn

Em [Hompg(M;, M;)| definimos as seguintes operagoes
(035) + (Vi) = (93 + i) e (&) (¥i) = (pij), onde pi; = Z%c ° Yj.

Com essas operagoes, é facil ver que [Homp(M;, M;)] é um anel, onde

Idy, 0 -+ 0

0 Idy, -+ 0

LHom p(M;,M,)] = : o .
0 0 - Idy,

Proposigao 1.2.43. O anel [Hompg(M;, M;)| € isomorfo a Endg <@ Ml) .
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n

Demonstracao. Seja M = EB M; e considere as fungoes projecoes e inclusoes definidas,
' i=1
respectivamente, por

Tt éMz — Mj e [y Mj — éMz
=1 =1 ?

(ai) — a; b — (bz)

b sei=j5
onde b; = { 0 Z#] . E facil ver que m; e p; sao homomorfismos de R-mdédulos
sei=£j

a direita, para todo j = 1,...,n. Defina ® : Endg(M) — [Hompg(M;, M;)] e ¥ :
[Homp(Mj, M;)] — Endgr(M) por ®(¢) = (mio ¢ opu;) e W((oy)) = 22 pio ¢y om.

ij=1
n

Sabendo que 7; o p = djrldyy,, onde dj, ¢ o delta de Kronecker e ) p; o m; = Idyy,
j=1

facilmente verifica-se que ® é um homomorfismo de anéis e que ®~! = ¥. Portanto ® é

um isomorfismo de anéis. O]

Observacao 1.2.44. Pela proposicao anterior, dado ¢ € Endg (@ MZ-), ¢ pode ser
i=1
visto como uma matriz (¢;;) com ¢;; = m 0 ¢ o u; € Homp(M;, M;) e i, j € {1,...,n}.

Seja (a;) € @Ml e denotemos (b;) = ¢((a;)). Temos

i=1

b = m((bs)) = (w10 0)((a)) = (M0 8) (a1, 0, .0)+ -+ (0, ...0,a))
= (mo@)(p(ar) + -+ pn(an)) = (modopu)(ar) + -+ (mopopu,)(a,)
= ¢11<a1) + -+ len(an).

Logo, ¢((a;)) = (¢i(ar) + -+ + din(an)).

a
Identificando ¢ com (¢4;) ¢ (a;) com | | podemos escrever
an
b b - b\ [ @ or1@) + -+ + dra(an)
N e | R I R R
b b b ) Nan )\ bul@) 4ot dulan)

Definicao 1.2.45. Sejam K um anel comutativo e R um anel. Se R ¢ um K-moédulo a

esquerda satisfazendo
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k(ab) = (ka)b = a(kb), para todo k € K e para todos a,b € R,
entao R é dito uma K-algebra.

Observacgao 1.2.46. Se K ¢ um corpo, entao uma K-algebra R é, em particular, um

K-espaco vetorial.

Exemplo 1.2.47. Seja {A; : i € [} um conjunto de K-dlgebras. O produto direto H A;
iel
é uma K-dlgebra com o produto por escalar dado por k(a;) = (ka;), para todos k € K e
(a;) € H A;. Tal K-algebra é denominada produto direto das K-dlgebras A;, i € I.
el
Exemplo 1.2.48. Seja K um anel comutativo e seja M, (K) o conjunto das matrizes

n x n sobre K. Com a adi¢ao e a multiplicacao usual de matrizes e o produto por escalar
usual, M, (K) é uma K-élgebra.

Definigao 1.2.49. Um subanel S de uma K-algebra A é uma subdlgebra se ka € S,
para todos k€ K ea € S.

Exemplo 1.2.50. Seja K um anel comutativo. Entao UT,,(K) e LT, (K') sdo subélgebras
de M, (K).

Exemplo 1.2.51. Seja K um anel comutativo e seja R uma K-algebra. Entao Cen(R)
¢ uma subdlgebra de R. De fato, ja sabemos que Cen(R) é um subanel de R. Sejam
ke K,seCen(R)ere R. Temos

(ks)r = k(sr) = k(rs) = r(ks)
e, portanto, ks € Cen(R).

Definicao 1.2.52. Dadas duas K-dlgebras A e B, uma fun¢ao f : A — B é um ho-
momorfismo de K-algebras se f for um homomorfismo de anéis e um homomorfismo
de K-médulos a esquerda. Se f for bijetora, entao diremos que f é um isomorfismo
de K-algebras. E, além disso, se f for um isomorfismo de uma K-dlgebra A sobre ela

mesma, diremos que f é um automorfismo de A.

Observagao 1.2.53. Sejam f : A — B e g : B — C homomorfismos de K-algebras.
Entao go f : A — C' é um homomorfismo de K-algebras. Se f é um isomorfismo, entao

f~! também é um isomorfismo.

Exemplo 1.2.54. Seja A uma K-algebra e seja a € U(A). Entao 1, : A — A definida
por ¥,(z) = ara™! é um automorfismo de A, denominado automorfismo interno. De

fato, sejam z,y € Ae k € K. Temos
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Ya(1) =ala™! =aa™ =1,

Yalz +y) = alz +y)a™ = ava™ + aya™! = Yo (z) + Ya(y),

1

ta(zy) = a(zy)a™ = arlya™ = ax(a a)ya™ = (aza™")(aya™) = ta(x)¢a(y),

VYo(kz) = a(kz)a™ = k(ax)a™ = ki, (z).

Logo v, é um homomorfismo de K-algebras. Além disso, note que 1, 01,-1 = Y -101, =

Idy, isto é, Y,—1 = (,)~'. Portanto 1, é um isomorfismo.

Definigao 1.2.55. Seja K um corpo. Uma K-dlgebra A é dita central se Cen(A) =
{kl4 : k € K} e é dita fracamente central se para cada z € Cen(A), existe um

idempotente e € A tal que = + e é inversivel em A e ze = ex = 0.

Observagao 1.2.56. Se A é uma K-élgebra central, entao A é fracamente central. De
fato, seja x € Cen(A). Se x = 04, tome o idempotente 14 € A. Se x # 04, entdo existe
k € K — {0} tal que z = kl4. Como K é corpo, x é inversivel e assim, basta tomar o
idempotente 04.

Proposicao 1.2.57. Sejam K um corpo e {A; : i € I} um conjunto de K-dlgebras
centrais. Entao o produto direto HAi ¢ uma K-dlgebra fracamente central.
iel

Demonstracao. Para cada i € I, temos que Cen(A;) = {kla, : k € K}, uma vez que

A; é central. Seja x = (z;) € Cen HAi = HCen(Ai). Assim, z; € Cen(4;)
icl i€l
e, consequentemente, x; = k;l4,, para cada i € I. Tome e = (e;) € HAZ», onde
iel

e; = { A; S¢ . Temos que €? = (¢;)(e;) = (e;e;) = (e;) = e e x + e = (n;) com

04, sek;#0
n; = A S¢ . Assim, e é idempotente e x + e é inversivel. Além disso,
kila, sek; #0

ze = (z;)(e;) = (wie;) = (0a,) = (eiw;) = (€3)(x;) = ex.

Portanto H A; é fracamente central. O
iel
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1.3 Produto semidireto de grupos

Nesta se¢ao, introduziremos um grupo chamado produto semidireto. Propriedades
desse grupo aqui expostas podem ser encontradas em [4] e serdo utilizadas no estudo
dos grupos de automorfismos das algebras de incidéncia finitarias e de idealizagoes dos
espacos de incidéncia. Assumiremos conhecidos resultados basicos da Teoria de Grupos
e alguns conceitos como subgrupos (normais) e homomorfismos.

Sejam K e H grupos e seja vy : K — Aut(H) um homomorfismo do grupo K no grupo

dos automorfismos de H. Em K x H definimos uma operacao -, dada por

(K1, hu) - (K2, ha) = (Kik, hay(k) (he)).
Com isso, temos o seguinte resultado.

Teorema 1.3.1. Sejam K, H grupos e v : K — Aut(H) um homomorfismo. FEntao
(K x H,-,) € um grupo.

Demonstracao. Sejam (ki, hy), (k2, h), (ks, hs) € K x H. Temos

[(k1, h1) - (K2, ha)] -y (K3, hs) = (Kika, hay(k1)(he)) - (K3, hs3)

= ([k1kalks, hay(k1)(ha)y(kik2) (hs))

= ([kikalks, hay(k1)(ha)y (k1) (v(k2)(h3)))
klkaks], hay (k1) (hay (k2) (hs)))

Ky, hl) y <k2k37 h27(k2)(h3))

ki, hi) - [(Kas ha) - (s, hs)],

o~ o~ o~ o~ o~ o~

isto é, a operagao -, é associativa. Agora, considere (ex,ey) € K x H. Note que

(K1, ha) - (ex,en) = (kier, hiy(k)(en)) = (ki haew) = (b, hy)

(ex,em) (k1 h1) = (exki, eny(ex)(h)) = (ki, Idg(h1)) = (k1, ha).

Logo, (ex,em) é o elemento neutro da operagao -,. Por fim, dado (ki1,h) € K x H,
considere o elemento (k7' v(k; ) (hi')) € K x H. Temos

(Frs ) oy (R A (R (BTY) = (kb hay(Ba) (v (BT ()
= (ex, hi(v(k ) oy(kr ) (hit))
= (ex, ha(y(krky ) (b))
= (ex, hi(v(e )( ) = (ex, nIdu (b))
(

- eK7h‘1h1 ) (eKueH)
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(k' (k) (R Y)) o (Ras he) = (ky Mk, y (k) (B )y (k) (he))
= (ex, (k7 (hi'ha))
= (er,v(ky ') (en)) = (ex. en).

Assim, (k7' y(k; M) (RY)) é o inverso de (K, hy). Portanto, (K x H,-,) é um grupo. [J

Definigao 1.3.2. O grupo (K x H,-,) é chamado de produto semidireto de H por K

com homomorfismo v. Tal grupo serd também denotado por K x., H.

Proposicao 1.3.3. Sejam K, H grupos e v : K — Aut(H) um homomorfismo. Entao
(i) K x{en} € um subgrupo de K x., H.
(it) {ex} x H é um subgrupo normal de K <. H.

Mais ainda, {ex} x H = H e K x {eg} = K. (O simbolo =, nesta dissertacao,

refere-se aos isomorfismos de grupos, anéis, dlgebras ou médulos. )

Demonstracao. (i) Primeiramente, K X {eg} # @ uma vez que (ex,ey) € K x {en}.
Sejam (ki,epq), (ko,ery) € K x {ey}. Temos

(K1, en) o (ko em) = (kika, eny(k1)(en)) = (kikz, en) € K X {en}

(kv en)™" = (k' v (ki) (ey') = (k' em) € K x {en}.
Portanto K x {ey} é subgrupo de K x, H.
(17) Observe que {ex} x H # & pois (ex,ey) € {ex} x H. Sejam (e, hy), (ex, ha) €
{ex} x H. Temos

(ex,h1) -y (ex, ha) = (ex, hiy(ex)(h2)) = (ex, hihs) € {ex} x H

(er, h) ™" = (e (e (M) = (ex, hi') € {ex} x H.
Logo, {ex} x H é um subgrupo de K x., H. Por fim, seja (k,h) € K x., H.

ki by (k) (ha)) - (70,5 (k1) (A7)

= (ex, by (k) (ha)y (k) (v(k™ )(hil)))

(k7 h) Y <€K’h1) Y (ka h)_l - (
(

= (er, hy(B)(ha)(y(k) o v (k7)) (7))
(
(

7( ()
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e, portanto, {ex} x H é um subgrupo normal de K x., H.
Finalmente, considere ¢ : K — K X, H dada por ¢(k) = (k,en), para todo k € K.
Se ki, ke € K, entao

V(K1) - 0(k2) = (ki en) - (K2, en) = (bike, eny(ki)(en)) = (kika, en) = ¥ (kiko)

ou seja, ¥ é um homomorfismo. Além disso, se k € ker ¢ entdo (k,ey) = (k) = (ex, en)
e, assim, k = ex. Logo, ¥ é injetor e, portanto, K = Imvy = K x {ey}.
De forma anéloga, definindo ¢ : H — K %, H por ¢(h) = (ex, h) para todo h € H,

mostra-se que ¢ é um homomorfismo injetor e que H 2 Imy = {ex} x H. [l

Lema 1.3.4. Sejam K, H grupos e v : K — Aut(H) uwm homomorfismo. Sejam K; e H;
grupos isomorfos a K e H, respectivamente. FEntao existe um homomorfismo v, : Ki —

Aut(H,) tal que K x, H e Ky x,, Hy sejam isomorfos.

Demonstragao. Sejam ¢ : K — Ky et : H — H, isomorfismos e considere ® : Aut(H) —
Aut(H;) dada por ®(f) = o foy~!, para todo f € Aut(H). Claramente, tpo fop™t €
Aut(H;) e ® é um isomorfismo com inverso @1 : Aut(H;) — Aut(H) dado por @ 1(g) =
Y~ logorp, para todo g € Aut(H;). Tome o homomorfismo v, = ®oyop~! : K| — Aut(H,)
e mostremos que a aplicacao ¥ : K x,H — K x., H; definida por V(k, h) = (p(k), ¢ (h)),
para todos (k,h) € K x., H, é um isomorfismo.

Sejam (k1, h1), (ka, ho) € K %, H. Entao

>
—
<
—~
=2
—~

I
=
~—
—

>
[\
~—
~—
~—

)
= (p(k1)p(k2), ¥ (1)
= (p(k1)p(k2), ¥ (h1) (¢ 0 (k1)) (h2))
= (p(k1)@(ka), ¥(h1)(P(y(k1)) © 1) (hs)) pela definigao de @
= (p(k1)@(k2), ¥(h1)(11(p(k1)) 0 ¥)(h2)) pela definigao de v,
= (p(kr) (k) ¥ (ha) (r1(0(k1))) (9 (h2)))
= (p(k1), (7)) 5y (p(k2), 1 (h2)) = V(k1, h1) -, (k2 h2)

e, portanto, ¥ é um homomorfismo. Além disso, temos que T : K; x,, H; — K x, H dada
por Y(x,y) = (¢~ '(z),¥ ' (y)) para todos (z,y) € K1 x4, Hy, étal que Wo X = Idg,x, m,

e YoV = Ildygy g Assim, T = U1 e portanto, ¥ é um isomorfismo. O

Teorema 1.3.5. Sejam G, H e K grupos. Existe um homomorfismo v : K — Aut(H) tal
que G seja isomorfo a K x., H se, e somente se, G possut subgrupos Hy = H e K1 = K

tais que:

1) G =K H.
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2) H1 <G.
3) K1 ﬂHl = {6@}.

Demonstragao. Seja v : K — Aut(H) um homomorfismo e seja ¢ : K x, H — G um
isomorfismo. Pela Proposigao 1.3.3, o({ex} x H) <G e ¢(K x {exg}) < G. Denote
Hy = p({ex} x H) e K1 = p(K x {ex}). Novamente pela Proposicao 1.3.3, temos
Hi=¢p{ex} xH)=Z{ex} xH=He K, =¢(K x{eg}) =K x{eg} =K.

Seja g € G. Como ¢ é sobrejetora, existe (k,h) € K x, H tal que p(k,h) = g. Note
que

g =k, h) =¢((ex,h) - (k,en)) = plex, h)p(k, en) € Hi K.

Como H1<G segue que H1 K7 < G e, consequentemente, Hi K1 = K1 H;. Assim, g € K1 H;
e, dai, G = K{H,. Por fim, se ¢ € K; N Hy, entao existem h € H e k € K tais que
olex,h) =g = ¢(k,ey). Como ¢ é injetora, segue que h = ey e k = ey e, assim, g = eg.

Reciprocamente, sejam H; = H e K; = K subgrupos de G satisfazendo as condicoes
1),2),3). Para cada k € K;, podemos considerar o automorfismo v, : G — G definido
por ¥i(g) = kgk™!, para todo g € G. Como H; < G, entao ¢y(H,) = kH k™' = H;.
Assim, tomando a restrigdo v|m,, que denotaremos por ¥, temos que ¢, € Aut(H;).

Com isso, obtemos uma aplicacao

Y1 K — AUt(Hl)
ko — (v

que, por sua vez, € um homomorfismo. De fato, sejam ki, ks € K7 e h € H;.

Y1 (k1k2)(h) = Vi, 5y (h) = Vry (h) = kikohky k!
= Vi, (Y, (R)) = Uy, (Y4, (R))
= (11(k1) o 1(k2)) (R),

ou seja, 71 (ki1ka) = v1(k1) o y1(k2). Logo, pelo lema anterior, como Hy =2 H, K1 =2 K e
71 ¢ um homomorfismo, existe um homomorfismo v : K — Aut(H) tal que K x, H é
isomorfo a Ky x., Hy. Assim, afim de mostrar que G ¢é isomorfo a K x., H, basta mostrar
que G ¢é isomorfo a Ky x., H;.

Considere p : Ky x,, Hy — G dada por p(k,h) = hk, para todo (k,h) € K; x.,, H;.
Note que para (ki, hy1), (ko, ho) € Ky %, Hy,

p((k1, 7)oy (K2, ha)) = p(kika, hiyi (k1) (he)) = hava (ki) (ho)kiks
= haty, (he)kiky = hikihoksy

= p(ky, h1)p(ka, hy),
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ou seja, p é um homomorfismo. Seja (ki,hy) € kerp. Entao hik; = p(ki,hi) = eq e,
assim, k; = hy' € Ky N H; = {eg}. Logo ky = hy = eg e p é injetor. Dado g € G,
como G = K1H, = H K, existem h € Hy e k € K; tal que g = hk = p(k,h). Logo p é

sobrejetor e, portanto, p é um isomorfismo. O

Observacgao 1.3.6. Se GG ¢ um grupo contendo subgrupos H e K satisfazendo as condicoes
1),2),3) do teorema anterior, entao existe um homomorfismo v : K — Aut(H) tal que

G ¢ isomorfo a K x, H. Nesse caso, denotaremos G = K » H.



CapriTULO 2

Algebras de Incidéncia Finitarias

Neste capitulo sera definida a algebra de incidéncia finitaria de um poset P sobre um
corpo K e serao apresentadas algumas de suas propriedades basicas como a descrigao dos
elementos inversiveis, idempotentes e também do centro dessa algebra.

O capitulo baseia-se no artigo de Khripchenko e Novikov [6]. A partir desse capitulo,

K sempre denotara um corpo e P um poset.

2.1 Definicao e conceitos basicos
O espago de incidéncia I(P, K) é o conjunto
I(PK)={f:PxP—K: f(z,y) =0sexz £ y}

com as operacoes de soma e produto por escalar definidas por:

(f +9) (2, y) = f2,y) +g(x,y),
(Tf)($’y> = rf(x,y),

para todos f,g € I(P,K),r € K ex,y € P. Com essas operagoes, verifica-se que I (P, K)
¢ um espaco vetorial sobre K.

Uma funcdo f € I(P, K) é dita finitaria se, para todos z,y € P com z < y, existe
somente um numero finito de subsegmentos [u,v] C [z,y] tal que u < v e f(u,v) # 0.
O conjunto de todas as fungoes finitérias é denotado por FI(P, K) e tal conjunto é um
subespago vetorial de (P, K).

Em FI(P, K), definimos uma operagao de multiplicacao da seguinte forma:

(fo)z,y) = Y flz,2)g(zy)
z<z<y
para todos f,g € FI(P,K) e x <y € P. Note que fg € I(P,K), uma vez que existe
um ndmero finito de elementos z € [z, y] tais que f(z,2) # 0 e g(z,y) # 0 e, portanto, a

soma acima ¢ finita.
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Teorema 2.1.1. Seja K um corpo e seja P um poset. Entao FI1(P, K) ¢ uma K-dlgebra
e [(P,K) é um FI(P, K)-bimddulo.

Demonstracao. E facil ver que a soma de duas funcoes finitarias e o produto de uma
funcao finitaria por um escalar sao fungoes finitarias. Mostraremos agora que se f,g €
FI(P,K) entio fg € FI(P,K).

Sejam f,g € FI(P,K) e denote h = fg. Sejam z,y € P com z < y e suponha
que existam subsegmentos [us,vs] C [z,y] tais que us < vs e h(us,vs) # 0. Note que
[{us}| < 00, pois caso [{us}| = oo, como h(us, vs) # 0, para cada s existiria z; € [us, vs] tal
que f(us, zs) # 0 e g(zs,vs) # 0. Entao, como f € FI(P, K) e [us,vs] C [x,y], deverfamos
ter z; = ug para um nimero infinito de indices. Porém, teriamos g(us, vs) = g(zs,vs) # 0
com z; = us < vg para esse conjunto infinito de indices, e assim g ¢ FI(P,K). Logo
{us}| < oo. Analogamente, segue que [{vs}| < oo e, consequentemente, {[us,vs|} é
finito. Portanto, fg € FI(P, K).

Com isso, verifica-se facilmente que FI(P,K) ¢ uma K-élgebra com unidade § :

P x P — K definida por

1 sex=y
o(z,y) =

0 caso contrério
Por fim, sejam f € FI(P,K), g€ I(P,K) e z,y € P com z < y. Seja

hxy) = Y f(z,2)9(2,y). (2.1)
<2<y
Como f € FI(P,K), entao existe um numero finito de subsegmentos [z, z| C [z, y] tais
que f(z,z) # 0. Logo a soma do lado direito de (2.1) é finita e, consequentemente,
h(z,y) € K. Portanto fg € I(P,K). Analogamente, se f € I(P,K) e g € FI(P,K),
fg € I(P,K).
Com isso, ¢é facil verificar que I(P, K) é um FI(P, K)-bimédulo. O

A K-élgebra FI(P,K) é chamada algebra de incidéncia finitaria de P sobre K.

Observagao 2.1.2. Se P é um poset localmente finito entao FI(P, K) = I(P, K). Nesse

caso, a algebra I(P, K) é usualmente chamada de dlgebra de incidéncia de P sobre K.

Definigao 2.1.3. Se X é um subconjunto do poset P, entao a fungao éx € FI(P, K)
definida por
1 sex=yeX

5X (.ZC, y) = L. )
0 caso contrario
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¢ chamada funcao caracteristica de X. Quando X = P, chamamos dx apenas de
funcao caracteristica e, nesse caso, dx coincide com a funcao ¢ definida na demons-
tracao do teorema anterior.

Além disso, dados z,y € P com x <y, definimos ,, € FI(P, K) por

1 seu=zxzev=y
Oay(u,v) = :

0 caso contrario
e escrevemos 0, para 0.

Observagao 2.1.4. Seja f € FI(P,K) e sejam x,y € P. Para u,v € P, note que

(0.5, (,0) = f(z,y) seu:mev:y‘ 2.2)

0 caso contrario

Em particular, se z < y, temos

A proposigao a seguir nos fornece uma base de FI(P, K) como K-espago vetorial no

caso em que P é um poset finito.

Proposicao 2.1.5. Se P é um poset finito entao I(P, K) @ K0yy.

<y

Demonstracao. Seja f € I(P, K). Note que para todos u,v € P,

(Z f(a:,y>5w> =3 f(@,9)0ay(u,0) = f(u,0)

z<y Ty

e, portanto, f = > f(x,y)dsy,. Além disso, se Y 7440, = 0 com r,, € K, entao r,, =0

<y z<y
para todos z < y, uma vez que d,,(z,y) = 1. Logo, 14,0, = 0 para todos x <y € P e,
consequentemente, (P, K) @K Ozy- n
<y

Teorema 2.1.6. Seja P um poset qualquer e seja f € FI(P,K). Entdo f tem inverso
multiplicativo em FI(P,K) se, e somente se, f(x,z) # 0 para todo x € P.

Demonstragao. Suponhamos que f € FI(P, K) sejainversivel. Entao existe g € FI(P, K)
tal que fg = 9. Para cada x € P temos

1= 5(%,:13‘) = (fg)(l‘,ZC) = Z f(:C,Z)g(Z,:C) = f($>x>g<x7x)'
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Portanto, tem-se que f(z,z) # 0, para cada = € P.

Reciprocamente, suponhamos que f(x,z) # 0 para todo € P. Vamos definir
g € I(P,K) tal que fg = = gf, onde g serd um inverso de f. Observe que se existir
g € FI(P, K) satisfazendo:

(i) g(z,z) = f(x,x)!, para todo = € P;

(i) g(u,v) = —f(u,u)™t > f(u,t)g(t,v), para todos u,v € P com u < v,

u<t<v

entdo ¢g serd um inverso a direita de f. De fato, se u < v em P entdo, por (ii),

flu,w)g(u,v) == > flu,t)g(t,v). Com isso,

o)) = 3 futglt,v)
= f u, u)g(uv U) + Z f(uv t)g(tv U)
=0=0(u,v). _

Além disso, se g(z,z) = f(z,z)"! para cada z € P, entdo

(fg)(ﬂ?,.iﬂ) = f(a:,x)g(:v,x) =1= 5(1‘,.213)

Assim, fg = ¢ e, portanto, g é um inverso a direita de f.

Provemos a existéncia de g € FI(P, K) satisfazendo (i) e (ii).

Para cada z € P defina g(x,x) = f(x,x)"'. Sejam u,v € P, u < v. Denote por
Ct(u,v) o numero de subsegmentos [z,y] C [u,v] tais que z # y e f(z,y) # 0. Como
f € FI(P,K), temos que Cf(u,v) é finito. Facamos a demonstracao por induc@o sobre
Cr(u,v).

Se C¢(u,v) = 0 entdo f(z,y) = 0 para todos =,y € [u,v] com x < y. Nesse caso,
definimos g(u,v) = 0 e a condigao (ii) esta satisfeita. Se Cf(u,v) = 1, entdo existe um
unico subsegmento [z,y] C [u,v] com = # y e f(x,y) # 0. Temos duas possibilidades
para tal subsegmento, a saber, [u,zo] com u < xo < v ou [xg, Y] com u < xy < Yo < v.

No primeiro caso, temos f(u,zq) # 0 e Cy(xp,v) = 0. Assim,

flo,v) ™t sexy=w
g(xo,v) = o
0 caso contrario
Definamos

—flu,w)  f(u,v) f(v,0)™ sexg=w

0 caso contrario

g(u, U) = _f(u’u)_lf(u’ Io)g(l’o, U) =
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No outro caso, f(u,x) = 0 para todo z € P tal que u < z < v. Logo, definamos
g(u,v) = 0. Portanto, se Cf(u,v) = 1, definimos g(u, v) satisfazendo (7).

Agora, suponhamos que g(x,y) esteja definido para todos z,y € P tais que Cy(z,y) <
n. Suponhamos que Cy(u,v) = n. Se f(u,x) # 0 para algum x € P tal que u < x < v,
entdo Cy(z,v) < n —1 e, pela hipétese de indugao, g(z,v) estd definido. Assim, todas
as parcelas de (ii) estao definidas e, portanto, g(u,v) estd definido. Se f(u,x) = 0 para
todo z € P tal que u < z < v, definimos g(u,v) = 0. Logo g(u,v) estd definido de modo
que (ii) ¢é satisfeito. Segue que existe g € I(P, K) satisfazendo as condigoes (i) e (ii), ou
seja, tal que fg = 4.

Analogamente é possivel construir h € I(P,K) tal que hf = §. Tal h pode ser
construfda de modo que h(x,z) = f(z,2)"! e h(u,v) = —f(v,v)™ > h(u,t)f(t,v).

u<t<v

Como f € FI(P,K), g,h € I(P,K) e hf, fg € FI(P,K), temos (hf)g = h(fg) €
I(P,K). Assim, g =09 = (hf)g = h(fg) = hd = h. Portanto, fg = gf = 9.

Por fim, mostremos que g € FI(P, K). Seja [z,y] com z < y um segmento qualquer
de P e suponha que existam subsegmentos [us, v5] C [z, y] com us # vs e g(us, vs) # 0.

Como gf =9 e us < v, temos

0= d(us,vs) = (gf)(us, vs) = Z g(us, zs) f (25, 05)

us<2s<vs
= g(ue,v) f(vs,v) + D glus, 2) f (25, 04),
Us<zs<Vs
ou seja,
g(usvvs) = _f(US7US)_1 Z g(u57zs>f(ZS7US)’ (24)
us<zs<Us
Analogamente, uma vez que fg =, temos
9(ue,vs) = =f(us )™ D glug, z) f (2, 04). (2.5)
Us <zs<Us

Como g(us,vs) # 0, segue de (2.4) que para cada s existe z; < vs tal que f(zs,vs) # 0.
Sendo f € FI(P, K), o niumero de segmentos [zs, vs] que satisfazem f(z, vs) # 0 é finito.
Dai [{vs}| < co. Analogamente, de (2.5) segue que [{us}| < co. Assim, o numero de
subintervalos [us, vs] C [z,y] com ug < vs e g(us,vs) # 0 é finito. Logo g € FI(P, K) e,

portanto, f é inversivel em FI(P, K) com inverso g. O

Exemplo 2.1.7. Seja I, = {1,2,...,n} C N com a relagao de ordem usual dos niimeros
naturais. Seja UT,(R) o conjunto das matrizes triangulares superiores n x n sobre R. Po-
demos identificar I(/,, R) com a algebra UT,,(R) associando cada elemento f € I(I,,R)

& matriz A com entradas a;; = f(i, j), notando que se ¢ £ j entao f(i,j) = 0, isto é,
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[ f(L1) f(L2) f(L3) fn) ]
0 f(22) f(23 f(2,n)
0 0 o Fn.n)

Assim, é simples vizualizar o teorema anterior, sabendo que uma matriz triangular supe-

rior s6 possui inversa se nenhum elemento de sua diagonal principal é nulo.

Corolario 2.1.8. Os elementos inversiveis a direita, a esquerda e bilaterais em FI(P, K)

coincidem.

Demonstra¢ao. Suponhamos que f € FI(P, K) seja inversivel a direita. Entao existe
g € FI(P,K) tal que fg = 6. Assim, para todo = € P, temos 1 = §(z,x) = fg(x,z) =
f(z,z)g(z,x) e, portanto, f(z,z) # 0. Logo, pelo teorema anterior, f é inversivel em
FI(P,K) e, consequentemente, g = f~1.

De modo andlogo, se f € FI(P, K) é inversivel a esquerda, mostra-se que f também

é inversivel. O
Corolario 2.1.9. Seja f € FI(P,K).
f(xz,x) =0 para todo x € P.

Demonstracao. Seja f € FI(P,K). Pela Proposicao 1.2.27, f € J(FI(P,K)) se, e

somente se, §—gf é inversivel a esquerda, para cada g € FII(P, K). Pelo teorema anterior,

Entao f € J(FI(P,K)) se, e somente se,

d — gf ¢é inversivel a esquerda se, e somente se, 0 # (0 — gf)(x,x) = 1 — g(z, x) f(z, x),
para todo x € P. Logo g(z,z)f(x,z) # 1 para todo g € FI(P, K) e qualquer x € P, ou
seja, f(x,z) nao é inversivel em K, para todo € P. Logo, 6 — gf é inversivel a esquerda
se, e somente se, f(x,z) nao é inversivel em K, para todo x € P. Uma vez que K é um
corpo segue que f € J(FI(P, K)) se, e somente se, f(z,z) =0 para todo = € P. H

Exemplo 2.1.10. No Exemplo 2.1.7, temos que se f € J(I(1,,R)) entdo, pelo corolario

anterior, f pode ser representada como

0 0  f(23) f(2n
f+—=10 0 0 f(3,n)
| 0 0 0 0 |
FI(P,K
Corolario 2.1.11. O anel quociente —J(F]((f”, K))) ¢ isomorfo a H K. Em particular,

zeP

FI(P,K)

W € um anel comutativo.
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Demonstracao. Defina

¢:FI(P,K) — I[x
zeP

f — (@ n))aer

Mostremos que ¢ é um homomorfismo sobrejetor com kerp = J(FI(P,K)). Assim, o
teorema do isomorfismo nos garantira o resultado.
Primeiramente, note que ¢(§) = ((§8(z,2))wepr = (1)zep. Sejam f,g € FI(P,K).

Entao

o(f +9) = ((f +9)(@,2))zep = (f(2,2) + 9(7,7))zep
= (f(2,2))eep + (9(z,2))2er = ©(f) + ©(9)

e(fg) = ((f9)(z,2))zer = (f(z,7)g9(2,T))zep
= (f(2,2))eep(9(z,7))zer = ©(f)p(9)-

Logo ¢ é um homomorfismo.
Agora, dado (ay)zep € H K, considere g € FI(P, K), tal que

zeP

a, sexr =y

9(z,y) = :
0 sex#vy

Note que ¢(g) = (a;)zep, mostrando a sobrejetividade de (.

Seja f € FI(P,K). Entao ¢(f) = (0).cp se, e somente se, (f(x,2)).ep = (0)zep se,
e somente se, f(x,z) = 0 para todo x € P. Pelo Corolério 2.1.9, f(x,z) = 0 para todo
x € P se, e somente se, f € J(FI(P, K)). Portanto ker p = J(FI(P, K)).

FI(P,K)
Em particular, como H K é um anel comutativo temos que ——————~—
op J(FI(P,K))

comutativo. O

é um anel

Escrevendo P como unido disjunta de suas componentes conexas, P = | P;, podemos
iel
considerar cada P; como um subposet de P. O proximo resultado nos permite relacionar

FI(P,K) e cada FI(P, K).

Teorema 2.1.12. Seja P = |J P; um poset escrito como a uniao disjunta de suas com-
i€l
ponentes conexas. Entao FI(P,K) = H FI(P, K).

el
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Demonstracao. Defina
Y : FI(P,K) — [[ FI(P, K)
iel
tal que U(f) = (fi)ier, [ € FI(P,K), onde f; = f|pxp, i € I. Note que v estd bem
definida, isto 6, Y(FI(P,K)) C [[ FI(P, K). De fato, se ¢(FI(P,K)) ¢ [[ FI(P,, K)
iel iel
entdo existe f € FI(P, K) tal que (fi)ier = ¥(f) ¢ HFI(H,K). Logo f; ¢ FI(P, K)
iel
para algum ¢ € [ e, assim, existe um segmento [z,y] C P; e infinitos subsegmentos

[us, v5] C [z,y] com us < vs e fi(us,vs) # 0. Como f; = flpxp, € P; C P, segue que
[z,y] € P contém infinitos subsegmentos [us,vs] C [x,y] com us; < vs e f(us,vs) # 0,
contradizendo o fato de que f € FI(P, K).

Mostremos que ¢ é um isomorfismo de K-algebras. Sejam f,g € FI(P, K) e seja
k € K. E facil ver que (f+9)i=fi+gie(kf)=Fkf paracada i € I. Agora, sejam
r,y € P, com x < y. Para cada elemento z € P tal que z < z < y, temos que z, 2
e y estao na mesma componente conexa de P e, portanto, z € PF;. Isso implica que

(f9)i = figi para cada i € I. Com isso,
O(f +9) = ((f + 9)i)ier = (fi + gi)ier = (fi)ier + (gi)ier = ¥ (f) + ¥(g),

U(fg) = ((f9)i)ier = (figi)ier = (fi)ie1(g9i)icr = ¥ (f)¥(9),
@/)(kf) = ((kf)i)iel = (kfi)iel = k(fi)iel = k¢(f)

e, claramente, 1(6) = (8;)ier = (0p,)icr. Logo, 1 é um homomorfismo de K-algebras.

Se (f) = 0, entao f; = 0, para todo ¢ € I. Sejam x,y € P tais que x < y. Entao
x,y € P;, para algum j € I. Logo f(z,y) = fi(z,y) = 0 e, consequentemente, f = 0.
Portanto 1 ¢é injetora.

Dado (f;) € HF[(H,K), seja f : P x P — K definida por

el

fi(z,y) sex,y € P;, para algum i € [
flo,y) = -

0 caso contrario

Mostremos que f € FI(P,K). Sejam x,y € P. Suponhamos que z £ y. Se z e y
nao pertencem a uma mesma componente conexa, entao f(z,y) = 0. Se x,y € P;, para
algum ¢ € I, entao f(z,y) = fi(x,y) = 0. Logo f € I(P,K). Agora, note que se
x <ye flu,v) # 0 para x < u < v < y, entao existe i € I talque z,y,u,v € P; e
fi(u,v) = f(u,v) # 0. Logo, como f; € FI(P;, K), segue que f € FI(P,K). Além disso,
W(f) = (fi)ier e, portanto, ¢ é sobrejetora. ]
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2.2 Elementos diagonais e idempotentes

Esta secdo tem por objetivo descrever os elementos idempotentes de FI(P,K) e
apresentar o conceito de elemento diagonal. Dentre os resultados postos aqui, ressaltamos
que estao descritos os elementos idempotentes primitivos de FI(P, K), que serao de

grande utilidade nos capitulos posteriores.

Proposicao 2.2.1. Seja f € FI(P, K) um elemento idempotente. Entao f(z,x) =0 ou
f(z,z) =1, para cada x € P.

Demonstragao. Seja f € FI(P, K) um idempotente e seja x € P. Temos
flo, ) = fPr,x)= ) fla)f(tz) = flz,2)f(z,2).
Entao f(z,z)(f(x,z) — 1) =0, ou seja, f(x,z) =0ou f(z,z) = 1. ]

Definigao 2.2.2. Dado um elemento f € FI(P, K), dizemos que f é diagonal se
f(z,y) = 0 para todos x,y € P com x # y.

Observacgao 2.2.3. Note que se f € U(FI(P, K)) é diagonal, entao f~! é diagonal com
Yz, x) = [f(z,x)]!, para todo x € P.

Corolario 2.2.4. Seja f € FI(P,K) um elemento diagonal. Entdo f € idempotente se,

e somente se, f(x,x) =0 ou f(zx,z) =1, para cada x € P.

Demonstracao. Seja f € FI(P, K) diagonal tal que f(x,z) = 0 ou f(x,z) = 1, para todo
r € P. Sejam x,y € P. Temos

Plaa) = faafen =4 T )
0 se f(z,z)=0
E, se z <y, como f ¢ diagonal, temos
Play) =Y flat)fty) =0=f(zy).

z<t<y

Portanto f é idempotente.

A reciproca segue da proposicao anterior. O

Corolario 2.2.5. Um elemento f € FI(P,K) é idempotente diagonal se, e somente se,

f = 0x para algum subconjunto X C P.

Teorema 2.2.6. Dado f € FI(P,K) idempotente, existe e € FI(P, K) idempotente

diagonal tal que f € conjugado a e, de modo que f(x,z) = e(x,x), para todo x € P.
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Demonstracao. Sejam f,e € FI(P,K) tais que f é idempotente e e é diagonal definida
por e(x,z) = f(z,x), para todo x € P. Como f é idempotente, segue da Proposicao 2.2.1
e do Corolério 2.2.4 que e é idempotente. Denotemos g = f — e e seja h = § + (2e — d)g.
Dado z € P, temos que h(z,x) = 1, uma vez que g(z,z) = 0. Entdo, h(x,z) # 0 para
todo x € P e, pelo Teorema 2.1.6, h é inversivel em FI(P, K). Agora, note que

hf=[0+2e—=0)glf=f+Q2e—0)(f—ef)=f+2ef—2ef —ftef=cf

eh=e(d+2eg—0dg) =e+eg=cle+g)=ef.

Assim, hf = eh, donde segue que f = h~'eh. Portanto f e e sao conjugados. O]

Coroldrio 2.2.7. Dado f € FI(P, K) idempotente, existe X C P tal que f € conjugado
a dx, de modo que f(x,x) = 0x(x,x), para todo x € P.

Demonstracao. Segue diretamente do Corolario 2.2.5 e do Teorema 2.2.6. O]

Observagao 2.2.8. Observe que se dx é conjugado a dy, isto é, existe f € U(FI(P, K))
tal que 6x = fdy f~!, entao

re€X & 1l=0x(z,2)e1=f(r,2)0y(x,2)f(x,z)""

S 1l=dy(x,z) & ey,

ou seja, X = Y. Em particular, se ¢, ¢ conjugado a J,, para alguns z,y € P, entao

x=1y.

Teorema 2.2.9. Um idempotente f € FI(P,K) € primitivo se, e somente se, ele é
conjugado a O, para algum x € P. Além disso, este elemento x € P € unicamente

determinado por f.

Demonstracao. Vimos no Exemplo 1.2.54 que a conjugacao é um automorfismo. Além
disso, pela Proposicao 1.2.33, item (iz), a conjugagao preserva a primitividade. Pelo
Teorema 2.2.6, cada idempotente de FI(P, K) é conjugado a um idempotente diagonal.
Assim, se [ é idempotente primitivo, f é conjugado a algum idempotente diagonal, que
por sua vez, sera um idempotente primitivo. Mostremos que os idempotentes primitivos
diagonais de FI(P, K) sao os elementos d,, x € P.

Seja e € FI(P, K) um idempotente tal que ed, = e = d,e. Entao, para u < v em P,
temos
e(u,x) sev=uc

e(u,v) = (edz)(u,v) = Z e(u, 2)d,(z,v) =

u<z<v 0 sev#uw
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e(u,v) = (0€)(u,v) = Z 0e(u, 2)e(z,v) = elz,v) seu=gz :
u<z<v 0 seu#x
Assim, e(u,v) = 0 se (u,v) # (x,z). Como e é idempotente, e(z,z) = 0 ou e(z,z) = 1.
Se e(x,z) =0, entdo e = 0. Se e(z,x) = 1, entdo e = §,. Portanto J, é primitivo.
Agora, seja g € FI(P,K) um idempotente primitivo diagonal. Como g # 0, entao
existe x € P tal que g(z,x) = 1. Considere o idempotente 9,. Temos, para v < v em P,

glu,z) sev=ux 1 seu=v=uc
u<z<v 0 sev £z 0 seu#zxouv#zx
¢
g(x,v) seu=ux 1 seu=v=ucx
(0:9)(u,v) = Z 0e(u, 2)g(z,v) = = ‘
u<z<v 0 se u#x 0 seu#xouv#zx

Logo, gd, = 6, = d,9. Como g ¢é primitivo e §, # 0, temos que g = §,.

Portanto, um idempotente f € FI(P, K) é primitivo se, e somente se, ele é conjugado
a 0., para algum x € P. E a unicidade do elemento x € P ¢ verificada pela observacao
anterior. O

2.3 O centro da algebra de incidéncia finitaria

Nesta se¢ao iremos descrever o centro da algebra de incidéncia finitdria. Inicialmente,
observemos que se |P| = 1, entao FI(P, K) éisomorfaa K e Cen(FI(P,K)) = FI(P, K),

uma vez que K é comutativo. Devido a isso, nesta se¢ao assumiremos que |P| > 1.

Definigao 2.3.1. Seja f € FI(P, K) uma fungao diagonal. Dizemos f é constante no
subconjunto A de P se f(x,z) = f(y,y) para todos z,y € A.

Teorema 2.3.2. Seja P um poset e seja K um corpo. Entao Cen(FI(P,K)) é o conjunto

de todas as funcoes diagonais que sao constantes em cada componente conexa de P.

Demonstrag¢ao. Suponha que f seja uma funcao diagonal constante em cada componente
conexa de P e seja g € FI(P, K). Mostremos que fg = gf. Sez,y € P com x < y, entao
x e y estdo na mesma componente conexa de P e f(x,z) = f(y,y). Como f é diagonal,
entao

(fo)(z,y) = > flx,2)9(z,y) = f(z,x)9(x,y)

z<z<y
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e, por outro lado,
(9/)(z,y) = <E< 9(@,2)f(z,9) = 9(x,y) f (¥, ).

Como f(z,x) = f(y,y) e K é corpo, temos

(fo)(z,y) = f(@,2)g(x,y) = f(y,y)9(x,y) = g(x,y) f(y,y) = (9f) (@, ).
Portanto, f € Cen(FI(P, K)).

Agora, mostremos que cada elemento de Cen(FI(P, K)) é uma fungao diagonal cons-
tante em cada componente conexa de P. Seja h € Cen(FI(P, K)) e sejam x,y € P com
x < y. Temos

z<z<y

Portanto h é diagonal.

Suponhamos agora que x,y sejam elementos distintos na mesma componente conexa
de P. Entao existe uma sequéncia r = xg,x1,...,r, = y de elementos de P tal que
x; < wipq ou iy <y, parai=0,1,...,n — 1. Devemos mostrar que h(x,z) = h(y,y)
e para isto usaremos inducao sobre n.

Sen =1, entao z < y ou y < x. Suponhamos que x < y. Como h é diagonal, entao

h(z,x) = h(2, )02y (2, y) = (hday)(7,y) = (0ayh)(7,y) = duy(z,9) (Y, y) = h(y, y).

Se y < x, a prova é analoga. Suponhamos que n > 2 e que o resultado seja valido para
n—1. Entao h(x,z) = h(x,_1,7,_1). Pelo cason = 1, temos que h(z, 1,2, 1) = h(y,y)

e com isto conclui-se que h(z,z) = h(y,y), como queriamos. O

Corolario 2.3.3. Seja P = |J P; wm poset escrito como uniao disjunta das suas com-
jed
ponentes conexas e seja K um corpo. Entao Cen(FI(P, K)) € isomorfo a H K.

jeJ
Demonstracao. A aplicacao
p: Cen(FI(P,K)) — |[ K
jeJ
= (f(z,7))jes
para todo x € P;, é um isomorfismo de anéis. n

Corolario 2.3.4. O poset P é conezo se, e somente se, FI(P, K) é uma dlgebra central.
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Demonstracao. Suponhamos que P seja conexo. Claramente,
{ko: ke K} CCen(FI(P,K)).

Seja h € Cen(FI(P,K)). Como P tem apenas uma componente conexa, pelo Teo-
rema 2.3.2, temos que h é diagonal e constante, isto é, existe k € K tal que h(z,x) =k
para todo x € P, e h(z,y) = 0 para x # y. Portanto, h = ké e Cen(FI(P, K)) = {ko :
ke K}.

Reciprocamente, suponha que FI(P, K) seja uma algebra central e que P nao seja
conexo. Entao, existem x,y € P tais que a componente conexa P; de z é diferente da
componente conexa P, de y. Considere o elemento 0p, € FI(P,K). Vimos que dp, é
diagonal e, além disso, se P; é uma componente conexa qualquer de P e u € P}, temos
1 se ;=P
0 se P, #P
Teorema 2.3.2, dp, € Cen(FI(P,K)) = {ké : k € K}, isto é, existe k € K tal que
dp, = kd. Assim, 1 = d0p (z,2) = ké(z,z) =k e 0=6p, (y,y) = kd(y,y) = k, 0 que é um
absurdo, pois K # {0}. Portanto, P é conexo. ]

op, (u,u) = . Logo dp, é constante em cada componente conexa. Pelo

Proposicao 2.3.5. Seja P um poset arbitrario. Entao FI(P,K) € fracamente central.

Demonstracao. Escreva P = ‘LJIPi como uniao disjunta de suas componente conexas.

Pelo Teorema 2.1.12, FI(P, K)e% HFI(R,K). Como cada P; é conexo, FI(P;, K) é
iel

uma algebra central, pelo corolario aenterior. Logo, pela Proposicao 1.2.57, H FI(P, K)

é fracamente central e, portanto, F'I(P, K) é fracamente central. “ O

Definicao 2.3.6.

1. O conjunto Crpk)(FI(P,K)) ={i € I(P,K) :if = fi, para toda f € FI(P,K)}
é chamado de centralizador de FI(P, K) em I(P, K).

2. O conjunto Cprpx)y(I(P,K)) ={f € FI(P,K) :if = fi, paratodai € I(P,K)}
é chamado de centralizador de I(P, K) em FI(P, K).

PI'OpOSigé_O 2.3.7. Cen(F[(P, K)) = C](RK)(FI(P, K)) = CFI(P,K)([(Pa K))

Demonstragao. Claramente Crppx)(I(P, K)) € Cen(FI(P,K)) C Cypx)(FI(P, K)).
Seja i € Crpry(FI(P,K)). Entao i € I(P,K) eif = fi para toda f € FI(P, K). Logo,

para z,y € P com x < y, temos

i(z,y) = (0.7)(z,y) = (i6.)(z,y) = 0,



2.3 O centro da algebra de incidéncia finitaria 35

ou seja, i é diagonal. Logo i € FI(P, K) e, consequentemente, i € Cen(FI(P, K)).
Assim, ¢ também é constante em cada componente conexa. Logo, se j € [(P,K)exz <y

em P, entao x,y estao na mesma componente conexa e assim

(i), y) = Y ilw,2)j(zy) = i(z, 2)j(z,y) = j(,9)i(y,y)

x<z<y

= > i@, 2)i(zy) = (i) (x,y).
r<z<y
Logo ij = ji para todo j € I(P,K). Comoi € FI(P, K) temos que i € Cpypr)(I(P, K))
e, portanto, Crpx)(FI(P,K)) C Crrpx)(I(P, K)). Temos assim as igualdades deseja-
das. ]



CapriTULO 3

Isomorfismos e Automorfismos de
FI(P K)

Neste capitulo apresentaremos o Problema do Isomorfismo para as algebras de in-
cidéncia finitarias. Também serd visto que todo automorfismo de F'I(P, K) pode ser
escrito como um produto de trés automorfismos especificos. Os resultados aqui apresen-

tados estao baseados nos artigos [2], [6] e [7].

3.1 O problema do isomorfismo

O problema do isomorfismo consiste em saber se um isomorfismo de K-algebras entre
FI(P,K) e FI(Q, K) implica em um isomorfismo entre os posets P e ). Nesta segao,

veremos que € possivel afirmar isso. Primeiramente, precisamos do lema a seguir.

Lema 3.1.1. Seja P um poset, seja K um corpo e considere v,y € P. Entao v <y se,
e somente se, 0, F1(P, K)o, # {0}.

Demonstragao. Suponhamos que z < y e considere 0,, € FI(P, K). Entao

(0202 0y ) (2,y) = Ouy(,y) = 1.

Logo, 0,0.,46, # 0 e, portanto, §,FI(P, K)d, # {0}.

Reciprocamente, suponhamos que 6,FI1(P, K)d, # {0}. Entao existe g € FI(P, K)
tal que 0,99, # 0. Logo g(x,y) # 0, por (2.2), o que implica que z < y, pois g €
FI(P,K). O

Sejam P e () posets arbitrarios. No teorema a seguir usaremos a notacao §fy

elemento d,, de FI(P, K) e §2, para o elemento 4., de FI1(Q, K).

para o

Teorema 3.1.2. Seja K um corpo e sejam P e Q) posets. As K-dalgebras FI(P,K) e

FI(Q, K) sao isomorfas se, e somente se, os posets P e Q) sao isomorfos.
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Demonstragao. Seja ® : FI(P,K) — FI(Q, K) um isomorfismo de K-élgebras. Dado
x € P, considere o idempotente primitivo 67 de FI(P, K). Pela Proposigao 1.2.33, ®(51)
¢ um idempotente primitivo de FI(Q, K). Entao, pelo Teorema 2.2.9, existe um unico
y € Q tal que ®(67) é conjugado a 53. Dessa forma, ¢ induz uma aplicacao g : P — Q)
tal que dado z € P, ®(6F) é conjugado a 5§($). Mostremos que  é um isomorfismo de

posets.
Sejam z,y € P tais que B(z) = B(y). Sejam f,g € U(FI(Q, K)) tais que ®(5%) =
fég(w)fi e (19(55) = 9522(3,)971. Temos

55 = (p—l(f)q) 1(53@)) _l(f)_l = @_l(f)¢_1(5§<y))‘1’_l(f)_l
=07 (NPT g) 710, e ()27 ()T = (@72 (9) T, (T (AP 9 TH T
Logo, x = y e, portanto, 3 ¢é injetora.
Dado z € Q, ®71(§%) é um idempotente primitivo de FI(P, K) e, pelo Teorema 2.2.9,
é conjugado a 6%, para algum x € P. Logo, ®(6F) é conjugado a §9 e, portanto, 3(x) = 2.

Segue que [ é sobrejetora.

Sejam z,y € P tais que z < y. Como ®(6%) e CID((SP) sao conjugados a 55(:;: e 52’2@,)

respectivamente, existem ¢, go € U(F1(Q, K)) tais que
O(0L) = 916591 " e B(0)) = g265,,95 "
Pelo lema anterior, como z < y, temos que 6L FI(P, K)(Sf # {0} e, assim,

(ST FI(P,K)8)) # {0} = ®(60)FI(Q, K)®(6, ) # {0}
= 9105, 91 ' FI(Q, K)g205, 9, # {0}
= 915Q FI(Q K>55(y)92 # {0}

Logo, 65 1@, K)ég(y) # {0} e, pelo lema anterior, f(z) < B(y).

Agora, suponha que B(z) < B(y), com x,y € P. Entao, pelo lema anterior,
5Q VFIQ, K)69 s 7 {0}. Como D(6L) e ®(0)) sao conjugados a 5B(w e (5 » Tespecti-
Vamente, existem hy, he € U(FI(Q, K)) tais que

O(67) = hi65, i e B(S7) = had by
Assim,
62 FI(Q.K)3S,) # {0} = hi'®(5F ) FI(Q, K)hy ' &(5F )hy # {0}
= (D) FI(Q, K)B(5T ha # {0}

= hi'®(6LFI(P,K)b. )hy # {0}
= O(0L FI(P,K)d,)) # {0}



3.1 O problema do isomorfismo 38

Logo, 60 FI(P, K)é; # {0} e, pelo lema anterior, segue que x < y. Portanto § é um
isomorfismo de posets.

Reciprocamente, seja a : P — ) um isomorfismo de posets. Defina a aplicacao
a:FI(P,K)— FI(Q,K) por a(f)(z,y) = f(a ' (z),a ' (y)), para cada f € FI(P,K)
e cada par z,y € Q). Note que & estd bem definida, ou seja, a(f) € FI(Q, K), para
toda f € FI(P,K). De fato, se z £ y em @, entao o '(z) ¢ a'(y) em P e, assim,
(f)y) = fa@),a7 (w) = 0. Logo, a(f) € 1(QK). Agora, scjam [s,f] C
[u,v] C Q. Entao, existem [a,b] C [z,w] C P tais que s = afa),t = a(b),u = a(z) e
v = a(w). Assim, se existir um nimero infinito de subintervalos [s, t] de [u, v] satisfazendo
a(f)(s,t) # 0, o nimero de subintervalos [a, b] de [z, w] satisfazendo f(a,b) # 0 também
serd infinito, o que nao ocorre pois f € FI(P,K). Logo a(f) € FI(Q, K).

Mostremos que @& é um isomorfismo de K-dlgebras. Primeiramente, para d € FI(P, K)

e x,y € (), note que

5(0)(x,9) = (o (x) o gy = 4 - =W

0 caso contrario

1 sex=y
= . =0(zy).
0 caso contrario

Portanto a(d) = J. Agora, sejam f,g € FI(P,K), k € K e z,y € Q). Temos

a(f+9)(xy) = (f+9)(a(x),a (y) = flaH(z),a (y) + gla  (z), o (y))
=a(f)(z,y) +a(g)(z,y) = [a(f) +a(f)l(z,y),

e, portanto, a(f + g) = a(f) + a(g). Também temos

a(fg)(z,y) = (fg)la ' (z),a (y)) = Y. flaTi @), t)g(t.a ().

a~!(z)<t<a~l(y)

1 ¢ um isomorfismo de posets, temos que para cada t € P existe um unico

Como a~
z € Q tal que t = a~!(z) e como a ordem é preservada por a, temos que r < z < y se

al(r) <al(z) <al(y). Assim,

a(fg)(e,y) = > fla™ (@), a7 (2)g(a™ (2), a" (1))

a~Hz)<aH(z)<a™!(y)

= Y alf)x2)alg)(=y) = @f)ag)(zy).

z<z<y

Logo, a(fg) = a(f)a(g). E mais

a(kf)(z.y) = (kf)(a" (2), 0" (y) = kf(a" (@), 0" (y) = ka(f)(z.y).
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Logo, a(kf) = ka(f) e, portanto, @ é um homomorfismo de K-dlgebras. Para mostrar

que a ¢é bijetora, mostremos que a-1—= (@)™l Sex,y e Pe f e FI(P,K), entao
—_— /_\1

(a7toa)(f)(z,y) = aH(a(f))(z,y) = (@(f))(a(z), a(y))
= fla™H(a(@)),a"(aly))) = f(z,y).
I/Jo\go a-lod = Idpip ). Analogaggnte, para u,v € Q e g € FI(Q,K) temos (@ o

a1)(9)(u,v) = g(u,v), ou seja, @ o a~! = Idpyq k). Portanto, @ possui inversa, que é

—_

a1, concluindo que @ é bijetora. H

Definicao 3.1.3. Seja P um poset e seja o : P — P um automorfismo. O automorfismo
a: FI(P,K) — FI(P, K) definido no teorema anterior é chamado de automorfismo

induzido por a.

Corolario 3.1.4. Seja P um poset nao localmente finito. Entao nao existe um poset
localmente finito @ tal que FI(P,K) = 1(Q, K).

Demonstragao. Se existisse um poset localmente finito ) satisfazendo FI(P, K) = 1(Q, K),
terfamos que FI(P,K) = FI(Q, K), uma vez que I(Q, K) = FI(Q, K). Assim, pelo te-
orema anterior, teriamos que P = (), o que é um absurdo pois P nao é localmente
finito.

[

3.2 Automorfismos de FI(P, K)

Comecamos esta secao apresentando alguns tipos particulares de automorfismos de
FI(P,K) bem como alguns resultados que os relacionam. Dentre esses automorfismos
estao os automorfismos internos, os induzidos e os multiplicativos, os quais, como veremos,
caracterizam todos os automorfismos de FI(P, K).

Denotemos por Aut(FI(P, K)) o grupo dos automorfismos de F'I(P, K) com a operagao
de composi¢ao. Vimos no Exemplo 1.2.54, que para f € U(FI(P, K)) podemos definir o
automorfismo interno ¢ ¢, dado por ¢;(g) = fgf ™!, para cada g € FI(P, K). O conjunto
de todos os automorfismos internos de FI(P, K) é denotado por Inn(FI(P, K)) = {¢; :
feU(FI(PK))}.

Proposicao 3.2.1. O conjunto Inn(FI(P, K)) é um subgrupo normal de Aut(FI(P, K)).

Demonstragdo. Primeiramente, note que ¢s(g) = dgd~' = g para toda g € FI(P, K),
isto é, ¥5 = Idpr(pk) €, portanto, Idpip )y € Inn(FI(P,K)). Agora, sejam 17,1, €
Inn(FI(P,K)) e seja h € FI(P,K). Temos

(%r 0 W) (h) = Yy (Whg(R)) = F(Whg(R)f 7" = flghg™ ) f = (fg)h(fg)™" = tsy(h),
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isto é, 1 01y = 1)s,. Portanto 1y o1, € Inn(FI(P, K)). Por fim,

Vpop—1 =pp-1 = s = Yp-1y = g1 0 Yy

Portanto (¢;)™! = ¢p-1 € Inn(FI(P,K)). Logo, Inn(FI(P, K)) é um subgrupo de
Aut(FI(P,K)). Para mostrar que esse subgrupo é normal, seja ¢ € Aut(FI(P, K)).
Para h € FI(P, K), temos

potyop t(h)=p(fe ' (h)f1) = e(/he(f) " = Yy (h),

isto 6, p o by oo™t =1hyup) € Inn(FI(P, K)) e, portanto, Inn(FI(P, K)) ¢ um subgrupo
normal de Aut(FI(P, K)). O

Seja KEG(P) = {@ : a é um automorfismo de P} o conjunto de todos os automorfismos
de FI(P, K) induzidos por automorfismos de P.

Proposicao 3.2.2. O conjunto XI?C(P) ¢ um subgrupo de Aut(FI(P, K)).

Demonstracdo. A aplicacao identidade Idp : P — P é, claramente, um automorfismo e,
portanto, Idp € Aut(P). Agora, sejam &,B € Aut(P) e seja f € FI(P, K). Para todos
x,y € P, temos

-~

(@0 B)(f)(w,y) = AB()(w.y) = B @), a™ (y) = F(B M (@), 57 ()
(@0 p) @), (@o B)" (1) = a0 () )

Assim, GoB=aop € KEE(P) Por fim, para & € Ku\t(P) ja vimos que (a)~! = ale

Aut(P). 0

Observacao 3.2.3. Seja a um automorfismo de P e seja x € P. Para u < v em P,

temos

&(590)(16, ’U) _ x(ofl(u),orl(v)) _ 1 sea” (U) =recq (U) =7

0 caso contrario

1 seu=a(x)ev=ax)
= . = da(a) (1, v).
0 caso contrario

Portanto @(d,) = da(z) para todo x € P e todo automorfismo o de P.
Defini¢ao 3.2.4. Uma funcao o € I(P, K) é multiplicativa se:
1. Para todos z <y € P, o(x,y) # 0;

2. Paratodos x < z<ye€ P, o(x,y) =o(x,z)o(z,y).
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Observe que se ¢ é multiplicativa, entdao para cada = € P, o(x,z) # 0 e o(z,z) =
o(xz,x)o(x,x), o que implica em o(z,x) = 1. Além disso, se P nao é localmente finito,
existem = < y e infinitos z’s com = < z < y. Logo, o(x,z) # 0 para todo subintervalo
[z, 2] C [z,y] e, portanto, o ¢ FI(P, K).

Definicao 3.2.5. Dados i, j € I(P, K), o produto de Hadamard de i por j, denotado
por i * 7, é dado por (i * j)(x,y) = i(x,y)j(z,y), para todos x,y € P.

O produto de Hadamard é associativo, comutativo e distributivo sobre a adicao. Além
disso, a fungao A € I(P, K) dada por

1 sex <y
Az, y) =

0 caso contrario

é tal que i x A = ¢, para todo i € I(P, K), ou seja, A é o elemento neutro do produto de
Hadamard.

Observe também que se i € I[(P,K) e f € FI(P,K) entao i f € FI(P, K), uma vez
que f(x,y) =0 implica (i * f)(x,y) = 0.
Observagao 3.2.6. Sejam o e 7 duas fungdes multiplicativas em I(P, K). Entao o

é multiplicativa. De fato, se z < z < y sao elementos de P, entdo (o x vy)(x,y) =
o(z,y)y(z,y) # 0. E mais,

(0 x ) (2,y) = o(x, 2)o(z,y)v(x, 2)y(2,y) = o(x, 2)y(2, 2)o (2, y)v(2,y)
= (o x7)(x,2) (0 *x7)(2,v).

Note também que a fun¢ao A é multiplicativa, poisse x < z < y entao A(z,y) =1#0
e Az, 2)A(z,y) = 1 = Az, y).

Proposicao 3.2.7. Seja 0 € I(P,K) uma func¢ao multiplicativa. A aplicagio M, :
FI(P,K) — FI(P,K) definida por My(f) = o % f para toda f € FI(P,K), € um
automorfismo de FI1(P, K), chamado automorfismo multiplicativo. Além disso, para

quaisquer elementos multiplicativos o,7 € I(P,K), My o M, = Myr.
Demonstracao. Sejam o, 7 € I(P, K) multiplicativas. Se f € FI(P, K) entao
(Myo M) (f)=My(txf)=0cx(t*xf)=(0x7)x f = Msr(f).

Portanto M, o M, = M.
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Mostremos que M, é um homomorfismo de K-algebras. Dados x,y € P, temos

Mo (6)(x,y) = (0% 0)(x,y) = o(x,y)d(x,y) = o(z,y) ser=y

0 caso contrario

B 1 sex=y (o)

0 caso contrario

uma vez que o(z,z) = 1 para todo € P. Portanto M, () = 0.
Agora, sejam f,g € FI(P,K) e seja k € K. Temos

Mo (f +g)(z,y) = (o x (f +9)(z,y) = (0 * f)(x,y) + (0% g)(z,y)
= (My(f) + My(9))(z,y).
Logo, My(f +g) = M,(f) + M,(g). E
)

M, (fg)(x,y) = (o (f9))(x,y) = o(z,9)(f9)(@.y) = o(x,y) Y flz,2)9(z,y).
r<zLy
Como o é multiplicativa, temos que o(x,y) = o(z,z)o(z,y) sempre que z < z < y.
Entao

My (fo)(w.y) = Y olw,2)f(z.2)o(z9)9(zy) = Y (0% )@,2)(0 * 9)(z,9)

z<z<y r<z<y

= (0% [)(oxg)(x,y) = (Mo(f)M5(9)) (. y),
e, portanto, M, (fg) = M,(f)M,(g). Agora,

M (kf)(z,y) = (o xkf)(x,y) = o(x,y)(kf)(z,y) = ko(z,y) f(z,y)
= k(o * f)(x,y) = kMy(f)(z,y)

e, portanto, M, (kf) = kM,(f). Logo, M, é um homomorfismo de K-algebras.
Por fim, mostremos a bijetividade de M,. Para isso, defina @ € I(P, K) por
_ o(z,y)~! sex <y
o(z,y) = o
0 caso contrario
Mostremos que & ¢ multiplicativa e que Mz o M, = Idpypr) = My o Mz. Se v <z <y
sao elementos de P, entao (x,y) = o(z,y)" " # 0 e mais, como o é multiplicativa, temos
t=o(zy)! t=o(z,2)"o(z,y) 7,

isto é, a(x,y) = a(x, 2)a(z,y), concluindo que & é multiplicativa. Além disso, para = < y,

que o(x,y) = o(z,2)o(z,y). Entdo o(z,y)” o(x,2)”

temos

(@ * 0)(z,y) =F(z,y)o(z,y) = o(z,y) " o(z,y) = 1 = Az, y)

e, portanto, o * 0 = A. Logo Mz o M, = Mz,, = Ma = Idpi(pk). Analogamente,
M, o Mz = Idpy(p) concluindo que M, é bijetora e (M,)™' = M. O
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Proposicao 3.2.8. O conjunto Mult(FI(P, K)) = {M, : o é multiplicativa} é um sub-
grupo de Aut(FI(P,K)).

Demonstragdo. Como Idpip ) = Ma € Mult(FI(P, K)), entao Mult(FI(P,K)) # @.
Se 0,7 € I(P, K) sao multiplicativas, entdao M, o M, = M., € Mult(FI(P, K)). Além
disso, (M,)™! = My € Mult(FI(P,K)). Portanto, Mult(FI(P, K)) é um subgrupo de
Aut(FI(P, K)). O

Proposicao 3.2.9. Seja ¢ € Aut(FI(P,K)). Entio ¢ € Mult(FI(P, K)) se, e somente
se, ¥(d;) = 0, para cada x € P.

Demonstracao. Se ¢ € Mult(FI(P, K)), entao ¢» = M, para alguma fungao o multipli-

cativa. Assim se y < z, para cada z € P, temos

Mg(tsx)(y, z) = (o’ * 5:1:)(?/, 2) — 0(972)6g;(y, Z) _ O'(?J,Z) sez=y==x

0 caso contrario

1 sez=y==z

0 caso contrario
Portanto M, (d,) = d,.
Reciprocamente, suponhamos que v seja um automorfismo de FI(P, K) tal que
¥(0;) = 0., para cada x € P. Seja f € FI(P,K) e sejam z < y elementos de P.

Por (2.3), 6, f0, = f(x,y)0sy € assim 0, FI(P, K), C K,,. Por outro lado, para ky € K
podemos definir uma fungéo g € FI(P, K) dada por

ki se (u,w) = (x,y)
9(u, w) = N
0  caso contrario
tal que k104 = g(z,y)0zy = 0296, € 0, FI(P, K)d,. Logo Ké,, C 0,FI(P, K)o, e assim
Ko,y = 0,FI(P,K)d,. Em consequéncia disso, temos

K0(82,) = V(K 2,) = 0O )U(FIP, K))W(S,) = 8, FI(P, K)5, = Kby,

isto é, K(6,,) = K6, para todos x <y em P. Portanto, dado k; € K existe p € K tal
que k19(04y) = pdyy. Em particular, para ky = 1 existe k € K tal que ¥(0,y) = kdyy.
Defina o(x,y) = k e entao ¢(d,,) = o(z,y)d,,. Novamente, pela igualdade K1)(d,,) =
Ky, temos que Ko(x,y)dyy = Koy, assim, existe k] € K tal que kjo(x,y)0zy = 0uy-
Entao kjo(z,y)0u(z,y) = duy(x,y), isto é, kio(z,y) = 1 o que implica que o(x,y) # 0
uma vez que K é um corpo. Defina ainda, o(z,y) = 0 se £ y. Entao o € I(P, K).

Mostremos que o é multiplicativa.
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Se x < z < y sao elementos de P, entao
U(xa y)ézy = ¢(61y> = w(éxzézy) = 1/1(5zz)¢(5zy)
= (0(-777 Z)(SIZ)(O'(Z, y)ézy) = U(Q?, Z>0<Z> y)5xy

Logo o(z,y) = o(z,2)o(z,y) e, portanto, o é multiplicativa. Por fim, mostremos que
= M,. Como 9(6,) = d, para todo z € P, temos

02 0(f)oy = ¥(0:10y) = Y(f(2,9)0y) = [(2,9)0(0ay) = f(2,y)0 (2, y)0uy-

Logo
V()@ y) = W)@, 9)0u) (@, y) = (00(F)d,) (2, y) = (f(z,y)0(x,y)dsy)(x,y)
= f(z,y)o(z,y) = (f x o) (2,y) = M,(f)(z,y).
Portanto v = M,. O]

No caso em que o poset P é localmente finito, alguns automorfismos multiplicativos
podem ser escritos mais especificamente, como pode ser visto em [11]. Mostraremos a
seguir que o mesmo pode ser feito para o caso em que P é um poset arbitrério.

Seja h uma fungao de P em K*. A funcao 7, : P x P — K dada por

T
— sex <y
0 caso contrario

é uma fungao multiplicativa de I(P, K). De fato, se z < z < y em P, entao 7,(z,y) =
h(@)[h(y)] ™ #0 e

h(x) _ h(z)h(2) _ h(x) h(z)
h(y) — h(y)h(z)  h(z) h(y)

A funcao 7, é dita uma funcao fraciondria e o automorfismo multiplicativo M, ¢ dito

Th(w,y) = = (2, 2)Th(2,Y).

um automorfismo fracionario.

Dadas hy,hy : P — K* definimos uma multiplicacao hihs pontualmente, ou seja,

(hih2)(z) = hi(x)hy(z). Entao

hih h h
(h1ho) () se x <y 1(z)ha(z) se <y
Tnn (2,y) = { (h1h2)(y) = hi(y)ha(y)
0 caso contrario 0 caso contrario

= Thy (xvy)Thz (l‘,y) = (Thl * Thz)(x’ y)

Logo Th,h, = Th, * Th, € assim 7,5, € multiplicativa, pela Observacao 3.2.6.
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Proposigao 3.2.10. O conjunto Frac(FI(P,K)) = {M,, : 7, € fraciondria} € um sub-
grupo de Mult(FI(P, K)).

Demonstracao. Note que se h'(x) = 1 para todo = € P, entdao 7,v = A e, portanto,
Ma = M, € Frac(FI(P, K)).

Sejam M-, , My, € Frac(FI(P, K)). Entao

M,

h1

oM, =M, v =M

Thih

, € Frac(FI(P, K)).

Por fim, seja M,, € Frac(FI(P, K)). Defina h : P — K* por h(z) = (h(z))™!. Entdo

h
M sex <y
77{<3773/) = }L(QT)
0 caso contrario
Mostremos que M, = (M, )~". Temos
h h(z)h
h@h) <y, h@hy) o<y
Tz, y) = § h(y)h(y) =< h(y)h(z)
0 caso contrario 0 caso contrario
1 sex <y
= = A(z,y).

0 caso contrario
Assim, 7,7 = A. Analogamente, temos que 75, = A. Com isso

M, oM, = M.

h Thh

- MA - M‘rh* = MTh o M‘I’ﬁ‘

h
Portanto (M,)~" = M,_ € Frac(FI(P, K)). O
Proposicao 3.2.11. Frac(FI(P,K)) = Mult(FI(P,K)) N Inn(FI(P, K)).

Demonstrac¢ao. Primeiramente, mostremos que Frac(FI(P, K)) C Inn(FI(P,K)) e, as-
sim, teremos Frac(FI(P,K)) C Mult(FI(P,K))NInn(FI(P, K)), uma vez que
Frac(FI(P, K)) é subgrupo de Mult(FI(P, K)). Seja M,, um automorfismo fraciondrio
de FI(P, K) onde 73, é uma fungao fracionéria. Defina f € I(P, K') por

h(x) sex =y
flz,y) = I
0 caso contrario
Observe que f é um elemento diagonal de FI(P,K) e f(x,z) = h(xz) # 0 para cada

x € P, ou seja, f é inversivel. Assim, considere o automorfismo interno ¢y de FI(P, K).
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Para cada g € FI(P,K) e x <y em P, segue pela Observacao 2.2.3 que

Vr(9) (@, y) = (Fof ), y) = Flof N ay) = DY fla,t)gf ) y)

z<t<y

= h(z)(gf )@ y) = hx) D gz, 2)f(zy) = h(x)g(z, y)(hy) ™"

z<z<y

- %gu,w = (@, 9)9(w,y) = (7 % g)(w,y) = M, (,y).

Portanto M,, = vy, concluindo que Frac(FI(P, K)) C Inn(FI(P, K)).
Por outro lado, seja p € Mult(FI(P,K)) N Inn(FI(P, K)). Entao existem f €

FI(P,K) et € I(P,K) com f inversivel e 7 multiplicativa, tais que para cada g €
FI(P,K) e para todos z,y € P tem-se

p(9)(x,y) = (faf )z, y) = (T x g)(x,y) = 7(2,y)g(x, y).

Em particular, para g = 8, temos (fdz, /1) (z,y) = 7(x,y)0y(2,y), ou seja, 7(z,y) =

flx,z)f(y,y). Seja h : P — K* dada por h(z) = f(x,z). Entdo h(z) # 0, pois
h(x)

h(y)’

f(z,z) # 0 para todo x € K. Note que 7(x,y) = m(x,y), isto é, 7(x,y) = se

r < y. Logo

p(9)(x,y) = 7(x,y)9(x,y) = Tz, y)9(x,y) = (10 * g)(7,y) = My, (9)(x, y)

e, consequentemente, p = M,, . Logo Mult(FI(P, K))NInn(FI(P, K)) C Frac(FI(P, K)).
[l

Proposicao 3.2.12. Se existe xo € P tal que todo elemento de P é compardvel com xy,
entdo Mult(FI(P, K)) C Inn(FI(P, K)). Portanto, Frac(FI(P, K)) = Mult(FI(P, K)).

Demonstragao. Seja o € I(P, K) uma fun¢ao multiplicativa. Definimos

o(z,z9) sex=1y <
flz,y) =1 o(zg,z)™t sexg<x=1y .
0 sex #£y
Temos que f € FI(P,K) e é uma funcao diagonal. Além disso, para cada =z € P,
f(x,x) = o(x,70) # 0 ou f(x,x) = 0(x9,2)"! # 0, ou seja, f(z,x) # 0, para todo = € P.
Logo, pelo Teorema 2.1.6, f ¢é inversivel. Mostremos que M, = 1;. Seja g € FI(P,K) e
sejam x < y em P. Entao

Ve(g)w,y) = faf Mwy) = D flw2)g(zw)f T (w,y) = flre)g(@ ) f (Y y).

z<z<w<y
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Se x <y <z entao, como o é multiplicativa, o(x,zq) = o(z,y)o(y, xo) e assim

o(x,y) = oz, mo)o(y, x0) " = flz,2)f(y,y) "

Analogamente, se o < x <y temos o(zg,y) = o(zo, x)o(z,y) e entdao

o(z,y) = J(x0>y)a($07 :U)_l = 0('770’ IL’)_l[U(Z’O, y)_l]_l = f(.%', x)f(%y)_l'

Por fim, se @ < z9 < y temos o(z,y) = o(z,20)0(z0,y) = f(z,7)f(y,y)~". Logo,

e(9) (@, y) = fla,x)g(z,y) [y, y) " = oz, 9)g(z,y) = (0% g)(z,y) = Ms(g)(x,y)

e, portanto, M, = ¢y € Inn(FI(P, K)).
Segue da Proposicao 3.2.11 que Frac(FI(P, K)) = Mult(FI(P, K)). O

A existéncia de um elemento de P comparavel com todos os demais elementos nao é
necessaria para garantir que todos os automorfismos multiplicativos de FI(P, K) sejam
internos. Por exemplo, considere o poset P = {z,y,w, 2z} representado pelo seguinte

diagrama de Hasse:

Claramente, P nao possui um elemento x( tal que todo elemento de P seja comparavel
com zg. Como P é finito, FI(P,K) = I(P,K). Seja o € I(P, K) uma fungao multipli-
cativa. Por defini¢do, o(u,v) # 0 para todos u < v € P. Com isso, podemos definir uma
aplicagao h : P — K* de forma que h(z) = 1,h(y) = o(y, ), h(w) = o(y,z)(c(y,w)) " e
h(z) = o(y,z)(o(y,w)) to(z,w). Observe que

(Y, T) = % = o(y,z),

he) ol a)olyw) ol w)
h(w) a(y, x)(o(y, w))~!
Logo o = 7, e, consequentemente, M, = M,,. Com isso, Mult(/(P, K)) = Frac(I(P, K))
e, portanto, Mult(/(P, K)) C Inn(I(P, K)) pela Proposic¢ao 3.2.11.

Th(z,w) = =o(z,w).
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Considere, agora, o poset  do Exemplo 1.1.13 e defina 0 € I(Q,R) da seguinte
forma: ¢(2,20) = 0(2,30) = 0(5,30) = 1, 0(5,20) = —1 e o(x,x) = 1, para todo
x € ). Claramente, o0 é uma funcao multiplicativa. Suponha que o seja fracionéria e
seja h : P — R* tal que o = 75,. Entao

1 =7,(2,20) = 7,(2,30) = 7,(5, 30)

e, consequentemente, h(z) = h(y) para todos z,y € Q. Por outro lado, como 7,(5,20) =
—1entao h(5) = —h(20), o que é uma contradi¢ao. Portanto, Frac(I(Q,R)) € Mult(/(Q,R)).

Agora, seja ® um automorfismo de FI(P, K). Temos que ® induz um automorfismo

a de P tal que ®(J,) é conjugado a dq pelo Teorema 3.1.2. Para cada z € P, seja
gz € U(FI(P,K)) tal que ®(,) = gxéa(x) . Entao

0y = q)71<gx5a(w)g;1) = qbil(gw)q)il(éa(r))q)il(gm)il

e, assim, 1 (8n(x)) = D (gx) 10,P *(g,). Como « é bijetora, segue que

CI)_l((Sm) = o~ (goz I( ) 150{ I( (ga*1(2)>

para todo x € P. Portanto, o automorfismo ®~! induz o automorfismo a~* de P. Isso

serd utilizado nos lemas seguintes.

Lema 3.2.13. Seja ® um automorfismo de FI(P,K) e seja a o automorfismo de P

induzido por ®. Sejam x,y € P com x < y. Entao temos as sequintes condigoes:
(1) 2(02)(c(), a(y)) = 0 = @7 (dagy) (x,y) = 0.
(ii) ©(dy)(a(x), a(y)) = 0 < D7} (a(w) ) (z, y) = 0.

Demonstragao. Fagamos o item (7). O item (ii) é anélogo.
Denote u = a(z) e v = a(y). Como z <y entdo u = a(x) < a(y) = v, uma vez que

o é um automorfismo. Sabemos por (2.3) que
5, 0(0,)0, = D(8,) (1, V)0 (3.1)
Sejam f,g € U(FI(P, K)) tais que
7 (0u) = oo [T = fOuf T e DTH(du) = g0a1i)g T = g8yg (3:2)
Entao
7 (0,2(0,)0,) = D71 (0,)0: 27 (8u) = (£ 71)0:(90y97") = F(0.f10.g0,)g7 " (3.3)
Mas

00 f 710290y = (F71029) (%, 4) 00y = ( > ! 0z (w, )9(%3/)) Oy

r<w<z<ly

= f Nz, 2)g(,y)0my = f(2,2) " g(2,Y)00y- (3.4)
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Além disso, por (3.2), temos

9,99 (W y) = 9,90, 0 (wy) = D gz, 1)d,(t,2)g7 (2,9)

z<t<z<y

= (90yg™ (@, y) = 27 (d)(x,y) = @7 (dagy)) (7, 9)- (3:5)

Assim,

®(0z) (), a(y)) = 0 = B(dz)(u,v) = 0
< D(0,) (U, )0y =0
< 0,P(0,)0, =0 por (3.1)
1 (0,9(6,)d,) = 0
& f(0:f710290,)97 =0 por (3.3)
& 6, f 16,90, =0
& f(r,2) 'g(z,y)0s =0 por (3.4)
< g(z, y)5xy =0
& glr,y) =
< g(z,y)g ( y) =0
& & (8a(y)(z,y) =0 por (3.5).

]

Lema 3.2.14. Seja ® um automorfismo de FI(P,K) e seja a o automorfismo de P
induzido por ®. Sejam x,y € P com x < y. Entao, para qualquer subconjunto X C P,
O(dx)(a(z),a(y)) = ®(0x/)(a(x),a(y)), onde X' consiste de todos os z € X tais que
®(d.)(a(x),a(z)) # 0 e ©(5:)(a(2), aly)) # 0.

Demonstracao. Denote u = a(z) e v = a(y). Sejam f,g € U(FI(P, K)) tais que
@_1(5u) = f(scrl(u)f_l = f(;zf_l € q)_l(év) - gfsafl(v)g_l = 95y9_1

Assim como na equagao (3.3), temos

H(6.P(0x)00) = fO.(f " Oxg)dyg " (3.6)

Seja z € P tal que x < z < y. Entao

O (baw) (2, 2) = @71 (0) (2, 2) = (fouf ™" = Y flat)s(tw) f (w,2)

r<t<w<z

= f(x7x)5m<x7m)fil(xv Z) = f(l’,&?)fﬁl(l‘, Z)'
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Logo
O (da(w) (7, 2) = flz,2) f (2, 2) e @7 (dagy)(2,9) = 9(2,9)9 ™ (4,9), (3.7)
por (3.5). Usando o lema anterior e (3.7), obtemos
= {2 € X : 9(0.)(a(), a(z2)) # 0 e (J:)((2), ay)) # 0}
= {2 € X : 27 (0a(w)(7,2) # 0 e ©™'(da(y))(%,y) # 0}
={zeX: flx,2)f *z,2) #0eglz,y)g (y,y) # 0}
={ze X fH(z,2) #0eg(zy) #0}.
Temos que
(froxg)@y) = D f @ t)ox(tw)g(w,y)
= Z f_l<x7 Z)g(za y)
= [ 2)g(zy)
= Z f’l(:c,t)dxl(t,w)g(w,y)
= (f"'0x9)(z,y)
e, portanto,
F10a(f " 0xg)0,lg ™" = FI(f " 0x9)(@,9)dn)g™" = FI(f ™ 0x9) (2, y)0my]g ™
= f16.(f " 0x9)d,lg ™" (3.8)

o (5u)5X/<I>*1(5v))(ua v)
= (0, (0x7)8) (u,v)
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Teorema 3.2.15. Se ® ¢ um automorfismo de FI(P,K), entio ® = ;o M, o @,
para algum automorfismo interno V¢, algum automorfismo multiplicativo M, e algum

automorfismo « de P.

Demonstragao. Seja a o automorfismo de P induzido por ®. Considere o automorfismo
a~t de FI(P,K). Pela Observagao 3.2.3, a1(d;) = da-1(s), para cada x € P. Defina
fel(P K) por

Flu,v) = (Do a1)(8,)(1,v) = P(da-1)) (1, 0).

Mostremos que f € FI(P, K). Seja [z,w] C P e suponha que o conjunto {|us, vs]}ses de

todos os subsegmentos [us, vs] C [z, w] com us < vs e f(ug,vs) # 0 seja infinito. Entao

D (010 (1, 0) # 0 (3.9)

e, consequentemente,
®H(du, ) (0 (us), 0 (vs)) # 0 (3.10)
pelo item (i) do Lema 3.2.13.

Segue de (3.9) que para cada py € P existe apenas um numero finito de v, tal que
po = vs. De fato, se py = vs € [z,w] para algum conjunto de indices S" C S entao
D (0a-1(po)) (s, Po) # 0 para esse tal conjunto. Como ®(0y-1(,,)) € FI(P, K) e [us,po] C
[z, w] sdo tais que ug < vy = pg, devemos ter S’ finito. Analogamente, segue de (3.10) que
para cada p; € P existe apenas um ntumero finito de u, tal que p; = us. De fato, se p; =
us € [z, w] para algum conjunto de indices S” C S entao ®~1(d,,)(a ™ (p1),a  (vs)) # 0
para tal conjunto S”. Como ®~1(4,,) € FI(P,K) e [a (p1),a " (vs)] C [a™(2),a ! (w)]
sao tais que o~ (p1) = o~ H(us) < a7 (v,), pois @' é um automorfismo, devemos ter S”
finito.

Agora, seja [ug,v1] um segmento de {[us,vs|}ses. Mostremos que existe [ug,ve] €

{[us, vs]}ses tal que
(w1, va), [ug, v1], [u1, ua], [v1,va] & {[us, vs]}ses-

Suponha que isso nao acontega. Entao, para cada r € S, pelo menos um dos intervalos
[uy, vp], [, v1], [, u,], U1, 0] pertence a {[us, vs]}ses. Considere os seguintes subconjun-

tos de S:

o S ={resS:u,v] e {[usv}ses}h:

o So={resS:[u,v] € {lus,vs|}ses};

o S3={resS:fu,u] € {[us,vs] ses};
[

o Sy={resS: v, € {[us,vs) }ses}-

Claramente, S = USi e, portanto, devemos ter .S; infinito para algum i € {1,2,3,4},
i=1
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uma vez que S é infinito. Sem perda de generalidade, suponha que S; seja infinito. Como
[u1,v,] € {[us, vs|}ses para cada r € Sy, entdo existem infinitos indices r € S tais que
U, = u1, 0 que é uma contradicao.

Da mesma forma, existe [us, v3] € {|us, vs] }ses tal que

[ulv U3]> [U3, Ul]’ [uh U3], [Ub U3]7 [uQ’ U3]7 [U3, U2]> [u27 U3], [UQv U3] §§ {[us, Us]}ses-

Como {[us, vs]}ses € infinito, obtemos um conjunto infinito {[u;, v;]}$2, de segmentos
satisfazendo (3.9) e (3.10). Além disso, se [u;, v;] € {[u;, v;]}32, e 7 > 1, entdo

[ukv Uj]? [ujv Uk]v [uk7 uj]? [vlﬁ Uj] ¢ {[usa Us]}sGS

parak=1,...,7 — 1.
Tome X = {a '(v;)}32, e considere dx € FI(P, K). Pelo lema anterior, para cada

[, v5] € {[ui, vi]}72,, temos
P (dx)(uj; v5) = (0x7)(us, v;5)
onde X consiste dos elementos t € X = {a~'(v;)};2, tais que

D(5)(u,alt)) # 0 ¢ B(5,)(alt), vy) # 0,

ou seja, X consiste dos elementos t = a~1(vy) tais que

<I>(5a71(vk))(uj, Uk;) 7é Oe @(50671(%))(’016,1)]') 7é 0. (311)

Observe que, para k < j, [ug, vj], [uj, vil, [ur, u;], [ve, v;] € {[us, vs]}ses pois [uj,v;] €
{lus, v;]}2,. Em particular, como [uj, vg] € {[us, Vs]}ses, temos que @ (a-1(,)) (U5, Vi) =
0. Analogamente, para j < k, [u;, vg], [ug, v;], [w;, ug], [vj, vi] & {{us, vs]}ses POis [ug, vi] €
{lus, vi]}2, e, consequentemente, ®(dq-1(y,))(u;, vx) = 0. Portanto, o tinico k que satisfaz

a primeira desigualdade de (3.11) é j. Logo, X = {a~(v))} e, por (3.9), temos que
D(dx)(uj, v) = (0x7)(uz,v;) = P(Ba-1(u5) (g, v5) # 0.

Assim, para cada [u;, v;] € {[u;, v;]}52, temos u; < vj e [u;,v,] C [z, w] com ®(dx)(u;,v;) #
0, contradizendo o fato que ®(d6x) € FI(P, K). Portanto f € FI(P, K).
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Seja y € P. Para u < v em P, temos

(®oa1)(d,)f)(u,v)= > (®oa1)(5,)(ut)(®oa1)(8,)(t v)

= [(® 0 a 1)(8,)(® 0 a1)(8,)](u, v)
= [(® 0 a=1)(8,8,)](u, v)

(®o0a-1)(8,)(u,y) sev=y

0 sev#£y
sy sev=y

0 se v #y
= ) flut)s,(tv)
= (foy)(u, v)

e, portanto, (¥ o ﬁ)(éy)f = fd,, para todo y € P.
Para cada z € P, seja g, € U(FI(P, K)) tal que ®(0,) = ¢20a(x)9, *- Entdo

f(x,2) = ®(0a1(2))(x, 7) = (ga_1(x)(5zg;_ll(x))(x,x) = ga—l(x)(:v,w)g;_ll(x)(x,x) =1

e f é inversivel. Assim, (@oo?*\l)(dy) = f0,f~t = 1(d,) e, portanto, (¢;-1 oq)og/*\l)(éy) =
dy, para todo y € P. Pela Proposicdo 3.2.9, existe o € I(P, K) multiplicativa tal que
Yp-10Poa t = M,. Lembrando que, o' = (@), temos ® =1y o M, o a. m

Corolario 3.2.16. Seja P um poset e seja K um corpo. Se existir xo € P tal que
todo elemento de P é compardvel com xq, entao todo automorfismo de FI(P,K) ¢ a
composi¢ao de um automorfismo interno de FI(P, K) com um automorfismo de FI(P, K)

induzido por um automorfismo de P.

Demonstragao. Pelo teorema anterior, todo automorfismo de FI(P, K) é composigao de
um automorfismo interno com um automorfismo multiplicativo e um automorfismo de
FI(P, K) induzido por um automorfismo de P. Pela Proposi¢ao 3.2.12, Mult(FI(P, K)) C
Inn(FI(P,K)), e por Inn(FI(P, K)) ser um subgrupo de Aut(FI(P, K)), temos o resul-
tado. O]

Coroléario 3.2.17. O conjunto Inn(FI(P, K))Mult(FI(P,K)) = {¢yo M, : ¢y €
Inn(FI(P,K)) e M, € Mult(FI(P,K))} é um subgrupo normal de Aut(FI(P, K)).

Demonstragao. Pelas Proposigoes 3.2.1 e 3.2.8, Inn(FI(P, K)) é um subgrupo normal e
Mult(FI(P, K)) é um subgrupo de Aut(F1(P, K)). Logo Inn(FI(P, K)) Mult(FI(P, K))
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é um subgrupo de Aut(FI(P,K)). Sejam a € KEC(P) e M, € Mult(FI(P,K)). Pela
Proposicao 3.2.9,

GoM,o(Q) (0,) =doM,oa 1(8,) = @0 My(6a1(a))

= a(doﬁl(x)) = 5aooﬁ1(x) = 5&07
para cada x € P. Novamente pela Proposi¢ao 3.2.9,
aoM,o(a)' € Mult(FI(P, K)). (3.12)

Sejam ¢ € Aut(FI(P, K)) e pgoM,, € Inn(FI(P,K))Mult(FI(P, K)). Pelo teorema
anterior, existem ¢y € Inn(FI(P, K)), M, € Mult(FI(P,K)) e & € KLR(P) tais que
@ =1y o M, oa. Assim

P oty 0 My o™ = (1hy0 Myo@d)o (g0 My)o (oMo )
= (r0 M) o (@otpyoa1)o(@oM, oat)o(Myoiy1)
= (% 0 M,) o (10y, © M,,) o (Mg 0 thy-1),

pois Inn(FI(P, K)) é um subgrupo normal de Aut(FI(P, K)), e por (3.12). Logo, como
Inn(FI(P,K))Mult(FI(P,K)) = Mult(FI(P, K))Inn(FI(P, K)), temos

(o My) o (g, © My,) o (Mzotps—1) € Inn(FI(P, K)) Mult(FI(P, K))

e, consequentemente, ¢ o 1, o M, o ¢t € Inn(FI(P,K))Mult(FI(P,K)). Portanto
Inn(FI(P, K))Mult(FI(P, K)) é um subgrupo normal de Aut(FI(P, K)). O

Teorema 3.2.18. Para qualquer poset P e qualquer corpo K, temos Aut(FI(P,K)) =
Aut(P) » Inn(FI(P, K)) Mult(FI(P, K)).

Demonstragao. Seja ¢ € ﬁc(}’) N Inn(FI(P, K))Mult(FI(P, K)). Logo, existem a €
Aut(P) e ¢y o M, € Inn(FI(P, K)) Mult(FI(P,K)) tais que @ = ¢ = 4y o M,. Assim,

para todo x € P, temos

504(:1:) - a((sa?) = ¢f © Ma(ézv) = f5;tf_1'

Logo, pela Observacgao 2.2.8, a(x) = x para todo x € P, ou seja, Idpipr) = I/CE =a=
¢. Disso, segue que Xl?c(P) N Inn(FI(P, K)) Mult(FI(P,K)) = {Idpipk)}. Pelo co-
roldrio anterior, Ku\t(P) Inn(FI(P, K))Mult(FI(P, K))éum subgrupo de Aut(FI(P, K))
e, portanto, é igual a Inn(FI(P, K))Mult(FI(P, K))KLR(P) Pelo Teorema 3.2.15,
Aut(FI(P,K)) = m(P) Inn(FI(P, K))Mult(FI(P, K)). Como m(P) ¢ subgrupo de
Aut(FI(P,K)) e Inn(FI(P, K))Mult(FI(P, K)) é subgrupo normal de Aut(FI(P, K)),
pelo Teorema 1.3.5, Aut(FI(P, K)) = Aut(P) » Inn(FI(P, K)) Mult(FI(P, K)). O



CapriTUuLO 4

Automorfismos da idealizacao
FIP,K)+)I(P,K)

Neste capitulo introduzimos o conceito de idealiza¢ao R(+)M de um R-bimdédulo M.
Nosso principal objetivo é caracterizar todos os automorfismos da idealizacao FI(P, K)(+)
I(P, K).

Este capitulo baseia-se nos resultados apresentados em [3].

4.1 Extensoes dos automorfismos de F'I(P, K)

Apresentamos aqui a definicao de aplicacao semilinear com o intuito de estender cada
automorfismo de F'I(P, K) a uma aplicagao semilinear e bijetiva de I(P, K) em I(P, K).
Tais extensoes serao essenciais para caracterizar os automorfismos da idealizacao

FI(P,K)(+)I(P,K).

Definicao 4.1.1. Uma aplicagao ¢ : M — N de um R-bimédulo M em um S-bimédulo
N é dita [-semilinear se existir um homomorfismo de anéis § : R — S tal que para

todos m,n € M e r,s € R tivermos
1. ¢(m+n) = ¢(m) + ¢(n);

2. ¢(rms) = B(r)p(m)B(s).
Observagao 4.1.2. Se §: FI(P,K) — FI(Q, K) é um homomorfismo de K-élgebras
ed:I(P,K)— I(Q, K) é uma aplicagdo [-semilinear, entao ® é K-linear. De fato, se
ke Keiecl(P K), entao

O (ki) = P((k0)id) = B(kd)P(i)B(0) = kB(6)P(1)d = kdP(i)0 = kP(7).
Definigao 4.1.3. Sejam P e @) posets e K um corpo. Sejam ¢ : FI(P,K) — FI(Q, K)
ed: I(P,K)— I(Q, K) aplicagoes. Dizemos que ® é uma extensao de ¢ ou que ¢

se estende a ® se a restricao de & a FI(P, K) é ¢, ou seja, se ®(f) = ¢(f), para toda
f € FI(P,K). Nesse caso, escrevemos @ [prpry= ¢.
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Lema 4.1.4. Sejam ¢ € Aut(FI(P,K)) e ® € U(Endg(I(P, K)) .

1. Se @ [prpr)= @ entao ot [F1(P,K)= ¢!

2. Se ® ¢ p-semilinear entdo ®~1 € ¢~ 1-semilinear.

Demonstragao. 1. Seja f € FI(P,K) e seja g € FI(P,K) tal que ¢(g9) = f. Como
®(g) = ¢(g) por hipdtese, segue que

Portanto, (I)_l rFI(P,K): QD_l
2. Para h,g € FI(P, K) ei € I(P,K) temos

©~(hig) = @7 (p(0™ (M) 2(27 (i) (¢~ (9)))
L@ (R)P (i) (g))) pois @ é p-semilinear
= (M2 (i)™ (g),
ou seja, ®~! é o~ l-semilinear. O

Lema 4.1.5. Sejam M, € Mult(FI(P,K)), ¢y € Inn(FI(P,K)) ea : P — Q um
isomorfismo de posets.

(1) a : FI(P,K) — FI(Q,K) se estende a uma aplica¢io bijetiva @ : I(P, K) —
I(Q, K) que é a-semilinear.

(ii) M, se estende a uma aplicacdo bijetiva M, : I(P,K) — I(P,K) que é M,-
semilinear.

(i41) vy se estende a uwma aplicacdo bijetiva ¢y : I(P,K) — I(P,K) que ¢ ;-
semilinear.
Demonstracao. (i) Considere a aplicacdo @ : I(P, K) — I(Q, K) definida por @(i)(z,y) =
i(a ! (x),a 1 (y)) para cada i € I(P,K) e cada par x,y € Q. Note que @ estd bem
deﬁmda ou seJa a( ) € 1(Q, K) para toda i € I(P, K). De fato, se £ y em @, entao

z) £ o t(y) em P e assim a(i)(z,y) = i(a " (z),a (y)) = 0. Logo, a(i) € 1(Q, K).

Claramente, a é adltlva. Agora, sejam u <v € P,i € [(P,K), f,g € FI(P,K). Temos

a(f)(u,v) = fla™ (u),a""(v)) = a(f)(u,v),

ou seja, @ [prpr)= . Além disso,

a(fig)(u,v) = (fig)(a™ (u),a™(v)) = > fla™H (w), w)i(w, t)g(t, a™(v))
a Hu)<w<t<a—1(v)
= > fla™ (u),a™ (@))i(a (x), a7  (y))g(a™" (y). @™ (v))

al(w)<a~1(z)<a~ ! (y)<a~ (v)

a(f)(u, z)a(i)(z, y)a(g)(y,v) = (@(f)a(ialg))(u,v).

u<z<y<
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Logo, @ é uma aplicacao a-semilinear. Por fim, mostremos que @ é bijetiva. Como a~! é

um isomorfismo de posets, temos que a~! : I(Q, K) — I(P, K) dada por a=1(j)(u,v) =
j(a(u), a(v)) para toda j € I(Q,K) e u,v € P, é uma extensao « a—1-semilinear de a1
tal que a~loa = Idypk)yeao o= Idy,K). Portanto, a~t = (@)~! e @ é bijetiva.

(ii) Considere M, : I(P,K) — I(P, K) definida por M, (i) = o * i para toda i €
I(P,K). Claramente M, estd bem definida e é uma aplicacdo aditiva que estende M,.
Sejam u,v € P, f,g € FI(P,K) ei € I(P,K). Temos

M, (fig)(u,v) = (0 * fig)(u,v) = o(u,v) Z fu,w)i(w,t)g(t,v)

= > ouww)f(u, w)a(w, t)z‘(w, t)o(t,v)g(t,v)
= Z (0% f)(u,w)(o *i)(w,t)(o*g)(t,v)
= Z Mo (f)(u, w) M, (i) (w, ) My (g)(t, )

= (Ma(f)M(i)Ma(g))(uav)-

Logo, M, é M,-semilinear.

Mostremos que M, é bijetiva, para isso, considere a extensdo Mz de Mz. Temos que
M, o My = Idyp ) = Mz o M,. Portanto Mz = (M,)~" e M, é bijetiva.

(iii) Seja ¥y : I(P,K) — I(P,K) dada por ¢;(i) = fif~!. Claramente, ¥; estd
bem definida e é uma aplicagao aditiva tal que z/J_f [Frpry= y. Além disso, para
h,g€ FI(P,K) ei € I(P,K), temos

Up(hig) = f(hig)f~" = (FRf ) (fif ) (faf ™) = br(h)ds(i)s(g).

Logo, ¢_f ¢ 1p-semilinear. Por fim, ;-1 é tal que ¢_f oY1 = Idypgy = g1 0 qp_f
Portanto ;-1 = (1;)~! e ¥y é bijetiva. O

Proposicao 4.1.6. Seja ¢ € Aut(FI(P, K)). Entao ¢ se estende unicamente a uma
aplicagio B : I(P,K) — I(P, K) bijetiva e p-semilinear. Além disso, (§)~* = o1

Demonstracao. Seja ¢ € Aut(FI(P, K)). Pelo Teorema 3.2.15, ¢ = ¢yoM,oa, com ¢y €
Inn(FI(P,K)), M, € Mult(FI(P,K)) e & € m(P) Sejam v, M, e @ as extensoes
de ¥, M, e a, respectivamente, dadas no lema anterior e considere g = w_f oM, oa.
Claramente, ® é uma bijecao aditiva que estende . Mostremos que P é p-semilinear.
Sejam i € I(P,K) e h,g € FI(P,K). Como @ é @-semilinear, M, é M,-semilinear e t;
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¢ 1Y s-semilinear, temos

B(hig) = (; o M, o @)(hig) = (M, (a(hig)))
= (M, (@(h)a(i)a(g)))
= (M, 0 @(h)) (M, oa(i))(M, o d(g)))

= (1hy o My o @(h))(¢hy o My o @(i)) (5 0 M, 0 @(g))
= o(h)p(i)e(g)-

Logo, para cada ¢ € Aut(FI(P, K)) existe uma aplicacao bijetiva @ : I(P, K) — I(P, K)
p-semilinear que estende ¢.

Por fim, suponha que ¢ se estenda as aplicagoes ¢-semilineares bijetivas n, v : I(P, K) —
I(P,K) e considere ® =y~ ! on. Por 1. do Lema 4.1.4, para toda h € FI(P, K) temos

®(h) = (v on)(h) =~ "(n(h) = ¢ (¢(h) = h.

1

Logo @ [rrpx)= Idrip k). Agora, por 2. do Lema 4.1.4, v~ ¢ ¢~ l-semilinear e assim

para quaisquer g,h € FI(P,K) e i € I(P, K), temos
®(hig) = (y~" on)(hig) =y~ (e(h)n(i)p(g)) = h(y™" on(i))g = hd(i)g.
Logo, ® é Idpi(pk)-semilinear. Assim, para todo a € I(P,K) e x <y € P temos
©(a)(2,y)dsy = 02P(a)dy = P(d,ady) = P(a(x,y)dsy) = a(z,y)duy.

Logo ® = Id;p k) e, portanto, n = 7.

Pelo que acabamos de mostrar, ¢! se estende unicamente a uma aplicacao bijetiva
e ¢~ l-semilinear o1 : I(P,K) — I(P, K). Mas, como @ [ri(px)= ¢ e P é p-semilinear,
entdo (@)™' lrrpxy= ¢ ' e (@) é ¢ '-semilinear pelo Lema 4.1.4. Logo, ¢t =
@) 0

Exemplo 4.1.7. Considere o automorfismo identidade Idp;py : FI(P,K) = FI(P, K)
e a aplicacao Idypk) : (P, K) — I(P,K). Como Id;(p k) é bijetiva, Idp(p k)-semilinear

€ IdI(P,K) TFI(P,K)Z [dFI(P,K), entao [dFI(P,K) = IdI(P,K)-

4.2 Idealizagao do FI(P, K)-bimédulo I(P, K)

Aqui introduzimos o conceito de idealizagdo R(4+)M de um R-bimédulo M. Assim
como no problema do isomorfismo para algebras de incidéncia finitarias, podemos nos
perguntar se um isomorfismo de K-dlgebras entre as idealizagoes de FI(P, K)(+)I(P, K)
e FI(Q,K)(+)I(Q, K) implica em um isomorfismo entre os posets P e ). E, tal como

veremos no Teorema 4.2.4, a resposta ¢ afirmativa.
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Sejam R um anel, M um R-bimédulo e considere a soma direta R & M. Definimos

em R @& M a multiplicacao
(rym)(s,n) = (rs,rn +ms)

para todos (r,m),(s,n) € R& M. Com essa multiplicacdo segue que R & M é um
anel chamado de idealizacao do R-bimédulo M ou extensao trivial de R por M e é
denotado por R(+)M.

r
Denotaremos um elemento (r,m) de R(+)M por [ ] . Com essa notagao, temos

m
r
m

r S [ s
e =
m n ™+ ms
. Or | lr
para todos r,s € R e m,n € M. Além disso, Opyyn = e lpym = .
OM 0M

S r4+s

m-+n

+
n

Exemplo 4.2.1. Seja R um anel e seja I um ideal de R. Um exemplo simples de

(7] renerc]

de UTy(R), uma vez que podemos identifica-lo com a idealizagao R(+)I do R-bimddulo
1.

idealizagao é o subanel

Lembrando que I(P, K) é um FI(P, K)-bimédulo. A idealizacao FI(P, K)(+)I(P, K)
serda denotada simplesmente por D(P, K). Dada i € I(P, K), i(z,y) é um elemento de

K para todos z,y € P. Com isso, é facil verificar que D(P, K) é uma K-algebra cuja
)

unidade é

Algumas propriedades sobre os elementos idempotentes da idealizagao D(P, K) sao

dadas na proposigao seguinte.

Proposicao 4.2.2. (1) O elemento [ f ] € D(P,K) € idempotente se, e somente se,
i

f € idempotente e i = fi+if.

(2) O idempotente [ f ] € D(P,K) ¢ primitivo se, e somente se, f € primitivo.

?
(3) Seja [ f ] € D(P, K) um idempotente primitivo. Entao existe um unico x € P tal
i

Oz
que [f] ¢ conjugado a [ 0 ] em D(P, K).
7
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Demonstragao. (1) Seja [ f ] € D(P, K). Temos
i

1-[1)-

(2) Suponhamos que o idempotente [ f ] seja primitivo. Pelo item (1), temos
i

f2
fi+if

= [{] s ff=fei=fi+if.

fP=fei=fi+if. (4.1)
Seja e € FI(P, K) um idempotente tal que
fe=ef =e. (4.2)

Mostremos que e = 0 ou e = f. Por (4.1), temos fif = fif + fif e, assim, fif = 0.
Com isso e (4.2),

0= (fif)e = filfe) = fie ¢ 0 = e(fif) = (ef)if = cif (13)
donde
eie = efie+eife = 0. (4.4)

Considere o elemento 6 = € D(P,K). Temos que e é idempotente e por

et + e
(4.4), e(ei +ie) + (ei+ie)e = ei+ie, ou seja, § é idempotente, pelo item (7). Além disso,
por (4.2) e (4.3)

Flg- fe _ fe _ e
i || f(ei+ie) +ie (fe)i+ fie+ie | | ei+ie
(§]
ol | ef B ef _ e
i | | eit(eitie)f | | eit+eif+ilef) | | ei+ie

ou seja, [f]&zG[f

que

_ ] é primitivo segue
i

= 0. Logo, como 6 é idempotente e [

:mou

Assim, e = 0 ou e = f e, portanto, f é primitivo.

€ (&

el + e el + e




4.2 Idealizacao do FI(P, K)-bimédulo I(P, K) 61

Reciprocamente, suponha que f seja um idempotente primitivo e seja € = [ f ] um
i

€ .
, ] um idempotente tal que
J

- [5] (4.5)
J

Como € e v sao idempotentes de D(P, K), segue que f e € sao idempotentes de FI(P, K)

idempotente. Mostremos que € é primitivo. Seja v = [

ev = ve = v. Logo
fe
fi+ie

ef
ei+jf

(&
i=fitifej=cj+je. (4.6)

Por (4.5) temos que fe =ef = ¢ e como f é primitivo, temos que e = 0 ou ¢ = f.
0

Se € =0, por (4.6), j = 0 e, portanto, v = [ 0

Se e = f, de (4.5) e (4.6), temos

fi+if=rfitif=5=7F+if

e, assim,
jf=if e fi=fi
por (4.5). Logo, j = fj+jf = fi+if =i e, consequentemente, v = €. Portanto, € é
primitivo.
(3) Seja f € D(P,K) um idempotente primitivo. Entao f € FI(P,K) é um
i

idempotente primitivo. Logo, pelo Teorema 2.2.9, existe um tnico x € P tal que f é
-1
conjugado a d,, ou seja, existe g € U(FI(P, K)) tal que f = gd,g!. Note que gO éo

o)

Oz
[ Y ] é idempotente. Denotando j = g tig € I(P, K), temos que j = 0,5 + j0,.
g9 g9

f

inverso de [ g ] em D(P, K). Como _
i

—1
é idempotente entao [ gO ] [

l
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Considere k = | 0 e observe que k! = 4 0 . Assim,
L . [ 9 5 | [ 5 ]
/Q . /i = . . .
J _](5_2590) J i _](5_26:1:) ]
N 5 5

0z
| 8~ g+ 20,56, ]
- 5.
T | (a4 562) + J + 20,56, ]
5 | [ 5,
| 202)00 0
pois j = 6,5 + jo, e, consequentemente, 0,70, = 0. Logo

G

Oz
. Portanto, [ f ] ¢é conjugado a [ 0 ] [
i

8

)

-1

0

onde £ = [g

Coroldrio 4.2.3. Se e € D(P, K) é um idempotente, entao existe um unico subconjunto

X de P tal que € é conjugado a

Demonstragao. Seja e = | ° | um idempotente de D(P, K). Entao, pela proposi¢ao
i

anterior, temos que f € FI(P,K) é idempotente. Pelo Corolario 2.2.7, existe X C
P tal que f é conjugado a dx. Além disso, esse subconjunto X C P é tnico, pela
Observagao 2.2.8. Assim, trocando x por X na demonstracao do item (3) da proposigao

anterior, temos o resultado. O

Teorema 4.2.4. Seja K um corpo e sejam P e Q posets. As K-dlgebras D(P,K) e

D(Q, K) sao isomorfas se, e somente se, P e () sao isomorfos.

Demonstracao. Seja @ : D(P, K) — D(Q, K) um isomorfismo de K-algebras. Dado x €
P
P, como 6F ¢ um idempotente primitivo de FI(P, K) e [ S ] ¢ um idempotente, segue
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5P
que [ 5 ] é um idempotente primitivo de D(P, K), pelo item (2) da Proposigao 4.2.2.

5P
g ] ) ¢ um idempotente primitivo de D(Q, K).

5P
0
e

¢ conjugado a 6’ em D(Q, K). Dessa forma, ® induz uma aplicacdo 5 : P — @

Pela Proposicao 1.2.33, segue que ¢ ( [

Entao, pelo item (3) da Proposicao 4.2.2, existe um tnico y € P tal que ® (

Q

6F )
tal que, dado x € P, ® ([ 6‘ ]) é conjugado a 5(;“3) ] Mostremos que  é um

isomorfismo de posets.

5P
Sejam z,y € P tais que 5(z) y) esejam 0,k € U(D (Q,K))taisque@([ (”)” ]) =

9!5%49*6@(! D

ﬁ(y) ] ~1. Note que

Logo, pelo item (3) da Proposigao 4.2.2, x = y e, portanto, § é injetora.
5
Dado z € Q, ®! ([ S ]) é um idempotente primitivo de D(P, K) e, pela pro-

§ ])
N é conju-
0

5P
g ] , para algum x € P. Logo, ¢ (

posicao anterior, é conjugado a [

e
gado a [ 5 ] e, portanto, f(x) = z.

Mostremos agora que, dados z,y € P, u,v € @,

(i) @ < y se, e somente se, [?]D(RK)[%D] 7&{[0]};

0 0
N 69 6¢ 0
(ii) v < v se, e somente se, 0 D(Q, K) 0 # 0
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Suponha que z < y. Entao, pelo Lema 3.1.1, 67 FI(P, K)d)" # {0} e, portanto,
21 [P ]| Fi(P K
D(P, K) ] —| % (P, K)

oF ) 6y
0 0 K I(P,K) 0
| 6.FI(P,K)S, 0
| &I(P,K)S, 7 ol

}. Entao, existe [f] €
7

1767 0 _ .
z' 8’ + o |- ouseia 6L for # 0 ou 00 # 0.
Se 61 foy # 0, entao SPFI(P, K)6) # {0} e, portanto, z < y, pelo Lema 3.1.1.

Se 552’55 # 0, entao existem w, z € P tais que 552’55(10, z) # 0 e, consequentemente,

57 o 0
Agora, suponha que 0 D(P, K) 8’ # 0

D(P, K) tal que [ 55 ] [

devemos ter w = x e z = y. Logo, < y e, portanto, vale (i). De forma anédloga mostra-se

que vale (ii).

oF oF
Sejam z,y € P tais que z < y. Como ¢ <[ 5 ]) e d ([ 6’ ]) sao conjugadas,

59 59
respectivamente, a ﬂéw) e 683”) , existem 01,6, € U(D(Q, K)) tais que

(] o3[
0 0 0 0
Por (i), como x < y, temos que [55
P
(1 &l
oF )
(R (H

D(P, K)

D(P,K)

0
0
o3 . o3 .
=0 | " |0 D(Q K08 | 0 g
52, ] o3 0
0 @) | D(O.K B | g1 .
:>1_ 0 (@, )[ 0 ]27&{[01}

Q

Q
[

,Béy) ] £ { [ 8 ] } e, pelo item (ii), B(z) < B(y).

5@

B(y) ] £

5@
Agora, suponha que 3(z) < B(y), com x,y € P. Entao, B(;z) D(Q, K) [ 0
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[0 L oF I AN [ s
ol pelo item (ii). Como ® 0 e ® 6’ sao conjugadas a ﬂéx)

5@
e %y) , respectivamente, existem k1, ko € U(FI(Q, K)) tais que

() ()
0_ 0 0 0
Assim,
53te) 55 0
[ 0 _D(Q,K)[ 0 # 0
o[£ maon (£ ] )
wae([ 5 )reme ([ F])={]0]]
:>/<;11<I><_5§-D(P,K) 55/3_)@7&{[8”
57 57 0
-+ ([ e [T]) A1)
P P
Logo, [55 D(P,K) 65 ] %{[8]}6, pelo item (i), segue que = < y. Portanto (

¢ um isomorfismo de posets.

Reciprocamente, seja a : P — () um isomorfismo de posets. Pela demonstracao
do Teorema 3.1.2, a : FI(P,K) — FI(Q, K) é um isomorfismo de K-dlgebras. Pelo
Lema 4.1.5, @ : I(P,K) — I(Q,K) é uma aplicagdo bijetiva e a-semilinear tal que

@ [pr(p,x)= Q. Assim, defina
V: D(PK) — D(Q,K)
f] . [am] 7

i a(7)

para todo

|
™

SIS

] € D(P, K). Mostremos que ¥ é um isomorfismo de K-dlgebras.

S Y

],[g € D(P,K) e k € K. Temos que

DT
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W( 1] >:@< f+9 >:[a<f+g> :[af)+@(g>]
i J i+ a(i+7) a(i) +a(y)
_law alg) | _ o (] f] g
“law | am 7" )”’( :/D
m(f”gD:q,( fg ):[ afe) | _[ anal ]
i || fi+ig a(fj+1ig) | a(fjo) +a(dig)

Logo, ¥ é um homomorfismo de K-dlgebras. Além disso, ® : D(Q, K) — D(P, K) dada

h a1 h
por <I>< l ]) = [04_1((]“)) ] para todos [ l ] € D(Q,K) é tal que ® oW = Idp(p i)
a1

e Vo ® = Idpgk). Logo ¥™! =P e, portanto, ¥ ¢ um isomorfismo. O

Coroldrio 4.2.5. Seja K wum corpo e sejam P e @ posets. As K-dlgebras D(P, K)
e D(Q, K) sao isomorfas se, e somente se, as K-dlgebras FI(P,K) e FI(Q, K) sao
1somorfas.

Demonstracao. Segue diretamente do teorema anterior e do Teorema 3.1.2. [

4.3 Derivacoes

Para caracterizar os automorfismos de D(P, K) precisamos do conceito de derivagao.

Definicao 4.3.1. Seja A uma K-algebra e seja M um A-bimédulo. Uma aplicacao
D : A— M é dita uma derivagao se satisfaz

(I) D(ka) = kD(a), para todos a € A e k € K;

(IT1) D(a+b) = D(a) + D(b), para todos a,b € A;
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(III) D(ab) = D(a)b+ aD(b), para todos a,b € A.

Segue de (III) que D(14) = 0.

Nesta secao estudaremos as derivagoes D : FI(P,K) — I(P,K), em especial, as
derivagoes aditivas e internas. Quando o poset P é localmente finito, toda derivacao
D:I(P,K)— I(P,K) é a soma de uma derivagao aditiva e uma derivacao interna, pelo
Teorema 7.1.4 de [11]. Nesta secao, veremos que esse resultado nao é uma particularidade
dos posets localmente finitos. Resultados sobre derivacoes de anéis de incidéncia mais
gerais podem ser encontrados em [5].

Denotamos por Der(P, K) o conjunto de todas as derivagoes de F'I(P, K) em I(P, K).

Observagao 4.3.2. Note que os itens (I) e (II) acima sdo equivalentes a dizer que D €
Homg (FI(P,K),I(P,K)), para cada D € Der(P, K). Assim, se Dy, Dy € Der(P, K)
segue que Dy + Dy € Homg (FI(P, K),I(P,K)). Também, para f,g € FI(P, K), temos

(D1 + Ds)(fg) = Di(fg) + D2(fg) = Di(f)g + fD1(g) + D2(f)g + fDa2(g)
= (D14 Do)(f)g + f(Ds+ D3)(g).

Logo, Dy + Dy € Der(P, K). Agora, se h € Cen(FI(P, K)), temos

(th)(kf) = th(kf) = h<kD1(f)) = k’(hD1)(f>7

(hDy)(f +9) = hDi(f + g) = W(D1(f) + Di(g)) = (hD1)(f) + (hD1)(g)

(hD1)(fg) = h(D1(f)g + fDi(g)) = (hD1)(f)g + f(RD1)(g).

Assim, hD; € Der(P, K). Portanto Der(P, K) é fechado para a adi¢ao e hD € Der(P, K),
para todos D € Der(P,K) e h € Cen(FI(P, K)).

Proposicao 4.3.3. Sejam D € Der(P,K) e 6, € FI(P,K). Entio D(0,)(u,u) =0, para
todo u € P.

Demonstracao. Temos
D(6,) = D(6:6,) = D(64)0z + 9. D(6,). (4.7)

Logo, 0, D(6,)6, = 0 e, consequentemente, D(d,)(x,z) = 0, por (2.3). Agora, para u # x,
temos 9,0, = 0 = 0,0,. Com isso, por (4.7)

8uD(52)54 = 6uD(8,)8,6, + 0403 D(8,)8, = 0

e, assim, D(6,)(u,u) = 0, por (2.3). Portanto, D(J,)(u,u) = 0 para todo u € P. O
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Seja j € I(P, K) e considere a aplicagao D, : FI(P,K) — I(P, K) dada por D;(f) =
fi—7jf, paracada f € FI(P,K). Note que para f,g € FI(P,K)e k € K,

Di(kf) = kfj—jkf=k(fi—=if)=kD;(f),

Di(f+g)=(f+9)i—i(f+9)=fi—jf+gi—3i9=D;(f)+ D;g)

Dj(fg) = (fg)j —i(fg) = (fg)j —i(fg)+ f(ig) — f(ig)
= (fi—=3Ng+ flgi—Jg) = D;(f)g+ fD;(g).

Portanto, D; € Der(P, K) e é chamada derivacao interna. O conjunto de todas as

derivacoes internas serd denotado por IDer(P, K) e é facil verificar que dados D;, D; €
IDer(P, K), temos D; + D; = D;j e —D; = D_,;.

Definicao 4.3.4. Uma funcao 7 € I(P, K) é chamada aditiva se 7(z,y) = 7(x, z) +
7(z,y) paraz < z <y em P.

Observagao 4.3.5. Se 7 € I(P, K) é aditiva, entao para cada =z € P, 7(x,z) = 7(x, )+
7(x,x). Portanto 7(z,z) = 0, para todo x € P.

Exemplo 4.3.6. Seja m : P — K uma funcao e seja 7, € I(P, K) definida por

m(y) —m(z) sex <y
Tm (IL‘, y) = , - ’
0 caso contrario

Para x < 2z <y em P, temos

T (T, y) = m(y) — m(z) = (m(y) —m(z)) + (m(z) — m(x))
=Tm(2,y) + Tm(x, 2) = Tiu(, 2) + Tia (2, Y).

Portanto, 7, é aditiva.

Seja 7 € I(P, K) uma fungao aditiva. Defina L, : FI(P,K) — I(P,K) por L,(f) =
T f, para toda f € FI(P,K). Ja sabemos que i x f € FI(P,K) sei € I(P,K) e
f € FI(P,K). Logo L.(FI(P,K)) C FI(P,K). Além disso, para f,g € FI(P,K),
ke Keu<wveP, temos

LT(kf)<u7 U) = (T * (kf)>(uv U) = T(u7 U)(kf)(u7 U) = T(U’v U)kf(u’ U)
= k7(u,v)f(u,v) = kL (f)(u,v),
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ou seja, L. (kf) = kL.(f). Também,

L:(f+9)(u,v) = (7 (f + 9))(u,v) = 7(w,v)(f + g)(u, v)
= T(“? U)f(ua U) + T(“? U)Q(“? U) = LT(f)(u’ U) + Lr(g)(uv U)
= (L:(f) + L-(9)(u, v).

Logo, L. (f +¢g) = L.(f) + L,(g). Além disso, como 7 é aditiva, temos

L:(fg)(u,v) = (7 x fg)(u,v) = 7(u,v) Z f(u,2)g(z,v)

u<z<v

= Z (T(u, 2) + 7(2,v)) f(u, 2)g(z,v)

u<z<v

= 3 [ £ 2)g(z,0) + f(u,2)(7 % g)(2,0)]

u<z<v

= > (Tl 2)glzv)+ > Fu,2)(r*g)(z,0)

(D)) + (FLo(9))(u, )
g+ fL:(9))(u,0).

Assim, L.(fg) = L.(f)g + fL:(g) e, consequentemente, L, € Der(P,K). Cada L, ¢é
chamada de derivagao aditiva e denotaremos por ADer(P, K) o conjunto de todas as
derivagoes aditivas, isto é, ADer(P, K) = {L, € Der(P, K) : 7 é aditiva}.

(L
:(L

T

Proposicao 4.3.7. Seja D € Der(P,K). Entao D € ADer(P,K) se, e somente se,
D(6,) =0 para cada x € P.

Demonstra¢ao. Suponha que D € ADer(P, K) e seja ¢, € FI(P,K). Entao existe 7 €
I(P, K) aditiva tal que D(f) = L,(f) para cada f € FI(P,K). Logo, para u,v € P
com u # v, temos D(0;)(u,v) = 7(u,v)d.(u,v) = 0 pois §,(u,v) = 0. Além disso, pela
Proposigao 4.3.3, D(9,)(u,u) = 0 para todo u € P e, portanto, D(d,) = 0.

Reciprocamente, suponha que D(d,) = 0 para todo x € P. Paraz <y € P e
f € FI(P,K), temos

D(6,£68,) = D(5,)f8, + 6,D(f8,) = 6.D(£)8, + 6. £ D(5,) = 6.D(f)d,-

Logo,
D(0,fd,) = 0.D(f)d,. (4.8)

Como 0§,y = 0,0,,6,, pela equacao (4.8), temos

D(d’ry) = D(5x51y5y> = 5xD(5xy>5y = D((Smy>($a y)(sxzr (4.9)
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Defina 7 € I(P, K) por 7(z,y) = D(04y)(x,y), para todos z < y em P. Por (4.9),
D(84y) = 7(x,y)0sy. Mostremos 7 é aditiva e L, = D.
Para u <t <wv € P temos

T(U7 'U)(Suv = D((Sufu) = D(5ut5tv> = D<5ut)5tv + 6utD(6tv)
= 7(u, 1) 0uiOpp + Ot T(t, 0) 04y = T(Uy )0, + T(t, V) 0use
= (7(u,t) + 7(£,0))0u

e, assim, 7(u,v) = 7(u,t) + 7(t,v). Logo, 7 é aditiva. Seja f € FI(P,K). Por (4.8),
temos

Logo, D(f)(x,y) = L.(f)(x,y), para todos x <y em P. Portanto D = L,. O
Teorema 4.3.8. Der(P, K) = IDer(P, K) + ADer(P, K).

Demonstragao. Seja D € Der(P, K) e defina j € I(P, K) por j(z,y) = D(6,)(z,y) para
quaisquer < y em P. Seja A = D + D;. Pela Observacao 4.3.2, temos que A ¢ uma
derivacao. Mostremos que A é uma derivacao aditiva, para isso, usaremos a proposicao

anterior. Seja x € P. Para quaisquer u < v € P, temos

(70:) (u,0) = Y D(6)(u, )8, (t,v) = { OD(éx)(u, x) 22 Z ;i

u<t<v

= (D(02)0a) (u, v),
ou seja, jo, = D(d,)d,. Logo
A(0;) = D(05) + Dj(02) = D(6205) + 6] — jbs

Seja u < v em P. Temos

A(82)(u,0) = [6(D(82) + )] (w,0) = D 8u(u, 1)[D(8) + j](¢,v)
(D(6z) +j)(z,v) seu==zx
0 seu#z
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Logo, A(d,)(u,v) =0 se u # x. Se u = x, entado
A(02) (2, 0) = (D(02) + j)(,v) = D(0:)(x,v) + j(,0) = D(d:)(x, v) + D(d0) (2, v)
= (D(02)0v) (2, v) + (6:D(0:)) (w,v) = D(3x0,)(x,v) =0,

pois x # v. Logo, A(d;)(u,v) =0, para u < v € P. Pela Proposi¢ao 4.3.3, A(d,)(u,u) =
0, para todo u € P e, consequentemente, A(d,)(u,v) = 0, para v < v € P. Assim,
A(d;) =0e A= D+ D; é aditiva. Sabendo que —D; = D_;, segueque D =D_; + A €
IDer(P, K) + ADer(P, K) e, portanto, Der(P, K) = IDer(P, K) + ADer(P, K). O

O seguinte resultado diz respeito apenas aos posets que nao sao localmente finitos.

Teorema 4.3.9. Seja j € I(P,K) tal que D;(FI(P,K)) C FI(P,K). FEntio j €
FI(P,K).

Demonstragao. Suponha que j ¢ FI(P, K) e seja [z,w] C P tal que o conjunto {[us, v}
de todos os subsegmentos de [z,w] com us; < vs e j(us,vs) # 0 seja infinito. Entao,
para cada py € P existe apenas um numero finito de vs tal que py = vs. De fato, se
Po = vs € [z,w] para algum conjunto de indices Sy entdo j(us,po) # 0 para esse tal
conjunto. Como D;(6,,) € FI(P,K) e

D;(0py) (s o) = (p0) (ths; po) = (0po ) (s, po) = —j(us, po) # 0

com [ug, po] C [z, w] tais que us < vy = pg, entdao devemos ter Sy finito. Analogamente,
segue que para cada p; € P existe apenas um ntumero finito de u, tal que p; = w;.

Agora, considere um segmento [uy,v1] de {[us,vs]}. Pelo que foi observado acima,
existe somente um numero finito de segmentos em {|us, vg|} tais que {us, vs} N {uy, v } #
. Retire de {[us, vs|} todos esses segmentos exceto [u1,v1]. Entre os segmentos restantes,
escolha [ug, vo] # [uy, v1] e repita o processo, ou seja, retire todos [ug, vs] # [ug, vo] tais que
{us,vs} N {ug,v2} # @ (observe que foi retirado apenas um numero finito de segmentos
e, além disso, [uy,v;] permaneceu no conjunto pois {ug,va} N {uy,v1} = &, pela etapa
anterior). Novamente, tome [usz, v3] # [u1, v1], [us, v9] entre os segmentos restantes e repita
o processo. Repetindo esse processo sucessivamente, como {|ug, vs]} é infinito, obtemos
um conjunto infinito {[u;, v;]}5°; de segmentos satisfazendo j(u;,v;) # 0 e, além disso,
para cada 7 existe um tnico segmento com extremo esquerdo u; e um tinico segmento com
extremo direito v; (o segmento [u;, v;]). Também, ndo hé segmento com extremo direito
u; ou com extremo esquerdo v;, pois {u;, v;} N {ug, v} = D se i # k.

Tome X = {u;}$°; e considere 0x € FI(P, K). Temos, para [ug, vx] € {[us, v;]}5324,

D;(6x)(ur, vi) = (6x7)(ur, vx) — (j0x) (u, vi)
= Y Ox(uk z)i (o) — Y (uk, 20)0x (26, vk)

up <z <vg up <z <vg

= j(up, vy) # 0.
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Logo, para cada [uy, vg] € {[w;, v;]}52, temos uy, < vy, € [ug, vg] C [z, w] com D;(dx)(ug, vi) #
0, contradizendo o fato que D;(dx) € FI(P, K). Portanto j € FI(P, K). O

4.4 Automorfismos de D(P, K)

Nesta ultima se¢ao descrevemos os automorfismos de D(P, K). Aqui serd explicitada
a relevancia dos estudos das derivagoes e das extensoes de automorfismos de FI(P, K)
realizados nos capitulos anteriores, uma vez que nos ajudarao a introduzir alguns tipos de
automorfismos de D(P, K) para formalizar uma decomposi¢ao do grupo Aut(D(P, K))
em um produto semidireto. Por fim, apresentamos uma descricao dos automorfismos
internos de D(P, K).

Seja ¢ € Aut(D(P,K)). Entao ¢ € Endg(FI(P,K) @ I(P,K)). Assim, pela Pro-

posicao 1.2.43, podemos escrever ¢ = PRI om 011 € Endg (FI(P,K)), p12 €
P21 P22
Homg (I(P, K),FI(P,K)), v € Homg(FI(P,K),I(P,K)) e ¢ € Endx(I(P, K)).
Além disso, para qualquer f € D(P, K), temos
)

’ ([ f ]) _ [@11(f)+%012(i) ]
i a1 (f) + (i) |

P11 P12
Y21 P22

pela Observacao 1.2.44.

Lema 4.4.1. Seja ¢ = [ € Aut(D(P, K)). Entao 12 = 0.

Demonstracao. Sejam f N ] K). Como ¢ é um automorfismo, segue
7

T e e

©a1(fg) + w2(fj +1ig)
_ (e11(f) + 12(2)) (p11(g) + @12(7 . Assim,

(p11(f) + ¢12(7)) (p21(9) + ©22(4)) + (021 (f) + 9022( ))(9011(9) + v12(J))
comparando a primeira coordenada, temos

o1 (fg) +v12(fi+ig) = (011(f) + ©12(9)) (011(9) + p12(7))-

Analizemos alguns casos.
Para 1 =0 = j, temos
(1) ¢11(fg9) = eu(f)en(g) para todos f,g € FI(P, K).
Para f =0 = g, temos
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(2) 0 = p12(7)p12(j) para todos 7,5 € (P, K). Em particular, [¢15(6)]* = 0.

Para f = 0 = 7, segue que

(3) ¢12(ig) = p12(1)¢p11(g) para todos i € I(P,K) e g € FI(P, K).

Para g =0 =1,

(4) v12(f7) = e11(f)p12(y) para todos j € I(P,K) e f € FI(P,K). Em particular,

12(f) = p12(f9) = o1 (f)p12(0), para toda f € FI(P, K).
Agora, analisando a segunda coordenada, temos

w21(f9) + paa(fi +ig) =(pu1(f) + 12(4)) (21(9) + ¥22(5))
+ (a1 (f) + @22(9)) (011(9) + #12(4))-

Para i =0 = 7, temos

(5) wa1(fg) = o1 (f)p21(9) + va1(f)p11(g) para todos f,g € FI(P, K).

Para f =0=g,

(6) 0= p12(i)@22(j) + p22(i)p12(j) para todos 4,5 € I(P, K).

Para f =0 =7,

(7) @22(ig) = p12(1)p21(g) + ¥22(1)¢11(g) para todos i € I(P, K) e g € FI(P, K).
E, para g = 0 = 7, temos

(8) waa(f7) = w11 (f)pa2(J) + w21(f)12(j) para todos j € I(P,K) e f € FI(P,K).

, . ) ) .
Sabemos que ¢ é um automorfismo, entao segue que ¢ 0 =1l ou seja,
) o
() = . Logo
©21(9) 0

(9) 11(0) =6 € ¢21(8) = 0.
Claramente @11 (FI(P, K))+p12(I(P,K)) C FI(P, K),umavez que ¢y, : FI(P, K) —
FI(P,K) e ¢12 : I(P,K) — FI(P,K). Por outro lado, dado f € FI(P,K) te-
g

, € D(P,K) tal que
J1

mos que g € D(P,K). Como ¢ é sobrejetor, existe [
¥ ([ ?1 ) = é . Logo f = w11(g1) + ¢12(j1), onde g1 € FI(P, K) e j; € I(P, K).
1
Portanto, FI(P, K) C p11(FI(P,K)) 4+ ¢12(1(P, K)). Assim,
(10) FI(P, K) = ou(FI(P, K)) + ¢12(1(P, K)).
Sejam h € FI(P,K) el € I(P,K). Por (10), segue que

h = o1(h) + ¢1a(l),
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para alguns hy € FI(P,K) e l; € I(P,K). Com isso, temos

hpi2(l) = [p11(h) + 12(l1)]pr2(1)
= 1 (h1)pi2(l) + p12(l1)p12(l)
= @11(h)p12(l) por (2)
= p12(h1l) por (4)

e12()h = 12(D)[p11(h1) + @12(l1)]
= p12(D)p11(h1) + w12l pra(la)
= 12(0)¢11(h1) por (2)
= ¢12(lh1) por (3).

Assim, @19(D)h, hp1a(l) € @12(I(P,K)) e como @12 é um homomorfismo de K-mddulos,
entao
(11) ¢12(I(P, K)) é um ideal de FI(P, K).

Observe que,

p12(0)h = 12(9)[p11(h1) + p12(11)]
= p12(6)p11(h1) por (2)
= ¢12(6h1) por (3).
= ¢12(h19)
= ¢11(h1)p12(0) por (4)
= [p11(h1) + ¢12(l1)]ep12(6) por (2)
= h12(9),

ou seja, p12(0) € Cen(FI(P, K)). Pelo Teorema 2.3.2, p12(d) é diagonal e constante em
cada componente conexa de P. Mas, por (2), temos [¢12(6)]? = 0. Logo, para cada x € P

0 = [L12(0)]*(, ) = p12(0) (2, ) 12(6) (, )

e, assim, ¢12(0)(x,z) = 0. Como ¢12(d) é diagonal, segue que

(12) p12(0) = 0
Com isso e (4), temos p12(f) = v11(f)p12(6) = 0, para toda f € FI(P, K). Dali,

);
(13) pr2(FI(P, K)) = {0}
Aplicando (6) para j = ¢ obtemos

0 = p12(1)p22(6) + pa2(1)p12(6) = @12(2)P22(9),
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para todo i € I(P, K). E tomando i = § em (6), obtemos

0 = ©12(0)p22(J) + P22(0)p12(j) = ©22(6)p12(3),

para todo j € I(P, K). Logo,

(14) {0} = @12({(P, K))p22(6) e {0} = pa2(d)p12(L (P, K)).
Agora, considerando em (7), i = d e g = f, obtemos

©2(f) = 022(0f) = @12(0)pa1(f) + v22(0)p11(f) = p22(6) 11 (f)

e, assim,

(15) @2 (f) = @20(d)p11(f) para toda f € FI(P, K).
Também, tomando j = § em (8), obtemos

©2(f) = p2(fd) = pi11(f)p22(0) + a1 (f)p12(5) = wi1(f)p22(0).

Logo,

(].6) @22(f> = gOll(f)QOQQ((s) para toda f c FI(P, K)
De (15) e (16), segue

(17) p11(f)p22(9) = paa(d) 11 (f) para toda f € FI(P, K).
Observe que para h = ¢11(hy) + p12(ly) € FI(P, K), temos

hip22(0) = [p11(h1) + r2(l1)]p22(9)
= ¢11(h1)22(0) por (14)
= p22(0)p11(h1) por (17)
= ©22(0)[11(h1) + 12(l1)] por (14)
= ©22(d)h,
ou seja,
(18) hwaa(d) = paa(d)h para toda h € FI(P, K).
Segue que p92(0) € Crpry(FI(P,K)) = Cen(FI(P, K)), pela Proposigao 2.3.7. Logo,
p2(0) € FI(P, K) e é um elemento diagonal e constante em cada componente conexa de

P. Seja X ={z € P:pxn(d)(r,xr) =0} eseja Y = P — X. Cada um desses conjuntos ¢é

uma uniao de componente conexas de P. Considere os conjuntos

Fx ={f e FI(P,K): f(z,y) =0se (z,y) ¢ X x X}

Fy={fe FIIPK): f(z,y) =0se (z,y) ¢ Y x Y}

Observe que Fy é uma K-dlgebra com unidade dx € FI(P,K). De fato, seja ¢ :
Fx — FI(X,K), dada por ®(f) = f|xxx para toda f € Fx. Claramente, ®(f + g) =
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O(f) + (g), ©(fg) = ©(f)®(g) ¢ ®(kf) = k®(f) para quaisquer f,g € Fx, k € K.
Além disso, se u,v € X,

B(6x) (1 v) = Sxxx (1, 0) = { LS U= s w),
0seu#wv
ou seja, P(dx) = J, onde 0 é a unidade de FI(X, K). Além disso, se f € ker @, entao
flxxx = 0, ou seja, f(u,v) =0 para todos u,v € X. Agora, se u ¢ X ouv ¢ X, entao
(u,v) ¢ X x X e, portanto, f(u,v) = 0, pela definicdo de Fx. Assim, f(u,v) = 0 para
todos u,v € P e, consequentemente, ¢ é injetor. Finalmente, se g € FI(X, K), tome
h € FI(P, K) dada por
h(u,v) = g(u,v) se (u,v) € X x X.

0 caso contrario
Temos que h € Fx e ®(h) = g. Logo ® é sobrejetor e, portanto, um isomorfismo de
K-algebras.

Analogamente, Fy é uma K-algebra com unidade dy isomorfa a FI(Y, K).

Se f € Fx N Fy entao f(u,v) = 0 se (u,v) ¢ X x X, pois f € Fy. Agora, se
(u,v) € X x X, entdo (u,v) ¢ Y XY e, portanto, f(u,v) = 0, pois f € Fy. Por-
tanto, Fx N Fy = {0}. Também, para f € FI(P, K), temos que f = fx + fy, onde

. fu,v) se (u,v) € X x X
fx, fy € FI(P, K) sao dadas por fx(u,v) = e fy(u,v) =
0 caso contrario

: ) ey xY
flu,v)  se (u,v) . Assim, FI(P,K) = Fx + Fy com Fx N Fy = {0}.

0 caso contrario
Mostremos que p12(I(P, K)) C Fx. Sejam s € [(P,K) e u < v em P com (u,v) ¢
X x X. Por (14),

0 = ©22(0)p12(5)(u,v) = Z P22(0) (1, 2)p12(5) (2, v) = p22(0) (w, ) r2(s) (u, v),

pois p9a(d) é diagonal. Como w e v estdo na mesma componente conexa, segue que
u,v ¢ X, uma vez que X é unido de componentes conexas de P. Logo, como u ¢ X,
©22(0)(u, u) # 0 e, portanto, @i2(s)(u,v) = 0. Assim, @12(s) € Fx e, consequentemente,
p12(I(P,K)) C Fx. Com isso, por (10) obtemos

Fy = FI(P,K)N Fx = (p12(I(P, K)) + ou(FI(P,K))) N Fy
= 1([(P,K)) + (pu(FI(P,K)) N Fx).

Seja 1 (Fx) = {a € FI(P,K) : ¢11(a) € Fx} a imagem inversa de Fx por ¢;.
Entdo @11 (FI(P,K))N Fx = o11(¢1] (Fx)). De fato, se b € 11 (FI(P,K)) N Fx, existe
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a € FI(P,K) tal que p1,(a) = b € Fx. Logo, a € ¢;](Fx) e, portanto, b = ¢1;(a) €
o11(p11 (Fx)). Por outro lado, se b € ¢11(0; (Fx)) entdo existe a € ¢ (Fx) tal que
¢11(a) = b. Pela definicio de o] (Fx), a € FI(P,K) e b = ¢1,(a) € Fx. Logo,
b€ pn(FI(P,K))N Fx e vale a igualdade desejada. Assim

(19) Fx = ¢i(I(P, K)) + pui (e (Fx)).

Se 1 € ker 1o N ker pgy entao ¢ ( (Z = [ Pra(i) ] = [ 8 ] Logo, como ¢ é

P22(i)
injetor, ¢ = 0. Dal,

(20) ker 12 Nker o = {0}.
Seja f € i (Fx) e sejam u < v € P. Por (15), temos

22 (f)(u,v) = [p22(0) P11 (f)](u,v) = Paa(d)(u, u)r1(f)(u,v).

Se u € X, entdo ¢g(0)(u,u) = 0 e se u ¢ X, entdo (u,v) ¢ X x X e, portanto
©11(f)(u,v) = 0. Logo @a(f) = 0 para toda f € @i (Fx). Disso e de (13) temos

gpfll(FX) C ker oo N FI(P, K) C ker g Nker p15 = {0},

por (20). Segue de (19) que
(21) Fx = ¢12(I(P, K)).
Entdo, por (2), F2 = [p12(I(P, K))]> = {0}. Assim, se existir z € X, devemos ter

0= (0xx)(z,z) = dx(x,2)0x(z,z) =1,

o que é um absurdo. Logo X = @ e, consequentemente, ¢92(0) é inversivel em FI(P, K).
Portanto, ¢35 = 0, por (14). O

P11
P21 P22

Proposicao 4.4.2. Seja ¢ = € Aut(D(P, K)). Entao p11 € Aut(FI(P, K))

€ P22 c U(EndK([(P, K)))

Demonstragao. Sabemos que 11 € Endg(FI(P,K)) e por (1) e (9) do lema anterior,

p11 ¢ um homomorfismo de K-dlgebras. Mostremos que ¢, é bijetor. Pelo lema
¢ 0

P21 P22
Homg (FI(P,K),I(P,K)) e ¢9 € Endg(I(P, K)). Para toda f € FI(P, K), temos

A FAY ] enl) ) _ P11 (e (f))
[ 0o (7 oe) ([ 0 ) 7 <[ pa1(f) ]) [ ¢21(p11(f)) + d22(21(f))
e assim f = (¢11 0 ¢11)(f). Analogamente, f = (p11 0 ¢11)(f), para toda f € FI(P, K).
Logo, ¢11 0 w11 = Idr(pr) = $11 © 11 € (p11)~" = ¢11. Portanto, @11 € Aut(FI(P, K)).

anterior, podemos escrever o~ = com ¢11 € Endg(FI(P,K)), ¢ €
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Por fim, resta mostrar que a9 é bijetor, uma vez 9 € Endg(I(P, K)). Para todo

i € I(P,K), temos
[O]:(_IO)( O]>:_1<[ : ]>:[ : ]
i 7 7 i 4 ©22(1) Paa(pa2(i)) |

ou seja, (¢ © 22)(i) = i. Analogamente, (92 0 ¢92)(i) = i, para todo i € I(P, K).

Logo 22 © (s = Idypi) = P22 © P22 €, consequentemente, (g2)~! = ¢go. Portanto,
o2 € U(Endg (I(P, K))). O

Observagao 4.4.3. Dado ¢ € Aut(D(P, K)), pelo Lema 4.4.1 e pela Proposigao 4.4.2,

podemos escrever ¢ = P ,onde p € Aut(FI(P,K)), pa2 € U(Endg(I(P, K)))
P21 P22
e o1 € Homg(FI(P,K),I(P,K)). Além disso, o' = 'Ow _, | para algum ¢ €
P22

Homg (FI(P,K),I(P,K)). Mais ainda, as igualdades (5), (7) e (8) do lema anterior
podem ser reescritas da seguinte forma:

(5)* 21 (fg) = w21 (f)p(g) + p(f)p1(g), para todos f,g € FI(P, K).

(7)* @22(ig) = wa2(i)p(g), para todos g € FI(P,K) e i € I(P, K).

(8)* w22(fj) = p(f)p22(j), para todos f € FI(P,K) e j € I(P, K).

E, de (7)* e (8)*, temos

(22) 22(fig) = p(f)e22(i)p(g), para todos f,g € FI(P,K) e j € I(P, K). Segue que
P22 € p-semilinear.

Pela Proposigao 4.1.6, para cada p € Aut(FI(P,K)), existe uma tnica aplica¢ao
bijetiva p-semilinear p : I(P, K) — I(P, K) tal que p [prpx)= p. Com isso, temos o

seguinte resultado.

Proposicao 4.4.4. Se p € Aut(FI(P,K)), entao p = [ g 9 € Aut(D(P, K)).
D

0 HOHIK(Ml,Ml) HOH]K(MQ,Ml)
0 ﬁ HOHIK(Ml,MQ) HOHIK(MQ,MQ)
M, = FI(P,K) e My = I(P,K). Pela Proposicao 1.2.43, p € Endg(FI(P,K) &

I(P,K)) = Endg(D(P, K)). Sejam [ J: ] , [?

QED-+())- |

_ > _ [ p(f9)
fi+ig o(fj+ig)
_ [ p(f) ]
pli)

AR

Demonstracao. Observe que p = onde

€ D(P,K). Temos
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(2])-[s]-[2)

Assim, p é um homomorfismo de K-algebras. Mostremos que p é bijetora, para isso, con-

Além disso,

L e, portanto, p=! =

Pela, Proposicao 4.1.6, p~! = (p)~

—— -1
sidere p~1 = [ pO —
IE

o

0 (p
Aut(D(P, K)). 0

P

Proposicao 4.4.5. O conjunto Auwt(FI(P,K)) ={p: p € Awt(FI(P,K))} é um sub-
grupo de Aut(D(P, K)).

—_— —_—

0 — - . _
)1 ] Logo p~top = Idppr) = popt, ouseja, p=! = (p)' ep €

Demonstra¢cdo. Como Idpypxy € Aut(FI(P,K)), entao

—~——

€ Aut(FI(P, K)).

P [Idmp,m 0 ]_ [Idmp,m 0
D(P,K) — -

0 Idyp k)

0 Idprpr)

—_—

Sejam 177, p € Aut(FI(P, K)). Entao

~O~_7]0 p O | nop O
TP 00 mlloal | o mepl|

Claramente, 770 p é uma bijecao e 7o p [pr(p,x)y=no p. Além disso, para f,g € FI(P, K)
ei € I(P,K), temos

(mop)(fig) = n(p(f)p(i)p(g)) pois p é p-semilinear
n(p(f)n(p(i))n(p(g)) pois 7 é n-semilinear.

Logo 70 p é no p-semilinear. Como, nop € Aut(FI(P, K)) entdo, pela Proposigao 4.1.6,

1m0 p e, portanto,

—_——

o 0 .
nop:[nop ]ZUOpGAut(FI(P,K))-
0 7nop

—_— —_—

Além disso, pela proposicao anterior, (p)™' = p=! € Aut(FI(P,K)). Portanto,
Aut(FI(P,K)) é um subgrupo de Aut(D(P, K)). O

Definicao 4.4.6. Seja A uma K-algebra. Um elemento a € A é dito uma unidade
central se a € Cen(A) NU(A).
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Proposicao 4.4.7. Seja ¢ = P € Aut(D(P, K)). Entdo
P21 P22
;:/1 o= Idpypky O
D A

onde D € Der(P,K) e \: I(P,K) — I(P,K) é um isomorfismo de FI(P, K)-bimddulos
tal que X\(f) = fg para toda f € FI(P,K), onde g € uma unidade central de FI(P, K).

Idprpr) 0

plopn plopy,
Aut(D(P, K)). Considere D = p~Lopy € Homg(FI(P,K),I(P, K)). Mostremos que D
¢ uma derivagao. Sejam f,h € FI(P, K). Utilizando (5)* da Observagao 4.4.3 e sabendo

que p~! é p~l-semilinear, temos

Demonstra¢do. Como F, v € Aut(D(P, K)), entao Fogp = €

D(fh) L(pa1(fh)) = p~ (a1 (f)p(h) + p(f)pai(h))
o (f)p(h )) + 0 (p(f)ea1(h))
oa(f))h+ fo(pa(R))

(/)h+ fD(h).

Il
3

|
B

I
SIS

Portanto D € Der(P, K).

Agora, seja A = p~1 0 @9y € Endg(I(P, K)). Mostremos que A é um isomorfismo de
FI(P,K)-bimédulos. Claramente, \ é bijetora pois p=L, g sdo. Sejam i € I(P,K) e
f.,h € FI(P,K). Por (22) da Observacao 4.4.3 e sabendo que p=1 é p~'-semilinear, segue

que

A(fih) = p~H(@aa(fih)) = p~H(p(f)paa(0)p(h)) = f(p~ (p22(i))h = FA(D)h.
Portanto A é um isomorfismo de F'I(P, K)-bimédulos. Com isso, A(f) = A(fd) = fA(0) =
fg, para toda f € FI(P,K), onde g = A(6) = p~L(p2(d)) = p~ p2()), uma vez
que p~L Terpxy= pt, e (d) € Cen(FI(P,K)) N U(FI(P,K)), pela demonstragao
do Lema 4.4.1. Portanto, como p~' € Aut(FI(P,K)), segue que, g = p ' (p2(d)) €
Cen(FI(P,K))NU(FI(P,K)), isto é, g é uma unidade central de F'I(P, K). O

Proposicao 4.4.8. Seja g € FI(P,K) uma unidade central. Entdo g- : I(P,K) —
I(P,K) dada por g - (j) = gj, para todo j € I(P,K), é um isomorfismo de FI(P, K)-

bimodulos. Em particular, g- € K-linear.

Demonstracao. Sejam i,j € I(P,K), f,h € FI(P, K). Temos,

g-(i+j)=9gli+j)=gi+gi=g-()+g- ()
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g-(fih)=gfih = f(gi)h = fg-(j)h.

Logo, g- ¢ um homomorfismo de FI(P, K)-bim6dulos. Como g é uma unidade central,
entao ¢! também é. Assim, considerando ¢! : I(P, K) — I(P, K), temos

(g-og ' )@)=g-(g7")=glg i) =i=g " (gi) =g " (gi) = (97" - 0g-)(4),

para todo i € I(P,K). Portanto, g~'- = (¢-)"! e ¢g- é um isomorfismo de FI(P, K)-
bimédulos. Em particular, para k € K e i € I(P, K),

g- (ki) = g- ((kd)i) = kd(g - (1)) = k(g - (2))-

Proposicao 4.4.9. Seja g uma unidade central de FI(P, K). Entdo

- Id 0
g:[ FHBK) € Aut(D(P, K)).
0 g
Id 0 H My, M;) H My, M
Demonstracao. Observe que FI(PK) omy (M, M) Homye (Mo, M)
0 g- HomK(Ml,Mg) HOIHK(MQ,MQ)

onde My = FI(P,K) e My = I(P, K). Pela Proposicio 1.2.43, § € Endg(FI(P,K) ®
f

, ] , [ h] € D(P,K). Temos
J

I(P,K)) = Endg(D(P, K)). Sejam [ Z
fh ) B [fdm(P,K)(fh)

(HIHRL st aim
INLe]ld]) I\Lsivin|) " | g-itiny |~ | g(fi) + glin)

) [f(m)ff@wh] ) [gf] [g@ _§<f])§<[?]>
(D[] [2)

Portanto ¢ ¢ um homomorfismo de K-4lgebras. Sendo ¢~! uma unidade central, considere

g~1. Lembrando que (g-)~' = g~!-, temos

Go ;1/1 _ ldprpry 0 ldprpry 0 _ Tdpip K 0
0 qg- 0 g_l. 0 qg- Og—l
_ Idprpr) 0
= ’ = [dD PK)-
I 0 Idyp k) (PH)

—_—

Analogamente, g=! o g = Idppk). Portanto, ;]j =(9)teg e Aut(D(P, K)). O]
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Proposigio 4.4.10. O conjunto U = {9 : g é uma unidade central de FI(P,K)} € um
subgrupo de Aut(D(P, K)).

Demonstragao. Uma vez que § é uma unidade central de FI(P, K), temos

| ldrrpx) 0 | ldrrpry O ~ =~
Idpipry = =

=)eU.
0 [d[(p’K) 0 5

Sejam ]7,:6 € U. Entdo

Fog— i Idpypry O Idprpry O _ Idprpr) 0
0 I 0 g 0 [+ og:
[ Id 0 ~ -
_ FI(P,K) _ el
0 (f9)-

pois fg ¢ uma unidade central de FI(P,K). Além disso, como (f)~! = F/l € (7, segue
que U é um subgrupo de Aut(D(P, K)). O

Proposicao 4.4.11. Seja D € Der(P, K). Entao

Id 0
D— FI(P,K)

e Aut(D(P, K)).

Demonstracao. Como
D [d[(p,K) HOHIK(Ml,MQ) HOHIK(MQ,MQ)

IdF[(p’K) 0 ] HomK(Ml,Ml) HOI’I]K(MQ,Ml)]
onde M, = FI(P,K) e My = I(P,K), entao D € Endg(FI(P,K) ® I(P,K)) =

h
Endg(D(P, K)), pela Proposicao 1.2.43. Sejam [ f ] .| .| € D(P,K). Temos
)

o) |

fh
fj+ih

_ | Idrrpao(fh)
D(fh)+ fj+ih

fh _ fh
D(f)h+ fD(h)+ fij+ih | | f(D(h)+j)+ (D(f) +i)h

(e (5

D(h) +j

Além disso,
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Logo D é um homomorfismo de K -dlgebras. Além disso, como D € Der(P, K), entao
—D € Der(P, K). Com isso, observe que

- — [ o | 1d 0
D o —D _ FI(P,K) FI(P,K)
I D ldrpr | —-D Id;pr
[ Id 0 |
_ FI(P,K) — Idpirr).
| DD Idypx) |

—_—

Analogamente, —D o D = Idppx). Portanto, —D = (D)™ ¢ D € Aut(D(P, K)). O

P

Y21 P22
D € Der(P,K), p € Aut(FI(P,K)) e g uma unidade central de FI(P, K).

Teorema 4.4.12. Seja ¢ = € Aut(D(P,K)). Entio ¢ = pogoD, com

Idpypky O

D, A1
e A\ é um isomorfismo de FI(P, K)-bimédulos tal que A\(f) = fg para toda f €
FI(P,K), onde g € FI(P,K) é uma unidade central. Sabendo que (g)~! = gl =

Id 0 o — .
FIO(P’K) gl | considere 7 = (g) ™' o p~! 0, ou seja,

Demonstracao. Pela Proposicao 4.4.7, Fmp = ,onde Dy € Der(P, K)

n = Idpppky O Idprpry O _ Idppk) 0
0 gt D, A g t-oD; gl-o)\

Denote D = g7' oDy e A\ =g ' -0o\;. Como D =g 'D; e g € Cen(FI(P,K)), pela
Observagao 4.3.2, segue que D € Der(P, K). Agora, para toda f € FI(P, K), temos

MH =g M) =g "fg="T

Além disso, como ¢!, \; sdo isomorfismos de FI(P, K)-bimédulos, entdo A também é.
Com isso, para todos i € I(P,K) e x <y € P, temos

A(@)(@,Y) 00y = 02A(1)0y = A(02idy) = A(i(x,Y)0uy) = (2, Y)A(Ory) = (2, Y)ay,

ou seja, A(7) = 7, para todo ¢ € I(P,K). Logo A\ = Idipk) e, consequentemente,

1d 0 1d 0 ~

n= _fI(P’K) . = FIBK) = D. Portanto, lembrando que
g . OD1 g O)\l D [d[(p’K)

p~l=(p)7!, temos ¢ = pogoD. O

—_—

Corolario 4.4.13. O conjunto Der(P,K) = {D : D € Der(P, K)} é um subgrupo normal
abeliano de Aut(D(P, K)).
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—~——

Demonstra¢ao. Temos que Der(P,K) # &, pois se considerarmos D : FI(P,K) —
I(P, K) dada por D(f) = 0 para toda f € FI(P, K), temos que D € Der(P,K) e

Id 0
‘[dD(P,K) = FI(P.K) ] —

Idprpr) 0 =y
0 Id;p k)

= D € Der(P, K).
D Idyp k)

—~——

Sejam Dy, D, € Der(P, K). Entao

IdppK) 0 ]

~ ~ Id 0 Id 0
D1 o l)2 FI(P,K) FI(P,K)
D1 + D2 IdI(P,K)

Dy Idyp ) Dy, Idipk)

— D, + D, € Der(P, K),

pois D1 + D, € Der(P, K), pela Observagao 4.3.2. Também, temos que (/Di)_1 = 351 €
Der(P, K). Além disso, pelas contas acima bvl o b; = le—:j?g = D?—:I?l = va o ﬁ,
ou seja, Der/(F,/K) ¢ um subgrupo abeliano de Aut(D(P, K)).

Sejam p € Aut(FI(P,K)) e D € Der(P, K). Temos

B i -1
ooy =| P 0| | e 0t 0
i 0 p D ]dI(P,K) 0 »p

pt 0 _ Idprpr) 0
0 p! poDop™ Idypk |

Denote D, =poDopt € Homg(FI(P,K),I(P,K)). Para f,g € FI(P,K), temos

p 0
poD B

= p(D(
=p(D(p~"(f))g + f(D(p~(g))) pois p é p-semilinear
= D,(f)g + fDy(9),
ou seja, o
D, € Der(P,K) e poDo(p)"" =D, € Der(P, K). (4.10)

Agora, se h € FI(P, K) é uma unidade central e D € Der(P, K), entao

hoDo (ﬁ)—l — Idprpry O Idpipk) 0 Idprprcy 0
i 0 h-|| D Id;p k) 0 hot
_ [ IdF](p’K) 0 11 IdFI(P,K) 0
h-oD h 0 ht
B Id 0 o~ —_ —
— FI(PK) = hD € Der(P, K),
i hD IdI(P,K)




4.4 Automorfismos de D(P, K) 85

ou seja,

hoDo(h) " =hD € Der(P, K). (4.11)
Sejam ¢ € Aut(D(P,K)) e D € Der(P,K). Pelo teorema anterior, existem p €
Aut(FI(P,K)),D, € Der(P,K) e g € FI(P,K) uma unidade central de forma que

—

p=pogo Dy. Assim,

~ — —~ =1 e 7
poDoy = (pogoDi)oDo(Dr o(g) " o(p) )
—pogoDo(g) ' o(p)" pois Der(P, K) ¢ abeliano
= pogDo(p)! por (4.11)

—_

= (¢D), € Der(P, K) por (4.10).

P

Portanto, Der(P, K) é um subgrupo normal de Aut(D(P, K)). O

e~ — e~ —

Corolario 4.4.14. O conjunto UDer(P,K) = {joD : g€ U e D € Der(P,K)} ¢ um
subgrupo normal de Aut(D(P, K)).

——~——

Demonstragdo. Como U é subgrupo de Aut(D(P, K)) e Der(P, K) é subgrupo normal
de Aut(D(P, K)), entdo UDer(P, K) é um subgrupo de Aut(D(P, K)). Para provar que
esse subgrupo é normal, considere primeiramente, p € Aut(FI(P,K))eg € U. Note que

~ ~ _ _p 0 IdF[p,K 0 p_l 0
pogo(p) b= _ (0 —
0 p 0 p

__p 0 pt
=10 pog 0 o1

Agora, para todo i € I(P, K), temos

pog-op~t(i) =plgp~(1)) = p(9)p(p~1 (1)) = plg)i.
Como g € FI(P,K) é uma unidade central e p € Aut(FI(P, K)), entdo p(g) é uma
unidade central de FI(P,K). Assim, pog-op~t = p(g)- e, portanto,

Fogo(p) ! = [ trisy 0 ] ) el (112

Seja p € Aut(D(P,K)). Segue do Teorema 4.4.12 que ¢ = po ho D, para alguns
p € Auwt(FI(P,K)),D; € Der(P,K) e h uma unidade central de FI(P,K). Logo, se
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—~——

§oD e UDer(P, K), entdo
pogoDoyp™ = (po h o Dl) goDo((D) e (h) " o(p)™)
o(GoD)o (D) o (h) ™)o@

e~ P —~—

Como UDer(P, K) = Der(P, K)U entdo (hoD;)o(§oD)o((Dy) ' o(h)~!) € UDer(P, K).
Logo, existem Dy € Der(P, K') e hy uma unidade central de F'I(P, K) tais que
pogoDoy™ = Fo(ineDy)o(p) ! = (oo (7))o (5o Dro () ™)

= p(h1) o (Ds), € UDer(P, K), por (4.10) e (4.12).

—_—

Portanto, UDer(P, K) ¢ um subgrupo normal de Aut(D(P, K)). O

Observacao 4.4.15. Note que

UDer(P, K) = { [ FgP’K) ] : D € Der(P,K) e g € FI(P,K) é uma unidade central } .
g.

De fato, sejam D € Der(P, K) e g € FI(P, K) uma unidade central. Entao

,g,oﬁ _ ]dFI(P,K) 0 ]dFI(P,K) 0 _ ]dFI(P,K) 0
0 g D [d[(p’K) gD g

onde gD € Der(P, K). Por outro lado,

—~—

[IdFI(P,K) 0 ] _ [ Idpypry O ] [[dFI(P,K) 0 € UDer(P, K).

D g- 0 g- g_lD IdI(P,K)

Portanto, temos a igualdade desejada.

Teorema 4.4.16. Aut(D(P, K)) = Aut(FI(P, K)) » (U » Der(P, K)).

Demonstragao. Primeiramente, seja ¢ € Aut(F1(P, K)) N UDer(P, K). Pela observacao
anterior, existem D € Der(P, K), h unidade central de FI(P,K) e p € Aut(FI(P, K))

tais que
p 0 _p= Idprpry O
0 p D h- |
ASSiIIl, pela PI‘OpOSiQéO 1243, D = 0, = IdF] pK) e h- = p = IdF] (PK) = ]d](PK)

Logo, ¢ = Idp(pk), ou seja, Aut(F](P K))n UDer(P K) = {Idppry}. Além disso,

Aut(D(P,K)) = Aut(FI(P, K))(UDer(P, K)), pelo Teorema 4.4.12. Portanto, pelo Co-
rolario 4.4.14, pela Proposicao 4.4.5 e pelo Teorema 1.3.5,

—_—— e N g

Aut(D(P,K)) = Aut(FI(P,K)) » (UDer(P, K)).
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—~——

Agora, observe que se ¢ € Un Der(P, K), entao existem D € Der(P,K) e g uma
unidade central de F'I(P, K) tais que

Idrrp k) 0 e Idprpry 0
D I dI(P,K) 0 g

Logo, pela Proposicao 1.2.43, D = 0 e g- = Idyp k) e, portanto, ¢ = Idpp k). Logo Un
Der/(P,/K) = {Idppx)}. Como U é um subgrupo e Der/(\PTK) ¢ um subgrupo normal de
Aut(D(P, K)), entdo U é um subgrupo de UDer(P, K) e De?(\ﬁ,/K) é um subgrupo normal
de (7Der/(]\3,/K). Logo, pelo Teorema 1.3.5, ﬁDerf(E’,/K) =U» Der/(]\D,/K). Portanto,

—_~—— —_— e/~ P

Aut(D(P,K)) = Aut(FI(P, K)) » (UDer(P, K)) = Aut(FI(P,K)) » (U » Der(P, K)).

O
Agora, vejamos como podem ser escritos os automorfismos internos de D(P, K).
Proposicao 4.4.17. Seja 1y € Inn(D(P, K)). Entao, 1y = @; o E, para alguns Yy €
Inn(FI(P,K)) e D; € IDer(P, K).
f

Demonstragao. Seja 6 = [ ,
J

€ U(D(P,K)) e considere ! = [ _ff1_j1f1 ] Para

“;] ] € D(P,K), temos
wllo N9 T I I !
l L) fl+jgg | | —f 1

_| fof™! . ¥1(0)
| —fof T+ (L4 Gg)f f=af 5+ 59+ U

[ Ur(9) B ]:[_ Uilg) ]
| Yp(g(=f719) — (= 79)9) + (D) Vr(D-p-15(g)) + ¢y(1)

_ Uy 0 g| _| ¥ O Idrr(px) 0 g
| Wpo Doy Wy | | 0 Uy || Doyy ldrpy | |

S

Portanto, tomando i = —f~1j, temos ¥y = QZ} o 51-, onde ¢y € Inn(FI(P,K)) e D; €
[Der(P, K). O

—_—

Corolario 4.4.18. O conjunto IDer(P,K) = {D; : D; € IDer(P,K)} é um subgrupo
normal de Inn(D(P, K)).
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Demonstragao. Primeiramente, note que Idpp k) = bvo € IDer(P, K). Seja a =

—_~——

Id 0 0
FI(PK) € IDer(P, K) e considere § = [ , ] € D(P,K). Entao 0 ¢
—i

D; Idipro

: g ] € D(P, K) temos

L J

inversivel com =1 = [ . Assim, para cada [

vl 191 = 5 gllo|_ g o | _ g
j EIIEARK —ig+j | | gi—ig+j
_ | g _ IdprpK) 0 9| _ D. 9
| Dilg) + Di ldyrx) | | J \Li])

ou seja, D; = 1y e, consequentemente, IDer(P, K) C Inn(D(P, K)).

Sejam D, /Dz € IDer(P, K). Como IDer(P, K) C Der(P, K), segue que

—~—

D;oD; = D; + D; = Dyy; € IDex(P, K)

(D;)~' = —D; = D_; € IDex(P, K).

Logo, IDer(P, K) é um subgrupo de Inn(D(P, K)). Por fim, sejam E € IDer(P,K) e
Y, € Inn(D(P, K)). Pela proposigao anterior, 9, = ¢ yoD;, para alguns f € U(FI(P, K))
eje (P K). Assim,

Yo Dyt = (g0 Dj) o Do ((Dy)™ o (vy)™h)

—_—

= (g0 Djrijo);l) =0 D;otps

e o ][ Hdriey 0 Y 0
0 wf Dz [d[(pj() 0 wffl

[dFI(P,K) 0 _ IdFI(P,K) 0
| Ypo Dot Idipr (Di)y,  Idipr) |

onde (D;)y, = by 0 D; o pp—1 € Der(P,K), por (4.10). Mais ainda, para toda g €
FI(P,K), temos

(Di)y,(9) = ¥5 0 Diowpp-1(g) = ds(fgfi —if'gf) = gfif = = fif ~'g = Dy;(9)-

Logo, (Di)y, = Dﬂ(i) € [Der(P, K) e, assim,

P

Yo Dyoy ! = € IDer(P, K).

Idprpr 0 _ Idprpro 0
(Di)g,  1dpp

D@(i) [dI(P,K)

—_——

Portanto, IDer(P, K') é um subgrupo normal de Inn(D(P, K)). O
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Proposicao 4.4.19. O conjunto Inn(]?IY/R K)) = {Q/Z—f/ c Yy € Inn(FI(P,K))} € um
subgrupo de Inn(D(P, K)).

Demonstragdo. Primeiramente, Idppxy = ¥s € Inn(FI(P, K)). Seja f € U(FI(P, K))

e tome 0 = [ ‘é € U(D(P,K)). Temos

(D=L - L[ == ()

g] € D(P,K). Logo, @E} = 1y € Inn(D(P, K)) e, consequentemente,

para cada [
i

e~

Inn(FI(P,K)) C Inn(D(P, K)).
Sejam ¢¢,1, € Inn(FI(P,K)). Como Inn(FI(P,K)) C Aut(FI(P,K)), pela Pro-
posicao 4.4.5, temos

—_—~— —_——

by othy =1y oth, =1y, € Inn(FI(P, K))

—_—— P

()" = ()"t = ¢y € Inn(FI(P, K)).

Portanto, Inn(FI(P, K)) é um subgrupo de Inn(D(P, K)). O

—_—— P I

Observacao 4.4.20. Sabemos que Inn(FI(P,K)) C Auwt(FI(P,K)) e IDer(P,K) C
Der(P, K)

P P

C UDer(P,K). Além disso, pela demostracio do Teorema 4.4.16, Aut(FI(P,K)) N
ﬁDer(P, K) = {IdD(P,K)} e, assim, IHH(FI(P, K)) N IDer(P, K) = {IdD(P,K)}-

—_~ e/~

Teorema 4.4.21. Inn(D(P, K)) = Inn(FI(P, K)) » IDer(P, K).

Demonstracao. Temos que Inn(FI(P, K)) e IDer(P, K) sao, respectivamente, subgrupo
e subgrupo normal de Inn(D(P, K)) tais que Inn(FI(P, K)) N IDer(P, K) = {Idppx)}-

Além disso, Inn(D(P,K)) = Inn(FI(P, K))IDer(P, K), pela Proposi¢ao 4.4.17. Por-
tanto, pelo Teorema 1.3.5, temos que Inn(D(P, K)) = Inn(F (P, K)) » IDer(P, K). O
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