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Resumo

Neste trabalho apresentamos alguns resultados relacionados com conjugacao e equivaléncia
topoldgica para equagoes diferenciais lineares do tipo @ = Az, onde A € gl(d,R) e x € R%
E, posteriormente, generaliza-los para equacoes diferenciais afins do tipo & = Az + a, onde
(A,a) € gl(d,R) x R? e z € R%. Como resultados principais, mostraremos que, se A e B
sao matrizes hiperbdlicas, os fluxos associados a & = Az (ou © = Ax + a) e & = Bz (ou
& = Bx + b) s@o topologicamente conjugados se, e somente se, os subespagos estaveis de A
e B tém as mesmas dimensoes. Também, estudaremos conjugacao e equivaléncia topoldgica
no toro n-dimensional. Neste caso, verificamos que a conjugagao (equivaléncia) topolégica de
dois campos vetoriais nao nulos no toro, induzidos por X,Y € R", depende da existéncia de
um isomorfismo A : R — R", Z" invariante tal que A(X) =Y (A(X) = Y, para algum
a € Z). No caso em que X,Y € Z", a conjugacao depende do méaximo divisor comum das

entradas de X e Y.

Palavras chave: Conjugacao topoldgica, matrizes hiperbdlicas, equacgoes diferenciais

afins, campos vetoriais no toro.



Abstract

In this work we present some results related to topological conjugacy and equivalence for
linear differential equations type & = Ax, where A € gl(d,R) and z € R?. And posteriorly we
generalize them to affine differential equations of type @ = Az+a, where (A, a) € gl(d, R) x R?
and z € R%. As main results we show that if A and B are hyperbolic matrices the associated
flows with & = Az (or & = Az + a) and & = Bz (or & = Bx + b) are topologically conjugate
if and only if the stable subspaces A and B have the same dimensions. Also, we study
topological conjugacy and equivalence in the torus n-dimensional. In this case, we found
that the topological conjugacy (equivalence) of two nonvanishing vector fields on the torus
induced by X,Y € R", depends on the existence of an isomorphism A : R" — R", Z"
invariant such that A(X) =Y (A(X) = Y, for some a € Z). In the case where X,Y € Z",

the conjugacy depends on the greatest common divisor of the entries of X and Y.

Key words: Topological conjugacy, hyperbolic matrices, affine differential equations,

vector fields in the torus.
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INTRODUCAO

Os primérdios da teoria dos sistemas dinamicos (ou fluxos) podem ser identificados ja no
século X VI, nos trabalhos de mecanica celeste escritos por Johannes Kepler. As contribuicoes
de Isaac Newton a modelagem matematica através da formalizacao da mecanica cléssica
abriram espacgo para uma sofisticacao crescente do aparato matematico que modela fenomenos
mecanicos, culminando nos trabalhos de Lagrange e Hamilton, que definiram a teoria da
mecanica classica num contexto matematico, que essencialmente é o mesmo estudado até
hoje.

As décadas de 1960 e 1970 marcaram o renascimento do estudo dos sistemas dinamicos
como uma nova area de investigacao, com caracter proprio, que por ser inovador deu ori-
gem a agitacao das polémicas nos meios cientificos. O impulso inovador foi propiciado pelo

desenvolvimento acelerado dos meios computacionais.

Surgiu uma geracao de investigadores que usavam os seus computadores como auténticos
laboratérios para explorar equacoes e descobrir novos fenomenos. Os matematicos tradicio-
nais criticaram a sua falta de rigor cientifico, por nao existir uma teoria sélida que explicasse
os resultados obtidos. Grande parte desses resultados encontravam-se no dominio da fisica.
Mas, para muitos fisicos, essa nova disciplina era vista como uma simples implementacao
computacional de conhecimentos antigos e ja bem estabelecidos, sem nenhuma inovagao do

ponto de vista fisico.

Assim, os pioneiros da nova era dos sistemas dinamicos foram confrontados com rejei¢oes
de publicacao em revistas de renome, e avaliagoes negativas. Mas, por outro lado, a sua
atividade despertou um interesse que foi aumentando exponencialmente e foi uma lufada
de ar fresco para a comunidade cientifica, ja que os seus métodos adaptavam facilmente a

realidade atual do trabalho cientifico.
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O matematico francés Henri Poincaré é considerado um dos criadores da teoria moderna
dos sistemas dinamicos, tendo introduzido muito dos aspectos do estudo qualitativo das
equagoes diferenciais que permitiram estudar propriedades assintéticas das solugdes (ou da
maior parte das solugbes) de uma equagao diferencial, como estabilidade e periodicidade,
sem ser necessario resolver explicitamente a equacao diferencial. Tal abordagem pode ser
encontrada na sua obra prima Les méthodes nouvelles de la mécanique céleste, publicada
em trés volumes entre 1892 e 1899. Considera-se que o primeiro livro publicado na area de
sistemas dinamicos é a obra Dynamical Systems, escrito pelo matematico George Birkhoff, e

publicada em 1927.

Estamos interessados em analisar quando dois sistemas dinamicos (fluxos) tém o mesmo
comportamento, ou seja, quando dois sistemas sao indistinguiveis do ponto de vista geométrico.

Esta idéia é formalizada através de conjugacao topolégica.

Agora, vamos detalhar o que faremos nesse trabalho. Revisaremos a forma candnica de
Jordan e alguns conceitos de equacoes diferenciais. Definiremos equagoes diferenciais linear
e afim. Além disso, mostraremos que as solucoes dessas equacOes existem e sao unicas.
Falaremos um pouco sobre estabilidade. Observaremos que a solucao de uma equacgao linear
(afim) é um fluxo linear (afim). Depois trataremos da comparagao de dois fluxos lineares
(afins) que é o grande objetivo desse trabalho. E; ainda, mostraremos a rela¢ao entre fluxos
linear e afim. Por fim, definiremos fluxos no toro n-dimensional, como fluxos inteiros e

racionais, e daremos condicoes para que esses fluxos sejam conjugados.

A motivagao desse trabalho vem do fato que podemos encontrar sistemas dinamicos que
modelem varias situacoes do nosso cotidiano, situagoes estas que envolvem os circuitos RLC,
o péndulo, operacoes bancarias, crescimento economico, modelo de Newton, modelo de Euler,
questoes relativas a biologia, como a anélise da proliferacao de uma bactéria, etc. Se o leitor
tiver interesse em saber como um sistema dinamico realmente modela uma situacao do dia-
a-dia, basta ver [14].

O trabalho estd organizado da seguinte maneira: no capitulo 1 abordamos um conceito
importante de algebra linear, a forma Canoénica de Jordan. Também abordamos algumas

nocoes basicas de equacoes diferenciais, como exponencial de matriz e retrato de fase. Fizemos
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ainda, a descricao geométrica de algumas curvas em R2.

No capitulo 2 apresentamos os expoentes de Lyapunov, os espacos de Lyapunov e mos-
tramos que o espaco euclidiano pode ser decomposto em trés subespagos: estavel, central e
instavel. Definimos sistema dinamico e falamos em estabilidade, ponto fixo e 6rbita de um

fluxo.

No capitulo 3 caracterizamos conjugacao e equivaléncia de fluxos lineares e mostramos
a relagdo entre dinamica e algebra linear. Falamos em C*-conjugacao (C*-equivaléncia),
para k > 1. Entretanto, veremos que C°-conjugagao (C%-equivaléncia) ¢ mais interessante
e, por isso, vamos expor varios resultados sobre esse tltimo caso. Além disso, comentamos
um pouco sobre hiperbolicidade, que serd usado nos principais resultados desse trabalho.

Usamos como base os trabalhos [1] e [2].

No capitulo 4 generalizamos os resultados obtidos no capitulo anterior, para equacoes
diferenciais afins. Discutimos propriedades basicas de equagoes diferenciais afins via forma
canonica de Jordan e suas propriedades de estabilidade em relacao a seus autovalores. Mos-
tramos que fluxo afim é soma de um fluxo linear mais uma parte afim. Falamos em expoente
e espaco de Lyapunov. Observamos a importancia dos pontos fixos no contexto afim, pois
é a partir deles que podemos relacionar fluxos afins e linear. E, caracterizamos conjugacao
topoldgica de fluxos afins, donde o principal resultado, relaciona conjugacao topoldgica com
os subespacos estaveis das matrizes associadas aos sistemas afins. Dali, concluimos que a

parte afim nao influencia na conjugacgao dos fluxos afins.

No capitulo 5 estudamos conjugacao e equivaléncia topolégica de fluxos no toro n-dimensi-
onal. Definimos aplicacao afim e fluxos afim equivalentes. Mostramos que as conjugacoes
(equivaléncias) topoldgica e afim sdo equivalentes. Verificamos que a conjugacao (equi-
valéncia) topoldgica de dois campos vetoriais nao nulos, induzidos por X,Y € R", depende
da existéncia de um isomorfismo A : R” — R", com Z" A-invariante tal que A(X) =Y.
Quando X,Y € Z", a conjugacao depende do maximo divisor comum das entradas de X e

Y e, assim, podemos analisar o caso em que X,Y € Q".



CapiTULO 1

Preliminares

Neste capitulo faremos uma revisao dos conceitos que serao utilizados ao longo desse

trabalho. Faremos uma pequena revisao de dlgebra linear, em especial, da forma canodnica

de Jordan.

Além disso, trataremos aqui de uma das principais ferramentas desse trabalho: a expo-
nencial de uma matriz. Os fluxos tratados nessa dissertacao serao definidos a partir dessa

exponencial.

Ainda esbogaremos alguns retratos de fase de uma equacao diferencial, dando uma idéia
do comportamento global das solugoes da equagao em questao. Por simplicidade e por uma

melhor visualizacao, trabalharemos em R2.

1.1 Algebra linear

Nesta secao faremos uma revisao da forma canonica de Jordan. Para isso vamos discutir
um pouco os conceitos basicos de operadores lineares diagonalizaveis e nilpotentes. Implici-

tamente, revisaremos autovalores e autovetores.

A partir de agora, V' serd um espago vetorial de dimensao finita sobre um corpo F e L(V)

o conjunto dos operadores lineares de V.

Chamamos de polinomio minimal de 7' o tnico polindomio unitario p que gera o ideal
formado pelos polinomios g em F[X] tais que ¢g(T") = 0.

Dizemos que T € L(V) é diagonalizdvel se V' possui uma base formada por autovetores

de T'. Além disso, T é diagonalizavel se, e somente se, o polinomio minimal de T" tem a forma

p=(x—c1) - (x—c), onde ¢, ¢ sao elementos distintos de F.
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Seja T' € L(V). Entao, existe um polinomio f de grau n tal que f(7') = 0. Essa é a idéia

principal do teorema a seguir.

Teorema 1.1 (Teorema de Cayley-Hamilton). Sejam V' um espago vetorial de dimensao

finita sobre F', T € L(V) e f o polinomio caracteristico de T'. Entao, f(T) = 0.

Dizemos que um subespago vetorial W de V' é T-invariante se T(W) C W. Quando V/
tem dimensao finita, a invariancia de W sob T" admite uma interpretacao simples por meio

de matrizes.

Suponhamos que tomemos uma base ordenada 5 = {aq, -+ ,a,} de V tal que g’ =

{a1, -+ ,a,} seja uma base ordenada de W. Seja A = [T]g Entao,

n
i=1

Como W ¢ invariante sob T', o vetor T'a;; pertence a W para j < r. Isto significa que
T
TOCJ' = ZAZ']'OQ‘, j S T.
i=1

Em outras palavras, A;; = 0 se j <r e ¢ < r. Esquematicamente, A ¢ da seguinte forma em

blocos
B|C
T3 ,
0D

onde B é uma r X r matriz, C' é uma r X (n —r) matriz ¢ D é uma (n —r) X (n —r) matriz.

Generalizando, sejam W7, - -- | W}, subespagos T-invariantes de V tais que V=W, &---®
Wy. Tomando ; uma base ordenada de W; e 8 a base ordenada formada pela uniao das f3;,

entao A é da forma em blocos

Alo]o
0| 45| 0

[T]5 = :
0| 0 | A

onde A; é a d; x d; matriz (d; = dimW;) e os simbolos 0 sao blocos retangulares de vérios

tamanhos constituidos de escalares nulos.
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Seja N um operador linear sobre um espaco vetorial V. Dizemos que N ¢ nilpotente se

existe um inteiro positivo r tal que N" = 0.

Teorema 1.2 (Teorema da decomposicao primaria). Sejam V' um espago vetorial de di-
mensdo finita sobre ' e T € L(V). Seja p o polinomio minimal de T e suponhamos que
p = pit---pf, onde os p; sdo polindmios monicos irredutiveis sobre F' e os r; sdo inteiros

positivos. Seja W; o espago nulo de p;(T)", i =1,--- k. Entao,

1. V=W a oW
2. cada W; € invariante por T

3. se T; é o operador induzido sobre W; por T, entdo o polinomio minimal por T € p;.

Sejam V' um espago vetorial sobre F'; T' € L(V) e a € V. O subespago T-ciclico gerado
por «, denotado por Z(«,T'), é o menor subespago T-invariante de V' que contém «. Um

subespago W de V' é T-ciclico se W = Z(«, T'), para algum « de V.

O conjunto de todos os polindémios g sobre F' tal que g(T)a = 0, para a € V', é o ideal
M(a,T) em F[X]. Chamamos de T-anulador de a o ideal M(«,T), bem como o unico

polinomio unitario p, que gera este ideal.

Seja W um subespaco de um espago vetorial V' tal que W ¢é invariante sob um operador
linear T € L(V) e suponha que f(7T)f5 estd em W. Se existe um vetor v em W tal que
f(T)5 = f(T)y, dizemos que W é T-admissivel. Se V' tiver dimensao finita, entao existe um

subespaco W' invariante sob T" tal que V =W'& W.

Teorema 1.3 (Teorema da decomposicao ciclica). Seja T um operador linear sobre um
espaco vetorial V' de dimensao finita e seja Wy um subespaco proprio T-admissivel de V.
Entao, existem vetores nao-nulos ay,--- ,a, em V com respectivos T-anuladores pi,--- ,py,

tais que
1. V=W Zla;T)® - & Z(a; T);

2. pp divide pg_1, k=2, ,r.
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Além disso, o inteiro T e os anuladores py, - -+ , p, sao determinados de modo unico por (1), (2)

e pelo fato de nenhum oy, ser nulo.

Suponhamos agora, que T seja um operador linear sobre V' e que o polinomio caracteristico

de T' se decomponha sobre F' como segue
f=(@—c)™. . (x—cp)™,

onde ¢y, - - - , ¢ sao elementos distintos em F' e d; > 1. Entao, o polindbmio minimal de T sera
f=(x—c)™ ... (x—cp)™,

onde 1 < r; <d;. Se W; é o nicleo de (T'—¢;I)", entao o teorema da decomposigao priméria
nos diz que V =W ®- - -®d W}, e que o operador T;, induzido sobre W; por T', possui polindomio
minimal igual a (z — ¢;)". Seja N; o operador linear sobre W; definido por N; = T; — ¢;1.
Entao, NN; é nilpotente e seu polinomio minimal é x". Sobre W;, T age como N; mais o
escalar ¢; vezes o operador idéntico. Suponhamos que tomemos uma base do subespago W;
correspondente a decomposicao ciclica do operador nilpotente ;. Entao, a matriz de T; em

relacao a esta base ordenada serd a soma direta das matrizes

c 0 0 0
1 ¢ 00
00 - 1 ¢

cada uma com ¢ = ¢;. Além disso, as dimensoes destas matrizes diminuem quando se 1é da
esquerda para a direita. Uma matriz da forma acima ¢é dita uma matriz elementar de Jordan
com autovalor ¢. Reunindo todas as bases dos W, obtemos uma base de V. Descrevamos a

matriz A de T em relacao a esta base ordenada,

A 0 - 0
0 Ay -+ 0
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Note que a matriz A é a soma direta das matrizes Ay, --- , Ay. Cada A; é da forma
JP 0 o0
1
0o JP o0
AZ = . .
0o 0 - J?

onde cada Jj@ ¢ uma matriz elementar de Jordan com autovalor ¢;. Além disso, dentro de
cada A;, as dimensoes das matrizes JJ(Z) diminuem a medida que j aumenta. Diremos que
uma n X n matriz A que satisfaz todas as condigoes descritas anteriormente (para certos

escalares distintos ¢y, -+, c;) estd sob a forma de Jordan, que denotaremos por J%.

Mais detalhes, podem ser vistos na referéncia [11].

1.2 Equacoes diferenciais lineares

Nesta secao, abordaremos um dos conceitos centrais da teoria de equagoes lineares, o de
exponencial de uma matriz. Ver [12]. A idéia inicial é a de estender a expressao da solucao

A

z(t) = ez da equagdo escalar = az a uma expressao da solugao, x(t) = e“'xg, da equagao

vetorial © = Ax.

O espago gl(d,R) das matrizes d x d com entradas reais é um espago vetorial real. Os
espagos euclidianos nao sao, em geral, algebras vetoriais, mas a presenca de um produto no
espago de matrizes gl(d,R), que é linearmente isomorfo a RdQ, faz desse particular espaco

vetorial uma algebra vetorial.

Como em todo espago vetorial, temos muitas normas a nossa disposi¢ao no espago gl(d, R)

mas, para 0s Nnossos propositos, a norma mais conveniente é a norma do operador definida

por
[All = sup [Az| = sup [Az],
|z|<1 |z|=1
para A € gl(d,R). Aqui, | - | é a norma euclidiana de R?. Essa norma trabalha muito bem

em parceria com o produto de matrizes, pois vale a propriedade fundamental

IAB] < ([l B (1.1)
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da norma de operador. Escrevendo
A'=1, A=A e A" =A™A
para as poténcias A™ de gl(d,R), por inducao resulta

|A™| < ||A||l™, para cada m € N.

A propriedade 1.1 da norma de operador em gi(d, R), faz de gl(d, R) uma élgebra vetorial

normada.

Agora, podemos definir a matriz exponencial de uma matriz A € gl(d,R) por

1 .
—A € GI(d,R),

Vi

1 1 1 -
A _ AT A AT =
e —I+A+2!A —|—3!A+ +j!A+ —E

=0
onde Gl(d,R) é o conjunto das matrizes inversiveis d x d com entradas reais e I € gl(d,R) é

a matriz identidade.

A razao principal para considerar a norma || - || em gl(d,R) é: poder usar a propriedade
1.1 para provar facilmente a convergéncia da exponencial. Segue que a série da exponencial

também converge na norma euclidiana (ou em qualquer outra norma) de gl(d,R) = R%,

Uma equacao diferencial linear (com coeficientes constantes) é uma equagao do tipo &(t) =
Ax(t), onde A € gl(d,R). Uma funcao diferencidvel z : R — RY, que satisfaz a equagdo

t(t) = Ax(t), para todo t € R, é chamada de soluc¢do de & = Ax.
O problema de valor inicial para uma equacao diferenciavel linear & = Ax, consiste em
encontrar, para um dado valor inicial zo € R?, a solucao de z(-, z9) que satisfaz x(0, o) = xo.

Para cada matriz A € gl(d,R) as solugdes de & = Az formam um subespago vetorial

d-dimensional do espaco vetorial
C>®(R,RY) = {f : R — R% f ¢ infinitamente diferencidvel}.

O seguinte resultado ¢ classico na teoria. Somente o mencionaremos para efeito de escla-

recimento em relagao a notagao utilizada.

Teorema 1.4. Para cada problema de valor inicial dado por A € gl(d,R) e zo € RY, ou seja,

A

& = Az com x(0, ) = xg, a solugao x(-,xo) € dnica e dada por x(t,xq) = e'x.
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A

Demonstragao: ez, satisfaz (em R?):

A(t+h At
d, 4 el e
—(e™xy) lim T
dt h—0 h
y At oAb _ At
= lum Zo
h—0 h
Ah
e 1
= M lim T
h—0
= Az,
isto é,
d
— (M) = e Ay,
dt
Logo, ez, é uma solucdo do problema de valor inicial. Para ver que a solucdo é tnica,

seja x(t) uma dada solucdo do problema de valor inicial e consideremos y(t) = e~ 4w (t).

Entao,

i = () o+ i)

= —Ae Ma(t) + e M Ax(2)
= e M—A+ A)x(t)

= 0.

Portanto, y(t) é uma constante. Como y(0) = zo = 2(0), entdo y(t) = z(t), para todo t € R.
t

Observagao 1.5. Se {v1, v, -+ ,vq} € uma base de R?, entdo as funcoes
JI(',Ul), J;(.’ U2>’ e x(.7 Ud)
formam uma base do espago solug¢ao sol(A). A fun¢do matricial
X() = [a(00),2(v2), 2 va)]

é chamada de matriz fundamental de & = Az e ela satisfaz X (t) = AX(t).
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Seja v autovetor associado ao autovalor A. A proposic¢ao abaixo da as condi¢oes necessérias

para que eMv seja solucao de & = Ax.

Proposigao 1.6. Seja A € gl(d,R). A curva ev é uma solucio (real) de & = Az se, e

somente se, X € um autovalor (real) de A com autovetor (real) v.

1.2.1 Retrato de fase

Faremos agora, a descrigao geométrica do comportamento das solucoes de & = Ax, onde
A € gl(2,R) e x € R% Observe que cada solugao r = (x1,23) : R — R? de # = Ax pode
ser identificada com uma curva parametrizada no plano. Esbogando algumas dessas curvas
parametrizadas definidas por solucgoes da equacao no plano, obtemos o retrato de fase da
equacao diferencial, cujo objetivo é dar uma idéia do comportamento global da totalidade

das solucoes da equacao, com diferentes condig¢oes iniciais.

Observagao 1.7. Nesta se¢do, apesar de expor as solugoes de & = Ax, onde A € gl(2,R)
e v € R?, estamos interessados apenas na geometria das equacoes diferenciais. As férmulas

das solucoes de © = Ax serao tratadas na proxima secao.

Dividimos a descricao geométrica do comportamento das solucoes de & = Ax em trés

Casos.

1. O polinémio caracteristico da matriz A tem duas raizes reais distintas A; < Ay. Neste

caso, o sistema linear & = Ax é conjugado ao sistema linear diagonal

_ MO
j = Y,
0 Ao

através de uma mudanca de coordenadas linear. A solucao desse sistema diagonal, de

[eS

condigao inicial y(0) = (y1, y2) € R?,

y(t) = (et yoe™).

Segue que as solugoes de & = Az sdo combinagoes lineares de y(t).



1.2 Equacoes diferenciais lineares 21

Figura 1.1:

(a) A1 # Ay e ambos os autovalores negativos.

O retrato de fase nesse caso é dado pela figura 1.1.

(b) A1 # A\ e ambos os autovalores positivos.
O retrato de fase nesse caso é como o da figura 1.1, mas trocando o sentido das
setas.

(¢) A1 é negativo e Ay é positivo.
Quando A\ = —\,, o retrato de fase é dado pela figura 1.2. Agora, no caso geral,

o retrato de fase é dado pela figura 1.3.

4 Ly
4 IS
4 E
s < -~
Al 4
Y y
< 4
A\
Figura 1.2:

(d) A1 é negativo e Ay = 0.

O retrato de fase nesse caso é como o da figura 1.4.
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Figura 1.4:

(e) Ay =0 e Ay é positivo.
O retrato de fase é como o anterior, com os eixos trocados e o sentido das setas

invertido.

2. O polinomio caracteristico da matriz A tem duas raizes reais e iguais A = A\ = Ay ou
A = AI é um multiplo da identidade ou nao é. Comecemos pela primeira possibilidade,

em que a solu¢do com a condigao inicial z(0) = (x1,z2) € R? é dada por
z(t) = (x1eM, x0e™) = M (xy, 25) = M(0).

(a) A é negativo
O retrato de fase nesse caso é como o da figura 1.1.

(b) A é positivo
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()

O retrato de fase nesse caso é como o da figura 1.1, mas trocando o sentido das
setas.
A=0
Nesse caso, A = 0 € ¢gl(2,R) é a matriz nula e todas as solugbes s@o constantes.

Para esbocar o retrato de fase nesse caso, basta pintar uns pontinhos no plano.

A segunda opc¢ao de forma candnica de Jordan, no caso de autovalores iguais, é o sistema

linear £ = Ax ser conjugado ao sistema linear nao diagonal

, A0
Yy = Y,
1 A

através de uma mudanca de coordenadas linear. A solucao desta equacao diferencial,

com condigao inicial yo = (y1,92) € R? é:

(a)

(b)

y(t) = (g™, [tyr + yale™).

A é negativo
O retrato de fase nesse caso é como o da figura 1.1.
A é positivo

O retrato de fase nesse caso é como o da figura 1.1, mas trocando o sentido das

setas.
A=0
0 0 N : TR :
Nesse caso degenerado, A ~ e as solugoes do sistema associado a matriz
10

sao dadas simplesmente pelas solugoes constantes y(t) = (0,y,), para y; = 0, e
pelas retas verticais y(t) = (y1, ty1 +y2), para y; # 0; nesse caso, as retas verticais
sao percorridas para baixo com y; < 0 e para cima com y; > (0. Com uma mudanca

de coordenadas linear obtemos o retrato de fase de z = Ax.

3. Se o polinémio caracteristico da matriz A tem dois autovalores complexos conjugados

Al =a+bie )l =a—0b, comb# 0, entao, com uma mudanca de coordenadas linear,
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o sistema é equivalente a
y= Y-
As solucoes dessa equacao linear é
y(t) = re™(cosb(t — 0), —sinb(t — 0)).

(a) a < 0. O retrato de fase nesse caso é como o da figura 1.5.

A

Figura 1.5:

(b) a > 0. O retrato de fase nesse caso é como o da figura 1.6.

Figura 1.6:

(¢) a=0. O retrato de fase nesse caso é como o da figura 1.7.
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Ahhs

Figura 1.7:

1.2.2 Solucgoes de © = Ax

Conforme vimos na secao anterior, a chave para obter explicitamente as solucoes da
equagao diferencial # = Az sao os autovalores, autovetores e a forma de Jordan real da matriz
A. Nesta secao vamos explorar mais detalhadamente esta relacao. Comecamos introduzindo
um conceito que é a base para o estudo dos subespagos estaveis e instaveis, que veremos mais

a frente.

Denotaremos os autovalores distintos de A € gl(d,R) por py, pig, . . ., iy

Definigao 1.8. Chamaremos de E(A, ) ou E(u), pertencentes a RY, as versoes reais dos

autoespagos generalizados (k =1,2,...,r <d).

Exemplo 1.9. Seja A € gl(4,R) possuindo py = 142, po =1—2i, us = —-2+1 e 4=

—2 — 1 como autovalores. Entao:

E(1+2i) = Ker(A? — 2A + 51)
E(-2+1i) = Ker(A% +4A — 51)

Teorema 1.10. Seja A € gl(d,R) com autovalores distintos p, iz, . . ., . € C e correspon-
dentes multiplicidades ny = a(ug),k = 1,...,r. Se E(ug) € o autoespago real generalizado
correspondente, entdo dim E(uy) = ng e @,_, E(ux) = RY, isto €, toda matriz da forma

acima tem um conjunto de autovetores generalizados reais que forma uma base de R?.

Observagao 1.11. Se A = T-YJRT entdo et = T_lejﬁtT, 1sto €, para calcular a exponen-

cial de matrizes € suficiente conhecer a exponencial da matriz na sua forma de Jordan.
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Observagao 1.12. Seja {vy,va,...,v4} uma base de autovetores generalizados reais de A.
Se 1o = 2?21 v, entao x(t, xo) = Z?zl a;x(t,v;), para todo t € R. Assim, as solugdes de

& = Ax podem ser encontradas calculando as solucoes para os blocos de Jordan de A.

Observacao 1.13. Cada subespaco E(ux) € invariante para a equagdo diferencial linear
i = Az, isto €, se xg € E(uy) entio eMxg € E(uy), para todo t € R.
De fato, seja xg € E(u,), ou seja, eviste X e k € N tais que (A — M\ )*(zo) = 0. Temos,

por definicao, que
A%
2!

i Uy VNI

Assim, Aet = e A. Logo,
(A — XDFe () = (A — NI)¥ () = 0.
Portanto, E(ux) € invariante para a equagdo diferencial linear & = Ax.

E possivel encontrar féormulas para as solugoes z(t, xo) de & = Ax e é isso que vamos fazer

agora.
Exemplo 1.14. Sejam e¢; = (1,0,---,0), e; = (0,1,---,0), -+, eq = (0,0,--- ,1) a base
candnica de RY, entdao x(-,e1), (-, e9), -+, x(-,eq) € uma base do espago solugio de A.

Com efeito, se v € R?, temos que x = bie; + ...+ bgeq para b; € R, i =1,...,d. Entdo:
eMa = eM(biey + ... bgeq) = eM(brer) 4 ... + e (bgeq) = bret(er) + ... + bae(eq),
donde seque o resultado.

Exemplo 1.15. Seja A = diag(ay, .. .,aq) uma matriz diagonal. Entdo a base canoénica de
R? consiste dos autovetores de A. Além disso, a solucdo da equacdo diferencial linear & = Ax

com valor inicial zo € R € dada por:

ait

ast

aqgt
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Exemplo 1.16. Seja A € gl(d,R) diagonalizdvel, isto €, existem uma matrizT € GI(d,R) e
uma matriz diagonal D € gl(d,R) com A =T 'DT. A solugio da equagao diferencial linear
i = Ax, com wvalor inicial xg € R%, € dada por x(t,r) = eMzg = T eP'Txy, onde ePt é

dada como no exemplo anterior.

Exemplo 1.17. Seja B = B o bloco de Jordan real associado ao autovalor com-

b A
plezo p = X\ £ §i da matriz A € gl(d,R). Se yo € E(p) (autoespaco real de ), entio a

solugdo y(t,yo) de y = By € dada por:
y [ cosdt —sindt

y(t,yo) = e _ Yo-
sindt  cosdt

Exemplo 1.18. Seja B um bloco de Jordan de dimensao n associado ao autovalor real p de

uma matriz A € gl(d,R). Entao, para

2 n—1
w1 Lt t2l ﬁ
po 1 1t :
B = W , tem-se eP' = et 1 . t2_2'
1 t
7 1
Em outras palavras, para yo = [y1,...,yn)t € E(A,p) a j-ésima componente da solu¢do
dey= By ¢é
A
k=j ’

Exemplo 1.19. Seja B um bloco de Jordan de dimensdio n = 2m associado ao autovalor

complexo 1 = A+ 1§ de uma matriz A € gl(d,R). Entdao, considerando

A =0 1 0 . cosdt —sindt
D = , I = eD =

o A 01 sindt  cosdt
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com
D I D tD D o
D I D tD :
B= D . ) tem-se Bt = M D - t2—2|f)
I tD
D D
Para yo = [y1,21, -, YUm, 2m)’ € E(A, 1) a j-ésima componente, j = 1,...,m, da solugio
devy= By é
m ke
yi(t, yo) = e Z (y cos Ot — z sin 0t); (1.3)

k— )

th

-
I
—~

Z] (ta yO) = €>\t Z

i = j)'(Zk sin 6t + yy, cos 6t).
k=j :

Para uma melhor visualizacao, vamos abordar o caso particular em que m = 2. Neste

caso,
yi(t, o) = eM[(yycosdt — 2 sindt) + t(ya cos ot — 2z, sin 6t)]

= M[fY(t) + tgY(1)],

21(tyo) = eM[(y cosdt + 2y sin 6t) + t(ys cos 6t + 2y sin 6t)]

= M) + tgi ()],
ya(t, yo) = eM[(y2 cos 6t — 2y sin ot)] = eM[f3(t)],

2(t,10) = e™[(y2 cos 0t + zysin 0t)] = e M[fZ(t)],

onde f{(t) = yy cosdt — z1sindt, tg}(t) = t(y2 cosdt — zosindt), f7(t) = y; cosdt + 21 sin ot
tgi(t) = t(ya cos Ot + zo8in dt), f3(t) = yacosdt — zosindt e f5(t) = ya cos ot + zo sin dt.



CapriTULO 2

Estabilidade e sistemas dinamicos

Neste capitulo introduziremos os conceitos de expoentes e espagos de Lyapunov, e mos-
traremos a relagao entre eles. Mostraremos, também, que o espaco euclidiano pode ser de-
composto em trés subespacos: estavel, central e instavel relativos a uma equacao diferencial

linear.

Definiremos e daremos alguns exemplos do principal conceito dessa dissertagao: fluxo ou
sistema dinamico em R?. Falaremos sobre ponto fixo e érbita de um fluxo. Além disso,

discutiremos um pouco sobre estabilidade.

2.1 Espacos de Lyapunov

Nesta secao definimos os expoentes de Lyapunov, os espagos de Lyapunov e os subespagos
estdavel, central e instavel que sao fundamentos basicos desse trabalho. Além disso, caracte-

rizamos a estabilidade de pontos fixos. Comecamos definindo os expoentes de Lyapunov.

Definigao 2.1. Seja x(-, xo) uma solu¢ao da equagao diferencial linear & = Ax. O expoente
de Lyapunov de xq # 0 € definido como
_ 1
AMzo) = limsup = In ||z(t, zo) ||,
t—o0 t

onde || - || é a norma usual de RY.

Exemplo 2.2. Considere a equagao diferencial linear ©(t) = Ax(t) e seja € uma constante

real, onde

coslnt sinlnt
A=c¢

sinlnt coslnt
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Uma solugdo para esse sistema, com condi¢ao inicial xg = (x1,x2), € dada por

eet sinlnt eet coslnt x

x(t, zo) = ;

eet sinlnt _eet coslnt T9

ou seja,

I’(t,.ﬁﬂo) — (eetsmlntx1 + 661500511115’1,27eetsmlntx1 - eetcoslnt$2).
Agora, vamos calcular o expoente de Lyapunov de (z1,0).

1 .
A(z1,0) = limsup — In |[e“*™ || = limsup esinlnt = .
t—o00 t t—00

Analogamente, se mostra que A(0,x2) = €.

O espaco de Lyapunov de um autovalor, que definiremos agora, é muito importante nessa
teoria pois é a partir dele que introduziremos os conceitos de subespacos estavel, central e

instavel que sao usados repetidamente nesse trabalho.

Definigao 2.3. Sejam py, = \p + 0, k = 1,--+ | r, os autovalores distintos de A € gl(d,R).
Ordenando as partes reais dos autovalores por \y < --- < A\, 1 < I < r < d, definimos o
espago de Lyapunov de \; como L(\;) = @ E(uy), onde a soma direta é tomada sobre todos

0s autoespacos generalizados reais associados aos autovalores que tem parte real igual a A;.
Note que @_; L()\;) = R,

Definig¢ao 2.4. Os subespacos estdvel, central e instdvel associados a uma matriz A € gl(d,R)

sao definidos, respectivamente, por:
1L = @L< 0}
2. LY = D{L(N)): \; = 0}
3. Lt =@{L(\;); \; > 0}.
Observacgao 2.5. Concluimos a partir das duas definicoes anteriores que R = LT @ L@ L™,

Agora, daremos varios exemplos com o intuito de esclarecer os conceitos de subespagos

estavel, central e instavel.
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Exemplo 2.6. Seja A € gl(5,R) possuindo
1 =—241 po=—-2—1, u3=1+3t, uy=1-31 e pus =0
como autovalores. Neste caso, temos que
E(—2414)@® E(1+3i) @ E(0) = R°.

Entretanto, como
E(—241) = Ker(A* + 4A + 51),
E(1 £3i) = Ker(A? — 2A +101),
E(0) = Ker(T),

entao

Ker(A* + 4A+51) @ Ker(A? —2A +101) ® Ker(T) = R®.

Como —2,0 e 1 sao as partes reais dos autovalores de A, chegamos aos sequintes espacos de
Lyapunowv:
L(-2)=E(-2+i) = Ker(A2 +4A+51) = L~
L(1)=E(1 +3i) = Ker(A> —=2A+10I) = L*
L(0) = E(0) = Ker(T) = L°
Note que L(—2) & L(1) ® L(0) = R®, que € igual a L~ & L° & LT = R®.

Exemplo 2.7. Seja A € gl(7,R) possuindo
=241t o =2 — 1, ug =41, iy = =4, 5 =24+ 20, g =2 —21 e uy = 3
como autovalores. Entao, o espaco de Lyapunov de 2 é
L2)=EQ2+i)® E(2+2) = Ker(A* —4A+51) @ Ker(A? — 4A + 81),
o espaco de Lyapunov de 0 €
L(0) = E(+4i) = Ker(A? +161)
e o espaco de Lyapunov de 3 é

L(3) = E(3) = Ker(T — 31).
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Como
EQ2+i)® E(2+2i)® E(+4i) ® E(3) =R’,
concluimos que
L(2) ® L(0) ® L(3) = R".
Portanto,
Lt =L(2) ® L(3) = Ker(A* —4A +5I) ® Ker(A* — 4A +81) @ Ker(T — 31)
L° = L(0) = Ker(A? + 161).
Observe que neste caso o subespaco estavel é nulo (L~ = 0), pois nenhum autovalor de A
possui parte real menor que 0.
Exemplo 2.8. Seja A € g(d,R) satisfazendo:
se = X+ di é autovalor de A entao A # 0.
Dai, L° = {L(\;); \; = 0} = 0. Portanto, R? = L~ & L.
Veremos mais a frente, que uma matriz nessas condi¢oes € chamada de hiperbdlica.

Os préximos trés exemplos ilustram as idéias de subespacos estaveis e instaveis, onde por

simplicidade, e por uma melhor visualizagao, trabalharemos em R3. Ver [9].

Exemplo 2.9. Suponha que A € gl(3,R) possua 3 autovalores reais, distintos A1, Ao < 0 e
A3 > 0. Entao A possui 3 autovetores linearmente independentes ey, eo e e3 correspondentes
a A\, Ao e A3, respectivamente. Se formarmos a matriz [T]sx3 tomando nas colunas os

autovetores e, ey € €3, ou Seja,

A 0 0
T = e ey €3 entao, temos B = 0 X\ 0 _ T_IAT,
0 0 X

para alguma matriz inversivel T € gl(3,R). A solugao de y = Ay, onde y(0,vo) = yo, € dada
por y(t) = e*yo = e yy. Logo,

y(t) =TeP' Ty =T 0 e 0 T Y.
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Temos que L~ € o subespago gerado por ey e ey, e LT € o subespago gerado por ez (figura

2.1).

Figura 2.1:

Vamos, agora, encontrar o expoente de Lyapunov de e;.

1 1
Mer) = limsup = In|e?e;|| = limsup ~ In [|eMe, ||
t—o0 t t—o0 t
. 1 At . 1
= limsup —In(e™*) = limsup —t\;
t—ro0 t—ro0
= )\17
pois, ette; = eMtey (proposicio 1.6), |leMter|| = eMt, A(er) = ey e, assim,
o (At>n A2t2 Ann
Z | e = 61+At61+ el +---+ | e+ ...
= nl n!
2\2 A"
= 61+t)\1€1+—161+"'+ 1€1+...
2 n!
= e’\ltel.

Observe que, fazendo cdlculos andlogos, chegamos que os expoentes de Lyapunov de ey e

Aot Ast

e3 8ao iguais a e*?" e 3", respectivamente.

Exemplo 2.10. Suponha agora que A € gl(3,R) possua dois autovalores complexos pu; =
a+piepu =a—0t, coma<0epf #0, eun autovalor real A > 0. Entdo A possui 3

autovetores generalizados reais ey, ey e ez, que podem ser usados como as colunas de uma
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matriz T em ordem, para transformar A como seque:

_ﬁ 0
B=|p8 a 0 |=T"AT,
0 0 A

para alguma matriz inversivel T € gl(3,R). Assim, a solug¢do de y = Ay é:

e cos St —esinfSt 0
y(t) =Te"' T yo =T | etsinft  e*cosft 0 | T 'y
0 0 eM

Neste caso, também temos que L~ € o subespaco gerado por ey e ey, e LT € o subespaco

gerado por es (figura 2.2).

L+

P

Figura 2.2:

Exemplo 2.11. Suponha que A € gl(3,R) tem 2 autovalores reais repetidos, A < 0, e um
autovalor distinto v > 0 tais que existam autovetores generalizados, ey, ey e e3, que podem
ser usados para formar as colunas de uma matriz T tal que A € transformada da sequinte

maneira:

A1 O
B=| 0o ) o0 | =T'4T.
0 0 ~
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Dai, a solucao de = Ay é:
e)xt te)\t 0
y) =Te"" T lyo=T| 0 e 0 [T 'y,
0 0 e
para alguma matriz inversivel T € gl(3,R). Novamente temos que L~ é o subespago gerado
por ey e ey, e LT € o subespago gerado por es (figura 2.3).

L+

A

L

Figura 2.3:

O teorema a seguir mostra a relacao entre os expoentes de Lyapunov de & = Az e as

partes reais dos autovalores de A.

Teorema 2.12. O expoente de Lyapunov \(xo) de uma solugcio x(-,x¢) de & = Az, (com
xo # 0) satisfaz

.1
AMzo) = tl}inoo i In||z(t,xo)|| = A

se, e somente se, xo € L(\;). Logo, associados a uma matriz A € gl(d,R) tem-se exatamente

[ expoentes de Lyapunov, que sao as partes reais distintas dos autovalores de A.

Demonstragao: Recordemos que dada uma matriz A existe uma matriz T' € GI(d,R) tal
que A = TJET. Assim, podemos considerar A na sua forma de Jordan. Entdo, as afirmacoes

do teorema seguem das férmulas das solugoes 1.2 e 1.3.
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Vamos dar uma idéia da demonstragao para blocos 2 x 2.

Suponhamos que zy € L();). Para blocos de Jordan correspondentes a pares de autova-

lores complexos de A, temos que a j-ésima componente, j = 1,...,m, da solugao de y = By
é
vx~ .
yi(t,zo) =€ Z 0= (yk cos 6t — zj sin 6t)
k=j ’
e
zi(t, x0) = Z ) (2x sin 0t + yy, cos 6t),
k=j ’

onde xg = [Y1, 21, - -, Ym, 2m)” € E(A, ).

Considere as solugoes
hn (tu I(])’ <1 (tu IO)) y2<t7 Io), Z2<t) x0)7 ) ym(t7 .T()), Zm(t7 ZE())-
Entao,

llz(t, zo)|| = |lyr(t, m0)? + 21(t, 20)* + y2(t, 70)? + 20(t, 20)* + -+ - + Y (t, 20)* + 20 (t, 20)?|| =

= V(M) +tg]))? + (M(fi +197))% + -+ + (M(fin + tgm))? + (M (f7, +t95))* =

= VeI,

Logo,
1 1 1 1
St 20) | = 5 VD) = 1 v/ + 4 In /(D).
Mas,
lim 7+ In/F(7) =
todso t -
Portanto,

1
lim gln\/(e”) =

t—=+o0
Reciprocamente, suponhamos que o expoente de Lyapunov A(x) de uma solugao z(-, zy),

(com xy # 0) satisfaz

.1
Azg) = tLlinoo i In||z(t, z0)|| = M.

Presisamos mostrar que xo € L();). Seja B a matriz formada pelos blocos de Jordan reais

associados aos pares de autovalores complexos, p1 = Ay + 614, -+, yt, = A\, = 9,4 com
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AL < -0 < A, isto é,
A =0

Assim, temos

eMtcos dyt —eMtsin 0yt

eMtcos iyt eMtcos byt

Bt —
eMtcosdt —eMtsind,t
eMtsind, bt eMtcosd,t

Dai,
ePlog = [eM(x)cosdit — wysindit, 2y sin 6yt + w9 cos 0it), - - -
-, M (xg_q cos 8t — g sin dat, Tg_q sin 6.t 4 x4 cos 6,t)],
onde xg = (x1,T9, -+ ,Tq).

Sabemos que

RY=L(M) & L) & - @ L(\,)
e, para todo y € RY, temos que
y —= (yl’... ,yT‘)ﬂ Onde y] 6 L()\]>, ] = 1,... ’71'

Mas, como nesse caso, L()\;) tem dimensao 2, podemos escrever, y; = (x1,%2), - ,Yr =
(x4-1,4), ou melhor,

Yy = (xlamQa e 7.17d_1,l'd).

Logo, se
To=(T1,,2q) € Ty = =Tj9g=2=Tjy1 = =xq=0,

temos que 2o € L();). E isso que vamos mostrar agora.
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.1 Bt
Mao) = Jim 2 infle |
_ oy Ve )+ e (g0 ) £+ e (0010)
t—=to0 t
= )\
onde 1 <j<d, ajp=a+2a3 ..., aj_1, = x?,l + x?, ey Qg_1q =T34 |+ T3

Colocando e*»* em evidéncia, temos

In /et (M =220y 5) + -+ (aj1,) + - + PN ay 4 4))

lim =
t—+o0 t
In \/62,\jt\/6(2,\1—2,\j)t(a1 o)+ A (aj_1) + o+ e (g )
lim : ’ — =
t—+oo t
1
lim — (ln Vet 4+ In \/E) =\,
t—4oo t
onde
E = e ay0) 4o (aj15) + -+ €PN (a4 ).
Segue que
lim lln\/e”ﬂ + lim 1ln\/ﬁ =\,
t—+4oo t t—too ¢
ou seja,
1
A+ lim —InVE = ),
t—+oo ¢
Assim,
1
lim ~InVE =0,
t—doco t
isto é,
- In \/(6(2,\1—2/\3-)%&1’2) N (aj—1,j) 4o+ e(2>\r—2>\j)t(ad_1yd>) 0
t—+o0 t

Suponha que a;_1; =27 |+ 27 >0paraj+1<I1<del<q<r,entao
6(2)‘172)‘1)15(@1,2) o (ajg )+ €(2>\r*2>\j)t(ad71’d) > 6(2)\q72)\j)t(al71,l)

Mas,

1
lim —In \/(e%*?%)t(al,g) o (@) + o A PR agy 4)) >

t—+oco §
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1
> lim —1In \/6(2A4_2)‘j)t(al_17l)

t—+oo ¢
e
1 1
lim ~In \/e(2>‘q_2/\j)t(al_1l) = lim —1In (v 6(2)“1_2%)%/(@5_11))
t—+oo ¢ ’ t—+oo ¢ ’
1
= lim - <1n\/e(2’\q2’\j)t +1In 4/ (a1 1))
t—+oo ¢ ’
= lim 1ln ePa= M)t L Jim 1ln (ar—1,)
t——4oo t t—4oco t o
W )
Logo,
lim In \/<e(2>\1—2>‘j)t(a172) + -+ (ajfl,j) 4+ .. 4+ 6(2)""_2)‘j)t(ad,17d>) 50
t——+00 t
o que ¢ absurdo e, assim, a;—1; =0 paral=j5+1,--- ,d, donde x4 =--- =24 = 0.
Suponha que a;_1; =27 | +2? >0, paral1 <[ <j—2el<q<j, entdo
6(2>\1—2/\j)t(a1’2) o (aj g )+ Q(QAT_QAj)t(ad—l,d) > 6(2>\q_2>\j)t<al_17l).
Mas,
) 1
Jm = In \/<€(2A1_2Aj)t(a1,2) o (@) o+ BTN ag ) <
< I 1 1 (2Ag—2Xj)t
< Jim giny/e e o)
e
1 1
lim —In \/e(qu_z’\j)t(al_u) = lim —1In (\/ 6(2’\‘1_2)‘7')'51/(@[_11))
t——oo t ’ t——oo t ’
1
= tlim i <ln\/e(2)‘q_2)‘j)t +1In (al_u))
——00
= lim 1111 ePa=2)t 4 iy 1ln (ar_1,)
t——oo t t—+oo ¢ o
= )\q — )\j < 0.
Logo,

In \/(6(2)‘172)‘j)t(&172) + -+ (Gljfl’j) + -+ G(ZAT72>‘j)t(ad,17d)>

t——o00 t

<0
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o que ¢ absurdo e, assim, a;_1; =0 paral=1,---,7 -2, donde 1 = --- = 2;_0 = 0.

Portanto,

1
lim —1In \/62’\1’5(@1’2) + et (ajog ) o+ e ag_1a) = N

t—4oco t

Segue que Ty} = -+ = Tj_g = Tjp1 = -+ = Tq = 0, ou seja, g € L()\j). O

Usando o conceito de expoente de Lyapunov e o teorema 2.12 podemos descrever o com-
portamento assintotico de equacoes diferenciais lineares © = Ax quando o tempo tende para o
infinito. Por defini¢ao, a solugao com expoente de Lyapunov negativo tende a origem quando
o tempo tende para o infinito, e uma solug¢ao com expoente de Lyapunov positivo torna-se

ilimitada quando o tempo tende para o infinito.
Considere que N(z,¢) = {y € RY% |ly — z|| < €}.

Definigao 2.13. Seja eq € R? um ponto fizo de uma solugdo x(t,x) da equacdo diferencial

linear & = Az, isto é, x(t,eq) = eg, para todo t € R. Entao, ey é chamado de:

1. estavel, se para todo € > 0, existe § > 0 tal que x(t,xy) € N(eg,€), para todo t > 0,

sempre que xo € N(eg,d);

2. assintoticamente estdvel, se € estdvel e existe y > 0 tal que limy_,, x(t, xo) = eg, sempre

que o € N<€07/7)7‘

3. exponencialmente estavel, se € assintoticamente estdvel e existem «, B,n > 0 tais que,

para todo xo € N(eo,n), a solucdio satisfaz ||x(t, z0)|| < al|xo|le™?, para todo t > 0;
4. instavel, se ndao € estdvel.

Observacgao 2.14. Na verdade, a definicao acima vale para qualquer ponto fixo da equac¢ao

i = f(z), onde f : R* — RY € lipschitziana.

Note que x(¢,0) = e4'.0 = 0, para todo t € R. Assim, a origem é um ponto fixo de

& = Ax e, consequentemente, pode ser analisada em relacao a estabilidade.

A caracterizagao de estabilidade assintética e exponencial da origem de & = Ax em termos

dos autovalores de A é mostrada na proposi¢ao a seguir.
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Proposicao 2.15. Para a equacio & = Az em R?, as sequintes afirmacdes sio equivalentes:

1. a origem é assintoticamente estdvel

2. a origem € exponencialmente estdvel

3. todos os expoentes de Lyapunov (partes reais dos autovalores) sio negativos
4. o subespaco estdvel L~ satisfaz L~ = R%.

Demonstragao: Mostraremos primeiro que estabilidade assintdtica e exponencial da origem
em uma vizinhanga N (0, ), implica estabilidade assintética e exponencial para todo zy € RY.

De fato, suponha que a origem tem estabilidade exponencial em N (0,). Entao, para zy € R,

0 ponto
TZo
xy = —— € N(0,7),
2|Jzoll
e, assim,
2ol ey 2||xo|| || ol - -
it o)l = lle*aoll = S22 Gl = = et < = Fallan e = alzolle™

Analogamente se mostra para estabilidade assintotica.
Agora, vamos provar as equivaléncias.
(2) = (1) Pela definigdo de assintoticamente estével.

(3) & (4) Sabemos que R = L= @ L° @ L*. Entao,

RI=L" < L'=0e " =0 < todos os expoentes de Lyapunov de A sdo negativos .

(1) = (3) e (2) = (3) Note que se a origem ¢ assintoticamente ou exponencialmente

estavel, ez, tende a 0 quando t tende a +oo.

Suponha que um dos expoentes de Lyapunov nao é negativo. Assim, um dos autovalores,

digamos p, tem parte real nao-negativa.

a) Seja p real positivo, isto é, u = A, onde A € R,. Se v é o autovetor associado a ,

At

entao a solucdo correspondente a esse autovetor é dada por e*v = e Mv. Além disso, quando

At

t — oo, temos que eMv — oo para A > 0, e eMv = v (ponto fixo) para A = 0. Logo,
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a solucao correspondente ao autovetor v, nao tende para a origem quando t tende para o

infinito.

b) Seja = X+ 6t com A > 0 e d # 0. Vamos demonstrar esse caso para um bloco de

Jordan relacionado ao par g = A & di. Dai, a solucao é dada por

eM'ag = eM(cos(8t)xy — sin(6t)xy, sin(5t)x; + cos(5t)xs),

A

onde zg = (z1,z2). Dai, quando t — oo, temos que e*'zy — oo para A > 0, e

eMag = (cos(8t)xy — sin(0t)xy, sin(6t)zy + cos(0t)xy)

(rotagao de zy) para A = 0. Portanto, nesse caso, também temos que a solu¢do nao tende

para a origem quando t tende para o infinito, donde segue o resultado.

(3) = (2) Suponha, por absurdo, que a origem nao é exponencialmente estavel, ou seja,
ou a origem nao ¢é assintoticamente estavel ou para todos a, 8,1 > 0 existe um zy € N(0,7)
tal que |leAag|| > al|xg|le™t, para t > 0. Mas, assim,

lim [Je*zol| > lim afzolle™ =0,
t——+00 t——+00

donde, lim;_, ;o ||e**zo|| > 0, 0 que é um absurdo, pois se todos os expoentes de Lyapunov

A

sdo negativos temos que L~ = RY e, assim, ez, converge a 0 quando ¢ tende a +o0, isto &,

limy_, 4o || e?ao]| = 0. O

Vamos dar um exemplo em que a origem € estavel mas nao é assintoticamente estavel.

Exemplo 2.16. Considere a aplicagio ® : R x R? — R? dada por ®(t, (x,y)) = (zcost —
ysint,ycost + wsint). O retrato de fase dessa aplicacio é dado pela figura 1.7. Note que
para todo € > 0, € possivel encontrar 6 > 0 tal que ®(t, (z,y)) € N(0,€), para todo t > 0,
sempre que (z,y) € N(0,9). Entretanto, lim;_,o, ®(¢, (z,y)) # 0.

Portanto, a origem ¢é estavel mas nao é assintoticamente estavel.

A proposicao a seguir mostra que ha uma relacao entre os expoentes de Lyapunov e o

fato da origem ser estavel.
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Proposicao 2.17. A origem 0 € R? € estdvel para @ = Ax se, e somente se, 0s expoentes de
Lyapunov sao nao-positivos e os autovalores com parte real nula tém um conjunto completo

de autovetores, isto é, L° é gerado por autovetores (reais).

Demonstragao: Primeiramente, mostraremos que se a origem € estavel, entao os expoentes

de Lyapunov sdo nao-negativos. Suponhamos que A(xy) > 0 para algum xo # 0. Neste caso,

como
1
o) = limsup = In ||e || > 0,
t—o00 t
entdo ||e?axg|| é ilimitado, isto é, limy_ . [|e?zo]| = +00. Assim, a origem nao é estavel. Com

efeito, para todo 0 > 0, se escolhermos o € R* tal que 0 < ||axg|| < J, ainda teremos
lim [|e*axo|| = |a| lim |[e* ]| = +oo.
t—00 t—00

Portanto, se a origem é estavel todos os expoentes de Lyapunov sao nao positivos.

Mostraremos agora, que se a origem é estavel entao L° possui um conjunto completo de
autovetores reais. Suponhamos, por absurdo, que isto nao ocorra. Dai, temos dois casos a

analisar.

a) Quando todos os autovalores de A sao reais. Assim, algum bloco de Jordan de A terd

a forma
01
0
B =
1
0
Assim, consideremos yg = (0,---,0,0,---,1,0,---,0). Entao, a solugdo correspondente é
tk—l
dada por etyp = m e tende para o infinito, quando t — oo, mostrando que a origem

nao é estavel.

b) Quando A possui pelo menos um par de autovalores complexos. Entao, algum bloco

de Jordan de A terd a forma:
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Assim, consideremos yp = (0,0,---,0,0,0,0,---,1,1,0,0,---,0,0). Entao

tk*l
y(t,yg) = W(COS dt — sin 0t) — oo, quando t — o0

k—1
2(t,yp) = m(cos 0t 4 sin 0t) — oo, quando t — o0,

também mostrando que a origem nao é estavel.
Portanto, L° possui um conjunto completo de autovetores reais.

Reciprocamente, suponha que os expoentes de Lyapunov sao nao positivos e que os au-
tovalores com partes reais nulas tém um conjunto completo de autovetores reais. Mostremos

que a origem é estavel.

Quando os expoentes de Lyapunov sao negativos, a proposicao anterior garante que o
resultado é valido. Assim, precisamos mostrar a afirmacao quando o 0 é o expoente de

Lyapunov.

Pela definicao de expoente de Lyapunov, temos que

1
A(zg) = limsup n In |[e* x| = 0.

t—00
Entao, A(xg) = limy o = In ||eXag|| = 0 e, assim, xp € L°. Dai, como L° é gerado por
) 0) = t—00 3 off = ) » Lo . ) g P
tovet = d R4 a tovet i
autovetores, xrg = a1v1 + + Uy, onde oy, , Oy € e vy, , Un, 820 autovetores reais.

Logo, para todo ¢ > 0, tome 0 = € tal que, para

lzo|l = [larvr + -+ - + aun || < 6,
temos que
leYzo = [lare™vy + -+ aneu,||
= flareMvy + -+ e, |
= |laqvr + -+ + |
< 0 =ck¢,
pois etfy; = eMity; (i = 1,--+  n) (solucdo correspondente ao autovetor v;) e Ay = --- = A, = 0

(em L° as partes reais dos autovalores sao nulas). Portanto, a origem ¢ estavel.
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2.2 Sistemas dinamicos em R¢

Nesta segao olharemos para a equagao diferencial & = Ax, onde A € gl(d,R), do ponto de
vista dos sistemas dinamicos ou fluxos lineares em R¢. Introduziremos os sistemas dinamicos

lineares e daremos alguns exemplos para esclarecer esse conceito.

Definicao 2.18. Um fluxo ou sistema dinamico topologico sobre um espaco métrico M é

definido como uma aplicagao continua ® : R x M — M com as propriedades:

1. ®(0,x) = x, para todo x € M;
2. O(t+s,x) = ®(t, P(s,x)), para todos s,t € R e para todo x € M.

Defini¢ao 2.19. Para cada x € M, o conjunto {®(t,z);t € R} € chamado de drbita (ou

trajetoria) do sistema dinamico ® através de x.

Para cada t € R definimos a aplicagao ¢, = ®(t,-) : M — M. Usando essas aplicagoes,

as propriedades 1 e 2 acima podem ser reescritas como:
1. : o = idys (aplicagao identidade de M);
2. Ysit = s 0 4, para todos s,t € R.

Proposigao 2.20. A aplicagio p; possui inversa dada por (@)™ ' = o_;. Além disso, p; :
M — M € um homeomorfismo, isto €, uma aplicacao bijetora, continua e com inversa

continua.

Mostraremos alguns exemplos de sistemas dinamicos e veremos que exemplos canonicos

sao dados pelas solugoes de equagoes diferenciais.

Exemplo 2.21. Seja M = R? ¢ consideremos a aplicacio ® : R x R? — RY definida por
O(t,x1, 29, ,xq) = (t+ 21,6 + 22, ,t +24). Logo, ® € um sistema dindamico topoldgico

sobre R<.

Exemplo 2.22. Sejam M = R? ¢ ® : R x R*> — R? wma aplicagio dada por ®(t,x,y) =

(xcost —ysint,ycost + xsint). Assim, ® é um sistema dindmico sobre R?.
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Exemplo 2.23. Sejam M uma variedade diferenciavel C* e X um campo vetorial C* sobre
M. A equacdo diferencidvel & = X (x) tem uma unica solugdo x(t,xy), satisfazendo, para
todo xo € M, x(0,z9) = xg. Entdo: ® : Rx M — M definida por ®(t,zo) = x(t,zo), define

um sistema dinamico sobre M .

Exemplo 2.24. As solugoes de & = Ax, onde A € gl(d,R), formam um sistema dinamico

A

com o espago M = Re. Aqui: ® : R x R — R? ¢ dado por ®(t,x¢) = x(t, 29) = elay.

Definicao 2.25. Um ponto fizo (ou equilibrio) de um sistema dinamico ® é um ponto x € M

com a propriedade ®(t,z) = x, para todo t € R.
Defini¢ao 2.26. Uma drbita {®(t,x),t € R} de um sistema dinamico ® € dita periddica, se
existe T € RY tal que (T + s,2) = O(s,x), para todo s € R.
O infimo de
{T eRL, (T + 5,2) = P(s,2)}

¢ o periodo da orbita {®(t,x),t € R}.

Note que uma érbita de periodo 0 é um ponto fixo.

As duas préximas proposicoes caracterizam os pontos fixos dos sistemas dinamicos dados

nos exemplos 2.23 e 2.24.

Proposigao 2.27. Um ponto xo € M é um ponto fizo de um sistema dinamico ® associado

a equagao diferencial & = X (x) se, e somente se, X (xg) = 0.

Demonstracao: Seja xyp € M um ponto fixo de ®, ou seja, ®(t,x9) = zo, para todo
t € R. Como ®(t,x9) = x(t,z9) = xg, obtemos: 0 = 2/(t,z9) = X (x(t,z0)) = X(x0). Dai,
X(xg) = 0.

Reciprocamente, suponha que X (z¢) = 0. Entao, 2y = X (z9) = 0. Assim, 2'(t,x¢) = 0,

isto é, x(t, z9) = ¢, onde ¢ é uma constante real. Mas, como x(0, xy) = o, tem-se x(t, z) =

|

xo, para todo t € R.

Proposicao 2.28. Um ponto xy € R? é um ponto fizo de um sistema dindmico ® associado

a equagao diferencial linear © = Ax se, e somente se, xg € ker A.
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Demonstracao: Suponha que xy seja um ponto fixo do sistema dinamico & = Ax, isto é,

A

(t, 29) = eag = x0. Derivando em relacio a t: Aetry = 0. Como ez = g, temos que

Axg = 0, ou seja, xg € ker A.

A

Reciprocamente, seja zo € ker A. Dai, Arg = 0 e e*!(Axg) = 0. Assim, e*'zy = ¢, onde c

A0 A

¢ uma constante real. Como, e*’xq = g, temos que e tro = 20 para todo t € R. O

Observagao 2.29. Note que se uma matriz A € gl(d,R) € inversivel, entdo o 0 é o tinico

ponto fixo dos sistemas dinamicos associados a equacao diferencial linear © = Ax.

De fato, seja ® um ponto fizo associado a & = Ax. Sabemos que o 0 € um ponto fixo
de ®. Precisamos mostrar que ele € unico. Seja eg um outro ponto fixo de ®. Assim, pela

proposi¢ao acima, A(eg) = 0. Logo, como A € inversivel, temos que eq = 0.



CapriTULO 3

Conjugacao e equivalencia de fluxos

lineares no espaco euclidiano

Uma primeira idéia importante na teoria dos sistemas dinamicos consiste da comparagao
de dois sistemas, isto é, quando podemos dizer que dois sistemas tém o mesmo comporta-
mento? Esta idéia é formalizada através de conjugacoes e equivaléncias que definiremos neste
capitulo.

Caracterizaremos, primeiro, C*-conjugacao e C*-equivaléncia, para k > 1. Nesse caso,
a aplicacao de conjugacao (de equivaléncia) é um difeomorfismo. Depois, veremos que é
mais interessante quando essa aplicacao de conjugacao é apenas um homeomorfismo, que é o
caso da C%-conjugacao e C%-equivaléncia. Mostraremos alguns resultados sobre estes 1ltimos

Casos.

Além disso, falaremos um pouco sobre as matrizes hiperbdlicas, que serao usadas nos

principais resultados desse trabalho.

3.1 Conjugacao e equivaléncia de fluxos lineares

Nesta secao definiremos conjugacao e equivaléncia, mostraremos que conjugacao topologica
é uma relacao de equivaléncia e daremos condicdes para que dois fluxos sejam C*-conjugados

ou C*-equivalentes, para k > 1.

Denotaremos o espaco dos campos vetoriais sobre uma variedade M por X' (M).

Definigao 3.1. Dois campos vetoriais X,Y € X (M) sdo:
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1. Ck-equivalentes (k > 1), se existe um difeomorfismo h : M —s M tal que h leva
orbitas de (t,x) (de X ) em drbitas de (t,y) (de Y ) preservando a orientagado, isto

é, se acontece uma das afirmagoes (e, portanto, as duas):

(a) para cada v € M existe uma aplicagao parametrizada continua, 7, : R — R,

estritamente crescente, tal que h(p(t,x)) = ¥(1.(t), h(z)), para todo t € R;

(b) para todo v € M e 6 > 0, existe € > 0 tal que, para todo t € (0,9), temos
B(p(t, 2)) = ¥(t', h(z)), para algum ¥’ € (0,€).

2. C*-conjugados (k > 1), se existe um difeomorfismo h : M — M tal que h(p(t,z)) =
Y(t, h(z)), para todo x € M e todo t € R;

3. C%-conjugados, se existe um homeomorfismo h : M —s M tal que h(p(t,z)) =
Y(t, h(z)), para todo x € M e todo t € R;

4. CY-equivalentes, se existe um homeomorfismo h : M — M tal que, para cada x € M,
existe uma aplicacao parametrizada continua, 7, : R — R, estritamente crescente, tal

que h(p(t,x)) = P(7.(t), h(x)), para todo t € R.

Observacao 3.2. Note que no caso de conjugacao, h leva drbitas de p(t,z) (de X) em
orbitas de V(t,y) (de 'Y ) preservando o tempo.

Observacao 3.3. Usualmente, C°-equivaléncia é chamada de equivaléncia topoldgica e C°-

conjugagao de conjugacao topologica ou simplesmente conjugacao.

Observacao 3.4. Se os fluros ¢ e ¥ sio C*-conjugados entdo eles sao C*-equivalentes.

Basta tomar 7,(t) = t, para todo t € R.

Observagao 3.5. Se dois fluzos sdao C*-conjugados (C*-equivalentes) entio seus campos
vetoriais sio C*-conjugados (C*-equivalentes). Isto acontece porque os fluzos sdo descritos

em termos de seus campos vetoriais.

Note que X é topologicamente conjugado a X, pois Idy; é um homeomorfismo e Idy (®(t, x)) =

O(t, Idy(z)), para todo z € M e todo t € R.
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Agora, se X é topologicamente conjugado a Y entdao Y é topologicamente conjugado a
X. Com efeito, sejam ® e ¥ os fluxos associados a X e Y, respectivamente. Suponhamos

que exista um homeomorfismo A tal que

h(®(t,z)) = (¢, h(z)), para todo x € M e todo t € R.

Dado y € M existe um tnico = € M tal que h(x) = y. Logo,
W= (T (t,y) = h™ (Ut h(2))) = hH (M(D(t,2))) = O(t, x) = B(t,h 7 (y)).

Logo, Y é topologicamente conjugado a X.

Agora, se X é topologicamente conjugado a Y e Y é topologicamente conjugado a Z entao
X é topologicamente conjugado a Z. De fato, sejam ®, ¥ e A os fluxos associados a X, Y e

Z, respectivamente. Por hipdtese, existem homeomorfismos hy e hy tais que
ha(®(t,x)) = V(t, hi(x)) e ho(V(t,z)) = A(t, ho(z)).

Tomemos h = hy o h; e mostremos que h é uma conjugacao topoldgica entre X e Z. Como
composta de homeomorfismos é homeomorfismo, h é um homeomorfismo. Além disso, h

satisfaz a propriedade de conjugacao:

h(t x)) = ho(h((®(t x)))) = ha(V(¢, ha()))
= A(t, ha(ha(2))) = A(t, he 0 by ()
— At h(2).

Portanto, X é topologicamente conjugado a Z.

Acabamos de mostrar que conjugagao topoldgica é uma relagao de equivaléncia. Repre-

sentaremos a classe de conjugacao de um campo vetorial X por (X).

Agora, vamos fazer uma discussao sobre ponto fixo que sera usada nas demonstracoes de

alguns importantes teoremas desse trabalho.
Afirmacao: A aplicacao de conjugacao leva ponto fixo em ponto fixo.

De fato, vamos supor que ®; é topologicamente conjugado a ®5 via h : R™ — R", ou seja,

h é um homeomorfismo tal que

h(P1(t,x)) = Do(t, h(x)).
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Seja x; ponto fixo de ®;. Dai, h(x;) = h(Py(t,21)) = Pa(t, h(x1)). Como h é homeomorfismo
e x1 é um ponto, temos que a Orbita ®o(t, h(z1)) deve ser um ponto, ou seja, Po(t, h(x1)) = 3
para todo t. Assim x3 é um ponto fixo. Portanto, a aplicagdao de conjugagao leva ponto fixo

em ponto fixo.
Agora analisemos este fato no contexto de estabilidade.

Suponha que z; é o Unico ponto fixo para ®;, e mais suponha que ele é ponto estavel. Dai

lim; o, ®1(¢, ) = x1 para x préximo de 1. Assim,

h(zy) = h(tlirglo Oy (t,z)) = lim h(Py(t,x)) = tlggo Dy (t, h(x))).

t—o0
Entao, h(x;) é ponto fixo e estavel de ®,. Por unicidade, h(z;) = xs.
A defini¢ao a seguir d4 um nome para uma conjugacao topolégica, na qual a aplicacao
de conjugacao ¢ linear.
Definicao 3.6. Sejam ® e U fluzos topologicamente conjugados. Entao, existe um home-
omorfismo h tal que h(®(t,x)) = V(t,h(z)), para todo x € M e todot € R. Se h for

linear, dizemos que ® e ¥ sao linearmente conjugados. Da mesma forma, definimos fluxos

linearmente equivalentes.

Para fluxos lineares & = Az, conjugacao e equivaléncia podem ser caracterizadas direta-
mente em termos da matriz A. Com o teorema abaixo, podemos encontrar varios exemplos
de fluxos C*-conjugados. A partir de agora, comecamos a perceber a relacdo entre dinamica

e algebra linear.

Teorema 3.7. Considere dois fluzos lineares ® (associado com & = Ax) e U (associado com

i = Bx) em RY. Entdo, as afirmacdes a sequir sio equivalentes:
1. ® eV sio C*-conjugados para k > 1;
2. ® eV sao linearmente conjugados;
3. A e B sdo matrizes semelhantes, isto é, A=TBT™!, para alguma T € Gl(d,R).

Demonstragao: (2) = (1) Suponha que ® e U sdo linearmente conjugados. Entao, existe
uma aplicacio linear de conjugacio que satisfaz h(ex) = eP!(h(z)), para todo t € R e para

todo x € M. Dai, o resultado segue.
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(3) = (2) Note que:
A=TBT ' o M =TeP'T™ ! o Tl = BT

Considere a aplicacio h : R — R? definida por h(z) = T~!(x). Entdo, h é homeomorfismo
e

h(etz) = T (eMz) = BT 12) = P (h(z)).
Portanto, os fluxos sao C*-conjugados.

(2) = (3) Como existe uma aplicagdo de conjugagao e ela é linear, por hipdtese, temos,
para todo t € R e para todo z € RY, que h(e?z) = eP!(h(x)). Derivando em relagio
a = (aplicando a regra da cadeia), encontramos Dh|(a,e*t = eP'Dh(z). Considerando

T—!:= Dh(0) e observando que h ¢ linear e um difeomorfismo, temos que
T~ e = Dh(0)e = eP*Dh(0) = BT

Logo, A =TBT™ .

(1) = (2) Suponha que ® e ¥ sao C*-conjugados. Assim, existe uma aplicagao de
conjugaciao h : R? —s R? tal que h(e?tz) = B (h(z)), para todo x € R? e para todo t > 0.
Pela equivaléncia anterior ((2) = (3)), temos que T-'A = BT~! onde T~' := Dh(0). Como
h é um difeomorfismo, Dh(0) é invertivel e, portanto, define uma conjugacao linear.

(1) = (3) Usando a demonstragao anterior ((1) = (2)), temos T-'A = BT~!, onde T*

¢ invertivel. Logo, A = TBT~!, ou seja, A e B sao semelhantes. O

Observacao 3.8. Note que se os fluros ® (associado com & = Ax) e ¥ (associado com
i = Bxz) em R? sao C*-conjugados, para k > 1, ou linearmente conjugados, entdo, pelo item

(3) do teorema anterior, A e B tém os mesmos autovalores.

O préximo resultado é semelhante ao teorema anterior e mostra uma caracterizacao de

C*-equivaléncia.

Teorema 3.9. Considere dois fluzos lineares ® (associado com & = Ax) e VU (associado com

i = Bx) em RY. Entdo, as afirmacdes a sequir sio equivalentes:
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1. ® eV sio CF-equivalentes para k > 1;
2. ® eV sao linearmente equivalentes;

3. A= aTBT™, para algum nimero real positivo « e para alguma T € GI(d,R).

Demonstracao: (2) = (1) Suponha que ® e ¥ sdo linearmente equivalentes. Assim, existe
uma aplicacdo linear de equivaléncia que satisfaz h(e4x) = eP=®) (h(x)), para todo t € R e

para todo x € M. Logo, o resultado segue.

(3) = (2) Note que:
A =aTBT ' & M =TePIT™1 o Tl = eaBip—1,

Considere a aplicagao h : RY — R? definida por h(x) = T-(z). Tomando a aplicagao

7, : R — R dada por 7,(t) = at, temos que
h(eAt:L‘) _ T_l(eAtI) _ GaBtT_llL‘ _ 6BT”(t)T_1:L‘ _ eBTx(t)(h(J}».

Logo, h é uma aplicacao de equivaléncia.

(2) = (3) Como existe uma aplicagao linear de equivaléncia (por hipétese), temos, para
todo t € R e para todo # € R? que h(etr) = PO (h(x)). Derivando em relagio a
z (aplicando a regra da cadeia), temos Dh|aeye™ = eB=()Dh(z). Aplicando em z =
0, chegamos a Dh(0)eA! = 5™ Dh(0). Observando que h é linear e um difeomorfismo,
concluimos, considerando T~! := Dh(0), que T~ 'e? = BT~ Tome, agora, 7, : R — R
dada por 7,(t) = at. Dai, T leAt = eB4T~! ¢, assim, A = aTBT L.

(1) = (2) Suponha que ® e ¥ sao C*-equivalentes. Assim, existe uma aplicacio de
equivaléncia b : R? — R? tal que h(e?z) = eP=®(h(z)), para todo 2 € R? e para todo
t > 0. Pela equivaléncia anterior ((2) = (3)), temos que T~'A = BT~!, onde T~ := Dh(0).
Como h é um difeomorfismo, Dh(0) é invertivel e, portanto, define uma equivaléncia linear.

(1) = (3) Usando a demonstragao anterior ((i) = (ii)), temos T~'A = a BT, onde T!

¢ invertivel. Logo, A = Ta BT, ou melhor, A = oTBT~!. 0
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Observacao 3.10. Note que se os fluros ® (associado com & = Ax) e U (associado com
i = Bx) em R? sio C*-equivalentes, para k > 1, ou linearmente conjugados, entdo, pelo

item (3) do teorema anterior, os autovalores de A e B se diferem por uma constante.

Corolério 3.11. Um fluzo linear associado a uma matriz A € gl(d,R) é C*-conjugado (e,

portanto, C*-equivalente), para todo k > 0, ao sistema dindamico associado a forma de Jordan

de A, J%.

Demonstragao: Como A e J§ sao semelhantes, isto é, A = TJEXT~!, para alguma T €

Gl(d,R), o resultado segue. O

3.2 Conjugacao e equivaléncia topolégica de fluxos li-

neares

Nesta secao falaremos sobre CY-conjugacao e C-equivaléncia, ou melhor, conjugacao e
equivaléncia topolégica.

Os teoremas 3.7 e 3.9 esclarecem a estrutura de duas matrizes que dao origem a fluxos
conjugados ou equivalentes por C*-difeomorfismo com k& > 1. Para homeomorfismo, isto é,
para k = 0, a situagao é bastante diferente. Para expor os resultados correspondentes nesse

caso, precisamos do conceito de hiperbolicidade.

Definigao 3.12. Uma matriz A € gl(d,R) € hiperbélica se nao possui autovalores sobre o

eixo imagindrio, ou seja, se todo autovalor de A tem parte real ndo nula.
Exemplo 3.13. Considere A € gl(2,R), onde:

0 2
-1 =2

A:

O polinémio caracteristico de A é p(x) = x? + 2z + 2 e, assim, o0s tinicos autovalores de A
sao: —1+1 e =1 —1. Como os dois autovalores de A tém parte real nao nula, concluimos

que A € hiperbolica.
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Observe que toda matriz hiperbdlica é inversivel. Assim, pela observagao 2.29, a origem
é o tnico ponto fixo de um fluxo hiperbdlico, isto é, de um fluxo associado a # = Az, onde

A é uma matriz hiperbdlica.

Agora, daremos um exemplo de fluxos que nao sao topologicamente conjugados.

Exemplo 3.14. Sejam A uma matriz hiperbolica e B uma matriz nao inversivel. Entao, 0s

fluxos associados a A e B, ® e WV, respectivamente, nao sao topologicamente conjugados.

De fato, como B nao ¢ inversivel, pelo teorema do nicleo e da imagem da dlgebra linear,
temos que B nao € injetora. Assim, existe um xy # 0 tal que B(xo) = 0. Pela proposicdo
2.28, x¢ € um ponto firo de &+ = Bx. Contudo, como A € hiperbdlica, o 0 ndo é autovalor de
A e, assim, A € inversivel. Seque que o 0 € o unico ponto fixo de & = Ax. Logo, ® e ¥ nao
sao conjugados, pois se existisse uma tal conjugacao entre eles, * = Ax e & = Bz, teriam o

mesmo niumero de pontos fixos.

A proposicao a seguir mostra a existéncia de uma norma adaptada para uma matriz A.

Proposicao 3.15. Para & = Az, onde A € gl(d,R), as sequintes propriedades sao equiva-

lentes:

1. existem uma norma || - ||» sobre R? e a > 0 tal que, para todo v € RY, tem-se ||e?z]. <

e~ z||«, para todo t > 0;

2. para toda mnorma || - || sobre R?, existem constantes positivas a e c tais que ||e?tz| <

ce” | z||, para todo t > 0;
3. para todo autovalor u de A tem-se Re(u) < 0.

Demonstragao: (1) = (2) Como duas normas quaisquer em R? sdo equivalentes, existem
constantes ¢y, ¢y > 0, tais que ¢||z]| < ||z« < cof|z||. Assim, para ¢t > 0,

1
o

1 c
le*z]| < —le*all. < —e [zl < Ze|a].
C1 C1

Co
Tomando, ¢ = —, o resultado segue.
1

(2) = (1) Seja b € (0,a). Entao, pela hipdtese, temos, para t > 0, que

letz]| < ce™ ||z = ce e 2]].
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Assim, existe 7 > 0, tal que ce®=%* < 1, para todo t > 7. Dalf,
le|] < e™*[|z]].

Entdo, para = € R,
T
ol i= [ e¥lealas,
0

define uma norma. De fato:
2]l = 0 & x| =0 < z = 0.

Em relacao a desigualdade triangular, observe que

e +yll. = / &l (z + y)l|ds = / [ 4 Ay ds
0 0

< [ (leal eyl ds = [ el + [ e etylds
0 0 0

= llls + llyll

Agora, note que

T T
laz]l, = / [ (o) |ds = / & lac?a]ds
07' 0 T
_ / & | a| lle*allds = o | / &[4 ds
0 0

= |al|zl.

Logo, ||z]|. é uma norma sobre R?.

Para t > 0, escrevendo t = n7 + T com 0 < T < 7, chegamos a
T
HeAtxH* — / €bSH€A86At£L'HdS
0

=T
_ /T ebsHGAn‘reA(TJrs)muds + /T ebs HeA(nJrl)TeA(Tf‘rﬁs)xHds_
0 T=T

Tomando o := T + s e aplicando o teorema de mudanca de varidveis, temos que

7T T
/ ebsHeAnreA(TJrs)deS:/ e e 1| do
0 T
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Agora, tomando o :=T — 7 + s e aplicando novamente o teorema de mudanca de variaveis,

obtemos

T
/T ebsHeA(nH)TeA(TT+s)deS:/ P TH) || AMHDT ATy
=T 0

Logo,

T T
HeAtxH* _ / e(a—T) HeAnTeAUIHdO' + / eb(O'—T+T) HGA(TH_I)TerZ‘HdO'.
T 0
Assim, pela desigualdade 3.1, temos:

T T
HeAtxH* — / e(U*T) HeAnTeAngdO' + / eb(U*Tﬁ*T) ||€A(n+1)T€AUx||dO' <
T 0

T T
< / 6(cr—T—m-) ”erdeo_ + / eb(o’—T+T—(TL+1)T) HeA”dea _
T 0

.
= ebt/ e ||e? x| do = e |||,
0

(2) = (3) Suponhamos, por absurdo, que exista um autovalor g = A +i¢d com A > 0.

Assim, para um bloco de Jordan relacionado ao par u = A £ %, a solugao é dada por

eMag = e (cos(0t)x, — sin(6t)xy, sin(5t)x1 + cos(5t)zs),

Atyy — 0o para A > 0, e

onde xy = (x1,z3). Dai, quando ¢ — 0o, temos que e
eMay = (cos(6t)xy — sin(0t)xy, sin(6t)zy 4 cos(0t)xy)

(rotagao de zg) para A = 0. Portanto, nesse caso, também temos que a solugao nao tende

para a origem quando ¢ tende para o infinito, o que contraria (2). O

Definigao 3.16. Uma norma que satisfaz o item (1) da proposi¢ao 3.15, € chamada de

norma adaptada para A.

Qualquer norma em R? é continua:

Lema 3.17. Se || - ||a € uma norma qualquer em R?, entdo essa norma é continua em R

Demonstragao: Seja || - || a norma usual de R?. Como duas normas quaisquer em R? sao

equivalentes, temos:

cllz —alla < ||z —all <9, para c e RY,
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ou seja,
0 ‘
clz —ala <= e | zlla = llalla | <dl llzlla = llalla lla, parade R,

. ce ~
Assim, para todo € > 0, tome § = - com eRee ||z —al <6, entdo

ds
Hlzlla = llalla I < dll lzlla = llalla L4 < d]z = alla < — =€

A

O lema a seguir mostra que qualquer trajetéria e*!z, num caso particular, intercepta a
) )

esfera em um tnico ponto.

Lema 3.18. Sejam || - ||a uma norma tal que ||e*z||a < e %||z||a, para t >0 e ||eAtx]|4 >
e||z||a, parat <0, onde a > 0 e xy € R?. Considere a aplicacio f, : R — R definida por

fo(t) = ||e*x|| 4. Entdo, existe um tinico tempo t € R tal que ||e*tz||4 = 1.

Demonstragao: Aplicando o limite com ¢ tendendo ao infinito, obtemos que e~*||z|| 4 tende

a 0. A partir da desigualdade |etx||4 < e™%| |4, concluimos que ||eA*z||4 tende a 0.

Considere agora, a outra desigualdade [[e*x||4 > e*||z]4. Quando t tende para o

infinito, e®*||z||4 tende ao infinito e, consequentemente, ||e4x||4, também tende ao infinito.

Logo, pelo Teorema do Valor Intermedidrio, existe ¢ € R tal que ||eAx|[4 = 1.
Resta provar a unicidade de t.
Suponha que |etz||4 = |eA2x||4 = 1 e considere, sem perda de generalidade, que
t2 2 tl. Daf,
||67At1€At1xHA — HefAtl €At2$||A,
isto ¢, |leAt2t)g|| 4 = ||x||4. Agora,

402 a] 4 < e

com a > 0. Assim, [[z][4 < e™**278)||z| 4, donde 1 < e~@(2=%) Mas, como —a < 0 e
ty —t; > 0, temos que —a(ty —t;) < 0, ou seja, e~271) < 1. Logo, 1 < e7@(27t) < [ ¢,

consequentemente, e~**~") = 1 ou melhor, t, = t;. O
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O seguinte teorema relaciona conjugacao topolégica com as partes reais dos autovalores

de A e de B, ou melhor, com os subespacos estaveis de A e de B.

Teorema 3.19. Sejam A, B € gl(d,R). Se todos os autovalores de A e de B tém partes

reais negativas, entdo os fluzos et e eBt sio topologicamente conjugados.

Demonstracao: Sejam |- |4 e ||-|| 5 normas adaptadas das matrizes A e B, respectivamente.

Entao, existem constantes positivas a e b tais que
le?z]la < e *fzfla e

le®z]|5 < ™2l

parat>0exz € RY

A

Aplicando a inequacao acima para e e —t, temos, para t < 0, que

let*z]|la > eMl|z]la e

le?al|s > ]|z .

Assim,

—AteAt

[z]la = lle wlla < elletalla e

theBt

2]z = lle zl|p < e"fle”z]|5.

Considere as esferas unitarias

Sa={z eR%||z|la=1} e Sp={zeR%|z|s=1},

como os dominios fundamentais dos fluxos et e B, ou seja, S4 e Sp contém exatamente
um ponto da érbita de et e eP.

Defina a aplicacao entre as esferas S4 e S, hg: S4 — Sp definida por hyo(z) = H;HB,
para todo x € S4. A inversa de hg é dada por hy ' : Sp — S4 definida por hy'(y) = m.

Note que hg e hy' sdo continuas.

x x
Com efeito, pelo lema 3.17, ||z|[4 e ||z||p sdo continuas em R? e, assim, ——

e
) [zl llzlls
continuas por serem quocientes de funcoes continuas. Logo, hg e h, "~ sao continuas.

Sa0
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Agora, como hg é bijetora, continua com inversa continua, concluimos que hg é um ho-

meomorfismo.

Considere agora, T4(x) e Tg(z) como sendo os tnicos tempos onde as trajetérias etlx e

ePly cruzam as esferas Sy e Sp, respectivamente.

Para extender hy para todo o R¢, observe que (pelo lema anterior) existe, para todo

x # 0, um tnico tempo 74(x) € R com [[eA™ @z, = 1. Dai, T4(ex) = 74(2) — ¢, pois

_ At
e~ ATAleT D) eATAW) 3 — Aty Analogamente, para (7).

Além disso, a aplicagao x — 7(x) é continua.
De fato, seja * € R? e considere uma sequéncia (r,) em R? tal que x, — z. Pela

propriedade de ||x||4 temos que
AT T i, — )Ly < €T, g < 2l

pois a > 0, 7(z,) — 7(z) > 0 e, assim,

e-alr(@n)—r@) < 1|

Como ||x, — z||l4 — 0 entao
AT =T@)| g — g4 — 0 = ATE)T@) (g —2) — 0.

Logo,

AT (AT@) =@ (3 2)) — 0 = @) (2, — ) — 0,

donde

eAT(x”)(xn) — eAT(x”)(x) — 0.

Mas, assim,
: AT(zn) — T AT (zn) AT(zn) — AT(zn)
Tim (V) (2,)) = lim (47 () = Tim [0 (2, |4 = lim (A7) @)
Como ||eA7@n) (z)||4 = 1 para todo n, temos que lim,,_, ||eA"@)(z)||4 = 1. Entdo

lim [|e"7) ()| 4 = [l ATE (2) 4 = 1,
n—00

ou seja, lim, o 7(x,) = 7(z).
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Portanto, z — 7(x) é continua.

Agora, defina h : R — R? por:

e—BTA(x)hO(eATA(m):L.) T ?é 0

0 z=20

h(z) =

Entdo, h é uma conjugacao, pois, para todo ¢t € R e para todo = € R,

h(GAt(L’) _ e—BTA(eAtx) ho(eATA (eAtx)eAtx)
Bl (Alra@) -1ty
_ eBte—BTA(I) ho(eATA(x)x)

= Pih(a).

At’ eBt

A aplicagao h é continua em x # 0, pois e e 7(z) sdo continuas.

Para verificar a continuidade em x = 0, considere uma sequéncia (z;) em R? tal que
x; — 0. Mostremos que
h(xz;) — h(0) = 0.
Se 7; é o tempo tal que ||eA7ix;]|4 = 1, entdo 7; == 7(2;) — —00.

De fato, considere que 7; > 0. Assim,
L= [le™aylla < e T|aylla — 0,

o que é absurdo.

A

Considere, agora, 7; < 0. Como vimos, para cada = # 0, a trajetéria e’ cruza uma vez

S, entao para cada j existe um tnico 7; € R_ e um tnico y; € S tal que eATs T =Y.

Suponha que |7;| < M, para qualquer j e M € R. Pelo teorema de Bolzano Weierstrass,

existe uma subsequéncia 7;; convergindo para t € R.

A sequéncia 7j; estd no compacto Sy, logo existe uma subsequéncia y;;,, tal que
Yjim — Y0, Yo € Sa.

Arj; _
Portanto, e®imx ;= ;.
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Assim, quando m tende ao infinito, temos,
Tjim — b Tjiy —> 0 € Yji, — Yo-
Logo,
At
e™0=yo = yo = 0,
o que é absurdo.

Portanto, 7; — —oo quando z; — 0.

Seja y; = ho(e?7ix;). Assim,

A |
. = h ATj - = ||6 J B = ].
lslls = k(e )l = (=
e, por isso,
Ih(z)ls = e ho(e"™a))lls < " [[llho(e"™a))lls = lle™7]| < el — o,

para j — 00.

Segue que ||h(z;)||p converge para zero, ou seja, h(x;) converge para zero quando z;

converge para zero e, assim, h é continua em x = 0.
Além disso, a aplicacao h é invertivel, com inversa

eiATB(m)h(;l(eBTB(x)x) T 7é O

0 z=0

ht(z) =

Com efeito, considere que

TB(G—BTA(x)hO(@ATA(x)x)) = TB(ho(GTA(x)l’)) + TA(ZE) = TA<:E)7

pois 7p(eP'z) = 75(x) —t e ho(e™@x) € Sp. Entdo,

(h™'oh)(x) = h7'(h(z))
— h*l(e*BTA(I) ho(eATA(z)x))
A e B Ao (ATA D) 1 Brie BTA o (eAA)0) = Bra(e) o (ATa(E) 1)

= €

_ e—ATA(JI) hal (eBTA(a:)e—BTA(z) ho(@ATA(z)l'))

= X.
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Considere, também, que
Ta(e ABOp (BB 1)) = 74 (hg (e @) + 15(2) = TB(2),
pois T4(etx) = Ta(x) — t e hy ' (e2@x) € S4. Assim,

(hoh™")(z) = h(h ()

— h(e—ATB (z) hal (GBTB (x)l,»

— e—BTA(e_A"B(Z)ho_l(eBTB(z)m))hO(eATA (e_A"'B(z)hgl(eB"B(z)z))e—ATB(w) hal (eB’TB (z)x))

— efBTB (z) h0<€ATB (x)efATB (z) hal (eBTB (m)x))

= X.

Logo, h é um homeomorfismo e, assim, A e B sao topologicamente conjugados. O

Observacao 3.20. Observe que se todos os autovalores de A e B tém partes reais positivas,

At

entdo o0s fluros et e eB! também sao topologicamente conjugados.

De fato, como todos os autovalores de —A e —B tém partes reais negativas, entdo, pelo
teorema anterior, e A e e B 40 topologicamente conjugados. Logo, et e Bt sdo

topologicamente conjugados.

Exemplo 3.21. Sejam

-1 —4 -7 =2
A= e B=
4 -1 2 =7
Note que as matrizes A e B possuem 3 = —1+4i e pp = —1 —4i, »p = =T+ 21 e
Yo = —7 — 2i como autovalores, respectivamente. Como o0s dois autovalores de A e B tém

partes reais negativas, os fluros et e eBt sao topologicamente conjugados.

Agora, apresentaremos um outro resultado da teoria de conjugacao topoldgica.

Proposicao 3.22. O produto direto de sistemas topologicamente conjugados é topologica-

mente conjugado.
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Demonstracgao: Considere os sistemas de equacoes diferenciais lineares, 27, = Az, 9 =
AQLEQ, 3.31 = Bl$1 € jl’g = BQ.Z'Q, onde Al,Bl € gl(dl,R) € AQ, BQ < gl(dg,R>

Ait e eBit 550 topologicamente conjugados, isto é, existe um

Suponha que os fluxos e
homeomorfismo h; : R4 — R% satisfazendo: hy(etz;) = ePrthy(zy).

Aot Bot

Suponha, agora, que os fluxos e®?* e 72" também sao topologicamente conjugados, ou

seja, existe hy : R%2 — R% um homeomorfismo que satisfaz: ho(e42'zy) = eP2thy(xy).
Logo, definimos uma conjugacio topoldgica h : R% x R — R x R% por h(zy,zs) =
(hi(x1), ha(xs)). De fato, h é um homeomorfismo porque suas fungdes coordenadas, hy e ho,

sao homeomorfismos. Além disso, h satisfaz a condigao de conjugagao:

h(eAltxl,eA2t:c2) = (h ( )h(eAzth))

= (P hi(21), €% ho(a2))
(e, €P2) (ha (1), ho(2))
(

eBlt Bgt) (171;‘%2)‘

Portanto, h é uma conjugagao topoldgica e, consequentemente, (&7 = Az, = Ayzs) €

(1 = Bixy1, 9 = Byxs), sdo topologicamente conjugados. O

Enunciaremos o teorema mais importante deste capitulo. Esse resultado caracteriza con-

jugacao topolédgica de fluxos lineares.

Teorema 3.23. Se A e B sao matrizes hiperbdlicas, entao seus fluxos lineares associados, ®
e U, em RY sdo topologicamente equivalentes (e topologicamente conjugados) se, e somente
se, as dimensoes dos subespacos estdveis (e, portanto, as dimensoes dos subespagos instdveis)

de A e B coincidem.

Demonstracao: Se A e B sao hiperbdlicas, entao A e B nao tém autovalores com parte

real nula. Assim, podemos decompor R? como:
RI=Ly®L, e Ri=Lp®L},

onde LY e L (L} e L) denotam, respectivamente, os subespagos instdveis e estaveis de A
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(de B). Denote as projecoes naturais por:

R — L i RE — LY

— 2 + - — + +
TA=T,DPx) —— T4 TpA=T,DPxy — T,
5 R — Ly 5 R — L

— 2 + - — + +
rp=rpdryg —— Iy rp=rpPbrg > Ip

Os subespagos LY, L, L e L sao invariantes por A e B, respectivamente. Considere

as equagoes diferenciais lineares:

t=Alzr e z=A]-x (3.2)

&=DB|tr e &=DB[ (3.3)

Note que as solugoes de & = Az podem ser escritas unicamente como soma das solucoes das
equacoes 3.2 e que as solugoes de + = Bx podem ser escritas unicamente como soma das

solucoes das equagoes 3.3.

Como os subespagos estaveis e instaveis tém a mesma dimensao, pelo teorema 3.19, exis-

tem as equivaléncias topoldgicas h™ e h™, isto é, existem homeomorfismos
h™: L, — Ly tal que h™(e*z) = e=Oh~(z), onde 2 € L;

ht L — L} tal que A (eMz) = e=Oh*(z), onde z € L,
onde 7, : R — R é uma aplicacao continua.

Logo, definimos uma equivaléncia topolégica h : R — R? de et e P, por
h(z) = b (my(x)) + B (7} (@)
h é bijetora e sua inversa h~! : R — R? é dada por

h™H @) = (h7) Hmp(x)) + (BF) " (mh(x)).
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Com efeito, considerando que = = z; @ x}, temos que

h™'oh(x) = BH(h (g (x)) + kT (] (2)))
= h7H (0 (ma (g @ ) + hH (mh (o ® @)
= h7H (b (zy) + At (@h)
= (h7) H(mp(h™(24) + W (@)) + (B1) Hmg(h™ (z) + ' (23)))
= (W7)7H (A () + (BF) TN (2)))
= x,+z}

e, considerando agora que z = x5 P x5, temos que

hoh™(z) = h((h™) H(mp(2)) + (h") " (mk(2)))
= h((h") Nrp(ap @) + (B1) " (mp(ap @ 25)))
= h((h") () + (B7) " (23))
= h7(my((h7) ) + (W) (@) + B (mh (W) (wp) + (hF) 7 (@h)))
= h7((h7) 7 (ag)) + h((R) " (2}))
= x5+af

= X.

Assim, h e h™! sdo continuas, pois b=, h™, (k™)' e (h")~! sdo continuas e soma de fungoes

continuas ¢é continua. Segue que h é um homeomorfismo.
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Além disso, sabendo que x = z; @ ¥, h satisfaz a condigao de equivaléncia

(ma(eMx)) + h* (mf(eM'x))
(ma(e™(ay & 2}))) + A7 (rh (e (23 & 2%)))
(

m(e oy ®eMah)) + ht () (eMay @ eMa)))

h(etz) = h~
h~
h~
h™(eMay) + h* (eMah)

= PR (27) + PORT (o)

= PO (my(wy @ ) + "IN (xh (2 @ 2))
= PHOR (17 (x)) + P ORT (nh (2))

= PO (27(2) + b (7 (2)))
= B (g).

Reciprocamente, suponha que os fluxos lineares ® e ¥ em R? sdao topologicamente con-
jugados. Assim, existe um homeomorfismo h : R — R? tal que h(e'z) = eP'h(x), ou

melhor, existe um homeomorfismo
h:L,+ L — Ly+ L%
tal que
h(e™ (2 +27)) = e'h(ay +2h),

pois A e B sao hiperbdlicas.

Note que o 0 é o tinico ponto fixo de ® e ¥, pois A e B sao hiperbdlicas. Como a aplicagao
de conjugagao leva ponto fixo em ponto fixo, temos que h(0) = 0.

Considere x, € L. Entao, quando t — 400 temos que

At —
e“xy, — 0.

Logo,

— 3 Bt llmt*)+ooBt _
Jim h(e'a3) = lim e”h(a) = h(w3) = 0.

o que implica que h(z) € Ly, ou seja, h(L,) C L.
Considere, agora, x; € L. Entao, quando ¢t — —oo temos que

eMrl — 0.
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Logo,

_ Bt lim; oo Bt
tgmooh(e try) = tgmooe h(zy) =e h(xz) =0,

o que implica que h(z}) € L}, ou seja, h(L}) C L}.

Chamaremos de hy e hy as restrigoes de h aos subespagos L, e LY, respectivamente, isto

hi=hl ;. Ly — Lg;
ho = hlyy : L — L.

Seja x5 € L. Como h é sobrejetora, existe x, + 2% € L, + L} tal que h(z, + z)) = a5.
Mas, eP'h(zy +z}) = ePlag e

Bt

tl}inoo eBlh(zy + ) = tginooe xg =0,
isto é,
ePth(ay + 1) = h(e Tyt e 0.
Segue que

lim h(e*z, +eMa})=0= 2} =0,
t——+o00

pois, etx; — 0 e ezl — 400, quando t — +oo0.

Logo, para todo x5 € Ly, existe x, € L tal que hy(xz,) = h(z; +0) = x5, ou seja, hy
é sobrejetora. Além disso, h; também é injetora. De fato,

hl(l’l) = hl(l‘g) — hl(Il + 0) = hl(xg + 0) — h(Il + 0) = h(l’g + O) —— I = XTo.

Assim, h; é bijetora.
Analogamente, se mostra que hy é bijetora.

Portanto, as dimensoes dos subespagos estaveis e instaveis de A e B coincidem. O

Exemplo 3.24. Sejam

-3 -1 0 0 -7 =2 0 0

1 -3 0 0 2 =70 O
A - e B =

0O 0 2 -5 0 0 4 -1

0O 0 5 2 0 0 1 4
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Note que a matriz A possui 1y = —3 + 14, o = —3 — i, i3 = 2+ Hi € gy = 2 — i como
autovalores, e que a matriz B possui vy = =7+ 21, 9 = —7—2i, v3 =4+i ey =4 —1
como autovalores. Como todo autovalor (de A e B) tem parte real ndo nula, A e B sdio
matrizes hiperbdlicas. Além disso, L] = L(=3) =2, Ly = L(2) =2, Ly = L(-7) =2 ¢
Ly =1L(4)=2.

Portanto, as dimensdes dos subespagos estdveis (instdveis) de A e B sdao iguais e, entdo,

At , Bt

pelo teorema acima, os fluxos e e e”', associados aos sistemas lineares © = Ax e © = Brz,

respectivamente, sao topologicamente conjugados.

Proposicao 3.25. Seja a equagio diferencial © = Ax, onde A € gl(d,R) é hiperbdlica. Se
B € gl(d,R) tem entradas suficientemente prozimas das entradas de A, entao B € gl(d,R)

¢ hiperbélica e & = Bz induz um fluzo eB' tal que dim L; = dim Ly e dim L = dim L.

Demonstragao: Como por hipétese, B esta suficientemente préxima de A, entdo o po-
linomio caracteristico de B, pp, esta suficientemente proximo do polinémio caracteristico de
A, PA.

Sendo, assim, as raizes dos polinomios p4 e pp (autovalores de A e de B) também estao

suficientemente préximas uma das outras.

Dai, concluimos que o nimero de autovalores com parte real positiva de A e B sao os

mesmos. Analogamente, A e B tém o mesmo nuimero de autovalores com parte real negativa.

Portanto, dim L; = dim Ly e dim L = dim L},. 0

Proposicao 3.26. Uma matriz A € hiperbolica se, e somente se, € estruturalmente estdvel em
gl(d,R), isto €, existe uma vizinhanca U C gl(d,R) de A tal que todo B € U é topologicamente

equivalente a A.

Demonstracao: Uma matriz A é hiperbdlica se todo autovalor de A tem parte real nao-
nula. Os autovalores de uma matriz B numa e-vizinhanga de A, diferem dos autovalores
de A por termos que dependem de €. Assim, tomando e suficientemente pequeno, podemos
afirmar que os autovalores de B estao proximos o bastante dos autovalores de A, pois suas

partes reais sao nao-nulas. Assim, A e B tem o mesmo numero, ny(n,), de autovalores com
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partes reais negativas (positivas). Dai, as dimensbes dos subespagos estaveis e instdveis de
A e B coincidem. Logo, A e B sao topologicamente equivalentes e, consequentemente, A é

estruturalmente estavel.

Reciprocamente, suponhamos que a matriz A nao seja hiperbdlica. Entao, A tem pelo
menos um autovalor com parte real nula. Contudo, B = A + €l é hiperbdlica para quase
todo € # 0 e pode ser tomada arbitrariamente préxima de A (tomando e suficientemente
pequeno). Assim, a matriz nao hiperbdlica A nao é estruturalmente estavel. Portanto, uma

matriz estruturalmente estavel é hiperbélica. O

O conjunto das matrizes hiperbélicas (aqui denotaremos por H(d, R%)) em gl(d, R) é muito

grande. Este é o significado do préximo resultado.

Proposicao 3.27. O conjunto das matrizes hiperbdlicas € aberto e denso em gl(d,R).

Demonstragao: Cada matriz A estd em uma e-vizinhanga, N.(A). Como N.(A) é aberto,
cada um de seus elementos deve ser estruturalmente estavel, isto é, N.(A) C H(d,R).
Portanto, H(d,R?) é aberto, pois é unido de conjuntos abertos.

H(d,R%) é denso em gl(d,R). De fato, suponha A € g(d,R) com A ¢ H(d,R?). Entao,
existe uma matriz B = A + el que é hiperbdlica para quase todo € # 0 e pode ser tomada
arbitrariamente proxima de A, tomando € suficientemente pequeno. Assim, todo elemento
de gl(d,R) estd arbitrariamente préximo dos elementos de H(d, R?). Portanto, H(d,R%) é

um subconjunto denso de g(d, R). O

Como um possivel trabalho, podemos analisar os resultados descritos neste capitulo, tro-

cando o R™ por um grupo de Lie, em especial, por um grupo de Lie nilpotente.



CapriTULO 4

Estabilidade e conjugacao topolégica

para equacoes diferenciais afins

Neste capitulo estamos interessados em observar os resultados obtidos no contexto linear, e
generaliza-los para equacoes diferenciais afins. Assim, também queremos comparar sistemas
afins e saber em que condicoes dois sistemas tém o mesmo comportamento. Utilizamos

basicamente o trabalho de Santana e Colonius em [3].

Definiremos fluxo afim, que é soma de um fluxo linear mais uma parte afim. Falaremos em
expoente de Lyapunov, relacionando-o com os espacos de Lyapunov. Introduziremos pontos
fixos e os caracterizaremos com respeito a estabilidade. Observaremos a importancia deles
no contexto afim, pois é a partir deles que podemos relacionar fluxos afim e linear.

E, por iltimo, mostraremos alguns resultados sobre conjugacao topoldgica. O principal
resultado relaciona conjugacao topolégica com os subespacos estaveis das matrizes associadas
aos sistemas afins. Dali, concluiremos que a parte afim nao influencia na conjugagao dos fluxos

afins.

4.1 Equacoes diferenciais afins

Nesta secao falaremos um pouco sobre equacao diferencial afim. Além disso, definiremos
ponto fixo e mostraremos alguns resultados que o envolve. Dentre os principais, estao a

relacao entre fluxos afim e linear, e a definicao de estabilidade.

Uma equagao diferencial afim é uma equagao do tipo @(t) = Az(t) + a, onde A € gl(d,R)
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e a € RY Uma funcio diferencidvel = : R — R? que satisfaz a equacio (t) = Az(t) + a,

para todo t € R, é chamada de solucao de © = Ax + a.

O problema de valor inicial para uma equagao diferencial afim @(t) = Ax(t) + a, consiste

em encontrar, para um dado valor inicial 7o € R?, uma solucao x(-, zg) tal que x(0, zy) = .

Teorema 4.1. Para cada problema de valor inicial dado por & = Ax + a com x(0,x¢) = xo,

onde (A,a) € gl(d,R) x R? e xy € R?, a solugdo x(-,xo) € tinica e dada por
¢
z(t, z0) = e —|—/ A9 gds,
0

Demonstragao: Considere o sistema & = Az + a com z(0,x9) = zo. Multiplicando a

equacdo @ = Ax + a & esquerda por e~4!, obtemos
d d

— e x(s)] = e_Asga:

ds
para cada t = s € R.

(5) — Ae™ Yz (s) = e a,

Integrando de 0 a ¢, temos

t g ¢ t
/Og[emx(s)]ds:/o eASadS:>eAsx(s)‘g:/0 e ads.
Assim,
¢
e Ma(t) :azo—i—/ e Mads.
0

At

Multiplicando, novamente a esquerda por e***, concluimos que

t
z(t, z0) = e +/ A= gds,
0

Para mostrar a unicidade, sejam y e z duas solugoes do sistema & = Az + a, com mesmo

ponto inicial xy ou seja,

% (t)=Ay(t) +a e %z(t) = Az(t) + a,
onde y(0) = z¢ = z(0). Tome w(t) = y(t) — z(t). Entao,
d d

Cult) = Sy~ =)0 = A%y(t} ta— A%z(t) e A%w(t)

e, assim, w(t) é solucao do sistema w(t) = Aw(t). Contudo, como w(0) = y(0) — 2(0) =
xo — xg = 0, e o sistema w(t) = Aw(t) tem solucdo tnica, w(t) = 0, para todo t € R. Logo,
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Observagao 4.2. Note que, para A =T JET e a € R?, tem-se

t t
et 4 / At=9qds = T ledatT + / T1ledatT . 71739 Tqds
0 0

¢
= T_le‘]%tT—i-/ T-1eTit=9Tqds.
0

Vamos ilustrar o resultado acima olhando para o seguinte exemplo.

Exemplo 4.3. Seja B um bloco de Jordan de dimensao n = 2m associado ao autovalor

complexo 1 = A+ 19 de uma matriz A € gl(d,R). Entdo, considerando

A =0 10 R cosdt —sindt
D= L I = eD— 7
o A 0 1 sindt  cosdt
com
D I D tD %D (;__1),
D I D tD :
B = D . , tem-se ePt = M D . '52—2'15
I tD
D D

Mais explicitamente, considere a solu¢do y(t,yo), de y(t) = By(t) + b, y(0) = yo, onde
Yo = [yla 21yt 7ymazm]T € E(Aalu) eb= [alabla e 7amybm]T-

Entao, para j =1,--- ,m, a j-ésima componente é dada por:
yit, o) = emsz ) i (Y cos 6t — 2, sin 6t)
—J
k._

—J

N / At s)Zt—S g cos 5(t — 5) — bsin ot — s)]ds;

5t yy) = e Z ) (yk cos 0t + zj sin dt)

m t— k —j
[ s Z ) lak cos 8(t — s) + by sin d(t — s)]ds.
=J
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Para uma melhor visualizacao, vamos abordar o caso particular em que m = 2. Neste

caso,

yi(t,yo) = eM[yicosdt — z; sin 6] + t(ya cos 6t — 2 sin 6t)
t
+ / N9 ay cos §(t — ) — bysin§(t — s)]ds
0

t
+ / A= ay cos d(t — ) — bysin 6(t — s)]ds
0

21(t, o) = eM[yy cos bt + 21 sin 0t] + t[ya cos 0t + 2y sin 6t
t

/ M=) [y cos §(t — s) + by sin d(t — s)]ds
0
¢
/ A9 ay cos §(t — 8) + bysin §(t — s)]ds
0
¢
s (t, o) = e[y cos 8t — 2z, sin 0t] + / A= ay cos §(t — ) — bysind(t — s)]ds
0

t
25(t, o) = €M[ya cos 6t + 2o sin 6t) + / A [ag cos 3(t — s) + by sin d(t — s)]ds.
0

Para analisar propriedades de estabilidade para a equacao & = Ax + a, precisamos do

seguinte conceito.

Definicao 4.4. Um ponto eq € RY é um ponto firo da equacdo diferencial afim & = Ax + a,

se
t
z(t,eq) = etey + / e ads = e,
0

para todo t € R.

Recordando um resultado de equacao diferencial linear: se todo autovalor de A tem parte
real negativa, entao toda solucao tende para 0 quando ¢t — co. A seguinte proposi¢ao da um

resultado analogo para equagoes diferenciais afins.

Proposicao 4.5. Suponha que A ¢é estdvel, isto €, Re(u) < 0, para todo p € o(A). Entao,

1. existe um unico ponto fixo para © = Ax + a;
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2. quando t — oo, x(t,g) — €g, para todo xy € R,

Demonstracao: (1) Suponha que & = Az + a possui dois pontos fixos ey e ey, isto é,

x(t,ep) = eg e x(t,e1) = €1, para todo t € R. Assim,

t
z(t,eq) = eey + / A=) qds = eq
0

¢
x(t,er) = etey + / A9 ads = ey.
0
Logo,
z(t,eq) — x(t,e1) = eM(eg —e1) = eg — €.
Quando t — oo, eAt(eg — 1) — 0, isto é, eg — e; = 0, donde ¢y = e;.
(2) Como 0 ¢ o(A), a matriz A é invertivel e a equacdo 0 = Aey + a tem uma unica

t
solucdo ey = —A~1a. Como ey = etleg +/ et qds, temos, para todo zo € R%, que
0

t
_ || LAt At A(t—s)
y +0 —
|l (t, z0) — eo| e zo + e eo—l—/ e ads||
0

= e (zo — eo)l| — 0,

quando t tende para o infinito.

Portanto, quando ¢t — oo, temos que z(t, o) — €. O

A partir de agora, discutiremos quao rapido as solugoes se aproximam do equilibrio e de-

finiremos expoentes de Lyapunov, que mede a taxa do crescimento exponencial das solugoes.

Definigao 4.6. Seja z(-, xy) uma solug¢io da equagdo diferencial afim & = Az + a. Suponha
que A € invertivel e, portanto, A tem um unico ponto fixo eq. O expoente de Lyapunov de xg
¢ definido como

1
(o) = hItTLSUp 7 In ||z (t, z0) — eol|-

Com o préximo lema, alguns dos nossos resultados em equagao diferencial afim serao

consequencias imediatas dos resultados correspondentes no contexto linear.

Lema 4.7. Seja x(t,xq),t € R, solu¢io do sistema & = Az + a e ey seu ponto fixo. Entao,

d
x(t, x9) — €9, t € R € uma solugdo de & = Ax, isto é, a[l’(t,%o) —eg] = Alx(t, xg) — eo).
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d
Demonstracao: Note que —[z(t, z0—eg)] = Ax(t, z0)+a, pois x(t, zo) é solugao do sistema

dt
d
t=Ar+ae a(eo) = 0. Por outro lado, 0 = Aey + a. Entao, a = —Aeg. Segue que,
Az(t,xo) + a = Ax(t, z9) — Aeg = Alx(t, x9) — eo).
d
Portanto, a[x(t, xg) — eo] = Alz(t, zo) — eol. 0

O expoente de Lyapunov é determinado pela estrutura de Jordan da matriz A, como é

visto no teorema a seguir.

Teorema 4.8. Suponha que A € invertivel e denote por eq seu unico ponto fizo. Entdo, o

expoente de Lyapunov A(zg) de uma solugdo x(-, o), de & = Ax + a, satisfaz
i 1
Azo) = tLlIinoo n In||z(t, z0) — eol| = A;
se, e somente se, To — ey € L(\;).

Demonstragao: Como, pelo lema anterior, z(t,xz9) — ey é uma solugdo de & = Az, a

afirmagao do teorema segue do teorema 2.12. ad

Como no caso de equacao diferencial linear, o proximo resultado caracteriza estabilidade

assintética e exponencial em termos dos autovalores de A.

Teorema 4.9. Para uma equacao diferencial afim @ = Ax+a em R?, as sequintes afirmacoes

sao equivalentes:

1. o ponto fizo ey € R? € assintoticamente estdvel;
2. 0 ponto fizo ey € RY é exponencialmente estdvel;
3. todos os expoentes de Lyapunov sao negativos;
4. O subespaco L~ satisfaz L~ = R,

Demonstracao: Seja x(t, x¢) uma solugao do sistema & = Az+a. Pelo lema 4.7, x(t, z9) —eg

é uma solucao do sistema linear & = Az, onde zq— eg é o valor inicial da solugao z(t, zq) — eo.
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Sabemos que a origem é um ponto fixo da equacao & = Ax. Além disso, considere a

solugao z(t,xg) — eg. Observe, pela definicao 2.13, que:

1. a origem é estdvel, se para todo € > 0, existe 6 > 0 tal que x(t,x¢) — ey € N(0, €), para

todo t > 0, sempre que xg — eg € N(0,0), isto é equivalente a dizer que e, é estavel.

2. a origem ¢é assintoticamente estavel, se é estavel e existe v > 0 tal que limy_, (¢, x9) —

eo = 0, sempre que zg — ey € N(0,7), ou seja, eg € assintoticamente estével.

3. a origem é exponencialmente estavel, se é assintoticamente estavel e existem a, 3,17 > 0
tais que, para todo zo—ey € N(0,n), a solucio satisfaz ||z(t, x¢) —eo|| < al|xg—eolle ™7,

para todo t > 0, que é mesmo que dizer que ey ¢ assintoticamente estavel.

Logo, este teorema é uma consequéncia imediata do teorema 2.15, que é o teorema cor-

respondente para equagoes diferenciais lineares. O

4.2 Conjugacao para equacoes diferenciais afins

Nesta secio estudaremos a equagao diferencial afim @ = Ax+a, com (A, a) € gl(d, R) x R?
ez € R?% do ponto de vista dos sistemas dindmicos ou fluxos em R?. E, também, analisaremos
as condicoes para que dois sistemas afins sejam C*-conjugados. Primeiro introduziremos o

fluxo afim associado a esta equacao diferencial.

Lema 4.10. Para A € gl(d,R) e a € R?, as solugées de & = Ax + a formam um sistema

dindamico continuo em R<.
Demonstracao: A aplicacdao ® : R x R — R? definida por
t
O(t,z) = z(t,z) = ez +/ A9 ads,
0
tem a seguinte propriedade:

0
®(0,z) = ez + / A0 9gds =
0
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para todo z € R. Além disso, ®(u + t,2) = ®(u, ®(t,x)), para todo u,t € R e z € RL De

fato,

t u
D(u, d(t,z)) = AWy 4 / A=) g ds 4 / A g dy.
0 0

.7 ./ . u — .
Vamos agora, mudar a variavel v para a variavel s na integral A=) qdy, da seguinte
) 0 )

forma: chamamos t — s = —v, ou seja, s =t + v. Assim, ds = dv e,

et — u+t u
se s =1 temos que v =0 . / AluHt=8) g g — / AG—) g
se s =u +t temos que v = u t 0

Ax

Como e”* é integravel para todo z, concluimos que

t utt
(D(U, (I)(t, :L‘)) = eA(u'H)x + / eA(U‘H—S)adS + / eA(u+t—s)adS
0 t

u+t
_ €A(u+t)$ + / eA(u+t—s)adS
0

= O(u+t, ).

Portanto, ® é um sistema dinamico. O

Note que um fluxo afim

t
d(t,r) = eMa +/ A= qds,
0

t
é escrito como soma de um fluxo linear: Q(¢, ) = e 'z mais uma parte afim: / At ads.
0

A caracterizacdo de C*-conjugacao de fluxos afins é dada pela proposicio a seguir.

Proposicao 4.11. Considere dois fluxos afins ® (associado com & = Ax+a) e ¥ (associado
com i = Bx+b) em R, onde A, B € gl(d,R) e a,be RY. Assuma que A e B sdo invertiveis
e, portanto, existem unicos pontos firos es e e, respectivamente. Entao, as afirmagoes a

sequir sao equivalentes:

1. ® eV sio C*-conjugados para k > 1;
2. ® eV sao linearmente conjugados;

3. A e B sdo afim semelhantes, isto é, A=TBT™' ¢ Ta ="b, para alguma T € Gl(d,R).
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Demonstracao: Note que os fluxos sao dados por:
O(t,z) = eMa + /t A ads e U(t,z) =ePla+ /t eBU=)pds.
0 0
Agora, vamos mostrar as equivaléncias.
(1) = (2) Seja h : RY — R? uma C*-conjugagao, k > 1. Assim,
h (eAtx + /t eA(t_S)ads) = eP'h(z) + /t ePt=pds,
0 0
para todo € R? e para todo t > 0. Derivando em relacdo a x, temos
Dh (eAta: + /t eA(t_S)ads> e = P Dh(x).
0
Calculando em x = ey, com T~ := Dh(ep), obtemos:
T~ teAt = B! para todo t € R.

Derivando, agora, em relacao a t e aplicando em t = 0, temos: T 'A = BT~!. Como h ¢ um

difeomorfismo, T—! := Dh(0) ¢ invertivel e, portanto, define uma conjugagao linear.

(2) = (1) Suponha que ® e ¥ sdo linearmente conjugados. Entao, existe uma aplicacao

de conjugacao h que satisfaz

t t
h (eAtx +/ eA(t_S)ads) = ePlh(2) —i—/ ePt=bds,
0 0
para todo x € R e para todo t € R. Dai, o resultado segue.

(3) = (2) Observe que
A=TBT ' " =TT & T et =BT,

Assim, definimos uma aplicacao h : RY — R? por h(x) = T~!(z). Entdo, a propriedade

de conjugacao segue de:

t t
he(t,x) = h (e“”x —|—/ eA(t_S)ads) =7! (eAtx + eA(t_s)ads)
0 0

t t
= T lefy + T_l/ A=) qds = BT 1 + / T~ 1A %) qds
0

[e=]

t t
= Bty + / BT qds = eBth(x) +/ eBU=5)pds
0 0

= Ut h(x)).
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Portanto, os fluxos ® e ¥ sao C*-conjugados.
(2) = (3) Mostraremos primeiro que A = TBT .

Como existe uma aplicagao de conjugacao e ela é linear, por hipotese, temos, para todo

t € R e para todo € R?, que

t ¢
h (eAtx —I—/ eA(t_S)ads) = eP'h(x) + / eBl=)pds.
0 0

Derivando em relacao a x, encontramos
t
Dh (eAtx + / eA(t_S)ads> e = eP'Dh(x).
0
Considerando T~! := Dh(0) e observando que h é linear e um difeomorfismo, temos que
T 'e = Dh(0)e = eP'Dh(0) = BT, (4.1)

Logo, A=TBT .

Agora, vamos mostrar que Ta = b, para alguma T € Gl(d,R). Sabemos que

t t
7! (eAtx +/ eA(ts)ads) =Bty +/ eBl=9)pds.
0 0

Usando 4.1, temos, para todo t € R, que
t t t
Tl/ eAM=qds = BTy — T e r + / eB=)pds = / eB)pds.
0 0 0
Entao, usando 4.1 novamente, encontra-se para todo t € R,
t t
eBt/ e Pbds = / eB=)pds
0 0
t t
= T_l/ et qds = T_leAt/ e Yads
0 0
t t
= eBtT_l/ e Mads = eBt/ T e *ads
0 0
t
= eBt/ e BT ads.
0
Assim, para todo t € R,

t t
eBt/ e Pobds = eBt/ e BT tads, donde e Bl = e BT 1a.
0 0
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Portanto, T 'a = b.

Usando a proposicao acima, podemos relacionar os fluxos afins associados a uma matriz

A e sua forma de Jordan.

Corolario 4.12. Considere i = Ax + a, com A € gl(d,R) e a € RY, e seja ® o fluzo
associado a esse sistema. Além disso, assuma que A € invertivel. Se W € o fluro associado
ao sistema

i = Jhe +T a,

onde A =TJST, com T € GI(d,R), entdo existe uma conjugacao linear h de ® a V.

Demonstragao: Como A e J§ sao semelhantes, isto é, A = TJYT ! para T € GI(d,R), e

T(T 'a) = a, segue, pela proposicao anterior, que existe uma conjugagao linear h de ® a . O

Para o caso afim também existe uma norma adaptada para a matriz A € gl(d,R). Este

¢ o significado da préxima proposicao.

Proposicao 4.13. Seja @ o sistema dinamico associado a © = Ax + a, onde A € gl(d,R) e
a € R%. Assumindo que A € invertivel, entao existe um tnico ponto fizo ey = —A"'a e as

sequintes propriedades sao equivalentes:

1. existem uma norma |- ||« sobre R% e a > 0 tais que, para todo x € R?, tem-se || ®(t,z) —

eolls < e ||z — egll«, para todo t > 0;

2. para toda norma ||-|| sobre RY, ezistem a > 0 e c > 0 com | ®(t, ) —eq|| < ce™ ||z —eol|,

para todo t > 0;
3. para todo autovalor u de A tem-se Re(u) < 0.

Demonstragao: Como a matriz A é inversivel, a equagao 0 = Aey + a tem unica solugao
dada por ey = —A"1a.
O item (1) implica (2), pois todas as normas sobre R? sio equivalentes. Os itens (2)

e (3) s@o equivalentes pelo teorema 4.9. Falta mostrar que (2) implica (1). Sabemos que
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O(t,z9) — €9 é uma solugao de & = Az com valor inicial z(0,z¢) = xg — €p. Assim, a pro-

posigao 3.15 mostra que existe uma norma || - ||, sobre R? satisfazendo (1). 0

No resultado a seguir, mostraremos a existéncia de conjugacao topoldgica para sistemas
afins estaveis. Como no caso linear, esse resultado relaciona conjugacao topoldgica e as partes

reais dos autovalores das matrizes A e B.

Teorema 4.14. Considere os sistemas dinamicos ® e VU associados aos sistemas & = Ax+a
e i = Bx + b, respectivamente, onde A, B € gl(d,R) e a,b € R, Se todos os autovalores de

A e B tém partes reais negativas, entdo os fluros ® e U sao topologicamente conjugados.

Demonstracao: Note que os fluxos sao dados por:
t t
O(t,x) = eAtx—i—/ A ads e U(t,x) = eBta:+/ eBU=)pds.
0 0

Como todos os autovalores de A e B tém partes reais negativas, entao, pela proposicao 3.19,

existe um homeomorfismo A tal que
h(e*z) = eP'h(z), para todo t € R e todo = € R%.

Além disso, pela proposicao 4.5, existem tunicos pontos fixos, e4 e eg, respectivamente, de

t=Arx+aex=Bx+b.

Agora, pelo lema 4.7, temos que

O(t,x) — e4 ¢ uma solugao de & = Az + a com valor inicial z — ey,

U(t,z) — ep ¢ uma solucdo de & = Bx + b com valor inicial z — ep.

Segue que

O(t,x) —eq = e(x—eq) e U(t,z) — ep = Pl (x — ep).
A propriedade da conjugacao de h implica que

h(e(z —eq)) = eP'h(x —eq) = P (h(z — e4) + ep — ep).

Logo,
h(P(t,x) —eq) =V(t,h(x —eq) +ep) — ep.
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Defina H : RY — R? por H(x) = h(z —e4) + ep.
(1) H satisfaz a propriedade de conjugagao.

De fato,

H(®(t,x)) = h(®(t,z) —ea) +ep
= VU(t,h(x —es)+ep) —ep+ep
= W(t,H(x)).

(14) H é homeomorfismo.

Com efeito, como h é homeomorfismo e H(z) = h(z — ea) + ep, segue que H é homeo-

morfismo.

Portanto, ® e ¥ sao topologicamente conjugados. O

Exemplo 4.15. Sejam
A - e B =

as matrizes hiperbolicas dadas no exemplo 3.21. Como os dois autovalores de A e B tém

partes reais negativas, os fluros
t t
et +/ eAads e P —i—/ eB=9pds
0 0
sao topologicamente conjugados.

Agora, apresentaremos o resultado mais importante dessa se¢do. Com este resultado
podemos garantir que, para equacoes diferenciais afins, relacionadas a matrizes hiperbdlicas,
com os subespacos estaveis tendo as mesmas dimensoes, os fluxos associados a essas equagoes

sao topologicamente conjugados.

Teorema 4.16. Considere os sistemas dinamicos ® e W associados aos sistemas © = Ax+a
e @ = Bx + b, respectivamente, onde A, B € gl(d,R) e a,b € R%. Suponha que A e B sdo
hiperbolicas. Entao, ® e VU sao topologicamente conjugados se, e somente se, as dimensoes dos

subespagos estdveis (e, portanto, a dimensdo dos subespagos instdveis) de A e B coincidem.



4.2 Conjugacao para equagoes diferenciais afins

84

Demonstracao: Se A e B sao hiperbdlicas, entao A e B nao tém autovalores com parte

real nula. Assim, podemos decompor R?% como:

Ri=L @ L}

RY=L; & LE,

onde L e L (L} e L) denotam, respectivamente, os subespacos instaveis e estdveis de A

(de B). Denote as projegoes naturais por:

— . md
T, R

—
— +
Tp=x,bxr,; >

— . Rd
R

Ll

xB:mE;EBxE

Ly

T4

Lp

Tp

+ . od
Ty R

xA:xg@xJAﬁ

+ . Rd
5 R

xB:a:]}@IE

—
—
—

—

L}

+
T4

Ly

+
Tp

Os subespagos LY, Ly, L}, e L sao invariantes por A e B, respectivamente. Considere as

equacoes diferenciais afins:

:'E:A|sz+7rj4ra ¢ &=Al-z+m4a

$:B|L§x+7rgb e & =Bl _r+mgb

(4.2)
(4.3)

Note que as solugoes de © = Ax + a podem ser escritas unicamente como soma das solugoes

das equagoes 4.2 e que as solucoes de © = Bx + b podem ser escritas unicamente como soma

das solugoes das equagoes 4.3.

Como os subespacos estaveis e instaveis tém a mesma dimensao, pelo teorema 4.14, exis-

tem as conjugacoes topoldgicas h™ e h™, isto é, existem homeomorfismos

h™: L, — Ly, tal que h™ (®(t,z,)) = V(¢t,h (z)), parax, € L,

ht: L — LY, tal que h' (®(¢,a})) = U(¢t, " (z})), para xf € L.

Logo, definimos uma conjugacao topolégica h : R —s R¢, de ® e ¥, por

h(x) = b~ (my (x)) + h¥ (w5 ().

h é bijetora e sua inversa h~! : R — R% é dada por

h™H @) = (h7) Hmp(x)) + (BF) " (mh(x)).
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Com efeito, considerando x = z; & z7;, temos que

h™'oh(x) = BT (my(x)) + KT (] (2)))
= h7 (0 (ma (g @ ) + hH (mh (o ® @)
= h7H (b (zy) + hY(2h)
= (h7) H(mp(h™(23) + h(@1) + (B1) " Hmg(h™ (x) + ' (2)))
= (W7)7H (A () + (BF) TN (2)))
= x,+z}

e, considerando agora, r = x5 @ x5, temos que

hoh ™ (z) = h((h™) H(mp(2)) + (h7) " (mf (@)
= h((h") (rp(ap @) + (B1) " (mp(ap @ 25)))
= h((h7) " () + (W7) " (23))
= h7(my((h7) ) + (W) (@5))) + B (mh (W) (wp) + (BF) 7 (@h)))
= h7((h7) 7 (ag)) + h((R) " (2h))
= x5+ aj

= .

Assim, h e h™! sdo continuas, pois b=, h™, (k™)' e (h")~! sdo continuas e soma de fungoes

continuas é continua. Segue que h é um homeomorfismo.
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Além disso, sabendo que x = z; ® x|, h satisfaz a condigao de conjugagao

h(@(t,x)) = h™ (73 (2(t,2))) + h" (74 (9(t, 2)))
= hT(ma (2t zy © ) + T (mi (Rt 2y & 23)))
= hT(ma (2t y) © Ot 2)) + WM (m(Q(E,24) & (t, 7))
= h7(Q(t,23)) + T (2(t, 7))
= W(t,h(xy)) + Ut L' (2}))
= Ut h(my(zy & x}))) + Ut W (mh (2, & 2))))
= U(t,h(m4(x)) + U(t, h" (7} (2))
= U(t,h™(my(2)) + h* (7} (2)))
= U(t, h(z)).

Para mostrar a reciproca, suponhamos que os fluxos afins ® e ¥ em R sdo topologicamente

conjugados. Assim, existe um homeomorfismo h : R? — R? tal que

t t
h (eAt:c + / eA(ts)ads) = eP'h(z) + / eP)pds,
0 0

ou melhor, existe um homeomorfismo
h:L,+L — Ly+ L%

tal que
t t
h (eAt(xz + ) +/ eA(t_S)ads) =eP'h(z, + ) + / eB=)pds,
0 0

pois A e B sao hiperbdlicas.

Considere x, € L. Entao, quando ¢ — +00 temos que
t
eMay +/ eA=9ads —s ey.
0
Logo,

¢ ¢
lim h (e T, —I—/ eA(t_S)ads> = lim "'h(z )+/ ePU=)bds = ep,
0 0

t—+o00 t—4o00

o que implica que h(z) € Ly, ou seja, h(L,) C L.
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Considere, agora, x/{ € L. Entdo, quando ¢t — —oo temos que
t
ek +/ A =ads — ey.
0

Logo,

t——o0 t——o00

o que implica que h(z}) € L}, ou seja, h(L}) C L}.

t t
lim h (eAtx; ~|—/ eA(ts)ads) = lim eP'h(z)) —i—/ A =9ads = ep,
0 0

Chamaremos de hy e hy as restrigoes de h aos subespagos L, e LY, respectivamente, isto

hl:h‘LZ:LZX—>LB

hy = hly5 : L — L.

Seja xp € L. Como h é sobrejetora, existe x, + 2 € L, + L} tal que h(z, +z)) = a5.

Mas,

t t
eP'h(zy +ak) + / ePUbds = ePlag + / eP=9bds
0 0

t——+o00 t——+o0

isto é,

t t
eP'h(zy +af) + / ePU=9bds = h(eMay +eMal) + / eA=9ads — ep.
0 0

Segue que

t—-+o0

pois

t
ey ~|—/ A ads — eq e eMall — +oo, quando t — +o0.
0

t t
lim (BBth(mz + ) +/ eB(t_S)bds> = lim (eth]_g +/ eB(t_S)bds) = epg,
0 0

t
lim <h(eAtxAT +etrl) + / eA(t_s)ads> =eq = T
0

Logo, para todo x5 € Ly, existe x; € L tal que hy(xz) = h(z, +0) = x3, ou seja, hy é

sobrejetora.

Além disso, hy também é injetora. De fato,

h1($1) = h1<$2) — h(l’l -+ 0) = h(.ﬁl?g + O) — T = T2.
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Assim, h; é bijetora.
Analogamente, se mostra que hy é bijetora.

Portanto, as dimensoes dos subespagos estaveis e instaveis de A e B coincidem. O

O teorema acima mostra que a parte afim de um fluxo nao influencia na conjugacao
topoldgica desses fluxos, ou seja, conjugacao topoldgica de fluxos afins é uma consequéncia

da conjugacao topoldgica de fluxos lineares, como ¢é visto no exemplo a seguir.

Exemplo 4.17. Sejam

-3 -1 0 0 -7 =2 0 0
1 =3 0 0 2 =70 0
0 0 2 =5 0 0 4 -1
0O 0 5 2 0 0 1 4

as matrizes hiperbolicas dadas no exemplo 3.24. Como as dimensoes dos subespagos estaveis
(instdveis) de A e B sao iguais, entdo, pelo teorema acima, os fluros associados aos sistemas

afins ©t = Ax +a e &t = Bx + b,
t t
et 4 / eAtads e B+ / eBU=)pds,
0 0
respectivamente, sao topologicamente conjugados.

Uma generalizacao natural da teoria descrita neste capitulo pode ser vista nos sistemas
de controle. Mas, podemos pensar em desenvolver esses resultados substituindo o R™ por um

grupo de Lie.



CAPiTULO 5

Conjugacao e equivaléncia topoldgica

no toro n-dimensional

O espago quociente T™ = R™/Z™ é o toro n-dimensional. Se n = 1, obtemos o circulo S*
e, em geral, R"/Z" é homeomorfo ao produto cartesiano, S x ... x S de n cépias do circulo.
Além disso, o toro é localmente homeomorfo ao espaco euclidiano, conexo por caminhos e

compacto.

-

Figura 5.1:

Sabemos que dois fluxos ® e ¥ em R" sao topologicamente conjugados se existe um
homeomorfismo h tal que h(®(t,z)) = V(t, h(x)), para todo z € R™ e para todo t € R.
Uma questao que surge é: quando dois fluxos no toro n-dimensional sao topologicamente
conjugados (equivalentes)? E isto que trataremos neste capitulo. Utilizamos principalmente

as referéncias [10] e [13].
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5.1 Conjugacao e equivaléncia topoldgica

Nesta secao vamos estudar conjugacao e equivaléncia topoldgica no toro n-dimensional.
Para isso, comegaremos definindo aplicacao afim e, consequentemente, fluxos afim equiva-
lentes. Mostraremos que, no toro n-dimensional, equivaléncia (conjugacao) topoldgica e
equivaléncia (conjugagao) afim sdo a mesma coisa.

Para a sequéncia desse trabalho, considere [x] = x+Z" € T" e 7 : R" — T™ a aplicagao

de recobrimento dada por 7(x) = [z], para todo x € R™.

Definigao 5.1. Seja Z™ o subgrupo discreto de R™ e ¢ : R — R™ wm subgrupo a um
parametro. Dizemos que ® : R x T™ — T™ dado por ®(t,[x]) = [¢(t, )] € o fluxo induzido
por .

Definigao 5.2. Seja A : R" — R"™ um isomorfismo tal que Z" é A-invariante, isto €,
A(z) € Z", para todo x € Z". Se a € R, podemos considerar a aplicagio induzida aA :
R"/Z" — R"/Z" definida por aA([z]) = [aA(x)]. Esta aplica¢do é denominada aplicagdo

afim no toro n-dimensional.

Definicao 5.3. Dois fluzos no toro T™ sdo afim equivalentes (afim conjugados) se eles forem

topologicamente equivalentes (topologicamente conjugados) por uma aplica¢ao afim.
Exemplo 5.4. Sejam ® e U os fluros induzidos pelos subgrupos a um parametro, ¢ e aga™?!,
com a € R. A aplicagio afim a : R"/Z" — R"™/Z™ definida por a([z]) = |az] é uma
conjugacao afim (e, por isso, uma equivaléncia afim) de ® e V.

Com efeito, como ® e¢ ¥ sao os fluros induzidos por ¢ e aga™', temos que ®(t,[x]) =

[6(t, )] e U(t,[z]) = [ap(t,x)a"]. @ satisfaz a propriedade de conjugagdo, pois

a(@(t, [2])) = a([o(t, 2)]) = [ag(t, 2)] = ag(t, ax)a™"] = U(t,a([z])).
Além disso, @ tem inversa (a)™' : R"/Z" — R"/Z" dada por (a)~'([x]) = [a " z].

Por outro lado, @ e (a)~! sao continuas e, assim, sio homeomorfismos. Logo, @ €, de

fato, uma conjugacao entre ® e W.

Uma primeira pergunta natural, é saber quando fluxos induzidos em 7™, por fluxos lineares

em R", sdo topologicamente equivalentes. Mais precisamente, sejam v,v" € R™ vetores nao
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nulos e considere os fluxos ® e ¥ em T" definidos, respectivamente, por ®(t, [z]) = [tv + x]

e U(t, [z]) = [tv' + x], para todo t € R e para todo x € R".

Lema 5.5. Considere a aplicagao quociente m : R — T" e seja um homeomorfismo H :
R™ — R™, o levantamento de h : T" — T", tal que H(0) = 0 e hm(0) = w(0). Entao, H,

restrito a Z", € um homomorfismo de Z-mddulos.
Demonstracgao: Precisamos mostrar que H, restrito a Z", satisfaz
(a) H(my 4+ mg) = H(my) + H(ms), para todo my, my € Z"

(b) H(am) = aH(m), para todo m € Z" e todo « € Z.

Para qualquer n € Z" e x € R", defina as aplicagoes: H;, Hy : R — R" dadas por
Hi(x) =H(x+n) e Hy(x) = H(x) + H(n).

Note que estas aplicagoes sao homeomorfismos, pois H é um homeomorfismo. Além disso,
H.(0) = H(n), Hy(0)=H(0)+ H(n)=H(n) e

m(Hy(x)) = 7(H(x +n)) = h(r(z + n)) = h(x(z)).
Assim, H; é um levantamento de h com H;(0) = H(n).

Da mesma forma,

m(Hy(z)) = w(H(z)+ H(n)) = 7(H(z)) + n(H(n))
= h(7(x)) + h(m(n)) = h(z(x)) + h(7(0))
= h(x(z)) +7(0) = h(r(z)),

isto acontece porque m(n) = 7(0) e estamos supondo que h(7(0)) = 7(0) é o elemento neutro
do grupo T" = R"/Z". Logo, tanto H; e Hy sdo levantamentos de h com mesmo ponto
inicial. Dai, pela unicidade do levantamento, H; = Ho, isto é, H(z +m) = H(x) + H(m),

para todo x € R". Facilmente se prova que H(am) = aH(m), para o € Z.

Portanto, H|z» é um homomorfismo de Z-mdédulos. O
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Lema 5.6. Sejam H o levantamento continuo de h : T" — T™ e : R — R uma
parametrizacao continua estritamente crescente. Além disso, para v e v’ em R™, sejam P :
(t,[z]) — [tv+x] e ¥ : (t,[z]) — [tV + 2] fluzos em T™ induzidos pelos fluxos ¢ : t — tv
et — tv' em R™. Entao, H(¢(t,x)) = (7,(t), H(x)).

Demonstragao: Observe que, para todo t € R e todo = € R",

m(H(o(t,x))) = h(m(o(t x))) = h(D(t, 7(x)))
= U(n(t), h(n(2))) = V(7.(1), 7(H (2)))
= m((m(t), H(x))).

Assim, H(p(t,x)) — (7e(t), H(x)) € Z", para todo t € R e todo z € R™ Mas, como
H(o(t,x)) — (1:(t), H(x)) é uma funcao continua, H(¢p(t,x)) — ¢ (7.(t), H(z)) é constante
) —

¥(0, H(z)) = 0.

Logo, podemos concluir que H(¢(t,z)) = ¥(7.(t), H(x)). O

e igual a 0, pois H(¢(0, )

Exemplo 5.7. Sejam z,v € R? er a reta {tv+x : t € R}. Vamos mostrar que nem sempre

¢ possivel encontrar dois pontos distintos m,n € Z tais que (m,n) pertence a .

13
Sejam v = (1,1), t = (t,t) ex = (5, 5) Suponha que (m,n) pertence a r, ou seja,

13 13
00+ 00 (53] = mm = @0+ (5.3) = omn)
Dat,
t+1t+3 = (m,n)
5 5 = (m,n).
E, assim,
b4 L=
5 = m
. 181 1
; mErES T T T T T T

o que € absurdo.

Agora, podemos enunciar o seguinte resultado:



5.1 Conjugacao e equivaléncia topologica 93

Teorema 5.8. Para v e v' vetores nao nulos de R™, sejam ® : (t,[z]) — [tv + 2| e U :
(t, [x]) — [tv" + x| fluzos em T™, induzidos pelos fluzos ¢ : t — tv e 1 t — tv' em R™,
respectivamente. Entao, ® e U sao topologicamente conjugados se, e somente se, existem

A€ Gl(n,Z) e € R* tais que A(v) = av'.

Demonstragao:
R" =% R
m s
AL T) A
Sejam ® e ¥ topologicamente equivalentes por uma aplicacao h. Assim, h: T" — T™ é um

homeomorfismo que satisfaz, para todo z € R" e todo t € R,
h(D (2, [z])) = W (7:(1), h([z]))-

Seja o homeomorfismo h satisfazendo h7(0) = 7(0). Entao, pela teoria topoldgica, existe
um tnico levantamento continuo H com H(0) = 0 tal que o diagrama acima comuta. Da
mesma maneira, se mostra que H~! é o levantamento continuo de h~!. Logo, H é um

homeomorfismo e hom = 7o H.

Como m(x +n) =[x +n] = [z] = 7(x), para todo x € Z" e todo n € Z", temos que Z" é

H-invariante. De fato, seja n € Z™, entao
w(H(n)) = h(mw(n)) = h(xw(0)) = 7(0) = H(n) € Z".

Afirmamos que A := H|z. é inversivel. Isto segue, pois H ! é o levantamento de h™! e

deixa Z" invariante. Assim,
A = (H) Ygn : Z" — 77,

e satisfaz AA™' = A7 A = Id.
Conforme vimos, Z" é H-invariante e, assim, H restrito a Z", é uma bijecao.

Pelo lema 5.5, H, restrito a Z", é um homomorfismo de Z-moédulos. Em particular,
tomando x € Z", obtemos que H|zn : Z™ — Z" é um homomorfismo de grupos e, como H

é bijetora, H|z» é entdao um isomorfismo.
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Suponha‘que H(lvoa 70): (a117"' aanl)a"' ) GH(O, 7()’]-) :(a’l’m"' 7ann)7para

a;; € Z, onde 1 <1i,5 < n. Entao,

H(xy, - xn) = H(zy(1,0,---,0) 4 +2,(0,---,0,1))

= 2 H(1,0,-+-,0) 4+ 2,H(0, - ,0,1)

== xl(alh"' aan1)+"'+xn(a1n7"' 7a’nn)
= (anx1 + -+ anTn; o, 1T+ -+ Apnn)
ayr 0 Qi Iy
S Ann Ty
Como H|zn é isomorfismo,
aix - Qi
€ Gl(n,Z).
(0 Ann

Agora, pelo lema 5.6,

H(o(t, z)) = ¢(7a(t), H(x)),
isto é, H satisfaz a propriedade de equivaléncia topolégica.

Falta mostrar que Av = aw.

Sabemos que H (tv+z) = tv'+ H(z), paratodo t € R e todo z € R™. Dai, A~ H(tv+z) =
tA71(v") + A"'H(z), para todo t € R e todo z € R"™. Isto significa que A™'H leva a reta
tv +x na reta tA (V') + AT H(z) = A7 (' + H(z)).

Digamos que existam m,n € Z™ distintos tais que m e n pertencem a reta {tv+x : t € R}.
Como A™'H|zn = Id|zn, entao A"'H(m) = m e A~'H(n) = n. Portanto, as retas tv = z e
A7 (tv' + H(z)) contém os dois pontos m e n em comum e, consequentemente, essas retas
tv =1z e A7} (tv' + H(x)) sao iguais. Logo, os vetores diretores dessas retas, v e A™'v, sdo

paralelos, donde existe um a > 0 tal que

v=aA'(V) = A(v) = av'.
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De acordo com o exemplo 5.7, nem sempre é possivel encontrar dois pontos m,n € Z"
distintos tais que m e n pertencem a reta {tv + x : t € R}. Neste caso, vamos fazer o
seguinte, note que A~'H deixa Z" invariante e, portanto, induz uma aplicacao continua
A'H : T" — T" definida por A H([z]) = [A"'H(z)]. Temos que A™'H(tv + x) =
tA 1 (v") + A7 H(z), para todo t € R e todo z € R™. Em particular, para x = —v. Observe

que, tv —v =v(t — 1) = (t — 1)v. Assim,
ATTH((t— 1)) = At H(tv —v) = tA (V) + A H(—v).

Para t = 1, temos que (t — 1)v = 0 e, como H e A~! levam 0 em 0, entdao 0 é ponto da reta
tv —v e da reta tA~!(v') + A~V H(—v). Precisamos encontrar outro ponto com coordenadas
inteiras que pertencga a essas duas retas. Para isto, construimos uma sequéncia r, de pontos

de Z" tal que [r,] — [v] no espaco projetivo. Assim, pela continuidade de A™'H,
A Hr, = [A™ Hr,) = [r)] — [ATTH ()],

mostrando que [A7*H(v)] = [v]. Mas, entao, v e A~1(v') sdo vetores diretores da mesma

reta. Sendo assim, sao paralelos, ou seja, existe a € R* tal que v = aA~1(v'), ou ainda,
Av) = a'.

Reciprocamente, suponha que existem A € Gl(n,Z) e o € R* tais que A(v) = av'.

Considere a aplicacao h : T" — T™ definida por h([z]) = [A(x)]. h estd bem definida e
tem inversa h™! : T" — T dada por h™!([z]) = [A7'(x)]. Além disso, a continuidade de
h e h™! seguem da continuidade da aplicacao A e da aplicacdo quociente. Logo, h é um

homeomorfismo.

Resta mostrarmos que h satisfaz a propriedade de equivaléncia.

e, [z]) = [AD(, [z])] = [A(tv + )]
= [A(tv) + A(x)] = [at + A(x)] = [at + h([z])]
= U(at, h([z])),

Tomando 7,(t) = at, temos que
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Portanto, ® e ¥ sao topologicamente conjugados. O

Observacao 5.9. Note que a partir das afirmagoes do teorema, podemos concluir que, em
T", fluros topologicamente equivalentes (topologicamente conjugados) sdo afim equivalentes
(afim conjugados) e vice-versa.

De fato, suponha que ® e ¥ sao topologicamente equivalentes por uma aplicagao h :

T" —s T™. Entdo, h é um homeomorfismo e satisfaz, para todo x € R e todo t € R,

h®(t, [2])) = V(7 (t), h([2]))-

Assim, pela demonstracao do teorema acima, existe um unico levantamento continuo H :
R" — R" tal que hom = wo H, isto é, h([z]) = [H(x)]. Como H é um isomorfismo e
7" € H-invariante, concluimos que h € uma aplicacao afim. Portanto, ® e ¥ em T" sao

topologicamente equivalentes por uma aplicacao afim.

Reciprocamente, se ® e W em T" sao topologicamente equivalentes por uma aplica¢ao

afim, entao ® e U sao topologicamente equivalentes.

A proposicao a seguir, da uma condicao para que dois campos quaisquer no toro sejam
topologicamente equivalentes.
Daqui em diante, quando nos referirmos a campos vetoriais topologicamente conjugados

(equivalentes), X e Y, estamos dizendo que X é topologicamente conjugado (equivalente) a

Y.

Proposicao 5.10. Sejam X e Y dois campos vetoriais nao-nulos em T". Assim, X €
topologicamente equivalente a Y se, e somente se, existe um isomorfismo A : R" — R",

com 7" A-invariante tal que A(X) = oY, para algum o € 7.

Demonstragao: Suponhamos que X e Y sao topologicamente equivalentes no toro n-
dimensional. Entao, existem um homeomorfismo h : T" — T™ e uma aplicagao 7, : R — R
satisfazendo

h(eX([x])) = e=WYh([z]), para todo z € R" e todo t € R.
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Pela observagao 5.9, existe um isomorfismo A : R” — R", com Z" A-invariante tal que

h([z]) = [Az]. Além disso, h(e!X ([X])) = e™=®Y h([X]). Mas,

h(e™ ([X])) = [A(e" X)) = [A(tX + X)] = [tA(X) + A(X)]

O R(X]) = OV AX)] = O AX] = [ + AL
Logo,
h(eX([X])) = eT””(t)Yh([X]) implica que [tA(X) + A(X)] = [r(t)Y + A(X)]

tAX) + AX) — ()Y — A(X) e 2",
donde t(A(X) — aY) € Z". Tomando 7,(t) = at, obtemos
tA(X) + A(X) —atY — A(X) € Z", ou seja, t(A(X) —aY) € Z".

Segue que t(A(X)—aY) € Z", para todo t € R, e dai concluimos que A(X)—aY = 0, donde
A(X)=aY.
Reciprocamente, defina h : 7" — T™ por h([z]) = [A(x)], para todo x € R™.
Afirmacao: h estd bem definida.

De fato, sejam [z], [#'] € T™. Entao,
[z] = [2]] = = —a' € Z".

Segue que

Alx —2) €eZ"= A(x) + Z" = A(x') + Z".

Logo,

Vamos mostrar que h é bijetora.

Suponha que h([z1]) = h([z2]), para [x1], [z2] € T™. Assim,

[A(x1)] = [A(22)] = A(z1) — A(xe) € Z" = Az — 22) € Z".
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Como A : Z" — 7" é um isomorfismo, segue que x; — xo € Z", e dai, [x1] = [xs]. Isto

mostra que h é injetora.

Seja [x] € T™. Dai, existe [A71(x)] € T™ tal que

Logo, h é sobrejetora.

A continuidade de h e h~! sdo consequéncias da continuidade da aplicacao A e da aplicacao

quociente.
Resta verificar que h satisfaz a propriedade de equivaléncia.

Para isto, sejam ® e ¥ os fluxos induzidos em T por X e Y, respectivamente. Entao,

h(@(t,z)) = h(e([z]) = h(e™[z])
— [A(e™2)] = [A(x + X))
= [A(X) +tA(X)] = [A(z) + atY]
[ A(X)] = e [A(X))
— ™ h([a)).

Tomando 7,(t) = at, concluimos que

h(@(t, @) = eV h([a]) = V(. (t), h(z)).

Corolario 5.11. Sejam X e Y dois campos vetoriais nao nulos em T". Assim, X € topo-
logicamente conjugado a'Y se, e somente se, existe um isomorfismo A : R" — R"™ com Z"

A-invariante tal que A(X) =Y.

Demonstragao: A demonstragao é analoga a demonstracao da proposicao acima, mas to-

mando 7,(t) = t. O
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Exemplo 5.12. Sejam X = (1,4, —2) e Y = (2—3,—14) campos vetoriais em T>. Note que

2 -1 =2
A=11 -1 0
0 -3 1

¢ invertivel (e, portanto, A : R® — R® ¢ um isomorfismo), Z3 é A-invariante e satisfaz

A(X) =Y. Portanto, pelo coroldrio 5.11, X e Y sao topologicamente conjugados.

5.2 Conjugacao topolégica de fluxos racionais no toro

Conforme mostramos, a conjugagao (equivaléncia) topoldgica de dois campos vetoriais nao
nulos, induzidos por X,Y € R", depende da existéncia de um isomorfismo A : R — R",
com Z"™ A-invariante tal que A(X) =Y (A(X) = oY, para algum « € Z). Vamos agora,
analisar condigoes sobre os quais dois campos racionais no toro sao conjugados (equivalentes).
Antes porém, vamos nos ater a situacao em que X e Y possuem coordenadas inteiras. Neste

caso, veremos que a conjugacao depende do maximo divisor comum das entradas de X e Y.

Se o campo vetorial X = (21, ,x,) € Z", dizemos que X é um campo vetorial inteiro.
Agora, se o campo vetorial Y = (a1 /by, -+, a,/b,) € Q", dizemos que Y é um campo vetorial

racional.

Proposicao 5.13. Sejam X = (zq,--- ,x,) €Y = (Y1, ,Yn) campos vetoriais inteiros em

T". Se X ¢€ topologicamente conjugado a'Y , entao mdc(xy,--- ,x,) divide mde(yy, -+, Yn)-

Demonstragao: Se X ¢é topologicamente conjugado a Y, pelo corolario 5.11, existe um
isomorfismo A : R" — R” com Z" A-invariante tal que A(X) =Y. Escrevendo a matriz A

em relacao a base canonica 3, obtemos a matriz

@13 -+ Qip

[A]g = el )



5.2 Conjugacao topoldgica de fluxos racionais no toro 100

com entradas inteiras. Entao,

@11 -+ Qip T1 Y1
= b
S Ann S Yn
ou seja,
a11T1 + -+ ATy = Y1
Ap1T1 + -+ ATy = Yn
e, assim,
de(Jfl, e ,Z’n)|y1
de(l’l, Tt 7xn)|yn
Logo, mdc(xy, - -, x,) divide mde(yr, -+, Yn). O

Observagao 5.14. A reciproca da proposicdo acima € vdlida para n = 2.

Suponhamos que D := mdc(xq,z2) divide mdc(yy,yo). Dai, D divide y; e D divide ys e,

assim, chegamos a duas equacoes diofantinas, dadas por

ary1 +brya = (5.1)
cx1 +dry = o, (5.2)
para a,b,c,d € Z, donde
a b Ty (7
c d To Y2
a b
Se det(A) = # 0, seque que A € inversivel e temos o resultado. Caso contrdrio,
c d

. . , Tol 1t Tory 1y
, det(A) =0, t [ —,b— — ( —,d——),
ou seja, det(A) 0Memos as Solugoes gerais (a + D D ) elc+ D D

para todos t,y € Z, das equagoes diofantinas 5.1 e 5.2, respectivamente. FEntao, temos o
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sistema B(X) =Y, isto ¢,

ZEgt l’lt
a+— b——
D D T . n
Toy 17y L2 Y2
c+ D D

Precisamos mostrar que B € inversivel, ou seja, det(B) # 0. Assim,

det(B) = det(A)+ (—C"El ;d“) - <—axlz;bx2) 7

Yot — 17y
= det(A4 Ak L
et(A) + D
Yol — Y17y
-5

Como y; e yy sao fixos e diferentes de 0, é possivel encontrar t,y € Z tais que B seja
inversivel. Portanto, como B : R? — R? é um isomorfismo, Z* é B-invariante e B(X) =Y,

concluimos que X ¢ topologicamente conjugado a 'Y .

Provavelmente seja possivel generalizar esse resultado para o caso nxn. Nossa dificuldade
em responder essa perqunta estd no cdlculo de determinantes de ordem n e na escolha de

solucoes gerais de equacoes diofantinas que facilite o cdlculo desse determinante.

Daremos alguns exemplos de conjugacao de campos vetoriais inteiros. Note que esses

exemplos seguem da observacao acima.
Exemplo 5.15. (1,1) = (—1,—1) # (n,n), para todo n # +1.
Exemplo 5.16. Se m,n € Z e mdc(n,m) = 1, entdo (n,m) = (1,1).
Exemplo 5.17. Se m,n € Z, entao (n,m) = (mdc(n,m), mdc(n,m)).
O resultado a seguir é uma consequéncia imediata da proposicao 5.13.

Corolario 5.18. Sejam X = (z1, -+ ,x,) € Y = (y1, -+ ,Yn) campos vetoriais inteiros em
T". Se X ¢€ topologicamente conjugado a Y e Y € topologicamente conjugado a X, entao

mde(xy, -+ @) = mde(yr, -+, Yn)-

Demonstragao: Pela proposi¢ao 5.13, X é topologicamente conjugado a Y se mdc(zy, - - , x,)

divide mde(yy, -+ ,yn) e Y é topologicamente conjugado a X se mde(y, -+ ,y,) divide
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mdc(zy, -+, x,), donde segue o resultado. O

O seguinte lema mostra que, no toro, campos vetoriais topologicamente equivalentes,

continuam sendo topologicamente equivalentes se multiplicarmos eles por uma constante.

Lema 5.19. Em T", X ¢ topologicamente equivalente a Y se, e somente se, kX ¢é topologi-

camente equivalente a kY , para todo k € R.

Demonstragao: Suponhamos que X ¢é topologicamente equivalente a Y. Entao, existe
um isomorfismo A : R” — R” com Z" A-invariante tal que A(X) = aY. Seja A =

ayp -+ QAip

. Entao, A também satisfaz o seguinte sistema:

a1 - Qip kxq ky,

Qp1 -+ App kmn kyn
Portanto, existe um isomorfismo A : R" — R™ com Z" A-invariante tal que A(kX) = akY
e, consequentemente, kX é topologicamente equivalente a kY.

Reciprocamente, suponhamos que kX é topologicamente equivalente a kY. Entao, existe

um isomorfismo B : R" — R” com Z" B-invariante tal que B(kX) = akY. Seja B =
buu -+ b

. Segue que B satisfaz o sistema abaixo

bnl Tt bnn

bii -+ bin X Y1

bnl e bnn L, Yn

Portanto, existe um isomorfismo B : R” — R", com Z" B-invariante tal que B(X) = oY

e, consequentemente, X ¢ topologicamente equivalente a Y. O
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Observacao 5.20. Note que o resultado anterior também € valido para campos vetoriais

topologicamente conjugados.

Para analisar quando dois campos vetoriais racionais no toro sao topologicamente conju-
gados, primeiro usaremos o lema anterior para transformar os campos vetoriais racionais em

campos vetoriais inteiros e depois utilizaremos a proposi¢ao 5.13.

Proposicao 5.21. Sejam X = (a1/b1,- -+ ,a,/b,), Y = (c1/dy,- -+ , ¢, /dy,) campos vetoriais
racionais, k = by---b, -dy---d, € Z, kX = (x1,--+ ,x,) € kY = (y1, -+ ,yn). Se X €

topologicamente conjugado a 'Y, entdo mdc(xy,--- ,x,) divide mdc(yy, - ,Yn)-

Demonstracgao: Se X ¢é topologicamente conjugado a Y, pelo lema anterior, kX é topolo-
gicamente conjugado a kY. Agora, note que, kX e kY sao campos vetoriais inteiros. Logo,

pela proposicao 5.13, mde(xy, - -+, x,) divide mde(yy, -+, yn). O

A partir da teoria descrita nessa secao, obtemos os seguintes resultados:

Proposicao 5.22. Em T", dois campos inteiros nao nulos sao topologicamente equivalentes.

Demonstragao: Sejam X = (z1,---,x,) e Y = (y1,- -+ ,y,) dois campos inteiros em T" e
seja M = mme(zy,--- ,x,). Note que
Y1
X1 I n
Y2
To X2 _ Y2
In T Un
T
e, assim,
Y1
Ml'l T Y1
Y2
M= x
To 2 Y Y2
g T Un
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Tomando

e
Ln

temos que A € Gl(n,Z) e a € Z. Logo, existe um isomorfismo A : R" — R"™ com Z"

A-invariante tal que AX = aY . Portanto, X e Y sao topologicamente equivalentes. O

Corolario 5.23. Em T", dois campos vetoriais racionais nao nulos X e 'Y sao topologica-

mente equivalentes.

Demonstracgao: Considere os campos racionais
X = (afl/bla"' 7an/bn> € Qn eY = (cl/dh"' 7Cn/dn) € Qna

eseja k = blbndl dn c 7. Assim, kX = (1171,"' 71-”) e kY = (yl,... 7yn) S30
campos inteiros. Pela proposi¢ao anterior, kX é topologicamente equivalente a kY. Segue,

pelo lema 5.19, que X e Y sao topologicamente equivalentes. O

Como trabalho futuro podemos analisar os fluxos irracionais, saber quando que dois fluxos
irracionais sao conjugados, saber quando que um fluxo irracional e um fluxo racional sao
conjugados, etc. Podemos também generalizar os resultados descritos para grupo de Lie e

seu reticulado. Porém, alguns resultados ji foram generalizados em [13].
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