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Resumo

Sejam G um grupo e A um grupo de automorfismos de G. Uma A-6rbita de G é um
conjunto da forma g4 = {g% a € A}, com g um elemento de G. Um subgrupo H de G
é dito ser A-invariante se H = H®, para todo a € A, e, uma secao H/K de G é dita ser
A-invariante se H e K sao subgrupos A-invariantes de G. Quando G é infinito, A é abeliano
e A centraliza toda se¢ao finita A-invariante de G é dito que o par (G, A) satisfaz a condic¢ao
(x). O objetivo desta dissertacao é demonstrar um resultado, devido a Enrico Jabara, o qual
estabelece que se o grupo G é uma unido de um nimero finito de A-drbitas e o par (G, A)

satisfaz a condicao (x), entdo G possui um subgrupo abeliano normal de indice finito.

Palavras Chaves: Grupo de automorfismos, grupo de automorfismos abeliano, acao de

grupos de automorfismos, orbitas.



Abstract

Let G be a group and A a group of automorphisms of G. An A-orbit of GG is a set of the
form g4 = {g% a € A}, where g is an element of G. A subgroup H of G is an A-invariant
subgroup of G if H = H®, for all & in A and, a section H/K of G is an A-invariant section of
G if H and K are A-invariant subgroups of G. When G is an infinite group, A is an abelian
group and A centralizes all A-invariant finite section of G, it is said that the pair (G, A)
satisfies the condition (*). The main of this dissertation is to prove a result, due to Enrico
Jabara, which establishes that if G is a union of a finite number of A-orbits and the pair

(G, A) satisfies the condition (), then G admits a normal abelian subgroup of finite index.
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INTRODUCAO

Investigar a estrutura de um grupo G por meio de propriedades de um grupo A de
automorfismos de G é comum na Teoria de Grupos. Em verdade, pesquisas nessa linha
vém sendo feitas hd mais de um século. Como exemplo de tal fato, W. Burnside (1852
- 1927) demonstra em seu livro Theory of Groups of Finite Order (veja [1]), que se um
grupo finito G admite um automorfismo T de ordem 2 e livre de pontos fixos, isto €, tal que
Co(t) = {9 € G; g7 = g} = {1}, entao G é um grupo abeliano finito de ordem impar.
Na mesma situacao, mas com 7 com ordem 3, Neumann [10], em 1956, mostrou que G
¢ nilpotente. Trés anos mais tarde, Thompson [16], generaliza esses resultados mostrando
que: um grupo finito que admite um automorfismo de ordem prima e livre de pontos fixos, €

nilpotente.

Sobre ainda grupos finitos, no caso em que o grupo G é um p-grupo abeliano e o grupo A
é um p’-grupo de automorfismos de G, isto é, o primo p nao é um divisor da ordem de algum
a em A\Idg, é possivel escrever G como um produto direto de subgrupos A-invariantes. Em
outras palavras, é possivel mostrar que: se p € um niumero primo e G € um p-grupo abeliano
finito que admite um p'-grupo de automorfismos A de G, entao G = Cg(A) x |G, A], onde
Cq(A) = {g € G; g = g,Va € A} ¢ [G,A] = ([g,a] = g7'¢g% g € G,a € A). Mais que
isso, pode-se mostrar que: se p € um numero primo e G € um p-grupo finito que admite um
p'-grupo de automorfismos A de G, entio G = Cg(A)[G, Al.

Quando o grupo G ¢é infinito e o grupo de automorfismos A age sobre G com uma quan-
tidade finita de orbitas, isto é, o grupo G é uma uniao de um numero finito de A-orbitas,
alguns resultados sobre a estrutura de G' também podem ser obtidos. Por exemplo, em 1998,
no artigo intitulado Free Actions of Abelian Groups on Groups, os matematicos Peter M.

Neumann e Peter J. Rowley (veja [12]), expoem e demonstram o seguinte teorema:
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Teorema. (Neumann-Rowley) Sejam G um grupo e A um grupo infinito de automorfis-
mos de G livre de pontos fizos. Se G € uma uniao de um niumero finito de A-orbitas e A €

abeliano, entdo G € abeliano.

Tentando impulsionar pesquisas futuras, neste mesmo artigo, eles propoem a seguinte
questao: “O que se pode dizer sobre um grupo G que admite um grupo abeliano A de auto-

morfismos de G tal que G € uma uniao de um niumero finito de A-orbitas?”.

Percorrendo a mesma linha desses autores, Enrico Jabara [8] troca no teorema acima a
condicao “A € um grupo abeliano” pela condicao “A ¢ um FC-grupo”, isto é, a classe de
conjugacao de cada um de seus elementos é finita, e detalha um pouco mais a estrutura do

grupo G, demonstrando o

Teorema 1. (Jabara) Sejam G um grupo e A um grupo infinito de automorfismos de
G livre de pontos fixos. Se G € uma uniao de um numero finito de A-orbitas e A € um

FC-grupo, entao G € abeliano e um dos sequintes casos ocorre:

(a) G € de tor¢ao: em tal caso, G € um p-grupo abeliano elementar, para algum primo p;

(b) G € livre de tor¢ao: em tal caso, G € divisivel, isto €, para todo elemento g de G e todo

inteiro positivo m existe h € G tal que g = mh.

Em seguida, intencionando responder a questao de Neumann e Rowley, Enrico Jabara, no
artigo Abelian automorphisms groups with a finite number of orbits (veja [6]), introduz uma
condi¢ao, chamada por ele de condi¢ao (x), a qual diz que: “o par (G, A) satisfaz a condi¢ao
(%) se G € infinito, A € abeliano e A centraliza toda se¢ao finita A-invariante de G”, onde
uma se¢ao A-invariante de G é um grupo quociente H/K tal que H e K sdo subgrupos
A-invariantes de G. Com essa condicao e supondo que o grupo G é abeliano, Jabara mostra
que se G € uma unido de um numero finito de A-drbitas e o par (G, A) satisfaz a condigdo

(%), entdo G = Cg(A) x |G, A]. Utilizando esse resultado e o Teorema 1 ele demonstra o

Teorema B. Sejam G um grupo abeliano infinito e A um grupo abeliano de automorfismos
de G, tal que G € uma uniao de um numero finito de A-orbitas e A centraliza toda secao
finita A-invariante de G. FEntdo existem um inteiro positivo r, subgrupos B, ..., B, de A e

subgrupos A-invariantes Gy, ...,G, de G tais que B = By X ... X B, possui indice finito em
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A, G=Ca(A) x Gy x ... x Gy e

(a) B; age trivialmente sobre G, para todo i # j, comi,j =1,...,1;

(b) G; € um subgrupo B;-monolitico de G, isto €, existe um unico subgrupo B;-invariante

minimal nao trivial em G;, para todo i =1, ...;r.

Além disso, cada G; ou € um p-grupo de expoente finito, para algum primo p, ou € um grupo
livre de torcao e divisivel.

Utilizando esse ultimo resultado, ele finaliza este artigo demonstrando seu resultado prin-
cipal, o qual mostra que: “se um grupo G € uma uniao de um numero finito de A-orbitas,
onde A € um grupo abeliano de automorfismos de G e o par (G, A) satisfaz a condigdo (),
entao G possui um subgrupo abeliano normal de indice finito”. Em outros termos, ele mostra

(0)

Teorema A. (Jabara) Sejam G um grupo e A um subgrupo abeliano de Aut(G) tais que G

¢ uma unido de um numero finito de A-drbitas e o par (G, A) satisfaz a condi¢io (x). Entao

(a) G € abeliano-por-finito;
(b) Se G € livre de tor¢ao, entao G € abeliano e divisivel;

(c) Se G € infinito, entao G possui expoente infinito.

Assim, é respondida de uma maneira parcial a questao levantada por Peter M. Neumann

e Peter J. Rowley.

O objetivo desta dissertacao é expor a teoria suficiente para apresentar a demonstracao
de Jabara desses dois ultimos teoremas. Este trabalho foi dividido em quatro capitulos, em
que o ultimo vem em forma de apéndice, pois os conceitos abordados em tal capitulo fogem

dos conceitos dados na Teoria de Grupos.
No primeiro capitulo sao abordados alguns conceitos elementares da Teoria de Grupos,
como grupos abelianos e F'C-grupos, no qual o resultado de maior importancia é devido a B.

H. Neumann e diz que: “o subgrupo derivado de um grupo G € finito se, e somente se, G €
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um BFC-grupo”, isto é, um F'C-grupo tal que o conjunto das cardinalidades das classes de

conjugacao de todos os elementos desse grupo é limitado superiormente em N.

No segundo capitulo é estudado mais a fundo a agao de um grupo A de automorfismos
de um grupo G sobre G e, entao, sao obtidos alguns resultados sobre a estrutura do grupo

G quando GG é uma uniao de um nuimero finito de A-érbitas.

No Apeéndice, cuja funcao é obter um resultado que é usado somente no Teorema A, é
apresentado e demonstrado um teorema de combinatéria chamado de Teorema de Hales-Jewet

e, em seguida, alguns fatos sobre corpos infinitos.

Por fim, o Capitulo 3 é dividido em trés se¢oes. A primeira aborda varios fatos sobre um
grupo GG e um grupo A de automorfismos de G tais que o par (G, A) satisfaz a condigao (x) e
um de seus resultados principais ¢ um teorema devido a Enrico Jabara que mostra que: “se
um grupo G € uma unido de uma quantidade finita de A-orbitas, com A < Aut(G), e o par

(G, A) satisfaz a condigdo (%), entdo |G, A] é um BFC-grupo”. Assim, as duas dltimas segoes

sao deixadas exclusivamente para as demonstracoes dos Teoremas B e A, respectivamente.



CapiTULO 1

Preliminares

Este capitulo tem por objetivo estabelecer os conceitos preliminares para os dois proximos
que o seguem. Desta forma, aparecerao aqui, alguns resultados de cursos bésicos e avangados
em Teoria de Grupos. Foi feito o possivel para que esses resultados nao lancassem mao de
outros que nao foram enunciados nessas notas, a nao ser, quando o fato faz parte de um
curso elementar em Teoria de Grupos. Resultados que nao foram demonstrados vém com a

indicagao bibliografica e sua pagina, onde sera possivel encontrar sua demonstracgao.

A Secao 1.1 estabelece os conceitos que serao usados quase que na totalidade dessas
notas e enuncia um fato devido ao mateméatico B. H. Neumman, cuja demonstracao usa
apenas conceitos simples para ser demonstrado. Alguns fatos sobre grupos abelianos livres
sao tratados na Secao 1.2, os quais nao sao demonstrados. Esses fatos serao de grande
importancia na Se¢ao 1.3, a qual trata de grupos abelianos. Na Se¢ao 1.4 é demonstrado o
Teorema de Schur, o qual estabelece que se o indice do centro de um grupo ¢ finito, o subgrupo
derivado desse grupo ¢é finito. Por fim, a Secao 1.5 estabelece uma grande quantidade de fatos

relevantes sobre os grupos com classes de conjugacao finitas.

1.1 Alguns Conceitos Basicos da Teoria de Grupos

As seguintes convencoes serao usadas no decorrer dessa secao: Letras maiusculas do
alfabeto, como A, B,C,...,G, H, K, ..., serao usadas para designar grupos quaisquer, letras
mintsculas do alfabeto, como a,b,c, ..., g, h, k, ..., para elementos de grupos. Para conjuntos
quaisquer, serao usadas letras maiusculas do final do alfabeto, como X,Y, Z,.... A cardina-

lidade de um conjunto X serd indicada por | X|. A expressao H < G serd usada para dizer
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que H é um subgrupo de G, a expressao H < G, para dizer que H é um subgrupo proprio

de G e, a expressao H < (G, para dizer que H é um subgrupo normal de G.

Dados G um grupo, g € G e H < G, o conjunto gH = {gh; h € H} é a classe lateral a
esquerda de H em G que contém ¢g. Analogamente, Hg é a classe lateral a direita de H em
G que contém g. E um fato bem conhecido que dado H < G, entao G se escreve como uma
uniao disjunta de classes laterais a esquerda de H em G, ou seja, existem um conjunto de
indices I e elementos g; de G, para todo i € I, tais que G = l#,.; ;. Analogamente, existe
um conjunto de indices J e elementos h; € G, para todo j € J, tais que G = E-J]EJ Hh;.
Escolha, para cada i € I, um representate t; da classe g;H (isso é possivel pelo Axioma da
Escolha). Entao, o conjunto T' = {t;; i € I} é chamado de um transversal a esquerda de H
em (G. Analogamente, define-se um transversal U a direita de H em G. E bem conhecido
que se T e U sao transversais a direita e a esquerda de H em G, respectivamente, entao
|T| = |U|. A cardinalidade de um transversal qualquer de H em G, denotado pelo simbolo

|G : H|, é chamado indice de H em G. A seguinte proposigao serd muito usada.
Proposicao 1.1. ([14], pdgina 14) Sejam H e K subgrupos de G. Entdo

(1) |HK|[H N K| = |H||K];

(i) |G: HNK| < |G: H||G: K|.

Segue, desta proposicao, que a interse¢ao, em uma quantidade finita, de subgrupos de

indices finitos é um subgrupo de indice finito.

Seja X um subconjunto nao vazio de um grupo G. O fecho normal de X em G é a
intersecao de todos os subgrupos normais de G que contém X. Esse subconjunto de G é um
subgrupo normal de G e é denotado por X¢. E fcil mostrar que X9 = (g7'Xg; g € G).
Dualmente, o interior normal ou “core” de X em G, denotado por X, é o subgrupo gerado
por todos os subgrupos normais de G' que estao contidos em X, se nao existe um tal subgrupo

normal contido em X, usa-se a convencao X¢g = {1}.

Proposicao 1.2. ([14/, pagina 36) Sejam G um grupo e H um subgrupo de indice finito em

G. Entao Hg, o “core” de H em G, possui indice finito em G.
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Uma condicao suficiente para que um subgrupo de um grupo finitamente gerado seja

finitamente gerado é que esse subgrupo tenha indice finito, como é dado pela

Proposicao 1.3. (/14], pagina 36) Se H é um subgrupo de indice finito em um grupo fini-

tamente gerado G, entao H € finitamente gerado.

O matematico B. H. Neumann, no artigo Groups Covered by Permutable Subsets, demons-
tra que se um grupo G é uma uniao de uma quantidade finita de classes laterais de alguns de
seus subgrupos, entao pelo menos um desses subgrupos possui indice finito (veja [9]). Nesse
mesmo artigo, Neumann diz que, possivelmente, tal resultado ja era conhecido, mas que nao

havia encontrado referéncias na literatura da época.

Teorema 1.4. (B. H. Neumann) Sejam G um grupo, Hy, ..., H, < G e elementos g1, ..., gn
de G, tais que G = J;_, g;H;. Entdo existe i € {1,...,n}, tal que |G : H;| < n.

Demonstra¢ao. A demonstragao serd feita em alguns passos.

Afirmacao 1: Existe i € {1,...,n}, tal que |G : H;| < 0.

Essa afirmacao sera provada por inducao sobre o niimero dos distintos subgrupos entre
os subgrupos Hy,...,H, de G. Se Hy = ... = H, = H, tem-se que G ¢ uma uniao de n
classes laterais a esquerda de um tunico subgrupo H, logo H possui indice finito. Suponha,
como hipétese de indugao, que a afirmacao seja verdadeira quando hda no méaximo r — 1
subgrupos distintos K;’s entre os subgrupos K1, ..., K,/, com n’ um inteiro positivo maior ou
igual a r — 1. Seja, entao, r a quantidade maxima de subgrupos distintos entre os subgrupos
Hq, ..., H,. Suponha que, rearranjando se necessario, Hy, ..., H,,, com m < n, sao todos os
subgrupos, entre os subgrupos Hi, ..., H,, distintos de H,,, assim H,,11 = Hy10 = ... = H,.
Agora, ou G = U:‘L:m+1 giH, e, neste caso, H, possui indice finito em G ou, existe h € G
tal que h ¢ ;.1 9iHy, neste caso, hH, NJ;_,,., 9:H, = 0. Dai, hH, C |J", giH;, assim
gH, C UZ1 gh~'g;H;, isto é, cada classe lateral & esquerda de H,, em G estd contida em uma
uniao de uma quantidade finita de classes laterais a esquerda de outros r — 1 subgrupos H;’s.
Com isso, G pode ser escrito na forma

G = ngHz U U UgjhilgiHiy
i=1

j=m+1i=1
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ou seja, GG ¢ uma uniao de classes laterais a esquerda de no maximo r — 1 subgrupos distintos

entre os subgrupos Hi, ..., H,,. Aplicando a hipdtese de inducao, a afirmacao segue.

Afirmacao 2: Se Hy, ..., H,, posuem indices infinitos em G e H,, 1 = Hp10 = ... = H,,

entao vale a igualdade G = ., g:H; = ;.11 9iHn-

Suponha, por contradigao, que G # |, 41 9iHy. Pelo mesmo processo aplicado na
afirmagao anterior, tem-se que GG é uma uniao de uma quantidade finita de classes laterais
dos subgrupos Hy, ..., H,,. Logo, pela afirmagao (1), algum subgrupo, entre os subgrupos
Hy, ..., H,,, possui indice finito em G, absurdo.

H;.

Afirmagao 3. Se Hy, ..., H,, possuem indices infinitos em G, entao G = J;_ mi1 i

Pela afirmacao (1), algum dos subgrupos H,,,1, ..., H, possui indice finito em G. Pode-se
assumir, sem perda de generalidade, que todos os subgrupos H,,.1, ..., H, possuem indices

finitos em G. Colocando D = ()} H;, segue, pela Proposicao 1.1, que D possui indice

i=m-+1
finito em G. Assim, cada H;, com i € {m + 1,m + 2,....,n}, pode ser posto na forma
H;, = U;”Zl di; D, com d;; € H;, para todos i e j. Logo, G = -, g:H; U ;.1 UJ 1 9idi; D.
Pela afirmacao anterior, as classes laterais dos Hy, ..., H,,, na cobertura de GG, podem ser

omitidas e, com isso, G = [J;_ it UJ 19idi; D = U?:mH giH;.

Afirmagao 4: Existe i € {1,...,n}, tal que |G : H;| < n

Pela afirmacao (3), pode-se omitir as classes dos subgrupos H;’s de indices infinito na
cobertura de G. Assim, rearranjando, se necessario, os indices, pode-se escrever G =
U1 9iHi, para algum m < n, com cada H; de indice finito em G. Denote D =
M1 Hi. Para cada i € {m + 1,..,n}, existem n; € Ne d; € H;, j = 1,...,n;, tais
que g;H; = (L, gidi; D, dai, G estd contido em uma unido de > . [H; : D| classes la-

terais a esquerda de D. Entao, Y " . |H; : D| > |G : D|. Isto junto com a identidade
|G : D| = |G : Hi||H; : D], para todo i € {m + 1,...,n}, resulta em

n

1
Z |G3Hi|>1’

i=m+1
ou seja, pelo menos uma das parcelas 1/|G : H;|’s é maior do que ou igual a 1/n. Portanto,

o resultado segue. O

Segue agora um resultado técnico que serd somente usado no capitulo 3.
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Proposicao 1.5. Sejam G um grupo, Hy, ..., H. subgrupos normais de indices infinitos em
G eY =J;_, Hi. Entao, existem um nimero natural t < 2" e elementos gi, ..., g: € G, com

g1 = 1, tais que (._, ;¥ =0 ou, em outros termos, | J._, :(G\Y) = G.

Demonstracao. A demonstragao sera feita por inducao sobre r. Ser =1, tome t =2, g1 = 1
e go ¢ Hy, assim

leﬂgQY:Hlﬂggﬂl :Q)

e a base da inducao fica demonstrada. Agora, se r > 1, seja Yy = U:;ll H;. Observe que
Yy C Y # G, em virtude do Teorema 1.4. Por hipétese de inducao, existe s < 271 e
clementos hy,...,hs € G, com hy = 1, tais que ();_, h;Yy = 0. Escolha g € G de tal forma
que gh;H, # hjH,, com i,j € {1, ..., s} Isso é possivel, pois existe uma quantidade finita de
classes da forma hjh; ' H,, com i,j € {1,...,s}, e H, possui indice infinito em G. Assim,

S S

ﬁ hY N ﬁghiY = ﬂ hi(YoU H,) N ﬂghi(Yo UH,) =
i=1 i=1 i=1 =1

=1

= ﬂ((hiyo N gh;Yo) U (kYo N ghiH,) U (h;:H, N gh;Yo) U (hH, N ghiH,)) =
i=1

= (((hiYo N ghiYo) U (hiYo N ghiH,) U (hiH, 0 ghiYp)).

i=1
Desenvolvendo a intersecao (;_; ((h:Yo N gh;Yo) U (kYo N gh;H,) U (h;H, N gh;Y})), obtem-se
uma uniao de um numero finito de conjuntos e, todos esses conjuntos sao intersecoes de
outros conjuntos, onde pelo menos um desses tem uma das formas ();,_, Yo, (i, ghiYo ou
hiH, N gh;H,, com i # j. Logo,

()((hiYo 1 ghiYo) U (hiYy 0 ghs H,) U (hiH, 0 ghiYy)) = 0.

i=1
Tomandoa aSSima g1 = hlng = h27 ey gs = hsags+1 = gh17 s 925 = gh57 tem-se ﬂ?il le = @
et=2s<22"1 =927 O resultado segue. O
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1.2 Grupos Abelianos Livres

Como dito na introducao deste capitulo, o conceito de grupos abelianos livres nesta dis-
sertacao sera apenas para ser utilizado na demonstracao de algumas propriedades da secao

de grupos abelianos.

Definigao 1.6. Sejam F' um grupo, X um conjunto nao vazio e ¢ : X — F. Entao F, ou
mais geralmente (F, o), é dito ser abeliano livre sobre X, se para cada funcdo a de X em um

grupo abeliano G, existe um tnico homomorfismo 5 : F' — G, tal que a = of.

A funcao o, da definicao anterior, é injetiva. De fato, suponha que z10 = x50 € x1 # 5.
Seja G um grupo abeliano com pelo menos dois elementos distintos g; e go e defina uma
funcao o : X — G, tal que z1a0 = g1 e x9a0 = go. Como x10 = x50, aplicando 5 em ambos os
lados, tem-se x108 = x900, ou seja, g1 = r1a = a0 = go, absurdo. Portanto, o € injetiva.

Assim, claramente, F' também é abeliano livre sobre seu subconjunto Im(o).

O primeiro resultado a ser considerado sobre grupos abeliano livres é o

Teorema 1.7. ([14], pdgina 49) Sejam G um grupo abeliano gerado por um subconjunto
X e F um grupo abeliano livre sobre um conjunto Y. Se existe uma funcio o @'Y — X
sobrejetora, entdo o pode ser estendida a um epimorfismo & : F — G. Em particular, cada

grupo abeliano € uma imagem homomorfica de um grupo abeliano livre.

E fato relevante para essas notas, que se F' é um grupo abeliano livre, entao existem um
subconjunto X de F’ tal que para cada f € F', existe uma tnica expressao f = :U’fl...x’;;", com

X1, .0y € X e ky,....k, € 7. E que mostra o

Teorema 1.8. (/14], pdgina 60) Sejam F um grupo néao trivial e X um subconjunto de F.
Entao, F' € abeliano livre sobre X se, e somente se, F' = Drycx (x), onde (x) é um grupo

ciclico infinito para cada x € X.

Segue desse teorema o

Teorema 1.9. (/14], pdgina 100) Sejam X um conjunto, F um grupo e H um subgrupo
de F. Se F ¢ abeliano livre sobre X, entao H ¢ abeliano livre sobre um conjunto Y, com

Y] < [X].
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1.3 Grupos Abelianos

A teoria dos grupos abelianos tem suas particularidades e grandeza. Dar essa teoria
completa nao é o objetivo desta secao (para mais detalhes, consulte [14]), mas, apresentar
alguns resultados que serao de suma importancia nesta dissertacao. Como os grupos desta

secao sao grupos abelianos, esses grupos serao escritos aditivamente.

Sejam G um grupo abeliano, g e h elementos de G com ordens iguais a n e m, res-
pectivamente. Agora, se [ = mmc{m,n}, entdao (g £ h) = lg £ lh = 0, ou seja, g + h
também possui ordem finita. E imediato que o conjunto G[n] formado por todos os ele-
mentos g de G tais que ng = 0 é um subgrupo de G. Fica também claro, que o conjunto
T = U,en Gln], também é um subgrupo de G, chamado subgrupo de tor¢ao de G. Além
disso, o conjunto G}, = (J, oy G[p"] é um subgrupo de G, para todo primo p, denominado

p-componente primdria de G.

Teorema 1.10. ([14]) Em um grupo abeliano G o subgrupo de tor¢cao T é a soma direta
das componentes primdrias de G, ou seja, T = Drycp G, onde P € o conjunto de todos os

numeros primos.

Demonstracao. Seja x € T, com ordem n. Escreva n como um produto de poténcias de
primos, isto é, n = plfl...pffr, com pi,...,p, primos dois a dois distintos. Seja n; = n/pfi,
para cada i € {1,...,7}. Observe que mdc{ny,...,n,} = 1, assim, existem [y, ...,l, € Z tais
que lyng + ... + ,n, = 1. Logo, = = (lyny + ... + l,n,)x = lynyz + ... + l,n,z. Colocando,
x; = n;x, para cada i € {1,...,r}, tem-se que |x;| = pfi, ou seja, x; € Gp,. Assim, T estd
contido na soma das componentes primarias de G. Que essa soma ¢ direta, segue do fato que
G, NG, = {1} se p # q e que G ¢é abeliano. Como, claramente, Dr,cp G, < T', o resultado

segue. O

Sejam G um grupo, g um elemento de G' e m um inteiro positivo. Diz-se que g é divisivel

por m se existe h € G tal que g = mh.

Definicao 1.11. Um grupo abeliano G é dito ser divisivel se todo elemento de G é divisivel

por qualquer inteiro positivo.
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Um exemplo de grupo divisivel é o conjunto dos niimeros racionais munido com a operacao

de adicgao.

Uma outra classe importante de grupos abelianos ¢é a classe dos grupos que possuem a

propriedade injetiva, cuja definicao vem a seguir.

Definicao 1.12. Um grupo abeliano G ¢ dito ser injetivo se dados 4 : H — K, um mono-
morfismo de grupos abelianos, e a : H — G, um homomorfismo de grupos, entao existe um
homomorfismo g : K — G tal que a = puf3, ou seja, tal que o diagrama
H—=G
7

/

Ll 2
, B

K

comuta.

Note que, na defini¢ao anterior, por ser p um monomorfismo tem-se H ~ Im(u) < K.
Assim, é facil ver que um grupo abeliano G é injetivo se para qualquer grupo abeliano K,
todo homomorfismo a : H — G, com H < K, pode ser estendido a um homomorfismo

8 : K — (. Existe uma relagao entre grupos divisiveis e grupos injetivos, como mostra o

Teorema 1.13. (Baer) Um grupo abeliano G € injetivo se, e somente se, € divisivel.

Demonstra¢ao. Suponha que o grupo G ¢ injetivo. Sejam g € G e m um inteiro positivo.
Defina o : mZ — @G, por (mn)a = ng. Claramente, o é um homomorfismo de grupos. Se
W mZ — Z é a funcao inclusao, entao existe um homomorfismo 3 : Z — G tal que a = up.
Assim, g = (m)a = (m)pup = (m)B = m((1)5). Tomando h = (1)F, a implicacdo direta
segue.

Suponha, agora, que G ¢ divisivel e que sao dados u : H - K e a : H — G, um
monomorfismo de grupos abelianos e um homomorfismo de grupos, respectivamente. Nao
ha perda de generalidade, em supor que H < K e p é a fungao inclusao, pois o grupo H
pode ser replicado, pelo monomorfismo p, em K. Assim, o resultado fica demonstrado se for

possivel estender a para K.

Considere o conjunto S de todos os homomorfismos v: L — G, em que H < L < K e

h~vy = ha, para todo h € H. O conjunto S é nao vazio, pois a € S. Defina em S a relacao
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de ordem parcial v < 7 se, e somente se, v: L —- G e~ : L' — G sado tais que L < L' e
v estende 7. Considere um subconjunto {7; : L; — G; i € I} totalmente ordenado em S.

Tome L = |J,.; L; e v : L — G definida por 2y = z; se x € L;. Claramente v estd bem

iel
definida e v € S. Pelo Lema de Zorn, existe um elemento maximal # : L — G em S. Se
L = K a demonstracdo acabou. Suponha, por absurdo, que existe z € K\L e considere o
grupo M = L+ (x). Se LN {(z) = {0}, entdo M = L & (x) e, assim, o homomorfismo /3 pode
ser estendido pelo homomorfismo 5 : M — G, dado por (y)5 = (y)B,sey € Le (y)f' =0,
se y € (x), absurdo. Se LN (x) # {0}, entdo existe um menor inteiro positivo m tal que
ma € L. Suponha que (mz)f = g € G. Como G é divisivel, existe ¢g; € G tal que g = mg;.
Pela minimalidade de m, cada elemento de M pode ser escrito de maneira tinica na forma

[ +tx, com 0 <t < m. Assim, fica bem definido um homomorfismo 5 : M — G, dado por

(I +tx)B = (1) + tg1, absurdo. Portanto, o resultado segue. O

Uma consequéncia importante deste teorema é o

Teorema 1.14. (Baer) Se D é um subgrupo divisivel de um grupo abeliano G, entao G =

D & E, para algum subgrupo E de G.

Demonstrag¢ao. Sejam p: D — G a inclusao e a : D — D a fungao identidade. Como D ¢é
divisivel, pelo Teorema 1.13, D ¢é injetivo, assim existe § : G — D tal que a = ufS. Logo,
para cada d € D tem-se (d)3 = d, mas (g)3 € D, para todo g € G, entao (g)3 = (g)5°*. Logo,
g — (9)B € Nuc(B). Colocando E = Nuc(3), segue que G = D + E. Agora, se x € DN E,
entdo x = (z)f =0, dai G = D & E, como desejado. ]

Enquanto o Teorema 1.13 relaciona grupos abelianos divisiveis e grupos abelianos injeti-
vos, existe uma propriedade parecida que relaciona duas classes de grupos abelianos impor-

tantes.

Definicao 1.15. Um grupo abeliano G ¢é dito ser projetivo se, dadose : K - Hea : G — H,

um epimorfismo de grupos abelianos e um homomorfismo de grupos abelianos, existe um
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homomorfismo 8 : G — K, tal que fe = «, ou seja, tal que o diagrama

G
6/%
/
k
H

K?‘

comuta.

Assim, tem-se o

Teorema 1.16. (MacLane) Um grupo abeliano G € projetivo se, e somente se, é abeliano

livre.

Demonstracao. Primeiramente, suponha que o grupo G é abeliano livre sobre um subconjunto
X. Sejame: K — Hea: G — H,um epimorfismo e um homomorfismo de grupos abelianos,
respectivamente. Dado = € X, existe k, € K tal que (k;)e = (x)a. Seja §: G — K, o
homomorismo tal que (z)f = k,, para todo = € X. Como (z)8e = (k;)e = (z)a, para todo
r € X e G = (X) tem-se e = . Portanto, G é projetivo.

Suponha, agora, que o grupo G é projetivo. Pelo Teorema 1.7, existe um grupo F' abeliano
livre e um epimorfismo ¢ : F' — G, pois GG é abeliano. Colocando a = Idg, existe f: G — F,
tal que fe = Idg, pois G é projetivo. Assim, Nuc() = {0}, ou seja, 5 é injetivo, logo
G ~ Im(B) < F. Pelo Teorema 1.9, G ¢ abeliano livre. O

Parecido com o Teorema 1.14 para grupos abelianos divisiveis, existe o seguinte resultado

para grupos abelianos.

Teorema 1.17. ([14]) Se G é um grupo abeliano e H um subgrupo de G tal que G/H é

abeliano livre, entdo G = H & K, para algum subgrupo K de G.

Demonstragao. Pelo Teorema 1.16, F' = G/H é projetivo. Considere ¢ : G — F o epimor-
fismo canonico e o : ' — F' a fungao identidade. Assim, existe 5 : F' — G, tal que e = Idp.
Logo, se g € G, entao (g — (9)ef)e = (g9)e — (9)e = 0, ou seja, g € Nuc(e) + Im(5),
dai, G = Nuc(e) + Im(B). Agora, fe = Idg implica Nuc(e) N Im(B) = {0}. Portanto,
G = Nuc(e) ® Im(B), como Nuc(e) = H, o resultado segue. O
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A partir desses resultados, é possivel estudar a estrutura de alguns grupos abelianos.
Para o préoximo resultado é necessario o conceito de grupo limitado. Um grupo G é dito ser
limitado se cada elemento de G possui ordem finita e o subconjunto {|g|; g € G} de N é

limitado superiormente.

Lema 1.18. (/14]) Sejam G um p-grupo abeliano limitado e g um elemento de G de ordem

mdzima. Entdo, (g) € um somando direto de G.

Demonstracao. Pelo Lema de Zorn, existe um subgrupo M de G o qual é maximal com
relacao a propriedade M N (g) = {0}. Se G = M + (g), entdo G = M @ (g) e o resultado
segue. Caso contrario, seja x um elemento de G\ (M +(g)) de ordem minima. Pela escolha de
x, segue que pr € M +(g) e, assim, existem um inteiro positivo l e y € M tais que pxr = y+Ig.
Seja p™ a ordem de g, como essa ordem é méxima, segue que 0 = p"x = p" 1y + p" g, dai,

"1 isto é, p divide [. Entao,

p"tlg € M N {g) = {0}. Consequentemente, p" divide p
[ = pj, para algum inteiro j e obtém-se, assim, p(x — jg) =y € M. Mas © — jg ¢ M, pois
x ¢ M + (g). Pela maximalidade de M, (x — jg, M) N (g) # {0}, o que implica que existem
inteiros k e u e y’ € M tais que 0 # kg = u(x — jg)+v'. Entao, ux € M+ (g). Agora, se p|u,
entdo u(z — jg) € M e, dai, kg = 0, absurdo. Logo, mdc{u,p} = 1, ou seja, existem inteiros

v e w tais que vu +wp = 1 e, assim, v(ux) + w(pzr) = x € M + (g), absurdo. O resultado

segue. O

Utilizando esse lema, sera provado o

Teorema 1.19. (Frobenius-Stickelbergerf) Um grupo abeliano G € finito se, e somente
se, G € uma soma direta de um numero finito de subgrupos ciclicos de ordens poténcias de

PTrimos.

Demonstra¢ao. Suponha que o grupo abeliano G é finito. A demonstracao sera feita por
inducao sobre a ordem de G. Se |G| = 1, nada ha para fazer. Suponha que o resultado vale
para todo grupo cuja ordem é inferior a |G|, com |G| > 1. Como G é um grupo de torgao, G
é a soma direta de suas componentes priméarias, em virtude do Teorema 1.10. Assim, pode-se

supor que G é um p-grupo abeliano. Seja g € G, com ordem méaxima. Pelo Lema 1.18,
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G = G1 @ (g), para algum subgrupo G de GG. Agora, aplicando a hipdtese de indugao sobre

(G1, o resultado segue. A outra implicagao é imediata. O

O proéximo resultado diz respeito a um grupo abeliano de torcao finitamente gerado.

Proposicao 1.20. ([14]) Um grupo abeliano de tor¢ao finitamente gerado € finito.

Demonstracao. Seja G um grupo abeliano de tor¢ao finitamente gerado. Assim, existem um
inteiro positivo n e gy, ..., g, € G, tais que G = (g1, ..., g). Logo, G é uma soma dos grupos

finitos G; = (g;), com i € {1,...,n} e, assim, G é finito. ]
E dito que um grupo G satisfaz a condi¢cao mazimal se qualquer cadeia ascendente
Hy<H <..<H,<..

de subgrupos de G estaciona, isto é, existe & € N tal que H; = Hy, para todo j > k. Por
exemplo: Se G é um grupo ciclico, entao todo subgrupo nao trivial de G é também ciclico e de
indice finito em G, logo toda cadeia ascendente de G é estacionaria. Seguem dois resultados
sobre um grupo que satisfaz a condicao, os quais nao serao demonstrados. Para mais detalhes

consulte [14].

Teorema 1.21. ([1}/, pdgina 68) Um grupo G satisfaz a condi¢io mazimal se, e somente

se, cada subgrupo de G € finitamente gerado.

Teorema 1.22. ([14], pagina 68) Sejam G um grupo, H um subgrupo normal de G. Se os

grupos H e G/H satisfazem a condi¢ao maximal, entao G satisfaz a condigao mazimal.

Pelo Teorema 1.21, todo grupo que satisfaz a condigao maximal ¢é finitamente gerado. O

proximo resultado diz que vale a reciproca se GG é abeliano.

Proposicao 1.23. ([1}]) Se o grupo abeliano G € finitamente gerado, entio G satisfaz a

condi¢cao maximal.

Demonstracao. Suponha que G ¢ finitamente gerado, ou seja, que existam um n inteiro
positivo e ¢, ...,g, € G tais que G = (g1,...,9,). A demonstracao serd feita por inducao

sobre o nimero n. Se n = 1, entdo G' = (g1, isto é, G é ciclico, assim o grupo G satisfaz a
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condi¢ao maximal. Suponha que n > 1, logo, por hipdtese de inducao, os grupos (g1, ..., gn_1)
e G/{g1,..., gn—1), satisfazem a condigdo maximal. Pelo Teorema 1.22, G satisfaz a condicao

maximal. O resultado segue. O]

Utilizando a maioria dos fatos desta secao, segue o ultimo resultado.

Teorema 1.24. ([14]) Um grupo abeliano G € finitamente gerado se, e somente se, G €
uma soma direta de um numero finito de subgrupos ciclicos com ordens infinitas ou ordens

poténcias de numeros primos.

Demonstracao. Seja G um grupo finitamente gerado, desta forma, existem um inteiro positivo
n e elementos ¢i, ..., g, de G tais que G = (g1, ..., g,). Suponha inicialmente que G é livre
de torcao. A demonstracao sera feita por inducao sobre n. Se n = 1 o resultado é imediato.
Suponha que o resultado vale para todo todo subgrupo finitamente gerado por m elementos,
com 1 < m < n. Seja H o subconjunto de todos os elementos = de G tais que rz € (¢1),
para algum inteiro positivo 7. E f4cil verificar que H é um subgrupo de G. Agora, se
sr € H, para algum inteiro positivo s, entdao rsx € (g1), para algum inteiro positivo r, assim
r € H e, isso mostra que G/H é livre de tor¢ao. Como G/H é gerado pelos elementos
g2+ H,...,9, + H, segue, por hipétese de indugao, que G/H é uma soma direta de um
nimero finito de subgrupos ciclicos infinitos. Assim, G/H é abeliano livre. Aplicando o
Teorema 1.17, tem-se que G = H @ K, com K ~ GG/H. Certamente, o grupo H/{(g;) é de
tor¢ao. Pela Proposicao 1.23, o grupo G satisfaz a condicao maximal, logo, pelo Teorema
1.21, H é finitamente gerado e, assim, H/(g;) também o é. Dai, pelo Teorema 1.20, H/{g;)
é finito. Consequentemente, existe um inteiro positivo ¢ tal que tH < (¢1). Logo, a funcao
a : H — (¢g1) dada por (h)a = th, para todo h € H, é um monomorfismo de grupos.
Portanto, H é um grupo ciclico infinito e G = H & K ¢ abeliano livre. Portanto, pelo

Teorema 1.8, G é uma soma direta de uma quantidade finita de subgrupos ciclicos infinitos.

Para o caso geral, seja T o subgrupo de tor¢ao de G. Assim, o grupo G /T é finitamente
gerado e livre de torgao. Pela primeira parte da demonstracao, G/T é abeliano livre. Desta
forma, pelo Teorema 1.17, G = F @& T, com F abeliano livre e finitamente gerado. Agora, T
é finitamente gerado e de torcao e, entao, pelo Teorema 1.20, T' é finito. Dali, pelos Teoremas

1.8 e 1.19, o resultado segue. O
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1.4 O Teorema de Schur

Quando o indice do centro de um grupo G é finito, o subgrupo derivado G’ de G também
¢ finito; isso é o que afirma o Teorema de Schur. O objetivo dessa se¢ao é demonstrar esse
teorema, mas, antes é necessario definir e apresentar algumas propriedades do homomorfismo

transfer.

Para tanto, considere um grupo G e H < (G, com indice finito n em G. Escolha uma
transversal T' = {ty,...,t,} a direita de H em G. Assim, para cada g € G e 1 € {1,..,n},
existe (i)o, € {1,...,n} tal que Ht;g = Ht(;,,. Note que o, é uma permutagao do conjunto

{1,...,n}, para cada g € G. Além disso, tzgt() € H, para todo g € G. Agora, se g,h € G e

Og

i € {1,...,n}, tem-se que Ht;g = Ht),,, assim Ht;gh = Ht(), h. Mas Hto,h = Ht(()oy)0,

ou seja, Ht o, = Htigh = Ht((i)o,)0,- Desta forma, (i)og, = ((i)og)os.

Definigao 1.25. Sejam G um grupo, H um subgrupo de indice finito n em G, T' = {t1, ..., t,,}
a direita de H em G e § : H —+ A um homomorfismo de H em um grupo abeliano A. O

trensfer de 6 com relacao a A é a aplicacao
0" : G — A,

dada por
H tigt s,

em que o, é a permutacao do conjunto {1,...,n} tal que Ht;g = Ht(; =1,..,n.

Jog»
Em verdade, o transfer é um homomorfismo de grupos, como mostra o

Teorema 1.26. ([14]) A aplicagio 0* : G — A, como na Defini¢io 1.25, é um homomorfismo

de grupos que nao depende da transversal escolhida.

Demonstracao. Inicialmente, observe que o transfer independe da escolha da transversal. De
fato, seja {t,...,t/ } uma outra transversal a direita de H em G. Reordenando os indices se
necessario, pode-se supor que Ht, = Ht;, i = 1,...,n. Assim, t, = t;h;, para algum h; € H.
Se g € G, tem-se que tzgt(z)g = hi(tigteye, ) h 1)10 Do fato de A ser abeliano, segue que

n n

LIt = T tia 0 H B Gya,

=1 1=1
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Mas, ¢ percorre o conjunto {1, ...,n}, como (i)o, é uma permutagao do conjunto {1,....,n} e,

cada vez que h; aparece no produto [}, hfh(lao , também aparece h; ', ou seja, I hfh(legg

1. Entao, [~ (t’g(tzz)ag)_ )Y = H?:1<tigt(i)gq) . Agora sejam g, h € G, entao

(gh)”" = H( ight ;) s ) = H(tzgt(l)g tiyo it ) ) =
i=1 i=1
0 _ —1 —1 N0 _ _0"70"
= oo, T Crog 550, 0" = L o, TGS = 670
i=1 i=1 i=1 j=1
Como desejado. O

O proximo lema é um resultado técnico que serd usado na demonstracao do teorema que

0 segue.

Lema 1.27. (/14]) Sejam G um grupo, H um subgrupo de indice finito em G, 0 : H — A

um homomorfismo de H em um grupo abeliano A e g € G. Entao, existe um transversal

S = {81, s14, ..., Slgll_l} H... {Sk,Skg, ceey Skglk_l}

a direita de H em G, com l; = min{l; Hsjgl = Hs;,l € N}, para todo j € {1,...,k}, tal que

H 519"
onde 0* € o transfer de 6.

Demonstragao. Seja T = {ty,...,t,} um transversal a direita de H em G. Observe que o
conjunto {Ht;g'; | € N} ¢é finito para cada i € {1,...,n}. Seja I\ = min{l; Ht;g' = Ht;,l €
N}, para cada ¢ = 1,...,n. Dai, o conjunto {Hty, ..., Ht,} é particionado em subconjuntos
disjuntos na forma {Ht;,, Ht; g, ...,Htijgl;fl}, com j € {1,...,k}. Tome agora s; = t;, e
lj = lgj, para cada j € {1,...,k} e, assim, S = {51,519, ..., 51¢" '} W ... & {sp, kG, ..., sg* 1}
é uma transversal a direita de H em G, com l; = min{l; Hs;g' = Hs;,| € N}, para todo
j € {1,...,k}. Note que se v € {1,....k} e w € {0,1,...,1, — 1}, entdo se w # [, — 1,

(Svgw)(w)ag = Svgw+1 €86 w = lw - ]-7 (Svgw)(w)ag = Sy, pOiS (Svgw)(w)ag = Svgwg' ASSiITl,
(Svg(sv)(1§gg)g(svgg(svm(}%gg)9--'(Svglvilg(svglvil)&3_1)gg)9 =

= [509(509) " (509)9(509%) " (5097)9(509%) " .. (509" ™) (509" g5’ = (sugsy, )’

Portanto, ¢*" = Hle(sjgljsfl)e- -
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Agora, um outro teorema, também devido a Schur, que servird como um lema para o

teorema principal.

Teorema 1.28. (Schur) Sejam G um grupo e H um subgrupo de Z(G) com indice finito n
em G. Entdo, o transfer (Idg)* de Idg com relagdo a H ¢é dado por g!'4")" = g", para todo

geq.
Demonstracao. Dado g € G, pelo Lema 1.27, existe um transversal

S ={s1,%19,..., slgh’l} W ... W {sk, Skg, -, skgl’“’l}

a direita de H em G, com l; = min{l; Hs;g' = Hs;,| € N}, para todo j € {1, ..., k}, tal que

k k

Ids, _ U o—I\Idyg _ 1
g = [J(sigb ;)1 = T ] s19"s7"

J=1 Jj=1

Mas, sjgljsj_l € HeH<Z(G), assim ¢ € H e daf,

k k

I —1 _ I _ kL o n
[[sid7s; =]]9" = g==" =g,
j=1 j=1

pois [y + ... + Il = n. O resultado segue. O

Por fim, a demonstragao do resultado principal dessa secao.

Teorema 1.29. (Schur) Se G é um grupo tal que |G : Z(G)| = n < oo, entao G’ € finito e

(G = {1}.

Demonstragao. Escreva G/Z(G) ={Z(G)g1,...,Z(G)gn}. Se x,y € Z(G), entao [xg;, yg;] =
[gi, gj]. Isso implica que G’ é gerado pelos n(n — 1)/2 elementos da forma [g;, g;], ou seja,
G’ ¢ finitamente gerado. Do Segundo Teorema do Isomorfismo segue que G'/(G' N Z(G)) ~
G'Z(G)/Z(G). Como, por hipétese, G'Z(G)/Z(G) ¢ finito, G'/(G' N Z(G)) também o é.
Assim, G’ N Z(G) é um subgrupo de indice finito no grupo finitamente gerado G’, dai, pela
Proposi¢ao 1.3, G' N Z(G) é um grupo abeliano finitamente gerado. Pelo Teorema 1.28,
colocando H = Z(G), segue que G’ < Nuc(ldy) e (G')" = {1}, isto é, G’ é de torgao. Logo,
G' N Z(G) é um grupo abeliano finitamente gerado e de torgao e, consequentemente, pela

Proposigao 1.20, ¢ finito. Como G'/(G' N Z(G)) é também finito, G’ ¢ finito. O
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1.5 Grupos com Classes de Conjugacao Finitas

Grupos que possuem classes de conjugacao finitas sao chamados FC-grupos. O ma-
tematico B. H. Neumann estudou amplamente esse tipo de grupo em um artigo dedicado
ao também matemético Issai Schur (veja [11]). Quase todos os resultados desta se¢ao se

encontram nesse artigo, entretanto, as demonstragoes feitas aqui seguem [2].

Definicao 1.30. Sejam G um grupo e g € GG. O elemento g é chamado F'C' — elemento se
a classe de conjugacio de g é finita, isto é, denotando g% = {¢* = v~ 'gx; = € G}, entdo g é

FC — elemento se |g%| < co.

A demonstracdo da seguinte proposicdo segue direto da definicao de ¢©.
Proposicao 1.31. ([14]) Se G é um grupo e g € G, entio |g¢| = |G : Cs(g)|.

Demonstragdo. Considere a funcao f : g% — {Ca(g)z; = € G} tal que ¢° — Cg(g)z, para
todo x € G. Tem-se que f estd bem definida. De fato, se g* = ¢¥, entao gzy ! = xy~'g, logo
zy ' € Cg(g) e assim Cg(g)x = Ca(g)y, ou seja, (¢%)f = (¢¥)f. Claramente f é sobrejetora
e,se (¢°)f = (¢¥)f tem-se Cg(g)x = Cq(g)y e comisso xy~t € Cg(g). Assim gry~! = zy~ g,
ou seja, g° = g¥. Portanto, f é bijetora e |¢%| = |G : Cq(g)]. ]

Da Proposicao 1.31 segue que um elemento g € G é um F'C-elemento se, e somente se,
G : Ci(g)| < oo . Assim, o subconjunto Z(G) formados por todos os FC-elementos de G ¢
dado por Z(G) = {g € G;|G : Ca(g)| < co}. Um fato relevante é que esse subconjunto é um

subgrupo caracteristico em (G, como mostra o seguinte

Teorema 1.32. (Baer) O subconjunto Z(G) formado por todos os FC — elementos de um

grupo G é um subgrupo caracteristico de G.

Demonstragio. Sejam g, h € Z(G). E claro que Cg(g) N Cu(h™') < Ca(gh™) e, como
|G = Calg) N Ca(h™)] < |G : Cal9)l|G : Co(h™)| < oo, segue que Z(G) é um subgrupo.
Sejam agora o € Aut(G) e g € Z(G). Se |G : Culg)| = n para algum inteiro positivo n,
como (Cg(9))*. = Ca(g®) segue que G = G* = (U, Ca(g)z:)* = U, Ca(g®)z e, assim,
|G- Ci(g®)| < o0, dai, g € Z(G). Portanto, o subgrupo Z(G) é caracteristico em G. [
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O subgrupo E(G) é chamado F'C-centro de G. Se G = Z\(G), G é dito ser um F'C'-grupo.
Grupos finitos e grupos abelianos sao exemplos simples de F'C-grupos. O proximo resultado

possibilita a construgao de F'C-grupos.

Proposicao 1.33. ([14]) A classe dos FC-grupos € fechada com respeito a formagdo de

subgrupos, grupos quocientes, imagens homomdrficas e produtos diretos.

Demonstracao. Claramente essa classe é fechada para subgrupos, grupos quocientes e, con-
sequentemente, também para imagens homomorficas. Agora seja G = Dric;G;, com G;
F(C-grupo para cada i € I. Se g € (G, g se escreve de maneira Unica na forma g = g;,...gi,
com g;; € G;; e n inteiro nao negativo. Sendo {;1,...,ti,;m, } a classe de conjugacao de g;,
em Gij, segue que gG esta no conjunto {tilkl...tinkn; tijk]. IS {tijl, ~--,t¢jmj} para j =1, ...,n},

que ¢ finito. Portanto, G é FC-grupo. O

Dado G um grupo e T uma classe de grupos, G é chamado residualmente por Y se para
cada g € G\{1}, existe um subgrupo normal N, de G tal que g ¢ N, e G/N, € T. Em

particular, se T é a classe dos grupos finitos, G é dito ser residualmente finito.

Teorema 1.34. (Baer) Se G ¢ um FC-grupo, entio G/Z(G) é um grupo de tor¢ao residu-

almente finito.

Demonstracao. Seja Z(G)g € G/Z(G), com g ¢ Z(G) e considere {1, ga, ..., g, } um transver-
sal a direita de Cg(g) em G. Pela Proposicao 1.1, C' = Cg(g2)N...NCq(g,) possui indice finito
em G e, pela Proposicao 1.2, C possui indice finito em G. Uma vez que Cs/Z(G) <G/ Z(G),
Z(G)g ¢ Ca/Z(G) e (G/Z(G))/(Ca/Z(G)) ~ G/Cg, o qual é finito, obtém-se que G/Z(G) é
residualmente finito. Agora sejam = € G e {z1, ..., z,} um transversal a direita de Cg(x) em
G. Pelo mesmo argumento dado acima, K = ﬂ;zl Ce(z;) e K¢ possuem indices finitos em G.
Logo existe k tal que (Kgx)F = Kga* = Kg. Mas, Kg < K e daf 2% € K centraliza cada
z;, 1 =1,..,n. Como G = UL,Cq(x)x; tem-se 2" € Z(G) e (Z(G)z)* = Z(G). Portanto
G/Z(Q) é de torcao. O

Definicao 1.35. Um subconjunto X de um grupo G é chamado subconjunto normal se

satisfaz uma das seguintes condigoes:
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(i) X é uma unido de classes de conjugagao de elementos de G
(i) Para todo g € G, g7 'Xg C X
(iii) Para todo g € G, g7 Xg = X.
E facil ver que as afirmacdes (i), (ii) e (iii) da Defini¢ao 1.35 sio equivalentes.

Lema 1.36. (Dicman) Em um grupo G, um subconjunto normal e finito consistindo so-

mente de elementos de ordens finitas gera um subgrupo normal e finito.

Demonstragao. Seja X = {x1,...,x,} um subconjunto normal e finito de G, com |z;| < oo

para todo i = 1,....,n, e coloque H = (X). Claramente H < G. Agora se h € H\{1},

entdo h = "] com 1 < i; < n para todo j = 1,...,r. Em geral hd muitas dessas
expressoes para h, entre as quais ha algumas de menor comprimento. Seja r esse com-
primento. Dentre as expressoes de menor comprimento r, ha uma que aparece em pri-
meiro na ordem lexicogréfica das r-uplas (i1, ...,4,). Seja essa primeira expressao dada por
m;

h =y ..y, com y; = x,

i - Suponha, por absurdo, que existam [ < k tais que 7, = 1y,

assim h = yr.. 1 (VY)Y 1 Yp 1 Yke1---Yr € UMa expressao para h de comprimento menor
do que r, absurdo, consequentemente os i;’s sao distintos e r < n. Suponha, novamente,
por absurdo, que i; > 4,41, entao h = yl...yj_lyj+1y§-’j“yj+2...yr é uma expressao que precede
h = y;...y, na ordem lexicografica das r-uplas (i1, ...,4,). Assim i; < ... < i,. Como cada
expressao, de menor comprimento e que aparece primeiro na ordem lexicografica, é unica,

resulta que |H| <[], |z;|. Portanto H é finito. O

Se em um grupo G, cada subconjunto finito estd contido em um subgrupo finito de G,
entao diz se que G é localmente finito. Quando, além disso, esse subgrupo finito é normal
G é chamado localmente finito e normal. O teorema a seguir relaciona F'C-grupos de torcao

com grupos localmente finitos e normais.

Teorema 1.37. ([14]) Um grupo G de tor¢ao é FC-grupo se, e somente se, € localmente

finito e normal.

Demonstra¢ao. Suponha que G é um FC-grupo e que F é um subconjunto finito de G.

Entao, o subconjunto X de todos os conjugados dos elementos de F' em G é um subconjunto
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finito. Pelo Lema 1.36, X C (X) com (X) <G e |[(X)| < 00, 0 que mostra que a condi¢ao
¢ necessaria. Reciprocamente, seja g € G. Por hipdtese, existe N < G com {g} C N e
|IN| < oo e, assim, todo conjugado de g estd em N. Como |N| < oo, segue que a condigao é

suficiente. O

Usando o Teorema de Schur, Teorema 1.29, é possivel caracterizar o subgrupo derivado

de um F'C-grupo.

Teorema 1.38. (B. H. Neumann) Se G é um FC-grupo, entio G' é um grupo de tor¢ao.
Além disso, o conjunto dos elementos de ordens finitas em G é um subgrupo totalmente

inwvariante contendo G'.

Demonstra¢ao. Como G é FC-grupo, entao G/Z(G) é FC-grupo e, pelo Teorema 1.34, é
de tor¢ao. Logo, pelo Teorema 1.37, G/Z(G) é localmente finito e normal. Agora seja X
um subgrupo de G finitamente gerado. Entao XZ(G)/Z(G) = X/X N Z(G) é finitamente
gerado e, sendo G/Z(G) localmente finito e normal, X/ XNZ(G) é finito e, consequentemente,
X/Z(X) é finito, pois, X N Z(G) C Z(X). Do Teorema de Schur, segue que X’ é finito. Se
§ = {X < G; X é finitamente gerado }, entdo G' = Uxez X' e, com isso, G' é de torgao.
Agora sejam ¢ e h elementos de G tais que ¢" = 1 = A™, com n e m inteiros positivos. De

ser G/G' abeliano segue-se
(gh—l)mnG/ — gmnh—mnG/ — G,,

mnl — 1. Portanto,

ou seja, (gh™1)™ € G’ e assim existe [ inteiro positivo tal que (gh™!)
o conjunto de todos elementos de ordens finitas de G é um subgrupo e, por ser claramente

totalmente invariante, o resultado segue. O

Contida na classe dos F'C-grupos existe uma classe muito importante, a classe dos BF'C-

grupos. A definicao de BF(C-grupo vem a seguir.

Definicao 1.39. Um F'C-grupo G é chamado BFC-grupo se existe um inteiro positivo d tal

que a quantidade de conjugados de qualquer elemento de G nao ultrapassa d.

No artigo Groups with finite classes of conjugate elements, inicialmente citado, B. H.

Neumann demonstra que o subgrupo derivado de um BFC-grupo é finito usando produtos
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livres de grupos (Para mais detalhes, consulte [11]). Para finalizar essa secdo, segue esse

resultado, cuja demonstracao usa o Teorema de Schur e os resultados aqui ja demonstrados.

Teorema 1.40. (B. H. Neumann) Um grupo G é BFC-grupo se, e somente se, G' € finito.

Demonstragao. Suponha inicialmente que exista d tal que |G'| = d < oo. Isso implica que se
g € G, entao [{[g,z]; x € G}| < d e com isso a quantidade de conjugados de g nao excede
d, como desejado. Reciprocamente, sejam G um BFC-grupo, d = maxgeq{|G : Ca(g)|} e
a € G satisfazendo |G : Cg(a)| = d. Escolha {t1,...,t;} um transversal a direita de Cg(a)
em G. Se C' = N%_,Cq(t;), o indice |G : C] é finito e existe um transversal a direita finito

{s1,...,s1} de C' em G. Agora considere o subgrupo
N ={a,s1,....,50)° = (g7 wg; = € {a,s1,...,51},9 € G),

o qual é um F'C-grupo finitamente gerado. Pelo Teorema 1.34, N/Z(N) é de torcao e, do
Teorema 1.37, é finito. Assim, pelo Teorema de Schur, N’ é finito. Como N/N’ é abeliano
e finitamente gerado, pelo Teorema 1.24, tem-se que seu subgrupo de torgao é também
finitamente gerado, mas, esse subgrupo é dado por Ty /N’, com Ty = {n € N; |n| < oo}, pois
N’ é finito. Logo, pela Proposicao 1.20, Ty /N’ é finito, assim Ty é finito. Uma vez que G’ é de
torgdo, resta mostrar que G’ < N. De fato, se ¢ € C, entdo (ca)t = t; 'cat; = ct; *at; = ca®i,
pois, C' < Cg(t;) e disto segue que a classe de conjugacao do elemento ca em G é igual
ao conjunto {ca'; i = 1,...,d}, pois a quantidade de conjugados de ca é no maximo d e
{ca'; i = 1,...,d}| = d. Consequentemente, se s € C, entdo existe 7 tal que (ca)® = ca® e
isto implica que ¢® = ca'ia™® e [¢, s] = a'ia™® € N. Portanto, C' < N e G’ < NC' < N, pois

G = NC, como esperado. n



CapriTULO 2

Grupos de Automorfismos

A um grupo sempre é possivel associar um grupo de automorfismos que age sobre ele.
Por exemplo, dados um grupo G e A < Aut(G), defina a acdo de A a direita de G por
p:GxA— Gemque (g,0)p = g% paratodo g € G e todo a € A. Os subgrupos de Aut(G)
sao chamados grupos de automorfismos de G. Em muitos casos, conhecendo a “natureza”
de um grupo A < Aut(G) e propriedades de sua agdo, pode-se obter informagoes sobre o

proprio grupo G. Neste capitulo se iniciara o estudo desse tipo de acao.

Na Secao 2.1 serao estabelecidos todos os conceitos e notagoes basicas. Ja na Secao 2.2,
a agao sera de um grupo de automorfismos que age por um numero finito de 6rbitas. Nela

serao expostos e demonstrados fatos importantes dessa teoria.

2.1 Algumas Propriedades de Grupos de Automorfis-

mos

Nesta secao, salvo mengao contraria, G denotard um grupo e A um grupo de automorfis-

mos de G.

Definigao 2.1. Dado g € G, a A-érbita de g é o conjunto g* = {¢g% o € A}. Se g% # g,
para todo a € A\{Idg}, a A-6rbita g é dita reqular.

Como se trata de uma acao, G é particionado em A-érbitas disjuntas. Quando ¢* = g
para todo o € A, a 6rbita de ¢ é unitaria, ou seja, g4 = {g}. Dado H < G, o subconjunto
Cu(A) = {h € H; h* = h,Ya € A} é o “maior” subgrupo de G contido em H tal que as
érbitas de Cy(A) sdo unitdrias, ou seja, A age trivialmente sobre Cy(A). Se Cy(A) = H,
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diz-se que A centraliza H ou que H é centralizado por A. De modo analogo ao conjunto
Cr(A), define-se o subconjunto C4(H) de A colocando Cy(H) = {a € A; h* = h,VYh € H}.

Esse é o “maior” subgrupo de A que centraliza H.

Definigao 2.2. Um subgrupo H de G é dito A-invariante se para todo h € H e todo o € A

tem-se h® € H.

Em um subgrupo A-invariante H de GG, pode-se induzir um grupo de automorfismos de

H por A. Eo que mostra a

Proposigao 2.3. ([6]) Se H é um subgrupo A-invariante de G, entdo existe um subgrupo

Alg de Aut(H) tal que Alg ~ A/Ca(H).

Demonstragao. Defina ¢ : A — Aut(H) por ()¢ = «|g, para todo a« € A. Como H é
A-invariante, H* = H, logo aly € Aut(H), isto é, ¢ estd bem definida. E imediato que
Nuc(p) = C4(H). Denote Alg = Im(yp) e, assim, pelo Primeiro Teorema do Isomorfismo,

Alg ~ AJC4(H). ]

Uma secao H/K de G é dita A-invariante se K e H sao subgrupos A-invariantes de G.
Assim, cada o € A induz um automorfismo @ de H/K, dado por (hK)* = h*K para todo
hK € H/K. E simples mostrar que @ estd bem definido e que @ € Aut(H/K). Defina
Ch/k(A) = {hK;(hK)* = hK,Va € A} e CA(H/K) = {a € A; @ = Idyk}, assim, tem-se

a seguinte proposicao andloga a anterior, cuja demonstracao ¢ também analoga.

Proposigao 2.4. ([6]) Se H/K ¢é uma secao A-invariante de G, entdo existe um subgrupo
A de Aut(H/K) tal que A ~ A/Cy(H/K).

Desta proposicao segue um resultado que sera muito utilizado no decorrer dessas notas.

Proposicao 2.5. (/6]) Se H/K ¢é uma se¢ao finita A-invariante de G, entao o subgrupo
Ca(H/K) possui indice finito em A.

Demonstracao. Tem-se que Cy(H/K) = Nuc(p), em que ¢ : A — Aut(H/K) é dada por
(a)p =@ com (hK)® = h®K. Pela Proposicio 2.4 segue que A/Cy(H/K) ~ A, com A um
grupo de automorfismos de H/K. Como Aut(H/K) é finito, segue que A é também finito,
logo A/C4(H/K) é finito. O resultado segue. O
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Considere um subconjunto nao vazio X do grupo G. E imediato ver que o subgrupo
XA = (%1 € X,a € A) é 0 menor subgrupo A-invariante de GG que contém X. Logo, dado
H < G, se H é A-invariante, o subgrupo H* é igual a H. Dados ¢ € G e a € A, sera usada
a notagao [g, a para designar o elemento g~'¢g® de G. Nesses termos, define-se o subgrupo
(X, A] = ([z,a];7 € X,a € A) de X?. Note que [z,a]™! = [2*, a7!], para todos z € X e

a € A.

Proposicao 2.6. (/6]) Se H é um subgrupo A-invariante de G, entio [H,A] é o “menor”
subgrupo normal de H tal que h®[H,A] = h[H, A], para todo o € A, ou seja, tal que A
centraliza o grupo quociente H/[H, A].

Demonstragao. Sejam h € H e k € [H, A]. Logo, existem ki, ....k. € H e o, ..., € A, com

r inteiro positivo, tais que k = k7 'ES . kT1ES1. Assim,
R kh = R ke kS kT RS h = (kyh) T (ke h) S R ke YRS kTR R =
= (k1 h) " (k1h)§* (kb)) (koh®1)*2hor02 k1 kO h =
= (krh) " (ki h)@ (koh©) 1 (koh1)02... (K, hO102-0r-1) =1 (J; poraz-ar-1yar p-araz.arp
ou seja, h™'kh € [H, A]. Logo [H, A] <« H. Claramente h®[H, A] = h[H, A], para todo a € A.
Suponha agora que A centraliza o quociente H/K, com K normal em H. Desta forma, para

todo h € H e o € A segue que h®K = hK, ou seja, h 'h® € K. Como h e « sao quaisquer,
[H, Al < K. ]

Defini¢ao 2.7. Um automorfismo o € A é dito ser F'PF ( “fized-point-free”), ou seja, livre
de pontos fixos, se Cg(a) ={g € G; g* = g} = {1}. Se @ é FPF para todo a € A, entao A
¢ dito ser FPF.

Exemplo 2.8. Sejam K um corpo, G = K o grupo aditivo de K, K* o grupo multiplicativo
das unidades de K e T um subgrupo de K*. Considere para cada t € T" o automorfismo
a; : G — G definido por (g)ay = gt, para todo g € G. Assim, Ap = {ay;t € T} é tal que
Ap ~ T e Ap < Aut(G). B facil verificar que Ay é livre de pontos fixos.

Se o € Aut(G), a fungao T, : G — G dado por (¢9)T, = [g,al, para todo g € G, é

chamada fun¢ao associada a «. O automorfismo « é chamado uniforme se T, é sobrejetor.
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Tem-se claramente que a é F'PF’ se, e somente se, T, ¢ injetivo. O mesmo nao ocorre para a
sobrejetividade de T,. Por exemplo, se G = Z e 2 é o automorfismo de G tal que (k)1 = —k,

para todo k € Z, segue que ¢ é F'PF', mas nao é uniforme.

2.2 Grupos de Automorfismos com um Numero Finito

de Orbitas

Na secao anterior, foi observado que se G é um grupo e A um grupo de automorfismos
de G, entao o grupo G é particionado em Orbitas disjuntas, ou seja, existem um conjunto de
indices I e g; € G, para todo i € I, tais que G = |4, g*. Quando I ¢ finito, existem um
inteiro positivo n e elementos gi, ..., g, em G tais que G = ", g, Neste caso, diz-se que A

age sobre G por um numero finito de orbitas.

Exemplo 2.9. Seguindo o Exemplo 2.8, se o subgrupo 7' tem indice finito n em K*, tome
{t1,....,t,} um transversal & direita de T em K*, logo G = {0} JW, t'7. Assim Ay age

=1 "1

sobre G por |K* : T| 4 1 6rbitas.

Daqui para frente, G denotard um grupo, A um grupo de automorfismos de G que age
por um nimero finito n de A-érbitas, g1, ..., g, € G serdo tais que G = |4, gl comg =1le
H denotara um subgrupo A-invariante de G. Quando nao houver ambiguidade, sera usado o
mesmo signo A para designar o préprio A, Ay e A. Com essas convencdes, segue o seguinte

resultado imediato:

Proposicao 2.10. (/6]) Tem-se que:

(i) H é uma uniao de um nimero ng < n de A-drbitas e se H < G tem-se ng < n;

(ii) Se H € normal em G, entdo G/H € uma uniao de um nimeron < n de A-drbitas e se

{1} < H tem-se m < n;

(111) Se B é um subgrupo de indice finito em A, entdo G € uma unido de um niamero finito

n' de B-drbitas, comn' < (n —1)|A: B|+1. Se A é FPF, entao vale a igualdade.
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Demonstragao. Os itens (i) e (i7) sdo imediatos. Para a primeira parte do item (iii), basta
ver que G = H?:l gZA, com g; = 1, e que existem um inteiro positivo r e aq, ...a,. € A tais que
A=W_, ;B, assim, G = W_, g/ = {1} UUL, U;_,(g;")", ou seja, G' é uma unido de um

nimero finito n’ de B-érbitas, com n’ < (n — 1)|A : B| 4+ 1. Suponha, agora, que A é FPF

a,
]/

s ar . . . . . ;B
e que (g;7)8 = (g, )P, com j # j', para algum i. Assim, existe 3 € B tal que g; = g,

mas, A é FPF, logo o3 = «js, absurdo. A segunda parte de (7i¢) segue. O

Pelo item (i) da proposicdo acima, segue que a quantidade de subgrupos A-invariantes
de G é finita, nao podendo exceder 2". Pelo mesmo item segue, em particular, que G’ e
Z (@) sao unides de quantidades finitas de A-6rbitas, pois ambos sdo A-invariantes. Usando
a proposicao anterior segue o primeiro resultado significativo desta secao que é devido a

Enrico Jabara, (veja [8]).

Teorema 2.11. (/8]) Um elemento a de E(A) ¢ FPF se, e somente se, a € uniforme.

Demonstragio. Por hipétese o € Z(A), logo |A : Ca(a)| < 0o. Denotando A; = C4(a), pela
Proposigao 2.10-(4i7), G é uma unido de um nimero finito de A;-6rbitas.

Suponha que a é FPF e seja g € (G. Assim a funcao T, associado a « é injetiva. Note que
(z")T, = ((2)T,)™, para todo z € G. Além disso, se z,y € G com ((x)T,)" = ((y)Tn)™,
existe 8 € A; tal que (2)T, = ((y)T,)? e, assim,

el = (y ) =y Py

y,ﬁxfl _ yaﬁxfa _ yﬁaxfoz _ (yﬂx71>a

Mas, por hipétese av é FPF, logo x = 3°, donde 2 = y4'. Dai, T, induz uma funcao
injetora T, : {z41; z € G} — {z4; 2z € G} tal que 2 +— (21)T,, para todo z € G. Como
existem finitas A;-Orbitas, essa funcao também é sobrejetora. Disto, segue que existe h € G
tal que gt = (BT, = (R")T, = ((R)T,)*. Tome v € A; tal que g = ((h)T,)?, logo
g = (h")T,. Portanto, o é uniforme.

Reciprocamente, suponha, por absurdo, que exista g € G\{1} tal que ¢g* = g. Defina

indutivamente uma sequéncia (,),eny de elementos de G, pondo 2o = 1, x; = g e, para
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n > 1, escolha um elemento z, de G tal que (x,)T, = z,_1. Isso é possivel, pois o é

uniforme. Note que x,, # 1, para todo n > 1. Como G é uma uniao de um nimero finito de
B

7

= ()T = ()T = () T37)°. Mas, (0)T57" = ((e) )T = (I =1,

Aj-Orbitas, existem indices ¢ < j tais que xfh = xJAI. Considere 3 € A; tal que z; = 2, assim

pois j — 1 >1i e, assim, 1 # z; = ((z;)T?~!)? = 1, uma contradicdo. Portanto o é FPF. [J

A seguir um resultado imediato deste teorema.

Corolario 2.12. (/13]) Suponha que G € infinito, A é FPF e que A contém um FC-subgrupo
de indice finito. Se B € um subgrupo de indice finito em A, entao G nao contém subgrupo

B-invariante préprio e nao trivial .

Demonstra¢ao. Suponha inicialmente que B < Z\(A) e A é FPF. Pelo Teorema 2.11 segue
que cada elemento de B é uniforme. Seja {1} < H < G um subgrupo B-invariante. Suponha
agora, por contradigao, que H é finito. Como A é infinito, existem h € H\{1} e ay, s € A,
com ay # g, tais que h* = h*2, ou seja, heez' = Mas, A é FPF, entao a; = o,
absurdo. Logo H é infinito e, assim, gH também é infinito para cada g € G. Tome agora
r € G. O numero de B-érbitas é finito, com isto, existem § € B\{Idg} e hi,hy € H tais
que (zhy)? = zhy e, dai, 2° € 2H, ou seja, v~ 12° € H. Como B ¢ uniforme, segue que existe
h € H tal que x7 2% = h7'hP. Logo (ha~!)? = ha™! e, uma vez que A é FPF, x = h.
Entao, H = G e, assim, G nao possui subgrupo B-invariante préprio e nao trivial. Agora
se B & Z(A), entao BN Z\(A) < E(A) possui indice finito em A, pois por hipétese, existe
um F'C-subgrupo A* de A de indice finito e, assim, A* < Z(A), logo pela primeira parte, o

resultado segue. O]

Quando A é FPF e FC-grupo, pelo Teorema 2.11, cada  de A\{Id} é uniforme. Neste

caso € possivel obter informagcoes sobre a natureza do grupo G.

Teorema 2.13. ([8]) Se G € infinito e o grupo de automorfismos A é FC-grupo e FPF,

entio G ¢ abeliano e ocorre somente um dos sequintes casos:

(a) G € de tor¢do: em tal caso, G € um p-grupo abeliano elementar, para algum primo p;

(b) G € livre de tor¢ao: em tal caso, G € divisivel.
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Demonstracao. Se g € G\{1}, entado conjugados distintos de g pertencem a A-érbitas dis-
tintas. De fato, suponha, por absurdo, que exista h € G tal que h='gh € g% e g # h™'gh.
Seja a € A\{Idg} com g® = h™'gh. Como «a é automorfismo uniforme, existe k € G tal que
h =k 1k* assim ¢® = k™ %kgk 'k* e (kgk™")* = kgk™'. Uma contradigao, pois g # 1 e a ¢
FPF. Se g e g%, com u e v € G, pertencem a uma mesma A-6rbita, existe a € A\{l/ds}
tal que ¢ = ((g”)“flu)a, absurdo pela primeira parte. Como existem apenas n A-Orbitas,
|G : Cq(z)] < n para todo z € G, ou seja, G é BFC-grupo. Assim, pelo Teorema 1.40, G’ é
finito. Mas, G’ é A-invariante, logo é uma uniao de um nimero finito de A-6rbitas e, como
uma A-érbita nao trivial é infinita, pois A é FPF e infinito, segue que G’ é uma A-érbita
trivial. Logo G’ = {1} e, consequentemente, G é abeliano.

Suponha que exista um elemento de torgao nao trivial em G. Logo existem y € G\{1}
e um primo p tais que y? = 1. Seja x € G\{1}. Considere o subconjunto {zy®; a € A}
infinito de G. Como G é uma uniao de um numero finito de A-orbitas, existem aq, s € A,
a1 # 0z e B € A\{Idg} tais que zy™ — (zy™)”. Logo 2% = (zy™)? = ((xy™)?) = (a?)" e,
assim, P = 1, pois § é FFPF. Portanto, G é um p-grupo abeliano elementar.

Suponha agora que G é livre de torgao. Sejam x € G\{1} e n um inteiro positivo. Como

a ordem de x nao ¢é finita, segue que {x”, i € N} é um subconjunto infinito de G. Assim

existem i < j inteiros positivos e a € A\{Idg} tais que 2 = (z)%, donde z® = 2"

Fazendo y = (m”j_i_l)o‘_l, segue que y" = z. O resultado segue. ]

Com as hipoteses do Corolario 2.12 e usando o teorema anterior, Martin R. Pettet, em
[13], demonstra que é possivel associar um corpo K ao grupo G de tal forma que G ~ K+

(o grupo aditivo de K). Esse é o préximo resultado.

Teorema 2.14. ([13]) Suponha que G € infinito e A é FPF. Se A contém um FC'-subgrupo

de indice finito, entao existe um corpo K tal que:
(1) G~ K*;

(ii) O subgrupo Z(A) € isomorfo a um subgrupo do grupo multiplicativo K* de indice finito
(n—1)[A: Z(A)];

(iii) AJZ(A) ¢é isomorfo a um grupo A de automorfismos do corpo K ;
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Demonstracao. Seja B um F(C-subgrupo de A de indice finito. Pela Proposi¢ao 2.10, G
¢ uma uniao de um numero finito de B-6rbitas e, como B é F'C-grupo e FPF, pois A é
FPF, do Teorema 2.13 segue que G é abeliano. Assim, se 6,7 € End(G) = {a; a é um
endomorfismo de G}, entdo a funcdo § + 7 : G — G dada por ¢g?+" = ¢?¢", para todo g € G,
¢ um endomorfismo de GG. Nao é dificil ver que End(G) com a operacao de adi¢ao definida
acima e a operagao de composi¢ao de fungoes é um anel. Considere o subconjunto K de
End(G) dado por K = {0 € End(G); |A: C4(0)] < oo}, onde C4(0) = {a € A;ab = Oa}.
E facil ver que K é um subanel de End(G) contendo Z(A) Seja 0 € K\{0}, assim C4(0) é
um subgrupo de indice finito em A e Nuc(#), Im(f) sao subgrupos Cy4(6)-invariantes de G.
Do Corolario 2.12 segue que Nuc(f) = 1 ¢ Im(f) = G, ou seja, § € Aut(G). Logo K é um
anel com divisdo. Além disso, K* é FPF, pois se § € K*\{Idg}, entdao 0 — Idg € K* e,

assim, # — Idg possui nicleo trivial.

Para concluir que K é um corpo falta apenas mostrar que o grupo K* é abeliano. De
fato, sejam § € K* e g € G\{1}. Se H = ¢g°x¥) = {g", n € Ck(0)}, entdao H < G, pois
Ck(¢) ¢ um grupo aditivo. Além disso, H é Cx (f)-invariante, assim é Cp 4, (f)-invariante.
Pelo Corolario 2.12, H = G. Tome agora ¢ € K*, assim existe h € G tal que h¢ = g. Como
H = G, existe n € Ckx(0) tal que ¢" = h e, assim, ¢" = g. Como ne € K* e K* é FPF
segue que ne = Idg e € € Ckx(0). Portanto, Ckx () = K* e uma vez que 6 é arbitrario, o
grupo K* é abeliano.

Agora G ~ K™, pois, fixado g € G\{1}, vem que ¢ : K™ — G dada por 6 — ¢°, para todo
6 € KT, é um isomorfismo. De fato, pelo pardgrafo anterior, claramente ¢ é homomorfismo
sobrejetor e se 01,0y € K™ sdo tais que ¢”* = ¢ segue que 0, — 0, = 0, isto é, §; = 6,. Fica,
assim, demonstrado o item (7).

Como |A : B| < 0o e B < Z(A), segue que o grupo Z(A) possui indice finito em A e uma
vez que A é FPF, pela Proposicio 2.10, o grupo G é uma unido de s = (n—1)|A : Z(A)| +1
Z(A)-érbitas. Logo, existem hg, ..., hy € G\{1} tais que G\{1} = i, h?(A). Se § € K*,
existe um tnico i € {2,...,s} e um tnico o € Z(A) tais que g’ = h%. Pelo isomorfismo o,
existe um tunico ¢; € K* tal que hffl = g, logo 0 = ab; . Portanto, K* = 4;_, Z(A)b;. Isto

prova o item (i1).
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Uma vez que E(A) < KX elA: Z\(A)| < oo segue que Cy(K*) = Z\(A) De fato,
claramente Z(A) < C4(K*). Por outro lado, tem-se Cx(K*) < Ca(Z(A)). Suponha, por
absurdo, que exista a € A\Z\(A) tal que af = O para todo 0 € E(A) Seja {1, ..., 5|A:2(A)|}
um transversal & direita de Z(A) em A. Logo, se 8 € A, existem i € {1,...,|A : Z(A)|} e
w € Z(A) tais que 8 = wp; e, assim, S 1af = (wB) ra(wpi) = B tap;, ou seja, [{a?; B €
AY < |A : Z(A)|, uma contradicio, pois a ¢ Z(A). Resulta que C4(Z(A)) = Z(A) e,
consequentemente, Cx(K) < Z(A). Defina agora ¢ : A — Aut(K) por a — ¢, para todo
a € A, com ¢, : K — K dado por 8 — a!Ba, para todo f € K. Claramente ¢ é um

homomorfismo, cujo ntcleo é A (A). Portanto, se A = Im(¢), segue pelo Primeiro Teorema

do Isomorfismo que A/Z(A) ~ A, demonstrando assim (ii). O

Em particular, se, além das hipéteses do Teorema 2.14, A é FC-grupo, tem-se o seguinte:

Corolario 2.15. ([13]) Suponha que G ¢é infinito e que A é FPF. Se A é FC-grupo, entao

existe um corpo K tal que:

(1)) G~ K*;

(ii) A € isomorfo a um subgrupo com indice finito n — 1 no grupo multiplicativo K*;
(111) Identificando G com KT, a a¢ao de A sobre G € a multiplicagio em K.

Demonstragao. Seguindo as notagoes do teorema anterior, os itens (i) e (i7) seguem direto.
Agora, seja h € G\{1}. Identificando G com K pelo isomorfismo ¢ : K — G, dado por
0 — hY, para cada g € G, existe # € K+ tal que g = h?. Logo, se a € A, entdo a leva g
em ¢g* = h%. Dai, o pode ser dado por a : h? — h%. Seja ¢ : A — Aut(K*), definido por
B+ g, onde g : KT — KT é tal que (6)ys = 63, para todo 0 € K. E claro que ¢ é um
homomorfismo injetor. Portanto, A se identifica com o subgrupo Im(y) = {¢3; § € A} de
Aut(K™T). Como esperado. O

Serd usado o simbolo L£4(G) para representar o conjunto de todos os subgrupos A-
invariantes de G. Pela Proposicao 2.10 esse conjunto ¢é finito. Se H é um subgrupo A-

invariante de G, define-se os subconjuntos I5(H), S4(H) de £4(G), respectivamente, por:

IG(H) = {K € L4(G); K < H,|H : K| < o0}
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S&(H) ={K € L4(G); H < K,|K : H| < oc}.
Definigao 2.16. Seja H um subgrupo A-invariante de G. O minimo e o mdzimo de H em
relacao a A e GG sao dados, respectivamente, por

minj(H) = (] K

Kelf(H)

maxrg(H) = (K; K € SA(H)).

Claramente a interse¢ao e o subgrupo gerado por subgrupos A-invariantes sao também
A-invariantes. Logo mind(H) e maxi(H) sdo A-invariantes. Como L4(G) é finito, os
conjuntos I4(H) e Sa(H) sao também finitos, para todo H € L4(G). Assim, fica claro que

|H : minA(H)| < co. O préximo resultado mostra que isso também ocorre para maza(H).

Proposicao 2.17. (/6]) Para todo H € L4(G) tem-se que min&(H) é um subgrupo normal

de maz(H), com indice finito.

Demonstracio. Uma vez que |H : min&(H)| < oo, pela Proposigao 1.2, segue que o “core”
(minA(H))y de min&(H) em H possui indice finito em H. E como esse “core” ¢é também A-
invariante, tem-se que (mina(H))y = mina(H) e, entdao, min&(H) é normal em H. Agora,
dados Hy e Hy em L4(G), tais que Hy < Hy e |Hy : Hi| < oo, claramente, deve-se ter
ming(H,) = minZ(H,); em particular, para cada K € SA(H) deve-se ter ming(K) =

ming(H) e, assim, ming(H) é normal em cada K € SA4(H), logo normal em maza(H).

Suponha que SA4(H) = {Ki,..., K.}, com s um ntmero inteiro positivo. Para cada
i € {1,...,s} tem-se que K;/mini(H) é uma se¢io A-invariante finita de G e, assim, pela Pro-
posi¢ao 2.5, A; = C4(K;/min&(H)) é um subgrupo de A de fndice finito. Logo, o subgrupo
B =(;_, A; também possui indice finito em A. Como G é uma uniao de um nimero finito de
A-érbitas segue, pela Proposicao 2.10, que G' é uma uniao de um numero finito de B-orbitas.
Mas, B centraliza cada segao K;/mini(H) e, assim, centraliza max&(H)/minZ(H). Sendo

mazs(H)/minA(H) uma unido de um ntimero finito de B-érbitas segue que ¢ finito. O

Segue da proposicao anterior que |maz&(H) : H| < oo, para todo H € L4(G).
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Proposicao 2.18. Sejam H,K € LA(G) tais que H < K. Entdo, mazi(H) = mazi(K)

se, e somente se, |K : H| < oo.

Demonstragio. Suponha que |K : H| < co. E claro que SA(K) C SA(H) e, assim,
mazs(K) < mari(H). Para mostrar a implicacdo contraria, seja L € SA(H) e consi-
dere o subgrupo M = (K U L). E claro que M é A-invariante e H < M < maz(H),
pois K, L € SA(H). Como |mazA(H) : H| < oo, segue que |[M : H| < oo e, consequen-
temente, |M : K| < oo. Logo L < M < max&(K), para todo L € SA(H) e, portanto,
mazA(H) = mars(K).

Reciprocamente, suponha, por absurdo, que |K : H| é infinito. Entao, |maz3(K) : H| é

infinito e, como |mazA(H) : H| é finito, segue que mazra(H) # maxa(K), absurdo O

Uma consequeéncia imediata desta proposicao ¢ a

Proposicao 2.19. Se H, K € L4(G) e os indices |H : HN K| e |K : HN K| sao finitos,

entio mara(H) = mazi(K).

Um outro fato interessante que segue da Proposicao 2.17 é que se B é um subgrupo de
indice finito em A, entao os subconjuntos definidos na Definicao 2.16 em relagdo a B sao

iguais aos respectivos, em relacao a A, como mostra a

Proposicao 2.20. (/6]) Se B é um subgrupo de indice finito em A, entdo para cada H €

L4(G) tem-se que minB(H) = minA(H) e marB(H) = maxi(H).

Demonstracao. Nao ha perda de generalidade em supor que B é um subgrupo normal de
A, pois, se acontecer o contrario, basta tomar Ba, o “core” de B em A, que possui indice
finito em A, ji4 que B possui indice finito em A. Sejam M = mini(H) e M, = minZ(H).
Claramente M; < M. Sejam ay, ...,a, € A, com n = |A : B|, tais que A = ¥/, Ba;. Assim
o conjunto {M{; o € A} é finito e igual a {M{";i =1,...,n}. Uma vez que H é A-invariante

e |H : M| < oo tem-se que |H : M{"| < oo, para todo ¢ = 1,...,n. Logo, My = (;_, M}"

é um subgrupo A-invariante que possui indice finito em H. Assim, pela Proposicao 2.17,
M = mind(H) = min&(M) = mini(My) <« My e, como My < M, segue que M < M.

Portanto, min2(H) = minA(H).
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Agora, considere M como acima, K = maza(H) e K; = maxB(H). Claramente K < K.
Pela Proposigao 2.17 os indices |K : M| e |K; : M| sao finitos e M < K;. Considere N o
normalizador de M em G, ou seja, N = Ng(M) e N = N/M. Com isso, K; = K;/M é um
subgrupo finito de N. Assim, para cada i = 1,...,n, o subgrupo K_lo” = K{"/M também é
finito em N. Para cada i = 1,...,n, seja B; = C(K{"), que possui indice finito em B, em
virtude da Proposicdo 2.5. Com isso, B = N, B; possui indice finito em B. Uma vez que B
centraliza K para cada i = 1,...,n, B centraliza Ky = (K; i = 1,...,n). Como B possui
indice finito em B, entdo K, é uma unido de um nimero finito de B-érbitas, dai, K, é finito.
Se Ky é tal que Ky = Ky/M, entdo |Ky : M| < oo e, como M < H < K; < Kye Ky é
A-invariante, K, € SA(H). Assim, K; < K, < K. Portanto, maz8(H) = mazi(H). O

Um reticulado é um par (L, R), em que L é um conjunto parcialmente ordenado por uma
relagdo de ordem parcial R, tal que para todos os subconjuntos {, k} de L existem em L o
supremo (sup{l,k}) e o infimo (inf{l,k}) de {l,k}. Por vezes, denota-se a estrutura (L, R)
por (L,A,V), onde I Ak =inf{l,k} e IV k = sup{l,k}. Dois reticulados (Li, Ar,,Vy,) €

(L2, ALy, V1) s@o isomorfos se existe uma bijecao ¢ : Ly — Lo tal que se a,b € Ly, entao

(CL /\L1 b)gp = (a)(p /\Lz <b>90 e (CL \/Ll b>(p = (CL)QO \/Lz (b)go

Assim, é um reticulado a estrutura (£4(G), A, V), em que L4(G) = {max&(H); H € L4(G)}
ese Hi,Hy € L4(G), entdo HiAHy = max&(H, N Hy) e HVHy = max&((Hy, Hy)). Como
também é um reticulado a estrutura (£,(G), A, V), em que £ ,4(G) = {mini(H); H € LA(G)}
e se Hy, Hy € L,(G), entdo HiAH, = mini(Hy N Hy) e HiVHy = mind((Hy, Hy)). Segue
diretamente da Proposigao 2.17 que os reticulados (£4(G), A, V) e (L4(G), A, V) sido isomor-

fos.

Exemplo 2.21. Seja S3 o grupo das permutagoes do conjunto {1,2,3}. Seja G o produto
direto dos grupos Q1 e S;. Defina para cada ¢t em Q- o automorfismo oy : G — G, pondo
(q,s8)cq = (qt,s). Seja A = {ay; t € Qso}. Entao, A < Aut(G) e A age por multiplicagao
sobre Q" e como a identidade sobre S3. Observe que

G=H09"w H 1"y 4 (-1,5)%,

s€S3 s€Ss sES3
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ou seja, G é uma uniao de 18 A-érbitas. Como os A-invariantes de G sao da forma Q) x S,

onde @ = {0} ou @ = Q7 e S é um subgrupo arbitrario de Ss, entao

L4(G)={{0} x S5,G} e L4(G)={{lc} Qx1s}.

Definigao 2.22. Seja m o comprimento méximo de uma cadeia em (£4(G), A, V) (ou equiva-
lentemente em (L£4(G), A, V)). O comprimento de G com respeito a A, denotado por £4(G),
¢ definido por l4(G) = m — 1.

Esse comprimento revela um critério para determinar se o grupo G ¢é finito ou infinito.
Proposigao 2.23. ([6]) (4(G) =0 se, e somente se, G € finito.

Demonstra¢ao. Suponha inicialmente que £4(G) = 0. Assim, o comprimento maximo de
uma cadeia em (L£L4(G),A,V) é 1. Desta forma, {mazi(H)} é uma cadeia maxima para
todo H A-invariante. Assim, se H < G, entdao mar(H) = G e, dai, {G} é uma cadeia de
comprimento maximo em (£4(G), A, V). Logo, mara(H) = G para todo subgrupo H de G
A-invariante. Em particular maz3({1}) = G, ou seja, G é finito pela Proposicao 2.17. A

reciproca ¢ imediata. O

Lema 2.24. Seja K um subgrupo A-invariante de indice finito em um grupo infinito G. Se

G1,Gs € LA(G) e Gy < Ga, entdo maz(K NG1) < mazg(K N Gy).

Demonstragio. Primeiro observe que se Hy, Hy € L4(G) e mazZ(H,) < mazi(Hs), entao
|mazA(Hy) : max&(Hy)| é infinito. Logo, como Gy < Gy, tem-se |Gy : G| = co. Suponha,
por absurdo, que mary(K N Gy) = mazpt(K N Gy). Uma vez que |Gy : K NGy, |Gy :

K N Gy < oo, pela Proposicao 2.18 tem-se que
A _ A _ A _ A
mazg(Gy) = mazg (K N Gy) = maxs (K N Ge) = max(Ga),
ou seja, |Gy : G| < oo, um absurdo. O

Proposicao 2.25. Se K ¢é um subgrupo A-invariante de indice finito no grupo G, entao

Ca(K) = La(G).



2.2 Grupos de Automorfismos com um Nimero Finito de Orbitas 35

Demonstragdo. Se G é finito isso é claro. Caso contrario, seja {G1, ..., G, (¢)+1} uma cadeia

de comprimento maximo em £4(G). Segue do lema anterior que
{mazE (K N Gy), ..., mari(K N Go,cye1)}

é uma cadeia de comprimento 4(G) + 1 em L4(K) e, assim, £4(K) > ¢4(G). Como clara-

mente {4(K) < £4(G). O resultado segue. O



CapriTULO 3

Grupos de Automorfismos Abelianos

com um Numero Finito de Orbitas

O objetivo principal deste capitulo é demonstrar o seguinte resultado:

Teorema A. Sejam G um grupo infinito e A um subgrupo abeliano de Aut(G) tais que G €
uma uniao de um numero finito de A-orbitas e A centraliza toda secao finita A-invariante

de G. Entao

(a) G € abeliano-por-finito;
(b) Se G € livre de tor¢ao, entdo G € abeliano e divisivel;

(c) O grupo A possui expoente infinito.

Este resultado responde, de uma maneira parcial, a seguinte questao levantada, em 1998,
pelos mateméticos Peter M. Neumann e Peter J. Rowley, em [12]: “O que se pode dizer sobre
um grupo G que admite um grupo abeliano A de automorfismos de G tal que G € uma unido

de um numero finito de A-orbitas?”.

Na Secao 3.1, sao estudados os grupos que admitem um grupo abeliano de automorfismos
que age por uma quantidade finita de orbitas. A Secao 3.2 é dedicada para a demonstragao

do Teorema B, cujo enunciado é

Teorema B. Sejam G um grupo abeliano infinito e A um grupo abeliano de automorfismos
de G, tal que G € uma uniao de um numero finito de A-orbitas e A centraliza toda secao

finita A-invariante de G. Entdo existem um inteiro positivo r, subgrupos By, ..., B, de A e
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subgrupos A-invariantes G, ...,G, de G tais que B = By X ... X B, possui indice finito em

A, G=Cq(A)x Gy x ... xG, e

(a) B; age trivialmente sobre G, para todo i # j, comi,j =1,...,r;

(b) G; € um subgrupo B;-monolitico de G, para todo i =1,...,r.
Além disso, cada G; ou é um p-grupo de expoente no mdzximo ((G;), para algum primo p, ou
¢ um grupo livre de tor¢ao e divisivel.

Finalizando, a Segao 3.2 é dedicada exclusivamente para a demonstracao do Teorema A.

Todos os resultados deste capitulo sdo devidos a Enrico Jabara [6]; desta forma, nao

havera citagoes, ficando assim subentendido que tais fatos sao devidos a este autor.

3.1 Grupos de Automorfismos Abelianos

Nesta secao sao incluidos alguns resultados sobre grupos que admite um grupo abeliano
de automorfismos que age por uma quantidade finita de orbitas. Daqui até o final deste
capitulo, G denotard um grupo que admite um grupo de automorfismos A, que age sobre GG
por um nimero finito n de A-6rbitas, e g1, ..., g, € G sdo tais que G = [, g, com g, = 1.
Definicao 3.1. O par (G, A) satisfaz a condicao () se

(%1) G € infinito;

(x9) A € abeliano;

(x3) A centraliza cada se¢do finita A-invariante de G.

Exemplo 3.2. Sejam G = Q x Sz e A = {ay; t € Qs¢} como no Exemplo 2.21. Observe que
o grupo G ¢ infinito e nao é abeliano, A é abeliano e A centraliza toda se¢gao A-invariante

finita de G, pois cada uma destas é da forma (Q x Hy)/(Q x Hz), onde Q = {0} ou @ = Q"
e Hy, Hy sdo subgrupos de S5 tais que Hy < Hy. Portanto, o par (G, A) satisfaz a condicao
().

Proposicao 3.3. Suponha que o par (G, A) satisfaz a condigcdo (x), H € um subgrupo de G
infinito e A-invariante, N um subgrupo normal de G A-invariante, com G /N infinito, B < A

de indice finito e C = Cg(A). Entao,
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(a) Os pares (H,A),(G/N,A) e (G, B) satisfazem a condi¢ao (x);

(b) C € o “maior” subgrupo A-invariante finito de G. Em particular, todas as A-drbitas

dos elementos de G\C' sao infinitas.

Demonstragao. O item (a) é imediato. Que C' é finito segue do fato que G é uma uniao de um
numero finito de A-6rbitas. Agora sejam K um subgrupo finito A-invariante de G e k € K.
Como A centraliza toda secao finita A-invariante de G, A centraliza a segao finita K /{1},
ou seja, k*{1} = k{1}, para todo a € A, e, assim, k* = k, para todo a € A. Portanto,
K <C. O

Observe que se Cg(A) = {1}, nao se pode garantir que Cg(a) = {1} para todo a € A.
Porém, a proposigao a seguir mostra que quando o par (G, A) satisfaz (x) existe pelo menos

um « € A tal que Cg(a) = {1}.

Proposigao 3.4. Se o par (G, A) satisfaz a condicao (%) e Cq(A) = {1}, entao existe um

automorfismo livre de pontos fixos a € A.

Demonstragio. Pela proposicao anterior |gi'| = oo para cada i = 2,...,n. Se 4; = Ca(gi),
segue que |A : A;] = oo, para cada i = 2,...,n, pois, caso contrdrio, tem-se |g| < oo.
Pelo Teorema 1.4, |J_, A; € A. Seja a € A\;_, A; e suponha que ¢* = g, para algum
g € G\{1}. Existe i = 2,...,n tal que g = gf, para algum (3 € A; desta forma, por um lado,
af

tem-se g?a =g, e, por outro, giﬁa = gf, assim ¢ = g;; absurdo, pois o ¢ A;. Portanto, a é

FPF. [l

Agora, com as mesmas hipoteses da proposi¢ao anterior, é possivel mostrar que nao existe

se¢ao finita A-invariante nao trivial em G, como mostra a

Proposicao 3.5. Se o par (G, A) satisfaz a condi¢ao (x) e Ca(A) = {1}, entdo nao eziste

secao finita A-invariante nao trivial em G.

Demonstragao. Suponha que H/K seja uma segao finita A-invariante nao trivial de G. Assim
A centraliza H/K. Mas, pela Proposigao 3.4, existe a € A livre de pontos fixos sobre H

e, assim, pelo Teorema 2.11, a é uniforme sobre H. Logo, « é uniforme sobre H/K e,
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consequentemente, a é livre de pontos fixos sobre H/K. Mas isto contradiz o fato que

Ca(H/K) = A. Portanto nao existe se¢ao finita A-invariante nao trivial em G. O
Recordando, a A-6rbita g4 é dita regular se g* # ¢ para todo o € A.
Proposigao 3.6. Se o par (G, A) satisfaz a condi¢ao (%) e [G, A] = G, entdo
(i) G nao contém subgrupo A-invariante préprio com indice finito;
(i) G contém pelo menos uma A-orbita reqular.

Demonstracao. Seja H um subgrupo A-invariante de G com indice finito. Pela Proposicao
2.17, minA(G) é um subgrupo normal de mar4(G) = G com fndice finito. Logo, como o par
(G, A) satisfaz a condigao (*), o grupo A centraliza a secio G /mind(G). Mas, pela Proposigao
2.6, [G,A] é 0 “menor” subgrupo de indice finito A-invariante de G, tal que A centraliza a
secio G/[G, A]. Logo, G > H > minAi(G) > [G, A] = G, provando o item (i). Agora, se
a € A\{ldg}, pelo item (i), Cu(a) possui indice infinito em G, pois Cg(«) é A-invariante
e proprio. Como L4(G) é finito, existe apenas um nimero finito de conjuntos Cg(a)’s, com
a percorrendo A\{Idg}. Logo, pelo Teorema 1.4, existe ¢ € G\ U, (rag) Col(@). Assim
Ca(g) = {1}, ou seja, g* é regular. O

Considere G um grupo e A um grupo de autormorfismos de G. Com a notagao E(A) é
designado o conjunto F(A) = {e = ¥7_&ay; s € N & = +1, a5 € A}, Se G é abeliano, entao
E(A) é um subanel do anel End(G) e se, além disso, A é abeliano, esse subanel é abeliano.

E claro que T, pertence a E(A), para todo o € A.

Proposicao 3.7. Sejam G um grupo, A um grupo abeliano de automorfismos de G, a, 5 € A
ee € F(G). Dado g € G, entdao

(i) g71g™ € Cg(B) se, e somente se, ¢°g~' € Cg(a);
(ii) Se G € abeliano e g=Pg° € Cg(a), entdo [g,a]® = [g, a]°.

Demonstragdo. Para provar o item (i) suponha que g~tg® € Cg(B), isso é, (¢~ 1g*)? = g 1¢°,

que equivale a igualdade ¢g°¢g~1 = (¢*%g~%) e, como A é abeliano, por sua vez, essa tltima



3.1 Grupos de Automorfismos Abelianos 40

igualdade equivale a ¢°g~! € Cg(a).
Agora suponha que g=?¢¢ € Cg(a). Entdo, (¢7%g%)® = gP¢°, logo ¢g°g=P* = geg—<.
Como G e A sdo abelianos, segue que g?g* = g=¢¢°¢, ou seja, [g,a]’ = [g,a]. E (ii) estd

demonstrado. O

Voltando as hipdteses do inicio deste capitulo, obtém-se agora uma condigao suficiente

para que Cg(A) = {1}.

Teorema 3.8. Se o par (G, A) satisfaz a condigdo (%), G é abeliano e |G, Al = G, entdo
Ca(A) ={1}.

Demonstracao. Pela Proposicao 3.6, o grupo G nao possui subgrupo A-invariante préprio de
indice finito. A demonstragao serd feita por inducao sobre o comprimento de GG com respeito a
A, ou seja, sobre o nimero £ 4(G). Se £4(G) = 1, entao todo subgrupo A-invariante préprio de
G é finito. De fato, se H é um subgrupo préprio de G' A-invariante, segue que maza(H) < G
(pois se mazA(H) = G, entdo, pela Proposicao 2.17, |G : H| < oo , absurdo). Assim, se K
é um subgrupo de H A-invariante, deve-se ter maz4(K) = H, pois, caso mazry(K) < H,
a cadeia {mars(K), maxd(H),G} seria uma cadeia de comprimento 3 em £,(G), absurdo.
Portanto, {4(H) = 0 e, entdo, H é finito. Dai, pela Proposicao 3.3, C(A) contém todo
subgrupo préprio A-invariante de G. Por hipdtese, G = [G, A], logo existem = € G e
B € A tais que g = z712f € G\Cg(A). Assim, (g?) = G, pois caso contrario, (g?) seria
um subgrupo préprio A-invariante de G e, entdo, (g*) < Cg(A), absurdo. Suponha agora,
novamente por absurdo, que Cg(A) # {1}. Assim, existem inteiro positivo s e v1,...,75s € A
tais que 1 # ¢g"..g" € Cg(A). Defina e = Y7 v € E(A) e assim ¢¢ € Cg(A), isto é,
g¢ = (z712P)¢ € Cg(a) para todo a € A. Pela Proposicio 3.7, (z71z%)? = (27 12%)¢, para
cada a € A. Em particular, se a = 3 tem-se ¢’ = g¢ € Cq(A), logo g € Cg(A), absurdo.
Portanto, Cg(A) = {1}.

Se £4(G) > 1, escolha um subgrupo A-invariante K de G tal que (4(K) = (4(G) — 1.
Fazendo H = [K, A], pela Proposi¢ao 2.6 e condigao (x), tem-se [K, A] = [[K, A], 4] , ou
seja, [H, A] = H e pela Proposicao 2.6, |K : H| < co. Assim, pela Proposicao 2.25, (4(H) =
lA(K). Logo, por hipdtese de indugao, Cy(A) = {1}. Como (4(H) = (4(G) — 1, segue que
(x(G/H)=1e|G/H,Al = G/H, donde Cg/y(A) = {1}. Portanto, C(A) = {1}. O
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Pela mesma argumentacao feita na demonstracao do teorema anterior, obtém-se que se
o par (G, A) satisfaz a condigao (x), entdo [G, A] = [[G, A], 4] e, assim, se G é abeliano,
pelo Teorema 3.8, [G, A] N Cq(A) = {1}. Logo, (|G, A],Cs(A)) é um produto direto entre o
subgrupo [G, A] e o subgrupo finito Cg(A). Em verdade, G é esse produto.

Teorema 3.9. Suponha que o par (G, A) satisfaz a condi¢ao (%) e que G € abeliano. Entao

G =[G, A] x Ce(A).

Demonstracao. Se G = [G, A] nada hé para fazer. Caso contrério, seja g € G \ |G, A]. Pelo
Teorema 3.8, Cig 4)(A) = {1} e, assim, pela Proposicao 3.4, existe a em A livre de pontos fixos
sobre [G, A]. Como A é abeliano, tem-se que « ¢ uniforme, em virtude do Teorema 2.11. Uma
vez que g g% € [G, A, existe z € [G, A] tal que x~'z® = g~ 1¢“, pois a é uniforme em |G, A],
dai, gv7' € Cg(a). Entdo, g = gz7'z = zgz™' € [G, A]Cq(a). Porém, |G : [G, A]] <
e [G, Al N Cq(a) = {1} e, dai, Cg(a) ¢ finito. Pela condi¢do () e por Ce(A4) < Co(a)
segue que Cg(a) = Cg(A). Portanto, G = [G,A]Ce(A) e [G, Al N Cq(A) = {1}, logo
G =[G, A] x Cg(A), por ser G abeliano. O

Observe que a hipotese do grupo GG ser uma uniao de um ntmero finito de A-érbitas é
fundamental, como mostra o seguinte exemplo: Se Q = Q* e B = (1), onde 1 é 0 automorfismo
que induz a inversio em H, entdao Q # [Q,B] x Cq(B), pois [Q,B] = (¢*;q € Q) e
Co(B) = {1,—1}. Veja que o grupo () nao é uma uniao de um nimero finito de B-érbitas.

Os dois proximos resultados sao, em certo sentido, técnicos e serao usados na demons-

tragao do Teorema A.

Proposicao 3.10. Suponha que o par (G, A) satisfaz a condigao (x) e que G € abeliano e
possui um unico subgrupo proprio A-invariante nao trivial N. Entdo, se B = C4(N), tem-se

que B = C4(G/N). Em particular, |G, B] = N.

Demonstra¢ao. Primeiramente, veja que B # {Idg}, pois caso contrério, para cada « €
A\{Idg} o subgrupo Cg(«) seria igual a {1} (Isso vem de Cg(a) pertencer a L4(G) e ser
diferente de N e de G). Dai, A seria FPF e, como é abeliano, seria FC-grupo. Assim,

tem-se um absurdo, em virtude do Corolario 2.12. Portanto, B # {Idg}.
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Seja agora € B\{ldg}. Tem-se que Nuc(T3) = N, pois N < Nuc(T) < G e, entao,
o subgrupo nao trivial e A-invariante Im(7js) é diferente de G. Logo Im(T3) = N, ou seja,
[G, B8] = N e, como (3 é qualquer em B\{Idg}, tem-se |G, B] = N. Entao, B < C4(G/N).
Por outro lado, considere v € Cy(G/N)\{Idg}. Assim [G,a] < N e, dai, Im(T,) < N, ou
seja, o nao é uniforme e, consequentemente, & ndo é FPF. Desta forma, N < Cg(a) e,

entdo, a € B e Cy(G/N) < B. Portanto B = C4(G/N). O

Proposicao 3.11. Suponha que o par (G, A) satisfaz a condigcio (%), G é abeliano e que
existam subgrupos A-invariantes G e Gy de G tais que G = Gy X Gy e La(G1),04(G2) > 0.
Entao, se Ay = Ca(Gq) e Ay = Ca(Gy), tem-se Ay N Ay ={ldg} e |A: A X As| < 0.

Demonstragao. Se o € A; N Ag, entao alg, = Idg, e alg, = Idg,, assim a = Idg. Logo,
A1 N Ay ={ldg} e, sendo A abeliano, tem-se (A;, As) = A; X As.

Por hipétese, £4(G1) > 0, assim G é infinito. Pela Proposigao 3.3, o par (G, A/As)
satisfaz () e, dai, pelo Teorema 3.9, tem-se G = [G, A/As] x Cg,(A/A3). Logo, o subgrupo
[G1, A/A,] ¢ infinito e, como é A/As-invariante, o par (|G, A/As], A/As) satisfaz a condigao
(x). Além disso, [[G1, A/As], AJ/As] = [G1, A/As]. Assim, pela Proposicao 3.6, existe uma
A/Ay-6rbita gA/42 regular em [Gy, A/As]. Analogamente, prova-se que existe uma A/Ay-
6rbita h/41 regular sobre [Gy, A/As].

Sejam I e J conjuntos de indices tais que g4/42 = Lﬂiel(go‘i)gl e W4 = H-JjeJ(hﬁj)AQ,
em que A; = {Aya; o € A1} e Ay = {Aja; a € Ay}, Considere agora os conjuntos [[g]] =
{(g*)*i € I} e [[h]] = {(h)*; ) € J} e as agdes

p gl x A/(Ar < As) = [[g]

@ [[A]] x A/(Ar X As) — [[R]]
(hﬁiAQ’B) s hﬁlez

em que k; € [ e l; € J sao tais que griod — go"%‘Al e gPifAe — gﬂliAQ. Nao é dificil verificar

que essas acoes estao bem definidas.
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A acdo p éregular, no sentido que para cada par i, i, € I existe tinico @ tal que (g% )41% =

(g%2)*. De fato, se i1,ip € I, tomando & = &;, @' tem-se ((go)A)® = (g2)M. Além
disso, se existem @, € A/(A; x Ay) tais que ((¢%1)A1)* = ((g1)*1)?, entdo, como A é
abeliano, existe a € A; tal que ¢*** = g e, como ¢4/42 é regular, tem-se aaf~! € A,
logo @ = 3. Analogamente, no mesmo sentido, a acdo ¢ é regular. Fixado um x € [[g]] e
dado y € [[g]], entao x é levado pela agao p em y por um tnico & € A/(A; x Ay), com isso,
|A/ (A1 x Ag)| = |I] = [J].

Fixe agora i, € I e j, € J e sejam iy € I e jp € J tais que (g1 h%1)® = g*2hP para
algum a € A, desta forma, g®1%g=% = hPh(Fn® ¢ G NGy = {1} e, assim, &ilaai_zl
fixa g, logo esse automorfismo pertence a Ay, pois g/42 é A/As-regular. Analogamente
leaﬁj_; pertence a A;. Dai, f5;«a jgl(ailaoz;l)*l = leﬁjzlaila; € A; x Ay, ou seja,
ai_zlﬁﬁ € o{llﬁlel x As. Logo, se g®1hPi e g*2hP2 pertencem a mesma A-6rbita, entao
o, By € a; ' B, (A1 x Az), mas ha |I] classes da forma y(A; x A3), com v € A. Disto e do fato

que o numero de A-érbitas é n, segue que |I| < n. Portanto, |[A/(A; X Ag)| =n<oo. O

Observagao 3.12. Salvo mencao contréria, serao usadas as seguintes convengoes:

e Quando o par (G, A) satisfizer a condi¢ao (x), o simbolo C' serd usado para denotar
o conjunto Cg(A), o qual serd finito, pela Proposigao 3.3. Logo existirdo um inteiro

positivo k e 41, ..., yx € G tais que C é dado por C = {y1, ..., yx }, com y; = 1;

e Os simbolos Ny, ..., Ny denotarao todos os subgrupos A-invariantes minimais de G' com

respeito a £4(N;) = 1, para todo i € [ = {1, ..., s};

e Paracadai € I, o simbolo A; denotard o conjunto {a € A; existe y € C tal que z* = ¥

para todo x € N;} e o simbolo 4(A) o conjunto A \ UjesA;.

E fécil ver que $4(A) ndo é um subgrupo de A, pois, Idg ¢ $4(A). Pode-se estender o
conceito de drbita para um subconjunto qualquer de Aut(G) da seguinte forma: se X C
Aut(G) e g € G, define-se a X-6rbita de g € G por g% = {g7;y € X}. Assim, para cada
g € G, a U(A)-6rbita de g é o conjunto g*Y = {g% a € U(A)}.

Proposigao 3.13. Suponha que o par (G, A) satisfaz a condi¢ao (x). Entao, existem oy, ..., €
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A tais que A = J'_, W(A)a;. Em particular, G é uma unido de um nimero finito de $1(A)-
orbitas. Além disso, para todo oo € U(A) tem-se que Ce(a) = C.

Demonstragao. Dado i € I se B; = Cx(N;), entdo B; < A;, pois, para todo a € B; e todo
r € N;, tem-se % = x = x¥'. Agora, suponha que |A : B;| < oo, assim, (G, B;) satisfaz a
condigao (x), dai |Cq(B;)| < oo, contradizendo o fato de |N;| = co e N; < Cq(B;). Logo,
|A: B;| = o00. Para o, € A; ei € I, defina o «~ 3 se, e somente se, existe y € C' tal que
1z = 2¥ = 27, para todo z € N;. E facil ver que essa relacao é de equivaléncia sobre A; e
possui no maximo |C| classes. Se [a] denota a classe de «, ¢ facil ver que R = {[a];a € A;}
é um grupo munido da operacao [a][f] = [af], a qual estd bem definida, pois C' = Cg(A),
com [Idg] o elemento neutro e [a~!] o inverso de [a] nessa operacao. Logo, dado 3 € [a]
tem-se Ba™! = v € B;, ou seja, B = ya. Dai, |A; : Bl < oo. Como |A : Bj| = oo,
segue que |A : A;| = oo e, assim, pelo Teorme 1.4, tem-se |J;,.; 4; € A, ou seja, U(A) =
A\U;c; Ai # 0. Pela Proposicao 1.5, existem ay,...,cp € A tais que A = |J;o; (A)a.
Com isso, G = U?:l gj‘-4 = U?:l U:zl(g}"i)ﬂ(/‘), provando, assim, a primeira assercao. Agora,
considere o € $(A) e H = Cg(a). Suponha, por absurdo, que H # C. Entdo (4(H) > 1.
Logo, existe i € I tal que N; < H, dai « € B; < A; C A\ Y(A), absurdo. Portanto, o

resultado segue. O

Observe que, apesar de $(A) nio ser grupo, se a € $(A), entdo o~ € U(A). Também,
pode acontecer de g € G nao pertencer a sua $(A)-orbita; para isso basta que a A-érbita de

g seja regular.

Proposicao 3.14. Sejam g € G e o € M(A). Entao:
(i) Se g* = ¢¥ para algum y € C, entao g € C. Em particular [g,y] = 1;
(ii) Se g~tg* € C, entio g € C;

(iii) Se existem y,z € C tais que g* =y ‘gz, entdo g € C.

Demonstrag¢ao. Para provar o item (i) suponha, por absurdo, que g ¢ C. Considere o

conjunto X = {z € G; z* = 2¢}. E claro que X é um subgrupo A-invariante de G contendo



3.1 Grupos de Automorfismos Abelianos 45

g. Assim, £4(X) > 1 e existe i € I com N; < X, ou seja, o € A;, absurdo. Isto prova o item
(2).

J& para demonstrar o item (ii), seja, por hipétese, y € C tal que g~'g* = y, ou seja,
g¢ = gy. Para § € A, tem-se que

(97" ) =99 =g =y (g7 )y.

Pelo item anterior, g~ '¢® € C para todo 3 € A e, com isso, a A-6rbita g# ¢ finita. Sejam
a,B € A e defina a «~ 3 se, e somente se, ¢ = ¢g°. A relacdo «~ sobre A é evidentemente
de equivaléncia, com no maximo |g*| classes de equivaléncia. Logo, se 3 € [a], onde [a] é a
classe a qual « pertence, entao a~ '3 € Ca(g), ou seja, existe n € Ca(g) tal que 8 = an, dai
|A : Ca(g)| < oco. Colocando B = C4(g), tem-se g € Cg(B). Mas, |A : B] < o e, entao,
pela Proposicao 3.3, o par (G, B) satisfaz a condigdo (x). Assim, o subgrupo Cg(B) de G
¢ A-invariante finito, em virtude da Proposicao 3.3. Portanto, Co(B) = C' e, assim, g € C,
isto demonstra o item (i).

No item (4i7) tem-se (g 1g*)* = (9%)"1(g*)* = 2z71g 1g®z. Assim, pelo item (i) segue

que g 1g® € C e, dai, pelo item (ii), tem-se g € C. O resultado estd demonstrado. O

Existe uma relagdo entre F'C-grupos e BFC-grupos quando o par (G, A) satisfaz a

condigao (), conforme estabelece o seguinte resultado.

Teorema 3.15. Suponha que o par (G, A) satisfaz a condigao (x). Se G é um FC-grupo,
entdo é BFC-grupo. Além disso, |G, A] € um grupo nilpotente de classe no mdzimo 2 e, se

Co=1[G,A|NC, entao Cy < Z(|G,A]) e Cy < G.

Demonstragao. Sejam g € G e m = max{|G : Cg(g;)|;i = 1,...,n}, que é finito, pois G
é FC-grupo. Existe i € {1,...,n} tal que g € g}, ou seja, existe a € A tal que g = g%
Logo, Ca(g) = (Ca(g8)) = (Ca(gi)™ e, assim, |G : Ca(g)|] < |G : Ca(g:)] < m. Portanto,
G é BFC-grupo. Pela Proposicao 3.6 e condigao (x), [G, A] ndo possui subgrupo préprio
com indice finito. Se ¢ € Cp, entao Cig 4)(c) é um subgrupo A-invariante com indice finito
em [G, A], pois [G, A] é FC-grupo, dai Cig 4(c) = [G, A], ou seja, Cy < Z(|G, A]). Pelo
Teorema 1.40, o subgrupo G’ é finito, assim [G, A]’ também o é e, como [G, A]' é A-invariante

e o par (|G, A], A) satisfaz (x), segue que [G,A]" < Ciga(A) = Cy < Z([G, A]). Assim,
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{1} < [G, A < [G, A] é uma série central de [G, A], ou seja, [G, A] é nilpotente de classe no
méaximo 2. Para finalizar, sejam g € G e ¢ € Cy e suponha, por contradicao, que ¢? ¢ Cj.
Com isso, existe a € A com (c9)® # ¢4, dai, ¢ # %9 ", mas c € Z([G, A]) e gg* € |G, A],

absurdo. Logo, Cy < G e o resultado segue, como esperado. O

Agora, ji ha resultados suficientes para mostrar que quando o par (G, A) satisfaz a

condigao (x), seu subgrupo [G, A] é BFC-grupo, é o que assegura o

Teorema 3.16. Se o par (G, A) satisfaz a condi¢ao (x), entao o subgrupo |G, A] de G € um
BFC-grupo.

Demonstragao. Nao hé perda de generalidade em supor que G = [G, A], pois, [G,A] =
[[G, A], A] e, uma vez que |G : [G,A]| < oo, o par ([G,A], A) também satisfaz (x). A

demonstracao serd feita por inducdo sobre o nimero m + |£4(G)|, em que m é o menor
UA)

nimero inteiro tal que G = [J;*, h;""’. Nada hd para fazer se |£4(G)| = 1, pois nesse caso
G seria finito e, entao, um BFC-grupo. Se |L4(G)| = 2, entao L4(G) = {{1},G}. Assim,
para cada o € A\ {Idg}, tem-se que Cg(a) = {1}; desta forma, A é FPF. Uma vez que A
é abeliano, é também F'C-grupo. Logo, pelo Teorema 2.13, G é abeliano; dai, é também um

BFC-grupo e fica provada a base da indugao.

Agora suponha que m + |L4(G)| = m + 2. A indugao ficard completa demonstrando seis

passos, cada um dado como uma afirmacao que é em seguida demonstrada.

Afirmagdao 1: Se k = |C|, entao existem um inteiro positivo r e hq,...,h, € G, com
hy =1, tais que m = kr, G = U, Uimy (wihy 1) e se (i1, j1) # (ia, J2), entdo (y;, by, 1) #
(Y, g, ).

De fato,é claro que {y1}, ..., {yx} sdo U(A)-6rbitas distintas. Tome hy € G\ C, assim
RYA  (yohp A (b )W) sdo também distintas, pois, se existir a € U(A) tal que
(Yiyho)® = yi,he, entdo hoh™® = y;lyg = y;lyil e, como y;lyil € C, pelo item (ii) da
Proposicao 3.14, hy € C, absurdo. Dali, hZ(A), (y2ha )1 (yrhe )Y sdo U(A)-6rbitas

distintas. Além disso,
s—1

ysho ¢ C'U U(yihQ)u(A)7

=1
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para s = 2,...k. Se G = Ule U?Zl(yihj)“(“‘), a segunda assercao estda provada, caso
contrério, tome hy € G\ UL, U?Zl(yihj)”(m. Novamente, pela Proposigao 3.14, as U(A)-

Srbitas WY@ (yahs WA . (yhs)4™ sdo distintas, duas a duas. Também

k s—1
yshs ¢ C'U U(yihZ)u(A) U U(yihS)u(A)a

i=1

para s = 2,...,k. Se G = Ule U?Zl(yih]—)“(/‘), a afirmacao estd provada, caso contrario,
repita o processo acima. Como G é uma uniao de um nimero finito de U(A)-6rbitas, esse
processo termina apds uma quantidade finita r de passos. Portanto, G = Ule U;Zl(yi g; 1A,

Claramente m = kr, pois essas U(A)-érbitas sao distintas, em verdade, disjuntas.
Afirmagio 2: Dado o € U(A), entdo G = J5, U;Zl(gj’lyig;“)“("‘).
Como m = kr ¢ suficiente mostrar que se (i1, j1) # (i, j2), entdao hy 'y, he e hy 'y, hs,
pertencem a U (A)-érbitas distintas. Suponha, por contradigao, que isso nao ocorra, ou seja,
que existam (iy, j1) # (ia, J2) € f € U(A) tais que hj_llyilhc.“ = (hj_;yiQhQ) Tome h = hﬂhnﬁ,

dai, h“h?‘lhm = y“lhyz2 Da Proposicao 3.14, segue que h € C'. Como hﬁ = h7'hj,, pela
construcao dos h;’s na Afirmacao 1, tem-se h;, = hj,. Considere j = j; = j,. A igualdade
h-_lyilhq = (hflymh‘?) ¢ equivalente a y; 1h5h Vi, = (h?hj_l)a. Como a € U(A), pela
Proposicao 3.14, tem-se hﬁh = (h;ﬁ)_ (h; PVt e C e como B € U(A), também pela
Proposicao 3.14, h;ﬁ € C, logo hj € C. Desta forma, s6 se pode ter h; = 1 e disto resulta

que y;, = yi = Y,,, 10go 11 = 19, absurdo. O resultado segue.

Afirmacdo 3: Seh € Ge h“NC =10, entdao h € E(G)

E suficiente mostrar que conjugados distintos de h pertencem a U(A)-érbitas distintas,
pois como ha uma quantidade finita de U(A)-érbitas em G, obtem-se |h%| < oo e, assim,
h € Z(G) Para tanto, suponha, por absurdo, que existam =z € G e o € U(A) tais que
h* = h®. Pela Afirmacao 2, existem indices i e j e f € U(A) tais que x = (h;lyih?‘)ﬁ. Assim,
he = (h; 'yih$)Ph(h; 'yih)? e isso resulta em (hfhh;7)* = (RIhh;%)%. Mas o € U(A),
logo pela Proposicao 3.14, b ’ € C, o que contradiz a hipdtese.

Afirmacdo 4: Existe h € G tal que h“ N C' = (. Em particular Z\(G) # {1}.

Com efeito, suponha, por absurdo, que para qualquer elemento h € G tem-se h¢ N C # 0,

ou seja, h é um conjugado de algum y € C', donde G = Ule yS. Pela Afirmagdo 1, tem-se
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que G = U, Ui, (wig;) ™ e, dai,

)L{(A)

k kK k r kK k r
Uiy Uj—: (vig; 1g) A i\9j
G:Uyt 1 Uj=1¥i9; :UUUyIEng) :UUU(yg )gju(A).
t=1 t=1i=1j=1 t=1i=1j=1
Como y;* € C percorre todo C' a medida que ¢ e t percorrem {1,...,k}, com y; = 1, tem-se

que

k r k r
¢=UJUwn™ = roJyUu

i=1j=1 =2 j=1
e, assim, G é uma unido de no méaximo 1+ (k — 1)r U(A)-6rbitas. Logo, kr < 1+ (k — 1)r,
ou seja, r = 1, dai G = C, absurdo. Portanto, existe h € G tal que h% N C = 0. E claro que
h # 1 e, entao, pela Afirmacdo 3, Z\(G) # {1}, como desejado.

Afirmacio 5: O subgrupo A-invariante Z (G)C é normal em G.

Pelo Teorema 1.32, o subgrupo Z (G) é caracteristico em G, logo é normal e A-invariante.
Considere entdo o grupo quociente G/Z(G), que é uma unido de um nimero m < m de U(A)-
érbitas. Como Z(G) # {1}, |£4(G/Z(G))| < |£a(G)]. Por hipéte de indugio, G/Z(G) &
um BFC-grupo, pois [G/Z(G), A] = G/Z(G). Pelo Teorema 3.15, Z(G)C/Z(G) é normal
em G/Z(G). Portanto, Z(G)C é normal em G.

Afirmagao 6: G é FC-grupo.

Primeiro suponha que G = Z(G)C. Entao, se g € G, g = z¢, com z € Z(G) ece(C.
Agora, se a € A, tem-se g~'¢® = 27 1?2 = 2712* € Z(@). Dai, [G, A] < Z(G) e, como
G = [G, A], deve-se ter G = Z(G), ou seja, G é FC-grupo. Suponha, por absurdo, que
G # E(G)C’. Uma vez que C' < Z(G)C e Z(A)C <1 G, nenhum elemento de G \ E(G)C’ é
conjugado de algum elemento de C. Logo, pela Afirmacio 3, tem-se (G\Z(G)C) < Z(G),
isto ¢, G = Z(G)C, absurdo.

Portanto, pelo Teorema 3.15, o grupo G é um BFC-grupo. O]

3.2 Teorema B

Nesta secao, é assumido que G é um grupo abeliano, A um grupo abeliano de automor-

fismos de G que age por um nimero finito n de érbitas, C' = Cg(A) e Ny, ..., Ny s@o todos os
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distintos subgrupos A-invariantes minimais nao triviais de [G, A]. Além disso, o par (G, A)
satisfaz a condigao (). Esta se¢do é dedicada para enunciar e demonstrar o Teorema B, o
qual descreve a estrutura de GG sob as condicoes acima. Este teorema esta dividido em dois
lemas: no primeiro G é escrito como um produto direto de subgrupos A-invariantes de G e,

no segundo, a natureza de GG é ainda mais detalhada, como uma generalizacao do Teorema

2.13.

Definicao 3.17. Um grupo G é dito A-monolitico se existe apenas um subgrupo A-invariante

minimal nao trivial em G.

Exemplo 3.18. Se Q = Q* e B = (1), com 2 o automorfismo de @ que induz a inversao,
entdo {1,—1} é o tnico subgrupo B-invariante minimal nao trivial de @, ou seja, @ é B-
monolitico. Observe que Q%, é um subgrupo préprio B-invariante de () que nao contém

{1,-1}.

Lema 3.19. Existern um inteiro positivo s e subgrupos A-invariantes My, ..., My de [G, A],
tais que G = C' X My X ... x My e para cada i € {1,...,s} o subgrupo M; é maximal com

respeito as propriedades:
(ii) M; é A-monolitico.

Demonstragao. Se i € {1,...,s}, entdao o conjunto £; = {M < [G,A]; N; < M e M é A-
monolitico } é nao vazio, pois N; € L;. Seja agora {M,};e; um subconjunto totalmente
ordenado de £;. E facil ver que U ierMj € L;. Segue, pelo Lema de Zorn que M; existe.
Como G é abeliano, pela Proposicao 3.9, tem-se G = C x [G, A]. Claramente os M;’s,

como nas hipéteses, sao tais que M; N M; = {1}, se i # j. Falta, entdo, mostrar que
G, A] = (M, ..., M). Tal fato serd mostrado por induc¢do sobre o nimero s. No caso em
que s = 1, tem-se [G,A] = M; e, dai, o resultado segue imediatamente. Suponha agora

que s > 1. Logo, os tnicos subgrupos A-invariantes minimais nao triviais de [G /My, A] sao
N1 Mg/ Ms, ..., Ng_1 M /M. De fato, suponha que N/M; é um subgrupo A-invariante minimal
de [G/M,, A] diferente de cada N;Ms/Ms, para i = 1,...,s. Assim N contém N, como seu
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unico subgrupo A-invariante minimal e, como M, < N, da maximalidade de M, obtém-se
M; = N, ou seja, N/My = {1}. Entao, [G/M,, A] possui s — 1 subgrupos A-invariantes
minimais nao triviais. Por hipdtese de inducao, [G/M,, A] = (MyMs/Ms, ..., Ms_1Ms/Ms),
de modo que [G, A] = (M, ..., M), como desejado. ]

Lema 3.20. Se G € abeliano e A-monolitico, entao uma das sequintes afirmacoes ocorre:

La(G)

(a) G € de tor¢ao: neste caso, G € um p-grupo de expoente no mdzimo p , para algum

primo p;
(b) G é livre de tor¢ao: neste caso, G € divisivel.

Demonstragao. A prova sera feita por indugao sobre o nimero £4(G). Se £4(G) = 1, entao A
é FPF. De fato, como G é A-monolitico, pela Proposicao 3.9, C'= {1} e, consequentemente,
La(A) = {{1},G}. Logo, o tinico subgrupo A-invariante minimal nio trivial de G é o préprio
G. Portanto, Cu(a) = {1}, para todo a € A\{Idg}, isto é, A é FPF. Como A é abeliano,

pelo Teorema 2.13, a base da inducao fica demonstrada.

Suponha agora que ¢(G) > 1. Seja N o tnico subgrupo A-invariante minimal de G.
Assim /(N) = 1 e, desta forma, N ¢ infinito e Cg(A) = {1}, pois o par (G, A) satisfaz ().
Considere o grupo quociente G = G/N, o qual é infinito, pois £(G) > 1. Sejam N, ..., N,
todos os subgrupos A-invariantes minimais de G. Logo, pelo lema anterior, existem subgrupos
A-invariantes My, ..., M, de G, tais que Ny < My, ... N, < M, e G = C x My x ... x M,,
com C = Cg(A). Sejam C, My, ..., M, as imagens inversas, pelo epimorfismo canénico, de
C, M, ..., M, em G, respectivamente. Pelo Teorema da Correspondéncia, existe um subgrupo
H de G contendo N tal que C = H/N. E claro que h*N = hN, para todo h € H e
todo a« € A. Como Im(T,|y) = N para todo o € A\Ca(H), pelo Primeiro Teorema do
Isomorfismo, tem-se que H/Nuc(T,|g) ~ N, para todo o« € A\C4(H). Em particular, pela
Proposicao 3.4, existe um automorfismo § em A livre de pontos fixos, com Im(Ts|g) = N ¢
H/Nuc(Tg|lg) ~ N. Mas Nuc(Ts|g) = Cu(5) = {1}, ou seja, H ~ N e, portanto, H = N,
pois N é o tinico subgrupo A-invariante minimal de G. Assim G = M, x ... x M,. Fixe agora

i€{l,...,r} e considere M = M;. A demonstracao é finalizada em quatro casos:

Caso 1: N e M/N possuem elementos livres de torgao.
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Como ¢(N),¢(M/N) < {(G), da hipétese de indugdo, segue que N e M/N sao livres de
torgao e divisiveis. Pelo Teorema 1.14, existe um subgrupo K de M tal que K ~ M/N e
M = N x K. Desta forma, M é um produto direto de subgrupos livres de torcao e divisiveis,

portanto, é também livre de torcao e divisivel.
Caso 2: M/N é de tor¢ao e N possui elemento livre de torcao.

Como no Caso 1, existe K < M tal que K ~ M/N e M = N x K. Sendo assim, K
¢ o subgrupo de todos os elementos de torcao de M, logo K ¢é caracteristico e, assim, K é
A-invariante. Absurdo, pois N esta contido em todo subgrupo A-invariante nao trivial de

M. Portanto, tal caso nao ocorre.
Caso 8: N é de torgao e M /N possui elemento livre de torgao.

Por hipdtese de inducao, existe p primo tal que N é um p-grupo abeliano elementar
e M/N é livre de torgao e divisivel. Pela Proposi¢ao 3.9, M = [M, A] x Cy(A); porém,
Cu(A) = {1}, pois |N| = oo, dai M = [M, A]. Logo, pela Proposicao 3.6, existe g € M
tal que g4 é A-regular. Se Cy(a) = {1}, para todo a@ € A, g pode ser escolhido de tal
forma que g ¢ N e, se existe a € A tal que N < Cy(a), entdo g ¢ Cp(a) e, assim, tem-se
também g ¢ N. Dai, gN é um elemento livre de tor¢ao em M/N. Em particular, g é livre de
torgao. Considere agora z € N\{1}. Existem um inteiro positivo s e a1, ...,as € A tais que
x = g™..g%, pois N < (g) e G é abeliano. Defina e = Y7 | ;; logo € € E(A) < End(M)
e, dai, (¢?)¢ = 2 = 1. Como ¢” # 1 deve-se ter N < Nuc(e) < M, pois g ¢ Nuc(e). Uma
vez que M /N é divisivel, existe hN € M/N tal que (hN)? = gN, logo h? = gy, para algum
y € N e, dai, (h?)° = (gy)° = gy = x # 1. Desta forma, h° é um elemento de M de ordem

2

p°, contradizendo o fato de que o subgrupo de torcao de M é N e N possui expoente p.

Portanto, tal caso nao ocorre.
Caso 4: N e M/N sao subgrupos de torgao.

Por hipétese de inducao, existem niimeros primos p e ¢ tais que N é um p-grupo abeliano

M)—1

elementar e M /N é um g-grupo abeliano de expoente no maximo g . Assim, claramente,

1. Tome y € M tal que |y| = ¢. Como (y?) é A-

M possui expoente no maximo pg‘M)-
invariante e N ¢ o tinico subgrupo A-invariante minimal de G, tem-se N < (y*). Logo, para

todo n € N\{1} existem «y,..., s € A tais que y*'..y* = n e, assim, n? = 1; mas n* = 1,
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portanto, ¢ = p. Com isso, M é um p-grupo abeliano de expoente no maximo p“©.

Segue desses quatro fatos, que se N é um p-grupo, M é um p-grupo de expoente no
méaximo p“©) e, se N é livre de torcao e divisivel, entdo M também é livre de torcdo e

divisivel. Como G = (Mj, ..., M,.), o resultado segue. ]

Segue dos Lemas 3.19 e 3.20 e usando indugao junto com a Proposicao 3.11 o

Teorema B. Sejam G um grupo abeliano infinito e A um grupo abeliano de automorfismos
de G, tal que G € uma uniao de um niumero finito de A-orbitas e A centraliza toda se¢ao
finita A-invariante de G. Entdo existem um inteiro positivo r, subgrupos By, ..., B, de A e

subgrupos A-invariantes Gy, ...,G, de G tais que B = By X ... X B, possui indice finito em

A G=Cg(A) x Gy X ... x G, e

(a) B; age trivialmente sobre G;, para todo i # j, comi,j =1,...,r;

(b) G; é um subgrupo B;-monolitico de G, para todo i =1, ...,r.

Além disso, cada G; ou € um p-grupo de expoente no mdzximo {(G;), para algum primo p, ou

¢ um grupo livre de tor¢ao e divisivel.

3.3 Teorema A

Por fim a demonstracao do Teorema A.

Teorema A. Sejam G um grupo e A um subgrupo abeliano de Aut(G) tais que G € uma

unido de um nimero finito de A-drbitas e o par (G, A) satisfaz a condi¢ao (). Entdo

(a) G € abeliano-por-finito;
(b) Se G € livre de tor¢ao, entdo G € abeliano e divisivel;
(c) O grupo A possui expoente infinito.

Demonstra¢ao. Como o par (G, A) satisfaz a condigao (), pelo Teorema 3.16, [G, A] é um

BFC-grupo; desta forma, pelo Teorema 1.40, [G, A] é finito-por-abeliano, ou seja, [G, A]" é
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finito. Para provar o item (a) é suficiente mostrar que [G, A] é abeliano, pois [G, 4] < G e
|G : |G, A]| < 0o. O raciocinio sera feito por contradigao. Como [G, A] = [[G, A], A], pode-se
supor, sem perda de generalidade, que G = [G, A], assim |G’| é finito. Suponha, também,
que G nao é abeliano e que minimiza o nimero |G'| 4+ |£L4(G/G")|. Denote o grupo quociente
abeliano G//G’ por G. A demonstragdo, agora, seguird em onze passos.

(1) G = C(A).

De fato, como G = [G, A], entdao G = [G, A]. Uma vez que o par (G, A) também satisfaz a
condigao (*), pela Proposicao 3.9, G = [G, A] x Ca(A) e, assim, Cg(A) = {1}, daf Cg(A) <
G’. Como G’ é um subgrupo A-invariante finito e o par (G, A) satisfaz a condigao (x), da
Proposicao 3.3 item (b), segue que G’ < Cg(A). A afirmagao segue.

(2) Z(G) =G".

Primeiramente, vale que Z(G) < Cg(A). De fato, suponha, por absurdo, que Z(G) nao
esta contido em Cg(A). Logo, Z(G) ¢é infinito e o par (Z(G), A) satisfaz a condicao (%), pois

Z(@G), sendo caracteristico, é A-invariante. Assim, pela Proposigao 3.9,
Z(G) = [Z(G),A] X CZ(G)(A)-

Considere o grupo quociente G = G/[Z(G), A]. Como Z(G) é infinito, [Z(A), A] também o
é, assim, [Z(G), A] ndo estd contido no subgrupo finito G’ e, com isso, |G’| + [L4(G/G")| <
|G'| 4+ |£4(G/G")|. Dai, G é abeliano por causa da escolha minimal de G. Desta forma,
G' < [Z(G), A] e, entao, G' = G'N[Z(G), Al = Ca(A)N[Z(G), A] = {1} e, consequentemente,
G ¢ abeliano, absurdo. Portanto, Z(G) < Cg(A) < G'. Por outro lado, pelo Teorema 3.15,
o grupo G ¢é nilpotente de classe no maximo 2 e, dai, G' < Z(G). Fica demonstrada a

afirmacao.
(8) Cada subgrupo normal A-invariante nao trivial de G contém G’.

Seja {1} # N <G um subgrupo A-invariante de G. Como G é nilpotente e G’ = Z(G) tem-
se G’ N # {1}. Se G = G/N, entdo |G'| = |G'/(G' N N)| < |G| e, como G/G' ~ G/G'N,
tem-se que |L4(G/G| < |LA(G/G)|, isto é, |G| + |L4(G/G)| < |G| + |L4(G/G")|, donde
G ¢é abeliano. Assim, N contém G'.

(4) G nao é um produto direto de dois subgrupos A-invariantes minimais nao triviais.
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Suponha que G = N; x Ny, com N; e N, subgrupos A-invariantes minimais. Se £(N;) = 0
para algum i € {1,2}, entdo N; é finito. Logo, sendo N; a imagem inversa de Nj em G,
para j € {1,2}, tem-se que N, também ¢ finito, pois N; = N;/G' e G’ é finito. Assim,
N; < Cq(A) = G’ o que implica N; = {1}, absurdo. Logo £(Ny),(Ny) > 0. Pela Proposicio
3.11, existe B < A, tal que |A : B| < 00, B = B, x By e By = Cg(N;) e By = Cg(NVy).
Assim, B age sobre N; como B; age. Como N é infinito, B; é abeliano e FPF sobre Nj,
pois N; é minimal, e N; é uma unido de um ntmero finito de B;-érbitas, pelo Teorema 2.14,
existe um corpo apropriado K tal que N; ~ Kt e By pode ser identificado com um subgrupo
de indice finito de K*. Pela Proposi¢ao A.17 (veja Apéndice), existem «, f € Bj tais que
f =1+ «. Assim para cada Z € N; tem-se que ° = zz®. Logo, para cada x € N; existe
um ¢, € G = Z(G) = Cg(A) tal que 2° = z2%c,. Tomando agora z € Ny e y € Ny, existe
c€ G =Z(GQ) = Cq(A) tal que y° = yc, pois §° = ¢. Dai,

(o, y] = [2,9]" = [w2%cp, yd] = [w2%,y] = 2, y]" (2%, y] = [2,][2°, 9],

donde [z% y] = 1. Assim, tem-se que [Ny, No] = {1} . Agora, pela escolha minimal de G,
deve-se ter N1 e Ny abelianos e, como G = N; N, obtém-se que G é abeliano, absurdo. O

resultado segue.
(5) G admite um tinico subgrupo A-invariante minimal ndo trivial V.

Suponha, por absurdo, que N, ..., N, sdo subgrupos A-invariantes minimais nio triviais
de G, com r > 1. Pelo Lema 3.19, G = M; x ... x M,, com M; subgrupo de G A-monolitico
contendo Nj;, para todo i = 1,...,r. Seja M, a imagem inversa de M; em G, para cada
i = 1,..,r. Cada M; é normal em G e, como r > 1, é também abeliano, pois |M]| +
|[La(M;/M])| < |G'| + |La(G/G")|. Se r > 2, entao cada M;M; é também abeliano, pelo
mesmo argumento deste paragrafo, dai, [M;, M;] = {1}, para todos i,j € {1,...,r}. Logo, G
¢ abeliano, absurdo. Se r = 2, suponha inicialmente que N; é um subgrupo préprio de M.
Entao N3 M, é um subgrupo préprio de G e |G : N1 M| nao é finito, pois | M; : Ni| nao é finito,
logo |(N1My)'|+|La(N1Ms) /(N1 M) | < |G'|+|La(G/G")|, ou seja, N1 M é abeliano. Assim,
se g =mimgy € G, com my; € My e mg € My e n € Ny, entao ng = nmims = mimsn = gn,
isto 6, N < Z(G) = G', donde N; = {1}, absurdo. Logo, M; = N, e, analogamente,
My = Ns,. Desta forma, G = N; x N, absurdo, pelo passo (4). Portanto, o resultado segue.
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(6) L4(G) é uma cadeia.

Sejam K; = G e Ky = G/G1, onde G; = N. Analogamente ao passo (5), mostra-se
que K possui um unico subgrupo A-invariante minimal néo trivial Go. Seja G a imagem
inversa de Gy em G e coloque K3 = G /Gy. Defina agora indutivamente para i > 1 o grupo
quociente K, = G / G;, em que G; é a imagem inversa do tnico subgrupo A-invariante
minimal nao trivial G; de K;. Prova-se por inducdo, analogamente ao argumento do passo
(5), que K;,; possui unico subgrupo A-invariante minimal nao trivial Gis1 €, que apés uma
quantidade finta k — 1 de passos, com k > 2, tem-se que G/Gj_; é o tinico minimal nao
trivial de K}, ou seja, G = G. Seja £ o conjunto dos subgrupos G;’s em G. Observe que
L é uma cadeia. Suponha, por absurdo, que existe S € L4(G)\{1} tal que S ¢ L. Como
G1 < S, pois G é o tnico subgrupo minimal nao trivial de G, entao S/G; contém G, ou
seja, Go < S. Se Gy < S, entdo S/C_T'g contém ég, ou seja, G3 < S. Se G5 < 9, entdo
S/G5 contém Gy. Apds uma quantidade finita de passos tem-se que S = Gy, 1, absurdo,
pois S ¢ L. Entdao, LU {1} = L4(G). Assim, pode-se por L4(G) = {Gy, Gy, ..., Gy}, onde
Go={1} <G =N < ..< G <Gp=0Ge seG;éaimagem inversa de G; e N a
imagem inversa de N em G, entdo {1} <Gy =G' <G =N < .. <G <G, =G.

(7) CA(N) = C4(G/M), onde M = Gj_;. Além disso, existem um corpo K e T' < K*,
com |K* : T| < oo, tais que N ~ G/M ~ K+, A/C4(N) ~ A/C4(G/M) =T e aaciode T
sobre N e G/M é a multiplicacao de K.

Se k =1, entao M = Gy = {1} e, assim, N ~ G/M, logo C4(N) = C4(G/M). Agora,
se k > 1, entdo o grupo G/Gj_, possui um tnico subgrupo A-invariante préprio e nao
trivial, a saber, M /Gy_y. Como G/Gj_s é abeliano e o par (G/Gy_s, A) satisfaz (), pela
Proposicao 3.10, tem-se que Cq(M/Gy_s) = Ca((G/Gr_2)/(M)G})_2)) = C4(G/M). Esse
processo pode ser repetido na cadeia {1} = Gy < N = G; < ... < G}, = M para obter
Cu(Gr_2/Gr_3) = Ca(M/G}_3). Continuando, obtem-se C4(N/Go) = C4(G3/Gs). Logo,
Cu(N) = Cx(G3/Gs) = ... = Cx(G_2/Gr_3) = CA(G/M), como desejado. Como A/C,(N)
é FPF sobre N e N é uma uniao de um nimero finito de A/C,(N)-érbitas, a segunda parte

segue pelo Teorema 2.14.

(8) M é abeliano e [M, N|] = {1}.
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Tem-se que |M'| + |La(M/M')| < |G'| + |LA(G/G")|, donde M é abeliano. Se k = 1,
entaio N = G e M = Gy = Z(G), logo [M,N] = {1}. Se k > 1, segue que N < M e, como
M é abeliano, [M, N| = {1}.

(9) Existem «, 3 € A tais que, para cada z € N e cada y € G/M tem-se que P =z7% e
y? = gy®. Além disso, o automorfismo « pode ser escolhido de tal maneira que a3 ¢ Ca(N).

A primeira parte segue direto da Proposicao A.17. Agora, como cada corpo contém no
méximo trés elementos @ tais que &> = 1 e os pares (@, 3) existem em uma infinidade, tome
@ de tal maneira que & # 1, ou seja, tal que @® & C4(N).

(10) Se v € N e y € G, entdo existe a € A tal que &® ¢ C4(N) e [z, y][x, y*][x,y] = 1.

Se 7 € N, entdo existem a, 3 € A tais que Z° = 7% e, assim, para cada z € N existe um
c; € G' = Z(G) tal que #¥ = za%c,. Analogamente, para cada y € G existe um m, € M tal

que y° = yy~y,. Pelo passo (8), [n,m,] = 1, para qualquer n em N. Assim, e considerando

que G' = Z(G) = Cg(A), obtém-se
[2,y] = [z,9)° = [27, "] = [z2®ca, yy*my) = [z2®, yy"m,] = [z2®, my ] [z2®, yy* ™ =
= [z2®, yy°] = 2, yy° 1" (2%, yy®] = [,y ),y 2%,y [2, ) = [, ][, yl[z, y* ][, y]
e, assim, tem-se a conclusao.

(11) N < Z(G).

Dados z € N e y € G, pelo passo (10), pode-se escolher a € A, com a® ¢ C4(N), tal que

[z, Y[z, y°] = [z,y]7' e [xaz,y][a:a,ya] = [z*,y]7'. Lembrando que [z% y*] = [x,y] e que
G' = Z(G), segue que [xO‘Q,y][xo‘,ya][x,ya]_l = [2% y] tx,y*]"! = [x,y]. Logo [xo‘g,y] =
[z,y?] e, assim, [:va3,y] = [(a:a)QQ,y] = [z y°] = [z, y], ou seja, [x,y]*l[xazs,y] = 1. Mas

[z, y] 2, y] = [y, 2][z®, y] =

— — —ad, -1 a3 — — -1, .« z~ ! -1, .«
=yt ype Yy e e yy ey = [y = [ ey

Entdo [N, %] < Z(G). Como a® ¢ Ca(N), tem-se que [N,a®] = N, isto é, N = [N, o3| Z(G),
donde N < Z(G).

Mas, isso contradiz o fato de que N é infinito enquanto Z(G) nao é. Portanto, [G, A] é

abeliano, provando o item (a).
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Para provar o item (b), pelo Teorema 3.15, sabemos que o F'C-grupo Z\(G) é BFC-grupo;
logo E(G)’ ¢ finito e como E(G) ¢ livre de torcao, pois G é livre de torcao, tem-se que
Z(G)" = {1}, donde Z(G) ¢ abeliano. Dai, como Co)(A) = {1}, do Teorema B segue
que Z(G) é um produto direto de subgrupos divisiveis e, assim, Z(G) é também divisivel.
Se G = Z(G), ja se tem o desejado. Suponha, por absurdo, que G # E(G) Do fato de
[G, A] ser abeliano segue que é BFC-grupo, logo [G, A] < Z(G) e, entdo, G/Z(G) é finito.
Assim A centraliza G/Z(G). Como G # Z(G), existe g € G\Z(G). Considere o subgrupo
H = 2(G)(g>, dai, H/E(G) < G/Z\(G), H é A-invariante e existe um inteiro positivo m
tal que g™ € Z(G) Como G ¢ livre de torgao, g™ # 1; consequentemente, Z(H) # 1,
pois g™ € Z(H). Além disso, Z(H) < Z(G), pois se y € Z(H), entdo H < Cg(y), daf
G : Ca(y)| < oo. Como Z(G) ¢ divisivel, existe h € Z(G) tal que g™ = h™. Agora, como
Z(G)/Z(H) ¢ divisivel, entdo pelo Teorema B, é livre de torgio. Mas h™ = ¢™ € Z(H) e
heZ(G),dai h=1em Z(G)/Z(H) ¢, assim, h € Z(H). De h € Z(G) ¢ g ¢ Z(G) vem que
gh ™t #1e,comoh e Z(H) e g€ H tem-se que (gh™1)™ = g™h™™ = 1. Mas isto contradiz
a hipétese de G ser livre de tor¢io. Logo, G = Z (G) e, como Z (G) é abeliano e divisivel, o

resultado segue.

Para o item (¢) suponha que G é infinito. Seja H um subgrupo normal A-invariante
minimal de [G, A]. Logo, A/Cy(A) é FPF sobre H Pelo Teorema 2.14, existe um corpo
apropriado K, de cardinalidade infinita, tal que H ~ K+ e A/C4(H) age sobre H como age
a multiplicacdo de um subgrupo de indice finito de K* sobre K. Pela Proposicao A.14, o
grupo A/C4(N) possui expoente infinito; dai, A possui expoente infinito. ]



APENDICE A

Apéndice ao Capitulo 3

1.1 O Teorema de Hales-Jewett

Nesta primeira parte do apéndice serd apresentado um resultado de combinatéria conhe-
cido como Teorema de Halles - Jewett, o qual é um dos principais resultado da Teoria de

Ramsey.

Definigao A.1. Sejam n e t inteiros positivos e A = {ay, ..., a; } um conjunto com ¢ elementos.

O n-cubo sobre A é o conjunto
O = (@1, o) € Ayi = 1,..m}.

Dados n e t inteiros positivos e conjuntos A; e Ay tais que |A;| = |Ay| = t, existe
uma bijecao entre os m-cubos sobre A; e A; . Além disso, os resultados obtidos para um
particular n-cubo sobre um conjunto com ¢ elementos valem para todo n— cubo definido sobre
um conjunto com t elementos. Por isso, no restante deste texto, quando for mencionado o
n-cubo C}', sera considerado, sem perda de generalidade, que o conjunto A sobre o qual C}'

estd definido é o conjunto {0,1,...,t — 1}, ou seja, C}* serd dado por
Cl={(x1,...,xn);2, €{0,1,...,t —1},i=1,...,n}.

Definicao A.2. Sejam n e t inteiros positivos. Uma linha em C}' é um subconjunto ordenado
L ={xg,21,..., 0,1} com t elementos e x; = (x;1, ..., Tin), ¢ = 0,1, ...t — 1, tal que para cada
j,73=1..n,0u

Loj = - = T(t-1)j
ou

xy; =4, paraalgum =0,1,..,¢t—1.
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e a segunda condi¢ao ocorre para pelo menos um j.
Como exemplo de uma linha, se n =3 e t = 4 o conjunto
L ={(0,2,0),(1,2,1),(2,2,2),(3,2,3)}
é uma linha em C3.

Definigao A.3. Sejam n e t inteiros positivos, 1 < k < ne By, By, ..., By € {1, ...,n} tais que
{1,....,n} = By B1 ¥ ...\ By, com B; # () para todo i = 1,...,n. Considere uma aplica¢ao
f: By — {0,1,....t — 1} e defina f: CF — O dada por (yl,...,yk)f: (1, ..., ), cOmM

z; = (i)f,set € Byex; =y;,sei € B;, 1 <j<n. O conjunto Im(f) é chamado de

subespaco k-dimensional de C}'.

Para exemplificar, sejam n = 7, t = 3, k = 2, By = {1,2}, By = {3,4}, By = {5,6,7}
e f: By = {0,....,6} dada por (1)f = 0 e (2)f = 2. Assim f : C2 — C7 ¢ definida

por (x,y)f = (0,2,z,2,y,y,y) e o subespaco k-dimensional com respeito a f é dado por

~

Im(f) =1{(0,2,z,2,y,y,y); v,y € {0,1,2} }.

Observagao A.4. Seguindo as notagoes da Definicao A.3 seguem as seguinte observagoes:

1. Se S é um subespaco k-dimensional com respeito & funcao f, entdo ¢ : CF — S definida
por (yi,...,yx)p = (z1,...,2,) em que x; = y; se j € B;, com i # 0, e x; = (j)f se
j € By é claramente uma bijegao entre CF e S. Desta forma, S é considerado um

k-cubo imerso no n-cubo C}'.

2. Seja L = {xg, ..., v4—1 } uma linha em C}', como nas notagoes da Defini¢ao A.2. Defina
Bo={je{l,..,n};wg; = ... = x¢q_1;} ¢ B = {j € {1,...,n};2z:; = i}. E claro que
{1,....,n} = Byl By e By # (), pela definicao de L. Se f : By — {0, ...,t —1} é dada por

(7)f = a;, em que a; = wj, entdo Im(f) = L. Logo L é um subespago 1-dimensional

de C}' que pode ser escrito na forma:
_ mn. _
L=A{(z, ... a5, 2, ....2, a5, %, ....x, a5, 2, ...x) € sz =0,1,...t — 1},

com j; € By para todo I =1,...,|By| e j1 < jo < ... < JiBy|-
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As trés definigoes a seguir dizem respeito aos conceitos de coloracao, subconjunto mono-

cromatico e coloracao por camadas.

Definicao A.5. Sejam n, t e 7 inteiros positivos. Uma 7-coloracao de C}' é uma funcao

f:Cr = {1,...,r}. Dada uma r-colora¢io f de C}', diz-se que C}* é r-colorido.

Definicao A.6. Sejam n, ¢ e r inteiros positivos e f uma r-coloragao de Cj*. Se C' € C7* é tal

que existe i € {1,...,7} com (C)f = {i}, entao C' é chamado de i-colorido ou monocromdtico.

Definigao A.7. Sejam n, t e r inteiros positivos e f uma r-coloracao de C}’ ;. Para cada

i = 0,1,..,n defina C; = {(21,...,2,) € Clsx; #t,sel < j<n—iex; =1t se
n—i<j<n} Entdo f é dita ser uma coloragao por camadas se C; é monocromético por

f paratodoi=0,1,...,n.

Seguindo as notagoes da Definicao A.2, um subespaco k-dimensional C' de C}, | ¢ chamado
por camadas se existe uma bijecao « : C’fﬂ — C tal que a r-coloragao ao f de C’fﬂ é por
camadas. Assim, uma linha L de C}" é dita por camadas se existe uma bije¢ao ay, : C}; — L
tal que a r-coloragao ay o f de Cl; leva os ¢t “primeiros” pontos de C}f,; em um unico i,

com i € {1,...,7}.

Exemplo A.8. Sen =4, t = 10, entdo a linha L = {(z,1,2,2);2 € {0,1,...,10}} de C}, é
por camadas se (0,1,0,0),...,(9,1,9,9) possuem a mesma cor por f. Agora, se o subespaco
2-dimensional S = {(z,1,y,v);z,y € {0,1,...,10}} de C}, é por camadas, entao (1,1,1,1) e
(2,1,2,2) possuem a mesma cor por f e (2,1,10,10), (3,1,10, 10) possuem a mesma cor por

f.

Os treés préximos resultados sao, em esséncia, a demonstracao do Teorema de Hales-

Jewett, cujo enunciado é

Teorema A.9. (Hales-Jewet) Para todos inteiros positivos r e t, existe N' = HJ(r,t) tal

que para todo N > N’ e toda r-coloragio de CY, existe uma linha monocromdtica em CY.

Esse teorema serda demonstrado por indugao. A base dessa demonstracao é simples, mas
para terminar a inducao sera necessario o Teorema A.10 junto com o Corolario A.12, os quais

serao dados a seguir.
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Teorema A.10. Seja t um inteiro positivo e suponha que para cada inteiro positivo r exista
N' = N'(r,t) tal que, para todo N > N' e toda r-coloragio de C}, existe uma linha mono-
cromdtica em CN. Entao, dados inteiros positivos k e t, existe M' = M'(r,t, k) satisfazendo
o sequinte: para todo M > M’, se C’%l € r-colorido, entao existe um subespago k-dimensional

M
por camadas em Ci. .

Demonstracao. A demonstracao serd feita por inducao sobre k. Se k = 1, considere M’ = N’

e M > M’ e f uma r-coloracao de C’tj‘ﬁl. O subconjunto C' de C’tj\ﬁl dado por
C={(x1,...,zp);x; €{0,...,t —1},i=1,...., M}

pode ser identificado trivialmente com CM. Logo f|c é uma r-coloragao do M-cubo C' ~ CM.
Por hipétese, existe uma linha L = {zy, ..., x;_1} monocromética em C. Tomando By, By,
como na Observagao A.4, e x, = (24, ..., Tear) tal que x4y = x5 se j € By e xyj =t se j € By,
claramente L U {z;} é um subespago 1-dimensional por camadas em C},.

Suponha agora que k > 1 e que a existéncia de N’ = N’(r,t), para todo r, implica
a existéncia de M'(r,t, k), para todo inteiro r > 1. Sejam r um inteiro positivo e m =
M'(r,t, k). O nimero de r-coloragdes distintas de Cj%; é s = r*U™ . Escolha m’ = N'(s, t).

Seja x uma r-coloragao de Cf_ﬁ,fr ™. O (m' 4+ m)-cubo C’for ™ pode ser visto, naturalmente,

/ / / .

na forma Cy};™ = Cf%y x Ct,. Logo um ponto z € C{{™™ pode ser escrito como z = (z,y)
/

comx e CeyeCfy.

Agora, considere o conjunto R de todas as r coloracoes de C},. Logo, |R| = s. Seja
p: Ol = R
T Oy
em que
0, Oy — {1, ..,r}
y = W)z = (z,y)x-

/ ~ / .
Escreva C}V, = {y1,Y2, -, Yu+1ym } € defina uma s-coloracdo x* de Cy7,; da seguinte forma:

Para todo x € CI7}, seja T = ((y1)@u (Y2)Pus s (Ye41ym )z) € denote por [x] o conjunto

{2/ € C"}; 2" =7}, Coloque W = {[z];x € C"' |} e sejam wy, wy, ..., wyy) elementos de CIT;
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tais que W = {[wy][ws), ..., [wyw(]}. Assim, dado z € C7'}, existe um tnico j € {1,...,|W|}
tal que [z] = [w;]. Defina (z)x* = j. Como |W| < s, x* é uma s-coloragdo de C7;. Além
disso, tem-se que (x)x* = (2')x* se, e somente se, (z,y)x = (¢, y)x, para todo y € C}7,.

Pela escolha de m/, existe uma linha {xy, ..., z;} monocromética por x* em ﬁ’l, dai, para
todos 4,5 € {0, 1, ..., t} tem-se (z;)x* = (z;)x* e, consequentemente, (z;,y)x = (z;,y)X, para
todo y € C7},. Defina agora uma r-coloragao x** de C; colocando (y)x*™* = (zo,y)x, para
todo y € C}},. Por hipétese de inducao, existe um subespaco k-dimensional A por camadas,
em relacao a x**, em C}},. Sejam, como na Definicao A.3 e Observacao A.4, os subconjuntos
Ay, ..., Ay de A. Considere o subespaco (k + 1)-dimensional T' = {(z;,a);0 < i < t,a € A}
de O™ e sejam Ty = {(21,0);0 < i < t,a € A;}, 7 = 0,1,k e Ty = {(v1,9)},
com y = (t,...,t). Segue que T é por camadas, em relacdo a y, em Cf}r,f’m. De fato, se
(xi,a), (xy,a’) € T;, com 0 < j <k, entdo

k%

(zi,a)x = (x0,a)x = (a)x™ = (a')x™ = (w0, a')x = (v, a)x.

m’+m

Logo T' é um subespaco (k + 1)-dimensional por camadas, em relacao a x, em C{{ ™™, o que

completa a indugao. O

Teorema A.11. Seja x uma r-coloragao de C, . Se existe um subespago k-dimensional por
camadas C de C},,, com 0 < k < n, tal que (C)x C {i1,...,ix} C {1,...,r}, entdo existe uma

linha monocromadtica, com relacao a x, em C.

Demonstracao. Em virtude da Observagao A.4, é suficiente mostrar para CfH. Considere os
(k + 1) elementos da forma z; = (21, ..., ), com z;; =0, se j < i ex;; =t, sej> i, com
0 < i < k. Uma vez que |(Cf,)x| < k, pelo Principio da Casa dos Pombos, existem m < n
tais que x,, e x,, possuem a mesma cor . A linha {yo, ..., y;:} de CF,; dada por y; = (yi1, .., yur),
comy; =0,set<m,y;, =Il,sem<i<ney; =t sen <i coml=0,..t ¢étal que
Yt = T € Yo = T,. Note que {yo, ..., y1—1} € Cyop €, como Cf,; é por camadas e y; tem a
mesma cor de yo, a linha {yo, ..., 7;} é monocromatica em relagao a y, como desejado. O
Corolario A.12. Suponha que dados inteiros positivos r,s e t exista M' = M'(r,t,k) tal
que para todo M > M’ e toda r-coloragao de CM,, existe um subespago k-dimensional por
camadas de C},. Entao, existe N' = N'(r,t + 1) tal que, para todo N > N', se CY, ¢é

r-colorido, existe uma linha monocromdtica em C}Y,.
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Demonstragao. Escolha k = r, assim, por hipétese, existe M’ = M'(r,t,r) tal que para todo
M > M, se Ctj‘fl ¢é r-colorido, entao C’tj‘ﬁl contém um subespaco r-dimensional por camadas.
Pelo teorema anterior, C}Y; possui uma linha monocromética. Tome N'(r,t+1) = M'(r,t,r)

e o resultado segue. O]
Agora, a demonstracao do teorema principal.

Demonstracao. (Teorema de Hales-Jewet) A demonstragao serd feita por inducdo sobre
t. Set =1, a afirmagao é ébvia. Ja4 para o caso em que t = 2, coloque H(2,7) = N e

considere os N + 1 pontos

de C¥. Como N +1 > r, pelo Principio da Casa dos Pombos, dois desses pontos possuem a
mesma cor, mas quaisquer dois desses pontos formam uma linha em CY. Agora, se k > 2 a

indugao fica completa pelo Teorema A.10 e pelo Coroldrio A.12. n

1.2 Alguns Fatos sobre Corpos Infinitos

Nesta secao sao enunciados e demonstrados dois resultados sobre corpos infinitos. Se
K é um corpo, sdo usados os simbolos Kt e K* para o grupo aditivo (K,+) e o grupo
multiplicativo (K \ {0}, x), respectivamente. O resultado a seguir é bem conhecido e serd

admitido sem demonstracao (para uma demonstragao detalhada confira [3]).

Teorema A.13. (/3/, pagina 65) Sejam K um corpo e p(x) um polinémio nao nulo de grau

n com coeficientes em K. Entao p(x) possui no mdximo n raizes em K.

A primeira proposigao, em verdade uma consequéncia imediata do teorema anterior, é

dada a seguir.

Proposicao A.14. (/6]) Um subgrupo infinito do grupo multiplicativo de um corpo nao pode

ter expoente finito.
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Demonstracao. Sejam K um corpo e um subgrupo infinito 7" de K. Suponha que o expoente
de T ¢é finito, isto é, existe inteiro positivo n tal que t" = 1 para todo t em T. Assim, a
equagao t" — 1 = 0 admite infinitas solu¢oes no corpo K, o que contradiz o Teorema A.13.

Portanto, 17" nao possui expoente finito. ]

Os dois proximos lemas serao usados para demonstrar o tltimo fato relevante dessa secao.

Lema A.15. (/17]) Se R é um anel com divisao infinito e n um inteiro positivo, entdo existem

C1y .y Cn € R tais que, para todo subconjunto nao vazio J de {1,...,n}, tem-se Zjej c; # 0.

Demonstracao. A demonstracao sera feita por inducao sobre n. Se n = 1 a afirmacao é 6bvia,
pois R\ {0} é infinito. Suponha que a afirmacao é verdadeira para n > 1. Sejam, assim,
1, .., Cp € R tais que para todo subconjunto nao vazio J de {1,...,n} tem-se ZjEJ c; # 0.
Suponha, por absurdo, que para todo c¢,;; € R exista um subconjunto nao vazio J' de
{1,..,n+1} tal que > ., ¢; = 0. Deve-se ter n+1 € J', assim, ¢ui1 = 325 jn i1y (—6),
isto é, para todo c,11 € Rexiste @ # J'\{n+1} C {1, ..., n} tal que co1 = 35 jn (oray (—65)-
Mas, o conjunto das partes do conjunto {1,...,n} é finito, logo o préprio R é finito, absurdo.

Segue o resultado. n

Lema A.16. ([17]) Sejam R um anel com divisao infinito e S um subgrupo de (R \ {0}, X)
de indice finito n. Entao, para elementos arbitrdrios i, ...,x, € R\ {0} existe c € R\ {0}

tal que 1+ cxs € S, para todo s € {1,...,m}.

Demonstragdo. Sejam 71, ...,1,, € R tais que R = )i, Sr;. Considere N = H(n+1,m + 1)
como no Teorema A.9 e 0 N-cubo CJY_ |. Sejam ¢, ..., cy € R tais que para todo subconjunto

nao vazio J de {1,..., N} tem-se Y ._;¢; # 0, que existem em virtude do Lema A.15. Seja

jed
zo = 0 e defina uma (n + 1)-colora¢ao f de C, | colocando, para todo (iy,...,iy) € Co
I, se SN cjxi;) = Sty

(Zb?lN)f: jle
0, se > ¢z =0.

Pelo Teorema A.9, existe uma linha L = {yo, ..., Y } monocromética em relagdo a f. Logo,

para algum " € {0,1,...,n} tem-se que (ys)f = I', para todo s € {0,...,m}. Escrevendo
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Ys = (Yso, ---, Ysn ), para cada s € {0, ...,m}, pela Observacao A 4, existem Ly, L; C {1,..., N}
com LoNLy =0, LyUL; ={1,..., N}, L1 # () e tais que a linha L pode ser escrita na forma

_ _ N .. _
L=A{ys =(5..,8,01,5,..., 5, Ak, S, ... 8,0 1g|, S, .., §) € Cry 135 =0,...,m},

com ay, € Lo, para todo k =1,...,|Lo| e a1 < ... < q)r,|. De (ys)f = [, para todo s, obtém-se

E cjxysj E cjxy5]+§ cj:cysj E Cjq, +£CSE cj) = Sry,

j€Lo jeLly j€Lo jeLly

para todo y, € L. Observe que Lg # (), pois, caso contrdrio 2, = 0 para todo s € {0,...,m},
absurdo. Tomando a = Z]ELO CjTq; € b = ZjeLl c;, segue, em particular, que para cada
s € {l,...,m} tem-se Sa = S(a+ bxs), em virtude de (yo)f = (ys)f, para todo s € {1,...,m}.
Note que b # 0, pela escolha dos ¢;’s e, assim, a # 0, pois, caso contrario, {0} = Sbxs # {0},
absurdo. Dai, 1+ (a"'b)z, € S, para todo s € {1,...,m}. Pondo ¢ = a'b o resultado

segue. 0

Ja foi visto que se T ¢ um subgrupo do grupo multiplicativo K* de um corpo K, entao T’
induz um grupo 7 de automorfismo de K. Em verdade, 7 é, naturalmente, isomorfo a T
Por esse motivo, o subgrupo 7T é identificado com o grupo 7, assim, por vezes os elementos de

T sao vistos como automorfismos de K. Agora a terceira e tltima proposicao desta secao.

Proposicao A.17. ([6]) Sejam K um corpo infinito e T um subgrupo de K* com indice
finito n. Entao, existem uma infinidade de pares (o, ) € T x T tais que f =1+ a.

Demonstragao. Suponha, por absurdo, que existam uma quantidade finita m de pares (o, 8) €
T x T tais que § = 1+ a. Seja {kq,...,k,} € K* um transversal a direita de 7" em K*.
Escolha elementos distintos 1, ..., z,,41 de T. Pelo Lema A.16, existe um elemento ¢ € K*
tal que 14cz;k; € T, para cadai € {1,....,m+1} ecada j € {1,...,n}. Como a multiplicagao
de ¢ permuta as classes laterais de 7" em K, existe um indice apropriado j tal que ck; € T'.
Defina d = ckj, a; = dz; e B; = 1 + o e, assim, (o, 3;) sdo m + 1 pares em T x T' com
Bi; = 1+ «, contradizendo a quantidade maxima m de pares desta forma. Portanto, segue o

resultado. m
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