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CENTRO DE CIÊNCIAS EXATAS

DEPARTAMENTO DE MATEMÁTICA
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Órbitas

ALEX CARRAZEDO DANTAS

Dissertação apresentada ao Programa de Pós-
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Maringá - PR

2012



Grupos de Automorfismos Abelianos com um Número
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sempre acreditou em mim e que é a base dessa grande famı́lia.
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Resumo

Sejam G um grupo e A um grupo de automorfismos de G. Uma A-órbita de G é um

conjunto da forma gA = {gα;α ∈ A}, com g um elemento de G. Um subgrupo H de G

é dito ser A-invariante se H = Hα, para todo α ∈ A, e, uma seção H/K de G é dita ser

A-invariante se H e K são subgrupos A-invariantes de G. Quando G é infinito, A é abeliano

e A centraliza toda seção finita A-invariante de G é dito que o par (G,A) satisfaz a condição

(∗). O objetivo desta dissertação é demonstrar um resultado, devido a Enrico Jabara, o qual

estabelece que se o grupo G é uma união de um número finito de A-órbitas e o par (G,A)

satisfaz a condição (∗), então G possui um subgrupo abeliano normal de ı́ndice finito.

Palavras Chaves: Grupo de automorfismos, grupo de automorfismos abeliano, ação de

grupos de automorfismos, órbitas.



Abstract

Let G be a group and A a group of automorphisms of G. An A-orbit of G is a set of the

form gA = {gα; α ∈ A}, where g is an element of G. A subgroup H of G is an A-invariant

subgroup of G if H = Hα, for all α in A and, a section H/K of G is an A-invariant section of

G if H and K are A-invariant subgroups of G. When G is an infinite group, A is an abelian

group and A centralizes all A-invariant finite section of G, it is said that the pair (G,A)

satisfies the condition (∗). The main of this dissertation is to prove a result, due to Enrico

Jabara, which establishes that if G is a union of a finite number of A-orbits and the pair

(G,A) satisfies the condition (∗), then G admits a normal abelian subgroup of finite index.
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Introdução

Investigar a estrutura de um grupo G por meio de propriedades de um grupo A de

automorfismos de G é comum na Teoria de Grupos. Em verdade, pesquisas nessa linha

vêm sendo feitas há mais de um século. Como exemplo de tal fato, W. Burnside (1852

- 1927) demonstra em seu livro Theory of Groups of Finite Order (veja [1]), que se um

grupo finito G admite um automorfismo τ de ordem 2 e livre de pontos fixos, isto é, tal que

CG(τ) = {g ∈ G; gτ = g} = {1}, então G é um grupo abeliano finito de ordem ı́mpar.

Na mesma situação, mas com τ com ordem 3, Neumann [10], em 1956, mostrou que G

é nilpotente. Três anos mais tarde, Thompson [16], generaliza esses resultados mostrando

que: um grupo finito que admite um automorfismo de ordem prima e livre de pontos fixos, é

nilpotente.

Sobre ainda grupos finitos, no caso em que o grupo G é um p-grupo abeliano e o grupo A

é um p′-grupo de automorfismos de G, isto é, o primo p não é um divisor da ordem de algum

α em A\IdG, é posśıvel escrever G como um produto direto de subgrupos A-invariantes. Em

outras palavras, é posśıvel mostrar que: se p é um número primo e G é um p-grupo abeliano

finito que admite um p′-grupo de automorfismos A de G, então G = CG(A) × [G,A], onde

CG(A) = {g ∈ G; gα = g,∀α ∈ A} e [G,A] = 〈[g, α] = g−1gα; g ∈ G,α ∈ A〉. Mais que

isso, pode-se mostrar que: se p é um número primo e G é um p-grupo finito que admite um

p′-grupo de automorfismos A de G, então G = CG(A)[G,A].

Quando o grupo G é infinito e o grupo de automorfismos A age sobre G com uma quan-

tidade finita de órbitas, isto é, o grupo G é uma união de um número finito de A-órbitas,

alguns resultados sobre a estrutura de G também podem ser obtidos. Por exemplo, em 1998,

no artigo intitulado Free Actions of Abelian Groups on Groups, os matemáticos Peter M.

Neumann e Peter J. Rowley (veja [12]), expõem e demonstram o seguinte teorema:
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Teorema. (Neumann-Rowley) Sejam G um grupo e A um grupo infinito de automorfis-

mos de G livre de pontos fixos. Se G é uma união de um número finito de A-órbitas e A é

abeliano, então G é abeliano.

Tentando impulsionar pesquisas futuras, neste mesmo artigo, eles propõem a seguinte

questão: “O que se pode dizer sobre um grupo G que admite um grupo abeliano A de auto-

morfismos de G tal que G é uma união de um número finito de A-órbitas?”.

Percorrendo a mesma linha desses autores, Enrico Jabara [8] troca no teorema acima a

condição “A é um grupo abeliano” pela condição “A é um FC-grupo”, isto é, a classe de

conjugação de cada um de seus elementos é finita, e detalha um pouco mais a estrutura do

grupo G, demonstrando o

Teorema 1. (Jabara) Sejam G um grupo e A um grupo infinito de automorfismos de

G livre de pontos fixos. Se G é uma união de um número finito de A-órbitas e A é um

FC-grupo, então G é abeliano e um dos seguintes casos ocorre:

(a) G é de torção: em tal caso, G é um p-grupo abeliano elementar, para algum primo p;

(b) G é livre de torção: em tal caso, G é diviśıvel, isto é, para todo elemento g de G e todo

inteiro positivo m existe h ∈ G tal que g = mh.

Em seguida, intencionando responder a questão de Neumann e Rowley, Enrico Jabara, no

artigo Abelian automorphisms groups with a finite number of orbits (veja [6]), introduz uma

condição, chamada por ele de condição (∗), a qual diz que: “o par (G,A) satisfaz a condição

(∗) se G é infinito, A é abeliano e A centraliza toda seção finita A-invariante de G”, onde

uma seção A-invariante de G é um grupo quociente H/K tal que H e K são subgrupos

A-invariantes de G. Com essa condição e supondo que o grupo G é abeliano, Jabara mostra

que se G é uma união de um número finito de A-órbitas e o par (G,A) satisfaz a condição

(∗), então G = CG(A)× [G,A]. Utilizando esse resultado e o Teorema 1 ele demonstra o

Teorema B. Sejam G um grupo abeliano infinito e A um grupo abeliano de automorfismos

de G, tal que G é uma união de um número finito de A-órbitas e A centraliza toda seção

finita A-invariante de G. Então existem um inteiro positivo r, subgrupos B1, ..., Br de A e

subgrupos A-invariantes G1, ..., Gr de G tais que B = B1 × ... × Br possui ı́ndice finito em
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A, G = CG(A)×G1 × ...×Gr e

(a) Bi age trivialmente sobre Gj, para todo i 6= j, com i, j = 1, ..., r;

(b) Gi é um subgrupo Bi-monoĺıtico de G, isto é, existe um único subgrupo Bi-invariante

minimal não trivial em Gi, para todo i = 1, ..., r.

Além disso, cada Gi ou é um p-grupo de expoente finito, para algum primo p, ou é um grupo

livre de torção e diviśıvel.

Utilizando esse último resultado, ele finaliza este artigo demonstrando seu resultado prin-

cipal, o qual mostra que: “se um grupo G é uma união de um número finito de A-órbitas,

onde A é um grupo abeliano de automorfismos de G e o par (G,A) satisfaz a condição (∗),

então G possui um subgrupo abeliano normal de ı́ndice finito”. Em outros termos, ele mostra

o

Teorema A. (Jabara) Sejam G um grupo e A um subgrupo abeliano de Aut(G) tais que G

é uma união de um número finito de A-órbitas e o par (G,A) satisfaz a condição (∗). Então

(a) G é abeliano-por-finito;

(b) Se G é livre de torção, então G é abeliano e diviśıvel;

(c) Se G é infinito, então G possui expoente infinito.

Assim, é respondida de uma maneira parcial a questão levantada por Peter M. Neumann

e Peter J. Rowley.

O objetivo desta dissertação é expor a teoria suficiente para apresentar a demonstração

de Jabara desses dois últimos teoremas. Este trabalho foi dividido em quatro caṕıtulos, em

que o último vem em forma de apêndice, pois os conceitos abordados em tal caṕıtulo fogem

dos conceitos dados na Teoria de Grupos.

No primeiro caṕıtulo são abordados alguns conceitos elementares da Teoria de Grupos,

como grupos abelianos e FC-grupos, no qual o resultado de maior impôrtancia é devido a B.

H. Neumann e diz que: “o subgrupo derivado de um grupo G é finito se, e somente se, G é
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um BFC-grupo”, isto é, um FC-grupo tal que o conjunto das cardinalidades das classes de

conjugação de todos os elementos desse grupo é limitado superiormente em N.

No segundo caṕıtulo é estudado mais a fundo a ação de um grupo A de automorfismos

de um grupo G sobre G e, então, são obtidos alguns resultados sobre a estrutura do grupo

G quando G é uma união de um número finito de A-órbitas.

No Apêndice, cuja função é obter um resultado que é usado somente no Teorema A, é

apresentado e demonstrado um teorema de combinatória chamado de Teorema de Hales-Jewet

e, em seguida, alguns fatos sobre corpos infinitos.

Por fim, o Caṕıtulo 3 é dividido em três seções. A primeira aborda vários fatos sobre um

grupo G e um grupo A de automorfismos de G tais que o par (G,A) satisfaz a condição (∗) e

um de seus resultados principais é um teorema devido a Enrico Jabara que mostra que: “se

um grupo G é uma união de uma quantidade finita de A-órbitas, com A 6 Aut(G), e o par

(G,A) satisfaz a condição (∗), então [G,A] é um BFC-grupo”. Assim, as duas últimas seções

são deixadas exclusivamente para as demonstrações dos Teoremas B e A, respectivamente.



Caṕıtulo 1

Preliminares

Este caṕıtulo tem por objetivo estabelecer os conceitos preliminares para os dois próximos

que o seguem. Desta forma, aparecerão aqui, alguns resultados de cursos básicos e avançados

em Teoria de Grupos. Foi feito o posśıvel para que esses resultados não lançassem mão de

outros que não foram enunciados nessas notas, a não ser, quando o fato faz parte de um

curso elementar em Teoria de Grupos. Resultados que não foram demonstrados vêm com a

indicação bibliográfica e sua página, onde será posśıvel encontrar sua demonstração.

A Seção 1.1 estabelece os conceitos que serão usados quase que na totalidade dessas

notas e enuncia um fato devido ao matemático B. H. Neumman, cuja demonstração usa

apenas conceitos simples para ser demonstrado. Alguns fatos sobre grupos abelianos livres

são tratados na Seção 1.2, os quais não são demonstrados. Esses fatos serão de grande

importância na Seção 1.3, a qual trata de grupos abelianos. Na Seção 1.4 é demonstrado o

Teorema de Schur, o qual estabelece que se o ı́ndice do centro de um grupo é finito, o subgrupo

derivado desse grupo é finito. Por fim, a Seção 1.5 estabelece uma grande quantidade de fatos

relevantes sobre os grupos com classes de conjugação finitas.

1.1 Alguns Conceitos Básicos da Teoria de Grupos

As seguintes convenções serão usadas no decorrer dessa seção: Letras maiúsculas do

alfabeto, como A,B,C, ..., G,H,K, ..., serão usadas para designar grupos quaisquer, letras

minúsculas do alfabeto, como a, b, c, ..., g, h, k, ..., para elementos de grupos. Para conjuntos

quaisquer, serão usadas letras maiúsculas do final do alfabeto, como X, Y, Z, .... A cardina-

lidade de um conjunto X será indicada por |X|. A expressão H 6 G será usada para dizer
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que H é um subgrupo de G, a expressão H < G, para dizer que H é um subgrupo próprio

de G e, a expressão H C G, para dizer que H é um subgrupo normal de G.

Dados G um grupo, g ∈ G e H 6 G, o conjunto gH = {gh; h ∈ H} é a classe lateral à

esquerda de H em G que contém g. Analogamente, Hg é a classe lateral à direita de H em

G que contém g. É um fato bem conhecido que dado H 6 G, então G se escreve como uma

união disjunta de classes laterais à esquerda de H em G, ou seja, existem um conjunto de

ı́ndices I e elementos gi de G, para todo i ∈ I, tais que G =
⊎
i∈I giH. Analogamente, existe

um conjunto de ı́ndices J e elementos hj ∈ G, para todo j ∈ J , tais que G =
⊎
j∈J Hhi.

Escolha, para cada i ∈ I, um representate ti da classe giH (isso é posśıvel pelo Axioma da

Escolha). Então, o conjunto T = {ti; i ∈ I} é chamado de um transversal à esquerda de H

em G. Analogamente, define-se um transversal U à direita de H em G. É bem conhecido

que se T e U são transversais à direita e à esquerda de H em G, respectivamente, então

|T | = |U |. A cardinalidade de um transversal qualquer de H em G, denotado pelo śımbolo

|G : H|, é chamado ı́ndice de H em G. A seguinte proposição será muito usada.

Proposição 1.1. ([14], página 14) Sejam H e K subgrupos de G. Então

(i) |HK||H ∩K| = |H||K|;

(ii) |G : H ∩K| 6 |G : H||G : K|.

Segue, desta proposição, que a interseção, em uma quantidade finita, de subgrupos de

ı́ndices finitos é um subgrupo de ı́ndice finito.

Seja X um subconjunto não vazio de um grupo G. O fecho normal de X em G é a

interseção de todos os subgrupos normais de G que contém X. Esse subconjunto de G é um

subgrupo normal de G e é denotado por XG. É fácil mostrar que XG = 〈g−1Xg; g ∈ G〉.

Dualmente, o interior normal ou “core” de X em G, denotado por XG, é o subgrupo gerado

por todos os subgrupos normais de G que estão contidos em X, se não existe um tal subgrupo

normal contido em X, usa-se a convenção XG = {1}.

Proposição 1.2. ([14], página 36) Sejam G um grupo e H um subgrupo de ı́ndice finito em

G. Então HG, o “core” de H em G, possui ı́ndice finito em G.
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Uma condição suficiente para que um subgrupo de um grupo finitamente gerado seja

finitamente gerado é que esse subgrupo tenha ı́ndice finito, como é dado pela

Proposição 1.3. ([14], página 36) Se H é um subgrupo de ı́ndice finito em um grupo fini-

tamente gerado G, então H é finitamente gerado.

O matemático B. H. Neumann, no artigo Groups Covered by Permutable Subsets, demons-

tra que se um grupo G é uma união de uma quantidade finita de classes laterais de alguns de

seus subgrupos, então pelo menos um desses subgrupos possui ı́ndice finito (veja [9]). Nesse

mesmo artigo, Neumann diz que, possivelmente, tal resultado já era conhecido, mas que não

havia encontrado referências na literatura da época.

Teorema 1.4. (B. H. Neumann) Sejam G um grupo, H1, ..., Hn 6 G e elementos g1, ..., gn

de G, tais que G =
⋃n
i=1 giHi. Então existe i ∈ {1, ..., n}, tal que |G : Hi| 6 n.

Demonstração. A demonstração será feita em alguns passos.

Afirmação 1: Existe i ∈ {1, ..., n}, tal que |G : Hi| <∞.

Essa afirmação será provada por indução sobre o número dos distintos subgrupos entre

os subgrupos H1, ..., Hn de G. Se H1 = ... = Hn = H, tem-se que G é uma união de n

classes laterais à esquerda de um único subgrupo H, logo H possui ı́ndice finito. Suponha,

como hipótese de indução, que a afirmação seja verdadeira quando há no máximo r − 1

subgrupos distintos Ki’s entre os subgrupos K1, ..., Kn′ , com n′ um inteiro positivo maior ou

igual a r− 1. Seja, então, r a quantidade máxima de subgrupos distintos entre os subgrupos

H1, ..., Hn. Suponha que, rearranjando se necessário, H1, ..., Hm, com m 6 n, são todos os

subgrupos, entre os subgrupos H1, ..., Hn, distintos de Hn, assim Hm+1 = Hm+2 = ... = Hn.

Agora, ou G =
⋃n
i=m+1 giHn e, neste caso, Hn possui ı́ndice finito em G ou, existe h ∈ G

tal que h /∈
⋃n
i=m+1 giHn, neste caso, hHn ∩

⋃n
i=m+1 giHn = ∅. Dáı, hHn ⊆

⋃m
i=1 giHi, assim

gHn ⊆
⋃m
i=1 gh

−1giHi, isto é, cada classe lateral à esquerda de Hn em G está contida em uma

união de uma quantidade finita de classes laterais à esquerda de outros r− 1 subgrupos Hi’s.

Com isso, G pode ser escrito na forma

G =
m⋃
i=1

giHi ∪
n⋃

j=m+1

m⋃
i=1

gjh
−1giHi,
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ou seja, G é uma união de classes laterais à esquerda de no máximo r−1 subgrupos distintos

entre os subgrupos H1, ..., Hm. Aplicando a hipótese de indução, a afirmação segue.

Afirmação 2: Se H1, ..., Hm posuem ı́ndices infinitos em G e Hm+1 = Hm+2 = ... = Hn,

então vale a igualdade G =
⋃n
i=1 giHi =

⋃n
i=m+1 giHn.

Suponha, por contradição, que G 6=
⋃n
i=m+1 giHn. Pelo mesmo processo aplicado na

afirmação anterior, tem-se que G é uma união de uma quantidade finita de classes laterais

dos subgrupos H1, ..., Hm. Logo, pela afirmação (1), algum subgrupo, entre os subgrupos

H1, ..., Hm, possui ı́ndice finito em G, absurdo.

Afirmação 3: Se H1, ..., Hm possuem ı́ndices infinitos em G, então G =
⋃n
i=m+1 giHi.

Pela afirmação (1), algum dos subgrupos Hm+1, ..., Hn possui ı́ndice finito em G. Pode-se

assumir, sem perda de generalidade, que todos os subgrupos Hm+1, ..., Hn possuem ı́ndices

finitos em G. Colocando D =
⋂n
i=m+1Hi, segue, pela Proposição 1.1, que D possui ı́ndice

finito em G. Assim, cada Hi, com i ∈ {m + 1,m + 2, ..., n}, pode ser posto na forma

Hi =
⋃ni
j=1 dijD, com dij ∈ Hi, para todos i e j. Logo, G =

⋃m
i=1 giHi ∪

⋃n
i=m+1

⋃ni
j=1 gidijD.

Pela afirmação anterior, as classes laterais dos H1, ..., Hm, na cobertura de G, podem ser

omitidas e, com isso, G =
⋃n
i=m+1

⋃ni
j=1 gidijD =

⋃n
i=m+1 giHi.

Afirmação 4: Existe i ∈ {1, ..., n}, tal que |G : Hi| 6 n.

Pela afirmação (3), pode-se omitir as classes dos subgrupos Hi’s de ı́ndices infinito na

cobertura de G. Assim, rearranjando, se necessário, os ı́ndices, pode-se escrever G =⋃n
i=m+1 giHi, para algum m 6 n, com cada Hi de ı́ndice finito em G. Denote D =⋂n
i=m+1Hi. Para cada i ∈ {m + 1, ..., n}, existem ni ∈ N e dij ∈ Hi, j = 1, ..., ni, tais

que giHi =
⋃ni
j=1 gidijD, dáı, G está contido em uma união de

∑n
i=m+1 |Hi : D| classes la-

terais à esquerda de D. Então,
∑n

i=m+1 |Hi : D| > |G : D|. Isto junto com a identidade

|G : D| = |G : Hi||Hi : D|, para todo i ∈ {m+ 1, ..., n}, resulta em

n∑
i=m+1

1

|G : Hi|
> 1,

ou seja, pelo menos uma das parcelas 1/|G : Hi|’s é maior do que ou igual a 1/n. Portanto,

o resultado segue.

Segue agora um resultado técnico que será somente usado no caṕıtulo 3.
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Proposição 1.5. Sejam G um grupo, H1, ..., Hr subgrupos normais de ı́ndices infinitos em

G e Y =
⋃r
i=1Hi. Então, existem um número natural t 6 2r e elementos g1, ..., gt ∈ G, com

g1 = 1, tais que
⋂t
i=1 giY = ∅ ou, em outros termos,

⋃t
i=1 gi(G\Y ) = G.

Demonstração. A demonstração será feita por indução sobre r. Se r = 1, tome t = 2, g1 = 1

e g2 /∈ H1, assim

g1Y ∩ g2Y = H1 ∩ g2H1 = ∅

e a base da indução fica demonstrada. Agora, se r > 1, seja Y0 =
⋃r−1
i=1 Hi. Observe que

Y0 ⊆ Y 6= G, em virtude do Teorema 1.4. Por hipótese de indução, existe s 6 2r−1 e

elementos h1, ..., hs ∈ G, com h1 = 1, tais que
⋂s
i=1 hiY0 = ∅. Escolha g ∈ G de tal forma

que ghiHr 6= hjHr, com i, j ∈ {1, ..., s} Isso é posśıvel, pois existe uma quantidade finita de

classes da forma hjh
−1
i Hr, com i, j ∈ {1, ..., s}, e Hr possui ı́ndice infinito em G. Assim,

s⋂
i=1

hiY ∩
s⋂
i=1

ghiY =
s⋂
i=1

hi(Y0 ∪Hr) ∩
s⋂
i=1

ghi(Y0 ∪Hr) =

=
s⋂
i=1

(hiY0 ∪ hiHr) ∩ (ghiY0 ∪ ghiHr) =

=
s⋂
i=1

((hiY0 ∩ ghiY0) ∪ (hiY0 ∩ ghiHr) ∪ (hiHr ∩ ghiY0) ∪ (hiHr ∩ ghiHr)) =

=
s⋂
i=1

((hiY0 ∩ ghiY0) ∪ (hiY0 ∩ ghiHr) ∪ (hiHr ∩ ghiY0)).

Desenvolvendo a interseção
⋂s
i=1((hiY0 ∩ ghiY0)∪ (hiY0 ∩ ghiHr)∪ (hiHr ∩ ghiY0)), obtem-se

uma união de um número finito de conjuntos e, todos esses conjuntos são interseções de

outros conjuntos, onde pelo menos um desses tem uma das formas
⋂s
i=1 hiY0,

⋂s
i=1 ghiY0 ou

hiHr ∩ ghjHr, com i 6= j. Logo,

s⋂
i=1

((hiY0 ∩ ghiY0) ∪ (hiY0 ∩ ghiHr) ∪ (hiHr ∩ ghiY0)) = ∅.

Tomando, assim, g1 = h1, g2 = h2, ..., gs = hs, gs+1 = gh1, ..., g2s = ghs, tem-se
⋂2s
i=1 giY = ∅

e t = 2s 6 2.2r−1 = 2r. O resultado segue.
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1.2 Grupos Abelianos Livres

Como dito na introdução deste caṕıtulo, o conceito de grupos abelianos livres nesta dis-

sertação será apenas para ser utilizado na demonstração de algumas propriedades da seção

de grupos abelianos.

Definição 1.6. Sejam F um grupo, X um conjunto não vazio e σ : X → F . Então F , ou

mais geralmente (F, σ), é dito ser abeliano livre sobre X, se para cada função α de X em um

grupo abeliano G, existe um único homomorfismo β : F → G, tal que α = σβ.

A função σ, da definição anterior, é injetiva. De fato, suponha que x1σ = x2σ e x1 6= x2.

Seja G um grupo abeliano com pelo menos dois elementos distintos g1 e g2 e defina uma

função α : X → G, tal que x1α = g1 e x2α = g2. Como x1σ = x2σ, aplicando β em ambos os

lados, tem-se x1σβ = x2σβ, ou seja, g1 = x1α = x2α = g2, absurdo. Portanto, σ é injetiva.

Assim, claramente, F também é abeliano livre sobre seu subconjunto Im(σ).

O primeiro resultado a ser considerado sobre grupos abeliano livres é o

Teorema 1.7. ([14], página 49) Sejam G um grupo abeliano gerado por um subconjunto

X e F um grupo abeliano livre sobre um conjunto Y . Se existe uma função α : Y → X

sobrejetora, então α pode ser estendida a um epimorfismo ᾱ : F → G. Em particular, cada

grupo abeliano é uma imagem homomórfica de um grupo abeliano livre.

É fato relevante para essas notas, que se F é um grupo abeliano livre, então existem um

subconjunto X de F tal que para cada f ∈ F , existe uma única expressão f = xk11 ...x
kn
n , com

x1, ..., xn ∈ X e k1, ..., kn ∈ Z. É que mostra o

Teorema 1.8. ([14], página 60) Sejam F um grupo não trivial e X um subconjunto de F .

Então, F é abeliano livre sobre X se, e somente se, F = Drx∈X 〈x〉, onde 〈x〉 é um grupo

ćıclico infinito para cada x ∈ X.

Segue desse teorema o

Teorema 1.9. ([14], página 100) Sejam X um conjunto, F um grupo e H um subgrupo

de F . Se F é abeliano livre sobre X, então H é abeliano livre sobre um conjunto Y , com

|Y | 6 |X|.
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1.3 Grupos Abelianos

A teoria dos grupos abelianos tem suas particularidades e grandeza. Dar essa teoria

completa não é o objetivo desta seção (para mais detalhes, consulte [14]), mas, apresentar

alguns resultados que serão de suma importância nesta dissertação. Como os grupos desta

seção são grupos abelianos, esses grupos serão escritos aditivamente.

Sejam G um grupo abeliano, g e h elementos de G com ordens iguais a n e m, res-

pectivamente. Agora, se l = mmc{m,n}, então l(g ± h) = lg ± lh = 0, ou seja, g ± h

também possui ordem finita. É imediato que o conjunto G[n] formado por todos os ele-

mentos g de G tais que ng = 0 é um subgrupo de G. Fica também claro, que o conjunto

T =
⋃
n∈NG[n], também é um subgrupo de G, chamado subgrupo de torção de G. Além

disso, o conjunto Gp =
⋃
n∈NG[pn] é um subgrupo de G, para todo primo p, denominado

p-componente primária de G.

Teorema 1.10. ([14]) Em um grupo abeliano G o subgrupo de torção T é a soma direta

das componentes primárias de G, ou seja, T = Drp∈P Gp, onde P é o conjunto de todos os

números primos.

Demonstração. Seja x ∈ T , com ordem n. Escreva n como um produto de potências de

primos, isto é, n = pk11 ...p
kr
r , com p1, ..., pn primos dois a dois distintos. Seja ni = n/pkii ,

para cada i ∈ {1, ..., r}. Observe que mdc{n1, ..., nr} = 1, assim, existem l1, ..., lr ∈ Z tais

que l1n1 + ... + lrnr = 1. Logo, x = (l1n1 + ... + lrnr)x = l1n1x + ... + lrnrx. Colocando,

xi = nix, para cada i ∈ {1, ..., r}, tem-se que |xi| = pkii , ou seja, xi ∈ Gpi . Assim, T está

contido na soma das componentes primárias de G. Que essa soma é direta, segue do fato que

Gp ∩ Gq = {1} se p 6= q e que G é abeliano. Como, claramente, Drp∈P Gp 6 T , o resultado

segue.

Sejam G um grupo, g um elemento de G e m um inteiro positivo. Diz-se que g é diviśıvel

por m se existe h ∈ G tal que g = mh.

Definição 1.11. Um grupo abeliano G é dito ser diviśıvel se todo elemento de G é diviśıvel

por qualquer inteiro positivo.
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Um exemplo de grupo diviśıvel é o conjunto dos números racionais munido com a operação

de adição.

Uma outra classe importante de grupos abelianos é a classe dos grupos que possuem a

propriedade injetiva, cuja definição vem a seguir.

Definição 1.12. Um grupo abeliano G é dito ser injetivo se dados µ : H → K, um mono-

morfismo de grupos abelianos, e α : H → G, um homomorfismo de grupos, então existe um

homomorfismo β : K → G tal que α = µβ, ou seja, tal que o diagrama

H
��

µ

��

α // G

K
β

??

comuta.

Note que, na definição anterior, por ser µ um monomorfismo tem-se H ' Im(µ) 6 K.

Assim, é fácil ver que um grupo abeliano G é injetivo se para qualquer grupo abeliano K,

todo homomorfismo α : H → G, com H 6 K, pode ser estendido a um homomorfismo

β : K → G. Existe uma relação entre grupos diviśıveis e grupos injetivos, como mostra o

Teorema 1.13. (Baer) Um grupo abeliano G é injetivo se, e somente se, é diviśıvel.

Demonstração. Suponha que o grupo G é injetivo. Sejam g ∈ G e m um inteiro positivo.

Defina α : mZ → G, por (mn)α = ng. Claramente, α é um homomorfismo de grupos. Se

µ : mZ→ Z é a função inclusão, então existe um homomorfismo β : Z→ G tal que α = µβ.

Assim, g = (m)α = (m)µβ = (m)β = m((1)β). Tomando h = (1)β, a implicação direta

segue.

Suponha, agora, que G é diviśıvel e que são dados µ : H → K e α : H → G, um

monomorfismo de grupos abelianos e um homomorfismo de grupos, respectivamente. Não

há perda de generalidade, em supor que H 6 K e µ é a função inclusão, pois o grupo H

pode ser replicado, pelo monomorfismo µ, em K. Assim, o resultado fica demonstrado se for

posśıvel estender α para K.

Considere o conjunto S de todos os homomorfismos γ : L → G, em que H 6 L 6 K e

hγ = hα, para todo h ∈ H. O conjunto S é não vazio, pois α ∈ S. Defina em S a relação
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de ordem parcial γ 4 γ′ se, e somente se, γ : L → G e γ′ : L′ → G são tais que L 6 L′ e

γ′ estende γ. Considere um subconjunto {γi : Li → G; i ∈ I} totalmente ordenado em S.

Tome L =
⋃
i∈I Li e γ : L → G definida por xγ = xγi se x ∈ Li. Claramente γ está bem

definida e γ ∈ S. Pelo Lema de Zorn, existe um elemento maximal β : L → G em S. Se

L = K a demonstração acabou. Suponha, por absurdo, que existe x ∈ K\L e considere o

grupo M = L+ 〈x〉. Se L∩ 〈x〉 = {0}, então M = L⊕〈x〉 e, assim, o homomorfismo β pode

ser estendido pelo homomorfismo β′ : M → G, dado por (y)β′ = (y)β, se y ∈ L e (y)β′ = 0,

se y ∈ 〈x〉, absurdo. Se L ∩ 〈x〉 6= {0}, então existe um menor inteiro positivo m tal que

mx ∈ L. Suponha que (mx)β = g ∈ G. Como G é diviśıvel, existe g1 ∈ G tal que g = mg1.

Pela minimalidade de m, cada elemento de M pode ser escrito de maneira única na forma

l + tx, com 0 6 t < m. Assim, fica bem definido um homomorfismo β′ : M → G, dado por

(l + tx)β′ = (l)β + tg1, absurdo. Portanto, o resultado segue.

Uma consequência importante deste teorema é o

Teorema 1.14. (Baer) Se D é um subgrupo diviśıvel de um grupo abeliano G, então G =

D ⊕ E, para algum subgrupo E de G.

Demonstração. Sejam µ : D → G a inclusão e α : D → D a função identidade. Como D é

diviśıvel, pelo Teorema 1.13, D é injetivo, assim existe β : G → D tal que α = µβ. Logo,

para cada d ∈ D tem-se (d)β = d, mas (g)β ∈ D, para todo g ∈ G, então (g)β = (g)β2. Logo,

g − (g)β ∈ Nuc(β). Colocando E = Nuc(β), segue que G = D + E. Agora, se x ∈ D ∩ E,

então x = (x)β = 0, dáı G = D ⊕ E, como desejado.

Enquanto o Teorema 1.13 relaciona grupos abelianos diviśıveis e grupos abelianos injeti-

vos, existe uma propriedade parecida que relaciona duas classes de grupos abelianos impor-

tantes.

Definição 1.15. Um grupo abeliano G é dito ser projetivo se, dados ε : K → H e α : G→ H,

um epimorfismo de grupos abelianos e um homomorfismo de grupos abelianos, existe um
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homomorfismo β : G→ K, tal que βε = α, ou seja, tal que o diagrama

G
β

~~
α
����

K ε
// H

comuta.

Assim, tem-se o

Teorema 1.16. (MacLane) Um grupo abeliano G é projetivo se, e somente se, é abeliano

livre.

Demonstração. Primeiramente, suponha que o grupoG é abeliano livre sobre um subconjunto

X. Sejam ε : K → H e α : G→ H, um epimorfismo e um homomorfismo de grupos abelianos,

respectivamente. Dado x ∈ X, existe kx ∈ K tal que (kx)ε = (x)α. Seja β : G → K, o

homomorismo tal que (x)β = kx, para todo x ∈ X. Como (x)βε = (kx)ε = (x)α, para todo

x ∈ X e G = 〈X〉 tem-se βε = α. Portanto, G é projetivo.

Suponha, agora, que o grupo G é projetivo. Pelo Teorema 1.7, existe um grupo F abeliano

livre e um epimorfismo ε : F → G, pois G é abeliano. Colocando α = IdG, existe β : G→ F ,

tal que βε = IdG, pois G é projetivo. Assim, Nuc(β) = {0}, ou seja, β é injetivo, logo

G ' Im(β) 6 F . Pelo Teorema 1.9, G é abeliano livre.

Parecido com o Teorema 1.14 para grupos abelianos diviśıveis, existe o seguinte resultado

para grupos abelianos.

Teorema 1.17. ([14]) Se G é um grupo abeliano e H um subgrupo de G tal que G/H é

abeliano livre, então G = H ⊕K, para algum subgrupo K de G.

Demonstração. Pelo Teorema 1.16, F = G/H é projetivo. Considere ε : G → F o epimor-

fismo canônico e α : F → F a função identidade. Assim, existe β : F → G, tal que βε = IdF .

Logo, se g ∈ G, então (g − (g)εβ)ε = (g)ε − (g)ε = 0, ou seja, g ∈ Nuc(ε) + Im(β),

dáı, G = Nuc(ε) + Im(β). Agora, βε = IdG implica Nuc(ε) ∩ Im(β) = {0}. Portanto,

G = Nuc(ε)⊕ Im(β), como Nuc(ε) = H, o resultado segue.
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A partir desses resultados, é posśıvel estudar a estrutura de alguns grupos abelianos.

Para o próximo resultado é necessário o conceito de grupo limitado. Um grupo G é dito ser

limitado se cada elemento de G possui ordem finita e o subconjunto {|g|; g ∈ G} de N é

limitado superiormente.

Lema 1.18. ([14]) Sejam G um p-grupo abeliano limitado e g um elemento de G de ordem

máxima. Então, 〈g〉 é um somando direto de G.

Demonstração. Pelo Lema de Zorn, existe um subgrupo M de G o qual é maximal com

relação a propriedade M ∩ 〈g〉 = {0}. Se G = M + 〈g〉, então G = M ⊕ 〈g〉 e o resultado

segue. Caso contrário, seja x um elemento de G\(M+〈g〉) de ordem mı́nima. Pela escolha de

x, segue que px ∈M+〈g〉 e, assim, existem um inteiro positivo l e y ∈M tais que px = y+lg.

Seja pn a ordem de g, como essa ordem é máxima, segue que 0 = pnx = pn−1y + pn−1lg, dáı,

pn−1lg ∈ M ∩ 〈g〉 = {0}. Consequentemente, pn divide pn−1l, isto é, p divide l. Então,

l = pj, para algum inteiro j e obtém-se, assim, p(x − jg) = y ∈ M . Mas x − jg /∈ M , pois

x /∈M + 〈g〉. Pela maximalidade de M , 〈x− jg,M〉 ∩ 〈g〉 6= {0}, o que implica que existem

inteiros k e u e y′ ∈M tais que 0 6= kg = u(x− jg) +y′. Então, ux ∈M + 〈g〉. Agora, se p|u,

então u(x− jg) ∈M e, dáı, kg = 0, absurdo. Logo, mdc{u, p} = 1, ou seja, existem inteiros

v e w tais que vu + wp = 1 e, assim, v(ux) + w(px) = x ∈ M + 〈g〉, absurdo. O resultado

segue.

Utilizando esse lema, será provado o

Teorema 1.19. (Frobenius-Stickelbergerf) Um grupo abeliano G é finito se, e somente

se, G é uma soma direta de um número finito de subgrupos ćıclicos de ordens potências de

primos.

Demonstração. Suponha que o grupo abeliano G é finito. A demonstração será feita por

indução sobre a ordem de G. Se |G| = 1, nada há para fazer. Suponha que o resultado vale

para todo grupo cuja ordem é inferior a |G|, com |G| > 1. Como G é um grupo de torção, G

é a soma direta de suas componentes primárias, em virtude do Teorema 1.10. Assim, pode-se

supor que G é um p-grupo abeliano. Seja g ∈ G, com ordem máxima. Pelo Lema 1.18,
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G = G1 ⊕ 〈g〉, para algum subgrupo G1 de G. Agora, aplicando a hipótese de indução sobre

G1, o resultado segue. A outra implicação é imediata.

O próximo resultado diz respeito a um grupo abeliano de torção finitamente gerado.

Proposição 1.20. ([14]) Um grupo abeliano de torção finitamente gerado é finito.

Demonstração. Seja G um grupo abeliano de torção finitamente gerado. Assim, existem um

inteiro positivo n e g1, ..., gn ∈ G, tais que G = 〈g1, ..., gn〉. Logo, G é uma soma dos grupos

finitos Gi = 〈gi〉, com i ∈ {1, ..., n} e, assim, G é finito.

É dito que um grupo G satisfaz a condição maximal se qualquer cadeia ascendente

H0 6 H1 6 ... 6 Hn 6 ...

de subgrupos de G estaciona, isto é, existe k ∈ N tal que Hj = Hk, para todo j > k. Por

exemplo: Se G é um grupo ćıclico, então todo subgrupo não trivial de G é também ćıclico e de

ı́ndice finito em G, logo toda cadeia ascendente de G é estacionária. Seguem dois resultados

sobre um grupo que satisfaz a condição, os quais não serão demonstrados. Para mais detalhes

consulte [14].

Teorema 1.21. ([14], página 68) Um grupo G satisfaz a condição maximal se, e somente

se, cada subgrupo de G é finitamente gerado.

Teorema 1.22. ([14], página 68) Sejam G um grupo, H um subgrupo normal de G. Se os

grupos H e G/H satisfazem a condição maximal, então G satisfaz a condição maximal.

Pelo Teorema 1.21, todo grupo que satisfaz a condição maximal é finitamente gerado. O

próximo resultado diz que vale a rećıproca se G é abeliano.

Proposição 1.23. ([14]) Se o grupo abeliano G é finitamente gerado, então G satisfaz a

condição maximal.

Demonstração. Suponha que G é finitamente gerado, ou seja, que existam um n inteiro

positivo e g1, ..., gn ∈ G tais que G = 〈g1, ..., gn〉. A demonstração será feita por indução

sobre o número n. Se n = 1, então G = 〈g1〉, isto é, G é ćıclico, assim o grupo G satisfaz a
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condição maximal. Suponha que n > 1, logo, por hipótese de indução, os grupos 〈g1, ..., gn−1〉

e G/〈g1, ..., gn−1〉, satisfazem a condição maximal. Pelo Teorema 1.22, G satisfaz a condição

maximal. O resultado segue.

Utilizando a maioria dos fatos desta seção, segue o último resultado.

Teorema 1.24. ([14]) Um grupo abeliano G é finitamente gerado se, e somente se, G é

uma soma direta de um número finito de subgrupos ćıclicos com ordens infinitas ou ordens

potências de números primos.

Demonstração. SejaG um grupo finitamente gerado, desta forma, existem um inteiro positivo

n e elementos g1, ..., gn de G tais que G = 〈g1, ..., gn〉. Suponha inicialmente que G é livre

de torção. A demonstração será feita por indução sobre n. Se n = 1 o resultado é imediato.

Suponha que o resultado vale para todo todo subgrupo finitamente gerado por m elementos,

com 1 6 m < n. Seja H o subconjunto de todos os elementos x de G tais que rx ∈ 〈g1〉,

para algum inteiro positivo r. É fácil verificar que H é um subgrupo de G. Agora, se

sx ∈ H, para algum inteiro positivo s, então rsx ∈ 〈g1〉, para algum inteiro positivo r, assim

x ∈ H e, isso mostra que G/H é livre de torção. Como G/H é gerado pelos elementos

g2 + H, ..., gn + H, segue, por hipótese de indução, que G/H é uma soma direta de um

número finito de subgrupos ciclicos infinitos. Assim, G/H é abeliano livre. Aplicando o

Teorema 1.17, tem-se que G = H ⊕ K, com K ' G/H. Certamente, o grupo H/〈g1〉 é de

torção. Pela Proposição 1.23, o grupo G satisfaz a condição maximal, logo, pelo Teorema

1.21, H é finitamente gerado e, assim, H/〈g1〉 também o é. Dáı, pelo Teorema 1.20, H/〈g1〉

é finito. Consequentemente, existe um inteiro positivo t tal que tH 6 〈g1〉. Logo, a função

α : H → 〈g1〉 dada por (h)α = th, para todo h ∈ H, é um monomorfismo de grupos.

Portanto, H é um grupo ćıclico infinito e G = H ⊕ K é abeliano livre. Portanto, pelo

Teorema 1.8, G é uma soma direta de uma quantidade finita de subgrupos ćıclicos infinitos.

Para o caso geral, seja T o subgrupo de torção de G. Assim, o grupo G/T é finitamente

gerado e livre de torção. Pela primeira parte da demonstração, G/T é abeliano livre. Desta

forma, pelo Teorema 1.17, G = F ⊕ T , com F abeliano livre e finitamente gerado. Agora, T

é finitamente gerado e de torção e, então, pelo Teorema 1.20, T é finito. Dáı, pelos Teoremas

1.8 e 1.19, o resultado segue.



1.4 O Teorema de Schur 14

1.4 O Teorema de Schur

Quando o ı́ndice do centro de um grupo G é finito, o subgrupo derivado G′ de G também

é finito; isso é o que afirma o Teorema de Schur. O objetivo dessa seção é demonstrar esse

teorema, mas, antes é necessário definir e apresentar algumas propriedades do homomorfismo

transfer.

Para tanto, considere um grupo G e H 6 G, com ı́ndice finito n em G. Escolha uma

transversal T = {t1, ..., tn} à direita de H em G. Assim, para cada g ∈ G e i ∈ {1, .., n},

existe (i)σg ∈ {1, ..., n} tal que Htig = Ht(i)σg . Note que σg é uma permutação do conjunto

{1, ..., n}, para cada g ∈ G. Além disso, tigt
−1
(i)σg
∈ H, para todo g ∈ G. Agora, se g, h ∈ G e

i ∈ {1, ..., n}, tem-se que Htig = Ht(i)σg , assim Htigh = Ht(i)σgh. Mas Ht(i)σgh = Ht((i)σg)σh ,

ou seja, Ht(i)σgh = Htigh = Ht((i)σg)σh . Desta forma, (i)σgh = ((i)σg)σh.

Definição 1.25. Sejam G um grupo, H um subgrupo de ı́ndice finito n em G, T = {t1, ..., tn}

à direita de H em G e θ : H → A um homomorfismo de H em um grupo abeliano A. O

trensfer de θ com relação a A é a aplicação

θ∗ : G→ A,

dada por

gθ
∗

=
n∏
i=1

(tigt
−1
(i)σg

)θ,

em que σg é a permutação do conjunto {1, ..., n} tal que Htig = Ht(i)σg , i = 1, ..., n.

Em verdade, o transfer é um homomorfismo de grupos, como mostra o

Teorema 1.26. ([14]) A aplicação θ∗ : G→ A, como na Definição 1.25, é um homomorfismo

de grupos que não depende da transversal escolhida.

Demonstração. Inicialmente, observe que o transfer independe da escolha da transversal. De

fato, seja {t′1, ..., t′n} uma outra transversal à direita de H em G. Reordenando os ı́ndices se

necessário, pode-se supor que Ht′i = Hti, i = 1, ..., n. Assim, t′i = tihi, para algum hi ∈ H.

Se g ∈ G, tem-se que tigt
′−1
(i)σg

= hi(tigt(i)σg)h
−1
(i)σg

. Do fato de A ser abeliano, segue que

n∏
i=1

(t′ig(t′(i)σg)
−1)θ =

n∏
i=1

(tig(t(i)σg)
−1)θ

n∏
i=1

hθih
−θ
(i)σg

.
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Mas, i percorre o conjunto {1, ..., n}, como (i)σg é uma permutação do conjunto {1, ..., n} e,

cada vez que hi aparece no produto
∏n

i=1 h
θ
ih
−θ
(i)σg

, também aparece h−1
i , ou seja,

∏n
i=1 h

θ
ih
−θ
(i)σg

=

1. Então,
∏n

i=1(t′ig(t′(i)σg)
−1)θ =

∏n
i=1(tigt

−1
(i)σg

)θ. Agora sejam g, h ∈ G, então

(gh)θ
∗

=
n∏
i=1

(tight
−1
(i)σgh

)θ =
n∏
i=1

(tigt
−1
(i)σg

t(i)σght
−1
σgh

)θ =

=
n∏
i=1

(tigt
−1
(i)σg

)θ
n∏
i=1

(t(i)σght
−1
((i)σg)σh

)θ =
n∏
i=1

(tigt
−1
(i)σg

)θ
n∏
j=1

(tjht
−1
(j)σh

)θ = gθ
∗
hθ
∗
.

Como desejado.

O próximo lema é um resultado técnico que será usado na demonstração do teorema que

o segue.

Lema 1.27. ([14]) Sejam G um grupo, H um subgrupo de ı́ndice finito em G, θ : H → A

um homomorfismo de H em um grupo abeliano A e g ∈ G. Então, existe um transversal

S = {s1, s1g, ..., s1g
l1−1} ] ... ] {sk, skg, ..., skglk−1}

à direita de H em G, com lj = min{l; Hsjgl = Hsi, l ∈ N}, para todo j ∈ {1, ..., k}, tal que

gθ
∗

=
k∏
j=1

(sjg
ljs−1

j )θ,

onde θ∗ é o transfer de θ.

Demonstração. Seja T = {t1, ..., tn} um transversal à direita de H em G. Observe que o

conjunto {Htigl; l ∈ N} é finito para cada i ∈ {1, ..., n}. Seja l′i = min{l; Htigl = Hti, l ∈

N}, para cada i = 1, ..., n. Dáı, o conjunto {Ht1, ..., Htn} é particionado em subconjuntos

disjuntos na forma {Htij , Htijg, ..., Htijg
l′ij
−1}, com j ∈ {1, ..., k}. Tome agora sj = tij e

lj = l′ij , para cada j ∈ {1, ..., k} e, assim, S = {s1, s1g, ..., s1g
l1−1} ] ... ] {sk, skg, ..., skglk−1}

é uma transversal à direita de H em G, com lj = min{l; Hsjgl = Hsi, l ∈ N}, para todo

j ∈ {1, ..., k}. Note que se v ∈ {1, ..., k} e w ∈ {0, 1, ..., lv − 1}, então se w 6= lv − 1,

(svg
w)(w)σg = svg

w+1 e se w = lw − 1, (svg
w)(w)σg = sv, pois (svg

w)(w)σg = svg
wg. Assim,

(svg(sv)
−1
(1)σg

)θ(svgg(svg)−1
(2)σg

)θ...(svg
lv−1g(svg

lv−1)−1
(lv−1)σg

)θ =

= [svg(svg)−1(svg)g(svg
2)−1(svg

2)g(svg
3)−1...(svg

lv−1)−1(svg
lv−1)gs−1

v ]θ = (svg
lvs−1

v )θ.

Portanto, gθ
∗

=
∏k

j=1(sjg
ljs−1

j )θ.



1.4 O Teorema de Schur 16

Agora, um outro teorema, também devido a Schur, que servirá como um lema para o

teorema principal.

Teorema 1.28. (Schur) Sejam G um grupo e H um subgrupo de Z(G) com ı́ndice finito n

em G. Então, o transfer (IdH)∗ de IdH com relação a H é dado por g(IdH)∗ = gn, para todo

g ∈ G.

Demonstração. Dado g ∈ G, pelo Lema 1.27, existe um transversal

S = {s1, s1g, ..., s1g
l1−1} ] ... ] {sk, skg, ..., skglk−1}

à direita de H em G, com lj = min{l; Hsjgl = Hsi, l ∈ N}, para todo j ∈ {1, ..., k}, tal que

gId
∗
H =

k∏
j=1

(sjg
ljs−1

j )IdH =
k∏
j=1

sjg
ljs−1

j .

Mas, sjg
ljs−1

j ∈ H e H 6 Z(G), assim glj ∈ H e dáı,

k∏
j=1

sjg
ljs−1

j =
k∏
j=1

glj = g
∑k
j=1 lj = gn,

pois l1 + ...+ lk = n. O resultado segue.

Por fim, a demonstração do resultado principal dessa seção.

Teorema 1.29. (Schur) Se G é um grupo tal que |G : Z(G)| = n <∞, então G′ é finito e

(G′)n = {1}.

Demonstração. Escreva G/Z(G) = {Z(G)g1, ..., Z(G)gn}. Se x, y ∈ Z(G), então [xgi, ygj] =

[gi, gj]. Isso implica que G′ é gerado pelos n(n − 1)/2 elementos da forma [gi, gj], ou seja,

G′ é finitamente gerado. Do Segundo Teorema do Isomorfismo segue que G′/(G′ ∩ Z(G)) '

G′Z(G)/Z(G). Como, por hipótese, G′Z(G)/Z(G) é finito, G′/(G′ ∩ Z(G)) também o é.

Assim, G′ ∩ Z(G) é um subgrupo de ı́ndice finito no grupo finitamente gerado G′, dáı, pela

Proposição 1.3, G′ ∩ Z(G) é um grupo abeliano finitamente gerado. Pelo Teorema 1.28,

colocando H = Z(G), segue que G′ 6 Nuc(Id∗H) e (G′)n = {1}, isto é, G′ é de torção. Logo,

G′ ∩ Z(G) é um grupo abeliano finitamente gerado e de torção e, consequentemente, pela

Proposição 1.20, é finito. Como G′/(G′ ∩ Z(G)) é também finito, G′ é finito.
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1.5 Grupos com Classes de Conjugação Finitas

Grupos que possuem classes de conjugação finitas são chamados FC-grupos. O ma-

temático B. H. Neumann estudou amplamente esse tipo de grupo em um artigo dedicado

ao também matemático Issai Schur (veja [11]). Quase todos os resultados desta seção se

encontram nesse artigo, entretanto, as demonstrações feitas aqui seguem [2].

Definição 1.30. Sejam G um grupo e g ∈ G. O elemento g é chamado FC − elemento se

a classe de conjugação de g é finita, isto é, denotando gG = {gx = x−1gx; x ∈ G}, então g é

FC − elemento se |gG| <∞.

A demonstração da seguinte proposição segue direto da definição de gG.

Proposição 1.31. ([14]) Se G é um grupo e g ∈ G, então |gG| = |G : CG(g)|.

Demonstração. Considere a função f : gG → {CG(g)x; x ∈ G} tal que gx 7→ CG(g)x, para

todo x ∈ G. Tem-se que f está bem definida. De fato, se gx = gy, então gxy−1 = xy−1g, logo

xy−1 ∈ CG(g) e assim CG(g)x = CG(g)y, ou seja, (gx)f = (gy)f . Claramente f é sobrejetora

e, se (gx)f = (gy)f tem-se CG(g)x = CG(g)y e com isso xy−1 ∈ CG(g). Assim gxy−1 = xy−1g,

ou seja, gx = gy. Portanto, f é bijetora e |gG| = |G : CG(g)|.

Da Proposição 1.31 segue que um elemento g ∈ G é um FC-elemento se, e somente se,

|G : CG(g)| <∞ . Assim, o subconjunto Ẑ(G) formados por todos os FC-elementos de G é

dado por Ẑ(G) = {g ∈ G; |G : CG(g)| <∞}. Um fato relevante é que esse subconjunto é um

subgrupo caracteŕıstico em G, como mostra o seguinte

Teorema 1.32. (Baer) O subconjunto Ẑ(G) formado por todos os FC − elementos de um

grupo G é um subgrupo caracteŕıstico de G.

Demonstração. Sejam g, h ∈ Ẑ(G). É claro que CG(g) ∩ CG(h−1) ≤ CG(gh−1) e, como

|G : CG(g) ∩ CG(h−1)| ≤ |G : CG(g)||G : CG(h−1)| < ∞, segue que Ẑ(G) é um subgrupo.

Sejam agora α ∈ Aut(G) e g ∈ Ẑ(G). Se |G : CG(g)| = n para algum inteiro positivo n,

como (CG(g))α. = CG(gα) segue que G = Gα = (
⋃n
i=1CG(g)xi)

α =
⋃n
i=1CG(gα)xαi e, assim,

|G : CG(gα)| <∞, dáı, gα ∈ Ẑ(G). Portanto, o subgrupo Ẑ(G) é caracteŕıstico em G.
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O subgrupo Ẑ(G) é chamado FC-centro de G. Se G = Ẑ(G), G é dito ser um FC-grupo.

Grupos finitos e grupos abelianos são exemplos simples de FC-grupos. O próximo resultado

possibilita a construção de FC-grupos.

Proposição 1.33. ([14]) A classe dos FC-grupos é fechada com respeito a formação de

subgrupos, grupos quocientes, imagens homomórficas e produtos diretos.

Demonstração. Claramente essa classe é fechada para subgrupos, grupos quocientes e, con-

sequentemente, também para imagens homomórficas. Agora seja G = Dri∈IGi, com Gi

FC-grupo para cada i ∈ I. Se g ∈ G, g se escreve de maneira única na forma g = gi1 ...gin ,

com gij ∈ Gij e n inteiro não negativo. Sendo {tij1, ..., tijmj} a classe de conjugação de gij

em Gij , segue que gG está no conjunto
{
ti1k1 ...tinkn ; tijkj ∈ {tij1, ..., tijmj} para j = 1, ..., n

}
,

que é finito. Portanto, G é FC-grupo.

Dado G um grupo e Υ uma classe de grupos, G é chamado residualmente por Υ se para

cada g ∈ G\{1}, existe um subgrupo normal Ng de G tal que g /∈ Ng e G/Ng ∈ Υ. Em

particular, se Υ é a classe dos grupos finitos, G é dito ser residualmente finito.

Teorema 1.34. (Baer) Se G é um FC-grupo, então G/Z(G) é um grupo de torção residu-

almente finito.

Demonstração. Seja Z(G)g ∈ G/Z(G), com g /∈ Z(G) e considere {1, g2, ..., gn} um transver-

sal à direita de CG(g) em G. Pela Proposição 1.1, C = CG(g2)∩...∩CG(gn) possui ı́ndice finito

em G e, pela Proposição 1.2, CG possui ı́ndice finito em G. Uma vez que CG/Z(G)�G/Z(G),

Z(G)g /∈ CG/Z(G) e (G/Z(G))/(CG/Z(G)) ' G/CG, o qual é finito, obtém-se que G/Z(G) é

residualmente finito. Agora sejam x ∈ G e {x1, ..., xr} um transversal à direita de CG(x) em

G. Pelo mesmo argumento dado acima, K =
⋂r
i=1CG(xi) e KG possuem ı́ndices finitos em G.

Logo existe k tal que (KGx)k = KGx
k = KG. Mas, KG 6 K e dáı xk ∈ KG centraliza cada

xi, i = 1, ..., n. Como G = ∪ni=1CG(x)xi tem-se xk ∈ Z(G) e (Z(G)x)k = Z(G). Portanto

G/Z(G) é de torção.

Definição 1.35. Um subconjunto X de um grupo G é chamado subconjunto normal se

satisfaz uma das seguintes condições:
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(i) X é uma união de classes de conjugação de elementos de G;

(ii) Para todo g ∈ G, g−1Xg ⊆ X;

(iii) Para todo g ∈ G, g−1Xg = X.

É fácil ver que as afirmações (i), (ii) e (iii) da Definição 1.35 são equivalentes.

Lema 1.36. (Dicman) Em um grupo G, um subconjunto normal e finito consistindo so-

mente de elementos de ordens finitas gera um subgrupo normal e finito.

Demonstração. Seja X = {x1, ..., xn} um subconjunto normal e finito de G, com |xi| < ∞

para todo i = 1, ..., n, e coloque H = 〈X〉. Claramente H C G. Agora se h ∈ H\{1},

então h = xm1
i1
...xmr

ir
com 1 6 ij 6 n para todo j = 1, ..., r. Em geral há muitas dessas

expressões para h, entre as quais há algumas de menor comprimento. Seja r esse com-

primento. Dentre as expressões de menor comprimento r, há uma que aparece em pri-

meiro na ordem lexicográfica das r-uplas (i1, ..., ir). Seja essa primeira expressão dada por

h = y1...yr, com yj = x
mj
ij

. Suponha, por absurdo, que existam l < k tais que il = ik,

assim h = y1...yl−1(ylyk)y
yk
l+1...y

yk
k−1yk+1...yr é uma expressão para h de comprimento menor

do que r, absurdo, consequentemente os ij’s são distintos e r 6 n. Suponha, novamente,

por absurdo, que ij > ij+1, então h = y1...yj−1yj+1y
yj+1

j yj+2...yr é uma expressão que precede

h = y1...yr na ordem lexicográfica das r-uplas (i1, ..., ir). Assim i1 < ... < ir. Como cada

expressão, de menor comprimento e que aparece primeiro na ordem lexicográfica, é única,

resulta que |H| 6
∏n

i=1 |xi|. Portanto H é finito.

Se em um grupo G, cada subconjunto finito está contido em um subgrupo finito de G,

então diz se que G é localmente finito. Quando, além disso, esse subgrupo finito é normal

G é chamado localmente finito e normal. O teorema a seguir relaciona FC-grupos de torção

com grupos localmente finitos e normais.

Teorema 1.37. ([14]) Um grupo G de torção é FC-grupo se, e somente se, é localmente

finito e normal.

Demonstração. Suponha que G é um FC-grupo e que F é um subconjunto finito de G.

Então, o subconjunto X de todos os conjugados dos elementos de F em G é um subconjunto
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finito. Pelo Lema 1.36, X ⊆ 〈X〉 com 〈X〉 � G e |〈X〉| < ∞, o que mostra que a condição

é necessária. Reciprocamente, seja g ∈ G. Por hipótese, existe N C G com {g} ⊆ N e

|N | <∞ e, assim, todo conjugado de g está em N . Como |N | <∞, segue que a condição é

suficiente.

Usando o Teorema de Schur, Teorema 1.29, é posśıvel caracterizar o subgrupo derivado

de um FC-grupo.

Teorema 1.38. (B. H. Neumann) Se G é um FC-grupo, então G′ é um grupo de torção.

Além disso, o conjunto dos elementos de ordens finitas em G é um subgrupo totalmente

invariante contendo G′.

Demonstração. Como G é FC-grupo, então G/Z(G) é FC-grupo e, pelo Teorema 1.34, é

de torção. Logo, pelo Teorema 1.37, G/Z(G) é localmente finito e normal. Agora seja X

um subgrupo de G finitamente gerado. Então XZ(G)/Z(G) = X/X ∩ Z(G) é finitamente

gerado e, sendo G/Z(G) localmente finito e normal, X/X∩Z(G) é finito e, consequentemente,

X/Z(X) é finito, pois, X ∩ Z(G) ⊂ Z(X). Do Teorema de Schur, segue que X ′ é finito. Se

F = {X 6 G; X é finitamente gerado }, então G′ = ∪X∈FX ′ e, com isso, G′ é de torção.

Agora sejam g e h elementos de G tais que gn = 1 = hm, com n e m inteiros positivos. De

ser G/G′ abeliano segue-se

(gh−1)mnG′ = gmnh−mnG′ = G′,

ou seja, (gh−1)mn ∈ G′ e assim existe l inteiro positivo tal que (gh−1)mnl = 1. Portanto,

o conjunto de todos elementos de ordens finitas de G é um subgrupo e, por ser claramente

totalmente invariante, o resultado segue.

Contida na classe dos FC-grupos existe uma classe muito importante, a classe dos BFC-

grupos. A definição de BFC-grupo vem a seguir.

Definição 1.39. Um FC-grupo G é chamado BFC-grupo se existe um inteiro positivo d tal

que a quantidade de conjugados de qualquer elemento de G não ultrapassa d.

No artigo Groups with finite classes of conjugate elements, inicialmente citado, B. H.

Neumann demonstra que o subgrupo derivado de um BFC-grupo é finito usando produtos
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livres de grupos (Para mais detalhes, consulte [11]). Para finalizar essa seção, segue esse

resultado, cuja demonstração usa o Teorema de Schur e os resultados aqui já demonstrados.

Teorema 1.40. (B. H. Neumann) Um grupo G é BFC-grupo se, e somente se, G′ é finito.

Demonstração. Suponha inicialmente que exista d tal que |G′| = d <∞. Isso implica que se

g ∈ G, então |{[g, x]; x ∈ G}| 6 d e com isso a quantidade de conjugados de g não excede

d, como desejado. Reciprocamente, sejam G um BFC-grupo, d = maxg∈G{|G : CG(g)|} e

a ∈ G satisfazendo |G : CG(a)| = d. Escolha {t1, ..., td} um transversal à direita de CG(a)

em G. Se C = ∩di=1CG(ti), o ı́ndice |G : C| é finito e existe um transversal à direita finito

{s1, ..., sk} de C em G. Agora considere o subgrupo

N = 〈a, s1, ..., sk〉G = 〈g−1xg; x ∈ {a, s1, ..., sk}, g ∈ G〉,

o qual é um FC-grupo finitamente gerado. Pelo Teorema 1.34, N/Z(N) é de torção e, do

Teorema 1.37, é finito. Assim, pelo Teorema de Schur, N ′ é finito. Como N/N ′ é abeliano

e finitamente gerado, pelo Teorema 1.24, tem-se que seu subgrupo de torção é também

finitamente gerado, mas, esse subgrupo é dado por TN/N
′, com TN = {n ∈ N ; |n| <∞}, pois

N ′ é finito. Logo, pela Proposição 1.20, TN/N
′ é finito, assim TN é finito. Uma vez que G′ é de

torção, resta mostrar que G′ 6 N . De fato, se c ∈ C, então (ca)ti = t−1
i cati = ct−1

i ati = cati ,

pois, C 6 CG(ti) e disto segue que a classe de conjugação do elemento ca em G é igual

ao conjunto {cati ; i = 1, ..., d}, pois a quantidade de conjugados de ca é no máximo d e

|{cati ; i = 1, ..., d}| = d. Consequentemente, se s ∈ C, então existe i tal que (ca)s = cati e

isto implica que cs = catia−s e [c, s] = atia−s ∈ N . Portanto, C ′ 6 N e G′ 6 NC ′ 6 N , pois

G = NC, como esperado.



Caṕıtulo 2

Grupos de Automorfismos

A um grupo sempre é posśıvel associar um grupo de automorfismos que age sobre ele.

Por exemplo, dados um grupo G e A 6 Aut(G), defina a ação de A à direita de G por

ρ : G×A→ G em que (g, α)ρ = gα, para todo g ∈ G e todo α ∈ A. Os subgrupos de Aut(G)

são chamados grupos de automorfismos de G. Em muitos casos, conhecendo a “natureza”

de um grupo A 6 Aut(G) e propriedades de sua ação, pode-se obter informações sobre o

próprio grupo G. Neste caṕıtulo se iniciará o estudo desse tipo de ação.

Na Seção 2.1 serão estabelecidos todos os conceitos e notações básicas. Já na Seção 2.2,

a ação será de um grupo de automorfismos que age por um número finito de órbitas. Nela

serão expostos e demonstrados fatos importantes dessa teoria.

2.1 Algumas Propriedades de Grupos de Automorfis-

mos

Nesta seção, salvo menção contrária, G denotará um grupo e A um grupo de automorfis-

mos de G.

Definição 2.1. Dado g ∈ G, a A-órbita de g é o conjunto gA = {gα; α ∈ A}. Se gα 6= g,

para todo α ∈ A\{IdG}, a A-órbita gA é dita regular.

Como se trata de uma ação, G é particionado em A-órbitas disjuntas. Quando gα = g

para todo α ∈ A, a órbita de g é unitária, ou seja, gA = {g}. Dado H 6 G, o subconjunto

CH(A) = {h ∈ H; hα = h,∀α ∈ A} é o “maior” subgrupo de G contido em H tal que as

órbitas de CH(A) são unitárias, ou seja, A age trivialmente sobre CH(A). Se CH(A) = H,
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diz-se que A centraliza H ou que H é centralizado por A. De modo análogo ao conjunto

CH(A), define-se o subconjunto CA(H) de A colocando CA(H) = {α ∈ A; hα = h,∀h ∈ H}.

Esse é o “maior” subgrupo de A que centraliza H.

Definição 2.2. Um subgrupo H de G é dito A-invariante se para todo h ∈ H e todo α ∈ A

tem-se hα ∈ H.

Em um subgrupo A-invariante H de G, pode-se induzir um grupo de automorfismos de

H por A. É o que mostra a

Proposição 2.3. ([6]) Se H é um subgrupo A-invariante de G, então existe um subgrupo

A|H de Aut(H) tal que A|H ' A/CA(H).

Demonstração. Defina ϕ : A → Aut(H) por (α)ϕ = α|H , para todo α ∈ A. Como H é

A-invariante, Hα = H, logo α|H ∈ Aut(H), isto é, ϕ está bem definida. É imediato que

Nuc(ϕ) = CA(H). Denote A|H = Im(ϕ) e, assim, pelo Primeiro Teorema do Isomorfismo,

A|H ' A/CA(H).

Uma seção H/K de G é dita A-invariante se K e H são subgrupos A-invariantes de G.

Assim, cada α ∈ A induz um automorfismo α de H/K, dado por (hK)α = hαK para todo

hK ∈ H/K. É simples mostrar que α está bem definido e que α ∈ Aut(H/K). Defina

CH/K(A) = {hK; (hK)α = hK, ∀α ∈ A} e CA(H/K) = {α ∈ A; α = IdH/K}, assim, tem-se

a seguinte proposição análoga à anterior, cuja demonstração é também análoga.

Proposição 2.4. ([6]) Se H/K é uma seção A-invariante de G, então existe um subgrupo

A de Aut(H/K) tal que A ' A/CA(H/K).

Desta proposição segue um resultado que será muito utilizado no decorrer dessas notas.

Proposição 2.5. ([6]) Se H/K é uma seção finita A-invariante de G, então o subgrupo

CA(H/K) possui ı́ndice finito em A.

Demonstração. Tem-se que CA(H/K) = Nuc(ϕ), em que ϕ : A → Aut(H/K) é dada por

(α)ϕ = α com (hK)α = hαK. Pela Proposição 2.4 segue que A/CA(H/K) ' A, com A um

grupo de automorfismos de H/K. Como Aut(H/K) é finito, segue que A é também finito,

logo A/CA(H/K) é finito. O resultado segue.
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Considere um subconjunto não vazio X do grupo G. É imediato ver que o subgrupo

XA = 〈xα;x ∈ X,α ∈ A〉 é o menor subgrupo A-invariante de G que contém X. Logo, dado

H 6 G, se H é A-invariante, o subgrupo HA é igual a H. Dados g ∈ G e α ∈ A, será usada

a notação [g, α] para designar o elemento g−1gα de G. Nesses termos, define-se o subgrupo

[X,A] = 〈[x, α];x ∈ X,α ∈ A〉 de XA. Note que [x, α]−1 = [xα, α−1], para todos x ∈ X e

α ∈ A.

Proposição 2.6. ([6]) Se H é um subgrupo A-invariante de G, então [H,A] é o “menor”

subgrupo normal de H tal que hα[H,A] = h[H,A], para todo α ∈ A, ou seja, tal que A

centraliza o grupo quociente H/[H,A].

Demonstração. Sejam h ∈ H e k ∈ [H,A]. Logo, existem k1, ..., kr ∈ H e α1, ..., αr ∈ A, com

r inteiro positivo, tais que k = k−1
1 kα1

1 ...k−1
r kα1

r . Assim,

h−1kh = h−1k−1
1 kα1

1 ...k−1
r kα1

r h = (k1h)−1(k1h)α1
1 h
−α1k−1

2 kα2
2 ...k−1

r kα1
r h =

= (k1h)−1(k1h)α1
1 (k2h

α1)−1(k2h
α1)α2hα1α2 ...k−1

r kα1
r h =

= (k1h)−1(k1h)α1
1 (k2h

α1)−1(k2h
α1)α2 ...(krh

α1α2...αr−1)−1(krh
α1α2...αr−1)αrh−α1α2...αrh,

ou seja, h−1kh ∈ [H,A]. Logo [H,A] C H. Claramente hα[H,A] = h[H,A], para todo α ∈ A.

Suponha agora que A centraliza o quociente H/K, com K normal em H. Desta forma, para

todo h ∈ H e α ∈ A segue que hαK = hK, ou seja, h−1hα ∈ K. Como h e α são quaisquer,

[H,A] C K.

Definição 2.7. Um automorfismo α ∈ A é dito ser FPF (“fixed-point-free”), ou seja, livre

de pontos fixos, se CG(α) = {g ∈ G; gα = g} = {1}. Se α é FPF para todo α ∈ A, então A

é dito ser FPF .

Exemplo 2.8. Sejam K um corpo, G = K+ o grupo aditivo de K, K× o grupo multiplicativo

das unidades de K e T um subgrupo de K×. Considere para cada t ∈ T o automorfismo

αt : G → G definido por (g)αt = gt, para todo g ∈ G. Assim, AT = {αt; t ∈ T} é tal que

AT ' T e AT 6 Aut(G). É fácil verificar que AT é livre de pontos fixos.

Se α ∈ Aut(G), a função Tα : G → G dado por (g)Tα = [g, α], para todo g ∈ G, é

chamada função associada a α. O automorfismo α é chamado uniforme se Tα é sobrejetor.
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Tem-se claramente que α é FPF se, e somente se, Tα é injetivo. O mesmo não ocorre para a

sobrejetividade de Tα. Por exemplo, se G = Z e ı é o automorfismo de G tal que (k)ı = −k,

para todo k ∈ Z, segue que ı é FPF , mas não é uniforme.

2.2 Grupos de Automorfismos com um Número Finito

de Órbitas

Na seção anterior, foi observado que se G é um grupo e A um grupo de automorfismos

de G, então o grupo G é particionado em órbitas disjuntas, ou seja, existem um conjunto de

ı́ndices I e gi ∈ G, para todo i ∈ I, tais que G =
⊎
i∈I g

A
i . Quando I é finito, existem um

inteiro positivo n e elementos g1, ..., gn em G tais que G =
⊎n
i=1 g

A
i . Neste caso, diz-se que A

age sobre G por um número finito de órbitas.

Exemplo 2.9. Seguindo o Exemplo 2.8, se o subgrupo T tem ı́ndice finito n em K×, tome

{t1, ..., tn} um transversal à direita de T em K×, logo G = {0}
⋃⊎n

i=1 t
AT
i . Assim AT age

sobre G por |K× : T |+ 1 órbitas.

Daqui para frente, G denotará um grupo, A um grupo de automorfismos de G que age

por um número finito n de A-órbitas, g1, ..., gn ∈ G serão tais que G =
⊎n
i=1 g

A
i , com g1 = 1 e

H denotará um subgrupo A-invariante de G. Quando não houver ambiguidade, será usado o

mesmo signo A para designar o próprio A, A|H e A. Com essas convenções, segue o seguinte

resultado imediato:

Proposição 2.10. ([6]) Tem-se que:

(i) H é uma união de um número n0 6 n de A-órbitas e se H < G tem-se n0 < n;

(ii) Se H é normal em G, então G/H é uma união de um número n 6 n de A-órbitas e se

{1} < H tem-se n < n;

(iii) Se B é um subgrupo de ı́ndice finito em A, então G é uma união de um número finito

n′ de B-órbitas, com n′ 6 (n− 1)|A : B|+ 1. Se A é FPF , então vale a igualdade.
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Demonstração. Os itens (i) e (ii) são imediatos. Para a primeira parte do item (iii), basta

ver que G =
⊎n

1=1 g
A
i , com g1 = 1, e que existem um inteiro positivo r e α1, ...αr ∈ A tais que

A =
⊎r
j=1 αjB, assim, G =

⊎n
1=1 g

A
i = {1} ∪

⋃n
i=2

⋃r
j=1(g

αj
i )B, ou seja, G é uma união de um

número finito n′ de B-órbitas, com n′ 6 (n− 1)|A : B| + 1. Suponha, agora, que A é FPF

e que (g
αj
i )B = (g

αj′
i )B, com j 6= j′, para algum i. Assim, existe β ∈ B tal que g

αjβα
−1
j′

i = gi,

mas, A é FPF , logo αjβ = αj′ , absurdo. A segunda parte de (iii) segue.

Pelo item (i) da proposição acima, segue que a quantidade de subgrupos A-invariantes

de G é finita, não podendo exceder 2n. Pelo mesmo item segue, em particular, que G′ e

Z(G) são uniões de quantidades finitas de A-órbitas, pois ambos são A-invariantes. Usando

a proposição anterior segue o primeiro resultado significativo desta seção que é devido a

Enrico Jabara, (veja [8]).

Teorema 2.11. ([8]) Um elemento α de Ẑ(A) é FPF se, e somente se, α é uniforme.

Demonstração. Por hipótese α ∈ Ẑ(A), logo |A : CA(α)| <∞. Denotando A1 = CA(α), pela

Proposição 2.10-(iii), G é uma união de um número finito de A1-órbitas.

Suponha que α é FPF e seja g ∈ G. Assim a função Tα associado a α é injetiva. Note que

(zA1)Tα = ((z)Tα)A1 , para todo z ∈ G. Além disso, se x, y ∈ G com ((x)Tα)A1 = ((y)Tα)A1 ,

existe β ∈ A1 tal que (x)Tα = ((y)Tα)β e, assim,

x−1xα = (y−1yα)β = y−βyαβ

e

yβx−1 = yαβx−α = yβαx−α = (yβx−1)α

Mas, por hipótese α é FPF , logo x = yβ, donde xA1 = yA1 . Dáı, Tα induz uma função

injetora Tα : {zA1 ; z ∈ G} → {zA1 ; z ∈ G} tal que zA1 7→ (zA1)Tα, para todo z ∈ G. Como

existem finitas A1-órbitas, essa função também é sobrejetora. Disto, segue que existe h ∈ G

tal que gA1 = (hA1)Tα = (hA1)Tα = ((h)Tα)A1 . Tome γ ∈ A1 tal que g = ((h)Tα)γ, logo

g = (hγ)Tα. Portanto, α é uniforme.

Reciprocamente, suponha, por absurdo, que exista g ∈ G\{1} tal que gα = g. Defina

indutivamente uma sequência (xn)n∈N de elementos de G, pondo x0 = 1, x1 = g e, para
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n > 1, escolha um elemento xn de G tal que (xn)Tα = xn−1. Isso é posśıvel, pois α é

uniforme. Note que xn 6= 1, para todo n > 1. Como G é uma união de um número finito de

A1-órbitas, existem ı́ndices i < j tais que xA1
i = xA1

j . Considere β ∈ A1 tal que xj = xβi , assim

xi = (xj)T
j−i
α = (xβi )T j−iα = ((xi)T

j−i
α )β. Mas, (xi)T

j−1
α = ((xi)T

i
α)T j−1−i

α = (1)T j−1−i
α = 1,

pois j − 1 > i e, assim, 1 6= xi = ((xi)T
j−1
α )β = 1, uma contradição. Portanto α é FPF .

A seguir um resultado imediato deste teorema.

Corolário 2.12. ([13]) Suponha que G é infinito, A é FPF e que A contém um FC-subgrupo

de ı́ndice finito. Se B é um subgrupo de ı́ndice finito em A, então G não contém subgrupo

B-invariante próprio e não trivial .

Demonstração. Suponha inicialmente que B 6 Ẑ(A) e A é FPF . Pelo Teorema 2.11 segue

que cada elemento de B é uniforme. Seja {1} < H 6 G um subgrupo B-invariante. Suponha

agora, por contradição, que H é finito. Como A é infinito, existem h ∈ H\{1} e α1, α2 ∈ A,

com α1 6= α2, tais que hα1 = hα2 , ou seja, hα1α
−1
2 = h. Mas, A é FPF , então α1 = α2,

absurdo. Logo H é infinito e, assim, gH também é infinito para cada g ∈ G. Tome agora

x ∈ G. O número de B-órbitas é finito, com isto, existem β ∈ B\{IdG} e h1, h2 ∈ H tais

que (xh1)β = xh2 e, dáı, xβ ∈ xH, ou seja, x−1xβ ∈ H. Como β é uniforme, segue que existe

h ∈ H tal que x−1xβ = h−1hβ. Logo (hx−1)β = hx−1 e, uma vez que A é FPF , x = h.

Então, H = G e, assim, G não possui subgrupo B-invariante próprio e não trivial. Agora

se B 
 Ẑ(A), então B ∩ Ẑ(A) 6 Ẑ(A) possui ı́ndice finito em A, pois por hipótese, existe

um FC-subgrupo A∗ de A de ı́ndice finito e, assim, A∗ 6 Ẑ(A), logo pela primeira parte, o

resultado segue.

Quando A é FPF e FC-grupo, pelo Teorema 2.11, cada α de A\{IdG} é uniforme. Neste

caso é posśıvel obter informações sobre a natureza do grupo G.

Teorema 2.13. ([8]) Se G é infinito e o grupo de automorfismos A é FC-grupo e FPF ,

então G é abeliano e ocorre somente um dos seguintes casos:

(a) G é de torção: em tal caso, G é um p-grupo abeliano elementar, para algum primo p;

(b) G é livre de torção: em tal caso, G é diviśıvel.
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Demonstração. Se g ∈ G\{1}, então conjugados distintos de g pertencem a A-órbitas dis-

tintas. De fato, suponha, por absurdo, que exista h ∈ G tal que h−1gh ∈ gA e g 6= h−1gh.

Seja α ∈ A\{IdG} com gα = h−1gh. Como α é automorfismo uniforme, existe k ∈ G tal que

h = k−1kα, assim gα = k−αkgk−1kα e (kgk−1)α = kgk−1. Uma contradição, pois g 6= 1 e α é

FPF . Se gv e gu, com u e v ∈ G, pertencem a uma mesma A-órbita, existe α ∈ A\{IdG}

tal que gv = ((gv)v
−1u)α, absurdo pela primeira parte. Como existem apenas n A-órbitas,

|G : CG(x)| 6 n para todo x ∈ G, ou seja, G é BFC-grupo. Assim, pelo Teorema 1.40, G′ é

finito. Mas, G′ é A-invariante, logo é uma união de um número finito de A-órbitas e, como

uma A-órbita não trivial é infinita, pois A é FPF e infinito, segue que G′ é uma A-órbita

trivial. Logo G′ = {1} e, consequentemente, G é abeliano.

Suponha que exista um elemento de torção não trivial em G. Logo existem y ∈ G\{1}

e um primo p tais que yp = 1. Seja x ∈ G\{1}. Considere o subconjunto {xyα; α ∈ A}

infinito de G. Como G é uma união de um número finito de A-órbitas, existem α1, α2 ∈ A,

α1 6= α2 e β ∈ A\{IdG} tais que xyα1 = (xyα2)β. Logo xp = (xyα1)p = ((xyα2)β)p = (xp)β e,

assim, xp = 1, pois β é FPF . Portanto, G é um p-grupo abeliano elementar.

Suponha agora que G é livre de torção. Sejam x ∈ G\{1} e n um inteiro positivo. Como

a ordem de x não é finita, segue que {xni ; i ∈ N} é um subconjunto infinito de G. Assim

existem i < j inteiros positivos e α ∈ A\{IdG} tais que xn
j

= (xn
i
)α, donde xα = xn

j−i
.

Fazendo y = (xn
j−i−1

)α
−1

, segue que yn = x. O resultado segue.

Com as hipóteses do Corolário 2.12 e usando o teorema anterior, Martin R. Pettet, em

[13], demonstra que é posśıvel associar um corpo K ao grupo G de tal forma que G ' K+

(o grupo aditivo de K). Esse é o próximo resultado.

Teorema 2.14. ([13]) Suponha que G é infinito e A é FPF . Se A contém um FC-subgrupo

de ı́ndice finito, então existe um corpo K tal que:

(i) G ' K+;

(ii) O subgrupo Ẑ(A) é isomorfo a um subgrupo do grupo multiplicativo K× de ı́ndice finito

(n− 1)|A : Ẑ(A)|;

(iii) A/Ẑ(A) é isomorfo a um grupo A de automorfismos do corpo K;
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Demonstração. Seja B um FC-subgrupo de A de ı́ndice finito. Pela Proposição 2.10, G

é uma união de um número finito de B-órbitas e, como B é FC-grupo e FPF , pois A é

FPF , do Teorema 2.13 segue que G é abeliano. Assim, se θ, η ∈ End(G) = {α; α é um

endomorfismo de G}, então a função θ + η : G→ G dada por gθ+η = gθgη, para todo g ∈ G,

é um endomorfismo de G. Não é dif́ıcil ver que End(G) com a operação de adição definida

acima e a operação de composição de funções é um anel. Considere o subconjunto K de

End(G) dado por K = {θ ∈ End(G); |A : CA(θ)| < ∞}, onde CA(θ) = {α ∈ A;αθ = θα}.

É fácil ver que K é um subanel de End(G) contendo Ẑ(A). Seja θ ∈ K\{0}, assim CA(θ) é

um subgrupo de ı́ndice finito em A e Nuc(θ), Im(θ) são subgrupos CA(θ)-invariantes de G.

Do Corolário 2.12 segue que Nuc(θ) = 1 e Im(θ) = G, ou seja, θ ∈ Aut(G). Logo K é um

anel com divisão. Além disso, K× é FPF , pois se θ ∈ K×\{IdG}, então θ − IdG ∈ K× e,

assim, θ − IdG possui núcleo trivial.

Para concluir que K é um corpo falta apenas mostrar que o grupo K× é abeliano. De

fato, sejam θ ∈ K× e g ∈ G\{1}. Se H = gCK(θ) = {gη; η ∈ CK(θ)}, então H 6 G, pois

CK(θ) é um grupo aditivo. Além disso, H é CK×(θ)-invariante, assim é CẐ(A)(θ)-invariante.

Pelo Corolário 2.12, H = G. Tome agora ε ∈ K×, assim existe h ∈ G tal que hε = g. Como

H = G, existe η ∈ CK×(θ) tal que gη = h e, assim, gηε = g. Como ηε ∈ K× e K× é FPF

segue que ηε = IdG e ε ∈ CK×(θ). Portanto, CK×(θ) = K× e uma vez que θ é arbitrário, o

grupo K× é abeliano.

Agora G ' K+, pois, fixado g ∈ G\{1}, vem que ϕ : K+ → G dada por θ 7→ gθ, para todo

θ ∈ K+, é um isomorfismo. De fato, pelo parágrafo anterior, claramente ϕ é homomorfismo

sobrejetor e se θ1, θ2 ∈ K+ são tais que gθ1 = gθ2 segue que θ1− θ2 = 0, isto é, θ1 = θ2. Fica,

assim, demonstrado o item (i).

Como |A : B| <∞ e B 6 Ẑ(A), segue que o grupo Ẑ(A) possui ı́ndice finito em A e uma

vez que A é FPF , pela Proposição 2.10, o grupo G é uma união de s = (n−1)|A : Ẑ(A)|+ 1

Ẑ(A)-órbitas. Logo, existem h2, ..., hs ∈ G\{1} tais que G\{1} =
⊎s
i=2 h

Ẑ(A)
i . Se θ ∈ K×,

existe um único i ∈ {2, ..., s} e um único α ∈ Ẑ(A) tais que gθ = hαi . Pelo isomorfismo ϕ,

existe um único θi ∈ K× tal que h
θ−1
i
i = g, logo θ = αθi . Portanto, K× =

⊎s
i=2 Ẑ(A)θi. Isto

prova o item (ii).
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Uma vez que Ẑ(A) 6 K× e |A : Ẑ(A)| < ∞ segue que CA(K×) = Ẑ(A). De fato,

claramente Ẑ(A) 6 CA(K×). Por outro lado, tem-se CA(K×) 6 CA(Ẑ(A)). Suponha, por

absurdo, que exista α ∈ A\Ẑ(A) tal que αθ = θα para todo θ ∈ Ẑ(A). Seja {β1, ..., β|A:Ẑ(A)|}

um transversal à direita de Ẑ(A) em A. Logo, se β ∈ A, existem i ∈ {1, ..., |A : Ẑ(A)|} e

ω ∈ Ẑ(A) tais que β = ωβi e, assim, β−1αβ = (ωβi)
−1α(ωβi) = β−1

i αβi, ou seja, |{αβ; β ∈

A}| 6 |A : Ẑ(A)|, uma contradição, pois α /∈ Ẑ(A). Resulta que CA(Ẑ(A)) = Ẑ(A) e,

consequentemente, CA(K) 6 Ẑ(A). Defina agora φ : A → Aut(K) por α 7→ φα, para todo

α ∈ A, com φα : K → K dado por β 7→ α−1βα, para todo β ∈ K. Claramente φ é um

homomorfismo, cujo núcleo é Ẑ(A). Portanto, se A = Im(φ), segue pelo Primeiro Teorema

do Isomorfismo que A/Ẑ(A) ' A, demonstrando assim (iii).

Em particular, se, além das hipóteses do Teorema 2.14, A é FC-grupo, tem-se o seguinte:

Corolário 2.15. ([13]) Suponha que G é infinito e que A é FPF . Se A é FC-grupo, então

existe um corpo K tal que:

(i) G ' K+;

(ii) A é isomorfo a um subgrupo com ı́ndice finito n− 1 no grupo multiplicativo K×;

(iii) Identificando G com K+, a ação de A sobre G é a multiplicação em K.

Demonstração. Seguindo as notações do teorema anterior, os itens (i) e (ii) seguem direto.

Agora, seja h ∈ G\{1}. Identificando G com K+ pelo isomorfismo ϕ : K+ → G, dado por

θ 7→ hθ, para cada g ∈ G, existe θ ∈ K+ tal que g = hθ. Logo, se α ∈ A, então α leva g

em gα = hθα. Dáı, α pode ser dado por α : hθ 7→ hθα. Seja ψ : A → Aut(K+), definido por

β 7→ ψβ, onde ψβ : K+ → K+ é tal que (θ)ψβ = θβ, para todo θ ∈ K+. É claro que ψ é um

homomorfismo injetor. Portanto, A se identifica com o subgrupo Im(ψ) = {ψβ; β ∈ A} de

Aut(K+). Como esperado.

Será usado o śımbolo LA(G) para representar o conjunto de todos os subgrupos A-

invariantes de G. Pela Proposição 2.10 esse conjunto é finito. Se H é um subgrupo A-

invariante de G, define-se os subconjuntos IAG(H), SAG(H) de LA(G), respectivamente, por:

IAG(H) = {K ∈ LA(G);K 6 H, |H : K| <∞}
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e

SAG(H) = {K ∈ LA(G);H 6 K, |K : H| <∞}.

Definição 2.16. Seja H um subgrupo A-invariante de G. O mı́nimo e o máximo de H em

relação a A e G são dados, respectivamente, por

minAG(H) =
⋂

K∈IAG(H)

K

e

maxAG(H) = 〈K; K ∈ SAG(H)〉.

Claramente a interseção e o subgrupo gerado por subgrupos A-invariantes são também

A-invariantes. Logo minAG(H) e maxAG(H) são A-invariantes. Como LA(G) é finito, os

conjuntos IAG(H) e SAG(H) são também finitos, para todo H ∈ LA(G). Assim, fica claro que

|H : minAG(H)| <∞. O próximo resultado mostra que isso também ocorre para maxAG(H).

Proposição 2.17. ([6]) Para todo H ∈ LA(G) tem-se que minAG(H) é um subgrupo normal

de maxAG(H), com ı́ndice finito.

Demonstração. Uma vez que |H : minAG(H)| < ∞, pela Proposição 1.2, segue que o “core”

(minAG(H))H de minAG(H) em H possui ı́ndice finito em H. E como esse “core” é também A-

invariante, tem-se que (minAG(H))H = minAG(H) e, então, minAG(H) é normal em H. Agora,

dados H1 e H2 em LA(G), tais que H1 6 H2 e |H2 : H1| < ∞, claramente, deve-se ter

minAG(H1) = minAG(H2); em particular, para cada K ∈ SAG(H) deve-se ter minAG(K) =

minAG(H) e, assim, minAG(H) é normal em cada K ∈ SAG(H), logo normal em maxAG(H).

Suponha que SAG(H) = {K1, ..., Ks}, com s um número inteiro positivo. Para cada

i ∈ {1, ..., s} tem-se que Ki/min
A
G(H) é uma seção A-invariante finita de G e, assim, pela Pro-

posição 2.5, Ai = CA(Ki/min
A
G(H)) é um subgrupo de A de ı́ndice finito. Logo, o subgrupo

B =
⋂s
i=1Ai também possui ı́ndice finito em A. Como G é uma união de um número finito de

A-órbitas segue, pela Proposição 2.10, que G é uma união de um número finito de B-órbitas.

Mas, B centraliza cada seção Ki/min
A
G(H) e, assim, centraliza maxAG(H)/minAG(H). Sendo

maxAG(H)/minAG(H) uma união de um número finito de B-órbitas segue que é finito.

Segue da proposição anterior que |maxAG(H) : H| <∞, para todo H ∈ LA(G).
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Proposição 2.18. Sejam H,K ∈ LA(G) tais que H 6 K. Então, maxAG(H) = maxAG(K)

se, e somente se, |K : H| <∞.

Demonstração. Suponha que |K : H| < ∞. É claro que SAG(K) ⊆ SAG(H) e, assim,

maxAG(K) 6 maxAG(H). Para mostrar a implicação contrária, seja L ∈ SAG(H) e consi-

dere o subgrupo M = 〈K ∪ L〉. É claro que M é A-invariante e H 6 M 6 maxAG(H),

pois K,L ∈ SAG(H). Como |maxAG(H) : H| < ∞, segue que |M : H| < ∞ e, consequen-

temente, |M : K| < ∞. Logo L 6 M 6 maxAG(K), para todo L ∈ SAG(H) e, portanto,

maxAG(H) = maxAG(K).

Reciprocamente, suponha, por absurdo, que |K : H| é infinito. Então, |maxAG(K) : H| é

infinito e, como |maxAG(H) : H| é finito, segue que maxAG(H) 6= maxAG(K), absurdo

Uma consequência imediata desta proposição é a

Proposição 2.19. Se H,K ∈ LA(G) e os ı́ndices |H : H ∩ K| e |K : H ∩ K| são finitos,

então maxAG(H) = maxAG(K).

Um outro fato interessante que segue da Proposição 2.17 é que se B é um subgrupo de

ı́ndice finito em A, então os subconjuntos definidos na Definição 2.16 em relação a B são

iguais aos respectivos, em relação a A, como mostra a

Proposição 2.20. ([6]) Se B é um subgrupo de ı́ndice finito em A, então para cada H ∈

LA(G) tem-se que minBG(H) = minAG(H) e maxBG(H) = maxAG(H).

Demonstração. Não há perda de generalidade em supor que B é um subgrupo normal de

A, pois, se acontecer o contrário, basta tomar BA, o “core” de B em A, que possui ı́ndice

finito em A, já que B possui ı́ndice finito em A. Sejam M = minAG(H) e M1 = minBG(H).

Claramente M1 6M . Sejam α1, ..., αn ∈ A, com n = |A : B|, tais que A =
⊎n
i=1 Bαi. Assim

o conjunto {Mα
1 ;α ∈ A} é finito e igual a {Mαi

1 ; i = 1, ..., n}. Uma vez que H é A-invariante

e |H : M1| < ∞ tem-se que |H : Mαi
1 | < ∞, para todo i = 1, ..., n. Logo, M2 =

⋂n
i=1 M

αi
1

é um subgrupo A-invariante que possui ı́ndice finito em H. Assim, pela Proposição 2.17,

M = minAG(H) = minAG(M) = minAG(M2) C M2 e, como M2 6 M1, segue que M 6 M1.

Portanto, minBG(H) = minAG(H).
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Agora, considere M como acima, K = maxAG(H) e K1 = maxBG(H). Claramente K 6 K1.

Pela Proposição 2.17 os ı́ndices |K : M | e |K1 : M | são finitos e M C K1. Considere N o

normalizador de M em G, ou seja, N = NG(M) e N = N/M . Com isso, K1 = K1/M é um

subgrupo finito de N . Assim, para cada i = 1, ..., n, o subgrupo Kαi
1 = Kαi

1 /M também é

finito em N . Para cada i = 1, ..., n, seja Bi = CB(Kαi
1 ), que possui ı́ndice finito em B, em

virtude da Proposição 2.5. Com isso, B =
⋂n
i=1Bi possui ı́ndice finito em B. Uma vez que B

centraliza Kαi
1 para cada i = 1, ..., n, B centraliza K2 = 〈Kαi

1 ; i = 1, ..., n〉. Como B possui

ı́ndice finito em B, então K2 é uma união de um número finito de B-órbitas, dáı, K2 é finito.

Se K2 é tal que K2 = K2/M , então |K2 : M | < ∞ e, como M 6 H 6 K1 6 K2 e K2 é

A-invariante, K2 ∈ SAG(H). Assim, K1 6 K2 6 K. Portanto, maxBG(H) = maxAG(H).

Um reticulado é um par (L,R), em que L é um conjunto parcialmente ordenado por uma

relação de ordem parcial R, tal que para todos os subconjuntos {l, k} de L existem em L o

supremo (sup{l, k}) e o ı́nfimo (inf{l, k}) de {l, k}. Por vezes, denota-se a estrutura (L,R)

por (L,∧,∨), onde l ∧ k = inf{l, k} e l ∨ k = sup{l, k}. Dois reticulados (L1,∧L1 ,∨L1) e

(L2,∧L2 ,∨L2) são isomorfos se existe uma bijeção ϕ : L1 → L2 tal que se a, b ∈ L1, então

(a ∧L1 b)ϕ = (a)ϕ ∧L2 (b)ϕ e (a ∨L1 b)ϕ = (a)ϕ ∨L2 (b)ϕ.

Assim, é um reticulado a estrutura (L̄A(G), ∧̄, ∨̄), em que L̄A(G) = {maxAG(H);H ∈ LA(G)}

e se H1, H2 ∈ L̄A(G), então H1∧̄H2 = maxAG(H1 ∩H2) e H1∨̄H2 = maxAG(〈H1, H2〉). Como

também é um reticulado a estrutura (LA(G),∧,∨), em que LA(G) = {minAG(H);H ∈ LA(G)}

e se H1, H2 ∈ LA(G), então H1∧H2 = minAG(H1 ∩ H2) e H1∨H2 = minAG(〈H1, H2〉). Segue

diretamente da Proposição 2.17 que os reticulados (L̄A(G), ∧̄, ∨̄) e (LA(G),∧,∨) são isomor-

fos.

Exemplo 2.21. Seja S3 o grupo das permutações do conjunto {1, 2, 3}. Seja G o produto

direto dos grupos Q+ e S3. Defina para cada t em Q>0 o automorfismo αt : G → G, pondo

(q, s)αt = (qt, s). Seja A = {αt; t ∈ Q>0}. Então, A 6 Aut(G) e A age por multiplicação

sobre Q+ e como a identidade sobre S3. Observe que

G =
⊎
s∈S3

(0, s)A ]
⊎
s∈S3

(1, s)A ]
⊎
s∈S3

(−1, s)A,
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ou seja, G é uma união de 18 A-órbitas. Como os A-invariantes de G são da forma Q × S,

onde Q = {0} ou Q = Q+ e S é um subgrupo arbitrário de S3, então

L̄A(G) = {{0} × S3, G} e LA(G) = {{1G},Q× 1S3}.

Definição 2.22. Seja m o comprimento máximo de uma cadeia em (L̄A(G), ∧̄, ∨̄) (ou equiva-

lentemente em (LA(G),∧,∨)). O comprimento de G com respeito a A, denotado por `A(G),

é definido por `A(G) = m− 1.

Esse comprimento revela um critério para determinar se o grupo G é finito ou infinito.

Proposição 2.23. ([6]) `A(G) = 0 se, e somente se, G é finito.

Demonstração. Suponha inicialmente que `A(G) = 0. Assim, o comprimento máximo de

uma cadeia em (L̄A(G), ∧̄, ∨̄) é 1. Desta forma, {maxAG(H)} é uma cadeia máxima para

todo H A-invariante. Assim, se H 6 G, então maxAG(H) = G e, dáı, {G} é uma cadeia de

comprimento máximo em (L̄A(G), ∧̄, ∨̄). Logo, maxAG(H) = G para todo subgrupo H de G

A-invariante. Em particular maxAG({1}) = G, ou seja, G é finito pela Proposição 2.17. A

rećıproca é imediata.

Lema 2.24. Seja K um subgrupo A-invariante de ı́ndice finito em um grupo infinito G. Se

G1, G2 ∈ L̄A(G) e G1 < G2, então maxAK(K ∩G1) < maxAK(K ∩G2).

Demonstração. Primeiro observe que se H1, H2 ∈ LA(G) e maxAG(H1) < maxAG(H2), então

|maxAG(H1) : maxAG(H2)| é infinito. Logo, como G1 < G2, tem-se |G2 : G1| = ∞. Suponha,

por absurdo, que maxAK(K ∩ G1) = maxAK(K ∩ G2). Uma vez que |G1 : K ∩ G1|, |G2 :

K ∩G2| <∞, pela Proposição 2.18 tem-se que

maxAG(G1) = maxAG(K ∩G1) = maxAG(K ∩G2) = maxAG(G2),

ou seja, |G2 : G1| <∞, um absurdo.

Proposição 2.25. Se K é um subgrupo A-invariante de ı́ndice finito no grupo G, então

`A(K) = `A(G).



2.2 Grupos de Automorfismos com um Número Finito de Órbitas 35

Demonstração. Se G é finito isso é claro. Caso contrário, seja {G1, ..., G`A(G)+1} uma cadeia

de comprimento máximo em L̄A(G). Segue do lema anterior que

{maxAK(K ∩G1), ...,maxAK(K ∩G`A(G)+1)}

é uma cadeia de comprimento `A(G) + 1 em L̄A(K) e, assim, `A(K) > `A(G). Como clara-

mente `A(K) 6 `A(G). O resultado segue.



Caṕıtulo 3

Grupos de Automorfismos Abelianos

com um Número Finito de Órbitas

O objetivo principal deste caṕıtulo é demonstrar o seguinte resultado:

Teorema A. Sejam G um grupo infinito e A um subgrupo abeliano de Aut(G) tais que G é

uma união de um número finito de A-órbitas e A centraliza toda seção finita A-invariante

de G. Então

(a) G é abeliano-por-finito;

(b) Se G é livre de torção, então G é abeliano e diviśıvel;

(c) O grupo A possui expoente infinito.

Este resultado responde, de uma maneira parcial, a seguinte questão levantada, em 1998,

pelos matemáticos Peter M. Neumann e Peter J. Rowley, em [12]: “O que se pode dizer sobre

um grupo G que admite um grupo abeliano A de automorfismos de G tal que G é uma união

de um número finito de A-órbitas?”.

Na Seção 3.1, são estudados os grupos que admitem um grupo abeliano de automorfismos

que age por uma quantidade finita de órbitas. A Seção 3.2 é dedicada para a demonstração

do Teorema B, cujo enunciado é

Teorema B. Sejam G um grupo abeliano infinito e A um grupo abeliano de automorfismos

de G, tal que G é uma união de um número finito de A-órbitas e A centraliza toda seção

finita A-invariante de G. Então existem um inteiro positivo r, subgrupos B1, ..., Br de A e
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subgrupos A-invariantes G1, ..., Gr de G tais que B = B1 × ... × Br possui ı́ndice finito em

A, G = CG(A)×G1 × ...×Gr e

(a) Bi age trivialmente sobre Gj, para todo i 6= j, com i, j = 1, ..., r;

(b) Gi é um subgrupo Bi-monoĺıtico de G, para todo i = 1, ..., r.

Além disso, cada Gi ou é um p-grupo de expoente no máximo `(Gi), para algum primo p, ou

é um grupo livre de torção e diviśıvel.

Finalizando, a Seção 3.2 é dedicada exclusivamente para a demonstração do Teorema A.

Todos os resultados deste caṕıtulo são devidos a Enrico Jabara [6]; desta forma, não

haverá citações, ficando assim subentendido que tais fatos são devidos a este autor.

3.1 Grupos de Automorfismos Abelianos

Nesta seção são inclúıdos alguns resultados sobre grupos que admite um grupo abeliano

de automorfismos que age por uma quantidade finita de órbitas. Daqui até o final deste

caṕıtulo, G denotará um grupo que admite um grupo de automorfismos A, que age sobre G

por um número finito n de A-órbitas, e g1, ..., gn ∈ G são tais que G =
⊎n
i=1 g

A
i , com g1 = 1.

Definição 3.1. O par (G,A) satisfaz a condição (∗) se

(∗1) G é infinito;

(∗2) A é abeliano;

(∗3) A centraliza cada seção finita A-invariante de G.

Exemplo 3.2. Sejam G = Q×S3 e A = {αt; t ∈ Q>0} como no Exemplo 2.21. Observe que

o grupo G é infinito e não é abeliano, A é abeliano e A centraliza toda seção A-invariante

finita de G, pois cada uma destas é da forma (Q×H1)/(Q×H2), onde Q = {0} ou Q = Q+

e H1, H2 são subgrupos de S3 tais que H2 C H1. Portanto, o par (G,A) satisfaz a condição

(∗).

Proposição 3.3. Suponha que o par (G,A) satisfaz a condição (∗), H é um subgrupo de G

infinito e A-invariante, N um subgrupo normal de G A-invariante, com G/N infinito, B 6 A

de ı́ndice finito e C = CG(A). Então,
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(a) Os pares (H,A), (G/N,A) e (G,B) satisfazem a condição (∗);

(b) C é o “maior” subgrupo A-invariante finito de G. Em particular, todas as A-órbitas

dos elementos de G\C são infinitas.

Demonstração. O item (a) é imediato. Que C é finito segue do fato que G é uma união de um

número finito de A-órbitas. Agora sejam K um subgrupo finito A-invariante de G e k ∈ K.

Como A centraliza toda seção finita A-invariante de G, A centraliza a seção finita K/{1},

ou seja, kα{1} = k{1}, para todo α ∈ A, e, assim, kα = k, para todo α ∈ A. Portanto,

K 6 C.

Observe que se CG(A) = {1}, não se pode garantir que CG(α) = {1} para todo α ∈ A.

Porém, a proposição a seguir mostra que quando o par (G,A) satisfaz (∗) existe pelo menos

um α ∈ A tal que CG(α) = {1}.

Proposição 3.4. Se o par (G,A) satisfaz a condição (∗) e CG(A) = {1}, então existe um

automorfismo livre de pontos fixos α ∈ A.

Demonstração. Pela proposição anterior |gAi | = ∞ para cada i = 2, ..., n. Se Ai = CA(gi),

segue que |A : Ai| = ∞, para cada i = 2, ..., n, pois, caso contrário, tem-se |gAi | < ∞.

Pelo Teorema 1.4,
⋃n
i=2Ai ( A. Seja α ∈ A\

⋃n
i=2Ai e suponha que gα = g, para algum

g ∈ G\{1}. Existe i = 2, ..., n tal que g = gβi , para algum β ∈ A; desta forma, por um lado,

tem-se gβαi = gαβi e, por outro, gβαi = gβi , assim gαi = gi; absurdo, pois α /∈ Ai. Portanto, α é

FPF .

Agora, com as mesmas hipóteses da proposição anterior, é posśıvel mostrar que não existe

seção finita A-invariante não trivial em G, como mostra a

Proposição 3.5. Se o par (G,A) satisfaz a condição (∗) e CG(A) = {1}, então não existe

seção finita A-invariante não trivial em G.

Demonstração. Suponha que H/K seja uma seção finita A-invariante não trivial de G. Assim

A centraliza H/K. Mas, pela Proposição 3.4, existe α ∈ A livre de pontos fixos sobre H

e, assim, pelo Teorema 2.11, α é uniforme sobre H. Logo, α é uniforme sobre H/K e,
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consequentemente, α é livre de pontos fixos sobre H/K. Mas isto contradiz o fato que

CA(H/K) = A. Portanto não existe seção finita A-invariante não trivial em G.

Recordando, a A-órbita gA é dita regular se gα 6= g para todo α ∈ A.

Proposição 3.6. Se o par (G,A) satisfaz a condição (∗) e [G,A] = G, então

(i) G não contém subgrupo A-invariante próprio com ı́ndice finito;

(ii) G contém pelo menos uma A-órbita regular.

Demonstração. Seja H um subgrupo A-invariante de G com ı́ndice finito. Pela Proposição

2.17, minAG(G) é um subgrupo normal de maxAG(G) = G com ı́ndice finito. Logo, como o par

(G,A) satisfaz a condição (∗), o grupo A centraliza a seçãoG/minAG(G). Mas, pela Proposição

2.6, [G,A] é o “menor” subgrupo de ı́ndice finito A-invariante de G, tal que A centraliza a

seção G/[G,A]. Logo, G > H > minAG(G) > [G,A] = G, provando o item (i). Agora, se

α ∈ A\{IdG}, pelo item (i), CG(α) possui ı́ndice infinito em G, pois CG(α) é A-invariante

e próprio. Como LA(G) é finito, existe apenas um número finito de conjuntos CG(α)’s, com

α percorrendo A\{IdG}. Logo, pelo Teorema 1.4, existe g ∈ G\
⋃
α∈A\{IdG}CG(α). Assim

CA(g) = {1}, ou seja, gA é regular.

Considere G um grupo e A um grupo de autormorfismos de G. Com a notação E(A) é

designado o conjunto E(A) = {ε = Σs
i=1ξiαi; s ∈ N, ξi = ±1, αi ∈ A}. Se G é abeliano, então

E(A) é um subanel do anel End(G) e se, além disso, A é abeliano, esse subanel é abeliano.

É claro que Tα pertence a E(A), para todo α ∈ A.

Proposição 3.7. Sejam G um grupo, A um grupo abeliano de automorfismos de G, α, β ∈ A

e ε ∈ E(G). Dado g ∈ G, então

(i) g−1gα ∈ CG(β) se, e somente se, gβg−1 ∈ CG(α);

(ii) Se G é abeliano e g−βgε ∈ CG(α), então [g, α]β = [g, α]ε.

Demonstração. Para provar o item (i) suponha que g−1gα ∈ CG(β), isso é, (g−1gα)β = g−1gα,

que equivale a igualdade gβg−1 = (gαβg−α) e, como A é abeliano, por sua vez, essa última
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igualdade equivale a gβg−1 ∈ CG(α).

Agora suponha que g−βgε ∈ CG(α). Então, (g−βgε)α = g−βgε, logo gβg−βα = gεg−εα.

Como G e A são abelianos, segue que g−βgαβ = g−εgαε, ou seja, [g, α]β = [g, α]ε. E (ii) está

demonstrado.

Voltando às hipóteses do ińıcio deste caṕıtulo, obtém-se agora uma condição suficiente

para que CG(A) = {1}.

Teorema 3.8. Se o par (G,A) satisfaz a condição (∗), G é abeliano e [G,A] = G, então

CG(A) = {1}.

Demonstração. Pela Proposição 3.6, o grupo G não possui subgrupo A-invariante próprio de

ı́ndice finito. A demonstração será feita por indução sobre o comprimento de G com respeito a

A, ou seja, sobre o número `A(G). Se `A(G) = 1, então todo subgrupo A-invariante próprio de

G é finito. De fato, se H é um subgrupo próprio de G A-invariante, segue que maxAG(H) < G

(pois se maxAG(H) = G, então, pela Proposição 2.17, |G : H| < ∞ , absurdo). Assim, se K

é um subgrupo de H A-invariante, deve-se ter maxAH(K) = H, pois, caso maxAH(K) < H,

a cadeia {maxAG(K),maxAG(H), G} seria uma cadeia de comprimento 3 em LA(G), absurdo.

Portanto, `A(H) = 0 e, então, H é finito. Dáı, pela Proposição 3.3, CG(A) contém todo

subgrupo próprio A-invariante de G. Por hipótese, G = [G,A], logo existem x ∈ G e

β ∈ A tais que g = x−1xβ ∈ G\CG(A). Assim, 〈gA〉 = G, pois caso contrário, 〈gA〉 seria

um subgrupo próprio A-invariante de G e, então, 〈gA〉 6 CG(A), absurdo. Suponha agora,

novamente por absurdo, que CG(A) 6= {1}. Assim, existem inteiro positivo s e γ1, ..., γs ∈ A

tais que 1 6= gγ1 ...gγs ∈ CG(A). Defina ε =
∑s

i=1 γi ∈ E(A) e assim gε ∈ CG(A), isto é,

gε = (x−1xβ)ε ∈ CG(α) para todo α ∈ A. Pela Proposição 3.7, (x−1xα)β = (x−1xα)ε, para

cada α ∈ A. Em particular, se α = β tem-se gβ = gε ∈ CG(A), logo g ∈ CG(A), absurdo.

Portanto, CG(A) = {1}.

Se `A(G) > 1, escolha um subgrupo A-invariante K de G tal que `A(K) = `A(G) − 1.

Fazendo H = [K,A], pela Proposição 2.6 e condição (∗), tem-se [K,A] = [[K,A], A] , ou

seja, [H,A] = H e pela Proposição 2.6, |K : H| <∞. Assim, pela Proposição 2.25, `A(H) =

`A(K). Logo, por hipótese de indução, CH(A) = {1}. Como `A(H) = `A(G) − 1, segue que

`A(G/H) = 1 e [G/H,A] = G/H, donde CG/H(A) = {1}. Portanto, CG(A) = {1}.
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Pela mesma argumentação feita na demonstração do teorema anterior, obtém-se que se

o par (G,A) satisfaz a condição (∗), então [G,A] = [[G,A], A] e, assim, se G é abeliano,

pelo Teorema 3.8, [G,A] ∩ CG(A) = {1}. Logo, 〈[G,A], CG(A)〉 é um produto direto entre o

subgrupo [G,A] e o subgrupo finito CG(A). Em verdade, G é esse produto.

Teorema 3.9. Suponha que o par (G,A) satisfaz a condição (∗) e que G é abeliano. Então

G = [G,A]× CG(A).

Demonstração. Se G = [G,A] nada há para fazer. Caso contrário, seja g ∈ G \ [G,A]. Pelo

Teorema 3.8, C[G,A](A) = {1} e, assim, pela Proposição 3.4, existe α em A livre de pontos fixos

sobre [G,A]. Como A é abeliano, tem-se que α é uniforme, em virtude do Teorema 2.11. Uma

vez que g−1gα ∈ [G,A], existe x ∈ [G,A] tal que x−1xα = g−1gα, pois α é uniforme em [G,A],

dáı, gx−1 ∈ CG(α). Então, g = gx−1x = xgx−1 ∈ [G,A]CG(α). Porém, |G : [G,A]| < ∞

e [G,A] ∩ CG(α) = {1} e, dáı, CG(α) é finito. Pela condição (∗) e por CG(A) 6 CG(α)

segue que CG(α) = CG(A). Portanto, G = [G,A]CG(A) e [G,A] ∩ CG(A) = {1}, logo

G = [G,A]× CG(A), por ser G abeliano.

Observe que a hipótese do grupo G ser uma união de um número finito de A-órbitas é

fundamental, como mostra o seguinte exemplo: Se Q = Q× e B = 〈ı〉, onde ı é o automorfismo

que induz a inversão em H, então Q 6= [Q,B] × CQ(B), pois [Q,B] = 〈q2; q ∈ Q×〉 e

CQ(B) = {1,−1}. Veja que o grupo Q não é uma união de um número finito de B-órbitas.

Os dois próximos resultados são, em certo sentido, técnicos e serão usados na demons-

tração do Teorema A.

Proposição 3.10. Suponha que o par (G,A) satisfaz a condição (∗) e que G é abeliano e

possui um único subgrupo próprio A-invariante não trivial N . Então, se B = CA(N), tem-se

que B = CA(G/N). Em particular, [G,B] = N .

Demonstração. Primeiramente, veja que B 6= {IdG}, pois caso contrário, para cada α ∈

A\{IdG} o subgrupo CG(α) seria igual a {1} (Isso vem de CG(α) pertencer a LA(G) e ser

diferente de N e de G). Dáı, A seria FPF e, como é abeliano, seria FC-grupo. Assim,

tem-se um absurdo, em virtude do Corolário 2.12. Portanto, B 6= {IdG}.
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Seja agora β ∈ B\{IdG}. Tem-se que Nuc(Tβ) = N , pois N 6 Nuc(Tβ) < G e, então,

o subgrupo não trivial e A-invariante Im(Tβ) é diferente de G. Logo Im(Tβ) = N , ou seja,

[G, β] = N e, como β é qualquer em B\{IdG}, tem-se [G,B] = N . Então, B 6 CA(G/N).

Por outro lado, considere α ∈ CA(G/N)\{IdG}. Assim [G,α] 6 N e, dáı, Im(Tα) 6 N , ou

seja, α não é uniforme e, consequentemente, α não é FPF . Desta forma, N 6 CG(α) e,

então, α ∈ B e CA(G/N) 6 B. Portanto B = CA(G/N).

Proposição 3.11. Suponha que o par (G,A) satisfaz a condição (∗), G é abeliano e que

existam subgrupos A-invariantes G1 e G2 de G tais que G = G1 ×G2 e `A(G1), `A(G2) > 0.

Então, se A1 = CA(G2) e A2 = CA(G1), tem-se A1 ∩ A2 = {IdG} e |A : A1 × A2| <∞.

Demonstração. Se α ∈ A1 ∩ A2, então α|G1 = IdG1 e α|G2 = IdG2 , assim α = IdG. Logo,

A1 ∩ A2 = {IdG} e, sendo A abeliano, tem-se 〈A1, A2〉 = A1 × A2.

Por hipótese, `A(G1) > 0, assim G1 é infinito. Pela Proposição 3.3, o par (G1, A/A2)

satisfaz (∗) e, dáı, pelo Teorema 3.9, tem-se G1 = [G1, A/A2]×CG1(A/A2). Logo, o subgrupo

[G1, A/A2] é infinito e, como é A/A2-invariante, o par ([G1, A/A2], A/A2) satisfaz a condição

(∗). Além disso, [[G1, A/A2], A/A2] = [G1, A/A2]. Assim, pela Proposição 3.6, existe uma

A/A2-órbita gA/A2 regular em [G1, A/A2]. Analogamente, prova-se que existe uma A/A2-

órbita hA/A1 regular sobre [G2, A/A2].

Sejam I e J conjuntos de ı́ndices tais que gA/A2 =
⊎
i∈I(g

αi)Ā1 e hA/A1 =
⊎
j∈J(hβj)Ā2 ,

em que Ā1 = {A2α; α ∈ A1} e Ā2 = {A1α; α ∈ A2}. Considere agora os conjuntos [[g]] =

{(gαi)Ā1 ; i ∈ I} e [[h]] = {(hβj)Ā2 ; j ∈ J} e as ações

ρ : [[g]]× A/(A1 × A2)→ [[g]]

(gαiĀ1 , ᾱ) 7→ gαki Ā1

e

ϕ : [[h]]× A/(A1 × A2)→ [[h]]

(hβiĀ2 , β̄) 7→ hβlj Ā2

em que ki ∈ I e lj ∈ J são tais que gαiαĀ1 = gαki Ā1 e gβjβĀ2 = gβlj Ā2 . Não é dif́ıcil verificar

que essas ações estão bem definidas.
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A ação ρ é regular, no sentido que para cada par i1, i2 ∈ I existe único ᾱ tal que (gαi1 )A1ᾱ =

(gαi2 )A1 . De fato, se i1, i2 ∈ I, tomando ᾱ = ᾱi1ᾱ
−1
i2

tem-se ((gαi1 )Ā1)ᾱ = (gαi2 )Ā1 . Além

disso, se existem ᾱ, β̄ ∈ A/(A1 × A2) tais que ((gαi1 )Ā1)ᾱ = ((gαi1 )Ā1)β̄, então, como A é

abeliano, existe a ∈ A1 tal que gaαβ
−1

= g e, como gA/A2 é regular, tem-se aαβ−1 ∈ A2,

logo ᾱ = β̄. Analogamente, no mesmo sentido, a ação ϕ é regular. Fixado um x ∈ [[g]] e

dado y ∈ [[g]], então x é levado pela ação ρ em y por um único ᾱ ∈ A/(A1 × A2), com isso,

|A/(A1 × A2)| = |I| = |J |.

Fixe agora i1 ∈ I e j1 ∈ J e sejam i2 ∈ I e j2 ∈ J tais que (gαi1hβj1)α = gαi2hβj2 , para

algum α ∈ A, desta forma, gαi1αg−αi2 = hβj2h(−βj1α) ∈ G1 ∩ G2 = {1} e, assim, αi1αα
−1
i2

fixa g, logo esse automorfismo pertence a A2, pois gA/A2 é A/A2-regular. Analogamente

βj1αβ
−1
j2

pertence a A1. Dáı, βj1αβ
−1
j2

(αi1αα
−1
i2

)−1 = βj1β
−1
j2
αi1α

−1
i2
∈ A1 × A2, ou seja,

α−1
i2
βj2 ∈ α−1

i1
βj1A1 × A2. Logo, se gαi1hβj1 e gαi2hβj2 pertencem a mesma A-órbita, então

α−1
i2
βj2 ∈ α−1

i1
βj1(A1×A2), mas há |I| classes da forma γ(A1×A2), com γ ∈ A. Disto e do fato

que o número de A-órbitas é n, segue que |I| 6 n. Portanto, |A/(A1 × A2)| = n <∞.

Observação 3.12. Salvo menção contrária, serão usadas as seguintes convenções:

• Quando o par (G,A) satisfizer a condição (∗), o śımbolo C será usado para denotar

o conjunto CG(A), o qual será finito, pela Proposição 3.3. Logo existirão um inteiro

positivo k e y1, ..., yk ∈ G tais que C é dado por C = {y1, ..., yk}, com y1 = 1;

• Os śımbolos N1, ..., Ns denotarão todos os subgrupos A-invariantes minimais de G com

respeito a `A(Ni) = 1, para todo i ∈ I = {1, ..., s};

• Para cada i ∈ I, o śımbolo Ai denotará o conjunto {α ∈ A; existe y ∈ C tal que xα = xy

para todo x ∈ Ni} e o śımbolo U(A) o conjunto A \ ∪i∈IAi.

É fácil ver que U(A) não é um subgrupo de A, pois, IdG /∈ U(A). Pode-se estender o

conceito de órbita para um subconjunto qualquer de Aut(G) da seguinte forma: se X ⊆

Aut(G) e g ∈ G, define-se a X-órbita de g ∈ G por gX = {gγ; γ ∈ X}. Assim, para cada

g ∈ G, a U(A)-órbita de g é o conjunto gU(A) = {gα;α ∈ U(A)}.

Proposição 3.13. Suponha que o par (G,A) satisfaz a condição (∗). Então, existem α1, ..., αt ∈
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A tais que A =
⋃t
i=1 U(A)αi. Em particular, G é uma união de um número finito de U(A)-

órbitas. Além disso, para todo α ∈ U(A) tem-se que CG(α) = C.

Demonstração. Dado i ∈ I se Bi = CA(Ni), então Bi 6 Ai, pois, para todo α ∈ Bi e todo

x ∈ Ni, tem-se xα = x = xy1 . Agora, suponha que |A : Bi| < ∞, assim, (G,Bi) satisfaz a

condição (∗), dáı |CG(Bi)| < ∞, contradizendo o fato de |Ni| = ∞ e Ni 6 CG(Bi). Logo,

|A : Bi| = ∞. Para α, β ∈ Ai e i ∈ I, defina α v β se, e somente se, existe y ∈ C tal que

xα = xy = xβ, para todo x ∈ Ni. É fácil ver que essa relação é de equivalência sobre Ai e

possui no máximo |C| classes. Se [α] denota a classe de α, é fácil ver que R = {[α];α ∈ Ai}

é um grupo munido da operação [α][β] = [αβ], a qual está bem definida, pois C = CG(A),

com [IdG] o elemento neutro e [α−1] o inverso de [α] nessa operação. Logo, dado β ∈ [α]

tem-se βα−1 = γ ∈ Bi, ou seja, β = γα. Dáı, |Ai : Bi| < ∞. Como |A : Bi| = ∞,

segue que |A : Ai| = ∞ e, assim, pelo Teorme 1.4, tem-se
⋃
i∈I Ai ( A, ou seja, U(A) =

A\
⋃
i∈I Ai 6= ∅. Pela Proposição 1.5, existem α1, ..., αt ∈ A tais que A =

⋃
i∈I U(A)αi.

Com isso, G =
⋃n
j=1 g

A
j =

⋃n
j=1

⋃t
i=1(gαij )U(A), provando, assim, a primeira asserção. Agora,

considere α ∈ U(A) e H = CG(α). Suponha, por absurdo, que H 6= C. Então `A(H) > 1.

Logo, existe i ∈ I tal que Ni 6 H, dáı α ∈ Bi 6 Ai ⊆ A \ U(A), absurdo. Portanto, o

resultado segue.

Observe que, apesar de U(A) não ser grupo, se α ∈ U(A), então α−1 ∈ U(A). Também,

pode acontecer de g ∈ G não pertencer à sua U(A)-órbita; para isso basta que a A-órbita de

g seja regular.

Proposição 3.14. Sejam g ∈ G e α ∈ U(A). Então:

(i) Se gα = gy para algum y ∈ C, então g ∈ C. Em particular [g, y] = 1;

(ii) Se g−1gα ∈ C, então g ∈ C;

(iii) Se existem y, z ∈ C tais que gα = y−1gz, então g ∈ C.

Demonstração. Para provar o item (i) suponha, por absurdo, que g /∈ C. Considere o

conjunto X = {x ∈ G; xα = xy}. É claro que X é um subgrupo A-invariante de G contendo
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g. Assim, `A(X) > 1 e existe i ∈ I com Ni 6 X, ou seja, α ∈ Ai, absurdo. Isto prova o item

(i).

Já para demonstrar o item (ii), seja, por hipótese, y ∈ C tal que g−1gα = y, ou seja,

gα = gy. Para β ∈ A, tem-se que

(g−1gβ)α = g−αgβα = g−αgαβ = y−1(g−1gβ)y.

Pelo item anterior, g−1gβ ∈ C para todo β ∈ A e, com isso, a A-órbita gA é finita. Sejam

α, β ∈ A e defina α v β se, e somente se, gα = gβ. A relação v sobre A é evidentemente

de equivalência, com no máximo |gA| classes de equivalência. Logo, se β ∈ [α], onde [α] é a

classe à qual α pertence, então α−1β ∈ CA(g), ou seja, existe η ∈ CA(g) tal que β = αη, dáı

|A : CA(g)| < ∞. Colocando B = CA(g), tem-se g ∈ CG(B). Mas, |A : B| < ∞ e, então,

pela Proposição 3.3, o par (G,B) satisfaz a condição (∗). Assim, o subgrupo CG(B) de G

é A-invariante finito, em virtude da Proposição 3.3. Portanto, CG(B) = C e, assim, g ∈ C,

isto demonstra o item (ii).

No item (iii) tem-se (g−1gα)α = (gα)−1(gα)α = z−1g−1gαz. Assim, pelo item (i) segue

que g−1gα ∈ C e, dáı, pelo item (ii), tem-se g ∈ C. O resultado está demonstrado.

Existe uma relação entre FC-grupos e BFC-grupos quando o par (G,A) satisfaz a

condição (∗), conforme estabelece o seguinte resultado.

Teorema 3.15. Suponha que o par (G,A) satisfaz a condição (∗). Se G é um FC-grupo,

então é BFC-grupo. Além disso, [G,A] é um grupo nilpotente de classe no máximo 2 e, se

C0 = [G,A] ∩ C, então C0 6 Z([G,A]) e C0 C G.

Demonstração. Sejam g ∈ G e m = max{|G : CG(gi)|; i = 1, ..., n}, que é finito, pois G

é FC-grupo. Existe i ∈ {1, ..., n} tal que g ∈ gAi , ou seja, existe α ∈ A tal que g = gαi .

Logo, CG(g) = (CG(gαi )) = (CG(gi))
α e, assim, |G : CG(g)| 6 |G : CG(gi)| 6 m. Portanto,

G é BFC-grupo. Pela Proposição 3.6 e condição (∗), [G,A] não possui subgrupo próprio

com ı́ndice finito. Se c ∈ C0, então C[G,A](c) é um subgrupo A-invariante com ı́ndice finito

em [G,A], pois [G,A] é FC-grupo, dáı C[G,A](c) = [G,A], ou seja, C0 6 Z([G,A]). Pelo

Teorema 1.40, o subgrupo G′ é finito, assim [G,A]′ também o é e, como [G,A]′ é A-invariante

e o par ([G,A], A) satisfaz (∗), segue que [G,A]′ 6 C[G,A](A) = C0 6 Z([G,A]). Assim,
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{1} C [G,A]′ C [G,A] é uma série central de [G,A], ou seja, [G,A] é nilpotente de classe no

máximo 2. Para finalizar, sejam g ∈ G e c ∈ C0 e suponha, por contradição, que cg /∈ C0.

Com isso, existe α ∈ A com (cg)α 6= cg, dáı, c 6= cgg
−α

, mas c ∈ Z([G,A]) e gg−α ∈ [G,A],

absurdo. Logo, C0 6 G e o resultado segue, como esperado.

Agora, já há resultados suficientes para mostrar que quando o par (G,A) satisfaz a

condição (∗), seu subgrupo [G,A] é BFC-grupo, é o que assegura o

Teorema 3.16. Se o par (G,A) satisfaz a condição (∗), então o subgrupo [G,A] de G é um

BFC-grupo.

Demonstração. Não há perda de generalidade em supor que G = [G,A], pois, [G,A] =

[[G,A], A] e, uma vez que |G : [G,A]| < ∞, o par ([G,A], A) também satisfaz (∗). A

demonstração será feita por indução sobre o número m + |LA(G)|, em que m é o menor

número inteiro tal que G =
⋃m
i=1 h

U(A)
i . Nada há para fazer se |LA(G)| = 1, pois nesse caso

G seria finito e, então, um BFC-grupo. Se |LA(G)| = 2, então LA(G) = {{1}, G}. Assim,

para cada α ∈ A \ {IdG}, tem-se que CG(α) = {1}; desta forma, A é FPF . Uma vez que A

é abeliano, é também FC-grupo. Logo, pelo Teorema 2.13, G é abeliano; dáı, é também um

BFC-grupo e fica provada a base da indução.

Agora suponha que m+ |LA(G)| > m+ 2. A indução ficará completa demonstrando seis

passos, cada um dado como uma afirmação que é em seguida demonstrada.

Afirmação 1: Se k = |C|, então existem um inteiro positivo r e h1, ..., hr ∈ G, com

h1 = 1, tais que m = kr, G =
⋃k
i=1

⋃r
j=1(yihj)

U(A) e se (i1, j1) 6= (i2, j2), então (yi1hj1)
U(A) 6=

(yi2hj2)
U(A).

De fato,é claro que {y1}, ..., {yk} são U(A)-órbitas distintas. Tome h2 ∈ G \ C, assim

h
U(A)
2 , (y2h2)U(A), ..., (ykhk)

U(A) são também distintas, pois, se existir α ∈ U(A) tal que

(yi1h2)α = yi2h2, então h2h
−α = y−1

i2
yαi1 = y−1

i2
yi1 e, como y−1

i2
yi1 ∈ C, pelo item (ii) da

Proposição 3.14, h2 ∈ C, absurdo. Dáı, h
U(A)
2 , (y2h2)U(A), ..., (ykh2)U(A) são U(A)-órbitas

distintas. Além disso,

ysh2 /∈ C ∪
s−1⋃
i=1

(yih2)U(A),
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para s = 2, ..., k. Se G =
⋃k
i=1

⋃2
j=1(yihj)

U(A), a segunda asserção está provada, caso

contrário, tome h3 ∈ G \
⋃k
i=1

⋃2
j=1(yihj)

U(A). Novamente, pela Proposição 3.14, as U(A)-

órbitas h
U(A)
3 , (y2h3)U(A), ..., (ykh3)U(A) são distintas, duas a duas. Também

ysh3 /∈ C ∪
k⋃
i=1

(yih2)U(A) ∪
s−1⋃
i=1

(yih3)U(A),

para s = 2, ..., k. Se G =
⋃k
i=1

⋃3
j=1(yihj)

U(A), a afirmação está provada, caso contrário,

repita o processo acima. Como G é uma união de um número finito de U(A)-órbitas, esse

processo termina após uma quantidade finita r de passos. Portanto, G =
⋃k
i=1

⋃r
j=1(yigj)

U(A).

Claramente m = kr, pois essas U(A)-órbitas são distintas, em verdade, disjuntas.

Afirmação 2: Dado α ∈ U(A), então G =
⋃k
i=1

⋃r
j=1(g−1

j yig
α
j )U(A).

Como m = kr é suficiente mostrar que se (i1, j1) 6= (i2, j2), então h−1
j1
yi1h

α
j1

e h−1
j2
yi2h

α
j2

pertencem a U(A)-órbitas distintas. Suponha, por contradição, que isso não ocorra, ou seja,

que existam (i1, j1) 6= (i2, j2) e β ∈ U(A) tais que h−1
j1
yi1h

α
j1

= (h−1
j2
yi2h

α
j2

)β. Tome h = hj1h
−β
j2

,

dáı, hαhαj1h
−αβ
j2

= y−1
i1
hyi2 . Da Proposição 3.14, segue que h ∈ C. Como hβj2 = h−1hj1 , pela

construção dos hj’s na Afirmação 1, tem-se hj1 = hj2 . Considere j = j1 = j2. A igualdade

h−1
j yi1h

α
j = (h−1

j yi2h
α
j )β é equivalente a y−1

i2
hβj h

−1
j yi1 = (hβj h

−1
j )α. Como α ∈ U(A), pela

Proposição 3.14, tem-se hβj h
−1
j = (h−βj )−1(h−βj )β

−1 ∈ C e como β−1 ∈ U(A), também pela

Proposição 3.14, h−βj ∈ C, logo hj ∈ C. Desta forma, só se pode ter hj = 1 e disto resulta

que yi1 = yβi2 = yi2 , logo i1 = i2, absurdo. O resultado segue.

Afirmação 3: Se h ∈ G e hG ∩ C = ∅, então h ∈ Ẑ(G).

É suficiente mostrar que conjugados distintos de h pertencem a U(A)-órbitas distintas,

pois como há uma quantidade finita de U(A)-órbitas em G, obtem-se |hG| < ∞ e, assim,

h ∈ Ẑ(G). Para tanto, suponha, por absurdo, que existam x ∈ G e α ∈ U(A) tais que

hα = hx. Pela Afirmação 2, existem ı́ndices i e j e β ∈ U(A) tais que x = (h−1
j yih

α
j )β. Assim,

hα = (h−1
j yih

α
j )−βh(h−1

j yih
α
j )β e isso resulta em (hβj hh

−β
j )α = (hβj hh

−β
j )yi . Mas α ∈ U(A),

logo pela Proposição 3.14, hh
−β
j ∈ C, o que contradiz a hipótese.

Afirmação 4: Existe h ∈ G tal que hG ∩ C = ∅. Em particular Ẑ(G) 6= {1}.

Com efeito, suponha, por absurdo, que para qualquer elemento h ∈ G tem-se hG∩C 6= ∅,

ou seja, h é um conjugado de algum y ∈ C, donde G =
⋃k
i=1 y

G
t . Pela Afirmação 1, tem-se
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que G =
⋃k
i=1

⋃r
j=1(yigj)

U(A) e, dáı,

G =
k⋃
t=1

y
⋃k
i=1

⋃r
j=1(yigj)

U(A)

t =
k⋃
t=1

k⋃
i=1

r⋃
j=1

y
(yigj)

U(A)

t =
k⋃
t=1

k⋃
i=1

r⋃
j=1

(yyit )gjU(A).

Como yyit ∈ C percorre todo C a medida que i e t percorrem {1, ..., k}, com y1 = 1, tem-se

que

G =
k⋃
i=1

r⋃
j=1

y
gjU(A)
t = {1} ∪

k⋃
i=2

r⋃
j=1

y
gjU(A)
t

e, assim, G é uma união de no máximo 1 + (k − 1)r U(A)-órbitas. Logo, kr 6 1 + (k − 1)r,

ou seja, r = 1, dáı G = C, absurdo. Portanto, existe h ∈ G tal que hG ∩ C = ∅. É claro que

h 6= 1 e, então, pela Afirmação 3, Ẑ(G) 6= {1}, como desejado.

Afirmação 5: O subgrupo A-invariante Ẑ(G)C é normal em G.

Pelo Teorema 1.32, o subgrupo Ẑ(G) é caracteŕıstico em G, logo é normal e A-invariante.

Considere então o grupo quociente G/Ẑ(G), que é uma união de um número m̄ 6 m de U(A)-

órbitas. Como Ẑ(G) 6= {1}, |LA(G/Ẑ(G))| < |LA(G)|. Por hipóte de indução, G/Ẑ(G) é

um BFC-grupo, pois [G/Ẑ(G), A] = G/Ẑ(G). Pelo Teorema 3.15, Ẑ(G)C/Ẑ(G) é normal

em G/Ẑ(G). Portanto, Ẑ(G)C é normal em G.

Afirmação 6: G é FC-grupo.

Primeiro suponha que G = Ẑ(G)C. Então, se g ∈ G, g = zc, com z ∈ Ẑ(G) e c ∈ C.

Agora, se α ∈ A, tem-se g−1gα = z−1c−1cαzα = z−1zα ∈ Ẑ(G). Dáı, [G,A] 6 Ẑ(G) e, como

G = [G,A], deve-se ter G = Ẑ(G), ou seja, G é FC-grupo. Suponha, por absurdo, que

G 6= Ẑ(G)C. Uma vez que C 6 Ẑ(G)C e Ẑ(A)C C G, nenhum elemento de G \ Ẑ(G)C é

conjugado de algum elemento de C. Logo, pela Afirmação 3, tem-se 〈G\Ẑ(G)C〉 6 Ẑ(G),

isto é, G = Ẑ(G)C, absurdo.

Portanto, pelo Teorema 3.15, o grupo G é um BFC-grupo.

3.2 Teorema B

Nesta seção, é assumido que G é um grupo abeliano, A um grupo abeliano de automor-

fismos de G que age por um número finito n de órbitas, C = CG(A) e N1, ..., Ns são todos os
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distintos subgrupos A-invariantes minimais não triviais de [G,A]. Além disso, o par (G,A)

satisfaz a condição (∗). Esta seção é dedicada para enunciar e demonstrar o Teorema B, o

qual descreve a estrutura de G sob as condições acima. Este teorema está dividido em dois

lemas: no primeiro G é escrito como um produto direto de subgrupos A-invariantes de G e,

no segundo, a natureza de G é ainda mais detalhada, como uma generalização do Teorema

2.13.

Definição 3.17. Um grupo G é dito A-monoĺıtico se existe apenas um subgrupo A-invariante

minimal não trivial em G.

Exemplo 3.18. Se Q = Q× e B = 〈ı〉, com ı o automorfismo de Q que induz a inversão,

então {1,−1} é o único subgrupo B-invariante minimal não trivial de Q, ou seja, Q é B-

monoĺıtico. Observe que Q×>0 é um subgrupo próprio B-invariante de Q que não contém

{1,−1}.

Lema 3.19. Existem um inteiro positivo s e subgrupos A-invariantes M1, ...,Ms de [G,A],

tais que G = C ×M1 × ... ×Ms e para cada i ∈ {1, ..., s} o subgrupo Mi é maximal com

respeito às propriedades:

(i) Ni 6Mi e

(ii) Mi é A-monoĺıtico.

Demonstração. Se i ∈ {1, ..., s}, então o conjunto Li = {M 6 [G,A]; Ni 6 M e M é A-

monoĺıtico } é não vazio, pois Ni ∈ Li. Seja agora {Mj}j∈I um subconjunto totalmente

ordenado de Li. É fácil ver que
⋃
j∈IMj ∈ Li. Segue, pelo Lema de Zorn que Mi existe.

Como G é abeliano, pela Proposição 3.9, tem-se G = C × [G,A]. Claramente os Mi’s,

como nas hipóteses, são tais que Mi ∩ Mj = {1}, se i 6= j. Falta, então, mostrar que

[G,A] = 〈M1, ...,Ms〉. Tal fato será mostrado por indução sobre o número s. No caso em

que s = 1, tem-se [G,A] = M1 e, dáı, o resultado segue imediatamente. Suponha agora

que s > 1. Logo, os únicos subgrupos A-invariantes minimais não triviais de [G/Ms, A] são

N1Ms/Ms, ..., Ns−1Ms/Ms. De fato, suponha que N/Ms é um subgrupo A-invariante minimal

de [G/Ms, A] diferente de cada NiMs/Ms, para i = 1, ..., s. Assim N contém Ns como seu
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único subgrupo A-invariante minimal e, como Ms 6 N , da maximalidade de Ms, obtém-se

Ms = N , ou seja, N/Ms = {1}. Então, [G/Ms, A] possui s − 1 subgrupos A-invariantes

minimais não triviais. Por hipótese de indução, [G/Ms, A] = 〈M1Ms/Ms, ...,Ms−1Ms/Ms〉,

de modo que [G,A] = 〈M1, ...,Ms〉, como desejado.

Lema 3.20. Se G é abeliano e A-monoĺıtico, então uma das seguintes afirmações ocorre:

(a) G é de torção: neste caso, G é um p-grupo de expoente no máximo p`A(G), para algum

primo p;

(b) G é livre de torção: neste caso, G é diviśıvel.

Demonstração. A prova será feita por indução sobre o número `A(G). Se `A(G) = 1, então A

é FPF . De fato, como G é A-monoĺıtico, pela Proposicão 3.9, C = {1} e, consequentemente,

LG(A) = {{1}, G}. Logo, o único subgrupo A-invariante minimal não trivial de G é o próprio

G. Portanto, CG(α) = {1}, para todo α ∈ A\{IdG}, isto é, A é FPF . Como A é abeliano,

pelo Teorema 2.13, a base da indução fica demonstrada.

Suponha agora que `(G) > 1. Seja N o único subgrupo A-invariante minimal de G.

Assim `(N) = 1 e, desta forma, N é infinito e CG(A) = {1}, pois o par (G,A) satisfaz (∗).

Considere o grupo quociente Ḡ = G/N , o qual é infinito, pois `(G) > 1. Sejam N̄1, ..., N̄r

todos os subgrupos A-invariantes minimais de Ḡ. Logo, pelo lema anterior, existem subgrupos

A-invariantes M̄1, ..., M̄r de Ḡ, tais que N̄1 6 M̄1, ..., N̄r 6 M̄r e Ḡ = C̄ × M̄1 × ... × M̄r,

com C̄ = CḠ(A). Sejam C,M1, ...,Mr as imagens inversas, pelo epimorfismo canônico, de

C̄, M̄1, ..., M̄r em G, respectivamente. Pelo Teorema da Correspondência, existe um subgrupo

H de G contendo N tal que C̄ = H/N . É claro que hαN = hN , para todo h ∈ H e

todo α ∈ A. Como Im(Tα|H) = N para todo α ∈ A\CA(H), pelo Primeiro Teorema do

Isomorfismo, tem-se que H/Nuc(Tα|H) ' N , para todo α ∈ A\CA(H). Em particular, pela

Proposição 3.4, existe um automorfismo β em A livre de pontos fixos, com Im(Tβ|H) = N e

H/Nuc(Tβ|H) ' N . Mas Nuc(Tβ|H) = CH(β) = {1}, ou seja, H ' N e, portanto, H = N ,

pois N é o único subgrupo A-invariante minimal de G. Assim Ḡ = M̄1× ...× M̄r. Fixe agora

i ∈ {1, ..., r} e considere M = Mi. A demonstração é finalizada em quatro casos:

Caso 1: N e M/N possuem elementos livres de torção.
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Como `(N), `(M/N) < `(G), da hipótese de indução, segue que N e M/N são livres de

torção e diviśıveis. Pelo Teorema 1.14, existe um subgrupo K de M tal que K ' M/N e

M = N ×K. Desta forma, M é um produto direto de subgrupos livres de torção e diviśıveis,

portanto, é também livre de torção e diviśıvel.

Caso 2: M/N é de torção e N possui elemento livre de torção.

Como no Caso 1, existe K 6 M tal que K ' M/N e M = N × K. Sendo assim, K

é o subgrupo de todos os elementos de torção de M , logo K é caracteŕıstico e, assim, K é

A-invariante. Absurdo, pois N está contido em todo subgrupo A-invariante não trivial de

M . Portanto, tal caso não ocorre.

Caso 3: N é de torção e M/N possui elemento livre de torção.

Por hipótese de indução, existe p primo tal que N é um p-grupo abeliano elementar

e M/N é livre de torção e diviśıvel. Pela Proposição 3.9, M = [M,A] × CM(A); porém,

CM(A) = {1}, pois |N | = ∞, dáı M = [M,A]. Logo, pela Proposição 3.6, existe g ∈ M

tal que gA é A-regular. Se CM(α) = {1}, para todo α ∈ A, g pode ser escolhido de tal

forma que g /∈ N e, se existe α ∈ A tal que N 6 CM(α), então g /∈ CM(α) e, assim, tem-se

também g /∈ N . Dáı, gN é um elemento livre de torção em M/N . Em particular, g é livre de

torção. Considere agora x ∈ N\{1}. Existem um inteiro positivo s e α1, ..., αs ∈ A tais que

x = gα1 ...gαs , pois N 6 〈gA〉 e G é abeliano. Defina ε =
∑s

i=1 αi; logo ε ∈ E(A) 6 End(M)

e, dáı, (gp)ε = xp = 1. Como gp 6= 1 deve-se ter N 6 Nuc(ε) < M , pois g /∈ Nuc(ε). Uma

vez que M/N é diviśıvel, existe hN ∈ M/N tal que (hN)p = gN , logo hp = gy, para algum

y ∈ N e, dáı, (hp)ε = (gy)ε = gεyε = x 6= 1. Desta forma, hε é um elemento de M de ordem

p2, contradizendo o fato de que o subgrupo de torção de M é N e N possui expoente p.

Portanto, tal caso não ocorre.

Caso 4: N e M/N são subgrupos de torção.

Por hipótese de indução, existem números primos p e q tais que N é um p-grupo abeliano

elementar e M/N é um q-grupo abeliano de expoente no máximo q`(M)−1. Assim, claramente,

M possui expoente no máximo pq`(M)−1. Tome y ∈ M tal que |y| = q. Como 〈yA〉 é A-

invariante e N é o único subgrupo A-invariante minimal de G, tem-se N 6 〈yA〉. Logo, para

todo n ∈ N\{1} existem α1, ..., αs ∈ A tais que yα1 ...yαs = n e, assim, nq = 1; mas np = 1,
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portanto, q = p. Com isso, M é um p-grupo abeliano de expoente no máximo p`(G).

Segue desses quatro fatos, que se N é um p-grupo, M é um p-grupo de expoente no

máximo p`(G) e, se N é livre de torção e diviśıvel, então M também é livre de torção e

diviśıvel. Como G = 〈M1, ...,Mr〉, o resultado segue.

Segue dos Lemas 3.19 e 3.20 e usando indução junto com a Proposição 3.11 o

Teorema B. Sejam G um grupo abeliano infinito e A um grupo abeliano de automorfismos

de G, tal que G é uma união de um número finito de A-órbitas e A centraliza toda seção

finita A-invariante de G. Então existem um inteiro positivo r, subgrupos B1, ..., Br de A e

subgrupos A-invariantes G1, ..., Gr de G tais que B = B1 × ... × Br possui ı́ndice finito em

A, G = CG(A)×G1 × ...×Gr e

(a) Bi age trivialmente sobre Gj, para todo i 6= j, com i, j = 1, ..., r;

(b) Gi é um subgrupo Bi-monoĺıtico de G, para todo i = 1, ..., r.

Além disso, cada Gi ou é um p-grupo de expoente no máximo `(Gi), para algum primo p, ou

é um grupo livre de torção e diviśıvel.

3.3 Teorema A

Por fim a demonstração do Teorema A.

Teorema A. Sejam G um grupo e A um subgrupo abeliano de Aut(G) tais que G é uma

união de um número finito de A-órbitas e o par (G,A) satisfaz a condição (∗). Então

(a) G é abeliano-por-finito;

(b) Se G é livre de torção, então G é abeliano e diviśıvel;

(c) O grupo A possui expoente infinito.

Demonstração. Como o par (G,A) satisfaz a condição (∗), pelo Teorema 3.16, [G,A] é um

BFC-grupo; desta forma, pelo Teorema 1.40, [G,A] é finito-por-abeliano, ou seja, [G,A]′ é
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finito. Para provar o item (a) é suficiente mostrar que [G,A] é abeliano, pois [G,A] C G e

|G : [G,A]| <∞. O racioćınio será feito por contradição. Como [G,A] = [[G,A], A], pode-se

supor, sem perda de generalidade, que G = [G,A], assim |G′| é finito. Suponha, também,

que G não é abeliano e que minimiza o número |G′|+ |LA(G/G′)|. Denote o grupo quociente

abeliano G/G′ por Ḡ. A demonstração, agora, seguirá em onze passos.

(1) G′ = CG(A).

De fato, como G = [G,A], então Ḡ = [Ḡ, A]. Uma vez que o par (Ḡ, A) também satisfaz a

condição (∗), pela Proposição 3.9, Ḡ = [Ḡ, A]× CḠ(A) e, assim, CḠ(A) = {1}, dáı CG(A) 6

G′. Como G′ é um subgrupo A-invariante finito e o par (G,A) satisfaz a condição (∗), da

Proposição 3.3 item (b), segue que G′ 6 CG(A). A afirmação segue.

(2) Z(G) = G′.

Primeiramente, vale que Z(G) 6 CG(A). De fato, suponha, por absurdo, que Z(G) não

está contido em CG(A). Logo, Z(G) é infinito e o par (Z(G), A) satisfaz a condição (∗), pois

Z(G), sendo caracteŕıstico, é A-invariante. Assim, pela Proposição 3.9,

Z(G) = [Z(G), A]× CZ(G)(A).

Considere o grupo quociente G̃ = G/[Z(G), A]. Como Z(G) é infinito, [Z(A), A] também o

é, assim, [Z(G), A] não está contido no subgrupo finito G′ e, com isso, |G̃′| + |LA(G̃/G̃′)| <

|G′| + |LA(G/G′)|. Dáı, G̃ é abeliano por causa da escolha minimal de G. Desta forma,

G′ 6 [Z(G), A] e, então, G′ = G′∩[Z(G), A] = CG(A)∩[Z(G), A] = {1} e, consequentemente,

G é abeliano, absurdo. Portanto, Z(G) 6 CG(A) 6 G′. Por outro lado, pelo Teorema 3.15,

o grupo G é nilpotente de classe no máximo 2 e, dáı, G′ 6 Z(G). Fica demonstrada a

afirmação.

(3) Cada subgrupo normal A-invariante não trivial de G contém G′.

Seja {1} 6= N�G um subgrupo A-invariante de G. Como G é nilpotente e G′ = Z(G) tem-

se G′ ∩N 6= {1}. Se Ĝ = G/N , então |Ĝ′| = |G′/(G′ ∩N)| < |G′| e, como Ĝ/Ĝ′ ' G/G′N ,

tem-se que |LA(Ĝ/Ĝ′| 6 |LA(G/G′)|, isto é, |Ĝ′| + |LA(Ĝ/Ĝ′)| < |G′| + |LA(G/G′)|, donde

Ĝ é abeliano. Assim, N contém G′.

(4) Ḡ não é um produto direto de dois subgrupos A-invariantes minimais não triviais.
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Suponha que Ḡ = N̄1× N̄2, com N̄1 e N̄2 subgrupos A-invariantes minimais. Se `(N̄i) = 0

para algum i ∈ {1, 2}, então N̄i é finito. Logo, sendo Nj a imagem inversa de N̄j em G,

para j ∈ {1, 2}, tem-se que Nj também é finito, pois N̄j = Nj/G
′ e G′ é finito. Assim,

Nj 6 CG(A) = G′ o que implica N̄j = {1}, absurdo. Logo `(N̄1), `(N̄2) > 0. Pela Proposição

3.11, existe B 6 A, tal que |A : B| < ∞, B = B1 × B2 e B1 = CB(N̄2) e B2 = CB(N̄1).

Assim, B age sobre N̄1 como B1 age. Como N̄1 é infinito, B1 é abeliano e FPF sobre N̄1,

pois N̄1 é minimal, e N̄1 é uma união de um número finito de B1-órbitas, pelo Teorema 2.14,

existe um corpo apropriado K tal que N̄1 ' K+ e B1 pode ser identificado com um subgrupo

de ı́ndice finito de K×. Pela Proposição A.17 (veja Apêndice), existem α, β ∈ B1 tais que

β = 1 + α. Assim para cada x̄ ∈ N̄1 tem-se que x̄β = x̄x̄α. Logo, para cada x ∈ N1 existe

um cx ∈ G′ = Z(G) = CG(A) tal que xβ = xxαcx. Tomando agora x ∈ N1 e y ∈ N2, existe

c ∈ G′ = Z(G) = CG(A) tal que yβ = yc, pois ȳβ = ȳ. Dáı,

[x, y] = [x, y]β = [xxαcx, yc] = [xxα, y] = [x, y]x
α

[xα, y] = [x, y][xα, y],

donde [xα, y] = 1. Assim, tem-se que [N1, N2] = {1} . Agora, pela escolha minimal de G,

deve-se ter N1 e N2 abelianos e, como G = N1N2, obtém-se que G é abeliano, absurdo. O

resultado segue.

(5) Ḡ admite um único subgrupo A-invariante minimal não trivial N̄ .

Suponha, por absurdo, que N̄1, ..., N̄r são subgrupos A-invariantes minimais não triviais

de Ḡ, com r > 1. Pelo Lema 3.19, Ḡ = M̄1 × ...× M̄r, com M̄i subgrupo de G A-monoĺıtico

contendo N̄i, para todo i = 1, ..., r. Seja Mi a imagem inversa de M̄i em G, para cada

i = 1, ..., r. Cada Mi é normal em G e, como r > 1, é também abeliano, pois |M ′
i | +

|LA(Mi/M
′
i)| < |G′| + |LA(G/G′)|. Se r > 2, então cada MiMj é também abeliano, pelo

mesmo argumento deste paragráfo, dáı, [Mi,Mj] = {1}, para todos i, j ∈ {1, ..., r}. Logo, G

é abeliano, absurdo. Se r = 2, suponha inicialmente que N1 é um subgrupo próprio de M1.

Então N1M2 é um subgrupo próprio de G e |G : N1M2| não é finito, pois |M1 : N1| não é finito,

logo |(N1M2)′|+|LA(N1M2)/(N1M2)′| < |G′|+|LA(G/G′)|, ou seja, N1M2 é abeliano. Assim,

se g = m1m2 ∈ G, com m1 ∈ M1 e m2 ∈ M2 e n ∈ N1, então ng = nm1m2 = m1m2n = gn,

isto é, N1 6 Z(G) = G′, donde N̄1 = {1}, absurdo. Logo, M1 = N1 e, analogamente,

M2 = N2. Desta forma, Ḡ = N̄1 × N̄2, absurdo, pelo passo (4). Portanto, o resultado segue.
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(6) LA(Ḡ) é uma cadeia.

Sejam K1 = Ḡ e K2 = Ḡ/Ḡ1, onde Ḡ1 = N̄ . Analogamente ao passo (5), mostra-se

que K2 possui um único subgrupo A-invariante minimal não trivial G̃2. Seja Ḡ2 a imagem

inversa de G̃2 em Ḡ e coloque K3 = Ḡ/Ḡ2. Defina agora indutivamente para i > 1 o grupo

quociente Ki+1 = Ḡ/Ḡi, em que Ḡi é a imagem inversa do único subgrupo A-invariante

minimal não trivial G̃i de Ki. Prova-se por indução, analogamente ao argumento do passo

(5), que Ki+1 possui único subgrupo A-invariante minimal não trivial G̃i+1 e, que após uma

quantidade finta k − 1 de passos, com k > 2, tem-se que Ḡ/Ḡk−1 é o único minimal não

trivial de Kk, ou seja, Ḡk = Ḡ. Seja L o conjunto dos subgrupos Ḡi’s em Ḡ. Observe que

L é uma cadeia. Suponha, por absurdo, que existe S ∈ LA(Ḡ)\{1} tal que S /∈ L. Como

Ḡ1 6 S, pois Ḡ1 é o único subgrupo minimal não trivial de Ḡ, então S/Ḡ1 contém G̃2, ou

seja, Ḡ2 6 S. Se Ḡ2 < S, então S/Ḡ2 contém G̃3, ou seja, Ḡ3 6 S. Se Ḡ3 < S, então

S/Ḡ3 contém Ḡ4. Após uma quantidade finita de passos tem-se que S = Ḡi+1, absurdo,

pois S /∈ L. Então, L ∪ {1} = LA(Ḡ). Assim, pode-se por LA(Ḡ) = {Ḡ0, Ḡ1, ..., Ḡk}, onde

Ḡ0 = {1} < Ḡ1 = N̄ < ... < Ḡk−1 < Ḡk = Ḡ e, se Gi é a imagem inversa de Ḡi e N a

imagem inversa de N̄ em G, então {1} < G0 = G′ < G1 = N < ... < Gk−1 < Gk = G.

(7) CA(N̄) = CA(Ḡ/M̄), onde M = Gk−1. Além disso, existem um corpo K e T 6 K×,

com |K× : T | <∞, tais que N̄ ' Ḡ/M̄ ' K+, A/CA(N̄) ' A/CA(Ḡ/M̄) ' T e a ação de T

sobre N̄ e Ḡ/M̄ é a multiplicação de K.

Se k = 1, então M̄ = Ḡ0 = {1} e, assim, N̄ ' Ḡ/M̄ , logo CA(N̄) = CA(Ḡ/M̄). Agora,

se k > 1, então o grupo Ḡ/Ḡk−2 possui um único subgrupo A-invariante próprio e não

trivial, a saber, M̄/Ḡk−2. Como Ḡ/Ḡk−2 é abeliano e o par (Ḡ/Ḡk−2, A) satisfaz (∗), pela

Proposição 3.10, tem-se que CA(M̄/Ḡk−2) = CA((Ḡ/Ḡk−2)/(M̄/Ḡk−2)) = CA(Ḡ/M̄). Esse

processo pode ser repetido na cadeia {1} = Ḡ0 < N = Ḡ1 < ... < Ḡk−1 = M̄ para obter

CA(Ḡk−2/Ḡk−3) = CA(M̄/Ḡk−3). Continuando, obtem-se CA(N̄/Ḡ0) = CA(Ḡ3/Ḡ2). Logo,

CA(N̄) = CA(Ḡ3/Ḡ2) = ... = CA(Ḡk−2/Ḡk−3) = CA(Ḡ/M̄), como desejado. Como A/CA(N̄)

é FPF sobre N̄ e N̄ é uma união de um número finito de A/CA(N̄)-órbitas, a segunda parte

segue pelo Teorema 2.14.

(8) M é abeliano e [M,N ] = {1}.
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Tem-se que |M ′| + |LA(M/M ′)| < |G′| + |LA(G/G′)|, donde M é abeliano. Se k = 1,

então N = G e M = G0 = Z(G), logo [M,N ] = {1}. Se k > 1, segue que N 6 M e, como

M é abeliano, [M,N ] = {1}.

(9) Existem α, β ∈ A tais que, para cada x̄ ∈ N̄ e cada ȳ ∈ Ḡ/M̄ tem-se que x̄β̄ = x̄x̄ᾱ e

ȳβ̄ = ȳȳᾱ. Além disso, o automorfismo α pode ser escolhido de tal maneira que ᾱ3 /∈ CA(N̄).

A primeira parte segue direto da Proposição A.17. Agora, como cada corpo contém no

máximo três elementos ᾱ tais que ᾱ3 = 1 e os pares (ᾱ, β̄) existem em uma infinidade, tome

ᾱ de tal maneira que ᾱ3 6= 1, ou seja, tal que ᾱ3 /∈ CA(N̄).

(10) Se x ∈ N e y ∈ G, então existe α ∈ A tal que ᾱ3 /∈ CA(N̄) e [xα, y][x, yα][x, y] = 1.

Se x̄ ∈ N̄ , então existem α, β ∈ A tais que x̄β̄ = x̄x̄ᾱ e, assim, para cada x ∈ N existe um

cx ∈ G′ = Z(G) tal que xβ = xxαcx. Analogamente, para cada y ∈ G existe um my ∈M tal

que yβ = yyαyy. Pelo passo (8), [n,my] = 1, para qualquer n em N . Assim, e considerando

que G′ = Z(G) = CG(A), obtém-se

[x, y] = [x, y]β = [xβ, yβ] = [xxαcx, yy
αmy] = [xxα, yyβmy] = [xxα,my][xx

α, yyα]my =

= [xxα, yyα] = [x, yyα]x
α

[xα, yyα] = [x, yα][x, y]y
α

[xα, yα][xα, y]y
α

= [x, y][xα, y][x, yα][x, y]

e, assim, tem-se a conclusão.

(11) N 6 Z(G).

Dados x ∈ N e y ∈ G, pelo passo (10), pode-se escolher α ∈ A, com α3 /∈ CA(N̄), tal que

[xα, y][x, yα] = [x, y]−1 e [xα
2
, y][xα, yα] = [xα, y]−1. Lembrando que [xα, yα] = [x, y] e que

G′ = Z(G), segue que [xα
2
, y][xα, yα][x, yα]−1 = [xα, y]−1[x, yα]−1 = [x, y]. Logo [xα

2
, y] =

[x, yα] e, assim, [xα
3
, y] = [(xα)α

2
, y] = [xα, yα] = [x, y], ou seja, [x, y]−1[xα

3
, y] = 1. Mas

[x, y]−1[xα
3

, y] = [y, x][xα
3

, y] =

= y−1x−1yxx−α
3

y−1xα
3

x−1yy−1xy = [x−1xα
3

, y](x
−1)y = [x−1xα

3

, y].

Então [N,α3] 6 Z(G). Como α3 /∈ CA(N̄), tem-se que [N̄ , ᾱ3] = N̄ , isto é, N = [N,α3]Z(G),

donde N 6 Z(G).

Mas, isso contradiz o fato de que N é infinito enquanto Z(G) não é. Portanto, [G,A] é

abeliano, provando o item (a).
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Para provar o item (b), pelo Teorema 3.15, sabemos que o FC-grupo Ẑ(G) é BFC-grupo;

logo Ẑ(G)′ é finito e como Ẑ(G) é livre de torção, pois G é livre de torção, tem-se que

Ẑ(G)′ = {1}, donde Ẑ(G) é abeliano. Dáı, como CẐ(G)(A) = {1}, do Teorema B segue

que Ẑ(G) é um produto direto de subgrupos diviśıveis e, assim, Ẑ(G) é também diviśıvel.

Se G = Ẑ(G), já se tem o desejado. Suponha, por absurdo, que G 6= Ẑ(G). Do fato de

[G,A] ser abeliano segue que é BFC-grupo, logo [G,A] 6 Ẑ(G) e, então, G/Ẑ(G) é finito.

Assim A centraliza G/Ẑ(G). Como G 6= Ẑ(G), existe g ∈ G\Ẑ(G). Considere o subgrupo

H = Ẑ(G)〈g〉, dáı, H/Ẑ(G) 6 G/Ẑ(G), H é A-invariante e existe um inteiro positivo m

tal que gm ∈ Ẑ(G). Como G é livre de torção, gm 6= 1; consequentemente, Z(H) 6= 1,

pois gm ∈ Z(H). Além disso, Z(H) 6 Ẑ(G), pois se y ∈ Z(H), então H 6 CG(y), dáı

|G : CG(y)| < ∞. Como Ẑ(G) é diviśıvel, existe h ∈ Ẑ(G) tal que gm = hm. Agora, como

Ẑ(G)/Z(H) é diviśıvel, então pelo Teorema B, é livre de torção. Mas hm = gm ∈ Z(H) e

h ∈ Ẑ(G), dáı h̄ = 1 em Ẑ(G)/Z(H) e, assim, h ∈ Z(H). De h ∈ Ẑ(G) e g /∈ Ẑ(G) vem que

gh−1 6= 1 e, como h ∈ Z(H) e g ∈ H tem-se que (gh−1)m = gmh−m = 1. Mas isto contradiz

a hipótese de G ser livre de torção. Logo, G = Ẑ(G) e, como Ẑ(G) é abeliano e diviśıvel, o

resultado segue.

Para o item (c) suponha que G é infinito. Seja H um subgrupo normal A-invariante

minimal de [G,A]. Logo, A/CH(A) é FPF sobre H Pelo Teorema 2.14, existe um corpo

apropriado K, de cardinalidade infinita, tal que H ' K+ e A/CA(H) age sobre H como age

a multiplicação de um subgrupo de ı́ndice finito de K× sobre K. Pela Proposição A.14, o

grupo A/CA(N) possui expoente infinito; dáı, A possui expoente infinito.



Apêndice A

Apêndice ao Caṕıtulo 3

1.1 O Teorema de Hales-Jewett

Nesta primeira parte do apêndice será apresentado um resultado de combinatória conhe-

cido como Teorema de Halles - Jewett, o qual é um dos principais resultado da Teoria de

Ramsey.

Definição A.1. Sejam n e t inteiros positivos e A = {a1, ..., at} um conjunto com t elementos.

O n-cubo sobre A é o conjunto

Cn
t = {(x1, ..., xn);xi ∈ A, i = 1, ..., n}.

Dados n e t inteiros positivos e conjuntos A1 e A2 tais que |A1| = |A2| = t, existe

uma bijeção entre os n-cubos sobre A1 e A2 . Além disso, os resultados obtidos para um

particular n-cubo sobre um conjunto com t elementos valem para todo n−cubo definido sobre

um conjunto com t elementos. Por isso, no restante deste texto, quando for mencionado o

n-cubo Cn
t , será considerado, sem perda de generalidade, que o conjunto A sobre o qual Cn

t

está definido é o conjunto {0, 1, ..., t− 1}, ou seja, Cn
t será dado por

Cn
t = {(x1, ..., xn);xi ∈ {0, 1, ..., t− 1}, i = 1, ..., n}.

Definição A.2. Sejam n e t inteiros positivos. Uma linha em Cn
t é um subconjunto ordenado

L = {x0, x1, ..., xt−1} com t elementos e xi = (xi1, ..., xin), i = 0, 1, ..., t− 1, tal que para cada

j, j = 1, ..., n, ou

x0j = ... = x(t−1)j

ou

xij = i, para algum i = 0, 1, ..., t− 1.
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e a segunda condição ocorre para pelo menos um j.

Como exemplo de uma linha, se n = 3 e t = 4 o conjunto

L = {(0, 2, 0), (1, 2, 1), (2, 2, 2), (3, 2, 3)}

é uma linha em C3
4 .

Definição A.3. Sejam n e t inteiros positivos, 1 6 k 6 n e B0, B1, ..., Bk j {1, ..., n} tais que

{1, ..., n} = B0

⊎
B1

⊎
...
⊎
Bk, com Bi 6= ∅ para todo i = 1, ..., n. Considere uma aplicação

f : B0 → {0, 1, ..., t − 1} e defina f̂ : Ck
t → Cn

t dada por (y1, ..., yk)f̂ = (x1, ..., xn), com

xi = (i)f , se i ∈ B0 e xi = yj, se i ∈ Bj, 1 6 j 6 n. O conjunto Im(f̂) é chamado de

subespaco k-dimensional de Cn
t .

Para exemplificar, sejam n = 7, t = 3, k = 2, B0 = {1, 2}, B1 = {3, 4}, B2 = {5, 6, 7}

e f : B0 → {0, ..., 6} dada por (1)f = 0 e (2)f = 2. Assim f̂ : C2
3 → C7

3 é definida

por (x, y)f̂ = (0, 2, x, x, y, y, y) e o subespaço k-dimensional com respeito a f é dado por

Im(f̂) = {(0, 2, x, x, y, y, y);x, y ∈ {0, 1, 2}}.

Observação A.4. Seguindo as notações da Definição A.3 seguem as seguinte observações:

1. Se S é um subespaço k-dimensional com respeito à função f , então ϕ : Ck
t → S definida

por (y1, ..., yk)ϕ = (x1, ..., xn) em que xj = yi se j ∈ Bi, com i 6= 0, e xj = (j)f se

j ∈ B0 é claramente uma bijeção entre Ck
t e S. Desta forma, S é considerado um

k-cubo imerso no n-cubo Cn
t .

2. Seja L = {x0, ..., xt−1} uma linha em Cn
t , como nas notações da Definição A.2. Defina

B0 = {j ∈ {1, ..., n};x0j = ... = x(t−1)j} e B1 = {j ∈ {1, ..., n};xij = i}. É claro que

{1, ..., n} = B0

⊎
B1 e B1 6= ∅, pela definição de L. Se f : B0 → {0, ..., t−1} é dada por

(j)f = aj, em que aj = x0j, então Im(f̂) = L. Logo L é um subespaço 1-dimensional

de Cn
t que pode ser escrito na forma:

L = {(x, ..., x, aj1 , x, ..., x, ajl , x, ..., x, aj|B0|
, x, ..., x) ∈ Cn

t ;x = 0, 1, ..., t− 1},

com jl ∈ B0 para todo l = 1, ..., |B0| e j1 < j2 < ... < j|B0|.
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As três definições a seguir dizem respeito aos conceitos de coloração, subconjunto mono-

cromático e coloração por camadas.

Definição A.5. Sejam n, t e r inteiros positivos. Uma r-coloração de Cn
t é uma função

f : Cn
t → {1, ..., r}. Dada uma r-coloração f de Cn

t , diz-se que Cn
t é r-colorido.

Definição A.6. Sejam n, t e r inteiros positivos e f uma r-coloração de Cn
t . Se C j Cn

t é tal

que existe i ∈ {1, ..., r} com (C)f = {i}, então C é chamado de i-colorido ou monocromático.

Definição A.7. Sejam n, t e r inteiros positivos e f uma r-coloração de Cn
t+1. Para cada

i = 0, 1, ..., n defina Ci = {(x1, ..., xn) ∈ Cn
t+1;xj 6= t, se 1 6 j 6 n − i e xj = t, se

n − i < j 6 n}. Então f é dita ser uma coloração por camadas se Ci é monocromático por

f para todo i = 0, 1, ..., n.

Seguindo as notações da Definição A.2, um subespaço k-dimensional C de Cn
t+1 é chamado

por camadas se existe uma bijeção α : Ck
t+1 → C tal que a r-coloração α ◦ f de Ck

t+1 é por

camadas. Assim, uma linha L de Cn
t é dita por camadas se existe uma bijeção αL : C1

t+1 → L

tal que a r-coloração αL ◦ f de C1
t+1 leva os t “primeiros” pontos de C1

t+1 em um único i,

com i ∈ {1, ..., r}.

Exemplo A.8. Se n = 4, t = 10, então a linha L = {(x, 1, x, x);x ∈ {0, 1, ..., 10}} de C4
11 é

por camadas se (0, 1, 0, 0), ..., (9, 1, 9, 9) possuem a mesma cor por f . Agora, se o subespaço

2-dimensional S = {(x, 1, y, y);x, y ∈ {0, 1, ..., 10}} de C4
11 é por camadas, então (1, 1, 1, 1) e

(2, 1, 2, 2) possuem a mesma cor por f e (2, 1, 10, 10), (3, 1, 10, 10) possuem a mesma cor por

f .

Os três próximos resultados são, em essência, a demonstração do Teorema de Hales-

Jewett, cujo enunciado é

Teorema A.9. (Hales-Jewet) Para todos inteiros positivos r e t, existe N ′ = HJ(r, t) tal

que para todo N > N ′ e toda r-coloração de CN
t , existe uma linha monocromática em CN

t .

Esse teorema será demonstrado por indução. A base dessa demonstração é simples, mas

para terminar a indução será necessário o Teorema A.10 junto com o Corolário A.12, os quais

serão dados a seguir.
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Teorema A.10. Seja t um inteiro positivo e suponha que para cada inteiro positivo r exista

N ′ = N ′(r, t) tal que, para todo N > N ′ e toda r-coloração de CN
t , existe uma linha mono-

cromática em CN
t . Então, dados inteiros positivos k e t, existe M ′ = M ′(r, t, k) satisfazendo

o seguinte: para todo M >M ′, se CM
t+1 é r-colorido, então existe um subespaço k-dimensional

por camadas em CM
t+1.

Demonstração. A demonstração será feita por indução sobre k. Se k = 1, considere M ′ = N ′

e M >M ′ e f uma r-coloração de CM
t+1. O subconjunto C de CM

t+1 dado por

C = {(x1, ..., xM);xi ∈ {0, ..., t− 1}, i = 1, ...,M}

pode ser identificado trivialmente com CM
t . Logo f |C é uma r-coloração do M -cubo C ≈ CM

t .

Por hipótese, existe uma linha L = {x0, ..., xt−1} monocromática em C. Tomando B0, B1,

como na Observação A.4, e xt = (xt0, ..., xtM) tal que xtj = x0j se j ∈ B0 e xtj = t se j ∈ B1,

claramente L ∪ {xt} é um subespaço 1-dimensional por camadas em CM
t+1.

Suponha agora que k > 1 e que a existência de N ′ = N ′(r, t), para todo r, implica

a existência de M ′(r, t, k), para todo inteiro r > 1. Sejam r um inteiro positivo e m =

M ′(r, t, k). O número de r-colorações distintas de Cm
t+1 é s = r(t+1)m . Escolha m′ = N ′(s, t).

Seja χ uma r-coloração de Cm′+m
t+1 . O (m′ + m)-cubo Cm′+m

t+1 pode ser visto, naturalmente,

na forma Cm′+m
t+1 = Cm′

t+1 ×Cm
t+1. Logo um ponto z ∈ Cm′+m

t+1 pode ser escrito como z = (x, y)

com x ∈ Cm′
t+1 e y ∈ Cm

t+1.

Agora, considere o conjunto R de todas as r colorações de Cm
t+1. Logo, |R| = s. Seja

ϕ : Cm′

t+1 → R

x 7→ ϕx

em que

ϕx : Cm
t+1 → {1, ..., r}

y 7→ (y)ϕx = (x, y)χ.

Escreva Cm′
t+1 = {y1, y2, ..., y(t+1)m} e defina uma s-coloração χ∗ de Cm′

t+1 da seguinte forma:

Para todo x ∈ Cm′
t+1, seja x̄ = ((y1)ϕx, (y2)ϕx, ..., (y(t+1)m)ϕx) e denote por [x] o conjunto

{x′ ∈ Cm′
t+1;x′ = x}. Coloque W = {[x];x ∈ Cm′

t+1} e sejam w1, w2, ..., w|W | elementos de Cm′
t+1
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tais que W = {[w1][w2], ..., [w|W |]}. Assim, dado x ∈ Cm′
t+1, existe um único j ∈ {1, ..., |W |}

tal que [x] = [wj]. Defina (x)χ∗ = j. Como |W | 6 s, χ∗ é uma s-coloração de Cm′
t+1. Além

disso, tem-se que (x)χ∗ = (x′)χ∗ se, e somente se, (x, y)χ = (x′, y)χ, para todo y ∈ Cm
t+1.

Pela escolha de m′, existe uma linha {x0, ..., xt} monocromática por χ∗ em Cm′
t+1, dáı, para

todos i, j ∈ {0, 1, ..., t} tem-se (xi)χ
∗ = (xj)χ

∗ e, consequentemente, (xi, y)χ = (xj, y)χ, para

todo y ∈ Cm
t+1. Defina agora uma r-coloração χ∗∗ de Cm

t+1 colocando (y)χ∗∗ = (x0, y)χ, para

todo y ∈ Cm
t+1. Por hipótese de indução, existe um subespaço k-dimensional A por camadas,

em relação a χ∗∗, em Cm
t+1. Sejam, como na Definição A.3 e Observação A.4, os subconjuntos

A0, ..., Ak de A. Considere o subespaço (k + 1)-dimensional T = {(xi, a); 0 6 i 6 t, a ∈ A}

de Cm′+m
t+1 e sejam Tj = {(xi, a); 0 6 i < t, a ∈ Aj}, j = 0, 1, ..., k e T(k+1) = {(xt, y)},

com y = (t, ..., t). Segue que T é por camadas, em relação a χ, em Cm′+m
t+1 . De fato, se

(xi, a), (xi′ , a
′) ∈ Tj, com 0 6 j 6 k, então

(xi, a)χ = (x0, a)χ = (a)χ∗∗ = (a′)χ∗∗ = (x0, a
′)χ = (xi′ , a

′)χ.

Logo T é um subespaço (k + 1)-dimensional por camadas, em relação a χ, em Cm′+m
t+1 , o que

completa a indução.

Teorema A.11. Seja χ uma r-coloração de Cn
t+1. Se existe um subespaço k-dimensional por

camadas C de Cn
t+1, com 0 6 k 6 n, tal que (C)χ ⊆ {i1, ..., ik} ⊆ {1, ..., r}, então existe uma

linha monocromática, com relação a χ, em C.

Demonstração. Em virtude da Observação A.4, é suficiente mostrar para Ck
t+1. Considere os

(k + 1) elementos da forma xi = (xi1, ..., xik), com xij = 0, se j 6 i e xij = t, se j > i, com

0 6 i 6 k. Uma vez que |(Ck
t+1)χ| 6 k, pelo Prinćıpio da Casa dos Pombos, existem m < n

tais que xm e xn possuem a mesma cor . A linha {y0, ..., yt} de Ck
t+1 dada por yl = (yl1, ..., ylk),

com yli = 0, se i 6 m, yli = l, se m < i 6 n e yli = t, se n < i, com l = 0, ..., t, é tal que

yt = xm e y0 = xn. Note que {y0, ..., yt−1} ⊆ Cn−m e, como Ck
t+1 é por camadas e yt tem a

mesma cor de y0, a linha {y0, ..., yt} é monocromática em relação a χ, como desejado.

Corolário A.12. Suponha que dados inteiros positivos r, s e t exista M ′ = M ′(r, t, k) tal

que para todo M > M ′ e toda r-coloração de CM
t+1, existe um subespaço k-dimensional por

camadas de CM
t+1. Então, existe N ′ = N ′(r, t + 1) tal que, para todo N > N ′, se CN

t+1 é

r-colorido, existe uma linha monocromática em CN
t+1.
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Demonstração. Escolha k = r, assim, por hipótese, existe M ′ = M ′(r, t, r) tal que para todo

M >M ′, se CM
t+1 é r-colorido, então CM

t+1 contém um subespaço r-dimensional por camadas.

Pelo teorema anterior, CM
t+1 possui uma linha monocromática. Tome N ′(r, t+1) = M ′(r, t, r)

e o resultado segue.

Agora, a demonstração do teorema principal.

Demonstração. (Teorema de Hales-Jewet) A demonstração será feita por indução sobre

t. Se t = 1, a afirmação é óbvia. Já para o caso em que t = 2, coloque H(2, r) = N e

considere os N + 1 pontos

(0, 0, ..., 0), (1, 0, ..., 0), ..., (1, 1, ..., 1, 0), (1, 1, ..., 1)

de CN
2 . Como N + 1 > r, pelo Prinćıpio da Casa dos Pombos, dois desses pontos possuem a

mesma cor, mas quaisquer dois desses pontos formam uma linha em CN
2 . Agora, se k > 2 a

indução fica completa pelo Teorema A.10 e pelo Corolário A.12.

1.2 Alguns Fatos sobre Corpos Infinitos

Nesta seção são enunciados e demonstrados dois resultados sobre corpos infinitos. Se

K é um corpo, são usados os śımbolos K+ e K× para o grupo aditivo (K,+) e o grupo

multiplicativo (K \ {0},×), respectivamente. O resultado a seguir é bem conhecido e será

admitido sem demonstração (para uma demonstração detalhada confira [3]).

Teorema A.13. ([3], página 65) Sejam K um corpo e p(x) um polinômio não nulo de grau

n com coeficientes em K. Então p(x) possui no máximo n ráızes em K.

A primeira proposição, em verdade uma consequência imediata do teorema anterior, é

dada a seguir.

Proposição A.14. ([6]) Um subgrupo infinito do grupo multiplicativo de um corpo não pode

ter expoente finito.
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Demonstração. Sejam K um corpo e um subgrupo infinito T de K×. Suponha que o expoente

de T é finito, isto é, existe inteiro positivo n tal que tn = 1 para todo t em T . Assim, a

equação tn − 1 = 0 admite infinitas soluções no corpo K, o que contradiz o Teorema A.13.

Portanto, T não possui expoente finito.

Os dois próximos lemas serão usados para demonstrar o último fato relevante dessa seção.

Lema A.15. ([17]) Se R é um anel com divisão infinito e n um inteiro positivo, então existem

c1, ..., cn ∈ R tais que, para todo subconjunto não vazio J de {1, ..., n}, tem-se
∑

j∈J cj 6= 0.

Demonstração. A demonstração será feita por indução sobre n. Se n = 1 a afirmação é óbvia,

pois R \ {0} é infinito. Suponha que a afirmação é verdadeira para n > 1. Sejam, assim,

c1, ..., cn ∈ R tais que para todo subconjunto não vazio J de {1, ..., n} tem-se
∑

j∈J cj 6= 0.

Suponha, por absurdo, que para todo cn+1 ∈ R exista um subconjunto não vazio J ′ de

{1, ..., n + 1} tal que
∑

j∈J ′ cj = 0. Deve-se ter n + 1 ∈ J ′, assim, cn+1 =
∑

j∈J ′\{n+1}(−cj),

isto é, para todo cn+1 ∈ R existe ∅ 6= J ′\{n+1} ⊂ {1, ..., n} tal que cn+1 =
∑

j∈J ′\{n+1}(−cj).

Mas, o conjunto das partes do conjunto {1, ..., n} é finito, logo o próprio R é finito, absurdo.

Segue o resultado.

Lema A.16. ([17]) Sejam R um anel com divisão infinito e S um subgrupo de (R \ {0},×)

de ı́ndice finito n. Então, para elementos arbitrários x1, ..., xm ∈ R \ {0} existe c ∈ R \ {0}

tal que 1 + cxs ∈ S, para todo s ∈ {1, ...,m}.

Demonstração. Sejam r1, ..., rn ∈ R tais que R =
⊎n
i=1 Sri. Considere N = H(n+ 1,m+ 1)

como no Teorema A.9 e o N -cubo CN
m+1. Sejam c1, ..., cN ∈ R tais que para todo subconjunto

não vazio J de {1, ..., N} tem-se
∑

j∈J cj 6= 0, que existem em virtude do Lema A.15. Seja

x0 = 0 e defina uma (n+ 1)-coloração f de CN
m+1 colocando, para todo (i1, ..., iN) ∈ CN

m+1

(i1, ..., iN)f =

 l, se S(
∑N

j=1 cjxij) = Srl

0, se
∑N

j=1 cjxij = 0.

Pelo Teorema A.9, existe uma linha L = {y0, ..., ym} monocromática em relação a f . Logo,

para algum l′ ∈ {0, 1, ..., n} tem-se que (ys)f = l′, para todo s ∈ {0, ...,m}. Escrevendo
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ys = (ys0, ..., ysN), para cada s ∈ {0, ...,m}, pela Observação A.4, existem L0, L1 ⊆ {1, ..., N}

com L0 ∩L1 = ∅, L0 ∪L1 = {1, ..., N}, L1 6= ∅ e tais que a linha L pode ser escrita na forma

L = {ys = (s, ..., s, a1, s, ..., s, ak, s, ..., s, a|J0|, s, ..., s) ∈ CN
m+1; s = 0, ...,m},

com ak ∈ L0, para todo k = 1, ..., |L0| e a1 < ... < a|L0|. De (ys)f = l, para todo s, obtém-se

S(
N∑
j=1

cjxysj) = S(
∑
j∈L0

cjxysj +
∑
j∈L1

cjxysj) = S(
∑
j∈L0

cjxaj + xs
∑
j∈L1

cj) = Srl,

para todo ys ∈ L. Observe que L0 6= ∅, pois, caso contrário xs = 0 para todo s ∈ {0, ...,m},

absurdo. Tomando a =
∑

j∈L0
cjxaj e b =

∑
j∈L1

cj, segue, em particular, que para cada

s ∈ {1, ...,m} tem-se Sa = S(a+ bxs), em virtude de (y0)f = (ys)f , para todo s ∈ {1, ...,m}.

Note que b 6= 0, pela escolha dos ci’s e, assim, a 6= 0, pois, caso contrário, {0} = Sbxs 6= {0},

absurdo. Dáı, 1 + (a−1b)xs ∈ S, para todo s ∈ {1, ...,m}. Pondo c = a−1b o resultado

segue.

Já foi visto que se T é um subgrupo do grupo multiplicativo K× de um corpo K, então T

induz um grupo T de automorfismo de K+. Em verdade, T é, naturalmente, isomorfo a T .

Por esse motivo, o subgrupo T é identificado com o grupo T , assim, por vezes os elementos de

T são vistos como automorfismos de K+. Agora a terceira e última proposição desta seção.

Proposição A.17. ([6]) Sejam K um corpo infinito e T um subgrupo de K× com ı́ndice

finito n. Então, existem uma infinidade de pares (α, β) ∈ T × T tais que β = 1 + α.

Demonstração. Suponha, por absurdo, que existam uma quantidade finitam de pares (α, β) ∈

T × T tais que β = 1 + α. Seja {k1, ..., kn} ⊆ K× um transversal à direita de T em K×.

Escolha elementos distintos x1, ..., xm+1 de T . Pelo Lema A.16, existe um elemento c ∈ K×

tal que 1+cxikj ∈ T , para cada i ∈ {1, ...,m+1} e cada j ∈ {1, ..., n}. Como a multiplicação

de c permuta as classes laterais de T em K×, existe um ı́ndice apropriado j tal que ckj ∈ T .

Defina d = ckj, αi = dxi e βi = 1 + αi e, assim, (αi, βi) são m + 1 pares em T × T com

βi = 1 + αi, contradizendo a quantidade máxima m de pares desta forma. Portanto, segue o

resultado.
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