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RESUMO

Neste trabalho, estudamos a existéncia, unicidade e estabilidade exponencial da
equagao de Korteweg-de Vries generalizada definida num intervalo limitado I = (0, L), na
presenca de um termo dissipativo localizado. Mais precisamente, consideramos o seguinte

problema

Up + Uy + a(W) Uy + Ugee +0(z)u =0, (x,t) € (0,L) x (0,00),
u(0,t) = u(L,t) = u,(L,t) = 0, t € (0,00),
u(x,O) = gb(x), x € (OvL)v

onde b = b(x) € L*(I) é uma funcao nao-negativa, com suporte w contido num subconjunto

de I, e a = a(p) é uma funcdo regular satisfazendo a condigao de crescimento dada por
a(0) =d'(0) =0, l|a(x)| < K(1+]z"), l|a'(2)—d(y)| < Kl -y, Vo,yeR,

com 1 <p<2.

Palavras-chave: Equacao KdV Generalizada, Propriedade de Continuacao Unica, Estima-

tiva de Carleman.



ABSTRACT

In this work, we proved the existence, uniqueness and exponential stability to the
following generalized Korteweg-de Vries equation posed on a finite interval I = (0, L), with

a localized damping. More precisely, we consider the problem

U + Uy + a(w)ty + Ugge + 0(z)u =0, (x,t) € (0,L) x (0, 00),
w(0,t) = u(L,t) = u,(L,t) =0, t € (0,00),
u(z,0) = ¢(x), z € (0,L),

where b = b(z) € L*(I) is a nonnegative function, with its support w being a subset I, and

the function a = a(p) is a smooth function satisfying the growth condition

a(0) =d'(0) =0, |a(z)| < K(1+2f"), |a'(2) —d(y)] < Kle -y~ Va,yeR,

with 1 <p < 2.

Keywords: Generalized Korteweg-de Vries Equation, Unique Continuation Property, Car-

leman Estimate.
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INTRODUCAO

O presente trabalho tem por objetivo apresentar de maneira detalhada alguns resul-
tados demonstrados por Lionel Rosier e Bing-Yu Zhang no artigo “Global Stabilization of the
Generalized Korteweg-de Vries Equation Posed on a Finite Domain” publicado no periédico

STAM Journal Control and Optimization em 2006, conforme referéncia [20].

Neste trabalho estudamos a equacao de Korteweg-de Vries generalizada
(KdV generalizada) definida no intervalo limitado I = (0, L), na presenga de um mecanismo

dissipativo localizado, dada por
U + Uy + a(u)y + Ugze + 0(x)u =0, (x,t) € (0,L) x (0,00), (0.1)
satisfazendo as condigoes de fronteira homogéneas
uw(0,t) =u(L,t) = u,(L,t) =0, te€(0,00), (0.2)

e a condigao inicial

u(x,0) = ¢(z), x€(0,L), (0.3)

onde b = b(z) € L*(I) é uma fun¢ao nao-negativa cujo suporte w ¢ um subconjunto de I e a

funcao a = a(p) é uma fungao regular satisfazendo a seguinte condicao de crescimento
a(0) =0, |a(p)| < K@ +[uf?), |a'(p)] < K1+ [uf™), YueR, (0.4)

sendo 1 < p < 2.
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Estudamos a boa colocagao do problema de valor inicial e de fronteira (0.1)-(0.3) nos
espagos de Sobolev L%(I) e H3(I), ou seja, estudamos existéncia, unicidade e persisténcia das
solugdes correspondentes ao dado inicial ¢. Além disso, provamos que o sistema (0.1)-(0.3)
é uniformemente localmente exponencialmente estédvel em L2(I), isto é, para cada r > 0
existem duas constantes C' > 0 e v > 0, dependentes de r > 0, tal que para qualquer

¢ € L*(I) com ||||r2(s) < r e para qualquer solucao u = u(z,t) de (0.1)-(0.3), temos que

(-, 0)[122) < CllolI72ne™", vt > 0. (0.5)

Quando a(u) = p e b=0, (0.1) é a célebre equacao KdV
Up + Uy + ULy + Ugzy = 0, (0.6)

que foi obtida por Deiderik Korteweg e Gustav de Vries [13] em 1895, como o modelo para
a propagacao de ondas superficiais ao longo de um canal. Esta equacao tem sido estudada

intensamente por matematicos e fisicos desde 1960.

O estudo do problema de valor inicial e de fronteira associado a equagao KdV definida
num intervalo limitado comegou com Bubnov [0], que investigou o seguinte problema de

fronteira
U + Uy + Ugre = f(x, ), u(x,0)=0,

alu:m:(oa t) + a?“x(oa t) + Cng(O, t) = 07

(0.7)
Brtia(1,1) + Baus(1,) + B3u(0,1) = 0,
flucc(lu t) + 52”(17 t) =0
definido no intervalo (0,1) onde «;, 3;,& € R, j =1,2,3, i = 1,2 s@o constantes.
Em [3], Bona, Sun e Zhang estudaram o seguinte problema de fronteira nao homogé-
neo para a equacao KdV definida no intervalo (0, 1)
Up + Uy + Uy + Ugpgy = 0, u(x, 0) = ¢($),
(0.8)

w(0,8) = hy(8), w(l,t) = ha(t), us(1,t) = ha(t).
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Foi provado em [3] a boa colocagao do problema (0.8) no espago H*(0,1) para s > 0
s+1

com h; € H,? (Ry), j=1,2¢ hy € Hp (R,).

Para a equagao de KdV definida no intervalo limitado (0, L), com condigoes de fron-

teira homogéneas, dada por

U + Uy + Uy + Ugge = 0, (x,t) € (0, L) x (0,00)
w(0,t) = u(L,t) = u,(L,t) =0, te (0,00), (0.9)
u(z,0) = ¢(x), xz € (0,L),

vemos que toda solucao regular de (0.9) satisfaz

d L
= [ P = —Ju. 0,0 (0.10)

A expressao (0.10) nos leva a crer que toda solucao de (0.9) deve decair para zero
quando ¢t — oo. Contudo, isto nao é sempre verdade. Em [25], Rosier descobriu que se o

comprimento L do intervalo I = (0, L) pertencer ao conjunto

2
E = {\/7%\/ k% + kl + 12, onde k e [ sao inteiros positivos} ,

entao o sistema linear associado ao problema (0.9) possui uma solu¢do com norma constante
no espago L?(I). Portanto, é razodvel dizer que nem toda solugao de (0.9) decai para zero
quando t — 0o. Se o comprimento L do intervalo I nao pertence ao conjunto &, foi

demonstrado em [18] por Perla Menzala, Vasconcellos e Zuazua que existem § > 0 ey > 0

tal que se ¢ € L*(I) tal que se ||¢||r2() < & entdo
lu(,O)lleey < Cllgllreme™, YVt =0,

onde C' é uma constante que depende somente de |[¢||r2(p).

De modo a lidar com o caso em que L € & e obter solugdes de (0.9) que decaiam

para zero quando t — oo, Perla Menzala, Vasconcellos e Zuazua [15] introduziram um termo
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de “damping” b(z)u na equagao do problema (0.9) e obtiveram o seguinte sistema

Up + Uy + Uy + Ugge + 0(2)u =0, (x,t) € (0,L) x (0,00),
uw(0,t) = u(L,t) = u,(L,t) =0, t € (0,00), (0.11)
u(z,0) = ¢(x), z € (0,L).

Aqui, b € L*(I) é uma func¢do ndo-negativa e satisfaz b(z) > by > 0 quase sempre
num subconjunto w nao vazio e aberto de I. Perla Menzala, Vasconcellos e Zuazua [l8]

provaram o seguinte resultado

Teorema 0.1. Dado ¢ € L*(I), o PVIF (0.11) admite uma tinica solu¢io v € C(R; L*(I))N
L3 (R.; HY(I)). Além disso, se

loc

w contém dois subconjuntos da forma (0,0) e (L —4,L) para algum § > 0 (0.12)

entdo, para quaisquer L > 0 e N > 0, existem C > 0 e u > 0 tal que para qualquer ¢ € L*(I)

com ||¢||2(y < N, a correspondente solugao u de (0.11) satisfaz

u(-, )2y < Cllol|2e™, ¥t >0. (0.13)

Posteriormente, Pazoto [21] provou que o Teorema 0.1 ainda é valido quando
consideramos w apenas um aberto contido em (0, L), descartando, entao, a hipétese sobre w

dada por (0.12).

O trabalho de Perla Menzala, Vasconcellos e Zuazua motivou o artigo de Rosier e
Zhang [20]. Estes ultimos provaram resultados de boa colocagao estabelecidos em [3] para
a equacao KdV generalizada. Os autores também provaram a estabilidade exponencial da
solugao de (0.1)-(0.3) quando w é um subconjunto aberto de (0, L). Tal resultado de estabi-
lidade foi provado a partir de uma Propriedade de Continuacao Unica para a equacao KdV
generalizada, que por sua vez, foi obtida por meio de uma Estimativa de Carleman, provada

por Rosier em [24].

Este texto foi baseado no artigo de Rosier e Zhang [20], e além das hipéteses dadas
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em (0.4) sobre a fungao a, que sao as mesmas dadas em [20], neste trabalho adicionamos as
hipéteses

d'(0)=0, |d(z)—d(y)|<Klz—yl", VryeR.

O trabalho que segue esta organizado da seguinte maneira: No primeiro capitulo,
apresentaremos algumas defini¢oes, notacoes e resultados basicos, necessarios ao longo de todo
o trabalho; no segundo capitulo, provaremos a existéncia e unicidade de solucao local e global
para os problemas forte e fraco; no terceiro capitulo, estabeleceremos taxa de decaimento para

a energia associada ao sistema.



CaApiTULO 1

Preliminares

1.1 Distribuicoes e Espacos Funcionais

Seja © um aberto do R™.  Denotaremos por C°(€2) o conjunto das fungoes
¢ : Q2 — K (onde K = R ou K = C) que sao infinitamente diferencidaveis em € e que

tem suporte compacto, onde o suporte de ¢ é o fecho do conjunto {z € Q; p(z) # 0} em Q,

ou seja, supp () = {x € % () # 0} -

Dados a = (a1, q9,...,0,) € N" e x = (21,29, ...,2,) € R" representaremos por

D% o operador derivagao de ordem « definido por

glal

D =
al’lal 81.2012 . 8$na" ’

em que |a| = Zai. Se a = (0,0,...,0), define-se D*u = u.
i=1

Dizemos que uma sequéncia {p,} C C3°(Q2) converge para zero, denotando ¢, — 0,

se, e somente se, existe um subconjunto compacto K de €2, tal que:

i) supp(p,) C K,Vv €N;

ii) D%p, — 0 uniformemente sobre K, Vo € N".

Dizemos que uma sequéncia {¢,} C C3°(Q2) converge para ¢ C C§°(€2) quando a

seqiiéncia {p, — ¢} converge para zero no sentido acima definido.

O espago C§°(€2), munido desta nogado de convergéncia, é denominado espago das
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funcgoes testes, e denotado por D(2).

Definimos como distribui¢ao sobre Q2 a todo funcional linear e continuo em D(f2).
O conjunto de todas as distribuicoes sobre €2 é um espago vetorial, o qual representa-se por
D'(Q), chamado espaco das distribuices sobre €, munido da seguinte nocao de convergéncia:
Seja (T,,) uma sucessio em D' () e T € D'(Q). Diremos que T, — T em D' (Q) se a sequéncia

numérica {(T,, p)} converge para (T, ) em R, ¥V ¢ € D(Q).

Seja T' uma distribuicao sobre €2 e a € N". A derivada de ordem « de T, no sentido

das distribuigoes, é definida por:

(DT, @) = (—1)*UT, D*p); Vo € D(Q).

Verifica-se que D*T ¢é ainda uma distribuicaco e que o operador

D> :D'(Q) — D'(Q), tal que a cada T associa-se DT, é linear e continuo.
1.1.1 Os Espagos LP(Q)

Seja 2 um aberto do R™. Representaremos por LP(2), 1 < p < 400, 0 espago
vetorial das (classes de) fungdes definidas em {2 com valores em K tais que |u|P é integravel

no sentido de Lebesgue em (2.

O espago LP(§2) munido da norma

1
|w||r@) = </Q |u(x)|pd:v>P , paral <p < 400

[u]| Lo = sup ess|u(z)[, para p = +o0,
xeQ)
é um espaco de Banach.
No caso p = 2, L*(Q2) é um espaco de Hilbert.

Teorema 1.1. (Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue) - Seja (u,)yen
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uma sequéncia de fungoes integraveis num aberto 0 C R™, convergente quase sempre para
uma funcao u. Se existir uma funcao ug € LY(Q) tal que |u,| < ug quase sempre, Vv € N

entao u € integravel e tem-se
/ u= lim [ u,.
O v—00 JO)
Demonstracao: Ver [10].

Teorema 1.2. (Lema de Fatou) - Seja (u,),en uma sucessao de fungoes integraveis e nao

negativas que converge quase sempre para uma fun¢ao u. Se lirginf u, € finito, entao u é
14 o (9]

integrdvel e tem-se

/u < liminf [ wu,.
Q

V—00 (9}

Demonstracao: Ver [10].

Proposigao 1.1.1. Se u € L*(Q) entdo as integrais indefinidas de u sao funcoes absoluta-

mente continuas.

Demonstracao: Ver [10].

Proposicao 1.1.2. (Desigualdade de Young) - Sejam 1 < p,q < oo tal que

1 1
-4+ —-—=1ea,b>0. Entao

p q
ab b

ab < — + —.
p q

Demonstracao: Ver [1].

Proposicao 1.1.3. (Desigualdade de Minkowski) - Sejam 1 <p < oo e f,g em LF(Q),
entao

1F + gllizr) < I fller@) + ll9llzr-

Demonstracao: Ver [10].

Proposigao 1.1.4. (Desigualdade de Hélder) - Sejam u € LP(Q2) e v € L9(Q) com

1 1
1<p<ooe=-+-=1. Entio uv € L*(Q) e temos a desigualdade
P q

ol < oo o]l oo
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Demonstragao: Ver [1].

Observagao : Em L?(2) a Desigualdade de Hélder é conhecida como Desigualdade

de Schwarz.

Segue como corolario da Proposi¢ao anterior o seguinte resultado:

Corolario 1.1.4.1. (Desigualdade de Hélder generalizada) - Sejam fi, fa, ..., fr funcgoes,

1 1 1 1 1
tais que f; € LP(Q), p; > 1,1 <i<k,onde —+—+...+4 — =—¢e¢— < 1. Enlao o

P P2 Pk p P
produto f = fifa... fr € LP(Q) e

1 fllzey < filler @l follzee ) - - - 1kl zow @)

Além dos resultados acima, temos que:

i) LP(Q) é reflexivo para todo 1 < p < +o0;
ii) LP(Q2) é separavel para todo 1 < p < +o0;
iii) D(2) tem imersao continua e densa em LP(€2) para todo 1 < p < +o0;

iv) Se (f,) é uma sequéncia em LP(Q2) e f € LP(2) sdo tais que || f, — f|lzr@ — 0 entao

existe uma subsequéncia (f,, ) tal que f,,, () — f(z) quase sempre em (.

Teorema 1.3. (Teorema da Representagao de Riesz) - Sejam 1 < p < +oo,

/ 1 1
p € (LP(2)) com —+ — = 1. Entdao existe uma unica u € L1(2), tal que
q P
(o) = [ ul@)o(@)de, Vo € L(Q) € Jull @) = 1] 1oy

Demonstracao: Ver [1].

Quando p = oo, temos:

Proposicao 1.1.5. Seja ¢ € (Ll(Q))l, entdo existe uma unica u € L>(Q) tal que

(o) = [ ul@yu@)ds, Yo € LH9) e full s = 9]y
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Demonstragao: Ver [1].

Denotaremos por Lf (), 1 < p < 400 o espago das (classes de) fungoes
u: Q — K tais que |ul? é integrdvel no sentido de Lebesgue sobre cada compacto K de

Q2 munido da seguinte nogao de convergéncia: Uma sucessao u, converge para u € L} () se

para cada compacto K de () tem-se:

Pr (U, —u) = (/K lu, (z) — u(x)\%x)ll} — 0.

Lema 1.1.1. (Lema de Du Bois Raymond) - Seja u € L} .(Q), entio T, = 0 se, e

loc

somente se, u = 0 quase sempre em 2, onde T,, € a distribuicao definida por

(T, p) = /Qu(x)go(x)dx, YV € D(Q).

Demonstracao: Ver [7].

Deste Lema tem-se que T, fica univocamente determinada por u € L}, (), isto é, se

u,v € L} (), entao T,, = T, se, e somente se, u = v quase sempre em ).

Proposigao 1.1.6. Seja (u,),en C L7 (), 1 < p < +o0, tal que u, — u em L (), entdo

loc

u, — u em D'(Q).

Demonstracao: Ver [7].

Lema 1.1.2. (Lema de Gronwall) - Sejam f € C([0,T]) e z € L*(0,T) tais que z(t) > 0,

f(t) > 0 e seja ¢ uma constante ndo negativa. Se

FH) < et /Otz(s)f(s)ds, Vi € [0,7],

entao

ft) < cels 29 vt e [0, 7).

Demonstracao: Ver [5].
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Lema 1.1.3. (Lema de Lions) - Seja (u,) uma sucessao de fungoes pertencentes a L(Q)

com1l < qg<oo. Se

i) u, — u quase sempre em @,
ii) Hu,,HLq(Q) <C, VwveN,
entao, u, — u fraco em L(Q).

Demonstragao: Ver [17].

Teorema 1.4. (Teorema da Média) - Seja f : (a,b) — X, onde X é um espago de

Banach, uma fungdo continua. Para todo t € [a,b] tem-se

t+h
lim}ll/t+ F(s)ds = f(t).

h—0

Demonstragao: Ver [I1].
1.1.2 Espacos de Sobolev

Seja  um aberto do R"”, 1 < p < +00 e m € N. Representa-se por WP (2) o espago
vetorial de todas as fungées u € LP(2), tais que para todo |a| < m, D*u pertence a LP(Q),

sendo D*u a derivada no sentido das distribuigoes.

O espago W™P(€2) munido da norma

3=

w]|mp = ( Z /Q\Do‘u\pdx) , para 1l < p < oo,
la|<m

lulloe = 3 supess|D*u(a)], parap = o

la|<m €

é um espaco de Banach.

Representa-se W™2(Q) = H™(Q) devido a sua estrutura hilbertiana, ou seja, os

espagos H™(2) sao espagos de Hilbert.
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Sabemos que C§°(2) é denso em LP(2), mas nao é verdade que C§°(€2) é denso em
Wm™P(Q) para m > 1. Motivado por esta razao define-se o espago Wy""(Q2) como sendo o

fecho de C§°(§2) em W™P(Q), isto é,

- m,p(

= WP (Q) m,
Co (Q) = Wo p(Q)-

1 1
Suponhaquel <p <ooel < ¢ < oo tal que —+— = 1. Representa-se por W~"-4(Q))
P q
o dual topoldgico de Wi (2). O dual topoldgico de H(€2) denota-se por H ().

Proposigao 1.1.7. Sejam Q um conjunto aberto do R™, de classe C™, com fronteira limitada

e m um inteiro tal que m > 1, e 1 < p < oco. Entao temos as sequintes imersoes continuas:

1 1 1

se — — 150 entdo Wme(Q) — L1(Q), onde — = — — @,
p n q p n
1 m .

se PR 0 entao W™P(Q) — L1(Q), Vq € [p, +0],
1

se — — L <0 entdo WmP(Q) < L>().
p n

Demonstragao: Ver [7].

Teorema 1.5. (Teorema de Rellich Kondrachov) - Seja 2 um subconjunto aberto lim-

itado do R™, Q0 de classe C* e 1 < p < oo. Entdo

se p <n entdo W'P(Q) <% L1(Q), Yq € [1,p*], onde pl* =——
se p=mn entao W'P(Q) < LI(Q), Vq € [1,+o0],

se p=mn entdo WH(Q) < C(Q).

Demonstragao: Ver [7].

Notagao: <% indica imersao compacta.

A seguinte desigualdade serd 1til e pode ser encontrada em [1].

Proposicao 1.1.8. Sejam 1 < g < p < oo e inteiros m > n. Entao

lullze@) < Cllull i lullivim@),  Yu e WH™(Q),
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onde
1 1
_ q P
“=1T1 1>
7+i_7

para alguma constante C' > 0.

Como consequéncia da desigualdade anterior, temos o seguinte

Corolério 1.1.8.1. Eriste uma constante C > 0 tal que para todo w € H(I), vale

1 1
|wllzeery < Cllwllzzay + Cllwl| 2y l[wel| 21y

Demonstracao: De fato, pela Proposicao anterior, existe C' > 0 satisfazendo

el

1
el ey < CllwllZary (10l + Hwel[F2y) * Yo € HY(D),

e com isso, resulta

N

1

Cllewl Zaqry (I1wll3aqry + lwlZaqs))
1

CllwlEaqry (el oty + el zaqn)
1 1 L

bl (ol + el

1 1
Cllwllzaqy + Cllwl|Fopllwel | Fy, - Yw € HY(I).

IN

||w||L°°(I)

NI

IN

IN

Proposigao 1.1.9. Para toda v € H(I), vale
1 1 1
ull ooy < 22 [|uf|F2pluall 72y

Demonstragao: De fato, dados 0 <z < L e u € Hj(I), temos

z T
w¥(z) = u?(x) — u(0) :/0 W‘Z(z)dt:/o 2u(t)ug(t)dt < 2|[ul| 2| |te |20y,

donde resulta o desejado. 0



1.2 Espacos Funcionais a Valores Vetoriais 23

1.2 Espacos Funcionais a Valores Vetoriais

Nesta se¢ao iremos determinar os espagos em que sao consideradas as variaveis tem-

poral e espacial, os quais sao necessarios para dar sentido aos problemas de evolucao.
Sejam X um espaco de Banach e a,b € R.

O espaco LP(a,b; X), 1 < p < 400, consiste das (classes de) fungdes mensurdveis

sobre [a,b] com imagem em X, ou seja as fungoes u : (a,b) — X, tais que
1
b b\
ey o= ( [ Tueear)” < .

O espago L*(a,b; X) consiste das (classes de) fungoes mensuraveis sobre [a, b] com

imagem em X, limitadas quase sempre em (a,b). A norma neste espago é dada por

[w]| oo (a0 x) == inf {c > 0; [Ju(t)][x < ¢ q.5.}.

O espaco C™([a,b]; X), m = 0,1,..., consiste de todas as fungoes continuas u :

[a,b] = X que possuem derivadas continuas até a ordem m sobre [a,b]. A norma é dada por

lu|| :== Z max |u(i)(t)|.

=0 t€la,b]

Vejamos algumas propriedades desses espagos, as quais podem ser encontradas em

Proposicao 1.2.1. Sejam m = 0,1,...; 1 < p < 4o00; X e Y espacos de Banach sobre o
corpo K, onde K =R ou K =C. Entao:

i) C™(la,bl; X) € um espaco de Banach sobre K.
ii) LP(a,b;X), 1 <p < +oo e L>®(a,b; X), sao espagos de Banach sobre K.

iii) C([a,b]; X) € denso em LP(a,b; X) e a imersao C([a,b]; X) — LP(a,b; X) é continua.
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w) Se X é um espago de Hilbert com produto escalar (.,.)x, entio L*(a,b; X) é também

um espaco de Hilbert com produto escalar
b
(uvv)LQ(a,b;X) ::/ (u(t),v(t))xdt

v) LP(a,b; X) € separdvel, se X for separdvel e 1 < p < +00.
vi) Se X =Y, entao L"(a,b; X) — L% a,b;Y), 1 < q<r < +4o0.

Denotaremos por D(a,b; X) o espago localmente convexo completo das fungoes ve-
toriais ¢ : (a,b) — X infinitamente diferenciaveis com suporte compacto em (a, b). Diremos
que ¢, — ¢ em D(a, b; X) se:

i) 3K compacto de (a,b) tal que supp (p,) e supp () estao contidos em K, Vv;

ii) Para cada k € N, p® () — »®)(¢) em X uniformemente em ¢ € (a, b).

Prova-se que o conjunto {0¢, 0 € D(Q),£ € X} é total em D(a, b; X).

O espago das distribuigoes sobre (a,b) com imagem em X, sera denotado por

D'(a,b; X).

A nocao de convergéncia em D'(a,b; X) é a seguinte: seja S € D'(a,b; X) logo
S : D(a,b) — X ¢ linear e se 6, — 6 em D(a,b) entdo (5,6,) — (5,0) em X. Diremos
que S, — S em D'(a,b; X) se (S,,0) — (S,0) em X, VO € D(a,b). Cada elemento desse

conjunto é uma distribui¢ao sobre (a,b) com valores no espago de Banach X.

ds
A derivada u para S € D'(a,b; X), é definida como um tinico elemento deste espago

ds dy
2oV =— (822N, D .
<dt,s@> <S, dt>, Vo € D(a,b)

que satisfaz
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Agora se f € LP(a,b; X) definimos f € D'(a, b; X) por

b
(Foo) = [ f0ptdt Vo e Dab).

A funcdo de LP(a,b; X) em D'(a,b; X) que a cada f associa f, é linear e continua, e

ainda é injetora. Portanto, identificando f com f obtemos

LP(a,b; X) < D'(a,b; X).

O espaco Lj,.(a, b; X) é o espago das fungoes u tal que para todo compacto K C (a, b),

Xrxu pertence & L'(a,b; X), onde xf denota a funcao caracteristica de K.

Representamos por W™P(a, b; X) o espago vetorial de todas as fungoes u € LP(a, b; X),
tais que para todo j < m, u¥) pertence a LP(a,b; X), sendo u) a derivada no sentido das

distribuicoes de ordem j, acima definido. Tal espago munido da norma

1
p

|w||mp = (Z/Q |u(j)(:v)|pd:r) , para 1 < p < oo,
=0

[t} m,c0 = D supess|u (z)], para p = oo
j=0 €
é um espaco de Banach.
- as - , ,
A funcao S — & © uma fungao continua de D’(a, b; X') sobre ele mesmo.
Escrevemos H™(a,b; X) = W™2(a, b; X).

Proposigao 1.2.2. Seja u € WhP(a,b; X) para algum 1 < p < co. Entao, u € C([a,b]; X).

Teorema 1.6. Seja X um espaco de Banach reflexivo e separdvel, 1 < p < +o00, —+— = 1.
i) A cada fung¢ao v € Li(a,b; X') corresponde um tnico funcional © € Y', onde Y =

LP(a,b; X), dado por
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(@) = /ab(v(t),u(t))xdt Vu e Y. (1.1)

Reciprocamente, para cada v € Y' corresponde exatamente uma unica fungio v € L(a,b; X')
dada por (1.1). Além disso

[2llyr = l[ollLaapx)

it) O espaco de Banach LP(a,b; X) € reflexivo e separdvel.

Demonstracao: Ver [28].

Assim, podemos identificar Y’ com L9(a,b; X'), pois pelo Teorema acima existe um

isomorfismo isométrico entre os dois espacos. Donde
b b i
) = [ty ol = ([ To@lar) ' vueys ey

Denotaremos por H}(a,b; X) o espaco de Hilbert
(b X) = {v € I(a,b: X),0' € (b X),  v(a) = u(b) = 0},
munido do produto interno

((w.0)) = [ Golt), ) et + [ ! (2),0/(6))

Identificando L*(a, b; X) com o seu dual [L?(a, b; X)|', via Teorema de Riesz, obtemos
D(a,b; X) < Hy(a,b; X) < L*(a,b; X) < H '(a,b; X) = D'(a,b; X),

onde H *(a,b; X) = [Hj(a,b; X)]'.

Proposigao 1.2.3. Sejau € L*(a,b; X). Entdo existe um tinico f € H ' (a,b; X) que verifica

(f,06) = ((u,0),8)x; V€ D(a,b), VEeX.
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Demonstragao: Ver [19)].

Da Proposicao anterior podemos identificar f com u'. De posse disso, diremos que

se u € L*(a,b; X) entao u' € H (a,b; X).

Lema 1.2.1. A aplicacao
u € L*a,b; X) — v € H (a,b; X);
onde X € um espaco de Hilbert, é linear e continua.

Demonstragao: Ver [19].

Lema 1.2.2. Sejam H eV espacos de Banach, tais que H — V. Seu € L'Y(0,T;H) e
u' € LY0,T;V) entao u € C°([0,T]; V).

Demonstracao: Ver [28].

Definicao 1.2.1. Num espaco de Banach X, um subconjunto Y C X € denominado relati-

vamente compacto quando Y é compacto.

Teorema 1.7. Sejam X, Y e B espacos de Banach tais que X <B — Y.

i) Se F' é um conjunto limitado em LP(0,T;X), com 1 < p < oo, e {fi; f € F} € limitada
em L'(0,T;Y) entio F € relativamente compacto em LP(0,T; B);

ii) Se F ¢ limitado em L>®(0,T;X) e {fy; f € F} € limitado em L"(0,T;Y), com r > 1,

entao F' ¢é relativamente compacto em C(0,T; B).

Demonstracao: Ver [27].

A seguir, enunciaremos um resultado sobre a existéncia e continuidade de uma apli-
cacao denominada aplicacao traco de ordem j. Tal resultado, bem como a teoria envolvida,

podem ser encontrados em [19].

Consideremos €2 um aberto regular de R™ com fronteira I'; j, k, e m ntimeros inteiros

nao negativos e 1" > 0.
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Teorema 1.8. Eziste uma aplicacao
i HH0,T;H™(Q) — H*(0,T; H"975(T)) (1.2)

linear, continua sobrejetora, que admite inversa a direita linear e continua.

1.3 Topologia Fraca - o(F,E’) e Topologia Fraco * -
o(FE' F)

Nesta secao enunciaremos resultados importantes que serao utilizados ao longo de

todo o trabalho.

Seja E um espaco de Banach, E’ o seu dual topolégico e consideremos f € E'.
Designaremos por ¢ : E — R, a aplicacao dada por ¢s(x) = (f,z), para todo x € E. A

medida que f percorre E’, obtemos uma familia {¢y} e de aplicacoes de £ em R.

Definigao 1.3.1. Seja E um espago de Banach. A topologia fraca o(E,E") sobre E € a

topologia menos fina sobre E para a qual sdo continuas todas as aplicacoes oy, f € E'.

Notagao: Seja (7,),eny uma sequéncia de E convergente para x em F na topologia

fraca o(E, E'). Utilizamos, neste caso, a seguinte notacao:
T, = rem F.
Proposicao 1.3.1. Seja (v,)nen uma sequéncia em E, entdo:

i) T, = x em E se, e somente se, (f,x,) — (f,x), Vf € E'.
it) Se x,, = x em E, entdo x, — vem E.
iii) Se x, — xem E, entao |z,||g € limitada e ||z||p < lim infl|z,| £

w) Se x, = xzem E e f, — [ em E', entao (fn,xn) — (f,x).
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Demonstragao: Ver [1].

Seja E' um espaco de Banach e seja x € E fixo. Definamos J, : E' — R por

(Jo, ) = ([, 2).

As aplicagoes J, sao lineares e continuas, portanto J, € E”, Vx € E.
Definamos, agora, J : E — E” tal que J(z) = J,.

Defini¢ao 1.3.2. A topologia fraco *, também designada por o(E', E), é a topologia menos

fina sobre E' que torna continuas todas as aplicagoes J,.

Proposicao 1.3.2. Seja (fn)nen uma sequéncia em E', entdo:

i) fo— f em E' se, e somente se, {fn,x) — (f,z), Vo € E.
i) Se f, — f em E', entdo f, > f em E'.
iii) Se f, — f em E', entdao f, — f em E'.

i) Se f, = f em E', entdo ||f,||e € limitada e ||f||z < lHminf || f,||z .

Demonstragao: Ver [1].

Lema 1.3.1. Sejam E um espago de Banach reflexivo e (Tp)peny uwma sequéncia

limitada de E, entdo eziste uma subsequéncia (Tn, )ren de (Tn)nen € © € E, tal que

T, — 2 em E.

Demonstracao: Ver [1].

Lema 1.3.2. Sejam E um espago de Banach separdvel e (f,)nen uma sequéncia limitada de

E', entao existe uma subsequéncia (fn, )ren € f € E', tal que

fo, = femE.
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Demonstragao: Ver [1].

Teorema 1.9. Sejam E e F espacos de Banach e T um operador linear e continuo de E
em F. Entao, T € continuo em E, munido da topologia fraca o(E, E'), em F, munido da

topologia fraca o(F, F"). A reciproca também é verdadeira.

Demonstracao: Ver [1].

1.4 O Adjunto de um operador linear nao limitado

Sejam X e Y espagos de Banach e A : D(A) € X — Y um operador linear nao

limitado com dominio denso. Definamos o conjunto
D(A*) ={veY's 3Fc>0tal que |(v,Au)| < c||ul|lx, Vu e D(A)}.
Para cada v € D(A*), definimos a aplicagao g, : D(A) C X — R dada por
go(u) = (v, Au), Yu € D(A),

que satisfaz

|g0(w)| < dflullx,  Vu e D(A).
Observe que g, ¢ um operador linear limitado, com dominio denso. Entao existe uma tinica
extensao linear limitada f, : X — R de g,, que satisfaz

Ifo(w)| < c|lul|lx, VYueX.

Assim, definimos
A*: DAY CY — X'

v = A'v=f,
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que é denominado o operador adjunto de A. Como f, estende g,, entao eles coincidem em

D(A) e com (1.3) resulta a relacdo de adjuncao:

(A*v,u) = (v, Au), Yu € D(A),Yv € D(A").

Um resultado que sera utilizado, sobre adjunto de um operador linear nao limitado,

é o seguinte:

Teorema 1.10. O adjunto de um operador é um operador fechado.

Demonstragao: Ver [4].

Maiores detalhes sobre operadores nao limitados podem ser encontrados em [3] ou

[

1.5 (- Semigrupos

Durante esta segdo, X denotard um espago de Banach e £(X) a dlgebra dos oper-
adores lineares limitados de X em X. Uma familia de operadores {S(t)}:>o ¢ denominada

um Semigrupo de Operadores Lineares quando satisfaz:

i) S(0) = I, onde I denota o operador identidade de L£L(X);

i) S(t+s)=S(t)S(s), VtseR,.

O semigrupo {S(t)}+>0 ¢ denominado de classe Cp, ou Cy—semigrupo, quando satis-

faz:

iii) tlir& [|S(t)r —z||x =0, Vre X.

Proposigao 1.5.1. Se {S(t)}i>0 € um Cy—semigrupo, entio t — ||S(t)||x € uma fun¢dio

limitada em todo intervalo limitado [0, T].
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Demonstragao: Ver [22].

Resulta, da Proposicao anterior, que existem M > 1 e w > 0 tais que

1S(t)]|x < Me*', Vvt >0.

No caso em que w = 0 e M = 1, o semigrupo {S(¢)}:>o ¢ denominado Cp—semigrupo de

contragoes.

Definigao 1.5.1. O operador A definido por

D(A) = {x €X; }Lir% S(h) - [x exz'ste};
Az = lim Mm, Vz € D(A),
h—0 h

é dito gerador infinitesimal do semigrupo {S(t)}1>o-

Proposicao 1.5.2. D(A) é um subespago vetorial de X e A é um operador linear.

Demonstragao: Ver [10].

Proposigao 1.5.3. Seja {S(t) }1>0 um semigrupo de classe Cy e A seu gerador infinitesimal.

i) Se x € D(A), entao S(t)r € D(A), Vi>0ce

d
aS(t)x = AS(t)x = S(t)Ax; (1.4)

it) Se x € D(A) entdao
Sty — S(shr = | " AS(F)edr = / ' S(r) Azdr: (1.5)

iii) Se v € X, entdo [; S(T)xdr € D(A) e

Sty —z=4 [ ' S(r)wdr. (1.6)
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iv) Para todo x € X,

S 1 qtth

}ILILI(I) ), S(T)xdr = S(t)x. (1.7)
Demonstracao: Ver [22].
Proposicao 1.5.4. i) O gerador infinitesimal de um Cy—semigrupo é um operador linear

fechado e seu dominio € denso em X;

it) Um operador linear A, fechado e com dominio denso em X, é o gerador infinitesimal

de, no mdximo, um Cy—semigrupo .
Demonstragao: Ver [22].
Definicao 1.5.2. i) Diz-se que um operador linear A : D(A) C X — X ¢€ dissipativo se,
para alguma aplicacao dualidade 7,

Re(j(z), Az) <0 Vz e D(A). (1.8)

No caso em que X € um espago de Hilbert, equivalentemente, A : D(A) C X — X ¢é
dissipativo quando

(Az,x)x <0, Vz e D(A);

ii) Diz-se que A € m-dissipativo se for dissipativo e Im(IX — A) = X para algum A > 0;

iii) Diz-se que A € acretivo (m-acretivo) se —A for dissipativo (m-dissipativo).

Teorema 1.11 (Lumer-Phillips). Um operador A é gerador de um Cy—semigrupo de con-

tracoes se, e somente se, A € m-dissipativo e densamente definido.

Demonstracao: Ver [10].

Corolario 1.11.1. Seja A um operador linear fechado densamente definido. Se A e seu
adjunto A* sao dissipativos, entao A € gerador infinitesimal de um Cy—semigrupo de con-

tracoes.

Demonstracao: Ver [22].



1.6 O Problema de Cauchy Abstrato 34

1.6 O Problema de Cauchy Abstrato

No decorrer desta segdo X denotard um espago de Banach e A : D(A) C X — X

um operador linear.
1.6.1 O Caso Homogéneo

Consideremos o problema

du
{ (1) = Au(t), £ € (0,00), (1.9)
u(0) = up.

Definicao 1.6.1. Seja A gerador infinitesimal de um Co—semigrupo {S(t)}+>0. Dado ug € X,
a aplicagao u € C([0,00), X), que satisfaz (1.9) e é dada poru = S(-)uy € denominada solugdao
mild do problema (1.9).

Defini¢ao 1.6.2. Seja A gerador infinitesimal de um Co—semigrupo {S(t)}i>0. Dado ug €
D(A), a aplicagio u € C(]0,00), D(A)) N C((0,00); X), que satisfaz (1.9) é denominada
solug¢do do problema (1.9).

Teorema 1.12. Se A ¢ gerador infinitesimal de um Cy—semigrupo {S(t)}+>0, entdo para

cada uy € D(A), (1.9) tem uma unica solugdo que € dada por u = S(-)ug.

Demonstracao: Ver [22].

Observemos que, quando uy € D(A), o problema (1.9) é resolvido em C([0, 00), X).

O caso em que ug € X serd discutido na proxima secao.
1.6.2 O Caso Nao-Homogéneo

Consideremos f : [0,00) — X e o problema

du
{ 2 () = Au(t) + (1), t € (0,00), (1.10)

u(0) = up.
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Definicao 1.6.3. Sejam A o gerador infinitesimal do Co—semigrupo {S(t)}+>0, up € X e
felL (Ry;X). A aplicagio u € C([0,00),X) dada por

u(t) = S(tyuo + [ " S(t — 5)f(s)ds

¢ denominada solug¢ao mild do problema (1.10).

Definicao 1.6.4. Seja A um gerador infinitesimal de um Co—semigrupo {S(t)}i>0. Dado
ug € D(A), a aplicagio u € C([0,00); D(A))NC*((0,00); X) que satisfaz (1.10) é denominada
solugdo (cldssica) de (1.10).

Proposigcao 1.6.1. Sejam A o gerador infinitesimal do Co—semigrupo {S(t)}>0 € f €
L. .(Ry; X). Entdo para todo uy € X o problema (1.10) admite, no mdzimo, uma solugdo

que € dada por

u(t) = S(t)ug +/Ot5(t — 8)f(s)ds. (1.11)

Demonstracao: Ver [22].

Teorema 1.13. Sejam A o gerador infinitesimal de um Cy—semigrupo {S(t)}i>0, f €
LY0,T;X) ev:[0,T] = X dada por

o(t) = /OtS(t ) f(s)ds. (1.12)

O Problema de Valor Inicial (1.10) tem solu¢ao u : [0,T) — X para cada uy € D(A) se uma

das sequintes condi¢oes € satisfeita:

i) v € continuamente diferencidvel;

it) v(t) € D(A) para todo t € (0,T) e Av é continua em (0,T).

Reciprocamente, se (1.10) tem solugdo u : [0,T) — X para algum ug € D(A) entao

v satisfaz i) e ii).

Demonstracao: Ver [22].
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Corolario 1.13.1. Sejam A o gerador infinitesimal de um Cy—semigrupo {S(t)}i>0 € f €
LY0,T; X). Se f(s) € D(A) para todo s € (0,T) e Af € L' 0,T;X) entio para todo
ug € D(A) o PVI (1.10) tem solugao em [0,T).

Demonstragao: Ver [22].

Observemos que, quando ug € D(A), o problema (1.10) é resolvido em C([0, 00), X).

Para o caso em que ug € X, temos o seguinte resultado

Teorema 1.14. Sejam T > 0, A um operador densamente definido, A* o operador adjunto de
A feLY0,T;X), eug € X. O problema (1.10) tem uma tinica solugio mildu € C([0,T]; X)
que satisfaz

i) (u(t),v)x x € absolutamente continua em [0,T] para todo v € D(A*);

i) jt(u(t),wxgp = (u(t), A*v)x x + (f(t),v)x x/, para quase todo t € [0,T] e para todo
v e D(AY);

iii) u(0) = ug
se, e somente se, A é gerador infinitesimal de um Cy—semigrupo definido em X.

Demonstracao: Ver [2].

O Teorema 1.14 também é valido para a solu¢ao mild do problema (1.9), desde que

consideremos f = 0.

1.7 O Teorema de Holmgren
Dado um operador diferencial de ordem m,

P(D)= Y a,D"

|| <m

com coeficientes constantes, a parte principal do operador P(D) é dada por
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P.(D)= Y a.D".
|a|=m
Uma superficie ¢(z) = ¢(xg) com ¢ € C*(Q), onde Q é um aberto de R™, e com
Vo(zo) # 0, é denominada superficie caracteristica em zy com respeito ao operador diferencial

P de ordem m se P,,(V¢(xg)) = 0.

Teorema 1.15 (Holmgren). Sejam Oy e Oy dois abertos convexos do R™ tais que O C
O, e seja P(D) um operador diferencial com coeficientes constantes, tal que todo plano 7
caracteristico de P(D) que verifica m N\ Oy # () satisfaz também m N Oy # (). Entao, qualquer

solug¢io u € D'(Os) da equacao P(D)u =0 tal que u =0 em Oy, verifica u =0 em Os.

Demonstracao: Ver [12].



CAPITULO 2

Existéncia e Unicidade de Solucao

2.1 Introducao

Vamos estudar, neste capitulo, a existéncia global de solugao da equacao generalizada
de Korteweg-de Vries no intervalo limitado da reta I = (0, L) com dissipacao localizada, dada

pelo seguinte problema de valor inicial e de fronteira (PVIF) néo linear

Ut + Uy + a() Uy + Ugee + 0(x)u =0, (z,t) € (0,L) x (0,7,
w(0,t) = u(L,t) = uy(L,t) = 0, te (0,T), (2.1)
u(z,0) = ¢(x), z € (0,L)

onde T > 0 ¢ dado, b = b(z) € L*(I) é uma funcao nao negativa, cujo suporte w é um
subconjunto de I e a fungao a = a(u) é uma fungao de classe C''(R), satisfazendo a seguinte

condicao de crescimento
a(0) =d'(0) =0, la(x)| < K(1+]z"), l|a'(z)-d(y)| < Kle—-yP™", Vo,yeR,

com 1 <p<2.
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2.2 O Caso Linear Homogéneo

Consideremos, inicialmente, o problema linear abaixo com condigoes de fronteira

homogéneas e sem forcas externas atuando no dominio

Up + Uy + Ugge = 0, (x,t) € (0,L) x (0,00),
w(0,8) = u(L,t) = uy(L,t) =0, t € (0,00), (2.2)
u(z,0) = ¢(x), x € (0,L).

Seja A : D(A) C L*(I) — L*(I) o operador linear definido por

cujo dominio é

D(A) ={f € H*I); f(0) = f(L) = fo(L) = 0}.

A formulagao abstrata de (2.2) é

du
{ —(t) = Au(t), t € (0,00),

u(0) = ¢.

(2.3)

Nosso intuito é provar que o problema acima possui solucao utilizando o Corolério
1.11.1.

7[/2([)

Notemos que C§°(I) € D(A) C L*(I) com C§°([) = L*(I), donde resulta que

D(A) é denso em L*(I). Faz sentido, entao, considerarmos o operador adjunto de A,

A* . D(AY) C LA(I) — L2(I).

De modo a obtermos o operador adjunto, lembremos que este é dado por

D(A") = {g € L*(I); 3lu € L*(I) tal que (Af,g)r2(ry = (f, )2y, Vf € D(A)}
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A" D(AY) € L¥(I) — L2(I)

g — u, onde u = A*g.

Lembremos também que A e A* satisfazem a relacao de adjuncao

(Af,9) = (= fo = faear 9) = (f, A%g), V[ € D(A).

Note que

L
(Af, 9y = /O(Af)gda:

L L
= — [ fugde = | frnagda
0 0

- s

= [ fae = D90 + 000 = 10:00) |7

L L
_/ fgwdx] - [fzxg
0 0

= [ Foude — fDalL) + £ (0)9(0) + [ o

L L

0 0

L L
0 0

L L
0 0

= [ Foedrt [ Fgenndn — FulD)g(E) + £er(0)9(0) ~ £2(0)0:(0)

Portanto, observadas as condigdes satisfeitas pela funcao f € D(A), concluimos que

g satisfaz

i) g€ H(I);

iii) A*9 = 95 + Graa-

Logo D(A*) = {g € H*(I);4(0)

g(L) = g.(0) =0} e A*g = g2 + Guwa-

Agora, provemos que A e A* sdo dissipativos. Com efeito, sejam f € D(A) e
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g € D(A"), temos

Af Dy = — [ fuwefdr— [ fofdr

L . 1
_/ fxwfwdx] - *fQ

0 0 27 |y

L
0

= - [fm:rf

- /Lf fdflf—lf2 ——l[f(())]2<0
- 0 xx)x _21: - 2 x = Yy

L L
(A*g>g)L2(I) = /nggdx+/0 gxxxgdx

1 L L I
0 0
L ]‘ 2 t ]‘ 2
= _/ GzzJedr = —59:| = _7[93:([/)] <0,
0 277, 2

o que mostra o desejado.

Por fim, provemos que A é fechado utilizando o Teorema 1.10. Provaremos que

A = A*. De modo a nao sobrecarregar a notacgao, escrevamos A* = B e provemos que
B* = A. Observemos que B* : D(B*) C L*(I) — L*(I) existe, pois D(B) é denso em L*(I).

Temos

D(B*) = {f € L*(I); 3lu € L*(I) tal que (By, f)i2) = (9, u)r2(ry, Vg € D(B)}

B*:D(B*) C L*(I) —s L*(I)

f — onde u = A*f.

Lembremos que B e B* satisfazem a relacao de adjuncao
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Observemos que

(Bo. Ny = [ (Bo)fde

0

= [Coutdrt [ guentin
L I L I
= [gf -/ gfxd:c%[gmfo— / gmfxdx]

_ —1fgndr+gmuaﬂL»—%xmfm>—[%ﬁ;——

/O ' Gz fmdxl
L L

- /OL 9/fzdr — /OL 9 frwad® + goa(L) f(L) = G22(0) f(0) = g=(L) fo(L)
= (g’ _fw - f:va;ac)L2(I) + gl;;r(L)f(L) — gIz(O)f(()) — g$(L)fw(L)7 Vg c D(B),

- /oL 9f2dx + e (L) (L) = 922(0)f(0) — g2 (L) fo(L) + [gfm

0

e ainda, observadas as condigoes satisfeitas pela fungao g € D(B), concluimos que f satisfaz

i) e H(1);

i) £(0) = f(L) = fuL) = 0;

i) B°f = —f, — four.
Logo D(B*) = {g € H*I);g(0) = g(L) = .(0) = 0} € B*f = —f, — fuuy. Portanto,

A = A**, e pelo Teorema 1.10 resulta o desejado. Por meio do Corolario 1.11.1, obtemos que

A é gerador infinitesimal de um Cy—semigrupo de contragoes {W ()}, , em L*().

Conforme visto na segao 1.6.1, quando ¢ € L?(I), a aplicagao W ()¢ € C([0, 00), L*(I))
é solugdo mild de (2.3). Além disso, sendo {W (%)}, semigrupo de contragoes, segue W (-)¢ €
Cy([0,00), L*(I)). Quando ¢ € D(A), temos W (-)¢ € C([0,00), D(A)) N C*((0,00), L*(I)) e
neste caso, W (-)¢ é a solugao de (2.3).

Lema 2.2.1. Para qualquer ¢ € L*(I), u(t) = W (t)¢ satisfaz

ooy + [ 200, 7)dr < 1161y, (2.4)
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ru?(z,t)dr + 3 (z,7)dzdr < (L+1t) | ¢*(x) (2.5)
A [ ) o

para todo t > 0, onde {W(t)}i>0 € o semigrupo de contragoes gerado pelo operador A de
(2.3). Além disso, u, € Cy([0, L]; L*(Ry)) e existe uma constante C' > 0 tal que

Slé]? vz, )| 2eyy < Cllél|L2a)- (2.6)

Demonstragao: Dado ¢ € D(A), sabemos que u(-) = W(-)¢ : [0,00) — L*(I) é a solugao

do problema abstrato (2.3), e portanto, resolve o problema

Ur + Uy + Uggy = 0, (x,t) € (0,L) x (0,00)
w(0,7) =u(L,7) =ux(L,7) =0, 7€ (0,00), (2.7)
u(z,0) = ¢(x), x€el,

onde a equacao é verifica quase sempre.
Fixemos t > 0 arbitrario.

Multiplicando a primeira equacao de (2.7) por u obtemos

Uy + UUG + Ulgrr = 0.

Integrando em (0,¢) x (0, L) temos

t oL t oL t L
/ / wu,dxdr + / / wu drdr / / UlUggrdxdr = 0.
0 Jo 0 Jo 0o Jo
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Mas,

t L L oyt
// wudrdr = / /uu,drda:
0o Jo
t1ld
N //QdT Jdrdz
= 7/ [w?(x,t) — u*(x,0)]d
2 Jo
1 1
= 5““(':75)\\%2(1) - §H¢H%2(1)

t oL oy t L1 d N
/O/OUUxQCT = /0/05%@)907

L

t oL t L
/ / UlpgedrdT = / [uum — / umux] dr
o Jo 0

/ / 2d:v dxdT

= -5 [ 2(L,7) —u2(0,7)]dr

1 t 9
= f/ uz (0, 7)dr.
2 Jo

Logo,
1 9 1 N 1t
5”“('»0HL2(1) - §||¢HL2(1) + 2/0 uz(0,7)dT =0,

o que implica

ooy + [ 4200, 7)dr = 110l

Para obter (2.5), multipliquemos a primeira equacao de (2.7) por 2zu e, em seguida,

integremos em (0,¢) x (0, L). Assim, obtemos

t L t L t L
/ / 2ruudrdr + / / 2xuu,drdT / / 20Ul g dxdr = 0.
0 Jo 0 Jo 0o Jo
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No entanto,
t ol
/ / 2euu.drdr = / / wu,drdr
0 Jo
t] d
- / [ S (w)drds
= [ el t) — (e, 0
L
= / (x,t)dx — / r¢?(x
0
L

t L t 1
/ / 2ruugdrdr = / 2 lu%
0 Jo 0o |2 0

t oL t L L
/ / 20U Uy drdT = / 2lumu3§ — / um(u—l—ajux)dx]ch
0 Jo 0 o o
t L L 1 L L1
= —2/ luzu —/ uidr + —(ul)x —/ (ui)dm]dT
0 0 0 2 0 0o 2
t oL
= 3// uZdrdr.
0 Jo
Logo,

L L t L t L
/ ru?(z,t)dr — / r¢?*(x)dr — / / udzdr + 3/ / udrdr =0,
0 0 0 Jo 0 Jo

ou seja,

L t L
/ vu?(z, t)dr + 3/ / wldedr = [Fx¢?(x)de + [1 ] uidedr
0 0 Jo

L/OL ¢2(x)dx+/0t /OLUdedT.
[t ayir <t [ ()

IA

De (2.4), obtemos
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Concluimos, entao,

L t L L
/ ru?(z,t)dz + 3/ / uldrdr < (L +1) / ¢*(z)dw
0 0 Jo 0

Ficam, entao, provados (2.4) e (2.5) quando ¢ € D(A). Por densidade, estendamos
estas desigualdades. Com efeito, sejam, entdo, ¢ € L*(I) e {¢,} C D(A) tais que ¢, — ¢
em L*(I) e consideremos u(t) = W(t)¢ e u, = W(t)p,, Vn € N, V¢ > 0. Temos

{ua} € C([0,4); D(A)) N CH([0,1]; L*(1)),

e
[un(T) = w(T)l2ry = W (T) 0 = W(T)0l| 22(s) < MIn = Ol 2y V7 €0, 2]. (2.8)

Logo, u, — u em L>=(0,t; L*(I)).

Como {¢,} C D(A), entao {u,} satisfaz (2.4) e (2.5), ou seja, para cada n € N, u,
verifica

[ s s < [ Nonlaqndr < (L -+ 060l
e
[ a7 sy < (L + )16l By

donde

H“n“L? 0,6 HL(I )—/ [n (-, |’L2(1)+Hun:c(a )||%2(1)d7§ 2(L+t)‘|¢n‘|%2(1)

Sendo {¢,} é limitada em L?(I), resulta que {u,} é limitada em L?(0,¢; H*(I)).
Entao existe uma subsequéncia {u,, } de {u,} tal que w,, — v; em L?*(0,t; H'(I)), para
algum v; € L*(0,t; H(I)). Mas de (2.8) decorre que u,, — u em L>(0,t; L*(I)). Valem as
imersoes L>(0,t; L*(1)) < L*(0,t; L*(1)) e L*(0,t; H*(I)) — L*(0,t; L*(I)), donde resultam

as convergéncias u,, — vy em L*(0,t;L*(I)) e u, — w em L*(0,t; L*(I)). Portanto, da
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unicidade do limite em L?(0,¢; L*(I)) vem que u = v; € u,, — uw em L?(0,t; H'(I)).

Por outro lado, da limitacao de {u,, } em L*(0,¢; H'(I)), segue que {u,, .} ¢ limitada
em L?(0,¢; L*(1)). Entao existe vy € L?(0,¢; L*(1)) tal que uy,, . — vo em L*(0,t; L*(1)).
Considerando a identificacao L*(Q;) = L?*(0,t; L*(0,L)), onde Q; = (0,t) x (0, L), temos
L*(Q:) — D'(Qy), e entao

Up, —u em D'(Qy),
Up, — Vo em  D'(Qy).
Como o operador derivacao é um operador continuo em D'(Q);) segue que u,, , — Uy
em D'(Q;), e portanto, u, = vy € L*(0,¢; L*(I)) e entao wuy,, , — u, em L*(0,t; L*(I)).

Das desigualdades
L L
/0 |y, (2, 7) Prde < L/o |un (2, 7)Pde < L||gnlZ2(py, V7 €0,8],

definindo g,(x,7) = u,(z,7)\/x, para todo x € (0,L) e 7 € (0,t), segue que {g,(-,7)} é
limitada em L?(0, L), para todo 7 € (0,t). Como esta limitagao nao depende de 7, entdo
{gn} ¢ limitada em L>(0,t; L?(I)), e entdo, existe v3 € L*(0,¢; L*(I)) tal que g,, — v3
em L>(0,t; L3(I)). Provemos que g = vs quase sempre, onde g(z,7) = u(z,7)\/r, = €
(0,L), 7 € (0,t). De fato, da imersao L>(0,t; L*(I)) < L*(0,¢; L*(I)) obtemos g,, — v3 em
L*(0,t; L*(I)). Como uy,, — u em L*(0,t; L*(I)), vem que

/Ot /OL {unk(a:, )W — u(r, 7‘)\/5] w(z, 7)dxdr

<L — 0, Yw € L*0,t; L*(1)),

/Ot /oL [Un, (z,7) — u(z, 7)] w(z, 7)drdT

donde concluimos que g, — ¢ em L*(0,¢; L*(I)). Mas L>(0,¢; L*(I)) < L*(0,¢; L*(I))
implica g,, — vs em L*(0,t; L*(I)). Logo, pela unicidade do limite, vy = g quase sempre e

G = g em L=(0,£; L(I)).

Observe ainda, que C([0,]; H3(I)) — L*(0,t; H3(I)) = H?(0, L; L*(0,t)). Assim,
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U, € H?*(0,L; L*(0,t)) — C([0,L]; L*(0,¢)), donde u,,(0,-) € L*(0,t), Vn € N. Por
(2.4) segue que ||uy (0, )||L2 0 < ||gz5n||L2 (n)» € entao, {u,;(0,-)} é limitada em L2(0,1).
Agora, provemos que u,, .(0,-) = u,(0,-) em L*(0,t). Lembremos que u € L*(0,¢; H(I)) =
HY(0,L; L?(0,t)) — C([0, L]; L*(0,t)), logo, u(0,-) € L?(0,t) — H~*(0,t). Entao, pela apli-
cacao trago dada em (1.2), temos u,(0,-) € H(0,t). Como u,, — u em L*(0,t; H(I))
entdao u,, — w em H'(0,t; H(I)). Pela continuidade da aplicagao trago (1.2), segue que
Up, 2(0,) = u,(0,-) em H~1(0,t). Por outro lado, {u,.(0,-)} ¢ limitada em L?(0,t), donde
existe vy € L?(0,t) tal que uy,, .(0,-) — vy em L*(0,t), e portanto, u,, .(0,-) — vy em

H~1(0,t). Pela unicidade do limite, vy = u,(0,-) € L*(0,t) € up, »(0,) — u(0,-) em L*(0,1).

Temos as seguintes convergencias:

On — & em L*(I), (2.9)

Up, — U em L>(0,t; L*(I)), (2.10)

Upy oz — Uy em L*(0,t; L*(1)), (2.11)

Gnp — ¢ em L>(0,t; L*(1)), (2.12)

U, 2(0,+) = uy(0,-) em L*(0,¢). (2.13)

Obtemos, entao, por (2.9), (2.10) e (2.13),

HU("t)H%m) + {1z (0, )| 220, — H¢Hi2(1)

< dim inf{|fun, (- 0)l1720) + im0 (0, )l 12000 = léallZ2ey} =0

e por (2.11) e (2.12),

/0 ru?(z,t) dm—i—S/ / (x,7)dxdr = ||g(-, )||%2(1) —|—3Hux||iz(0,t;Lz(1))
< lligrggof{”gnk('J)HLQ(I) + 3||unk7l’H%2(0,t;L2(I))}

< (L + 1) liminf [|¢ |7y = (L + 1)[8l[72(r
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A demonstracao de (2.6) pode ser encontrada em [3].

OJ
2.3 O Caso Linear Nao-Homogéneo
Agora, consideremos o problema linear nao-homogéneo
Ur + Uy + Uy = [, (x,t) € (0,L) x (0,00)
uw(0,t) = u(L,t) = u,(L,t) =0, 7€ (0,00), (2.14)
u(z,0) =0, z e (0,L),

Em termos do operador A ja definido, a formulagao abstrata de (2.14) é dada por

32(7’) = Au(r) + f(7), V71 € (0,00)

u(0) = 0.

(2.15)

Pela teoria de semigrupos apresentada na se¢ao 1.6.2, para toda f € L';,.(Ry; L*(1)),

a funcao

u(r) = /0 "W(r — s)f(s)ds (2.16)

pertence a C([0,00); L*(I)) e é, por defini¢do, solugao mild de (2.15). Além disso, se, para
cada t > 0, f(r) € D(A), para todo 0 <7 <te Af € L'(0,t; L*(I)), entao (2.16) ¢ solugao
de (2.15) sobre [0, 1), ou seja, u € C([0,t), D(A))NC*((0,t); L*(I)) e satisfaz (2.15) em [0, t).

No caso em que (2.15) tem solugao, ela também é dada por (2.16), e portanto, é unica.
Lema 2.3.1. Para toda f € L}, (Ry; L*(I)), a solu¢io mild u de (2.1]) satisfaz:

[l Ol 22y + [ (0, )220 < 2/ 12106220y (2.17)

/0 :ctd:z:+// 2 (2, 7)dadr < 2(L + )| 12102210, (2.18)
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para todo t > 0. Além disso, u, € Cy([0, L]; L*(R,)) e existe uma constante C' > 0 tal que

sup e (2, )| 2@y < Clflleromc2my)- (2.19)

Demonstracao: Consideremos ¢ > 0 e, inicialmente, suponhamos que u seja solucao de
(2.14). Multiplicando a primeira equagao de (2.14) por 2u e integrando em (0,t) x (0, L)

temos

t oL t /L t /L t (L
2 / / uudrdr + 2 / / wUydrdr + 2 / / UlUgprdrdT = 2 / / fudxdr.
0 Jo 0o Jo 0o Jo 0o Jo

Utilizando integracao por partes, como no Lema 2.2.1, resulta que

t pL
s s + [ w2 = o[ [ fuduir

< 2/ 1o 7)o ()l dr

Mas com (2.16) e o fato de que {W (t)};>¢ é semigrupo de contragoes,

T

luC ey = || | W(T = 5)f(s)ds

L2(I)

IN

LW e =976l

< [N lewds. ¥ e 0.1,

e entao, Sup (s Tl r2(ry < [|f[lzr0.602(r))- Logo,

<7<t

s BDlagy + [ w200, 7)< 201 sy (2.20)

donde obtemos (2.17) quando u é solugao.
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Agora, multiplicando a primeira equagao de (2.14) por 2zu e integrando em (0,¢) X

(0, L) obtemos

t oL t oL t oL t oL
/ / 2euu,drdr + / / 2xuuydrdr / / 20Ul g g daxdT = / / 2z fudxdr.
0o Jo 0o Jo 0 Jo 0o Jo

Novamente, integrando por partes como no Lema 2.2.1 e utilizando as desigualdadeds

de Holder e Young, obtemos

L
/xu(:t:tdx—i—B// uZdzdr
—// zdl'dT-i-// 2zufdrdr

<// 2dxd7'+2L/ a2 1 G )l e2ndT
<t sup |[u(-, 7)|[72r) + 2L sup. Hu( 2ol fllzr o200

0<r<t

< toqutHu( )||L2 + L SUP ||U( )||%2(1) + LHf“%l(O,t;Lz(I))

<2t + L)HfH%l(o,t;w(z))v

donde obtemos (2.18), quando u é solucao. Logo, o resultado estd provado quando u é solugao.

Agora, suponhamos que u seja solugao mild de (2.14). Entao, para f € L*(0,t; L*(I)),
seja {gn} C C5°((0,t) x (0,L)) com g, — f em L'(0,¢; L*(I)). Sejam ainda

u(r) = /OT W(r —s)f(s)ds, ¥t e€]l0,t],

un(T) = /OT W(T — s)gn(s)ds, V7 €][0,t].

Temos u € C([0,t); L*(I)),u, € CY(0,t; L*>(1)) N C([0,t); D(A)), VYn €N, e

[lun (- Dllz2 @) + tn 2 (0, )220y < 2MlgnllLr022()), Y €N (2.21)

Observe que u,(7) € H3(I), paratodo T € [0,t) e u,, € C(0,¢; H3(I)) — L*(0,t; H3(I)) =
H3(0, L; L*(0,t)). Assim, u,, € H*(0,L;L*(0,t)) — C(|0,L]; L*(0,t)), donde u,.(0,-) €
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L?*(0,t), Vn e N.

Para cada 7 € [0,1), temos

L 1565) = gul9) |z

< |f = gullzro22(r)),

[ W =) = gu(s)]ds

[|un(7) — u(T)l|221)
L2(I)

IA

donde w, — w em L>(0,t; L*(I)). Desta convergéncia, obtemos que {u,} ¢ limitada em
L*(0,t; L*(I)). Por (2.18) resulta que {u, .} também ¢é limitada em L*(0,t; L*(I)). Logo,
{u,} é limitada em L?(0,¢; H'(I)), e daf, existe uma subsequéncia {u,, } tal que u,, — w em
L*(0,t; H'(I)) para algum w € L?*(0,t; H'(I)). Pela imersao L*(0,t; H'(I)) < L*(0,t; L*(I))
obtemos u,, — w em L*(0,¢ L*(I)). Como u,, — u em L*(0,t;L*(I)) e u,, — w em
L*(0,t; L*(I)), segue que u = w. Com isso, e sabendo, por (2.17), que {u,, .(0,-)} é limitada
em L?(0,t), segue que uy, »(0,-) = u,(0,-) em L*(0,t). Entao,

IN

[l Dll2y + [z 0, )20 < Hmind{[fun, (5 Ol 20y + ([t (0 )220}

< 2 lim HgnHLl(O,t;LQ(I)) = 2“fHL1(0,t;L2(I))'

k—oo

Definamos h,(x, 7) = u,(x,7)v/x e h(z,7) = u(z,7)y/rpara0 <z < Le 0 <7 <.

Temos

L
||hnk(7t) - h("t)H%?(I) = /O |Unk(l‘,t) - u(m,t)|2xd:c < L||unk(’t) - u("t)H%?(I) — 0.

J& vimos que u,, — wem L?(0,¢; L*(I)), e como {u,, . } ¢ limitada em L?(0,¢; L*(I)),
existe v € L?(0,¢; L*(I)) tal que uy, , — v em L?(0,¢; L*(I)). Entretanto, como L*(0,¢; L*(I))
= L*(Qy), Q; = (0,t) x (0, L) e L*(Q;) — D'(Q;), com a continuidade do operador derivada,

resulta que v = u,. Portanto,
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L t rL
| vt tyde+ [ [T dwdr = (B2 + el e

lim inf{||gn, (-, )71y + [ty

IN

|%2(0,t;L2(1))}

< 2(L+1t) Jim 9|21 02200y = 201 + O F 171 0 4220

A

A demonstracao de (2.19) pode ser encontrada em [3].

2.4 Estimativas a Priori
Agora, considerando T" > 0, definamos
Yor = {v e C([0,T); L*(1)) N L*(0,T; H'(I));v, € C([0, L] ; L*(0,T))}

que munido da norma

NI

ollyvo.e = (10102 + 10l F20mma + vallgo.mszz0my)

é um espaco de Banach.

Definimos também
Yap = {v e C((0,T]; H*(I)) N L*(0, T; H'(I)); v, € C([0, L] ; L*(0,T))}

que munido da norma

N|—=

]y r = (||U||2C([0,T];H3(1)) + ||U||%2(O,T;H4(I) + ||Ux||20([o,L];L2(o,T))) ;

também é um espaco de Banach.

Lema 2.4.1. Seja a € C°(R) satisfazendo |a(p)| < K(1+ |u|P), Vu € R, para algum K > 0
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e com 1 < p < 2. Entao existe C > 0 tal que para quaisquer T'> 0 e u,v € Yy r, vale

T 2-p 1
/0 a(u(, ) ve (s O 2ydt < CT 75 [ully, vy r + CT2 (1 + [Jully, Il|vllvy -

Demonstracao: Sejam u,v € Yo e 1 < p < 2. Note que
|a(u(z, )] < K(Ju(z, 1) +1) < K((|ul-, 0)[[700 ) + 1),

o que implica

1

([ atute entaPar) "< B (e O +1) o0l

€ com

IA

1 1 p
Cr (1)t + Ol e ) )

4 4
2Cy (lule sy + s Ol gl Dl )

(s o 1y

IN

onde C > 0 é a constante obtida pelo Coroléario 1.1.8.1, resulta que

la(u( 0)us( Dl < Kl Ol 0o )l 2y + ool )|z
< PECfuls )2 [[oa )l 20

P p
+ 2PKC[u(, t)||22(1)||um(-, t)||22(1)||%('7t)||L2(I) + Klva ()| 2(n)-

Temos
sup |[u(-,t)||z2y = lulleqommiczyy < lullvyrs (2.22)
0<t<T
T 9 2
uz( Ol|z2ndt | = |uallz20m02r) < ullr2omm ) < [lullve (2.23)
0
4—p 1

T ﬁ 4 2p T 9 2 2-p 2—p
LlaCollEzgndt) <75 [ Ral 0l ) =T lallioreeay < Tl
(2.24)
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Com a desigualdade de Holder, (2.22) e (2.23), obtemos

T T
S ONEanlloaC-Dllsndt < Nl |, et Ol
1
< Hqu([O,T};L?(I))TZHUIHLQ(QT;LQ(I))
1
< T3{fullf ool

Com a desigualdade de Holder, (2.22),(2.23) e (2.24), obtemos

T P P P
/0 (e O Z2 oy lua (O 22 o2 D2y < HUHC[OT]L2(I)/ [z (5 O Z2py | [0a (- )| [ L2 dt
P T b4 i
< Mty (ot
4

-p

<( [ e,

2-p
T3 ful I3, o 1ollvo 73

IN

Com a desigualdade de Holder e (2.23), obtemos

T 1
/0 v (-, D)2 dt<T2HUxHL20TL2(I))§ Tz |vlly, 1

Portanto,

T _
/O la(u(-, )ve( )| 2ndt < 2KCTull, o]y, + 22KCT 7 |[ullf, , olly, -
+ KT%||vlly,
1
< T ||l ollver + CT% (L4 [fully, ) 110l 0

onde C' = max{4KC}, K}.

O

Lema 2.4.2. Ezxiste uma constante C' > 0, que depende apenas de L, tal que para todo T > 0,

1<p<2,beL*I) eu,v,w € Yyr, vale:
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T 1
| Neullzzqoydt < THbllzzqoull, (2:25)
4 1
L lwlzzydt < CTH ullye ol (2:26)
’ p—1 e p
Tl syt < OT ully, 1l ol (227)
g p—1 2=p p—1
el el 2yt < O ullye ol o155 (228)

Demonstracao: Provemos (2.25). Utilizando a desigualdade de Holder e (2.23), temos

T T
| Nt < [l Blleqo.m|bllede

T 1
= ||b||L2(I)/O [u(- )lleqo,zydt < [16llz2 T2 [ul| L2 0,150,

1
< CLT%||b||L2(])||U||L2(07T;H1(I)) < CLT2 [0l 2y [|ul vy

onde C, é a constante da imersao H'(0, L) — C([0, L]).

Provemos (2.26). Sendo C; > 0 a constante obtida pelo Corolario 1.1.8.1, temos

T T
) el < [ (1Dl s, ] 120w de
T
< O [ Dllzznl a8 1 de
=1
T 1 1
Cu [ 1Dl Fago s 1o leoa (- Dl 2y

=I5

+

Vamos estimar as integrais I; e I. Utilizando a desigualdade de Holder e (2.22)
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temos ,
1 1
L = /O s 72 [y N2yl lwe (- ) L2y dt

1 T 1
< ullégoyzzay [, ol Ol Ol
1 T 14 i T 4 %
< Nullfy, (I lEgdt) ([ oaC 11
1 1 1 T 9 2
=l ol ooy T ( ) Il ey
Como
lull 2,022 < Mlullvo (2.29)

e com (2.23) resulta

=

1 1 1 T
Bl (T O

1
Talfwllyy o llullvp -

IN

Novamente, pela desigualdade de Holder e as desigualdades (2.22) e (2.23),

T 1 1
o= [ I GOl ey e 1) eyt

0
1 T 1
< HuHé‘([O,T};LQ(I))/O [ (- | 72yl lwa (- )| 2y di
1 T 14 % T 4 %
< Nl | [tz ) { Lttt
1 1 1 T 9 2
< lully llully 75 (]l ()l g de
1
< THwllyyplullo

Portanto,

T 1
Tzt < Gl v

Observe que (2.27) é um caso particular de (2.28), assim, vamos provar esta ultima
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desigualdade. Quando p = 1, (2.28) reduz-se a (2.26). Seja, entao, 1 < p < 2. Temos

T T
— —1
JA R P =y A [ [ P e R PR
r 2 2p—2 % T 2
(i) (] i)
T 2
2p—2

(el ) ol

N|=

IA

IA

Logo, basta provar que

T
/0IIUI|%oo(z)||vlliIio<21dt<4C4 Tl 5, ol 35

Pelo Corolario 1.1.8.1, temos

2o 0] 2222,
< Ol + lullgzco el )(|\vr|i%1%+||v| et I))
— 4 2p—2 2p— 2
= O (lullZagy 122+ 1l o | 2l 25 -+ Tl g0t o o]
lullgzon el o el ||vz||m)

Pela desigualdade de Holder, (2.22) e (2.29),

T
2p—2 -1
il < Ml f, Il
—1

p
T5E T = 2
lullo ol 27 2(/0 TN U Elral)

< ||UHY0THUHYOTT =l 2 o2 101 B2 (o 20

< T |ull3, 10l

IN
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Pela desigualdade de Holder, (2.22), (2.23) e (2.29),

T T
el llelzty el Batndt < ulloqomazanllolEnysa [ 1zl el
p=1

2-p T 9 1 T p_l'p%l 2
< Mullyorlloler 5 ([ ullfandt ) ([ ool e

<

—1
< lallvor 101 2 T2 el 20 im0y [0 2o ronar)
< 2p—2

T3 [l , 0l
Pela desigualdade de Holder, (2.22), (2.23) e (2.29),

T T
2p—2
/0 "u"LQ(I)‘|U:J:HL2(I)HUHLP2(I dt < lulleqoryszzaplvllg ()T] L2(I) / ||uz]| 2 I)HUHL2(I dt

1 p=1
L p— % g
SN ot O A N G M )
R PR o
o

Pela desigualdade de Holder, (2.22) e (2.23),

T T
/0 [ull o ual |2 10112 lleal ot < Nlulleqomzzan o Eomaa | uellzmllvel i dt
1

2-p T 2 2
< lullyorllolfoy 775 [ ol lFaqr e
T —1.-2- T
</ !!vx|!§2<1’°‘ldt>
< Ml o1 B s 5 oz an 1ol B sy
< Tl 0l
Logo,
T 2p—2 4 2p—2
|l 01325 dt < ACIT* ul 3, ol 2,

como queriamos.

Tomando C' = max{C, C},2C?}, obtemos o desejado. O
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Lema 2.4.3. Dados 6 >0 e L > 0, vale

L+46 :
WO, < (14252 4.02) ol voe 20 (2:30

< (44 2L+ 60+ C2) ||l ooz, VF € L(0,6; (1)),

Yo,0

(=) f(r)dr

(2.31)

onde C > 0 € o mdzimo das constantes que aparecem em (2.6) e (2.19).

Demonstragao: Seja ¢ € L?*(I) dado. Lembrando que W (-)é : [0,6] — L?(I) é solucao mild
do problema (2.2) para 0 < t < 6, resulta que W (-)¢ € C([0,6]; L*(I)) e ||[W (-)®|c(o.002(1)) <
||]] 21y, posto que {W (t) };>0 é semigrupo de contragoes. Por (2.4) obtemos ||W (-)®||r2(0,0,02(1)) <

0H¢||L2(I e utilizando (2.5) segue que

3// Vdrdt < ( L+9/ & (a

L+6
W ()B)al 2200.0.22(r) < 7||¢HL2

e dai,

Logo,
L+40
WOl 0y < —5— 181220

A derivada (W(-)¢), é estimada em C([0, L]; L*(0,6)) por meio de (2.6), o qual nos
fornece |[(W(-)®)z|lc(o,3:22(0,0)) < C|@||L2(1), onde C' > 0 é 0o maximo entre as constantes de

(2.6) e (2.19). Concluimos, assim, que W (-)¢ € Yy ¢

L+46 2
WO, < (14552 402) el
Agora, seja f € L'(0,0; L?(I)) dada. Lembrando da definigao de solugao mild do

problema (2.14) para 0 < ¢t < 6, resulta que / W(- — 7)f(r)dr € C([0,6]; L*(I)) e, por
0
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1

Por (2.17) também obtemos

e através de (2.18), vemos que

(2.17),

<2/|flzr0,0;22(1))-

/0' W(-—7)f(r)dr

C([0,6];L2(I))

2

Lwe=nsmar < 0/1f1r 00020

L2(0,6;L2(1))

2

<2(L+ e)HfH%l(O,O;LQ(I))a
L2(0,6;L2(I))

H ([ we—ns@ar)

Finalmente, com (2.19) observamos que

logo,
. 2
| we=nsr < L+ 40)/I£13 00200

L2(0,0;H (1))

< C[|fllzr0.0:L2(1))-
C([0,L];L2(0,0))

H (/O'W<- —T)f(T)dT)gC

Assim, /0‘ W( —7)f(r)dT € Yo e

1
< (44 2L +60+C*)” ||l 0oz
Yo,0

/0' W(-—7)f(r)dr

Lema 2.4.4. Sejam T > 0 e a € C'(R) satisfazendo
la(@)] < KL+ [p), |d'(w)] < K1+ [pf™), VpeR,

com 1 < p < 2. Entdo para quaisquer u,v € Ysp com uy, vy € Yor, temos a(u)v, €
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W0, T; L*(I)), e existe C > 0 tal que

||a( )UJCHWl 1(0,T;L2(1)) <CT4||ut||YOT||U||YOT+C||u||Y3TT ||ut||YOT||v||YOT

+CT [l B, lloellvor + CT Nl oWl + CT2 J0rl v (232)

Demonstracao: Temos

la(u(z, 0)] < K+ [[ul®)][L~ )

p P
@)ooy < 2°Crlllu®)L2 0y + ] L2y T (O] 221))-

logo,

4 P
lla(u)vl| 2y < 2PKCul[u()[72[va () 2200y + 2P K Cul[u(®)] 22y e (O L2y [ [va (0] 221

+K|[ve ()| 22(n)

onde C] é a constante do Lema 1.1.8.

Escrevamos Cy = (2PCy + 1)K > 0. Assim como nos Lemas 2.4.1 e 2.4.2, obtemos as

seguintes estimativas
1
HU()H ollve@lz2ydt < Mulleo 220 T2 el 207522005
JsL2(I))

' : : ; :
/0 ||u(t)||L2(I)||um(t)HL2(I)||Um( N z2ndt < T ||UHC oT];L2(I))||umHL2(o,T;L2(1))||UmHL2(0,T;L2(I))?

T 1
| e ®llzandt < THlew oo aey,

donde concluimos

T 1 1
/0 lla(u(®))v=()]|2ndt < Collulleyoryeiy T 10zl 0mie2 () + CoaT2 ||vel | 207:22(1))

2-p P P
+C T ||“||é([o,T};L2(1))||“a:||z2(o,T;L2(1))||“x||L2(0,T;L2(I))
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o que nos mostra que a(u)v, € L*(0,T; L*(I)).
d
Provemos que a[a(u)vx] = d'(u)uw, + a(u)vy, € L0, T; L*(I)).

Temos

o' (u(w, )] < K1+ [Ju®)|l7=p)

-1 p=1
()T < 2°Cr (a2 + [ult )HLQ a3 p),

logo,

o (w)urvall 2y < Klue(t)va ()] 22(r) + 2”KCHHU( )| 125(11 [ (E)ve (8)]] 22y

+2P KO ||u(t )||L2 o (t )||L2 yue (@) va ()] 2(r)-

Procedendo como nos Lemas 2.4.1 e 2.4.2, resulta

IN

T T
02/0 |[weva [ r2r) dt+02/ [lu(®)][7= I)Hut< )2 (8)|[ L2y dt

Ca [ Mo e e O 0 )

T
02T4||ut||Y0T||U||YOT +02||u||p C([0,T7; LQ(I))/O ||utvx||L2(I)dt
T

T
e s e de

IN +

1 1
C2||u||02([0,T];L2(1))||uw||02([0,T];L2(1))/0 |[weval| L2y dt

1 — 1
02T4 | |ut‘ |Y0,T||U||YO,T + 202||U| |];/3;~T4 | |ut||Y0,T||U||Yo,T’

IN +

o que mostra que a'(u)uv, € L*(0,T; L*(I)).

Observe que, como v; € Yy 1, resulta do Lema 2.4.1 que a(u)vy, € LY(0,T; L*(I)) e

também a seguinte estimativa
T 2p 1 »
/0 la(w)via||L2nydt < CsT 5 |Jully, L l|vel v r + CsT2 (1 + [[ully, ey 2

onde C3 > 0 é a constante do referido Lema.
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Portanto, a(u)v, € WHH(0,T; L*(1)) e

1 — 1
||a(u)vl’||W1*l(0,T;L2(1)) < 02T4||ut||YO,T||U||YO,T + QCQHUHZ;/;;;TAL||ut||Yo,T||U||Yo,T

2-p 1 1
+CT 5 |[ully, el v o + CsT 2 [[orl o ol . + CT2|fuelly;, -

0

Lema 2.4.5. Sejam b € H'(I) e u € Y3 com u; € Yor. Entdo bu € Wh(0,T; L*(I)) e
existe C' = C(L) > 0 tal que

1
lbullwri ez < CT2 (bl o (ullys » + [y 2)- (2.33)

Demonstragao: Seja C' = C(L) > 0 a constante da imersao H'(I) — L°°(I). Entao

T 1 1
/0 bu(®)]|L2ydt < T2 |[b|| Ll ull 201221y < CT2|b]| 3yl |ul |y 1

T 1 1
/0 [[bue ()] 2(rydt < T2[b]] oo ()l [wel [ £2(0,;22(r)) < CT 2Bl 111y [[we |y,

donde resulta (2.33), com [bu]; = bu; e [|ully, < [|ullys, O

2.5 Solucao Forte

Definicao 2.5.1. Dizemos que u € solugao global forte do problema (2.1) quando u € Y31 e
w satisfaz (2.1) para todo T > 0.

Dizemos que u é solugao local forte do problema (2.1) quando existe Ty > 0 tal que

u € Ysr, eu satisfaz (2.1) em [0, Tp].

O seguinte resultado sera utilizado para a demonstracao da existéncia de solucao

local.

Proposigao 2.5.1. Seja T > 0. Para cada ¢ € D(A) e f € WHH0,T; L*(I)) o problema



2.5 Solucao Forte

65
ut+um+uxmz+f:07 (l‘ﬂf)G(O,L)X (07T)7
w(0,t) = u(L,t) = u,(L,t) =0, te(0,7T),
u(z,0) = ¢(x), z e (0,L),
admite uma unica solug¢ao u com reqularidade Yz e uy € Yo 1.
Mais ainda, valem as sequintes estimativas:
ullyvs » < C{IDlm3) + | fllwraorzey) (2.34)
e
uellvyr < CUPMasy + [ fllwrromczy (2.35)

para alguma constante C' > 0.

Demonstracao: Ver [3].

Antes de estabelecermos a existéncia de solugao forte de (2.1), a saber

U + Uy + a(U) Uy + Ugge +0u =0, (z,t) € (0,L) x (0, 00),
u(0,t) = u(L,t) = u,(L,t) =0, te(0,00),
u(z,0) = ¢(x), z € (0,L),

com ¢ € D(A),b € H'(I) na classe u € Y37, para cada T > 0, lembremos que Af =
~fo = fawe com D(A) = {f € H*(I); f(0) = f(L) = f.(L) = 0}.

Observe que, derivando formalmente a equacao acima com relagao a variavel ¢, temos

que v = u; € solugao do seguinte problema linear nao-homogéneo

Vp 4 Vg + Vgge = —jt[a(u)ux +bu|, (z,t) € (0,L) x (0,00),
v(0,t) = v(L,t) = v, (L,t) =0, t € (0, 00),
v(z,0) = vo(x), z e (0,L),
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onde

Vg = _¢x - a(¢)¢x - ¢xzx - b¢ € L2([)

Teorema 2.1. Sejam a € C'(R) e K > 0 uma constante tal que
a(0) =d'(0) =0, la(z)| < KA+ al"), |d'(z) —d)| < Klz -yl Vr,yeR,

com1<p<2 be H(I) ep e D(A). Entao existe 0 > 0 tal que o problema (2.1) tem uma

tnica solugao local forte na classe u € Ysg com u; € Y.

Demonstragao: Sejam ¢ € D(A) eT > 0dadoser > 0e 0 < 6 < T nimeros a serem

determinados.

Consideremos o espago

Vso=Y39 X Yoy

munido da norma

[1(w, )]y = lullysp + [[0lly,- V(u,v) € Vs
Consideremos também o subespaco de Vs g dado por

.A379 = {(u,ut) € V379}.

Este subespaco ¢ fechado em Vsg. De fato, sejam {w,} C Asp uma sequéncia e w € Vsg
tal que w, — w em V34. Entao, para cada n € N, existe u, € Y39 com u,; € Yy tal que
Wy, = (Up, Up,e) € também existem u € Y39 e v € Yyp tal que w = (u,v). Pela defini¢ao
da norma em Vs, obtemos que u, — v em Y3y e u,; — v em Ypg. Mas u,, — u em Ysq
implica que u,; — u; no sentido distribucional. Como u,; — v em Yjy também implica na
convergencia u,; — v no sentido distribucional, e pela unicidade do limite, resulta v = u; €

Y00, € portanto, w € As .

Para cada (u,u;) € Asg, temos a(u)u, + bu € W1(0,6, L*(I)). Decorre que existe
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um tnico v € Y34 com w = v; € Yy tal que v e v, sao solugoes dos respectivos problemas

Ut + Vg + Vzaw + [ =0, (z,t) € (0, L) x (0,0),
0(0,8) = v(L,t) = va(L,t) = 0, t€ (0,0), (2.36)
v(z,0) = ¢(z), x € (0,L),

) Wi + Wy + Wege + [t = 0, (x,t) € (0,L) x (0,0),
w(0,8) = w(L,t) = wa(L,t) = 0, t€ (0,0), (2.37)
w(z,0) = wy(z), z € (0,L),

onde f = a(u)u, +bu e wy = —Gree — ¢ — a(P)dy — b € L2(I).

Assim, fica bem definida a aplicacao

I': .Ag}@ — ./4379

(u,ug) = T(u,uy) = (v,v).

que associa cada (u,u;) € Asg a v e vy, as respectivas solugoes dos problemas lineares (2.36)

e (2.37).

Provemos que para escolhas adequadas de # > 0 e r > 0, I' ¢ uma contracao de Sy,

em si mesmo, onde

Sor = {(u,ur) € Asps |[ullyy + [l v <7}

Observe que

T (us w)llvsy = Mol + loellyo e

< 20|10l w3y + ||a(w)ug + bullwrio002¢0)

A

onde

lla(w)te| w1 o2y + 1bullwiioraay < (14 1b]l () Cof 205 (u, up) v, + 07[] (s w13,
1 1 2-p
(0% 0% 4 0% (w5,
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com (5 > 0 sendo o maximo entre as constantes dos Lemas 2.4.4 e 2.4.5 e C7 > 0, a constante

da Proposigao 2.5.1. Escrevendo M = 2(Cy 4 C1Cy)(1 + |[b| m1(1)) temos

2—p
1Ty w)||vsp < {207 + 057 + (8 + 67 + 077 )Py M]|(w, w) vy, + M|6|| sy (2:38)

Observamos, entao, que se escolhermos r = 2M||¢|| g3y e 0 < 6 < T de modo que

{207 + 057 + (02 + 05 + 677 )rPIM <

N —

resultard que ||I'(u, u;)||y,, < r, e assim, I'(Sq,) C Sg,,.

Agora, vamos verificar para qual escolha de 0 < # < T a funcao I' é uma contracao
em Sp,. Sejam uy,uy € Sp, e I'(wi,uie) = (vi,vi), @ = 1,2. Pela linearidade dos problemas
(2.36) e (2.37), observamos que se I'(u1,u1:) — ['(ug, ugt) = (v,v¢) entdo v e w = v, s@o as

respectivas solugoes dos problemas nao homogéneos (2.36) e (2.37), com
f=aluy)uy  + buy — a(ug)ug, — bug

e dado inicial nulo.

Pela Proposicao 2.5.1,

T (s ure) — Tlug, ug)llvs, = [lvr —v2llyvsy + |01 — voullvg,

< C1(||G(U1)u1,x - a(u2)u2,az||W111(0,0;L2(1)) + ||bU1 - bU2||W1v1(0,9;L2(I))>-

Vamos estimar cada termo da ultima soma.

i)Estimativa para ||a(ui)ui, — a(uz)uze|lwi1 000201
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Temos

||G(U1)U1,m - G(Uz)UQ,x||W1,1(o,9;L2(1)) < ||G(U1)U1,z - G(UQ)UQ,x||L1(0,0;L2(I))

=I5
+ a(ur)urze — a(ug)uz e[ 210,022

=1,
+  []a (ur)u o — @' (ug)ug s o |21 0,0:02(1) -

=TIy
Observe que

I3 < la(ur)(uy e — u2,x)HL1(O,9;L2(I)) +[(a(ur) — a<u2))u2,x|‘Ll(O,G;LQ(I)) .

=I31 =I3.2

Pelo Lema 2.4.1,

L; < COF Nl | Bl — wallvg p + COZ(A + [Jual ¥, ) ur — v2llyg -

Para estimarmos I35 observemos que, pelo Teorema do Valor Intermediario, existe

&(x,t) entre v(z,t) e w(x,t) tal que

la(v(z, 1)) — a(w(z, )] = [d'((z, 1) |v(z, 1) — w(z, 1),

onde [£(x,t)] < |v(z,t)| + |v(z,t)||w(z,t)] com |v(z,t)| < 1, e portanto,

la(v(z, 1)) = a(w(z,t)] = |a'(€(x,1))]|v(z,t) = w(z,1)]
< K1+ S, )P oz, t) — w(, )]
< K1+ oz, )P+ (e, ) w(z, O o, D) Jo(e, 1) — w(z, t)]
< K1+ ol )P~ + lwlz, ) [o(z,t) —w(z, )],
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e entao, pelo Lema 2.4.2, resulta

I3o < [ICL+ [P~ + [ugP~ ") Jur — uglug el L1 0.0.22(r))
< Cll|ur — uslugg|lLr©6:22(r) + Clllua [P~ ur — uz|ua ||| 21 0.6:02(1)
+ ClllueP~Hur — uzluze|l| 1000201y
< OO |ur — wally lJually, p + COT[Jun |} [ — wal vy [l
+ COT ||uall, , llus — ally, -

O termo [ é estimado pela seguinte desigualdade

Iy < Ja(ur) (w10 — 2|22 0,0:02(1)) + || (@(ur) — a(ug))tom| |11 0.0:22(0)) -

=141 =142

Utilizando o Lema 2.4.1, temos

Iin < CG?HmH%ﬂHuu — ullygy + COZ(L+ Jun|f e — waelly,-

Pelo mesmo argumento utilizado para estimar I35, temos

1 2— _
Ly < COxl||ur — ual|vy o |uael v, + CQTP||U1||€/O,;||U1 — ua||yg ol U2, lv5 6

2— _
+ COTfual 15, lua .l Ivo o lur — wallyg -

Vamos estimar [5. Para isso, podemos supor, sem perda de generalidade, que
[uzlys, < |[u1llys,- Somando e subtraindo os termos a'(up)ui uo, € a'(u1)ugus, em I.

obtemos

I; < ||a,(ul>u1,t(u1,m - U2,m)||L1(0,9;L2(1)) + ||a,<u1>u2,z(u1,t - U2,t>||L1(0,0;L2(I))

=I5A1 :I5A2

+ ||(a'(u1) - a/(u2))u2,tuz,x||L1(0,0;L2(1)) :

=I53
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Temos
Ii < ||C(1+ |ur P~ Yure(ur — u2)al| L1002
< Curg(ur — w2)all 00,22 +C ua [P ure(ur — 2ol 1 0.0.22(1)) -

=Is1.1 =I5.1.2

Pelo Lema 2.4.2 obtemos
1
Is11 < OO ugyllyy ol lur — uallyy,

2— _
12 <COT 1 ‘I;/O,; [ ¢

Yo,0 | |u1 - u2||Y0,9'
Também,

Lo < JIC(1+ |ug [P uge(ug — u2)e| |1 (0,0,22(1)

< C ||Uf2,x(u1,t - u2,t)||L1(070;L2(I)) +C |||U1|p_luz,a;(u1,t - Uz,t)||L1(o,9;L2(I))

=I521 =I522

e, novamente, pelo Lema 2.4.2 obtemos

1
Is21 < COl[uallyy ol|ute — uzellvy,

2— _
I525 < CQTP\|U1\\?fo,;HWHYo,gHULt — uzlyp -

Para estimarmos I; 3, inicialmente observemos que Y3y < L>(0,6; L>°(1)), e assim,

[ ) — )P PP < [ s = 00Dl P P
< un — ual 35V fual B, etz (8)] 2y
< fur — w272 sl 13, vzl 2o 22
< un = wal 72 ual B, izl 2,
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e, portanto,

Is3 < 0““1_u2||Y39||u2||Y39||u2t||Y06
[lur — U2||Y3,9

Hul - u2||Y3 0 ||U2||Y3’9||u2’t||yo,9'

Note que
2/unllyyolluzllse < (lunllyse = luzllys0)* < [lun = w2l

o que implica
1 1

= 1 T -
[l = vllvse ™ V2 a3, , s,

Logo,
I < jawy—mmw”Qmﬂuzmmg
|U1|Y39
< \/—Hul ||, , w2ty o
< ﬁ C(llurlly, + Nual ¥ ) ua.ellvg o llus — ually, ,
< 09||U1||y39||uzt||Yog||U1 U2||Y3,g+09||U2||Y39||U2t||Y09||U1 Us||yy o-

ii) Estimativa para ||bu; — bus||w1.1(0,0,02(1))

Pelo Lema 2.4.5, obtemos

1
[[bur — bus||wi10.0:2)) < CO2||b] gy ([|ur — uallyy 4 + (U1 — uaillyg,)-

Portanto,

1T (un, w1 1) — Dz, ws )|y, , < CLCL(0 + 0% + 07T )P + 657 + 07 (|b]| a1y}

X”(ulﬂul,t) - (u27u2,t)HV3,97 (239>

onde C' > 0 é uma constante que depende apenas de p, K e L.
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Observando (2.38) e (2.39) concluimos que se escolhermos 7 = 2M|[¢|| (1) €

0 < 8 < T satisfazendo
1 1 1 1 2-p 1
{202 +0ir+ (02 + 01+ 077 P} M < 3
1 2—p 1 1 1
C{(0+02 4+ 073 )r? + 011 + 02||b|| i ()} < 3

entdo I'(Sp,) C Sy, e I' é uma contragdo. Entao, pelo Teorema do Ponto Fixo de Banach,

existe um unico u € Sy, tal que I'(u) = u, isto é, existe um unico (u, ut) € Vsy satisfazendo

Up + Uy + Ugge + a(w)u, +bu =0, (z,t) € (0,L) x (0,0),
w(0,t) = u(L,t) = u,(L,t) =0, t€(0,0),

u(z,0) = ¢(x), z e (0,L),
e

Wi + Wy + Wege + fr =0, (x,t) € (0,L) x (0,6),

w(0,t) = w(L,t) = w.(L,t) =0, te€(0,0),

w(z, 0) = wo(x), r e (0,L),
com w = Uy € Wy = —Pupe — Gr — a(P)d, — bp. Assim, obtemos a existéncia e unicidade da
solugao forte local para o problema (2.1). 0

Sabemos que o problema (2.1) tem uma unica solugao local forte, ou seja, existem u
e T >0 tal que u € Y31 e u satisfaz (2.1) em [0,7]. O tempo maximal, denotado por T,az,
¢ o maior tempo no qual a solucao local u pode ser estendida, isto é, é o maior 7" > 0 tal que
u € Y3 e satisfaz (2.1). Provaremos, posteriormente, que solugdes locais fracas admitem
uma tnica extensao para todo T' € [0, T;,4.). De maneira andloga prova-se que solugoes locais
fortes admitem uma tnica extensao. Também de maneira analoga ao caso da solucao fraca,

prova-se a existéncia da solugao global forte.
Agora, provemos a unicidade de solucao global forte para o problema (2.1).

Primeiramente, consideremos 7" > 0 arbitrariamente fixado e u, v € Y3 1 solucoes de

(2.1) com os respectivos dados iniciais ¢, 1 € D(A). Temos
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U + Up + a(U)Uy + Upee + 0(x)u =0, (x,t) € (0,L) x (0,7T),

u(0,t) = u(L,t) = u,(L,t) =0, te (0,7), (2.40)
u(z,0) = ¢(x), xz € (0,L).

Ut 4 Vg + a(V)Vy + Vgar + b(x)v =0, (2,t) € (0,L) x (0,7,

v(0,t) = v(L,t) = v, (L, t) =0, te (0,7), (2.41)

v(x,0) = ¥(z), x € (0,L).

Subtraindo (2.41) de (2.40) e escrevendo w = u — v obtemos
W + Wy + Wege + b(x)w + a(u)w, + (a(u) — a(v))v, =0, (z,t) € (0,L) x (0,7),

w(0,t) = w(L,t) = w,(L,t) =0, te (0,7),

w(x,0) = wo(x) = ¢(z) — P(x), z € (0,L).
(2.42)

Multiplicando a primeira equagao de (2.42) por (1 4+ z)w e integrando em (0, L)

obtemos

L L L L
/ (1 + 2)wwdx + / (1 + z)ww,dz + / (1 4+ 2)ww,medr + / (1 + z)b(z)wdz
0 0 0 0

+ /OL(I + z)a(u)ww,dr + /OL(l + z)(a(u) — a(v))v,wdr = 0. (2.43)

Integrando por partes cada termo de (2.43) como no Lema 2.5.2 obtemos

/L(1+ Jwwyd _1d L(1+ Jwd;
; azwwtx—2dt0 x)w dz;
L
ww,dr = 0;

0
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L 1,
WWgppdr = —w3(0,1);
0 2
L L
/ TWW e AT = = widm
0
Assim,
Ld L(1+x)w2dx—1/Lw2dx+ —w?(0,t) + / w2dx—|—/ (1 + z)b(z)wdz
2dt Jo 2 Jo 2
= _/ w)ww + (a(u) — a(v))v,w]de.
Como |a(p)| < K(1+ |ulP) e |d'(p)| < K(1+ |u|P~!) para todo u € R, temos
la(u(z, )] < K(1+ |u(z, )[) < K1+ [[u(®)|[7 ),
e com
la(u(z,t)) — a(v(z, )] < K1+ |ulz, )P+ |v(z, )P~ |w(z, 1)
< K@+ iy + 0O ) lw(z, 1))
decorre
1d

L
- 2 - 2 2
2dto<1+$ wdx /wdx—l—th 2/wdx

< [0+ latllellds + [7(+ Dlat)  afo)] el fwlds

L
KO+ Ol [+ ) helbelde + KO+ @l ity + oity) [0+ lolwlds

K1+ ) gy a1 ) [ w23 ([ (14 22}

0

L
R (L + [l [y + 0@ DWM)WMDA(1+@wW%
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e portanto,

i | oo g [Tt < 5 Mo g [Cutde s KO @l + ROI)

— T )w ax - w - w-axr — w..axr u 1 v 1

2dt Jo 2Jo "7 2o 2Jo F A H(I
2

L K P P L
<o)l |0+ )wlde + (0 @] e Ol ) [0+ @)%,

donde obtemos

Ld " ’d L2<1K21 p Lo+ L
s | Qe+ [Cw? < d o Sl o e e (B ) (L + L)

L
HK L+ @It + Ol @ lmn} [ 1+ outde. 240

Escrevendo

1 K2
m(s) = 5T 7(1 + [ulle o,z e () 72y) (1 + L) + K (14 [|u(s )||H1 (1)

() o)l () 1)

vemos que

1d L

L L
—— [ (14 2)widx + / < mf(t) / (14 z)wdx.
2dt Jo 0 0

Integrando ambos os membros da desigualdade acima em (0,t), para t < T e majo-

rando, segue

;/L1+x xtd:z:+// 2(x, 5)dxds
</[2m /( r)w?(x, 8)dx + (2m(s // :CTdT]dS—l— / 1+ 2)wid.

Pelo Lema de Gronwall 1.1.2 resulta

/(1+x xtdm+// 2(z, 5)dxds <
0

L t
/ (1+ x)wgdx] elo 2()d= (2.45)
0
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onde z(s) = 2m(s), ou seja,

/()L(1+I)|U(ZE,t)—v(x,t)|2dx+/0t /OL 1y (., 8)— s (2, 5)|Pdds <

/()L(1+$)|¢(x)—¢(x) |2d$] o 2(s)dz
(2.46)

Em particular, para dados iguais, ou seja, ¢ = 1, temos wy = 0, e entdo, de (2.46)

resulta

/(1—|—:L' xtdx—l—// (2, 8)dxds <0,
0

logo, w(z,t) = 0 para quase todo (z,t) € (0,L) x (0,7), o que prova a unicidade da solucao
global forte.

Proposigao 2.5.2. Sejam a € C'(R) satisfazendo
a(0) = a'(0) =0, |a(2)] < K(1+[zf), |d(z) —d(y)| < Klo—y["™", Vao,y€R,

com1<p<2 beH ), p € D(A), T' >0 dado e u € Yz a solugio de (2.1) em [0,T").

Entao existe uma constante C, tal que

-, D) +/ Otdt+2// u?(z, t)dwdt = ||6][2 (2.47)

2p

2K—|—1 842
[ [ e < PEEEX Dy, 4 rio i (2.48)

para todo 0 < T <T".

Demonstragao: Provemos (2.47). Multiplicando (2.1) por u e integrando em (0, L) obtemos

L L L
/ undr +/ Ul dx —|—/ a(u)uudr +/ Uy AT —|—/ Yuldr =0
0 0 0

com

L 1d /L
/ uugdr = —— uw?dz,
0 2dt Jo
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L
/ wugdr = 0,
0
L 1
/ Ullggrdr = ~u2(0,1),
0 2
com t € (0,7).

L
Para calcular / a(u)uugdzr, observemos que
0

CZ /OW) alr)dr = /oum a5(7)dr + a(u(x) Jug(x) — a(0)0 = a(u(x))uq(z)

e também
d [ul@) u(x)
%/o F(r)dr = /0 F.(1)dT + F(u(x))u.(z) — F(0)0 = F(u(x))u.(z),

onde F (1) = /T a(s)ds. Logo,
0

/OL a(u)uzude = /OL (c?a: /OU(I) a(r)d7’> udx

_ ( /0 e a(T)dT>u " /0 ’ ( /0 U(x)a(T)dTux>d:E

0

o OL e (e — _/OL (jx /Ou(x) F(T)d7'>dl'

u(x) L
= — / F(r)dr )| =0.
0 0
Logo,
1d .2 9
o | dg;+2u 0t+/ wldrdt =0, 0<t<T. (2.49)
Integrando (2.49) de 0 a T, segue
1 2
S D + 5 / (0.1) dt+/ / (o )t — 216l = 0

donde resulta (2.47).
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Agora, provemos (2.48). Para isso, multipliquemos a primeira equacao de (2.1) por

zu e integremos em (0,7") x (0, L). Assim, obtemos

T L T (L T L T /L
/ / muutd:vdt—i-/ / :Buuxda:dtjt/ / a(u)uuwdasdt#—/ / TUU g drdt
0o Jo o Jo 0o Jo 0o Jo
T /L
—l—/ / b(x)zudrdt = 0
o Jo

com
T L 1 /L 1 /L
//xuutdxdt:f/ uQ(x,T)xdx—f/ ¢*(z)zde,
o Jo 2 Jo 2 Jo
T /L 1 (T /L
/ / a:uuzdxdt:—f/ / uw?dzdt,
o Jo 2Jo Jo
T L 3 (T
/ / xuumxdxdt:f/ ufcdxdt.
o Jo 2 Jo
T L
Para calcular/ / a(u)uuzxdrdt, observemos que
o Jo
d [ul@) u(z)
- / a(r)rdr = / a, (T)7d7 + a(u(@))u(@)us(z) — a(0)0 = a(u(z))u(@)us(z),
0 0
ou seja,

d
- F(u(e)) = alu(@))u(@)u(2)

onde F(s) = /s a(t)rdr. Logo,
0

/OL a(v)uuxdr = /OL <$F(u(m))>xdw = F(u(z))z

Assim,

2/ :I:Txd:z:—f/ & (x a:dx—f// widedt + > //udwdt
—// dxdt+//xb w2dadt = 0,
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e como |[u(-, )72y < [|@l[72) para todo ¢ > 0 entdo vale

3 T (L 1 L 3 T (L T L
f/ / uidrdt < f/ w?(x, T)wdr + f/ / uidwdt—i—/ / wb(x)u’drdt
2Jo Jo 2 Jo 2Jo Jo 0o Jo

= ; /OL *(z)zdr + ;/OT /OL w?dxdt + /OT /OL F(u(x))dxdt

IN

L T T (L _
Sl + S0l + [ [ Flu@)de
T+ L T L .
= Nl + [ [ Fu(@)de. (250)

Temos

2 p+2
SK 874_& ,
2 p42

pois se s > 0,

§/ |7"||a(r)|dr§K/ |r|dr+K/ |7“|p+1d7":K/ rdr—l—K/ rPHdr
0 0 0 0 0

K iQ+ ght2
2 p+2

| /OS ra(r)dr

eses <0,

0 0 s s
| [ ratydr| < [“irllar)lar < K [Cjrlde+ K [l
s 0 0

S

/OS ra(r)dr

- ‘ ~ [ ratryar

s 0 32 Sp+2 82 |$|p+2
- —K/ rdr + K(—l)p+1/ g = K5 (-t oS .

Portanto, com a desigualdade de Holder e a desigualdade dada pela Proposicao 1.1.9,
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obtemos
K T L K T (L
/ / B (u(z))|dedt < 7/ / u2dxdt+7/ / |2 dadt
2 Jo Jo p+2Jo Jo
KT K T
< N0l + g ) Il ol
KT QgK T 2+£ D
< 7||¢H%2(1)+m ; el 2wl F2 gy dt
KT 242 T P
< T llelay + o gllolf [ el gt
p
KT 25 K T 1
< Lol + ZEIEET ([ )

Agora, utilizando a desigualdade de Young,

D P p

25 K T , i - T ((2\ /T , i
ZE e ([ hacliar) = 226128 () 75 ((2) [ e
4—p2H KTy s (p\TE g 2/T p

2( = - - dt
el (5) T el

4-p 24pK— sop 1T
= - — 2|52 ndt
. (2) o TG 5 [ Il

IN

Escrevendo
4— P T KT
Cp: p<p> 4 5
4°\2)  (@2+pT
temos
2 KT
[ B e < [l Bt + GTUB S + S5 6l (251)

Combinando (2.50) e (2.51) obtemos a desigualdade desejada. O
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2.6 Solucao Fraca

Definicao 2.6.1. Dizemos que u € solu¢do global fraca do problema (2.1) quando u € Yy e

u satisfaz
u(t) =Wi(t)p — /Ot W(t — 7)[a(u(T))u,(7) + bu(r)]dr, V¥t e [0,T],

para todo T > 0.

Dizemos que u € solugdo local fraca do problema (2.1) quando eziste Ty > 0 tal que

u € Yyr eu satisfaz
t
u(t) =Wi(t)p — / W(t —7)]a(u(r))us (1) + bu(r)|dr, V¥t € |0,Tp).
0
Teorema 2.2. Sejam a € C'(R) e K > 0 uma constante tal que
a(0) =d'(0) =0, |a(z)| < K(1+2"), |d'(z) —d(y)| < Klzr—yl"™", Vo,yeR,

com1<p<2 be L*I)e¢e L*I). Entio existe 0 > 0 tal que o problema (2.1) tem uma

unica solugao local fraca uw € Yy g.

Demonstracao: Provaremos que a aplicagao I' : Y 9 — Yy dada por

t
C(v)(t) =W (t)o — /0 W(t — 7)[a(v(7))ve(T) + bv(T)]dT.
é uma contracao para algum 6 > 0 suficientemente pequeno, a ser determinado. Consideremos

T > 0 arbitrariamente fixado e

L +4T
3

Cy = (1 + + 02)2 L Cy= (4420 + 6T +C%)3, Cs = max{Ch, Gy},

onde C é a constante do Lema 2.4.3, C; é a constante do Lema 2.4.1 e C5 é a constante do

Lema 2.4.2.

Primeiramente, provemos que I' estd bem definida. De fato, para cada t € [0,0],
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v(t) € HY(I) < L>®(I) e com b € L*(I), concluimos bv(t) € L*(I); como |a(v(t))] < K(1 +
|v(t)|P) com v(t) € L>(I), entao a(v(t)) € L>*(I), e sabendo que v, € C([0, L]; L*(0,0)) —
L*(0,0; L*(I)), obtemos v, (t) € L*(I), logo, a(v(t))v,(t) € L*(I). Também, pelos Lemas 2.4.1
e 2.4.2,

T
/|| ))va(7) + bo(7)]| 120t dT</ lla(v ))Ux(T)Hy(I)dT—}-/O b0 (7| 2(rydr

2— 1
< Cs0 T ol B ) + G502 (1+ [[o]B, ) vlly, , + G522l u]ly,,, < 00, (2.52)
o que prova que a(v)v, + bv € L(0,0; L?(I)). Pelo Lema anterior resulta

/0' W (- — 1)[a(v(r))ve (1) + bu(r)]dT € Yo.

Como ¢ € L*(I), pelo Lema anterior segue que W (-)¢ € Yy, e assim concluimos

que I' estda bem definida.

Observe que

) = P, = || f W= Da0)en = ) + () = atwhos + 00~ whar]

Yo,0

<Cy /09 lla(v)(ve = wo)ll2() + [I(a(v) = alw)wel| 2y + [[bv = w)||2ydr. (2.53)

Utilizando o Lema 2.4.1, vemos que

4 2-p 1
/0 la(v) (ve —wz)||z2ndr < Cs077 [ [0l [y, v —wlly, , +C502 (14| ][5, )lv—w][v;,- (2.54)

Lembremos que

a(v(z, 1)) = a(w(z, ) < K (1+ (e, )7+ fw(a, )7 ) o, 1) = w(z, )],
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e com isso,
6 0

| @) = atw)wsllzmdr < K [0+ 0+ b ™) 0 = w)w, ||z dr

< K [l = whwllza + Dop~ (0~ whullian + P (0 = w)well2yr

< CsK 0%l = wllys ol [wllvy,, + KO [0 = ]y, [l g, 01

+C5KHTHU — w|\y0’6||w|]’§079. (2.55)
Por fim, com (2.25), temos

4 1
[ et = )l dr < G040l e llv = wlly (2.56)

Combinando (

IT(v) = T(w)lly; »

IN

+ o+ o+

2.54), (2.55), (2.56) em (2.53), obtemos

CiC5(K +1)0°7 (Il , + el , + llwllvo, 1ol 0) o = wlly,
C1C5(K + 1)07 [[wl]yy o llv — wlly,,,
C1O5(K + 1)02 (1 + |[b]| 2n)llv — wlly, ,

(K +1)0

CuCs(K + )07 [o[[}, , v = wllvs,, (2.57)

Agora, provemos que I' é contragao numa bola Sy, = {v € Yog;[|v]ly,, < 7} de Yo,

cujo raio serd determinado.

Note que, com (2.30), (2.31) e (2.52) temos

1T ()]s,

I Colbos + | f W= Dlatu(r)on(r) + bl

Yo,0

Csl[@l| 2 + Cilla(v)vs + bol| o 02201
Csl[6]] () + CaCs [(077 + 050l , + 0% (1 + [[b]|2r)] ]Iy,
Csl[6]] oy + CaCs [(077° +02)1” + 05 (1 + [[blan)] [1vllvo,r  (258)
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para qualquer v € Sp,. Também, por (2.57), resulta

ID(w) = T(w)|ly,, < CiCs(K + D[(B0°T +07)r” + 07 + 6% (1 + ||| 2] |v — ] lvo.0,

(2.59)
para quaisquer v, w € Sp,.
Escolhendo 0 < 6 < T que satisfaga
-p 1 1 1
CiCs(K +1) [(30°7 + 0317 + 037 + 03 (1 + [|bl|2(r))] < 5 (2.60)

e 7 = 2Cs||p|| 121y, decorre de (2.58) que I'(Sp,-) C Sy, € de (2.59) decorre que I' é contracao.
Pelo Teorema do Ponto Fixo de Banach segue que existe um tinico u € Sy, tal que I'(u) = u,

0 que prova a existéncia e unicidade de solucao local fraca. 0

Nosso objetivo, agora, é provar que a solugao local fraca do problema (2.1) é solugao
global fraca, ou seja, provaremos que T},,, = oo. Primeiramente, devemos mostrar que tal
solucao local fraca u pode ser estendida até um intervalo maximal. Para isso, precisamos
provar que (2.47) e (2.48) sejam validas para solugao local fraca, e para tal prova, é necessério

aproximar a solucao local fraca por solugoes fortes. Vamos entao, provar tal aproximacao.

Proposigao 2.6.1. Sejam ¢ € L*(I) dado e T > 0 tal que u € Yo7 € a tnica solugao local
fraca de (2.1). Entao existe uma sequéncia {u,} C Yz de solugdes fortes de (2.1) com

U, — u em Ypr.

Demonstragao: Lembrando que D(A) é denso em L?(I) segue que existe {¢,} C D(A) tal
que

bn — ¢ em L*(I). (2.61)

Também, como H'(I) é denso em L?(I) segue que existe {b,} C H'(I) tal que

by — b em L*(I). (2.62)
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Seja u, € Y3 a unica solugao de (2.1) com dado inicial ¢,, e damping b,,, para cada
n € N. Inicialmente, provemos que {u,} ¢ uma sequéncia de Cauchy em C([0,T7; L*(I)) N

LQ(O,T; Hl([)).
Temos
un,t + un,a: + a(un)un,m + un,mmz + bn(x>un - 07 (xa t) S (07 L) X (O, T>’

Un(0,t) = up(L,t) = up.(L,t) =0, t e (0,7), (2.63)
un(z,0) = ¢ (), rel.

Um ¢t + U,z + a(“m)um,ac + Um,zzz + bm(l‘)um - 07 (Ia t) € (Oa L) X (07 T)7
U (0,1) = U (L, t) = U (L, t) =0, t e (0,7), (2.64)
U (2,0) = ¢ (), rel.

Subtraindo (2.64) de (2.63) e escrevendo w = u,, — u,, obtemos

Wy 4 Wy + Wage + (bn(T)tn, — by (2)um) + (a(tn)tn e — a(tp)tm ) =0, (z,t) € (0,L) x (0,7),
w(0,t) = w(L,t) = w,(L,t) =0, te(0,7),
w(z,0) = ¢n(x) — Om(w), z € (0,L).

(2.65)

Multiplicando a primeira equagao de (2.65) por (14 x)w e integrando em (0, L) segue

1d [T N O R 3 L, L
——/ (1+2)w dw—f/ wda:—ir—wx((),t)—l—f/ wxd:v—l—/ (b, — b )um (1 + z)wdz
2dt Jo 2 Jo 2 2 Jo 0

=I5

+/OL CZE[FW") — F(um)](1 + 2)wdz = 0,

=I7

onde F(u(z)) = /()um a(&)de.
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Estimando I obtemos

L
To < [ lbw = bl (1 + 2)lwlda
10 2 C 2 L 2
< Slbu = bullay + 5 0+ Dllun (@l [ (1 +2)wlde,

Integrando I7; por partes, obtemos

I; = — /OL[F(un) — F(um)|(1 + 2)w,dx — /()L[F(un) — F(up)|wdz.

Sem perda de generalidade, podemos supor que u,,(z,t) < u,(x,t) e entdo

Um

Flu,) = Flun) = [ a(€)ds,

n

o que implica

() = Flu)] < K [0+ fg)ag

Como u, <& < u, entdao & < max{|uy,|, |un|}, e dai, |€] < |un| + |wml,

() = Flun)| < Cy [ (14 fual? + )€ < Cy(1+ [ual? + )

Assim,

B< [ O bl + bl (U 2w+ [ Oyt P+ )1+ )l

Portanto,

! d/L(1+ WP+ (0, ) + /%z
2 dt Jo D + ju, 2 Jy et

L 1 C L
< /0 w2dx—|—§||bn—bm||iz(1)+§(1+L)||um(t)||fg1(1)/0 (14 z)|w|*dz

DN | —
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2 L 1 rL
+ (L llan O iy + an @ [Ee) 0+ L) [+ e+ 5 [ o Pde

L
+Cy1+ lan Oy + i Ol ) [ (14 )

Definindo
m(s) —1+€(1+L)llu ()] +g’%(1+llu ()| y + Nt ()| P ) (1 + L)

+Cp (1 + |[un($)|[L00 1) + Hum(S)llpoo(z))

e integrando de 0 a t < T, obtemos

1 L t L 1 L
—/ (1+x)w2(t)da:+// widwﬁ—{/ (1+ 2)|¢n — dm|*dx + T|by — bl 72(1)}
2Jo 0 Jo 2" Jo

+/ / (1 + z)|w|*dzdt.

T
Observe que / m(s)ds < C(p, T, L)||¢ml|r2ry por (2.47) e (2.48), para algum C' =
0

T
C(p,T,L) > 0. Como {¢,,} é convergente em L*(I) segue que / m(s)ds < oco. Entao, pelo
0

Lema de Gronwall 1.1.2 resulta

1 rk 2 bk 2 1 L 2 2 me(s)ds
S [ arapttdr+ [ [ utde < 23 [T+ )00 = onfdr + Tllby = b  elo O,
0 0 JO

Assim, obtemos que {u,} ¢ uma sequéncia de Cauchy em C([0,T]; L*(I)) N L*(0,T; H'(I)).
Entao existe um unico v € C([0,T); L*(I)) N L*(0,T; H'(I)) tal que

u, —v em C([0,T); L*(1)) N L*(0,T; H'(I)). (2.66)

Observe que a(v(t))v,(t), bu(t) € L*(I) para todo t € (0,T). Também, procedendo

como nos Lemas 2.4.1 e 2.4.2, obtemos

[ el < K [0+ i el 2

2—p Py | P
< KT* o[l 20,080 (1)) + KTZHUHL? 0,7;H(I)) HUHC([OT 22y T T ||U‘|[2,2(0,T;H1(I))HUHZ‘([O,T};L?(I)) <0
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T 1
/0 oo 2nydt < bl 2y T2 0] | 20131 (1y) < 00,

donde a(v)v, +bv € L'(0,T; L?(I)). Pelo Lema 2.4.3 resulta

- —7)[a(v)v, + bvldr <4+2L+6T—|—C2) l|a(v)vgy 4 bv|| L1 (0.1 02(1))-

Yo,

Definamos n € C([0,T7; L*(I)) N L*(0,T; H'(I)) dada por
¢

- / W(t — 7)a(v)v, + bvldr
0

e provemos que W(-)¢, — n em C([0,T7; L*(I)).
Inicialmente, provemos que a(u, )u, » — a(v)v, em LY(0,T; L*(I)).
Temos

T T
[ e = atuyunellizn < [ lla@) e~ wn )l + [ 11(a() — o)l

=Ig =TI

Provemos que Ig — 0 e Iy — 0.

Desde que
la(u(z, )] < KA+ K|[v(®)[[fe), V(z,t) €(0,L) x (0,T)

com

ooy < 2PCU 021y + 10O E2p) 02| £21))

resulta

a(v(®))(va(t) = na(t)|r2a) < Kl|va(t) = tno(@)]|22(r) + KHU(t)Hi?([)HU:v(t) — Uz ()| 22(r)

4 P
AR L2y 102 O 220y [[02(8) = wn o ([ 2201)
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Mas

T 1
| 10a®) = e @)l 2t < THlvw = wnal 2072200 = 0.

1
/ [o()|[7 ||Ux(t> — Unz(D)]|z2) < ||U||C(0T L2(I )T2||Ux — Ungl||r2(0,7502()) = 0,

T » p
L IR®IE o @l oot = wne @z <
P P 2—p
||U||é([o,T];L2(1))||Ur||22(o,T;L2(1))||Ux — Ungllz2015L20)T T =0,

donde conluimos que Is — 0.

Lembrando que
la(v(z, 1)) — a(un(@, )] < (L4 Jo(z, )P + ua (e, P )o(@, 1) — ua(, t)],
e portanto,

1(a(v(®)) = a(un(®))tina(O)l2) < o) = un(®) 1o ()] 22y + 0O () = tn()tina ()] 22
H (P [0(8) = un(t) [t o (0)]| 2201)-

Utilizando majoragoes andlogas as que foram utilizadas para provar (2.26) concluimos

que

[ 066) = OOl 0.

e com majoragoes andlogas as que foram utilizadas para provar (2.27) também temos

LM o0) = Ol 0 2t = 0

L 0~ 00) = )t 0 2 = 0.

Portanto, Iy — 0, e assim a(uy, ), , — a(v)v, em L'(0,T; L*(I)). Temos ainda que b,u,, — bv
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em L'(0,T; L*(I)) pois

T T
/O bnun(t) — bo(t)[|2(ydt < /0 | brtun (£) — bt (8)]| 21y + [[b(un(t) — v(E))|]L2(rydl
< 1bo = bllzay T2t | 2 s (1)) + 1Bl 22y [t — vllz2o,731 (1)) — O-
Com isso,
a(tp)tn g + bytty, — a(v)v, +bv em  LY0,T; L*(1)). (2.67)

Consequentemente, pelo Lema 2.4.3 e com a definicao de norma em Yy 7,

Combinando (2.66) e (2.68) em

0 (2.68)
(0 TL2(1))

/0. W (- — 7)[a(tn)tin o + bptin — a(v)vy — bv]dr

W () én = nlleqomzay) < /O W (- — 7)[a(tn)tn o + bpttn, — a(v)v, — bv]dr

C([0,T;L2(T))
+|wn — vlleqom;L2m)

e pela unicidade do limite em C([0,T]; L?(I)) concluimos que n = W(-)¢ quase sempre em
(0,L) < (0, 7).

Entao v € Yo7 e

o(t) = W(t)p — /Ot Wt — ) a(v)v, + boldr, Vi € [0,T].

Vemos, com isso, que v é solugao local fraca de (2.1) em (0,7) com dado inicial

¢ € L*(I). Pela unicidade de solugao local fraca resulta u = v quase sempre em (0, L) x (0, T).

As convergéncias (2.61) e (2.67), combinadas com as desigualdades (2.30) e (2.31),

nos fornecem que u,, — u em Y r. O

Agora, provemos que (2.47) e (2.48) valem para solugdes locais fracas.
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Proposigao 2.6.2. Sejam ¢ € L*(I) dado e T' > 0 tal que u € Yy seja a tnica solugdo
local fraca de (2.1) em (0,T"). Entdo

u(, T2 +/ Otdt—l—Q// u2(z, t)dwdt = ||6][2 (2.69)

T oL L+ (2K +1 sz
[ [ zanar < EEEEI D e 4 ool (2.70

para todo 0 < T <T".

Demonstragao: Pelo Lema anterior sabemos que existem {¢,} C D(A), {b,} € H'(I) e

{un} C Y31 tais que

U, = u em Yy, (2.71)
by — b em L*(I), (2.72)
¢n — ¢ em L*(I), (2.73)

onde u, é a solucao forte de (2.1) com dado inicial ¢, e damping b,,, para cada n € N.

Primeiramente, provemos que

bou? — bu* em LY(0,T; L*(I)). (2.74)

De fato, temos

b (8) = b (1)l o0y < (bt (8) = U (0)| ooy + b (8) — b ()| ooy, Vi € [0.77).

Mas

1w (£) = bus(Dlry < Crllun@ [ on = Ol z20r)
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|[buz (t) = bu?(O)|1ay = /OL |b(2)[un (2, t) = w(z, t)|[un(z,t) + u(z,t)|d
< Cullon®) = wllnco [ BlontoOlds + [ plolute.laz)
< Cullun(t) = u®)|lm @bl 2y (lunl Ego, 220y + NllEo,ric2))
onde Cp, = C(L) > 0.
Resulta, entao, que
bnus — bu?|[irpiay < Crllbn — b2 l[wnl 2202781 (1))

1
+ CLT2 [un — ull 20,0 () |0l 200y | [unl [E 0,222

1
+ CLT'2|[u, — u||L2(0,T’;Hl(1))|’b||L2(1)HUH%‘([O,T’];LQ(I))‘

Combinando esta iltima desigualdade com as convergeéncias (2.71) e (2.72) obtemos

(2.74).
Das desigualdades
u(T) = un(D)l|e2ry < Mu = wunlloqorie2m), VT e [0, 17,
||ux(0) - un,x(O)HL?(O,T) S ||uaz - un,z||C([0,L];L2(0,T))7 VT € [07 Tl]v
e das convergéncias (2.71), (2.73) e (2.74) obtemos as desigualdades desejadas. O

Agora, consideremos 0 < T' < T4, < 00. € provemos que a solugao local fraca de

(2.1) pode ser estendida até o intervalo [0,T]. Sejam

L+ 4T
3

Cy = (1 + + 02>2 L Cy= (4420 + 6T+ C%)3, Cs = max{Ch, Gy},

onde C' é a constante do Lema 2.4.3, (] é a constante do Lema 2.4.1 e C5 é a constante do

Lema 2.4.2.

T
Sejam também r = 2Cs|¢||r2() € § = — com n € N de modo que
n
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CiCs(K +1) [(30°7 + 03 )7 + 037 + 03 (1 + [|b]|2(r))] < (2.75)

DN | —

Definamos Sy, = {v € Yo; [|v||v,, <7} e 't : Yoo — Yo, dada por

Ty (0)(t) = W(t)é — /0 Wt — 7)alo(r))ou () + bo(r)dt.

A prova de que I'y estd bem definida é idéntica a prova de que I' estd bem definida, no

Teorema 2.2. Também, como em (2.58) e (2.59), obtemos

IN

Tl < ol + | W= Dlator)os(r) + wlo)las
Csl|9l| 2y + Calla(v)ve + bol| L1 0,0:02(1))
Cl|6llz2(r) + CaCs [0 + 02)|[vl[%, , + 0% (1 + [[b]|z2n)] 10]]3s,

510l + CaCs [(077" + 02 )r" + 02 (1 + (bl 2(1)] [[]]v5,0,

Yo,0

IN A

IA

104 (0) = T () s :‘

/0. W (- —1)]a((1))ve(7) + bv(1) — a(w(7))w, (1) — bw(T)]dr

Yo,0
< C4Cs(K + 1)[(30°T" +07)r? + 037 + 07 (1 + |[b]| 12l = w]lve o
para quaisquer v,w € Sp,.

Lembrando que r = 2C3|[¢||2(p) e 0 satisfaz (2.75), das desigualdades acima decorre
que I'1(Sp,) C Sp, e que I'y é contracao. Pelo Teorema do Ponto Fixo de Banach decorre
que existe um tnico u; € Sy, tal que I'y;(u;) = uy, que também satisfaz sup ||uy(f)|[z2(r) <

0<t<0

@[] L2r)-

Agora, definamos
Yyoo = {v € C([0,20]; L*(I)) N L*(0,20; H'(I)); v, € C([0, L] ; L*(6,26))},

829,1" - {’U € }/9,293 HUHYQ,%ST}?



2.6 Solucao Fraca 95

e consideremos a aplicacao I'y : Yy 99 — Yp 99 dada por

Co(v)(t) = W(t — 0)ui(9) — /Ot W(t — 7)[a(v(7))ve(T) + bv(7)]dt.

Observe que os Lemas 2.4.1 e 2.4.2 foram provados quando o tempo varia no inter-
valo [0, 0]. Eles podem ser provados em intervalos da forma [(j — 1)0, j], com j inteiro. O
mesmo argumento ¢ vélido para o Lema 2.4.3. Como as desigualdades (2.58) e (2.59) foram
provadas a partir de tais Lemas, decorre que desigualdades andlogas valem para I's. Assim,

desigualdades andlogas as de (2.58) para I'y sdo

IT2(0)[lvp0 < [[W( =) (0)]ly, 00 + |/9 W(- = 7)[a(v(r))vs(7) + bu(r)]dr
Yo,20
< Gsllur(0)]|r2r) + Calla(v)ve + bol[L19,20,12(r)
< Collgllzan + CaCs (K + 1) [0 + 015, + 851+ [bllz2oy)] 10lvo

< Gylllliaqn + CaCs(K +1) [(67F +02)r7 + 05 (1+[[bll20n)] 011,
e as desigualdades andlogas as de (2.59) para I'y sdo

IT2(v) = Ta(w)llvpo = ‘ /9 W(- = m)la(v(7))ve(7) + bv(7) — a(w(7))w.(1) — bw(T)ldr

Yo 20

< CuCs(K +1)[(30°T +07)r% + 0357 + 07 (1 + [[b]| 120)]|[v — w]]xs 00

para quaisquer v, w € Sag,.

Desde que r = 2C3|[¢||12(p) e 0 satisfaz (2.75), das desigualdades acima decorre que
[9(S20,) C Sap, € I'y é contragdo. Pelo Teorema do Ponto Fixo de Banach existe um tnico

uy € Sog, tal que I'y(ug) = ug, que também satisfaz sup ||ua(t)||r2(r) < [l (9)| 221y
6<t<20

Prosseguindo com o mesmo raciocinio, definimos
Yiu om0 = {v € C([(n — 1), n6]; LA(I)NLA((n=1)8, nf; H'(D)); vz, € C([0, L]; L2((n—1)6, n6))},

S’I’L@,T‘ = {'U G Yv(n—l)e,’nﬂ; ||U||§/(n71)0,n0 S T},
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e consideramos a aplicacao I'y, : Y(,—1)9.n6 — Y(n—1)0,ne dada por

t

La(0)(t) =Wt —(n—1)80)u,_1((n—1)0) — /(n—1)9 W(t — 7)[a(v(T))ve(T) + bv(7)]dt.

Novamente, temos

ITn () Yrenone < W= (0 = DO)un1((n = 1)0)ly(, 10,00

" H /(7;—1)0 W(- = 7)[a(v(r))ve(7) + bu(T)]dT

}/(nfl)e,nﬂ

IN

Cs||un—1((n — 1)0)|| 21y + Culla(v)ve + V|| L1 (n=1)0,n0:L2(1)
< Gsl[9llrzy + CaCs(K + 1) [(9% +02)|[vll5,,, +02(1+ HbHLQ(I))} 011 1y6.m6

10|y + CaCs (K + 1) [(077° + 02 )" + 02 (1 + | [bl | z2(1)] [[0]1vi 1300

A

IN

I 0) = a0l s = || [ W= Plao(m))uste) + bu(r) — aw(r)wa(r) ~ bur)dr

Yv(n—l)@,n@

< CuCs(K +1)[(307T + 631 + 07 + 07 (1 + |[bl| 12(1))] [0 — wlly,

n—1)0,n0’

para quaisquer v,w € Spg,. Sabendo que r = 2Cs||p||2(;) e O satisfaz (2.75), das de-
sigualdades acima decorre que I';,(Spg,) C Spg, € I, é contragao. Pelo Teorema do Ponto
Fixo de Banach existe um tnico u, € Syg, tal que I';(u,) = u,, que também satisfaz

sup  ||un(D)]]z20) < |un—1(0)|[z2(1)-

(n—1)0<t<n@

Consideremos v € Yy definida por

ui(t) se 0<t<4,

ug(t) se 6 <t <20,

un(t) se (n—1)0 <t <nb,
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Provemos que tal funcao satisfaz
t
ult) = WB)o— [ Wt = Dla(u(r)ua(r) +bu(r)ldt, V(i —1)9 <t < jb,
0

para cada 7 = 1,...,n. Tal prova serd feita por inducao sobre j. De fato, quando j = 1 nao

hé o qué provar, pois para 0 < t < # temos

e entao

u(t) =W(t)p — /Ot[a(u(r))uﬁ(T) + bu(r)]dr.

Suponhamos para cada j = 2,...,n — 1 o desejado seja verdadeiro, ou seja,
t
u(t) = W6 — [ la(u(r))u(r) + bu(r)dr, (- 1)0 <t < jo,
0
para cada j = 2,...,n — 1. Agora, seja t € [(n — 1)0,nf] dado e provemos que

u(t) = W(t)p — /0 'a(u())ua (7) + bu(r)]dr.

Pela definicao da funcao u, sabemos que

u(t) = u,(t) = W(t—(n—l)@)un_l((n—l)O)—/(Z1)0 W (t—7)[a(u(r))u, (7)+bu(7)|dt, (2.76)

e da hipotese de indugao sabemos também
(n—1)0
u((n —1)0) =W((n—1)0)p — /0 W((n —1)0 — 7)[a(u(r))us (1) + bu(r)]dT,
ou seja,

Up—1((n—1)0) =W ((n—1)0)¢ — /()(nl)e W((n—1)0 — 7)[a(u(T))us (1) + bu(r)]dr. (2.77)
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Substituindo (2.77) em (2.76) resulta

(n—1)0

u(t) = W(t—(n—1)0) [W((n —1)8)p — /0 W((n—1)0 — 7)[a(u(T))us(7) + bu(r)]dr

_ /(t W (t — 7)[a(u(r))us(r) + bu(r)]dr

n—1)0

donde segue o desejado. Com isso, concluimos que u é uma extensao da solucao local fraca

do problema (2.1) com dado inicial ¢ € L*(I) e u € Yy 7.
Sabemos que a solucgao local fraca é inica. Provemos que sua extensao também o é.

Proposigao 2.6.3. Sejam ¢ € L*(I) e T € [0, Tynar) dados. Se u,v € Yo sdo extensoes da

solugdo local fraca de (2.1) com dado inicial ¢, entdo u = v.

Demonstracao: Como u e v sao solugoes fracas de (2.1) entao

u(t) = W(t)o — /Ot W(t — 7)a(w)u, + buldr, Yt € [0,T],

o(t) = W(t)o — /Ot W(t — ) a(v)v, + boldr, Vi € [0,T].

) T )
Consideremos 0 = — com n € N satisfazendo
n

C4Cs(K + 1)[(30°T + 01 )r” + 0ir + 63 (1)|b]| 12(1))] <

N | —

onde r = 2C3]|¢||2(r). Consideremos k € {1,...,n} arbitrariamente fixado. Note que

u(t) = W(t—(k—1)0) lW((k —1)0)p — /O(kl)e W((k—1)8 — 7)[a(u(r))u,(7) + bu(r)|dr

_ /(t W (t — 7)[a(u(T))u. (1) + bu(r)]dr

k—1)0
— W= (k= 1)0)uer((k — 1)8) — /(;1)9 W(t — 7)[a(u)u, + buldr
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e, da mesma forma, temos

t

v(t) = W(t — (k — 1)0)vp_r ((k — 1)0) — /(k_m Wt — 7)[a(v)v, + buldr,

em [(k —1)0, k0], onde uy_q e vi_1 sdo as respectivas restri¢oes de u e v em [(k — 1)0, k0.
Pela unicidade do ponto fixo da aplicacao I'y : Y(x—1)9.k0 — Y(k—1)s,ke dada por

t

Fp(w)(t) =W(t — (k—1)0)wi_1((k — 1)0) — /( W(t — 7)]a(w(r))w, (1) + bw(T)|dt

k—1)0

segue que u = v em Y(,_1)9e- Pela arbitrariedade de k, concluimos que u = v. ]

As Proposigoes 2.6.1 e 2.6.2 também sao validas para a extensao da solucao local fraca
de (2.1) e o enunciado de tais resultados segue abaixo. As demonstracoes de tais resultados
sao idénticas as demonstracoes das Proposigoes referidas, utilizando a unicidade da extensao

da solucao fraca.

Proposigao 2.6.4. Sejam ¢ € L*(I), T € [0, Tynaz) dados e u € Yo7 a extensao da solugio
local de (2.1) com dado inicial ¢ € L*(I). Entao existe uma sequéncia {u,} C Yar de solugies

fortes de (2.1) com u, — u em Yy 1.

Proposigao 2.6.5. Sejam ¢ € L*(I) e T' € [0, Tynae) dados e u € Yo, a extensao da solugao
fraca de (2.1) em (0,T"). Entdo

u, D) +/ Otdt+2// W2(z, t)dwdt = ||6]2

2K+ g%
[ e < EEEEE DD s ool

para todo 0 < T <T".

Para provarmos que a solucao local fraca é solucao global fraca, precisamos do

seguinte resultado de “blow-up”:

Proposigao 2.6.6. Sejam ¢ € L*(I) e u € Yy, para todo T < Tyaz, a respectiva solugio
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local fraca do problema (2.1) em seu intervalo mazimal de defini¢ao. Entdao uma, e apenas

uma, das alternativas € valida:

Z) Tmaa: = OQ;

i1) Thaze < 00 €, neste caso, HhTm [u(t)]|z2(r) = 0.

mazx

Demonstragao: Suponhamos que T,,, < 00 € . liTm ||u(t)]|r2(1y < co. Consideremos uma
— max

sequéncia {t;} C [0, Tyae) com t; — Ty € fixemos 0 < T < T4, Observe que para todo

j € N temos u(t;) € L*(I). Seja v; € Yo7 a solugao fraca do problema (2.1) com dado inicial

u(t;). Entao u; € Yo, 47 dada por

é solugao de (2.1) com dado inicial ¢ € L?*(I). Considerando j suficientemente grande, de
modo que T5,q, < t; + T, obtemos u; € Yo, 17 solugao de (2.1), o que contraria a definigao

de T},4.. Portanto, resulta que 7},,, = 0. O

Pela Proposigao 2.6.5 observamos que ||u(t)|[z2() < [|@]|r2(y < oo, para todo t €
[0, Thnaz ), € pelo resultado de blow-up acima segue que T}, = 00, 0 que prova que a solugao

local fraca é solucao global fraca.

A unicidade da solugao global fraca segue da unicidade da extensao da solugao local

fraca.

Observagoes: i) Nos Teoremas 2.1 e 2.2 observamos que hd um ganho de regularidade
para a solucao com relacao a regularidade do dado inicial. De fato, observamos que se
¢ € L*(I) entao a solugao correspondente u pertence a classe L?(0,T; H'(I)). Se ¢ € H*(I)
entao a solucao correspondente u pertence a classe L*(0,T; H*(I)). Tal ganho de regularidade

apresenta um efeito regularizante Kato do problema (2.1).
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ii) Definindo a energia de (2.1) por

de (2.49) resulta

L
th(t) = —u2(0,t) — 2/ bu*(x,t)dr <0, 0<t<T,
0

donde concluimos que a energia associada a (2.1) é decrescente em (0,7"). Por (2.47) conclui-

mos que

E(t) — B(0) = —/Otui(O,T)dT—Q/Ot/OLbuQ <0,

donde E(t) < E(0), para todo 0 <t < T.



CAPITULO 3

Estabilidade Exponencial

Antes de enunciarmos o resultado principal deste capitulo, introduziremos primeira-

mente um sentido de estabilidade para a equagao (2.1).

O sistema (2.1) é denominado uniformemente localmente exponencialmente estavel
em L*(I) se para cada r > 0 existem constantes C' > 0 e v > 0, tal que para todo ¢ € L*(I)

com ||¢||r2(ry < 7 e para toda solugao u de (2.1), temos

u(-, )22 < CllolI72ne™, V> 0. (3.1)

Quando a constante v > 0 que aparece em (3.1) ndo depende de r > 0, (2.1) é

denominado uniformemente globalmente exponencialmente estdvel em L?(T).

Nosso intuito é provar que o sistema (2.1) é uniformemente localmente exponencial-

mente estavel em L*(I), onde I = (0, L). O resultado de estabilidade é o seguinte:

Teorema 3.1. Suponhamos que a € C*(R), verifique as sequintes hipdteses:
a(0) =d'(0) =0, |a(z)| <K+ [z[f), |d'(z) —d(y)| < Klz -y~ Vo,yeR,

com1l < p < 2ebe L*I). Entio (2.1) é uniformemente localmente exponencialmente

estdvel em L*(I).

Provemos, inicialmente, a Propriedade de Continuacao Unica da Equacao KdV

Generalizada apresentada no Lema 3.1.2 a seguir.
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3.1 Propriedade de Continuacao Unica

O seguinte Lema é uma estimativa de Carleman, cuja demonstragao pode ser encon-

trada em [21] e que é de fundamental importancia para a demonstracao do Lema 3.1.2.

Lema 3.1.1. Sejam T > 0 el > 0. Entao existem uma funcao regular positiva v definida

em [0,1] e duas constantes C > 0 e so > 0 tal que para qualquer
g € L*(0,T; H*(0,1)) N H'(0,T; L*(0,1)) (3.2)

satisfazendo

Q(0>t) = Q(lat) = qg:(lat> = QJc:t:(lvt> =0

e para qualquer s > sg, temos

T [l s° ) $3 ) s , 281/}(x)
) /0{755(7’—75)5|q| N En Ry e L }eXp<_t(T—t)>dxdt

T [l 9
< C/O /O |Gt + Qran +qx\zexp<— t(STwExz))dxdt- (3.3)

Lema 3.1.2. Sejam T >0 el > 0. Se v € L>(0,T; H'(0,1)) resolve

U + Uy + a(V)Vy 4+ Vgee =0 em (0,1) x (0,7,
v(0,t) =0 para quase todo t € (0,7, (3.4)
v=0 em (I',1) x (0,7T)

coma € C'(R) e0 <l <, entaov =0 em (0,1) x (0,T).

Demonstragao: Nosso objetivo é utilizar o Lema 3.1.1, mas v ¢ L?(0,T; H*(0,1))NH"(0,T; L*(0,1)).
Entao, vamos aproximar v por fungoes regulares. Seja 0 < T” < T arbitrariamente fixado.

Como v € L>(0,T"; H'(0,1)) resolve (3.4), das condigoes de bordo deste problema resulta

que v € L=(0,T"; H}(0,1)).
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Sejam u = u(x,t) uma funcdo e h > 0, definamos

1 t+h
ul(z,t) = E/ u(z, s)ds.
¢

Observemos que, de acordo com [20], se u € LP(0,7;V) com 1 <p < +4ooe V é um
espaco de Banach, entdo ul”! € Whe (0,7 — h; V), para h suficientemente pequeno e ul —

em LP(0,7"; V). Logo, para h > 0 suficientemente pequeno temos

vlh] € Wheo(0,7"; H}(0,1)),
la(v)o,]™ € Whee(0, 7" L2(0,1)),
il € Whe(0,T"; L*(0,1)),
o e L0, T HE(0, D).

Sendo v solugao de (3.4), temos
Vg + Vy + Vggz +a(v)v, =0 em  L®(0,T'; H2(0,1))
e, portanto,
1 ft+h ) )
ﬁ/t (Ve(8)+02(8) Va2 (8)+a(0(8))02(8), ) 20y x 2045 = 0, Ve € Hp(0,1), t € [0,T"]
donde resulta

vlh] + vg” + vg[ﬂx + (a(v)vgc)[h] =0 em L>(0,7"; H*0,1)).

Assim, v"l € L>(0,T";L%(0,1)) e v[" € L>*(0,T'; H3(0,1)). Dessa forma, vl" €

TXT

L2(0,T": H3(0,1)) N H'(0,T"; L*(0,1)).

Note que v resolve
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o+ ol + o) + o, =0, em (0,0) x (0,7),
vl (0,t) =0, para quase todo t € (0,7,
vl = 0, em (I'.1) x (0,7,

e, portanto,

oP(0,8) = oP(1,1) = o1, 1) = (1, 0)

Pelo Lema 3.1.1 existem C; > 0 e so > 0 tal que, para todo s > s,

T’ 3
2, 5 ey 5 k)2 _
/ /{t5 e gl )'” '}eXp<

2
< / / o+ ol P2 exp < Sw(jg)d:pdt

H(T
< 26’1/0 /0 ]a(v)vﬁ’”%xp( t??’b( ))>d dt
+2C; /T// a( [h] a(v )U:[Bh}|2 exp< ?;@,/)(_ Z>>dxdt

=I11

=0.

SO ) gt
HT" — 1)

Como a(v) € L>*(0,T"; L>=(0,1)), existe uma constante Cy > 0 independente de h > 0

tal que

I < C’g/ / |v[h exp( ?;Q;D( ))>d:17dt,

resultando que para todo s > s,

T rl s° §3 s
S P [ T I w2, % k)2 _
/0 /0 {t5(T/_t)5|U | + (t?’(T’—t)3 C2>|Ux | + t(T’ )|U | } p(

<20C4 /DT/ /Ol [a(v)vg)" — a(v)ol|? exp ( ?;j;b( ))>dxdt.

Fixemos s; > sg de modo que

3
exp(—w(x)>§1 e 1 —Cy > 0.

tH(T' —t) (11"

259 ()
t(T’—t)) dxdt
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1 1 1 53 3
Desta forma, como — el T > v Segue que m —Cy > (T’) — (5 e, portanto, segue
que
53 o
7253(7_,/ — t)3 — (5 > 0.

Provemos que I;; — 0 quando h — 0. Para isso, basta provarmos que

la(v)v]" = a(v)v, em L*0,7"; L*(0,1)) (3.5)

a()™ = a(v)v, em L*(0,7"; L*(0,1)), (3.6)

pois

/ : / ll[a(v)vx][’” —a@)v;hu?exp( Q(ST“” )d dt < / " / l[a(v)va)" — a(v)o|2dadt.
0 0

Como a(v)v, € L*(0,T"; L*(0,1)), j& sabemos que (3.5) ocorre quando h — 0. A convergén-
cia (3.6) também ocorre pois vl — v, em L2(0,7";L?(0,1)) quando h — 0 e a(v) €
L>(0,T"; L*=(0,1)). Portanto, quando h — 0, o termo

3

T pl 8? hli2 S K] 2 S1 112 28177/}(1:)
/0 /o{t5(T’—t)5|UH| +<t3(T’—t)3_ >|U[ "+ WW |} p<_t(T’—t)>dxdt

tende a zero, e como
1 1

<
(T/)ll) — tS(T/ _ t)s’

/ /|v[h]| exp< 25“”( ))>d dt

s19()
(T —t)
(0,7"), temos que v f — 0 em L?(0,7"; L?(0,1)) e, portanto, v!" f — 0 em quase todo ponto

de (0,1) x (0,7"). Como f(x,t) # 0 para todo (z,t) € (0,1) x (0,T"), segue que v/l — 0

concluimos que

tende a zero quando h — 0. Escrevendo f(x,t) = exp ( — ), definida em (0,1) x

quase sempre. Como a sucessao {v!"} é limitada em L2(0,T"; L?(0,1)), pelo Lema de Lions

1.1.3 resulta v — 0 em L2(0,T"; L*(0,1)). Por outro lado, v!" — v em L2(0,T"; L*(0,1).
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Pela unicidade do limite decorre v = 0 em (0,1) x (0,7"). Pela arbitrariedade de 7" > 0, o

resultado segue. ([l

O seguinte Lema é uma consequéncia imediata do Lema anterior e apresenta a Pro-

priedade de Continuacao Unica desejada.

Lema 3.1.3. Sejam T' > 0, L > 0 e w C (0,L) um subconjunto aberto ndo vazio. Se
v € L>®(0,T; H(0, L)) resolve

Ut + Uy + a(V)Vy + Vgze =0 em (0, L) x (0,7),
v(0,t) =v(L,t) =0 para quase todo t € (0,7T),
v=0 em w x (0,7

com a € C°(R), entdo v =0 em (0,L) x (0,T).

Demonstracao: Sem perda de generalidade, podemos supor w = (ly, 1), onde

Iy +1
0<1!l; <ly <L.Definamos | = 1;— =

Temos

U+ Uz + (V) + Vg =0 em (0,1) x (0,7),
v(0,t) =v(L,t) =0 para quase todo t € (0,7),
v=0 em (Iy,1) x (0,7)

e pelo Lema anterior, resulta v = 0 em (0,1) x (0,7"). Também

Uy 4 Uy + a(V)Vy + Vgge =0 em (I, L) x (0,7,
v(0,t) =v(L,t) =0 para quase todo t € (0,7),
v=0 em (I,1y) x (0,7).

Fazendo a mudanga de varidveis u(x,t) = v(L —z, T —t), vemos que u é solugao do
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problema
U + Uy + a(u)uy + Uz =0 em (0, L —1) x (0,7),
u(0,t) =u(L,t) =0 para quase todo t € (0,7),
u=0 em (L — Iy, L—1) x(0,7).

Novamente, pelo Lema anterior temos u = 0 em (0, L — [) x (0,7), ou seja, v =0

m (I, L) x (0,7), o que conclui a demonstragao.

3.2 Prova do Teorema 3.1

Quando u é solugao de (2.1) com dado inicial ¢ € L*(I), pelo Lema 2.5.2 existe uma

constante C,, que depende apenas de p, tal que para todo 7" > 0,

ul T[22y = 1161172 —/0 (0,1) dt—2/ / (z,t)dxdt (3.7)

T L L+ (2K +1 T2
[ [ vdanar < PRI s oo, 39)

Por outro lado, multiplicando (2.1) por (T — t)u e integrando por partes, obtemos

76l 22, // 2dxdt+/ T~ t)u 0tdt+2// (3.9)

O Teorema 3.1 fica provado se a seguinda afirmacao for provada

Afirmagao 1: Dados T > 0 e r > 0 existe uma constante C; = C1(r,T) tal que
para toda solugao u € C(Ry; L*(1)) N LL (R, ; H'(I)) de (2.1) com dado inicial ¢ € L*(I)



3.2 Prova do Teorema 3.1 109

satisfazendo ||¢||r2() < 7 temos
T T L
16][22r) < 01< /0 W2(0,8)dt + 2 /0 /0 bu2dxdt>. (3.10)

De fato, se a Afirmacao 1 é verdadeira, entao

1 9 T, ToLo,
6|y > —/ ux(O,t)dt—Q/ / buldedt
4 0 o Jo

e de (3.7) decorre
1
e Dl 1912y < — 1610,

ou seja,
1
E(T) — E(0) < —=-E(0),
Cy
onde E(t) é a energia associada a (2.1). Logo,
Cy—1
E(T) < ZL—E(0).

=T

Para ug € L*(I) dado, sabemos que o problema

Uy + Uy + a(u)uy + Ugpe + b(x)u =0, (x,t) € (0,L) x (0,00),
uw(0,t) = u(L,t) = u,(L,t) =0, t € (0,00),
u(z,0) = ug(x), z € (0,L)

possui uma tnica solugao u(t) na classe u € C°([0,00); L2(I)) N L% ([0, +00); H(I)). Defi-

loc
namos a aplicacao
S: [0,00) — L(L*I))
t = S(t)

dada por S(t)up = u(t). Esta aplicagao satisfaz as seguintes propriedades de semigrupo:

S(0)=1,5(t+s)=5(t)S(s), Vt,seR,.
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Considerando o problema

(x,t) € (0,L) x (0, 00),

vy + Uy + a(V)Vy + Vpge + 0(x)v = 0,
0, t € (0,00),

v(0,t) = v(L,t) = v, (L, t) =
0(,0) = u(s)(x), v e (1)
vemos que sua unica solugao ¢ v(t) = u(t + s), para s > 0 dado.
Denotando por E(t,u) e E(t,v) as energias associadas a u e v, respectivamente, e

tomando uy = ¢, temos

E(tou)=E({t) e E(tv)=E(t+s), Vt>D0.

Analogamente ao que fizemos para F(T'), obtemos para E(T,v) a seguinte estimativa

Cy -1

E
Cl (07 ’U),

E(T,v) <

ou seja,

C;—1

c, E(s).

E(T+s) <

Agora, provemos por inducao que dado n € N, vale

E(nT + s) < (CIC: 1>nE(s).

C —
De fato, para n = 1 ja temos E(T + s) < 10
1

1
E(s). Suponhamos que o desejado



3.2 Prova do Teorema 3.1 111

seja valido para n. Entao

E(n+1)T+s) = E(T+ (nT+3s))

<

< E(nT + s)
C,—1(C,—1\"

< E

< 9 (%) B

provando o desejado para n + 1.

Dado t > 0, existem 0 < s < T'en € N tal que t = nT + s, e como a energia é

decrescente em [0, 7], entao E(r) < E(0), e com isso, resulta

E(t) = E(nT +5) < (Cl(; 1>nE(s)
< (9t) ro
_ (Cl(): 1>T_TE(0)
< (%) w0
- (Clci 1) (ClCi 1) TE(O)
- e AR
Escrevendo C' = G C’: ! ev= ;ln C’lci 7 segue o Teorema.

Por sua vez, para provarmos a Afirmagao 1, basta provarmos a seguinte

Afirmagao 2: Dados T' > 0 e r > 0, existe uma constante Cy = Cy(r,T) > 0 tal
que para toda soluggo v € C(Ry; L*(1)) N L}, (Ry; HY(I)) de (2.1) com ||u(-,0)||z2(y < r

loc



3.2 Prova do Teorema 3.1 112

vale
T rL T T rL
/ / u2dxdt§cg< / W2(0,6)dt + 2 / / bu2da:dt>. (3.11)
0 0 0 0 0

Com efeito, se a Afirmacao 2 é verdadeira, combinando (3.9) com (3.11) temos

2 T T L
2 - 2 2
(el T(02+T)</0 ux((),t)dt—l—/o /O bu da:dt).

Vamos, entao, a prova da Afirmacao 2.

Demonstragao da Afirmacao 2: Sejam T > 0 e r > 0 dados. Suponhamos,
por absurdo, que a Afirmagdo 2 nao seja verdadeira. Entao existe uma sucessao {u,} C

C(Ry; L*(I)) N L} (Ry; HY(I)) de solugoes de (2.1) satisfazendo

|t (- 0) || 220y < 7 (3.12)
¢ 2
Unp, 2( 2
/ Otdt+2/ /budxdt
Definamos A, = ||un||z2(0,m;22(1))- Observe que A, # 0 para uma infinidade de indices

n € N, e sendo assim, podemos definir

Un<l',t) = \ > Vn € N.

Por (3.12) e (3.7) aplicado a w,, resulta que {\,} é uma sequéncia limitada. Assim,
existe A > 0 e alguma subsequéncia de {\,}, que serda também denotada por {\,}, tal que

A, — A em R.
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Desde que u,, é solucao de (2.1), segue que v, é solucao de

Unt + Ung + (A0 )Un g + Ungae + b(x)v, =0, (2,t) € (0,L) x (0,00),

v (0,t) = v, (L, t) = v, (L, t) = 0, t € (0,00), (3.14)
(2, 0
on(,0) = - (; ), z e (0,L)
com
|vnll 20,5220y = 1. (3.15)

1
Multiplicando o numerador e o denominador de (3.13) por 2 para cada n € N|
vemos que (3.13) vale para {v,}, e com (3.15) concluimos que

T T rL
lim [ 02, (0,¢)dt + 2 / / bv2dadt = 0, (3.16)
’ 0 0

n—oo Jo

De (3.16) e (3.9) aplicado a {v,}, observamos que {v,(-,0)} é limitada em L*(T).

Aplicando (3.8) a {v,}, segue que {v,,} ¢ limitada em L*(0,T; H}(I)) e também {v,}
é limitada em L*(0,T; L*(I)), por (3.7).

Provemos que {a(A,v,)vnz} € {vn} sao limitadas em L?(0,7T; H=%(I)). Definamos
Gn(v,) = /Un a(M\,&)dE, para cada n € N.
0

Lema 3.2.1. {G,(v,)} € limitada em L*((0,T) x I).
Demonstracao: De fato, como
la(p)| < K(1+[pl"), VeR,

entao, para todo n € N temos:
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i) Se s > 0, temos

Gals)| = \ [ o

< /0 |a(Anpr)dp < K/O (L4 [AuplP)dp < K’/O (L + [ul")dp

:K, |8|+’ ’p+1
p+1

ii) Se s < 0, temos

0 0 0
| amdp| < [ laGumldn < K [0+ Dapl)dn

s

a6 =| [ ot = | = [ atran -

0 0 I[P+
<K [ e < K [+ (o )n < K'(\s| o 1).
Portanto,

| |p+1

S
G, <K'
Gutol < & (1o + 2

) < Csls|(1 + [s]”) < Cfs[(1+ [s])” < Ca(1 + [s[)(1 + |s])?

= Cs(1+ [s[)"" < C3(1 + [s*)

e entao

G (3)> < Cs(1 + |s*®TY)), Vs eR, VneN,

para alguma constante positiva C3 que depende apenas de K, K’ e p. Donde,

/0 ' /0 "G (v [Pt

IA

T L
ci 1L+ / / !vnIZ(”“)dwdt)
0 0

C

IN
~

T 2(p+1)—2
TL+ [ llval By lenl 32t

IN
~

2( —1)+2 2(p—1)+2
(7L + [ ol ol Nonallh o)
2p+1) (p+1) _
1z [l ol )

TL 4 o015 [ an,xuimdt)-

IN

C

~

IN

C

=~
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Como p < 2 entao

T L T
I |Gn<vn>|2da:dts05(TL+||vn<-,o>||i‘:é) / <1+||vn,x||%2m>dt),

onde Cy > 0e C5 >0 dependem de p, L e T.

Com a desigualdade acima, (3.8) aplicado a v,, e do fato que {v,(-,0)} é limitada em

L3(I), o resultado segue. O

Lema 3.2.2. {a(\vn)vn.} € {vn.} sao limitadas em L*(0,T; H*(I)).

Demonstragao: Sendo {G,(v,)} limitada em L*(0,T; L*(I)), resulta que {(G,(v,)).} ¢
limitada em L2(0,T; H'(I)), e portanto, limitada em L?(0,T; H=2(I)). Mas (G,,(Avp))z =

a( A ) U o

Agora, como

L
|<Un,xmc7(70>H—2(I)><Hg(I)‘ = /O,Un,xgpmccc)dx
< Nvnal 2 || @wal 220
< Nvnallezllellmza
resuta que
T ) 3
an,zxaﬁHLQ(O,T;H—Q(I)) = </0 an,x:rxHH—2([)dt>

N

T 2
< ([ Moty

= HUan(o,T;Hg(I)),
para cada n € N. Logo, {vs 4z} ¢ limitada em L*(0,T; H2(I)). Ja sabemos que {v,.} e
{bv, } sao limitadas em L?(0,T; L*(I)). Assim,

Unt = —(Vnw + a(AuVn)Vn s + Vpgze + bvy,) é limitada em L*(0,T; H %(I)).

O

Sabendo que {v,,} é limitada em L*(0,T; H (1)), {vn+} é limitada em L*(0,T; H*(I))
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e HY(I) <L?(I) < H*(I), pelo Teorema 1.7, resulta que alguma subsequéncia de {v,}, que

serd denotada ainda por {v,}, converge em L?*(0,T; L*(I)). Também, como {v,} é limitada

em L>=(0,T; L*(I)), {v,} é limitada em L*(0,T; H2(I)) e L*(I) <H *(I) — H~*(I), pelo

Teorema 1.7 resulta que {v,} possui alguma subsequéncia de mesmo nome convergente, em

C([0,T]; H~'(I)). Portanto, existe v tal que
v, = v em L*(0,T;L*(I)),

v, —v em C([0,T]; H *(I)).

Observe que de (3.17) resulta que ||v||L20.7;02(1)) = 1-

Além disso, como temos

{v,:}  limitada em L*(0,T; H *(I));
{Vnzzz} limitada em L*(0,T; H(I));

{vn}  limitada em LQ((),T; L2(I)),
resulta que

Unt — Ut em LQ(O,T;H’Z([));
Ungwz — Vg em L2(0,T; H2(I));

Up g — Uy em L*(0,T;L*(1)).
Logo,
T T
/ (Unt (1), 0(1)) 521y 2 (1)@t — / (), PO(t)) 21y xm2(nydt:
0 0

T T
<Un,xm: (t)a 900<t)>H*2(1)xH2(1)dt — <'szx(t)7 we(t)>H*2(I)><H2([)dta
0 0 0 0

(3.17)
(3.18)

(3.19)

(3.20)
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para todo 6 € D(0,T) e ¢ € HZ(I), e

/ " (O (1), 0B(8)) 20yt — /0 " (0 (0), 98(1)) 121 dt, para todo 8 € D(0,T), ¢ € LX(I).
(3.21)

Agora, observando que G, (v,) — G(v) quase sempre em (0, L) x (0,7), onde
G(v) = /U a(A)dE, com o fato de {G,(v,)} ser limitada em L?(0,T;L*(I)), pelo Lema
de Lions f.l.S segue que Gp(v,) — G(v) em L*(0,T;L*(I)), donde resulta a(\,v,)v,. —
a(M)v, em L*(0,T; H-Y(I)), e assim,

/()T<a(/\nvn)vnx( ), 00(t)) - 2(I)xH2(1 dt —>/ a(Av)vg(t )7909(75)>H*2(1)ng(1)dt7 (3.22)

para todo 6 € D(0,T) e p € HZ(I).

Temos {vbv,} C L*(0,T;L*(I)) e Vbu, — 0 em L?*(0,T; L*(I)), por (3.16). Con-
siderando uma subsequéncia de mesmo nome de {\/l_wn}, temos vbv,, — 0 quase sempre em
I x (0,7, e dai observamos que bv, — 0 em quase todo ponto. Sendo {v,} limitada em
L*(0,T; L°°(I)), resulta que {bv,} ¢ limitada em L*(0,T; L*(I)) e pelo Lema de Lions 1.1.3
concluimos que bv,, — 0 em L*(0,T; L*(I)). Entao

[ o) 80yt — [ Gol), (012t =0, (3.23)

para todo 6 € D(0,T) e ¢ € L*(I).

Compondo (3.14) com ¢f na dualidade H=2(I) x HZ(I), onde o € HZ(I) e 0 €
D(0,T) e integrando em (0,7), temos

T T T
| 0nd®: 0@ 2yt + [ naa 00020yt + [ (a0 00(E) 2yt

4 [ @O0 (O 1), B0 -2yt + [ D), @80 -2yt =0,
V0 € D(0,T),Yyp € HI(I).
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Passando ao limite na igualdade acima, com (3.19)-(3.23), obtemos

T T T
/0 (Ut(t),@9(75)>H72(1)ng(1)dt+/0 <Uxacm(t)7¢0(t)>H*2(I)><H3(I)dt+/0 (ve(t), pO(t)) L2(rydt

T
+/0 <a()‘v<t>>vx(t)a 909<t)>H—2(I)><Hg(I)dt =0, Vo € D(O,T),VQD € Hg(1>

Em particular, quando ¢ € D(I),
(v, 0) D1 (@) xD(Q) F (Vawzr PO) D (@) xD(@Q) T (Vas ) Dr(Q)xD(Q) F (a(AV) Vs, 00) () xD(Q) = 0,
ou seja,

(V¢ + gz + Uz + a(A0) Vg, 90)p()xp@) =0, VO € D(0,T),Vp € D(I).

Como o conjunto {p#; p € D(I),0 € D(0,T)} é total em D(Q), decorre

Vg + Vg + 0 +a(Av)v, =0 em D'(Q).

Vimos que bv, — 0 quase sempre em (0, L) x (0,7"), mas como também bv,, — bv
quase sempre em (0,L) x (0,7), resulta bv = 0 quase sempre em (0,L) x (0,7). Sendo

w C (0, L) o suporte de b, concluimos que v =0 em w x (0,7"). Assim, v satisfaz

U+ Ve + a(A0)Up + Vppe =0 em (0, L) x (0,7),
v(0,t) = v(L,t) = v.(L,t) =0 para quase todo t € (0,7),
v=0 em w x (0,7).

No caso em que A = 0, obtemos a(Av) = 0, e portanto, a equagao acima torna-se a
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equagao linear KdV

Vg + Uy + Uy = 0 em (0, L) x (0,7),
v(0,t) = v(L,t) = v,(L,t) =0 para quase todo t € (0,7,
v=0 em w x (0,7).

Pelo Teorema de Holmgren 1.15 decorre que v = 0 em (0, L) x (0,7T), o que contraria

||| t2(0,m;22(1)) = 1, e nesta situagao, a Afirmagao fica demonstrada.
Agora, consideremos A > 0.

Desejamos utilizar o Lema 3.1.3 para concluir v = 0, mas v nao possui regularidade

necessaria para isso. Assim, recorremos ao seguinte Lema.
Lema 3.2.3. Sejam 0 < t; < ty < T. Exziste um subintervalo (t),t) C (t1,t2), onde v €

L1}, th HY(1)).

Demonstragao: Sabemos que existe C' > 0 tal que ||vy||r2(0,r,m1 (1)) < C, para todo n € N.
t1 + o

Logo, para cada n € N existe t; < 7, <
t1 + o

satisfazendo ||v,(7,)|| g1 () < C, com 7, = T,

para algum t; < 7 < . Utilizando (3.18), obtemos

V(T +-) = v(t+-) em C([0,e], H (),

to — ty

para todo € < . Note que para e suficientemente pequeno,

o (70 + L0601 (1)) < C-

Com as imersoes C([0,e]; H (1)) — L>(0,e; H (1)) e L>®(0,e; H(I)) — L>(0,e; H (1)),
concluimos

Vp(Tn ++) 2 v(t+-) em L™(0,e; H'(I)),
e portanto, v € L=(7,7 + &; H'(I)), donde resulta o desejado. O

Agora, sejam 0 < t; < T e t; <ty < T. Pelo Lema anterior existe um subintervalo
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(t,t5) C (t1,t2) onde v € L>®(#),th; H'(I)). Como v satisfaz

U + Uy + a(AN0)Uy + Vg = 0 em (0, L) x (8], 1),
v(0,t) =v(L,t) =0 para quase todo t € (t/,t}),

v=0 em w X (t],t,),

pelo Lema 3.1.3 resulta que v = 0 em (0, L) x (},t,). Tomando ¢, arbitrariamente préximo
de t;, com v € C([0,T]; H Y(I)) segue que v(-,1;) = 0. Portanto, v = 0, o que contraria

vl] 2207021 = 1.
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