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RESUMO

Neste trabalho provamos a existéncia e unicidade de solugao regular e fraca,
bem como o decaimento exponencial para a energia associada a seguinte classe de

problemas parabdlicos:

(= (a(-)ty), + b(-)g(u) = 0 em (0,1) x R,
u(t,1) =0 em R,
u(t,0) =0 para 0 < a < 1
) (a(-)u,)(t,0) =0 paral<a <2
| u(0,2) = uo() r€(0,1),

onde o dado inicial uy € L?(0,1), a(z) = 2%, com 0 < a < 2, x € [0,1]. A funcio
be L>*(0,1) é tal que b(z) > by > 0 para todo = € (0,¢), com € > 0. O termo b(-)g(u)
representa um amortecimento localizado o qual foi acrescentado com o propoésito de gerar
dissipacao para obtermos o decaimento exponencial, sendo que este termo pode ser linear

ou nao.

Palavras-chave: Classe de problemas parabdlicos, solucao regular, solucao fraca, decai-

mento exponencial.



ABSTRACT

In this work we proved the existence and uniqueness of weak and regular
solutions, and the exponential decay for the energy associated to the following class of

parabolic problems:

(u — (a()ug)s +b(-)g(u) =0 in (0,1) x Ry
u(t,1) =0 in R,
u(t,0) =0 for 0 <a<1
) (a(-)uz)(£,0) =0 for 1 <a <2
| (0, 2) = uo(x) z e (0,1),

where the initial data ug € L*(0,1), a(z) = 2%, with 0 < a <2, z € [0,1]. The function
b e L>(0,1) is such that b(x) > by > 0 for all z € (0,¢), with € > 0. The term b(-)g(u)
represents a localized damping which was added to obtain the exponential decay, and this

term may be linear or not.

Key words: Class of parabolic problems, regular solution, weak solution, exponentical

decay.
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INTRODUCAO

Muitos fenomenos que ocorrem na Otica, Eletricidade, Ondulatéria, Magne-
tismo, Mecanica, Fluidos, Biologia, dentre outros ramos da Ciéncia podem ser descritos
através de uma equagao diferencial parcial. Essas podem ser classificadas em: equagoes
parabdlicas, elipticas e hiperbdlicas.

Dentre as equagoes parabdlicas podemos ainda citar as degeneradas e as nao
degeneradas. Estamos interessados naquelas que podem degenerar. Problemas dessa
natureza foram estudados, por exemplo, em [5], onde foram provadas estimativas de Car-
leman para uma classe de problemas parabdlicos com intuito de se estudar a Teoria de
Controle.

Outra area de interesse quando se estuda equacoes diferencias parciais é o
comportamento assintético da energia associada ao problema. Nessa direcao, a fim de
exibir taxas de decaimento da energia, acrescenta-se mecanismos de amortecimento que
fornecam o decaimento da energia para zero sob taxas especificas, dentre as quais é de
especial interesse a taxa exponencial. Em se tratando de comportamento assintético para
problemas parabdlicos podendo degenerar, nao existem muitos resultados, podemos citar,

por exemplo, [1].

O propdsito desta dissertacao é estudar o decaimento exponencial da energia

associada a seguinte classe de problemas parabdlicos que podem degenerar:

(ur — (a(-)u)e + b(-)g(u) = 0 em (0,1) x R,
u(t,1) =0 em R,
u(t,0) =0 para 0 < o < 1 (1)
) (a(-)ug)(t,0) =0 paral<a <2
| u(0,2) = ug(x) v € (0,1),
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sendo o dado inicial ug € L*(0,1), a(x) = 2%, com 0 < a < 2, z € [0,1]. A funcio
be L>(0,1) é tal que b(z) > by > 0 para todo = € (0,¢) com € > 0. O termo b(-)g(u)
representa um amortecimento localizado o qual foi acrescentado com o propdsito de gerar
dissipacao para obtermos o decaimento exponencial, sendo que este termo pode ser linear
ou nao. Tal classe de problemas é a abordada em [5], no entanto, no presente trabalho o
objetivo é estudar decaimento exponencial e nao estimativas de Carleman.

Este trabalho é organizado da seguinte forma:

No capitulo 1, apresentaremos resultados preliminares que serao essenciais ao
desenvolvimento dos capitulos subsequentes. Embora, nao tenhamos feito as
demonstracoes de tais resultados, deixamos indicadas as referéncias bibliograficas onde
podem ser encontradas suas demonstracoes.

No capitulo 2, apresentaremos a Classe de Operadores Parabdlicos que podem
degenerar e estudaremos as propriedades dessa classe de operadores, bem como definire-
mos e estudaremos as propriedades pertinentes ao espaco onde se encontra a solugao do
problema (1).

No capitulo 3, estudaremos a existéncia e unicidade de solucao do problema
linear. Para a obtencao da solucao regular ou solucao forte utilizamos dois métodos, a
saber, o método de Faedo-Galerkin e o método via Teoria de Semigrupos Lineares. A
opcao por se estudar a existéncia e unicidade via dois métodos distintos foi com o intuito
de poder conhecer os prés e contras presentes em ambos os métodos. Provaremos também
a existéncia e unicidade da solucao fraca, para tal utilizaremos aproximacao por densidade
das solugoes regulares. Por fim, provaremos o decaimento exponencial para o caso geral,
isto é, 0 < a < 2, considerando o termo de amortecimento linear. Para isto adaptamos
um método introduzido por Cavalcanti & Oquendo em [9]. Antes, porém, calcularemos
a energia associada a solucao regular do problema, uma vez que, a energia associada a
solucao fraca é obtida como limite da energia associada a solugao regular.

No capitulo 4, trataremos a existéncia e unicidade de solugoes classicas e
solugoes generalizadas, bem como o decaimento exponencial para a classe de problemas
parabodlicos com o termo de amortecimento nao linear. Sendo que a solugao classica foi
obtida utilizando a Teoria de Operadores Maximais Monétonos e a solugao generalizada

como limite da solucao classica.



CApiTULO 1

Preliminares

Neste capitulo enunciaremos alguns resultados que serao usados no desenvol-
vimento do nosso trabalho. No entanto, por serem resultados usuais, omitiremos assim

as suas demonstracoes, as quais podem ser encontradas em nossas referéncias.

1.1 Distribuicoes e Espacos Funcionais

1.1.1 Nogao de Derivada Fraca

No estudo de problemas descritos pelas equagoes diferenciais parciais cujos
dados iniciais nao sao regulares o suficiente para possuirem derivada no sentido classico,

faz-se necessaria a introducao de um novo conceito de derivada.
Para entendermos tal conceito necessitamos de algumas defini¢oes:
1°) Espago das fungoes testes.

Dados o = (o, e, ..., ) € N" e © = (21,29, ...,x,) € R", representaremos
por D% o operador derivagao de ordem « definido por

olel
D* =
0x1%1019°2 . .. Oz,

onde |a| = Zai. Se a = (0,0,...,0), defini-se D*u = wu.
i=1

Seja © um aberto do R". Denotaremos por C§°(2) o conjunto das fungoes
¢ : Q2 — K (onde K = R ou K = C) que s@o infinitamente diferencidveis em 2 e que tem

suporte compacto, onde suporte ¢ é o fecho do conjunto {x € Q; p(z) # 0} em 2, ou seja,

supp () = {z € L p(@) 20} -

Dizemos que uma sequéncia {p,} C C§°(§2) converge para zero, e denotamos

11
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v, — 0, se, e somente se, existe um subconjunto compacto K de €2, tal que:

i) supp (p,) C K para todo v € N;

ii) D%p, — 0 uniformemente sobre K para todo a € N™.

Dizemos que uma sequéncia {¢, } C C§°(€2) converge para ¢ € C5°(€2) quando

a sequéncia {¢, — ¢} converge para zero no sentido acima definido.

O espago C§°(2), munido desta nogao de convergéncia, ¢ denominado espago

das fungoes testes, e denotado por D(Q).
2°) Distribuigao sobre um aberto 2 C R".

Definimos como distribui¢ao sobre (2 a toda forma linear e continua em D(2).
O conjunto de todas as distribuicoes sobre {2 é um espaco vetorial, o qual representa-
se por D'(2), chamado espaco das distribuicoes sobre Q, munido da seguinte nocio de
convergéncia: Seja (7)) uma sucessdo em D' () e T € D'(Q). Diremos que T, — T em
D'(Q) se a sequéncia numérica {(T,,, ¢)} converge para (T, ¢) em R, para todo p € D(Q).

1

loe(§2) 0 espago das (classes de) fungoes u : 2 — K tais

3°) Denotaremos por L

que |u| é integravel no sentido de Lebesgue sobre cada compacto K de €.

De posse destas definicoes estamos aptos a entender este novo conceito de
derivada. Sobolev introduziu, em meados de 1936, uma nogao global de derivada a qual

denominou-se derivada fraca, cuja construcao dar-se-a a seguir:

Sejam u, v definidas num aberto limitado 2 do R", cuja fronteira I' é regular.
Suponhamos que u e v possuam derivadas parciais continuas em Q = QUT. Se u ou v se
anula sobre I', obtemos do lema de Gauss que

uﬁdx = — va—udx.
o Oz o Oz

A expressao anterior motivou a derivada fraca dada por Sobolev: Uma fungao

uw € L. (Q) é derivivel no sentido fraco em €, quando existe uma funcao

v e L. () tal que

loc

para toda ¢ € D(Q).
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Embora, tal conceito de derivada tenha sido um marco na evolucao do conceito

de solugao de uma equagao diferencial, ela apresenta uma grave imperfeicao no fato que

1

loe(£2) possui derivada neste sentido. No intuito de sanar este tipo

nem toda funcao de L
de problema, Laurent Schwartz, em meados de 1945, introduziu a nocgao de derivada

distribucional, a qual generaliza a no¢ao de derivada formulada por Sobolev, como segue:

Seja T uma distribuicao sobre 2 e « € N". A derivada de ordem « de T', no

sentido das distribuigoes, é definida por:

(DT, ) = (=1)°UT, D*p); Voo € D(Q).

Verifica-se que D*I'" ¢ ainda uma distribuicato e que o operador

D> :D'(Q) — D'(Q), tal que a cada T associa-se DT, ¢ linear e continuo.

1.1.2 Os Espagos LP(12)

Seja € um aberto do R™. Representaremos por LP(Q), 1 < p < 400, 0 espago
vetorial das (classes de) fungdes definidas em €2 com valores em K tais que |u|? ¢ integravel

no sentido de Lebesgue em 2.

O espago LP(§2) munido da norma

1
P
lul| o) = (/ |u(x)|pdx) , para 1l <p < +o0
0

[[ull Lo = supess|u(z)|, para p = 400,
z€Q
¢ um espaco de Banach.
No caso p = 2, L*(Q) é um espago de Hilbert.
Teorema 1.1. (Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue): Seja (u,),en
uma sequéncia de fungoes integrdaveis num aberto 2 C R™, convergente quase sempre

para uma fungdo u. Se existir uma fungdo ug € L'(Q) tal que |u,| < ug quase sempre,

para todo v € N entao u € integravel e tem-se

u = lim Uy .
0 V—00 Q



CAPITULO 1. PRELIMINARES 14

Demonstracao: Ver [11] O

Proposigao 1.2. (Desigualdade de Hoélder): Sejam u € LP(Q) e v € LI(Q) com

1 1
1<p<ooe-+~-=1. Entio uwv € L*(Q) e temos a desigualdade
p q

/Q|uv| < ullo@) 0]l La(e)-

Demonstracao: Ver [11] O

Observagao : Em L?*(Q)) a Desigualdade de Holder é conhecida como Desi-

gualdade de Schwarz.

Proposicao 1.3. (Desigualdade de Minkowski): Se u,v € LP(2) entdo

|u+vl[zr) < |lullze) + ] o),

onde 1 < p < oo.

Demonstracao: Ver [11] O

Defini¢ao 1.4. Uma fungao u : [a,b] — R € dita absolutamente continua quando para
cada € > 0 existe 6 > 0 tal que para toda colecdo finita (a1, by), (az,bs), -, (an,by) de

subintervalos de [a,b] dois a dois disjuntos satisfazendo a condi¢do

n

Z(bk — CLk) <0

k=1

tem-se, necessariamente,
n

> fulbe) — ulax)| < e.

k=1
Teorema 1.5. A derivada u de uma fungao v, absolutamente continua em |a,b|, € in-

tegravel em [a,b] e para cada x € [a,b] tem-se:

v(z) = /x u(t)dt + v(a).

Em outras palavras, toda funcao absolutamente continua é uma integral indefinida de sua

derivada.



CAPITULO 1. PRELIMINARES 15
Demonstracao: Ver [11] O
Como consequéncia do teorema acima temos o seguinte resultado.

Corolario 1.6. Uma funcdao v € integral indefinida de sua derivada se e so se v € abso-
lutamente continua. Em outros termos, uma primitiva v de uw € uma integral indefinida

de u se e s0 se v é absolutamente continua.

Demonstracao: Ver [11] O

Além dos resultados acima, temos que:

(i) LP(Q) é reflexivo para todo 1 < p < +o0;
(ii) LP(Q2) é separavel para todo 1 < p < +o0;

(iii) D(Q?) tem imersao continua e densa em LP(Q2) para todo 1 < p < +o0.

1.1.3 Espacos de Sobolev

Seja 2 um aberto do R", 1 < p < +ooem € N. Se u € LP(Q2) sabemos que
u possui derivadas de todas as ordens no sentido das distribuicoes, mas nao é verdade,
em geral, que D%u seja uma distribuigao definida por uma fungao de LP(2). Quando
D%y é definida por uma func¢ao de LP(2) defini-se um novo espago denominado espago
de Sobolev. Representa-se por W™P(Q) o espago vetorial de todas as fungdes u € LP(£2),
tais que para todo |a| < m, D% pertence a LP(Q2), sendo D*u a derivada no sentido das

distribuicoes.

O espago W™P(Q2) munido da norma

S =

| w||mp = Z / |D%u|Pdz | , para 1l < p < oo,
Q

laj<m

Um0 = sup ess|D%u(x)|, para p = oo
Jullno = 3 supess|D u(a)l, para p

laj<m

¢ um espaco de Banach.



CAPITULO 1. PRELIMINARES 16

Representa-se W™2(Q2) = H™() devido a sua estrutura hilbertiana, ou seja,

os espagos H™(2) sado espagos de Hilbert.

Sabemos que C§°(€2) é denso em LP(2), mas nao ¢é verdade que C§°(2) é denso
em W™P(Q) para m > 1. Motivado por isto define-se o espago Wy"*(2) como sendo o
fecho de C§°(2) em W™P(Q), isto é,

——— WP (Q

Gr@ Y =Wy (@)

Teorema 1.7. (Desigualdade de Poincaré): Seja Q2 C R™ aberto e limitado. Suponha

que u € Wol’p(Q) para algum 1 < p < n. Entao temos a estimativa

[ul| Lo () < || Dul[Lo(e)
para cada q € [1,p*]. A constante ¢ > 0 depende somente dep,q,n e || e p* é o conjugado

de Sobolev de p e € dado por p* = n"—_’;).

Demonstracao: Ver [11] O

Teorema 1.8. (Teorema de Rellich Kondrachov): Seja 2 um subconjunto aberto

limitado do R™, Q0 de classe C' e 1 < p < 0o. Entao:

1
Se p < n entdo WHP(Q) <& LU(Q), Vq € [1,p"), onde — =
p

SR
S|

Se p =n entio WHP(Q) <& L1(Q), Vq € [1,+00),
Se p =n entdo W1P(Q) < C(Q).
Demonstracao: Ver [3] O

Notacao: <% indica imersao compacta.

1.2 Topologias Fraca e Fraca x
Nesta se¢ao enunciaremos resultados importantes acerca de topologia fraca e
fraca x que serao utilizados ao longo deste trabalho.

Defini¢ao 1.9. Seja E um espago de Banach. A topologia fraca o(E,E") sobre E € a

topologia menos fina sobre E que torna continuas todas as aplicacoes f € E'.



CAPITULO 1. PRELIMINARES 17

Seja (z,)neny uma sequéncia de E a qual converge para x em E na topologia

/ 7. . ~
fraca o(F, E'). Utilizamos, neste caso, a seguinte notagao:
T, —xemF.

Proposicao 1.10. Seja (z,)nen uma sequéncia em E, entdo:

(i) ©, = x em E se, e somente se, (f,x,) — (f,x), Vf € E'.

(ii) Se x, — x em E, entdo x, = x em E.

(i11) Se x, = x em E, entio ||z,||g € limitada e ||x|| g < liminf ||z, £

() Se v, = x em E e f, » f em E', entao (fn,x,) — (f,z).

Demonstracao: Ver [7] O

Seja E' um espaco de Banach e seja x € E fixo. Definamos J, : E' — R por

(Jor [) = ([ ).
As aplicacoes J, sao lineares e continuas, portanto J, € E”, Vo € E.
Definamos, agora, J : E — E” tal que J(z) = J,.

Definigao 1.11. A topologia fraca *, também designada por o(E', E), € a topologia menos

fina sobre E' que torna continuas todas as aplicagoes J,.

Proposicao 1.12. Seja (fy)nen uma sequéncia em E', entdo:
(i) fn =>f em E' se, e somente se, (f,,z) = (f,x), Yo € E.
(i1) Se f, — f em E', entao f, — f em E'.

(i1i) Se f, — f em E', entao f, =f em E'.

Demonstragao: Ver [7] O

Lema 1.13. Sejam E um espago de Banach reflexivo e (x,)nen uma sequéncia

limitada em E, entdo eziste uma subsequéncia (Tn, )ren de (Tn)nen € © € E, tal que

T, — x fracamente em E.
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Demonstracao: Ver [7] O

Lema 1.14. Sejam E um espago de Banach separdvel e (f,)nen uma sequéncia limitada

em E', entdo existe uma subsequéncia (fn, )ren € f € E', tal que

fn, =f em E.

Demonstracao: Ver [7] O

Os resultados que seguem estao relacionados com fungao convexa e funcao

semicontinua inferiormente. Dessa forma, antes de enuncia-los relembremos tais conceitos.

Definicao 1.15. Sejam E um espaco vetorial e C um subconjunto convexo de E. Dizemos

que @ : C'— (—00,400] € uma fungao convera sobre C' se

o(te + (1 —t)y) <tp(z)+ (1 —t)p(y), para todo z,y € C et € [0,1].

Sejam E um espaco topoldgico e f : E — [—00, +00].

Defini¢ao 1.16. Dizemos que [ € semicontinua inferiormente (s.c.i) no ponto g € E se

para todo € > 0 existe uma vizinhanga de xq, V(o) tal que:

f(z) > f(xo) — €, para todo x € V (zo).

Dizemos que [ € s.c.i. em F' C E se f € s.c.i. em cada ponto de F.
Teorema 1.17. Sejam E um espago de Banach e C' C E um conjunto convexo. FEntao,

C' é fracamente fechado em o(E, E") se, e somente se, € fortemente fechado.

Demonstracao: Ver [7] O

Como consequéncia do teorema acima, temos o seguinte resultado:

Corolario 1.18. Seja ¢ : E — (—o00,+00| uma fungdo convera semicontinua inferi-
ormente na topologia forte. Entao, ¢ é semicontinua inferiormente na topologia fraca

o(E,E"). Em particular, se x, — x temos que p(z) < liminfe(x,).

Demonstragao: Ver [7] O
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Observacao 1.19. A funcdio p(z) = ||x|| € convexa e semicontinua inferiormente na
topologia forte (pois € continua na topologia forte). Logo, é semicontinua na topologia

fraca o(E, E"). Em particular, como jd vimos, se x,, — x temos que ||z| < liminf||x,].
n

1.3 Espacos Funcionais a Valores Vetoriais

Nesta secao iremos determinar os espacos em que sao levados em conta as

variaveis temporal e espacial, o qual é necessario para dar sentido a problemas de evolucao.

Para cada t € [0, T fixo, interpretamos a func¢ao z — u(x,t) como um elemento

do espago X. Denotaremos este elemento como u(t) € X com valores no espaco X.
Seja X um espacgo de Banach, a,b € R.

O espago LP(a,b; X), 1 < p < 400, consiste das fungdes (classes) mensuraveis

sobre [a, b] com imagem em X, ou seja, as fungdes u : (a,b) — X tais que

1
b »
[wll 2o (a,pix) = (/ Hu(t)H’)’(dt) < 0.

O espago L*(a,b; X') consiste das fungoes (classes) mensurdveis sobre [a, b]
com imagem em X, as fungoes u : (a,b) — X limitadas quase sempre em (a, b). A norma

neste espaco ¢ dada por

[l 2o (0 x) = sup esslu(t)]x-

O espago C™([a,b]; X), m = 0,1,..., consiste de todas as fungbes continuas

u : [a,b] = X que possuem derivadas continuas até a ordem m sobre [a,b]. A norma é

dada por
m
= W().
Jull i= > max [u (1)
=0
Vejamos algumas propriedades desses espacos, as quais podem ser encontradas
em [19]

Proposicao 1.20. Sejam m =0,1,..., el <p < +oo, X eY espacos de Banach.
(a) C™([a,b]; X') é um espago de Banach sobre K.
(b) LP(a,b; X), 1 <p < +oo e L™®(a,b; X), sdo espagos de Banach sobre K.

(¢) O congunto de todas as fungoes degrau é denso em LP(a,b; X).
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(d) C([a,b]; X) € denso em L*(a,b; X) e a imersdo C([a,b]; X) < LP(a,b; X) é continua.
(e) Se X € um espago de Hilbert com produto escalar (.,.)x, entdo L*(a,b; X) € também

um espacgo de Hilbert com produto escalar

(1, ) 2y = / (u(t), v(t)) xdt.

(f) LP(a,b; X) € separdvel, se X for separdvel e 1 < p < +0o0.
(9) Se X =Y, entao L"(a,b; X) — L% (a,b;Y), 1 < g <r < +4o0.

Lembremos que se U e ¥ sao dois espacgos vetoriais topoldgicos, temos que
L(U,¥) denota o espago das fungoes lineares e continuas de U em V.

O espaco das distribuigoes sobre (a,b) com imagem em X, serd denotado por

D'(a,b; X).

Logo, D'(a,b; X) = L(D(a,b); X), ou seja, ¢ o conjunto de todas as aplicagoes
lineares e limitadas de D(a,b) em X. Temos a seguinte nogao de convergéncia em
D'(a,b; X). Seja S € D'(a,b; X), logo S : D(a,b) — X ¢é linear e se §, — 6 em D(a,b)
entdo (S,60,) — (9,6) em X. Diremos que S, — S em D'(a,b; X) se (S,,0) — (S,0) em
X, para todo 6 € D(a,b). Cada elemento desse conjunto é uma distribui¢ao sobre (a, b)

com valores no espago de Banach X.

as
A derivada — para S € D'(a,b; X), é definida com um tnico elemento deste

s\ dg
<E’¢> _—<S,E> VQDGD(CL,[)).

d
A funcéo S +— o ¢ uma funcgao continua de D’(a, b; X) sobre ele mesmo.

espago a qual satisfaz,

Agora se f € L%(a,b; X), definimos f € D'(a,b; X) por

(o) = / f(H)p(t)dt Y € D(a,b)

a funcao f — f de L*(a,b; X) — D'(a,b; X) é linear e continua, e ainda ¢ injetora e desta

forma identificamos f com f e obtemos

L*(a,b; X) = D'(a,b; X).
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1

loel@,b; X)) é o espago das fungoes u tal que para todo compacto

O espaco L

K C (a,b), ux, pertence a L'(a,b; X), onde x, denota a fungao caracteristica de K.

1.4 Teorema de Carathéodory

Nesta se¢ao enunciaremos o teorema de Carathéodory que serd utilizado no
capitulo 2. O Teorema nos fornece a existéncia de solucao local para um problema de

Cauchy em um intervalo [0,¢]. A demonstragao deste resultado pode ser encontrada em
[10].
Seja 2 C R™ um conjunto aberto cujos elementos sao denotados por (¢, z),

teR, r € R" eseja f: Q2 — R" uma funcao.

Consideremos o problema de valor inicial

{ o(t) = f(t,2(t)), (1.1)

x(ty) = o.
Dizemos que f : Q — R" satisfaz as condi¢oes de Carathéodory sobre € se:
(i) f(t,z) é mensurdvel em t para cada x fixado;
(ii) f(t,x) é continua em x para quase todo t fixado;

iii) para cada compacto K C (2, existe uma funcao real mg(t), integravel, tal que
(i) p p , G , integravel, tal q
1f (¢, 2)|[rn < mi(), V(E,z) € K.

Teorema 1.21. (Teorema de Carathéodory): Seja f : Q@ — R™ satisfazendo as
condi¢oes de Carathéodory sobre ). Entdo existe uma solugao x = x(t) de (1.1) sobre

algum intervalo |t — to| < B, f > 0.

Coroldrio 1.22. Sejam Q = [0,7) x B com T > 0, B = {z € R";|z| < b} onde b > 0
e f:Q — R™ nas condi¢ées de Carathéodory sobre ). Suponhamos que v = x(t) € uma
solugdo de (1.1) tal que |xo| < b e que em qualquer intervalo I, onde z(t) estd definida,
se tenha |x(t)] < M, Vt € I, M independente de I e M < b. Entao x(t) possui um

prolongamento a todo [0, T].
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1.5 Mais alguns resultados

Nesta se¢ao colecionaremos alguns resultados classicos os quais serao tteis para

estudarmos o problema proposto nesta dissertacao.

Se chama base Hilbertiana, ou simplesmente base, de um espaco de Hilbert H
a toda sucessao {e,} de elementos de H, tais que:
(1) |len]] =1 para todo n € N, (€,,,e,)g = 0 para todo m,n;m # n.

(17) O espago vetorial gerado pelos {e,} é denso em H.

De posse a esta afirmacao temos o

Teorema 1.23. Todo espaco de Hilbert sepdravel admite uma base Hilbertiana.

Demonstracao: Ver [3] O

A seguir alguns resultados sobre espacgo separavel, os quais podem ser encon-

trados em [7].

(i) Seja F um espago métrico separavel e F' um subconjunto de E. Entao F é separavel.
(ii) Seja E um espago de Banach. Se E’ é separdvel, entao E é separavel.

Teorema 1.24. (Teorema de Riesz): Todo funcional linear limitado sobre um espago

de Hilbert H pode ser representado em termos do produto interno, a saber,
<f’ 93) = (I> Z)
onde z depende de f, € unicamente determinado por f e tem a norma

12l = [1F N -

Demonstracao: Ver [12] O

Teorema 1.25. (2* Forma Geométrica do Teorema de Hahn-Banach): Sejam E
um espaco vetorial normado, A, B C E subconjuntos convexos, disjuntos e nao vazios. Se
A for fechado e B for compacto, entao existe um hiperplano fechado que separa A e B no

sentido estrito.
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Demonstracao: Ver [7] O

Como consequéncia do teorema enunciado acima temos um importante resul-

tado acerca de densidade.

Corolario 1.26. (Corolario da 2 Forma Geométrica do Teorema de Hahn-
Banach): Sejam E um espaco vetorial normado e F' um subespaco vetorial de E. Se
para toda forma f € E' tal que (f,x) =0 para todo x € F se tem f =0 (isto €, (f,z) =0

para todo v € E), entio F € denso em E (ou seja, F = E).

Demonstracao: Ver [7] O

Lema 1.27. (Lema de Gronwall para Integrais): Se, para to < t < t;P(t) >

0 e U(t) > 0 sao fungdes continuas tais que a desigualdade

o(t) < K + L/t U(s)P(s)ds

to

se mantenha em to <t < ty, com K e L sendo constantes positivas, entao
o(t) < Ke(Lf;O W(s)ds)
sendo tog <t < ty.
Demonstracao: Ver [18] O

Lema 1.28. (Desigualdade do tipo Hardy)

(i) Seja 0 < a* < 1 Entao, para toda fungao z localmente absolutamente continua sobre
(0,1) satisfazendo
z(x) = 0 quando x — 0%
1
/ 7 22(x)dr < +o0
0
a desigualdade se verifica

b 4 b
/ 7 222 (2)dr < —)2/ r 22(x)dx. (1.2)
0 0
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(ii) Sejal < a* < 2. Entdo a desigualdade (1.2) acima ainda se verifica para toda fun¢ao

localmente absolutamente continua sobre (0,1) satisfazendo

z(x) — 0 quando x — 1~

1
/ v 22 (x)dx < +oo
0
Note que (1.2) é falso para o = 1.

Demonstracao: Ver [17] O

1.6 Uma breve revisao sobre Semigrupos Lineares

Nesta se¢ao relembraremos alguns conceitos e resultados provenientes da teoria
geral de semigrupos lineares. Iniciaremos com varias definicoes gerais e, em seguida,
enunciaremos os resultados que nos interessam ao longo desta dissertacao. Tais resultados
serao esbogados conforme os trabalhos de Brézis [2], Liu & Zheng [13], Pazy [15] e Zheng

[20]. Para uma referéncia em portugués, ver também Munoz Rivera [10].

1.6.1 (Cy-Semigrupos de Operadores Lineares

Nesta secao (X,||-||x) sempre mencionard um espago de Banach,
(H,|| - ||u, (-,+)g) um espago de Hilbert e (L(X, X), || - ||) o espago dos operadores lineares

e continuos em X.

Definigao 1.29. Uma familia {S(t)},5, de operadores lineares e limitados definida sobre
um espago de Banach X € chamada de semigrupo de operadores lineares limitados (ou

simplesmente semigrupo) quando
(i) S(0)=1:X — X (Operador Identidade em X ).
(i1) S(t+s)=S(t)S(s), para cada t,s > 0.

Ainda, dizemos que {S(t)},5 € um semigrupo de classe Cy (ou simplesmente Cy-semigrupo)

se além dos itens acima tivermos que
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(23i) lim S(t)x = x, para todo x € X.
t—0

Definicao 1.30. Um operador A é chamado de gerador infinitesimal de um semigrupo

{S(t)},50 quando A € definido como

D(A) = {x € X | lim M existe }

t—0t

e para cada x € D(A) temos
Ar — lim 2=

t—0+ t
As wvezes diz-se também que o semigrupo S(t) € gerado por A. Durante o
presente trabalho, quando for conveniente representaremos S(t) = e!. Note também que

o dominio D(A) do operador A pode ser reescrito como
D(A)={zeX | Az e X}.

Definigao 1.31. Um semigrupo {S(t)},~, € chamado de uniformemente limitado se existe

uma constante M > 1 tal que
S| <M, Vit>0.
Quando M =1, diremos também que {S(t)},~, € um semigrupo de contragoes.

Definigao 1.32. Um semigrupo {S(t)}, € chamado exponencialmente estdvel se existem

constantes a« >0 e M > 1 tais que
1S(®)|| < Me™*, Vt>0.

Definig¢ao 1.33. Seja A um operador linear (nao necessariamente limitado) definido sobre

um espago de Banach X. O conjunto resolvente, denotado por p(A), € definido como
p(A)={XeC | X —A éinvertivel e (A —A)"" € L(X,X)}.
O conjunto o(A) = C\p(A) é chamado de espectro de A.

Definicao 1.34. Seja A um operador linear definido sobre um espaco de Hilbert H com

dominio D(A) C H. Dizemos que A é um operador dissipativo quando

Re(Az,z)g < 0, Y axe D(A).
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1.6.2 Caracterizacao dos geradores infinitesimais de C)-Semigrupos

Agora vamos apresentar os resultados relacionados a um gerador infinitesimal

de um Cy-semigrupo S(t) = e definido sobre espacos de Banach ou Hilbert.

Teorema 1.35 (Hille-Yosida). Um operador linear (ndo limitado) A € gerador infinite-

simal de um Co-semigrupo de contragdes {S(t)},~, se, e somente se,

(a) A € fechado e D(A) = X.

(b) O conjunto resolvente p(A) de A contém R™ e para cada A > 0

. 1
A=A < <.

>~

A seguir veremos o Teorema de Lumer-Phillips que nos fornece a caracterizacao
dos geradores infinitesimais de Cy-semigrupos de contracoes sobre espacos de Hilbert. O
mesmo resultado vale em espacgos de Banach; porém, neste trabalho, precisaremos apenas

do resultado sobre espacos de Hilbert.

Teorema 1.36 (Lumer-Phillips). Seja A um operador linear com dominio D(A) denso

em um espaco de Hilbert H. Temos:

(a) Se A é dissipativo e existe um nimero A > 0 tal que Im(A\ — A) = H, entdo A €

um gerador infinitesimal de um Cy-semigrupo de contracoes em H.

(b) Se A ¢ o gerador infinitesimal de um Cy-semigrupo de contrag¢oes em H, entdo

Im(A — A) = H para todo A > 0 e A € dissipativo.

Uma fundamental consequéncia do Teorema de Lumer-Phillips que usaremos

mais adiante é a seguinte:

Corolario 1.37. Seja A um operador linear fechado e densamente definido. Se A e A*
sao dissipativos, entdo A € um gerador infinitesimal de um Cy-semigrupo de contracoes

em H.

O proximo resultado é sobre perturbagao de operadores e sera ttil para de-
monstrarmos que o operador A que definiremos no capitulo 2 é de fato um Cy-semigrupo

de contragoes.
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Corolario 1.38. Seja A um gerador infinitesimal de um Cy-semigrupo de contragoes. Se

B € dissipativo e satisfaz D(B) D D(A) e
|Bz[| < yl[Az|| + B|z[| para todo x € D(A)

onde 0 <y <1ef >0. Entao A+ B € gerador infinitesimal de um Cy semigrupo de

contracoes.

Teorema 1.39. (Teorema de Priiss) Seja {S(t) >0 um Cy semigrupo de contragoes
definido num espago de Hilbert H. Entao, S(t) é exponencialmente estdvel se, e somente
se, {if; 8 € R} = iR C p(A) e |(iBI — A)7'|| < ¢, onde A € o gerador infinitesimal de
{S(®)}z0-

1.6.3 Problema de Cauchy abstrato

Como é bem conhecido, a teoria geral de semigrupos nos permite estudar

problemas de valor inicial para equacoes de evolucao abstratas do tipo

4U(t) = AU(t), t>0,
{ i) 2 (13)

onde A é um operador linear com dominio D(A) C X, sendo X um espago de Banach (ou

Hilbert).

Definig¢ao 1.40. Uma solug¢ao do problema de Cauchy (1.3) é uma fungao U : [0, +00) —
X tal que U(t) € continua parat > 0, continuamente diferencidvel com U(t) € D(A) para

t > 0 e satisfaz (1.3) em [0, +00) quase sempre.

O resultado a seguir é um classico da literatura e pode ser encontrado em
Brézis [2, Capitulo 7], Pazy [15, Capitulo 4] ou Zheng [20, Capitulo 2]. Observamos ainda
que em [2, 20] os autores usam uma linguagem de operadores m-acretivos com respeito
ao operador A.
Teorema 1.41. Seja A um gerador infinitesimal de um Cy-semigrupo de contragoes
S(t) == e em X. Se Uy € D(A), entio o problema de Cauchy abstrato (1.3) possui

uma tnica solu¢ao U em D(A) dada por
Ut) = St)Uy := MUy, YV t>0,

tal que
U e C([0,+00), D(A)) N C* ([0, +00), X) .
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Operadores Parabdlicos que podem
Degenerar

Neste Capitulo analisaremos as propriedades da classe de operadores parabdlicos
que podem degenerar, bem como definiremos e estudaremos as propriedades do espaco

H(0,1), espaco este no qual se encontra a solugao do problema,

(= (a(-)ty), + b(-)g(u) = 0 em (0,1) x R,
u(t,1) =0 em R,
u(t,0) =0 para 0 < a < 1
) (a()u,)(t,0) =0 paral<a <2
| u(0,2) = uo() r€(0,1),

sendo o dado inicial ug € L*(0,1), a(x) = 2%, com 0 < o < 2, z € [0,1]. A funcao
be L>*(0,1) é tal que b(x) > by > 0 para todo = € (0,¢), com € > 0. O termo b(-)g(u)
representa um amortecimento localizado o qual foi acrescentado com o propdsito de gerar
dissipacao para obtermos o decaimento exponencial, sendo que este termo pode ser linear

ou nao.

2.1 O Espago H!(0,1)

Definigao 2.1. Para 0 < o < 1, definimos o espago H}(0,1) por

H0,1) :={u € L*(0,1);u € absol. cont. em [0,1], vau, € L*(0,1) e u(0) = u(1) = 0},
epara 1l < a < 2,

H}(0,1) := {u € L*(0,1);u € local. absol. cont. em (0,1], Vau, € L*(0,1) e u(1) = 0}.

28
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Proposigao 2.2. O espago H!(0,1) é um espago de Hilbert, com produto interno definido

por

1
(u, V) 10,1y = / (uv + a(x)u,v,)de.
0

Demonstragao: Nao ¢ dificil verificar que a fungao bilinear (.,.) 1,1y acima define um

produto interno. A norma proveniente deste produto interno é dada por

1 3
lulla o = ( / (luf? + |\/a<x>u$|2>das) ,

a qual por simplicidade denotaremos por ||ull,.
Mostremos que o espago H!(0,1) munido desta norma é completo.

De fato, seja {u,} C H}(0,1) uma sequéncia de Cauchy, entao

lJu, —u,||?2 =0 em H)(0,1), para u,v > ng, ng € N.

Assim,
1
o= 0l 1Vt~ Vatally = [ [ = + Ve~ V] do
0

:||u#_uV||?L—>0 para /,L,VZTLO,”OEN,

donde segue que {u,} e {\/au,,} sdo sequéncias de Cauchy em L?(0,1). Logo, existem

u,v € L*(0,1) tais que
u, = u e au, —vem L*(0,1).
Da imersdo de L?(0,1) em D'(0,1), e pelas convergéncias acima temos que:

Uyy — Uy em D'(0,1) (2.1)

Vau,, — v em D'(0,1).
Por outro lado, como /a € C*°([0,1]) e vale (2.1) tem-se que

Vau,, — v/au, em D/(O, 1).
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Logo, pela unicidade do limite em D/(O, 1) decorre que v = y/au,. Portanto,
segue que (u,) C H;(0,1) é tal que
Uy — U e Vau,, — vau, em L*(0,1), (2.2)
o que mostra que u, \/au, € L*(0,1).

Resta-nos provar que para 0 < o < 1, u é absolutamente continua em [0, 1]
e u(0) = u(l) = 0, enquanto que para o caso 1 < o < 2, u é localmente absolutamente

continua em (0, 1] e u(1) = 0. Para este fim dividiremos a demonstragao em dois casos.
Primeiro caso: 0 < o < 1.

A fim de provarmos que u(0) = u(1) = 0 provaremos inicialmente que u, €

L'(0,1). Seja € > 0, entao

1 1 1-a 71 ey
a 1 1
lim (x_E)Z dr = lim ™%z = lim Lx } = lim [ ¢ } =

e—0 . e—0 e—0

/01 (v%) de = ——. (2.3)

De (2.2), (2.3), desigualdade de Holder e lembrando que \/a(r) = 2% vem que
u, € L'(0,1), pois

! ! 1 3 1 !
[ tde =ty [ st < ([ ptura) (i [0 )
0 =0 € 0 e—0 €

1
= auy, )

Como L?(0,1) estd imerso em L'(0,1) temos que u € L'(0,1), e consequen-

=

(2.4)

temente, u € W1(0,1). Dessa imersao e de (2.4) seguem, respectivamente, as seguintes
desigualdades:

lulls < erllulla = [lull§ < alfull3

luall1 < el [Vaug| |2 = [|ua|[§ < eol[Vaus|l2

Tomando ¢; = max{cy,c2} e utilizando a propriedade i(a + b)? < a® + b2,

obtemos

1 1 1
sl ualh)? < a4t < ca ([ e+ [ 1anfae) = calal
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donde segue que ||u||w11(0,1) < cl|uf]a-

Observe que utilizando os mesmos calculos de (2.4) decorre que

el |1 < el Vs |2

e assim de (2.2) vem que

Uy — u, em L0, 1).
Ainda de (2.2) e da convergéncia acima tem-se que
u, — w em WH(0,1)
e portanto, pelo Teorema de Rellich-Kondrachov segue que
u, — u em C°([0,1]).

Logo, u,(0) = u(0) e wu,(1) = u(l). Como wu, € H;(0,1) tem-se que
u,(0) = u,(1) = 0 donde resulta

Para concluir a prova para o primeiro caso resta-nos provar que u € absoluta-
mente continua em [0, 1]. De fato, como u(x) = [," u,(t)dt+u(b) entdo u é absolutamente

continua, em virtude do Corolario 1.6.
Segundo caso: 1 < a < 2.

Provaremos que u(1)=0. Para tal, mostraremos inicialmente que u, € L'(4, 1)
para 0 < § < 1 o que nos permite concluir que u € WH1(§,1) e, consequentemente, segue
o desejado via o teorema de Rellich Kondrachov. Note que neste caso nao é necessario
que u € WH1(0,1) e sim que u € WH(§,1), uma vez que nao estamos interessados na
condi¢ao de bordo u(0) = 0. Com o intuito de provar que u, € L'(d,1) vamos novamente

dividir este caso em dois outros casos, a saber, a =1e 1l < a < 2.

Para a = 1, temos que

/5 (x72)%dx = /5 z dr =In(1) —In(d) = —In(5) > 0,
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ja que In(d) < 0, pois § € (0,1). Assim,

1 1
/\ux]dx = /\xézéux\dx
5 5
1 3 L 3
< (/ |x2ux|2dx) (/ (x?)de>
5 5

= [Vauy|lsv/=In(5), (2.5)

o que implica que u, € L*(d,1) e consequentemente u € WH1(§, 1) posto que u € L'(4,1).

Além disso, do fato que L?(5,1) estd imerso em L'(4,1) e da desigualdade

acima segue, respectivamente,

lullzrey < eallullzy = [Jullfisy < callullizesn

ltallz151) < csllVaval|Laeay = llual[Lis) < esllvVausl[Lag,).

Tomando ¢g = max{cs, c5} e utilizando a propriedade 1(a + b)? < a® + b2,

obtemos

IN

||UH%1(5,1) + Hum||2Ll(5,1)

< CG(H“H%?((SJ)"‘||\/5U:r“%2(5,1)>

2
(Hlll 22y + Nuallzr @)

N —

= collullysa
donde segue que ||u||w11(51) < €lul|ms1)-
Analogamente ao feito em (2.5) obtemos
el 21 5,1) < Ell2% w2251
e novamente de (2.2) segue que
Uye — Uy em L5, 1).
De (2.2) e da convergéncia acima vem que
u, — wem WH(5,1)
e portanto, pelo Teorema de Rellich-Kondrachov, concluimos que

U, — U em co([s,1]),
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e consequentemente, wu,(1) — u(1).
Como u,, € H}(0,1) entao u,(1) = 0 e portanto u(1) = 0.

Para 1 < a < 2 temos que

1 1 1—a 71 1-«
/(x‘3)2dx:/ ™ dx = {:’7 } SR B R (1-6"%) >0
5 5

1—oz5 l1—« l—« l—«

posto que ﬁ <0el—4672 <0, para tal basta observar que 1 < a <2 e 617 > 1.

Assim,

1 1
/\uz|d:v = /|x§x3um|d:r;
5 5
1 3/ >
(/ |x3ux|2d:v) (/ (:cg)de>
5 5

1
- \ L1 g,
|V au ||L2(5,1)\/1 — )

IA

o que implica que u, € L'(§,1) e ainda u € W1(§,1), uma vez que u € L*(§,1).

Daqui em diante prosseguimos exatamente como no caso anterior e concluimos

o desejado.

Resta-nos provar que u é localmente absolutamente continua em (0, 1] para con-
lui d t t icao. C LY(6,1
cluir a prova para o segundo caso e consequentemente a proposicao. Como u, u, € ,
entdo u é absolutamente continua em [§, 1], ou ainda, u é localmente absolutamente

continua em (0, 1], j& que o § > 0 tomado é qualquer. O

A seguir enunciamos e provamos um lema técnico, cuja demonstragao é longa.
No entanto, este resultado é necessario para a demonstragao de uma importante Pro-

posigao posterior, onde estamos interessados em garantir que C5°(0,1) é denso em H2 (0, 1).

Lema 2.3. Seja u € HX(0,1). Dado € > 0, existem § > 0, f € C'([§,1 — d]) e uma

extensao de f, G € C'([0,1]), satisfazendo a sequinte desigualdade:

26

/ (Ju—G|* +a(z)|uy, — G4 |*)dx < e+c (/ (|u)? + a(z)|ug|*)da —|—/ (Jul® + a(x)|uz|2)dx> , (2.6)
0 0 1-25

para alguma constante ¢ > 0.

Demonstragao: Assumindo que existe f € C'([§,1 — d]), mostraremos que podemos

construir uma extensao de f, GG, da seguinte forma:
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Seja 0 < § < 1 e consideremos o intervalo (0,8). Fixemos 0 < py < pp <

leA, eRtaisque A\ + Ao =1 e Ay + oo = —1.

Note que \; e A\ existem, uma vez que, sao expressos em funcao de u; e s da

seguinte forma

e dai A\ > 0.

Agora, definamos para x € [0, d],
h(z) = Mf(0+ (6 — ) + Ao f (6 + p2(0 — ).
Observe que h esta bem definida pois f esta bem definida, uma vez que,
S <O+ (0 —2) <04+ pd=01+p)<20<1—0; =12 (2.7)

assim,

h(0) = A f(0) + A2 f(8) = f(9)

ho(x) = =Aipn fo(0 + pa (6 — @) = Aapa fo (6 + p2(d — @)

ha(0) = =M fa(8) = Aapa fz(0) = fa(9).
De maneira andloga para x € [1 — 4, 1], definamos:
9(@) =M f(1 =0+l =0 =)+ A f(1 =0+ p2(l =6 — )
uma vez que,

0<1-20<1—-0—pd<1l=0+pu(1—-6—x)<1-79; i=1,2. (2.8)

Entao,
gl =08) = f(1=0)+ A f(1—0) = f(1—9)

9o(x) = =Mpn fo(L =0+ (1 =6 — @) = Aopa fo(l — 0 + po(1 = 6 — @)

gﬂ:<1 - 5) = =i fo(1 — 5) - /\2N2fm<1 - 5) = fu(1 - 5)‘
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Desta forma, construimos uma extensao G para f em C'([0,1]) dada por:

hz), 0<z<§
Glx)=<{ f(x), 60<x<1-9§
gz), 1-5<z<1.

Nosso objetivo é mostrar que existindo f, sua extensao G satisfaz (2.6). Antes

de continuarmos, notemos que dado € > 0,
1 5
/ (Jlu—GP?+a(z)|uy — G,|?) dz = / (Jlu—GP* + a(z)|uy — G,|?) dx
0 0175
- / (lu— f1* + a(@)|uy — fu]?) da
5
1
+ / (Ju—GP* + a(z)|uy — G,|?) dx
1-6
5
< e+ / (|u — G + a(z)|uy — G$|2) dx
0

1
+ / (Ju— G + a(@)us — Gol?) dz (2.9)
1-5

onde ¢y > 0 existe em virtude da densidade de C'([§, 1 —§]) em H'(4,1—4) e do fato que

1< ﬁ < zia < 6%, 0<a<2exe€][d1—7], como explicamos melhor a seguir.

Com efeito, sejau € H}(0,1), entao u € L*(0,1) e v/au, € L*(0,1). Considere
0<d< }1, entao

u € L*(5,1 —9) e Vau, € L*(5,1 - 6),

e dai,
Uy = Vil < Vau, € L*(6,1—9),
Va C
onde
L i @) >0
O acprig VO 7Y

Logo, u € H'(§,1 — ).

Da densidade de C*([§,1 — 4]) em H'(,1 —d), decorre que dado €y > 0 existe
feC([6,1—4]) tal que

1-6
/ (u— f12 + o — ful?)dz < o
)

Como a(z) =2 x € [§,1 —d] e 0 < a < 2, obtemos

1 1
< —<

1
1< —.
T (1=9)> "z o
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Portanto,

1-6
/5 (lu— £+ a(@)|u, — fo?) do

36

1-6 1-§
2
< /5 lu — f] dm+(1—5)a/5 a(x)|uy — fol*dw
=0 2 2)d
- x ~ Jx X
< /5 (lw = f1? + luz = fol
< €g.

E interessante observar que o € serd posteriormente escolhido em fung¢ao do €

dado.

Agora que ja garantimos a existéncia de f, vamos estimar os quatro termos

que compoem o lado direito da desigualdade (2.9). Comecemos estimando o termo

5
/ lu — G|*dx.
0

Notemos que para x € (0,0) temos:

[u(@) = G(@)| = [u(x) - h(z)|

= [u(z) = M f(6+ (6 — 2)) = A f (0 + p2(d — 2))]

= [\ AoJu(x) = A f (5 + (6 — 2)) = Ao f (5 + pa(5 — )

< Mu(z) — Mu(d + (0 — x))|

+ (A + pa (0 — ) = A f(0+ (0 — )|

+ o) = dou(d + 1a(6 — 7))

+ [ Au(d + p2(0 — ) = Ao f (6 + p2( — )|

donde,
ju(e) = G@)P <22 { Nlu(w) = u(6 + (8 — o))

FAR[u(8 + (0 — ) = F(6 + (5 — )P
+A3[u(x) — u(8 + (0 — )
N6 + 12(5 = 2) = 5+ a0 — )}

Integrando de 0 a  a desigualdade acima, temos:

[

7)|Pdr <

_|_

1
4{)\%/0 lu(z) — u(d + (6 — z))|*dx
1
3 [ Jul6 + 5 = ) = £5+ (8 - 2) P
05
X;‘/ ule) — ulS + j12(6 — 2)) Pl

/ (5 + 1125 — ) — (5 + pald — )Pl }

4031+ Ny + Nal3 + MiLL) (2.10)
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onde,

37

5
I = / lu(z) — u(d + p(0 — x))*da; k=1parai=1ek =2 parai=3.
0

5
I; = / lu(0 4 pe(§—2)) — (04 pe (6 — 2))|*da; k=1paraj=2ek=2paraj=A4.
0

Fazendo a mudanga de variavel £ = § 4+ p1(d — =) na integral Iy e utilizando

(2.7) obtemos

logo

5 ,
L - ‘/5 Liuge) - ropae

+e H1
0+p1d 1
- / Lue) - fo)pae
5 H1
1-6 1 )
< / —Jule) — £(©) e
1
< €—.
H1

Portanto,

1
)\%]2 < /\%EO_~
M1

Fazendo I, de forma analoga ao realizado em I, obtemos,

1
A2y < Aiep—.
2 2 O,UQ

Observe que

L = / () — u(6 + (8 — 2))Pdx

< 20{/06 ]u(x)\de—l—/: ]u(5+u1(5—x))|2dw}.

Fazendo a mudanca de varidvel anterior e usando (2.7) segue que

0 0 1
[ G —aopPae =~ [ Cjue)ag
0 S+pys M1
O+p10

1
- / L ue)pae

0 6-&-#'?51
_1 u(€)de
62(5

<k | utrar,

(2.11)

(2.12)
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1 26
AT < 2)2 (1 + —) / lu(x)|*dx. (2.13)
K1/ Jo
Fazendo I3 de maneira analoga ao realizado em [I; obtemos
1 26
MoTy < 2A2 (1 + —) / lu(z)|*dz. (2.14)
K2/ Jo

Substituindo (2.11) - (2.14) em (2.10), segue que

5 26
/ lu(z) — G(x)|*de < 4 {2)\% <1 + i) / |u(z)Pdx + )\feoﬂi
0 0 1

1
2 1 # 2 o 1
+ 2X5 1+ — |u(z)|*dx + N\5e0— (2.15)
M2 0 M2
/\2 )\2 )\2 )\2 20
S (—1 + —2> +8 (A% + A3+ 2+ —2) / lu(z)d.
M1 M2 241 1 25) 0

Estimemos, agora, o termo

1
/ lu — G|*du.
1-5

Note que

u(z) = G(a)| = |u(z) — g()]
=lu(z) = Mf(l=0+pm(l—=0—x)+Xaf(1 =0+ pe(l —6—x))|
IO+ A2)ule) = Af (L= 6+ (L= 6 — 2)) + Ao f(1— 6+ ia(1 — 6 — )]
< |Au(z) — Au(l =6+ pi (1 — 6 — z))|
(L — 6 (1= 8 — ) = M f(1— 6+ (1 — 6 — 2))
+ | Aou(z) — Aou(l — 0 + pa(l — 0 — )|
T Pou(l— 6+ a1 — 8 — ) = Ao f(1— 8+ a1 — 6 — )

donde,

u() = G@)P <4{ Mlul@) = u(l =6+ (1 -6 - 2))
ARl = 8+ (1= 6 = 2)) = f(L— 8+ (1 — 6 — )
+A2u(z) —u(l — 6 + pa(1 — 6 — x))|?
Xl =6+ pao(1 =6 =) = F(1 =3+ (1 =5 ) }.

Integrando a desigualdade acima de 1 — d a 1 obtemos
1 1
/ u(z) — G(2)[2de < 4{%{/ () — u(l — 5+ (1 — & — 2))Pdz
1-6 1-6

1
+ A%/ lu(1 =0+ (1 —6—a) — f(1 =0+ (1l =6 —x))|*dx
1-6

1
+ A2 /1_6\u(x) —u(l =04 pa(l =6 — x))|*dx (2.16)

1

+ A%/ |u(l =6+ pa(1 =0 —x)) — F(1 =6+ pa(l —5—x))\2dx}
1-06

= 4N 4 Mo + N33+ A3 y),
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onde

1
Ji:/ lu(z) —u(l =6+ pp(l —6 —x))|?de; k=1parai=1ek =2 parai=3.
1-6

1
Jj = / lu(1—=6+pup(1—0—2))— fF(1=6+pup(1—6—2))|*dz; k=1paraj=2ek=2paraj=4.
1-6

Fazendo a mudanca de varidvel £ =1 — 0 + p1(1 — § — ) na integral J, e por

(2.8) chegamos que

- 1_6_#16i B )
5 = /15 —Ju(€) = £(©) g

1-6 1 )
- / Liue) - rle)pae

1-6—p16 M1

e ainda

1
)\%JQ < )\%60—. (2].7)
M1
De maneira analoga para J; obtemos

1
MNoJy < Maeg—. (2.18)
M2

Observe que

Ji —/1 lu(z) —u(l =6+ pi(1— 6 — x))|*dz

-0

1 1
< 2{/ \u(x)]zdx+/ |u(1—5+u1(1—5—x))|2d$}.
1-5 1-5
Agora, pela mesma mudanga de varidvel anterior e por (2.8) segue que

1 1—6—#151 1-6 1
/ (L= 6+ (1 -6 — 2))Pdz = — / L ue)pac = L ue)pae
1-6 1

_5 M1 1—6—pu16 M1
1 1 \ 1 \
< —[u(§)[d€ < —|u(&)["d¢
1-6—p 6 M1 1-25 M1
|
< / — |u(z)|*d.
1-25 H1

Assim,

Ji

IN

2{/1;5 ]u(a:)|2—|—/li%i\u(a:)|2dx}
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40
e dai,
2 2 1 ! 2
Al <227 [ 1+ — lu(x)|*dz. (2.19)
M1/ J1-25
Da mesma forma ao ja realizado anteriormente vem que
2 2 1 ' 2
A3 <205 [ 1+ — lu(x)|"d. (2.20)
M2/ J1-25

Substituindo (2.17) - (2.20) em (2.16), obtemos

1 )\2 )\2 )\2 )\2
/ lu(x) — G(x)|*dx < 4e < 1 ) +8 ()\% +A24 Ly ) / lu(x)|*dz. (2.21)
1-6 M1 H2 1-26

H1 o M2

Agora, analisemos os termos que envolvem a derivada, ou seja
5 1
/ a(2)ua(z) — Golz)Pdz o / a()|us () — Go () Pd
0 1-6

Para obtermos uma desigualdade semelhante a apresentada em (2.10) usaremos

o fato que A1 + Ague = —1. Comecemos analisando o seguinte termo:

5
/0 a(r)|uy(r) — Gu(x)|*dx.

Assim,

uz () = Ga(@)] = |ua(z) — he ()]

— Jua () + Mg fo(6 + 11(5 — ) + Aopin ful6 + 12(5 — )]

= [(Mpn + Agpiz)ug () — Mpa f2(6 + 1 (6 — ) — Aopa fo (6 + p2(d — )|
< [AMprug(z) — Apaug (6 + pa(6 — )|

+ [ Aprug (0 + p1(6 — @) = Apa fo (6 + pa (0 — )|
+ ‘)\ngum(l') — )\2M2Ua:(5 + :u2(6 - :L'))‘

+ | Aapotz (6 + p2(6 — ) — Aopa fo (8 + p2(d — x))],
logo

s () — Gal(2)|? 4{ A fua(z) — (6 + (0 — )|

A |12 (0 + 11 (6 — ) — fa(6 + (0 — )]
+ A 2| (7) —ux(5+u2(5 z))[?
(

A3t (8 + pa(8 = ) = Nopia o6+ a6 — ) |

uma vez que A\2u? < \N2y; para i = 1,2, posto que 0 < u; < 1 para i = 1,2.

Multiplicando a desigualdade acima por a(z) e integrando o resultado de 0 a
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0, tem-se:
) )
| a@lunte) - Gula)Pde < 4{ B [ ala)fuste) ~ wal6 -+ (@ - 2) o
0 0
§
0 [ a6 (6 - 0)) - (5 + (6 - )P
0
o
A2 / 0(2)|ta(2) — (6 + pia(6 — 2)) Pl
0

1

4 N [ a6+ s~ ) = L5+ pa(6 - )P }
0

= 4{)\ /,LlKl -+ )\LulKQ —+ )\2/,1,2[(3 -+ )\2M2K4} (222)

onde,
K; = / 2) g (x) — up(0 4+ pp(6 — ))|?dr; k=1parai=1ek =2 parai=S3.
K; = / )|t (64 (6—2)) = fo (64 (6—2))|*dw; k=1 paraj=2ek=2para j=4.

Usando aqui a mesma mudanca de variavel ja utilizada, vem que

) 6+p1d 1
| o ms o)~ £+ m@-a)Pde = [ punle) - £ORdg
0 55-%—#15 11 )
5 M1
entao,
6+p1d alx
Kom [ o)~ foto)
5 M1
assim
,ul)\Q 6+p1d
N Ky = . 1 / a(r)|u.(r) — fo(z)Pdz < Aie. (2.23)
1 Js
Da mesma forma, obtemos que
O0+p16 alx
K= [ M) - )P
5 H2
e dai,

A Ky < Aaeo. (2.24)

Utilizando, também, a mudanga de varidvel anteriormente definida, bem como

a desigualdade (2.7), temos

[ ) s+ —opp2(1+) [ e
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Assim,

K, <2 (1 + i) /026a(x)|uz(x)|2dx,

M1

o que implica que
26
AIK < 2(N2py + )\f)/ a(r)|u,(v)|*dz. (2.25)
0
De maneira anédloga, obtemos que
26
pada K3 < 2(N3pu + )\g)/ a(r)|u,(x)|*dz. (2.26)
0

Substituindo (2.23) - (2.26) em (2.22), tem-se

4 26
/ a() g () — Go(@)|Pder < deo(A2 +A2) +8 (A2py + A2 + A2piz + A2) / a(2)us (2)2dz (2.27)
0 0

Estimemos agora

/1 a(2) s () — Go()|2d

-5
Procedendo de maneira analoga a realizada anteriormente, mas somando e
subtraindo o termo A;pu, (1 — 0 4+ pi(1 — § — x)), em vez de \;jp;u, (6 + pi(6 — x)) para

1 = 1,2 obtemos

us(x) = Ga(@)| < [Aipnug (@) — Mpaua(l =6+ pa (1 — 6 — 2))|
+ Ay (1 =0+ (1 =0 =) = M fe(1 =6 + (1 — 6 — )|
+ [Aepoua () = Aapoua (1 — 0 + po(1 = 6 — @)
+ [Aopiotz (1 — 6 4+ pa(l — 6 — ) — Aopafu(l — 0 + pa(1 — 0 — ).

Elevando cada termo da desigualdade acima ao quadrado, multiplicando o

resultado por a(z) e integrando de 1 —4 a 1 e levando em consideragao o fato que u? < juy

e i3 < fig, temos

1 1
/ a(z)|ug(x) — Gx(x)\zdx < 4{ )\%ul / a(x)|ug(x) —ug(l =5+ p1(1 =9 — 33))|2d:c
1-6 1-6

1
" Aﬁul%awmmﬂ—5+mﬂ—5—w»
—fo(1 =6+ (1 =6 —2))*da

1
+ /\gug/ a(x)|ug () — up (1 — 8 + po(1 — 6 — z))|?dz
1-46

1
b N [ a@lual =5+ (1 -6 - )
1-6

o1 =6+ (1 = 8 — ) Pda |
= 4{)\%M1M1 + )\%,LIJMQ + )\%ugMg + )\gugM4} (2.28)
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onde,

M; = ) |ug(z) — up(1 =6 + pp(1 — 6 — 2))|?de; k=1parai=1ek=2 parai=3.
15

—_

M; = o) g (1=04-pup (1—0—2))— fo (1—0+p (1—6—x))|?dx; k=1 para j =2 e k = 2 para

Utilizando a mudanca de varidvel { =1 — 6 + p1(1 — 0 — x), temos

1 1-6— }L151
/ (1= 64 (1 — 6 —2)) — fo(l— 6+ pa(1— 6 — )Pl = —/ L ia(©) - fu(e)ae
1-6 1-6 M1
- L hia (€) — £ (€)Pde.

K1 J1—6—pqi6

Entao,

M= L / C a@)ua€) — a6

M1 J1—6—p16

assim,

)\2 1-6
M, = / a(0)ua(€) — fo(E)]2de

251 —§—p1 6
< Ae. (2.29)

De maneira analoga obtém-se

M2A3M4 < )\360. (230)
Observe que
1 1 1
/ |uz(m)—uz(1—6+u1(1—(5—x))|2d:)§§2{/ |uw(x)|2dsc+/ |uw(1—5+u1(1—(5—x))|2dm}.
1-6 1-6 1-6

Mas, utilizando a mudanca de varidvel anterior, temos:

1 1
1
/ U (1 — 6 + py (1 — 8 — 2))|?dw < / — |ug () *dz.
1-5 1

—25 M1

Logo,

/1; s (2) — 1up(1 — 6+ a1 — 6 — 2))2da < 2 { (1 + i) /1;5 |ux(a:)|2dx} |

E dai,
1 ! )
My <21+ — a(x)|u,(z)|“dz
H1/) Ji-2s
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donde segue que

1
N My < 20002 + X2) / o) s () 2z (2.31)
1-26
De maneira analoga, obtemos:
1
Aopio My < 2(pa)3 + )\%)/ a(x)|uy(z)|*dx. (2.32)
1-26

Substituindo (2.29) - (2.32) em (2.28) temos que

1 1
/ a(@)te (@) — Gol@)Pde < deo(A2 + A2) + 8(u1 A2 + A2 + 23 + A2) / o(2) s () 2dz.
1-6 1

—26
(2.33)

Portanto, substituindo (2.15), (2.21), (2.27) e (2.33) em (2.9) e definindo

2 2 A% )‘% 2 2 2 2 2 2 )‘% )‘%
c=max< 8 A1+)\2+7+7 ,8()\1,&1"‘)\1‘1‘)\2,&2—")\2) =8 )\1+)\2+7+7
H1 o M2 H1 o H2
e também,
€
€ — )

AN
1+38 (—1+—2) +8(\2 + A3
M1 p2

fica provada a estimativa (2.6) e isto conclui a demonstragao do Lema.

Observe que a igualdade referente ao maximo que determina a constante c

2
acima € verificada pois, 0 < p; < 1 entao i > 1 donde segue que % > A?11, da mesma

2
forma obtemos % > Ao O

Como ja mencionado anteriormente, tendo provado o Lema, estamos aptos a

demonstrar a seguinte Proposicao.

Proposigao 2.4. O espago C5°(0,1) é denso em H}(0,1), ou seja,

— "0

1
C, 1) """ = H}(0,1).
Demonstragao: Primeiramente, mostraremos que C'([0,1]) ¢ denso em H!(0,1). Para
tal basta procedermos conforme feito na pagina 35 e assim dado u € H!(0, 1) temos que
u ? é’{l(é, 1—6) onde 0 < § < 1 e também existe uma funcdo f € C*([0,1 — 4]) tal que
/ (|lu — f|* + a(z)|uy — f.)*)dz < €, conforme mostramos durante a demonstracio do
5

Lema anterior.
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Também pelo Lema 2.3 temos que dado € > 0, existe uma extensao G de f em

C*(]0,1]), satisfazendo:

26 1

/0 (lu=Gl*+a(z)|uy — Gy |?)dx < e+c (/0 (lul]® + a(z)|uz] )dx—i—/

1_25(|u|2 + a(x)|uz|2)dx) , (2.34)

para alguma constante ¢ > 0.

Observe que

lim (/026(|u|2 + a(@)|usB)dz + /11 (ul? + a(x)|u$|2)dx) “0. (2.35)

6—0 —925
De (2.34) e de (2.35) resulta que C*(]0,1]) é denso em H}(0,1).

Para concluirmos a prova, usaremos o Corolario 1.26, da 2* Forma Geométrica
do Teorema de Hahn-Banach, o qual nos diz que se F' é subespaco de E e para toda forma
f € F' tal que (f,x) = 0 para todo x € F se tem f = 0 entdo F' é denso em E. Em nosso
caso, consideraremos F = C5°(0,1) e E = H(0,1).

Sejaw € [H}(0,1)]', pelo Teorema da Representacao de Riesz existe uma tinica

h e H(0,1) tal que

(w,0) = (h, Vo), Vo € Hy(0,1) ¢ [[Ala = [lwllur,
onde @’ representard, de agora em diante, a norma em (H!(0,1))".

Tome ¢ € C§°(0,1) de modo que (h, ¥)g1(0,1) = 0, ou seja,

1
/ (he + a(z)hep,)dx = 0,
0

donde resulta que, —(ahy), +h = 0 em D'(0,1). Mais ainda, como h € H}(0,1) segue
que

— (ahy), +h=0em H}(0,1). (2.36)
e daf concluimos que ah, € H'(0,1).

Da densidade de C'([0,1]) em H!(0,1), temos que existe

gn € C1([0,1]), tal que g, — h em HL(0,1). (2.37)

Agora, compondo (2.36) com g, tem-se

0= (h - (ahx)magn)‘



CAPITULO 2. OPERADORES PARABOLICOS QUE PODEM DEGENERAR 46

Integrando por partes a igualdade acima, obtemos

1 1
0 = —ah,g, . +/ (ahyGne + hgn)dz. (2.38)
0

Observe que

1

1
lim (ahygne + hgn)dx = / (ah? + h*)dx.
0

n—-+o0o 0
De fato,
1
_ A 2 p2 _ 3 _ 2 p2
i a()hague +hg — ol ~ 2y = Tim_ /0 (0(2)hagne + hgn — a(z)h2 — h?|da
1
< Jim [ (Va@hs(Va(@iges ~ Va(@ho)| + lh(g. ~ b))z

< nggloo(ﬂ\/a(')hz||2||\/a(')gnx = Va()hall2 + [hll2llgn = hll2) =
pois g, — h em L*(0,1) e \/a(-)gnze — v/a(-)h, em L*(0,1) em virtude de (2.37).

Também temos que ah,g, — ah,h em L'(0,1). Com efeito:

1
hm |lah,gn, — ahyhly = lim / lah, g, — ah,h|dx
n——+ n—-+00 0
1
= lim lah, (g, — h)|dz (2.39)
n—-+00

< lim (||ah l2llgn — hll2)dx
= 0
uma vez que, g, — h em L*(0,1) em virtude de (2.37).

Agora, dividiremos a demonstragao em dois casos, para estudar o termo de

bordo.

Primeiro caso: 0 < o < 1.

Neste caso temos a seguinte cadeia de imersoes:

HY0,1) — W(0,1) — C°([0, 1])

De (2.37) e das imersoes segue que
gn — h em C°(]0,1])

assim g,(0) — h(0) =0 e g,(1) — h(1) = 0. Como H'(0,1) — C([0,1]) para 0 < a < 1
entao (ah;)(0) e (ah,)(1) ficam bem definidas, assim
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Tomando o limite quando n — +o00 em (2.38) tem-se
1
0= / (ah? + 12)dz = (h, B0 = 1A%
0

Logo, h = 0 e dai segue que w = 0.
Segundo caso: 1 < a < 2

De (2.39) temos que ah,g, — ahyh em L'(0,1). Temos também, (ah,)gn: —
(ahyz)h, em L'(0,1). De fato:

1 1
0 0

— 0

posto que, \/ag,, — v/ah, em L*(0,1) por (2.37).

Desta forma,

((ahz)gn)x = (ahz)xgn + (ahx)gnz — (ahx)zh + (ahx)hx = ((ahx)h)x
em L'(0,1).

Tomando o limite em (2.38) quando n — +00, obtemos:

n—-+00

1
0= lim (—(ahmgnﬂé +/ (ahyGne + hgn)dx) ) (2.40)
0

Como estamos no caso 1 < a < 2 nao sabemos o que acontece com h,(0).

Assim, dado 0 < x < 1 devemos analisar a situacao limite, ou seja,
1_ 1 1 _ T
ahugal} = lim (ah,g,) L = (aheg,)(1) — lim (aheg,) ().
Mas, para todo n € N, tem-se

(ahyg,)(z) — 0 quando x — 0. (2.41)

De fato, suponha por absurdo que

x*(hygn)(z) = 1 quando z — 0 e [ # 0.



CAPITULO 2. OPERADORES PARABOLICOS QUE PODEM DEGENERAR 48

Logo, dado € > 0 existe § > 0 tal que se |z| < 0 entao
2| (hagn)(x)| + 1| < [2%(hagn)(@)| = [U]| < [2%(hagn)(x) — 1] <e.
Donde, para € suficientemente pequeno segue que:

I — 2
T hpgn|? > (Hx—ae) (2.42)

Neste momento, dividiremos a demonstracao em dois casos, a saber, « =1 e

I<a<?2.
Para o = 1 temos de (2.42),

| — €)?
xlhxgn|2 > %

Integrando a desigualdade acima no intervalo (n,d), com 0 < n < 4, temos:

5 59
/x|hxgn|2da: > (\l|—e)2/ —dz
n n
= (|l = *In(z)];

= ([l = )*(in(d) — In(n)).

Fazendo 1 — 0 temos que In(n) — +oo e dai (|I| — €)?(In(d) — in(n)) — ~+oc.
Entao, zh,g, ¢ L*(0,1) o que é uma contradi¢ao, pois zh,g, € L*(0,1). Com efeito,

temos que,
1 (N )
/|xhxgn|2d$ = /IthmgnIQde
0 0
b 2.1 2
= /|x2hm] |z2g,| dx
0

1
- / Vah,PalgaPdz
0

1
< ol [ WahuPlgn s
0
1
< 2 :
< g lon(o)l el | IVahof < o0

Para o caso 1 < a < 2 temos de (2.42) que:

oo (=9

2% haygn -
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Integrando a desigualdade acima no intervalo (7,4), com 0 < 7 < 4, temos:

5 5 q
/ 2 hegnPdz > (1] — 6)2/ —dx
n n z
xl—a §
= (- =]

11—«
-« K 11—«
:(|z|_e)2{5 d ]

l-a 1-a

(51—a 77l—a

l-a 1-a
Entdo, 22 h,g, ¢ L*(0,1) o que é uma contradicdo, pois z2h,g, € L*(0,1), como pode-se

Fazendo n — 0 temos que T_—_; — 400 edaf (|I] —¢)? [ ] — 400.

provar de modo anélogo ao que ja foi feito. Logo, para qualquer 1 < o < 2 temos que

(2.41) ¢é satisfeita.

Portanto podemos reescrever (2.40) da seguinte forma:

0= lim (—ah,g,(1))+ /Ol(ahi + h*)dz. (2.43)

n—r—+00

Mas (ah.g,)(1) converge para (ah,h)(1). Assim, de (2.43), da convergéncia
anterior e do fato que (ah,h)(1) = (ah,)(1)h(1) = 0 segue que

1
o:/ (ah? + 1)z = (hy Bz = |[]]a-
0

Logo, h = 0 donde se conclui que w = 0 como desejavamos provar. ]

2.2 O Operador Au = (auy),

Sejam V' e H espacos de Hilbert tais que V' tem imersao continua e densa em

H e b(u,v) uma forma bilinear e continua em V' x V. Definamos o operador

A: DA — H
U —  Au

dado por
(Au,v) = b(u,v); Yue D(A), YveV

onde

D(A) :={u € V; existe f € H que verifica b(u,v) = (f,v), Vv € V}.
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Em nosso caso, consideraremos V = H!(0,1) e H = L?*(0,1) e denotemos por

M o seguinte conjunto
M = {u € H}0,1);au, € H'(0,1)}

e por b(u,v) a forma bilinear

b(.,.): HN0,1)x H}0,1) — R
(u,v) = b(u,v)

dada por

b(u,v) = _/o a(x)u,(x)v,(x)de.

Como H!(0,1) e L*(0, 1) sdo espagos de Hilbert tais que H!(0, 1) tem imersao
continua e densa em L?*(0,1) e b(u,v) ¢ uma forma bilinear e continua, mostraremos que

neste contexto

D(A) =M e Au = (auy),.

Inicialmente, provaremos a primeira afirmagao, isto é, que D(A) = M. Seja

u € D(A) entao u € H}(0,1) e existe f € L?(0,1) que verifica
1
(f,v) =blu,v) = —/ a(x)uy(z)v,(z)dr, Yo € HX(0,1).
0

Tomando v = ¢ € C§°(0, 1) na igualdade acima, temos que

((aug)z, ) = ([, @), Vo € C°(0,1),

ou seja,

(auy), = f em D'(0,1).

Como f € L?*(0,1) segue que (au,), € L*(0,1) e, portanto, u € M. Para isto

basta observar que au, € L*(0,1), de fato,

1 1
/ (a2 (2)[2dz < Ha||oo/ 0l () 2z < oo,
0 0
pois v/au, € L?(0,1), uma vez que, u € H(0,1).

Reciprocamente, seja w € M. Entdo, u € H!(0,1) e (au,), € L*(0,1), donde

((atz)z, ) = bu, ),V e € C5°(0,1).
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Da densidade de C§°(0,1) em H!(0,1) e da continuidade da forma bilinear
b(u,v), decorre que

((atty)e,v) = b(u,v), Vv € HL(0,1). (2.44)

Logo, u € D(A) e portanto, D(A) = M.

De (2.44) segue que
Au = (auy),.

Dessa forma, fica provado que

Vu € D(A); Au = (auy),
D(A) .= M.

No entanto, quando 1 < a < 2 podemos obter uma melhor caracterizagao para
o D(A), da seguinte forma:
Vu € D(A); Au = (auy),

D(A) = M
= {u € L*(0,1);u local. absol. continua em (0,1],au € H}(0,1),au, € H'(0,1)

e (au,)(0) =0}
(2.45)

Para provar (2.45) basta mostrarmos que D(A) = {u € L*(0,1);u local. absol.
continua em (0,1],au € H}(0,1),au, € H(0,1) e (au,)(0) = 0}, posto que ji provamos
que D(A) =M e Au = (au,), para 0 < o < 2.

Dessa maneira, para verificar que {u € L*(0,1); u local. absol. continua em
(0,1],au € H{(0,1),au, € H'(0,1) e (au,)(0) = 0} C D(A), é suficiente provar que
Vau, € L*(0,1) e u(1) = 0, posto que as demais condigoes temos por hipétese.

Que u(l) = 0 vem do fato de 0 = (au)(1) = a(Du(l) = lu(l) = wu(1).
Provemos, agora, que /au, € L*(0,1), para tal usaremos a desigualdade do tipo Hardy
para 0 < o* < 1.

A fim de utilizarmos a desigualdade acima mencionada, seja z = au, entao,
por hipétese, temos que au, € H'(0,1) e assim (au,), € L?(0,1) < L'(0,1). Dessa

forma, podemos escrever

oty () = /b *(au)a(D)dt + aua(b)
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donde segue que au, ¢ localmente absolutamente continua em (0, 1).
Também, temos por hipdtese que (au,)(0) = 0 o que nos da,

2(z) = auy(xr) — O

xr — 0F

Ainda, pelo fato de au, € H'(0,1) segue que

z€[0,1]

1 1
/ 2 (auy)?dr < max / (auy)idr < +oo.
0 0

Agora, observe que para 1 < a < 2, podemos escolher 0 < o < 2 —a <1,

donde obtemos que
af<2—a=a" -2<-a=>a<2-a".

Assim, como 0 < z < 1, temos que:

22 <Y =Y < Y 2

Disto segue que:

1 1 1 1
o2 — —
/(x2u$)2dx = / xauidm:/ T O‘x%‘uidx:/ ™ (2%, ) d
0 0 0 0

1 1
= / % dr < / % 7222 dr < +o00
0 0
o que prova que \/au, € L*(0,1).

Para provar a outra inclusio, isto é, que D(A) C {u € L?(0,1);u local. absol.
continua em (0,1],au € H}(0,1),au, € H(0,1) e (au,)(0) = 0} observe que basta mos-
trarmos que au € H}(0,1) e (au,)(0) = 0 posto que as demais condiges decorrem do fato

de uw e D(A).

Como a(x) = z* ¢ limitada em [0, 1], temos que o sup esscpa(x) < +00 e
como u € H!(0,1) segue que au € L?(0,1). Também a,(r) = ax® ! e 1 < a < 2, entdo

SUp €854¢(0,1)0x () < +00 e daf a,u € L*(0,1).

Como au, € L*(0,1), obtemos

(au), = azu + au, € L*(0,1),
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ou seja,
au € H'(0,1).

Logo, para mostrar que au € H}(0, 1) resta verificar que au € H'(0,1) possui
suporte compacto contido em (0,1), em outras palavras, verificar que (au)(l) = 0 e
(au)(0) = 0.

Da imersao H'(0,1) < C°(]0, 1]) e do fato que u(1) = 0, obtemos (au)(1) = 0.

Para provar que (au)(0) = 0 afirmamos que

(au)(x) = z%u(z) — 0 quando = — 0.

Usando exatamente os mesmos argumentos que em (2.41) concluimos esse

resultado.

Do exposto, segue que:

D(A) = {u € L*(0,1);u local. absol. continua em (0,1],au € H}(0,1),

au, € H'(0,1) e (au,)(0) = 0}

e portanto (2.45) se verifica.
Em ambos os casos segue o seguinte resultado.
Proposigao 2.5. O operador A : D(A) C L*(0,1) — L*(0,1), tem dominio denso, é

dissipativo, auto-adjunto e fechado.

Demonstragao:

(i) Dominio denso

Temos as seguintes inclusoes

Cse(0,1) € D(A) C HL(0,1).

Tomando o fecho em L?*(0,1) tem-se:

C=(0,1) ¢ D(A) ¢ HI(0,1).
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Mas C§°(0,1) = L*(0,1) e H}(0,1) = L?(0,1), donde resulta que D(A) =
L?(0,1) o que prova o desejado.
(ii) A é dissipativo

Temos que

xT

1
(Au,u) = b(u,u) = —/ a(r)ui(z)dr < 0.
0
Portanto, A é dissipativo.
(iii) A é auto-adjunto

Sejam u,v € D(A). Como o dominio de A é denso em L?*(0, 1), basta mostrar-

mos que A é simétrico.

Com efeito, da relacao de adjuncao temos
(u, A*v) = (Au,v).
Assim,
(Au,v) = ((auy)s, v) = —(Vaug, vVavy) = (u, (av,).) = (u, Av).

o que implica que A*v = Av para todo v € D(A), ou seja, A* = A.
(iv) A é fechado

Mostraremos que o grafico de A é fechado para concluirmos que A é fechado.

Seja {u,} C D(A) tal que

u, — uem H(0,1) e Au, — v em L*(0,1). (2.46)

Vamos mostrar que v = Au, assim (u,, Au,) — (u, Au), donde seguird o

desejado.

Em virtude (2.46) resulta que au,, — au, em L*(0,1). Logo

(atng)e — (auy), em D'(0,1).

Por outro lado,

(AUng)e = Au, — v em L*(0,1).
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Da imersao L%*(0,1) em D’(0,1) e, da unicidade do limite em D’(0, 1), resulta
que v = (auy),, Ou seja,

Au = (auy), = v.

o que mostra que A é fechado. O

Observagao 2.6. Do fato que D(A) é denso em H!(0,1) é possivel estender A a todo
H0,1).

Com efeito, o operador A é limitado. Sejam u € D(A) e v € H}(0,1), entao

[(Au,v)] = [((a(Juz)a, 0)] = [(Va( Yz, V/a(Joe)] < Hlula [0]la-

Logo, ||Aullz < c[lul, e, portanto A é limitado.

Definamos a extensao de A da seguinte forma. Para cada u € H}(0,1) existe
{u,} € D(A) tal que u, — v em H}(0,1). Considere,

A HN0,1) — [HY0,1)]
U — Au

onde Au = lim Au,.
n—-+00

Notemos que a aplicacao acima estd bem definida. J4 vimos que au,, —

au, em D'(0,1). Seja ¢ € C5°(0,1), entdo
(Aun, 0) = ((aUng)z, ) = —(QUnz, ) — —(AUs, Pz) = ((aUz)e, p) em D,(O’ 1),

ou seja,

(Au, @) = ((at,)s, ), Vo € C5(0,1).
Seja w € H!(0,1). Como C§°(0,1) é denso em H!(0, 1) segue que
(Au, w) = ((aty)y, w); Yw € H(0,1)

donde se conclui que Au = Au para todo u € D(A) o que prova que A é a extensdo de A

a todo H(0,1).

Observagao 2.7. Se u,v € H}(0,1). Entao:

< (aua:)a:a >a <\/—U337\/_U;t>aa
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De fato, como u,v € H!(0,1) entao,
Vau, € L*(0,1) e yav, € L*(0,1).

Assim,
<\/aua;7 \/avx>a’,a = (\/auxa \/va)L2(0,1)~

Como CgO(O,l)Ha(O’l) = H!(0,1), entao dado v € H!(0,1) existe {¢,} C

Cs°(0,1) tal que ¢, — v em H!(0,1). Em particular, temos que
Vap,, — av, em L*(0,1).
Portanto,
(Vaug, Vap,,) = (Vaug, Vavy) = (Vaug, Vavy)e o
Por outro lado,
(Vas, Vapys) = {(ate; Pra)a.a = (= (as)e; Pv)ara = (—(ale)s, V)aa-

Pela unicidade do limite no espaco das distribuicoes, segue que

<_<aux)xv U>a’,a = <\/aux, \/va)a,ﬂ

o que mostra o que desejavamos.

No que segue denotaremos A também por A.



CAPITULO 3

O Problema Linear

Neste capitulo estudaremos a existéncia e unicidade de solugao do problema,

(g — (a()tta)s + b(Ju = 0 em (0,1) x R,
u(t,1) =0 em R,
u(t,0) =0 para 0 < a < 1 (3.1)
) (a(-)uy)(t,0) =0 paral<a <2
| u(0,2) = uo(a) r € (0,1),

sendo o dado inicial vy € L?(0,1), a(z) = 2%, com 0 < a < 2, z € [0,1]. A funcio
b e L>*(0,1) é tal que b(x) > by > 0 para todo = € (0,¢), com € > 0. O termo b(-)u
representa um amortecimento localizado e linear o qual foi acrescentado com o propdsito

de gerar dissipacao para obtermos o decaimento exponencial.

3.1 Existéncia e Unicidade de Solucao Regular

Nesta secao provaremos a existéncia e unicidade de solugao regular, via dois

métodos diferentes, no qual serao abordados nas proximas duas subsegoes.

3.1.1 Existéncia e Unicidade de Solucao via Faedo - Galerkin

Nesta subsecao estabeleceremos a existéncia e unicidade de solugao regular ou

solucao forte via o método de Faedo-Galerkin.

Definicao 3.1. Diz-se que uma fungao u(t,x) definida em [0,T] x (0,1) € solu¢ao regular

ou solugdo forte para o problema (3.1), se:

o7
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(i) uw € C°([0,T); H:(0,1)) N L*(0,T; D(A)) N H'(0,T; L*(0,1)).
(ii) u'(t) — Au(t) + b(-)u(t) = 0 em L?*(0,1).

Teorema 3.2. Para todo ug € D(A) o problema (3.1) possui uma unica solugao forte w.

Demonstracao: Por simplicidade dividiremos a demonstracao em cinco etapas.

(i) Primeira Etapa: Problema Aproximado.

Observemos, inicialmente, que D(A) é separavel. Com efeito, consideremos

em D(A) a norma dada por
|ullpeay = ||ulla + ||Aull2, para todo u € D(A),

e definamos o seguinte operador:

T D(A) — L*0,1) x L*(0,1) x L*(0,1)
u (u, Vaug, (aug),).

Nao é dificil ver que T estd bem definido e também que T' é uma isometria.
Para provar a tltima afirmagao basta tomarmos em L?(0,1) x L*(0,1) x L?*(0,1) a norma
da soma. Logo, T(D(A)) é um subespago fechado de L?(0,1) x L*(0,1) x L*(0,1).

Como o espago L*(0,1) x L?*(0,1) x L*(0,1) ¢ separdvel temos que T(D(A))
também o é e, por conseguinte, D(A) é separavel.

Pelo fato do D(A) ser Hilbert com a norma do grafico e separdvel segue que

D(A) admite uma base Hilbertiana, digamos {w;}. Definamos:
Wm = [wlaw27 o aw’m}v

ou seja, W, é o subespago de D(A) gerado pelos m primeiros vetores da base de D(A).

Note que UpenW,, = D(A). Consideremos em W), o problema aproximado, o

qual consiste em determinar u,,(t) satisfazendo:

(

U (t) = Zgim(t)wi

[ Um(0) = om — ug em D(A).

onde a sequéncia convergente {u,,(0)} provém do fato que U,enW,, = D(A).
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Provaremos que o problema (3.2) possui solugao local em algum intervalo

[0,t,); tm < T. Da segunda equacao do referido problema temos para j = 1,...,m.

(Z ggm(t)wiij> + (Z Va () Gim () Wi, \/mwjx> + <Z b(')gim(t)wi7wj> =0.

o que implica que

g;m(t) + igzm(t) [<mwm, mwjm) + (b(-)wi,wj)} =0, para todo j =1,...,m,
- (3.3)

pois (w;, w;) = 0, para todo i # j e (w;, w;) = 1 se i = j, uma vez que a base é Hilbertiana.

Podemos representar a igualdade acima em forma matricial, isto é,

a (VaQuwie, VaQuws) + GOwi(@)w) - (v/alwme valwie) + (b(Jwi (@), wr)
b | | VaOwie VaOuz) + 00w E ) (aOume VaOw) + G0 @) w2)
g;r.Lm (\/ a(:B)’thL-, V a(x)wmz) + (b()wl(a:), wm) T (\/ a(x)w’mza V a(x)wmz) + (b()wl(x)7 w”"«)
Jdim 0
gom 0
X . — .
g’n:L’"L 6
Definamos
glm(t) 0
ml(t 0
Yo (t) := 7 ( ) ; 0:=1 .
Gmm/(t) 0
(VaQwis, VaQuwis) + GC)wi(@)wr) - (valwmer valwie) + b(Jwi (@), wr)
| VaOwie, Vatuza) + 00w @ wz) - (VaCwme, aCuza) + 6w @), w2)
(Va@wie, Va@@wme) + GOwi @), wm) - (/@@ wma, Va@wme) + (b()w1 (), wm)

Assim, segue que

Y! () + MY, (t) =0 (3.4)
e definamos também,
91m(0)
m(0
¥,,0) = | ¥ :( . Yo (3.5)
Gmm(0)

De (3.4) e (3.5) temos o seguinte problema de E.D.O
Y. () = —=MYn(t)

Y, (0) = Yom.
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que é equivalente ao problema aproximado (3.2).

A fim de aplicar o Teorema de Carathéodory em (3.6) definamos a seguinte

aplicagao:
F: RxR™ — R™
(t,z) +— —Mzx

Logo, para t € [0,t,) ez = Y,,(f) podemos reescrever o sistema (3.6) da

seguinte forma

Yo (6) = F(t, Yn(t))
Agora, considere o compacto D = [0,7] x B, C R x R™, onde

By:={z eR™ |z|<b; b>0}

e verifiquemos que F': D — R satisfaz as condigoes de Caratheddory. De fato:

Primeira condicao: F' é mensuravel em relacao a t, para cada Y,, fixo.

De fato, como a aplicagdo I’ ndo depende de ¢, para cada Y,,(t) fixado temos

que F' é constante e dessa forma continua. Logo mensuravel.

Segunda condic¢ao: F' é continua em relacao a Y,,, para cada t fixo.

Com efeito, fixado t > 0 e dado € > 0, existe § = IIJ\E/III tal que para cada Y! , Y2,

que satisfaz

Y, —Y2| <6

implica

[F(t, Y (1) = FOLYLO) = | = MY, (t) + MY, (¢)]

IA

MY, () = Y3 (2)]

< [Mls <e,

observe que o operador matricial M é limitado.

Terceira condi¢ao: Para cada compacto K C D, existe uma funcao real mg(t)

integravel, tal que

|F(t, Y, ()] < mg(t); para todo (t,z) € K.
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Com efeito, consideremos K = D e para todo (t,Y,,(t)) € D tem-se
[F (8, Y ()] = | = MY (8)] < [|M[|[Yon(£)] = m(2)

onde m (t) é notavelmente integravel.

Logo, pelo Teorema de Carathéodory existe uma solugdo Y,,(¢) de (3.6) em

(0,t0);tm <T.
(ii)Segunda etapa: Estimativas a Priori.
e Primeira Estimativa a Priori

Esta etapa nos fornecera estimativas que nos permitirao prolongar a solugao

aproximada u,,(t) € W, definida para todo t € [0,t,,), t,, < T, a todo intervalo [0, T].

Multiplicando o problema aproximado (3.2) por g;,(t) e somando o resultado

em j de 1 a m, obtemos
(U (£), () + (Va ()t (8), v/ @(Yttna (1)) + (bt (), wn (1) = 0. (3.7)
Para todo t € (0,t,,) com m € N fixado, temos

(1), (1)) = 5 () 3 (38)

Com efeito, seja 0(t) € D(0, t,,), entao pelo teorema de Fubini e por integragao

por partes, tem-se:

((u, (), um(¢)),0(t)) = ’ ( ur (¢, x)um(t,:c)d:c) (t)dt

um (t,2))*0(t)dtdx

\\
l\')lr—\
Q.lg‘

/01 [(“m<tv$>>29<t> & - /0 " (n(t,2))20'(8)t| da
= 5 [ [ e

_ // (s (1, )26 (1)t

I —||um<)||2, ()

<;jt||um< 5. 00)

N —
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Assim, a igualdade (3.7) pode ser escrita como

57 lum @112 +/0 () |t (1) *dz = —(b(- )t (1), i (1))

Integrando a expressao acima de 0 a t; t < t,,, obtemos:

—Hum |3+ / / )| Uz (8, )| drds = —Hum |5 — / / (s,z)dzds.

Pelo problema (3.2) temos que u,,(0) = ug, — ug em D(A), logo existe uma
constante ¢; > 0 tal que ||u,,(0)|| < ¢1, para todo m € N. Entao;

t 1 t € 1
e ()34 / / 20(2) ttms (5. 2) Pdirds < 1+ 21[b]loc / [||um<t>%+ / / 20(2) a5, @) Pdads | d
0 0 0 0 0

t o1
Definamos ¢,,(t) := ||u.n (¢)]|3 +/ / 2a(z) [tmz (s, )|*dzds, assim
0 Jo

(D) < 01 +2||b||oo/0 an(€)dE, £ [0,t] o m € N.

Logo, pelo Lema de Gronwall para integrais, temos
gm(t) < cr@2Wlect — 1 eP < e = ¢y Vi€ [0,t,,) com T >peVm e N.
Como ¢y independe de t e de m, segue do Corolario 1.22 do Teorema de Ca-

rathéodory que para todo m € N, w,,(t) pode ser prolongada a todo intervalo [0, T]. Dessa

forma, podemos refazer as contas feitas anteriormente para t € [0, 7] donde seguira que,
{t,,} ¢ limitada em L>(0,T; L*(0, 1)) (3.9)
{Vau,,,} é limitada em L*(0,T; L*(0,1)). (3.10)

ee Segunda Estimativa a Priori.

Temos de (3.3) que

g;m(t) == Zglm [ vV a wzx, V a w]a: ’LUZ,UJJ) g=1,....m
i=1

Como o lado direito da igualdade acima estd em L*(0,T), resulta que g},

também estd, onde aqui as derivadas sao entendidas no sentido de Dini. Logo,

T

/0 e ()2t = / ||Zg]m (t)uw; |2t
<3 / 16 (1) Pt < 400,
j=1"0



CAPITULO 3. O PROBLEMA LINEAR 63

ou seja,

ul € L*(0,T; L*(0,1)).
Novamente, de (3.3) resulta que

Gim(t) = — Zggm [(\/ VWiz, v/ @ wﬂ> (wi,wy)| ;5=1,---,m.
i=1

Como o lado direito da equagao acima estd em L?(0,T), segue que
g € L*(0,T),

onde as derivadas sao no sentido das distribuicoes. Além disso,

T
4H%@@ﬁ=/uzp Oy
<Z/ g () [Pdt < 400,

ou seja,

u € L*(0,T; L*(0,1)).
Derivando em relagao a t a segunda igualdade de (3.2), obtemos:

(s (1), 105) + (Val Yt (8), v a(Ywe) + (0w, (1), w;) = 0.

Multiplicando a expressao anterior por gém(t) e somando o resultado em j de

1 a m decorre que
(i (), 11, (8)) + (V@ ()t (8), V@ ()t (8) 4 (B )1, (1), 0, (£)) = 0. (3.11)

Temos que

( (6), 1 (1)) = 5 e ()3

e para provar que tal igualdade se verifica basta procedermos de forma analoga a realizada

para provar (3.8).

Logo, (3.11) pode ser reescrita da seguinte forma

il O+ | allu(t.2) e + 00 (1), 1, 0) = 0.
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Integrando a igualdade acima de 0 a 7', obtemos:

St I+ [ [ a@lieton)Bards = S 018 -~ [ [ oot o, s

Mas, u!,(0) é limitado. Com efeito, multiplicando a segunda expressao do
problema (3.2) por g7, (t), somando o resultado em j de 1 a m e calculando a expressao

em t = 0, tem-se

g ()13 = =(v/a( Yt (0), v/ a (-}t (0)) = (b(-)un(0), 1, (0)),

ou ainda,

L O = - / ()t (0, )i (0, ) — / b (0, )i (0, 2)
= /O(a(x)umx)xu;n(O,x)dx—/o b(z)um (0, 2)u,, (0, z)dx
= (@)t (0, 2), e (0, 7)) — (1 (0, 2), Bt (0, 7))

Logo, pela desigualdade de Cauchy-Schwarz, temos:

[ OV < 1@ () ttma)a (0) |2l (0) |2 + e (0) |21B( )2 (0) ]2
= [um 0)ll2(ll(a(-)ttma)z (0)[I2 + 16(- )t (0)]2)

o que implica que para ||u! (0)|2 # 0 tem-se:
2 (0)ll2 < (@) ttma )= (0) |2 + [1b(-) i (0) 2,

ou ainda,

5 (0} ]2 < [1(a()tima )2 (0) 12 + [1BII3 Nl () 13-

Por (3.2) temos que u,,(0) = ugy, — up em D(A) donde segue que (a(-)tmg).(0) =
(a()uomz)e — (a(-)uoe)z em L2(0,1) e u,,(0) — up em L?(0,1). Logo, existem constantes

positivas ¢y e ¢y tais que

| (a(*)tmz)z(0)|l2 < ¢1, para todo m € N

|um(0)|l2 < c2, para todo m € N.
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Portanto, existe uma constante ¢ = ¢; + ||b]|%,¢2 > 0 tal que

|lul (0)||2 < ¢, para todo m € N.

Assim,

ot (8)3-+ / / 2a( mtmdxdt<c1+2||b||oo(/ e ()13 + / / 21 |um<tw>|2dxds)d5.

Logo, pelo Lema de Gronwall para integrais implica que existe c3 que inde-

pende de t e m tal que

T 1
I + [ [ 20l b0) Pt <
0 0
o que implica
{u/ } é limitada em L>°(0,T; L*(0,1)) (3.12)

{Vaul,,} é limitada em L?(0,T; L*(0,1)) (3.13)

(iii) Terceira etapa: Passagem ao Limite

As estimativas a priori feitas anteriormente nos fornecem condicoes para que

possamos mostrar a existéncia de solu¢ao regular para o problema em questao (3.1).

Observe, inicialmente, que pelo Teorema da Representacao de Riesz temos:

LY0,T;L*(0,1)) = (L>(0,T; L*(0,1)))".

Como o espago L' (0, T; L?(0, 1)) é separdvel segue que L>°(0, T’; L*(0,1)) também
0 é, e ainda, o espago L?(0,T; L*(0,1)) é reflexivo. Dessa forma, do exposto acima, das
limitagoes obtidas em (3.9), (3.10), (3.12) e (3.13) e do Teorema de Banach-Alaoglu-

Boubarki segue que existem subsequéncias {u,} C {un} e {u,} C {u,,} tais que:

u, — wem L>(0,T;L*(0,1)) (3.14)
w, = n em L>(0,T; L*(0,1)) (3.15)
Vau,, — wem L*(0,T; L*(0,1)) (3.16)

Vau,, — & em L*(0,T; L*(0,1)). (3.17)
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Como L(0,T; L2(0,1)) — L2(0,T; L*(0,1)) = L2((0,T) x

e (3.15) segue que
Uyy — Uy em D'((0,7T) x (0,1)

u, =« em D'((0,T) x (0,1)
ul, — u, em D'((0,T) x (0,1)).
Por outro lado, v/a(z) = v/z® € C*((0,1)) entdo,
Va(@)u, = Valz)u, em D'((0,T) x (0,1))
Va@)u, = va(z)u, em D'((0,7) x (0,1)).

66

(0,1)). De (3.14)

Das convergéncias acima e pela unicidade do limite em D’'((0,7") x (0, 1)) temos

n=u, w=+vax)u, e &=+ /a(x)u,
Logo podemos concluir que
u, — wem L>(0,T;L*(0,1))

u/, =’ em L®(0,T; L2(0,1))

/
"
Vau,, — vau, em L*(0,T; L*(0,1))

Vi, = vau, em I(0,T; I(0,1)).

Ja vimos, da primeira estimativa a priori, que vale

Tl
|2 (£)]15 +/ / 20(2) [ty (t, )| *dxdt < ¢
o Jo

T
/ / [ (t, )| Pdzdt < c
o Jo
/ / )| (¢, 7)|*dxdt

Somando (3.22) e (3.23) temos

donde resulta que

l\DIO

Tl
/ / [t (t, )| + () [tpe (t, )| dxdt <
o Jo

(3.18)

(3.19)
(3.20)

(3.21)

(3.22)

(3.23)
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ou ainda,
T
| lun(oliae < c
0

donde segue que

U, € L*(0,T; HL(0,1)).

Agora, utilizando a desigualdade obtida na segunda estimativa a Priori, isto €,

T 1
e ()13 + / / Q) (t,2)|Pdadt < ¢,

e procedendo de maneira anadloga a realizada anteriormente, obtemos que

ul, € L*(0,T; H}(0,1)).

Como H!(0,1) é Hilbert conforme provamos na proposigao (2.2) segue que
L?(0,T; Hy(0,1)) também o é, logo existem subsequéncias {u,} C {un} e {u),} C {uy,}
de modo que

u, — uwem L*(0,T; HL(0,1))
w, = u' em L*(0,T; H,(0,1)).
Sendo o espago L%(0,T; H!(0,1)) completo segue que

u € L*(0,T; H}(0,1)) (3.24)

u' € L*(0,T; H(0,1)). (3.25)

Sejam j € N e u > j e consideremos 6 € D(0,7). Multiplicando (3.2) por 6(t)

e integrando o resultado em [0, 7], obtemos:
T T
/ (uy,(t), w;)0(t)dt + / (Va( e (t), Val(- ) w;e)0(t)dt + / (b(-)uu (t), w;)O(t)dt = 0.
0 0

Passando o limite na expressao acima quando pu — 400 segue que,
T T
/ (u'(t), w dt+/ Vva(-)ug(t), va(-)w;s,)d dt—i—/ (b(-)u(t), w;)6(t)dt = 0.
0 0
Sendo j € N arbitréario e da totalidade dos {w,} em D(A) tem-se

/T(u'(t) dt+/ (Va()uz(t), Va(-)v )8(t)dt+/T(b(~)u(t), v)0(t)dt = 0 Vv € D(A), Y6 € D(0,T).
0 0
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Observe que

(Valus(t), Va(Jos) = (aus(t), v,) = / (£, di

= —b(u(t),v) = —(Au(t),v) para todo v € D(A) C H}(0,1),

onde A ¢é a extensao de A conforme foi definido na observagao (2.6).

Logo,
Aﬂw@mwmﬁ—Aimmmw@ﬁ+42wmmmm@ﬁ:a
ou ainda
(t (), v) — (Au(t), v) + (b(-)u(t),v) = 0 em D'(0,T); para todo v € H'(0,1)

o que implica que

u' — Au+b(-)u =0 em D'(0,T;[HL(0,1)]).

Como u'(t),b(-)u(t) € L*(0,T; L*(0,1)) segue que
— Au(t) € L*(0,1) para quase todo t € (0,7) (3.26)

e dai,

u'(t) — Au(t) + b(-)u(t) = 0 em L*(0,1)
mostrando que a condigao (ii) da defini¢ao (3.1) é satisfeita.

De (3.26) segue que

u(t) € D(A), para quase todo t € (0,7). (3.27)

De (3.18), (3.27) e do fato que [|A(u)||2 < ¢||ul|2, temos
u € L*(0,T; D(A)).

Note que esse espaco é uma parte da classe que queremos mostrar que u per-

tence.

Por outro lado, de (3.18) e (3.19) decorre que

u € HY0,T; L*(0,1)).
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Observe que o espaco acima também constitui uma parte da classe na qual

queremos mostrar que u pertence. Resta-nos mostrar que u € C°([0, T, H(0,1)).

De (3.24) e (3.25) obtemos

we HY0,T; H(0,1)).

Mas H'(0,T; H2(0,1)) = C°([0, T; H}(0,1)). Logo,
we CO([0,T); H)(0,1)).

o que mostra que u € C°([0,T], H}(0,1)) N L*(0,T; D(A)) N H'(0,T; L*(0,1)). Para
concluir a demonstracao basta verificarmos o dado inicial e provarmos a unicidade da

solugao que sera realizada na quinta e sexta etapa, respectivamente.
(iv) Quarta etapa: Verificacao do dado inicial.

Ja foi provado que
ue C°([0,T); Hy(0,1)) N L*(0,T; D(A)) N H(0,T;5 L*(0,1))

logo faz sentido calcular u(0) e u(T).

Mostraremos que u(0) = ug. Com efeito, seja § € C1([0,T]) tal que 0(0) = 1

e 0(T) = 0. Entao para j fixado tal que j > ng temos que
T T
/ (u,(t), w;)0'(t)dt — / (u(t),w;)0' (t)dt quando p — +oo.
0 0

Integrando por partes a expressao anterior, tem-se

T T
~0).) = [ 0 0)0(0) — ~u(0)) = [ @0, 0= 4.

De (3.19), obtemos

—(uu(0), wj) — —=(u(0),w;) Vj €N, p— +oo,

ou seja,

u,,(0) — u(0) em L*(0,1)

pois o D(A) = L*(0,1).
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Por outro lado, de (3.2) temos que

Um(0) = ug em D(A).
Como D(A) — L*(0,1) segue que

U, (0) = up em L*(0,1).
E sendo {u,} C {u,,} entao

u,(0) — ug em L*(0,1).
Pela unicidade do limite fraco em L?*(0, 1) segue que

u(0) = up.

(v) Quinta etapa: Unicidade de solucao.

Sejam u e v solugoes do problema (3.1) entao ¢ = u—v também o é, e portanto,

¢ satisfaz o problema

[ ¢r = (a(-)(d2))z + ()0 (z,1) € (0,1) x Ry
o(t,1)=0 te(0,7)
o(t,0)=0 para 0 < a <1
e te(0,7)
(ap,)(t,0) =0 paral <a<?2
\ ¢<O,£L‘) =0 WS (0, 1)

Compondo a primeira igualdade acima com ¢ temos

(@(8), 0(1)) + (a(-)(62))2 (). 5(8)) + (B)B(E), b(8)) = 0
e dai,
L6+ (Valisu(t), VaClon(n) + / b(a) (1)) = 0.

Integrando a expressao acima de 0 a T' e observando que ¢(0) = 0, segue que

SIoIE + /W_qsz H2d8+// Vdadt = 0.

Logo,
1
o) =0

donde resulta que ¢ = 0 e portanto u© = v, concluindo o que desejavamos. O
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3.1.2 Existéncia e Unicidade de Solugao via Teoria de Semigrupos
Lineares

Nesta subsecao estudaremos a existéncia e unicidade de solugao regular do

problema dado, via Teoria de Semigrupos Lineares.

Temos que o problema (3.1) pode ser reescrito como um problema de Cauchy

abstrato, ou seja,

du
% = Au(t); t>0

(3.28)
u(0) = g
onde A = A+ B tal que o operador B : D(B) C L*(0,1) — L?*(0,1) é definido da seguinte

forma Bu = —b(-)u e o operador A é o definido na secao (2.2).

Note que para o problema acima ser equivalente ao problema (3.1), no dominio

de A estd incorporado as condigoes de bordo.

O operador A é um gerador infinitesimal de um Cy-semigrupo de contragoes.
De fato, inicialmente, temos que A é dissipativo, tal fato ja foi provado na segao 2.2. Que
A* também o é, basta observamos que A é auto-adjunto conforme também ja foi provado

na segao 2.2.

Portanto, aplicando o Corolario 1.37 do Teorema de Lumer Phillips ao

operador A segue que A é um gerador infinitesimal de Cy-semigrupo de contragoes sobre

£2(0,1).

Note que D(B) = L?(0,1), onde D(B) = {u € L*(0,1); Bu € L*(0,1)}. Com
efeito, que D(B) C L*(0,1) ¢é verdade. Resta-nos mostrar que L*(0,1) C D(B). Seja

u € L*(0,1), temos que

1 1
| 1Bu@pds < [ |- v@Plu)Pds
0 0 1
< bl [ Juo)Pds < o
0
Portanto, segue que D(B) = L*(0,1) e dai D(A) C L?(0,1) = D(B).
Também, o operador B é dissipativo, pois

(Bu,u) = /0 —b(x)(u(x))*dr < 0 para todo u € D(B).
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Além disso, para todo u € D(A) tem-se

rww3=l4«umwmwmﬂwizw@ww,
ou ainda,

[ Bulla < [[blloolull2 + Of| Al

Logo, pelo Corolario 1.38 segue que A é um gerador infinitesimal de Cj-

semigrupo de contragoes.

Considerando o problema de Cauchy (3.28) onde o operador A é o definido
anteriormente. Dado ug € D(A) temos em virtude do Teorema 1.41 que existe uma tnica
solugao

u € C([0,400); D(A)) N C'([0, +00); L(0, 1))
associada ao problema de Cauchy mencionado anteriormente.

Observacao 3.3. E importante ressaltar que a solucao forte via teoria de semigrupos €
mais reqular do que a solucdao forte obtida via o método de Faedo-Galerkin. Dessa forma,
em particular, a solu¢do via teoria de Semigrupos também satisfaz a definicao de solucdo

reqular dada anteriormente.

3.2 Existéncia e Unicidade de Solucao Fraca

Nesta segao provaremos a existéncia e unicidade de solucgao fraca do problema

(3.1), utilizando a existéncia de solugoes regulares e argumentos de densidade.

Defini¢ao 3.4. Diz-se que uma funcao u(t,z) definida em [0,T] x (0,1) € solugao fraca
para o problema (3.1), se:

(i) uw € C°([0,T); L*(0,1)) N L*(0,T; HL(0,1));

(i) v’ — Au+b(-)u =0 em L*(0,T;[HL(0,1)]).

Teorema 3.5. Para todo ug € L*(0,1) o problema (5.1) possui uma tinica solugdo fraca

u.
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Demonstragao: Seja uy € L?(0,1). Pela densidade de D(A) em L?*(0,1) existe uma

sequéncia (ug,) C D(A) tal que

o, — ug em L2(0,1). (3.29)

Por outro lado, para cada n € N, temos que ug, € D(A) e portanto associado

a esse dado inicial existe uma unica solugao regular ou forte, u,, na seguinte classe

C%([0,T); H}(0,1)) N L*(0,T; D(A)) N H*(0,T; L*(0, 1)),

e verifica
(), — (a(-)ung)z + 0()u, =0 em L*(0,7T;L*(0,1))
un(t,1) =0 te (0,7T)
un(t,0) =0 para0 < a <1 (3.30)
e te(0,7)
(aUpg)(t,0) =0 paral <a <2
L un(0,2) = ugn () z e (0,1).

Sendo assim, para todo m e n € N temos,
(= g, + () (Ume — Une))z + b(-) (Un — ) =0 em L2(0, 75 L*(0, 1))
(Up, — Up)(t,1) =0 te (0,7)
(un, — um)(t,0) =0 para 0 < a <1 (3.31)

¢ te(0,7)
(a(+)(Unzy — Umz))(£,0) =0 paral <a <2

\ (’LLn - um)((),a:) = <u0n - uOm)(x) xr € (0, 1)

Compondo a primeira equagao de (3.31) com (u,, — uy,)(t), temos:

(=13, ) (1) (= ) () F(((@ ()b )z —(atna )2 ) (£), (tn—=1m) () +(() (tn =t ) (t), (U =1 )(t)) = 0.

Mas,

(((a()(wma = Una))a) (), (Un — un)(t)) = /0 a(z)(tUnz — umz)2(t= z)dx
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a igualdade anterior vale em virtude da definicao do operador extensao A.

Logo, temos:
1 1
335100 = w3+ [ @) s~ w2 = = [ bl = ot )
0 0
1 1
= ——|[un(t) — um(t)||3 +/ a(2) (Ung — Upme)2(t, v)dr < / b(2) (ty — U )?(t, 2)dx
0 0
1
= 5 Mun(t) = un(t)|3 +/0 a(@) (tne — Uma)*(t, 2)dz < [[Dlloo| (un — wm) ()5-
Integrando a ultima expressao acima de 0 a 7', tem-se
)= (D3 [ [ o), 20t < L0 O 101 [ a0

ou seja,

T 1
ln (T) — (T3 + / / 20(2) (st (8, )l
< [n(0) = i (0)2 + 2o / (||un<t>—um<t>|§+ / 2a<x><um—um>2<t,x>dx) dt Vit e[0.7)

Logo, pelo Lema de Gronwall para integrais, implica que

T 1
lun(T) — (T3 + / / 20(2) (tns — ttma )2 (1, @) dwdt < tny — wno| 22117
0 0

Da convergéncia de (3.29) e da desigualdade acima, resulta:

sup |[un(T) — um(T)||5 — 0 quando n e m — +o00
t€[0,T]

T
/ / a(7)|(tng — Uz )|*dzdt — 0 quando n e m — +o0,

ou seja, (uy,) e (\/auy,,) sdo sequéncias de Cauchy em C°([0, T]; L*(0,1)) e L*(0,T; L?(0, 1)),
respectivamente. Como os espagos C°([0,T]; L*(0,1)) e L*(0,T; L*(0,1)) sdo completos
segue que existem fungoes u € CY([0,77; L*(0,1)) e v € L*(0,T; L*(0,1)) tais que

u, — u em C°([0,7T7]; L*(0,1)) (3.32)
Va( Yy — v em L*(0,T; L*(0,1)). (3.33)

Note que da primeira convergéncia segue parte do que queremos provar para

garantir (i) da defini¢do anterior.
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De (3.32), (3.33) e da cadeia de imersoes
C°([0,T]; L*(0,1)) = L*(0, T L*(0,1)) < D'(0,T; L*(0,1)) < D'(0, T; D'(0,1)) (3.34)

conclui-se que

mum — muw em L2<07T; L2(O’ 1),

u, — uem L*(0,T;L*(0,1)) (3.35)
Va( e = v/a(u, em L*(0,T; L*(0,1)), (3.36)

e daf resulta que (u,,) é uma sequéncia de Cauchy em L?(0,T; H!(0,1)) e sendo tal espago

completo temos que existe n € L*(0,T; HL(0,1)) de modo que

u, —n em L*(0,T; H}(0,1)).
Como L*(0,T; H}(0,1)) < L?(0,T; L*(0,1)) segue que
u, — 1 em L*(0,T; L*(0,1)). (3.37)

De (3.35), (3.37) e da unicidade do limite em L?(0,T;L*(0,1)) tem-se que

n = u. Disto e de (3.36) conclui-se que
u € L*(0,T; H}(0,1)).
Portanto,
u e C°([0,T); L*(0,1)) N L*(0,T; H,(0,1))

o que prova que a condigao (i) da Defini¢ao 3.4 é satisfeita.

Provaremos, agora, que u satisfaz a condigao (ii) da defini¢ao citada anterior-

mente.

Consideremos u,, a tinica solugao de (3.1) associada ao dado inicial ug, € D(A)
que verifica (3.30). Sejam 0 € D(0,T) e ¢ € D(0,1). Compondo a primeira equagao de
(3.30) com 6y, obtemos:

(u;, = (a()upg)z + b(-)un, 0p) = 0 para todo 6 € D(0,T) e p € D(0,1) (3.38)

n
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na dualidade D'(0,7; D'(0,1)) x D(0,7; D'(0,1)).

Observe que

(ul),00) = —(uy,0'p) para todo 8 € D(0,T) e p € D(0,1).

Da expressao acima, de (3.35) e da cadeia de imersoes dada em (3.34) segue
que

(un, Op) = (', 0) (3-39)
para todo 8 € D(0,T) e ¢ € D(0,1).

De (3.36) e da cadeia de imersoes (3.34) segue que

mum — \/W-)ux em D'(0,7;D'(0,1)),

e dai

(Auy,, 0p) — (Au, 0p) (3.40)
para todo 6 € D(0,7) e ¢ € D(0,1).
Também,
(b(-)un, 0p) — (b(-)u, ) (3.41)
para todo # € D(0,T) e ¢ € D(0,1).
As convergéncias acima ocorrem na dualidade D'(0,7; D'(0,1))x D(0,7; D'(0,1)).

Assim, tomando o limite em (3.38) quando n — 400 e levando em conta as

convergeéncias acima (3.39),(3.40) e (3.41) obtemos:
(u' — Au+ b(-)u,0p) =0

na dualidade D'(0,7; D'(0,1)) x D(0,7T; D'(0,1)).

Mas, pela totalidade do conjunto
{0¢,0 € D(0,T),p € D(0,1)}
em D(0,7;D'(0,1)), vem que

(v — Au+b(-)u, ) =0
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para todo ¢ € D(0,7;D'(0,1)).
Entao
u' — Au+b(-)u=0em D'(0,T; D'(0,1)).
Como u € L*(0,T; H}(0,1)), temos que u(t) € HL(0,1) para quase todo t €
(0,T) e, portanto, Au(t) € [H}(0,1)]".
Afirmamos que [|Au(t)lo < cllv/a()uz(t)]l2 < ellu(®)]]o-
De fato, para todo v € H}(0,1), temos que
[{Au(t),v)* = [{(a(-)ua(t))s, v)]*
= [(Va()us(t). Va( o)
< Va() w131V al .3

< clu@®lzlvll,

ou seja,

[{(Au(t), v)] < cflu(®)lla]lv]la

assim para ||v||, # 0 implica que

[Au(t)]lor < cllu®)]a,

T T
| 1uzae < [ o
0 0

Au € L*(0,T;[HL(0,1)]).

e dai,

donde decorre que

De L%(0,T; L*(0,1)) < L*(0,T; [H(0,1)]") e do fato que b(-)u € L*(0,T; L*(0,1)),
segue que
u' — Au+b(.u) =0 em L*(0,T;[H}(0,1)]).
o que prova que a condigao (i) é satisfeita.
Resta-nos provar que a condigao inicial é verificada e que a solugao do problema

é Unica. De fato:
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Como
u, — u em C°([0,77]; L*(0,1))
tem-se que
1, (0) = u(0) em L*(0,1).
Por outro lado, ug, = u,(0) — ug em L*(0,1). Assim, da unicidade do limite
em L*(0,1) temos que ug = u(0) e portanto ug(z) = u(0, x).

A unicidade é provada de maneira analoga ao caso regular. O

3.3 Calculo da Energia

Nesta secao calcularemos a energia associada a solucao regular ou solucao

forte u do problema (3.1).

Seja ug € D(A). Entao, pelo Teorema 3.2, existe uma tnica solugao forte u do

problema (3.1). Da definigao de solugao forte tem-se que u(t) € D(A) para quase todo

t e [0,+00) e dz—y) = Au(t) quase sempre em L?(0,1), onde A é conforme definimos na

subsecao 3.1.2.

Compondo dqfi—(tt) = Au(t) com u(t) no espago L?*(0,1), obtemos:

(%u(t),u(t)) = (Au(t), u(?)).

Mas,

(Au(t),u(t)) = (Au(t),u(t)) + (Bu(t), u(t))
= /O(a(m)uz(t,x))ru(t,x)dx—/o b(x)u?(t, z)dx

1 1
= a(z)u,(t, z)u(t, )|y — / a(x)ul(t, z)dx — / b(x)u?(t, x)dw.
0 0
Nosso objetivo é mostrar que

a(x)u, (t, x)u(t, )5 = 0 (3.42)
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para tal dividiremos em casos, a saber, 0 < a<lel < a < 2.
1° caso: 0 < o < 1.
Mostraremos, inicialmente, que as fungoes em (3.42) estao definidas em 0 e 1.

J& provamos, no Capitulo 2, que u(t) € WH1(0,1) — C([0,1]), dessa maneira,
ficam bem definidas u(¢, 1) e u(t, 0). Pelo fato de u(t) € D(A) = {u(t) € HL(0,1); a(-)u.(t)
€ H'(0,1)} e da imersao H'(0,1) < C°([0,1]) segue que a(-)u,(t) € C°([0,1]) e dai de-

corre que a(-)u,(t,0) e a(-)u,(t, 1) também estao bem definidas.

Logo, podemos escrever (3.42) da seguinte forma,

a(D)ug(t, Du(t,1) — a(0)uy(t,0)u(t,0).

Mas, u(t,1) = u(t,0) = 0 quase sempre em [0, +00), 0 que mostra que (3.42)

é satisfeita para 0 < a < 1.
2° caso: 1 <« < 2.

Como no caso anterior mostraremos primeiro que as fungoes em (3.42) estao
bem definidas. Como, nesse caso, nao sabemos nada a respeito da u(0) tomaremos
0 < 0 < 1 e provaremos primeiramente que as funcoes estao bem definidas para x = 9 e

x =1, e depois analisaremos a situacao limite.

J& vimos na segao 2.1 que u(t) € Wh'(4,1) entdao u(t,1) e u(t,d) estdo bem
definidas, posto que, H'(5,1) < C([d,1]). Novamente, da imersao anterior e do fato de
u(t) € D(A) segue que a(-)u,(t) € C([4,1]) donde temos que a(-)u,(t,0) e a(-)ux(t,1)

também estao bem definidos.

Agora, seja 0 < § < 1. Temos que,

1

/O(a(x)uz(t,:c))zu(t,x)dx = (lsii% i (a(z)ug(t, z))u(t, z)d

= lim {a(ﬂn)ugc(zf,a:)u(zf,93)|§—/{S a(x)(uy(t, z))dx

§—0

= lima(as)ux(t,x)u(t,x)|(15—/0 a(x)(u(t, z))*dz.

§—0
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Mas,

lim a(x)u, (t, 2)u(t, z)|; = lim(a(1)u(t, Du(t,1) — a(0)us(t, d)u(t,d))

lim lim(
= a(l)uy(t, Du(t, 1) — lim a(8)uq (£, 6)u(t, o)
= a(uy(t, Du(t, 1) - lim a(8)u, (t,6) lim uft, 9)
= a(D)uy(t, Du(t, 1) — a(0)uy (¢, 0) lim u(t, )
= a()u.(t, Du(t, 1)

Como u(t,1) = 0, posto que u € H}(0,1) segue que (3.42) é satisfeita para

1<a<?2.

Portanto, concluimos que a solucao u satisfaz
1 1
EEHu(t)Hg = —/ a(x)ui(t,x)d:c—/ b(x)u?(t, x)dr quase sempre em [0, +00). (3.43)
0 0

Integrando a expressao acima de 0 a t; t # +00 vem que

1
s = 5~ [ [ atwtosaads - [ [ oiaets, eyivas

Definamos E,(t) = 3| lu(t)||3;t > 0 a energia associada a solugao u. Note que

de (3.43) concluimos que E,(t) é ndo crescente.

Agora, considere uy € L*(0,1). Pelo Teorema 3.5 da segao 3.2 temos que o
problema (3.1) admite uma tnica solucao fraca. Como as solucoes fracas sao limites de
solugoes fortes, segue que, dada uma solucao fraca existe uma sequéncia de solugoes fortes

que convergem para a solucao fraca u dada.

i )
lin lim L t 2 - t 2 mte|l

Logo, definamos E,(t) = 1|lu(t)||3;¢ > 0 como sendo a energia associada a

solucao fraca u, donde segue que
E,, (t) = E,(t) quando n — 400 e para t € [0, +00),

e dai decorre que a energia associada a solucao fraca é o limite de uma sequéncia de

energias associada a solucao forte e também que a energia da solugao fraca é nao-crescente.
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3.4 Decaimento Exponencial

Nesta se¢ao mostraremos que o problema de Cauchy (3.28) ou equivalente-

mente que o problema (3.1) decai com taxa exponencial.

Conforme vimos na secao 3.1.2 temos que A é gerador infinitesimal de um Cjy-

semigrupo de contragoes {S(t)}+>o. Logo, as solugoes do problema de Cauchy abstrato:

W) — Aut);  t>0
(3.44)
u(0) = ug
sao dadas por
u(t,z) = S(t)uo; t>0 (3.45)

Ainda, em virtude da teoria de semigrupos lineares segue que se uy € D(A)

entao a solugao u dada por (3.45) é solugao forte, ou seja, pertence a classe

C([0, 4+00); L*(0,1)) N C([0, +-00); D(A)).

Assim, a fim de obtermos decaimento com taxa exponencial através do acréscimo
de um termo de amortecimento friccional devemos primeiramente provar que o problema
(3.44) nao decai exponencialmente. Para tal usaremos o Teorema de Priiss. Logo, é
suficiente provarmos que uma das hipdteses do citado teorema nao se verifica. E o que
demonstraremos no proximo resultado para o caso 0 < a < 1. Paraocaso 1 < a < 2,

ainda precisa ser provado.

Proposicao 3.6. O problema (3.44) nao € exponencialmente estdvel quando o € (0, 1).

Demonstragao: Considere f € L?(0,1) tal que fol f(z)dz = 0. Suponha que exista
u € D(A) tal que Au = f. Logo, para cada s € (0, 1] temos:

/0 " Au(o)do = /0 ' f(o0)do.

Mas Au(o) = (au(0))s = = (au,) (o). Assim,

/Os di(aux)(a:)dx = (auy)(s) — (aug)(0).

T
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Observe que (au,)(s) e (au,)(0) estao bem definidos, pois au, € H*(0,1), uma
vez que, u € D(A) = M = {u € H(0,1);au, € H'(0,1)} e vale a imersao H'(0,1) —
C([0,1)).

Afirmamos que (au,)(0) = lim+(aux)(x) = 0. Note que tal afirmacao jé foi
z—0

provada na secao (2.2). Logo, temos:

(@u)(s) = [ flo)do
0
1 S

a(s)/o f(o)do 0<s<L

Integrando esta tltima identidade de 0 a x obtemos,

u(z) — u(0) = /0 % /0 " f(o)dods.

Como u € H(0,1) entdao u(0) = 0 = u(1). Logo, considerando z = 1 tem-se:

0:/01 5 /Osf(x)da:ds = /01 1ia%(sl_°‘)/osf(a)dads

= u($)

- o [t - [t [

 l-a 0 7)1, 0 ds J, dnd
1 1

= —1_a/0 s f(s)ds.

Escolhendo f(s) = —2s + 1 temos que f € L*(0,1) e

1
0

/01 f(s)ds = / (=254 1)ds = (—s* + )| = 0.

Mas,

I I
/ s'Tf(s)ds = / s'7(—2s 4+ 1)ds
0 0

11—« 11—«
1

_ 1 —2 3—all 2—a|l
B 1—04[3—048 |0+2—a8 o

- 1ia [3_—2a+2ia]
1
2-a)B-a)

Note que —m #0; a€]0,1).

Portanto, nao pode existir u € D(A) tal que Au = f, donde segue que A nao

¢ sobrejetor e dessa forma 0 & p(A). O
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Retornemos ao problema (3.1) a fim de provarmos o decaimento exponencial
do mesmo, ou seja, que existem constantes ¢ > 0 e v > 0 tal que para toda solugao do
problema (3.1) tem-se,

E(t) <ce ™E(0); t>0.

Note que para o caso @ = 0 ha o decaimento exponencial mesmo sem acres-

centar o termo de amortecimento, uma vez que é, em particular, a equacao do calor, ou

seja,
U — Uz = 0 em (0,1) x Ry (3.46)
De fato, compondo (3.46) com u(t) em L?*(0,1), temos:
(ue(t), u(t)) + (—taa(t), u(t)) = 0.

Note que os produtos internos estao bem definidos, pois w(t), —u,.(t), u(t) €
L?(0,1).

Mas,

1d
(o (t) u(t)) = 3 (03

e

(tsalt), u(t)) = /0 (b )ult, ) de
= u(t, x)u(t,z)]) — /01 ul(t, x)dx
= u,(t, Du(t,1) — u.(t,0)u(t,0) — /1 ul(t, v)dz.
0
Como u(t,1) =0 e u(t,0) = 0 para 0 < o < 1, segue que:
uz(t, Du(t, 1) — u,(t,0)u(t,0) = 0.
E dai,
Lo = - [ 2. <o
0

Como E,(t) = 3||u(t)||3;t > 0 a energia associada & solu¢do u. Assim,

d 1
GE) == [ (t)de =]}
0
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Observe, ainda, que para o caso @ = 0 temos que o espaco H!(0,1) coin-

cide com o espago Hi(0,1) e como estamos em dominios limitados podemos utilizar a
desigualdade de Poincaré, assim temos:

d

1
—FE,(t) < —=||ull?
ZE(t) < —|ul}

= SE) + B0 <0,

onde v = %; ¢ ¢ a constante de Poincaré.

Multiplicando a desigualdade acima pelo fator integrante €' teremos,

%Eu(t)evt +yE,(t)e <0

d
== (e"E,(t)) <0.

Integrando a desigualdade anterior de 0 a ¢t obtemos,
E,(t)e" — E,(0)e7 <0

= E,(t) < e "E,(0),

0 que prova o decaimento com taxa exponencial para o caso a = 0. Logo, por mais
forte razao, quando acrescentamos o termo de amortecimento linear também havera o
decaimento, e neste caso, dizemos que ha “over damping”.

Agora, provaremos que ha decaimento exponencial para 0 < o < 2. Para isso
nos inspiramos no trabalho de Cavalcanti e Oquendo [9]. Consideremos a funcao auxiliar

¢ € L>(0,1) definida da seguinte forma:
o(e) 24 seaca (1)
p(x) =0 ze€a'([0,3))

onde a funcéo a é a definida anteriormente, isto é, a(x) = z* e tal que ¢ satisfaz:

o(x) + b(z) > Vz e (0,1).

N

O proéximo resultado desempenha um papel fundamental para garantirmos a

taxa de decaimento.
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Proposicao 3.7. Seja ¢ a funcdo auxiliar definida anteriormente. Entdo para C' > 0 e

para todo u € H!(0,1) temos:
1 1
/ o(2)|u(z)Pdr < C/ a(x)ul(z)dx.
0 0

Antes de mostrarmos que proposi¢cao anterior é satisfeita, mostraremos que a
desigualdade de Poincaré é vilida, também, para fungdes que se anulam (no sentido do
trago) em apenas uma parte da fronteira I', conforme enuncia o préximo resultado, uma
vez que o utilizaremos para provar a Proposi¢ao 3.7. Para isso, consideremos (p,q) um

intervalo da reta com p e ¢ finitos e definamos o seguinte espaco

Hyy(p,q) = {u € H'(p,q);u(q) = 0}

que é um espago de Hilbert (ver demonstragao na pagina 102 de [1]) munido com a norma

induzida por H'(p, q).

Agora, consideremos a aplicacao v € Hp (p,q) — ||ul[3: (nq) ORdE
To

q
2
sy i = [
p

Temos que tal aplicacao define uma norma. Para isso basta mostrarmos que

p,q)’

2

d dz.

—U

dx

a primeira condi¢do de norma é satisfeita, ou seja, que |jul|3, ) = 0 se, e somente
N

o (P2

se, v = 0, uma vez que as demais condigdes sao satisfeitas, pois ||ul|%; (
To

.0) > 0 para
1 . o1 . o~
todo u € Hy, H)\UHH%O(RQ) = ’)\‘HUHH%O(RQ)’ basta utilizarmos a definicdo de norma
no espago Hfl‘o(p7 Q) € por fim a COIldi(;ENLO Hu + UHH%O(p,q) S ||u||Hll0(p,q) + HUHHllo(p,q) é
consequéncia da Proposicao 1.3 que é a Desigualdade de Minkowski.
Dessa forma, provemos a primeira condi¢io. Suponha que ||“tul|rzq = 0

entdo Lu = 0, logo u = ¢ onde ¢ é uma constante. Como u(g) = 0 e (p,q) ¢ convexo

segue que u = 0 em (p, q). Portanto, a aplicagdo acima define uma norma.

Lema 3.8. Seja (p, q) um intervalo da reta com p e q finitos. Entdo, existe uma constante
c >0, tal que

d
—u

; para todo u € H%O (p,q),
L?(p.q)

Hu”Lz(nq) <c

onde ¢ s6 depende de (p,q).
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Demonstracao: Se u = 0 nada temos a provar. Suponhamos entao que u # 0. Assim,

mostrar o desejado é equivalente a mostrar que existe co > 0 tal que

i (o)
dz \ [Jullz2p,q)

ou ainda, basta provarmos que existe ¢ > 0 tal que || %UHB(M) > cparatodou € Hy, (p,q)

Y

Co < ‘
L%(p,q)

com HUHLz(p’q) = 1.

Suponhamos o contrario, ou seja, que para cada n € N existe u,, € H%O (p,q)

1

Tomando o limite na desigualdade anterior quando n — +oco resulta que,

com ||up||2(p,q) = 1, mas
d

dx

1
< —. !
<- (3.47)

L2(p,q)

= 0. (3.48)
L?(p,q)
De (3.47) e do fato que ||un||2(p,q = 1; para todo n € N tem-se

2
1
<145 <2 (3.49)

lulor ) = ltal oy + H—u
i dr | 2.9

o que implica que {u,} é limitada no espaco topoldgico (H%O 2. 0), || - |11 (p,g)). Como
H{, (p,q) é Hilbert com a topologia induzida por H'(p,q) entao existe (u,) C (uy,) €
u € Hy, tal que

u, — uem Hy, (p,q). (3.50)

Sendo a aplicacdo u € Ht (p,q) — |-tu|| uma norma, ela é convexa e semi-

continua inferiormente (vide Observacao 1.19 ). Logo, de (3.48) e (3.50) obtemos:

d :
d—u < lim d—u“ =0
—+
Uollzpg  FTNET 2 ()
i [l - - i, = 14
assim ||-Lu L2(pg — V> € consequentemente, u = 0 posto que HUHH%O(,),Q) = || =l L2 (p,g)-

Por outro lado, em virtude da imersao H'(p, ¢) < L*(p, q) ser compacta, entao

de (3.49) apés a extracdo de uma subsequéncia, caso necesséario, obtemos:
2
u, — uem L*(p,q)

o que implica

lullz2g) = lll2g em L*(p, ).
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Como [|u, || r2(p,q) = 1 segue que |[u||r2(pq) = 1, 0 que é um absurdo, pois u = 0,

0 que prova o lema. O

Agora, demonstraremos a Proposicao 3.7.

Demonstracgao: Utilizaremos argumentos de densidade para provarmos o desejado.

Dessa forma, comegaremos provando que dado ¢ € C§°(0,1), temos:
[ civwpi < [ a@l
De fato:
[e@pere = [ s
0 supp ¢

gtgﬂ@wmm

AN

1
_nwmﬁwwwx

1
<l [, vAo)e

Note que podemos aplicar o Lema anterior, pois v € H%O(g, 1). Com efeito,
como ¥ € C§°(2,1) entdo ¢, 1, € C($,1) = L*(%,1). Também, ¢(z) = 0 quando z = 1.
Logo, v € H}, (2,1).

Agora, com o objetivo de mostrar que

el [ w2@ar <0 [ i
s 0
dividiremos em casos.
19 caso: a = 0.
Se a = 0 entdo a(z) = 1 para todo z € (§,1) C (0,1) e dessa forma nao hd
nada a mostrar.

2° caso: O < a < 1.

o

Neste caso temos que a(r) = z% entdo a,(r) = ax®' > 0 e daf a(z) é

crescente. Assim, para x € (g, 1) teremos:
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Logo,

el [ Vs = gl [ 5502

2 63
< el (5)
)

1 o
01/0 a(x)Y2(z)dr, onde ¢ = c||¢ls (5) :

a(z)y;()dz

M\H

IN

3° caso: a=1.

Sendo o = 1 entdo a(z) = x e portanto $ < a(z) < 1. Procedendo de maneira

analoga a realizada anteriormente, teremos:

1 1 5
el [ (oo < ca [ afa)(o)de, onde cs = el (3 )

Vale ressaltar que a constante ¢, é diferente da constante ¢;, uma vez que, «

estd fixado arbitrariamente.
4° caso: 1 < a < 2.

Observe que a,(r) = az® ! > 0 o que implica que a(z) é crescente. Logo,

() <oty

Agora, procedendo conforme o 2° caso obtemos:
1 1 2 @
el [ vt < o [ atopiteris, onde cs=clelle (3) -
E 0
Portanto, tomando C' = max{1, ¢, ¢z, c3} = c3 tem-se
1 1
/ o()Y?(z) < C’/ a(x)Yi(z)dr; € CP(0,1) e < a< 2.
0 0
Dado u € H}(0,1) entao como C5°(0,1) = H}(0,1) existe {1, tnen tal que
Y — u em HL(0,1) quando n — +o0,

ou seja,

-

2

1
(/ (|thn — ul® + |V athn, — ﬁux\z)dx) — 0 quando n — +00.
0
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Entao, em particular,

¥, — u em L*(0,1)

Va,, — au, em L*(0,1).

Logo, da ultima convergéncia e do fato que y/a(-) € L*(0, 1) segue que ath,, —
aug. Além disso, (¢(2))2¢, — (p(x))2u em L2(0,1). Com efeito:

-

No@)) b — (@) bull} = /| V(o — )2
_ A (@)t — ude
< Wﬂm[:wn—mwm

— 0
Assim, resulta,
1 1
/ o(r)u?(z)dr < C/ a(x)u(x)dr  para todo u € H(0,1)
0 0
o que prova o desejado. O

Tendo em vista o exposto acima estamos aptos a mostrar que a energia asso-
ciada a solu¢ao do problema (3.1) decai exponencialmente, para 0 < a < 2. De fato, ja

vimos na secao 3.3 do Capitulo 3 que:

GE0 == [ aarita)ds ~ [ sat(e s

Em virtude da propriedade da ¢ e da Proposicao 3.7 temos:
d 1
—E,(t) < ——/ 2(t,z)dx — / b(x)u?(t, x)dw
dt 0
1
= —M/ u?(t,z)dx, onde M = min {6’ 1}

< —7/0 “(t,2)da
= —YEu(t); v = Mo.
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Logo,
d
EEu(lt) +vE,(t) <0.

Multiplicando a desigualdade acima por €' obtemos,

d
%Eu(t)evt +yE,(t)e <0
d

= E(evtEu(t)) <0.

Integrando a desigualdade anterior de 0 a ¢ temos,

"B, (t) — e E,(0) <0

= E,(t) < e "E,(0).

o que prova o decaimento exponencial.

90

Observagao 3.9. Temos que v = MJ, onde M = min {%, 1} e0 <0 < 1. Analisando os

possiveis casos de M temos que: Se M =1 entao v =9 e d nao depende de u. Portanto,

passando o limite no decaimento associado a solugao forte, obtemos o decaimento para

solugio fraca. Caso M = &, onde C' = c[¢[l« (%)a;l < a < 2 ec éa constante de

Poincaré (que nao depende de u). Logo, v também nao dependerd de u, e dessa forma,

também obtemos o decaimento para solugao fraca.



CApPiTULO 4

O Problema Nao-Linear

Neste capitulo trataremos do Problema Nao-Linear,

(w — (a(-)uy), + b(-)g(u) = 0 em (0,1) x R,
u(t, 1) =0 em R,
u(t,0) =0 para 0 < o < 1 (4.1)
) (a(-)uz)(,0) =0 paral<a <2
| u(0,2) = ug(x) z€(0,1),

sendo o dado inicial uy € L*(0,1);a(z) = 2*,0 < a < 2;z € [0,1]. A fungao b € L>(0,1)
é tal que b(x) > by > 0 para todo z € (0, g); 0 < 0 < 1 e suponhamos que g satisfaz as
seguintes hipdteses:

(Hy) g é globalmente Lipschitz, ou seja,
lg(s1) — g(s2)| < k|s1 — so]; para todo s1,s2 € R,

para algum £k > 0.
(H3) g mondétona.

(Hs3) g(s)s > 0 para todo s € R.
Em outras palavras, a hipétese (H3) nos diz que g ndo muda de sinal.

Observe que como consequéncia de (Hy) e (Hs) temos que g(0) = 0.

4.1 Existéncia e Unicidade de Solucoes Classicas

Nesta secao estudaremos a existéncia e unicidade de solugao classica via Teoria

de Operadores Maximais Mondtonos. Para tal, relembremos alguns resultados:

91
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Seja H um espago de Hilbert sobre o corpo dos reais. Denotemos por (-, -) e |-,
respectivamente, o produto interno e a norma em H e consideremos A : D(A) C H — H

um operador linear nao limitado de H.

Definigao 4.1. Dizemos que A é um operador monétono se para todo v € D(A) tivermos

(Av,v) > 0.
E ainda, A € dito mazximal mondtono se, for mondtono e, além disso,
Im(I + A) = H, ou seja, para todo f € H, existe u € D(A) tal que u+ Au = f.
Considere o problema
@4 Au=Fu; em[0,7)
u(0) = ug
onde A é um operador maximal monétono e F : L?(0,1) — L?(0,1) é continua.

Para o problema (4.2) acima temos a seguinte defini¢ao:

Definigao 4.2. Se u € C([0,T]; L*(0,1)) satisfaz o problema (4.2), a solu¢io u é dita

solugao generalizada.

Se v e CL([0,T]; L*(0,1)) N C([0,T); D(A)), a solugdo de (4.2) é dita solugdo

classica.

Em ambos os casos, u satisfaz a equagao integral
t
u(t) = S(t)uo +/ S(t — s)F(u(s))ds.
0

O proximo resultado garante a existéncia e unicidade da solucao cléssica e

generalizada do problema (4.2).
Teorema 4.3. Seja F' : H — H wuma func¢ao localmente Lipschitz, ou seja, para todo

M > 0 eziste L > 0 tal que ||u||lg < M e ||v||lg < M implica que ||Fu—Fv|g < L|lu—v||g.

Entao, para todo ug € H existe u solu¢ao generalizada de (4.2) em [0,T] e

esta pode ser estendida em uma solu¢ao maximal sobre [0, Tpnaz) com

Tnax = +00 0U Ty < +00 € . lim ||u(t)||g = 400

max

Se ug € D(A), a solugao é cldssica.
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Demonstracao: Ver [2] O

Temos que o problema

[ w — (a(-)us)e +b(-)g(u) =0 em (0,1) x [0, Trnao)
u(t,1) =0
u(t,0) =0 para 0 < a < 1 (4.3)
) (a(-)u)(t,0) =0 paral<a <2
| u(0,2) = ug(x) z€(0,1),

¢ equivalente a -
‘(11_7; + Au= Fu; em [0, Taz)
(4.4)
u(0) = ug

onde Au = —(au,), e
F: L*0,1) — L?*0,1)
u = —=b(-)g(u).

Note que as condigdes de bordo do problema (4.1) foram incorporadas ao

dominio do operador A.

J& vimos que Au = (au,), é dissipativo entdo —Au = —(auy), = Au é
monoétono. Também, ji vimos que, A é gerador infinitesimal de um Cy-semigrupo de
contragoes em L?(0,1). Logo, A\ — A ¢ inversivel para todo A € R,. Tomando A =1 ¢
utilizando o fato que —A = A vem que I+ A é sobrejetivo, o que mostra que A é maximal.

Portanto, A é um operador maximal mondtono.

Mostremos, agora, que
F: L[*0,1) — L*0,1)
U = —b(-)g(u).

estd bem definida e é globalmente Lipschitz. Com efeito:

Que F estd bem definida é verdade, pois
1 1
/ Fulfde = / | = b()g(u)|2de
0 0
1
< bl / lg(w)Pde
1
ST / l9(u) — g(0)2dz

1
< ||bH§Ok2/ luf2dz < oo.
0
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Agora, sejam u,v € L*(0,1). Entao:

[Fu—Fol; = | =b(-)g(u) +b()g(v)ll3
1b()(g(w) = g(W))II3

1611219 (u) = g(v)lI3

(b5l = w1l

IANIN

Mlu—wvlz; M=k,

o que mostra que F' é globalmente Lipschitz.

Sendo F' globalmente Lipschitz entao F' é continua e localmente Lipschitz.

Logo, estamos nas hipéteses do Teorema 4.3 o que implica que u é solucao do problema

(4.4).
Portanto, para todo ug € L?*(0,1) existe u tal que
u € C([0, Trnaz); L*(0,1)).
Se ug € D(A) existe u tal que
u € CH([0, Thnazl; L2(0,1)) N C([0, Trnas); D(A)).
Agora, nosso objetivo é estender a solucao cléssica obtida anteriormente de 0
ao infinito.

Mostraremos, primeiramente, a dependéncia continua dos dados iniciais, e em
seguida, que se o dado inicial for nulo entao a solucao é nula, a fim de utilizarmos tais

fatos e mostrarmos que a solucao pode ser estendida. De fato:

Dependéncia continua dos dados iniciais: Sejam g, ug € D(A) entao existem

solugoes classicas;

u(t) = S(t)uo + /Ot S(t — s)F(u(s))ds, para todo t € [0, Tynaz)

u(t) = S(t)ug + /Ot S(t — s)F(u(s))ds, para todo t € [0, Thaz)-

que satisfazem o problema (4.3).
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Observe que

la(t) —u(@)ll; = HS(t)(ﬂo—uO)Jr/o S(t = s)(F(i(s)) — F(u(s)))ds|3

IN

2 (HS(t)(fLo — o)+l /O S(t = s)(F(als)) - F(U(S)))dSH%) :

Analisaremos, agora, as parcelas que compoem o lado direito da desigualdade.

Primeira Parcela: ||S(¢)(@o — uo)||* < ||to — wol|3, pois S(t) é semigrupo de

contracoes.

Segunda parcela:

2

/0 S(t — )[F(a(s)) — Flu(s))]ds

2

< ( Ot 18 — 5)[—b()g(ii(s)) + b<->g<u<s>>}|2ds)2

< ( Ot | = b()g(di(s) + b >g<u<s>>|2ds)2

- ( Ot 1bC) (g (a(s) — g<u<s>>>|2ds)2

< [( / t 12ds>% ( / (e (o(a(s)) — g<u<s>>>|%ds) ] 2

; ( b(2) (g (a(s)) - g<u<s>>>|3ds)

IN

0
T / lo(a(s)) — glus))|3ds

IN

t
T[b]2, 2 / la(s) — u(s)2ds, onde T < Tynas.
0
Logo,

t
() — u(®)lz < 2llto — uoll3 + 0/ li(s) — u(s)ll2ds, onde ¢ = 2T'||b||2 k.
0

Aplicando o Lema de Gronwall para integrais temos,

la(t) — ()} < 2lldo — uollZe /o 14
= 2|z — uolf3¢”

< 2|t — ugl|3e;t < T, onde T é fixado .

Portanto, para dados iniciais préximos temos solugoes préximas, ou seja, ha

dependéncia continua dos dados inicias.
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Mostraremos, agora, que se o dado inicial é nulo entao a solucao do problema

(4.3) é nula. Com efeito, seja ug = 0 entao,
t
u(t) = / S(t — s)F(u(s))ds.
0
Logo,

ol = | [ ste=ratsnas

2

< / 15t — $)F(u(s)) ds
< / | (u(s)) |ds. (4.5)

Note que F(0) =0, pois F(0)=—b(z)g(0) e ¢g(0)=0. Logo, podemos

reescrever (4.5) da seguinte forma:
t
e < [ 1F((s) = ) ads
t
< k:/ ||u(s)]|2ds.
0

Aplicando o Lema de Gronwall para integrais temos,
u(t)|l2 < 0.eUs 149 = o
o que implica que ||u(t)|| = 0 e portanto u(t) = 0.

Do exposto acima estamos aptos a estender a solucao classica de 0 ao infinito.
De fato: Se T, =+0oo nada temos a fazer. Suponhamos, por contradicao que,
Trae < 00. Entao,

la()]l2 < e ol

Tomando o limite quando ¢t — T},,. segue que

lim [Ja(t)]l2 < e liglls < oo
t—Tmaz

absurdo. Logo, a solugao cldssica pode ser estendida de [0, 400).

Resta-nos provar a unicidade da solugao classica. Com efeito, sejam u e v

solugdes classicas do problema (4.1). Da dependéncia continua segue que
lu(t) = v(@)]5 < 2e [lug — uol3 = 0.

Logo, u(t) = v(t) para todo t € [0, +00). Portanto u = v.
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4.2 Existéncia e Unicidade de Solucoes (Generaliza-
das como limite de Solucoes Classicas

Nesta secao vamos provar a existéncia e unicidade de solugoes generalizadas

globais, como sendo o limite de solucoes cléssicas.
Seja uy € L*(0,1), entao existe uma solucao generalizada
t
u(t) = S(t)up + / S(t — s)F(u(s))ds; para todo t € [0, tm4z)
0
onde

F: L20,1) — L*0,1)
u —  =b(")g(u).

Como D(A) é denso em L?(0,1) existe (u,,) C D(A) tal que

Uy, — up em L*(0,1) quando p — +oo0. (4.6)

Logo, para cada p1 € N considere {u, } a sucessao de solugoes classicas associada

ao dado inicial u,9. Assim,
u,, € CY([0, Trnaz]; L(0,1)) N C([0, Thraz); D(A))

e u,, satisfaz,

(uy, — (a()(uw))w + b()g(u) =0 em (0,1) x (0, Tnac)
u,(t,1) =0 em (0, Tinaz)
u,(t,0) =0 para 0 < o < 1
) (a()u)2(t,0) =0 paral<a <2
| 0, (0, 2) = u0(x) z € (0,1).

Agora, observe que

2

lun(t) —u(®)3 = Hs<t><uuo—uO>+ | st 9o - Futslas

2

IN

2 (IIS(t)(uuo —uo)|5 + /0 S(t = s)[F(uu(s)) = F(u(s))]ds

)
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Procedendo conforme fizemos para obter o resultado de dependéncia continua

dos dados iniciais concluimos que,
t
() = w(®)lf3 < 2l — uollz + C/O lu, — ull3ds; ¢ = 2T[|bl[5 k"

Logo, pelo Lema de Gronwall para integrais temos,

() — w5 < 2[juu — uoll3e”;t < T, onde T é fixado,

donde decorre que

u, — u em L>(0,T; L*(0,1)) — L*(0,T; L*(0,1))
em virtude da convergéncia dada em (4.6), o que mostra a existéncia de solugoes
generalizadas como limite de solugoes classicas.
Para provarmos que a solucao generalizada pode ser estendida a todo o inter-

valo [0, +00), basta procedermos conforme fizemos na segao anterior quando estendemos

a solucao classica de 0 ao infinito.

Quanto a unicidade, segue de maneira analoga a realizada quando provamos a

unicidade da solugao classica.

4.3 Decaimento Exponencial

Nesta secao mostraremos que a energia associada ao problema com o termo de
amortecimento nao linear decai sob taxa exponencial. Para tal precisaremos acrescentar

hipéteses sobre a funcao g. A hipdtese que acrescentaremos sobre a g é:

ks* < g(s)s < k5%, paratodo s € R ek, k; > 0. (4.7)

De modo analogo ao realizado na secao 3.4 do Capitulo 3 temos que para o caso

a = 0 ha o decaimento exponencial mesmo sem acrescentar o termo de amortecimento nao
linear, posto que é, em particular, a equagao do calor em (0,1) x R;. Logo, acrescentando
o termo de amortecimento o mesmo decai sob taxa exponencial por mais forte razao,

ocorrendo o fenomeno conhecido como “over damping”.

Resta-nos mostrar que para 0 < o < 2 o problema com o termo de amorteci-

mento nao linear decai exponencialmente.
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Compondo a primeira equa¢ado do problema nao linear (4.1) com wu(t) em

L*(0,1), temos:
(ur(t), u(t)) = ((a(-)us)o (1), u(t)) + (b(-)g(u)(t), u(t)) = 0

Mas,

1
((a(-)uz)a(t), u(t)) = —/ a(z)us(t, v)d.
0
Assim, utilizando a Proposigao 3.7, a propriedade da ¢ e a hipétese adicional

da g, isto é, a desigualdade (4.7), segue que:

Sl = —/ a(2 )2 (t, :c)d:c—/o b(@)g(ult, 2))ult, )dx

< ——/ 2(t, ) dm—/olb(x)(kuz)(t,x)dx

= —5 i gp( Ju?(t, x)dx—k/olb(x)UQ(t,x)dx

< ¢ (/Ol(go(x)+b(x))u2(t,x)dx>, ondeézmin{%,k}
<

A 1
——6/ u?(t, r)dx
2 ),
= —vE,(t) onde v = é¢.

Logo,

d

Multiplicando a desigualdade acima por e obtemos,

d
aEu(zﬁ)ew +yE,(t)e <0

d
—("E,(t)) <0.
= (@ E,(1) <

Integrando a desigualdade anterior de 0 a ¢ temos,

t
/ j ("B, (s))ds <0 = e"E,(t)—e"E,(0)<0
s
= "E,(t) - E,(0)<0

= E,(t) <e "E,(0).

o que prova que de fato ha o decaimento exponencial.
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