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Resumo

Neste trabalho apresentamos um estudo sobre os teoremas de ponto fixo de
Krasnoselskii para cones em espacos de Banach e suas aplicagoes. A nossa principal
contribuicao é o estudo, utilizando os teoremas de Krasnoselskii, da existéncia de

solucoes positivas de problemas de contorno de quarta ordem do tipo

u' — M(fOL u? do)u” = f(x,u,u),

u(0) = u"(0) = u(L) =0, u"(L) = g(u'(L)),

onde M, f, g sao funcoes possivelmente nao lineares.



Abstract

In this dissertation we study the Krasnoselskii’s fixed point theorems to cones in
ordered Banach spaces and its applications. Our main contribution is the use of the
Krasnoselskii’s fixed point theorem in the search of positive solutions of the fourth

order boundary value problem

u' — M(fOL u? do)u” = f(x,u,u),

u(0) = u"(0) = u(L) =0, u"(L) = g(u'(L)),

where M, f, g are possibly nonlinear functions.
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Introducao

A teoria de pontos fixos é uma das ferramentas mais comuns na analise de problemas
nao lineares. A sua utilizacao no estudo de equacoes diferenciais e integrais é bem
conhecida e é tema central em diversos livros, como por exemplo, em Agarwal-

Meehan-O’Regan [2] ou Zeidler [14].

Apés a publicagao do livro de D. Guo e V. Lakshmikantham [8], sobre teoremas
de pontos fixos em cones de espagos de Banach, houve um grande progresso no estudo
de solucoes positivas para equacgoes diferenciais ordinérias de segunda ordem. Guo e
Lakshmikantham mostraram novas maneiras de construir cones de fungoes positivas

de forma a permitir a aplicagdo dos teoremas de ponto fixo de Krasnoselskii [9].

No Capitulo I estudamos os teoremas de ponto fixo de Banach, Brouwer e

Schauder. A apresentacao é baseado no livro de Agarwal, Meehan e O’Regan [2].

No Capitulo IT estudamos uma teoria de aplicagoes compactas essenciais (ver
Definigao 2.1.1), que em seguida é utilizada para provar a Alternativa de Leray-
Schauder e os teoremas de Krasnoselskii de compressao e expansao de cones em

espagos de Banach. Mais uma vez seguimos o texto [2].

No Capitulo IIT apresentamos duas aplicagoes da teoria desenvolvida no Capitulo
II. A primeira, mais simples, se refere ao problema de valor de contorno de quarta

ordem:

{ u”(z) = f(z,u(r)), 0<z<L,
u(0) = u(L) =u"(0) =u"(L) =0,

onde f: [0, L] x R — R é continua. A existéncia duas solugoes positivas é discutida

combinando os teoremas de Krasnoselskii e a Alternativa de Leray-Schauder.



A segunda aplicacao, apresentada na Secao 3.2, se refere a uma equagao de quarta

ordem envolvendo termos nao-locais e termos nao lineares em ' do tipo:
u(x) — M <fOL u'? dx) u'(x) = f(z,u(z),u(z)), 0<z<L,

com condicoes de fronteira nao lineares

onde f, g, M sao funcoes continuas. A existéncia de solugoes é provada com o uso

do teorema de Krasnoselskii em cones de funcoes positivas concavas.

Os resultados referente a Secao 3.2 sao originais e complementam os estudos

desenvolvidos em Bai e Wang [5] e Ma [12].



Capitulo 1

Preliminares

este capitulo, apresentaremos resultados e defini¢oes basicas que serao usadas nos
Nest tulo, t Itad definicoes b d
proximos capitulos, e também enunciaremos e demonstraremos alguns dos principais

teoremas de ponto fixo.

1.1 Definicoes Basicas

Defini¢ao 1.1.1 Diz-se que u : (a,b) — R € uma fun¢do escada quando existir
uma decomposicao D do intervalo (a,b), tal que u é constante em cada subintervalo
I, = (zg—1,21),k = 1,2,...,n, de D. A decomposi¢io D diz-se associada a fungdao

escada u, sendo claro que D nao € univocamente determinado para cada .

Definigao 1.1.2 Diz-se que uma fung¢dio u : (a,b) — R é mensurdvel quando u

for o limite quase sempre de uma sucessao de fungoes escada.

Definicao 1.1.3 Seja p um numero real tal que 1 < p < oo. Representaremos por
LP(a,b) a classe de todas as fungdes reais mensurdveis u definidas em (a,b) tais que

|ulP € integravel a Lebesque.



Como podemos ver em [15], os espagos LP(a, b) sdo espagos de Banach com a norma

ful = ( [ b o) v

Definicao 1.1.4 Um conjunto C é convexo, se dados dois pontos, entdao o segmento

que 0s une também estd contido em C', ou seja, se x,y € C' entdo

te + (1 —t)y € C para todo t € [0, 1].

Definicao 1.1.5 Dois espacos topologicos X eY sao ditos homeomor fos se existe

uma aplicacao bijetora f: X — Y tal que f e f~! sdo continuas.

Definicao 1.1.6 Dizemos que um espaco topologico X tem a propriedade do ponto

fixo se toda aplicacao continua f : X — X tem um ponto fizo.

Definigao 1.1.7 Um subconjunto A de um espaco de topologico X €é um retrato de
X, se existe uma aplicagdo continua v : X — A onde r(a) = a, para todo a € A.

A funcao r € chamada retracao.

Definigao 1.1.8 Dado A C R", uma fun¢ao continua f : A — R™ é dita de classe
C', se possui uma extensdo em um aberto contendo A, onde f € continuamente

diferencidvel.

Defini¢ao 1.1.9 Seja (X, d) um espaco métrico. Uma aplicagao F : X — X €

Lipschitiziana, se existe uma constante o > 0 tal que

d(F(x), F(y)) < ad(z,y) para todo z,y € X. (1.1)

Observacgao 1.1.10 Notemos que uma aplica¢ao Lipschitiziana é necessariamente
continua. A menor constante «, para o qual (1.1) ocorre € dita constante de Lipschitz
para F' e € denotada por L. Se L < 1 dizemos que F' é uma contrac¢dao, quando L =1,

dizemos que I € nao expansiva.



1.2 Teorema de Banach

Nesta secao trataremos de um dos mais conhecidos teoremas de ponto fixo o teorema

da contracao de Banach.

Teorema 1.2.1 (Teorema da contrag¢io de Banach) Sejam (X,d) um espa¢o mé-
trico completo e F' : X — X wuma contragao com constante Lipschitziana L. Entao

F tem um unico ponto fixo u € X. Além disso, para todo x € X temos

lim F"(z) = u,

n—oo

com
n

AF" (), 0) < T

d(z, F(x)).
Demonstragao: Primeiro mostraremos a unicidade do ponto fixo. Suponha que
existam x,y € X tais que z = F(z) e y = F(y). Entao

d(z,y) = d(F(z), F(y)) < Ld(z,y),

portanto d(z,y) = 0.
Para mostrar a existéncia do ponto fixo selecionamos z € X. Pimeiramente mostraremos

que {F"(z)} é uma seqiiéncia de Cauchy. Observemos que para n € {0,1,...}
d(F"(x), F"(2)) < Ld(F" *(z), F"(2)) < ... < L"d(x, F(x)).
Deste modo para m > n onde n € {0,1,2, ...},

d(F"(z), F™(z)) < d(F"(z), F" () + d(F"(2), F™ ()

o+ d(F™ N z), F™(x))

< L'd(x,F(x)) + ...+ L™ *d(x, F(x))
< L'd(z,F(z))1+ L+ L*+..]

Ln
= 1o Ld(w, F(x)).



Isto é, para m >n,n € {0,1,...},

n

A(F" (@), " (@) < 15

d(z, F(z)). (1.2)

Ou seja mostramos que {F™(z)} é uma seqiiéncia de Cauchy e sendo X completo,

existe u € X tal que lim F"(z) = u. Além disso, a continuidade de F' implica que

n—oo

uw=lim F"(z) = lim F(F"(z)) = F(u),

n—oo n—oo

portanto u é um ponto fixo de F. Finalmente fazendo m — oo em (1.2) obtemos

n

1-L

d(F"(z),u) < d(z, F(x)).

1.3 Teorema de Brouwer

Nosso proximo passo serda mostrar alguns resultados preliminares que serao impor-

tantes para a demonstracao do teorema de ponto fixo de Brouwer.

Teorema 1.3.1 Se X tem a propriedade do ponto firo e X € homeomorfo a Y,

entdo Y tem a propriedade do ponto fixo.

Demonstragao: Seja h: X — Y um homeomorfismo e seja g : Y — Y uma

aplicagao continua. Note que
htogoh: X — X,

é continua. Como X tem a propriedade do ponto fixo, entao existe xy € X tal que
h™ o goh(xzy) = 0.

Logo g(yo) = yo onde yo = h(x). O



Teorema 1.3.2 Se X tem a propriedade do ponto fixo, e A é um retrato de X,

entdo A tem a propriedade do ponto fixo.

Demonstracgao: Sejam f : A — A uma fungao continua, e r : X — A uma
retragao, notemos primeiramente que for : X — A C X é continua, e como X
tem a propriedade do ponto fixo, entao existe zo € X, tal que (for)(z) = x¢, agora
como (for)(zg) € A= a9 € A= r(x0) =20 = f(20) = T0. O
n
Apartir deste ponto denotaremos o produto interno (z,y) = Z T;Y;, € a norma

i=1
||| = <x,a:>% para x,y € R" a bola unitaria fechada B" := {z € R"; ||z|| < 1} e a

esfera unitdria S™ := {z € R"™; ||z|| = 1}.

Teorema 1.3.3 Sejam A um subconjunto compacto do R™, e f : A — R" uma
fungdo de classe C' sobre A. Entio existe constante L > 0 (constante de Lipschitz)

com || f(x) — f(y)|| < L||z — y|| para todo z,y € A .

Demonstracao: Da desigualdade do Valor Médio ( ver [17]), obtemos que

(@) = @)l < llz = il sup I1f"(tx + (1 = )y)ll,

entao sendo f é de classe C!, segue que f’ é limitada sobre A, donde concluimos o

resultado. O

Teorema 1.3.4 Sejam A C R" o fecho de um aberto conexo, e F': A — R™ uma
fungdo de classe C' sobre A. Entao existe intervalo (—¢,€), para algum & > 0, no
qual a fungdo ¢ : t —— vol(f;(A)) € um polindmio de grau menor igual a n, aqui
fi : A — R™ é dada por f;(x) = x+tF(x), e vol refere-se ao volume n-dimensional

de Lebesgue.

Demonstragao: Ver [7] O



Definigao 1.3.5 Seja A C R". Uma fungao (campo vetorial) f: A — R™ € dita
reqular se

f(z) #0, para todo x € A,

e normada se

| f(x)|| =1, para todo x € A.

O campo f : 8" 1 — R" € tangente a S™ ' se

(z, f(x)) =0 para todo x € S™*.

Teorema 1.3.6 Seja ' : S"! — R"™ um campo vetorial normal de classe C!, e

tangente a S"L. Entao para t > 0 suficientemente pequeno tem-se:

£(S™ Y = (1+2)28™ ", onde f, : 2 —> x + tF(z).

Demonstragao: Consideremos

i

F*(x) = [Jof|F(—) para z € R"\{0},

]

1 3
A= R™ - < < -1
(rem]<a <)

1 1

Seja [t| < min{3, 1}, onde L ¢é a constante de Lipschtz para ™ sobre A (teorema

1.3.3). Fixemos z € S"!, e definimos G : A — R™ por
G(x) ==z —tF*(z).

Como ||[F(y)|| = 1,Vy € S ' e |t| < 3, entdo G(A) C A, de fato se w € G(A) =
Jz € A(logo & < ||z]| < %), tal que w = z — tF*(x), como

X

1 3
lwll =l =tz FGall < el + [tz < 1+ Sllell < 5,

]
de maneira andloga obtemos ||w|| > 1. Assim w € A, e portanto G : A — A é uma

contracao. De fato,
1G(z) = G|l = [t F*(x) = F*(y)|| < [¢[Lllz =yl < [lz =yl

8



Do teorema de Banach (teorema 1.2.1) segue que G possui ponto fixo oy € A, tal
que G(z9) = xg, entao

xo + tF*(xg) = z. (1.3)

Como z € S™ 1 entao (z,2) =1 e |[|[F(u)|| =1 para u € S e (v, F(v)) = 0 para

todo v € S"71, e da equagao (1.3), concluimos que
lzoll = (14 %)z,

substi-

Tomando y = Hi—” entdo y € S"!, da tltima igualdade temos zy = —L—,
(1+t2)2

tuindo em (1.3) temos

y+tF(y) =(1+ t2)%z.
Assim para [t| < min{3, 1}, e z € S"! existe y € S"7! tal que
fily) = (148222,

Consequientemente

f(S™) D (1+¢7)8m

Para provar a outra inclusao basta observar que todo v = (1 + t2)’% fi(u) pertence

a S"! para todo u € S"°!, entdo

flu) = (1+ )20 € (14 2)25" 1,

Teorema 1.3.7 Seja k € {1,2,...}, entdo ndo eziste um campo vetorial normado

de classe C' tangente a S?*.

Demonstracao: Se existe campo F de classe C! tangente a S?*. Sejam a,b € R,
tais que, 0 < a < 1 < b, e estendemos F' por F™*, como no teorema 1.3.6, no dominio

A= {xr € R%a < ||z]]| < b}, sendo F tangente a S?* entdo F* é tangente a toda



esfera concéntrica contida em A. Tomando fi(x) := x + tF*(z) no teorema 1.3.6,

tem-se
fi(A) = (1+1%)7 A,
para t > 0 suficientemente pequeno. Conseqiientemente

2k+1

2 Vol(A).

Vol(fi(A) = (1+£)

Agora (1 + tQ)% nao ¢ um polinomio. O que contradiz o teorema 1.3.4, logo nao

existe tal campo. O

Teorema 1.3.8 Seja k € {1,2,...}, entdo nao existe campo vetorial continuo e

reqular sobre SF.

Demonstragao: Se existe campo F' nas hipdteses acima, entao F'(x) # 0 para todo

x € S% logo estd definido
m = min{||F(z)||;x € S*} > 0,

pois F' é continua e S?* é compacto, do teorema da aproximacao de Weierstrass (ver
[16]) (aplicado a cada componente de F'). Logo existe campo vetorial P : S?* —
R2*+1 tal que

IP(z) — F(z)| < % para todo = € S,

onde cada componente de P é um polinémio. Assim o campo P é de classe C* e P

é regular, pois
1P ()| = [[F(x)]] = [[P(z) — F(x)]| > % para todo x € 5.
Definimos o campo () por

Q(z) := P(z) — (P(x),x) z, para cada = € S**.

10



Logo @ ¢ de classe C™ e @) é tangente a S?*, note também que para cada z € S?

temos

Q)| = [|P()]| - Q)]

> 5~ [(P@).),
= 5 - {P@) - F(2).2)|
> 5= P@) ~ F@)]| >0

Assim o campo Hg—” contradiz o teorema 1.3.7, e portanto nao existe campo continuo

e tangente regular sobre S2* O

Antes de demonstrarmos o teorema de Brouwer faremos algumas observagoes.
Podemos identificar R” como um subspago do R"™!, onde cada ponto x = (z1, ..., x,,) €
R" com x = (z1, ..., 7,,0) € R"". Assim todo ponto do R™*! pode ser representado
por (x,2,41) com z € R" e x,,1 € R.

A esfera unitaria S C R™*! pode ser dividida em dois hemisférios, o superior
S-i-n = {(xaxn-i-l) € Sn;xn-i-l > O},

e o inferior

S i={(x,wpt1) € 8™ @41 < 0}
A esfera unitéaria do R™1
Srhi=8."ns_",
é o equador de S. Sejam e, := (0,...,0,1) o pdlo norte, e —e, 1 := (0,...,0,—1) o
pélo sul. A projecao estereogréfica (de e, ; para S™) é a plicagao S, : R* — S™

definida por
2l —1
5.0 = ( ,
L+ ][> 1+ [l

Esta funcao é de classe C*, e transforma B™ em S_". Além disso S, (z) =z Vz €

),V:EER"

Sn=1 c S™. Definimos a projecao estereografica S_ (de —e, 1 para S™) por

2x 1— HxH2
S = VY € R".
(=) (1+ [P T+ alE) ™

11



Teorema 1.3.9 (Teorema do Ponto Fizo de Brouwer) A bola fechada unitdria B™,

no R™, tem a propriedade do ponto fizo.

Demonstragao: Primeiramente provaremos para n = 2k. Se existe uma fungao
continua f : B?* — B?* que ndo possui ponto fixo, entdo definimos o campo
vetorial

G(x) =z — f(x).

Imediatamente G é regular sobre B, e para todo z € S**~! tem-se
(G(z),2) =1—{(x, f(x)) >0,V z €S

Agora seja F : B** — B?* definida por

Pla) =z — <1:$—”‘;|(|;>> F(x).

Note que F estd bem definida. Se F(r) = 0, para z € B?* entdo 0,z e f(z) sdo
colineares, e portanto

(@, f(2)) & = ||z f(2). (1.4)
Logo para x € B?* | tal que F(x) = 0 concluimos que z = f(z). Do que foi assumido
F ¢ regular sobre B% e é claro que F(r) =z se x € S*~L.
Para todo z € B? | consideremos o conjunto {z +tF(z);t € [0,1]}. A imagem deste
conjunto por S, é um arco diferencial com ponto inicial sobre S_%*. Definimos o

campo de vetores T_ sobre S_2* por
d
) = {gSeetro)} i

2
T Taee

para y = Sy(x) € S_?*. E facil ver que T_ é regular, continua e tangente a S_2*.

L+ [J2]*)F(z) — 2 (2, F(2)) 2,2 (z, F(2))),

Além disso, F(x) = z para cada z € S~ implica que T_(y) = e, 41 paray € S%*~1.

Definimos o campo de vetores T, sobre S, 2" por

R LI
2 2
- e P e 0 el P2 (),

12



para y = S_(z) € S,
E imediato que T, (y) = T_(y) para todo y € S?~1.

Assim para y € S?*, seja

T_(y), paraye S,
T =
(@) { T (y), paraye S

Entao T é um campo de vetores continuo, regular e tangente a S?*, o que contradiz
o teorema 1.3.8, logo f tem ponto fixo e concluimos a prova para n = 2k.

Se B™ = B?~1 ¢ suficiente observarmos que a aplicacdo continua
f . BZkfl _ BQkfl
pode ser extendida a g : B* — B?*_ definindo

gz, o) = (f(2),0).

Assim g é continua, e do primeiro caso, possui ponto fixo (zg,z2;°). Entao xy é

ponto fixo de f. O

Sera facil provarmos uma generalizacao do teorema 1.3.9, mas para isto serao

necessarios os seguintes resultados.

Teorema 1.3.10 (Projecio sobre um convexo fechado) Sejam H um espago de
Hilbert, K C H um convexo, fechado e ndao vazio. Entao para toda f € H ez-

iste unico u € K tal que
If = ull = min | f — ] (1.5)

Ainda mais, u se caracteriza por

ue K
{(f—uw—u>§0 YweK - (1.6)

Escrevemos u = Py f = projecao de f sobre k.

Demonstragao: Ver [6]. O

13



Proposicao 1.3.11 Nas mesmas hipoteses do teorema anterior se verifica

|Pefi — Pefoll < lfi—Ffoll Vhi, fo€ H.

Demonstracao: Pondo u; = Py f; e uy = Pk fo resulta da equagao (1.5) e (1.6)
do teorema 1.3.10

(fi—u,v—u) <0 WVweK (1.7)
(fo—ug,v—wug) <0 YvekK (1.8)

Subistituindo na equacao (1.7) v por uy e v por u; na equagao (1.8), somando
concluimos que

lur — ugll® < (f1 — fa,ur — ug).

Por conseqiiéncia ||u; — us|| < ||f1 — fal- O

Teorema 1.3.12 Todo conjunto C' C R™ fechado, convero e nao vazio é uma re-

tracao do R™.

Demonstragao: Considerando a aplicacao definida no teorema 1.3.10
P.:R"— C,

que pela proposicao 1.3.11 é continua, e é imediatamente uma retragao. O

Teorema 1.3.13 Todo conjunto C' C R™ convezo, fechado, limitado e ndo vazio

tem a propriedade do ponto fixo.

Demonstracgao: Observamos que C' é subconjunto de alguma bola B* C R", sendo
B"™ e B* homeomorfas, dos teoremas 1.3.1 e 1.3.9 segue que B* tem a propriedade
do ponto fixo. O teorema 1.3.12 implica que C' é uma retracao de B* e do teorema

1.3.2 obtemos que C' tem a propriedade do ponto fixo. O

14



Observacgao 1.3.14 Do resultado acima concluimos que todo subconjunto convezo,
fechado, limitado e nao vazio, de um espaco vetorial normado X isomorfo ao R"

com n = dimX, tem a propriedade do ponto fizo.

1.4 Teorema de Schauder

Queremos estender o teorema de Brouwer para espacos de dimensao infinita. Antes,

observemos o seguinte exemplo:

Exemplo 1.4.1 Seja

[o¢]
Iy = {a: = (1,22, ) 2l = Y i < oo} ,
=1

B :={z e ly|z| <1}

Definimos f : B — 0B C B, por

f(z) = (/1 —||z]]?, 1, 29, ...),

e é facil ver que f é continua, mas nao possui ponto fixo. Ou seja, em espagos de

dimensao infinita, serd necessario exigirmos mais hipdteses.

Definicao 1.4.2 Sejam X e Y espacos lineares normados. Uma funcao F': X —
Y é dita compacta se F(X) estd contido em algum subconjunto compacto de'Y . Uma
aplicagao compacta F' : X — Y € dita de dimensao finita, se F(X) estd contido

num espaco de dimensao finita de Y .

Nosso proximo passo serd estender o teorema Brouwer para aplicacoes compactas
sobre espacos lineares normados. Esta generalizacao é devida a Schauder. A princi-

pal idéia é aproximar aplicagoes compactas por aplicagoes com imagem de dimensao
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finita. Seja A = {ay,...,a,} um subconjunto finito de um espago linear normado

E = (E,|.|), e para € > 0 fixo, consideramos:

A. = Blaie) onde Blas,e) = {w € E: o —a]| < e}.

=1

Para cada i =1, ...,n, seja u; : A. — R a aplicacao dada por
pi(z) == maz{0,e — [z — as|}-

C'o(A) denotara o menor convexo que contém A.

Afirmamos que:

n n
Co(A)={ye E/y= Z)‘iai ondea, € Ae\;€Re Z)‘i =1}
i=1 =1

E imediato que Coo(A) é convexo. Vamos mostrar que C'o(A) é 0 menor convexo
que contém A. Supomos por absurdo que exista subconjunto convexo C' C F, tal
que A C C C Co(A) com C # Co(A). Entao existe o € Co(A) tal que a ¢ C.
Como a € Co(A), ele é uma combinac@o dos elementos de A. Devemos mostrar que
toda combinacao convexa de elementos do convexo C' pertencem a C', o que sera
feito por indugao: Consideremos {z1, ..., xx} um subconjunto finito de um convexo
qualquer. Se k = 0 ou k = 1 o resultado é 6bvio. Supomos véalido para k =m — 1,

e provaremos para k = m. Seja

r= M2+ ... + Az, tal que Z)\izle)\iZO, Vi=1,..,m.

=1

m—1
Se A\, = 1 o resultado segue, caso contrario E A; > 0, e entao vemos que
i=1

)\1 )\m—l
b=\l |0+t | oo | Tt
Z;Ll Ai Zinill Ai
pertence ao convexo C' por hipétese. Como z,, € C, entao sendo C' convexo

t6+ (1 —t)x, € C, Vtel0,1],
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m—1
considerando em particular t = E i, concluimos que
i=1

xr = )\11‘1 + ...+ )\mxm - C

Portanto C'o(A) é o menor convexo que contém A. O

Notemos que nestas condi¢oes Co(A) ¢é fechado. De fato, seja (5,)nen € Co(A)
com (3, — (. Devemos mostrar que 8 = Mz + ... + )\mxm € CO(A). Como
B = Alx1 + ... + A 2y, onde Z)\” =1, Vn, temos que JLIEOZ)\” Z)\ =1
e entdao € Co(A). -

A projecao de Schauder é a aplicagao P. : A, — C'o(A) definida por
> i Mi(T)a
> iy Hi()

Observemos que P.(x) é bem definida pois se x € A., entdo z € B(a — i,¢) para

P.(x) := para x € A..

algum i € {1,...,n} e portanto Zuz(az) # 0. Além disso P.(x) C Co(A), pois cada
i=1
P.(x) é uma combinagao convexa dos pontos aj, ..., Gy,.

Teorema 1.4.3 Sejam C' um subconjunto convero de um espago linear normado, e

A=A{ay,...,a,} C C. Se P. denota a proje¢ao de Schauder, entdo:

(i) P. € uma aplicagcdo continua e compacta de A. em Co(A) C C, e

(i1) ||z — P.(z)|| < € para todo x € A..

Demonstragao: (i) A continuidade é imediata, devemos mostrar a compacidade

seja {P-(zm)}o°_, uma seqiiéncia sobre P.(A.). Denotemos p(x Z”’
portanto
- 1i (@)
P.(xy,) = -
j i1 (xm)

Observemos que para cada m € {1,2,...},

[ (wm) ,Un(xM) n
b= (i o) <o
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assim by, € [0,1]", Vm. Entao existe uma subseqiiéncia b,,;, convergente (pois [0, 1]"
é compacto) e portanto P.(x,,;) é convergente. Portanto P. é compacta. Note que
usando, o mesmo raciocinio podemos provar que Co(A) é compacto.

(ii) Observemos que para cada x € A,

_ T _ N’(z)x o Z?:1 Mz(x)
le- Rl = |55 - 0

‘ ()

x)r — Zui(x)a
x—Zui(.’z)ai :L) Z,Uz a;)

< Zuz )iz - a—z||<—2uz

p(x)

1
p(z)

como p;(z) = 0 a menos que ||z — a;]| < €, obtemos o desejado. O

Nosso proximo resultado é conhecido como teorema da aproximacgao de Schauder.

Teorema 1.4.4 Seja C' um subconjunto convexo de um espaco linear normado E
e F: E — C uma aplicacao compacta e continua. Entao para cada € > 0, existe
conjunto finito A = {ay,...,a,} de F(E), e uma aplicacio continua de dimensdao

finita F. : E — C' com as sequintes propriedades:
(i) || F-(x) — F(x)| < € para todo x € E,

(i1) Fe(x) C Co(A) C C.

Demonstracao: Sendo F' compacta, entdo F(E) estd contido em algum sub-

conjunto compacto K de C, e portanto K é totalmente limitado. Assim existe
A={ay,...,a,} C F(F) tal que F(E) C A.. Seja P. : E — Co(A) a projegao de

Schauder, e definimos a aplicagao F. : E — C' por
F.(x):= P.(F(x)) paracadaze€ E.
Do teorema 1.4.3 segue o resultado. O

Antes de provarmos o teorema do ponto fixo de Schauder introduziremos uma

nogao de e-ponto fixo.
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Definicao 1.4.5 Seja D subconjunto de um espaco linear normado E, e F : D —
E uma aplicacdo. Se para todo € > 0, existe ponto d € D, tal que ||d — F(d)|| < ¢,

entao F' tem um e-ponto fizo.

Teorema 1.4.6 Seja D um subconjunto fechado de um espago linear normado F,
e F: D — FE uma aplicacio compacta e continua. Entao F' tem ponto fixo se, e

somente se, F' tem um e-ponto fizo .

Demonstragao: Primeiro assumimos que F' tem um e-ponto fixo para cada € > 0.
Agora para cada n € {1,2,...}, seja d,, um (%)—ponto fixo para F, isto é,

o~ Fd)] < = (1.9)

Sendo F' compacta, entdao F'(D) estd contido em algum subconjunto compacto K
de E, e portanto existe subseqiiéncia (d,,;)n,en de (dn)nen convergente, logo existe
r € K, tal que F(d,,) — z. Agora da equacdo (1.9) temos que d,, — =z, e
sendo D fechado, temos que z € D. Como F' é continua, de (1.9) concluimos que

x = F(x). A reciproca é imediata. O

Agora estamos prontos para provar o teorema de ponto fixo de Schauder.

Teorema 1.4.7 (Teorema de Ponto Fizo de Schauder) Seja C um subconjunto con-
vexo de um espaco linear normado E. Entao toda aplicacao continua e compacta

F : C — C possui ponto fizo.

Demonstragao: Do teorema 1.4.6 com D = (', é suficiente mostrar que F' tem um
e-ponto fixo, para todo € > 0. Fixemos € > 0, o teorema 1.4.4 garante a existéncia

de uma aplicacao de dimensao finita e continua F. : C' — C' tal que:

|Fe(z) — F(x)|| < e para todo = € C, (1.10)

F.(C) Cc Co(A) C C para cada conjunto finito A C C.
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Logo como Co(A) é fechado e limitado e F.(Co(A)) C Co(A). Aplicando o teorema
1.3.13 obtemos z. € Co(A), tal que z. = F.(z.). Além disso da equagao (1.10)
temos que

[Fe(ze) — F(ze)|| = [z — F(z:)[| <e.
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Capitulo 2

Teoremas de Krasnoselskii

Neste capitulo apresentamos os Teoremas de Compressao e de Expansao do
Cone de Krasnoselskii, segundo a referéncia [1] de R. P. Agarwal, M. Meehan e D.
O’Regan.

2.1 Aplicacoes Essenciais

Nesta se¢gdo mostraremos que a propriedade do ponto fixo (ou mais geral, ser essen-

cial) é invariante por homotopias, para aplica¢oes compactas.

Fixemos algumas notacdes. Denotaremos por K (U, C) o conjunto das aplicacdes
compactas e continuas F : U — C, onde U denota o fecho de U em C. O conjunto
das aplicacdes F € K (U,C), tais que x # F(x) para € OU, serd denotado por
Kou (U, C).

Definicao 2.1.1 Uma aplica¢io F € Koy (U, C) € essencial em Koy (U, C), se para
toda aplicacio G € Koy(U,C) com Gloy = Flou, eviste v € U tal que v = G(x).
Reciprocamente F € nao essencial em Koy (U, C), se eviste G € Koy (U, C) livre de

ponto fizo com G/oy = F/au.
Observagao 2.1.2 Se F € Ky (U, C) € essencial entdo F tem ponto fizo em U.
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Definicao 2.1.3 Duas aplicacées I e G pertencentes a Koy (U, C) sio homotépicas
em Koy (U, C), quando
F~Gem Ky,

ou seja, se existe aplicacio continua e compacta H : U x [0,1] — C tal que
Hy(\):=H(.,t): U — C pertence a Koyy(U,C) para cada t € [0,1], tal que H, = F
€ H1 =G.

Teorema 2.1.4 Sejam FE um espa¢o de Banach, C C E convezo e fechado e U um

aberto em C' e F,G € Koy(U,C). Se
x #tG(x) + (1 — t)F(x) para cada (z,t) € U x [0,1].

Entio F ~ G em Ky (U, O).

Demonstragao: Seja H : U x [0,1] — C definida por
H(z,t) :=tG(z) + (1 —t)F(v),

primeiro mostraremos que H é continua e compacta, a continuidade segue imediata-
mente, para mostrarmos a compacidade, consideramos {(x,,t,)}°>, uma seqiiéncia
em U X [0,1], sem perda de generalidade podemos assumir que existe t € [0, 1], tal

que lim t, = t, sendo F' e GG aplicagoes compactas, entao existem subseqiiéncias

n—oo

{(zn,)}32, de {(zn)}32, e u,v € C tais que:
F(zy,,) — v e G(z,,) — u quando n — 0.
Da convexidade de C' obtemos que
H(zp,, tn,) = tn,G(zp,) + (1 — t,, ) F(x,,) — tu+ (1 —t)v € C quando n — oo.
Portanto H é compacta. Além disso, sendo
xr #tG(x) + (1 — t)F(x) para todo (z,t) € OU x |0, 1],
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logo H ndo tem ponto fixo no U assim H; € Kay(U,C) para cada t € [0,1].

Finalmente como Hy = F e H; = G, portanto F' ~ G em Ky (U, C). ]

Nosso préximo resultado ird caracterizar as aplicagoes nao essenciais em Kyy (U, C)

em termos de homotopias.

Teorema 2.1.5 Sejam E um espaco de Banach, C subconjunto convexo e fechado

de E, U subconjunto aberto de C' e F € Kay(U,C). Entdo sdo equivalentes:
(i) F é ndo essencial em Ky (U, C),

(ii) Existe G € Koy(U, C) livre de ponto fizo com F ~ G em Kyy(U,C).

Demonstragao: (i) = (ii) Seja G € Koy (U, C) livre de ponto fixo tal que G|oy =

Floy. Supomos por absurdo que exista x € 9U e t € [0, 1] tal que:
r=1tG(x)+ (1 —t)F(z).
Logo, = G(r), o que é uma contradicdo pois G € Kyy(U,C). Assim
xr # tG(x) + (1 — t)F(x) para cada (z,t) € U x [0, 1].

Do teorema 2.1.4 segue que F' ~ G em Koy (U, ).
(i) = (i) Seja H : U x [0,1] — C uma aplicacdo continua e compacta, com

Hy =G e H; = F. Consideremos:
B:={r €U :x= H(x,t) para algum t € [0,1]}.

Se B = ¢ entdo para cada t € [0,1] temos que H; ndo tem ponto fixo no U, em
particular F ndo tem ponto fixo. Portanto F' é ndo essencial em Kyy(U,C). Se
B # ¢, a continuidade de H implica que B é fechado no U. Sendo B fechado e

BN oU = ¢ entao existe fungao continua

p:U —[0,1] com pu(0U) =1 e u(B) = 0.
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Definimos J : U — C por
J(x) = H(z, p(x)).
E imediato que J é continua e compacta ( pois J(U) ¢ H(U x [0,1])). Além disso,

J|ov = Flov, de fato se x € OU entao
J(x)=H(z,1) = F(x).

Finalmente, z # J(x) para € U, pois se x = J(x) para algum x € U, imediata-
mente € B e portanto u(z) = 0 (isto é, x = G(x)) uma contradi¢do. Conseqiien-
temente, J € Koy (U,C) com x # J(x) para x € U e J|oy = F|ay. Portanto F é

nio essencial em Kay (U, C). O

Nosso proximo resultado mostrara que a propriedade “ser essencial” é invariante

por homotopias para aplicacoes compactas.

Teorema 2.1.6 Sejam E um espaco de Banach, C' subconjunto fechado e convexo
de E, e U subconjunto aberto de C. Suponha que F e G sdo aplicagdes de Koy (U, C)
com F ~ G em Kay(U,C). Entio F ¢ essencial em Koy (U, C) se, e somente se, G

é essencial em Koy (U,C).

Demonstragao: Se F' ¢é nao essencial em Ky (U, C), o teorema 2.1.5 garante a
existéncia de T € Koy (U, C) livre de ponto fixo, com F ~ T em Kyy (U, C). Logo
T ~ G em Ky (U, C) e portanto do teorema 2.1.5, G é ndo essencial em Ky (U, C).
Simetricamente obtemos que F' é ndo essencial em Ky (U, C) se, e somente se, G é

ndo essencial em Kay (U, C). O

Teorema 2.1.7 Sejam E = (E,|| . ||) um espago de Banach, C um subconjunto de
E fechado e convexo, U um aberto em C. Suponha que F € Koy (U, C) € essencial
em Koy (U, C). Entdo eziste ¢ > 0 com as sequintes propriedades:

(i) Cada aplicacdo continua e compacta, G : U — C' satisfazendo

|F () — G(x)|| < € para todo x € AU, pertencente a Koy (U,C).

(i4)G (descrita em (i) é essencial em Koy(U,C).
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Demonstracao: Sendo F' : U — C uma aplicacio compacta, e livre de ponto fixo

no OU, entao existe £ > 0, tal que
|z — F(z)|| > € para todo x € 9U.
Se G : U — C satisfaz
|F(x) — G(x)| < e para todo x € OU,

entao

1G(z) = af| = [l — F(z)|| = |G(2) = F(2)[| > & - =0,

e portanto GG nao tem ponto fixo no OU. Aplicando o teorema 2.1.4 deduzimos

que F ~ G em Kpy(U,C). Assim o teorema 2.1.6 garante que G é essencial em

Ko (U, O). O

2.2 Alternativa de Leray-Schauder

O préximo resultado fornece um exemplo de aplicacdo essencial em Koy (U, C), que

sera particularmente 1til.

Teorema 2.2.1 Sejam E um espago de Banach, C' um subconjunto fechado e con-

vexo de E, U um subconjunto aberto de C e p € U. FEntao a aplicagao constante

F(U) = p € essencial em Kay(U,C).

Demonstragao: Seja G : U — C uma aplicacao continua e compacta com G|y =
Floy = p. Devemos mostrar que G tem ponto fixo em U. Seja J : C — C, dada

por

[ G(z), z€U,
J(z) = { D, v e C\U.
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E imediato que J é continua e compacta. O teorema de ponto fixo de Schauder 1.4.7
garante que J possui um ponto fixo z € C'. Logo x € U pois p € U. Conseqiiente-
mente z = J(x) = G(z) e portanto x é um ponto fixo de G. Assim F' é essencial em

KaU (U7 C) O

Com o auxilio do exemplo fornecido pelo teorema 2.2.1 provaremos a alternativa

de Leray-Schauder.

Teorema 2.2.2 Sejam E um espaco de Banach, C' um subconjunto de E fechado e
convezxo, U um subconjunto aberto de C' e p € U. Entao toda aplicagcdo continua e

compacta F : U — C tem no minimo wma das sequintes propriedades:
(A1) F tem ponto fizo no U, ou

(A2) Erxiste w € OU e A € (0,1) com u = AF(u) + (1 — \)p.

Demonstracao: Supomos que (A2) ndo ocorre e x # F(x) Va € U, seja
G : U — C, definida por G(x) = p Vax € U, e consideramos a aplicacdo continua

e compacta H : U x [0,1] — C que é a juncdo de F com G, dada por
H(z,t) :=tF(z)+ (1 —t)p.

Além disso, para cada t € [0,1] temos que = # H,(x), para todo x € 9U. Con-
seqiientemente, F' ~ G em Kyy(U,C). Agora o teorema 2.1.6 ¢ o teorema 2.2.1
implicam que F ¢ essencial em Kpy (U, C) e portanto existe x € U com = = F(x),

isto é, (A1) ocorre. O

2.3 Teoremas de Krasnoselskii

Nesta secao apresentamos o Teorema de Compressao e o de Expansao do Cone de

Krasnoselskii e algumas generalizagoes.
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Definicao 2.3.1 Seja E um espaco de Banach real. Um subconjunto convexo,
fechado e nao vazio P C E € dito um cone se este satifaz as sequintes condigoes:
(i) z € P, A\ >0, entao \x € P;

(i) x € P, —x € P, entio x = 0.
Todo cone P C E induz uma ordem em £ dada por

xr <y, se, esomentese, y—x¢€P.

Defini¢ao 2.3.2 Dizemos que a norma em E (||.|g : E — R) € crescente com

respeito a C', se para todos x,y € C valem as sequintes desigualdades:

[zl < {lz +yll e llyll < [lz +ylI

Teorema 2.3.3 Sejam E um espaco de Banach, C um subconjunto convezo e fechado
de E ndo vazio e r, R € R constantes com 0 < r < R. Suponha que F € K(Bg,C)
e assuma as sequintes condig¢oes:

(2.1) x # F(x) para x € S, U Sg,
(2.2) { F: B, — C, é ndo essencial em Kg (B,,C),

(2.3) F: Br — C ¢ essencial em K(Bg,C).

)

isto ¢ ,I'/5 ¢ ndo essencial em Kg, (B,,C).

Entao F tem no minimo um ponto firo em Q = {z;x € C er < ||z|| < R}.

Demonstragao: A condigdo (2.2) implica que existe § € K(Bg,C) com 0|5, = F|s,

e v = f(x) para todo x € B,. Definimos a aplicaciao ® : B, — C por

[ F@), r<ldl <R
@(@,_{ oz), 0 |l <r.

Notemos que ® € K(Bpg,C), e além disso, ® nio tem ponto fixo no B,, (sendo
F : B — C essencial em K (Bpg,C) entdo ® tem ponto fixo em Bp, portanto
r = ®(x), como §(z) ndo tem ponto fixo, a definicao da aplicacdo ® implica que

x = F(z), da condigao (2.1) concluimos que z € €. O
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Teorema 2.3.4 Sejam E um espaco de Banach, C' um subconjunto convezo e fechado
de E nao vazio e r, R € R constantes com 0 < r < R. Suponha que as sequintes

condicoes sao satifeitas:
N : Bgx — C' € uma aplicacdo continua e compacta

(2.4) com N(z,0) =0 para todo x € Bg, e tal que para cada
t € [0,1], nos temos que x # N(x,t) para todo x € Sg
(2.5) H : B,x — C ¢é uma aplicacio continua e compacta
' tal que para cada t € [0,1], nos temos x # H(x,t)Vr € S, ’
(26) H<'71)|§T :N('71)|§T7

(2.7) xr# H(x,0) Vzx € B,.

Entao N(.,1) tem ponto fizo em Q ={x;x € C er < |z|| < R}.

Demonstragao: Do teorema 2.2.1 obtemos que a aplicacao identicamente nula é
essencial em Kg (B,, (), isto juntamente com (2.4) (ou seja N é uma homotopia) e

o teorema 2.1.6 implicam que
(2.8) N(.,1): B — C é essencial em Kg,(Bg,C).

Além disso, (2.7) implica que H(.,0) é ndo essencial em Kg, (B,,C). Isto juntamente

com (2.5) e (2.6) e o Teorema 2.1.6 obtemos:
(2.9) N(.,1)=H(.,1): B, — C é nao essencial em Kg (B,,C)

Agora com N(.,1) no lugar de F' no teorema 2.3.3 entao (2.9) implica (2.2) e (2.8)
implica (2.3), de (2.4), (2.5) e (2.6) obtemos (2.1). Portanto o resultado segue do

teorema 2.3.3. O
Nosso préximo resultado é o Teorema de Compressao do Cone de Krasnoselskii.

Teorema 2.3.5 Sejam E um espaco de Banach, C um subconjunto convezo e fechado
de E ndo vazio e r, R € R constantes com 0 < r < R. Suponha que F € K(Bg,C)
e assuma que as sequites condigoes sao satisfeitas:

(2.10) x # AF(x) para A € [0,1) e x € S,

(2.11) exite v € C\{0} com,
' x # F(x) = év para todo 6 >0 e x € S,.

Entdo F possui ponto fizo no Q = {x;x € C er < |z| < R}.
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Demonstragao: Suponhamos que = # F/(x) para = € S, U Sk, escolhemos M > 0

tal que
|F(z)| <M Vx€B,.

Tomemos dy > 0 tal que

(2.12) 18] > M+r.

Sejam
N(,t):=tF(.)e H(.,t):= F(.)+ (1 — t)dgv.
Pretendemos aplicar o teorema 2.3.4, as condigoes (2.10) e (2.11) (com § = (1—t)dp),

implicam que (2.4) e (2.5) sdo satisfeitos. Além disso, (2.6) é verdadeiro desde que
N(z,1) = F(x) = H(z,1) para x € B,.

Finalmente, (2.12) implica que (2.7) é satisfeito, e o resultado segue do teorema

2.3.4. O

Antes de enunciarmos o proximo teorema, fixemos algumas notagoes:
Q={rc Bz <p; 059 :={zecE:|z|=p}
B, ={r:xeCel|z|<p} S,={z:xzeCelz|=np}

O Teorema de Compressao do Cone de Krasnoselskii ¢ mais conhecido na seguinte

forma:

Teorema 2.3.6 Sejam E = (E,||.||) um espaco de Banach, C C E um cone, e
seja ||.|| crescente com respeito a C. Além disso, sejam r, R € R constantes com
0 <7< R. Suponha que F : QrNC — C € uma aplicacdo continua e compacta e
assuma que as sequintes condi¢oes sao satisfeitas:

(2.13) |F(z)|| < ||z|| para todo x € 0OgQ2r N C,

(2.14) |F'(z)|| > ||z|| para todo x € 02, N C.

Entao F possui um ponto firo em C N{zx € E;r < ||z| < R}.
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Demonstracao: Note que (2.13) implica (2.10), de fato se existisse x € gl N C
com z = AF(z) com A € [0,1), entdo ||z| < ||F(z)|| o que contradiz (2.13), logo
(2.10) ocorre. Também (2.14) implica (2.11), de fato se existisse v € C\{0} com
r = F(z) 4 év para cada 6 > 0 e x € S,. Sendo ||.|| crescente com respeito a C, e

como dv € C' concluimos que:
]| = [[F(z) + vl = [|F(2)],

o que contradiz (2.14), logo (2.11) ocorre e o resultado segue do teorema 2.3.5 O

Teorema 2.3.7 Sejam E um espaco de Banach, C C E um cone. Além disso,
sejam r, R € R constantes com 0 < r < R. Suponha que F € K(Bg,C) e assuma

que as sequintes condi¢oes ocorrems:

(2.15) xr # F(z) para v € S, U Sk,

(2.16) { F: B, — C ¢é essencial em KST(ET,C)
isto € F|p,, € essencial em Kg, (B,,C). "’

(2.17) F: Br — C € ndo essencial em Kg,(Bg,O).

Entao F tem no minimo dois pontos fixos xo e x1, com xg € B, e x1 € Q ={z;z €

Cer<|z| <R}

Demonstragao: (2.16) implica que F' possui ponto fixo zy em B,. Seja 1 := F|g,
supomos que ¥ nao tem ponto fixo, o fato de que F : B — C é ndo essencial em
Ks,(Bg,C) implica que existe aplicagdo continua e compacta 6 : Bp — C com

Ols, = Fls, e x # F(z) parax € Bg. Fixemos p € (0,7) e consideramos a aplicacio

® dada por
(
£20(L2), 0 <[zl < p,
_ -pllal__((Bp)r—(Rr)lal
=1 momwoE?C o ) Pl
[ ¥(2), r< |zl < R.

Observe que ® : Br — C, e estd bem definida, e sendo p < ||z|| < r, entdo
(R —p)r — (B —r)|l«|
(r = p)l]l

rﬁ‘ ngR.
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Também ® : B — C' é uma aplicacio continua e compacta. Além disso,
q)‘SR = w’SR = F‘SR e q)‘ﬁ = w’ﬁ = F|§7
e portanto ¢ nao tem ponto fixo. Notando que

s, = Pls, = Fls,,

e sendo @ : B, — C uma aplicacio continua e compacta, da igualdade acima segue

que ® ndo possui ponto fixo no B,, o que contradiz (2.16). d

Nosso préoximo resultado é o Teorema de Expansao do Cone de Krasnoselkii.

Teorema 2.3.8 Sejam E um espaco de Banach, e C C E um cone. Além disso,
sejam r, R € R constantes, tais que 0 < r < R. Suponha que F € K(Bg,C), e
assuma que as sequintes condi¢oes ocorrems:

(2.18) r # AF(x) para A € [0,1) ex € 5,
(2.19) { existe v € C\{0} com

x # F(x) + v para qualquer § >0 e x € Sk.
Entdo F possui ponto fizo no Q={x:x € C er < |z < R}.

Demonstragao: Supomos x # F(x) para x € S, U Sg, caso contrario j& terfamos
o resultado. Aplicaremos o teorema 2.3.7. Para isto basta mostrarmos que as
condigbes (2.16) e (2.17) sao satisfeitas. De fato consideremos a homotopia H :

B, x [0,1] — C definida por:
H(z, \) == \F(z),

note que Hy = 0 e H; = F, e portanto sendo = # F'(x) sobre S,., obtemos Hy ~ H;
em Kg, (B,,C). Como Hy: B, — C é essencial em Kg (B,,C) (teorema 2.2.1), o
teorema 2.1.6 implica que F : B, — C é essencial em Kg (B,,C). Assim (2.16)

ocorre. Agora seja 6 > 0 tal que:
(2.20) |0ov|| > sup || F(z)||+R.
zeSR
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Consideremos a homotopia N : Bg x [0,1] — C definida por:
N(z,\) := F(x) + Adgv.

Note que N é uma aplicacao continua e compacta tal que Ny = F e Ny = F + dyv.

Entao como vale (2.19) temos:
(2.21) Ny ~ Ny em Kg, (Bg,C).
Note que (2.20) implica para A € [0,1] e € Sg,
|0ov + AF(x)]| > R = ||=]|.
Assim
(2.22) x # AF(x)+6pv se A € [0,1] e x € Sg.

Sejam G : Bg — (' a aplicacdo constante definida por G(x) = dyv, e a homotopia

J : Bp x [0,1] — C definida por:
J(x, ) = dov + AF(z).

Observe que J é uma aplicagdo continua e compacta, tal que Jo = G e J; = Ny,

logo de (2.22) resulta que:

(2.23) N, ~ G sobre Kg,(Bg,C).
Assim (2.21) e (2.23) implicam

(2.24) Ny ~ G em Kg,(Bg,O).

Portanto sendo G(x) = &yv para * € Bg e s € C\Bg, imediatamente G é nao
essencial em Kg,, (Bg,C), do teorema 2.1.6 obtemos que Ny = F' é ndo essencial em

Ks,(Bg,C), logo (2.17) se verifica. O

O teorema de expansao do cone de Krasnoselskii ¢ mais conhecido na seguinte

forma:
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Teorema 2.3.9 Sejam E = (E,|.||) um espagco de Banach, C C E um cone e
seja a ||.|| crescente com respeito a C. Além disso, sejam v, R € R constantes com
0 <r < R. Suponha que F : QpNC — C € continua e compacta, e assuma que
as sequintes condigoes ocorrem.:

(2.25) |E(x)|| > ||z|| para todo x € OgQr N C,

(2.26) |F(x)|| < ||z]| para todo x € 0gQ, NC.

Entao F possui ponto fixro em {x :z € C,r < ||z|| < R}.

Demonstracgao: O resultado segue do teorema 2.3.8, para isto basta observar que

(2.26) = (2.18). De fato, se x = AF'(x) para A € [0,1) e © € Sg, entao
0 < lzfl = M[E(@)[] < [|1F ()],

o que contradiz (2.26), e logo (2.18) ocorre. Temos também que (2.25) = (2.19).
De fato, se x = F(x) + dv para algum v € C\{0} e para cada d > 0 e x € Sg, sendo

||.|| crescente com respeito a C, e do fato de que dv € C para todo § > 0, obtemos:
]l = 1[F(z) + dvll > [[F'(2)],

o que contradiz (2.25), e logo (2.19) ocorre. O

Teorema 2.3.10 Sejam E = (E,||.||) um espaco de Banach, C C E um cone e

seja a ||.|| crescente com respeito a C. Além disso, sejam r, R € R constantes com

0 <r < R. Suponha que F : Qr N C — C ¢ continua e compacta, e assuma que

as sequintes condigoes ocorrem:

(2.27) x # F(x) para todo x € 02, N C,
(2.28) | F'(z)|| > ||z|| para todo x € OpQ2r N C,
(2.29) |F(2)|| < ||z|| para todo x € 02, N C.

Entdao F tem no minimo dois pontos fizos xg e x1, com xg € 2, NC e

x| € cn (QR\QT‘)
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Demonstracgao: Como (2.29) implica que
x#ANF(x), VA€ [0,1) e z € 02, NC,

da Alternativa de Leray-Schauder (teorema 2.2.2 com p = 0) concluimos que F
possui ponto fixo g € Q, N C. Assim de (2.27), 2o € Q, N C. Além disso o
teorema 2.3.9 implica que F' tem um ponto fixo z; € C' N (QE\2,). Assim de (2.27),
r1 € CN(QR\Q,). O

Observacao 2.3.11 Note que no teorema 2.3.10 o ponto fixo xy pode ser igual a
zero, no proximo teorema aumentaremos uma hipotese para obtermos dois pontos

fixos distintos e nao nulos.

Teorema 2.3.12 Sejam E = (E,|.||) um espa¢o de Banach, C C E um cone e
seja a ||.|| crescente com respeito a C. Além disso, sejam L,r, R € R constantes tais
que 0 < L < r < R. Suponha que F : Qp N C — C € uma aplicacio continua e
compacta, e assuma que as sequintes condigoes ocorrem:

(2.50) x # F(z) para todo x € 02, N C,

(2.51) |F'(z)|| > ||z|| para todo x € 0g€2r, N C,
(2.32) |F(x)|| < ||z]| para todo x € 0, NC,
(2.33) | F'(z)|| > ||z|| para todo x € 02 N C.

Entao F tem no minimo dois pontos fizos xog e x1 com xg € C' N (Q,\QL) e

rreCn (QR\QT)

Demonstracao: O resultado segue imediatamente dos teoremas (2.4) e (2.7). O
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Capitulo 3

Equacoes Diferenciais de Quarta
Ordem

3.1 Uma Equacao de Quarta Ordem Semilinear

Nesta se¢ao combinaremos a alternativa de Leray-Schauder (teorema 2.2.2) com o
teorema de compressdo e o de expanssao do cone de Krasnoselskii (2.3.6 e 2.3.9)
para encontrar uma ou mais solugoes positivas para a equacao de quarta ordem

semilinear:

(3.1)
onde f :[0,L] x R — R é continua.

Uma possivel solugao u de (3.1), serd uma fungao de Cy[0, L], entao trabalhare-

mos no espago de Banach E = Cy[0, L] com norma |ju||g = ||u]|e = rrfai(] lu(t)].
te[o,

Seja G : [0, L] — R a fungao de Green para o problema —w” = h com w(0) =

w(L) = 0, definida por:

Hlz) 0<t<z<L
— L =t
Agora G(z,t) possui as seguintes propriedades:
G(z,t) >0, Vx,t€|0,L]; G(x,t)>0, Va,te(0,L), (3.3)
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G(z,t) < G(t,t), V(x,t)€]0,L] x [0, L], (3.4)
G(z,t) > mG(t,t), Y(x,t) € [mL,(1 —m)L] x [0, L], (3.5)
onde 0 <m < %

De (3.2) para encontrar uma solugao de (3.1), é equivalente encontrar um ponto

fixo para o operador T' : E — E definido por:

Tu(z) = /0 /0 Gl Gt ) f (s, u(s))dsdt. (3.6)

O primeiro resultado desta segao nos fornece uma solugao geral (nao necessariamente

positiva) para o problema (3.1).

Teorema 3.1.1 Seja f:[0,L] x R — R continua. Suponha que eziste uma
constante p > 0, independente de A € (0,1), tal que ||u||g # p para toda v € E

solucao de

() = A /O /0 Gz, )Gt ) F (s, u(s))dsdt. (3.6)5

Entao (3.1) tem no minimo uma solugao u* € E, tal que ||[u*||g < p.

Demonstragao: E claro que uma solugao de (3.6), é uma solugao da equagao
u = ATu, onde T foi definido em (3.6), usando o teorema de Arzela-Ascoli(ver
[18]), vemos que T é continuo e completamente continuo. Agora de acordo com a
Alternativa de Leray-Schauder (teorema 2.2.2), com p =0, e U = {u € F; ||u||p <
p}, se u é uma solugao de (3.6),, entdo |lu||g # p, de onde otemos que (A2) nao

ocorre, assim temos que (A1) se verifica, e o resultado segue. O

Afim de tornar este texto mais claro, listaremos as condigoes que serao assumidas.

(K1) f é continua com

f(t,u) >0, V(t,u) €|0,L] xR.
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(K2) f(tu) <q)w(lul), V(. u)€[0,L] xR,
onde ¢, w sao continuas, w : [0,00) — [0,00) é nao decrescente e ¢ : [0, L] —

[0, 00).

(K3) Existe a > 0 tal que

a > dw(a),
onde
d= mil[%)l,)m/o /0 G(z,t)G(t, s)q(s)dsdt
(K4) flt,u) > 7(t)w(|ul), V(t,u) € [mL,(1 —m)L] x R — {0},

onde 7 : [mL, (1 —m)L] — (0,00) é continua.

(K5) Existe > 0, com 3 # a, tal que

(1-m)L pL
B < w(mﬁ)/L /0 G(o,t)G(t, s)T(s)dsdt,

onde o € [0, L] é definido por
(1-m

)L L (1—-m)L (L
/OG(J,t)G(t,S)T(s)dsdt: sup/ /OG(x,t)G(t,s)T(s)dsdt.

mL z€[0,L] JmL

(K6) Existe 5 > 0, com 3 # a, tal que a seguinte condigdo ocorre para
mp <z <3
(1-m)L /L
xr < w(m).m/ / G(o,t)G(t, s)T(s)dsdt.
0

mL

Nosso préoximo resultado usara o teorema 3.1.1 para provar a existéncia de uma

solucdo nao negativa para o problema (3.1).

Teorema 3.1.2 Se (K1)-(K3) ocorrem. Entao, (3.1) tem uma solu¢ao nao negativa

u* € E, tal que ||u*||g < a, isto €, 0 <u*(x) <a, x€]0,L].
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Demonstracao: Para aplicar o teorema (3.1.1), consideramos f* : [0, L] xR — R
definida por
frtu) = f(t Jul) V() € [0, L] X R.

E imediato que f* é continua.

Mostraremos que existe u € E positiva, tal que

:/0 /0 Gz, t)G(t, s) f*(s,u(s))dsdt, (3.7)

e assim da definigao de f* e de (K1) obteremos uma solucao para (3.1).

Para isto consideramos

)=\ /0 /0 Gl )G(t, ) f*(s, u(s))dsdt. (3.8)

onde A € (0,1). Seja u € E uma solu¢do qualquer de (3.8). Verificaremos que

|lul| g # o, agora de (3.3) e (K1) segue que
u(z) = )\/0 /0 Gz, t)G(t, s) f*(s,u(s))dsdt
= )\/0 /0 G(z,t)G(t,s)f(s, |u(s)|)dsdt > 0, Vx € [0,L].

Entao,

lu(z)| = u(x), Vtelo,L]. (3.9)

Aplicando (3.9),(K2) e (K3) sucessivamente, encontramos para cada z € [0, L],

u(t)] = u(t) < / / G, )G (t, 5)f (s, [u(s) ) dsdt

< / / Gl )G (t, 5)a(s)w(|us)|)dsdt
< / / (2, )G(t, 8)q(s)w(||u]| g)dsdt
< du(|ulle).

Entao

lulle < dw(]lullp)-
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Comparando com (K3), concluimos que ||ul|g # .
Agora do Teorema 3.1.1 segue que (3.7) tem uma solugdo u* € E com ||ul|g < a.

De (3.3), (K1) e (K2) segue que
w*(2)| = u*(z), xel0,L] e [up#a

E portanto segue da definigao da fungdo f* que u* é uma solucao de (3.1), com

|lut||le < a. O

No teorema 3.1.2 mostramos a existéncia de uma solucao nao negativa, a qual
poderia ser trivial, ou seja, nula. Nosso préximo resultado garante a existéncia de

uma solucao positiva.

Teorema 3.1.3 Se (K1)-(K5) ocorrem, entio (3.1) possui uma solug¢do positiva

u* € F tal que:

< < min (x) > < B
(@a<llule<pe  min  u(@)>masea<s

(b) B <|ullg <ae e in (z) > mp se f < a;

Demonstragao:  Aplicaremos o teorema de expansao ou o de compressao do
cone de Krasnoselskii (teorema 2.3.6 e 2.3.9). Para isto observemos que o operador
T : E — FE é completamente continuo.

Definimos um cone C' C E por

C= {u € Eyu(z) >0 Vxel0, L], e min  u(x) > mHuHE}
z€[mL,(1—-m)L]

mostraremos que 71" aplica C' em C. Seja u € C, observemos que de (3.3) e (K1)

obtemos:

Tu(x) = /OL /OL G(z,t)G(t,s)f(s,u(s))dsdt > 0, Vx € [0,L]. (3.10)

Agora usando (3.10) e (3.4), obtemos para = € [0, L] que

Tu(z)| = Tu(z //Gtt (t, 8)f (s, u(s))dsdt.



Isto implica
|ul|l g < / / (t,)G(t,s)f(s,u(s))dsdt. (3.11)

Aplicando (3.10),(K1),(3 (3.11), obtemos para cada = € [mL, (1 —m)L],

Tu(x) > /0 /0 mG(t,t)G(t, s)f(s,u(s))dsdt > m|Tul .

Assim,

min  Tu(z) > m||Tul|g. (3.12)

w€[mL,(1-m)L]
Tendo estabelecido (3.10) e (3.12), mostramos que T'(C') C C.
Para aplicarmos Krasnoselskii devemos mostrar que ocorrem
W) [Tulle < llulls, se ue Cellulls=a
(D[ Tullz > llullg, se v e Cellulls =0
De fato, seja u € C tal que ||lu|]|g = a. Usando (3.10), (K2) e (K3), obtemos para
todo t € [0, L],

|Tu(z)| = Tu(z) < /0/OG(x,t)G(t,s)q(s)w(|u(s)|)d5dt

< /0/0G(x,t)G(t,s)q(s)w(oz)dsdt
dw(«)

< a=||u|g.

Portanto obtemos (i).

Para provar (ii) tomemos u € C' com ||u||g = . Da definigdo de C' temos
mf =mllullp < |u(@)] < |lullp = B, Yz e lmL, (1 -m)L]. (3.13)

De (K4), (3.13) e (K5), obtemos o seguinte:

Tu(o)| = Tu(o) = /0 /0 G0, )Gt 5) (s, u(s))dsdt

v

(I-m)L L
/ L /0 G(o, )G (1, 5)f (s, uls))dsdt
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/0 G(o s)T(s)w(|u(s)|)dsdt

Y
s\
>—‘b<

o / G(o s)T(s)w(mB)dsdt

W%
T
h

Portanto ||Tul|g > ||u] g
Assim do teorema 2.3.6 (se a < [3), ou do teorema 2.3.9 (se a > [3), obtemos uma
solucao u* € C' com

min{a, 0} < [lu”|| < maz{a, B}

De (i) e (ii) segue que ||u*||g # « e ||u*||g # § e imediatamente (a) e (b) ocorrem.

O

Teorema 3.1.4 Se (K1)-(K4) e (K6) ocorrem. Entao, (3.1) uma solugdo positiva

u* € E tal que:

a) a < |lullg < (e min u*(z) > ma se a < 3;
(@a<luls<fe  min  w@) 5

b) B < < i “(x) > < ay
(b) B <|lullg O‘exe[mg}&rﬁmm“(“”) mp se f <

Demonstragao: A prova é analoga a do teorema 3.1.3, exceto em provar (ii) ou
seja que ||Tullg > ||ul|g para u € C com |ju||g = B, agora usando (K4), (3.13) e
(K6) obtemos

|Tu(o)| =Tu(o) = / / G(o,t)G(t,s)f(s,u(s))dsdt

(1-m)L
> / / G0, )Gt 5) (s, u(s))dsdt
m)L L
> / /0 G(o s)T(s)w(|u(s)|)dsdt
tmt |U(S)|
> G(o )7( dsdt
/mL /0 f(l ™ f o, )G, v)T(v)drdp
= B =|ule.
Portanto, ||Tu|lg > ||ul & O
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Teorema 3.1.5 Se (K1)-(K5) ocorrem com a < 3. Entao, (3.1) possui no minimo

duas solugoes ndo negativas u', u* € C,[0, L] tais que

0<|lut|| <a<]|u?||<fBe min u?(t) > ma
<l <a<ll<fe  min

Demonstragao: A existéncia de u', u® segue dos teoremas 3.1.2 e 3.1.3 item (a).0

3.2 Solucgoes Positivas de uma Equacao de Vigas
com Termo Nao Local

Nesta secao mostraremos a existéncia de uma solugao positiva para a equacao de
vigas termo nao local, via teorema de compressao do cone de Krasnoselskii (teorema

2.3.6). Consideramos a equagao de quarta ordem:

L
u™ () — M (/ u'2(m)dx) u'(z) = f(z,u(z),d'(x), 0<az<L, (3.14)
0

com condigoes de fronteira
w(0) = u"(0) = 0, (3.15)
u(L) = 0 e (L) = g(u(L)), (3.16)
onde f :[0,L] x R x R — R é uma fungao continua, g € C(R) e M € C(R™").
Antes de escrevermos a equacao integral, vamos reduzir a ordem do problema (3.14)-

(3.15)-(3.16), com a identificacao v = u” — M (||v/||3)u, concluimos que este problema

é equivalente ao par de sistemas:

W =M ul|% u+t v,

{ u(0) =<Hu(’L)): 0 (3.17)
v = flz,u,),

{ U(O) =0 U(L) = g(u’(L)) (318)
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Seja G a fungao de Green para o problema —w” = h, com w(0) = w(L) = 0, definida

por
z(L—t) 0<z<t<L
= L - - -
G(x,1) { t(LL—x) O<t<a<lL. (3.19)
Logo
L
w(x) = G(x,t)h(t)dt
0
Portanto concluimos de (3.17) e (3.18) que
L
u(t) = i —G(a, ) (M (|| [[2)u(t) +v(t))dt
onde

L t
o(t) = /0 ~Gi{t,5) (5, uls), v (9)ds + (0 (D).
Tivemos de adicionar o termo +g(u'(L)), por que v(t) = — fOL G(t,s)f(s,u(s),u(s))ds
vale somente quando v(0) = v(L) = 0.

Combinando u, v, podemos esperar encontrar uma solucao de (3.14)-(3.15)-(3.16) do

problema de ponto fixo:

t

rut) = [ Gt ([ Glt )G uts) o))~ MOWEyato) ~ Fotu() )
’ ’ (3.20)
Por causa do termo M (||u||3) na equacao equagao (3.14) devemos ter uma estimativa
primeiramente para u’ com a norma do L?(0, L). Poder{amos estudar a possibilidade
de pontos fixos do operador T'em H}(0, L). Mas neste caso, infelizmente nao pode-
mos estimar o bordo em termos de «/(0) e u/(L). Dois espagos de fungoes adequados
para nossa andlise, seriam C'[0, L] ou H?(0, L). Preferimos trabalhar no espago de
Banach:

E = Cy[0, L] N CY0, L], com anorma |[ul|g = ||u/]|s = 1%12(] [u/(¢)].
tel0,

Como estamos em busca de solugoes positivas supomos que f : [0, L] x RxR —
R é continua e f(s,uy,uz) > 0, para todo (s, uy,us) € [0, L] x [0, %ﬁ] x =0, 8], onde

B > 0 sera definido a seguir.
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Observacao 3.2.1 Notemos que a fungao h : [0, L] — R definida por
L
) = [ Gt.s)5.0.0)ds,
0

¢ uma solugdo do problema de Dirichlet —h" = f(.,0,0), com h(0) = h(L) = 0

Como f € nao negativa, temos que h € uma fun¢ao concava com h(t) > 0, Vt € [0, L]

Para aplicarmos Krasnoselskii assumiremos as seguintes condicoes sobre f:

f(s,0,0) < f(s,ui,uz), V(s,uy,uz) € [0,L] x [0, %ﬁ] x [0, 0], (3.21)

A
5 onde A>0ed > 0. (3.22)

max /L G(.,)f(5,0,0)ds
0

te[0,L]
Observacao 3.2.2 A funcdo h definida na observagao 3.2.1 € concava, e de (3.22),

a fungdo h tem a propriedade h(t) = 0 se, e somente se, t = 0 out = L. Assim
dado m € (0, 3) eziste a,, € (0,1) tal que

ht) > am?, vt € [Lm, L(1 — m)),

e se h(t) > a1§, Vt € [Lm, L(1 —m)] para algum ay € (0,1) entdo a; < ay,.

A observagao 3.2.2 implica que para m € (0, %) tem-se:

/L G(t,s)f(s,0,0)ds| > am? Vt € [Lm, (1 —m)L] (3.23)

Lema 3.2.3 Seu € E, entdo

l'1l3 < Liju/|I2- (3.24)

De fato

L L
|2 = / () Pds < |l |2 / ds = L|l/|..

Demonstracgao:
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Lema 3.2.4 Seu € FE, entao

L
lulloe < 5 [lulle- (3.25)

Demonstragao: Supomos por contradigao que (3.25) nao ocorre, entao existe
u € Eetye (0,L) tal que |u(to)| > L|julg. Do teorema do valor médio temos
t1 € (0,%0) e ta € (to, L) tal que

() = u(to)t; u(0) _ U(tZO)’ i (ty) = U(LL) - Z)(tO) _ 2u_(tl?o)

Entao se

|u(to)| _ 2Ju(to)]
L/2 L
[ulto)| _ 2[u(to)|

1mmplica |u
0= 2 ¢ 2= L/2 L

L
to< 5 implica |u'(t1)| >

Logo max{|u'(t1)], |t/ (t2)|} > [|©]|c0, O que é uma contradigao, assim concluimos a

demonstragao. O

Tendo em vista o estudo de solugoes positivas, consideremos o cone
C ={ueC"0,L];u(0) =u(L) =0 e ué concava }. (3.26)

Queremos encontrar um raio 3 > 0, tal que para toda funcio u € C N Q4 (onde

Qy = {u € B; |||l < B}), tem-se:

tute) = [ 6 ([ 6o 6)ds - I ute) - Lotu(L) )
> 0, Vzelo L]

Para isto é suficiente que

/0 G(t, S)f(S,U(SLU'(S))dS—M(HU’H%)U(??)—%Q(U'(L)) >0, vtelo,L], (3.27)

nosso proximo passo sera mostrar que

L
| Gtts) (s uto).al(s))ds = (' Bat) =
0
e em seguida assumiremos condigbes sobre g para que (3.27) ocorra.
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Lema 3.2.5 Suponha que f satisfaz as condigoes (3.21) e (3.22), e que:

M(s) <A, Vse {0, Lmin { ((Lanrz()s;, (?2;’3)22}] . (3.28)

Entao existe > 0 tal que para todo u € C, com ||u||g < 3, tem-se

/0 G(t,s)f(s,u(s),u'(s))ds — M(||u'||3)u(t) > 0, para todot € [0,L].  (3.29)

Demonstragao: Tomando 3 = min{ 2= 2%m

s, sl temos da equacdo (3.28) que

M([[W']3) < A, Yu € E tal que [ullp < 3.
Vamos provar (3.29). Se t € [Lm, (1 —m)L], de (3.21) , (3.22) e da observagao 3.2.2

obtemos

/0 G(t,s)f(s,u(s),u'(s))ds > am?, Yu € E eVt € [Lm, (1 —m)L].

Como ||ul|g < B, entdo [|ulle < L”"é”‘x’ < % < @ Assim Vt € [Lm, (1 —m)L]

concluimos:

Vv

Qo —<

)
A
M)

/0 G(t,s)f(s,u(s),u'(s))ds

v

> M(|lu'll3)u(),

donde resulta que (3.29) se verifica no intervalo [Lm, (1 — m)L].

Agoraset € [0, Lm], como ||u/[|o < 572 entdo segue do teorema do valor médio (ver
[16]), que Au(t) estd abaixo do segmento que passa por (0,0) e (Lm,a,,4). Como
fOL G(t,s)f(s,0,0)ds é uma funcao concava, de (3.23) resulta que esta aplicagao esté
acima deste segmento, e portanto (3.29) ocorre. De maneira andloga prova-se para

tel(1—m)L, L. O

Para garantirmos a existéncia de solucao, assumimos as seguintes hipéteses:

(H1)  Asumimos as condigoes (3.21), (3.22) e (3.28) impostas sobre f e M, e
que

< _ - =
9(s) <0, Vs €[=5,0], e max |g(s)] =7,
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onde [ foi definido no Lema 3.2.5, e b, ¢ sao constantes positivas com

L L 42
(L —t)t t
b = max {A Tdt7 ; ﬁdt .

A condicao de sinal aqui imposta sobre a funcao g, foi motivada por estarmos em
busca de uma solugao concava para o problema, entao esperamos que sua derivada

segunda seja negativa, e também sua derivada em L, dai a condi¢ao para o sinal da

g.
(H2) Existem constantes reais positivas a, d tais que
d L
fltw) <0 i) €[0.2]x 0,2 %[5,
com
a = max / / QG(L s)dsdt,/ / —G(t,s)dsdt » .
o Jo L o Jo L
(H3) As constantes ¢, d definidas em (H1) e (H2) respectivamente cumprem
c+d<1.

Observacgao 3.2.6 De (H1) e do lema 3.2.5 tem-se
Tu(xz) >0, Vo e|0,L], e (Tu)" <0,

para toda u € C' N Qg, assim o conjunto imagem T(C' N Qg) € formado por fungies

concavas.

Proposigao 3.2.7 Seu € E, e u é concava entao
[0 | oo = max{[u(0)], |u'(L)[}.
Demonstragao: De fato sendo v € C'[0, 1] uma aplicagao concava, logo u’ é de-

crescente no intervalo [0, L] e como u(0) = u(L) = 0, entao existe ¢ € [0, L] tal que

u'(c) =0 ( teorema do valor médio). Portanto
u'(z) > 0,Vx € [0,c] e, u'(z) <0,Vx € [, L]
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Logo

max |u'(z)| = 4/(0), max |u'(x)| = |/ (L)].
z€[0,c] z€le,L]
donde concluimos a afirmagcao. O

Lema 3.2.8 Se (H1) ocorre, entio existe ng € N, tal que para todo uw € C com

lullz = 55 tem-se [Tullg > |lu]s.

Demonstragao: Se para todo inteiro positivo n, com n > n; (onde n; € N e
nL1 < ) se verifica [|[Tullp # |lul|g, para toda u € E com |jul|p = &, segue que para
todo n > ny existe u, € C com |Ju,||p = 2 ¢ [|Tuy||p < ||unlg. Assim construimos
seqiiéncia (uy)p>n, em E, tal que u, — 0 quando n — oo, € T'u,, — 0 quando

n — 00, como T' é continua, terfamos 70 = 0, o que contradiz (H1), uma vez que

ol = |

Portanto existe ny € N tal que para todo u € C' com ||ul|p = niﬂ, tem-se || Tul|g >

/OL Gz, 1) (/OL G(t, 5) f(5,0,0)ds — %g(u'(L))) dtH

[e.9]

v

L L
/G’(;v,t)/ G(t,s)f(s,0,0)dsdtH > 0.
0 0

[e.9]

[l - o

Para garantirmos a existéncia de solucao positiva, aplicaremos o teorema 2.3.6.

Para simplificar a notagao denotaremos:

2t) = | G(t,s)f(s,uls),u'(s))ds — M(|[u'[l2)u(t) — g(u'(L)).
0 L

E imediato de (H1) e do lema 3.2.5 que z(t) > 0 para todo t € [0, L] e u € C' N Q.

Teorema 3.2.9 Se (H1) — (H2) — (H3) ocorrem entdo (3.14)-(3.15)-(3.16) tem

uma solugdo concava positiva u* € E, tal que nio < |lwr|lg < 8.

Demonstracao: Das condicoes assumidas para f, M e g temos que o operador T’

estd bem definido e é continuo. Do teorema de Arzela-Ascoli (ver [18]) segue que T
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é compacto. Aplicaremos o teorema de compressao do cone de Krasnoselskii para
mostrar que o operador 7" definido em (3.20) tem um ponto fixo em C. Do que foi
assumido em (H1), do lema 3.2.5 e da observagao 3.2.6 segue que T" aplica C'N ﬁg
em C. Da definigao de C' e da proposicao 3.2.7 obtemos que ||.|g é crescente com

respeito a C'. Devemos mostrar que:

(i) Vu € C com |lul]|g = @ implica ||Tul||g < S,

1 1
(17) Vu € C com |lul]|g = — implica ||Tullg > —.
o o
(i) Seja u € C com ||lu||g = [ entdo

|Tu||g = max
x€[0,L]

/O ’ 8wG(x,t)z(t)dt‘ .

Agora segue da Proposicao 3.2.7 que

Ly Lp—¢
Tu||p = max / —ztdt,/ ztdt,}.
rulls =wax{ [ Latoar, [ 20

Como u € C' e M(s) >0, Vse R, obtemos

A0 = [ Gt ul) ' (s)ds = Lo(u' (L)

Deste fato, de (H1), (H2) e (H3) tem-se:

L L d
||TU||E§maX{/O %(/0 G(t, )—6d +%?>

[ ([ oen o 1) o)

c (¢
<ﬁmax{ // tsdsdt—i—b/o ﬁdt,
d (¥ ("Lt c (T (L—1t)t
- ——G(t, s)dsdt + - dt
a/o /0 7 G(t,s)ds +b/0 I }
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< fldt+e) <
donde concluimos (i).

(ii) Segue do Lema 3.2.8.

E o resultado segue do teorema de compressao do cone de Krasnoselskii 2.3.6. O

3.2.1 Exemplo

Para mostramos que as condigoes (H1)-(H2)-(H3) assumidas para garantir a ex-
isténcia de solugao para o problema (3.14)-(3.15)-(3.16) s@o possiveis apresentamos

o seguinte exemplo:
Exemplo 3.2.10 Suponhamos que
L =1,

fltu,v) = 6t+2u? 4 20%

1
M(s) = g—i—s,
g(s) = 3s°
Logo
1
h(t):/ G(t,s)f(s,0,0)ds =t — ¢t
0
e entao
' V3 1 V3
tem[gf]/o G(t,s)f(s,0,0)ds 3 ( 3) 2 5
Tomemos

A=2 5=
3

Sabendo-se que

1
4
hC% = Z—%Z>Qw&



e observando que h € concava obtemos:

A 13
h(t) > 0,53, Vt € |:Z,Z:| R

e entao podemos considerar

N | —

I

Assim temos

!
B:min{%,T zﬁ.
rvelivel B
Como
1 1 1
b:max{/ (1—t)tdt,/ tht}:—
0 0 3
€

1l 11
a = max / / (1—-1)G(t, s)dsdt,/ / tG(t, s)dsdt p = l,
o Jo o Jo 24

as hipdteses (H1)-(H3) sao satisfeitas.

A hipdtese (H1) € satisfeita tomando ¢ = 1/3, pois g(s) <0, Vse[—(5,0] e

3
max [g(s)| = max [3s%| = £ = %
s€[—B,0] se[—¥L3 0] 3 b

A hipdtese (H2) € satisfeita tomando d = 1/2, pois

2 2
3 3 12
f(t,u,v)§6+2<%> +2<§> =64+ +2 <69

%:4\/§>6,9.

Entao

ftu,v) < %, V(t,u,v) € [0, 1] x [0,

A hipdtese (H3) € imediata, uma vez que

ct+d= -+

W =
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