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RESUMO

Neste trabalho, provamos a existéncia e unicidade de solucao e estabelecemos taxas
de decaimento uniforme para a energia associada a seguinte equacao de onda com dissipacao

nao-linear na fronteira

uy — Au = — fo(u) em € x (0,00),
0

o0 = —9(u) = i(w) em T x (0,00),
u=>0 em [’y x (0,00),
u(0) = u’ € Hp (), u(0) =u' € L*(Q2),

em que €2 C R™ é um dominio limitado com fronteira regular 92 = I'. Sendo I' = I'y U I'y,
I'y e I'; subconjuntos nao-vazios, fechados e disjuntos de I'. Denotamos por % a derivada

direcional na direcao do vetor normal unitario externo a I'.

Palavras-chave: Estabilizacao uniforme, Equacao de onda semilinear, Dissipacao nao linear

na fronteira.



ABSTRACT

In this work, we proved the existence and uniqueness of solution and stablished

uniform decay rates to the following wave equation with nonlinear boundary damping

uy — Au = — fo(u) in Q x (0,00),
0

a—z = —g(uw) — fi(u) on I'y x (0, 00),
u=0 on I'y x (0,00),
u(0) =u’ € H%O(Q), us(0) = ul € L*(Q),

where 2 C R" is a bounded domain with smooth boundary 02 = I'. In this case, I' = I'yUTy,
'y and I'; nonempty, closed and disjoint subsets of I'. We denote % the normal derivative

and v the unit outward normal field to I'.

Keywords: Uniform stabilization, Semilinear wave equation, Nonlinear boundary damping.
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INTRODUCAO

Neste trabalho apresentamos de maneira didatica e detalhada os resultados contidos
no artigo de Irena Lasiecka e Daniel Tataru [19]. Inicialmente, apresentamos os resultados

de existéncia e unicidade do problema

uy — Au = — fo(u) em Q x (0,00),

ou

POl —g(uy) — fi(u) em I't x (0,00), (0.1)
u=20 €1m I‘0 X (07 OO),

u(0) = u’ € Hy (), u(0) =u' € L*(),

utilizando dois métodos, a saber: o método de Faedo-Galerkin e a resolugao via Teoria dos
Semigrupos. A opcao de apresentar os dois métodos residiu no fato de criar a possibilidade
de compara-los no que concerne a eficiéncia bem como na sua compreensao. Enquanto o
primeiro método de resolucao é mais construtivo e mais simples no que se refere aos pré-
requisitos tedricos, torna-se evidente a necessidade de se exigir maior regularidade das fungoes
envolvidas. Por outro lado, de modo a utilizar a Teoria dos Semigrupos, torna-se necessaria
a familiaridade com a Teoria dos Operadores Mondtonos, o que implica no conhecimento de
uma ferramenta tedrica mais refinada. Neste contexto, usa-se fortemente os textos de Viorel
Barbu e R. Showalter, conforme [2] e [32], respectivamente. Em contraste com a vasta maioria
dos artigos escritos sobre este tema, o presente trabalho nao impoe hipétese alguma sobre o
comportamento na origem da fungao responsavel pela dissipagao, exceto no que diz respeito
a continuidade e monotonicidade. O artigo estudado foi o primeiro a estabelecer taxas de

decaimento uniforme 6timas para a energia associada ao sistema (0.1) sem que se imponha
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hipétese alguma sobre o crescimento da fungao g na origem. O método apresentado reduz
o problema de se obter taxas de decaimento para uma equacao diferencial parcial (EDP) a

resolucao de uma equagao diferencial ordinaria (EDO), dada explicitamente.

A idéia de se obter taxas de decaimento para uma classe de fungoes que respondem
pela dissipagao sem quantificar seu comportamento na origem, tem atraido consideravel aten-
¢ao na literatura. De fato, artigos como [23] e [24], devidos a Patrick Martinez, nos fornecem
um método geral, baseado em desigualdades de energia (adaptando a estratégia iniciada em
[16] com A. Haraux), que nos permitem calcular taxas de decaimento para sistemas dissi-
pativos, impondo algumas hipoteses de regularidade a dissipagao. Embora nesses trabalhos
as taxas de decaimento sejam explicitas, elas nao sao 6timas para alguns casos importantes.
Posteriormente, taxas de decaimento 6timas foram obtidas por Fatiha Alabau-Boussouira em
[1], em que métodos da energia com peso mais refinados foram utilizados. As taxas obtidas

em [19] estao em sintonia com as obtidas no presente trabalho.

Usualmente, na presenca de dissipacao nao linear numa parte da fronteira, na lite-
ratura precedente considerava-se a fronteira subdividida em duas partes complementares, ou
seja, 0 =T =TgUl'y com 'y ={z € I'; (z—x¢)-v(z) <0} el'y ={z € ['; (x—xo)-v(x) > 0},
em que zo € R" é um ponto fixado e v(x) é a normal exterior unitaria a I' no ponto z. Além
disso, as hipoteses feitas sobre a funcao g impunham um crescimento polinomial na origem,
conforme Vilmos Komornik [18] - secao 9.2, o que implicava em taxas polinomiais. Nesta
dire¢@o, podemos citar os artigos [23] e [21] de Patrick Martinez, que generalizou essas taxas,

generalizando o crescimento de g na origem.

Temos, ainda, outro avanco significativo no que se refere a geometria do dominio 2.
Considerando a fronteira I' = 9€2 subdividida em duas partes, I'y e I'1, nenhuma imposicao é
feita sobre I'y, parte da fronteira onde atua a dissipacao. No entanto, mantém-se a imposicao

geométrica sobre a parte nao controlavel da fronteira, isto é: (z — x¢) - v(z) < 0 sobre I'y.
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A dissertacao encontra-se organizada conforme segue: No primeiro capitulo, apre-
sentaremos algumas defini¢oes, notacoes e resultados basicos, necessarios ao longo de todo o
trabalho; no segundo capitulo, provaremos a existéncia e unicidade de solugao para o pro-
blema dado utilizando os dois métodos anteriormente citados: o método de Faedo-Galerkin
e a Teoria de Semigrupos; no terceiro capitulo, estabeleceremos taxas de decaimento para a
energia associada ao sistema; e no quarto capitulo (Apéndice), encontram-se a demonstracao

de alguns resultados técnicos utilizados ao longo do segundo e terceiro capitulos.



CapiTULO 1

Preliminares

1.1 Distribuicoes e Espacos Funcionais
1.1.1 Nocgao de Derivada Fraca

No geral, o estudo das equagoes diferenciais parciais envolvem funcoes chama-
das dados iniciais, que nem sempre possuem regularidade suficiente para possuirem derivada
no sentido classico. Devido a isso, faz-se necessaria a introducao de um novo conceito de

derivada.
Para entendermos tal conceito necessitamos de algumas definicoes:
1°) Espago das fungoes testes

Dados a = (aq,a2,...,0,) € N" e x = (x1,29,...,2,) € R" representaremos por

D% o operador derivagao de ordem « definido por

olal

81’10‘161’2@2 R 8(Ena" ’

D* =

em que |a| =Y ;. Se a = (0,0,...,0), define-se D*u = w.
i=1

Seja Q um aberto do R™.  Denotaremos por C°(€2) o conjunto das fungoes
v :Q — K (onde K = R ou K = C) que sao infinitamente diferencidveis em Q e que

tem suporte compacto, onde suporte ¢ é o fecho do conjunto {z € Q;¢(x) # 0} em , ou

seja, supp (p) = {z € 0 p(w) # 0}
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Dizemos que uma sequéncia {p,} C C3°(Q2) converge para zero, denotando ¢, — 0,

se, e somente se, existe um subconjunto compacto K de {2, tal que:

i) supp(p,) C K,Vv eN;

ii) D%p, — 0 uniformemente sobre K, Va € N,

Dizemos que uma sequéncia {p,} C C§°(Q) converge para ¢ C C§°(Q2) quando a

seqiiéncia {p, — ¢} converge para zero no sentido acima definido.

O espago C§°(€2), munido desta nogao de convergéncia, ¢ denominado espago das

funcgoes testes, e denotado por D(2).
2°) Distribuigao sobre um aberto Q@ C R™

Definimos como distribui¢ao sobre €2 a toda forma linear e continua em D(€2). O
conjunto de todas as distribuigoes sobre €2 é um espaco vetorial, o qual representa-se por
D'(Q), chamado espaco das distribuicdes sobre €, munido da seguinte nocéo de convergéncia:
Seja (T,,) uma sucessio em D' (Q) e T € D'(Q). Diremos que T, — T em D' (Q) se a sequéncia

numérica {(7,, p)} converge para (T, p) em R, V ¢ € D(1).

1
loc

3°) Denotaremos por L;,.(£2) o espaco das (classes de) fungoes u : Q — K tais que

|u| é integravel no sentido de Lebesgue sobre cada compacto K de §.

De posse destas definicoes podemos agora definir este novo conceito de derivada. S.
Sobolev introduziu, em meados de 1936, uma nocgao global de derivada a qual denominou-se

derivada fraca, cuja construcao é a seguinte:

Sejam u, v definidas num aberto limitado 2 C R"™, cuja fronteira I' é regular. Supo-
nhamos que u e v possuam derivadas parciais continuas em Q = QUT. Se u ou v se anula

sobre I', obtemos do teorema de Gauss que

ov ou
——dr = — —dx.
Qu&vk o Qvaxk .

A expressao anterior motivou a derivada fraca dada por Sobolev: Uma funcao
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v € L..() é derivdvel no sentido fraco em ), quando existe uma fungio

v € L.(Q) tal que

~—~—

/ﬂu(az)agif dx = —/Qv(:v)go(x)dx, para toda ¢ € D(Q).

Embora, tal conceito de derivada tenha sido um marco na evolucao do conceito de
solugao de uma equacao diferencial, ele apresenta uma grave imperfeicao no fato que nem
toda fungao de L}, .(Q) possui derivada neste sentido. No intuito de sanar este tipo de
problema, Laurent Schwartz, em meados de 1945, introduziu a nocao de derivada no sentido

das distribuicoes, a qual generaliza a nocao de derivada formulada por Sobolev, como segue:

Seja T' uma distribuicao sobre €2 e a € N". A derivada de ordem « de T, no sentido

das distribuigoes, é definida por:

(DT, p) = (—1)*UT, D*p); Vo € D(Q).

Verifica-se que DT ¢é ainda uma distribuicato e que o operador

D> :D'(Q) — D'(Q), tal que a cada T associa-se DT, é linear e continuo.
1.1.2 Os Espagos LP(Q)

Seja 2 um aberto do R™. Representaremos por LP(2), 1 < p < 400, 0 espago
vetorial das (classes de) fungoes definidas em € com valores em K tais que |u|P é integravel

no sentido de Lebesgue em ().

O espago LP(§2) munido da norma

1
|w||r@) = (/Q |u(x)|pd:v>p , paral <p < 400

[[ul[ L = supess|u(z)|, para p = +o0,
z€Q
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¢ um espaco de Banach.
No caso p = 2, L*() é um espago de Hilbert.

Teorema 1.1. (Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue) - Seja (u,),en
uma sequéncia de funcgoes integrdveis num aberto 2 C R"™, convergente quase sempre para
uma fungdo u. Se existir uma func¢ao ug € L'(Q) tal que |u,| < ug quase sempre, Vv € N

entdo u € integrdavel e tem-se
/ w= lim [ wu,.
QO v—00 JO)
Demonstracao: Ver [25].

Teorema 1.2. (Lema de Fatou) - Seja (u,),en uma sucessao de fungoes integraveis e nao

negativas que converge quase sempre para uma func¢ao u. Se lin_1>inf/ u, € finito, entao u é
14 [o.¢] (9]

integrdvel e tem-se

/u < liminf [ wu,.
Q

V—00 (9}

Demonstracao: Ver [25].

Proposigao 1.1.1. Se u € LY(Q) entdo as integrais indefinidas de u sao funcoes absoluta-

mente continuas.

Demonstracao: Ver [2].

Proposicao 1.1.2. (Desigualdade de Young) - Sejam 1 < p,q < oo tal que

1+1:16a,b>0. Entao
p q
al bl
ab < — + —.
p q

Demonstragao: Ver [3].

Proposicao 1.1.3. (Desigualdade de Minkowski) - Sejam 1 <p < oo e f,g em LP(Q),

entao

1f +gllze) < 1fllze) + 9llze )

Demonstragao: Ver [27].
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Proposicao 1.1.4. (Desigualdade de Holder) - Sejam u € LP(Q2) e v € L) com

1 1
1<p<ooe=+-=1. Entiouww € L'(Q) e temos a desigualdade
p q

] < lllzwy ol 2o

Demonstragao: Ver [3].

Observagao : Em L?(2) a Desigualdade de Hélder é conhecida como Desigualdade

de Schwarz.

Segue como corolario da proposicao anteiror o seguinte resultado:

Corolario 1.1.4.1. (Desigualdade de Hélder generalizada) - Sejam fi, fo, ..., fx fun-

1 1 1 1 1
coes, tais que f; € LPi(Q), p;>1,1<i<k,onde —+—+...+ —=—e—-<1. Entao o
P11 D2 Pe P P
produto f = fifa... fr € LP(Q) e
[ llze@) < Ifillzes@ Nl follLr2co) - - L fkllzo -

Proposigao 1.1.5. (Desigualdade de Interpolagao) - Se u € LP(Q2) N LI(QY) com

1 <p<qg< oo entiou e L'(Q) para todo p <1 < q e se tem a desigualdade

lull @ < llullo@)lull o)

1 6 1-6
onde 0 < 60 < 1 verifica — = — + ——.
r p q

Demonstracao: Ver [20].

Proposicao 1.1.6. (Desigualdade de Jensen) - Seja B um hipercubo do R™, entdo para

toda funcao concava F e toda funcgao integrdvel g € L*(B), teremos

F (meall(B) /Bg(:c)d:c> = me;(B) /B Flgx))de

Demonstragao: Ver [28].
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Além dos resultados acima, temos que:

(i) LP(Q) é reflexivo para todo 1 < p < +00;
(ii) LP(Q) é separavel para todo 1 < p < 400;
(iii) D(2) tem imersao continua e densa em LP(2) para todo 1 < p < +o0;

(iv) Se (fn) é uma sequéncia em LP(Q2) e f € LP(2) sdo tais que || f, — f|lLr(@) — 0 entdo

existe uma subsequéncia (f,,, ) tal que f, () — f(z) quase sempre em €.

Teorema 1.3. (Teorema da Representagao de Riesz) - Sejam 1 < p < +oo,

/ 1 1
p € (LP(R2)) com — + — = 1. Entao existe uma inica u € L1(S2), tal que
q P
(.0) = [Lulapo(@)dz, Yo € Q) ¢ fullne = 19l sy

Demonstragao: Ver [3].
Quando p = oo, temos:

Proposicao 1.1.7. Seja ¢ € (Ll(Q)),, entdo existe uma unica u € L>*(Q) tal que

<307U> = /Qu(a:)v(as)d$, Vv € Ll(Q) € ||u||L°°(Q) = ||90||(L1(Q))’-

Demonstracao: Ver [3].

p
loc

Denotaremos por Lj (), 1 < p < +o0o o espago das (classes de) fungoes
u : Q — K tais que |u|P é integrdvel no sentido de Lebesgue sobre cada compacto K de
2 munido da seguinte nogao de convergéncia: Uma sucessao u, converge para u € Lt () se

loc

para cada compacto K de () tem-se:

pr(u, —u) = </K lu, (z) — u(a:)|pd:1:>; — 0.

Lema 1.1.1. (Lema de Du Bois Raymond) - Seja u € L},.(Q), entio T, = 0 se, e
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somente se, u = 0 quase sempre em §), onde T, € a distribuicao definida por

(T, p) = /Qu(x)go(x)dx, YV € D(Q).

Demonstracao: Ver [J].

Deste lema tem-se que T, fica univocamente determinada por u € Lj,.(Q2), isto é, se

u,v € L} (), entao T,, = T, se, e somente se, u = v quase sempre em ).

Proposigao 1.1.8. Seja (u,),en C L7 (), 1 < p < +o0, tal que u, — u em LY (), entdo

loc

u, — u em D' (Q).

Demonstracao: Ver [7].

Lema 1.1.2. (Lema de Gronwall) - Sejam z € L>=(0,T) e f € L*(0,T) tais que z(t) > 0,

f(t) > 0 e seja ¢ uma constante nao negativa. Se

£lt) < e+ /Otz(s)f(s)ds, vt € [0, 7],

entao

ft) < cels 29 vt e [0, 7).

Demonstracao: Ver [1].

Lema 1.1.3. (Lema de Lions) - Seja (u,) uma sucessdo de fungoes pertencentes a LI(Q)

com 1l < q<oo. Se

(i) u, — u quase sempre em @,

(i3) |luyl|ze@) < C, Vv €N,
entao, u, — u fraco em L(Q).

Demonstragao: Ver [22].
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Teorema 1.4. (Teorema da Média) - Seja f : (a,b) — X, onde X ¢ um espago de

Banach, uma fungdo continua. Para todo t € [a,b] tem-se

t+h
nm}ll/t+ F(s)ds = f(t).

h—0

Demonstracao: Ver [15].
1.1.3 Convolucao e Regularizagao

Em toda esta secao consideremos €2 = R"™. A prova de todos os resultados desta

segao podem ser encontrados em Brezis [3].

Definigao 1.1.1. Sejam f € L'Y(R") e g € LP(R"), com 1 < p < +oo. Definimos a

convolucao de f por g por

(f9)@) = [ Fo=y)g(y)dy.

Teorema 1.5. Nas condicoes da definicao 1.1.1 temos

(fxg) e LP(R") e |[[f*gllr < I fllrllglle-

Notacdo: Dada uma funcéo f denotamos f(z) = f(—z).

Proposigao 1.1.9. Sejam f € L'(R"), g € L*(R") e h € LY(R"), com 1 < p < 40 ¢

113 + % = 1. Entdo se verifica
h— / F ).
/Rn(f xg)h= | 9(f*h)
Proposigao 1.1.10. Sejam f € L'(R") e g € LP(R"). Entao
supp (f x g) C supp f + supp g.

Proposigao 1.1.11. Sejam f € C¥(R™) e g € LL (R") (k natural). Entio (f * g) € C*(R")

loc
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e vale a formula de derivagao

D¥(f »g) = (D"f) *g.
Em particular, se f € CP(R") e g € Li,.(R"), entao (f * g) € C*(R").

loc

Definigao 1.1.2. Denominamos sucessdio reqularizante a toda sucessao {pp}nen de fungoes

tais que
1
pn € C(R™),  supp p, C B (0, ) , / pn(x)dr =1, p, >0 em R".
n n

Proposicao 1.1.12. Seja f € C(R™). Entao (p,*f) — f uniformemente sobre todo compacto
de R™.

Proposigao 1.1.13. Seja f € LP(R™) com 1 < p < oco. Entao (p, * f) — f em LP(R™).
1.1.4 Espacos de Sobolev

Seja © um aberto do R, 1 < p < +ooem € N. Se u € LP(2) sabemos que u possui
derivadas de todas as ordens no sentido das distribuicoes, mas nao é verdade, em geral, que
D®u seja uma distribuigao definida por uma fungao de LP(2). Quando D“u é definida por
uma funcao de LP(2) defini-se um novo espago denominado espago de Sobolev. Representa-se
por W™P() o espago vetorial de todas as fungoes u € LP(2), tais que para todo |a| < m,

D®u pertence a LP(€2), sendo D*u a derivada no sentido das distribuigoes.

O espago W™P(€2) munido da norma

3 =

w]|mp = ( Z /Q\Dau\pdx) , para 1l < p < oo,
la|<m

lulloe = 3 supess|D*u(a)], parap = o

la|<m €

é um espaco de Banach.

Representa-se W™2(Q) = H™(Q)) devido a sua estrutura hilbertiana, ou seja, os

espagos H™(2) sao espagos de Hilbert.
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Sabemos que C§°(2) é denso em LP(2), mas nao é verdade que C§°(€2) é denso em
Wm™P(Q) para m > 1. Motivado por esta razao define-se o espago Wy""(Q) como sendo o

fecho de C§°(§2) em W™P(Q), isto é,

- m,p(

WP (Q) m,
C5o(92) = WgP(Q).
Observacao: Quando €2 é um aberto limitado em alguma direcao z; de R" e

1 < p < oo consideramos Wy™"(Q2) munido da norma

Jul = ( > /Q|Dau<x>|pdx)p
|a|=m

que ¢ equivalente a norma ||u||,,p-

Suponhaquel < p<ooel < q < oo tal que 1—1—1 = 1. Representa-se por W~"4(2)
o dual topoldgico de Wi*(22). O dual topoldgico de ];131%9) denota-se por H"(€).

Prosseguindo nas defini¢oes dos espacos que utilizaremos ao longo deste trabalho,
caracterizaramos os espagos H*(2), s € R. Para isso consideremos S = {¢ € C*(R");
Hxlﬁgloo p(x)D%p(x) = 0, para todo polinémio p de n varidveis reais e & € N"} o espago das
funcoes rapidamente decrescente no infinito, S o dual topoldgico de S e para cada funcao
u € L'(R") a transformada de Fourier de u definida por

if@) = ) F [ e Duly)dy,

n

onde (z,y) = ijyj.
j=1

Definimos, para todo s € R,

<>

H(R") = {ue 5 (1+||le]2)2a e LRM),
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munido do produto interno

(1, 0)eeny = [ (14 [2]?) (@) (@) de,

Prova-se que H*(R™) com o produto interno descrito acima é um espago de Hilbert.

Além disso, se s > 0 temos que H—*(R") = (H*(R")) e H*(R") — L*(R") — H~*(R").

Diremos que o aberto ) é bem regular se sua fronteira [' é uma variedade de classe

C* de dimensao n — 1, € estando localmente do mesmo lado de T'.

Seja {2 um aberto bem regular do R", ou o semi-espaco R’. Consideremos a aplica-
¢ao:
ro: LA(R") — L*Q)
u = ulg
que leva u na sua restricao a 2. Entao ro é uma aplicacao linear e continua. Além disso,
para todo a € N”, tem-se,

D%(rq(u)) = ro(D%u)

no sentido das distribuig¢oes. Decorre dai que para todo m € N a aplicagao

ro: H'(R") — H™(Q)

u = ulg

é continua. Assim, para s > 0 temos que

H*(Q) = {ulo; u € H*(R")}

H™(Q) = (H3(®) onde Hj(©) =D(Q)" .

A fim de definirmos uma topologia para H*(2) consideremos o seguinte espago de

Banach
H*(R")
ker (rq)

={v +ker (rq);v € H*(R")} = {[v];v € H*(R")}
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munido da seguinte norma

[I[V]]] = inf{[|w]

seiny; 0 € o]} = if{Jlw] sy w € v+ ker (ra)}.

Por outro lado, para cada v € H*(R™) temos

{we HR");w € v+ ker(rq)} = {w € H*(R"); rq(w) = rq(v)}.

Logo,

[[V]]] = inf{[|]

werny;w € [U]} = {w € H*(R");ro(w) = ra(v)}.

Diante disto, face a sobrejetividade de rq, podemos definir

[ullms@) = llravlla: @) = [[[V]|[r®n) /ker (ro) = IE{||w|[ 2 @n); Ta (W) = u}.

Mudido desta norma, para todo s > 0, H*(Q2) é um espaco de Hilbert. Além disso,

se m € N, as normas

=

[eellm,2 = ( > /Q|Dau|2dfﬂ) e [[ullam@) = mf{[|w][gm@n); ro(w) = u},
|| <m

sdo equivalentes em H™ ().

Proposigao 1.1.14. Para todo s > 0, D(Q) € denso em H*(Q).

Demonstracao: Ver [J].

Proposicao 1.1.15. Se 0 < s; < s9 entao H*2(Q2) — H*' (), onde — designa a imersao

continua de um espaco no outro.

Demonstragao: Ver [7].
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Teorema 1.6. (Imersao de Sobolev) - Seja 2 um aberto do R", entdo

H™(Q) = C*(Q), sem > g+ k.

Demonstracao: Ver [J].

Lema 1.1.4. Seja 2 um aberto do R™ de classe C'°. Sejam sy, sy € s3 numeros reais tais
que

S1 > S9 > S3.

Entao, para todo n > 0 existe uma constante C(n) tal que

[ullmre2 () < nllullaa @) + C)lull s @), Yu e H(Q).

Demonstragao: Ver [21].

Proposigao 1.1.16. Sejam Q2 um conjunto aberto do R"™, de classe C™, com fronteira li-

mitada e m um inteiro tal que m > 1, e 1 < p < co. Entdo temos as sequintes imersoes

continuas:
1 1 1

se — — 150 entdo Wmr(Q) — L1(Q), onde — = — — @7
p n qg p n
I m .

se — — — =0 entao W™P(Q) — L1Q), Vq € [p, +o0],
p n
1

se — — L <0 entdo WmP(Q) — L>(9Q).
p n

Demonstracao: Ver [5].

Teorema 1.7. (Teorema de Rellich Kondrachov) - Seja Q2 um subconjunto aberto limi-

tado do R™, Q2 de classe C' e 1 < p < co. Entao

)

1 1
se p <mn entao WHP(Q) < LY(Q), Vq € [1,p*], onde — = —
p* n

1
p
se p=n entio W'P(Q) <% LI(Q), Vq € [1,+00],

se p=mn entio WIP(Q) < C(Q).
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Demonstragao: Ver [7].

Notacao: <% indica imersao compacta.

Proposicao 1.1.17. (Desigualdade de Sobolev, Gagliardo, Nirenberg) Se 1 < p < n,
entao
WhP(R™) C LP*(R™),

1 1 1
onde p* vem dado por — = — — — | existe uma constante C' = C(p,n) tal que

px p n

|ul| o < CIVullze ¥V u € WHP(R™).

Demonstracao: Ver [3].

Teorema 1.8. Quando n > 2 temos a inclusao H'(R™) — LP(R™) para todo p satisfazendo

1 1 1
2 < p<p, ondep é dado por: — = = — —.
p 2 n

Demonstragao: Ver [11].

Teorema 1.9. (Férmula de Gauss e a Féormula de Green) - Seja Q2 um aberto limitado

bem reqular do R™. Se u,v € H'(Q), entdo para 1 < i < n temos que

ov ou
Quaxi dr = —/Q oz, vdx + /F(’you) (yov)vdT,

onde v = (v1,Vs,...,V,) eV denota o vetor normal unitdrio exterior a T.

Seu e H*(Q) ev e HY(Q), temos a férmula de Green:

/Vquda:: —/ Auvdaz—l—/vﬁudl“.
Q Q r Ov

Demonstragao: Ver [7].

Teorema 1.10. (Identidades de Green generalizadas) -
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Para todo u € H°(Q) = {u € L?(Q) | Au € L*(Q)} ev € H*(Q), tem-se

(B, v)rg@) — (u Av)r@) = (MU WY) -3 0y w0y T 08N 43 0y ik

Para todo u € H'(Q) = {u € HY(Q) | Aue L*(Q)} ev e H(Q), tem-se

(Au,v)r20) + (Vu, Vo) 20) = (1, %U>H*%(F),H%(F)’

onde I' = 0f).

Demonstragao: Ver [5].

Proposicao 1.1.18. (Regularidade dos problemas elipticos) - Seja Q@ um aberto de

classe C? com fronteira T limitada. Sejam f € L*(Q) e u € HY(Q), verificando

/QVquo—i—/Qu@:/Qfgp, Vo € HL(S).

Entao, uw € H*(Q) e ||ullp2) < || flli2@). onde ¢ é uma constante que s6 depende de Q. Além
disso, se Q € de classe C"™* e f € H™(Q), entaou € H™?(Q) com ||u| gm+2) < || fllam@);

em particular, se m > % entao u € C*(Q). Ainda, se Q é de classe C*™ e f € C*(Q), entao

ue C™(Q).

Demonstragao: Ver [3].

Proposigao 1.1.19. Seja I = (a,b) limitado ou nao. Sejam G € C*(R) tal que G(0) =0 e
u € WHP(I),1 <p< +oo. Entao Gou e WhH(I) e

(Gou) = (G ou)u.

Demonstracao: Ver [3].
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1.2 Espacos Funcionais a Valores Vetoriais
Nesta secao iremos determinar os espagos em que sao consideradas as varidveis tem-
poral e espacial, os quais sao necessarios para dar sentido aos problemas de evolucao.
Sejam X um espaco de Banach e a,b € R.

O espago LP(a,b; X), 1 < p < 400, consiste das fungoes (classes) mensuraveis sobre

a COIm 1magem e Ou Sselja as 1runcoes u : (a — ta]s ue
[ ’ b] ' & X’ '] f )N ( ) b) X7 i q
1
b » P
mewm:(memwQ o

O espago L>®(a,b; X) consiste das fungoes (classes) mensurdveis sobre [a,b] com
imagem em X, as fungoes u : (a,b) — X limitadas quase sempre em (a,b). A norma neste
espago ¢ dada por

|ull oo (a0, x) == sup {c > 0; [lu(t)||x < ¢, q.5.}.

O espaco C™([a,b]; X), m = 0,1,..., consiste de todas as fungoes continuas u :

[a,b] — X que possuem derivadas continuas até a ordem m sobre [a, b]. A norma é dada por

||lu|| == Z max \u(i)(t)\.

e t€la,b]

Sejau € L'(a,b; X). Diremos que v € L'(a, b; X) é a derivada fraca de u e escrevemos

u' = v desde que

[ ¢ty =~ [ oloo(eyi
para toda ¢ : [a,b] = R, ¢ € C§°([a, b]).

O espago de Sobolev W'?(a, b; X) consiste de todas as fungoes vetoriais u € L?(a, b; X)
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tal que v’ existe no sentido fraco e v’ € LP(a,b; X). Define-se

b P
([ 1+ @) <0 se 15 p <o

sup ess (|[u(®)||x + ||u'(t)]|x) < oo se p=+oc.

a<t<b

HU| |W17P(a,b;X) =

Escrevemos H'(a,b; X) = Wh2(a, b; X).

Vejamos algumas propriedades desses espacos, as quais podem ser encontradas em
[33]

Proposicao 1.2.1. Sejam m = 0,1,...; 1 < p < 400; X e Y espacos de Banach sobre o
corpo K, onde K =R ou K = C. Entao:

(a) C™([a,b]; X) é um espago de Banach sobre K.
(b) LP(a,b;X), 1 <p <400 e L>(a,b; X), sao espagos de Banach sobre K.
(¢) C([a,b]; X) é denso em LP(a,b; X) e a imersio C([a,b]; X) < LP(a,b; X) € continua.

(d) Se X ¢é um espago de Hilbert com produto escalar (.,.)x, entdo L*(a,b; X) € também

um espaco de Hilbert com produto escalar
b
(uvv)LQ(a,b;X) ::/ (U(t),v(t))xdt

(e) LP(a,b; X) é separdvel, se X for separdvel e 1 < p < +o0.
(f) Se X =Y, entdo L"(a,b; X) — Li(a,b;Y), 1 < q<r < +4oc0.

Proposigao 1.2.2. Seja u € W' (a,b; X) para algum 1 < p < co. Entao, u € C([a,b]; X).

Lembremos que se U e ¥ sao dois espagos vetoriais topoldgicos, temos que L(U, V)

denota o espago das funcoes lineares e continuas de U em W.

O espago das distribuigoes sobre (a,b) com imagem em X, sera denotado por

D'(a,b; X).



1.2 Espacos Funcionais a Valores Vetoriais 30

Logo, D'(a,b; X) = L(D(a,b); X), ou seja, é o conjunto de todas as aplicagdes lineares
e continuas de D(a,b) em X. Nogao de convergéncia em D'(a,b; X): seja S € D'(a,b; X)
logo S : D(a,b) — X é linear e se 6, — 6 em D(a,b) entdo (S,0,) = (S,0) em X. Diremos
que S, — S em D'(a,b; X) se (S,,0) — (S,0) em X, VO € D(a,b). Cada elemento desse

conjunto é uma distribui¢ao sobre (a,b) com valores no espaco de Banach X.

. ds , : i
A derivada — para S € D'(a,b; X), é definida como um tinico elemento deste espaco

dsS B do\
<dt7§0>__<57 dt>7 VSOGD(CLJ))

ds
A funcao S — T ¢ uma fun¢ao continua de D’'(a, b; X) sobre ele mesmo.

Agora se f € L*(a,b; X) definimos f € D'(a,b; X) por

que satisfaz,

b

(foo) = [ fpdt ¥ € Dla,b)

a

A funcéo de L?(a,b; X) em D'(a,b; X) que a cada f associa f, é linear e continua, e

ainda é injetora. Portanto, identificando f com f obtemos

L*(a,b; X) < D'(a,b; X)

O espaco Li,.(a, b; X) é o espago das fungoes u tal que para todo compacto K C (a, b),

Xrxu pertence & L(a,b; X), onde xx denota a funcao caracteristica de K.

1
Teorema 1.11. Seja X um espaco de Banach reflexivo e separdvel, 1 < p < 400, —+— = 1.
P q

(a) A cada fun¢ao v € Li(a,b; X') corresponde um tnico funcional © € Y', onde Y' =

LP(a,b; X), dado por

b
(@, u) :/a (W(t), u(t)) xdt Yu €Y. (1.1)

Reciprocamente, para cada© € Y' corresponde exatamente uma tinica fung¢ao v € L%(a,b; X')
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dada por (1.1). Além disso

[2llyr = llvllzagasx)

(b) O espago de Banach LP(a,b; X) é reflexivo e separdvel.

Demonstracao: Ver [33].

Assim, podemos identificar Y’ com L(a,b; X'), pois pelo Teorema acima existe um

isomorfismo isométrico entre os dois espacos. Donde

q

(v, ) :/ab@(t),u(t))th; o] = (/abHv(t)Hg(,dt) . YueY; YweY.

Sejam a e b dois ntimeros reais, a < b, X e Y espacos de Banach com X denso em

Y e m > 1 inteiro, definamos

dm
W (a,b) := {u € L*(a, b; X); WZ@L = u™ € [2(a,b;Y)},

onde u{™ é neste sentido uma distribuicdo em D’(a, b; X). O conjunto W (a,b) munido da

norma

NI

lellwiasy = [1ullF2px) + 1™ F2@pm]
¢ um espaco de Banach.

Denotaremos por D(a, b; X) o espaco localmente convexo completo das fungoes veto-
riais
¢ : (a,b) — X infinitamente diferencidveis com suporte compacto em (a,b). Diremos que
v, — ¢ em D(a, b; X) se:

i) dK compacto de (a,b) tal que supp (¢,) e supp (¢) estdo contidos em K, Vv;

ii) Para cada k € N, p®(¢) — p®(t) em X uniformemente em t € (a, b).

Prova-se que o conjunto {0¢, 0 € D(Q),£ € X} é total em D(a, b; X).
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Denotaremos por H}(a,b; X') o espaco de Hilbert
Hi(a,b; X) := {v € L¥(a,b; X),v' € L*(a,b; X), v(a) = v(b) = 0},
munido do produto interno

((w,0)) = [ Colt), vl et + [ ! (2),0/6))

Identificando L?(a,b; X) com o seu dual [L?(a, b; X)|', via Teorema de Riesz, obtemos
Dla,b; X) — H(a,b; X) < L*(a,b: X) <> H Y(a,b; X) — D'(a, b; X),

onde H*(a,b; X) = [Hj(a,b; X)]'.

Proposigao 1.2.3. Sejau € L?*(a,b; X). Entdo existe um tinico f € H(a,b; X) que verifica

(f,06) = ((v,0),8)x; VOeD(a,b), VEelX.

Demonstracao: Ver [27].

Da proposi¢ao anterior podemos identificar f com u'. De posse disso, diremos que

se u € L*(a,b; X) entdao v’ € H ' (a,b; X).

Corolario 1.2.3.1. A aplicagao
u € L*a,b; X) — v € H (a,b; X);
onde X € um espaco de Hilbert, € linear e continua.

Demonstracao: Ver [27].

Teorema 1.12. (Teorema de Aubin-Lions) - Sejam By, B, By trés espacos de Banach
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tais que By <B — By, onde By e By sao reflexivos. Definamos
,  dv
W =S wv;v e LP(0,T; By), v' = g € LP(0,T;By) ¢,
onde 1 < pg,p1 < 00, e consideremos W munido da norma

[0l zeo0,7380) + [Vl 221 0,7:1).
0 que o torna um espago de Banach. Entao, a imersao de W em LP°(0,T; B) é compacta.

Demonstragao: Ver [22].

Lema 1.2.1. Sejam H e V espacos de Banach, tais que H — V. Sew € LY0,T;H) e
u' € LY0,T;V) entao u € C°([0,T];V).

Demonstracao: Ver [30].

1.3 Teoria de Traco

Consideremos €2 = R ou {2 um aberto limitado bem regular do R™ com fronteira I'.
Por D(T') representa-se o espaco vetorial das fungoes reais w definidas em I', possuindo deri-
vadas parciais continuas de todas as ordens. Dada uma funcao u definida em 2, representa-se

por you a restricao de u a I', ou seja,you = u|r. Inicialmente, vamos definir o espago H*(T").

No caso Q = R”, temos que I' = {(2/,0);2' € R"'}, identificamos toda funcao u
definida em T’ com a fungiao 2’ — u(z’,0) do R"™! em R. Com tal identificagao temos que
D) = D(R™1), LP(T') = LP(R™!). Portanto, neste caso simples, definimos H*(T") como
sendo H*(R"1).

Seja {2 um aberto limitado bem regular do R". Fixemos um sistema de cartas locais

de I, isto é, {(U1, ¢1), (Us, 2), ..., (Un,on)}, e funcoes testes oy, 09, ...,on no R™ tais que

N
supp(oj) CU;, j=1,2,.,N, Y o;(x)=1, z €.
j=1
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Dada uma funcao w definida em I', para todo j = 1,2, ..., N seja

w0 (y) = (ojw)(e; (', 0)) se y' € Q= (0,1)"""
’ 0 se y € R"N\Qy.
Sendo supp(vyo;) = supp o; NI C U; NI e como ¢; aplica U; UT sobre Qg x {0},
temos

supp w; C @;(supp o; UL) C Qp x {0}.

Decorre daf que se w € D(I'), entao w; pertence a D(R"!) para todo j = 1,2, ..., N.

Dado s > 0 consideremos H*(I") como sendo o espago vetorial das fun¢oes w definidas

em I tais que w; € H*(R"™!) para todo j = 1,2, ...N, munido do seguinte produto escalar:

2

w ?} Hs(T Z U)],U] Hs(Rn— 1)
J=1

para todo w,v € H*(I'). Temos que H*(I') é um espago de Hilbert com D(I') denso em
H*(T).

Proposicao 1.3.1. FExiste uma constante positiva C' tal que
ol 3.y < Clulan oy
para toda u € D(Q).

Demonstragao: Ver [20].

Considerando D(§) com a topologia induzida por H'(2), segue pela proposicao 1.3.1
que a aplicagao

Yo : D(Q) — H3(T)

é continua. Sendo D(Q) denso em H'(), esta aplicagio se prolonga por continuidade a uma
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aplicagao linear e continua, ainda representada por ~g,
Yo 1 H'(Q) = H2 (D),

tal que
You = ulp; Yu € D(Q),

a qual denomina-se fungao traco.
Teorema 1.13. A funcgdo traco v : H' () — H%(F) ¢ sobrejetiva e o nicleo de vy € o

espaco HY(Q).

Demonstragao: Ver [20].

Consideremos, agora, {2 uma aberto limitado do R™ com fronteira I" bem regular,

e seja v a normal unitdria exterior em I'. Para todo j = 1,...,m — 1 e u € D(Q), seja

du

"t = 5,5 | a derivada normal de ordem j de u e you = ulp. Da densidade do espago (D(T'))™

no espago de Hilbert Hm_%(f‘) X Hm_%(I‘) x ... x H2(I') temos o seguinte resultado:

Teorema 1.14. Ezxiste uma unica aplica¢ao linear e continua v do espago H™(Q2) sobre o

espago HT:_Ole_j_%(F) com nicleo v~ 1(0) = HJ'(Q), verificando a sequinte condi¢do

U= (70“7 mnu, ... 77771—1“) s Yu € D(ﬁ)
Tal aplicacao admite uma inversa a direita, linear e continua.

Demonstracao: Ver [20].

Considerando os espagos de Hilbert H(Q) = {ue L*(Q);Aue L*(Q)} e
HYUQ) = {u € HY(Q); Au € L*(©2)} munidos dos respectivos produtos internos

(U, )30 = (u,v) 200 + (Au, Av) 200y V u,v € HO(Q),

(u,0)30 = (u,0) g1 (0) + (Au, Av)p2i); ¥V u, v € H(K),

temos os seguintes resultados:
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Proposigao 1.3.2. A aplicacio linear v : D(Q) — H™2(T') x H~3(T") definida por
u = yu = (ou, y1u)
se estende por continuidade a uma unica aplicacao linear e continua

v HOQ) — H () x H#(D)

u = yu = (you, nu).
Além disso, a aplicacdo v acima coincide com a aplicagao trago de ordem dois.

Demonstragao: Ver [7].

roposicao 5 s N aplicacao mear  y; - Q) — T2 efinida  por
P icio 1.3.3. A aplicagio i DO H~=(T)  definid

U= Y u = %’F se estende por continuidade a uma unica aplicacdao linear e continua

W HN Q) = H ().

Demonstracao: Ver [J].
1.3.1 Trago em L*(0,T; H™(2)).

Conforme visto anteriormente temos que existe uma aplicagao trago

m—1
v H™Q) = [[ H"72(D), (1.2)
5=0
linear, continua, sobrejetora, com nicleo HJ*(2), e que admite uma inversa a direita também

linear e continua.

Definamos a aplicagao

yi LAO,T;H™Q) = L0, T30 73 (T)) (1.3)
u — Tu,
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dada por (yu)(t) = y(u(t)); onde y(u(t)) é a aplicacao v dada em (1.2) aplicada em u(t) €
H™(2). Denotamos as aplicagdes (1.2) e (1.3) com o mesmo simbolo para nao sobrecarregar
a notagao. A aplicagao definida em (1.3) é uma aplica¢ao linear, continua, sobrejetora, com

nicleo L?(0,T; H(2)), que admite uma inversa & direita 7 linear e continua, isto é,

T L? (U,T;nﬁ Hm_j_é(F)) = L0, T5 H™(Q)),;7(7(n) = 1. (1.4)

j=0
De forma analoga podemos definir

m— m—j—1
v HYO.TH™Q) — Hy (0,715 Hm -3 (D)) (15)
u — Yu,

dada por (yu)(t) = v(u(t)) e que tem as mesmas propriedades da aplicagao (1.3).
Proposigao 1.3.4. Seja u € L*(0,T; H™(R)) com v’ € L*(0,T; H™(Q)) entdo yu' = (yu)'.
Demonstracao: Ver [27].

1.3.2 Trago em H(0,7; H™(Q))

Seja K = L*(0,T; H™(Q)) x L?(0,T; H™(Q)) e M o subespaco fechado de K consti-

tuido dos vetores {a, §} tais que

(v, v) 2o/ () + (B, V) r2(0,1,mm(0)) = 0,
para todo v € H}(0,T; H™()). Entao a aplicagao

HY0,T; H™(Q) —  M*

(1.6)
f = {0} U3}

onde {6}, 99} € & ¢ tal que ||fl| = [{6} 43} e & = {{b5, ¢} € K (d5,v) + (b5, 0)
= (f,v); Vv € H3(Q)}, isto é, o conjunto dos {¢r,1;} € K tais que f = ¢r— . A aplicagao

definida em (1.6) é uma isometria linear sobrejetora.
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Para f € H (0, T; H™(Q)) definimos 7 f na forma:

T T
Gfw) = [ 060 ot s @ [ OV ot sy s (L7)

j=0
para todo w € H} (0, T 11 Hm_j_%(l“)), que é linear e continua.

Assim, temos estabelecido uma aplicacao

. HY0,T;H™(Q)) — H! (O,T;HT:?)le‘j‘%(F))
f — v/

(1.8)

onde 7 f definido por (1.7), é linear e continua. Esta aplicagdo é denominada aplicacdo trago

para as fungoes de H~1(0,T; H™(Q)). Assim, sao validos os seguintes resultados:

Proposigao 1.3.5. Se u € L*(0,T; H™(Q)) entdo

Yl ot by = T

Proposigao 1.3.6. Se u € L*(0,T; H™(Q)) entdo
Ju' = (yu)"

Teorema 1.15. A aplicacio trago (1.8) é sobrejetora, seu micleo é H='(0,T; H'()), e
admite uma inversa & direita 7 - H=1(0, T; [/ H™=3()) — H™Y(0,T; H™(2)) linear e

continua.

Demonstragao: Ver [27].

Observacao 1.3.1. Se nos resultados anteriormente vistos considerarmos os espacos de Hil-
bert HO(Q) = {u € L*(Q); Aue L*(Q)} ou H'(Q) = {u € H'(Q); Au € L*(Q)}, ao invés de
H™(Q), em conjunto com as Proposi¢oes 1.3.2 e 1.3.3 obteremos a existéncia das aplicagoes

lineares e continuas

5 HHN0,T;H(Q) — H (0, T: H2(I') x H™#(I'))
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F o HY(0,T; HY(Q) — H 10, T; H 2(I)).

1.4 Teorema de Carathéodory
Nesta se¢ao enunciaremos o teorema de Carathéodory que sera utilizado no Capitulo
2. A demonstragao deste resultado pode ser encontrada em [13].

Seja 2 C R™™! um conjunto aberto cujos elementos sdo denotados por (t,z), t €

R, x € R" e seja f : () — R” uma funcao.

Consideremos o problema de valor inicial

(1.9)

Dizemos que [ : 2 — R" satisfaz as condi¢oes de Carathéodory sobre (2 se:
(i) f(t,z) é mensurdvel em ¢ para cada z fixado;
(ii) f(t,z) é continua em x para quase todo ¢ fixado;

(iii) para cada compacto K C {2, existe uma fungao real mg(t), integravel, tal que
Lf(t; @)l < mic(t), V(7)) € K.

Teorema 1.16. (Teorema de Carathéodory) - Seja f : Q@ — R™ satisfazendo as condi¢oes
de Carathéodory sobre Q). Entao existe uma solugdo absolutamente continua x(t) de (1.9)

sobre algum intervalo |t —to| < 3, B > 0.

Corolario 1.16.1. Sejam Q = [0,T) x B com T >0, B = {z € R";|z| < b} onde b > 0 e
f Q= R™ nas condigoes de Carathéodory sobre ). Suponhamos que z(t) é uma solu¢ao
de (1.9) tal que |zo] < b e que em qualquer intervalo I, onde x(t) estd definida, se tenha
lz(t)] < M, Vt € I, M independente de I e M < b. Entdo x(t) possui um prolongamento a
todo [0,T].
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1.5 Topologia Fraca - ¢(F,E’) e Topologia Fraco x -
o(E, E)
Nesta secao enunciaremos resultados importantes que serao utilizados ao longo de

todo o trabalho.

Seja E um espaco de Banach, E’ o seu dual topolégico e consideremos f € E'.
Designaremos por ¢ : E — R, a aplicacdo dada por ¢s(x) = (f,z), para todo x € E. A

medida que f percorre E’, obtemos uma familia {¢y} e de aplicacoes de £ em R.

Defini¢ao 1.5.1. Seja E um espago de Banach. A topologia fraca o(E,E") sobre E € a

topologia menos fina sobre E para a qual sdo continuas todas as aplicacoes oy, f € E'.

Notacgao: Seja (x,)neny uma sequéncia de E convergente para x em E na topologia

/ e . ~
fraca o(E, E"). Utilizamos, neste caso, a seguinte notagao:
T, —~xemkb.

Proposicao 1.5.1. Seja (z,)neny uma sequéncia em E, entdo:

(i) x, — x em E se, e somente se, (f, x,) — (f,x), Vf € E'.
(i) Se x, — x em E, entio x, — zem E.
(ii1) Se x, — xem E, entdo ||x,||p € limitada e ||z||g < lim infl]|z,|| g

(iv) Se x, = xem E e f, = f em E', entdo (f,,x,) — (f, x).

Demonstracao: Ver [3].

Seja E' um espaco de Banach e seja x € E fixo. Definamos J, : E/ — R por

(Jo, [) = (f, ).

As aplicacoes J, sdo lineares e continuas, portanto J, € E”, Va € E.
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Definamos, agora, J : E — E” tal que J(z) = J,.

Definigao 1.5.2. A topologia fraco %, também designada por o(E', E), € a topologia menos

fina sobre E' que torna continuas todas as aplicagoes J,.

Proposicao 1.5.2. Seja (f)nen uma sequéncia em E', entdo:

(i) fn = f em E' se, e somente se, (fn,z) = (f,z), Vx € E.
(ii) Se f, — f em E', entao f, = f em E'.
(i1i) Se f, = f em E', entao f, = f em E'.

(iv) Se fn, = f em E', entao ||fn||p € limitada e ||f||p < liminf||f,||g .

Demonstragao: Ver [3].

Lema 1.5.1. Sejam E wum espaco de Banach reflexivo e (Tp)neny uma sequéncia

limitada de E, entdo existe uma subsequéncia (T, )ken de (Tn)nen € © € E, tal que

Tn, =T emb.

Demonstracao: Ver [3].
Lema 1.5.2. Sejam E um espago de Banach separdvel e (f,)nen uma sequéncia limitada de

FE', entao existe uma subsequéncia (fn, )ren € f € E', tal que

fo, = femE.

Demonstracao: Ver [3].

Teorema 1.17. Sejam E e F espacos de Banach e T um operador linear e continuo de E
em F. Entao, T é continuo em E, munido da topologia fraca o(E,E"), em F, munido da

topologia fraca o(F, F'). A reciproca também é verdadeira.

Demonstracao: Ver [3].
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1.6 Teoria de Semigrupos

Sejam V e W espacos de Banach reais, entao V' x W denotarda o espago produto
cartesiano. Um elemente do espaco V' x W sera escrito na forma [v, w| parav € Ve w € W.

Um operador multivalor A de V em W sera visto como um subconjunto de V' x W. Se

A CV x W, definimos
Av = {weW;v,w] € A};  D(A) ={v e V;Av # (0},
Im(A) = |J Av; A7 ={{w,v);[v,uw] € A}.

vED(A)

Nesta secao V' denotard um espaco de Banach real, V' o seu espaco dual. O valor de

v* € V' em v € V serd denotado por (v, v*) ou (v*,v).
1.6.1 Operadores Maximais Mondtonos em Espacos de Banach
Definigao 1.6.1. Um conjunto A C'V x V' é chamado de mondtono se

<’LL1—U2,U1—’U2> >0, V [UZ‘,UZ‘] eAi=1,2.

Um subconjunto mondtono de V x V' é chamado de mazximal mondtono se ele nao

estd propriamente contido em algum outro subconjunto mondtono de V x V'.

Se A € um operador de valor inico de V x V', entdo a condicdo de monotonicidade

torna-se

<U1 — UQ,A’LLl — Au2> > 0; i Uy, U € D(A)

Definig¢ao 1.6.2. Um operador multivalor A : X — X' € chamado coercivo, se

/
lim (Tn, ) =

nreo “mn” 7

para todo par [x,,x.] € A tal que nll_%lo ||| = oco.
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Definigao 1.6.3. Seja A um operador de valor inico definido de V- em V' tal que D(A) = V.

A ¢ dito ser hemicontinuo em V se
w—lim A(u + tv) = Au, Yu,v € V;
t—0

onde w — lim” denota que a convergéncia € fraca.

Teorema 1.18. Seja V' um espaco de Banach reflexivo e B um operador mondtono, hemi-
continuo e definido em todo V' tomando valores em V'. Entdo, B € maximal mondtono. Se,
além disso, B for coercivo, entio Im(B) = V".

Demonstragao: Ver [2].

Teorema 1.19. Sejam X e X' reflexivos e estritamente convexos. Seja F : X — X' a
aplicacao dualidade de X. Se A é um subconjunto mondtono de X x X', entao A é maximal
mondtono em X x X' se, e somente se, para todo A > 0 (equivalentemente para algum A > 0),

A4+ ANF : X — X' é sobrejetor.

Demonstracao: Ver [2].

Teorema 1.20. Seja X reflexivo, e sejam A e B conjuntos mazimais mondtonos de X x X'.

Suponha que
(int(D(A)) N D(B)) # 0.

Entao A+ B é mazximal mondtono em X x X'.
Demonstragao: Ver [2].
1.6.2 Subdiferencial de Fungoes Convexas

Seja V um espaco de Banach real e V'’ o seu espaco dual topoldgico.

Definicao 1.6.4. A G-diferencial de p : V — (—00, +00] em u € D(p) é uma fungao f € V'
tal que f(v) = ¢'(u,v), Y v € V. Esta fungao f € unica, € denotada por ¢'(u) e dizemos que

p € G-diferencidavel em u, ou diferencidvel a Gateauz.
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Observagao: ¢'(u,v) = lim;_,o %(go(u + tv) — go(u)) ¢ a derivada direcional de u na

direcao de v.

Definig¢ao 1.6.5. Uma funcgdo conveza e propria em'V € uma fungao ¢ de' V. em (—oo, +00],

tal que ¢ nao € identicamente igual a +00 e

O((1—=Nu+Av) < (1= N)e(u) + Ap(v),

ondeu,v €V e <A< 1.

Defini¢ao 1.6.6. Seja ¢ : V. — (—00,+00] convexa e prépria. A subdiferencial de ¢ em

u € D(p) € o conjunto de todos os funcionais u* € V' tais que
(W' v —u) < pv) —pw), veV,
e € denotado por Op(u). Cada um desses u* € Op(u) € também chamado de subdiferencial

de ¢ em u.

Proposicao 1.6.1. (Kachurovskii) Seja K convezo em V e seja ¢ : V. — (—00,+0]

G-diferencidvel em cada u € K, K = D(p). As sequintes afirmagoes sao equivalentes:

(i) ¢ € convexa,

(i) (¢'(u), v —u) < p(v) —p(u), Vuvelk,

(1i1) (¢'(u) —¢'(v),u—v) >0 VuvekK.

Demonstracao: Ver [32].

Proposicao 1.6.2. Seja ¢ : V. — (—o00, +00| um funcional convexo e préprio. Se ¢ é G-
diferencidvel em u € int(D(yp)), entdo Op(u) = {¢'(u)}. Se ¢ € continua e dp(u) € unico,

entao ¢ € G-diferenciavel em u.

Demonstracao: Ver [32].
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Proposicao 1.6.3. Seja ¢ : W — (—o0, +0o0] uma fungdao convexa e A : V. — W continua

e linear. Se ¢ é continua eem algum ponto de Im(A), entdo (@ o A) = A* o Dp o A.

Demonstracao: Ver [32].

Defini¢ao 1.6.7. A funcio ¢ : V — (—o0,+00] € dita semicontinua inferiormente em V se

liminf p(v) > ¢(u), VuelV.

Teorema 1.21. Seja ¢ uma funcgao propria, convexa e semicontinua inferiormente em V.

Entao 0p é um operador mazximal mondtono de V em V.

Demonstragao: Ver [2].
1.6.3 Operadores Dissipativos

Seja V' um espago de Banach real e V'’ o seu dual. Denotaremos por F': V. — V' a

aplicacao dualidade de V.

Definigao 1.6.8. Um subconjunto A de V x V (equivalentemente um operador multivalor
de V' nele mesmo) € chamado de dissipativo se para quaisquer [x;,y;] € A, i = 1,2, existe
f € F(xy — x2) tal que

fly1 —y2) <0.

Um conjunto dissipativo A € dito ser maximal dissipativo se nao estd contido pro-

priamente em qualquer subconjunto de V X V.

Um conjunto dissipativo A € chamado de m-dissipativo se

Im(I —A)=V.

Em particular, se V' € um espaco de Hilbert e A € m-dissipativo, entdo, A é um

operador de valor unico e —A € mazimal mondtono.
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1.6.4 Operadores Maximais Mono6tonos em Espacos de Hilbert

Seja H um espago de Hilbert sobre o corpo dos reais. Denotemos por ((-,-)) e | - |,
respectivamente, o produto interno e a norma em H e consideremos A : D(A) C H — H um

operador nao limitado de H.

Definigao 1.6.9. Dizemos que A é um operador mondtono se para todos vi,vy € D(A)

tivermos ((Avy — Avg,v1 — v9)) > 0.

A € dito mazimal mondtono se, for mondtono e, além disso, Im(I + A) = H, ou

seja,

Vfe H Jue D(A) tal que u + Au = f.
Proposicao 1.6.4. Seja A um operador mazimal monctono sobre H, entdao temos:

(i) D(A)=H.
(ii) A € fechado.

(iii) VA > 0, (I + NA) € bijetor de D(A) sobre H e (I + NA)™' é limitado com
(I +AA) e < 1.

Demonstragao: Ver [1].

Teorema 1.22. (Hille-Yosida) Seja A um operador mazximal mondtono em um espago de

Hilbert. Entao para todo ug € D(A) existe uma unica fungdo
u € C([0,400); H) N C([0, +00), D(A))

tal que

dt (1.10)
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Além disso, se verifica

du(t)

t) <
u(t)] < fuol e |

‘ = |Au(t)| < |Aupl, ¥Vt > 0, (1.11)
onde D(A) é um espaco de Banach munido da norma do grdfico

[lullpay = lul +[Awul.

Demonstracao: Ver [3].

Teorema 1.23. Seja A um operador em H, H espaco de Hilbert, tal que para algum wy > 0,

A+ wil € maximal mondtono. Seja B : H — H € uma funcao lipschitziana, com constante

de Lipschitz we > 0. Entao, para cada N > 0, ug € D(A) (D(A)) e f : [0,T] — H
absolutamente continua, existe uma tinica solugao (generalizada) de

CCZ;Z(t) + Au(t) + Bu(t) = Au(t) + f(t),

absolutamente continua e tal que u(0) = uy.

Demonstracao: Ver [32].

Proposicao 1.6.5. Seja p : W — (—00, +00] convezxa, A : V. — W continua e linear, e

suponha que ¢ seja continua em algum ponto de Im(A). Entdo O(po A) =N odypo A.

Demonstragao: Ver [32].



CAPITULO 2

Existéncia e Unicidade de Solucao

2.1 Introducao

O objetivo deste capitulo é provar a existéncia e unicidade de solu¢ao para o problema

u — Au = — fo(u) em ) x (0,00),

0 = ()~ Fiw em T x (0,00), o)
u=>0 em 'y x (0,00),

u(0) = u® € Hf (), w(0) =u' € L*(Q),

utilizando o método de Faedo-Galerkin e a Teoria de Semigrupos. Utilizaremos os dois
métodos de modo a permitir a comparacao da eficiéncia entre eles e iniciaremos com o método

de Faedo-Galerkin por ser mais construtivo e, desta forma, mais didatico.

As funcoes g, fo e fi devem satisfazer inicialmente as seguintes hipdteses

(H.1) A fungdo nao linear g : R — R satisfaz as seguintes condigoes:
(i) g é continua e mondtona crescente sobre R;
(i) g(s)s >0 para s # 0;
(iii) Existem m e M constantes tais que 0 < m < M e ms® < g(s)s < Ms?|s| > 1.
(H.2)

(i) fo € WE™(R), C* por partes e diferencidvel na origem;
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(i) fo(s)s = 0;

(iii) |f5(s)] < K(1+ |s|* 1), 1 < ko < Lz para |s| > R grande o suficiente.
n JE—

(H.3)
(i) f1:R — R é localmente lipschitziana, continua e diferencidvel na origem;

(i) fils)s > 0
(iii) |f1(s)| < A(|s| + |s|*), s € R 1 < k; < =1, A constante.

n—27

No que segue, denotaremos por V, o espago V = {u € H*(Q) : ulr, = 0}. Em V,

definimos a seguinte norma

loll} = [ 1VoPda. (22)
que é proveniente do produto interno

(v,u)y = /QVU -Vu du.

Com esta norma, V é um espago de Hilbert e, além disso, esta norma é equivalente a norma

de HY(Q) em V.

Usaremos as seguintes notagoes:
QRQ=0x(0,7),2=Tx(0,7),%=T;x(0,T), i=0,1.

ol = 1ol Baey = [ [o@@)Pdz e [[ollf = llol 2y = [ JofdT,
Q T

(u,v)q = (u,v) 120 :/Qu(ac)v(:v) dr e (u,v)r = (u,v)2r) = /Fu(x)v(x) dx.
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2.2 Existéncia e Unicidade de Solucao - Via método de

Faedo-Galerkin

De modo a resolver o problema (2.1) utilizando o método de Faedo-Galerkin, utiliza-
remos o método direto de resolucao usual, isto é, primeiramente sera resolvido um problema
com dados iniciais mais regulares e, a partir de argumentos de densidade, demonstraremos a

existéncia e unicidade de solugao para o problema inicial.

Além disso, para provar o desejado pelo método de Faedo-Galerkin, fez-se necesséria
a adicao de hipdteses sobre as funcoes g, fo, e fi. Tais funcoes devem satisfazer hipoteses

adicionais conforme segue

(H.1)” A funcdo g satisfaz (H.1), é de classe C*(R) e sua derivada ¢ limitada;
(H.2)” A fungao f, satisfaz (H.2) — (i), ¢ lipschitziana de classe C! e sua derivada ¢ limitada;

(H.3)" A funcao f; satisfaz (H.3), é Lipschitz continua de classe C! e f| é limitada.

Com o intuito de nao sobrecarregar a notacao, denotaremos por v’ a derivada da
du

funcao u com relagao a varidvel t, ou seja, v’ = — = wuy.

at

2.2.1 Solucao Regular

Nesta secao provaremos a existéncia de solucao para o seguinte problema

uy — Au = — fo(u) em  x (0,00),

0

873 +auy = —g(u) — fi(u) em I'y x (0,00), 2:3)
u=0 em [y x (0,00),

uw(0) =u’ € H*(Q) NV, u(0) =ut € V.

A partir deste, por meio de uma sequéncia de solucées, obteremos a solugao para
o problema (2.1). Observemos que foi adicionada a perturbagao awu;, o > 0, aos termos de

fronteira, com o intuito de resolver o problema.
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Teorema 2.1. Suponha que sejam satisfeitas as hipoteses (H.1)' — (H.3)'.

Se {u,u'} € H*(Q) NV x V e satisfazem a condi¢io de compatibilidade

0
u
o +aut = —g(u') — f1(u®) g¢s. em Ty,

entao existe uma solugao do problema (2.3) na classe
ue L (R HX(Q) NV) nIWE(R; V).
Se, além disso, a funcdo g satisfizer a condicao de coercividade, isto €,
g(s1) — g(s2) > ap(s1 — s2) para quaisquer sy > sy e oy >0 fizo,

entao a solugcdo do problema (2.3) € inica. A funcgdo u serd dita solugdo forte ou reqular de

(2.1)

Multiplicando a equagao uy —Au+ fo(u) = 0 por uma fungao admissivel v, integrando
em €, fazendo uso da segunda identidade de Green e observando que u = 0 em I’y x (0, 00)

vem que

/Q (@, D)v(x) do + /Q Vu(z,t) - Vo(z) de+ [ G (z,t))v(z) dT

Iy

+/r1 Filu(z, )o(z) dF—I—/QfO(u(x,t))v(x) dr =0, Vtelo,o0].

em que G(s) = as+ g(s).

Consideremos {w;‘}jeN uma base do espago V. A partir desta base, construiremos

uma outra base relacionada ao problema perturbado, da seguinte forma: Se u° u' sao li-
ind d defini = =u! i1 >3 a

nearmente independentes, definimos w; = u”, ws = u' e para w;, i > 3, os vetores sao os

elementos da base {w}" }jen escolhidos de tal forma que sejam linearmente independentes com

0 1

u? e ul. Caso u® seja um multiplo escalar de !, escolhemos w; = u°

e para w;, © > 2, 08

vetores sao os elementos da base {wj }ien que sejam linearmente independentes com u”.
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Esta nova base denotaremos por {w;}jey. Ponhamos V,, = [wy, ..., w,,] e conside-

remos em V,,, o problema aproximado

(PA) (U;In(t)a U) + (vum(t)v Vo) + (fl(um(t))v U>F1 + (G(U;n(t)), U)Fl + (fo(um(t))7 U) =0,
um(0) = u’,
U, (0) = u';

(2.4)

A existéncia de solugao do problema (PA), serd obtida a partir da demonstragao da
existéncia de solugao de um problema equivalente, garantida pelo Teorema de Carathéodory

(ver secao 1.4). Esta demonstracao encontra-se no Apéndice.

Mais adiante, provamos também que

o' ()] 72 + [Vu(t)|Z2q) < C(T), Vt€[0,T] e VT >0.

Com isto, podemos estender A todo o intervalo (0,00) usando o seguinte argu-

mento: Ty, = 00 ou se Tp, < 00 entao t liTm (||u'(t)||%z(ﬂ) + ||Vu(t)||%g(ﬂ)) = 0. Por-
—dmax

tanto, é suficiente provar a existéncia de solucao para todo T finito, como mencionado em

[10].

2.2.1.1 Primeira Estimativa a Priori

O Teorema de Carathéodory nos fornece que w,,(t) e ul,(t) sao absolutamente con-

tinuas e como consequéncia disto, u/ (t) e u” (t) existem no sentido de Dini.
Inicialmente, observemos que como estamos considerando a base {w; } ey ortonormal

em L?(92), resulta que para j = 1,...,m,

Vim(t) = (U (8),w5) = =(Vum(t), Vwy) — (G(up, (1) — fium(t)), wi)r, — (folum(t)), w;).
(2.5)

v E Vy,
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Disto segue que

(O < (Dl + [ 16 ) + frow)| gD + [ o)y

Pela continuidade das funcoes envolvidas e da desigualdade de Holder, segue que

Vi (t) € L2(0,tn,). Assim

tm
[ ot = [0S
< [ Ik
7j=1
= [ Pl < Sl [ 0P < o

Jj=1

ou seja,

u € L*(0,t,; L*(Q)). (2.6)
Assim, como u], (t) é absolutamente continua em (0, ¢,,), podemos concluir que
/Q A () (1) de € LN, b). (2.7)
Considere 0 € D(0, t,,). Entao, de (2.7) e pelo Teorema de Fubini

(i, (1), U, (8)), 0) D1 (0,800) DO ) = </Qu;n(x )y, (2, 1) A, 0) D1(0,8,),D(0,tm)

tTTL
:/ A (w00, (a, D0 dadt
0
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/ " / () dadt

= —§<H (1)1l 0')

(5l (D12 0

ou seja,
1d
(u (1), 0 (1)) = 5l (O] (23)
Da mesma forma provamos que
! 1d 2
(Vetm(£), Vit (8)) = 5| [Vt (1) (29)

Retornemos ao problema aproximado (PA) e consideremos v = wj, j = 1,...,m.

Multiplicando a equagdo por v;,,(t),t € [0,%,,), e somando em j de 1 até m obtemos

(U (1), un (1)) + (Vun(t), Vg, (8) + (G, () + fi(um(t)), un, (8))ry + folum(t)), u, (£) = 0.
(2.10)

Substituindo (2.8) e (2.9) em (2.10), obtemos

Sl O + 31Tl + alliuOIR, + [ (e, 0 (o0) dr

+ /Flg (. (z, )l (z,¢) dr+/9f0(um(m,t))u;n(x,t) dz = 0.

Mas temos por (H.1) — (ii) que g(s)s > 0. Logo,

! 2 2 / 2
OB + 2 Va0l + all (0,

< — | filum(z,t)u,(x,t) dF—/Qfo(um(x,t))u;n(x,t) dr. (2.11)

I

11 ]2

(i) Estimativa para I;: De (H.3), pela desigualdade de Young e da continuidade do trago
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de ordem 0,
[ 1 a0l (o, )] a0 < [ L4262, 1)](26) 2], (2, 1)] T
Iy I

LQ
< ZéHum(t)H%z(m+6\|Uin(t)l\%z(r1>

< ElIVum (0118 + el lup, (D122,
(ii) Estimativa para Is: De (H.2) e usando novamente a desigualdade de Young,

[ Volum(@ )l do < [ Lo(2e) ™ fun(a, 0)](26) 211, (2, 0)] da

< Lo 12 + el o2
= 46 m Q m [9F)

sendo L; a constante de Lipschitz associada a f;, i =0, 1.
1
Ponhamos E(t, u,,) = §(|]u;n(t)||?2 + [ Vun()]3) e € = %. Entao, de (2.11), temos

dE d o
) < Bt )+ Sl (I, < KB (E )

em que K; é uma constante que depende da continuidade do traco de ordem 0 e da imersao

YV — L*(Q).
Integrando de 0 a ¢, para 0 < t < t,,, e aplicando o lema de Gronwall, segue que
E(t,uy) < BE(u®, u')e7T,

Com isto provamos a existéncia de uma constante C' > 0, que independe de t € [0, ,,)

e m € N, tal que

t
[l (D118 + [V (]G + 04/ |y, (O]F,dt < O Wt € [0, 1), Ym € N. (2.12)
0
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Usando o Coroldrio 1.16.1 podemos estender as solugoes u,,, & todo intervalo [0, T,
qualquer que seja m € N. Consequentemente, obtemos que a desigualdade (2.12) é valida

para todo t € 0,7 e para todo m € N. Além disso,

(up,) 6 limitada em L*°(0,7;V). (2.13)
(u!)) ¢ limitada em L*(0,T;L*(2)) (2.14)
(u!) ¢ limitada em L*(0,T;L*(T';)). (2.15)

2.2.1.2 Sequnda Estimativa a Priori

No que segue, faremos alguns célculos com o intuito de derivar a equacdo do (PA)

com relacao a variavel t.

d
Sendo i derivada no sentido distribucional em D'(0,T; L*(Q)) e 6 € D(0,T),

temos que

o que prova que a derivada distribucional de u,, e a derivada classica sao coincidentes.

De maneira andloga e utilizando (2.6), observando que u”, € L*(0,T; L?(Q2)) prova-se

d /i
<dtum,9> (uy ,0).

Por outro lado, usando propriedades da integral de Bochner constatamos que

que
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<jt<vum<t>,wj>,e> (Va0 V), 0)

(5 G + Alun))r1.8) = (GO0 + S )01

d

{0000 = (300, 1).).

As duas ultimas igualdades decorrem das hipdteses feitas sobre as funcoes g, fo e fi, e a

derivacao de uma composicao assegurada pela Proposicao 1.1.19.
Das relagoes acima e de (2.5) resulta que

i ’ (e (£), w5) = =(Vug, (8), V) = (G (up, (£))t, (8))r,

— (1 (o (), (£), w5 )y = (S (wm (£) )ty (), 05). (2.16)

Mas u, é uma fun¢ao absolutamente continua, donde u! é um fungao integravel.

Utilizando as limitagoes impostas sobre as derivadas das fungoes g, fy e f1, verificamos que

Vim € L*(0,7),

onde as trés derivadas sao no sentido distribucionais. Sendo assim,
T " 2 T G " 2
@t = 113 At lfade < +oo
=1

isto é,
uy € L*(0,T5 L*(2),

qualquer que seja m € N. De (2.16) obtemos,
(), w5) + (Vg (8), V) 4 (G (un, (8) )t (8) + f1 (i () )1 (8), w5)r, + (fo (i (8) )iy (2), w05) = 0.

7

Multiplicando a identidade acima por v}, somando em j, e usando que g'(s) > 0

temos
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S+ 5 IV +all (IR,
< () (1), (1)), = (1)t ), (1)

13 14

(2.17)

(1) Estimativa para I3: Pela hipétese (H.3) — (i7) juntamente com o fato de

(2n—2)(ky —1) < 277__22, segue da desigualdade de Holder generalizada e da desigualdade de

Young que
[ i )i (o, ) 2)| T
<A [ (el (@) a0+ A [ 1 Dl 6)] dT
Fl F1

H 2n—2
L n—2

A? _
< I, + ellun @17, + Allwm Ol 0010, |1t (2) ol [Em Oz

(2.18)

Usando a imersdo de Sobolev HY2(T}) — L7 (T}), (2.13) e a desigualdade de

Young em conjunto com a continuidade da aplicagao trago de ordem 0, temos

[ 1A ) o) i )]

A? c ,
< VO + ellun O, + 511V, 01 + 8llun O,

em que 0 é uma constante positiva.

(ii) Estimativa para Iy: De modo inteiramente andlogo ao caso anterior, obtemos a

seguinte desigualdade

[ 1B, )l (o, )l 1)

< k([IVu, (D117 + [, (D7)

(2.19)
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Escolhamos € = 6 = §. Donde de (2.17)-(2.19), decorre que

@ B(t,,) < LB + SO, < KoB(t, ), (2.20)

I

”(0)). Considerando t = 0 no problema apro-

Vamos agora estimar a sequéncia (u
ximado (PA), e considerando as condigdes de compatibilidade acerca dos dados iniciais, a
saber,

— t+au = —g(ul) - fl(uo)v

obtemos

(13,(0),0)) + (T (0), 90) + [ Glun(0)) v dl + [ i (0)) v dT

I'

+a/F u, (0) v dF—l—/Qfo(um(:c,O))v dr = 0.

Pela Férmula de Green e tomando v = u! (0) segue que

[l (0)[16, — (At (0), uy, (0)) +/Qfo(um(%0))%(w70) dz = 0.

IN

[z (0115 HAum(O)HQHu%(O)HQ—Afo(um(w,O))u%(x,O) da

<l (0) |21 (0)lle + [ fo(w™) [l (2, 0)]la, (2.21)

A

pela desigualdade de Cauchy-Schwarz. Ou seja,

lum (0)lle < u® ) + [fou®)lla, ¥m € N

Portanto, (u/,(0)) é limitada em L?*(Q).

m

Assim, ao integrarmos (2.20) de 0 a ¢ e aplicarmos a desigualdade de Gronwall,
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obtemos que

(u”)  ¢élimitada em L>°(0,T; L*(2)) (2.22)
(ul,) élimitada em L*(0,7T;V) (2.23)
(u!))  élimitada em L*(0,T;L*(Ty)) (2.24)

2.2.1.8 Passagem ao Limite

Identificaremos L*(Q2) com seu dual via teorema da Representagao de Riesz. Valem

L=(0,T;V) [L' (0, T; V"))

L0, T; LX(Q)) = [LY0,T;L2(Q))].

Além disso, L'(0,T;V") e L'(0,T;L*(Q)) sao separdveis. Pelo Lema 1.5.2 e das

Estimativas a Priori, existe uma subsequéncia (u,) de (m,)men tal que para todo T > 0,

u, — wuem L>(0,T;V) (2.25)
w, = u' em L*(0,T;V) (2.26)
w, = " em L®(0,T;L*(Q)). (2.27)
w, — o em L*(0,T;L*(T)) (2.28)
w, — u’ em L*(0,T;L*(I)) (2.29)

Sendo V <% L2(Q), de (2.26), (2.27) e em virtude do Teorema 1.12 (Teorema de
Aubin-Lions) podemos extrair uma subsequéncia de (u,) (ainda mantendo a mesma indexa-
¢ao) tal que

u, —u em L*(0,T;L*(Q)) = L*(Q)

e, entao,

U, — u g.s. em Q.
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Da continuidade da funcao f, segue que

fo(u,) = fo(u) qs. em Q.

Além disso, para cada p € N, denotando Q = Q,,; U €),2, onde
Qu ={zx e Qluuz,t)| <R} e Qo ={2 € Qu,(x,t)] > R}, (2.30)
e R é dado em (H.2) — (7ii), temos

owdlisg = [ [ foulr.)Pdz di
/OT l/% | fo(uu(z, 1)) *dz + /QM2 |f0(uu($,t))’2dx] dt

IN

/0 ' [med(Q)Ko + ok /Q

< Kj

(e, D + |uu<x,t>|2>dx] it

n2

onde K depende de 2, de T e da limitagao dada por (2.13), pois vale a cadeia de imersoes

HY(Q) < L2(Q) — L*(Q). Logo,

Hf0<uu)||%2(Q) < Kg; VpeN. (2.31)

Donde, de (2.31) e do Lema 1.1.3 (Lema de Lions) segue que
folu,) = fo(u) em L*(0,T; L*(Q)) = L*(Q).
Como w; € H* () NV — L*(Q) e § € D(0,T) C L*(0,T), segue que

[ Colona(0),w)006) dt = [ (atute)), o) at (2.32)
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Utilizando a cadeia HY?(I'y) <% L?1(T';) < L*(I';) demonstramos que

[ ) wr ) de = [ (ult)), ), 000) . (2.33)

Usando a hipé6tese (H.1) — (4i7) juntamente com a continuidade da fungao g e uti-

lizando também um raciocinio analogo ao que foi usado com as fungoes fy e fi, provamos

que
T / T /
[, 00), ), 800 e [ o0 0 000) . (2.34)
Mais ainda, como
wy, =" em L®(0,T; L*()),
entao
(up, ) — (u", ) Voo € L0, T; L*(Q));
ou seja,
T T
| (o) dt = [ (@), 0(0)) d.
Como w;0 € L*(0,T; L*(2)), em particular,
T T
/0 (1), w;) O(t) dt — /0 (u"(t),w;) 6(1) dt. (2.35)
De (2.25) temos que
Vu, = Vu em L>(0,T; [L*(Q)]"),
entao

(Vug, ©) = (Vu,0), Vo e L'(0,T;[L*(Q)]").
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Do fato que Vw;0 € L'(0,T;[L*(©2)]") decorre que

T T
/0 (VUM,ij)[Lz(Q)}nQ(t) dt—>/0 (VU, ij)[LQ(Q)]ne(t) dt. (236)

Seja 7 € N e consideremos p > j. Multiplicando a equagao do problema aproximado

(2.4) por 8 € D(0,T), tomando v = w; e integrando de 0 a T, resulta que

OI/OT(UZ(t),wj)Q(t) dt—l—/OT(Vuu(t),ij)é)(t) dt+/0T(g(uL(t)),wj)F19(t) dt

b [0, w0 de+ [ (), w)r00) e+ [ olwa(6)),wi)oe) de. (237)

Pelas convergéncias dadas em (2.32)-(2.36) podemos passar o limite na equagao

(2.37), quando p — oo, obtendo

oz/OT(u”(t),wj)e(t) dt+/0T(Vu(t),ij)0(t) dt+/0T(g(u’(t)),wj)ple(t) "

ta /0 W), w0 0(t) dt+ /0 F®)), w)e,0(8) dt + /O N oul®)), wy)o() dt. (2.38)

Pela totalidade dos w;s em V temos

/ L), 0)0(1) dt+ /0 L (Vut), Vo)o() dt + /0 g (®), ) 0(t) dt

0

—l—oz/OT(u’(t),v)pﬁ(t) dt+/0T(f1(u(t)),v)p19(t) dt+/0T(f0(u(t)),v)0(t) dt =0,

V0 eD0,T)eVve).

Em particular, para v = ¢ € D(2) temos
(", 00)p(Q),p(@) + (—Au, p0)pr(@)p@) + (folw), ¥0)p(@).p@) = 0,
ou seja,

(u" — Au -+ fo(u), ¢0>D’(Q),D(Q) = 0, V(,D € D(Q),V@ S D(O, T)
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Como o conjunto {¢d;p € D(Q),0 € D(0,T)} é total em D(Q), decorre que

u" — Au+ fo(u) =0 em D'(Q). (2.39)

Da regularidade de u” e fo(u), para quase todo t € (0,7"), temos que

Au(t) = u"(t) + folu(t)) em L*(Q).

Segue da regularidade dos problemas elipticos que, para quase todo t > 0, u(t) €
H?*(Q) e
()] m20) < K| Au()]|L20)-

Logo,

a2 < kl[Au@)l|2@) = Kkl () + folul®)lz2@)
< K" (@)lz2e) + Ellfo(u®)l 2@

provando que u € L*°(0, T; H?(Q)NV), desde que u” e fo(u) sao elementos de L>=(0, T, L*(R)).

Desta forma, para todo 17" > 0,

w € L0, T; H*(Q) NV) N Wh=(0,T; V). (2.40)

2.2.1.4 Condicao de Fronteira

De (2.38) temos

/T(u”(t) Do) dt+/ (Vu(t), Vaw;)0 dt+/T (folu()), w;)8(2)

(2.41)
+/ fl w] 1"1 dt+/ w] Flg(t) dt = 07

para todos j € Ne 6 € D(0,T). De (2.39), v — Au+ fo(u) = 0 em L>(0,T, L*(Q2)), logo

u'(z,t) = Au(z,t) — fo(u(z,t)), para q.t. (z,t) € Qx]0,T]. (2.42)
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Substituindo (2.42) em (2.41), segue que

/OT(Au(t) ~ folu(t)), w;)0(2) dt+/T Vu(t), Vu, )t dt+/T (folu(t)), w;)8(1)dt
+ / (Fu(u(t)), wy)r, O()dt + / (), w;)e, 6(t)dt = 0.

Aplicando a identidade de Green,

/ /r (z, tyw; ()6 (t)dl" dt = — /OT /F filu(z, 1)), w;(@)r, 0(t)dTdt (2.43)

- /oT /n G(u'(x,1)), wi(x)r, 0(t)dldt.

Notemos que {yow;};en é densa em L*(I';).

Consequentemente, de (2.43) obtemos

2 ol = i) gl em DO,T LT

e, portanto, da regularidade da funcao u

O 4ol = —fu(u) — g(u!) em L2(0,T; (1)) (2.44)

2.2.1.5 Unicidade

Sejam u e v solugoes regulares do problema (2.3). Considerando w = u — v temos

que w satisfaz o seguinte problema:

w”" — Aw + fo(u) — fo(v) =0 em 2 x |0, 00],

ow / / n o m

g—l—aw + fi(u) — fi(v) +g(u') —g(®')=0 em T’y x ]0,00], (2.45)
w=0 em [y x 0,00,

w(z,0) =0 = w'(z,0) x € .



2.2 Existéncia e Unicidade de Solucao - Via método de Faedo-Galerkin 66

Compondo (2.45) com w'(t) e aplicando a férmula de Green resulta que

(u"0), (1) + (Val), V() = [ S, ) ar

+(fo(u(t)) = fo(v(t)), w'(t)) = 0.

Logo,

S O+ 5 IVl — [ 90wt — v, 0)

+/Q(f0(u($7t)) — fo(v(z, ) (W (z,t) — V' (x,t)) dx=0.

Assumindo agora a coercividade da fungao g

1d

Sl @I + 5

- SV wB) + aol v ()],

S/Q\fo(u(%t)) —fo(v(fl?,t))HW’(fE’t)\dﬂi+/Fl [f1(u(z, 1)) = fi(v(z, )| [w'(z, £)]dly.

Sendo as funcoes fy e fi lipschitzianas, da desigualdade de Young vem, para ¢ > 0,

que

O+ 5 V)l + ol (IR,

< Co([lw@®II* + [lw' (D) + Cl(i!\w(t)ll%l +ellw' @OIIF,)-

Da desigualdade de Poincaré, da continuidade da aplicacdo traco vy : V — HY?(I'y)

e escolhendo € pequeno o suficiente, obtemos a seguinte desigualdade:

SN @1 + 5 VOl < COul @ + 1w,
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Integrando de 0 a T,

[/ (O] + [[Vw®)g < [lw' (0)[6 + [IVw(O)]|g + ¢ /OT 1! (D18 + V(D)3 dt.

Como ||w'(0)|| = [[Vw(0)|| = 0, concluimos da desigualdade de Gronwall que w(t) =
0 em V), para quase todo t € [0,T] e portanto u = v, ou seja, a solugao regular do problema

perturbado é tnica.
2.2.2 Solucao Fraca

A seguir, provaremos a existéncia e a unicidade da solu¢do do problema (2.1). Fare-
mos tal prova por meio de aproximagao de solugoes regulares do problema perturbado (2.3).

Consideremos novamente o problema

uy — Au = — fo(u) em Q x (0,00),

g:j = —g(w) — fi(u) em I'; x (0,00), (2.46)
u=20 em [y x (0,00),

uw(0) =u’ €V, u(0) =u' € L3(N).

Teorema 2.2. Assuma as hipdteses (H.1)' — (H.3)'.

Se {u®,u'} € V x L?(Q), entao existe solugdo do problema (2./6) na sequinte classe
ue C(R;V)NCH (R LX(Q))

Se, além disso, g for coerciva, entao tal solucao € unica. Tal funcdao é denominada solucao

fraca de (2.46).
Seja A um operador nao-linear cujo dominio é dado por

D(A) = {(u,v) €V xV [u+ N[G(yv) + fr(rou)] € D(=A)},
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pondo

A

—v

—A{u+ N[G(vov) + fr(vou)l} + fo(u)

(%

em que N : H™Y/2(I'}) — V é o operador de Neumann definido por

—Ap=0 em (,
Ng=p<= 4 p=0

0
8—1::(1 em ['.

em Iy,

Na secao 4.3 do Apéndice, provamos que existe um nimero real w > 0, tal que A + wl é

um operador maximal monétono no espago F := V x L*(Q). Como D(A) = D(A + wl),
concluimos da proposicao 1.6.4 que D(A) = E. Mais ainda, se (u,v) € D(A), entao

O = —Glow) ~ filww) € (T,

Vamos assumir agora que (u’,u') € E e considere, tendo em vista que D(A) é denso em E,

uma sequéncia (uf,, u,) C D(A) tal que
ug —u’ em V e u}t —sut em L*(Q).

Assim, (uf), u),) satisfaz, para cada u € N, a condigao de compatibilidade

o’ 1
87; + pui = —Q(UL) - fl(U2),

1
em que « foi escolhido na forma —.
1

1
Para cada i € N, seja u,, solucao regular de (2.3) com dados iniciais (ug, “L) ea=—.
1
Logo,

u, € C([0,T], H*(Q)NV)nC([0,T],V),
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e satisfaz
uy — Auy, = — fo(u,) em Q0 x (0,00),
ou, 1, ,
— 4+ —u, = —g(u,) — fi(u em ['y x (0,00),
(b d o Tt = Il — i) v 0e) (2.47)
u, =0 em Iy x (0,00),
u,(0) =u’ € H*(Q) NV, u,(0)=u" €V.

Tomando o produto interno em L*(€2) na primeira equacao de (F,) com u(t) e

considerando os mesmos argumentos utilizados para provar a primeira estimativa, obtemos
1112 2 ¢ / 2
HuuHH(m + Hvuuum(m + Oé/o HUN(S)HLQ(H)dS <C.

Das estimativas acima, existe uma subsequéncia de (u,), cujo parametro de conver-

géncia serd ainda denotado pelo mesmo simbolo, tal que

u, —wu em L®(0,T;V) (2.48)
w, =u em L*(0,T;L*()) (2.49)
w, —u' em L*(0,T;L*(I)) (2.50)

Das hipéteses assumidas sobre as funcoes fy, f1 e g, e pela regularidade de u e o/,

podemos concluir ainda, em virtude do lema de Lions, as seguintes convergéncias

folw,) = fo(u) em L*(Q) (2.51)
filuy) = fi(u) em L*(Q) (2.52)
g(uy,) — x em L* (%)) (2.53)
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Além disso, pelo teorema de Aubin-Lions

u, — u em L*(Q) (2.54)

u, —u em L*(X)) (2.55)

Resta-nos provar que g(u’) = x. Para isso, usaremos argumentos de monotonicidade.

Definindo z,, = u, — 4y, it,0 € N, de (P,) vem que
1d ¢, o o1 1
-4 Vo, f/ '2dr+—/ ' 24T
5% {12, + 11V 2017} + e || > |t |
1 1
—~ [ + 1 / wundl + | g(ul,) = g(ul)] [uf, — ] dT (2.56)
' I

1) = i) = e A0+ [ [folun) = o) e = ) da =0,

ou ainda,

SNl IV} 4 [ oty) — ()] [}, — u ] drds

1 1) . 1 rt , 1 st /
- [p " a] /0 /rl wtlpdlds = u/o |l [*dlds — ;/O /F1 |ug [T ds (2.57)
_ /Ot /Fl [f1(un) = fi(ug)] [uy — uo) dl'ds — /Ot/Q [foluy) — fo(uo)] [u, — u,) dz ds.

Das convergéncias (2.51)-(2.55), juntamente com a limitagao de (u),) em L*(0,T; L*(T'y)),

temos que o lado direito da igualdade (2.57) tende a zero quando p — co.
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Portanto, temos que

u, — u em C([0,T;V])NCY[0,T]; L*(2)) (2.58)
(2.59)
i /Ot /Fl {g(uz) - g(u;)} [uL — u;} dl'ds = 0. (2.60)

Dai,

Jgr& U / LU dFds—/ /F1 Ju dFds—/ qudfds}

+lim// udFdS—O
o—00 Fl

Trocando o por pu, deduzimos que

t

lim / / Ju, dlds —/ x v dlds. (2.61)
I

H—r00 0
Como ¢ é monotona crescente,

T
| toty) = 9().uy = vyt = 0, W € LA(T),
Esta tdltima desigualdade assegura que

T

liminf [ (g(u,),¥)dt + lim inf < (), u, —)dt

H—>00 0 H—>00 0

T
!/ /
<hﬂgolf ; (g(u,),u,)dt.

Considerando agora as convergéncias (2.50),(2.53) e (2.61), obtemos

/[)T<X(t) - g(¢),u/(t) —p)dt > 0.
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Escolhamos 1 = u' + A, em que £ € L*(T';) é um elemento arbitrdrio. Sendo o
operador g : L*(T';) — L*(T'1); v — g(v) hemicontinuo, segue que x = g(u’), como queriamos

provar.

As convergéncias acima nos permitem passar o limite no problema (F,), a fim de

obter
u' — Au= —fo(u) em L>(0,T;V),
u=0 em I,

00— —g(u) ~ filu) em L(5) (262)

w(0) =u’, v/(0) = ul.

com u € C([0,T]; V) N C([0,T]; L*(2)). A prova de que gz = —g(u) — fi(u) em L*(X,),

encontra-se na se¢ao 4.4, no Apéndice.

2.2.2.1 Unicidade

Sejam u e v solugbes fracas da equacao (2.46). Ponha w = u — v. Entao, w €

C([0,T]; V) N CYH([0,T]; L?(Q2)) e verifica

wy — Aw = — fo(u) + fo(v) em L*(0,T;V'),

2= —glu) ) — i)+ i) em L), .
w=20 em X,

w(0) = w'(0) = 0.

Pela identidade de energia (ver Apéndice), juntamente com as hipdteses assumidas

(H.1) — (H.3) e a coercividade da funcao g

4/ (0) 0y + 1900 iy + k0 [ ' (5) e, s

< [ 1o(u(s)) = Jolw(sD) sz I 5)szands + [ 13 uls)) = i o)y ()l
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Assim

t
o () 20y + [ V0(8) [y + 0 || o' (5) e, s
t !/ ¢ /
< Lo [ ()l ')l < Ly [ w(s)llzzy ')l

¢ !/ ¢ 1 !/
<C [ (IV0) e + 10 ) ds +C [ (ZIV0l) e + ellwf(5) e, ) ds.
(2.64)

E disto segue que

t
/(1)) + IV0(®) 20 + (00 = Ce) [0/ () ey ds
(2.65)

1 t / 2 2
<0 (1t 1) [ (WOl + IV)) b

Escolhendo ag — Ce > 0, pelo lema de Gronwall, concluimos que u(t) = v(t) em V e v/(t) =

v'(t) em L?(R), para quase todo 0 <t < T.

2.3 Existéncia e Unicidade de Solucao - Via Teoria de

Semigrupos

Como fora anteriormente mencionado, neste capitulo serd resolvido o problema

u — Au = — fo(u) em  x (0,00),

o = —glu) — filw) em T x (0,00), .
u= em [y x (0,00),

w0) =u’ €V, u(0) =u' € L*(N),

na abordagem da teoria de semigrupos nao-lineares.

Neste contexto, as hipdteses assumidas acerca das funcoes fy, f1 e g sao as seguintes:
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(H.1) A fungdo ndo linear g : R — R satisfaz as seguintes condigoes:

(i) g € C(R) é mondtona crescente;
(ii) g(s)s > 0 para s # 0;

(iii) Existem m e M constantes tais que 0 < m < M e ms® < g(s)s < Ms? |s| > 1.
(H.2) A funcio f, € W™, é tal que

i) fo é CY(R) por partes e diferencidvel na origem:;
(i) fi por p gem;
(ii) fo(s)s = 0;
(iii) |fo(s)] S N(1+|s/F™1), 1 < ko < LQ’ para |s| > N grande o suficiente.
n —
(H.3) A fungao f; € C(R) satisfaz

(i) fi é diferenciavel em s = 0 e localmente lipschitziana;

(i) fi(s)s = 0;

(it) [fi(s)] < A(|s| +]s*), s € R ky < =5, A constante.

Teorema 2.3. Assuma as hipdteses (H.1) — (H.3) citadas acima. Se
g(s1) — g(s2) > sy — s2) para todo s; — sg >0,
entao o problema (2.06) possui uma tnica solugdo na classe

u € C([0,T]; V) nCY([0, T); L*(Q))

e, além disso,
0
Jou' € L2(0, 003 L(I)), 5 € L*(0, 00 L*(TY)).
v

Lembremos do operador A citado na secao anterior

A é um operador nao-linear cujo dominio é dado como sendo

D(A) = (u,v) €V xV | u+ N[G(yov) + fi(you)] € D(—A).
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e pomos

u —v

A -
v —A{u+ N[G(yv) + fi(ow)]} + fo(u)

em que N : H™Y/2(I'}) — V é o operador de Neumann definido também na se¢do anterior.

Procedendo a seguinte mudanca de varidveis na equagao

U
U= ;
u/
obtemos
U=—-AU.

Assumindo as hipéteses (H.1) — (H.3) e, mais ainda, supondo fy e f lipschitzianas,
sabemos que existe um w > 0 suficientemente grande tal que A 4+ wl é maximal mondtono

(ver Apéndice). Deste modo, pelo teorema 1.23, conclui-se que existe uma tunica solugao

u e C([0,T]; V) N C ([0, T); L2(2)),

de (2.66) para qualquer T > 0 finito.

0
Para provar que ’, a—u € L*(0,T; L*(T'y)), observemos que se (u°, u') € D(A), temos
v
que yo(u') € HY?(I';), donde
O goun!) € LA(TY)
— u .

Se (u(t),u'(t)) é uma solugao do problema para o dado inicial (u°, u') € D(A), entao,

pela propriedade de semigrupo, temos (u(t),u/(t)) € D(A) e, consequentemente,

u' € L0, T; L*(Ty)) e gz € L>(0,T; L*(Ty)).
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Pela identidade de energia, (4.60) do Apéndice, temos

[l (7 + [Vu(®)]®

¢ ¢
= [Jut]]? + || Vu?|* + 2/ / Ou u'dlds + 2/ / fo(wu' dx ds
0o Jr, Ov 0 Ja

- —2//F udFds—Q/ fi(u) dFds—i—Z//fo ' dx ds
(2.67)

t t t
§2-E(0)—2a// |2 dFds+2L1/ / |1 dFds+2L0/ / ||| dz ds
0 JI'y 0 JI'y 0 JQ

t t
< 2. E(0)) — 2a/ 2 dFds+2L1{ / juPdrds+e [ | \u’|2drds}
0 4e Iy 0 JTy

+2L0{ //|u|2dxds—|— //|u|2dxds}

«
Escolha €e = —— e obtemos
1

t
I/ O + IVu@®)]* + 04/O I/ (D)2 < C IVl + 0 + [la*]7} -

Pela densidade de D(A) em E, podemos estender a desigualdade anterior a todo E.
Da hipdtese (H.1) — (i17) conclui-se que g(u') € L*(0,00; L*(T';)). Como é aprensentado no
0
Apéndice, faz sentido falar da derivada normal 8—u no espaco H=1(0,T; H'/2(I'y)). Mas pela
v

igualdade

O = () ~ (w)

ou
e, da regularidade das fungées em questao, obtemos m € L*(0,00; L*(T'y)).
v

Vamos provar agora que as hipéteses (H.1) — (H.3) sao suficientes, ou seja, podemos

omitir a hipdtese sobre as fungoes fy e f; serem lipschitzianas. Considere a aproximacao da
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equagao (2.66)

u — Awy = — for(w) em 2 x (0,00),
%——(u')—lu'—f(u) em I'; x (0,00)

A A PR (2.68)
u, =0 em I’y x (0,00),

w(0) =u® €V, uj(0) =u' € L*(Q),

em que as fungoes f; sao definidas por

fi(s), [s| <4
fau(s) =< fill), s>1; i=0,1
fi(—l), S S —I.

1
Pondo g;(s) = g(s) + 75, segue que g; esta nas hipoteses do teorema, isto é, satisfaz

(H.1). Vamos provar agora que as fungoes fo e f1; sao lipschitzianas (condigao necessaria

para provar que o operador A + wl é maximal mon6tono). Para tanto, basta verificar no

intervalo [, []:

(0)

Temos por hipétese que fo € WH(R) e, além disso, fo ¢ C! por partes. Existe uma
partigao do intervalo [, 1] tal que fo; é C' em cada um desses subintervalos. Logo, em

cada um desses subintervalos, fy; é Lipschitz continua, em virtude do teorema do valor

médio. Se —I = s¢, s1,...,5, = [ é tal partigao e Ly; ¢ a constante de Lipschitz de fy
k—1

no subintervalo [s;, sj41], entdo Ly = Z Ly, é constante de Lipschitz para fy.
§=0

Como f; é localmente lipschitziana, o mesmo vale para fy;. Se s € [—[, ], existe
€s tal que f1; é lipschitziana no intervalo [s — €5, s 4+ €. Como [—[,[] é compacto,
podemos cobrir tal intervalo com uma quantidade finita de subintervalos onde fy; ¢é
lipschitziana. Ponha [—1,1] C U ![s; — €,,,5; + €5,] e Ly; a constante de Lipschitz de

m—1
fu no subintervalo [s; — €, 5; +¢,]. Entdo Ly = Z Ly; é constante de Lipschitz para

§=0
Ju-
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Deste modo, existe uma solugao
w € C([0, 7] V) N CH([0, T); L* (),

com

8ul

%7 ugv gl(u;) € L2(O,OO,L2(F1))

Vamos provar que esta sequéncia de solugoes possui uma subsequéncia convergente,
cujo limite é solugao do problema (2.66). Para tanto, provaremos primeiramente o seguinte

lema:

Lema 2.3.1. Sob as hipoteses do Teorema 2.3, temos quando | — oo e uy — u em V,

/Q Fu(u) dz+ [ Fu(w)dl < C, (2.69)

Iy

em que Fa(t) = [ fals) ds ¢ € = C(Jully)

w) — fi(u) em L*(Ty);
ful) — ) em I3T) o)
fo(w) — fo(u) em L*(Q).
Demonstragao: Como |f5;(s)| < C(1 + [s|*~1), entdo Fy(s) < Ag|s|> + Bo|s|**! e, para
u eV,

‘ /Q Fo(u(z)) dz

< / (Aolul)? + Bolu(x)[**!) dz < Cy,
Q
pela imersao V — LFT1(Q).

De modo andlogo, do fato de Fy;(s) < A;ls|"*! + By|s|?, segue
‘/ Fu(u(x)) dF’ < [ (Adute) 7+ Blu(x)) dr < G,
N1 I

pelas imersdes H'/?(I'y) — L*(T1) e HY/?(I'y) — L%(Fl) — LM*TYT) e usando a conti-

nuidade do traco.
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Assim, fica provado (2.69). Para provar (2.70)-(i), ponhamos I'; = {z € 'y : |u(z)| > [}.

/1“1 | fu(w(z)) = fi(u(z))?dD
<2 {/n | fu(w(z)) = fi(w(z))[dl + /Fl | fi(w(z)) — fl(u(aj))\zdl“}_

Em vista da imersiao compacta HY?(T';) <> L*(T';) e da continuidade da funcao fi,
pelo teorema da convergencia dominada de Lebesgue a segunda integral do lado direito da

desigualdade acima tende a zero. Vamos analisar entao a primeira integral:

Como f1;(s) = fi(s) para |s| <, entao

/F1 | fulw(x)) — fi(w(x))|dl

<2{ [ IAtu@)Par+ [ (£@OF+1A(-DF)ar}.

Tem-se

(L) < ([ lu@)™=)" < ¢ = Clluly)
I r

2n—2
-2

pela imersdo H/2(T'y) < L

(I'y) e pela continuidade da aplicagao trago de ordem 0. Disto
—2n+2

segue que med(I')) < C-1n-2".

| nG@)Pdr < ¢ [ ju@)pds

_k1(n=2)

C’[/ |uy () 2:22} " -(medly))'™ "1 — 0,
IV

IN

pois k1(n —2) <n—1.



2.3 Existencia e Unicidade de Solugao - Via Teoria de Semigrupos 80

/ |fl(il)‘2dr S C- l%l-medl"l S C- l2k1_% — 0.
Iy

A prova de (2.70)-(ii) é inteiramente andloga. O

Agora, se

E(t) = 5 (P + [Va®IF) + [ Fu(w)dr + [ Fuuda,

pela identidade de energia temos

t
Ei(t) +/0 /F gu(u) ) dU ds = E(0) < C (lu®llv; ' 20 )

em que a desigualdade decorre do lema, parte (2.69).

Da hipétese (H.1) — (iii), segue que

l6il1325,) < C (Il [t 220

wlleqoriv) + luilleqorizze) < C-
Das limitagoes acima, segue que

You; — You em L2(X))

You, = you' em L*(%).

Como valem as imersoes de Sobolev H'(Q) <% L?*0(Q) e H'/?(I') < L?(T), junta-

mente com as hipdteses (H.1) — (H.3) (como no lema) concluimos que

fo(u) = fo(u) em L*(Q) (2.71)
fulw) = fi(u) em L*(%;)) (2.72)

a(w) = go € L*(%0). (2.73)
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Usando argumentos de monotonicidade, da mesma forma como foi feito no capitulo
anterior, prova-se que go = g(u'). As convergéncias (2.71)-(2.73) dadas acima, nos permitem

passar o limite em (2.68), completando a demonstracao do teorema 2.3.



CAPITULO 3

Estabilizacao

Antes de enunciarmos o resultado de estabilizacao, introduziremos primeiramente

algumas notagoes e defini¢coes que serao usadas ao longo deste capitulo.

Seja h : R — R uma funcao concava estritamente crescente, com h(0) = 0, e tal que

h(g(s)s) = "+ g*(s); |s| < 1. (3.1)

A fungao h pode sempre ser construida em virtude das hipéteses (H.1). Com efeito,

definimos funcoes crescentes kq,ko sobre R verificando

k1(s g(s)) > s* + ¢*(s), para s <0

kao(s g(s)) > s* + ¢g*(s), para s > 0.

Entao, a fungao
h = conc(max{ky, ko}), (envelope concavo)

tem as propriedades desejadas.

Seja

(s) = (md@)) ; 32)
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em que X1 =11 X (0,7) e T > 0 é uma constante dada. Como h é mondtona crescente, para

todo ¢ > 0, eI + h é inversivel. Seja K uma constante positiva e ponhamos

p(s) = (cI +h)H(Ks). (3.3)

Entao, p é positiva, continua e estritamente crescente, com p(0) = 0. Finalmente,

definamos

q(s) =s— (I +p)"'(s). (3.4)

Deste modo, ¢ também é uma fungao positiva e crescente.

Denotemos por E(t) a energia relacionada a solucao (u,u;), isto é,
1
B0 = 5 (960l ey + WO + [, 7)o dr+ [ fow) ol do. (35)

Em adic@o as hipéteses (H.1) — (H.3) assumidas no capitulo (2), utilizadas para a

resolucao de (2.1), assumiremos também as seguintes hipGteses adicionais

(H.4) Para r(x) = x —xg, 1o € R™, a seguinte condigao geométrica é verificada sobre

a por¢ao nao controlada da fronteira I'y:

r(z)-v(z) <0, em I'y.

(H.5) Ty = 091 # 0, onde 4 é convexo e Q NQ = ().

A seguir, enunciaremos o principal resultado deste capitulo.
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Teorema 3.1. Sob as hipdteses (H.1)—(H.5), se (u,us) € solugao de (2.1) e (3.1) se verifica,

entdao para algum Ty > 0,

E(t) < S (Yf - 1) (B(0)), Vt> Ty (3.6)

0
onde S(t) € solugao da equagdo diferencial

D)+ a(s(1) = 0. 5(0) = (), (3.7)

com q definida em (3.4).

Serao utilizadas as identidades abaixo sobre a fronteira de €2, sendo u : ' — R uma

funcao suficientemente regular e ¢ um campo de vetores sobre definido sobre I'.

Vu = 0,uv+ Vru, (3.8)

q-Vu = 0du(q-v)+q-Vru, (3.9)
oul?

Vu? = a—z + | Vul?. (3.10)

3.1 O Método dos Multiplicadores

Iniciaremos com a seguinte desigualdade:

Lema 3.1.1. Assuma (H.4). Se uw € C([0,T); H'(2)) N C'([0,T]; L*(Q)) é uma fungdo tal

que

{ e A = [ € L0.T: I(9), )

u(0) =u® € HY(Q), u(0) =u! € L*(Q),

e, além disso,

) (3.12)

w, G € (0, T (1),
u=0emXy=T¢x (0,T).
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Entao,

(1 (O1Z2() + [V u®l[Z2y| dt < O 1 o.1:2200) + IVl [ 072220

/21 Ou dz+/ \u|dz+/|f| dQ

C
* o

+ Cr||ul |L2 0,T;H/2+r(Q))
(3.13)
1
em que a constante C' nao depende de T', e v > 0 e 5 > p > 0 sao arbitrariamente pequenos

mas fixos.

Demonstragao: Seguiremos na prova por solugoes regulares e o resultado se estenderd por

densidade as solugoes fracas.

Seja entao u € C([0,T]; H*(Q2)) N C*([0,T]; V) satisfazendo (3.11)-(3.12). Multipli-
cando a equagao (3.11) por (r - Vu) € L*(0,T; L*(Q2)), em que 7 é dado em (H.4) e, integrando
em @) =) x (0,7), obtemos

/OT/Qutt(T‘ - Vu)dz dt_/OT/QAu(r - Vu)dz dt:/oT/Qf(r Vu)d dt (3.14)

Integrando N; por partes, temos

N1 = / /Utt . d(L’ dt

= {/ﬂ "(r - Vu) dx / / -Vu')dz dt . (3.15)

ou o’

Pondo r(z) = (Tl(x),rg(x), --~a7’n($)), Vi — (&El o

) , aplicando a Formula
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de Gauss em N3, parai = 1,...,n, e como u = 0 em Xy, por (3.12) segue que

N3 :// -Vu')dx dt
:// Z dmdt
-1 z

= / / 28% n dr dt
8Tz N2
— / d dt+2/ /(u)riuidrdt
_ / / div )« )2dz dt + - / / ) dr dt. (3.16)
INT

De (3.15) e (3.16) e do fato de div r = n, vem que

U '(r - Vu)do + // d:rdt—f/ /F )dl dt.  (3.17)

Por outro lado, aplicando a Férmula de Green em N,, obtemos

N, = —/OT/QAU(T Vau)da dt

= /OT/QVU -V(r - Vu)dz dt—/OT/F@,,u(T -Vu)dl dt.

Usando a identidade (3.9) e o fato que u = 0 em ¥, segue que

T T
/ /Vu-V(T-Vu)dx dt — (r -v)dl dt — / / -Vru)dl dt.
0o Jo 0 r, 0
Ny
(3.18)
Assim, usando a notacao
Ou Orj 0

/ Vu-Vr-Vu de = Z / oz, axla—x] dx, (3.19)
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T
Ny = / /Vu-V(r-Vu)da:dt

= / /axZ s r - Vu)dr dt

A ou 0 n
- ;/8%3% (]z::”a )dxdt
_ orj Ou d%u
N / /8:@ L: (81‘1 Ox; +rj8xl-8 )} dz di

/0 /SZ g;iasc]d v di+ /0 /8371 Jaxﬁxj du dt

& ou  d*u
/0 /QVu -Vr -Vu dx dt+/0 @Z / oz, 83338:6/3 dx dt. (3.20)

N5

Da Férmula de Gauss e utilizando novamente que div r = n, decorre que

T2 ou 0*u
Ns = / Z/E)xzﬁxjﬁxzr] dr dt

2
- TN de dt
/ i 1/ 28% (81:1) A
1
= 5/ / |Vu|2rj dx dt

- /|vu|2 o di+ / /|vu|2rj v, dT dt
— Jr
— —@/ / Vul2de dt+7/ /|Vu|2(r V) dT dt. (3.21)
2Jo Ja 2Jo Jr
De (3.10) e considerando que u = 0 sobre ¥y, temos que

/ Vuldr dt + - ) dT dt

— 2 .
+2/0 /Fl |Vrul®(r -v) dT dt. (3.22)
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Portanto, de (3.18)-(3.22), resulta que

T n [T
Ny = / /Vu-Vr-Vudxdt——/ /|Vu|2dxdt

(r-v)dl dt + - / / |Vrul?(r -v)dD dt

- / / - Vpu)dl dt. (3.23)
F1
T 67“]' . . ,
Portanto, observando que —= - = =lsei=je - = 0 se i # j, concluimos de (3.19)
e (3.23)
/ /Au r-Vu)dr dt = 1/ auz(r V) dE—l/ \Vrul?(r-v) d2
ov 2 Jo, T
(3.24)
ou 9
— | —(r-Vru) dE+ ( - 1)/ |Vul|® dQ.
, Ov

Da hipétese (H.4), r-v < 0 em I'y e das igualdades (3.14), (3.17) e (3.24) vem que

10V dQ = [ ) j

_1 2 E/ 2
2/Zl|u|(r vy s+ 5 |l dQ

oul
s | Ov

+ (1 - Z) /Q Vul? dQ

> Z/Q (/2 = [Vul?] dQ+/Q|vu|2 dQ + Uﬂu'(r- Vu) ds

55
2 Jx

ou

o, 00 —(r-Vru) d¥

1
(r-v) d2+§/ Vol (r-v) dS +
31

T

ou
0 + 5, 81/ (’I" VTU) dZ

(r-v)dS+ = /|VTu] (ru)dE—f/ [u/|?(r-v) dX.
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Assim,

Z/Q /2~ |Vuf?] dQ+/Q\Vu\2 dQ

1 1
< /Qf(r' Vu) d@Q — 2/21 IVrul(r-v) dS + 2/21 [/ | (r-v) dX

2

Ou (r-v) d%;

ov

T
/u’(r.vu) dz} —/ O ) d5 +
Q 0 1 8

v 22

isto é, de (3.10) e da regularidade do campo 7,

Z/Q [~ [Vul’] dQ+/Q|Vu\2 dQ
<c [ i dQ+;/Q|Vu\2 4Q+C [ [Vrup dg+C [ | ds

oul’
+HU/H%OO(O,T;L2(Q)) + ||vu||%°°(0,T;L2(Q)) + C/Zl 5 dx.

Donde
n n2 2 1/ 2
5 P = Vel dQ + 5 [ 9ul* dq

oul’

o 3.25
5| 0T (3.25)

<C {HUIH%OO(O,T;LQ(Q)) + HVUH%OO(O,T;Lz(Q))} + /21

/2 2 2
+C’{/El|u| d2+/21|vTu| d2+/Q|f| dQ}.

Retornando a equagao (3.11), multiplicando por u, integrando por partes, usando a

identidade de Green e observando que u = 0 em Yy, obtemos a identidade:

{/u’udw
Q

T , ou B
O—/Qyu|2dQ+/Q|W|2dQ— 5 layu]dz_/qudQ.
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Da desigualdade de Young e procedendo de maneira andloga ao que foi feito anteri-

ormente,
1 |0ul
/ [Vul? ~ 2] dQ < © / S efu? | dx
Q w1 | 4de |Ov (3.26)
1 1
H e 01220 + VUl Foo 072200 + 5 /Q fI? dQ + B /Q Jul? dQ}-
Combinando (3.25), (3.26) e a continuidade do trago de ordem 0, obtemos
T a2 2 "2 2
I @Ol + V@] dt < Ol oran@y +1Vullieoria
LC / gu dz+/ /| d2+/ Vrul? dS +0/ Il dQ+C/ lu2dQ.
w1 | Ov =1 o Q Q
Do lema 7.2, desigualdade (7.5) em [20], temos
. 2
“ 2 du 2
/ Vrul?dTdt < C,, {/ U |+ [ul?| ds
a Iy s || Ov
(3.28)

+CT||U||%2(07T;H1/2+p(9)) + /Q |f|2dQ} 5

com « e p sob as hipdteses enunciadas no lema. Aplicando (3.27), substituindo (0,7") por

(a, T — ) e usando a desigualdade (3.28), obtemos o resultado desejado.

Lema 3.1.2. Assuma (H.1) — (H.4). Seja (u,u;) solugdo de (2.46). Entao,

[ B < o) { [ [#0)+ WP+ 1R@E]as+ [ [+ ] dQ + B

(3.29)

1

Demonstracao: Conforme Apéndice, da identidade de energia, temos que

t
E(t)+/ / g(u) o dTds = E(0), 0<{<T,
0 JI'y



3.1 O Método dos Multiplicadores 91

em que
B(O) = 5 (100 + V0 o) + [ Rl + [ Fo(u(®)is

Observemos ainda que se (u,u;) é solucao de (2.46) segue que f = fo(u) € L*(Q),

conforme (2.51), gu = —g(u') — fi(u) € L*(X;), de acordo com (2.62) e u® € V C H*(Q),
v

u' € L*(92). Sendo assim, podemos aplicar o lema anterior e obter

T—«
L W@l + IVu®Fa@) dt < O (I 1Bz + IVl o rinae)

+C [ /E lg()|* + [ fi(w)]?dE + /Z Pz + /Q |fo<u>|2dQ} + Crllul[Lao i /20 (0)-
(3.30)
Por outro lado, para « fixado temos
C 2 2 r 112 2
| I Ol sy + IFu@ ] dt+ [ [l Oy + V0 ] dt
(3.31)

<2aE(0) < 2a {E(T) + [92(1/) + |u’|2} dZ} :

31

Portanto, de (3.30) e (3.31)

T
/0 [Hul(t)H%?(Q) + ||Vu(t)||%2(9)} dQ < C {E(T) + ||ul||%°°(0,T;L2(Q)) + ||vu||%°°(0,T;L2(Q))

4 [ [P+ £+ WP S+ [ BAQ + ulBagmeenay |

(3.32)

Das hipéteses (H.2) — (iii) e (H.3) — (iii), obtemos

/QFO(u(t))d:ch [ Fiu(p)r < c{/ﬂ (1) da + /F (1) [2dT

+ [ Jute)erde+ [ ]u(t)]lirldF}?
Q Iy
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e, pelas imersdes de Sobolev, como ko, ky > 1, H'(Q) — L*0(Q) e HY?(I'y) — L*1(Iy),

decorre da continuidade do trago de ordem 0 que
/ Fo(u())dz + [ Fi(u(®)dl < C{[[u(t)|[F2) + [Vu(®)|[}2q} - (3.33)

Logo, de (3.32) e (3.33) segue que

T
[ Bt < € [B) + 1B~ sy + IVl By +C | [ s
(3.34)

+ [ 10G)E+ 1A @ES + [ o)+ 02dQ] + Crllulia g msraa

1
Além disso, como 3 + p < 1 temos pelo lema 1.1.4 que para qualquer ¢ > 0 que
2 r 2 2
ullZ2 03172400 S/O (el Vu(®)[[72) + ClO)|[ul®)] 72 dt-
Substituindo em (3.34), obtemos
T
/0 E(t)dt < C(E {/ |Vul dQ+/yu\ dQ}+C{ )+/Qf§(u)dQ

+ [ VUl B + N ] e+ [ 7 +|u|2+|f1<>|}dz}.

Deste modo,

[ B < o) { [ )+ e+l a5+ | [0+ 7] dQ + E(D)}.

provando o desejado em (3.29). O

Lema 3.1.3. Assuma (H.1) — (H.5). Se u é como no lema anterior, entio para € > 0
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suficientemente pequeno e C'(€) uma constante que depende de €, temos

/E 1 F2(w)dE < €| B(0)[ /0 " B()dt + C(e) /E JuPds, (3.35)

[, £3dQ < e BQ) [ B@)dr +C(0) [ uPdQ. (3.36)

Demonstragao: Provaremos (3.35), pois a demonstragao para (3.36) é inteiramente andloga.

Considere a desigualdade de interpolacao (Proposigao 1.1.5)

1 1—q¢ ¢
ol < 3, L =159 4

valida para 1 <2<r<ooel0<¢g<1.

1
Aplicando a desigualdade acima com p = 2k;, r = 2k +se 0 < s < 5 obtemos

juntamente com (H.3),

[ srwnar <o [ [ +uo]ar < of [P+ e Ol g,

I
1+ >
em que q = )
q 4 k:l(fZ — 2}61 — 8)
1
Pela desigualdade de Young com p= —— e p= —+————, obtemos
g Y TR T Y )

[ gitutyir < ¢ { [ u)ar+ (= okJy 70 O,
(3.37)

_ 2k19

1
+[1 o (1 _ q)kl]n1—k1(1—q) ||u( )||z2:11i15(;)1 }

2n — 2
n—2
combinadas com o teorema do trago de ordem 0, segue que

Para 0 < s <

— 2k, gragas a hipGtese (H.3) e as imersoes de Sobolev

lu@®p2tr+a () < Cllu@ gz, < ClIVu®)]]zq)
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1 2n—-2

5 g 2k1}, entao de (3.37)

Disto vem que, se 0 < s < mm{

2k14
| it dr<0{(1+n‘<l—i>k1) Ol e,y + 77507 Vu(O)l s }

C 1+ ° t
omo q = , entao
1 k(2 — 2k — 5)
1 Uy +5—2 U1q
I~ h(—gq 2km-2 S 1-ki-gq 7%
Sendo [[Vu(t)||72q) < £(0), temos que
) 2k1q 1 2k19
VU = V()] ey [V a g

1 1— - F1a
< 771*k1(17q)12<t>.|l;(0)| T—k1(1—=q)

= yTRETE(): [BO), e > 0.
Defina € = Cn1*k11<1*Q> e integre de 0 a T" a desigualdade acima para concluir a prova. (]

Combinando os lemas 3.1.2 e 3.1.3, para 1 > e(|E(0)|® + |E(0)|*) > 0 e ¢ =

méxz{cy,c1} > 0,

(1— €[B(O)°) /OT Bt < ¢ { [ @)+ 1] as

1

(3.38)
+C(e) [/E WBdS + /Q MQ} + E(T)}

Lema 3.1.4. Assuma (H.1) — (H.5). Seja (u,u;) solugao de (2.46). Entdo, para T > Ty, Tj

suficientemente grande, temos

/21 \u,2d2+/Q|u,2dQ < C(E(0) {/E 2 + g2 dE}. 5.39)
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Demonstracgao: Faremos a prova por contradicao. Seja T uma constante suficientemente
grande fixa. Suponha que (3.39) nao seja verificado e seja {ul(O),u;(O)} uma sequéncia
de dados iniciais onde as solugdes correspondentes {u;};en do problema (2.46), com E;(0)

uniformemente limitada em [, verifiquem

/Z |ul\2d2+/ | ?dQ
lim —t @ = +00, (3.40)

H+°<>/ \u;|2d2+/ P (u)ds
21 E1

Suponhamos que E;(0) < M. Entao Ei(t) < M e, portanto (passando a uma
subsequéncia se necessdrio), u; — u em L?(0,T;V) e uj — u' em L*(Q). Disto segue que
You; — You em L2(0,T; HY?(T;). Além disso, como ja foi visto, da hipétese (H.1) — (i44)
concluimos que u} — ' em L*(3;). Assim, pelo teorema de Aubin-Lions, temos que u; — u

em L*(Q) e uy — u em L*(X;).

Dividiremos a prova em dois casos.
Caso A: u # 0.

Das hipéteses (H.2) — (H.3) segue que

folw) = fo(u) em L*(Q);
filw) = fi(u) em L*(%).

De (3.40), sendo o numerador uma sequéncia limitada, temos que u;, g(u;) — 0 em

L*(3). Passando o limite na equagao

u — Au = —fo(u),
9 /
a% — —fi(u), v'=0 em I, (3.41)

u=0 em IY.
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e para u' = v,

v — Av = —f{(u)v,
ov =0 em I (3.42)
v

v=0 em IY.

Escolha € > 0 pequeno o suficiente, de modo que para qualquer z € Iy, a bola B.(z)
de raio € e centro em x nao intersecte I'y. Denotemos

Q= Ql\ U (Ql N BE(x))

el

E claro que Q. C Q e, se ['c := 09, temos que I'c & Q. O conjunto Q\(T€ é um
conjunto que contém 2 e, neste conjunto, podemos considerar a solucao v nula em Q;\,

pois v = 0 em I'.

Partindo do conjunto Q\,, podemos aplicar o principio de continuagio tnica apre-
sentado em [29], para concluir que, para T grande o suficiente, v/ = v = 0 em Q\), pois

v=0em Q\Q. Logo

—Au = —fo(u),
gz = —fl(u) em I (343)

u=0 em IY.

Multiplicando por u, da identidade de Green vem que

/Q “VuI? +u fo(u)} dz + /F1 u fi(u)dl = 0,

e disto segue que |lul| =0 em L?*(0,T;V), isto é, u = 0 que é uma contradigao.

Caso B: v =0.

Ponha

12
Ol = (||Ul||%2(pl) + ||ul||%2(Q)) . W= —u.



3.1 O Método dos Multiplicadores 97

Como u = 0, entao C; — 0 conforme | — oo. Dai, uj — 0 em L2(3,).

Por outro lado, de (3.38) e da identidade de energia, depois de usar a estimativa

/OTE(t)dt >T-E(T)>T-E(0)—T |  g')ds,

P

e tomando € pequeno,

(T — E(0))- E(0) < Cr (E(0)) {/E [ (') + P + [uf?] d5 + /Q \u|2dQ}

1

donde, novamente pela identidade de energia,

E(t) < E(0) < Cr(E(0)) {/Z [g%(u) + |2 + ] d2+/Qyu|2dQ}. (3.44)

1

Dividindo (3.44) aplicada & solugao w; por C? e lembrando de (3.40),

IVau(t)ll2 ) + 130172 < Cr(E(0), 0<t<T. (3.45)

Portanto, (@;) é uma sequéncia limitada em H*(0,7;V). Passando a uma subsequén-

cia, se necessario, podemos escrever

W —a em HY0,T;V),
(3.46)
W — i em L2(X) N L2(Q).
Além disso,
- - fol(ur)
u = Ay — ,
l l Cl
=0 em X, (3.47)
O L (—gluf) ~ filw)) em ®
aV a Ol 9\t B r
Afirmo que

(i) g(cuf) — 0 em L*(%);
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) 220 0y em L2(0)

(ii) ﬁéz;) — f1(0)@ em L2(3).
De fato,

(i) Segue diretamente do limite (3.40).

(i)

2
& = | oy — )
1 21(e)
2 2
< ~2 /O o O(UI) d 2 IO 2 ~ 2d C fO(ul)d
< [, 170 = ] dQ + 2| (0) /lul|>6|ul| Qv HErdQ

2k
Uj uz

< 9 ,
il ot +C [ |+ | a0

em que p. = sup |f4(0) — fols) ‘ Note que p. — 0 quando € — 0. Assim,
jsl<e 5
2
&= |0y - 220
S P

Qko 1
< HU1HL2(Q) pi + C/ wl>e [ C? (1 + Ezm-z)] e

. Ce
< ||Ul||%2(Q)'Pz+ Hul”i]gl)co Q)

~ ~ |12k ki
= l[allF2q) P2 + Cellaulizg- G2

Sendo (@;) limitada em L>(0,T; H'(Q)), é também limitada em L?*(Q). Entao, do fato
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de C; — 0 quando [ — oo, temos

lim sup A; < sup ||| 2(q)- p2-
=00 l

E quando € — 0, llim A =0.
—00

(iii) Anélogo ao caso (i7).
Passando agora os limites calculados em (3.47), obtemos

@ = At — f}(0)a,

5 3.48
% _ _p(0)i em % 349

ov

u=0 em Eo,

12’:0 em 21.

Assim, v = @ satisfaz

¥ = Av— (0},

ov
U\Eo =0.

Aplicando resultados classicos sobre unicidade de solucao da equacao de onda, segue

que para Ty suficientemente grande, v = @’ = 0.

Substituindo na equacao (3.48), temos

At — f{(0)u =0 em €,
ot .
= —f1(0)a em Xy, (3.50)

=0 em .

Multiplicando (3.50) por @ e usando a férmula de Green, obtemos u = 0, o que

contradiz [|@]|72x,) + [[@l72g) = 1. O

Substituindo o resultado obtido no lema 3.1.4 na desigualdade (3.38) e tomando €
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pequeno o suficiente, obtemos:

Proposicao 3.1.1. Para T > 0 suficientemente grande,a solugio u do problema (2.46)

satisfaz

E(T) < Cr(E(0)) / [ () + '] d5. (3.51)

21

3.2 Prova do Teorema 3.1
Lema 3.2.1. Com p(s) definida como em (3.3), para T > 0 grande o suficiente, temos

p(E(T)) + E(T) < E(0).

Demonstragao: Defina
Ya={z e |ul>1 qs.},

Sp =D\
Da hipétese (H.1), temos
/Z () + [/ P] dE < (M +m™) /Z g() o' dE. (3.52)
A 1
Por outro lado,
/ [P )+ [P ds < [ h(g() o) dS. (3.53)
B ZB

Pela desigualdade de Jensen e do fato de g(s) s > 0 para s # 0,

/EB h(g(u) ') dY < med(X)- h ( /E ) ol dE)

= med(3)-h (/21 g(u') o’ dZ) ' (3.54)
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Combinando (3.52), (3.53), (3.54) e (3.1.4), tem-se

E(T) < Cr(E(0)) [(M +mY) /E gu) u d

+ med(X1)-h (/21 gu') dZ)] :

1 M +m™!
Ponha K = _MAmt
o OT(-E(O)) med(El) ec m@d(Z) 1STO segue que

P(E(T)) < [ g(u!) o dS = E(0) — E(T).

Py

O

A fim de demonstrar o Teorema 3.1, usaremos um resultado devido a Lasiecka e

Tataru [19].

Lema 3.2.2. Seja p uma fungdo crescente, positiva e tal que p(0) = 0. Como definido no
inicio do capitulo em (5.4), q(s) = s — (I +p)~'(s) é uma funcio crescente. Considere uma

sequéncia (S,,) de nimeros positivos que satisfaca

Sm+1 T P(Smt1) < S (3.55)
Entao, s, < S(m), em que S(t) é a solu¢ao da equagao diferencial
d
£S(t) +q(S(t)) =0, S(0) = so. (3.56)

Além disso, S(t) € mondtona nao-crescente e se se p(s) > 0 quando s > 0, entdo tlim S(t) =
—00

0.

Demonstracao: Faremos a prova por inducao sobre m.

De fato, para m = 0, segue de (3.55) que

(L +p)(s1) < so. (3.57)
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Como (I + p)~! é crescente temos que

si < (T+p)"(s0) = s0— 50+ (T +p) " (s0)

= 50— q(s0)- (3.58)

Por outro lado, como ¢ é uma funcdo positiva, a solugao S(t) de (3.56) é mondtona

nao-crescente, ou seja,

S(t)<S(r), Vt>7>0. (3.59)

Integrando (3.56) de 0 a 1 obtemos

S(1) = 50) + [ a(S()ir =0,

e, como ¢ é crescente, de (3.59) e da hipétese S(0) = s, resulta que

s) = S0~ [ a(sr)ir
> 50) - [ alS(0))dr
— 5(0) ~ 4(S(0))
= (1 - 0)(50))
= L+p) 7 S0) = (T+p) ()

= 50— q(so) > s1,

portanto S(1) > sy.

Suponhamos que o resultado seja verdadeiro para m, ou seja, S(m) > s,,. Portanto,

para m + 1 de (3.55), temos

(I +D)Sms1 < Sm- (3.60)
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Como (I +p)~! é crescente, resulta que

Smi1 < Sm — q(Sm). (3.61)

Agora, integrando (3.56) de m a m + 1, obtemos

Som+1) = Stm)+ [ a(S(r)dr = 0.

m

Do fato que ¢ é crescente, de (3.59) e da hipé6tese indutiva, obtemos

Stm+1) > Som)— [ a(S(r))r
= S(m) = q(S(m)) = (I - g)S(m)
= (I+p)'S(m) >
Sm — q(Sm)- (3.62)

(I +p) " sm

Das relagoes (3.61) e (3.62) resulta que
S(m+1) > Sy,

o que prova o desejado.
Para finalizarmos a prova do lema, resta-nos provar que se p(s) > 0 para s > 0 entao

lim S(t) =

t—-+o0

De fato, por (3.56), para cada T > 0, temos

0) + /OTq(S(T))dT _0

e por (3.59) resulta

ou seja,
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S(T) < S(0) — Tq(S(T)) (3.63)

Por (3.59) temos que S(t) é uma fun¢do mondtona nao crescente e limitada infe-
riormente pelo 0, pois S(m) > s,,, para todo m € N e s, sdo nimeros positivos. Seja

C = inf {S(t) it > O}. Observe que C' = tE.IEl S(t). Mostraremos que C = 0.

Suponha por contradi¢ao que C' > 0. Logo de (3.63), obtemos que
S(T) < 8(0)—Tq(C), VT >0 (3.64)

como p(s) > 0 para s > 0 obtemos que ¢(C) > 0, pois caso contrério, se 3 s* > 0 tal que

q(s*) <0, segue que
S —(I+p)7 () S0 s" < (T+p)7 (") & ([ +p)(s7) <

ou ainda, se e somente se p(s*) < 0, o que é uma absurdo.

Portanto, tomando T € N tal que S(0) < Tq(C) resulta de (3.64) que S(T) < 0 o

que é um absurdo. Entao concluimos que lim S(¢) = 0. O
t——+o00

Prova do Teorema 3.1 Aplicando o lema 3.2.1, mas trocando o intervalo de

integracao (0,7) por (mT,m(T + 1)),
Em(T+1))+p(E(m(T +1))) < E(mT), param =0,1,...
Aplicando o lema 3.2.2 para s,, = E(mT), obtemos

E(mT) < S(m), m=0,1,...

Pondo t =mT + 7,0 < 7 < T e lembrando da propriedade de evolucao, resulta que

E(t) < E(mT) < S(m) = S (t ;T> |
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t—T1 t

-
Como 7 < T, entao T < 1. Dai, para t > T tem-se T

S é monodtona nao-crescente, concluimos que

E(t)gS(r;—l).

Com isto, a prova do Teorema 3.1 esta completa.

> — — 1. E usando o fato de que

3.3 Computacao das Taxas Efetivas de Decaimento

Para ilustrar as taxas de decaimento que sao obtidas a partir da aplicacao do teorema

3.1, apresentaremos dois resultados que seguem como aplicagao direta do mesmo. O primeiro

corolario engloba o caso em que a funcao g decai para zero mais rapido do que uma funcao

linear e, o segundo corolério, o caso complementar.

Corolario 3.1.1. Suponha que ¢'(0) = 0 e a funcao \/sg (v/s) € convexa para s € [0, So], So

arbitrariamente pequeno. Entao a equac¢ao diferencial a ser resolvida se torna

jtS(t) + \/%g (\/%) =0, S(0)=E(0) =25

e B(t) < C(E(0))S(t). Se

Vs du
G(S,SO) = /mg(u)’

entao

Demonstracao: Ver [7].

Corolario 3.1.2. Suponha que

. S
I o5 =

(3.65)

(3.66)

e além disso, \/sg~' (\/s) € conveza, para s € [0, sq], so arbitrariamente pequeno. Entdo a
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EDO a ser resolvida €

(3.67)

entao

Demonstracao: Ver [7].

Vejamos agora dois exemplos, onde sao aplicados os corolarios 3.1.1 e 3.1.2.

p+1

Exemplo 3.3.1. Considere g(s) = sP, p > 1. Como /sg(\/s) =s 2 € conveza, resolvemos

p+1

Pela formula (3.65),

Vs 1 p+1 ptl
G(s,S) = /ﬁu”du = {s; -5, ] :

Assim,
—p+l 2

G =[5 —i-p) T

donde, conforme (3.66), a tazxa de decaimento é dada por

2
—p+1

E(t) < C(E(0) [E(0)™5 +t(p—1)] 7.
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Exemplo 3.3.2. Considere g(s) = er, 0 <6 < 1. Entio g-'(s) = sv para s > 0.
s

Pondo p = ] > 1, recaimos no caso apresentado no Exemplo 5.5.1 e, temos que a taxa de

decaimento € dada por



CAPITULO 4

Apeéendice

4.1 O Espago H} (Q)

O espaco H%O(Q) é um espaco de Hilbert com a topologia induzida por H'(Q). De

fato, seja {ux}ren C Hp,(Q2) um sequéncia tal que

up —u em H'(Q).

Pela continuidade da aplicacao traco vy, temos que
1
tolug) = olu) em HA(T) < IX(T)

e assim,

Yo(ug) = Yo(u) q.s. em T.

Como {uy} C H}, (Q) temos que yo(ug) = 0 q.s. em I'y, V k € N e da convergéncia
acima, concluimos que Yo(u) = 0 g.s. em Ty, o que prova que u € Hf (). Logo, Hp () é

um subespago fechado de H'(Q). Como H'(f2) é um espaco de Hilbert temos o desejado.

Além do mais, em H} () as normas

lullaie) e [ul = [[Vull (4.1)
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sao equivalentes. Com efeito, notemos inicialmente que a aplicagao

ue HL(Q) — [u] = [|Vullo (42)

define uma seminorma em Hy, (€2). Agora, se [u] = 0 isto é, ||Vu||q = 0 entéo 0, Vi=

U
Gmi

1,...,n, logo, u = C, onde C' é uma constante (notemos que 2 é conexo). Como ulr, = 0

resulta que u = 0 em 2. Portanto, a aplicagao acima é uma norma.

Como a desigualdade
IVullg < [Jullg + [1Vullg = [lullf @

¢ trivialmente verificada, para provarmos o desejado em (4.1) é suficiente garantirmos a

existéncia de uma constante c¢; > 0 tal que

l|lullo < cifu]; Yue H%O(Q). (4.3)

Se u = 0, nada temos a provar. Suponhamos, entdo, que u # 0. De (4.3) temos que

mostrar o desejado é equivalente a mostrar que existe ¢ > 0 tal que
ey < [u] ; Yue H%O(Q).
[lulle

Ou ainda, basta provarmos que

F¢>0 tal que [u] > ¢, Vu € Hf (Q) com ||ullo = 1.

Suponhamos o contrario, ou seja, que para cada n € N exista u, € Hp () com
||unllo = 1 e, no entanto,

fun] < i (4.4)
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Tomando o limite na desigualdade acima quando n — +oco resulta que

lim [u,] = 0. (4.5)

n—-+0o
Agora, de (4.4) e do fato que ||u,|lq = 1; ¥V n € N temos
2 2 2 1
a1 (@) = llunllg + [un]” <1+ -5 < 2, (4.6)

o que implica que {u,} é limitada no espago topolégico (Hp (), |].||m1(q))- Sendo Hf ()
Hilbert com a topologia induzida por H' (), existird (u,) subsequéncia de (u,) e u € Hf (Q2)

tal que

u, = u em Hf (). (4.7)

Sendo a aplicagio v € Hf () + [v] uma norma, ela é convexa e semicontinua

inferiormente. Logo de (4.5) e (4.7) obtemos

[u] < lim [u,] = 0.

V—00

Assim, [u] = 0 e portanto u = 0.

Por outro lado, em virtude da imersao H'(Q) < L*(Q) ser compacta, entao de (4.6),

apods a extragao de uma eventual subsequéncia obtemos
u, —u em L*() (4.8)

o que implica que

[luvlle = [lullo-

Como ||uy|lq = 1 vem que ||Jullo = 1 o que é um absurdo, pois u = 0. Ficando

provado a equivaléncia entre as normas.
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4.2 Existéncia de Solucao para o Problema Aproxi-

mado

Nesta se¢ao provaremos a existéncia de solu¢do para o problema aproximado (2.4),

mencionado anteriormente no Capitulo 2, utilizando o teorema de Carathéodory.

Consideremos no problema aproximado (PA) v =w,,j =1,...,m.

(ult (), )+ (Vi (), V) +(fi (wm (8)), 0)r, +(G (1, (), v)ry +(Fo (um (1), w5) = 0; 5 =1, ...,m.

O sistema de equacoes acima pode ser escrito na forma:

(wiwn) (wewn) o (weewn) || A0 ]
(wi,ws)  (wa,wa) -+ (W, wa) Vo (t)
L (whwm) (w2>wm) (wmvwm) 1 L ,Y;;zm(t) ]
(Y, V) (Vs Vo) - (VY Vo) || i) |
n (le, VU)Q) (VU)Q, VU)Q) cee (Vwm, ng) "}/Qm(t)
| (Vwi, Vwy) (Vwe, Vwg,) o (Vwe, Vwg) | | Ymm(t) |
[ [t ®) + Al @ler a0 | [ o) dr
R ACAD R ARONTER, Foltwn(®)ws da

+ | Jo | = 0.

[ 1G0,0) + i a0 || [ o) de
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Renomeando
(wi,w1) (w2, wi) <o (W, wi)
O (wy,wy)  (we,wy) -+ (W, ws) |
L (wlvwm) (vawm) (wm7wm) i
]
_ 71m(t) _
B = wy wy - Wy, e Z(t): 7277?(15) :
i Vi (t) i

obtemos o seguinte sistema de equacoes diferenciais ordinarias

{ C2"(t) + Az(t) + P(Z' (1)) + Q(=(t)) = 0

(4.9)
2(0) =20 ; 2(0) = 21,

em que,

_ /F (G(BZ(0)uwy dT _ _ [ AB()w dr+ /Q ho(B2()w, dx |
P((1)) = /F G(Bz"<t))w2 dl’ Q) = . F1(Bz(t))w, dr'+ /Q fo(Bz(t))ws dx

_ /F G(BZ (t))wn T [ AB)w, dF%/ngO(BZ(t))wm i |
com G(s) = as + g(s),

[ 71(0) | [ 1,(0) ]
o Yo (0) . v, (0)

| Ym0 | Y (0) |
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Ortonormalizando a base {w, };eny em L?*(2) utilizando o processo de Gram-Schmidt,

a matriz C se torna a matriz identidade.

Assim, o sistema (4.9) pode ser escrito como

{ (1) + A=(t) + P(Z(1) + Q(=(1)) = 0 )
2(0)=2"; 2/(0) =z
Ponhamos
Yi(t) o |2
Yi(t) = 2(t), Ya(t) =2'(t), Y () = e YW= { ] .
Ya(t) 2!
Entao,
v [ YO _ { #(1) ] ) (1)
Y3(t) 2"(t) —AY1(t) = P(Y(1)) — QY1 (1))
B 0 N 0 I Yi(t)
—P(Ya(t)) — Q(Vi(t)) —A 0 Y5 (t)
Provaremos que o problema
0 0 I
Y'(t) = + Y(t
—P(Ya(t)) — Q(Yi(t)) —A 0 (4.11)
Y(0)=Y"

possui solugao local utilizando o Teorema 1.16 (Teorema de Carathéodory).
Fixe T' > 0 e considere a aplicacao
r:[0,T] x R* — R?*™, dada por

0
—P(y2) — Q1)

0 I
—-A 0

r(t,y) = +
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em que

Yy = (517 ---7£m7£m+17 "'7£2m)7y1 = (517 7£m) € Y2 = (£m+17 ---7£2m)-

Nosso objetivo é verificar que a aplicacao r esta nas condicoes do Teorema de Ca-

rathéodory.
Com efeito,
(i) Paray € R?*™ fixado, a fungao r é mensuravel como fungao de ¢ € [0, T, visto que esta
nao depende de t.

(ii) Sejat € [0,7] fixado. Vamos provar que r é continua como fungao de y.

A aplicacao

0 I
y y (4.12)
—A 0

é linear, logo continua.

Por outro lado, tome {y,},en C R*™ uma sequéncia tal que
Yy, —y em R*". (4.13)
Se Yy = (Y1, Y20) € ¥ = (Y1, 2) com Y1, Yo, Y1, Y2 € R™, entdo
yi, =y em R™ e yy, =y em R™.

Provemos que P(y2,) — P(y2) € Q(y1,) — Q(y1).

Notemos que para quase todo = € €,

B(z)y1, — B(z)y; em R
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e, como a funcao fy é continua, temos que para quase todo x € €2,

fo(B(x)y1,) — fo(B(z)y;) em R.

Entao, para q.t. x € Q,

fo(B(x)y)wj(x) — fo(B(x)y)w;j(x) em R.

Além do mais, {y, },en é limitada, pois é convergente. Logo, existe uma constante

M > 0 tal que

[y |[em < M.

Pela continuidade de fy e sendo {w;}jen C L*(Q), pelo teorema da Convergéncia

Dominada de Lebesgue, vem que

/ fo(B(x)y1,)w;(x) de — / fo(B(x)y1)wj(x) de, ¥j=1,...,m

Lembremos que {w;};en é uma base de V. Disto segue que

Bya, = sz’y@u)i €V e By, = Zwiyz ev.

i=1 i=1
Portanto, de (4.13) segue que

Bys, — Bys em V.

Usando que a derivada da funcao g é limitada, juntamente com a proposic¢ao (1.1.19),

fica bem definida a aplicacao
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G:V—YV
w— Gw): Q—R
x = G(w)(x) = G(w(x)),

e : YV — HY2(T'}), pela continuidade de G segue que

%0(G(Byau))v0(w;) — 70(G(Byz))v0(w;) em L'(I'y)

Logo,

/F WOG(ByQV)%wde —)/F ’Y()G(Byg)’}/ow]dr Vj = 1,...,m.

De modo analogo se prova que

/I‘ ’YOfl(Bylu)”YOwde %/F ’)/ofl(Byl)”}/owde VJ = 1,...,m.
1 1

Assim,

QY1) = Q(y1) em R™. (4.14)

P(yz) = P(y2) em R™. (4.15)

De (4.12), (4.13), (4.14) e (4.15) resulta que a aplicagdo r é continua como funcao
de y para t € [0, T fixado.

(iii) Seja K C [0, T]xR?™ um conjunto compacto. Existe uma funcio real mg(t), integravel,
tal que
|7 (t, y)||rem < mi(t) V(t,y) € K.
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De fato, temos

[l (t )l lrem < [P (y2)|[em + [1QY2) |l + [[A(y)[[rem- (4.16)

Sendo P e () continuas em R™, bem como a aplicacao linear A, existe Mg > 0 tal
que

|7 (t, y)|[pem < M (4.17)

Tomando mg(t) = Mg; Vt € [0,T], segue de (4.16) e (4.17) que

|7t y)||gem < mi(t); V(t,y) € K.

Assim, dos itens (i), (ii) e (iii) temos que as condigoes do Teorema de Carathéodory

sao satisfeitas e, como consequéncia, existe uma solu¢ao Y (¢) do problema de valor inicial

Y'(t) =r(t,Y ()
Y (0) = Y°

em algum intervalo [0,t,,), com 0 < ¢,, < T. Além disso, Y (t) é absolutamente continua e,
portanto, derivavel quase sempre em [0, ,,,). Resulta deste fato que z(t) e 2/(t) sao absoluta-

mente continuas em [0, t,,) e 2”(t) existe em quase todo ponto do intervalo [0, t,,).

Como os problemas (2.4) e (4.11) sdo equivalentes, existe uma solu¢do wu,,(t) =

> Yim(t)w; para o problema aproximado (2.4), em [0,¢,,) para cada m € N fixo.

A primeira estimativa a priori (capitulo 2, se¢ao 2.2.1.1), nos permitird estender a

solugdo obtida a todo intervalo [0, 7.

4.3 O Operador A

Nosso objetivo nesta secao, é provar o que foi afirmado no capitulo 2 sobre o operador

A, isto é, que o operador A definido a partir do operador de Neumann N é w-acretivo no



4.3 O Operador A 118

espaco produto £ =V x L*(Q2), V = Hp, (). Isto ¢, existe um w > 0 tal que o operador

A + wl é maximal mond6tono. Neste caso, estamos considerando em F a norma da soma.

Vamos mostrar que o operador
N:HYT) —V

introduzido anteriormente esta bem definido e é continuo, logo fechado. Consequentemente,
D(N*) = V', onde N* é o operador adjunto de N e, N* : V' — HY?(I'y) verifica ||N|| =
[Nl

Por defini¢ao
—Ap=0 em £

Ng=p<=< p=0 em ['y;
0
a—i:q em I';.

Seja ¢ € H™Y/2(T'}). Defina
w:V—R

pondo ¢(v) = (q,Y0V) g-1/2(ry),m1/2(ry)- Pela continuidade de g e da continuidade da aplicagao

trago de ordem 0, vem que ¢ € V. Como a funcao
a:VxV—R

dada por a(u,v) = (Vu,Vv)r2q ¢ bilinear, continua e coerciva, em virtude do lema de

Lax-Milgram, existe um tnico p € V tal que

(@,7%V) m-120y), m12ry) = p(0) = a(p,v) = (Vu, Vo) 2), Vv e. (4.18)

Sendo D(—A) = {u e HX(Q)NV: gu =0 em Fl} C H*(Q)NV C V e sabendo que
v
D(—A) é denso em V, temos que existe uma sequéncia {p,} C H*(2) NV tal que

pn —>p em V. (4.19)
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Para cada p,, vale a segunda férmula de Green generalizada:
(=Apn,v) + (Vpn, Vv) = <71pm70U>H—1/2(r1),H1/2(r1)» Vove HI(Q)- (4.20)
Em particular, se v € C3°(Q2), de (4.18) e (4.20) vem que

(Vp,Vu) =0, YveCrQ) e, (4.21)

(—Apy,v) = (Vpn, Vo), ¥V v e C(Q). (4.22)

Usando (4.19) na identidade (4.22), obtemos que —Ap = 0 em D'(f2). Logo,
0 = —Ap € L*(2). Assim, podemos aplicar a segunda férmula de Green em p para ob-

ter

(Vp, VU) = <71p, 70U>H—1/2(F1)7H1/2(F1), Yo c V (423)

Esta igualdade, juntamente com (4.18), implica que y;p = ¢, como queriamos demonstrar.
Provaremos agora que N*(—Av) = yyv, para todo v € V. Mostraremos para as fun-

goes v € D(—A), pois este é denso em V. Como D(—A) = {u e HX(Q)NV gu =0em Fl},
v

entao

—AveL*(Q) =V e gu =0 em I;. (4.24)
v

Da propriedade de adjuncao, segue que

<N*(—A'U), Q>H1/2(F1),H*1/2(F1) = <—AU, NC])V/,V. (425)
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Seja agora p a solugao do problema eliptico

Ap=0 em §;

p=0 em To; & Ng=p (4.26)
0

a—f:q em ['.

De (4.24)-(4.26), juntamente com a primeira identidade de Green generalizada, ob-

temos

<N*(_Av)vQ>H1/2(F1),H—1/2(F1) = (-Av,p) = (U»AP)B(Q) - (Av,p)m(m

= <70U7’Ylp>H1/2(F1),H*1/2(F1) — (v, 70p>H3/2(I‘1),H*3/2(F1) = <70U>PYlp)Hl/Q(Fl),H*l/?(I‘l)a

(4.27)
como queriamos.
Provemos agora a monotonicidade do operador A + wl.
ul u?
Com ], € D(A) e Ly, L; constantes de Lipschitz para fy e fi, respecti-
v v
vamente, temos
ul u? ul u?
(A —A , — VE
vl v? vl v?
=~ (V(o! —02), V(! — u?) — (Alu! — ), 0" —?)
(4.28)

+(g(v!) —g(v?), 0" =), + (filu!) = f(w?), 0" = 07)p,

+(fo(u') = fo(u?), 0" = %) = (a = )" =,

Ly

H Ly 1
4e Y

1 1,202 &
5 llut = w?|* = 5l

—u?||f, - Bt
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ul u?
Aplicando o teorema do trago, tomando € < « e somando w { . } — { , ] de
Li Loy 1 ' e
ambos os lados para w > max {1, —0, } concluimos que
de” 2 2
1 U2 ul U2
(A+wl) — (A+wl) , — )
vt v? vt v?
L
> (o — e +w)| Vol — V2| + (w - 1) V! — V2|2
de (4.29)

Ly 1
#(w= ) = a2l + (- 5) ot = o2l

>0,

o que prova que A + wl é mondtono.
A seguir provaremos a maximalidade de A + wl. Para isso, basta provarmoa que

para algum A > 0 a equacao

€ E. Equivalentemente, devemos resolver a

€ F, para qualquer {

possui solugao {

v ha
seguinte equacao
—v 4+ Au = hy;

vt (4.30)

—A(u— N(g(v) + fi(u))) + fo(u) + Av = ha.

1
Temos u = X(hl +v)e

1 1 1 1

Ao — L ANg(v) = AN, ()\(U 4 h1)> o (A(v 4 h1)> = AR+ (4.31)
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Defina
S() = —AN [g(v) + £ (2 (b +0))]

(4.32)
T(v) = X+ fo ($(h +v)).

Substituindo (4.32) em (4.31), temos que

1 1

Nosso problema agora se resume em mostrar que o operador —%A—FS +T é sobrejetor.

Inicialmente, consideremos a aplicacao dualidade F' : ¥V — V' (cada ponto possui
uma Unica imagem, pois estamos trabalhando em um espago de Hilbert) e a extensado do
operador —A : V — V'. Dado v € V, existe v' € V' tal que F(v) = v'. Além disso, por
definicao,

<UI7U> = “UH2 = (V'U, VU)LZ(Q) = <_AU7U>‘

Pela unicidade de v/, concluimos que —A = F. Assim, pelo teorema (1.19), para
provar a sobrejetividade do operador —%A + S + T, basta provar que S + T é maximal

mondtono.

No que segue, consideraremos o par dual {V’, V} com respeito a dualidade de L?(().
Provaremos primeiramente que o operador 1" é monotono, coercivo e hemicontinuo. Dai, pelo

teorema (1.18), 7" é maximal monoénoto e sobrejetor.

(i) T é mondtono.

(Tu — TU, u — U>V’,V = <f0 (%(hl + u)) - f(] (%(hl + U)) + )\(U — U), u — U>V/7y

0
> = llu = vllZaq) + Allu = vllZzq),

Escolhemos entao \? > L.
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(ii) T é coercivo:
(T, uy) (fo ( (hy + U)) + Ay, Up)

lunll [

L
> (A= 22) full

Logo, quando ||u,| — oo, o termo da esquerda diverge para infinito. Isto prova que

T é coercivo.
(iii) T é hemicontinuo:
T é continuo, portanto hemicontinuo.
Para concluir o desejado, faremos uso do teorema (1.20). Portanto, resta-nos mostrar
que o operador S é maximal mondétono. Mostraremos, em verdade, que S é a subdiferencial

de uma fun¢io convexa. Inicialmente, observe que S = (—A) o N o (g + F}) o N* o (—A),

onde Fy : HY?(T')) — H~Y2(I'y) é definido por F}(v) = f, ( (hy + v))

Pomos entao A = N* o (—=A). Sendo —A um operador auto-adjunto, temos que

A* = (=A) o N. Disto segue que podemos escrever o perador S da seguinte forma

S=Ao(g+F))oA. (4.33)

Observemos que o operador A : V — H'Y2(T;) é continuo.

Defina ¢ : HY2(I';) — R por

L(h (2)u(z)
o(u) = / / 7)drdl + A / / fi(7)drd. (4.34)
I

Pelas hipéteses (H.1) e (H.3), este funcional esta bem definido. Afirmo que este

funcional é continuo. De fato, considere {u,} € HY?(I';) uma sequéncia tal que u, —> w.



4.3 O Operador A 124

Entao

|(un) = P(u)] =

Un (:L"
/ / 7)drdl — / / 7)drdl
Fl 1—‘1

L (1 (@) +un (@) (ha (@) +u(z)
+/\// fi(7)drdl — )\// (7)drdl
I'y JO

</ / |deF+)\/ / | f2(7)|drdT
I Jun(z),u 5 (h1(x)+un(x)), l hi(z)+u(x))

)\

< [ funle) = ulo)ldr+ (5 + 2 [ flune) ~ uGe)?]dr

I Ip)

(4.35)

E claro que I; — 0, pois L2 < L'. J4 a segunda integral tende a zero pois

/1“1 (@) — Ju() | dT < (/F () — u(x)FdF)é (/F () + u(x>|2dr>é ,

e este segundo fator é limitado. Logo, ¢ é continua.

Vamos verificar agora que ¢ é Gateaux diferenciavel em todo ponto. Pelo teorema

da média,

gb(u + (SU) _ Qb(U) 1 / [/u(x)+§v(x) %(h1 (z)+u(z)+dv(x))
—— g(m)dr + A fi(r)dr | dl’
) 0.Jr u(x) ( ) %(hl(w)—l-u(x)) 1( )

(4.36)
:/Fl( Udr+/ fl( h1+u))vdr.

O operador R : HY/*(T}) — (L*(I'y)) < H~'/*(I';) dado por

(Ru,v)::/rl( vdF+/ f1< h1+u)>vdf

é tal que ¢'(u) = Ru. Se provarmos agora que ¢ é convexa, por pela proposigao (1.6.2),

¢'(u) = Ru = 0¢(u). Em virtude do teorema de Kachurovskii (1.6.1), basta provar que
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(¢ (u) — ¢'(v),u —v) > 0. Das hipdteses (H.1) e (H.3),

(¢'(u) — ¢ (v),u —v) = (Ru— Rv,u —v)
= [ o) = g@lfw—oddr + 2 [ [ (50 0)) = i (500 +0))] lw=oldr aan)

L
> (a0 = 1) llu ol

L
Escolhemos entao, A > max {1, Vi LO}.

%)
Combinando os resultados obtidos em (4.33), (4.35) e (4.37), pela proposicao (1.6.3)

temos que

S=0(poA).

Como foi provado que ¢ é convexa e, A é linear, fica demonstrado que S é um

operador maximal mondétono, como queriamos.

4.4 Identidade de Energia

Nosso intuito é provar a seguinte identidade de energia
t
B+ [ [ gl ()'t) dr dt = E(0),
0 Jry
para 0 <t < T, onde u é uma solugao fraca do problema (2.1), em que

B(t) = 5 (WO + [IVulIR) + [ F(w) df+ [ Fow) de,

N —

F(s)= [ ) at, i=o.1.

Seja 0y a fungao caracteristica do intervalo [s,t], onde 0 < s < t < T. Para cada
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, (1 1
numero natural n > ng > max{,}, defina
s'T—1t
1
0 se 0<¢E<s——
1 n
1+n—s) se s——<E<s
n
0.(§) =1 1 se s<E<t (4.38)
1
l—n(—1t) se t<E<t+—
n
1
0 se t+—<E<T
n

cuja derivada no sentido das distribuigoes é:

n se s——<E<sS
n

0,)=40 se s<&<t (4.39)

Seja (pr)reny uma sucessdo regularizante positiva, par, isto é,

11

pu() = pu(=6),  tal ave supp(p) © |—7. 7] (1.40)

Definamos:

Pk = On | (Ont) * pr. % pi | (4.41)

onde a convolucao é considerada em t. A funcao acima estd bem definida, pois se 6,, e v’ sao

as extensoes nulas fora de [0,7] de 6, e v’ respectivamente, entao, Vt € [0, T]

On [ (Ont!) % pi ¥ pi] (1) = 6,(1) / ()i prx p)(E - €€

— 00

= 0000) [ 00O (i e 1~ E)E = i)
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onde a pentltima igualdade decorre em virtude de 6,(£) = 0, V€ € R\ (0,T) e também pelas

condicoes iniciais impostas sobre ny.

Notemos que:
11 11
SUPP{(Qnu’) * Pg ¥ pk} C  supp(fu’) + [— e k;] + [_ - k]

C  supp(6,) N supp(u’) + [— i ]

C supp(@n)%-[ 2 2]

TR
1 1 2 2
C - —,t+— - =, - 4.42
s ?7/0’ +n0]+[ k k] ( )
1
Sexels—,t—kleyel—,}entao
Un Un)
1 2 1 2
—— =L <t4+—+ -+ 4.43
s o k_x—l—y_ +n0+k (4.43)
For¢ando
1 2 1 2
- — = t+ —+-<T 4.44
s - k>0e +n0+k;< ( )
272,0 2n0
k> k> ————.
Vet que nos—le (T —t)ng— 1
Pondo
2710 27?,0
ko > , , ko € N, 4.45
’ maX{nos—l (T—t)no—l} 0 (4.45)

seque que para k > kg

supp[(Qnu’) * P * pk} C |0, T (4.46)

1 t—|—1 n 2 2
§——, — 9T
Un N k' k

De agora em diante consideraremos(pg)r>k, € (6n)n>no-
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Sempre que aparecer uma convolucao, estaremos considerando a extensao nula fora

do intervalo [0, 7.
Consideremos V = Hp ().

Temos u € L*(0,T;V) e v’ € L*(0,T; L*(2)). No caso em que n > ng e k > ky, foi
visto que supp((w'8) * p* p) C (0,T) e § € Hy(0,T). Além disso,

we C([0,T];V)NCH[0,T]; L*(Q2)) € Wh(0,T; L*(52)),

donde pela regra de Leibniz,

(ub,) = u'6, + ub,

e desta tultima igualdade vem que:

(W'0,) * pr. x pr = (ub,) * p * pr, — (ub,) * pr * pr, (4.47)

Consideremos agora, a primeira expressao a direita da igualdade acima. Temos para

todo t € [0,T7:
(W6 % pix pe] ()= [ (a8 ()1 i)t — ) = (b)) or )t — )]
— [ @B €)1 pu) (¢~ €1 = [ (uB)(E) e x )t —
O que quer dizer que

()" * pr. % pr = (uby) * pi * py (4.48)

Substituindo-se (4.48) em (4.47), vem que

(u/'0,) * pr * pp = (uby,) * pr, * pf, — (ubl) * pr * p (4.49)



4.4 Identidade de Energia 129

Assim de (4.41) obtemos

Esta ultima expressao nos diz que:

Onk € C°(0,T5V)

Temos ainda v’ = Au — fy(u) € L*(0,T;V’). Donde, de modo andlogo, do fato de
u' € C([0,T); L*(Q)) N H'(0,T; V") c H'(0,T; V'),

que

(u"0n) % i+ pr = (W6n) % pr. % py, — (W6,,) % pr x pr € C5°([0, T]; L2(Q)).
Faz sentido compor a equagao:
u’ — Au=—fo(u) em L*(0,T;V")

com ¢y, na dualidade (., .)r20.1,v7),2(0,1;v) isto é,

T

[ @), () v + / (= ult), o (6)) v vt = L= Fow®). syt (450)

0

(i) Anélise do primeiro termo a esquerda de (4.50):

[ @ st = [,0,]6) = pie piha
- /OT<u”9n, (W'6,) * pr * pr)dt

T
= /0 ((u"0,) * pr, (u'0,) * py)dt
T

= [0 e 0 it — [ (@8 (0, )
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Mas por (4.46) resulta que:

/OT i((u’ﬁn) * pr, (u'6,) * pk>dt = /OT i((Qnu/), (W'0,) * pr * Pk)dt =0.

dt dt
Contudo

d / / !/ !/ /

2 ((0u), (W0.) x prx i) = 2([(w6a) ]!, (w'60) * 1)

= 2((u’0n)’ * pr, (U'6,) * pk)
Dai
T , T ,

/ (W (1), g p())dt = — / ((8,) % pr, (u0,) * p)dt (4.51)

0 0
Entretanto:

(W'0) * pp, — 0’0, em L*(0,T;L*(Q))

(u'0,) * pp, — u'0, em L*(0,T;L*(Q))
Logo de (4.51) e das convergéncias acima, concluimos que

im [ (W (2), on(t))dt = — /0 0, (1) 2t (4.52)

k—o0 Jo

(i) Analise do termo & direita de (4.50) Sendo u € C([0,T];V) — L*(Q), temos que
—fo(u) € L*(Q). Dai

tim [ (~fo(u(®) ons()dt = [ G0 (~ho(ut) W @)t (459

k—00

(iii) Anélise do segundo termo a esquerda de (4.50):

Observemos primeiramente que se v € C([0,7];V) N CY([0,T; L*(R)), tem-se que



4.4 Identidade de Energia 131

—Au € C([0,T]; V') e fo(u) € C([0,T]; L*(R2)) — C([0,T]; V'), no seguinte sentido:

(—Au)(t) = =Au(t)) e fo(u(t))(x) = folulz,t)).

Portanto, u” = Au — fo(u) € C([0,T];V’) e, disto segue que

u'(t) —u'(0) = /Ot u"(s) ds = /Ot [Au — fo(u)]ds.

t
Pondo z(t) = / u(s) ds € V, implica
0

Ax(t) = [ " Ault) ds = /() — ' (0) + / " folu(s) ds € L2(Q).

Conclui-se pois, que z € C([0,T]; V'), em que V' = {v e V:Ave L*(Q)}. Assim,
u=2z € H0,T; V") e portanto

ou

— € H 10, T; H'2(Iy)).

v € (07 ) ( 1))

Vamos agora considerar (u,) C C([0,T]; H*(Q) NV) N CY([0,T]; V) a sequéncia de
solugoes fortes convergindo para u em C([0,T];V) N C'([0,T]; L*(Q)). De maneira

analoga, definimos
t
2ult) = [ uals) ds,
0
e provamos que u, — u em H~1(0,T;V").

Além disso,

Ou, _, Ou H=Y0,T; H-V2(Iy)).

—glu) = ilw) = =54 — 5

Mas como

w, —~u em L*(%),

g(u,) = g(u) em L*(Xy),
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Disto segue que

Portanto, u satisfaz

' — Au = —fo(u) em C([0,T];V);

0
O gty = ) em (%) (4.5
. em Yo;

uw(0) =u’, v/ (0) =u' em Q.

Por outro lado, como v’ € C([0,T]; L*(R2)) e fo(u) € L*(Q) — H(0,T; L*(2)), entao
u” € H1(0,T; L*(Q)) e, por conseguinte,

Au ="+ fo(u) € HH0,T; L*(Q)).
Da férmula de Green generalizada,

ou
<_AU\H5(0,T;V)7U> = (Vu, VU)LQ(Q) - <al/av> )
L2(%y)

Ve H0,T;V).

Sendo —Au € L*(0,T;V') N H-Y(0,T; L*(Q)) = (L*(0,T;V)) N (H(0,T; L*(Q)) e
mais ainda, H}(0,7;V) C L*(0,T;V) N H(0,T; L*(), conclui-se que para toda v €
H3(0,T;V) é vélida a igualdade

ou
(Vu, VU)LQ(Q) - <ayav> = (‘AuaU>H—1(o,T;LZ(Q),Hg(o,T;m(Q))
L2(31)

T
= (=Bu ) o o) = | (~Bult), vty
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Assim, para v = ¢, em particular,

Yo at— [ ar— [ (2 d
[ 800, st = [ (u), Vnalt)) oyt | (ay<t>,m<t>)L2(m t
= [ (), Vo) oyt + [ (00 k1)) gy 4 [ (D), 00 s,
I I I3
E da mesma forma como fizemos em (i) e (ii), temos
T
Jim 1, = - / 0,0, V(1) |22t
TO
Jim o= [0 (o0 (1)), (1) o, (4.55)
T
lim I = [ 02 (F1(u(t)), /(1)) oy
Portanto para cada n, de (4.50), (4.52), (4.53) e (4.55), vem que:
— [ Ol (1) syt~ / OOyt + [ 62 CFolw(8)), (1)) g w56,
[0 a0 ), 1) eyt + [ 6 () '<t>>L2<mdt-

O préximo passo é passar o limite em (4.56) quando n — oo.
Lema 4.4.1. Se h € L'(0,T) e s e t, sio pontos de Lebesque de h entao,

T 1
. / 0,0, dr "5 (h(t) — h(s))
0 2

Demonstracao: Com efeito, temos

_ /OT 0,,(r)0,(r)h(r) dr = — /_ n[L+n(r— s)|h(r)dr + /t”" n[1—n(r—t)|h(r)dr

Mas

n[l +n(r— s)}h(r)dr = /:1 nh(r)dr + /Sil n?(r — s)h(r)dr

= 0w /_ h(r)dr + (1\1n2) / l(r — 8)h(r)dr — ;h(s)
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Analogamente

/f” w1 = nr — to)| h(r)dr — ;h(t)

0 que prova o lema 0

Agora, sendo ||u/(.)|| e ||[Vu(.)|| localmente integraveis, pelo teorema da diferenciagao
de Lebesgue, o conjunto dos pontos de Lebessgue destas fungoes (simultaneamente) é de

medida plena em (0,7). Logo, quando n — oo, temos para quases todo s,t € [0,77:

1 1 1
W OlZ20) + 51 Vu®liz@) = Hul<S)H%Q(Q) + 5 IVu($)llzz @)

,}ggo{—/Hf 02 [(fou(r)), ' (1) 2oy + (9(u/ (1), 0 (7)) gy + (Fr((r), 0/ (7)) ey | dT}
' (4.57)

Lema 4.4.2. Seja h € L'(0,T). Se s et sdo pontos de Lebesque de h, entdo

T n—oo t
[ eenear=3 [ nyr.
0 s
Demonstracao: Pela definicao da funcao 6,
T s
/ 62 (r)h(r) dr:/ (14 n(r —3))? dr+/ dr—l—/ (1= n(r — 1)) h(r)dr
0 s—1
Provemos que
s ) t+2 )
[ Qntr =) by + [T (1= n(r =)’ hr)dr — 0
s—1 t
Temos

/:i (14 n(r —s))* h(r)dr = / h(r)dr +2n /:711(7“ — ) h(r)dr +n? /:i(r — $)2h(r)dr

I Iy I3
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Claramente, I; — 0. Também I, — 0 pelo lema anterior.
|13|§n2/ (=PIt |dr</ $)|dr — 0.

De modo semelhante,
t+1

lim (1 =n(r—1t)*h(r)dr

n—oo Jt

0.

0

Portanto, para quase todos s,t € (0,7), apds passagem ao limite em (4.57), temos

[/ (ON172 () + IVu®)Z2@) = U/()I72() + IVuls) 720
(4.58)

=2 f [ o) () gy + (90 0)), )y + (S 0 0) e,

Considere agora, (s,) C (0,7) uma sequéncia de pontos de Lebesgue convergente

para zero. Para quase todo t € (0,7, vale

v (1720 + IVu®)[[72) = 4/ (s0)[172) + 1Vuls)lli2q

t 4.59
2 { [ (o). () + (0 0D 0) ey + () () ey - (4.59)

Mas visto que u € C([0,T];V) N CY([0,T]; L*(Q)), temos Hu’(SZ,)H%Q(Q) — Hu’(O)H%Q(Q) e
IVu(su)lIF2@) — IVu(0)]72(0

Portanto, tomando o limite quando v — oo, segue que para quase todo ¢ € [0, 7],

1 1
5 (1 @20 + IVu®) 7)) = 5 (16" 20y + 1V6l132(0))
(4.60)

/ [(fou(r), /(1) 2oy + (9 (7)), 0 (7)) gy + (Fr((r), 0/ (7)) ey | dr

para qualquer solucao fraca do problema (2.46) como querfamos provar.
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