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Resumo

O principal objetivo desta dissertacao é dar condicoes necesséarias e suficientes
para que um sistema bilinear de dimensao dois seja controlavel. O método usado é
a teoria de Lie. Os principais topicos abordados no trabalho sao:

1. Introduzir da linguagem bésica necessaria para o entendimento da teoria;

2. Encontrar os subgrupos conexos de GL(2,R), os quais sdo transitivos em
R? — {(07 0)}7

3. Estudo da controlabilidade do sistema linear;

4. Anélise da controlabilidade do sistema bilinear de dimensao dois.

vii



Introducao

Mesmo considerando os recentes avangos na teoria de controle, ainda sao poucos
os resultados que, de uma maneira simples, garantem a controlabilidade de um
sistema de equacoes diferenciais ordinarias. Nesta dire¢ao, o principal objetivo deste
trabalho, é apresentar condigoes necessarias e suficientes para a controlabilidade do

sistema bilinear
& = Az +uBx (1)

com controle irrestrito u € R, sendo A e B matrizes reais 2 x 2.

Para sistemas lineares, um resultado simples e elegante, conhecido como critério
de Kalman, estabelece condig¢oes necessarias e suficientes para a controlabilidade.
Este topico tratamos no Capitulo 3.

Para matrizes reais n X n, conhecemos somente solugoes parciais para o problema
da controlabilidade do sistema bilinear (1), sendo as condigoes estabelecidas por
Jurdjevic e Kupka em [7], uma das mais significantes e conhecidas até o presente
momento.

Trabalhando no contexto mais geral da teoria de semigrupos, particularmente
naquela pertencente a grupos de Lie semi-simples, San Martin e seus colaboradores,
sistematicamente utilizam da teoria de conjuntos controlaveis em espagos ho-
mogeéneos para obter resultados relacionados com a controlabilidade de sistemas de
campos vetoriais invariantes a direita em grupos de Lie.

A principal referéncia deste trabalho é [1]. Nesse artigo, San Martin, Barros,
Ribeiro e Rocio desenvolveram os resultados sobre controlabilidade do artigo [14],
no caso particular do grupo de Lie SL(2, R) das matrizes reais 2x 2 com determinante
igual a 1. Isto foi feito sem o uso explicito da teoria avancada de grupos e algebras
de Lie semi-simples, o que permite que este trabalho seja praticamente auto contido.

A principal técnica que utilizamos neste trabalho, esta relacionada com a teoria
de grupos e algebras de Lie, no sentido que passamos a expor: Associado ao sistema
bilinear (1), temos o conjunto de campos vetoriais 3 = {A, +B}, o qual gera como
algebra de Lie, a subdlgebra £ieX da algebra de Lie gl(2,R). Associado a ¥ também



temos o semigrupo

Sy = {el ¥ . e2X2 Xk tal que t; > 0,X; € 8,k € N}
do subgrupo de Lie

Gy = {eX1 . ef2X2 | Xk tal que t; € R, X; € X,k € N}

do grupo de Lie GL(2,R).

A seguir, mostramos que estudar a controlabilidade do sistema (1) é equivalente
a estudar a transitividade do semigrupo Sy, na variedade R? — {(0,0)}, no sentido
em que para todos x,y € R* — {(0,0)}, existe g € Sy, tal que g(x) = y. Obviamente
uma condigao necessaria para a transitividade do semigrupo Sy, é a transitividade
do subgrupo Gyx. Nesta direcao, o Capitulo 2 trata da classificagao dos subgrupos
de Lie de GL(2,R), cuja agao natural em R* — {(0,0)} ¢ transitiva. O principal
resultado do capitulo é o Teorema 2.14, cujo resultado deduzimos que os subgrupos
conexos transitivos de GL(2,R) sao: o grupo GL* (2, R) das matrizes reais 2 x 2 com
determinante positivo, o grupo SL(2,R) das matrizes com determinante igual a um
e o grupo SO(2,R) ® RTI, o qual é isomorfo ao grupo C* dos nimeros complexos
nao-nulos.

No Capitulo 1, desenvolvemos aspectos gerais estritamente necessarios para o
entendimento do restante do trabalho. De [8], sabemos que o semigrupo Sy tem
interior nao-vazio na topologia intrinseca de Gy. Assim do Teorema 1.4, deduzimos
uma condi¢ao necessdria para a controlabilidade do sistema (1) é que a subalgebra de
Lie £ieX coincida com a algebra de Lie de um dos grupos transitivos acima citados.

No Capitulo 4, antes de analisarmos o problema da controlabilidade, tratamos
do desenvolvimento de um critério efetivo e aplicavel ao problema considerado. Este
critério, apresentado no Teorema 4.10, é um caso particular do Teorema 6.2 de [15]
e estabelece que um semigrupo de interior nao-vazio S C SL(2,R) coincide com
SL(2,R) se, e somente se, a a¢do induzida por S no espago projetivo unidimen-
sional RP! ndo deixa nenhum subconjunto préprio de RP!, com interior nao-vazio,
invariante.

Faremos a analise das trajetorias dos campos vetorias A e =B em varias etapas.
Primeiro analisamos o caso em que tanto A como B possuem trago zero e mostramos,
conforme Teorema 4.20, que neste caso o sistema (1) é controldvel se, e somente
se, det[A, B] < 0. Este é o principal resultado deste trabalho, pois a anélise dos
outros casos sempre o tem como parametro. Para andlise do caso em que A e B
geram g[(2,R), usamos a decomposigao gl(2,R) =sl(2,R) & RI para recairmos no
caso anterior. A andlise do caso SO(2,R) ® R*I faremos na se¢ao 4.5, por fim,
apresentamos um resumo dos resultados obtidos na segao 4.6.



Capitulo 1

Preliminares

Neste capitulo, definimos a linguagem usada no trabalho e apresentamos os re-
sultados necessarios para a realizagdo do mesmo. Usamos como bibliografia bésica,
os textos [2], [3], [4], [11], [13] e [18].

1.1 Sistemas Controlaveis

Sejam X1, Xs, ..., X campos vetoriais de classe C'*° sobre uma variedade conexa
M e seja Q uma familia de funcoes de R em RF dada por wu(t) =
(ur(t),u(t), ..., uk(t)), onde cada u € Q é uma funcdo parcialmente constante. Os

elementos de €2 chamamos de funcoes de controle.
Fixada uma funcao de controle u € (), considere a equacao diferencial

na qual x € M. Ao variarmos u € ) obtemos um sistema de equacoes diferenciais.

Para cada t € R temos que u;(t) é um nimero real e o lado direito de (1.1) fornece
um campo de vetores em M. Uma solucao de (1.1) é uma curva v, : R — M, C*®
por partes tal que 7,(0) = e seu vetor tangente v, (t) coincide com o lado direito
de (1.1), para cada elemento na imagem de 7, (¢) em M. Dessa forma, as solugoes de
(1.1), ou trajetérias do sistema de equagoes ordindrias, passam a ser concatenagoes
de trajetérias. Observe que a curva depende de x € M, por isso utilizamos o
subindice .



Definigao 1.1 Dizemos que o sistema (1.1) é controldvel com respeito a familia de
fungoes de controle Q se para quaisquer x,y € M, eziste uma fun¢ao u(t) € Q e
T >0, tal que a solugao v,(t) de (1.1) satisfaz v,(0) =z e 1.(T) = y.

Observe que a solugao v, (t) depende da funcdo u(t), ou seja, é a solucao de
alguma equacao do sistema de equacgoes diferenciaveis. A definicao dada acima
justifica a exigéncia de M ser uma variedade conexa. Daqui por diante, sempre que
referirmos a uma variedade, consideramos a mesma com esta propriedade.

1.2 Semigrupos Associados a Sistemas de
Controle

Sejam ¥ um subconjunto qualquer de campos vetoriais sobre a variedade M e
X(M) o espago vetorial de todos os campos vetoriais em M.

Denotamos por £ieX o menor subespago vetorial de X(M) que contém ¥ e su-
cessivos colchetes de elementos em ..

Para cada x € M, definimos £ieX(x) como sendo o subespago vetorial de T, M
dado por LieX(z) = {X(z), tal que X € LieX}. Temos que ¥ induz em M o
semigrupo dado por

Sy ={X/ oX}o--0X" talquet; >0,X'€XemeN}.
Temos também associado a ¥ o subgrupo

Gy ={X/ 0oX] o---0o X" tal quet; e R, X' € ¥ em € N}
onde X;, denota o fluxo determinado pelo campo X.

Nem sempre é possivel compor X;, com X, se os campos nao forem completos.
Nas definicoes de Sy, e G5, consideramos somente as composicoes possiveis. Quando
trabalhamos com campos invariantes a direita em grupos de Lie, esse problema nao
existe, pois estes campos sao completos (conforme [12]).

Definigao 1.2 Para cada x € M, definimos o conjunto Gx(z) = {g(x), tal que g €
Gx} como a drbita em x induzida por X. O conjunto Sx(x) = {g(x), tal que g € S}
definimos como a orbita positiva em x induzida por 3.



Na definicao anterior consideramos somente os elementos g de Gy e Sy, tais que
x pertence ao dominio de g.

Observagao 1.3 Se g € Sy e x pertence ao dominio de g, entao g(x) € o ponto final
de uma sequéncia de trajetorias concatenadas de elementos de ¥, que se iniciam em
x e sdo percorridas em tempo positivo apenas. Portanto, o conjunto Sx(x), coincide
com o conjunto dos pontos atingiveis a partir de x por concatenacoes de trajetorias
dos campos de X2, com a restricao que consideramos apenas as partes positivas das
trajetorias.

De [8], sabemos que o semigrupo Sy, tem interior nao-vazio na topologia intrinseca
de Gyx. Usamos o proximo resultado intimeras vezes em todo nosso trabalho. O
mesmo, fornece uma condicao segundo a qual o interior do semigrupo Sy, é nao-
vazio em (y. Denotamos interior por int.

Teorema 1.4 Se LieXi(z) = T, M para cada x € M, entao para cada aberto A C M
contendo x temos que

int(Sy(z)) NA # o.

Demonstracao: Faremos a demostracao por inducao sobre dimM = n.

Lembremo-nos que dimM = dim7,M, para qualquer x em M. Para esta
demonstracao, fixamos um aberto qualquer contendo x que denotamos por A, A C
M. Mostraremos que existem em Sy(x), arbritariamente préximos de x, subvar-
iedades de M cujas dimensoes sao 1,2, ...,n contidas em Sy (z) N A.

Se n = 0, nao ha o que fazer.

Se n > 0, temos que existe pelo menos um campo X de ¥ tal que X (x) # 0, pois
caso contrario para qualquer X em ¥ segue que X (x) = 0 e assim [X7, Xo](z) =0,
[ X1, [X2, X3]](z) = 0, etc. Assim, LieX(x) = 0, absurdo, pois estamos supondo
n > 0 que é dim7, M.

Seja X € ¥ um campo vetorial tal que X (z) # 0 e considere a curva fi(t) =
Xi(z) em M, que é uma subvariedade de dimensao 1. O conjunto {X;(z) : ¢t > 0}
estd contido em Sy(z), pois para t > 0 temos que X; € Sy. Como existe ¢; > 0 tal
que o conjunto nao-vazio M; = {X(x) : t € I = (0,€1)} estd contido em A, temos
que M; C (Ss(z) N A).

Desta forma, se n = 1 temos o resultado.

Se n > 1, existe algum Y em Y tal que o campo Y nao é tangente a M, isto
é, para qualquer € > 0, existe Y em X tal que para algum t, € (0,¢), o conjunto
{Y (X, (), X(Xi,(z))} é linearmente independente.



De fato, suponhamos por absurdo que tal Y nao exista, ou seja, existe ¢ >
0, tal que para qualquer Y € ¥ o conjunto {Y(X;(x)), X(X¢(x))} é linearmente
dependente, para qualquer t € (0,¢€). Se isso ocorre, entdao todo Y em ¥ é tangente
a subvariedade M, logo qualquer colchete entre elementos de Y também é tangente
a subvariedade M;, conseqlientemente dim£ieX(x) = 1, absurdo, ja que supomos
n > 1.

Seja Y € ¥ um campo tal que {Y (X, (z), X (X4, (x))} é linearmente indepen-
dente, por continuidade supomos que o conjunto {Y (X;(x), X (X;(z))} é linearmente
independente para ¢ suficientemente pequeno. Considere a aplicagao

fgf[2—>M

(s,t) — Yi0X;(x).

onde I, é uma vizinhanca da origem em R2.

Provaremos que f; é uma imersao local no ponto (0,¢). Lembrando que, se X é
um campo vetorial entdo 4 X;(z) = X (X,(X)), assim temos as seguintes derivadas
parciais

SR =YYoXi@) e () = (@V)xm X(X(2)

No ponto (0,t), temos que os seguintes campos sdo linearmente independentes
para t suficientemente pequeno.

o 0
5. 200 =Y (Xi(@) e o h(0.1) = X(Xy(x))

Assim, (df)0,.) € injetora e portanto, f, é imersao local.

Seja V uma vizinhanca de (0,t), temos que M, = {Y;0X,(x) : (s,t) € V;} é uma
subvariedade bidimensional contida em Sy(z). Como consideramos somente tempos
positivos, em (0,t) temos que ¢ > 0. Como V; ¢é vizinhanca de (0, ), considerando
Vos = {(s,t) € Vo : s > 0}, temos que V;, estd contido em Vj, portanto o conjunto
My = {Y,0X(2) : (s,t) € Vis} estd contido em M, e portanto em Sx(z), e mais, M,
estd contido em A. Portanto My C (Sx(x) N A).

Dessa forma, se n = 2, o teorema estd demonstrado.

Se n > 2, sejam X,Y os campos vetoriais de X onde o conjunto
{Y(Xi(z), X(X¢(2)))} é linearmente independente, se ¢ for suficientemente pequeno.
Considere um campo Z em Y e a aplicacao

f3:[3—>M



(r,s,t) — Z.0Y;0X(x)

em que I3 é uma vizinhanga da origem em R®. Observe que f3(r,s,t) € Sx(x), pois
os campos Z,, Y, X; € Sy, assim,

%fz&(r, s,t) = Z(Z,0Ys0X:(x))

0
%f?»(?n? S, t) = (dZT)YSOXt(x)YO/;OXt(m))

%fs(r, $,t) = d(Zr0Ys) x, (o) X (Xi()).

No ponto (0, s,t), temos

%fg,(o, s,t) = Z(Ys0Xy(x))

9 0
gfg(o,s,t) =Y (Y0Xy(2)) = %ﬁ(s’t)

0

afs((l, s,t) = d(Ys) x,@) X (Xi(2)) = %fg(s,t).

Por continuidade, temos que em Vo, o conjunto {2 fa(s,t), 2 f2(s,t)} ¢ linear-
mente independente, para s e t, suficientemente pequenos. Como estamos supondo
n > 2, de maneira analoga aos casos anteriores, existe um campo Z em X tal que
Z(Y;0X,()) seja linearmente independente com {2 f(s,t), 2 fo(s,t)}.

Logo (df3),s4) € injetora e f3 é uma imersao local.

Se W) é vizinhanca de (0, s, t), entdo o conjunto f3(Wy) = My é uma subvariedade
tridimensional contida em Sx(z). Considere Wy, = {(r,s,t) € Wy : r > 0}, temos
que Wy, estd contido em Wy, desse modo, o conjunto My = f5(Wy,) esta contido
em Mé, que sabemos estar contido em Sy(z), mais ainda, M3 estd contido em A e,
assim, M3 estd contido em Sy(z) N A.

Como M ¢ finito este raciocinio pode ser repetido até alcangar a dimensao de
M.

(Il

A hipétese do teorema anterior, na qual dim£LieX(z) = dimM é denominada de
condicao do posto da algebra de Lie.

Assim, a controlabilidade de (1) é equivalente a transitividade do semigrupo de
interior nao-vazio Sy, em M, no sentido que dados quaisquer z,y € M, existe g € Sy,
tal que gxr = y.



1.3 Acoes de Grupos

Nesta secao mostraremos que, se um grupo de Lie G age diferencialmente a es-
querda numa variedade M, entdao, campos invariantes a direita no grupo GG induzem
campos de vetores em M. Por simplicidade, denotaremos R™ —{0,0,...,0} por Rj.

Definicao 1.5 Dizemos que um grupo de Lie G age a esquerda em uma variedade
M se existe uma aplicacao diferencidvel

0:GxM—-M
que satisfaz:
i) 0(1g,x) = z, para qualquer x € M;
ii) 0(g192,x) = 0(g1,0(g2, x)) para quaisquer g1, ge € G e qualquer x € M.
Muitas vezes, serd usada a notacao 6(g, z) = 0,(z).

Definicao 1.6 A drbita de um elemento x € M, induzida pela acdo 0, é o subcon-
gunto de M dado por 0g(x) = {0,(z) : g € G}.

Definicao 1.7 Dizemos que agao 0 € transitiva, ou que G age transitivamente em
M através de 6, se dados quaisquer x,y € M, eziste g € G tal que 0,(x) =y, isto
é, Oc(x) = M para qualquer x € M.

Seja G um grupo de Lie conexo com &lgebra de Lie g e 3 C g um subconjunto
de campos vetoriais invariantes a direita de G.
Suponhamos que G age diferencialmente a esquerda na variedade M pela acao

0:GxM— M.

Mostraremos que todo campo vetorial X de ¥ induz um campo vetorial X em

M dado pela equacao
~ d
X(z) = T |t=0 expex ().
De fato, para todo campo vetorial X de ¥ e todo t € R, temos que exptX
pertence a G. Logo, Oexpix ¢ um elemento no grupo de difeomorfismos de M,

fixando © € M consideramos a curva { : R — M dada por £(t) = Oexprx ().

8



Observe que £(0) = id(z) e 4 |,y ¢ uma aplicacdo de R no espago tangente T, M.
Assim, um conjunto de campos vetoriais ¥ sobre G induz a familia de campos
> ={X, tal que X € £} em M.

Conforme vimos, a orbita de um elemento h € G induzida por ¥, é a classe
lateral a direita Gx(h) = {gh, tal que g € Gx}. A 6rbita positiva de h é dada por
Ss(h) = {gh, tal que g € Sx}.

Surge uma questao: Saber como sera a orbita de elementos de M, induzida por
3. No sentido da definicdo 1.2, esta érbita serd dada através de érbitas de elementos
de G induzidas por ¥. De fato, como o fluxo de X é dado por exptX, a 6rbita do
elemento = de M induzida por ¥ é a érbita da acdo de Gy em M, ou seja, Ocy (),
pois Gy, se identifica com a orbita da unidade de GG. Ja a érbita positiva é dada por
0 S, (l‘) R

Temos que o espago tangente a drbita Og,, (z) ¢ formado pelos campos X com X
variando em LieX.

Definigao 1.8 Dizemos que X € transitivo em M se o conjunto {X (z), tal que X €
LieX}, coincide com T, M para qualquer x € M.

Observe a coincidéncia da definigao acima com o espago tangente a 6rbita Og,. ().
Temos o seguinte resultado que relaciona a controlabilidade do sistema % em G
e do sistema induzido ¥ em M.

Teorema 1.9 Seja G um grupo de Lie conexo que age a esquerda na variedade M
pela acao 0. Tome X um subconjunto de campos invariantes a direita de g e X a
familia de campos induzido em M por ¥ via a acao 0. Entdo,

i) Para todo x em M, & drbita positiva de = induzida por %, denotada por Ss(x),
coincide com o conjunto {0,4(x); g € Sx}.

ii) Se a agdo 0 € transitiva e X é controldvel em G, entdo Y € controldvel em M.

iii) X € controldvel em M se, e somente se, o semigrupo S, age transitivamente em

M.

Demonstracao:

i) Seja y(t) uma trajetéria em G induzida por ¥. Nesse caso, 6, (x) é uma
trajetoria em M induzida por 3, pois, se restringirmos ¢ a um subintervalo em que
v(t) é a trajetoria de um tinico campo X de ¥, logo v(t) = exptX nesse intervalo.
Portanto, 6. () = fexpex () é uma trajetéria em M induzida por .

9



Para a outra inclusao, tome y um elemento de M que pertence a érbita positiva
de z induzida por . Logo existe uma trajetéria ~(t) de algum campo X e 3 tal que
v(0) =z ey(t) =y comt > 0. Mas y = y(t) = Oexpex (), assim exptX pertence a
Sy,. Portanto, y pertence ao conjunto {6,(z), tal que g € Sy }.

ii) Queremos mostrar que Sg(z) = M para qualquer z € M. Como X é con-
troldvel em G, pelo item i) temos que Ss(x) coincide com a dérbita da agao de G
em M. Como a acio é transitiva entdo 0 (x) = M para todo 2 € M. Portanto 3 é
controlavel.

iii) Suponhamos que 3 é controlavel em M, isto é, Ss.(x) = M qualquer = em
M. Conforme mostramos em ) temos que o conjunto {f,(z); g € Sy} coincide com
M. Tome y € M, logo y = 6,(x) para algum g de Sy, assim Sy, age transitivamente
em M.

Por outro lado, se Sy, age transitivamente em M, dados quaisquer z,y de M,
existe g em Sy, tal que 0,(x) = y, ou seja, o conjunto {f,(x); g € Sy} coincide com
M para qualquer elemento x € M, entdo S¢(x) coincide com M e > é controldvel
em M.

(I

Observacao 1.10 Temos que a controlabilidade de S em M é equivalente a tran-
sitividade da agao de Sy, em M, item iii). Como Sy, C Gy C G, uma condi¢ao
necessaria para que Sy, seja transitivo € que tanto G quanto Gy, sejam transitivos
em M.

De uma forma mais geral, os conjuntos controlaveis para sistemas induzidos por

acoes de grupos semi-simples foram estudados dentro do contexto da teoria de semi-
grupo em [14] e [15].
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Capitulo 2

Subgrupos Transitivos de GL(2,R)

O objetivo deste capitulo é encontrar os subgrupos de Lie conexos de GL(2,R)
cuja agao natural sobre R? é transitiva em RZ.

Para encontrar tais subgrupos veremos alguns resultados que permitem mostrar
que o grupo de Lie G, com algebra de Lie g, age transitivamente na variedade M
se, e somente se, o campo vetorial induzido por g é transitivo em M. Com isto,
mostramos que G age transitivamente em M se, e somente se, g é transitivo em M.

Seja G um grupo de Lie, agindo na variedade M e g a algebra de Lie de G. Cada
X € g define um campo de vetores X em M dado por

X(@) = &l (Bupex (@)

Considerando ¥ = g, pela defini¢ao 1.7, temos que g é transitivo em M se o con-
junto {f( (x), tal que X € g}, coincide com T, M para qualquer x € M, denotamos
o conjunto {X(z), tal que X € g} por g(z).

Sabemos também, que dado qualquer x € M, o espaco tangente a érbita de x é o
conjunto { X (z), tal que X € g}. Como o fluxo de X é dado por exp X, denotamos
0 espaco tangente & 6rbita de x € M como T,(0¢(z)) = {X(z); X € g}.

Proposicao 2.1 Se a variedade M € conexa, entao G age transitivamente sobre M
se, e somente se, g for transitivo sobre M.

Demonstragao: Se G age transitivamente em M, entao 0g(x) = M para qualquer
x € M. Logo
8(z) = To(0c(x)) = ToM
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e portanto, temos que g é transitivo sobre M.

Por hipétese, para qualquer z € M temos que g(x) = T, M. De [5], todas as
érbitas Og(x) sdo abertas em M. Assim, dada uma érbita Og(xg) ela é aberta e o
seu complementar em M também é aberto, pois é a uniao de érbitas. Logo 0¢(x¢)
é fechado em M, pois é complementar de um aberto.

Como M é conexa e 0 (xg) é aberto e fechado, temos que M = 0g(xo), logo G
age transitivamente em M.

(I

Consideremos agora o caso particular onde o grupo de Lie é G C GL(n,R). Este
grupo age de maneira natural na variedade M = R", via a agao 6 dada por

f:GxR"—=R"
(g,2) —g-x

no qual g - x é a multiplicacao de matriz g pelo vetor coluna x. Sabemos que em G
a exponencial é a exponencial usual de matrizes, logo para qualquer X € g,

(@) = & o Bopex () = 5 o ((xptX) - (1) = X -z (2.1)

onde X - x é o produto usual de matrizes.
Considerando G C GL(n,R) e M = R} na proposi¢ao anterior, temos o seguinte
corolario.

Corolério 2.2 Seja G C GL(n,R) um grupo de Lie com dlgebra de Lie g e n > 2.
Temos que G age transitivamente em Rf se, e somente se, g € transitivo sobre R{.

Como R2 é conexo, para verificar que um subgrupo de Lie G C GL(2,R), com
dlgebra de Lie g age transitivamente em R2 é suficiente mostrar que g é transitivo
em RZ.

Entretanto g é transitivo em RZ se:

g(z) =T,(R3) = {X(x), tal que X € g}

para todo z € R§. Por um lado, temos que T,(R§) = R? para todo = € R§. Por
outro lado, verificamos da igualdade (2.1), que as érbitas X(r) e X - x coincidem,
portanto {X(z), tal que X € g} = {X -z, tal que X € g}, logo g ¢ transitivo em
R2 se:

12



R? = {X -z, tal que X € g}

Observe que a igualdade anterior implica que g ¢ transitivo em RZ. Assim, g
¢ transitivo em R3 se, e somente se, g é transitivo em R2. Desse modo usando o
corolario anterior, temos a seguinte conseqiiéncia.

Coroléario 2.3 Seja G C GL(2,R) um grupo de Lie com dlgebra de Lie g. Entao
G € transitivo em R3 se, e somente se, g € transitivo sobre R3.

Observe que o ultimo corolario vale também para o espaco R™, se n > 2.

2.1 Subalgebras Transitivas de gl/(2,R)

Os grupos GL*(2,R), SL(2,R) e SO(2,R) ® (RT)I e suas respectivas dlgebras
- GL*(2,R) = {g € GL(2,R), tal que detg > 0}
SL(2,R) = {g € GL(2,R), tal que detg = 1}
SO(2,R) ® (R*)I = {g € SL(2,R), tal que g¢' = I} @ (R")I
gl(2,R) = {g € Ma(R)}
sl(2,R) = {g € gl(2,R), tal que trg =0}
s0(2,R) @RI = {g € gl(2,R), tal que g = —g'} ®RI.

Observe que so(2,R) @ RI é uma &lgebra abeliana. Em todo nosso trabalho,
denotamos o traco de uma matriz simplesmente por tr.

Teorema 2.4 As subdlgebras gl(2,R), sl(2,R) e so(2,R) BRI de gl(2,R) sdo todas
transitivas em RZ.

Demonstragao: Para mostrar que gl(2,R) é transitivo em RZ, devemos mostrar
que, fixado qualquer & = (zo,y0) € R3 o conjunto {A&, tal que A € gl(2,R)}
coincide com R2.

L0 0 O
Paraxo#o,tome/l:{%) O}GB:[L O}’

x0
observe que

A [ o0 ]_{ L } e que B [ o0 }—[ 0 } Logo, dado qualquer (z,y) € R?
Yo 0 Yo 1
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considere C' = zA + yB, assim temos que C { zo ]:{ z } .
0

1
Supondo que yy # 0, considere D = {8 %) ] e £ = [8 g ],
Yo

D { Lo ]:{ 1 }, E { 0 ]:{ 0 ] Logo, dado qualquer (z,y) € R?,
Yo 0 Yo 1

basta considerar F' = xD + yFE e obtemos que F { zo ]: ";j } .
0

Observe que A, B,C,D,E e F pertencem a &lgebra de Lie gl(2,R) e assim
gl(2,R) é transitiva em R2.

Da mesma forma, para mostrar que s/(2,R) é transitivo em RZ, precisamos
mostrar que, dado & = (g, yo) nao nulo, temos R? = {A&y; A € sl(2,R)}.

. L 0 0 0
Se x9 # 0, considere A= | 3% 1 |eB=| 1 0|
x% xg Zo

observe que

A[IO }:{é] equeB[xO }:{(1]] Logo, para qualquer (z,y) € R?,

Yo Yo
se C' = xA + yB, entao temos queC’[x0 ]:{$}

0 L
Parayo%o,sejamD:[ yo]eEZ ],
como
Dlﬂfo }:[é} eE{%0 }:[?] Dado qualquer (z,y) € R?,

0 0

1
Yo

0

g |’_‘§w|§

Yo Yy
Yo Yo

considerando F' = zD + yFE, temos que F [ zo = Z } .
0

Observe que A, B,C, D, E e F pertencem a sl(2,R) e assim a algebra sl(2,R) é
transitiva em R3.

Mostraremos que so(2, R) @RI é transitivo em R3. Fixado qualquer & = (g, yo)
nao-nulo, devemos mostrar que R? = {A&, tal que A € s0(2,R)} @& RI. Como
23+ y2 # 0, seja

_ 1 To Yo _ 1 Yo —Zo
= 3.3 € B=—+— )
Tot¥ | —yo To oty | T Yo
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temosqueA{zo]: [(1)] equeB{zo}: [?].Assimdado(az,y)eRZ,
0 0

basta considerar C' = zA + yB e temos que C ;0 = ”;j
0

Note que A, B e C € s0(2,R) @ RI e assim a dlgebra so(2,R) & RI é transitiva
em R2.

Observe que, na verdade provamos que, dado qualquer ponto de R2 existem
matrizes que o levam na base canonica de R?, o que ¢ suficiente para demonstrar o
resultado. O

2.2 Unicidade das Subalgebras Transitivas de
gl(2,R)

O objetivo agora, é mostarmos que as unicas subalgebras de gl(2, R) transitivas
em R2, sdo aquelas do Teorema 2.4.

Proposicao 2.5 A dlgebra gl(2,R) nao possui subdlgebras unidimensionais transi-
tivas em RZ.

Demonstragao: Suponhamos que exista subélgebra b de gl(2,R), transitiva em
RZ com dimh = 1. Logo R? = {A&; A € b} para qualquer & = (z9,0) € RZ.
Conseqiientemente, dimR? = dim{ A&, tal que A € h}. Como dimh = 1, temos que
dim{A&; A € h} = 1, contradizendo o fato da dimensao de R? ser 2.

O

Lema 2.6 A dlgebra sl(2,R) nao possui subdlgebra abeliana bidimensional.

- . 1 0 0 1 00
Demonstragao: Sejam H = {0 1 , P = {0 0} e = [1 0} Temos

que [H,P] = 2P, [H,Q] = —2Q e [P,Q] = H. Suponhamos por absurdo, que
exista tal subdlgebra abeliana h e que {X,Y} é base de b, assim existem escalares
a;,b;,1=1,2,3 € R tais que

X = G,lH -+ a2P + CL3Q (§ Y = blH -+ bQP -+ ng
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Como estamos supondo que h é abeliana, entao

00
(X, Y]=XY -YX = {0 0 ] )
Substituindo X = a1 H +asP+a3Q e Y = by H + by P+ b3(Q) na igualdade acima,
obtemos o sistema

2(@162 — agbl) =0
2(asby — a1b3) =0 , segue que
(a2b3 — a3b2> = 0

arby = asby a1bs = azby agbs = aszbs.

Assim, os escalares de X e Y sao proporcionais e com isso, X e Y sao linearmente
dependentes, o que é um absurdo, contrariando o fato de { X, Y} ser base de h. Assim
demonstramos o resultado.

(Il

Na préxima demonstracao, obtemos alguns resultados que usamos iniimeras vezes
no restante do trabalho. Estes resultados dizem respeito as formas que uma matriz
em s/(2,R) pode assumir, de acordo com o sinal de seu determinante.

Lema 2.7 Toda subdlgebra by de sl(2,R) bidimensional possui uma base de tal forma
que todo elemento de by, nesta base, se escreve na forma

U/
{0 —77}’ comn evyeR.

Demonstracao: Pelo Lema 2.6 consideramos h nao abeliano. Em [13], existe um
resultado bem conhecido da teoria de algebra de Lie que garante a existéncia de
uma base {X,Y} para b tal que [X,Y] =Y, isto é, Y é um autovetor associado ao
autovalor 1 da aplicagao abaixo:

ad(X) :sl(2,R) — sl(2,R)

Y — [X)Y].
Como X faz parte da base de § e b esta contido em sl(2, R), temos que a principio,
X é da forma X = CCL _ba ], com a,b,c € R. Temos que

px(\) =2 —a* —bc = \* +detX
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¢é o polinomio caracteristico de X.

i) Se detX < 0. Fazendo px(A) = 0 temos que \> = —detX, isso ocorre se,
e somente se, A = £/ —detX. Assim existem autovalores reais e distintos e X é
diagonalizavel, como trX = 0, a forma de Jordan de X é X = g —077 .

ii) Se detX = 0, entao o autovalor de X é o zero com multiplicidade dois e sua

1
forma de Jordan é X = [ 8 0 }
iii) Agora suponhamos que detX > 0, assim os autovalores de X sdo complexos
e conjugados A = +ivdetX, para facilitar denotamos A = +i£. Sabemos que, caso
as raizes do polinomio caracteristico nao pertencam ao corpo, nao faz sentido falar

em forma de Jordan. Neste caso usamos equivaléncia de matrizes, ja que uma matriz

da forma { 2 _Og } tem autovalores +i€.

Precisamos encontrar uma matriz A inversivel, de tal forma que

1_ |0 =€
[0 )

_ 0 —¢
]
0 1 %

SejaA:[__C 2:|,logoAl:{
& €
e fazendo uma conta simples, temos que

S e

Falta concluir que A é inversivel, ou seja, det A # 0, como det A = g Suponhamos
por absurdo, que detA = 0. Isso acontece se, e somente se, ¢ = 0, entretanto a
condicao ¢ = 0 implica que detX = —a? < 0, isto contraria a hipétese assumida.

de maneira equivalente

ol
=
| I D>

Logo se det X > 0, entao X ¢ equivalente a matriz [ 2 _Of 1

Considere a base canonica de si(2,R) dada por H = { L 01 } , P = { 01 }

0 — 00
o= [V 5]
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-

a) Suponhamos agora, que X é equivalente a matriz { 2 0 } , considerando a

base canodnica

ad(X)(H) = [X, H] = 0H — 26P — 2£Q

ad(X)(P) =[X,P|=&H + 0P+ 0Q
ad(X)(Q) = [X.Q] = €H + 0P +0Q.
Nesse caso a matriz associada a transformacao ad(X) é dada por
0 & ¢
ad(X)=1| -2 0 0 |,
26 00

seus autovalores sao A = 0 e A = £+2¢i, contrariando o fato de pelo menos um dos
autovalores ser o nimero um.

b) Se X é equivalente a matriz [ 0 } , ha base canonica

0 0
0 01
ad(X)=1] -2 0 0|,
0 00
3
0 01 000
mas | —2 0 0| =0 0 0 |. Logo ad(X) é nilpotente, como todos au-

0 00 000

tovalores de uma transformacao linear nilpotente sao nulos, temos um absurdo, ja
que o nuimero um € autovalor.
c) Logo a unica alternativa para X é

=[5 5]

Seja Y a outra matriz da base, a principio Y é da forma Y = [ @ 7

06 —«

} , COMO

(X,Y]=XY -YX =Y.

Fazendo calculos com a igualdade acima, chegamos que

0O 28| | a 7
=2y 0 | |8 —a

18



e obtemos o sistema

a=0
mpB=p
=2y =7
Na terceira equacao, temos que 7y é livre e 2n = —1, substituindo n = ’71 na
segunda equacao, temos que 3 = 0.

0 ~

00 } Como X e Y sao elementos da base de h e

Conseqiientemente, ¥ = {

obtemos o resultado.
O

Lema 2.8 A dlgebra s1(2,R) nao possui subdlgebra transitiva bidimensional.

Demonstragao: Provamos no Lema 2.6 que sl(2,R) nado possui subélgebra

abeliana bidimensional, logo verificamos o resultado para subalgebras nao abelianas.
Pelo Lema 2.7, sabemos que se h; C sl(2,R) é uma subdlgebra bidimensional,

entao existe uma base (31, em que os elementos A € by, na base [3; s@o da forma

Sendo assim, tomando bh; e hy subdlgebras bidimensionais de sl(2,R) nao
abelianas, denotando por (31, (3 suas respectivas bases, onde os elementos de h; e
b2, nestas bases, sao da forma acima.

Mostraremos agora que, caso h; seja transitivo em R2, hy também ser.

Afirmacao: Se b é transitivo em R32) entdao sua conjugada, por uma matriz in-
versivel N, é transitiva. De fato, temos que dados quaisquer u,v € R32 existe
A € b tal que Au = v. Como N ¢ inversivel, temos que Nu, Nv € R2 e assim,
existe A" € b, tal que A'Nu = Nv, logo (N"'A'N)u = v. Desse modo, o conjunto
H={N"A'N, tal que A" € bh;} ¢ subdlgebra transitiva em R3.

Considerando as bases de R3, 31 e (5 ¢ a matriz mudanga de base de 3; para [3s,
denotada por M, temos que as subalgebras h; e hy sao conjugadas.

Pela afirmagao, se b é transitiva em R32, entdo by também serd transitiva em R3.
Logo, para mostrar que sl(2,R) nao possui subdlgebras transitivas bidimensionais,
basta exibir uma nao transitiva.

Seja h = 8 _dc } , tal que ¢,d € ]R} subalgebra de sl(2,R) bidimensional

nao abeliana, nao ¢é dificil mostrar que é subalgebra.
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d d ~ . :
Temos que [ (C) . } [ Z } = [ ca:_—i;y y } e h nao é transitivo se considerarmos

y=0.
O

Para o préximo resultado, precisamos da seguinte observacao.

Observagao 2.9 Sejam b e b subdlgebras bidimensionais de gl(2,R), pelo Lema
2.6 temos que by e b nao sao abelianas. Na demonstragao do resultado anterior, b e
b sao conjugadas e b € transitiva se, e somente se, § é transitiva.

Proposigao 2.10 Se X € sl(2,R) e a dlgebra h = RX @& RI € transitiva em RE.
Entao, b € isomorfo a so(2,R) & RI.

Demonstracao: Como X € s/(2,R), podemos escrever X como X = [ CCL _ba 1:

se A € b, temos que

aa+ (3 ab

AZ&X+612{ ac —aa+f

],comaeﬂGR.

a) Suponhamos que detX < 0. Neste caso, pela demonstragdo do Lema 2.7,

, ) \ o 0 ,
temos que X ¢é equivalente a matriz X = [ g iy ], dai obtemos uma nova

an+ 3 0

0 —an+ B | Con-

subélgebra h = RX @ RI e sua respectiva matriz A = l

siderando (g, 30) nao nulo em R?, temos que

i) =] i |

Se o = 0 ou yg = 0, temos que 6 nao ¢ transitivo, conseqiientemente, pela
observagao anterior, h nao é transitivo em RZ.

Portanto a matriz X cosiderada em s{(2,R) no enunciado do teorema nao possui
determinante negativo.

b) Considere agora que detX = 0 = —a? — be, multiplicando a primeira linha
. ac  be
por ¢ e a segunda por —a, obtemos a matriz Cae |
Agora, substituindo a segunda linha pela soma das outras duas linhas, obtemos
ac bc

—ac+ac a®+be |
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. . . b
Como detX = 0, temos que X é equivalente a uma matriz na forma { %C OC } ,
como o trago deve ser zero, obtemos que X deve ser equivalente a matriz X =
0 bc
0 0 |

Por outro lado, multiplicando a primeira linha por +a e a segunda por b, em
seguida substituindo a primeira linha pela soma das outras duas, obtemos que X é

equivalente a matriz [ 00 1

bc 0
. . . - 0 0 ,
Se X ¢é equivalente a matriz X = be 01 obtemos uma nova subdlgebra
. . . . g0 : 2
h = RX @ RI e sua respectiva matriz A = abe B | seja (zo,v0) € RE, temos
que A [ o }: [ Bao } , se xg = 0 temos que 6 nao ¢ transitivo e, portanto,
Yo abexo + Byo

pela observacao anterior, h nao é transitivo em R2.

Se X é equivalente a matriz [ 1, concluimos de maneira analoga, que b

bc 0
nao ¢ transitivo quando yo = 0.

Portanto a matriz X, considerada em s/(2,R) no enunciado do teorema, nao
pode ter detX = 0.

c) Entao detX > 0 é a unica alternativa para que h seja transitiva. Se isso ocorre,
0 ¢
& 0
do Lema 2.7) e, novamente, obtemos uma nova subalgebra h = RX @RI = s0(2,R)®
RI.

Portanto a equivaléncia entre X e X garante que b ¢é isomorfo a b.

temos que X é equivalente & matriz X = [ ] € s0(2,R), (veja demonstragao

Proposicao 2.11 Se ¢ C sl(2,R) com dimt = 2 e h = ¢® RI. Entdo, h ndao é
transitiva.

Demonstracao: Pelo Lema 2.7, dado X € ¥, existe uma base de R?, em que X
pode ser escrito como X = [ 8 _b& }, com a, b € R. Assim, se A € b, temos que
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B | aa+p ab
A=aX+pI, logo A= 0 a3

4 { 53 } N { (anr(ﬂ_)Z(; +E)yo<ab)yo } '

} e h nao é transitiva se yy = 0, pois

Proposigao 2.12 A tnica subdlgebra de gl(2,R) transitiva em R2 de dimensao 3 é
sl(2,R).

Demonstracao: Considere a proje¢ao canonica de gi(2,R) em s/(2,R):

2

m:gl(2,R) — sl(2,R), dada por 7 a b L
. ) ) ) c d c d—a :

Suponhamos que h é subélgebra tridimensional transitiva em RZ2, como 7(h) C
sl(2,R) e dimsl(2,R) = 3, temos que 0 < dim 7(h) < 3. E facil verificar que Kerm =
RI. Seja § = 7|y, temos que Kerd C Kerr = RI, logo dim Kerd < dimKerr = 1.
Assim dimKerd = 1 ou dimKerd = 0.

Se dim Ker § = 1, entao Kerd = RI. Dai RI C b, pois Kerd C . Pelo teorema
do nicleo e da imagem, temos que dimh = dimRI + dimd(h). Como supomos b
tridimensional, temos que dimd(h) = 2. Denote () = €, observe que £ C s(2,R)
com dimé = 2. Portanto h = EPRI e pela Proposicao 2.11 segue que h nao é
transitiva.

Se dim Ker § = 0, temos que dimdé(h) = 3 e a transformacao linear ¢ : h —
sl(2,R) é isomorfismo de élgebras. Logo

5“]7 h] = [5(6)7 6(h)] = [5l<27R)751(27R)] = 51(27R) = (5<h) e assim [hv h] =b,

pois ¢ é isomorfismo.
Se Z € b, entao Z = [X,Y]| = XY — Y X, para algum X,Y € b.
Como tr(Z) = tr[X,Y] = tr(XY — YX) = tr(XY) — tr(YX) = 0, segue que
Z € sl(2,R). Como Z é qualquer, segue que h C sl(2,R), mas por hipdtese temos
que dimh = 3, assim h = sl(2,R) e demonstramos o resultado.
O

Proposicao 2.13 Suponhamos que h é uma subdlgebra de gl(2,R) transitiva em
RZ, entdo b é uma das subdlgebras do Teorema 2.J.
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Demonstracao: Pela Proposicao 2.5 temos que 2 < dimh < 4. Assim, ha trés
casos:

a) dimh = 4, como h é subdlgebra de gl(2,R) e dimgl(2,R) = 4, temos que
h=gl(2,R).

b) dimh = 3, foi feito na Proposicao 2.12.

c) dimh = 2, considere a projegao da Proposicao 2.12, agora estamos supondo
dimh = 2, assim temos que 0 < dimd(h) < 2. Analisando os casos.

c.i) Se dimd(h) = 0, temos que dimKerd = 2, absurdo, pois dim Kerr = 1

e Kerd C Kerr.

c.ii) Se dimd(h) = 1, temos que dimKerd = 1 e § ndo é injetora. Logo RI C b
(veja Proposicao 2.12), temos também, que

hCal(2,R) =sl(2,R) ®dRI
como dimbh = 2, temos que
h=RX G RI, com X € sl(2,R).
Pela Proposi¢ao 2.10 segue que b é isomorfo a so(2,R) @ RI.
c.iii) Suponhamos que dimd(h) = 2. A aplicagao abaixo,
m:gl(2,R) =sl(2,R) @ RI — sl(2,R)

satisfaz que m(X,al) = X, como h C sl(2,R) @ RI e dimh = 2, temos que h =
K @RI, com K C sl(2,R) e dimK = 1. Assim,

§:h=Ka®RI - sl(2,R)

é tal que 6(X,al) = X. Logo podemos escrever X = §(X,al). Portanto qualquer
(X, al) € b pode ser escrito como (0(X,al),al), ou seja,

hCih) ®RI.

Mas d(h) C sl(2,R) é uma subalgebra bidimensional e pela Proposigao 2.11 segue
que §(h) @ RI nao é transitiva, logo h também nao.
a

Como o objetivo deste capitulo é encontrar os subgrupos de Lie conexos de
GL(2,R) cuja agao natural sobre R? é transitiva em R2, mostramos, no Coroldrio
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2.3, que encontrar estes subgrupos é equivalente a mostrar que suas algebras sao
transitivas em R2 no sentido da defini¢do 1.7. Como consequéncia do Teorema 2.4,
temos.

Teorema 2.14 Os unicos subgrupos de Lie de GL(2,R), cuja a¢do natural sobre
R? € transitiva em RZ, sdo:

GL*(2,R), SL(2,R) e SO(2,R) @ (RM)I.

24



Capitulo 3

Controlabilidade de Sistemas
Lineares

O objetivo deste capitulo é apresentar um critério simples que garanta a contro-
labilidade de um sistema de controle linear. Sejam A uma matriz n X n, b € Rf} e
considere a equacao diferencial

T = Az + ub,

no qual z € Rj e u € R é a funcao de controle.
Historicamente, o estudo da controlabilidade deste sistema linear teve como per-
cursor Kalman que, em [9], estudou de maneira mais geral, o sistema dinamico

& = F(t)z + G(t)u(t)

onde t € R,  é uma n-upla, u(t) ¢ uma m-upla e as fungdes F'(t) e G(t) sdo matrizes
n X n e n X m respectivamente.

Se o sistema dinamico acima possui coeficientes constantes, existe um critério
geral para a controlabilidade. Critério este dado em fungao de F'(t), G(t) e deduzido
usando a teoria de equacoes diferenciais. Este critério é conhecido como critério
de Kalman. Outra referéncia para o estudo de sistema de controle via equagoes
diferenciais ¢é [10].

Quase dez anos apos a publicagdo de [9], Jurdjevic e Sussmann estudaram em
[16] a controlabilidade do sistema nao linear na forma

&= F(x,u)
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com o ojetivo de estabelecer um critério em termos de F' e suas derivadas para a
controlabilidade do sistema.

Existe uma diferenca entre os dois trabalhos, enquanto Kalman usa a teoria de
equagoes diferenciais, Jurdjevic e Sussmann atacam o problema usando teoria de
Lie.

O principal objetivo deste capitulo é demonstrar o teorema, conhecido como
Teorema de Kalman, que estabelece uma condicao necessaria e suficiente para que
o sistema linear & = Ax + ub seja controlavel. Uma outra referéncia para o estudo,
usando teoria de Lie, é San Martin [12], o qual serd a base para o desenvolvimento
deste capitulo.

Teorema 3.1 (Teorema de Kalman) O sistema linear & = Ax + ub € controldvel
se, e somente se, o conjunto {b, Ab, ..., A""'b} gera R™.

A idéia da demonstracao do Teorema de Kalman, é a seguinte:

Temos que o sistema © = Ax + ub é controlavel se, e somente se, o conjunto
de campos vetoriais associado a este sistema, denotado por 3, for controldvel. No
entanto, pelo Teorema 1.9, temos que a controlabilidade de ¥ é equivalente & tran-
sitividade de Sy, em R"™. Por outro lado, Sy, é transitivo em R" se, e somente se,
todas as dérbitas da acdo de Sy em R"™ coincidem com todo R”, isto €, Og.(z) = R"
para qualquer x € R"™. A o6rbita da acao de Sy, no elemento x € R™ é dada por

Os,.(2) = {(exptA) -z + ¢, ondet >0 e c € ger{b, Ab,..., A" 'b}}.
Assim, o sistema é controlavel se, e somente se,
{(exptA) -z +¢, ondet >0ecc ger{b, Ab,..., A" b}} = R™

A partir dai, nao é dificil verificar que £ = Ax + ub é controlavel se, e somente
se, ger{b, Ab, ..., A""1p} = R".

3.1 Teorema de Kalman

Para a demonstracao do Teorema de Kalman, é necessario antes introduzir uma
linguagem basica e resultados preliminares.
Considere Af(n), o grupo das transformagoes afins em R”. Ou seja os elementos
T de Af(n) sao aplicagoes
T:R"— R"”
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r—gr+0b

onde g € GL(n,R) e b € R". Assim, cada elemento T de Af(n) pode ser identificado
de maneira tinica como par (g, b). Portanto podemos identificar Af(n) com o produto
semidireto

GL(n,R) X\ R"

sendo o produto semidireto dado por

(9,v)(h,u) = (gh, gu +v).

A unidade de Af(n) é o par (/,0), onde I € GL(n,R) ¢ 0 € R". O inverso de
(g,’U) ¢ (g_lu _g_l )
Dado o sistema
T = Ax 4+ ub

considere em R™ o campo X*, definido por X*(z) = Az + ub. Associado a este
sistema temos a familia de campos de vetores dada por

> = {X* tal que u € R}.

Usaremos o Teorema 1.9 para a analise da controlabilidade, o mesmo afirma que
5 é controlével se, e somente se, Sy, agir trantitivamente em R™. Mostraremos que
um conjunto de campos vetoriais X sobre o grupo Af(n) induz, pela agao 6, a familia
de campos vetoriais ¥ em R”.

A acao do grupo Af(n) em R™ é dada de maneira natural por

0:Af(n) x R" - R"

(9, v)w — gw+v

onde g € GL(n,R) e v,w € R™. Nao é dificil mostrar que a aplicacao acima satisfaz
a definicao de acao.

A dlgebra de Lie do grupo afim é dada por af(n) = gl(n,R) X R™. Seja X um
elemento da algebra de Lie af(n), destacamos, agora, duas questdes importantes
para este capitulo, a primeira é saber qual a forma do campo em R" induzida por
X e pela agao 6, a outra é descrever o colchete entre elementos de af(n).

Inicialmente, respondemos a primeira questao, isto é, mostramos que o campo
induzido por X € af(n), é exatamente, o campo dado por X*(z) = Ax + ub.

Teorema 3.2 Se X = (A,v) € af(n), entdo o campo induzido por X em R™ pela
acao definida acima, é dado por X (x) = Ax + v para qualquer xz € R".
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Demonstracao: De maneira geral, um campo induzido por uma acao é dado por:

X(.’L’) = % ‘t:(] (eexth(z))'

Aplicando esta definigdo no caso particular em que X = (A,v) e x € R", temos:

. d d d
X(z) = 7 li=0 (Oexpr(an () = i |i=0 (O(exptaiw)(T)) = 7 li=0 (exptA -z +tv),

obtendo assim que

X(x)=A-exptA-x+4v |jmo= Az +v

O

Pelo Teorema anterior, concluimos que um conjunto de campos vetoriais sobre
Af(n), dado por ¥ = {(A,ub) € af(n) : u € R}, induz a familia de campos sobre
R”, dada por ¥ = {X*: u € R}, onde X*(z) = Az + ub.

Os dois proximos resultados permitem obter uma resposta para a segunda questao,
isto é, uma descrigao do colchete da algebra af(n).

Teorema 3.3 Se X = (A,v) é um elemento de af(n) e (g,u) um elemento do grupo
Af(n). Entao (A,v)(g,u) = (Ag, Au +v).

Demonstracao: Dados (4,v) € af(n) e (g,u) € Af(n), precisamos saber como o
campo (A, v) associa ao elemento (g,u) um vetor em Ty ., Af(n).

Pelo Teorema 3.2, dado X = (A, v) € af(n), o campo induzido X age em z € R”
como X (z) = Az + v. Assim,

(4,0)((g,u)(x)) = (A, v) (g2 +u) =

A(gr +u) +v = Agr + Au+ v = (Ag, Au + v)(x)

na primeira igualdade, usamos a forma que Af(n) age em R", ji na segunda, temos
(A,v) como campo induzido, agindo no elemento (gx + u) de R™.
Assim, (Ag, Au + v) é um campo em R" que é induzido pelo préprio campo
(Ag, Au +v) de af(n). Logo, (A,v)(g,u) = (Ag, Au + v) pertence a T{, ) Af(n).
(I
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Lema 3.4 Se (A,v) € Af(n), entao a diferencial d(A,v) |(gu): TiguAf(n) — af(n)
¢ dada por d(A,v) |4 (C,m) = (A,0)(C,m) = (AC, Am).

Demonstragao: Pelo Teorema 3.3, temos que a aplicacao
(A,v) : Af(n) — af(n) é dada por (A,v)(g,u) = (Ag, Au + v)

e, assim, descrevemos sua derivada da seguinte forma d(A,v) |(gu: TguAf(n) —

af(n).
Sabemos que (A, v) induz uma curva « : I — Af(n), dada por a(t) = (g(t), u(t)),

com a(0) = (g, u) e ' (£) = (A, v)or)(£) para.todo £, veja.que o (0) = (' (0), u (0)) €
T(gm)Af(n).

Considere a composta ((A,v) o a)(t) = (A,v)(g(t),u(t)) = (Ag(t), Au(t) + v),
derivando em relacdo a t e calculando em ¢ = 0, obtemos (Ag(0), Au'(0)) =
(A,0)(g'(0),%'(0)). Como (g'(0),u (0)) € T(yumAf(n), temos que

d(A,v) |(gu): TgwAf(n) — af(n)
¢é dada por
d(A7U) |(g,u) (07 m) = (Aa O)(Ca m) = (AO> Am)
([

Agora sim, ha condigoes para descrever o colchete de af(n).

Teorema 3.5 Se (A,v),(B,w) € af(n), entdo o colchete entre estes campos € dado

pela expressao [(A, v) (B, w)] ([A, B], Aw — Bv).
Demonstracgao: Existe uma férmula geral para o colchete dada por
[X,Y](h) = dX |, (Y(h)) = dY |, (X(h)),

onde X e Y sao elementos da dlgebra de Lie associados ao grupo de Lie que contém
o elemento h.

Considere o caso particular em que os campos sao X = (A,v),Y = (B,w) € af(n)
e o elemento do grupo h = (g,u) € Af(n). Neste caso,

[(Av ’U), (B>w)](97u) = d(A> v) ’(g,U) ((B>w)(g>u)) - d(B,w) ‘(g,u) ((A> U)(Qa u))

pelo Teorema 3.3, sabemos que (B, w)(g,u) = (Bg, Bu + w), logo

[(A,0), (B,w)|(g, u) = d(A, v) |gu) (Bg, Bu+w)) = d(B,w) |gu) ((Ag, Au +v)).
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Pelo lema que antecede este teorema, temos que
d(A,v) |(gu (Bg, Bu+w)) = (A,0)(Bg, Bu + w).
Assim
[(A,v), (B,w)](g,u) = (A,0)(Bg, Bu+ w) — (B,0)(Ag, Au 4 v).

Novamente, pelo Teorema 3.3, temos que (A,0)(Bg, Bu + w) = (ABg, A(Bu +
w) 4+ 0). Da igualdade anterior segue que

[(A,v), (B,w)](g9,u) = (ABg, A(Bu + w) + 0) — (BAg, B(Au + v) + 0)

= (ABg — BAg, ABu + Aw — BAu — Bv)
= ([A, Blg, [A, Blu+ Aw — Bv)
= ([4, B, Aw — Bv)(g,w).
O

Resumidamente, um elemento X = (A,v) de af(n), induz o campo X em R”,
dado por X(r) = Az + v para cada x € R". Dai, pelo Teorema 3.2, temos que

a familia ¥ = {X* tal que u € R}, é induzida pelo conjunto de campos ¥ =
{(A,ub) € af(n), com u € R}. Pelo Teorema 3.5, o colchete entre elementos de
af(n) é dado pela expressao [(A,v), (B,w)] = ([A, B], Aw — Bv).

Agora, determinaremos a algebra de Lie £ieX. Para isto, note que os elementos
de ¥ sao da forma (A, ub) com u € R e A, b fixos. Assim, para calcular sucessivos
colchetes de elementos de ¥, basta usar o Teorema 3.5. De fato, seja v € R, entao

[(A,ub), (A, vb)] = ([A, A],vAb — uAb)] = (0, (v — u)Ab);

[(A, ub), [(A, ub), (A, vb)]] = [(A, ub), (0, (v — u)Ab)] = (0, (v — u) A®D);
[(Av Ub)ﬂ [(A7 Ub>> [<A7 U’b)v (A7 Ub)m = [(A7 Ub)7 (07 (U - u)Azb)] = (07 (U - U)A?’b),

apos n-etapas, temos

[(A,ub), [(A,ub), ... [(A ub), (A, vb)]]]] = (0, (v — u)A"b).
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Como A € gl(n,R), pelo Teorema de Cayley-Hamilton, existe um polinémio nao
trivial p(z) = 2™ + ¢,_12" ' + - -+ 4+ 17 + ¢o no qual p(A) = 0. Assim,

An = —(CnflAnil —|— R ClA + C(][)

A" = —(cpt A" Pb - - 4 ¢  Ab + cob)

com algum c¢; # 0. Com isso A" € ger{b, Ab, A’B, ..., A" 1b}. A parte linear de
£ieX é sempre A, j4 na parte constante aparecem elementos da forma b, Ab, A’B, . . ..
Entao,
LieX = {(A\A, ¢) € af(n), tal que A € R,c € C}

onde C' = ger{b, Ab, A’B, ..., A"~1b} é um subespaco vetorial de R".

Com a algebra de Lie £ieX descrita, é possivel descrever o grupo Gy, e em seguida
o semigrupo Sfy.

Como Gy é o unico subgrupo de Lie cuja algebra é LieX, exponenciando L£ie:,
concluimos que Gy, é produto semidireto entre o subgrupo a um-parametro e C, isto
é

Gy = {exptA;t e R} X C.

Assim, Sy é o produto semidireto entre {exptA;t > 0} e C, ou seja
Sy, = {exptA;t > 0} X C.

Pelo Teorema 1.9, temos que X é controlavel se, e somente se, o semigrupo Sy
age transitivamente em R", ou seja, devemos mostrar que

Oss.(x) = R"
qualquer x € R". Sabemos que (exptA,c)(z) = (exptA) -z + ¢, logo
Os.,(z) = {(exptA) -z +¢, tal quet >0 e ce C}.
Observe que a 6rbita do elemento 0 € R™ coincide com o conjunto C, pois
0s.(0) = (exptA,c)-(0) =c

no qual ¢ € ger{b, Ab, A’B, ..., A" 1b}.
A demonstracao do Teorema de Kalman é uma conseqiiéncia do exposto até
o momento. Segue a demonstracao do Teorema de Kalman, lembre que C' =

ger{b, Ab, A’B, ..., A" 1b}.
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Teorema (Teorema de Kalman) O sistema linear & = Ax + ub é controlavel se,
e somente se, o conjunto {b, Ab, ..., A" b} gera R™.

Demonstracao: Suponhamos que o sistema linear é controlavel, logo o conjunto
0. (x) coincide com R", qualquer x € R". Em particular, considerando x = 0 € R™,
0s..(0) = R™. Mostramos anteriormente, que o conjunto g, (0) coincide com C, ou
seja, ger{b, Ab, ..., A""1b} coincide com R".

Reciprocamente, se ger{b, Ab, A%b, ..., A"~ 'b} coincide com R", para mostrar
que o sistema ¢é controldvel, devemos verificar que s, (z) = R"” qualquer x em R™.
Mostramos que fg. () = {(exptA) -z + ¢, emquet > 0 e c € C}, como estamos
supondo que ger{b, Ab, A%b,...  A""1b} = R", o sistema é controlavel.

O

Assim, demonstramos o Teorema de Kalman e para terminar o capitulo, faremos
uma aplica¢ao simples do mesmo.

Exemplo 3.6 Considere o sistema linear

i — “ Hﬁu(a,ﬁ)

onde v € R* e b= (o, 3) € RZ.
Como a expressio Ab € dada por [ 1o ] [ a } = { @ } pelo Teorema de
11 I} a+ g |’
Kalman, o sistema acima é controldvel se o conjunto ger{(c«, 3), (a, a+3)} coincide
com R2.

Se o = 0, o conjunto ger{(c, ), (a, o« + )} € dado por: ger{(0,3), (0,0 + 3)}
que, claramente, ndio coincide com R?, pelo Teorema de Kalman o sistema nao é
controldvel.

Se a #£ 0, o conjunto {(a, B), (o, + )} gera R?, conseqientemente o sistema é
controldvel.
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Capitulo 4

Controlabilidade de Sistemas
Bilineares Bidimensionais

Neste capitulo, estudaremos condigoes necesséarias e suficientes para a controlabili-
dade do sistema bilinear

&= (A+uB)x, (4.1)

com controle irrestrito u € R, x € R? ¢ A, B € gl(2,R).
Associado ao sistema acima, temos a familia de campos vetoriais

['={A+uB, tal que u € R}
e o0 respectivo semigrupo
Sr = {etl(AJ”“B) cel2(ArueB) otk (AtuB) ol que t; > 0,u; € Rk € N}
do subgrupo
Gp = {ehtAFtmB)  ph(twB)  otld+ubB) ta] que t; € R,u; € R,k € N}

de GL(2,R)

Estudar a controlabilidade do sistema (4.1) é equivalente a estudar a transitivi-
dade do semigrupo Sr na variedade conexa R2 := R? — {(0,0)}. Obviamente, uma
condicao necessaria para que isto ocorra ¢ a transitividade da a¢ao do grupo Gr em
R2.

Portanto, primeiro precisamos encontrar os subgrupos conexos do grupo GL(2, R)
que sdo transitivos em RZ e depois analisar os seus semigrupos de interior nao-vazio.

Pelo Teorema 2.14 os subgrupos conexos de GL(2, R), transitivos em RZ sao:
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GL*(2,R), SL(2,R) e SO(2,R)® R*I
cujas algebras de Lie sao:
gl(2,R), s[(2,R) e s0(2,R) & RI

Este capitulo tem a seguinte divisao: As duas primeiras se¢oes tratam de condigoes
para que um semigrupo de interior nao-vazio coincida com o grupo GLT(2,R) ou o
grupo SL(2,R). No caso Gy = SO(2,R) @ R, esta andlise nao é necessaria, pois
o grupo em questao é abeliano. As trés ultimas secoes tratam da controlabilidade e
conclusoes.

Como o interior do semigrupo Sy €é nao-vazio em Gy, pelo Teorema 1.4
consideramos matrizes A e B tais que L£ie{A, B} coincide com alguma das trés
algebras citadas anteriormente.

Um outro sistema de campos vetoriais, associado ao sistema bilinear considerado,
é ¥ = {A £+ B} que obviamente, gera a mesma subélgebra de Lie de gl(2,R) que
o conjunto de campos vetoriais I'. Iniciamos o capitulo mostrando que estudar
a controlabilidade do conjunto de campos vetoriais > é equivalente a estudar a
controlabilidade do conjunto de campos I', ou seja, considerando o semigrupo

Sy = {el 1. e2X2 ¥k tal que t; > 0,X; € U,k € N}

associado a X, temos que Sr é transitivo em RZ se, e somente se, Sy o for.

Antes disto, precisamos relembrar algumas questoes sobre o produto de Campbell-
Hausdorff. A referéncia para este tépico é [17], secao 2.15. O produto de Campbell-
Hausdorff entre os elementos X, Y de uma algebra de Lie é dado por:

1 1 1

Xy :X+y+%[x,y] S X Y]+ S X Y]+ X X V)L Y]+

Esta série sempre converge para X e Y suficientemente pequenos. Além disto,
temos que

XY = eXe¥ e X+Y =lim,on(+X «1Y).

Segundo as observagoes feitas, somente faz sentido considerar os campos veto-
rias A e B que geram, como algebra de Lie, uma das algebras transitivas que ja
foram citadas. Assumimos esta hipdtese em todo este capitulo, relembrando que
um semigrupo é controlavel se sua acao for transitiva.
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Lema 4.1 Se S é um semigrupo de GL(2,R) e int(Sz) € nio-vazio com S(x) = R3
para todo x € R3. Entdo, S € controldvel.

Demonstragao: Sejam z,y € RZ. Como int(Sy) é nao-vazio, e S(z) é denso em
RZ, temos que S~!(y)NS(x) # . Seja z um elemento desta intersegao. Neste caso,
existem elementos, digamos b e a em S, tais que z = b~'y = ax. Portanto (ba)r =y
e y pertence a drbita S(x). Isto mostra a controlabilidade de S.

O

Teorema 4.2 O semigrupo St € controldvel se, e somente se, Sy, o for.

Demonstragao: Seja z € RZ um elemento arbitdrio. Afirmamos que e®x pertence
a Sr(z). Para isto observe que

B _ lim“_,oo(%A—s-B)x _ elimu_.oo%(A—&—uB)x
e, como exA+uB)(z) pertence a Sp(z) para qualquer u € R*, segue que Bz € Sp(z).
Analogamente, mostramos que e Bx € m e, como ez € Sr(z), entdo Sx(z)
estd contido em Sr(x). Portanto, se Sy for controlavel, o mesmo ocorrerd com Sr
e, pelo lema anterior, St é controlavel.
Reciprocamente, suponhamos que Sr seja controlavel. Se z € R2, pelo produto

de Campbell-Hausdorff, temos que

LA*%B)TL

i o4, tu .
etA+t’U,B — ehmnﬂoo n(nA* n B) = hmn—u)o(en

= limy, oo (en e w B)".

Mas enden B pertence a Sy para qualquer n € N e, entao, e/4*"By ¢ Sp(z).
Logo Sr(z) C Sx(x) e o resultado segue como consequéncia do Lema anterior.

O

A importancia destes resultados preliminares reside no fato de que, estudar a
controlabilidade do sistema bilinear considerado, é equivalente a estudar a transi-
tividade do semigrupo de interior nao-vazio

Sy = {el 1. e2X2 Xk tal que t; > 0,X; € U,k € N}
em R2 no sentido em que: Dados quaisquer x,y € RZ, existe g € Sy tal que gz = y.

Isto sera feito analisando sistematicamente as trajetorias dos campos vetoriais A e
+B.
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4.1 Semigrupos em SL(2,R)

Como ja mencionamos, estudar a controlabilidade de um sistema de campos ve-
toriais é equivalente a estudar a transitividade do semigrupo associado ao campo
de vetores. Nesta direcao, o estudo de condigoes sobre as quais um semigrupo de
SL(2,R) coincide com este grupo, é de fundamental importancia. Nesta se¢ao, trata-
mos exclussivamente desta questao. O principal resultado, Teorema 4.8, estabelece
que: Se S é um semigrupo de interior nao-vazio de SL(2,R), cuja agao induzida no
espaco projetivo RP! é transitiva, entdao S = SL(2,R).

Denote por RP! o espago projetivo unidimensional. Para cada v € RZ, denote
por [v] € RP! o subespago gerado por v.

Temos que a agao de SL(2,R) é transitiva em RZ, veja Teorema 2.14 e, portanto,
tambem o é em RP! pela agao projetiva natural de SL(2,R) em RP! a qual é dada
por:

6 :SL(2,R) x RP! — RP!
(g, [v]) — [gv]
Uma primeira condi¢ao, para que um semigrupo de SL(2,R) coincida com o

mesmo, é estabelecida no préoximo Lema.

Lema 4.3 Se S C SL(2,R) € um semigrupo e eziste algum X em sl(2,R) com

autovalores imagindrios puros tal que exp X estd no interior de S. FEntdio S =
SL(2,R).

Demonstracao: Como o trago de X ¢é zero e seus autovalores sao imaginarios puros
temos que, em alguma base conveniente de R2,

0 —a
X_[a 0 ],coma;«éo.

Com isto,

exp(tX) = { cos(ta) —sen(ta) }

sen(ta)  cos(ta)

e, como exp X pertence ao interior de S, existe € > 0, tal que

- [ cos(u) —sen(u) }

sen(u)  cos(u)

pertence ao interior de S para a — e < u < a + €.
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Mas
() = [ cos(nu) —sen(nu) } |

sen(nu)  cos(nu)

logo escolhendo inteiros positivos n e k, tais que a — € < % < a + €, obtemos

or=[3 4]

Assim a identidade do grupo estd no interior do semigrupo e portanto S =
SL(2,R).
(Il

Lema 4.4 Seja S um semigrupo de interior nao-vazio de SL(2,R). Se existe X em
s[(2,R) nilpotente tal que exp X pertence ao interior de S, entao S = SL(2,R).

Demonstracao: Pelo Lema 4.3, basta mostrarmos que existe algum elemento h €
intS que é exponencial de alguma matriz em s[(2,R) com autovalores imaginarios
puros.

Se X =0, nao ha o que fazer.

00
Seja g = exp X. Como g esta no interior de S, existe € > 0, suficientemente pequeno,

(. . . 0 1
Caso contrario, existe uma base onde X pode ser escrito na forma X = .

0 . . . L .
tal que h = exp [ . ] pertence ao interior de S, ja que a aplicagao exponencial

0

¢ continua.

0 1 . . o
Mas Y = 0 } possui autovalores imaginarios puros e portanto, pelo Lema

4.3, temos o resultado.
(I

Lema 4.5 Se S € um semigrupo de interior ndo-vazio de SL(2,R) transitivo em
RP'. Entdo, dado v em RZ, existem w em R3 e h € intS tais que {v,w} € base de
R?, mais ainda, na base {v,w}, h se escreve como

h = {’g /ﬁl},pamalgum,u>0.
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Demonstragao: Seja v € RZ. Como interior de S é nao-vazio, tomemos h; € intS.
Pela transitividade de S em RP?! existe hy em S tal que

hg[hl’U] = [U],
ou seja, haohi[v] = [v]. Como intS é um ideal de S, hohy € intS e assim existe algum
elemento no interior de S que fixa v. Denote tal elemento por g. Seja agora u € R3,
tal que {v,u} seja base de R?. Como v é autovetor de g temos que, na base {v,u},
o elemento g pode ser escrito como

a b
9[0 a1},COma,b€Rea7é0.

Mas ¢ € intS e entao poténcias de g também estao no interior de S. Portanto
g* pertence ao interior de S e, na base {v,u}, pode ser escrito na forma

2 _ | H C
g_{o u‘l]

1 ¢ 0 ¢ 1
— 30 g2 = =
ondeu>0ec€R.Se,u—1entaog—{0 1]e,comoexp{() O]—[O

e}

— 0
| I | S

- : : 1
entdo, pelo Lema 4.4, temos que S = SL(2,R). Nesse caso, a identidade 0
pertence ao interior de S e tal elemento é diagonal na base {v,u}. Se p # 1
considere w = u + ﬁv. Neste caso a matriz de h = ¢ na base {v,w} tem

I
0

h(u) = cv 4+ p~'u. Logo h(w) = h(u) + ﬁh(v) = ... =1~ ! e portanto na base

—_

a forma procurada pois, como na base {v,u}, h = { MSI } entdo h(v) = pv e

{v,w}, h possui a forma desejada.
O

Para a demonstracao do préximo resultado, usamos o fato que as matrizes

a c —p!

el A e b
]l Lo 1)
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Lema 4.6 Seja S C SL(2,R) semigrupo com interior nao-vazio e transitivo em
RP'. Dado v € R3 existe & em R3 e h no interior de S tal que {v,£} € base de R?
e h, nessa base, pode ser escrito como

h:[é )\91}, com A > 1.

Demonstragao: Seja {v,w} a base mencionada no Lema 4.5. Como S é transitivo
em RP!, existem g; e go em S tais que g;[v] = [w] e go[w] = [v]. Logo g1v = aw,
para algum a # 0. Assim, lembrando que g; € S C SL(2,R), podemos na base

{v,w}, escrever g; como
[0 —at
g1 a c :

Temos, também, que gow = bv, com b # 0. Da mesma forma, na base {v,w}, g2
pode ser escrito como
B { d b }
N O

Pelo observado antes deste Lema, g; e go podem ser escritos como

0 -1 0 1
912[1 O}hlnl € 92=h2n2[_1 0:|7

S I e
I S I

h—[u M011>00m/i>0

onde

a 0 1
hl_[o all ) ”1_[0

com a e b nao-nulos.
Agora, seja

—elo

0

na base {v, w} como no Lema 4.5.

Se ;> 1, nao ha o que fazer. Caso contrario, u" é tao pequeno quanto se deseje
e nao € restritivo considerar, no restante da demonstragao, h” € int.S ao invés de h
e p" no lugar de pu.

Como h estd no interior de S, dados g, e go € S, temos que gohg € intS, pois
intS é ideal em S. Usando a decomposicao de g; e g9, temos que

0 1 0 0 —1 -0
gghgl—hgng{_l 0:| |:g ,U_I:| |:1 0 :|h1n1—h2nzlﬂo M]hlnl.
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Como

SR P Y K Lk

-1
entao, gohgr = hs { ,uo 2 } [ (1) 1( } hiny. Da mesma forma, conseguimos deslo-

car h; para a esquerda. Logo

-1 1
92h91=h2[u0 Iu:|h1|:0 1(}

Seja gohgr = hsng, onde

~1

_ 7 0 1o
h3—h2|:0 M:|hl [§ 77,3—|:01:|
abu™! 0

0 atbip
siderando p > 0 suficientemente pequeno, temos que A = abu~! > 1. Logo

Obtemos assim, que hs = [ } com a e b nao-nulos. Con-

A0
h3:|:0 /\—1]7‘30m)‘>1'

. A A%
Assim, hzns = [ 0 A1
A%

eV Temos que hznz pode ser representado na base {v, £} na forma

} na base {v,w}, com A > 1. Considere £ = w +

{8\ Aql},com)\>1.

Como gohg, = hgng € intS, terminamos a demonstracao do lema.

Antes do préoximo Teorema, observemos o seguinte:
Observagao 4.7 Considere o intervalo (a,b) C RT. Se 1 < a < b, entdo existe

To, tal que (Ty,00) estd contido em U(a",bn). Se 0 <c<d<1, existe Ty, com
n>1

0< Ty <1, tal que (0,T}) estd contido em U(c”,d").

n>1
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Teorema 4.8 Se S C SL(2,R) semigrupo de interior nao-vazio, transitivo em RP?.
Entdo, S = SL(2,R).

Demonstragao: Pelo Lema 4.6, dado v € RZ, existe uma base {v,¢} de R? e
h € intS tal que h, nesta base, pode ser escrito como

h:l())\ Aql],comz\>1.

Além do mais, dado £ € R3, existem ¢ € R3 e g € intS, tais que {(,£} é uma
base de R? e g, nesta base, se escreve como

-1

g = [770 2}, com 1 > 1.
Na base {v, &}, o elemento g acima pode ser representado por

~1
{77 O],Comn>1.
c n

Como h € intS, poténcias de h e de suas vizinhangas pertencem ao interior de
S. Pela observacao anterior, existe T, > 0 de tal forma que para todo t > T(;, 0

elemento
t 0
o
pertence ao interior de S.
Analogamente, como g € intS, existe T, > 0, onde para todo t > TOH, existe
um elemento no interior de S que pode ser escrito como

o

Seja Ty = maX{Tol, TOH}. Para todo t > Ty, existem elementos no interior de S
que podem ser escritos como o produto

t 0 t*10_10_eX00
0 t! e t| et 1| TP et oo

Assim, obtemos um elemento no interior do semigrupo, que é exponencial de
um elemento nilpotente da algebra s[(2,R). Portanto, pelo Lema 4.4, temos que
S =SL(2,R).

(I

Nos proximos resultados, denotamos o fecho por fe.
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Lema 4.9 Se S é um semigrupo com interior nao-vazio em SL(2,R). Entdo fe(Sxz) =
RP! para qualquer x em RP! se, e somente se, S € transitivo em RP?!.

Demonstragao: Suponhamos que fe(Sz) = RP! para qualquer z € RP!. Como o
interior de S é nao-vazio, temos que o conjunto S~' = {g7!, tal que g € S}, também
tem interior nao-vazio. Dado y € RP!, temos que S~!y é um subconjunto de RP?
com interior nao-vazio.

Como Sz é denso em RP!, entao Sz N S~ly # @. Considerando z nesta in-
tersecdo, temos que z = g1z = g, 'y para certos gi, g € S. Assim gyg17 = y, como
g2g1 € S, temos que S é transitivo em RP!.

Por outro lado, se S é transitivo em RP!, dado z € RP! temos que Sz = RP!.
Como Sz C fe(Sz), obtemos que RP! C fe(Sz). Portanto fe(Sx) = RP!.

O

Teorema 4.10 Se S C SL(2,R) € semigrupo de interior nao-vazio. Entdo S #
SL(2,R) se, e somente se, existe um subconjunto compacto préprio C C RP, com
interior nao-vazio e S invariante, ou seja, SC' C C.

Demonstracao: Suponhamos por absurdo, que nao exista tal compacto. Neste
caso, todo compacto em RP!, com interior nao-vazio e S invariante, coincide com
RP!. Observemos que fe(Sx) é um compacto de RP! para qualquer z € RP?.
Como S(Sz) C Sz, entdo Sz é S invariante. Assim, temos que fe(Sx) também
¢ S invariante. Como o interior de S é diferente do vazio, temos que o interior do
conjunto fe(Sx) também o é. Portanto fe(Sz) = RP! para qualquer z em RP! e
dai, pelo Lema 4.9, temos que S = SL(2,R), contrariando a hipdtese assumida.
Reciprocamente, se existe tal compacto C, considere y € RP' —{C}. Como C é
S invariante, para qualquer z € C, nao existe elemento g € S, tal que gr = y. Logo
S nao é transitivo em RP'. Portanto S # SL(2,R).
O

Observagao 4.11 Como consequéncia do Teorema 4.8, temos que um semigrupo de
interior nao-vazio S C SL(2,R) € transitivo em RE se, e somente se, S = SL(2,R).
De fato: A transitividade em R3 implica a transitividade em RP?.

42



4.2 Semigrupos em GL" (2, R)

Seja g € GL™(2,R). Neste caso, det(g) > 0 e det(
Portanto a aplicagao

\/dletgg) = (\/dletg)Qdetg = L

7:GLT(2,R) — SL(2,R),

dada por
1

m(g9) = \/?—tgg’

estd bem definida. Além disso, 7 é um homomorfismo e Kerr = RTI. Logo Kerr é
isomorfo ao grupo (R, -).

Como 7 é uma aplicacio aberta, se S C GLT(2,R) é um semigrupo de interior
nao-vazio, o mesmo acontece com o semigrupo 7(S) de SL(2,R). Para o préximo
resultado, consideremos 7 a aplicagao anterior.

Proposigao 4.12 Se S € GL*(2,R) € um semigrupo com interior nao-vazio tal que
7(S) = SL(2,R). Entdo existe algum semigrupo I' de RT, com interior nao-vazio,
tal que

SNKerr=TI1.

Além disso, S = GL*(2,R) se, e somente se, existem A\, Ay em I', com A\ > 1
e Aoy < 1, tais que M1 e Aol € S.

Demonstracao: Como intersecao de semigrupos é semigrupo, S N Kerr é semi-
grupo. Assim basta mostrar que S N Kerm é nao-vazio.

De fato, como o interior de S é nao-vazio, tomemos g € intS, temos que 7(g) €
SL(2,R). Como SL(2,R) é grupo, temos que (m(g))~' € SL(2,R). Por hipétese,
temos que 7 restrito a S é sobrejetor. Logo existe algum h € S com 7(h) = (7(g))~"
e assim hg pertence a Kerr. Como g € intS e h € S segue que hg € intS. Isto
mostra que a intersecao intS N Kerm é nao-vazia. Conseqlientemente S N Kerm # &
e demonstramos a primeira afirmagcao.

Para a tltima afirmagao, comecamos supondo que S = GL(2,R). Como Kerr C
GL™(2,R), temos que SNKerm = Kerm. Como Kerm = R I, pela afirmagao anterior
segue que I' = R e existem A, Ao em I', com A\ > 1 e \y < 1, tais que A1 e Aol
estao em S.

Para a reciproca, usaremos a Observacao 4.7. Seja \; em I' com \; > 1. Como
interior de I' é nao-vazio, seja a € intl', temos que \;a pertence ao interior de I'.
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Assim, A\{"a € intS para qualquer n natural. Como A; > 1 temos que, existe
algum elemento no interior de S tao grande quanto se deseje. Chame tal elemento
de b. Como b € intS, existe €; > 0, tal que b + €; pertence ao interior de S, com
1<b<b+e.

Pela Observagao 4.7, existe T > 1, tal que (77, 00) esta contido em U ", (b+

n>1
€1)"). Como b, b+¢; € intl', temos que U (0", (b+€1)") também. Conseqiientemente

n>1
temos que (77, 00) estd contido no interior de T'.

Consideramos agora Ay < 1, analogamente, existe algum elemento no interior
de I' tao préoximo de zero quanto se deseje. Denotamos tal elemento por ¢. Como
c € intS, existe €5 > 0, tal que c—e5 € intS. Logo da desigualdade 0 < c—ey < ¢ < 1,
temos que existe Ty, com 0 < Ty < 1, tal que (0,75) € intl.

Logo existe algum p € intI", de tal forma que seu inverso p~! também pertence
ao interior de I'. Dai a unidade de R pertence ao interior de I" e portanto I' = R™.

Como I' = R*, temos que S N Kerr = R'1 e, assim, Rt € S. Como Kerm =
R*1I, concluimos que Kerm C S.

Para concluir que S = GL"(2,R), seja g € GL"(2,R). Como 7(g) € SL(2,R)
e, por hipdtese, SL(2,R) = 7(S5), temos que, existe algum elemento h € S tal que
7(g) = w(h). Logo gh™' € Kerm e como foi mostrado que Kerm C S, temos que
gh™' € S. Entao g € S, pois h € S e, portanto, GLT(2,R) = S.

(I

4.3 Controlabilidade no Caso SL(2,R)

O objetivo desta secao é analisar a controlabilidade do sistema bilinear =
Az + uBx no caso em que o grupo Gy associado ao conjunto de campos vetoriais
Y. = {A,£B} coincide com SL(2,R). Neste caso, a algebra de Lie gerada por
{A, £B} deve coincidir com s((2,R). Para verificar esta iltima condigdo comegamos
com o lema abaixo.

Lema 4.13 Sejam A e B matrizes nao-nulas de sl(2,R). Se detB > 0, entao
det[A, B] < 0 e a igualdade ocorre se, e somente se, A é mailtiplo de B. Além disso,
{A, B,[A, B]} € linearmente independente se, e somente se, det[A, B] < 0.
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Demonstracao: Se B € sl(2,R) e detB > 0, conforme aparece na demonstracao
do Lema 2.7, existe uma base v de R? tal que B, nesta base, se escreve como

0 —a
B—{a 0 ],coma;«éo.

d —b
Podemos ainda, reescrever A na seguinte forma: A = (A — A') + A' = A, + A,,
onde A; = (A—A") e Ay = A", Observemos que A; é anti-simétrica e A, é simétrica.
Logo A; é multiplo de B, acarretando [A;, B] = 0 e portanto, [A, Bl = AB— BA =
AQB — BAQ = [AQ,B] Mas

e . b
Observemos que, neste caso, B é anti-simétrica. Seja A na basey, A = ¢ } .

Ay, B] = a(c+d) —2ab 1 |

—2ab  —a(c+d)

assim det[A, B] = det[Ay, B] = —a?((c + d)? + 4b*) < 0.
Se det[A, B] = 0, entdao —a?((c + d)? + 4b*) = 0.

(c+d)?+40> =0, isto é, c = —d e b= 0. Logo A = [

maultiplo de B.

Reciprocamente, se A = AB, temos que [A, B] = 0 e dai, det[A, B] = 0.

Resta mostrar a segunda afirmacao.

Se {A, B, [A, B]} é linearmente independente temos, em particular, que A nao
¢ multiplo de B. Neste caso, pela primeira afirmagao, det[A, B] # 0 e assim
det[A, B] < 0.

Reciprocamente, se det[A, B] < 0, em particular det[A, B] # 0 e pela primeira
afirmacao, segue que A nao é miltiplo de B. Suponhamos que A seja multiplo de
[A, B]. Como [A, B] = [Ag, B] é simétrico, concluimos que o mesmo ocorre com A
e dai calculos simples implicam que A = 0, absurdo. Como [A, B] ¢é simétrico e B
é anti-simétrica, temos que B nao é miltiplo de [A, B]. Portanto, se det[A, B] < 0,
entao o conjunto {A, B, [A, B]} é linearmente independente.

Como a # 0, temos que

0 —d ,
i 0 ] e portanto, A é

O

Pelo Lema anterior, concluimos que: Se A, B € s[(2,R) com detB > 0, entao o
semigrupo induzido por {A, £ B} em SL(2, R) possui interior nao-vazio se, e somente
se, det[A, B] < 0.
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Lema 4.14 Sejam A e B matrizes nao-nulas em sl(2,R). Se detB = 0, entao
det[A, B] < 0 e a igualdade ocorre se, e somente se, [A, B] € maltiplo de B. Além
disso, {A, B,[A, B]} € linearmente independente se, e somente se, det[A, B] < 0.

Demonstragao: Como B € sl(2,R), pela demonstracao do Lema 2.7, existe uma

base 3 de R? tal que B, na base 3 se escreve como B = [ 8 (1) } Seja A =
{ Z _Cb ] na base (3. Calculando o colchete, temos que:
—d 2b
(A, B| = AB — BA - { o ] |
Logo det[A, B] = —d? < 0.
0 2b

Se det[A, B] = 0, entao d = 0 e portanto, [A, B] = 00

Reciprocamente, se [A, B] = AB, entao det[A, B] = det(AB) = 0.

Suponhamos agora, que {A, B,[A, B]} seja linearmente independente. Neste
caso, [A, B] nao é miltiplo de B e pela primeira afirmacao, segue que det[A, B] < 0.

Por outro lado, como det[A, B] < 0, temos que det[A, B] # 0 e pela primeira
afirmagcao, segue que [A, B] ndo é multiplo de B. Se [A, B] é muiltiplo de A, temos
que A = 0 e conseqiientemente, det[A, B] = 0, contrariando a hipdtese assumida.
Temos que A nao é miltiplo de B, caso contrario [A, B] = 0 e terfamos det[A, B] = 0.
Portanto o conjunto {A, B, [A, B]} é linearmente independente.

} ¢ multiplo de B.

O

Como consequéncia do Lema 4.14, concluimos que se A, B € s[(2,R) com detB =
0, entdo o semigrupo induzido por {A, £B} possui interior ndo-vazio em SL(2,R)
se, e somente se, det[A, B] < 0.

Lema 4.15 A dlgebra de Lie gerada por A e B em sl(2,R) coincide com sl(2,R)
se, e somente se, det[A, B] # 0.

Demonstracao: Sabemos que a élgebra de Lie gerada por A e B é o menor
subespago de sl(2,R) que contém {A, B} e seus colchetes. Como a dimensao de
s[(2,R) é trés, Lie{A, B} = sl(2,R) se o conjunto {A, B, [A, B]} é linearmente in-
dependente.

Pelos Lemas 4.13 e 4.14, se o determinante de A ou de B é maior ou igual a
zero, entao nao so é diferente de zero, como menor. Para concluir o resultado, falta
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analisar o caso em que o determinate de A e de B sao simultaneamente menores que
ZEro.

Suponhamos que detA < 0 e detB < 0. Pela demonstracao do Lema 2.7, existe
uma base de R2, tal que nesta base, A e B se escrevem como

b

a 0
A:[ _a},coma;«éo e B:[d

_cb],com —b? —cd < 0.

0 2ac
—2ad O

Suponhamos que £ie{A, B} = sl(2,R) e que det[A, B] = 0. Neste caso, como
a # 0, temos que cd = 0.

Se ¢ =0, entdo A, B e [A, B] sao matrizes triangulares inferiores. Logo B pode
ser escrito como: B = gA — i[A, BY], contrariando a hipdtese assumida.

Se d =0, entdo A, B e [A, B] sdo matrizes triangulares superiores e, de maneira
andloga, {A, B, [A, B]} é linarmente dependente.

Reciprocamente, suponhamos que det[A, B] # 0, neste caso cd # 0, ou seja,
c#0ed#0.

Considerando uma combinagao linear nula de A, B e [A, B].

Logo [A, B] = [ } e portanto, det[A, B] = 4a’cd.

AA 4+ 1B+ plA, B] = 09x2,

temos que
Aa+nb  ne+2pac | | 00
nd — 2uad —(Xa + nb) } N [ 00 } '
Portanto
Aa+nb=0
nc+ 2pac =0
nd — 2pad = 0

Resolvendo o sistema acima, obtemos que 7 = ¢ = A = 0 e com isto, o conjunto
{A, B,[A, B]} ¢ linearmente independente.
O

Como consequéncia direta dos trés lemas anteriores, temos um critério para
verificar se a algebra de Lie gerada por A e B coincide com sl((2,R). Este critério
fornece uma condicao para que o interior do semigrupo Sy, seja nao-vazio e, como
foi comentado nas preliminares, esta condicao é necessaria para o estudo da contro-
labildade.
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Teorema 4.16 Dados A, B € sl(2,R) as sequintes afirmacoes sao equivalentes.
a) A dlgebra de Lie gerada por {A, B} coincide com s[(2,R);
b) O conjunto {A, B,[A, B]} é linearmente independente;
c¢) det[A, B] # 0.

Seja C' uma matriz na élgebra s[(2,R), analisaremos as possiveis trajetdrias da
exponencial de C, estudando o sinal de seu determinante.

1° Caso: detC > 0. Neste caso, segundo a demonstracao do Lema 2.7, existe
uma base de R?, segundo a qual C' se escreve como

C:{O —A

N },Com)\>0.

Exponenciando C', temos que

costA —sintA
exptC’ = [sint)\ cos tA }

Neste caso, a exponencial de C' age em um ponto de R2, fazendo com que ele
gire em torno da origem. Isto é, as trajetérias induzidas por C' em RZ sdo circulos
centrados na origem.

No espaco projetivo temos, uma unica trajetoria que pode ser representada se-
gundo a figura 4.3.1.

Figura 4.3.1
Na analise do 2° caso, usaremos a seguinte proposicao.
Lema 4.17 Suponhamos que A seja nao-nula, que trA =0 e detA = 0. Neste caso,

em alguma base ortogonal de R?, A = [ 8 (1) ] .
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Demonstracao: Obeserve que A? é a matriz nula e que 0 é autovalor de A. Seja
v autovetor associado a 0 e consideremos w € R? um vetor nao-nulo ortogonal a v.
Temos que Aw # 0, pois {v,w} é base e A é nao-nula. Mas A(Aw) = 0, assim Aw
é paralelo a v e, portanto, { Aw,w} é base ortogonal de R?. Na base {Aw,w}, A se
0 1
escreve como A = { } .

0 0
(]

2° Caso: detC' = 0, com C' nao-nula. Neste caso, podemos fixar uma base de

forma que, nesta base C' = { 8 0 } . Exponenciando C', temos que
exptC = { (1) i } :

A acdo em um ponto (zg,yo) € R3 fornece a transformagao:

Zg zo + 1Yo
| — .
Yo Yo
Neste caso, as trajetérias em Rg sao semi-retas paralelas ao eixo x, exceto os
pontos do tipo (zg,0) que sao fixos. Foi mostrado na Lema 4.17 que, em alguma

base ortogonal de R?, a matriz é dada na forma acima, logo podemos considerar as
trajetérias como na figura 4.3.2, observando que os pontos do eixo x sao fixos.

Figura 4.3.2

No espaco projetivo, temos duas trajetérias: Uma fixa, que é a classe do eixo x
e a outra densa
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Figura 4.3.3

onde significa ponto fixo, veja figura 4.3.3.

3° Ca.tC < 0. Neste caso em alguma base de R? temos que C' = [ 6\ _0)\ 1 ;

para algum A > 0. Neste caso, a exponencial de C é dada por

eM 0}

exptC = {O sy

que age em R2 da seguinte forma:
At
i) To€
o= L]
Yo Yo€

As trajetérias de C' em RZ sdao hipérboles representadas como na figura 4.3.4,
observando que a base nao necessariamente é ortogonal.

.
e

Figura 4.3.4
No espago projetivo, temos que os eixos sao fixos. Neste caso, a classe do eixo

y é denominada de repulsor e a do eixo x de atrator. A representacao no espaco
projetivo é dada na figura 4.3.5
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Figura 4.3.5

onde p; e py sdo, respectivamente, o repulsor e o atrator. Observe que p; e ps
correspondem ao autoespago gerado pelo menor e maior autovalor da trajetéria de
C respectivamente.

Nos trés casos analisados, fizemos questao de mostrar a representacao das tra-
jetorias no espaco projetivo. A controlabilidade sera analisada a partir do Teorema
4.10, ou seja, temos que o sistema é controlavel se, e somente se, o semigrupo
nao deixa invariante qualquer subconjunto compacto préprio de interior nao-vazio
do espago projetivo. Devemos verificar, também, a condicao necessaria dada pelo
Coroléario 4.16, ou seja, det[A, B] # 0.

No resto desta secao, assumimos que as matrizes A e B pertencem a algebra
s[(2,R) e sdo nao nulas.

Quando é mencionada "trajetoria de B”, estaremos nos referindo a trajetéria que
a exponencial de B induz em R%. Lembre que o semigrupo associado ao conjunto
de campos vetoriais {A, =B} é

Sy, = {eh X1 . glaXa | etmXm tal quet; > 0e X; € X = {A+ B}}.

Vejamos agora, como fica a controlabilidade, analisando o sinal de detB.

Ao representarmos as trajetérias no espaco projetivo, denotaremos de bola cheia
o atrator de A, de bola vazia o repulsor de A, de quadrado cheio o atrator de B e
quadrado vazio o repulsor de B.

Caso a) detB > 0 e A nao é multiplo de B. Pelo Lema 4.13, temos que
det[A, B] < 0. Logo o interior do semigrupo associado a ¥ = {A £ B} é nao-vazio
em SL(2,R). Mostraremos que, neste caso, o sistema é controldvel.

Como foi visto, as trajetéorias de B sao circulos. Portanto nao existe nenhum
compacto préprio do espago projetivo que é invariante pela acao do semigrupo, e
pelo Teorema 4.10 obtemos a controlabilidade.
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Caso b) detB = 0 e A é uma matriz tal que [A, B] # AB. Neste caso, pelo
Lema 4.14, temos que det[A, B] < 0. Assim, o interior do semigrupo associado a
Y. = {A + B} é nao-vazio. Neste caso, também ocorre a controlabilidade. De fato:

Sabemos que uma das trajetérias de B é densa em RP! . Assim, a classe do
eixo x serd ponto de acumulacao de qualquer compacto C' de RP! S-invariante.
Como C é compacto, ele contém todos seus pontos de acumulagao. Portanto C'
contém a classe do eixo x. Para obter a controlabilidade, dependemos, também, das
trajetorias de — B, que sao opostas as trajetorias de B, observe a figura 4.3.6.

Figura 4.3.6

Portanto todo compacto proprio de interior nao-vazio que é S-invariante coincide
com todo o espaco projetivo. Pelo Teorema 4.10, ocorre entao a controlabilidade.

Caso c) detB < 0. Neste caso, ha trés possibilidades:

c.i) detA > 0 e det[A, B] < 0. Neste caso, o sistema é controlavel, pois as
trajetorias de A sao circulos.

c.i.i) detA = 0 e det[A, B] < 0. As trajetérias de £B sao representadas
como na figura 4.3.7.
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D)
hia

Figura 4.3.7

Consideremos bases (31 = {uy,v1} e B2 = {us, v}, tais que A e B, nestas bases,
se representam como:

0 1 A0
A‘[o 01 ¢ B_{O—A

Para continuar a anélise necessitamos do seguinte resultado.

S A>0

Proposicao 4.18 Considere as matrizes A e B acima e suas respectivas bases. Se
Lie{ A, B} € transitiva em R?, entdo as bases 81 e B ndo possuem vetores paralelos.

Demonstracao: Basta mostrar que, se 3; e [ possuem algum vetor paralelo,
Lie{ A, B} nao é transitiva em R?. Como £ie{A, B} é gerada como &lgebra de Lie
por A, B e [A, B], entdao basta mostrar que estes elementos deixam alguma reta
invariante caso haja a coincidéncia mencionada. No caso em que u; = aug, com
a # 0, temos que

A(uy) =0 , B(u1) = Blauy) = aB(us) = Aaug = \uy
[A, B](u1) = A(B(u1)) — B(A(u1)) = A(Auy) — B(0) = MA(uy) = 0.

Os outros casos, u; = buy, v1 = cvy € v1 = dvg, sao analisados analogamente.
O

Como conseqiiéncia deste resultado e da hipdtese assumida, nao ha coincidéncia
entre os pontos fixos de B com o atrator de A.

Na figura 4.3.8, fica claro que o sistema é controlavel, pois nao existe subespaco
compacto proprio de interior nao-vazio S-invariante.
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Figura 4.3.8

Que pode ser representado no espago projetivo na figura 4.3.9.

Figura 4.3.9

c.i.i.i) detA < 0. Este é sem duvida, o caso mais interessante. A con-
trolabilidade depende do sinal do determinante do colchete. Sera feita a andlise
geométrica e algébrica.
Anilise Geométrica.

Existem duas possibilidades: Uma delas é quando os pontos fixos, repulsor e
atrator de A, ou melhor dizendo, da trajetéria induzida por A estao na mesma
trajetéria de B. A outra possiblidade ocorre quando os pontos fixos, repulsor e
atrator de A, estao em trajetérias distintas de B.

A situacao em que os pontos fixos de A estao em uma mesma trajetéria de B é
representada geometricamente no espaco projetivo pela figura 4.3.10.

Figura 4.3.10
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E a situagao em que estao em trajetorias distintas de B é representada na figura
4.3.11.

Figura 4.3.11

Em R2, as trajetérias de A e +B sdo representada como.

Figura 4.3.12

No primeiro caso, ou seja, quando os pontos fixos de A estao em uma mesma tra-
jetoria de B, ocorre a controlabilidade, veja figura 4.3.12. No outro caso, conforme
demonstraremos nao ocorre a controlabilidade, para isto observe a figura 4.3.13.

Figura 4.3.13
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Neste caso, existe um subconjunto compacto préoprio de interior nao-vazio do
espaco projetivo que é S-invariante pela acao projetiva. Portanto, pelo Teorema
4.10, o sistema nao é controlavel.

Mostraremos que os pontos fixos de A e de B nao podem coincidir, para isso
temos o préximo resultado.

Proposicao 4.19 Sejam A, B € sl(2,R). Se A e B possuem autovetor em comum,
entdo a dlgebra de Lie gerada por A e B ndo é transitiva em R?.

Demonstracao: Suponhamos que A e B tém em comum algum autovetor, digamos
u, assim existem escalares a e b ndo-nulos, tais que A(u) = au e B(u) = bu.
Como

[A, Bl(u) = A(B(u)) — B(A(u)) = A(bu) — B(au) = bau — abu = 0,

segue que £ie{A, B} ndo ¢ transitivo em R2. O

Como os pontos fixos de A e de B estao diretamente relacionados com os au-
tovetores de A e de B. Se algum dos pontos fixos de A coincidir com algum ponto
fixo de B, entao A e B possuem algum autovetor em comum. Pela proposi¢ao an-
terior temos que det[A, B] = 0, que nao pode acontecer, pois assim intSy = & em
SL(2,R).

Observe a diferenca entre a Proposicao 4.18 e a proposicao anterior. Como o
determinante de A e de B sao negativos, na proposicao anterior, temos que suas
bases sao formadas por autovetores, o que nao ocorre na proposicao 4.18.

Mostraremos agora, o significado algébrico do caso c.i.i.i). Pelo Lema 2.7,
a f } o

existe uma base tal que A e B se representam na mesma como A = { v —a

B = { 3 —Oa ], com a nao-nulo e (—a? — ) < 0.

Neste caso, det[A, B] = 4a®y( e como uma condigao necessdria para contro-
labilidade é que det[A, B] # 0, temos que v e (3 sao nao-nulos.

Os autovalores de A sao ++/a? + /3 e seus autovetores associados sao o repulsor
e o atrator de A. Para o calculo dos autovetores de A, observe que

aly ] =2y

que € equivalente a
{ (a++/a2+7P8)z + By =0
T+ (ot /a2 +9B)y =0
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Temos que y # 0, caso contrario, na segunda equagao teriamos vxr = 0. Sabemos
que v # 0, logo z = 0, o que contraria o fato de (z,y) ser nao-nulo.
Como supomos que (x,y) é autovetor, temos que (5, 1) também é, podemos

—75’1) e (—75’1).
/o2 1B arfa? 125

Sabemos da demonstracao geométrica, que o sistema é controlavel se, e somente
se, os autovetores de A estao em um mesmo quadrante. Como

e e S WO
v e B

assumir que y = 1. Logo os autovetores sao (

entao,
x1 - T > 0 se, e somente se, —y[3 > 0.
Logo a controlabilidade ocorre se, e somente se,

det[A, B] < 0.

Teorema 4.20 Dados A e B em sl(2,R), o semigrupo de interior ndo-vazio Sy
induzido por {A, £B} coincide com SL(2,R) se, e somente se, det[A, B] < 0.

Demonstragao: Temos que Sy, = SL(2,R) se, e somente se, o sistema é controlavel.
Mas conforme verificamos, a controlabilidade ocorre se, e somente se, det[A, B] < 0.
(I

4.4 Controlabilidade no Caso GL"(2,R)

Nesta se¢ao, usaremos resultados obtidos na secao anterior para analisar a con-
trolabilidade no caso do grupo GL*(2,R). Seja A € gl(2,R) e considere a igualdade

trA trA
A—(A—7I)+7I.

Assim, podemos decompor a algebra gl(2,R) como a seguinte soma direta

gl(2,R) = sl(2,R) @ RI.
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2 T2 -
Como o produto das matrizes 0(A)l e A comutam, temos que [0(A)I, B] =

[0(B)I,A] = 0. Logo

Denotemos por A a diferenca (A— M]) e ") bor o(A), assim A = A+o(A)I.
e

[A,B] = AB — BA = A, B].

Sendo X o sistema determinado por A e +B em gl(2,R), denotamos por ¥ o
sistema determinado por A e B em s[(2,R).

Mostraremos que Sy, = SgA, onde A é um subconjunto de todas as matrizes
multiplas positivas da identidade. De fato: Temos que

Sy, = {eXre22 | "Xk tal que ty, > 0, X € X, k € N},

Como )

podemos escrever um elemento g € Sy, como

g — ethletQXz ethk — ethl+t10’(X1)I€t2)~(2+t20'(X2)I etk)?k—l—tkO'(Xk)I

Mas o(X;) e X; comutam, assim

t1)21 tlo'(Xl)I tQXQ tQU(XQ)I

g=ce e e e thketko'(Xk)I

e

thl tQXQ etkf(k) . (etlo'(Xl)Ietga(Xg)] e

g= (6 e tkO'(Xk)])‘

Logo,
g=27- e(t10(X1)+t20(Xo)+-+teo(Xp))
onde g € Ss e e(t10(X1) 20 (Xo)+++r0(Xp)) ¢ RF.
Para o proximo resultado, considere a proje¢ao canonica 7 de gl(2, R) em s[(2,R),
a b a—d b
— 2
dadaporw[c d} { 2 d__a].

2

Lema 4.21 Considere a decomposi¢ao gl(2,R) = sl(2,R)®RI e a projecdo canénica
7 gl(2,R) — sl(2,R). Se h C gl(2,R) € uma subdlgebra, tal que 7(h) = sl(2,R).
Entao h = gl(2,R) ou h = sl(2,R).

Demonstracao: Como 7|h é sobrejetora, pelo teorema do nticleo e da imagem,
temos que dim h = dimn(h) + dimKern|h = 3 + dimKern|h. Caso dimKern|h = 0
temos que h = sl(2,R) e caso dimKerr|h = 1, temos que h = gl(2,R).

(I

Para verificar a condicao do interior do semigrupo ser diferente do vazio em
GL*(2,R), temos o seguinte lema.
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Lema 4.22 Se A, B € gl(2,R) com tr(A) # 0 ou tr(B) # 0. Entao, det[A, B] # 0
se, e somente se, a dlgebra Lie{ A, B} coincide com gl(2,IR). Se isso ocorre entdo a
dlgebra Lie{A, B} coincide com s((2,R).

Demonstracio: Seja h = Lie{A, B} C gl(2,R) e w(h) = h = Lie{A, B} C sl(2,R).
Suponhamos que det[A, B] # 0. Como [A, B] = [A, B], segue que det[A, B] =
det[A, B] e pelo Corolario 4.16, temos que h = sl(2,R). Assim 7|h é sobrejetora e
pelo Lema 4.21, temos que h = gl(2,R) ou h = sl(2,R). Se h = sl(2,R), ocorre
que trA = trB = 0, contrariando o fato que tr(A4) # 0 ou tr(B) # 0. Portanto
h = gl(2,R). )
Reciprocamente, se h = gl(2,R), entdo h = sl(2,R). Pelo Corolario 4.16,
det[A, B] é diferente de zero, mas det[A, B] = det[A, B], portanto det[A, B] # 0.
O

Observacgao 4.23 Na prozima demonstragao, usaremos que as agoes de SgA e de
S coincidem em RP'. Para isto, considere a defini¢io de ag¢ao projetiva do inicio
da se¢do 4.1 e o sequinte fato: Sejam h € Sg, p € A e [v] € RPY, temos que hv e
hpv sdo representantes da mesma classe de equivaléncia em RP?.

Demonstraremos agora, uma outra condicao necessaria para a controlabilidade
de 3.

Lema 4.24 Sejam A, B € gl(2,R), com tr(A) # 0 ou tr(B) # 0. Se Sy, € transitivo
em RP!, entio Sg também € transitivo em RP?.

Demonstragao: Suponhamos que Sy, ¢ transitivo em RP!. Como Sy, = SgA, segue
que Sy A ¢ transitivo em RP!. Entretanto as agoes de SgA e S5 coincidem em RP?.
Logo Sy, é transitivo em RP.

O

Como conseqiiéncia do lema anterior, a condi¢ao de que Sy nao ¢ transitivo
em RP! implica que Sy, também nao é transitivo em RP!. Entretanto Sy nao ser
transitivo em RP! implica que ¥ nao é controldvel. Portanto a controlabilidade de
3 é uma condicdo necessdria para a controlabilidade de .

Para analisarmos a controlabilidade no caso Gy = GL*(2,R), usaremos a
Proposicao 4.12 e o préximo resultado.
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Proposicao 4.25 Suponhamos que A, B € gl(2,R), com tr(A) # 0 ou tr(B) #0 e
que Y seja controldvel. Se Sy, € transitivo em algum raio ro partindo da origem de
R?, entdo Sy € transitivo em R3.

Demonstracao: Por hipotese, fixado algum raio ry partindo da origem, dados
quaisquer 7, i € rg, existe g € Sy, tal que gn = p. Como 3 é controlavel, temos que
S5 é transitivo em R3, assim Sg, é transitivo entre raios também, isto ¢, dados dois
raios partindo da origem r; e ro, existe he Ss, tal que hry = ro.

Como as agoes de SgA e Sy em RP' coincidem (veja Observagao 4.22) e Ss
¢ transitivo entre raios, temos que SgA também é transitivo entre raios. Mas,
Sy, = S5 A, logo Sy, é transitivo entre raios.

Seja 1y o raio em que S ¢ transitivo, sejam z,y € RZ e denote por ry,ry 08
raios contendo x e y respectivamente. Como Sy, é transitivo entre raios, existem
g,h € Sy, tais que gr; = rg e hrg = ry. Para algum d em rg, temos que hd = y e,
assim, d = h~'y € ry. Temos, também, que gz € ro. Como Sy, é transitivo em 7,
temos que, existe [ € Sy, tal que I(gx) = h™'y, logo (hlg)x =y e Sx ¢é transitivo em
R2.

O

Daqui até o fim desta se¢ao, consideramos que A, B € gl(2,R), com tr(A) # 0 ou
tr(B) # 0, que Lie{A, B} = gl(2,R) e X é controldvel. O Lema 4.22 e o Teorema 4.20
implicam que as condicoes £ie{A, B} = gl(2,R) e ¥ sdo simultaneamente satisfeitas
se det[A, B] < 0.

Analisaremos agora, a controlabilidade de acordo com trB.

Caso a) trB # 0. Considerando que B pode ser escrito como B =
B + o(B)I, onde B € sl(2,R) e 0(B) = @ =% 0, temos as seguintes situagoes
a serem analisadas.

a.i) detB < 0. Neste caso, pela demonstracao do Lema 2.7, existe uma
a 0
0 —a

base de R? a qual B se representa como B = [ } , com a > 0, neste caso,

podemos escrever B como

b= {GJF(()T(B) —a—i—OU(B) ]
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A

Seja A =a+ o(B) e p = —a+ o(B). Exponenciando B = { 0

} , temos que

e 0
exptB = [ 0 et“}'

Como o(B) # 0 e a > 0, pelo menos um dos nimeros A ou p é ndo-nulo. Logo,
pelo menos uma das funcoes e* ou e, é diferente da funcdo constante um. A acao

de exptB em RZ é dada por
z| zel?
y ye' |

Assim, existem raios de R? que as trajetdrias da exponencial de B deixam in-
variantes. Considerando as trajetérias de exp —tB, temos que Sy, deixa estes raios
transitivos sob a agao de Sy. Pela Proposicao 4.25, temos que X é controlavel.

a.i.i) Suponhamos, agora, que detB = 0. Sabemos que, existe uma base

em que B se escreve como B = { 8 0 } Neste caso, podemos considerar B =
o(B) 1 :
[ 0 o(B) } . Exponenciando B, temos que
etO'(B) %
€xp tB = |: 0 etU(B) )

cuja agao em RZ é da seguinte forma

x el Bl 4 xy
> .
y etU(B)y
Como o(B) # 0, temos que exptB deixa o raio do tipo (z,0) invariante. Ao

considerarmos as trajetérias de exp —tB, temos que Sy deixa o raio do tipo (z,0)
transitivo. Segue da Proposigao 4.25 que X é controlavel.

a.i.i.i) Se detB > 0. Existe uma certa base de R?, onde consideramos

= |0 —b | aoB) -b

B—{b 0].LogoB— b o(B)

Neste caso, sera usada a Proposicao 4.12 para o estudo da controlabilidade.
Temos que

} , com o(B) e b nao-nulos.

exptB = expt(B + o(B)I) = exptB - expto(B)I
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ou seja,
gos(tb) —sin(th) | (B ]
sin(tb)  cos(tb)

Considere t € RT, de tal maneira que tb = 2k7 para algum k& € Z. Como
exptB € Sy, temos que algum elemento em Sy é da forma e, onde I é a
identidade de Sx,. Considerando agora, a exponencial de — B, existe algum elemento
em Sy, da forma e B[,

Se o(B) > 0, temos que ) > 1 e 0 < e ®B) < 1. Neste caso, pondo
A = e7B) e Xy = e 1(B) | pela Proposicao 4.12 temos que ¥ é controldvel.

Se 0(B) < 0, segue de maneira analoga que 3 é controldvel. Portanto no caso
em questao, o sistema é controlavel.

exptB =

Caso b) trB = 0. Nesse caso, B = B e por hipétese trA # 0. Con-
sideramos as possiveis formas de Jordan para B:

b.i) detB < 0. Pela demonstragao do Lema 2.7, consideramos que em

A0

0 _/\},com)\>(). As
trajetorias da exponencial de B sao hipérboles, que deixam raios invariantes.
Considerando as trajetérias da exponencial de —B, temos que a acao do semigrupo

Sy, deixa transitivo estes raios e, pela Proposicao 4.25, temos que X é controlavel.

uma conveniente base de R?, B se escreve como B =

b.i.i) Suponhamos agora, que detB = 0. Existe uma base a de R3, na
0 1
0 0
duas trajetorias: Semi-retas paralelas ao eixo x e os ponto fixos do eixo x.

Neste caso, os subconjuntos conexos invariantes por trajetorias da exponencial
de B sao faixas na forma {(s,t), com s € Ret € I'}. Tais faixas sdo invariantes
pela acao de Sy, se forem invariantes por trajetérias de exptA.

Temos que Y nao é controlavel se, e somente se, fixada uma reta dada por
{(s,t)coms € Ret € Ifixo}, o vetor tangente Az aponte somente acima ou
somente abaixo desta reta, para todo z € {(s,t') com s € Re t € I fixo }. O vetor
tangente Ax aponta somente acima da reta citada anteriormente se, e somente se,
a segunda coordenada de A(s, t/), assume valores somente maiores que t'. Portanto
a controlabilidade de Y ocorre se, e somente se, a segunda coordenada de A(s,t/)
assume valores maiores e menores que t .

qual B pode ser escrita como B = [ } . Sabemos que a exponencial de B induz

Na base a, podemos escrever A como: A = [ OCL 2 ], com a + d # 0. Mas
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a b s | | as+ bt Ny
[ . d } [ y } = [ cs 4 dif } Logo a segunda coordenada de A(s,t) é dada pela

funcdo linear c¢s + dt’, onde ¢, d,t estdo fixos e s € R. Observe que ¢ # 0, pois
caso contrario det[A, B] = 0, o que nao pode ocorrer. Assim, para s conveniente, a
funcao cs + dt assume valores maiores e menores que t'. Portanto, neste caso, 3 é
controlavel.

b.i.i.i) Se detB > 0. Pela demonstracao do Lema 2.7, existe uma certa
0 —f
f 0
que trajetérias da exponencial de B sao circulos centrados na origem.

Seja < -,- > o produto interno em relagao a base 3 anterior. Os subconjuntos
conexos invariantes por trajetorias da exponencial de B, sao anéis formados por
aqueles z € R?, tais que ||z|| pertence a algum intervalo de RT. Nesse caso, temos
que ¥ nao é controlavel se, e somente se, exptA deixa invariante algum desses anéis.
Para analisar a controlabilidade, precisamos do préximo lema.

base 3 de R? na qual podemos representar B como: B = [ } . Conhecemos,

Lema 4.26 X ndo é controldvel se, e somente se, para algum 2y € R2 fizado, o
produto interno < Az, z > nao muda de sinal quando z percorre a circunferéncia de
centro na origem e raio ||zo|| (circunferéncia induzida pela trajetéria de B).

Demonstracao: Se ¥ nao ¢é controlavel. Entao, existe algum anel M que
¢ invariante pela acao de exptA. Seja I o intervalo de RT que define tal anel.
Denotemos por C' a circunferéncia de centro na origem e raio ||zo]|.

Suponhamos por absurdo, que para todo 29 € RZ, com |z € I, o produto
interno < Az, z > muda de sinal quando z percorre C. Neste caso, o anel M nao
¢é invariante pela acao de exptA e obtemos um absurdo. Portanto, existe algum
2o € R2 neste anel, no qual < Az, z > nao muda de sinal quando z percorre C'.

Figura 4.4.1
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Reciprocamente, seja zo € R?, onde < Az, z > nao muda de sinal quando z per-
corre C'. Suponhamos que o produto interno < Az, z > possui somente sinal positivo
quando z percorre C', logo o angulo entre Az e z é agudo e nao atingimos os pontos
exteriores de C, portanto ¥ nao é controlavel. Se o sinal de < Az,z > é somente
negativo, nao atingimos pontos no interior de C', portanto ¥ nao é controlavel. Se
< Az,z >= 0 para todo z em C, entao a trajetoria de exptA é dada por circulos,
ou seja, A e B tém a mesma trajetéria e isso ndo ocorre, pois tr(A) # 0. Na figura
4.4.1, ilustramos as situagoes acima.

(I

Para a andlise da controlabilidade, serd usado o sinal em que se refere o lema
anterior, seja

t
D:A+A.
2

Como < Alz,z >=< Az, z >, temos que < Dz, 2z >=< Az,z >. Pelo Lema
anterior, a controlabilidade de X é equivalente a mudanca de sinal do produto interno
< Dz, z > quando z percorre a circunferéncia de centro na origem e raio ||zg||. Como
D é simétrica, temos que < Dz, z > muda de sinal se D possui autovalores com sinais
diferentes, isto é, detD < 0.

Fazendo um pouco de contas, obtemos que detD = ﬁ(det[B,A] + detB -
(tr(A))?). Como detB > 0, temos que detD < 0 se, e somente se, (det[B, A] +
detB - (tr(A))?) < 0.

Portanto X é controldvel se, e somente se, det[B, A] < —(detB - (tr(A))?).

4.5 Controlabilidade no Caso SO(2,R) & R"I

Considere o caso em que as matrizes A e B pertencem a élgebra de Lie so(2,R)®
RI, como esta algebra é abeliana, a algebra de Lie gerada por A e B coincide com
50(2,R) @ RI se, e somente se, o conjunto {A, B} é linearmente independente.

O semigrupo associado ao campo de vetores ¥ = {A, £ B} pode ser dado por

Sy = {etlAeslBetQAe”B et Aesk B tal que t; > 0,5, € R,k € N}

Como o grupo SO(2,R) @RI é abeliano, temos que vale a férmula exp X expY =
exp(X +Y). Esta férmula implica que o semigrupo acima pode ser representado
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como
Sy = {8 tal que t > 0,5 € R}.

Daqui até o fim desta seg¢ao, assumimos que A, B € s0(2,R) @ RI e que o con-
junto {A, B} é linearmente independente.

Analise Geométrica.

Temos que SO(2,R) se identifica com S, assim o espaco topolégico do grupo
SO(2,R) ® RI é dado por S' ® R, topologicamente o grupo SO(2,R) ® R*I é um
cilindro superior.

Temos também que os grupos C* e SO(2, R) @ R* I sdo isomorfos pela aplicagao:

p(r(2)e”®) = (¢ r(2)1).
Sejam A e B matrizes em s0(2,R) & R/, dadas por A = [ Zl —aa2 ] e B =
2 1
by by
A e da exponencial de B sao circulos.
Como o conjunto {A, B} é linearmente independente. Se b; = 0, necessariamente
by # 0 e ay; # 0. Ja a condicao b; # 0 implica que pelo menos um dos nimeros by

ou as ¢ nao-nulo.

by —b P :
[ ! 2 ] . Sabemos que, caso a; = 0 ou by = 0, as trajetorias da exponencial de

a
b
complexo a + bi. Assim, existem ntumeros complexos z(A) e z(B) associados as
matrizes A e B.

Como Sy, = exp{tA + sB; com t > 0,s € R} e o conjunto {tA + sB; com t >
0,s € R} fornece um semiplano no plano complexo. Temos que o semigrupo Sy, é a
exponencial do semiplano determinado por A e B. Como a aplicacao exponencial de
nimeros complexos enrola o plano em um cilindro, temos que X é controlavel se, e
somente se, o semiplano determinado por A e B é enrolado em um cilindro superior.

Considerando z(A) = ay + aqi, 2(B) = by + byi, temos que

exp(tA + sB) = exp(t(ay + agi) + s(by + bai))

Temos que a matriz C' = [ _ab ] € s0(2,R) & RI identificamos com o nimero

isto é,
exp(tA + sB) = exp(ta; + sby) - [cos(tas + sby) + isin(tas + sby)].

Suponhamos que b; = 0, ou seja, B € s0(2,R), mostraremos a seguir que o
sistema nao ¢é controlavel. De fato, neste caso, a igualdade acima implica que

exp(tA + sB) = exp(tay) - [cos(tag + sby) + isin(tas + sby)].
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Se a; < 0. Neste caso, temos que 0 < exp(ta;) < 1, pois t > 0. Obtemos
somente o cilindro entre 0 e 1 e o sistema nao é controlavel.

Se a; > 0. Neste caso, exp(ta;) > 1 e obtemos o cilindro somente acima de 1.
Novamente o sistema nao é controlavel.

Suponhamos que b; # 0 (B ¢ s0(2,R)), como s € R, obtemos todo o cilindro
superior e o sistema é controlavel.

Portanto ¥ é controlavel em SO(2,R) ® RI se, e somente se, B nao pertence a
algebra s0(2,R).

Analise Algébrica.

0 —by
b, 0
trB =0 e detB > 0. Tal situacao foi estudada na secao 4.4, 1a concluimos que ¥ é
controlavel se, e somente se, detD < 0, com D = AtAL

Como A = [

Suponhamos que B € s0(2,R), logo B = [ } , com by # 0. Observe que

Z; —aéllz }, temos que D = [ %1 6?1 }, logo detD = (a;)> >0e X
nao é controlavel. Portanto ¥ ndo é controlavel se B € so(2, R).

Se B ¢ s0(2,R), entdo o nimero complexo z(B) ndo é imagindrio puro e o
semiplano determinado por A e B contém em seu interior algum dos semieixos
0 —m
m 0
numero complexo z(M) = mi, que é imaginario puro. Logo existe um elemento no
interior do semigrupo Sy, que é exponencial de M. Como a exponencial de M é a
matriz de rotacdo, considerando algum t € Rt com tm = 2k7 para algum k € Z, o
elemento identidade pertence ao interior de Sy. Portanto Sy, = SO(2,R)@ R*] ¢ X

é controlavel.

imaginarios. Entretanto uma matriz do tipo M = { } esta associada ao

4.6 Conclusao

Considerando os resultados provenientes das secoes anteriores, temos, agora
condicoes necessarias e suficientes para que o sistema bilinear bidimensional seja
controlavel.

Teorema 4.27 Sejam A, B € gl(2,R). Dado o sistema de equagoes diferenciais
&= (A+uB)x comu € R, a controlabilidade do mesmo ocorre nos sequintes casos:
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a) Suponhamos que tr(B) = tr(A) = 0. Neste caso, o sistema € controldvel se, e
somente se, det[A, B] < 0;

b) Agora se tr(B) =0 e tr(A) # 0, entdo:

i) detB <0, o sistema é controldvel se, e somente se, det[A, B] < 0;

ii) detB > 0, o sistema € controldvel se, e somente se, det[A, B] < —detB -
tr(A4)%;

c) Setr(B) # 0. Entao o sistema € controldvel se, e somente se, det[A, B] < 0;

d) Suponhamos que A € s0(2,R)®RI e B € s0(2,R)®R*I. O sistema é controldvel
se, e somente se, o conjunto {A, B} é linearmente independente.
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