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RESUMO

Neste trabalho, estudamos a curva polar de uma curva algebréide plana reduzida.

Apresentamos a relagdo com a polar e a férmula de Pliicker, bem como com o nimero de
Milnor.

O principal resultado do trabalho utiliza o diagrama de Eggers da curva, de modo a descrever
uma decomposicao da curva polar em pacotes que estao em correspondéncia com os vértices
pretos do diagrama.

- vil -



ABSTRACT

In this work we study the polar curve of an algebroid reduced plane curve.

We present the relation with the polar and the Pliicker formula and the Milnor number as
well.

The main result of this work uses the Eggers diagram to descrive a decomposition of the
polar curve in blocks that they are in correspondence with the black vertex of the diagram.



INTRODUCAO

Neste trabalho, apresentamos o estudo da curva polar de uma curva algebréide plana re-
duzida, sendo que o principal resultado estudado é a decomposicao da polar em ‘pacotes’.

O primeiro resultado que conhecemos sobre o contato entre os ramos da curva polar e os
ramos de uma curva algebréide plana, se deve & Smith [S] em 1875. Um século mais tarde, Merle
[M] provou um precioso resultado para o caso irredutivel, sobre uma decomposi¢gao da curva
polar em pacotes, considerando o contato entre os ramos da polar e a curva. Este resultado
foi um marco no estudo de curvas polares, pois ele respondeu uma questao feita por Brieskorn
no ano de 1973: como recuperar o semigrupo de uma curva algebrdide plana irredutivel Cy
a partir do ideal jacobiano (f, fx, fy). Em 1977, Kuo e Lu [K-L], com motivagoes diferentes,
estudaram o contato entre as parametrizagoes de Newton-Puiseux da polar e as parametrizagoes
de Newton-Puiseux da curva, sendo esta uma curva algebréide plana redutivel. Eggers [E], em
1983, introduziu um diagrama, que ficou conhecido como o diagrama de Eggers, com o intuito de
definir uma decomposicao em pacotes das componentes irredutiveis da curva polar e, além disto,
tentar recuperar o semigrupo de uma curva algebréide plana qualquer, através do contato entre
os ramos da polar e os ramos da curva, o que solucionaria a questao levantada por Brieskorn,
mas para o caso redutivel. No entanto, Evelia Garcia Barroso [Bj], em 1996, foi quem respondeu
a pergunta para o caso redutivel, tendo como objeto de apoio o diagrama de Eggers de uma
curva algebréide plana.

Este trabalho teve como principal fonte inspiradora o artigo de Evelia Garcia Barroso [Bs)].
Com o intuito de estudar algumas propriedades da curva polar, abordamos no primeiro capitulo,
definigoes elementares da teoria de Geometria Algébrica, tais como: curva algebréide plana e
equivaléncia de curvas, além de varios resultados, como o Teorema de Preparacao de Weierstrass
e o Teorema de Newton-Puiseux, sendo que o dltimo nos possibilita apresentar alguns elemen-
tos importantes que estao relacionados com uma curva algebréide plana irredutivel, como por
exemplo, parametrizacao de Newton-Puiseux, expoentes caracteristicos, bem como os pares de
Puiseux.

No segundo capitulo, iniciamos com anel local de uma curva, para entao introduzir o con-
ceito de indice de intersecao de duas curvas algebrdides planas, assim como resultados que nos
fornecem maneiras de obter este valor, tais como a férmula de Max Noether. Em seguida,
apresentamos o conceito de semigrupo de valores, um importante invariante com respeito a
equivaléncia de curvas, e algumas de suas propriedades.



Curvas polares sao introduzidas no terceiro capitulo, onde apresentamos também algumas
de suas propriedades e relagoes como por exemplo, a formula de Pliicker e o niimero de Milnor.
O primeiro trata do indice de intersecao de uma curva algebréide plana e a curva polar. Ja
o segundo, ¢ uma informacao importante sobre uma curva algebréide plana C; e suas polares

Px(f) e Py(f).

Finalizemos apresentando o quarto capitulo que consta dos principais resultados. Primeira-
mente definimos o contato entre duas curvas algebréides planas irredutiveis e mostramos a re-
lacao existente entre contato e o indice de intersecao de duas curvas irredutiveis. Apresentamos
o resultado provado por Kuo e Lu sobre o contato entre as parametrizacoes de Newton-Puiseux
da curva polar e as parametrizacoes de uma curva algebréide plana. Em seguida, estudamos o
diagrama de Eggers de uma curva algebréide plana, sendo este uma representagao grafica dos
expoentes caracteristicos dos diferentes ramos de uma curva, bem como o contato entre eles.
Este objeto é muito interessante, pois conhecendo o diagrama de Eggers de uma curva alge-
bréide plana, conseguimos recuper através dele, o seu semigrupo. E por fim, apresentamos o
teorema da decomposicao da curva polar em ‘pacotes’, sendo que estes, por sua vez, estao em
correspondéncia com os vértices pretos do diagrama de Eggers.

Gostariamos de deixar registrado que alguns poucos resultados foram apresentados sem
demonstracao, isto se deve ao fato de que necessitariamos introduzir novos conceitos e resultados
auxiliares que nos desviaria do tema central do trabalho, além de torna-lo muito mais extenso.



CapiTuLo 1

Preliminares

Neste capitulo, temos como objetivo apresentar conceitos e resultados sobre curvas alge-
bréides planas, que serao utilizados no decorrer deste trabalho. Entre estes podemos citar,
defini¢oes e propriedades béasicas, o Teorema de Preparacao de Weierstrass, parametrizagao de
Newton-Puiseux e por fim, expoentes caracteristicos. Alguns resultados neste capitulo serao
apenas enunciados, uma vez que sao considerados basicos no estudo da teoria de Singularidades
e Geometria Algébrica, no entanto, indicaremos referéncias nas quais tais demonstragdes podem
ser consultadas.

1.1 Definigoes e Primeiras Propriedades de Curvas Algebroéides
Planas

Seja f € C[X,Y]\{0} uma série de poténcias formal. Suponha que
[o¢]
f=Y F=Fi+Fop+Foa+-,
i=n

onde cada F; é um polindmio homogéneo de grau i e F,, # 0. Denominamos forma inicial de f, o
polindémio homogéneo F), e chamamos de multiplicidade de f (na origem), o inteiro n, denotando
por mult(f) = n. Por convengao, se f(X,Y) = 0, dizemos que mult(f) = oco.

Vale a pena observar que podemos definir multiplicidade de f em um ponto p distinto da
origem, basta obtermos a série de Taylor da série de poténcias f em torno do ponto p e assim a
multiplicidade de f em p, mult,(f), serd dada pelo expoente do termo de menor grau.

Facilmente podemos verificar que multiplicidade de uma série de poténcias satisfaz as pro-
priedades seguintes.

Proposicao 1.1 Sejam f,g € C[X,Y]. Entao,

1. mult(f - g) = mult(f) + mult(g);

2. mult(f+g) > min{mult(f), mult(g)}, sendo vdlida a igualdade quando mult(f) # mult(g).
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Denotando por Mcyy,y) o ideal maximal de C[X, Y] gerado por X e Y, introduzimos um dos
objetos centrais deste trabalho, a saber, curva algebréide plana.

Definigao 1.2 Seja f um elemento nao nulo de Mcyxy} Chamamos de curva algebroéide
plana Cy, a classe de equivaléncia de f, mddulo a relagao de associados.

Desta maneira, podemos expressar C'y como

Cy={u- f; u é uma unidade em C[X,Y]}.

Observe que da maneira que definimos multiplicidade de uma série de poténcias formal,
é facil ver que esta é invariante quando multiplicamos por uma unidade. Assim, podemos
definir multiplicidade de uma curva algebréide plana Cy, como sendo a multiplicidade da série
de poténcias f. Quando uma curva algebréide plana possui multiplicidade igual a um, dizemos
que ela é suave. Caso esta multiplicidade seja maior que um, dizemos que a curva algebréide
plana é singular.

Dizemos que uma curva algebréide plana C'y ¢é irredutivel, se a série de poténcias formal f
é irredutivel em C[X,Y]. Vamos denominar uma curva algebréide plana irredutivel por ramo.

Seja Cy uma curva algebréide plana e considere a seguinte decomposicao de f em fatores
irredutiveis em C[X,Y], f = fifa--- fr. Dizemos que a curva Cy é reduzida, se Cy, # Cy,, com
i # 7, isto é, quando f; e f; nao sao associadas se i # j.

Como veremos no desenrolar deste capitulo, varias propriedades de curvas algebréides planas
sao invariantes por C-automorfismos de C[X, Y], dito de outra forma, sdo invariantes por mu-
dangas de coordenadas em C[X, Y], e isto nos estimula a apresentar a defini¢ao que segue.

Definicao 1.3 Sejam Cy e Cy duas curvas algebréides planas. Dizemos que Cy e Cy sdo equi-
valentes, se existir um C-automorfismo ¢ de C[X, Y] tal que ¢(Cy) = Cy. Neste caso, denotamos
por Cy ~ Cj.

Dito de outra maneira, temos que Cy e C, sao equivalentes, se existir um C-automorfismo
¢ e uma unidade u de C[X, Y] tais que ¢(f) = ug.

Observagao 1.4 E wdlido observar que hd uma grande dificuldade em classificar as curvas
algebroides planas modulo a relagcao de equivaléncia ~, definida anteriormente.

Para se ter uma nogao da dificuldade em verificar se duas curvas sao equivalentes, considere
as curvas algebrdides planas Cy e Cy, onde

f(X,Y)=Y3-X°

g(X,Y) =2+ X)Y3 - (6X%+3X3Y? + (6X? +3X°)Y —2X° - 3X6 — X7,
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O que podemos dizer a respeito da equivaléncia destas duas curvas?

E dificil responder, uma vez que a unica semelhanca entre as séries é a multiplicidade. Mas,

a série g foi encontrada de modo que
onde u(X,Y)=(2+X)le

¢: CX,Y] — C[X,Y]
X — X
Y — Y — X2

Portanto, Cy ~ Cy.

O resultado seguinte sera utilizado, ao longo deste trabalho, como ferramenta para verifi-
carmos se certas aplicagoes de C[X, Y] s@o C-automorfismos.

Proposicao 1.5 Sejam g1, g2 € C[X,Y] com formas lineares inicias Ly e Lo, respectivamente.
Entao, a aplicacao
¢: CIX,Y] — C[X,Y]
f —  f(91,92)

é um C-automorfismo se, e somente se, L1 e Lo sao C-linearmente independentes.

Demonstracao: Veja Proposigao 1.3.8 de [H]. O

Seja C'y uma curva algebréide plana de multiplicidade n. Como vimos no inicio do capitulo,
podemos escrever
f=Fut P oo

onde cada F; é um polinémio homogéneo em C[X,Y] de grau i e F,, # 0.
Chamamos a curva algebrdide plana CF, de cone tangente da curva Cf.

Como qualquer polindmio homogéneo em duas varidveis com coeficientes em um corpo
algebricamente fechado se decompoe num produto de fatores lineares, podemos escrever

S
F = [Jeia:iX + b:y)",
i=1
onde Y 7 ri=mn, a; b, c;e Cparai=1,...,seabj —ajb; #0, sei#j.

Desta maneira, o cone tangente de C'y consiste das formas lineares a; X +b;Y, 1 =1,...,s,
onde cada uma delas possui multiplicidade r;. Chamamos cada uma destas formas lineares de
reta tangente de Cf.
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E ainda, dizemos que duas curvas algebrdides planas Cy e Cy sao transversais, se possuem
retas tangentes distintas.

Para ilustrar os conceitos anteriores, vejamos um exemplo.
Exemplo 1.6 Seja f(X,Y) =Y?2—a%2X? - X3 € C[X,Y]. Note que para a # 0 o cone tangente

da curva Cy consiste de duas retas, Cyqx € Cy_qx, ambas com multiplicidade 1. Jd para
a =0, temos que o cone tangente da curva Cy € a reta Cy com multiplicidade 2.

Observe que se a curva C for suave, entao seu cone tangente consiste de uma tnica reta
tangente com multiplicidade um.

1.2 Parametrizacoes de Newton-Puiseux

Nesta secao, focaremos nossos estudos em algumas propriedades algébricas do anel de série
de poténcias formal, apresentando o Teorema de Preparacao de Weierstrass e, através do Teo-
rema de Newton-Puiseux, introduziremos os conceitos de parametrizacao de Newton-Puiseux,
bem como a definicdo de expoentes caracteristicos de uma curva algebréide plana irredutivel.
Para uma leitura mais rapida, as demonstracoes dos resultados desta secao podem ser omitidas,
pois isto nao prejudicard em nada a compreensao de resultados posteriores.

Definigao 1.7 Seja f € C[X,Y] tal que mult(f) = n. Dizemos que f ¢é regular de ordem
m com respeito a varidvel X (resp. Y ), se f(X,0) (resp. f(0,Y)) for divisivel por X™ (resp.
Y™), mas nao por X™ ! (resp. Y1),

Dizemos também, que f € regular em X (resp. Y ), quando f € reqular com respeito a X
(resp. Y ) de ordem n = mult(f).

Vejamos tais conceitos em um exemplo.

Exemplo 1.8 Considere f(X,Y) =Y*-2X°Y?2 —4X"Y + X'0 € C[X,Y]. Note que f(X,0) =
X110 isto €, f € regular de ordem 10 com respeito a varidvel X .

Além disto, temos que f(0,Y) = Y%, ou seja, f € regqular em Y, uma vez que mult(f) = 4.

Defini¢ao 1.9 Dizemos que uma série de poténcias f em C[X,Y] é um pseudo-polinémio (resp.
um polindmio de Weierstrass) em Y, se f assume a seguinte forma

f(XaY) = Yn‘l‘al(X)Yn_l +"'+an(X) € C[[XMY]>

onden >1 e mult(a;(X)) > 1 (resp. mult(a;(X)) > i) parai=1,...,n.

O teorema seguinte desempenha um importante papel na teoria de Singularidades. Este
resultado é usado fortemente para demonstrar o Teorema de Preparacao de Weierstrass.
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Teorema 1.10 (Teorema da Divisdao de Weierstrass) Seja f € Mgy yj regular de ordem
m com respeito 4 Y. Dado g € C[X,Y], existem q € C[X,Y] e r € C[X][Y] com r = 0 ou
degy (r) < m, univocamente determinados por f e g, tais que

9(X,Y)=f(X,)Y) qX,)Y)+r(X,Y).

Demonstragao: A menos de pequenas modificagbes, a demonstragdo é a mesma do Teorema
1 do Capitulo 2 de [H]. O

Estamos, neste momento, aptos a enunciar e demonstrar o Teorema de Preparacao de
Weierstrass.

Teorema 1.11 (Teorema de Preparacao de Weierstrass) Seja f € Mgy y) regular de
ordem m com respeito a Y. Entao, existe uma unidade u de C[X,Y] tal que

FXY) - uX,Y) =YY"+ a1 (X)Y"™ L 4 aa(X)Y™ 2+ 4 a0 (X)

€ um pseudo-polinémio.

E mais, se f € reqular em Y, isto é, m = mult(f), entio f(X,Y) - u(X,Y) é um polinémio
de Weierstrass.

Demonstracao: Aplicando o Teorema da Divisao para g(X,Y) = Y™, temos que existem
q € C[X,Y] e r € C[X][Y], tais que

Y™ =f(X,Y) q¢X,)Y)+r(X,Y),

onde 7(X,Y) = by (X)Y™ L 4 bo(X)Y™ 2 + -+ + by (X), com b;(X) € C[X] parai=1,...,m,
ou seja,

FXY) q(X,Y) =Y = by (XY™ = by(X)Y™ % — o — by (X).

Desta forma, denotando ¢(X,Y") por u(X,Y) e —b;(X) por a;(X) parai = 1,...,m, obtemos
a igualdade
Mostremos agora que a;(X) € Mcpgparai=1,...,meu(X,Y) é uma unidade de C[X, Y].

Como f é regular de ordem m com respeito a Y, isto é, Y™ divide f(0,Y"), temos que Y
divide f(0,Y) - u(0,Y). Mas,

FO,Y) - u(0,Y) =Y™ + a1 (0)Y™ 1 + - 4 a,,(0),

ou seja, Y™ divide a;(0)Y™ ¢ para i = 1,...,m. Logo, a;(0) = 0 e portanto a;(X) € Moy
parat=1,...,m.
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Para mostrarmos que u(X,Y’) é uma unidade de C[X, Y], observe que, como
FOLY) - u(X,Y) = Y™ — r(X,Y),

temos para X =0,

pois como vimos, a;(X) € Mgy para todo i € {1,...,m}. Como f é uma série regular em Y de
ordem m e u € C[X,Y], podemos escrever

FO,Y)=Y™(co+crY +---) e u(0,Y)=Y(dy+drY +--),

com cg,dy € C\{0}, e entdo f(0,X)-u(0,Y) = Y™ .p(Y), onde p(Y) € C[Y]. Comparando
com (1.1), temos que p(Y) =1 e s =0, assim u(0,Y) = dy + 1Y + -+, com dy # 0. Logo,
u(X,Y) =dy+ g(X,Y), com ¢g(0,0) = 0 e portanto, u(X,Y’) é uma unidade de C[X, Y].

Por fim, supondo que f seja regular em Y, isto é, mult(f) = m, temos que

mult(Y"™ 4+ a1 (X)Y" ' + ag(X)Y™ 2 + -+ 4 am (X)) = mult(f(X,Y) - u(X,Y)) = m,
sendo a ultima igualdade valida, pois u(X,Y) é uma unidade de C[X,Y].

Desta maneira, mult(a;(X)Y™ %) > m para todo i € {1,...,m}, ou seja, mult(a;(X)) > i

para todo i € {1,...,m}.

O Teorema de Preparacao de Weierstrass juntamente com o proximo resultado, nos possibi-
litara assumir ao longo deste trabalho, que uma série de poténcias em Mcjx yj seja associada a
um polinémio de Weierstrass.

Teorema 1.12 Seja f um elemento nao nulo de C[X,Y]. Entdo, existe um C-automorfismo
linear ¢ de C[X,Y] tal que ¢(f) é regular em'Y (ou em X ).

Demonstragao: Vamos considerar que mult(f) = n e a seguinte expansao de f em polindémios
homogéneos
f(XaY):Fn+Fn+1+"' )

onde cada F; possui grau i. Escrevendo F;, na forma
Fo(X,Y) = anoY™" + an_11Y" ' X +a, 22V 2X% + - 4+ ag X",

temos que
Fo(X,1) = ano + @n-1,1X + an-22X> + - + agn X",

ou seja, F,(X,1) € C[X]\{0} e admite raizes em C, digamos, R = {r1,r2,...,7,}. Desta forma,
se tomarmos « € C\ R, teremos F,(«, 1) # 0.
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Agora, considere a seguinte aplicagao,

¢: CIX,Y] — (C[[X,Y]]
X — X+ aY
Y — Y.

Note que ¢ é um C-automorfismo de C[X,Y]. De fato, observe que as formas iniciais de
d(X) e ¢(Y) sdo, respectivamente, Ly = X + aY e Ly =Y, isto é, L; e Lg sao linearmente
independentes. Logo, pela Proposigao 1.5, temos que ¢ é um C-automorfismo de C[X, Y].

Observe que ¢(f(X,Y)) é regular em Y. Com efeito, como
Pf(X,Y))=f(X+aYY)=F(X +aY,Y)+ F(X +aY,Y) + -,

temos que

¢(f(O7Y)) = f(Oé}/,Y) = Fn(aY7Y) +Fn+1(OéYaY) o

Veja que basta mostrarmos que F,(aY,Y) é regular em Y, uma vez que nenhum termo de
F,(aY,Y) se cancela com termos de Fj,11(aY,Y) +--- . Mas,

Fo(aY)Y) = anoY" + ap—1,10Y" + an_Q’QOéQYn + -+ appa”Y",
ou seja,
Fo(aY)Y) =Y"(ano + an—1,100 + an,2’2a2 +-tappa”) =YY" F(a,1),

onde, como visto anteriormente, F,(«,1) # 0. Logo, F,(aY,Y) é regular em Y e portanto,
#(f(X,Y)) também o é. O

Vejamos um exemplo que nos permite visualizar melhor o papel que desempenha este re-
sultado em nosso trabalho.

Exemplo 1.13 Considere a série de poténcias f(X,Y) = X2Y3 + 2XY* 4+ XY, Podemos
expandir f em polinémios homogéneos da sequinte maneira,

f(X’Y) = F5(X7Y) +F7(X7Y),

onde F5(X,Y) = X2Y3 4+ 2XY*. Note que F5(X,1) = X2 +2X, e entdo, para o # 0 e o # —2,
temos F5(a, 1) # 0. Em particular, tomemos a = 1.

Desta maneira, considerando o C-automorfismo de C[X,Y]

¢: CX,Y] — C[X,Y]
X — X+Y
Y — Y,



1.2 Parametrizacoes de Newton-Puiseux 11

temos que

H(f(X,Y)) = f(X+Y,Y) = F5(X+Y,Y)+F(X+Y,Y) = (X+Y)2 V342X +Y) Y (X +Y)Y©
= X2V 42XV Y 42XV 42V 4+ XYO + V7
=3Y° +4XY 4+ X?Y3 4+ Y7 + XY,

isto €, ¢(f(X,Y)) € reqular em Y.

Agora, iniciemos o estudo de parametrizacées de uma curva algebréide plana irredutivel e
de seus expoentes caracteristicos.

Denotando por U, o grupo multiplicativo das n-ésimas raizes da unidade em C, apresenta-
mos abaixo uma versdo do Teorema de Newton-Puiseux que melhor se adapta ao nosso enfoque.
Apesar de nao incluirmos sua demonstracao, o leitor poderd facilmente obté-la a partir dos
resultados contidos na se¢ao 3.3 de [H].

Teorema 1.14 (Teorema de Newton-Puiseux) Seja f(X,Y) € C[X][Y] um polinémio de
Weierstrass irredutivel f(X,Y) =YY" 4+ a1 (X)Y" 1 + ... + a,(X). Entdo,

FXY) =IOV - e'xm)),

i=1

para algum gerador fixo ¢ do grupo Uy, e cp(X%) € (C[[X%]].

. 1, ) ~
Pelo teorema acima temos que, se denotarmos T = X =, isto é, X =T", entao

f(T",0(T)) = 0.

X=7"
Y = o(T),

de uma parametrizag¢ao de Newton-Puiseur de Cy. Observe ainda que, em virtude do teorema

Neste caso, chamamos

acima, C'y admite n parametrizacoes distintas e podemos obter todas a partir de uma fixa e dos
elementos de U,,.

Agora, considere C'y uma curva algebréide plana irredutivel, de multiplicidade n, tal que f
é regular em Y e admite uma parametrizacao de Newton-Puiseux como segue,

X=T1"
Y = o(T) = Y inp biT", b € C\{0}.



1.2 Parametrizacoes de Newton-Puiseux 12

Chamamos de expoentes caracteristicos da curva C'y, os nimeros naturais (o, ..., 3, obtidos
da seguinte maneira,

Bo = €0 = mult(f) = n;
B; = min{i ; €;_1 nao divide ¢ e b; # 0};
€j = mdc(ﬁo, e ,ﬂj) = de(Ejfl, ﬁj)

Através de uma mudanca de coordenadas, caso necessario, podemos considerar uma para-
metrizacao de Newton-Puiseux da curva C'y como sendo

X =15
Y =10+ b1
>0

Conhecendo as duas sequéncias de nimeros naturais definidas acima, (¢;) e (f;), podemos

definir os pares de Puiseuz (nj,pu;), com j =1,...,g, da curva Cy como segue,

€i 1 A
_ Y My
n=-——¢ek =

€j €j

Note que mdc(n;, i) = 1. De fato,

- A 1 1
mde(n;, pj) = mde <€J1, ﬂj) = — -mde(ej-1,8j) = — ¢ = 1.

(1.2)
€ € €j €j

Vejamos um exemplo que ilustra como encontrar os expoentes caracteristicos de uma curva
algebréide plana irredutivel, e com isto, os pares de Puiseux.

Exemplo 1.15 Seja Cy uma curva algebréide plana irredutivel, reqular em Y, com multiplici-
dade 12 e que admite a sequinte parametrizacao de Newton-Puiseur,

X=1"
Y = 724 4 2730 — 4733 4 5740,

Entao,
Bo = €0 = 12; e /1 = 30;
€1 = mdc(12,30) = 6, o que implica em (2 = 33;

ea = mdc(6,33) = 1.
Logo, os expoentes caracteristicos de Cy sao os nimeros naturais 12, 30 e 33.

Calculando os pares de Puiseux, temos que

€0 12 €1 6
= — = — = 27 —_ - = _— = 6
m o 6 2 e 1
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30 33

H1 €1 6 €9 1

Logo, os pares de Puiseuz sdo (2,5) e (6,33).

1.2.1 Curvas Planas Analiticas

Nesta subsecao, consideraremos o anel de série de poténcias convergentes nas variaveis X e
Y, ou seja, C{X,Y}. Os resultados vistos anteriormente para C[X, Y], podem ser demonstrados
para C{X, Y} e de maneira similar aquela feita em C[X, Y], podemos definir uma relagao de equi-
valéncia entre f,g € C{X,Y} : dizemos que f ~ g se, e somente se, existir ¢ um C-automorfismo
de C{X,Y} e uma unidade v de C{X, Y}, tais que ¢(f) =u-g.

A propriedade de convergéncia permite uma interpretacao geométrica do conjunto de zeros

de um elemento f de M = (X,Y). Isto nos motiva a apresentar a préxima definigao.

Definicao 1.16 Seja f € C{X,Y}. Definimos a curva analitica plana determinada por f,
como sendo

Zy = {(z,y) € U; f(=,y) = 0},

onde U C C? é uma vizinhanca da origem.

Observagao 1.17 Dado um isomorfismo analitico p* : V. — U, onde U e V sdo vizinhancas
da origem de C2%, temos um C—automorfismo ¢ de C{X,Y} tal que

o(f)=fole)™

para todo f € C{X,Y} definido em V C C2. E mais, se f é convergente em 'V, entio ¢*(Zs) =
Zo($)-
De fato,

Zo(s) = {(z,y) € Vio(f)(@,y) = 0} = {(z,y) € Vi fo (") (z,y) = 0} = ¢"(Zy),

sendo a 4ltima igualdade vdlida, pois (p*)~ (x,y) € Zy, se, e somente se, (z,y) € ©*(Zy).

Veja que se f,g € C{X,Y}, definidas em V C C2, entdo Zpg=25UZ,.



CAPITULO 2

Intersecao de Curvas e Semigrupo de
Valores

Iniciaremos este capitulo, apresentando maneiras de se avaliar numericamente o grau de
coincidéncia entre duas curvas algebréides planas. Para isto, introduziremos os conceitos de
indice de intersecao, valoracao associada a uma série de poténcias e demonstraremos o Teorema
de Max Noether. Finalizaremos com a definicao de semigrupo de valores e algumas de suas
propriedades.

2.1 Indice de Intersecao

Nesta secao, temos como objetivo central introduzir o conceito de indice de intersecao: uma
maneira de expressar numericamente o grau de coincidéncia entre duas curvas algebroéides planas.

Seja f um elemento de C[X,Y]. Definimos anel local da curva Cf, como sendo a C—4lgebra

CIX, Y]

Or==rpy

onde (f) é o ideal de C[X,Y] gerado por f.

Com estas consideracoes, vejamos a definicao de indice de intersecao de duas curvas alge-
bréides planas e, em seguida, algumas propriedades.

Defini¢ao 2.1 Sejam f, g € C[X,Y]. Chamamos de indice de intersecao de f e g, o nimero

inteiro (incluindo o)
. C[X,Y]
I(f,g) = dsz<[[fg>]]-

Com respeito ao indice de intersecao, temos o seguinte resultado.

Teorema 2.2 Sejam f, g, h € C[X,Y], ¢ um C-automorfismo de C[X,Y] e u, v unidades em
C[X,Y]. As sequintes propriedades sao vdlidas para o indice de intersegdo:
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1. I(f,g) < 0o se, e somente se, f e g sao relativamente primos em C[X,Y];

(
2. 1(f,9) = I(g, f):
1(¢(f), ¢(9)) = I(uf,vg) = 1(f,9);
I(f,g-h) =I(f,9) + I(f, h);
I(
(f

AR NS

f,9) =1 se, e somente se, Cy e Cy sdo suaves e transversais;

6. I(f,g —hf)=I(f,g)

Demonstragao: Veja Teorema 4.3.4 de [H]. O

Agora, dada f € C[X,Y] uma série de poténcias irredutivel, regular em Y de ordem n
e (T",¢(T)) uma parametriza¢do de Newton-Puiseux da curva Cy, definimos como valoragdo
associada o f, a fungdo

vy CIX,Y] — NU {oo}
g = mult(g(T" ¢(T))),

e v¢(0) = oo.

Sejam g e h elementos de C[X,Y]. Segue da Proposicao 1.1, as seguintes propriedades da
funcao vy:

L. vg(g-h) =vp(g) +vp(h);
2. vy(h) =0 se h(0,0) # 0;

3. vr(g+h) > min{vs(g),vr(h)}, com igualdade se v¢(g) # vy(h).

O préximo resultado nos fornece uma maneira interessante de calcular o indice de intersecao
entre duas curvas algebréides planas, e esta serd muito utilizada em nosso trabalho.

Teorema 2.3 Sejam f, g € C[X,Y] e f = fi--- fr uma decomposicio de f em fatores irre-
dutiveis, com f; # f; para todo i # j. Entdo,

= Z vf; (9)
i=1

Demonstracao: Veja Teorema 4.3.6 de [HJ. ]

Observe que pelo teorema acima, se f for irredutivel, entao I(f,g) = v(g), para todo g
elemento de C[X, Y]

O proximo teorema nos dé, em uma situagao particular, exatamente o indice de intersecao
de duas curvas algebréides planas.
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Teorema 2.4 Sejam f,g € C[X,Y]. Entdo,

I(f,g9) > mult(f) - mult(g),

com igualdade se, e somente se, Cy e Cy nao possuem tangentes em comuns.

Demonstracao: Primeiramente, observe que é suficiente provarmos o teorema para f e g
irredutiveis. De fato, consideremos as seguintes decomposicoes de f e g em fatores irredutiveis,
f=fi--freg=g1---gs Temos, pelos itens (2) e (4) do Teorema 2.2, que

I(f,9) =>_1(fi, 95)-
i

Por outro lado, pelo item (1) da Proposigao 1.1, temos que
mult(f) - mult(g) = Zmult(fi) -mult(g;).
i,J
Logo, se I(fi, gj) > mult(f;) - mult(g;) para todo i, j, entao

I(f,9) = ZI(fi,gj) > Zmult(fi) -mult(g;) = mult(f) - mult(g).

.3 0,

Pelo item 3 do Teorema 2.2, indice de intersecao ¢é invariante por mudanca de coordenadas.
Sendo assim, podemos assumir, apos uma mudanca de coordenadas adequada, que f é regular
em Y, isto é, a reta tangente de Cy é Cy e Cy admite uma parametrizacao de Newton-Puiseux

da forma
X=1"

Y =o(T) =T+ bT,
i>p1

onde n = mult(f) < /1 e n nao divide .

Agora, suponha que mult(g) = m e

onde gpm+i(X,Y), com ¢ > 1 é um polindmio homogéneo de grau m + i. Entao, pelo Teorema
2.3, temos que

I(f,9) = mult((aT™ + bp(T)™ + gm41 (T, 9(T)) + - -+ ) = nm = mult(f) - mult(g),

com igualdade se, e somente se, a # 0, isto é, as retas tangentes de Cy e Cy sao distintas. O
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2.2 Formula de Max Noether

Vimos anteriormente, pelo Teorema 2.4, como encontrar exatamente o indice de interse¢ao
de duas curvas algebréides planas que nao possuem as mesmas retas tangentes. Nesta secao,
nosso objetivo é expressar o indice de intersecao de duas curvas sem a exigéncia anterior sobre
as retas tangentes. Isto serd fornecido pela férmula de Max-Noether.

Antes de mais nada, introduziremos alguns conceitos e notagbes necessarias, como por
exemplo, a defini¢do de transformagao quadratica.

Definicao 2.5 Uma transformacao quadratica centrada na origem de C? é, a menos de
mudanca de coordenadas, a aplicacdo

T: C? — C?
(Xl,Yl) — (X,Y):(Xl,XlYl).

Chamamos de divisor excepcional E da transformagao quadratica, a reta X1 = 0. Observe
que X1 = 0 é igual ao conjunto de pontos 7-1(0,0).

Seja Zy uma curva analitica, onde f é um elemento de C{X,Y}. Examinemos o conjunto
T-Y(z £), 0 qual chamamos de transformada total de Zy. Para isto, consideremos a seguinte
expansao de f em polinémios homogéneos, f(X,Y) = F,(X,Y) + F,+1(X,Y) + - -- . Entao,

J(T(X1,Y1)) = Fo (X1, XaV1) + Foa (X1, XaYp) + - -
= X7 (Fo(1,Y1) + X1 Fp (1, Y1) + -+ ),
que chamamos de transformada total de f.
Denotando
FOX1,Y7)) = Fo(1L,Y1) + X1 F1 (L,YD) + -+ XI " (LY 4 - -,

chamamos a curva Z;(,), determinada pela equagao f M(X1,Y1) = 0, de transformada estrita de
Z;.

Logo, Tﬁl(Zf) =FU Zf(1)~
Vejamos um exemplo que ilustre estas definicoes.

Exemplo 2.6 Considere a curva analitica Zy, onde f(X,Y) = Y? —4X? — X3. Note que, a
transformada total de f € dada por

F(T(X1, Y1) = XTYP — 4XF - X7,
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onde a transformada total de Zy é
T NZp): X{Y? —4X7 - X7 = X7(Y? —4 - X1) =0,
e a transformada estrita de Zy € a curva Zgq) : Y2 —-4—X;=0.
Observe que as retas tangentes de Zy na origem, dadas por
Y2 -4X%=(Y -2X)- (Y +2X) =0,

tém como transformadas estritas, duas retas que passam pelos pontos Py = (0,2) e P, = (0,—2),
que sao exatamente os pontos da intersecao de Zf<1) com FE.

Os conceitos anteriores podem ser adaptados para C[X,Y], de fato temos que T induz
homomorfismos de C—algebras, definidos da forma

o: CIX,Y] — C[X,Y]
X g X1
Y —~ X1

ou
7: CX,Y] — C[X,Y]
X .7
Y = Xl)

dependendo do cone tangente de f.
Considerando novamente a expansao de f em polindmios homogéneos,
(X, Y)=F,(X,)Y)+ F,nu(X,)Y)+--- €C[X,Y],
temos que o(f) é um elemento de C[X7, Y1], dado por
o(f) = f(X1,Xqi11) = Fo (X1, XiY1) + F1 (X0, XaYp) + -+

= XP(Fo(1,Y1) + X1 Fpp1 (1, Y1) 4 ---).

Chamemos a série 1

= —0o0
n
X7

o (f) (f) = ;{lﬂxhxlm

onde n = mult(f), de transformada estrita por o de Cf, e denotemos também por F,
De maneira analoga, define-se transformada estrita por 7 de Cf.

Vejamos algumas observagoes.

Observagao 2.7 Sejam f,g € C[X,Y]. Entao, o*(f - g) = o*(f) - 0*(g9).

De fato, suponha que mult(f) = n e mult(g) = m. Entao, mult(f - g) = n+ m e, por
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definicao, temos que

o*(fg) = Xim o(fg) = Xim o(f) - olg) = Xl o(f)- X} o(g) = o*(f) - 0" (9),

sendo a segunda igualdade vdlida, pois o é um homomorfismo de C[X,Y].

Observagao 2.8 Sejam f,g € C[X,Y]. Entao, mult(c*(f)) < mult(f).

De fato, primeiramente note que basta mostrarmos que mult(F,(1,Y1)) < mult(f), pois caso
a multiplicidade de o*(f) seja dada pela multiplicidade de algum X'Fy,;(1,Y1), teremos entdo
que mult(X'F,;(1,Y1)) < mult(F,(1,Y1)) < mult(f). Observe que os termos de Fy(1,Y7)
sao de grau menor ou igual a n = mult(f). E mais, nenhum destes termos sio cancelados
com algum outro termo de o*(f), uma vez que todos os outros sao mailtiplos de Xi. Logo,
mult(o*(f)) < mult(f).

Seja f € C[X,Y] irredutivel de multiplicidade n e regular em Y. Como vimos na Secao 1.2,
Cy admite uma parametrizacao de Newton-Puiseux (77, (7)), tal que m = mult(o(T)) > n.
Considere f1)(X1,Y7) = o*(f) = X{"f(X1,X1Y7). Note que, como f é regular em Y, temos
que fMD(X1,Y]) é regular em Y] de ordem n e

1 (1 5 ) = e o

isto é,

- ()

é uma parametrizacio de Newton-Puiseux de f() = o*(f).

A proposicao abaixo, nos da a descricdo do termo necessario para obter a igualdade no
Teorema 2.4.

Proposicao 2.9 Sejam Cy e Cy duas curvas algebroides planas, com f irredutivel. Entao,

I(f,9) = mult(f) - mult(g) + I(fV, g).

Demonstragao:  Suponha que as multiplicidades de f e g sdo, respectivamente, n e n'.
Podemos, pelo item (3) do Teorema 2.2, realizar uma mudanca de coordenadas de modo a
obter f regular em Y. Considerando (7™, ¢(T")) uma parametrizacao de Newton-Puiseux de C,
temos, pelo que observamos acima, que (T m, %) é uma parametrizacao de f (1), Entao, pelo

Teorema 2.3,

I(fM, g = muit (g(l) (T", sOﬁ))) = mult <(Ti)n g (T”,T”. 90;?)) _
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mult (mll)n,> +mult (g (T",p(T))) = —n-n' +vg(g) = —mult(f) - mult(g) + I(f, g)-
Logo, I(f,g) = mult(f) - mult(g) + I(f1), gV). 0

O préximo resultado garante que toda curva algebréide plana irredutivel, apdés um nimero
finito de transformadas estritas, torna-se uma curva suave.

Teorema 2.10 Seja f € C[X, Y] irredutivel e 9 g transformada estrita de Cti-1), onde O =
f. Entao, existe N € N tal que

mult(f) > mult(fP) > - > mault(fN) = 1.

Demonstracao: Veja Secao 5.2 de [H]. O

n
Consideremos agora, f = H Ji € Mgy y reduzida e f (1) a transformada estrita de Cy.
Denotemos O = (0,0). Os pomtzois1 de intersegdo do divisor excepcional F e Z (1) 80 chamados
de pontos da 1¢ vizinhanca de O e o conjunto destes pontos serd denotado por N, 8) (f). Podemos
repetir o processo para cada ponto de Ng)( f) e assim, os pontos de intersegao de Z F(2) com o
novo divisor excepcional sao chamados de pontos da 2% vizinhanca de O, que serdao denotados
por N(()Z)( f). Pelo teorema acima, apés um niumero finito de transformadas estritas, cada ramo

se torna suave. Tomemos M € N, tal que C'f@/n é suave, para todo ¢ = 1,...,n, e denotamos
M
No(f) = NS (),
i=0

onde NS(f) = {(0,0)}.

Com as notagoes acima, estamos aptos a apresentar a conhecida formula de Noether.

Coroldrio 2.11 (Férmula de Noether) Sejam f e g duas curvas algebréides planas. Entao,

I(f,g9) = Z multy(f) - multy(g),

pENO(f)
onde mult,(f) indica a multiplicidade de f%) em p € Ng)(f).
Demonstragao: Seja [ = Hf’“ entao I(f,g) =1 (H fi,g> = ZI(f,;,g), sendo a ultima
i=1 i=1

i=1
igualdade valida pelos itens (2) e (4) do Teorema 2.2.

Considerando o ramo f; de f, temos, pela Proposicao 2.9, que

I(fi,g9) = multo(f;) - multo(g) + I(fi(l),g(l)).
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Por outro lado,
I(f'(l)7g(1)) = mu“p(fi(l)) ' m“”p(g(l)) + I(fi@)’g(?))’

7

onde p € Ng)(fi), ou seja,

I(fi,g9) = Z multp(fi(j)) -mult,(g9) + I(fi(Q),g(Q)).
PENG (JOUNG (f3)

Como f; é irredutivel, pelo Teorema 2.10, existe N € N tal que fz-(N) é suave. Mais ainda, existe

N’ € N tal que fi(Nl) ¢ uma unidade. Logo,

I(fi,g) = Z mault,(fi) - multy(g).

pENo(fi)

Note agora que,

I(fi,g9) = Z mult,(f;) - multy(g) = Z multy(f;) - mult,(g),

peENo(fi) pENoO(f)

sendo a tultima igualdade valida, pois se p € No(f) e p ¢ No(fi), entdo mult,(f;) = 0, o que

nao altera a soma acima.

Deste modo,

I(f,9) = Z Z multy(fi) - multy(g)

i=1 peNo(f)

= Z (Z multp(fi)> -multy(g)
peNo(f) \i=1

= Z mault,(f) - multy(g).
PENO(f)

2.3 Semigrupo de Valores

Nesta secao, introduziremos o conceito de semigrupo de valores de uma curva algebréide
plana irredutivel, sendo este um invariante por equivaléncia de curvas.

Definigao 2.12 Seja f um elemento irredutivel de Mgy y Chamamos de semigrupo de va-
lores associado a curva Cy, o conjunto

S(f) =1{1(f,9); 9 € CIX,YI(f)} CN.
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Como vimos no Teorema 2.3, se f é irredutivel, entdo I(f,g) = v¢(g). Isto nos motiva a
definir semigrupo de valores S(f) da maneira que segue:

Considerando f uma série de poténcias irredutivel em C[X, Y], regular em Y e com para-
metrizagao de Newton-Puiseux (1", ¢(T)), temos que

S(f) =A{vr(9); 9 € CIX, YI\N ()} = {mult(g(T", o(T))); g € CIX, Y\ ()}

A nocéo de semigrupo de valores nos permite introduzir o conceito de ramos equisingulares.
Dados Cy e Cy duas curvas algebréides planas irredutiveis, dizemos que elas sao equisingulares,

se S(f) = S(9)-

Note que, se Cy e (4 sao curvas algebréides planas irredutiveis e equivalentes, entao C
e Cy sao equisingulares. De fato, veja que basta verificarmos se S(f) = S(g), isto é, que
semigrupo de valores é invariante por equivaléncia de curvas. Para isto, devemos garantir que,
para todo b’ € C[X, Y]\ (f), existe p’ € C[X, Y]\ (g), tal que I(f,h') = I(g,p"). Como C} e C,
sao equivalentes, existe um C—automorfismo ¢ de C[X, Y] e uma unidade u € C[X, Y], tal que
o(f) = ug. Assim, temos que

I(f, 1) = I(o(f),o(B) = I(u™ o(f),u o(h') = I(g,u” p(R)),

sendo a primeira e a segunda igualdade validas pelo item (3) do Teorema 2.2. Observe que,
como u~tp(h') é um elemento de C[X, Y]\ {g) , basta tomar p’ = u=tp(h’) e teremos a igualdade
desejada. Logo, curvas equivalentes sao equisingulares.

Seja S(f) o semigrupo de valores associado a curva C'y. Chamamos os elementos de N\S(f),
de lacunas de S(f). Temos que o nimero de lacunas de S(f) é finito (veja Secao 6.2 de [H]), e
assim existe um tnico elemento ¢ € S(f), que chamamos de condutor de S(f), que satisfaz as
duas condigoes que seguem:

L c—1¢5(f);

2. seaeNea>c entao a € S(f).

Vejamos duas maneiras interessantes, e que serao tuteis no préximo capitulo, de expressar o
condutor do semigrupo de valores de uma curva algebréide plana irredutivel.

Observacao 2.13 Consideremos Cy uma curva algebréide plana irredutivel e ¢ o condutor do
semigrupo de valores S(f) de Cj.

1. Se By, ..., By sao os expoentes caracteristicos de Cy, entdo podemos obter o condutor c de
S(f) pela formula (veja Coroldrio 7.4.1 de [H])

9
c= Z(eiq —€)Bi — Po+ 1,

=1
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onde €9 = By e €, = mdc(Bo, -+ -, Bi)-

2. Denotando por mult,(f) a multiplicidade de 9 emp e Ng)(f), como jd fizemos na se¢ao
anterior, temos (veja Se¢cdo 6.5 de [H])

c= Z mault,(f)(mult,(f) —1).

pENoO(f)

Outra informagao importante sobre o semigrupo de valores S(f), é que ele é finitamente
gerado, isto é, existem wp,...,v, € S(f) tais que todo elemento de S(f) pode ser escrito da
forma

agvg + -+ - + agvg, com a; € N.

Se v; ¢ (vo,...,Vi—1,Vit1,...,0g) para todo i = 0,...,g, entdo o conjunto {vy,...,ve} serd
chamado de sistema minimo de geradores de S(f) e denotemos, nesta situacao, S(f) = (vo, ..., vy)
Sejam fy, ..., 84 os expoentes caracteristicos da curva Cy e vy, ...,vy 0s elementos do sis-

tema minimo de geradores de S(f). Nao é ao acaso que estamos utilizando o mesmo nimero
natural g para representarmos tanto o niimero de expoentes caracteristicos, quanto o de elemen-
tos geradores de S(f). Na verdade, podemos estabelecer uma relagao entre o sistema minimo de
geradores de S(f) e os expoentes caracteristicos de Cy. Dito de outro modo, podemos obter o
sistema minimo de geradores através dos expoentes caracteristicos de C'y.

A primeira observagao que faremos com o intuito de apresentar a relagdo mencionada acima,
é que o menor elemento de S(f)\{0} é o inteiro que corresponde a multiplicidade de Cy. De
fato, temos, pelos Teoremas 2.3 e 2.4, que vs(g) > mult(f)-mult(g) para todo g € C[X, Y]\ (f),
isto é, vy(g) > mult(f), para todo g € C[X, Y]\ (f). Agora, se tomarmos C} uma reta que nao
pertence ao cone tangene de Cy, teremos, novamente pelo Teorema 2.4, que vy(h) = mult(f).

Dando prosseguimento ao nosso objetivo, que é descrever o sistema minimo de geradores
através dos expoentes caracteristicos, suponha f € C[X,Y] irredutivel com multiplicidade n e
regular em Y. Como vimos na Se¢ao 1.2, Cy admite uma parametrizacao de Newton-Puiseux

da forma
X=T"

Y =o(T)=> bT"
>m
com b, # 0,m > n e n nao divide m. Nestas condigoes, temos que m = min(S(f)\ (n)). De
fato, primeiramente observe que m é um elemento de S(f), uma vez que I(f,Y) = m. Por outro
lado, se g(X,Y) = Z xeyB e C[X,Y], entao,
a,BeN

I(f,g) =mult | Y T o(T)" |,
a,BEN

o que deixa claro que min(S(f)\ (n)) > m. Mas, como I(f,Y) = m, temos a igualdade.
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Desta maneira, se v, . .. , vy representam o sistema minimo de geradores de S(f), temos que
vo = n = mult(f) e vi = m, lembrando que, m = mult(p(T)) e m nao é divisivel por n. Com
isto e pela definicdo de expoentes caracteristicos apresentada no Capitulo 2, podemos concluir
que [y = vp e B1 = v1.

Quanto aos v}s, com 2 < i < g, necessitamos da seguinte igualdade provada por Zariski,
(veja Teorema 6.2.1 de [H])

i—1
€k—1 — €k €0 — €1 €1 — €2 €i—2 — €i—1
v = Z — B+ Bi = B1+ Bat -+ ————Lfi1+ b (2.1)
- G-l €i—1 €i—1 €i—1
Como n117Mi42 -+ -1y = €;, onde n; = Eje;l para todo j € {i+1,...,¢g}, podemos expressar

a igualdade acima da forma

v — (nl"'ng)7(772"'ng)/31+(772"'779)7(773"'779)ﬂ2+'_‘+(77i*1"'779)*(ni"'ng>ﬁiil+ﬁi’

i Mg i Ng M- Ng

P =

(m — 1)(772"'779)51 + (2 = 1)(773'”779)52—1—-"—?— iz — 1)(77¢-"77g)5i_1 + Bi.
—— —— mie- g

E por fim, temos

vi=m—Unz---ni—1Br+ (2 — )nz - ni—1 P2+ -+ (mim1 — 1) Bic1 + B,

para todo ¢ € {2,...,g}. Note ainda que,

vi =ni—1((m — Dmz2---niefr + (2 — )z - mi2f2 + -+ Bic1) — Bic1 + B,

onde
vicr = (m — Dna- i+ (2 — L)ng - mi—afBo + - -+ + Biz1,
isto é,
v = 0i—1Vi—1 — Bi—1 + Bi.

Concluindo, podemos obter o sistema minimo de geradores de uma curva algebréide plana
irredutivel conhecendo apenas os seus expoentes caracteristicos, através da seguinte relacao:

vo = Po, vi=p1, € v =ni—1vi—1 — Bi—1 + Gi, (2.2)
para 2 < < g.

Observe que também podemos obter os expoentes caracteristicos a partir do sistema minimo
de geradores, fazendo uso da relagao 2.2 acima.



CAPITULO 3

Curvas Polares

Neste capitulo, estamos interessados em definir curvas polares de uma curva algebréide
plana, objeto central de nossos estudos a partir deste momento. Apresentaremos também algu-
mas propriedades e informacdes sobre elas, como por exemplo a férmula de Pliicker e o niimero
de Milnor. O estudo dos objetos apresentados neste capitulo se baseou na teoria desenvolvida
em Casas [C].

3.1 Definicoes e Primeiras Propriedades de Curvas Polares

Sejam f, g € Mg,y tal que a curva algebréide plana Cj seja suave. Denotaremos por
P,(f) o determinante do jacobiano

of of
o(f,q) 0x oY
oY) oy oy
0X J9Y
Com estas notacgoes, definimos o objeto central deste trabalho.

Definicao 3.1 Se Py(f) # 0, entdo Py(f) define uma curva, a qual chamamos de curva polar
de f com respeito a g, ou g-polar, e denotamos por Cp,(y).

Vejamos algumas propriedades das curvas polares.

Lema 3.2 A curva polar Cpg(f) € invariante por mudanca de coordenadas.

Demonstragao: Sejam f, g € Mcjx yj com Cy uma curva suave e consideremos o seguinte

C-automorfismo
T: C[X,Y] — C[X,Y]
X — u(X,Y)
Y — o(X,Y).
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Lembre-se que, pela Proposicao 1.5, as formas lineares iniciais de u(X,Y") e v(X,Y") devem
ser linearmente independentes. Com isso, temos

T(f) = foT(X,Y) = f(u(X,Y),v(X,Y)) € C[X,Y] e

T(g)=goT(X,Y)=gu(X,Y),v(X,Y)) € C[X,Y].

Primeiramente mostremos que

De fato, por definicao, temos que

or(f) or(f) of (u(X,Y),v(X,Y)) of(u(X,Y),v(X,Y))
0X oY 0X oY
Prg(T(f)) = =

oT'(g) 0T(g) Ig(u(X,Y),v(X,Y)) 9g(u(X,Y),v(X,Y))
0X oY 0X oY

0§ 0u 0§ 0v OfOu [ 0f0v | | (Of OF\ [ Ou Ou
JudX OwoX OudY OvdY ou Ov 0X oY
D9 0u 9900 0g0u 0900 o o || & o
ouodX OvdX OudY OvodY ou Ov 0X Y

o5 of (| 0w o

ou 0Ov 0X oY A(u,v

- ~ T 55
dg 0Og ov  Ov ’

ou ov Il ox oy
Agora, observe que as curvas determinadas por T'(Py(f)) e Pr(T(f)) sdo as mesmas, uma

d(u,v)
I(X,Y)

vez que é uma unidade. Com efeito, consideremos

WX, Y)=aX +bY + hi(X,Y) e v(X,Y)=cX +dY + hy(X,Y),

onde hi, he € C[X,Y] s@o singulares. Sabemos que as formas lineares iniciais de u(X,Y) e
v(X,Y) sao linearmente independentes, ou seja,

a b
c d 70
Agora calculemos,
ou ou| [, Oh , O
A(u,v) 0X oY 0X oy
3 = = =ad —bc+ h(X,Y),
(X’ Y) ov ov Oho Ohy
— — c+ = d+ —

0X oY 0X oy
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onde h(X,Y) € C[X, Y] e possui multiplicidade maior ou igual a um. Como ad—bc # 0, podemos
u’

S
86(()(, vy) é uma unidade de C[X,Y]. O

concluir que

Usando o lema anterior, temos o seguinte resultado para o caso analitico.

Proposicao 3.3 Se ¢* : U — V' ¢é um isomorfismo analitico, onde U e V sdo vizinhangas da
origem de C2%, podemos entdo considerar um C-automorfismo ¢ : C [X,Y] — C[X, Y] dado por
o(f) = fo(p*)™t, para todo f € C [X,Y]. Com isso, se a curva polar Cp, () estd definida, entao
pr(g)(@(f)) também estd e

 (Cr,(1)) = CP,y (0(£))-

Demonstragao: Temos, pela Observacao 1.17, que ¢*(Zf) = Z,(). Dali, utilizando o Lema
3.2, temos

O (Zpy(1)) = Zp(Py(f)) = Zop(Py(f)) " U = ZP, 0 (0(1))-

Observagao 3.4 Seja g(X,Y) = aY — bX, com a,b € C nao ambos nulos. Entao, a equag¢do
da curva polar de f com respeito a g apresenta-se da sequinte maneira

of of

0X oY of of
Py(f) = =a——+b=—=.

o9 09 | %

0X oY

A observacao anterior ndo é uma restricao. Na verdade, qualquer curva polar de f admite
uma equacao como acima, basta realizarmos mudancas de coordenadas adequadas. De fato,
como Cjy é suave, temos g(X,Y) =bX +aY +h(X,Y),ondea #0oub#0eh(X,Y) € C[X,Y]
com mult(h(X,Y)) > 2. Suponhamos, sem perda de generalidade, que b # 0 e consideremos o

seguinte C-automorfismo
T: CX,Y] — C[X,Y]

X aY —g(X,Y)
b
Y — Y.

Desta maneira, temos que 77 1(g(X,Y)) = aY — bX e entdo

oT-\(f)  OT())

oT-1(X) aT-L(Y) o
Pros ) (TN (f) = =)

oT(g) 0T 'g)

oT-1(X) oT-1(Y)
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Observagao 3.5 A partir deste momento, e sempre que ndo houver confusao, quando fizermos
uma mudanga de coordenadas como acima por exemplo, por abuso de linguagem indicaremos

or—(f) [ ,oT'(f)
T (g(X,)Y)) = aY — bX e Pp(T7(f)) a(’?Tfl(Y) + b@T*I(Y)’ simplesmente por
B _of of :
g(X,Y) =aY —bX e Py(f) = e + b—ay, respectivamente.

FE vdlido comentar ainda, que se realizarmos uma mudanca de coordenadas de modo a con-

siderar g(X,Y) = X, teremos Py(f) = g—y

Embora a curva polar de f com respeito a g seja invariante por mudanga de coordenadas,
ela depende de f, ou seja, do representante da curva escolhido. De fato, sabemos que a equacao
da curva polar de f com respeito & g é dada por P,(f). Agora, tomemos um outro representante
da curva algebréide plana Cf, digamos uf, onde u é uma unidade em C[X,Y] e calculemos a
equacao da curva polar de uf com respeito a g. Temos,

o) Owf) | | du, . Of ou,.  of
axX oYy ox! T9x ay! Tlay
Pg(uf) = =
99 99 99 99
axX oy ax PY%

ou Og af dg ou Og of dg

“Toxay TVaxay avex “avox

:u(&f&]_afag)+f<8u 99 du ag>

OX 9Y 0Y 0X 0X Y 0Y X
o(f,9)

_ I(u,g)
= Six vy ey

:ng(f)—l—ng(u).

Na busca de propriedades da curva polar, temos o seguinte resultado.

Teorema 3.6 (Casas [C]) Sejam f, g € Mgy y) tais que a curva algebréide plana Cy seja
suave. Considerando Py(f) a equacdo da curva polar de f com respeito a g, temos:

1. I(Py(f),9) = I(f,9) — 1;

2. mult(Py(f)) > mult(f) — 1, sendo estritamente maior se, e somente se, todos os ramos
de f sdo tangentes a g;

3. Se nenhum ramo de f € tangente a g, entdo nenhum ramo da polar Py(f) € tangente a
g.

Demonstragao: Como curva polar, multiplicidade e indice de intersecao sao invariantes por



3.1 Definigoes e Primeiras Propriedades de Curvas Polares 29

mudanca de coordenadas, podemos considerar g(X,Y) = X. Com isso, pela Observacao 3.5,

0
temos que a equacao da curva polar de f com respeito a g pode ser considerada 871{

Com estas consideragoes, mostraremos o item (1).
Como f(0,0) = 0, temos que multy (f(0,Y)) > 0 e entao,

af(0,Y)

I17.9) = 107.X) = malty (7(0,) = maiey (2L

)+ 1=1B) +1.

L0g07 I(Pg(f),g) = I(fu g) - L
Vejamos agora o item (2).

Consideremos a seguinte expansao de f em polindomios homogéneos,

f=F+Fup1+--,

S S
onde F,, = Hci(aiX +b,Y)", Zri =n, e a;b; —ajb; # 0, se i # j, ou seja, as formas lineares
i=1 i=1
a; X +bY e a; X +b;Y de F,, com ¢ # j, sao linearmente independentes. Sendo assim,
of _OF,  0Fu
oy 9y oy

_i_...’

com
oF,

oy

S S

= Z ribici (a; X +b;Y) ! H ¢j (a; X +b;Y)7.
=1 j=1
Gt

OF,
Agora, note que duas parcelas de a—yn nunca se cancelam. Com efeito, suponhamos que
b; # 0, b, # 0 com i # k e que

S S
ribic; (CLiX + biY)”_l H Cj (an -+ ij)rj = —ribrci (akX + ka>rk_1 H Cj (an + ij)rj ,
po g
ou seja, 1ib;(ap X + bY) = —rpbr(a; X + b;Y), isto é,

—rib;

(aiX + bZY) =

. (akX + ka),
L0k

o que é uma contradi¢do, pois como estamos assumindo ¢ # k, b; # 0 e by # 0, temos que

(a;X +b;Y) e (a X + brY') sao linearmente independentes. Logo, duas parcelas de a—; nunca

se cancelam.
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Desta forma,

OF,
mult(ay>—ri—1—|— Z 7‘] er—l—mult(f)

oF,
se b; # 0 para algum ¢ € {1,..., s}, ou entdo v = 0,se b; =0 paratodoi € {1,...,s}. Assim,

F,
mult <a(9Y> > mult(f) — 1, se, e somente se, b; = 0 para todo i € {1,...,s}.

Portanto,
0
mult <01J;> > mult(f) — 1,
sendo que,
0
mult (83{) > mult(f) — 1,
se, e somente se, b; = 0, para todo i € {1,...,s}, ou seja, se, e somente se, o cone tangente de
S

Cy é da forma H(aiX)”, isto é, todos os ramos de Cy possuem mesma tangente que Cj.
i=1

E por fim, mostremos o item (3).

Como estamos assumindo g(X,Y) = X, temos que mult(g) = 1. Assim,

mult(Py(f)) = mult(P,(f)) - mult(g) < I(Py(f),9) 2 I(f.9) — 1 = mult(f) — 1,

sendo a desigualdade valida pelo Teorema 2.4 e a ultima igualdade véalida, pois, por hipétese, f
e g tem tangentes distintas. Mas, pelo item (2), temos mult(Py(f)) > mult(f) — 1. Logo,

mult(Py(f)) = mult(f) — 1.

Portanto, I(Py(f),g) = mult(Py(f)) - mult(g), isto é, Cp,(y) e Cy tém tangentes distintas,
como garante o Teorema 2.4. O

3.2 Foérmula de Pliicker e Nuimero de Milnor

Nesta segao, teremos como objetivo principal apresentar dois resultados importantes no
estudo de curvas polares: formula de Pliicker e nimero de Milnor. No entanto, primeiramente
introduziremos algumas definigoes e resultados que serao utilizados no decorrer desta secao.

Sejam C'y uma curva algebréide plana irredutivel, n = By, 51, -+, 84 0s expoentes carac-
teristicos de uma parametrizacao de Puiseux de Cy e n; e ¢; os inteiros correspondentes aos
expoentes caracteristicos, como definidos no Capitulo 1.

Denotanto por U, o grupo multiplicativo das n-ésimas raizes da unidade em C, definimos,
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para j =0,1,..., g, o conjunto

Gj

UEj = {C €C; (v = 1}

Temos assim,

Up=GyDG1 D DGy ={1},
e ainda, a cardinalidade de G ¢ ¢;, a qual denotaremos por §G).

Os dois resultados a seguir, serao mencionados varias vezes no trabalho.
Lema 3.7 Se ( € Gj\Gj41 com j € {0,...,g — 1}, entdo (Pi+1 # 1.

Demonstragao: Primeiramente observe que como ¢ € G;\Gj+1, temos que (% = 1 e (9+! # 1.
Agora, vamos supor que (%+1 = 1. Temos entdo que (% = ¢Pi+1 = 1. Mas, €j+1 = mde(ej, Bj4+1),
ou seja, podemos expressar €j41 como €j41 = a€j + bB3;41, para algum a,b € C. Desta forma,
temos que

(ot = (¢ () = 1,
o que contradiz a hipdtese de ¢ ¢ Gj+1. Logo, Cﬁjﬂ # 1. O

Se Cy ¢ regular em Y, entao podemos considerar que uma parametrizacao de Newton-
Puiseux de Cy seja dada por
X=1"
Y =o(T)=> bT"

>m

O resultado que segue, nos chama a atencao para o fato de que se estivermos considerando
Cy uma curva algebréide plana irredutivel, entao a ordem de coincidéncia entre duas parame-
trizacoes de C'y serd sempre um expoente caracteristico de Cy.

Proposigao 3.8 Seja Cy uma curva algebréide plana irredutivel, com multiplicidade n. Se
C € GE\Gry1 e p € G\Git1 comi >k e ( # p, entdo

mult(p(CT) — @(uT)) = Br+1.

Demonstracao: Sejam (,u € U, com ¢ # p. Como ¢ € Gx\Gi41 € p € Gi\Giy1 com i > k,
entdao (Y = p/ = 1, para todo j < Bi1, isto &, (“b;T9 = wb;T?, para todo j < Bri1. E mais,
como ¢ # 1, temos que (4t # O+ Logo, mult(p(CT) — @(uT)) = B o

Corolério 3.9 Seja Cy uma curva algebrdide plana irredutivel, com multiplicidade n. Se ¢ €
Gp\Ggy1, entao
mult(e(CT) — ¢(T)) = Br1-
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Demonstracao: Basta tomarmos = 1 € U, na Proposigao 3.8. |

O resultado seguinte serd de grande valia na demonstracao de um dos teoremas mais im-
portantes desta secdo, a saber, o Teorema da férmula de Pliicker.

Teorema 3.10 (Dickenstein e Sessa) Seja f € C[X,Y] irredutivel, de multiplicidade n e
reqular em Y. Sejam j, k inteiros tais que 1 < 3 < nel0 <k < g—1 Seepy1 < j < e,

entao A
I(f, fx(/J)) =n—e)f+ -+ (ek—1 — )0k + (ex — J)Br+1,
, o f
onde f}(,j) denota v

Demonstragao: Tomemos u(X,Y) uma unidade em C[X,Y]. Entao,

I(Uf, (uf)Y) = I(”f?“Yf+ufY) = I(Uf,Ufy) = I(f7fY)7

sendo a segunda e a terceira igualdade vélidas pelos itens (6) e (3), respectivamente, do Teorema
2.2.

Como f é regular em Y, a menos de unidade podemos assumir que f é um polinémio de
Weierstrass. Assim, pelo Teorema de Newton-Puiseux que apresentamos no Capitulo 1, temos
que

FXY) = T (v - elaxm)),

aEGy

onde (T, o(T) = > ;55 b;T") é uma parametrizagio de Newton-Puiseux de Cf.

Desta maneira, calculando fl(/] ) (X,Y) obtemos,

Rxy)=i Y <H<Y—w<axi>>>,

ACGo a€A
fA=n—j

e entao, pelo Teorema 2.3,

I, ) =muie | Y (Hw(T)—@(aT»)

ACGy a€A
fA=n—j

Note que, pelo Corolario 3.9, a multiplicidade de H (p(T) — ¢(aT')) depende do conjunto

acA
G;\G;4+1 no qual a pertence. E mais, como os expoentes caracteristicos ;s sdo crescentes, a

multiplicidade serd menor quanto menor for 7.

Como €11 < j < €, temos que, n—eg, < n—j < n—epyq € portanto, a menor multiplicidade
da expressao acima acontece quando A = (Go\Gy)UJ, onde J C G \Gy1 é tal que §J = e — J.
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Desta maneira, basta analisarmos a multiplicidade da seguinte expressao,

> I[[ (@@ —¢@n)|=

JCGR\GE11 \a€(Go\Gr)UJ
§I=ep—j

I[I @ -pr)- > |16 -eED)

a€(Go\Gy) qufk\GHJ ced
e —i

Note que,

I[I (1) —elar) =

a€e(Go\Gk)

[T @ -er) ] @-e@)--- ][] @) -e@al).

aG(Go\Gl) aE(Gl\Gz) aE(kal\Gk)
Logo,
mult [ (o(T) = p(aT)) =
aE(Go\Gk)
mult H (p(T) — () | +-- +mult H (p(T) —p(aT)) | =
ae(Go\G1) a€(Gr—1\Gg)

(n—e€1)B1+ (e1 —€2)Po + -+ - + (-1 — €x) Bk,

sendo a ultima igualdade valida pelo Corolario 3.9.

Por fim, analisemos a multiplicidade da expressao

S | I = eeT))

JCGR\Gri1 \E€J
fJ=ep—J

33

Observe que, pelo Corolario 3.9, cada somando da expressao acima tem multiplicidade

(€x = J)Brt1-
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Com isso, ja temos que

matt |3 | JLe@ - e€D) | | = (e = )8

JCGR\Gry1 \E€J
fI=ep—J

Agora, mostraremos a igualdade na expressao acima. Para isso, veja que como

QD(T) - <p(£T) = (1 - gﬁk+l)bﬁk+1Tﬂk+l + )

temos que o coeficiente lider de p(T') — ¢(¢T) é (1 — 5ﬁk+1)b[§k+1’ e entfio, o coeficiente lider do
produto H(cp(T) —(ET)) é bf@’i: (1— &‘ﬂkﬂ)‘

feJ geJ
Desta maneira, se mostrarmos que bg; Ii g H(l — ¢Pv+1) | é nao-nulo, teremos a
JCEN\Cp1 \E€J
fJ=ep—J

igualdade desejada.

Primeiramente note que bg,,, # 0, pois ele ¢ coeficiente do termo de grau (41, que, por
sua vez, ¢ um expoente caracteristico de C'y. Assim, para finalizarmos a demonstragao, resta-nos

mostrar que Z H(l — ¢Pv+1) | é nao nulo.

JCGN\Chp1 \E€J
fJ=ep—J

Observe que, 1 — &%+1 = 0 para todo & € Gj1, pois sabemos que €py1|Bpr1 € £+ = 1.
Segue dai que,

> (IIo=¢n )= > [IIa-¢

JCGR\GE11 \E€J JCGE  \¢eJ
fI=ep—j fJ=ep—J

Denotaremos Z H(l — &8%+1) | por M.

JCG ced
fJ=€p—3J

k comk=0,...,e—1, onde w é uma raiz e,-ésima primitiva

~ . €k
b 530 tais que a = b mod N1 = ,

€k+1

Como £ € Gy, temos que £ = w
da unidade. Assim, se &;, §; € G}, onde & = w?, & =w

entao

5' g (w ) k (w k ) k — (w ) k * (’UJ e 1) k == (’u}b)ﬁk 1. (wcnk+lﬁk+1) —
7 - g +1 —+ ﬁ +1
(w ) ° (U) )C — (w ) k+1 . I — 5] k+1 ,

Br+1
€k+1

onde d = ecNecelZ.
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Dai, como Gy é €x = Nps1€k+1, temos €41 elementos pertencentes a uma mesma classe
residual médulo 71. Dito de outro modo, £Pr+1 assume Nr+1 valores distintos e cada um destes
se repete €41 vezes.

Agora, vamos interpretar M como um coeficiente, a menos de sinal, do seguinte polinémio,

g(u) = (1 —w)™ =)™+ € Clul.

Veja que deg(g(u)) = ngpa1€x+1 = €k, isto é, g(u) possui € raizes complexas. Além disto,
tomando 1 — aﬂkﬂ, com « € Gy, temos

g(1 - a5k+1) — ((1 -(1- a5k+1))77k+1 _ 1) Chtl — (aﬁk+177k+1 — 1)+ = (1 — 1)%+1 =,
ou seja, 1—a?+1, com a € Gy, é raiz de g(u) e portanto, pelas relagdes de Girard, M corresponde,
a menos de sinal, ao coeficiente de v/ de g(u).

Vamos determinar tal coeficiente. Temos que

g(u) — [( Wkg»l > 1Me+1 'UO et (_1)1 ( ml“ > 'ul N (_1)77k+1 ( Mk41 ) R+ 1]€k+1 _

Nk+1

}€k+1

[(71)1 ( M ) n (71)2 < ik )u2 ey (71)l ( o )ul Foe A (—1)e ( ZIZJ: )unk+1

Neste produto de €1 fatores, para obtermos o coeficiente de u/ devemos efetuar todos os

Nk+1

l ) u!, de modo que a poténcia de u

possiveis produtos de €1 fatores da forma (—1)" (

seja j, isto é,

(_1)a1 Ne+1 uo (_1)a2 Nk+1 w2 4ot (_1)aek+1 Mk+1 ukr1 —
o Q2 Repyyg

(_1)a1+a2+~~-+aek+1 Nk+1 Nk+1 o Nk+1 ua1+a2+-'~+a5k+1 _
al a2 a€k+1
(—1)7 Mk+1 M1 ) oo TRl )
Oél OCQ a6k+1

Além disto, devemos somar todas as possibilidades para obter ay + g + -+ + e, = j e
assim, o coeficiente de g(u) do termo de grau j é

Z (_1)j<77k+1 >< k41 >
a1t tae, =] a Yera
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Portanto, a menos de sinal, o coeficiente de v, isto é, M é

M= Y (—1>j<’7j;1 >-~-<;”““ )#0-

041+"'+O¢ek+1 =j

Vejamos agora o Teorema que precede o resultado sobre a férmula de Pliicker.

n
Teorema 3.11 Seja f = H fi, entao para qualquer g — polar temos
i=1

I(fu Py(1)) = D mudty(fi)(multy(f) — 1) + I(fi,9) — 1.

pENoO(fi)

Demonstracao: Primeiramente, vamos supor que f seja irredutivel, ou seja, f = f; e analise-
mos as seguintes situagoes:

(a) Suponha que f e g tenham tangentes distintas, digamos g(X,Y) = aX +bY +--- e
f(X,Y)=(cX+dY)"+ -+, coma, b c,d € Cea#0oub##0.Supondo a # 0 e d # 0,
consideremos a seguinte aplicagao,

T,: CIX,Y] — C[X,Y]
X — g(X,Y)
Y — Y

Note que 77 é um C—automorfismo de C[X, Y], uma vez que a forma linear de g(X,Y) e Y
sao linearmente independentes.

Assim,
I (g(X,Y)) = X
e - )
o - n C ad — bc
T, 1(]0):(ch 1(X)—|—dY) L= <aX . Y)
Consideremos
T,: CIX,Y] — C[X, Y]
X — X
Y = a ¢

Y — X
ad — cb ad —cb™’
que também é um C—automorfismo de C[X,Y], uma vez que ad — cb # 0 ji que f e g tém

tangentes distintas.

Desta maneira,

TooT Y g(X,Y)) =X
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Ty o T (f(X,Y)) = Y™ + termos de grau maior ou igual a n + 1.

E valido comentar que nos casos em que a # 0, d =0e b # 0, e quando a = 0 e ¢ # 0, basta
considerarmos C-automorfismos andlogos aos citados anteriormente, para também podermos
assumir g(X,Y) = X e f(X,Y) = Y" + termos de grau maior ou igual a n + 1, isto é, f
regular em Y de ordem n.

Dai, pela Observacao 3.5, a equacao da curva polar de f com respeito & g, isto é Py(f),

d iderada —=.
pode ser considerada =

Pelo Teorema 3.10, temos que

g—1
I(f, Py() = I(f, Px(£)) = I(f, fv) = [ [ (& = €1)Bita-
i=0
No entanto, pelo item (1) da Observagao 2.13, temos que
g—1
[ —er)Bii=c+n—1,
i=0

onde ¢ é o condutor do semigrupo de Cy. E mais, pelo item (2) da mesma observagao, temos
que

c= Z mault, (f)(mult,(f) —1).

pENoO(f)

Como f e g possuem tangentes distintas, temos I(f,g) = mult(f) - mult(g) =n-1=n.

Portanto,

I(f,Py(f) = D maulty(f)(multy(f) = 1)+ I(f,9) — 1.

pENoO(f)

Vejamos agora a segunda situacgao.

(b) Suponha que f e g tenham mesmas tangentes, digamos que g(X,Y) =aX +0Y +--- e
que f(X,Y)=k"(aX +0Y)"+---, com k € C— {0} e b # 0. Considerando o C-automorfismo
inverso de

T: CIX,Y] — C[X,Y]
X — X
Y = gX)Y),

podemos assumir g(X,Y) =Y e f =k"Y" + ... .

X =(T)
Y =(T),

Como f éirredutivel, temos que f admite uma parametrizagao de Puiseux, digamos {
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e assim, f(p(T),¥(T)) = 0. Derivando temos

O (p(T), ¥(T)) _ Of(p(D), ¥(T)) 9p(T) , Of(p(T),¥(T)) Ov(T) _

oT N 0X oT oYy oT
isto é,
f(p(T),¥(T)) 0o(T) _  9f(p(T),(T)) 0Y(T)
0X oT )% oT

Note que,

multp (a(’gg)) = multp(o(T)) — 1

9p(T)
oT)

multr ( > = multr((T)) — 1.
Assim, como calcular o indice de intersecao de f e fx é o mesmo que calcular v¢(fx), temos

que

ou seja,
Observe que, fx = Py (f) = Py(f), fvr = Px(f) e pelo caso (a), temos

I(f. fy) =Y multy(f)(multy(f) — 1) +n— 1,

pENo(f)

onde, neste caso, n = I(f, X). Logo,

I(f, Py(f) = > malty(f)(multy(f) = 1)+ I(f,9) — 1.

pENo(f)

.
Agora, vejamos o caso em que f = H fi- Podemos supor, sem perda de generalidade, que
i=1
X =¢(T)
Y =4(T),

Como fi(p(T),¥(T)) =0, temos

9(X,Y) =X, fi = f1 e tomemos { uma parametrizacao de Puiseux de fi.

af(2(D),¥(T) 17, Df1(o(T), (1))
o —jr_[QfJ«o(T),w(T»- S ,

e entao

I(fi, fr) = > _I(fi. f5) + I(fu (f)y).

Jj=2



3.2 Férmula de Pliicker e Numero de Milnor 39

Como fj’-s sao irredutiveis, pela Férmula de Noether (Coroldrio 2.11), temos que

I(fi, f)) =Y multy(fr) - multy(f;)

pENoO(f1)

e portanto, usando o teorema para f; que € irredutivel,

I(f1, fr) Z Do multy(frymadty(f;) + Y maulty(f1)(multy(fi) = 1) + 1(f1,9) -

J=2 peNo(f1) PENo(f1)

= > multy(f1) Zmult (f;) +multy(f1) — 1| +1(f1,9) —

pENo(f1) j=2
= > multy(fi)(multy(f) — 1) + I(f1,9) -
PENo(f1)

g

Com os resultados apresentados até entao, estamos aptos a obter como Corolério, a férmula
de Pliicker.

Corolario 3.12 (Férmula de Pliicker) Sejam Cy uma curva algebrdide plana e Cy uma curva
suave. Se r denota o nimero de ramos de Cy, entdo

I(f.Py(f) = ) madty(f)(multy(f) = 1) + I(f,9) = .

pENoO(f)

T
Demonstragao: Considerando f = H fi, temos que
i=1

I(f,Py(f)) = I(L T fis Po () = D 1(fis Py()),
=1 =1

e entao, pelo Teorema 3.11,

<

)= I(fi, Py(f)) = multy(fi)(mult,y(f) — 1) + 1(fi,g) — 1
=1

i=1 pENO fz

= Z <Zmult fl> (multy( —1)+Zl(fz’,g)_7"
i=1

pENO(fz) -

Z (Zmult fz> (malt,( —1)+Zl(fi,g)
=1

pENoO(f)
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= Y malty(f)(maulty(f) — 1) + I(f, ) —r,
pENo(f)
sendo a penitltima igualdade vélida, pois se p € No(f) e p ¢ No(fi), entao mult(f;) =0, o que
nao altera a soma acima. O

O nimero de Milnor é uma informacao importante sobre a curva C e suas curvas polares,
Cpy(s) € Cpy (1), amplamente estudado na Teoria de Singularidades e Geometria Algébrica. Para
demonstrar o préximo teorema que trata deste invariante, utilizaremos o Corolario 3.12, isto é,
a férmula de Pliicker.

Teorema 3.13 Seja Cy uma curva algebréide plana com r ramos. Entao,

I(Px(f), Py(f) = > multy(f)(multy(f) —1)+1—r.

pENoO(f)

X =T
Demonstracao: Assumindo Px(f) = [[j_, h;, consideremos h; um ramo de Px (f) e #(T)
Y =4(T)
0
uma parametrizacao de Puiseux de h;. Pela Observagao 3.5, podemos considerar Px(f) = a—}{,

e OT((T), 9(T))
oYy

= 0. Por outro lado, temos

Of(p(T), (1) _ 0f((T), ¥(T)) 9(T)

or 0X or

Agora, observe que

ey (PPN e ot),01) - 1
e
maultp <&?)?> = multr(p(T)) — 1.
Assim, como calcular o indice de intersecao de f e h; é o mesmo que calcular vy, (f), temos
que

Of (p(T), ¥(T))
0X

1(f, hi) = multr < ) T multa((T)) = I(Pr(f), hi) + T(X, B).

Desta maneira,

I(f, Px () = I, T hi) = D _1(fohyg) = Y (L(By(f), hy) + 1(X, hy))
j=1

j=1 j=1

S S

= 1Py (£). ] T h) + 106 [T o) = LR (F), P () + 1 Px ().
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Mas, pela Proposicao 3.6 e pelo Corolario 3.12, temos, respectivamente,
I(X, Px(f)) = I(f.X) -1 e

I(f, Px(f)) = > multy(f)(multy(f) = 1)+ I(f, X) =

PENO(f)

Logo, I(Px (f), Py (f)) = Xpene () multp(f)(multy(f) = 1) + I(f, X) —r = I(f, X) + 1.

Portanto,

I(Px(f), Pr(f) = > multy(f)(multy,(f) —1)+1—r.

pENo(f)

Defini¢ao 3.14 O ntmero de Milnor de uma curva algebréide plana Cy é dado por

p(f) =I(Px(f), Py(£) = > multy(f)(multy(f) —1)+1 -,

pENo(f)

onde r € o numero de ramos de f.

Como, por definicao, o indice de intersecao de duas curvas algebréides planas Cy e Cy ¢é

dado por I(f,g) = dimc (C<[[jc(’ if]], podemos dizer entdo que
g
ey
u(f) = dlmCW-
X’ oYy

O nimero Z multy(f)(multy(f) — 1)

5 ¢ uma informacao importante sobre a curva Cfy

pENoO(f)
que é denotado por d(f). Deste modo, podemos reescrever o nimero de Milnor da seguinte

maneira

u(f) =26(f) —r+1.
Observe ainda que se f ¢é irredutivel, entao

plf)=20(f)= 3 multy(f)(multy(f) —1) =<,

pENoO(f)

onde ¢ é o condutor de S(f) e a dltima igualdade decorre da Observacao 2.13.



CAPITULO 4

Decomposicao da Curva Polar

Finalizaremos nosso trabalho, apresentando uma decomposicao da curva polar em conjuntos,
0s quais chamaremos de pacotes, de tal forma que todos os ramos da curva polar pertencentes a
um mesmo pacote possuem dados em comum, como por exemplo, o contato com cada ramo da
curva C'y. Com este intuito, incluiremos neste capitulo ferramentas que facilitarao muito o nosso
estudo, entre elas o diagrama de Eggers. As principais fontes consultadas durante a formulacao
deste capitulo foram os trabalhos de Evelia G. Barroso [B1],[B2] e de Eggers [E].

4.1 A nocao de Contato

Nesta secao, estudaremos o contato entre dois ramos que, grosseiramente falando, é uma
maneira de medir a coincidéncia das parametrizagoes de Newton-Puiseux de duas curvas alge-
bréides planas irredutiveis. A inclusdo deste novo conceito em nosso trabalho, nos permitird
calcular o indice de intersecao de duas curvas algebréides planas irredutiveis, quando ambas sao
dadas pelas suas parametrizacoes de Newton-Puiseux. A férmula de contato, assim como os
resultados que apresentaremos nesta secao, serao de grande importancia em nossos estudos no
decorrer deste capitulo.

Sejam C'y e Cy duas curvas algebréides planas irredutiveis, com multiplicidades n e m, res-
1
pectivamente. Considerando {y;(X =)} ; o conjunto das parametrizagoes de Newton-Puiseux
1
de Cy e {z;j(X™)}.; o conjunto das parametrizagoes de Newton-Puiseux de Cy, definimos como
contato entre C'y e Cy o niimero
1 1
cont(Cy,Cy) =n - max {multx(y;(Xn») —z;(Xm))} € QU {oo}.

1<i<
1<j<m

Vejamos um exemplo.

Exemplo 4.1 Sejam Cy e Cy, curvas algebrdides planas, cujas parametrizagoes de Newton-
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Puiseux sdo, respectivamente,
y1 = X2 +2X1
Yo = — X3 +2iX1
ys = X2 —2X1
yi=—X7 —2iX1,

2 =3X3 + X6
2= —3X3 + XO

w

3
Temos que, cont(Cy,Cy) =4 - 6 e cont(Cy,Cy) =2 - 5= 3.

5 =
Em geral, e como é o caso do exemplo acima, o niimero racional cont(Cy, Cy) é diferente do
ndmero racional cont(Cy, Cy). Na verdade, pela definicao de contato que apresentamos, temos

a seguinte igualdade
cont(Cy,Cy)  cont(Cy, Cy)

mult(f)  mult(g)

Veremos no préximo resultado que se fixarmos uma parametrizacao da curva C, digamos
1 o A L 1
y(Xn), e calcularmos a ordem de coincidéncia com todas as parametrizacoes {z;(X =)} da

curva Uy, teremos

e {madt(y(X ) = 25(X))} = ma {mult(y:(X7) = (X))}

Lema 4.2 Sejam {zJ(Xi)}gnzl o conjunto de parametriza¢oes de Newton-Puiseuzr de Cy e

X#) uma parametrizacdo de Newton-Puiseur de Cr. Entdo
Y f

cont(Cy¢,Cy) =n - max {mult(y(X%) - zj(X%))}.

<j<m

Demonstragao: Considerando {y;(X %)}?:1 o conjunto de parametrizagoes de C'y, temos, pelo
Teorema de Newton-Puiseux, que

{y(EX ) }eev, = {wa(X )}y (4.1)

Denote pj(Xﬁ) = y(X%) - zj(Xi).

Assim, se pj(XTin) = Z aiXTin, entao pj(ﬁXTin) = Z fiaiXﬁ, com & € Uy, ou seja,

i>ig 1210
1 1 1
mult(y(Xn) — zj(Xm)) = mult(p;( X nm))

= mult(p; (€X 7))
= mult(y(EX7) — z(EX)). (4.2)
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Agora, escolhendo z(X i) uma parametrizacao de Cy, temos, novamente pelo Teorema de
Newton-Puiseux, que

{(CX ™) Yeevn = {2 (Xm)Hy. (43)
Note que se £ € Uy, entao
zj(fX%) =2(C- fX%), para algum ¢ € U,. (4.4)
E mais, ¢ - & € Uy, pois (¢- &)™ ="M = 1" . 1™ = 1. Assim,
(¢ &)" € Un. (4.5)
Observe que, {ZJ(X%)};”:1 = {z(’yX%)}VGUnm. De fato, obviamente temos que
{5 € {2(¢-6X ™) et = {2(0X ™) et
Agora, se Z(X%) = Z ij% = Z ij%, entao
J=jo J=jo
2y X)) = S Ab X, (4.6)
J=jo
e como 7y € Uppm, por (4.5), temos que v € U, ou seja, z(’yX%) € {z](X%)}gnzl e portanto

{5(Xm)HL = {2(C 6X )} gery

Veja ainda que, para todo £ € U,, C Uy, temos

5(xm) B aexm) W e exm) o ex ), (4.7)

onde ¢ € U,, C Up-

Deste modo,

cont(Cy, Cy) = n ma {malt(ys(X7) = 25(X7)} =) 0 mae fmult(y(€X7) — 25(X 7))}

1<5<m 1<j<m

S max fmutt(y(X ) — (X))} e max fmutt(y(XT) - 2,(X7)}.
n =J=m
1<j<m

|

Lo s 1 . -
E valido observar, que se fixarmos z(X m ) uma parametrizacao de Cy, entao obtemos resul-
tado andlogo ao que acabamos de provar.

Utilizando o lema anterior, faremos uma comparacao entre os contatos de trés ramos.
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Lema 4.3 Sejam Cy,C, e Cy, curvas algebréides planas irredutiveis tais que

a = min{cont(Cy, Cy), cont(Cs,Cp)}.

FEntao,

cont(Ch, Cy) > _ o
mult(h) = mult(f)’

cont(Cy,Cy)  «
mult(h)  mult(f)’

2. Se cont(Cy,Cy) # cont(Cy,Ch), entao

Demonstragao: Sejam n,m e r as multiplicidades de C'y, C, e Cj, respectivamente. Conside-
remos Y, (X %) uma parametrizacao de Cf e zj, (X %) uma parametrizagao de Cy, tais que
1 1 1 1
mult(yio (X ™) — 2jo (X)) = max mult(y, (X =) — z,(Xm)),
lgkgm
isto é,
1 1
cont(Cy,Cy) = n - mult(y;, (X n) — zj, (Xm)). (4.8)

-

Do mesmo modo, tomemos ws,(X ) uma parametrizacao de Cj, tal que

1 1 1 1
mutt(y (X7) = w3, (X)) = mmax mudt(y (X7) = wy(X7)).

Entao, pelo Lema 4.2,

1

cont(Cy, Cp) = n - mult(y;, (X%) — W (X7)). (4.9)

Note que,

1 1 1 1

wSO(X;) - Zjo(XE) = (yio(X;) - Zjo(XE)) - (yio(X;) - wSO(X;)%

[un
-

0 que nos da,

1

mult(wy (X7) = zjo (X)) = min{mult (y;, (X ) — 2 (X)), mult(yi (X ) — wsy (X))}

(4.8

=

‘ 1 L
249 in {n - cont(Cy, Cy), — - cont(Cy, Ch)} :

Desta maneira, temos

n - mult(we (X7) — 2, (X)) > min cont(Cy, Cy), cont(Cy,Ch)}. (4.10)
0 Jo fr*g f
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Considerando zj, (X i), temos, pelo Lema 4.2, que

cont(Ch,Cy) = r - max {mult(wq(X%) — zj(Xm))}
1<g¢<r

> 1 mault(wey (X 7) — 2j (X )). (4.11)
Assim, por (4.10) e (4.11), temos

cont(Ch,Cy) > — - min{cont(Cy, Cy), cont(C¢,Ch)}

3=

_mult(h) .
T omalt(f) min{cont(Cy, Cy), cont(Cy, Cp)}- (4.12)

. C L 1
Podemos repetir os mesmos argumentos iniciais fixando a parametrizacao z;,(X =) de Cj,

ou seja, pelo Lema 4.2, temos

1

cont(Ch,Cy) =1 - maxr{mult(wq(X%)) — 2jy (X'm)},

1<¢<
e entdo, para algum k € {1,...,r},
cont(Ch, Cy) = 1 - mult(wi (X +) — 2z, (X ). (4.13)
Do mesmo modo, existe a € {1,...,n} tal que
cont(Cy, Cp) = n - mult(ya(X ) — wip(X7)). (4.14)

1 1 1

Como ya (X 7) — zj (X)) = (we(X7) — 20 (X)) + (ya(X7) — w(X 7)), entio

1

mult(ye(X ) — 2o (X)) > min{mult(wp(X+) — 2o (X)), mult (ya(X7) — wi(X 7))}

Logo, por (4.13) e (4.14),
1 1 .1 1
mult(yo (X ) — zjo (X ™)) > min {r -cont(Ch, Cy), o cont(Cly, Ch)} ,

0 que nos da,
1

n- mult(ya(X%) — 2j, (X)) > min {; - cont(Cp, Cy), cont(CY, Ch)} . (4.15)

E mais,

(4.8) N L 41 g
cont(Cy,Cy) > n-mult(ye(Xn) — 2zj(Xm)) > min {; -cont(Ch, Cy), cont(Cy, C’h)} .

(4.16)
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1 1

Temos ainda. que yi, (X ) — wi(X7) = (yig (X7) — 2, (X)) — (wp(X7) — 2, (X)) isto é,

-

1

mult(yi, (X7) — wp(X 7)) = min{mult(yio (X ) — 2 (X)), mult(wp (X7) — 2, (X))},
e por (4.8) e (4.13),

n - mult(y;, (X%) - wk(X%)) > min {cont(Cf, Cy), g - cont(Ch, Cg)} . (4.17)

Agora, por (4.9), temos
cont(Cy,Ch) = n - mult(y;, (X%) — W, (X%))

>n- mult(yiO(X%) - wk(X%))

(4.17)

> min {cont(Cf, Cy), ; - cont(Ch, Cg)} . (4.18)
Concluindo,
416)  p
cont(Cy,Cy) > min {; - cont(Ch, Cy), cont(Cy, C’h)} , (4.19)
418)  p
cont(Cy,Cy) > min {; -cont(Ch, Cy), cont(Cy, Cg)} (4.20)
¢ (f) (4.12)
mult(f 4.12)
. >
mult(h) cont(Ch,Cy) > min{cont(Cy,Cy), cont(Cy, Ch)},
isto é,

cont(Ch, Cy) - 1
mult(h)  — mult(f)

-min{cont(Cy, Cy), cont(Cy,Ch)},

o que prova o item (1).

Agora, se cont(Cy,Cy) # cont(Cy,Cp), vamos supor que cont(Cy,Cq) < cont(Cr,Cy) e

entao
(4.19) (4.20)

cont(Cy,Cy) > %-cont(Ch,Cg) > cont(Cy,Cy),

cont(Cy,Cy)  cont(C,Cy)
n r

cont(Ch, Cy) 1
mult(h)  mult(f)

0 que nos da, , isto é,

-min{cont(Cy, Cy), cont(Cy, Cp)}

Procedendo de maneira andloga quando cont(C, Cy) < cont(Cy, Cy), mostra-se a igualdade
acima, provando o item (2).
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Considerando Cf e Cy curvas algebréides planas irredutiveis, com multiplicidades n e n/

respectivamente, (y, ..., [0, 0s expoentes caracteristicos de Cy e 3, ... 0!

g O expoentes carac-

teristicos de Cy (veja pégina 12), enunciamos o préximo resultado.

Proposigao 4.4 Seja a o contato entre Cy e Cy, tal que By < o < Byy1 para algum q > 1.
Entao,

n
WA

€& B 0<i<qg—1, se a=p,
- = para ,
0<i<yg, se a > f3.

Demonstragao: Sejam

1 iQ ipg1
n

y(Xﬁ):aioXi—i-"'-l-airX%—i—airﬂX R

e
1 L Js js+1
Z(Xn/):bJOXnO/++b]in/+b]9+1X n +5
com iy .G, 7# 0, bj,.--- .bj,, # 0, parametrizacoes de Newton-Puiseux de Cy e Cy res-

pectivamente, tais que

1 1 1
multx (y(X7) — 2(X 7)) = max {multx (y(X7) — 2(X 7))}
1§k§n’

Suponhamos que i, < a < i,41 € ainda, « = min{i, 41, js+1}. Sendo assim, temos que r = s

e . ‘
i
v_Jp (4.21)
n o n
. Ir+1  Js+1 -
para p=0,...,r. E mais, se ——+ = jj; , entao a;,,, 7 bj,,-
Agora, observe que mdc(n'n,n’ig,n'iy, ..., n'iy) = n' - mde(n, o, i1,. .. ,1p). Mas, por outro
’ I sy (421) , . . . ;o .
lado, mdc(n'n,n'ip,n'i1,...,n'i,) =" mde(n'n,njo,nj1,...,njp) = n-mde(n', jo, 1, ., Jp)-
Logo,
mdc(n, g, i ip)  mde(n, jo,J ip)
) 60y U1y -y lp) »J0s J1s - -5 Jp
n n!

e como 3y < a < 441, o resultado segue das defini¢oes de ¢;, e;-, G e ﬂ§~.

Segue, diretamente da Proposicao 4.4, a seguinte observacao.

Observagao 4.5 Sejam Cy e Cy curvas algebréides planas irredutiveis como dadas acima. Con-
siderando (nx, i), com 1 <k < g e (n,p;), com 1 <1< g os pares caracteristicos de Puiseux
de Cy e Uy, respectivamente, temos que:

1. Se cont(Cy,Cy) = By, entao (Mg, i) = (M, 1,), para todo 1 < k < ¢ — 1. E ainda, os q
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. . , 1B .
primeiros expoentes caracteristicos de Cyq podem ser expressos da forma 3, = ——, assim
n

/
n

ek,pam todo 0 < k <q-—1.
n

como, €, =

2. Se cont(Cy,Cy) > By, entao (i, k) = ()., 1), para todo 1 < k < q. E mais, os q + 1

!
primeiros expoentes caracteristicos de Cy podem ser escritos como (), = ——, assim como,

!/

n'e
k,pa’ra todo 0 < k <gq.
n

A
ek_

Vejamos como calcular o indice de intersegao de duas curvas algebréides planas irredutiveis,
conhecendo apenas as suas parametrizagoes de Newton-Puiseux.

Proposicao 4.6 Sejam Cy e Cy duas curvas algebréides planas irredutiveis e requlares em Y .
Considere By, ..., 34 0s expoentes caracteristicos da curva Cy e seja o um nimero racional, tal
que By < a < Byq1, onde By = 00. Entao, as sequintes afirmagoes sao equivalentes:

1. a = cont(Cy,Cy);

I(f,g) nqvq"i‘a_ﬁq €i—1 . .. . L.
= , onde n; = , Vg € 0 g—ésimo elemento do sistema minimo

" mult(g) 0.+ Mg €
de geradores de S(f), e, por convengao, ng = 1.

Demonstragao: Consideremos as seguintes parametrizacoes de Newton-Puiseux de Cy e Cy,
respectivamente,
1 i 1 El
y(Xn) = biXn, 2(Xm)= ) VX,

i>p1 >

[

onde n = mult(f) e m = mult(g). Sem perda de generalidade, podemos assumir que y(X =) e
z2(X i) sdo as parametrizacoes de Newton-Puiseux, tais que

multx (y(X ) = 2(X7)) = max {multx (gs(X ) = (z(X7))}. (4.22)

1<5<m

Pelo Teorema de Newton-Puiseux apresentado no Capitulo 1, podemos expressar f da forma

FxY) = [T (v —wlcxn)),

¢eGo

e entao
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g+l
—m- Y S mulix (2(Xm) — y(CXR)), (4.23)
=1 (e€Gi-1\G;

sendo a tltima igualdade vélida, pois Go D G1 D --- D G4 = {1}, onde G; = {( € C; (“ =1}
e, por convencao, Ggy1 = 0.

Mostremos agora que (1) implica em (2).

Suponha que « é o contato entre Cy e Cy e, por hipétese, 3; < a < B441. Note que, se
q =0, ou seja, By < a < [, entao

1 1 o
mult (=(X) — y((X 7)) = &,

para todo ¢ € G;—1\G; e todo i € {1,...,g+1}. De fato, como ¢;_; divide j, para todo j tal que
I g expoente de y(X%) e j < f3;, temos que ¢ = 1, isto 6, Cjij% =bXn para todo j < f3;.
n
Assim, como a < (1, temos que

multx (2(X %) — y(CX 7)) = multx (2(X7) —y(X#)) ‘27 %

Logo, pela igualdade (4.23), I(f,g) = m - «, e como [y = vy podemos escrever

I(f,9) _ movo+a—fo
mult(g) 0 .

Agora, suponha que 8; < a < (441, onde ¢ = 1,...,9. Tomemos ¢ € G;_1\G;, com
i=1,...,q— 1. Temos, pelo Lema 3.7, que (% # 1, ou seja, o termo CﬂibiﬂiX% é diferente de
biﬁiX%. E mais, o termo Cﬁib’fiX% nao se cancela com nenhum termo de z(X%), pois, como
By < a < Bgti, bfiX% se cancela com algum termo de z(X%), parai=1,...,q — 1. Por outro
lado, note que ¢/ = 1 para todo j < 3;, isto ¢, todos os termos de y(CX%) anteriores a CﬂibfiX%
se cancelam com algum termo de z(X ). Logo,

multX(z(X#) — y(CX%)) = % (4.24)
Separamos, a partir deste momento, a demonstracao de (1) implica em (2) em dois casos.
Primeiro caso: Consideremos o = cont(Cy,Cy) = 3.
Observe que nesta situagao, quando ¢ € G4—1, temos que

multx (2(X %) = y(¢X 7)) = maltx (2(X7) —y(X ) "2 2, (4.25)

sendo a primeira igualdade valida, pois ¢/ = 1 para todo j < By-
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Como #(Gi—1\G;) = €i—1 — €, temos
4.24 ;
ST maltx(2(X ) - y(cx) "2 (e — ) (4.26)
CEGi—1\Gi
comi=1,...,qg—1.
Logo, pela igualdade (4.23),

-1

Q

1.0) "2 m [ X ()P 3 muli(a(x) — y(cX )
=1 CEGq 1
q—1 o
(ZZ; 61 1 — +€q—1 : n) 5

onde, na ultima igualdade, €;,—1 = § G4—1.

Como conseqiiéncia,

q—1 ﬁ‘ a
E Ez 1— 6@ + €qg—1" —
mult n
i=1
q—1
1 €,-1 Q
q
=— =" E (€i-1—€)Bi +€g—1-—
n €1 4 n
=1
(2.1) €q 1( ﬁ ) Eq 1
n q
€ 1 €g—1 €g—1
q— q— 6 q— ,8
n q q
€g—1 v
_ _4a _ q
= /Uq s
n To- - Tlg—1

€i—1

lembrando que n; =
i

Segundo caso: Consideremos 3; < a < Bg41.
Note que, se tomarmos ¢ um elemento de Gy, entao a igualdade (4.25) é vélida, ou seja,

multx (2(Xm) — y(¢Xn)) = =, (4.27)

n
pois ¢ € Gy C Gy—1.
Com argumentos analogos aos utilizados anteriormente, obtém-se

1) =m- [ S (1 — et 37 mult(2(X %) — y(CXH))

° n
i=1 (eGq
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mult(g) pat
1 € a a
__ .9, e .
e o eq ; (61_1 Ez)ﬂz + Gq 0
(2.1) € €

q q
v — —Q
- (Vg1 — Bya1) + -

(22) €

'l _ S

n(nqvq Bq)"i_na

_ CallgVs — oy | €,
n

_ NgVq +a — By

E por fim, demonstremos que (2) implica em (1).

Suponha que a é um numero racional, tal que 3; < a < (441 e a seguinte igualdade ¢é
satisfeita,

I(f,9) _ ngvg+a—pq
mult(g) M. Mg

Note que, pelo que acabamos de mostrar, se & ¢ o contato entre Cy e Cy, com By < a < (741,
entao

I(f,9) _ mgvg+a—fg
mult(g) m.-o- g
isto é, B
NgVq + =By ngvg + @ — g

(4.28)
M. g M. g

Queremos mostrar que « ¢ o contato entre C'y e Cy, ou seja, a = a. Para isto, suponha que
« # « e analisemos as seguintes situagoes: ¢ = ¢ e q # ¢.

Se ¢ = q e considerando, sem perda de generalidade, o < @, temos

NqVq + o — By < ngvg +a — Py
N g M. ng
o que contradiz a igualdade (4.28).
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Agora, se ¢ # ¢, podemos supor, sem perda de generalidade, que ¢ = ¢ + 1, e entéao

Ngvg + & — B _ Ng+1Vg+1 +a — Bg+ > _ Ygt1 (2:2) TlqVq + Bg+1 — By > NqVqg + & — By
M. Mg M. Mgt /R M. g M. ng

sendo que a primeira desigualdade ¢ devida ao fato de que 8,41 = B3 < @ e a tltima ¢é vélida,
pois B4+1 > a. No entanto, isto contradiz a igualdade 4.28.

Portanto, oo = @, ou seja, o € o contato entre as curvas Cy e Cy.

4.2 Diagrama de Eggers

Nesta secao, priorizaremos o estudo do diagrama de Eggers: uma representacao grafica dos
expoentes caracteristicos dos diferentes ramos de uma curva algebréide plana, bem como do
contato entre eles. Este conceito é importantissimo na obtencao dos resultados deste capitulo.

Seja C'y uma curva algebréide plana reduzida, com multiplicidade n. Considere a seguinte
decomposicio de f em fatores irredutiveis, f = fi.-- .f.. Denotemos por {8}, ..., ﬂ;i} 0S ex-
poentes caracteristicos de Cy, e €, = mdc(8y,...,5,), comi € {1,...,r} ek € {0,...,g;}, 0s
inteiros relacionados aos expoentes caracteristicos de CY,. E por fim, denotemos o contato entre
dois ramos Cy, e Cy; de Cy, por a;.

Para cada ramo Cfy, de Cy, definimos o conjunto S; := Si1 U S?, onde

1 _ Blic ” 2 _ Qi
=L}, S i |

Com estas consideragoes, definimos o diagrama de Eggers.

Tomando C'y, um ramo de C'y, chamamos de cadeia elementar de Cy,, o grafo K; constituido
por pontos pretos e um ponto branco, que chamamos de vértices. Os vértices pretos estao
em correspondéncia bijetora com os elementos de S;, por uma aplicacao v, que chamamos de

valora¢do. Ja o vértice branco nao tem valoragao.

Os vértices em K; sao ligados da seguinte maneira: o vértice branco é ligado ao vértice preto
de maior valoragao através de uma aresta que pode ser descontinua ou continua. Esta aresta
é descontinua quando a valoragao do vértice preto for um elemento de SZ-2 — Sil. Dito de outro
modo, teremos uma aresta descontinua quando a valoragao do vértice preto nao for o quociente

de um expoente caracteristico de Cy, pela multiplicidade. Caso contrario, a aresta serd continua.

Agora, se tomarmos um vértice preto, entao ele é ligado ao vértice Q de valoragao imedi-
atamente inferior, por uma aresta que sera descontinua caso v((Q) seja um elemento de Si2 - Sil.

Se tomarmos Cfy, e Cy; dois ramos de Cy, chamamos de grafo parcial K;j de Cy, e Cy;, o
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Ozij

W(fi) . ObserVe

maior grafo conexo de K; que contém os vértices @ € K;, tais que v(Q) <
que Kj;; e Kj; sao iguais.

Finalmente, definimos diagrama de Eggers T'(C'y) de C'y como o grafo obtido da identificagao
dos grafos parciais Kj;, na reuniao disjunta das cadeias elementares Ki, ..., K,. O vértice de
T(Cy) de menor valoragao é chamado de ponto base de T'(Cy).

Vejamos um exemplo que ilustra estes novos conceitos.

Exemplo 4.7 Seja Cy uma curva algebréide plana, onde f = f1-fa- f3 e
AXY) =Y —4y3X2 + (6X%2 - 2X3) Y2 4+ (4X° - 8XO)Y + X® —2X7 + 5Xx% — X9,
f(X,Y) =Y 44Y3 X2+ (6X1—2X3) Y2+ (—4X5+4X05 —4XT)Y + X6 —2X7 4+ X8 —4x°— x1!

€
f3(X,Y) = (Y2 - X3)2 -4y X6 — X9

As parametrizacoes de Puiseur de Cy, sdao
3 2 9
yl = X2 —|— X —|— X4
Yo = —X2 + X2 +iX1
ys = X3 + X2 — X1
ys=—X2 + X2~ X1,
temos entdo {BL, 31,33} = {4,6,9}.
As parametrizacoes de Puiseuz de Cy, sao
=X - X2+ X1
zp=—X2 - X24+iX71
=Xz —X2- X1
=-X3 - X2 X7,
logo7 {ﬁ(%?ﬁ%?ﬁ%} = {47 67 11}'

As parametrizagoes de Puiseux de Cy, sao

w1 :X%-i-X%
Wy = —X3 +iX1

3 )
w4:—X2—zX4,

e {63,67,03} = {4,6,9}.

Agora, note que ajg = g = o3 =4 -2 = 8.
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Deste modo, temos que
39
1 2
=q-,- 2
SpUST {274}U{ }

e a cadeia elementar K1 de Cy, €

poj o [\] NN

Da mesma maneira, temos que

S1uS2 = {;,T}Um

e a cadeia elementar Ko de Cy, €

-—O

FE por fim,

e a cadeia elementar K3 de Cy, é

oj o [\ IN[¥e)

Logo, o diagrama de Eggers de Cy ¢
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Com o intuito de explorar ainda mais o diagrama de Eggers, para cada vértice preto ) de
T(Cy), vamos definir trés niimeros que estao relacionados com as arestas de T'(Cy) que partem

de Q.
Denotemos por:
1. d(Q), o nimero de arestas descontinuas de T'(Cy) que partem de  em diregao a um vértice

de maior valoracao ou a um vértice branco;

2. ¢(Q), o ntimero de arestas continuas de T(Cy) que partem de @ em direcao a um vértice
de maior valoracdo ou a um vértice branco;

3. k(Q), o ntimero de arestas continuas de T'(Cy) entre @ e o ponto base.

Vejamos estas trés definigoes aplicadas em um vértice preto do diagrama de Eggers do
Exemplo 4.7.

Exemplo 4.8 Considere o vértice Q de T(Ct) do Exemplo 4.7 tal que v(Q) = 2. Entdo

Observagao 4.9 Seja QQ um vértice preto de T(Cy) tal que ¢(Q) > 0. Note que, o fato da aresta
que parte de QQ em uma cadeia elementar K; de T(Cy) ser continua, é equivalente a dizer que a

valoragao de Q € igual a m, onde k := k(Q).

Ainda com relagao aos vértices pretos de T'(Cy), introduzimos a seguinte definicao.

Definigcao 4.10 Seja Q um vértice preto de T'(Cy). Dizemos que Q@ € um vértice simples de
T(Cy), se d(Q) + c(Q) = 1. Caso contrdrio, dizemos que @ € um vértice de bifurcagao.

Observagao 4.11 Na Definicio 4.10, temos que d(Q) + ¢(Q) = 1 € equivalente a d(Q) =0 e
(@) =1.

De fato, suponha que d(Q) = 1, isto é, existei € {1,...,7} tal que Q € K; ev(Q) € S?—S}.
Com isto, temos que v(Q)mult(f;) € o contato entre, pelo menos, dois ramos de Cy, ou seja, o
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numero de arestas que partem de ) em diregao a um vértice de maior valoracdo ou a um vértice
branco € maior ou igual a dois. Dito de outro modo, d(Q)+c(Q) > 1, o que contradiz a hipdtese.

Logo, d(Q) =0 e ¢(Q) = 1.

O préximo resultado, relaciona algumas caracteristicas de vértices de T'(Cy) com infor-
macoes sobre o cone tangente de Cf.

Lema 4.12 1. A curva Cy contém dois ramos transversais se, e somente se, a valoragao do
ponto base de T'(Cy) € igual a um;

2. Se Q ¢ um vértice de T(Cy) tal que v(Q) = 1, entdo ¢(Q) =0 e d(Q) =t, onde t ¢ o

niumero de tangentes distintas de C'.

Demonstragao: Mostremos inicialmente o item (1).

Considere a seguinte decomposicao de f em fatores irredutiveis, f = fi.--- .f.. Sejam CYy,
e Cy, com ¢ # j, ramos de Cfy tais que Cy, e Cy; sao transversais. Pelo Teorema 2.4, temos

I(fi, f]) = mult(fz) . mult(fj),

ou entao,
T{L(uj}g(?])) = mult(f;).
Considerando {v, ... ,U;i} o sistema minimo de geradores de S(f;), o semigrupo de Cf,,
temos
;gté(];gj)) = mult(f;) = v},
Por outro lado, se ﬁé <oy < ﬁé 41, onde {ﬂé, cee Bgin} sao os expoentes caracteristicos de

Cy, e a;j € o contato entre CY, e Cf,, entao, pela Proposigao 4.6,

i — I(fi, f;) nivk + aij — B
O mult(f;) Lol
J 770‘ ‘nq

R -
lembrando que n; = % para k€ {1,...,q} eny = 1.
€k

Agora, observe que g = 0. De fato, temos que
I(fi f5) _ MgV +0is =By
mult(f;) Moo My Mo TG

vy =

isto é,
Mo- - 'anO > nqvq'
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Suponha que ¢ > 0, entao

S (22)

M-+ NgV0 = MgV = Ng(Mg—1Vg—1 + By — Bg—1) > MgMg—1Vg—1
(2:2) ;4 i g g id i i i
=" NgMy—1(Ng—2Vg—2 + By—1 —2) > MgTlg—1Mg—2Vg—2 > == > 10"+ NgV0,
ou seja,
0. -TgVo > 1o+ Tgv0;

o que é uma contradi¢ao. Logo, ¢ = 0.

Desta maneira, temos que «;; = vé = ﬁé, isto é, existe um vértice preto @ de T'(CYy), tal
P ) ) ‘
que v(Q) = % = 1, e por definicdo de ponto base, este é necessariamente o ponto base
mu i

de T(Cf).

Para mostrar que, se a valoracao do ponto de base de T'(Cy) é igual a um, entao Cy possui
dois ramos transversais, basta fazer o raciocinio inverso ao apresentado.

E por fim, mostremos o item (2).

B
mult(f;)

Agora, as cadeias elementares K; e K; de Cy, e Cy,, respectivamente, sao separadas no

Como v(Q) =1# para todoi € {1,...,r} etodo k € {1,...,¢;}, entdo ¢(Q) = 0.

vértice (), se, e somente se, a;; = /86 Logo, B(i] < < 3t e, pela Proposigao 4.6,

isto é, Cy, e Cy, sao transversais.

Portanto, as cadeias K; e K sao separadas em () se, e somente se, Cy, e Cy, sdo transversais.
Dito de outro modo, d(Q) é igual ao nimero de tangentes distintas de C.

4.3 Multiplicidade de um Conjunto de Ramos da Polar

Nesta secao, calcularemos a multiplicidade de um conjunto de ramos da curva polar as-
sociado a um vértice preto @ do diagrama de Eggers T'(Cy) de Cy, conhecendo apenas os
valores d(Q), ¢(Q) e né, com ¢ < k(Q) e Cf, um ramo de Cy tal que Q € K.

A partir desta se¢ao, estaremos considerando C'y e Cy duas curvas algebréides planas, com
C, suave e, através de uma mudanca de coordenadas, assumiremos g(X,Y) = X. Nestas
condigoes, pela Observacao 3.5, temos que a curva polar de f com respeito a g é definida pela
equagao Py(f) = fy, a qual denotaremos por I' para aliviar a notacao.

O resultado que segue, estabelece uma relacao entre as ordens de coincidéncia de duas para-
metrizacoes de Newton-Puiseux de uma curva algebréide plana Cy e as ordens de coincidéncia
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de uma parametrizacao de Cy com uma parametrizacao da curva polar Cp, := Cr.

Proposicao 4.13 (Kuo e Lu [K-L]) Sejam yl(X%) e yj(X%) parametrizacoes de Newton-
Puiseuzr de Cy, onde i # j. Entdo, existe uma parametrizagao zk(X#) de Cr que satisfaz as
sequintes igualdades,

1 1 1
7

multx (yi(X7) — 2,(X 7)) = mult x (y; (X7) — 2,(X 7)) = multx (yi(X7) — y;(X77)).

Reciprocamente, dada uma parametrizacao de Newton-Puiseux yi(X%) de Cy e uma para-
metrizacdo zk(X%) de Cr, existe uma parametrizacao yj(X#) de Cy que satisfaz as igualdades

actma.

FE mais, dada uma parametrizacdo de Newton-Puiseux yi(X%) de Cy e um nimero racional
d > 0, temos que

1
Y

{y; (X
= #{z1(X ™) € P(Cr); multx (yi(X ) — (X)) = d},

1
!

) € P(Cyp);multx (yi(X7) —y; (X)) = d}

onde P(Cy) e P(Cr) sdo os conjuntos de parametrizacoes de Newton-Puiseur de Cy e Cr,
respectivamente.

Demonstracao: Veja [K-L] e [By]. O

Observagao 4.14 E vdlido chamar a atengdo para o fato de que, se na Proposi¢dio 4.13 Cy for
irredutivel e jj{yj(Xﬁ) € P(Cf);multx(yi(X%) - y](Xﬁ)) = d} # 0, entdo, pela Proposicao
8.8, o numero racional d > 0, citado no resultado em questdo, é sempre o quociente de um
expoente caracteristico da curva Cy pela sua multiplicidade.

Vejamos um exemplo para o caso em que a curva C é irredutivel.

Exemplo 4.15 Seja Cy a curva algebrdide plana irredutivel, com
fX,Y)=Y*—2X3Y? —4X%Y + X6 — X7

e que admite as sequintes parametrizacoes de Newton-Puiseux

y(X1)=X2 + X1
yp(X1) = X% — X7
ys(X7) = —X> — iX
ya(X7) = — X2 X7

Note que os expoentes caracteristicos de C'y sao 4, 6 e 7.
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‘ 1 L ‘ .
Fizemos y1(X1) e calculemos as ordens de coincidéncia entre esta e as demais parametriza-
¢oes de Cy. Temos entdo,

multx (i (X3) (X)) = T = 2,
¢ 1 1 1 1 6 B
maltx (y1(X1) = y3(X 1)) = maultx (y1(X7) — pa(X 7)) = 7 =7~

Agora, se considerarmos a curva polar Cy, , temos que fy = fy, - fv, = 4(Y3 - X3Y — X?),
cujas parametrizagoes de Newton-Puiseur de Cy, e Cp, sao

{ o0 =-x2+...
p1(X
p2(X

. 1 L o
Considerando y, (X 1) e calculando a ordem de coincidéncia entre esta e as parametrizagoes

):—X%+%X2+...’

IS

respectivamente.

da curva polar, temos
1 1 1 3 1

multx (y1(X 1) — (X)) = multx (y1(X1) — p2(X?)) = 5 =
1 1
multx (y1(X1) —p1(X2)) = - =
. 7 .
Concluindo, se tomarmos d = 1 na Proposicao 4.13, temos

{00t € PCppmutt(n () - 1y h) =

SRR

b

) - eixhy =4 |

Bl

4 {soj-(X%) € P(Cy,,) C P(Cy,)smultx (1 (X

3
Do mesmo modo, se d = = temos

N

ﬁ{yj(X ) € P(Cf);multX(yl(X%) _yj(X%)) — } —9

1
7

4 {mxn ) € P(Cy, ) multx (41 (X

NI

) - (X)) =3}

Consideremos a partir deste ponto, as seguintes decomposigoes em fatores irredutiveis de f
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e de T', respectivamente,

f=Ilfier=]Ir.
=1 =1

O proximo resultado serd fundamental para demonstrarmos o teorema central desta secao.

Lema 4.16 (Eggers [E]|) Seja Cy, um ramo de Cy, com mult(f;) = n;. Para todo nimero
racional d > 0, denote por Cga a curva formada por todos os ramos Cr, da curva polar Cr, tais
que cont(Cy,,Cr,) = n;d. Denote ainda, CD;I a curva formada por todos os ramos Cy, de Cy,
com i # j, tais que cont(Cy,, Cy;) = n;d. Entdo,

i
mult(D) +nj. -+ mi_(ni—1)  se d= B—?;
mult(BY) = nf
mult(DZ) se d+# &, para todo k € {1,...,¢9;},
n;
onde B;i € o tltimo expoente caracteristico da curva C'y,.
Demonstracao: Veja [E] e [By]. O

Antes de apresentarmos o préximo resultado, introduziremos algumas notacoes que facili-
tarao nossos estudos. Considerando @ um vértice preto de T'(Cy), denotemos por:

T
. I, o conjunto {1,...,r}, lembrando que f = Hfi;
i=1

[

2. Ig, o conjunto {i € I; Q € K;};

3. Ag, o conjunto {Cr, C Cr; cont(Cy,,Cr,) = nv(Q) para todo i € Ig}, onde n; denota a
multiplicidade de C',.

4. Craq, a curva formada por todos os ramos Cr, de Cr que pertencem a Ag. Em outras
palavras, T'? := H Iy.
CFZEAQ

O lema abaixo indica que o conjunto Ag ¢ nao vazio.

Lema 4.17 Se Q € um vértice preto de T(Cy), entao Ag € nao vazio.

Demonstracao: Sejam i€ Ige C (@) & curva formada pelos ramos Cr, de Cr que verificam

cont(Cy,,Cr,) = n;iv(Q) e seja CDZ-U(@ a curva formada por todos os ramos de Cy, de Cy tais que
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cont(Cy,, Cy,) = nv(Q). Temos, pelo Lema 4.16,

v . . . /61

mat(D;D) - (= 1) se v(Q) = =L

mult(Bf(Q)) — i
mult(D;)(Q))

se v(Q) # %, para todo k € {1,.

7

-1 9i}-
Note que mult(Df(Q)) +nhee 773_1(77; —1) >0, pois %, > 1 para todo k € {1,...,9;}.

7
s
Agora, se v(Q) # £ para todo k € {1,...,g¢;}, entdo existe j € I tal que v(Q) = —2, ou
n; n;
seja, n;v(Q) = a;j. Logo, pela maneira que definimos CD“Q), temos que C'y; ¢ uma componente

de C’D§<Q), isto é, mult(Df(Q)) > 0.
Portanto, em qualquer caso mult(Bf(Q)) > 0, ou seja, Ag é nao vazio.

OdJ
Finalizamos esta se¢do com um teorema que nos fornece precisamente a multiplicidade de

um conjunto de ramos da curva polar.

Teorema 4.18 (Eggers [E]) Sejam Q um vértice preto de T(Cy), io € Ig e k := k(Q).

1. Se ¢(Q) > 0 e a aresta que parte de Q) em dire¢do a cadeia K;, for continua, entdo

> mult(Ty) =0 (A(Q) + @)y — 1)-

Crl EAQ

2. Se ¢(Q) =0, entdo ‘ '
> mult(ly) =50 0 (d(Q) — 1),

CFZ GAQ

Demonstragao: Primeiramente, considerando 7' um grafo parcial de T'(Cy), definimos

= ] r¢. (4.29)
QeT

Incluiremos o diagrama abaixo, apesar de ser de uma curva algebréide plana particular,
com o intuito de auxiliar na compreensao das préximas notacoes.
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® Ponto base

T(Cr) - Q

Consideremos as componentes conexas de T(Cy) — Q). Denotaremos por Zy a componente
conexa de T'(Cy) — @ que contém o ponto base de T'(Ct). Se @ for o ponto base de T'(C), entao
Zy = (). Note que o nimero de componentes conexas de T'(Cy) — Q — Zp é p = d(Q) + ¢(Q), as
quais denotemos por 21, ..., Z),.

Sem perda de generalidade, suponhamos que K;, N Z; # 0 e K;, N Z; = (), para todo
Jj€A{2,...,p}, isto é, Z; é a componente conexa de T'(Ct) — Q — Zy que contém os vértices de
K, que pertencem a T'(Cy) — Q — Zo.

Sejam C' (@ a curva formada por todas as componentes irredutiveis Cr, de Cr que satis-
20
fazem a igualdade cont(Cin ,Cr,) = niyv(Q) e C v(@) a curva formada por todos os ramos C'y,

de Cf que verificam cont(Cy, ,Cy;) = ni,v(Q), onde ni, = mult(fi,).

Observe que, como I'%v = H FQ temos, para todo 2 < u < p, que Crz, C C
Q'€Zy
e Cpz, nao estd contido em CB_U(@. De fato, observe que se tomarmos Q' € K;, N Zi, entao
20
e’ = H Iy cT? e cont(Cy,,Cr,) = nju(Q") para todo j € Ig, onde n; = mult(f;).
CFZ/EAQ/
Em particular,

LO

cont(Cy, ,Cr,) = niyv(Q") > niyv(Q)
e portanto Cq nao estd contido em C 1;(Q), se Q' € K;, N Z,. Agora, se P € K; N Z,, com

ued{l,...,p} e P ¢ K,,, entao con51derando Cr, C Crp, temos que cont(Cy,, Cr,) = njv(P),
para todo j € Ip. Como P ¢ K;,, temos

cont(Cy;, Cri) _ w(P) > ont(Criy, Cr;) > 0(Q), (4.30)

n] Nio
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sendo que ¢ estritamente maior se K; N Z; # (). Deste modo, pelo Lema 4.3,

cont(Cy, , Cr,) _ cont(Cy, , Cf;) > (@)

nio nio

sendo novamente estritamente maior se K; N Z; # (). Logo, se K; N Z; = 0, isto é, P € Z,, com

u € {2,...,p}, entdo
cont(Cy, ,Cr,) _ cont(Cy, ,Cy;) — (Q)

(7T Nig

e portanto, Cpp C C U(Q) para todo P € Z,, com 2 < u < p, ou seja, Crz, C C U(Q) para todo
u€{2,...,p}. Agora, se P € K;N Zy, entao

cont(Cy, , Cy;)

Nig

> 0(Q)

e portanto, Crr nao esta contido em CBU(Q).
0

Desta maneira, temos que
BP(Q) —TQ.17%...7%

20

pois por definicao Cre C CB_U(@, o que nos da,
%0

YD)~ plt(T22) — - — malt(T %), (4.31)

20

mult(T'?) = mult(B

Observe que no item (1), como ¢(Q) > 0 e a aresta que parte de @ na cadeia K;, ¢ continua,
70
pela Observacgao 4.9, temos que v(Q) = ﬁk“, onde k := k(Q), e entao, pelo Lema 4.16,

LAZTY

mult(Bvo(Q)) = mult(DfO(Q)) i -7720 (771111 - 1),

0
onde 7710 =

J

Veja que para o item (2), temos que ﬁ’“ <v(Q) < ﬁ’““ , onde k := k(Q) e, pelo Lema 4.16

U(Q)).

mult(B :
io

fO(Q)) = mult(D

Sendo assim, para demonstrarmos o teorema resta-nos calcular a multiplicidade de I'#“ para,
u € {2,...,p}. Para isto, tomemos Z uma componente conexa de T'(Cy) — Q — Zy. Provemos
que:

(a) Se Z é ligada a @ por uma aresta continua, entao

p . :
mult(T?) = Z ng =00l
{73 K;nZ#0}
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onde n; = mult(f;) e n®, para todo r € {1,...,k + 1}, sdo os inteiros correspondentes aos
expoentes caracteristicos do ramo Cfio'

(b) Se Z é ligada a @) por uma aresta descontinua, entao

mult(T?) = Z nj— 0. .
{5; K;nZ#0}

Inicialmente note que, se Cy, ¢ um ramo de Cy tal que K,NZ # (), entdo podemos escrever

7 =1]r. (4.32)
onde CT, é um ramo da polar que satisfaz a seguinte desigualdade,
cont(Cy,,Cr,) > nqv(Q), (4.33)

e ng = mult(f,). De fato, para podermos escrever I'Y como acima, precisamos garantir a de-
sigualdade (4.33) para todo ramo Cr, de Cpq/, onde Q' é um vértice de Z (veja (4.29)). E
facil ver que, se P é um vértice preto de K, N Z, entao todos os ramos Cr, de Crp satis-
fazem a desigualdade (4.33). Resta-nos verificar para os vértices de Z que nao pertencem a K.
Para isto, consideremos Q' € K; N Z tal que Q" ¢ K,. Seja Cr, um ramo de Cpq/, ou seja,
cont(Cy,,Cr,) = njv(Q"). Como Q" ¢ K,, entao cont(Cy;,Cy,) < njv(Q") = cont(Cy,;,Cr,).
Assim, pelo Lema 4.3, temos

cont(Cy,,Cr,)  cont(Cy,,Cy;) -

4.34
N 220 5 0(Q) (1.31)
sendo a desigualdade valida, pois K; N Z # 0 ¢ K, N Z # ). Logo, todos os ramos Cr, de I'?’,
com Q' € Z, satisfazem a desigualdade (4.33), mostrando (4.32).

Agora, observe que também podemos escrever

r“= [ Bu9. (4.35)
Q' eZNK,

De fato, claramente Bg(Q/) C T%. Mostremos entdao que I'Y C H B;’(Q/). Para isto, em
Q'€ZNKa

virtude de (4.32), precisamos mostrar que os fatores de I'’, com P € K iNZeP ¢ K, também

ocorre em BZ(Q/), para algum Q' € ZNK,. Assim, seja P € K; N Z, tal que P ¢ K,. Considere

Crp e seja Cp, um ramo de Crp, ou seja, Cr, € Ap. Entao, cont(Cy;,Cr,) = njv(P). Como

K;NZ#0eK,NZ#0, temos que

M =v(R) < cont(Cy;, Cry)
nj N nj ’
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para algum R € K, N Kj. Dai, pelo Lema 4.3,

cont(Cy,,Cr),)

Ng

=v(R) > v(Q).
Logo, para todo ramo Cr, de Crp temos que Cr, € BZ(R), para algum R € K,NZ, o que mostra
(4.35).

Definimos agora C'p como sendo a curva formada por todos os ramos Cy, de Cy, tais que
cont(Cy,, Cy,) > nav(Q). (4.36)

Entao,
D= H DY@,
QeEK.NZ

onde D@ = [1f;j, tal que cont(Cy,,Cy,) = nav(Q').

Assim, por (4.35), temos

mult(l?) = Z mult(BY(@")),
Q'€ZNK,

onde, pelo Lema 4.16,

mult(Dg @) 4o (2 — 1) se v(Q) = =L;
mult(BYQ)) =

mult(Dg(Ql)) se v(Q) # B—q, para todo ¢ € {1,...,9gq}-
n

a

Pt

a

E mais, se Z é ligada & @) por uma aresta continua, entao v(Q) = ,onde k :=k(Q), e

Ng Mg

U(Kamz):{%v73(1}U{O;:J;KJHZ7£®}’

onde v(K, N Z) é o conjunto das valoragoes de todos os vértices P € K, N Z e «,j denota o
contato entre os ramos Cy, e Uy, que nao é um expoente caracteristico de Cf,. Logo,

mult(T'%) = Z mult(BY@"))
Q' eK,NZ

Ya B Yaj
— Z mult (B£“> + Z mult (BJ“)

q=k+2 K;NZ#)
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Ya ﬁ Ya Qqj
= Z mult (DS“) + Z ny.oos ng_1(ng — 1)+ Z mult (Da"a )

q=k+2 q=k+2 K;NZ#0

Ja
=mult(D)+ > il (nl —1).
q=k+2

a )
Como v(Q) = @ = % e K,NZ, # () para algum u € {1,...,p}, temos que se a # iy,
Ng Lz 4
entao cont(Cy, ,Cy,) > n;,v(Q) = B2, sendo vilida a desigualdade se K, N Z1 # 0. Assim,
6;071
io

pela Observacao 4.5, temos que 1720 =1j, paratodo1<j < k + 1, lembrando que 77;-0 =

Desta maneira,

Ga Ga 68 62_1 Ga 1 1
> et - 0= >0 (1) 3 (4o

€ €?
q=k+2 g=k+2 91 q g=k+2 q q—1
a 1 1 1 1 1 1 1 1
=% e 7611 +€a 76(1 +6a 76‘1 + 6Tiea
k+2 k+1 k+3 k+2 k+4 k+3 Ja ga—1
__ a —1 1] = ¢ a a
=€ | o tl|=ec—m - Mmp
€k+1
_ 10 0
=MNag =M My

sendo a quarta igualdade vélida, pois €5, = 1, uma vez que g € o ultimo expoente caracteristico
a Ja
de Cy,.

No entanto, se Z ¢ ligada a ) por uma aresta descontinua, entao

bi <v(Q) < %,
Ng Ng

onde k := k(Q). Desta maneira,
ﬁl? 1 9 Qgj
v(K,NZ) =42 D —Y.K;nZ
(Ko 2) {n U KNz 40,
onde a,; denota o contato entre os ramos Cy, e Cy, que ndo é um expoente caracteristico de
Cy

a*

Com célculos e raciocinios andlogos aos anteriores, obtém-se

mult(T%) = mult(D) 4 ng — ni°. - - -7717;0'
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Logo,

mult(D) + mult(fa) — ni°. - - .n,i(jrl, se @ é ligado a Z por uma aresta continua;
mult(I'?) =
mult(D) + mult(f,) — n’f’. e .n,io, se @ é ligado a Z por uma aresta descontinua.

Observando que, para todo ramo Cy, de Cy tal que K; N Z # 0, cont(Cy,,Cy;) > nav(Q),
e por (4.36), podemos escrever

far I Di9= 11 #

Q' eK,NZ K;NZ#D
isto é,
mult(D) + mult(f,) = Z mult(f;) = Z nj.
KjﬂZ;é@ KJQZ#Q
Portanto,

Z n; — 77?’. e -7711;:117 se Q é ligado a Z por uma aresta continua;
mult(FZ) = iz i i - ,

Z ng—nC. se @ é ligado a Z por uma aresta descontinua,

KjﬁZ#@

provando as afirmagoes (a) e (b) da pdgina 65.

Considerando o caso (1) e supondo que no conjunto {Z,...,Z,}, temos r componentes
ligadas a () por uma aresta descontinua e s componentes ligadas a () por uma aresta continua,

temos que,

p
Sty =3 i | = = sy
k=2 k=2 \ K;NZ;#0

U(Q))

10

= mult(DY) =l P (d(Q) + (¢(Q) — D)%, ),

20

= ()

sendo a tltima igualdade vélida, pois a aresta que parte de () na cadeia elementar K, é continua.

p
Por (4.31), mult(T%) = mult(BfO(Q)) - Zmult(FZ’“) e pelo Lema 4.16, temos
k=2

mult(12) = matt (DY )40+ a2 (]2, 1) = (mult (DD) =i+ 2 (@d(Q) + (e(Q) = Dty

=P — 14+ d(Q) + (@) — 1)
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=00 2 (d(Q) + (@)1 — 1)

o que conclui o caso (1).

J4 no caso (2), como ¢(Q) = 0, temos
p . .
S matt(1?) = mult (DY) — .- a0
k=2

= mult(D}\ V) = (p— V0. i°
= mult(Dj\ V) — (d(Q) — V.- i,
sendo a segunda igualdade vélida, pois p = d(Q) + ¢(Q) e, na situagdo em questao, ¢(Q) = 0.

Portanto,

P
mult(I'?) = mult(BZ)(Q)) - Z mult(DZr)
k=2

= mult(Dz.}(Q)) - (mult(D;)O(Q)) —(d(Q) — 1)7711'0_ e 'nlio)

20

= (d(Q) — Dy - .

Observagao 4.19 Sejam K; e K; cadeias elementares de T(Cy) e Q um vértice de T(Cy) tal
que as aretas que partem de () nas cadeias elementares K; e K; sao continuas. Entdo,

nézné, para todo 1 < ¢ <k + 1,

€

onde k :=k(Q) e Ny = q—il. De fato, pelo Teorema 4.18, temos que
€
q

o mh(dQ) + @l — 1) = Y malt(Ty) =ni. - m(dQ) + c(@)mhyy — 1)
Cr,€Aq

Como cont(Cy,,Cy,) > ﬁk“, onde n; = mult(f;), temos, pela Observagdo 4.5, que para todo
n:

(2

<1<k, nli = 77lj, Logo,
(A(Q) + c(@myy — 1) = (d(Q) + c(Q)njipr — 1).

Mas, d(Q) e c(Q) sdo valores que dependem apenas de Q, portanto 77/2+1 = ni_H.
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4.4 Decomposicao da Curva Polar em Pacotes

Nesta secao, apresentaremos uma decomposicao da curva polar, sendo esta caracterizada
por uma relagdo de equivaléncia que veremos a seguir. Além disto, mostraremos que cada
classe de equivaléncia esta associada a um vértice preto do diagrama de Eggers, de modo que a
valoracao deste vértice nos permite, ndao apenas calcular dados dos ramos da curva polar, como
por exemplo o contato deles com os ramos da curva Cy, mas também expressar parametrizacoes
de Puiseux de ramos da curva polar, até um certo termo, a partir de parametrizacoes de Puiseux
de ramos da curva Cf.

Sejam {Cr,}; as componentes irredutiveis da curva polar Cr. A decomposi¢ao da curva
polar é definida em termos da seguinte relacao de equivaléncia:

Cr, ~ Cr, se, e somente se, cont(Cy,, Cr,) = cont(Cy,,Cr, ),

para todo ramo Cy, da curva Cy. A classe de equivaléncia de Cr, serd denotada por [Cr,] e
chamaremos cada uma destas classes de equivaléncia de pacote. Assim, a decomposicao em
pacotes da curva polar Ct é caracterizada pelo fato de que todos os ramos de um mesmo pacote
possuem o mesmo contato com cada ramo da curva C.

Vejamos agora um resultado que associa os pacotes da decomposicao da curva polar Ct com
os vértices pretos do diagrama de Eggers T'(Cy) de Cy.

Teorema 4.20 (Evelia G. Barroso [Bs]) Eriste uma correspondéncia bijetora entre o con-
Junto das classes de equivaléncia {[Cr, |}k, e o conjunto de vértices pretos de T'(Cy).

Demonstracao: Considere as notacoes da pagina 61 e a seguinte aplicagao,

o: {Q,vértice preto de T(Cy)} — {Ag; Q é um vértice preto de T'(Cy)}
Q — Ag.

Claramente o estd bem definida e é sobrejetora. Para verificarmos que o € injetora, tomemos
Q e Q' dois vértices pretos de T'(Cy), tais que Ag = A e analisemos duas situagoes:
Caso 1: Io NIy # 0.

Sejam i € Ig NIy e Cr, um ramo da curva polar Cr, tal que Cr, € Ag = Ag. Entao,
sendo n; a multiplicidade de CY,, temos que

niv(Q) = cont(Cy,,Cr,) = nv(Q'),
ou seja, v(Q) = v(Q'). Logo, @ = Q', uma vez que Q, Q" € K;, isto é, o é injetora.

Caso 2: IgNlIgy = 0.
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Sejam i € Ig,j € Igr e Cr, € Ag = Agr. Entao,

cont(Cy,,Cr,)  cont(Cr,,Cy,)
n; - mult(Fl)

=0(Q)

cont(Cy;,Cr,)  cont(Cr;, Cy,)
n;  maldt()

=(Q").

Como @ € K; e Q ¢ K, temos que

cont(Cy,,Cr,) - cont(Cy,,Cy,)

n; ng

v(Q) =

Assim, pelo Lema 4.3, temos

(O — cont(Cy,, Cr,) _ cont(Cfi,Cf].)'
nj n;

Mas, por outro lado, como Q' € Kj e Q' ¢ K;, temos que

HCy . C HCy . C
o(@) = con (nfj ) - con (nfz fj)7
j 7

o que é uma contradicdo. Logo, a tnica situagao que pode acontecer é I N Iy # () e portanto,
o ¢é injetora.

Observe que, se mostrarmos a seguinte igualdade
M = {Ag; Q é um vértice preto de T(Cy)} = {[Cr,]; Cr, é um ramo de Cr} =: N,

entao concluiremos nossa demonstragao.

Primeiramente, mostraremos que M C N, isto é, cada elemento de M é uma classe de
equivaléncia. Seja Ag € M e tomemos CT, € Ag, isto é,

cont(Cy,, C

ontlCr: ) _ o) (4.3)
n;

para todo 7 € Ig.

Note que Ag = [Cr,]. De fato, para verificarmos que Ag C [Cr,], tomemos Cr, € Ag e
mostremos que Cr, ~ Cr,. Como Cr, € Ag, e pela igualdade (4.37), temos que

cont(Cr,, Cr) _ gy = €nCsi Cny) (4.38)

2 2

para todo i € Ig. Mas, para termos Cr, ~ Cr,, devemos mostrar a igualdade (4.38) para todo
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elemento de I. Sendo assim, seja j € I — Ig, isto é, Q ¢ K. Entao,

HCy., C.
o) = HC:Cr)
nj

para todo i € Ig. Logo, pelo Lema 4.3 e pela igualdade (4.38),

cont(Cy;,Cr,)  cont(Cy;, Cy,)  cont(Cy;, Cry)

j j 1

)

para todo j € I — Ig, ou seja, cont(Cy,,Cr,) = cont(Cy;, Cr, ), para todo j € I — Ig. Portanto,
AQ C [Cpl].

Por outro lado, se Cr, ~ Cr, € Aq, entao, para todo i € I, temos
cont(Cy,, Cr,) = cont(Cy,, Cr,).
Em particular,

cont(Cy,,Cr,)  cont(Cy,,Cr,)

n;g n;

=v(Q),
para todo i € I, isto é, Cr, € Ag, o que nos dé, [Cr,] C Ag.
Portanto, Ag é uma classe de equivaléncia e, conseqiientemente, M C N.

Para concluirmos que M = N, consideremos a seguinte aplicacao que claramente estd bem

definida,
Yv: M — N
Ag — [CF1]7

onde Cr, € Ag.

Note que, como M e N sao finitos e M C N, para mostrarmos que M = N, basta verificar-
mos que v é sobrejetora. Para isto, tomemos [Cr,| € N e consideremos iy € I, tais que

cont(Cy, ,C cont(Cy.,C
contlCry: ) _ max{ T } (4.39)
N, jel n;
Temos, pelo Teorema 4.13 e pela Observacao 4.14, que
cont(Cy. ,C
o) c g1 g2,
’I’LiO
ou seja, existe ) € Kj;, tal que
cont(Cy, ,Cp
cont(Cry» Cr) _ v(Q). (4.40)

Mg
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Desta maneira, tomando j € Ig, isto é, Q € K, temos

cont(Cin ,Cy) > (@)

LAZT

Analisemos separadamente cada caso:

. cont(Cy, ,Cy;) N (4.40) cont(Cy, ,Cr,)

o(@) 2 e e

Mg Nig

Pelo Lema 4.3,

Caso 1

cont(ij,CFl) _ cont(C'fio,CFl) = 0(Q)

TL]‘ nio

isto ¢, Cr, € Ag, o que nos d4 a sobrejetividade de ).

cont(C,y . Cp;) _ o(Q) U cont(Cy, ,Cr,)

Lz Lz

Pelo Lema 4.3,

Caso 2:

cont(Cy,,Cr,)

1

> 0(Q).

cont(Cy,,Cr,)

Assim, se = v(Q), imediatamente temos que Cr, € Ag, uma vez que j € Ig.

nj

cont(Cy,, C cont(Cy ,Cy.

Agora, se M >0(Q) = M, entao, pelo Lema 4.3, temos que

nj Mg

cont(Cy, ,Cr,)  cont(Cy, ,Cy,)
- - U(Q)a
Mo Lz

ou seja,

cont(Cy,,Cr,) - cont(Cy, ,Cr,)

nj ’I”LZ‘O

)

CO?’Lt(Cin,ij) S

o que contradiz a igualdade (4.39). Logo, v(Q) e entao, Cr, € Ag.

Nj,
Portanto v é sobrejetora e, conseqiientemente, M = N. O
Observacio 4.21 Pelo que acabamos de demonstrar, T'Q := H I = H I'; € o pacote

Cr,€0(Q) Cr,€AQ)
de ramos da curva polar associado ao vértice preto @ de T(Cy). Sendo assim, pelo Teorema 4.18,
sabemos dizer qual € a multiplicidade de cada pacote.

Considerando i € Ig, temos que

mult(T9) = ni. -+ ni(d(Q) + c(Q)jyy — 1),
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se ¢(Q) > 0 e a aresta que parte de Q em direcio a cadeia K; for continua. Ou entdo,

mult(T?) = nj.- - 7 (d(Q) = 1), se ¢(Q) =0.

Para finalizarmos esta secao, apresentaremos um resultado que permite obter a parametriza-
¢ao de Newton-Puiseux dos ramos de um pacote Crq, a partir da parametrizagdo de Newton-
Puiseux de um ramo Cf, , onde ig € Ig.

Teorema 4.22 (Evelia G. Barroso [Bs]) Seja {I'%i}; o conjunto de pacotes da decomposicdao

da curva polar Cr. Entao, todos os ramos Cr, de CLq; apresentam uma parametrizacao de

j
Newton-Puiseux da forma:

X = TmM
mzﬁio mlf’;io
Y = o) = amOTml 4+t asniOTsml + a/gioT Mg .. aﬁioT Tig .
my(nigv(@))~1) ' §
+a”¢0U(Qj)—1T nig + Z prp,
p>mv(Q;)

onde my = mult(Ly), io € Ig;, k = k(Qj) e (an,y,-- -, asn,,> 1Qgios s Agios o Ay n(Q))—1 1) sd@o
os coeficientes de uma parametrizacao de Newton-Puiseur do ramo Cf Jd os coeficientes by,
sao desconhecidos. No entanto, o menor q tal que by aparece na pammetm’zagdo € g =m(Qj)
se este for wm numero inteiro e, caso contrdrio, ¢ = [m(Q;)] + 1, onde [mv(Q;)] denota a
parte inteira do nimero mv(Q;).

Demonstracao: Como Cr, C Cpe,, ou seja, Cr, € Ag;, temos que cont(C'in ,Cr,) = ni,v(Q5),
com B < ni,v(Q;) < B, onde k = k(Q;) e quando k > 0.

Desta maneira, existe uma parametrizagao ¢ de C f,, € uma parametrizagao ¢ de Cr, tais
que a ordem méaxima de coincidéncia entre ¢ e ¢ seja v(Q);). Assim, se

) ) ) io
1 5;0 h 5;0 +j5110 ﬁ910
¢(XMO):ani0X+'”+a’8n¢0Xs+aﬁi0Xm0 + § aﬁi0+.i0X g ++a/@ X ™o —+ .. ,
1 - 1 TJ6 97,0
Jj=1
entao,
zﬁo 510 +5el0 8,0

1
PXTT) = gy X+ g, X° + a0 X o+Zam X T e bag X7
1 q

HZOU(Q]) 1

+aniov(Qj),1X g + Z by Xml

wm2v(Qy)
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Considerando X = T, temos

my5)° M myBy)

(P(T):aniOTml+"'+a5nioT8ml+a T ™o +Za,6' 0t je i T’ "o +---+a éOT Mo 4.

€1

my(niqv(Qj )—1)

+aniOU(Qj)_1T "ig + Z

p>myu( )

Agora, se k = 0 e v(Q;) = 1, como cont(CY,, Cr,) = ni,v(Q;), temos que 9 e ¢ nao possuem
nenhum termo em comum. Além disto, como os expoentes que aparecem em @ (7') sdo nimeros

inteiros, o resultado segue. u

Finalizemos esta secao, apresentando a decomposicao da curva polar Cr de uma curva
algebréide plana Cf.

Exemplo 4.23 Seja Cy a curva algebrdide plana do Exemplo 4.7, ou seja, f = f1- f2- f3, onde
f(XY) =Y —4V3X? + (6X% - 2X3) Y2 + (4X° — 8XO)Y 4+ X0 — 2X7 +5Xx% — X7,

fo(X,Y) =V 44Y3 X2+ (6X1—2X3) Y24 (—4X5+4X0 —4XT)Y + X6 —2X7 4+ X8 —4x°— x1!
e f3(X,Y) = (Y2 - X?)? -4y X°® - X°.

Como vimos, as parametrizagoes de Newton-Puiseux de Cy,,Cy, e Cy, sao, respectivamente,

(g1 =X2 + X2+ X3
yp=—X2 + X2 4iX1
y3=X%+X2—X%
ys=—X3 + X2 —iX1,

3 11
n=X2-X?’+X71
3 11
29=—-X2 - X%24+iX7
3 2 11
zz3=X2 — X“— X1
3 ) Ll
24 =—X2 — X“—1X1

e a
wlng-i-X%
Wy = —X3 +iX1

3 L2
w4:—X2—zX4.

E mais, o diagrama de Eggers T'(Cy) é
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Calculando os diferentes ramos da curva polar Cr, temos que I' =11 - T'g - T'3-T'y - I'5 - T,
onde as parametrizacoes de Newton-Puiseuzr de cada ramo Cr,, com i € {1,--- 6}, sdo

oo = — X3 +X2 gX%— 141)(3—%)(2 81X4 ¥

_l’_
- yu—,:X%+aX2+(—%—%)X3+(%+%)X3+(—@—759“)X%
5 7 a 1+ la
Y 1271

2 283
05 = —X2 +aX2 4 ({5 +9)X3 + (3L 4 dlayxs 4 (1238887+759“)X%+~-;
e por fim
Ts Y16 = %3—aX2+(—1—72+%)X§+(§}1—%“)X3+( 1238887"‘72?1(1))7(%
Y2,6 = — 5—aX2+(%—%)X5+(§i—411§)X3+(%—723“)X§+“'a
onde a = L.
V3

Pela Observagao 4.21 e pelo Teorema 4.20, temos que:
1 s 1 3 ~
1. Se Q" € T(Cy) € tal que v(Q") = 2 entdo

mult(FQl) =np-1=2-1=1,

e como apenas o ramo 'y de T' possui esta multiplicidade, temos que o pacote re' ¢
composto pelo ramo T'q.

2. Se Q% € K € tal que v(Q?) = Z, entao

multT@) =nlint —1)=2(2-1) =2,

€ como

cont(Cy,,Cr,) = 9 = mult(f1) - v(Q?),
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2 ,
temos que T9" contém apenas o ramo Ty;

11
3. Se @ € T(Cy) € tal que v(Q3) = T entdo

multT?) =nf(i3 —1) =2(2-1) =2,

€ como
Cont(0f27 CFs) = 11 = mult(f2) - U(Q3)>

temos que o pacote re’ ¢ composto pelo ramo I's.

4. Se Q* € K3 ¢ tal que v(Q*) = %, entao

mult(T9") =} (3 —1) =2(2 - 1) = 2,

€ como

cont(Cry. Cr) = 9 = mult(fz) - v(@),
temos que o pacote 9" contém apenas o ramo I'y;
5. Se Q° € T(Cy) € tal que v(Q°) = 2, entdo
mult(T9) = (3— 1)} =2.2 =4,
e como
cont(Cy,,Cr,) = 8 = mult(f;) - v(Q°) para todo i € {1,2,3},
cont(Cy,,Cry) = 8 = mult(f1) - v(Q°) para todo i € {1,2,3},

temos que o pacote re’ € formada pelas ramos I's e I'g.

Concluindo, a curva polar I' se decompoe nos sequintes pacotes,
[=1@ .pQ". Q" . p@" . Q"

onde TQ' = I'; para todo i € {1,...,4} e e = I's-Ts.

4.5 Propriedades de Ramos e de Pacotes de uma Curva Polar

Finalizaremos o nosso trabalho, apresentando algumas propriedades de um ramo de um
pacote, assim como propriedades de um pacote da decomposi¢ao da curva polar apresentada
anteriormente. Todos os resultados desta se¢ao foram provados por Evelia G. Barroso [Ba].

Sejam @ um vértice preto de T'(Cy), Cy, um ramo de Cfy, tal que i € Ig, e Cp, um ramo do
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Bt1

pacote Crq da curva polar Cr. Temos, pelo Teorema 4.4, que se cont(CYy,,Cr,) = , entao

%
G Sy

- <q<k=k 4.41
e = mat(my) PR tedo0<g <k (@), (4.41)

onde ﬁgl ¢ o g-ésimo expoente caracteristico de Cr, e n; é a multiplicidade de Cy,. E quanto
aos demais expoentes caracteristicos, o que podemos dizer? Dificil responder, no entanto, o

i Iy
. [ ~ Bl k+1
resultado que veremos a seguir, nos dara uma relagao entre e .
n;  mult(Ty)

Bt

Lema 4.24 Seja QQ um vértice preto de T(Cy) tal que v(Q) = , onde Cy, € um ramo de

)

Cy e k = k(Q). Entao, para cada ramo Cr, do pacote Crq temos

; r
B Pl
n;  — mult(Ty)’

E mais, se o vértice preto for simples, entdo

; r
Pt Pria
< .
n; mult(I'y)

Demonstracao: Vamos supor que

r )
ﬁk—lﬁ-l /Bllc—i—l o COTLt(Cf“CFl)

mult(Ty) n; n; ’

sendo vélida a igualdade, pois Cr, é ramo Crq e entdo, cont(Cy,, Cr,) = n;v(Q) uma vez que
Crl € AQ.

r r
cont(Cy,,C ! !
Note que, como (Cp, Cr) B , entao h é o expoente de um termo de
n; mult(T) mult(T)
uma parametrizacao de Newton-Puiseux de Cy,, e mais
B (4.41) 5 Bt B
n; mult(Ty) — mult(Iy) n;
o i _ Bi+)d B
Sendo assim, existe A € N tal que = . Como pj, = —*, temos
mult(Iy) n; €},
Beba  _ Pl T A€l Obs 4.5 TR _ T e
mult(Ty)  ni.--- el mlee gt mult(I)

ou seja, ﬂ,gil = B,Sl + )\elgl, isto é, egl divide ﬂ,gil, o que é, pela definicdo de expoente caracteris-
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; r
Perr _ B
n;  — mult(Ty)

tico, um absurdo. Logo,

Agora, se @ é um vértice simples, entdo, pela Observacao 4.11, d(Q) = 0 e ¢(Q) = 1.

i Iy
B O

. Sendo assim, vamos
n; mult(Fl)

Observe que pela primeira parte do lema, temos que
; r

Bl _ Bri1
n; mult(T)

para todo 1 < ¢ < k + 1. Desta maneira,

supor que . Com isto, e pela Observacao 4.5, temos que (né,uf]) = (ngl,,ugl)

mult(Ty) =my ' byl =i ey =0l i
Por outro lado,
mult(Ty) < mult(P9) "= g ik — 1) <y,
Biar B

<

o que é uma contradicao. Logo, (T
n; mult(l

|

Considerando ¢(T") a parametrizacao de Newton-Puiseux de Cr, dada no Teorema 4.22,

vejamos o proximo resultado.

Proposicao 4.25 Sejam Q um vértice preto de T(Cy) e Cr, um ramo do pacote Crq.

1. Se Q for um vértice simples, entio o termo T™(Q) onde m = mult(Ly), nao aparece na
parametrizac¢do de Newton-Puiseux ¢(T') do ramo Cr;

i

2. Se d(Q) = ¢(Q) = 1, v(Q) = Peer e o termo T™ Q) aparece na parametrizacio de

1
Newton-Puiseuz ¢(T') de Cr,, entdo o pacote Crq € irredutivel, isto €, Cr, = Cpa.

Demonstragao: Primeiramente mostremos o item (1).

Como @ é um vértice simples de T'(Cy), entao existe um ramo Cy, da curva C; tal que

o(@ = i

(3

, onde k := k(Q). Vamos supor que o termo T™(?) apareca em ¢(T'). Pelo Lema

m

i
4.24, temos que mv(Q) = AL 511;—1"-17 isto é, 611;1 divide mv(Q). Entao, existe A € N tal que
n;

mp. ~ mp Amet ‘
a2 2 G )\egl. Pela Observacao 4.5, temos que b+l ko que nos d4 que # =AeN,
n; n; T, €L
Bi
ou seja, kj 6 um numero inteiro, o que é uma contradicio. Logo, o termo T™(Q) nao aparece
€

na parametrizacao de Newton-Puiseux ¢(7") de Cr,.

Por fim, mostremos o item (2).
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Como o termo T"(Q) aparece em (T, entdo

. , T
My ML 1€k
mu(Q) = = — =

g UITEEE '7712-1-1 7712-1—1

9

é um numero inteiro. Como, por (1.2), mdc(n,i 1 ,u}% 4+1) = 1, temos, na igualdade acima, que
nzﬂ divide egl. Entao, existe A € N tal que 61,;1 = )\77}2+1- E mais,

mult(Ty) =m ' gplet =t Mgy < mult(T9) =i mpy,

sendo a tdltima igualdade véalida pelo Teorema 4.18, com d(Q) = ¢(Q) = 1. Logo A = 1, o que
nos da que mult(T;) = mult(T?) e portanto, Cpe é irredutivel. O

E como iltimo resultado de nosso trabalho, vejamos algumas relacoes entre a multiplicidade
dos pacotes da curva polar Cr e a multiplicidade dos ramos da curva Cf.

Proposicao 4.26 Seja Q um vértice preto de T'(Cy). Entdio,
1. mult(T9) < Z mult(fi);
i€lg

2. Se Q for simples, entdo mult(T?) < mult(f;), para todo ramo Cy, de Cy tal que i € Ig.

Demonstragao: Mostremos o item (1).
_ B B .
Se k = k(Q), entao = < v(Q) < —— para todo Cy, de Cy, tal que i € Ig. Com base
n; n;
nisto, vamos definir os Seguzintes conjuntos:l

Myi= (g @) = K2y 0 My 1= (G (@) < Pty

i Ty

Observe que,
EMy > Q) et My > d(Q). (1.42)

Seja Cy, € My, entao, pelo Teorema 4.18,
mult(TQ) = .-+ 0 (d(Q) + (@)1 — 1)

=(dQ) = )ni. - mp + (@l My

(4.42) i i i i
< (f M2)nj.--- (8 M)ni.- - g

Obs 4.19 i i i i
= 2771-"'-77k+z771-"'-77k+1
1€M> 1€M;

S D ey D g,

1€ Mo i€ My
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= mudt(fi)+ > mult(f;)

1€Mo €My

= Z mult(f;).

ielg
Logo, mult(T%) < Z mult(f;). Se My =0, entdo ¢(Q) = 0 e é suficiente fixar Cy, € M.
i€lg
Para finalizar, mostremos o item (2).

Seja Cy, um ramo de C tal que i € Ig. Como @ é simples, pela Observacao 4.11, d(Q) = 0
e ¢(Q) = 1, e entao, pelo Teorema 4.18,

mult(T9) = nj. - mi(mhy — 1) <l g <nboo b, = mult(f;).

Observacgao 4.27 Seja Q um vértice preto de T'(Cy) e consideremos o pacote Crq de Cr. Se P
denota o niumero de ramos da curva polar que estdo no pacote Crq, entdo P < d(Q) +C(Q)ni+1,

onde k = k(Q) ei € Ig. De fato, tomemos Cr, C Crq tal que mult(I';) = min{mult(I'1),...,mult(I'p)}.
Entao,

T 4.18 . . . . . .
P-mult(Ty) < mult(T9) ““="" .-+ i (d(Q) +e(Q)mfgr —1) < -+ 1 (A(Q) +¢(Q)1hjr1)-
Mas, mult(I'y) = n{l- e .77,?6? bz 15 nie .77261,;[, 0 que nos dd

P < £ (dQ) + @) < d(Q) + Qi
€k

Com esta informagdo, podemos determinar, em algumas situacgdes, se o pacote Crq da
curva polar Cr € irredutivel, isto é, se existe apenas um ramo Cr, da curva polar que satisfaz a
igualdade cont(Cy,,Cr,) = nv(Q), para todo i € Ig, a saber:

1. Se Q ¢ um vértice preto de T(Cy) tal que ¢(Q) = 0 e d(Q) = 2, entdo o pacote Crq €
irredutivel;

2. Se Q € um vértice simples de T(Cy), i € Ig e WZH = 2, entao o pacote Crq € irredutivel.
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