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“Existe uma coisa que uma longa existéncia
me ensinou: toda a nossa ciéncia, comparada
a realidade, é primitiva e inocente, e, por-

tanto, é o que temos de mais valioso.”
Albert Einstein.



Resumo

Este trabalho estd relacionado com o estudo da equacao da onda em superficies

compactas com dissipagao localmente distribuida, descrita por

{ uy — Apu+a(z)gu) =0 em M x (0,00)
uw(x,0) =u’(z) , W(z,0) =u'(z)

onde M C R? é uma superficie compacta orientada sem fronteira (de classe C?), tal
que M = My UM; onde M; = {z € M;m(x)- -v(z) >0} e My =M\ M, onde

0

m(z) =z —2° 2' € R3, e v é o campo de vetores normais unitdrios exteriores a M.

i



Abstract

This work is concerned with the study of wave equation on compact surfaces and

locally distributed damping, described by

{ uy — Apu+a(z)g(u) =0 em M x (0,00)
u(x,0) =u’(z) , u(z,0) =u'(z)

where M C R? is a smooth (of class C?) oriented embedded compact surface without
boundary, such that M = My U My, where M; = {x € M; m(z) - v(z) > 0} and
My = M\ My, here, m(z) .=z —2° 2° € R3, and v is the exterior unit normal vector

field of M.

1ii
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INTRODUCAO

Vivemos em um mundo onde os recursos naturais, embora abundantes, podem
vir a ficar escassos se nao forem utilizados com prudéncia e sabedoria. Dentro desta
perspectiva, torna-se cada vez mais necessario controlar a energia utilizada para deslocar
um “sistema” de um estado inicial até um estado final previamente estabelecidos. O
gasto excessivo de energia ou o mal controle da mesma, pode levar o planeta ao caos. Um
grande nimero de problemas da fisica-matematica podem ser modelados por equagoes a
derivadas parciais. Por modelos entendemos um conjunto de equagoes (ou inequagoes)
que juntamente com condigoes de fronteira e condigbes iniciais (quando o fenomeno é de
evolugao), permite-nos descrever o problema fisico considerado. Denominamos sistemas

distribuidos a tal modelagem.

O tema da controlabilidade de energia acima mencionado ¢é sabiamente descrito por
um dos maiores cientistas contemporaneos, Jacques Louis Lions (1928-2001), quando o
mesmo diz: “Controlar um sistema é fazé-lo comportar-se de acordo com nossos desejos
de um modo compativel, com seguranca e ética, e com o menor custo possivel”. Permita-
nos dar um exemplo simples de dispersao (ou gasto) de energia devido ao atrito entre
pecas. Consideremos uma corda de violao e duas hastes de metal. Prendamos a corda
em uma das hastes e tensionemos a mesma de modo que permitamos que na outra
extremidade a corda possa ter pequenos movimentos para cima e para baixo conforme

ilustra a figura 1.

Ao provocarmos uma onda sobre a corda, bastando dedilhar suavemente a mesma,

o atrito (ou fricgao) entre a corda e a haste na parte B provocard um desgaste da energia
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Figura 1: Corda de violao tensionada. Na extremidade A a corda estd presa enquanto
na extremidade B a corda pode se movimentar para cima e para baixo.

mecanica (cinética + potencial) do sistema levando a corda ao repouso. A este fendmeno

denominamos dissipacao de energia pela fronteira do sistema.

Vejamos um outro exemplo simples. Suponhamos que agora a corda esteja presa
nas duas extremidades. Ao provocar uma onda na mesma, e sob condigoes ideais, ou
seja, desprezando-se o atrito com o ar, a corda vibraria para sempre, o que implicaria
na conservacao da energia mecanica. Evidentemente isto nao ocorre na pratica, mas os
modelos que envolvem propagacao de ondas costumam desprezar o atrito com o ar uma
vez que tal atrito, quando comparado a um atrito friccional com a haste ou com outro

tipo de material mais resistente, quase nao representa desgaste da energia.

Voltemos entao a nossa corda presa nas duas hastes e vibrando em funcao da
propagacao de onda que criamos. Imagine que desejamos parar esta vibracao e para
isto devemos atritar com os nossos dedos, por exemplo, em uma por¢ao w da corda até

leva-l4 ao repouso, conforme indica a figura 2.

Assumindo que levamos o sistema ao repouso apds atritarmos um determinado
tempo na regiao w contida propriamente na corda, aparece um novo fenémeno ao cha-
mamos de dissipacdo interna o que difere do caso anterior (figura 1) onde o atrito se
deu pela fronteira do sistema. Surge uma pregunta natural: Serd que precisamos atritar

a corda em toda a sua extensao, o que acarretaria um gasto grande de energia, ou sé
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Figura 2: Corda de violao tensionada e presa em ambas as extremidades. Provoca-se
uma onda e atrita-se uma porcao w da corda de modo a parar o movimento.

precisamos atritar a corda em uma porc¢ao w contida propriamente na mesma? Se conse-
guirmos isto evidentemente teriamos um gasto bem menor de energia. Outra pergunta
que surge: se tivermos sucesso em levar a corda ao repouso simplesmente atuando em
uma por¢ao w propriamente contida na mesma, sera que estd regiao pode ser escolhida

ao acaso? ou deve ser estrategicamente escolhida?

No caso unidimensional a beleza da geometria concernente as perguntas formuladas

acima nao fica tao evidenciada quando comparada ao caso n-dimensional.

A estabilidade para a equacao da onda
uy — Au+ f(u) +a(x)g(u) =0 em Q xRy

onde 2 é um dominio limitado em R", foi estudada por um longo tempo por muitos
autores. Quando o termo dissipativo depende da velocidade linearmente, ou seja, temos
a(x)u; no lugar de a(z)g(u), Zuazua [47] provou que a energia decai exponencialmente
se a regiao w onde se localiza a dissipagao, isto é, aquela onde a(z) > ag > 0, contém
uma vizinhanca da fronteira 02 de €2, ou pelo menos contém uma vizinhanga w* de uma

parte particular, dada por
{x €0Q; (x—2°) - v(z) >0}

onde v representa o vetor normal unitdrio exterior a e 2° € R™.
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Mais tarde, outra vez considerando f = 0, Nakao [35] estende o resultado de
Zuazua [47], tratando primeiramente o caso de uma equagao linear degenerada, e entao
o caso contendo uma dissipagao nao-linear p(x,u;), como geralmente, assumindo que
a fungdo p tem um crescimento polinomial perto da origem. Martinez [34] melhorou
os resultados precedentes mencionados acima, ainda no contexto linear da equacao da
onda sujeito a uma dissipagao nao-linear p(z,w;), evitando o crescimento polinomial da
fungao p(x, s) em uma vizinhanga da origem. Sua prova é baseada em parte na técnica dos
multiplicadores desenvolvida por Liu [23], combinada com as desigualdades integrais nao-
lineares para mostrar que a energia do sistema decai a zero com uma estimativa precisa
para a taxa de decaimento se a regiao de dissipacao satisfaz algumas circunstancias
geométricas. Mais recentemente, e ainda considerando f = 0, Alabau-Boussouira [2]
estendeu os resultados de Martinez [34], mostrando taxas de decaimento 6timas de ener-
gia. Além disso, gostarfamos de mencionar o trabalho mais recente neste sentido devido
a D.Toundykov [44] que apresenta taxas de decaimento Gtimas para solugoes de uma
equacao da onda semilinear com dissipacao localizada no interior e condigao de fronteira

tipo Neumann.

Rauch e Taylor [39] estao entre os pioneiros em investigar o comportamento as-
sintotico de solugoes fracas do problema de Cauchy para a equagao da onda linear sobre
uma variedade compacta (M, g) sem bordo sujeita a um termo dissipativo localmente
distribuido, descrito pela equagao

{ uy — Au+ 2a(z)uy =0 em M x]0,00[, 1)

u(z,0) = u(z), w(z,0)=1u'(z) x e M.

Assumindo que a é uma funcao limitada e nao negativa sobre M tal que a €
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C, dizemos que a condi¢cao de Rauch-Taylor ocorre se existe um instante de tempo
To > 0 tal que qualquer geodésica (também denominada ‘raio da 6tica geométrica’) com
comprimento maior do que T encontra o conjunto aberto {x € M;a(xz) > 0}. Neste
caso foi provado por Rauch and Taylor [39], usando argumentos da Anélise Microlocal,

que a energia

1

E(t) = §/M (lue? + | Vul?) da

decai exponencialmente.

Resultados andlogos foram obtidos posteriormente por Bardos, Lebeau and Rauch
[5] para variedades Riemannianas com bordo. Neste trabalho os autores apresentam
condicOes necessarias e suficientes para o observacao, controle e estabilizacao da equacao
da onda linear sobre uma variedade compacta com bordo (M, g). Assim, se considerar-

mos a equacao

uy — Au~+2a(z)up =0 em M x ]0,00[,
u=0 sobre OM x 10, 00[,
u(z,0) = u(x), uy(2,0) = ul(x) v,

a € C®, e a(r) > 0 em algum subconjunto aberto e nao vazio w de M, satisfazendo
a condicao de controle geométrico (CCG) introduzida por Rauch e Taylor[39], eles pro-
varam que, de fato, esta condicao é necessaria e suficiente para garantir o decaimento

exponencial da energia F(t) do sistema.

Um exemplo classico, no caso Euclidiano, de um aberto w satisfazendo esta condigao

¢ quando w é uma vizinhanga da fronteira OS2 de €2, conforme ilustra a figura abaixo.
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Figura 3: Raios propagando dentro de um dominio €2 C R" seguem linhas retas que sao
refletidas na fronteira 02 de 2 de acordo com as leis da Otica Geométrica. A regiao de
controle ou estabilizagao é w e a CCG é satisfeita para algum T, > 0.

A figura a seguir é um exemplo de regiao que nao satisfaz as condigoes de controle

geométrico.

R

AL

Figura 4: Neste caso existe um raio R da otica geométrica que nao intercepta a regiao
w seja qual for o tempo T > 0.

A idéia intuitiva atrds deste resultado é que se toda geodésica (ou raio da Otica
geométrica) permanece pelo menos uma por¢ao bem definida de tempo na area dissi-
pativa (ou regido de controle geométrico) durante sua viagem, entdo a energia decai

exponencialmente.

No caso de propagacao de ondas em variedades, mais particularmente sobre su-
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perficies regulares orientaveis compactas sem bordo, a determinacao da condicao de
controle (ou estabilizagao) geométrico(a) é mais delicada pois necessitamos conhecer to-
das as geodésicas sobre a superficie em questao. No caso de detectar tal condicao em
variedades Riemannianas compactas (M, g), a questao é muito mais complicada. Veja-
mos alguns exemplos de regides de controle (ou estabilizagdo) geométrico(a) envolvendo

o toro e a esfera como mostram as figuras a seguir:

Figura 5: A regiao de dissipacao (em vermelho) intercepta todas as geodésicas (linhas escuras)
do toro.

Figura 6: A regiao de disipagao (em vermelho) intercepta todos os circulos méximos da esfera,
ou seja, todas as suas geodésicas.
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Questoes naturais aparecem no contexto da equacao da onda linear que se propaga
em uma superficie regular compacta sujeita a uma dissipacao nao linear, onde a analise
microlocal ja nao funciona mais em virtude do cardter nao linear da equagao. Seria
possivel estabilizar o sistema considerando uma dissipacao localizada que atua em uma
parte da superficie? No caso afirmativo, quais seriam as imposicoes geométricas que
terfamos que supor sobre a superficie? Nao havia na literatura até recentemente, um
trabalho a respeito da equacao da onda nao-linear em superficies compactas, quando o

termo de dissipagao atua em uma parcela M, contida estritamente em M.

Neste trabalho consideramos o problema da equacao da onda em superficies com-
pactas com dissipacao localmente distribuida. Para tanto, consideramos M uma su-

perficie compacta, mergulhada, orientada sem fronteira no R?, (de classe C®), com

M = MoU M, onde

My ={zeM;m(x) v(x) >0} e Mo=M\M,.

Aqui, m(z) := x — 2° (2° € R3; fixado) é o campo radial utilizado no contexto

Euclidiano e v é o campo de vetores normais unitarios exteriores de M. Este trabalho
é voltado para o estudo da estabilizacao uniforme das solugoes do seguinte problema

dissipativo
uy — Apu+a(z)g(u) =0 em M x (0,00)

(2)
u(z,0) =u’(z) , v (x,0)=u'(zx) xreM

onde a(x) > ag > 0 sobre um subconjunto aberto M, estritamente contido em M e

além disso g é uma funcao monotona crescente.

O objetivo inicial deste trabalho é provar o problema acima mencionado quando a
porcao de M, onde a dissipacao ¢ efetiva é estrategicamente escolhida. Parai=1,... k,

assuma que existem subconjuntos abertos My, C My de M com fronteira regular dM;
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tais que My; sao umbilicos, ou, mais geralmente, que as curvaturas principais k; e
ko satisfacam |ki(z) — kao(x)| < &; (g; considerado suficientemente pequeno) para todo
x € My,;. Além disso, suponha que a curvatura média H de cada Mo; é nao-positiva (i.e.
H < 0 sobre My; paracadai =1,...,k) e que a dissipagao é efetiva em um subconjunto

aberto M, C M que contém M\ UF_; My, conforme ilustra a figura abaixo.

Figura 7: O observador esta localizado em x3. O subconjunto M, é a parte “visivel”
de M e M, é seu complemento. O subconjunto M, D M\ U¥_, My = M\Mg; é um
conjunto aberto que contém M\ UE_; My, e a dissipagao é efetiva ai.

Outros exemplos de superficies compactas sem bordo que podem ficar livres de
efeitos dissipativos sao aquelas que contem partes conicas em sua composicao. Mais
precisamente, o efeito dissipativo deve conter estritamente o complementar da parte

conica, conforme ilustra a figura abaixo.

A parte em negrito representa a area dissipativa enquanto a parte branca nao ha

dissipacao.
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O problema acima foi solucionado recentemente em um trabalho de autoria de

Cavalcanti, Domingos Cavalcanti, Fukuoka e Soriano [9)].

O principal objetivo desta dissertagao é estender o resultado anterior (valido para
superficies umbilicas e conicas) para superficies mais gerais, onde voltaremos nossas
atencoes para a curvatura Gaussiana K e nao mais para a curvatura Média H. Este

novo resultado generaliza significativamente o resultado inicial.

A estratégia utilizada para provar a conjectura acima é basicamente usar a técnica
dos multiplicadores e campos, conforme em Lions [24] combinado com novos ingredientes
que serao esclarecidos no decorrer da dissertagao. Com efeito, a maior dificuldade e
novidade nesse tipo de problema sobre superficies é como lidar (ou interpretar) os termos
novos que surgem nos calculos que provém da estrutura geométrica de M. Além disso,
esta técnica pode ser naturalmente estendida para equagoes semilineares onde a fungao
semi-linear f(s) é assumida crescer polinomialmente conforme o trabalho de Triggiani
e Yao [43]. Para finalizar, gostariamos de enfatizar que as demonstragdes dos classicos
39, 5, 19], baseados em anédlise microlocal, nao se estendem ao problema nao linear (2).
Apesar da analise microlocal nos fornecer resultados étimos no que concerne a condigao
de controle (ou estabiliza¢ao) geométrico(a), a mesma nao se aplica a problemas nao
lineares. Contudo, a técnica dos multiplicadores, apesar de mais restritiva, em algumas
situagoes nos fornecem condicoes de controle geométrico quase 6timas, além de se adequar
bem aos problemas nao lineares. Vejamos um simples exemplo onde isto ocorre. Com
efeito, observe que se considerarmos x; e xs observadores opostos em relacao ao centro
de uma esfera e suficientemente afastados um do outro, a regiao dissipativa concentrar-
se-4 em uma vizinhanca arbitrariamente pequena em torno de um meridiano. Isto quase
generaliza o resultado devido a Bardos, Lebeau and Rauch [5] quando M = S? é uma

esfera (veja a figura abaixo).



SUMARIO 11

Figura 8: Os observervadores 1 e x5 sao colocados simetricamente com relagao ao centro
da esfera. A medida que eles sao colocados suficientemente distantes um do outro a area
(em negrito) onde a dissipagao ¢ efetiva pode ser considerada arbitrariamente pequena.

Por outro lado, fazendo o uso de argumentos utilizados por Lasiecka and Tataru [21]
obtemos taxas 6étimas de decaimento da energia. Tais taxas sao consideradas 6timas, uma
vez que quando explicitadas (conforme em Cavalcanti, Domingos Cavalcanti and Lasiecka
[10]), elas sdo as mesmas taxas Otimas provadas no trabalho de Alabau-Boussouira [2]

ou de Toudykov [44].
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Preliminares

1.1 Distribuicoes e Espacos Funcionais

1.1.1 Nocao de Derivada Fraca

No estudo de problemas descritos pelas equagoes diferenciais parciais cujos dados
iniciais nao sao regulares o suficiente para possuirem derivada no sentido classico, faz-se

necessaria a introducao de um novo conceito de derivada.
Para entendermos tal conceito necessitamos de algumas definigoes:
1°) Espago das fungoes testes

Dados o = (o, 9, ..., ) € N* e x = (21, 29,...,x,) € R", representaremos por

D% o operador derivacao de ordem « definido por

olel
D =
8:1:10‘1 8.1'2052 R 8$na" ’

onde |a| = Zai. Se = (0,0,...,0), define-se D*u = u.
i=1

Seja 2 um aberto do R™. Denotaremos por C§°(2) o conjunto das fungoes ¢ :
2 = K (onde K = R ou K = C) que sao infinitamente diferencidveis em € e que tem

suporte compacto, onde suporte ¢ é o fecho do conjunto {z € Q;p(z) # 0} em Q, ou

: Q
seja, supp (p) = {x € Qp(x) # 0}
Dizemos que uma seqiiéncia {¢, } C C§°(Q2) converge para zero, denotando ¢, — 0,

se, e somente se, existe um subconjunto compacto K de €2, tal que:

12
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i) supp(p,) C K,Vv eN;

ii) D%p, — 0 uniformemente sobre K, Va € N".

Dizemos que uma seqiiéncia {¢,} C C°(Q2) converge para ¢ C C3°(€2) quando a

sequéncia {p, — ¢} converge para zero no sentido acima definido.

O espago C§°(£2), munido desta nogao de convergéncia, ¢ denominado espago das

fungdes testes, e denotado por D(12).
2°) Distribuigao sobre um aberto {2 C R"

Definimos como distribuicao sobre §2 a toda forma linear e continua em D(2). O
conjunto de todas as distribuicoes sobre €2 é um espaco vetorial, o qual representa-se
por D'(Q), chamado espaco das distribuicdes sobre 2, munido da seguinte nocio de
convergéncia: Seja (T,) uma sucessdao em D'(Q) e T € D'(Q2). Diremos que T, — T em
D'(Q) se a seqiiéncia numérica {(T},, ¢)} converge para (T, ¢) em R, V o € D(Q).

1

Le(£2) 0 espago das (classes de) fungoes u : Q — K tais que

3°) Denotaremos por L

|u| é integravel no sentido de Lebesgue sobre cada compacto K de €.

De posse destas defini¢bes estamos aptos a entender este novo conceito de deri-
vada. S. Sobolev introduziu, em meados de 1936, uma nogao global de derivada a qual

denominou-se derivada fraca, cuja construcao dar-se-a a seguir:

Sejam u,v definidas num aberto limitado €2 do R", cuja fronteira [' é regular.
Suponhamos que u e v possuam derivadas parciais continuas em Q = QUT. Se u ou v

se anula sobre I', obtemos do lema de Gauss que

ov ou
u—-dr = — | v—-dx.

A expressao anterior motivou a derivada fraca dada por Sobolev: Uma funcao

u € L. () é derivdvel no sentido fraco em €, quando existe uma fungio

v € L,.(Q) tal que

loc

/Qu(x)agzij)dx =— /Q v(x)p(x)dx, para toda ¢ € D(Q).
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Embora, tal conceito de derivada tenha sido um marco na evolucao do conceito
de solucao de uma equacao diferencial, ele apresenta uma grave imperfeicao no fato que
nem toda fungao de L}, .(Q2) possui derivada neste sentido. No intuito de sanar este tipo
de problema, Laurent Schwartz, em meados de 1945, introduziu a nogao de derivada no
sentido das distribuicoes, a qual generaliza a nogao de derivada formulada por Sobolev,

COImo segue:

Seja T uma distribuic¢ao sobre 2 e &« € N". A derivada de ordem « de T', no sentido

das distribuicoes, é definida por:

(DT, ) = (=1)*UT, D*p); Vo € D(9).

Verifica-se que D*I" ¢é ainda uma distribuicao e que o operador

D :D'(Q) — D'(Q), tal que a cada T associa-se DT, é linear e continuo.

1.1.2 Os Espagos L?(Q)

Seja 2 um aberto do R"™. Representaremos por LP(Q2), 1 < p < 400, 0 espago
vetorial das (classes de) fungoes definidas em €2 com valores em K tais que |u|P é integravel

no sentido de Lebesgue em ().

Teorema 1.1. (Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue) - Seja (u,),en
uma sequéncia de fungoes integraveis num aberto 2 C R™, convergente quase sempre para
uma funcgao u. Se existir uma funcao ug € L*(Q) tal que |u,| < ug quase sempre, Vv € N

entao u € integravel e tem-se
/ u = lim Uy, .
[¢) V—r00 0
Demonstracao: Ver [27].

O espago LP(§2) munido da norma

P
|lu|| e = (/ |u(:13)|pdx) , paral < p < +o00
Q
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||| L = supess|u(z)|, para p = +o0,
€N

é um espaco de Banach.

No caso p = 2, L*(Q2) é um espaco de Hilbert.

Proposicao 1.2. (Desigualdade de Young) - Sejam 1 < p,q < oo tal que

1 1

P q
ab? b

ab < — + —.
p q

Demonstragao: Ver [6].

Proposicao 1.3. (Desigualdade de Minkowski) - Sejam 1 < p < oo e f,g em
LP(Q2), entdo

1f + gllze) < 1 fllze) + 19l zr)-

Demonstragao: Ver [27].

Proposicao 1.4. (Desigualdade de Hélder) - Sejam u € LP(Q) e v € L4Y(Q) com

1 1
1<p<ooe=+-=1. Entio uww € L'(Q) e temos a desigualdade
p q

/Q fuv] < [[ull ooy 1]l 2o -

Demonstracao: Ver [6].

Segue como corolario da proposicao anteiror o seguinte resultado:

Corolério 1.5. (Desigualdade de Holder generalizada) - Sejam f1, fa, .. ., fi fungdes,

1 1 1
tais que f; € LPi(Q), p; > 1,1 <i <k, onde —+ —+...+ — =

1
- < 1. Entdo o
P1 P2 P D
produto f = fifa... fr € LP(Q) e

1 Fllze@) < fillm @l fallLre ) - - ([ fill oy
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Proposicao 1.6. (Desigualdade de Interpolagao) - Se u € LP(Q2) N LI(Q2) com

1<p<qg<ooentioue L' (Q) para todo p <1 < q e se tem a desigualdade

el ey < ullogoyllull bt

1 6 1-0
onde 0 < 60 <1 verifica — = — + ——.
r b q

Demonstracao: Ver [29].

Lema 1.7. (Desigualdade de Jensen) - Seja B um hipercubo do R", entdo para toda

fungdo concava F e toda fungdo integrdvel g € L'(B), teremos

F (m;(B) / g(x)dx) > [ Flatais

Demonstracao: Ver [41].

Além dos resultados acima, temos que:

i) LP(Q) é reflexivo para todo 1 < p < +00;
ii) LP(Q) é separavel para todo 1 < p < +00;
iii) D() tem imersao continua e densa em LP(2) para todo 1 < p < +o0;

iv) Se (f.) é uma seqiiéncia em LP(Q) e f € LP(Q) sao tais que || f, — f||Lr() — 0 entdo

existe uma subseqiiéncia (f,, ) tal que f,, () = f(z) quase sempre em €.

Proposicao 1.8. (Teorema da Representacao de Riesz) - Sejam
/ 1 1
1 <p< 400, ¢ € (LP(Q)) com — + — = 1. Entao existe uma tinica u € L(),
q p
tal que

(p,v) = /Qu(:c)v(:v)d:v, Vo € LP(Q) e ||ul|po(o) = ”SOH(LP(Q))"

Demonstracao: Ver [6].

Quando p = oo, temos:
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Proposicao 1.9. Seja ¢ € (Ll(Q))/, entao existe uma unica u € L>(Q) tal que
— 1 —
(p0) = [ ulaola)da, Vo € L) € o = el oy

Demonstragao: Ver [6].

p
loc

Denotaremos por L7 (), 1 < p < 400 o espago das (classes de) fungoes
u : Q — K tais que |ulP é integravel no sentido de Lebesgue sobre cada compacto
K de © munido da seguinte nogao de convergéncia: Uma sucessao u, converge para

u € LY () se para cada compacto K de {2 tem-se:

loc

i (uy —u) = (/K luy () — u(m)|pdx) "o,

Proposigao 1.10. (Lema de Du Bois Raymond) - Seja u € L}, (), entdo T, = 0

loc

se, e somente se, u = 0 quase sempre em ), onde T, € a distribuicao definida por

(Tu, ) = Jqu(z)o(x)dr, Yo € D).

Demonstragao: Ver [28].

Desta proposigao tem-se que 7T, fica univocamente determinada por u € L, (£2),

1

1e(€2), entao T, = T, se, e somente se, u = v quase sempre em §2.

isto é, se u,v € L

Proposicao 1.11. Seja (u,)ven C L7 (), 1 < p < 400, tal que v, — u em LY (Q),

loc

entdo u, — u em D ().
Demonstragao: Ver [28].

1.1.3 Espacos de Sobolev

Seja 2 um aberto do R", 1 < p < 400 em € N. Se u € LP(Q2) sabemos que u
possui derivadas de todas as ordens no sentido das distribui¢oes, mas nao ¢é verdade, em
geral, que D*u seja uma distribui¢ao definida por uma funcao de LP(2). Quando D“u
¢ definida por uma fungao de LP(€2) defini-se um novo espago denominado espago de

Sobolev. Representa-se por W"P()) o espaco vetorial de todas as func¢oes u € LP(S),
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tais que para todo |a] < m, D%u pertence a LP(€2), sendo D*u a derivada no sentido das
distribuigoes.
O espaco W™P(Q2) munido da norma
1
P

1w mp = Z / |D%|Pdx | , para 1l < p < oo,
Q

laf<m

oo = Z sup ess| D%u(z)|, para p = oo
z€eQ

I
|| <m
é um espaco de Banach.

Representa-se W™2(Q) = H™(2) devido a sua estrutura hilbertiana, ou seja, os

espacos H™(£2) sao espagos de Hilbert.

E sabido que C£°(€2) ¢ denso em LP(£), mas nao é verdade que C£°(9) é denso em
W™P(Q) para m > 1. Motivado por esta razao define-se o espago W;"" () como sendo

o fecho de C§°(2) em W™P (), isto é,

————W™P(Q

o] w ) m,
C°(2) = Wy™"().

Observagao: Quando 2 é um aberto limitado em alguma direcao z; de R" e

1 < p < oo consideramos W;""(€2) munido da norma

b= 3 / Du() P

|a|=m

que é equivalente a norma |||,

1 1
Suponha que 1 < p < ooel < g < oo tal que — + — = 1. Representa-se por
p q
W=m4(Q) o dual topoldgico de Wi"?(Q). O dual topolégico de H*(€2) denota-se por
H™(Q).
Prosseguindo nas defini¢oes dos espacos que utilizaremos ao longo deste trabalho,

vamos caracterizar os espagos H*(Q2), s € R. Para isso consideremos S = {¢ € C*(R");

| l‘ilm p(x)D%(z) = 0, para todo polinomio p de n variaveis reais e « € N"} o espago
x||—00
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das funcoes rapidamente decrescente no infinito, S' o dual topoldgico de S e para cada

funcao u € L'(R") a transformada de Fourier de u definida por

afz) = (2m) F / i Eu(y)dy,

n

onde (z,y) = > x;y;.
j=1

Definimos, para todo s € R
H*(R") = {u S (1+]|z|)iae L?(R")} .

Além disso, se s > 0 temos que H *(R") = (HS(R"))I e H*(R") — L*(R") — H*(R").

Diremos que o aberto €2 é bem regular se sua fronteira I' é uma variedade de classe

C* de dimensao n — 1, 2 estando localmente do mesmo lado de I'.

Seja ) um aberto bem regular do R", ou o semi-espago R’}. Consideremos a

aplicacao:
ro: L2(R") — L*Q)
u = ulg

que leva u na sua restricao a 2. Assim, para s > 0 temos que

H*(Q) = {v|q; ve H*R")}

H(Q) = (H3(2) onde Hy(@) =D(@)" .

Teorema 1.12. (Imersao de Sobolev) - Seja Q2 um aberto do R", entao

H™(Q) — C*(Q), sem > g + k.

Demonstracao: Ver [26].

Proposicao 1.13. Sejam Q2 um conjunto aberto do R™, de classe C™, com fronteira
limitada e m um inteiro tal que m > 1, e 1 < p < co. Entao temos as segintes imersoes

continuas:



CAPITULO 1. PRELIMINARES 20

1 1 1

se ~ — > 0 entdo WmP(Q) — L1(Q), onde — = — — T,
b n q b n
1 m 5

se — — — =0 entao W™P(Q) — L1(Q), Vq € [p, +0],
P on
1

se — — m < 0 entao W™P(Q) — L>*(Q).
P on

Demonstracao: Ver [12].

Teorema 1.14. (Teorema de Rellich Kondrachov) - Seja Q um subconjunto aberto

limitado do R™, Q de classe C* e 1 < p < co. Entdo

1 1
se p <n entao W'P(Q) < LI(Q), Yq € [1,p*], onde — = — — —,
p n

D=

se p=mn entao W'P(Q) < L1(Q), Vq € [1,+o0],

se p=n entio WH(Q) < C(Q).

Demonstragao: Ver [12].

Notagao: <% indica imersao compacta.

Proposicao 1.15. (Desigualdade de Sobolev, Gagliardo, Nirenberg) Se 1 <p <

n, entao
WP (R") C LP*(R"),
1 1 1 .
onde p* vem dado por = existe uma constante C' = C(p,n) tal que
p p n

HUHLP* S CHVUHLP Yuce Wl’p(Rn).

Demonstragao: Ver [6].

Teorema 1.16. Quando n > 2 temos a inclusao H'(R™) < LP(R™) para todo p satisfa-
11 1

zendo 2 < p < p, onde p € dado por: — = = — —.
p 2 n

Demonstragao: Ver [15].
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1.2 Espacos Funcionais a Valores Vetoriais

Nesta secao iremos determinar os espagos em que sao levados em conta as variaveis

temporal e espacial, o qual é necessario para dar sentido a problemas de evolucao.

Para cada t € [0, 7] fixo, interpretamos a fun¢ao x +— u(x,t) como um elemento do

espaco X. Denotaremos este elemento como u(t) € X com valores no espaco X.

Seja X um espaco de Banach, a,b € R.
O espago LP(a,b; X), 1 < p < 400, consiste das fungoes (classes) mensuraveis sobre [a, b]

com imagem em X, ou seja as fungoes u : (a,b) — X, tais que

1
b »
[l Lo (o) = (/ IIU(t)H&dt> < 0.

O espago L>(a,b; X) consiste das fungoes (classes) mensuraveis sobre [a, b] com imagem
em X, as fungoes u : (a,b) — X limitadas quase sempre em (a, b). A norma neste espago
¢é dada por

||| oo (a0, x) = sup ess|ju(t)]|x.

O espago C™([a,b]; X), m =0,1,..., consiste de todas as fun¢oes continuas u : [a,b] —

X que possuem derivadas continuas até a ordem m sobre [a,b]. A norma é dada por

m

= @)l
Jul = 3 max o (2)

Vejamos algumas propriedades desses espagos, as quais podem ser encontradas em

[45]

Proposicao 1.17. Sejam m =0,1,..., e 1 <p < +o0, X eY espacos de Banach.

(a) C™(la,bl; X) € um espago de Banach sobre K.

(b) LP(a,b; X), 1 <p< +oo e L¥(a,b; X), sdo espagos de Banach sobre K.

(c) O congunto de todas as funcoes de grau é denso em LP(a,b; X).

(d)C([a,b]; X) € denso em LP(a,b; X) e a imersao C([a,b]; X) < LP(a,b; X) é continua.

(e) Se X é um espaco de Hilbert com produto escalar (.,.),, entio L*(a,b; X) é também



CAPITULO 1. PRELIMINARES 29

um espacgo de Hilbert com produto escalar

(U, V) £2(0,0: %) ::/a (u(t),v(t))xdt.

(f) LP(a,b; X) € separdvel, se X for separdvel e 1 < p < 400.
(9) Se X =Y, entao L"(a,b; X) — L% a,b;Y), 1 <q<r <4o0.

Lembremos que se U e ¥ s@o dois espagos vetoriais topolégicos, temos que L(U, V)

denota o espago das funcoes lineares e continuas de U em V.

O espago das distribuigoes sobre (a,b) com imagem em X, serd denotado por

D'(a,b; X).

Logo, D'(a,b; X) = L(D(a,b); X), ou seja, é o conjunto de todas as aplicagdes
lineares e limitadas de D(a,b) em X. A nogao de convergéncia em D’(a,b; X): seja S €
D'(a,b; X) logo S : D(a,b) — X é linear e se 0, — 6 em D(a,b) entdo (5,6,) — (S,0)
em X. Diremos que S, — S em D'(a,b; X) se (S,,0) — (S,0) em X, VO € D(a,b).
Cada elemento desse conjunto é uma distribuigao sobre (a,b) com valores no espago de

Banach X.

ds
A derivada T para S € D'(a, b; X), é definida com um tnico elemento deste espago

ds dy
<£,¢> . <5, E> Ve € D(a,b).

d
A fungao S — o’ ¢ uma fun¢ao continua de D'(a, b; X) sobre ele mesmo.

Agora se f € L*(a,b; X) definimos fe D'(a,b; X) por

a qual satisfaz,

(Frg) = / f()e(t)dt Vo € D(a,b)

a funcido f — f de L%(a,b; X) — D'(a,b; X) é linear e continua, e ainda é injetora e

desta forma identificamos f com f e obtemos

L*(a,b; X) = D'(a,b; X)
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1

el@, b; X)) € o espago das fungoes u tal que para todo compacto K C (a,b),

O espaco L

xxu pertence a L'(a,b; X), onde xx denota a funcao caracteristica de K.

Definigao 1.18. Seja J € D(R), tal que J >0 e / J(t)dt = 1. Dado € > 0, definamos
R

t

J(t) = 17 (-) e (J.xu)(t) = / J.(t = s)uls)ds

€ € R

para as funcoes u em que o lado direito da ultima igualdade faz sentido.

Proposicao 1.19. Seja u uma funcao definida sobre R, que anula-se fora de um intervalo
I.
(a) Seu € L} (R; X), entao J. xu € C°(R; X).

loc

(b) Sew € L*(R; X), entio J. xu € L*(R; X). Além disso, ||Je * ul|2w.x) < |Jull L2

e eirr(}+ | Je ¥ u — ul[L2@x) = 0

Fazendo as devidas adaptagoes, encontramos a demonstragao desta proposi¢ao por

exemplo em [20]
O espago dual de LP(a,b; X). Consideremos Y = LP(a,b; X). Temos a seguinte

relagdo de dualidade Y’ = L4(a,b; X') com }% + % = 1 devido ao teorema seguinte.

Teorema 1.20. Seja X um espaco de Banach reflexivo e separdvel, 1 < p < +o0,
1,1
st = 1.

a) Cada funcao v € Li(a.b: X') corresponde a um unico funcional v € Y' dada por
(a) ¢ , b; 74 D

b
(T, u) :/ (v(t),u(t))xdt Yuel. (1.1)

Reciprocamente, para cada© € Y' corresponde a exatamente uma fun¢ao v € Li(a,b; X')

dada por (1.1). Além disso
[@llyr = [0l Laa.bx)

(b) O espaco de Banach LP(a,b; X) € reflexivo e separdvel.

Demonstracao: Ver [45].
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Assim podemos identificar Y’ com L9(a, b; X'), pois pelo Teorema acima existe um

isomorfismo isométrico. Donde
1
b b 7
(v, u) :/ (w(t),u(t))xdt; |v| = (/ lv(®)]]4 ,dt) VueY YveY

Sejam a e b dois ntimeros reais finitos ou nao, a < b, X e Y espagos de Banach

com X denso em Y e m > 1 inteiro, definamos

dm
W(a,b) = {u € L*(a,b; X); ﬁ =u'™ € L*(a,b;Y)}

onde u{™ ¢ neste sentido uma distribuicio em D’(a,b; X). A norma é dada por
3
||U||W(a,b) = [HUH%?(a,b;X) + ”u(m)H%Q(a,b;Y)

Segue dai que W (a,b) é um espaco de Banach.

Denotaremos por D(a, b; X) o espago localmente convexo das fungdes vetoriais ¢ :
(a,b) — X infinitamente diferencidveis com suporte compacto em (a,b). Diremos que

v, = @ em D(a,b; X) se:
i) 3K compacto de (a,b) tal que supp (¢,) e supp (v) estdo contidos em K, Vv;
ii) Para cada k € N, cp,(,k)(t) — o (t) em X uniformemente em ¢ € (a,b).

Prova-se que o conjunto {0¢, 6 € D(a,b),& € X} é total em D(a, b; X).

Denotaremos por H}(a,b; X) o espaco de Hilbert

Hi(a,b; X) :={v € L*(a,b; X),v € L*(a,b; X), wv(a)=v(b) =0}
munido com o produto interno
(o) = [ o)+ [ o)

identificando L?(a, b; X) com o seu dual [L?(a, b; X)]', via Teorema de Riesz, obte-
mos

D(a,b; X) — Hy(a,b; X) — L*(a,b; X) — H *(a,b; X) — D'(a,b; X)

onde H'(a,b; X) = [H}(a,b; X))
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Proposigao 1.21. Seja u € L?*(a,b; X). Entdo eriste um tnico f € H ' (a,b; X) que
verifica
<f7 ‘9£> = (<ul7 9>7€>X Vo € D(a> b)? vf €eX

Demonstracao: Ver [31].

Da proposicao anterior podemos identificar f com u', de posse disso, diremos que
se u € L*(a,b; X) entao v’ € H (a,b; X)
Proposicao 1.22. A aplicacdo

u€ L*(a,b: X) v € H ' (a,b; X)

onde X € um espaco de Hilbert, € linear e continua.

Demonstracao: Ver [31].

Proposicao 1.23. O espaco D(a,b; X) e denso em W(a,b)

Demonstragao: Ver [25].

Da proposigao acima, tomando X = L*(w) =Y temos que D(a,b; X) é denso em

H™(a,b; L*(w))
1.2.1 O Espago W(a,b;V, V')

Consideremos dois espacgos de Hilbert reais separaveis V e H, com V C H e V
denso em H. Sejam (.,.)m, (.,.)v e |l.||la, ||-|lv denotando o produto interno e a norma
de H e V respectivamente. Também, H' e V' denotam os duais desses espacos. J a
aplicagao inclusao de V em H. Logo o operador J* é linear e continuo de H' em V.
Além disso, J* é injetor, visto que J(V) =V é denso em H e J*(H') é denso em V',
pois J é injetor. Portanto, H' pode ser identificado como um subespaco denso em V.
Por outro lado, pelo Teorema da Representacao de Riesz, podemos identificar H com o

seu dual H’, obtendo as seguintes imersoes densas e continuas

VcH=H cV'.
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Como consequéncia desta identificagao, o produto escalar em H de f € H,u € V é o

mesmo que o produto interno de f e u na dualidade entre V e V', ou seja

fu) = (f,u) = (f,u)g, VfEH YueV

Introduzimos o espago W (a, b; V, V') para dar sentido a equagao
u + Au=0em (0,7)

onde A € L(V,V’), sendo validas as imersoes anteriores. Para Au ter significado, é
razoavel que u assuma valores em V| isto é, u € LP(a,b;V), 1 < p < 4+o00. Entao

u = —Au € LP(a,b; V")

Sejam a,b € R = RU {—o00, +00} definamos
Wi(a,b;V,V'") :={u € L*(a,b;V);u' € L*(a,b;V')}

onde a derivada em relacao a t é no sentido das distribuicoes. Equipamos o espaco

W(a,b;V, V') com a norma

(NI

1 b
2
fall = (ol + 10 i) = [ COI + ] )
é um espaco de Hilbert.

Lema 1.24. Para a,b € R finitos ou nao, o espago D((a,b); V) das restrigoes em [a, b]
de fungoes de D(R,V'). Entdo D((a,b); V) é denso em W(a,b; V,V’)

Demonstracgao: Faremos a prova em trés etapas.
(1*)- Restringiremos ao caso em que a ou b ¢ infinito.

Primeiro, se [a,b] C R, introduziremos 6; € D(a,b), i = 1,2, com 6(t) + 02(t) = 1,
Vt € [a,b], e 61 nula em uma vizinhanga de b e f3 nula em uma vizinhanga de a. Entao,

Yu € W{(a,b; V, V'), temos u = 01u + Gyu. Introduzimos

o 0iu  parat € [a,b] w O,u parat € |a, b
Yo parat > b 2700 parat < a
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e obtemos que u; € W{(a,+oo; V, V') e ug € W(—o00,b; V,V").

(2%)- Restringiremos ao caso em que a = —00 e b = +00.

Seja u € W{(a,4o0; V, V') e h > 0, definamos uy(t) = u(t + h) quase sempre para t > a.
Entao, segue que u}(t) = u/(t + h) quase sempre para t > a e up, € W(a,+o0; V,V’).

Além disso, pela continuidade das translacoes em >
up, — u em L*(a,+o00; V) quando h — 0

uj, — v’ em L*(a,+o0; V') quando h — 0.

Portanto,

up, — u em W(a,+oo; V, V') quando h — 0.

Seja 1 € C°(R) tal que 0 < ¢(t) < 1, ¥(t) =1set >a—2ey(t)=0set <a—h

Fazendo

vp(t) = { g)(t)“h(t) zg ;f i Z : Z

temos que vy, = uy, quase sempre t > a e v, € W(—o0, +o0; V, V).

(3%)- Mostraremos que D(R; V') é denso em W (—o0,4o00; V, V’).

Seja u € W(—o00,400; V, V'). Inicialmente regularizando u, isto é, aproximaremos

u por u. € C*°(R; V). Para isso, seja J € D(R) tal que J > 0, / J(t)dt = 1. Definamos,
R
para cada € > 0.

€

1 t
J=1y (-> e u(t) = (J. % u)(t) = / J.(t— s)u(s)ds
€ R
segue que u. € C°(R; V) e quando ¢ — 0,
ue — u em L*(R; V)
ul = u' x J. — v em L*(R; V).

Agora, é suficiente aproximar u, por elementos de D(R; V). Para tanto, usaremos um
processo de truncamento. Seja p € D(R) tal que p(t) = 1 para |t| < 1 e p(t) = 0 para
|t| > 2. Definamos p,(t) = p (%) e obtemos que

Pritte — U, em W (—o0, +00; V, V')
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quando n — 4o00. |

Lema 1.25. Para a,b € R, existe um operador de extensio continuo de W (a,b;V,V")

em W (—o0, 4+00; V, V")

Demonstracgao: Procederemos em duas etapas.

(1%)- Restringiremos ao caso em que [a,b] C R com a ou b infinito.

Para isto, usamos o mesmo método da primeira etapa do lema anterior. Assim, o

operador de extensao é dado por

u; parat <a
Pu(t)=¢ u paraa<t<b
up parat>b

(2%)- Supomos, por exemplo, que b = +o0.

Pela translagao sobre a varidvel h, podemos reduzir ao espago W (0, +o0; V, V).

Seja u € D([0,400); V). Definimos

Pu(t) = { u(t) para t >0

u(—t) parat <O0.
Entao, Pu € L*(0,+o00;V) e

;| () para t > 0
[Pult)] = { —u/(—t) parat <O0.
Como Pu(t) é continuo (pois u € D([0,+00);V)) em t = 0, segue que Pu €
W(—o00,400; V, V') e

[ Pullw(—oo,+00vivry < 2|ullw (0, +00:vv7)-

Do lema anterior, D([0,4+00); V') é denso em W (0, +o0; V,V’). Assim, P pode ser pro-
longada a uma aplicacao linear continua P de W (0, 400; V, V') em W (—o00, +00; V, V').
Como Pu = Pu quase sempre, (onde Pu é dado pela equacdo anterior), temos que

Pu = u quase sempre para t € (0,+00) e isso completa a prova. O
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Teorema 1.26. Para a,b € R, u € W(a,b;V, V') é quase sempre igual a uma fungdo
continua de [a,b] em V. Além disso, temos W (a,b; V, V") estd imerso continuamente em

C%([a,b]; V)

Demonstragao: Seja u € W(a,b;V,V') e P o operador de extensao de W (a,b;V, V")
em W(—o0,+o00; V,V’). Do primeiro lema, temos a existéncia de uma sequéncia {1, }
n € D(R,V) satisfazendo

Pu= lim 1, em W(—00,+o0;V,V’).

n——+oo

Além disso, (.,.) denotando a dualidade entre V' e V', temos

wnF = [ )P = [ 20060 (s)vds

—00
t

=2/(%@M%®W@:2/<%@M%®Ms

— 00 — 00

<2 [ uns)lvlvas)le

Aplicando a desigualdade 2ab < a? + b?, segue

P < [ ens)lids+ [ 10 ds

Logo,
sup [n @ < [l llw-

Agora, trocando 1, por (¢, —1,,) na desigualdade acima e usando o fato que {1, }
é uma sequéncia de Cauchy em W (—o0,+o0;V, V'), assim, {¢,} é uma sequéncia de
Cauchy em C°(R; V), munido com a topologia da convergéncia uniforme. Entao, existe
v € C°(R; V) tal que
¥, — vem C'(R; V).

Mas, 1, — Pu em W(—o00,+00;V,V’). Logo Pu = v quase sempre, e u = v quase

sempre em [a,b]. Agora passando o limite na desigualdade anterior, vem

ullo oy < Cllullw
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pois, P é um operador linear limitado, ||Pullw < Cllullw O

Como consequéncia do teorema acima, u € W(a, b; V, V') com [a,b] C R, podemos

falar no trago u(a), u(b) € H

1.2.2 Funcoes Escalarmente Continuas

Seja X um espaco de Banach. Definimos o espaco das funcgoes escalarmente
continuas (ou fracamente continuas) como o conjunto das fungoes f € L*(0,7; X) tais
que a aplicagao t — (f(t),z) é continua sobre [0,T], Vo € X', onde X’ é dual de X.
Denotaremos tal espago por C,(0,T; X).

Disto segue que CL(0,T;X) = {ueCs0,T;X);u € Cs(0,T;X)}, onde o
é a derivada de u no sentido das distribuicbes. Da mesma forma temos que
C2(0,T; X) ={u € Cs(0,T; X);u" € Cs(0,T; X)}.

Observagao: Se v € L>*(0,7;X) e u € C([0,T]; X) entdao u € C5(0,T; X).

Lema 1.27. Sejam X e Y dois espacos de Banach, X — Y e X um espaco reflexivo.
Entao

L0, T; X)NCs(0,T;Y) = Cs(0, T X).

Demonstragao: Ver [25].

1.3 Teoria de Traco

Consideremos €2 = R’} ou {2 um aberto limitado bem regular do R" com fronteira I'.
Por D(I") representa-se o espago vetorial das fungoes reais w definidas em I', possuindo
derivadas parciais continuas de todas as ordens. Dada uma funcdo u definida em €,

representa-se You a restricao de u a I'.

Proposicao 1.28. Ezxiste uma constante positiva C' tal que

ol 3 g, < Clllincey
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para toda u € D(Q).

Demonstragao: Ver [29].

Considerando D(2) com a topologia induzida por H'(f2), segue pela proposicio
1.28 que a aplicacao

Y0 : D(Q) — Hz(T)

é continua. Sendo D(Q) denso em H'(2), esta aplicacdo se prolonga por continuidade a

uma aplicacao linear e continua, ainda representada por 7, tal que
Y0 H'(Q) = H3(D),
a qual denomina-se funcao traco.

Teorema 1.29. A funcao trago aplica H'(S)) sobre H%(F)e o nicleo de vy € o espaco
Hy(92).

Demonstragao: Ver [29].

Consideremos, agora, {2 uma aberto limitado do R™ com fronteira I' bem regular,

e seja v a normal unitaria exterior em I'. Para todo j = 1,...,m — 1 e u € D(Q),

seja yju = % a derivada normal de ordem j de u e yyu u|p. Da densidade do espago
r

(D(T))™ no espaco de Hilbert H™ 2(I') x H™ 2(T') x ... x Hz(I') temos o seguinte

resultado:

Teorema 1.30. Eziste uma unica aplicac¢ao linear e continua v do espago H™(Q) sobre

0 espago H;”:_Ole_j_%(F) com nicleo v~1(0) = HI(Y), verificando a sequinte condigdo
Yu = (Yo, Y1ty - - -, Ym_1u) , Yu € D(Q).
Tal aplicacao admite uma inversa a direita linear e continua.

Demonstracao: Ver [29].
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Além desses resultados, considerando os espagos de Hilbert H°(Q2) = {u € L*(Q);
Au e L*(Q)} e HH Q) = {u € H(Q); Au € L*(2)} munidos dos seguintes produtos in-
ternos
(u,v)y0 = (u, U)L?(Q) + (Au, AU)LZ(Q); Vu,veH' (Q)e
(u,v)31 = (u,0) g1 () + (Au, Av)2(0); ¥V u,v € H'(Q),

respectivamente, temos os seguintes resultados:

Proposicao 1.31. A aplicacio linear v : D(Q) — H’%(F) X H’%(F) definida por
u— yu = (you, y1u) se estende por continuidade a uma inica aplicagdo linear e continua
v:HYQ) — H3(T) x H 3 (T)

u = yu = (You, ).

Além disso, a aplicacao v acima coincide com a aplicagao trago de ordem dois.

Demonstracao: Ver [12].

Proposicao 1.32. A aplicagio linear v, : D(Q) — H’%(F) definida  por

U yu = se estende por continuidade a uma unica aplicacao linear e continua

%
ov il

niHY(Q) — H (D).

Demonstragao: Ver [12].
1.3.1 Trago em L*(0,T; H™()).

Pelo visto anteriormente temos que existe uma aplicagao trago

v H™Q) — ﬂ H™~2(T) (1.2)

=0
que ¢é linear, continua, sobrejetora, com nucleo HJ*(2), e admite uma inversa a direita

linear e continua.
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Definamos a aplicacao

i L0, T HMQ) — 12 (0TI HHT) 13)
u = Yu, (yu)(t) = yu(t)
onde yu(t) é a aplicagao (1.2) aplicado em u(t) € H™(2). Denotamos as aplicagoes (1.2)
e (1.3) com o mesmo simbolo para nao sobrecarregar a notacao. A aplicacao definida
em (1.3) é uma aplicagao linear, continua, sobrejetora, com nicleo
L*(0,T; H(Q)), que admite uma inversa a direita 7 linear e continua, isto é,
m—1
. (o,T; I1 Hmf’%m) o L0, T HY Q) (e () =5 (14)
=0
De forma analoga podemos definir
e HO.THNQ) > H (0.7 L5 H D)) (L5)
u — vu, (Yu)(t) = yu(t)

que tem as mesmas propriedades da aplicagao (1.3).

Proposigao 1.33. Seja u € L*(0,T; H™(Q)) com v’ € L*(0,T; H™(Q)) entio yu' =

(yu)".

Demonstracao: Ver [12].
1.3.2 Trago em H1(0,T; H™(Q))

Seja KK = L2(0,T; H™(Q)) x L*(0,T; H™(2)) e M o subespaco fechado de K dos

vetores {«, 5} tais que

(o, v) 20,1 (@)) + (By V) L2 (0,755 ()

para todo v € H}(0,T; H™())). Entao a aplicagao

HY(0,T; H"(Q)) —  M*
f = {},v7}

onde {¢%, ¥} € & ¢é tal que || f|| + [{6}, vpHl e & = {{&r.9r} € Ks (85, v) + (Y7,
= (f,v) Yo € H} ()}, isto é, o conjunto dos {¢s, ¢} € K tais que f = ¢y — ¢y A

(1.6)

aplicagao definida em (1.6) é uma isometria linear sobrejetora.
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Para f € H'(0,T; H™(Q)) defini-se 7 f na forma:

T T
<:y/f’ w) = /0 (/YQSO’ w)l—[m 1Hm ]77 dt _|’ / (,y,éb‘(;'? w/)l—[;n:51 Hm*j*%(lﬂ)dt (17)

i
w € H} (O ;1175 " H fi(I‘)), que é linear e continua.
Assim temos estabelecido uma aplicagao

S HN0,T H™Q) — H (0 T Hm J—a(r)>
f = vf

~f definido por (1.7), que é linear e continua. Esta aplicacao é denominada aplicacao

(1.8)

trago para as funcoes de H1(0,7; H™(f2)). Assim sao vélidos os seguintes resultados:

Proposigao 1.34. Se u € L*(0,T; H™(Q)) entao

Proposigao 1.35. Se v € L*(0,T; H™(Q2)) entao
yu' = (yu)"

Teorema 1.36. A aplicacdo tracgo (1.8) ¢ sobrejetora, seu niicleo é H=(0,T; H'(2)),
e admite uma inversa & direita 7 : H-(0,T; ]2, LHm=2 (1)) — HY0,T; H™(Q))

linear e continua.

Observacgao 1.37. Além desses resultados se considerarmos os espagos de Hilbert H°(Q2) =
{ue L*(Q); Aue L*(Q)} ou H(Q) ={u e H'(Q); Au e L*(Q)} em vez de H™(2) em

conjunto com as proposicoes 1.31 e 1.32 obteremos a existéncia das aplicacoes

v HH0,T; HO(Q)) — H(0,T: H 2 (') x H™#(T))

v HHO, Ty HY Q) — HH0,T; H2(I)).
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1.4 Teorema de Carathéodory

Nesta se¢ao enunciaremos o teorema de Carathéodory que serd utilizado no capitulo
2. O teorema nos fornece a existéncia de solu¢ao para um problema de Cauchy em um
intervalo [0, t,,], para cada m € N. A demonstragao deste resultado pode ser encontrada

em [14].

Seja Q C R™™! um conjunto aberto cujos elementos sao denotados por (¢, z), t €

R, z € R" e seja f : 2 — R” uma fungao.
Consideremos o problema de valor inicial

{ 2'(t) = f(t,x(t)), (1.9)

x(to) = zo,
Dizemos que f: ) — R” satisfaz as condigoes de Carathéodory sobre €2 se:
(i) f(t,z) é mensurdavel em ¢ para cada z fixado;
(i) f(t,x) é continua em x para quase todo t fixado;

(iii) para cada compacto K C {2, existe uma fungao real myg(t), integravel, tal que
| f(t,2)||gn < mg(t), V(t,x) € K.

Teorema 1.38. (Teorema de Carathéodory) - Seja f : Q — R" satisfazendo as
condigoes de Carathéodory sobre Q2. Entao existe uma solugao x(t) de (1.9) sobre algum

intervalo [t —to| < B, 5> 0.

Corolario 1.39. Sejam Q = [0,T[xB com T > 0, B = {x € R"; |z| < b} onde b > 0
e f:Q — R" nas condigoes de Carathéodory sobre Q). Suponhamos que xz(t) é uma
solugdo de (1.9) tal que |xo| < b e que em qualquer intervalo I, onde x(t) estd definida,
se tenha |z(t)| < M, Vt € I, M independente de I e M < b. FEntio x(t) possui um

prolongamento a todo [0,T].
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1.5 Resultados Auxiliares

Nesta secao enunciaremos resultados importantes que serao utilizados ao longo de
todo o trabalho.

Proposicao 1.40. (Desigualdade de Cauchy-Schwarz) - Sejam z,y € R", entdo
2yl < lallyl.

Definigao 1.41. Seja E um espago de Banach. A topologia fraca o(E,E") sobre E ¢ a

topologia menos fina sobre E que torna continuas todas as aplicacoes f € E'.

Seja (x,)nen uma seqiiéncia de F a qual converge para x em E na topologia fraca

o(E, E"). Utilizamos, neste caso, a seguinte notacio:
T, = rem F.
Proposicao 1.42. Seja (x,)nen uma seqiiéncia em E, entdo:
(i) x, = x em E se, e somente se, (f,x,) — (f,x), Vf € E'.
(ii) Se x, — x em E, entdo x,, — xem E.
(iii) Se x,, = x em E, entdo ||x,||g € limitada e ||z||p < lim inf||z,| 5.

(iv) Se x, = x em E e f, = f em E', entao {f,,x,) — (f, x).

Demonstracao: Ver [6].

Seja E/ um espaco de Banach e seja x € E fixo. Definamos J, : E/ — R por

(Jo, ) = ([, 2).

As aplicacoes J, sao lineares e continuas, portanto J, € E”, Vx € E.

Definamos, agora, J : E — E” tal que J(z) = J,.

Definigao 1.43. A topologia fraca *, também designada por o(E', E), é a topologia

menos fina sobre E' que torna continuas todas as aplicagoes J,.
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Proposicao 1.44. Seja (fn)nen wma seqiiéncia em E', entdo:

(i) fn =f em E' se, e somente se, (fn,x) = (f,z), Vo € E.

(ii) Se f, — f em E', entao f, — f em E'.

(iii) Se f, — f em E', entao f, =f em E'.

Demonstragao: Ver [6].

Lema 1.45. Sejam E um espago de Banach reflexivo e (x,)nen uma seqiéncia

limitada em E, entao existe uma subseqiiéncia (T, )ren de (Tn)neny € x € E, tal que

T, — T fracamente em E.

Demonstragao: Ver [6].

Lema 1.46. Sejam E um espaco de Banach separdvel e (f,)nen uma seqiéncia limitada

em E', entdo existe uma subseqiéncia (f,, )ken € f € E', tal que

fn, =f em E.

Demonstragao: Ver [6].

Lema 1.47. (Lema de Gronwall) - Sejam z € L>(0,T) e f € L'(0,T) tais que

z(t) >0, f(t) > 0 e seja ¢ uma constante nao negativa. Se

ft) <ec+ /Otz(s)f(s)ds, vt € (0,71,

entao

F(t) < celo =@yt € [0, 7.

Demonstragao: Ver [26].

Lema 1.48. Seja 2 um aberto do R™ de classe C*°. Sejam si, Sy € s3 numeros reais tais
que

S1 > S9 > S3.
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Entao, para todo n > 0 existe uma constante C(n) tal que

|l zrs2 ) < nllullms @) + C)lullmss ), Yu € H(Q).

Demonstracao: Ver [24].
Proposicao 1.49. (Teorema de Aubin-Lions) - Sejam By, B, By trés espacos de

Banach tais que By B — Bi, onde By e By sao reflexivos. Definamos

d
W = {U;v € L"(0,T; By), v' = d—: e L”(0,T; Bl)} ,

onde 1 < py,p1 < o0, e consideremos W munido da norma

101 Lo 0,7:80) + 1V |21 0.1384)
o que o torna um espago de Banach. Entao, a imersao de W em LP°(0,T; B) é compacta.

Proposigao 1.50. (Lema de Lions) - Seja (u,) uma sucessao de fungoes pertencentes
a LYQ) com1 < q<oo. Se

(i) u, — u quase sempre em @

(i) [w|lpa) = €, Vv €N

entao u, — u fraco em L1(Q).

Proposigao 1.51. (Férmula de Gauss e a Férmula de Green) - Seja Q um aberto

limitado bem reqular do R™. Se u,v € H* (), entdo para 1 <i < n temos que

ov ou
/Quamidx = —/Q awivdx + /F(%u)(%y)yidn

onde v = (v1,Va,...,U,) eV denota o vetor normal unitdrio exterior a I

Seu e H*(Q) ev e HY(Q), temos a férmula de Green:

/Vqudx: —/Auvdm—k/v%df
Q Q r Ov

Demonstracao: Ver [12].
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Proposigao 1.52. (Férmula de Green generalizada) - Para todo u € H'(Q)e v €

H'(Q), tem-se

(A, v)12(0) + (Vu, Vo) r20) = (0% %09) g 1 b oy

onde I' = O0N0).

Demonstragao: Ver [12].

Proposicao 1.53. (Regularidade dos problemas elipticos) - Seja 2 um aberto de

classe C* com fronteira T limitada. Sejam f € L*(Q) e u € H}(Q), verificando

/VuV<p—|—/ug0:/f<p, Vi € Hy(Q).
Q Q Q

Entio, u € H*(Q) e ||ullp2) < c||fllr2@), onde ¢ é uma constante que sé depende
de Q. Além disso, se Q0 é de classe C™2 e f € H™(Q), entao u € H™2(Q) com
|ull zrms2y < |l fllam); em particular, se m > 2 entdo u € C*(Q). Ainda, se Q) € de

classe C> e f € C*(Q), entio u € C=(Q).

Demonstragao: Ver [6].

Lema 1.54. Sejam H eV espacos de Banach, tais que H — V. Sew € L'(0,T;H) e
u' € LY0,T;V) entao u € C°([0,T]; V).

Demonstracao: Ver [?].

Teorema 1.55. (Regra da Cadeia) Seja G € C'(R) tal que G(0) =0 e |G'(s)] < M

para todo s € R. Seja u € WHP(Q). Entdo a fun¢io Gou e WP(Q) e

0 , ou
or, (Gow) = (G ou),

1< <n.
Demonstracao: Ver [20].

Proposigao 1.56. Seja u € LP com 1 < p < o0. As sequintes propriedades sao equiva-

lentes.
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(i) w e Whp

(i1) Existe um constante ¢ > 0 tal que

| [ wel < dllellisay¥e € (D)
1

(i11) Existe uma constante ¢ > 0 tal que para todo aberto w CC I e todo h € R com
\h| < dist(w,CI) se verifica

| Thu = ullLrw) < lh].

Ainda mais, pode-se tomar ¢ = ||ul||p» em (ii) e (iii).

Demonstragao: Ver [6].

Nota. Quando p = 1, permanecem validas as seguintes implicagoes (i) = (i) <
(141)

Supondo I limitado. As fungoes que verificam (i), digamos as funcoes de Wh! sao
as funcoes absolutamente continuas. Que sao caracterizadas pela seguinte propriedade.
Para todo € > 0 existe § > 0 tal que para toda sucessao finita de intervalos disjuntos

lag,bx[ de I com

n

> bk —a| <6, implica Y |f(br) — flax)| < e
k=1

1.6 Teoria Espectral

Consideremos W e H dois espagos de Hilbert tais que W < H e W é denso em
H. Seja a(u,v) uma forma bilinear, continua e coerciva em W x W isto é,

Ja > 0; |a(v,v)] > a||v||?, ; Vv € W. Considere
D(A) ={ue W ; aforma linear v — a(u,v) é continua }

onde W esta munido com a topologia induzida de H.

Pelo Teorema de Riesz, para cada u € D(A) existe um dnico Au € H tal que

a(u,v) = (Au,v)y, Yo € W. Notemos que desta forma definimos um operador A com
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dominio:
D(A)={ue W ; 3f € H tal que a(u,v) = (f,v)y, Vv € W e Au= [}

Temos que D(A) é um subespaco linear de H e A : D(A) C W — H é um operador de H.
O operador A acima é denominado o operador determinado pela terna {W, H, a(u,v)} e

denotamos por A <> {W, H, a(u,v)}.

Proposicao 1.57. (Teorema Espectral)-Nas condi¢des acima, obtemos
(i) A € auto-adjunto e existe um sistema ortonormal completo (w,),en de H constituido
de vetores proprios de A.

(ii) Se (\,)ven sdo os valores proprios de A correspondentes aos (wy)ven, entao
O<AM <A< <A<, ed) — 0

(i1i) O dominio de A € dado por

D(A) = {u €H; > X(uww)ul* < oo}

v=1

(iv)

Au = Z)\y(u,w,,)le, , Yu e D(A).

v=1

Demonstracao: Ver [32].

1.7 Operadores Maximais Mondétonos - O Teorema
de Hille Yosida

Seja H um espago de Hilbert sobre o corpo dos reais. Denotemos por (+,-) e | - |,
respectivamente, o produto interno e a norma em H e consideremos A : D(A) C H — H

um operador nao limitado de H.

Definigao 1.58. Dizemos que A é um operador mondtono se para todo v € D(A) tiver-

mos (Av,v) > 0.
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A € dito mazimal mondtono se, for mondtono e, além disso, Im(I + A) = H, ou

seja,

Vf e H,Jue D(A) tal que u+ Au = f.
Proposicao 1.59. Seja A um operador mazximal mondtono sobre H, entao temos:
i) D(A)=H
i) A € fechado.
iii) VA >0, (I + \A) € bijetor de D(A) sobre H e (I +\A)™*
é limitado com |(I + MA)"|zan < 1.

Demonstragao: Ver [7].

Teorema 1.60. (Hille-Yosida)Seja A um operador mazximal mondtono em um espago

de Hilbert. Entdo para todo uy € D(A) existe uma inica fungao

u € CH[0, +00); H) N C([0, +00), D(A))

tal que
dul(t
utt) +Au=0; Vt>0
dt (1.10)
u(0) = ug
Ademais, se verifica:
dul(t
lu(t)| < |uo| e ZZE )' = |Au(t)| < |Aug|,Vt >0, (1.11)

onde D(A) é um espago de Banach para a norma do grdfico:
lullpeay = ul +|Aul.

Demonstragao: Ver [7].
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1.8 Semigrupos

Sejam H um espago de Hilbert e A : H — H um operador linear e continuo. Vamos

considerar o problema de Cauchy abstrato

d
—u—l—Au:O em H ,Vt>0
() 1§ di

u(0) =uy em H.

O problema de dado inicial descrito em (x) possui uma tunica solu¢ao para t > 0

(=4)

dada por u(t) = €' =Y ug, onde

k

4 = (-A
e P

k=0

Todavia, ha diversas equagoes diferenciais parciais de evolugao que possuem a na-
tureza de (x), onde A é um operador linear de H nao necessariamente continuo. No
ambito de elucidar tais problemas, surge uma questao natural: “Existem operadores de
H, com propriedades analogas as da aplicacdo exponencial e?, que resolvem (x) com A

nao necessariamente continuo?”

Nao estudaremos Semigrupos do ponto de vista de [18], onde A é definido como
um gerador infinitesimal do semigrupo S, mas sim quando S é gerado por um operador
maximal mondétono A, em que muitas vezes, é mais atrativo que o citado anteriormente.
Assim, com tal enfoque unindo os resultados da se¢do anterior, juntamente com os re-
sultados a seguir, estudamos a existéncia, unicidade de solucoes de equacoes de evolucao

nao lineares.
Usando o Teorema de Hille-Yosida, podemos definir para ¢t > 0, o seguinte operador
linear:
S(t): D(A) — D(A)

uy — S(t)ug = u(t)
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Por Hille-Yosida, temos
|S(t)ug| = |u(t)| < |ugl; Vue D(A). (1.12)

Definamos

S(t):H — H
Ug > §(t)U0
Como D(A) = H, existem u,, e v, em D(A) tal que u, — ug em H e v, — vy em H.

Logo,
[S)un — S(E)va| = [SE) (wn — va) | < Jtn — vnl.
——

€ D(A)

Em virtude que (u, — v,) € D(A), podemos usar o fato mencionado em (1.12). Assim,

fazendo n — 400, teremos

1S (t)ug — S(t)ve| < |ug — o,

o que nos diz que S(t) é uma contracdo em H. Por convengao , denotaremos de agora

em diante, S(t) = S(t), isto 6, S(t) € L(H).

Definigao 1.61. S(t)é chamado Semigrupo gerado por —A.

Veja que S(t) é gerado por —A decorre do fato que

Ademais, S(t) satisfaz as seguintes propriedades:

Proposicao 1.62. Seja S(t) € L(H), semigrupo gerado por —A. Para todot > 0, temos:
’l) S(O):IH 65(t1+t2):S(tl)OS(tg),vtl,tQZO

ZZ) |S(t)U0| < |U0|, VUOGH, Vt>0.

’LZZ) limt_m ’S(t)UO — UO| =0 VUO € H.
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Demonstragao: Ver Gomes [18].

Através da teoria de semigrupos, podemos obter a reciproca do Teorema de Hille-

Yosida, ou seja, podemos estabelecer uma correspondéncia bijetiva entre operadores

maximais mondétonos e semigrupos continuos de contragoes.

Teorema 1.63. Se S(t) é semigrupo continuo de contragoes, entdo existe um unico

operador mazximal mondtono A em H, tal que (S(t))i>o0 € 0 semigrupo gerado por —A.

Demonstracao: Ver Gomes [18].

A seguir, veremos outras propriedades de semigrupos, dentre as quais, com respeito

a diferencial de um semigrupo.

Proposicao 1.64. Seja S(t) um semigrupo gerado por —A. Temos as sequintes propri-

edades:

i) Sewug € D(A), entao S(t)ug € D(A)

e ainda,

d
ES(t)Uo = —AS(t)up = S(t)Auy.

it) Sewg € H, entdo fot S(s)ugds € D(A),Vt > 0.
i) A (fg S(s)ug ds) = S(t)up — up.
Demonstragao: Ver Gomes [18].

Definicao 1.65. Se A e —A sao operadores mazimais mondtonos, nos podemos definir

Sa(t) e S_a(t) semigrupos gerados por A e —A, respectivamente.

Definamos
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Claramente, Sa(t) e S_4(t) sdo semigrupos, pois sao restri¢goes do semigrupo S(t).

Proposigao 1.66. Sejam Sa(t) e S_4(t) definidos acima. Entdo, temos que

Demonstracao: Ver Gomes [18].

Proposigao 1.67. Se A € mazimal mondtono, € necessario e suficiente que A* também

seja mazximal mondtono.

Demonstracao: Ver Gomes [18].

Proposicao 1.68. Seja S(t) semigrupo gerado por —A. Se A* existe, entao S*(t) =

S(t)* é o semigrupo gerado por —A*.
Demonstracao: Ver Gomes [18].

Proposigao 1.69. Considere Su(t), S_a(t) definidos em (1.65). Entdo:
i) S(0)=1I;

’LZ) S(tl + tz) = S(tl) o} S(tz), \V/tl, t2 c R,

S(t) € dito grupo de operadores unitdrios sobre H.

Demonstracao: Ver Gomes [18].

Definigao 1.70. A ¢ anti-adjunto se A=—A.

Proposicao 1.71. A € anti-adjunto se, e somente se, A e —A sao operadores mazrimais

monotonos.

Demonstracao: Ver Gomes [18].
Corolario 1.72. Se A ¢ anti-adjunto, entao para todo u € D(A) temos que

Hu(t)”2 = cte.

Demonstracao: Ver Gomes [18].
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1.9 Equacoes Nao Lineares

Estaremos interessados em resolver o seguinte problema:

du
—HAu=F(u();  em [0,7] (1.13)
u(0) = ug

onde F': H — H é continua. Temos a seguinte defini¢ao:

Definigao 1.73. Seu € C([0,T]; H) satisfaz o problema (1.13) u é dita solu¢ao generalizada.
Seu e CH[0,T]; H)NC([0,T); D(A)), a solugio de (1.13) é dita cldssica. Em ambos o0s

casos, u satisfaz a equagao integral

u(t) = S(t)up + /0 S(t—s)F(U(s))ds.

Teorema 1.74. Seja F': H — H uma func¢ao Lipschitiziana, ou seja,
|Fu— Fv| < |v—ul,Yu,v € H.

Entao:

i) Para toda ug € H existe uma unica u € C([0,+o0[; H) que € solugdo generali-

zada. Se ug,uy € H wvalores iniciais respectivos as solugoes u(t) e u(t) entao
[ut) — a(t)] < e"|uo — Tl
i) Sewug € D(A), a solugao € cldssica.
Demonstracao: Ver [8].

Teorema 1.75. Seja F' : D(A) — D(A) Lipschitz-Continua. Se uy € D(A), entdo

existe uma solugdo cldssica de (1.13).

Demonstragao: Ver [8].
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Teorema 1.76. Seja F : H — H localmente Lipschitz, ou seja, para todo M > 0 eziste

Ly >0 tal que |u| < M e |v| < M implica que |Fu— Fv| < Ly|u —v|.

Entao, para toda ug € H eziste u solugcdo generalizada de (1.13) em [0,T] e esta

pode ser extendida em uma solugcdo mazimal sobre [0, Tiax[ com
Thax = +00 0t Thax < 400 e lim |u(t)] = 4o0.
t—+o00
Se ug € D(A), a solugdo é cldssica.

Demonstragao: Ver [8].

Observacao 1.77. Podemos transferir todos os resultados de imersoes de Sobolev, re-
gularidade, etc, vistos em abertos do R" para uma variedade compacta M, cobrindo M
com vizinhancas coordenadas, aplicando os resultados em R™ em coordenadas normais,

e somando o resultado obtido através da particao da unidade.

1.10 Um Repasso A Geometria Diferencial

Nesta secao introduziremos algumas terminologias e notagoes que nos serao ne-
cessarias no decorrer desta dissertacao. Para tal comecemos definindo o conceito de

diferencial de uma aplicacao.

1.10.1 Superficie Regular

Definigao 1.78. Seja F' : R" — R™ uma aplicagao diferencidvel. Associamos a cada p €
U (onde U é um aberto de R") uma aplicagao linear dF, : R* — R™ que é chamada de
diferencial de F' em p, e é definida da sequinte maneira. Sejamw € R" e« : (—e,e) - U
uma curva diferencidvel tal que a(0) = p e o/(0) = w. Pela regra da cadeia, a curva

f=Foa:(—ee)— R™ também é diferencidvel. Entao
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Proposicao 1.79. A definicio dada acima para dF, nao depende da escolha da curva

que passa por p com vetor tangente w, e dI, €, de fato, uma aplicagao linear.

Demonstracao: ver [16] O

Uma das vantagens da nocao de diferencial de uma aplicacao é que ela nos permite
expressar muitos fatos do Célculo em uma linguagem geométrica. Dando continuidade

definiremos o seguinte

Definicao 1.80. Um subconjunto S C R® é uma superficie reqular se, para cada p € S,
existe uma vizinhanca V de p em R® e uma aplicagio x : U — V NS de um aberto U de
R? sobre VNS C R3 tal que

1. x € diferencidvel

2. x € um homeomorfismo. Como X € continua pela condi¢ao 1, isto significa que X tem
inversa x 1 : VNS — U que é continua.

3. (condi¢ao de regularidade) Para todo q € U, a diferencial dx, : R?* — R3 € injetiva.

A aplicagao x é chamada parametrizagdo ou sistema de coordenadas (locais) em
(uma vizinhanga de) p. A vizinhanga V' NS de p em S é chamada uma vizinhanca
coordenada. Mais geral, podemos definir o conceito de superficie abstrata (variedade

diferencidvel de dimensdo 2) como o seguinte

Definigao 1.81. Uma superficie abstrata (variedade diferencidvel de dimensao 2) é um
conjunto S munido de uma familia de aplicacoes injetivas x, : U, — S de conjuntos
abertos U, C R? em S tal que

1. Upxa(Uy) = S.

2. Para cada par a, B com x,(Uy) Nxo(Ug) =W #£ 0, temos que x;' (W), xgl(W) $G0

conjuntos abertos em R?, e xgl 0 X4, X, 0Xg sGo aplicagdes diferencidveis.

O par (U, x,) com p € X,(U,) é chamado uma parametrizacao (ou sistema de

coordenadas) de S em torno de p. Dizemos que x,(U,) é uma vizinhanga coordenada, e
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se ¢ = Xo(Ua, Vo) € 5, que (uq, v, ) sdo as coordenadas de ¢ neste sistema de coordenadas.

A familia {U,,x,} é chamada uma estrutura diferencidvel em S.

Segue-se imediatamente da condicao 2 que a rhudanca de parametros”

a

xgl 0 Xy 1 X, N (W) — x/gl(W)
¢ um difeomorfismo.

Definicao 1.82. Seja f : V C S — R uma fungao, definida em um subconjunto aberto
V' de uma superficie reqular S. FEntdao f € diferencidvel em p € V se, para alguma
parametrizagio x : U CR? — S, com p € x(U) CV, a composicio fox:U C R* - R
¢ diferencidvel em x1(p). A fungdo f € diferencidvel em V se é diferencidvel em todos

0s pontos de V.

Exemplo 1.83. Se x : U C R? — S ¢ uma parametrizacio, x * : x(U) — R? ¢

diferencidvel.

A definicao de diferenciabilidade pode ser facilmente estendida a aplicacoes entre

superficies.

Definicao 1.84. Diremos que uma aplicagao continua ¢ : Vi C S1 — So, de um conjunto
aberto Vi de uma superficie reqular S; em uma superficie reqular Sy, € diferencidvel em
p € Vi se, dadas parametrizagoes x : Uy CR?* = S,y : Uy CR* — Sy com p € x(Uy)

e p(x(Uh)) Cy(U2), a aplicagdo
y lopox: U — U,
¢ diferencidvel em q = x"*(p).

Definicao 1.85. Uma superficie reqular S € orientdvel se for possivel cobri-la com uma
familia de vizinhangas coordenadas, de tal modo que se um ponto p € S pertence a duas
wizinhangas dessa familia, entao a mudanca de coordenadas tem Jacobiano positivo em

p. A escolha de uma tal familia é chamada uma orientacao de S, e S, neste caso,
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diz-se orientada. Se uma tal escolha nao € possivel, a superficie é nao-orientdvel. Se
S € orientada, uma parametrizacao (local) x é compativel com a orientagcdo de S se,
guntando x a familia de parametrizag¢oes dada pela orientagao, obtém-se ainda uma (logo,

a mesma) orientagao de S.

Proposigao 1.86. Uma superficie reqular S C R3 € orientdvel se, e somente se existe

um campo diferencidvel N : S — R3 de vetores normais em S.

Demonstracao: ver [16] O

Seja M C R? uma superficie regular, orientada, compacta e sem bordo e considere-
mos {Uy, X F1<a<k Sua estrutura diferencidvel. Por simplicidade de notagdo omitiremos
o indice a. Assim sendo, denotando as coordenadas de U, = U por (u,v) e X, = X entao
o espago tangente T,M ¢ gerado por {x,,x,}. Para um ponto dado p € x(U) C M,
as componentes dos vetores tangentes x,, e x,, dependem da parametrizacao mas 7, M

independe.

O conjunto
TM ={(p,v); peE M eveT,M} (1.14)

¢ denominado fibrado tangente.
Para um ponto p = x(u,v) € M consideremos a matriz
o XXy (XuXy) \ _(EF
M = < X% (xex) )\ F @ (1.15)
onde (.,.) denota o produto interno euclidiano. A primeira Forma Fundamental sobre a
superficie M ¢ a restri¢ao do produto interno euclidiano sobre o T}, isto ¢, denotando-

se

X =11x, + 19X, ¢ Y = y1X, + 12X,
entao
() T,MxT,M —R

(X.Y) = (X,Y) (1.16)



CAPITULO 1. PRELIMINARES 52

A métrica sobre M é simplesmente induzida do espaco ambiente, por sua propria

definicao.

1.10.2 O Gradiente

O gradiente tangencial denotado por V7 f de uma funcao f : V — R de classe C1,

definida em uma vizinhanga V' (aberta) de uma superficie M é dado por:
VTf = V]RBf - <VR3f, I/>V (117)
onde v : M — S? é a aplicacao normal de Gauss.

Definigcao 1.87. O gradiente tangencial geométrico de uma func¢ao diferencidvel
f: M — R, éuma funcao diferencidvel Vy f : M — R3 que associa a cada ponto p € M

um vetor V f(p) € T,M tal que

(Vuf(p),v) =df,v; YveT,M (1.18)

Se E, F e G sao os coeficientes da primeira forma quadratica definidos em (1.15)

entao o gradiente geométrico tangencial sobre x(U) é dado por

v f . qu_ va fvE_ qu
MI= e " T TG —

(1.19)

onde f, = (fox), e fu = (fox),.

As vezes costuma-se representar o gradiente tangencial em coordenadas locais por:

va == [Xu XU]M_l[fu fv]T (120)
onde
_ 1 G -F
MIZW[—F E} (1.21)

e M é dada por (1.15); note que (1.20) é exatamente a expressao dada em (1.19). Convém
observar também que de (1.17) e (1.18) segue que o gradiente tangencial Vrf definido

em (1.17) e o gradiente geométrico cldssico coincidem.



CAPITULO 1. PRELIMINARES 53

Um campo vetorial w sobre M é uma correspondéncia que associa a cada p € M
um vetor w(p) € T, M. Um campo vetorial w é diferencidavel em p € M se as fungoes af.)
e b(.) dadas por

w(p) = a(p)xu + b(p)x,

sao diferenciaveis em p.

1.10.3 O Divergente

Dado X campo vetorial em M, (u,v) o sistema de coordenadas em M e (X,,X,)

campos coordenados, temos X = aX, + bX,, definimos o divergente do campo X por

. o LM — T,M
divX(p) =T ( W — (VwX)(p)>

onde V,X =V, (aX, + bX,) = w(a)X, + aV,X, + w(b)V,X, + bV, X,

Em particular

VXuX = Xu(a)Xu + aVXuXU + Xu(b)Xv + bVXuXv

= Xy(a)X, +al, X, +al X,
+ X, (0)X, -+l X, +0I7, X,
Vx, X = X,(a)X,+aVx,X,+X,(0)X, +bVx,X,
= X, (o)X, +al X, +aly, X,
+ X, ()X, +0or, X, +orv, X,

Logo divX = X,(a) + al", + bI'Y,, + al™, + X, (b) + b1,

aqui V,, denota a derivada covariante, e Ffj sao os simbolos de Christoffel.

1.10.4 O Operador Laplace-Beltrami

O operador Laplace-Beltrami, denotado por Ay, f de uma funcao f : M — R de

classe C? é definido por:
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podemos escrever o operador Laplace-Beltrami em coordenadas locais por:

1 o 0 L
AMf:\/W [% %} det(M)M ™" [fu fu] (1.23)

Seja ¢ : R? — R3 um campo de vetores. De forma ansloga a definicao dada em

(1.17) definimos a projecao tangencial ¢r sobre T, M por:
qr = q— {(q,v)v (1.24)
No caso particular do campo

m(x,y, Z) = (‘TayVZ) - (1’07y0,20> (1:73/72) S ]Rg (125>

calculemos dy[mr] : T,M — T,M.

Para isto, tomemos w € T,M e seja a : (—¢,e) — M um caminho diferenciavel tal

que a(0) =p e o/(0) = w. Entdo

dylmrlw = [(mr o))

= [m'(a(t))a’(t) = (m/(a(t))d (1), v(a(t)))v(a(t)) (1.26)

Por outro lado, pondo a(t) = (x(t),y(t), z(t)) resulta que
1 00 ' (t) 2 (t)
m’(a(t)).o(t) = [0 1 0] {y’(y)] = [y’(y)] =a/(t) (1.27)
0 01 2'(t) 2'(t)

Entao, combinando (1.26) e (1.27) em ¢t = 0, obtemos:
dy[mr|.w = [w — <w, V(p)>l/(p) - <m(p), dpl/(p).w>1/(p) — <m(p), I/(p)>dpy(p).w}
Donde

dp[mr]w = [w — <m(p), V(p)>dpy(p).w} (1.28)
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Para superficies de codimensao 1, a curvatura pode ser expressa pelo operador
forma B (segunda forma fundamental) o qual é, usando gradientes tangenciais, dado

pela matriz
B := Vv = —d,v(p) (1.29)
combinando (1.28) e (1.29) resulta que
dplmr)w = [w+ (m(p),v(p))Bw] ; Yw € T,M (1.30)
de (1.30) resulta que

dp[ms] = I + (m(p), v(p))B (1.31)

Foquemos nossa atengao no operador forma B : T,M — T,M. Existe uma base
ortonormal {ej, e} de T,M tal que Be; = kje; e Bey = koes, onde ky e ko s@o as
curvaturas principais de M em p. A matriz B com respeito a esta base {ej, ez} é dada

por

_ ( k(?)l 132 ) (1.32)

Logo, de (1.31) e (1.32) podemos escrever:

divr[my] = trago da matriz[I + (m,v)B]
= 2+ (mv)Tr(B)
= 2+4+2(mv)H (1.33)

TrB

onde H = ¢ a curvatura média de M em p.

Agora observe que, dado f € C'(M) no caso n-dimensional, temos

div(fq)(p): = Tr(e;— (Ve (fq)(p))
= Tr(ei —> f(p)Ve,q(p) +€i(f)Q(p>)

= f(p)Tr(e; — Vealp)) + Z(ei(f)~Q(p), e;)
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Entao
div(fq)(p) = f(p)diva(p) + Z ei(f
= fp)divg(p) + Z (Vf(p e;)
= flp)diva(p) + <Vf( ), a(p))
onde {ei, ..., e,} 6 uma base ortonormal de T,M.

Para o nosso caso, onde a dimensao ¢ dois, obtemos

divr(fq) = Vrf - q+ fdivrg (1.34)

onde Vrf - ¢ indica o produto interno.

Considere agora f,g : M — R fungbes diferenciaveis e calculemos V1 (fg). Por

definicao, temos:

(Vr(fg)(p),w) =d(fg),w ; Ywe T,M (1.35)

mas (Vr(fg),w) = d(fg)(w)=w(fg)
= w(f)g+ fuw(g)

Portanto, de (1.35) e (1.36) obtemos:

(Vr(fg)(p),w) = f(p)(Vryg(p),w) + g(p)(Vr[f(p), w)

ou ainda,
Vo(f9)(p) = f()Vrg(p) + 9(p)Vrf(p) (1.37)

De (1.37) e, em particular,

Vr(f*)(p) =2f(p)Vrf(p)
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e sendo ¢ = ¢1x, + ¢2X, um campo diferenciavel, resulta que
¢-Vr(f*)=2f(q-Vr[) (1.38)

Sendo X um campo vetorial regular sobre uma superficie regular M com bordo

OM suave, o Teorema da Divergéncia de Gauss nos diz que

/ divp XdM = (X, v)ydM (1.39)
M oM

onde v é o campo normal unitédrio exterior a 9M. Quando M é uma superficie sem bordo
a contribuicao de fronteira é nula e desta forma, tomando-se X = fq de (1.34) e (1.39)

resulta que

/M (diveq) f dM = — /M (q- Vo f)dM (1.40)

esta é conhecida como férmula de Gauss. Resulta de (1.40) em particular para ¢ = Vr f

(f de classe C?) e f = g (g de classe C'), que

/ (divTVTf)g dM = —/ VTf . VTg dM
M M

ou seja,

/AMfng:—/ Vof - VegdM (1.41)

conhecida como a formula de Green.

Denotaremos por L*(M, T M) o completado das se¢oes em 7'M com produto interno

dado por
(6, 6)rar = / (6,4),d TM
M

e por L*(M) o completado de C*°(M) com produto interno usual
(Fg)mon = [ f@g()int (1.42)
M
O espago de Sobolev H'(M) é o completado de C*°(M) com respeito a norma

£z ny = IV 2 f 12 0aman + 1 22y (1.43)
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De modo a simplificar a notacao, denotaremos a norma L?, sem distinguir quando
o argumento da norma é uma fung¢ao ou um tensor. Tendo isto em mente e usando o
operador Ay sobre M podemos dar uma definigdo mais intrinseca dos espagos H*(M)

considerando
H*™(M)={ue L*(M); Ajue L*(M)} (1.44)
o qual dotado com a norma canonica

ullzrom ) = Nl Z2an) + 1AT Ul 0 (1.45)

é um espaco de Hilbert. Convém observar que as formulas integrais de Green, Gauss, den-
tre outras podem ser estendidas aos espagos de Sobolev usando a densidade de C*°(M)
em H*(M). Por exemplo, sendo M uma superficie compacta sem bordo, entao temos os

seguintes teoremas:

Teorema 1.88. (Teorema de Gauss)- Se T € um campo vetorial pertencente a (H*(M))?
e q€ HY (M) entio
/ (divY)qdM = —/ T -VqdM .
M M

Teorema 1.89. (Teorema de Green)- Se f € H*(M) e g € HY(M), temos
/ (Apf)gdM = —/ Vf-VgdM.
M M

Considere M C R3, uma superficie compacta, orientada e sem bordo de classe C?
de R3. Sejam
V={ve H(M); / vdiM =0} e G={veV; Ave L*(M)} (1.46)
M

Entao V' é um espaco de Hilbert munido da topologia induzida por H'(M).

De fato, que V' é um espago vetorial estd claro. Mostraremos que V' ¢é fechado.

H' (M)

Sejam u € V ;e (uy)eny CV tal que u, — u em H'(M). Como u, € V entdo

/ u,dM =0 VveN (1.47)
M
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Observe também que
s, — UOH%P(M) = [Ju, — UUH%Q(M) + IV (uy — UU)H%?(M) — 0

quando v, — oo, donde ||u, — Uy | r2(p) — 0. Sendo L*(M) espaco de Hilbert, existe
v € L*(M) tal que u, — v em L*(M). Como M compacta de classe C*3, entao
LA(M)=LY(M).

Por outro lado, pela unicidade do limite em L?(M), temos u = v, e pela imersao
citada acima, temos

/ |u, — u|dM — 0 quando v — 0.
M

Donde

‘/ (u, — u)d/\/l‘ < / |u, —uldM — 0 quando v — oo.
M M

ou seja, [\ u,dM — [ udM, e por (1.47) segue que 0 = [, u,dM — [, udM o
que nos da f m udM = 0. Assim concluimos que u € V. Portanto V' ¢ um subespaco
fechado de H'(M) e sendo H'(M) um espaco de Hilbert segue que V munido da norma
induzida de H'(M) é um espago de Hilbert.

Consideremos V' e H munidos das seguintes normas, respectivamente

lully = IVull2 )

lulla = [lullv + [|Aull 20

Provaremos a seguir que em V' as normas ||u||g1um € |[ully sdo equivalentes.

Com efeito, que |ully < |lullg1am) € imediato. Resta-nos provar que existe uma

constante ¢ > 0 tal que

[ull 2y < el Vullzzmy = elfully (1.48)

Se © = 0 nada temos a provar.
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Se u # 0 de (1.48) temos que

1 ‘ U
— <

;o YueV

Cc

||u||L2(M) v

Portanto basta mostrarmos que existe ¢ > 0 tal que Vu € V' com ||u||,2(aq) = 1, tenhamos

1

Jully > - (1.49)

Suponhamos que isso nao ocorra, ou seja, para cadan € N exista u, € V com ||ty r2(m) =

1 e no entanto
Jually < - (1.50)
Up, — .
V'
Tomando o limite na desigualdade acima quando n — oo resulta que
lim ||u,|y =0 (1.51)
n—oo
Agora, de (1.50) e do fato que |juy||L2(r) = 15 Vn € N, temos:
2 2 1
lunllzzpg) + llunlly < 14— <2 (1.52)

o que implica que a sequéncia (un)nen ¢ limitada no espago topolégico (V|| - || 1))
Sendo V um espago de Hilbert com a topologia induzida de H'(M), existird (u,),en-

subsequéncia de (u,) e u € V tais que

u, — u fraco em V (1.53)

Agora note, que a aplicagdo v € V > ||v]|y é convexa e semi-continua inferiormente.

Logo de (1.51) e (1.53), obtemos:
HUHV < lim HUVHV =0
v—00

Assim, ||ul|y = 0 e portanto v = 0.

Por outro lado, em virtude da imersao H'(M) — L*(M) ser compacta, de (1.52),

apos extragao de uma eventual subsequéncia, obtemos

u, — u em L*(M)
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o que implica que

[un || L2y = [lullz2an)
e como ||uy||r2 vy = 1, Vv € N, vem que [Jul[z2(p) = 1 0 que é um absurdo!. Assim estd
provado (1.49) e por conseguinte as normas ||u|[g1(a) € [Jullyv s@o equivalentes. Desta

equivaléncia segue que o espaco (V5| - ||y) é um espago de Hilbert.

Por outro lado, observemos que G = {v € V; Av € L*(M)} é um espaco de
Hilbert. Com efeito, como a norma em V e em L?*(M) sdo provenientes de produto

interno, entao a norma em G ¢é proveniente de produto interno.

Seja (v, )neny uma sequéncia de Cauchy em G. Como
[vn — vmlla = |vn — vm|lv + [[Av, — AUmHLz(/\/I)

segue que (v,) é de Cauchy em V e (Av,) é de Cauchy em L*(M). Como V e L*(M)

sdo completos, existem v € V e u € L*(M) tais que

v, — v emV

Av, — u em L*(M)

Resulta que Av = v em D'(M) e portanto, em L?*(M). Logo v € G, mostrando que G

¢ um espaco de Hilbert.

Pelo Teorema Espectral, existe {w,} C D(A) tal que o conjunto das combinagoes

lineares finitas dos w, é denso em W, o que implica que D(A) é denso em W.

Consideremos
W=V={ue H(M); [, udM =0}
H = L*(M)

a(u,v) = [,, Vu- VodM
como |lully = |[Vul|r2(a) ¢ uma norma em V' vem que a(u,v) é coerciva e, portanto,
para u € D(A)
(Au, )20y = / Vu - VvdM
M

= (VU, VU)LQ(M) ) YveV
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Se v € C§°(M) obtemos
(Au,v) = (—Au,v) ; Yv e C;°(M)

Assim, Au = —Au em D(M), o que implica Au = —Au, Vu € D(A), onde
D(—A)={ueV; Aue L*(M)} =V N H*M).

Com efeito, inicialmente provaremos que
D(-A)={ueV; Auec L*(M)}.
Lembremos que
D(—A) = {uc V;3f € L*(M) tal que a(u,v) = (f,v),v €V}

Seja u € D(—A), entdo existe f € L*(M) tal que a(u,v) = (f,v),Vv € V. Tomando
p € C5°(M) resulta que

(—Au, ) = (f,¢),
o que implica que —Au = f em D'(M). Mas f € L*(M), entao Au € L*(M) e portanto
u € {u € V;Au € L?*(M). Reciprocamente, seja u € V , tal que Au € L*(M). Assim

dado v € V' temos,
a(u,v) = / VuVudM = —/ (Au)vdM = (—Au,v),
M M

ou seja, existe f € L2(M), a saber, f = —Au tal que a(u,v) = (f,v),Vv € V. Portanto

u € D(—A), provando a primeira igualdade. Provemos agora que
D(—=A) =V N H*(M).

Dado v € D(—A), entao existe f € L*(M) tal que a(u,v) = (f,v),Yv € V. Pelo

Teorema de Regularidade Global (apresentado a seguir) temos u € H?(M), pois

a(u,v) = (f,v),
isto é,

//vt fUdMI/MVqudM:/M(—Au)vdM.
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Ou seja, u é solugao fraca do problema —Au = f, como f € L*(M) temos v € H*(M),
também u € V trivialmente. Portanto u € V N H*(M).

Seja agora, u € VN H*(M), logo u € V e —Au € L*(M), ou seja, existe f €
L*(M), a saber f = —Au, tal que,

(—Au,v) = / (—Au)vdM = / VuVodM = a(u.v),Yv € V.
M M
Logo u € D(—A), o que conclui a prova.

Nas condigoes acima, o Teorema Espectral nos garante a existéncia de uma base

de V' N H?(M) constituida pela autofungoes do operador —A, mais ainda temos
(w,),en é um sistema ortonormal completo em L?(M).

wy . .
— ¢ um sistema ortonormal Completo em V.
veN

VA

wy , .
()\—) é um sistema completo em V N H%(M).
v/ veN

Como V = {u € H'(M); [,,udM = 0} ¢ denso em L*(M) e o dominio do
operador —A, definido pela terna {V, L*(M); (Vu, Vv) 20}, € 0 conjunto VN H?*(M),

resulta do Teorema Espectral que o conjunto V N H*(M) é denso em V.

Para fins de enunciar resultados mais gerais a seguir definamos o que ¢ uma Vari-

edade Riemanniana.

Definicao 1.90. Uma métrica Riemanniana ou Estrutura Riemanniana em uma vari-
edade diferencidvel M € uma lei que faz corresponder a cada p € M um produto interno
(-,)p no espago tangente T,M, tal que, se x : U C R™ — M é um sistema de coordenadas

a ~

oz, (q) = dz(0,...,1,...,0), entao
0 0

(50 5@ o = a0,

¢ uma fungao diferencidvel em U. Uma variedade diferencidvel com uma dada métrica

locais em torno de p, com x(xy,...,2,) =q € x(U) e

Riemanniana chama-se uma Variedade Riemanniana.

Teorema 1.91. (Regularidade Global) Sejam M uma variedade riemanniana com-

pacta e A denota o laplaciano. Considere u € H'(M) uma solugio fraca para Au = f.



CAPITULO 1. PRELIMINARES 64

a) Se f € W™P(M), entao u € WmT22(M), e

[ullwmezomy < CUIAUwmpr) + [l o)

b) Se f € C™*(M), entio u € C™ (M), e
[ullem+zamy < C>|Aullema + llullcewmy)-

Idéia da demonstragao: Ver [33].

Teorema 1.92. (Imersao de Sobolev para variedade compacta com ou sem
bordo) - Seja M uma variedade compacta de dimensao n,(vale com fronteira C*),

entao

11
a) Se — > — — T, entio W™P(M) estd imerso continuamente em LI(M).
g p n

b) (Teorema de Rellich-Kondrachov) A imersao acima é compacta, se a desigual-

dade € estrita.

1 k- _
c) Seae(0,1), e - < © entdo WmP(M) estd imerso continuamente em C*(M).
p n
1 1
d) Se — > . (ﬁ — m) , entdo W™P(M) estd imerso continuamente em L*(OM).
s n—1\p

e) A imersdo acima € compacta, se a desigualdade é estrita.

Demonstragao: Ver [33].
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Existéncia e Unicidade de Solucoes

No que segue omitiremos algumas variaveis afim de nao sobrecarregar a notacao e

também denotaremos o operador Laplace-Beltrami (An4) simplesmente por A .

Estudaremos a existéncia e unicidade do problema linear, ou seja, quando o termo
dissipativo é linear, para depois usarmos esse resultado de modo a provarmos a existéncia
e unicidade no caso nao-linear. Utilizaremos o método de Faedo-Galerkin para estudar-

mos o seguinte problema de evolugao.

{ uy — Apu+ a(x)uy, =0 em M x (0,7T) (2.1)

w0) =u" , w(0)=u' em M

onde M é uma superficie compacta orientada e sem bordo em R? e a(x) > 0 tal que

a € L®(M).

Nosso intuito, é provarmos a existéncia e unicidade de solugoes u para o problema

(2.1). Os resultados obtidos estao enunciados no seguinte teorema.

Teorema 2.1. Seja M uma superficie compacta, orientada, merqulhada sem fronteira
em R3 de classe C3. Satisfeitas as condicoes acima, temos
1. O problema (2.1) é bem posto no espago V x L?*(M), i.e, para os dados iniciais

{u’,ut} € V x L*(M), existe uma solugdo fraca unica de (2.1) na classe
u€ CR,;V)NCHR,; L*(M)) (2.2)
2. Mais além, o termo da velocidade da solugao tem a sequinte reqularidade

ug € LIQOC(R+; L2<M)>

65
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Além disso, se {u’,u'} € VN H*(M) x V entio a solugio tem a sequinte reqularidade

u€ LR VN H(M)NWE(R; V)N WAR(R,; L2H(M)). (2.3)

2.1 Problema Aproximado Para o Caso Linear
2.1.1 Solucgoes fortes para o caso linear

Seja (w;)jen uma base de V = {v € H'(M); [,, vdM = 0}, que pelo processo
de ortogonalizagao de Gram-Schmidt, podemos supor que seja ortonormal em L*(M).
Denotemos por

Vm - [wl,UJQ,"' 7wm]

o subespaco gerado pelos m primeiros vetores w;. O problema aproximado consiste em
m

determinar u,, = Z gimw; € Vp, tal que satisfaca:
j=1

(u! (t),v) + (=Aup(t),v) + (a(x)u,,(t),v) =0 para todo v €V,

= ugm —u’  em VN H?*(M) (2.4)
= U, —u em V

sabendo que vale a féormula de Green, podemos fazer ainda (—Auw,,(t),v) = (Vu,(t), Vo),
assim :

(ur (t),v) + (Vun(t), Vo) + (a(z)ul,(t),v) =0 para todo v eV,

= ugm —u’  em VN H*(M) (2.5)
em V

Substituindo u,, = Zgjmwj e tomando w, = v com 1 < r < m obtemos:
j=1

| (i%’m(”%%) + (S 09w v ) + (ato f;g;mwj,wr) ~0

j=1

{ um(0) = Zgjm(O)wj = Uy —u’ em V (2.6)
j=1

u,,(0) = Zg}m(O)wj = Uy —ut em V
j=1

\
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A primeira equacao ainda pode ser escrita como

G () + Zgjm(t)(ij, Vuw,) + Zg;m(t)(a(x)wj, w,) = 0. Escrevendo na forma ma-
=1 =1
tricial, obtemos:

gl (t) (Vwy, Vwy)  (Vwy, Vwy) -+ (Vwpy, Vw) g1m(t)
G (1) N (Vwy, Vwy)  (Vwy, Vwsy) -+ (Vwpy,, Vws) ‘ Gom(t)
\ a0 - (Vun, Vo) (Vi Vi) - (Vi Vo) / o (1) ,
(1) B 2(1)
(a(@)wr,wr)  (a(x)ws,wr) -+ (a(x)wnm,w:) gém(f)
N (a(x)iffhu@) (a(x)lf)mub) (Cb(l’)ujmw?) , gzn?(t) 0
| @@wn ) e@esw) - (@@ wn) || g0 |
A (1)

Logo, obtemos a seguinte E.D.O
2'(t) + AZ'(t) + Bz(t) =0

onde A e B sao as matrizes demarcadas acima. Temos o seguinte sistema de equacoes

diferenciais ordindrias

{ 2'(t) + A2 (t) + Bz(t) = 0 (2.7)

2(0) =2y , Z(0)=2x

Definamos:

Logo temos

Denotando



CAPITULO 2. EXISTENCIA E UNICIDADE DE SOLUCOES
obtemos de (2.8) que,

Y'(t) = MY (t)
ou seja reduzimos o problema ao seguinte sistema

Y'(t) = MY (t)
{ Y(0) = Y©

Agora defina a funcao

F: RxR*™ — R?™
(t,Y(t) — F(t,Y(t)) = MY (t)

Entao chegamos ao seguinte sistema

YI(t) = F(t,Y(1))
{ Y(0) = YO

68

(2.9)

(2.10)

Mostraremos que o problema dado em (2.7) possui solugao local utilizando o Te-

orema de Carathéodory. Para tanto, inicialmente, vamos verificar que a aplicagao F

satisfaz as condigoes de Carathéodory.

De fato,considere D = [T, T] x By, onde
By = {z €eR*™; |z|<b , b>0}

e [ ¢é continua em relacao a Y, para cada t fixo:

De fato, fixado t, tome £ > 0 qualquer.Considere § = m
0 #||M]| < 00). Entdo, se Y1, Y2 €By e |[Y! — Y?| < 4, temos que

note que
( q

F(t, Y (1)) = F(ty2(0)] = [MY*(8) = MY2(0)] <[ M]|-]Y" = Y2 < ||M]-6 =&

e [ ¢é continua em relacao a t , para cada Y fixo:

Fixado Y (t), temos que F' nao depende de t, isto é, F' é uma constante e, portanto

continua.

o [F(t,Y (1) = MY @) <[[M]|-[Y ()] <[[M]]-b
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Portanto das consideracoes acima, segue-se pelo Teorema de Carathéodory que e-
xiste uma solucao Y (t) em (—t,,,t,,), com t,, < T, de (2.9) . Restringido esta solugao
a t positivo, vemos que existem, para todo m, wu,(t),t € [0,t,,), solugdo do problema

aproximado.
Estimativas a Priori

e Primeira estimativa (permitird prolongar a solugao aproximada wu,,(t) € V,, defi-

nida para todo t €[0,%,,) e t,, < T, a todo intervalo [0,77).

Agora tomando v = 2u,,(t) €V,, em (2.5), obtemos

2(uy, (1), 11, (8) + 2(Vum (1), Vg, (1)) + 2(a(@)uy, (), t, (1)) = 0

Donde

{Ilu ()1 z2(py + I Vet (1) ||L2<M>}+2/M a ()|, (t)|*dM = 0

integrando de 0 a t, com t €[0, t,,), obtemos

Ol + Vg 2 [ [ ol o9

2
= N (0) 12 pgy + Vet (Ol 720ry = |!ulm||Lz(M)+ [V tom | 22y

Por outro lado, do problema aproximado (2.5), temos que
Ugm — Ug forte em V N H?(M)
e
U — u' forte em V.
Entao existem constantes positivas C, Cy, independentes de m, t e T tais que
18ty < O @ [Vt (8) 230y < O
Logo

Oy + [Vt (8) 22 0 +2// (o s)FdMds < Ch+ G
- C (211
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pois, por hipdtese a(.) é uma fungdo nao-negativa pertencente a L>*(M), assim con-

cluimos que
2 2
Hu;n(t)”LZ’(M) + Hvum(t)Hp(M) <cC (2.12)

substituindo a expressao de wu,,(t) em (2.12) e comparando com

Gim(t) i (1)
Yi(t) = 2(t) = : e Ya(t) = 2'(t) = :
G () I (1)
obtemos
vl = | 31 | <c

o que implica pelo teorema de prolongamento de solugoes, que Y;,(¢) pode ser prolongado
a todo intervalo [0, 7], T' > 0. Portanto concluimos que (2.11) é vélida para todo ¢t € [0, 7]

e para todo m.Entao, concluimos

() ¢ limitada em  L*(0,7;V), (2.13)

(ul) ¢élimitada em L>(0,7; L*(M)). (2.14)

m

e Segunda estimativa ( limitacao para (u),)men )
Afim de simplificarmos a notagio, denotaremos no que segue a norma em L?*(M) por

[-]2-
Como Y (t) é solugao de

YI(t) = F(t,Y (1))
{ Y(0) = Y

segue que Y (t) € C'([0,T]). Além disso, sabemos que essa E.D.O é o mesmo que

Y'(t) = MY (t)
{ Y(0) = Y©

logo a solugdao Y (t) pode ser explicitada na forma Y (t) = Y%M!. De fato Y'(t) =
YOMeMt = MY (t), Y(0) = Y° como Y € CY[0,T]) e Y(t) = Y%M! temos que
Y’ e C*([0,1]), o que implica que Y existe e Y” € C°([0,T]). Entao, vem que gJ,,

gir, € C°([0,T]). Portanto, concluimos que u,,, € C*([0,T7).
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Podemos, entdo, derivar a equac¢ao aproximada (2.4) diretamente em relagdo a t e

obter

que é 0 mesmo que

(u(t),v) + (Vul,(t), Vo) + (a(z)ul, (t),v) =0 (2.15)

m

substituindo v = v (¢) na equacao (2.15), temos

Ld " 2 2 " 2 _
QMIMEQMW(WﬁAﬂWMMMM—O

integrando de 0 a ¢, t € [0, T], obtemos

1 " 1 7
ST O3 + 9, (1)1 + //“ o)tz 9)PdMds
= SO + 1V, (0)13

o que implica que

i (113 + 1V ||2+2// o)y, (2, 5)[*dMds = [[u, (0)]13 + [V, (0)]13 (2.16)

Por outro lado considerando ¢ = 0 e tomando v = ! (0) na equagao aproximada (2.4),

obtemos
[, (0)]]5 4 (= A (0), 77, (0)) + (a(2)uy, (0), 4y, (0)) = 0
ou ainda

[ (0} = = (=Aun (0), 1y, (0)) — (a(@)u, (0), 1, (0))

e pela desigualdade de Cauchy-Schwarz

7 (012 < [l At (0) ]2 l2i, ()2 + llalloo 27, (0) |2 |27, (0 2
Assim
[ (O3 < (1A%, (0) 12 + llalloo 127, (0)1]2) [[277, (0) |2
donde
[t (O)2 < (| At (0) |2 + [|all oo |1, ()2
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Portanto

[t (0|2 < (| Aviom |2 + llalloolltrmll2 = lluomlvamz ) + llallolltmll2

Das convergéncias de (ugy,) € (u1,) em (2.4), temos que existem constantes positivas Cs

e Cy independentes de t e m, tais que ||[Augy|l2 < Cs e ||ury|| < Cy dai
[ (0)]]2 < Cs + Cillal| (2.17)
Logo de (2.16) e (2.17), colocando K; = C3 4+ Cyl|al|, obtemos
| (t)]13 + ||V, (t)]13 + / / x) |l (x,8)PdMds < K} + C? (2.18)
o que nos d4, chamando K7 4+ C2 = K
i (I < K
Logo temos
lum (D3 + IV, (D117 < K*(K, [la]l)
o que implica que
i (15 + IV, (015 < K7, (2.19)

onde K*, como vemos, é independente de ¢ e m. Concluimos entao que

(ur,) ¢ limitada em L*(0,T;V) (2.20)
(u”) élimitada em L*(0,T; L*(M)) (2.21)

e Terceira estimativa (limitagao para (At )men)

Temos que A : D(A) C L*(M) — L*(M), entao Au,,(t) € L*(M). Além disso,
como a(z) € L®(M), temos que a(x)u,,(t) € L*(M). Entao definindo:

B () = ull () — A, (t) + alx)ul, (t)
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concluimos que h,,(t) € L*(M)
Consideremos o seguinte operador projecao:
Pn: L*(M) — V,

m

v — P,v= Z(v,wi)wi
i=1
facilmente vemos que P,, é auto-adjunto, assim obtém-se
(Palin(0)13) = (), Pots) = (B0 3 (05,1001 ) = (0,0
i=1

mas pelo problema aproximado (2.4), temos que (h,,(t), w;) = 0 paratodoj =1,2,...,m,
entdo, (Pphm(t), w;) = 0 para todo j =1,2,...,m, o que implica que (Pp,h,(t), w;) =0
em V,, donde, P,h,,(t) =0 em V,,. Assim

Poull (t) — PpAun(t) + Py(a(x)ul,(t)) =0

m

como u,(t) e Au,,(t) pertencem a V,, (pois a base (w;),en é formada pelos autovetores

de A), P,, € L(L*(M)) e || Pyn|| < 1, temos que
un (t) — Auy(t) + Pp(a(z)u,,(t)) =0
. Donde
[Aum (@)]l2 < llum @)ll2 + [ Bnla(@)u, ()]l < [lug (B2 + [1Pnll2llalz)u, @)]2

< g () [l2 + llallool|ug, (£) 2
segue de (2.20) e (2.21), que existe uma constante positiva K3, independente de ¢ e m,
t €10,T], tal que
[ AU ()| L2000 < K3

dai obtemos que

(ty,) ¢ limitada em L*°(0,00;V N H*(M)) (2.22)

(Au,,) é limitada em  L*(0, co; L*(M)) (2.23)

e Passagem ao Limite
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Observando que L' (0, T; V') e L*(0, T; (VNH?*(M))’) sao separaveis, [L'(0,T; V")]' =
L>(0,T;V) e [LY0,T; (VN H*(M))] = L*=(0,T; (VNH*(M)), entao segue de (2.22),
(2.20) e da proposigao (1.46) que existe uma subsequéncia de (uy, )men, que denotaremos

da mesma forma, tal que

u Zu em  L®(0,T;V) (2.24)

m

Up = u em L0, T; VOH?*(M)) (2.25)
e como VNH?*(M) < HY(M) < L*(M), temos de (2.72) que
U = u em L>(0,T; L*(M))
como (0,7") é limitado, temos que
L>®(0,T; L*(M)) — L*(0,T; L*(M)).

Agora como L*(0,T; L*(M)) = L*(Q) é reflexivo, obtemos conforme o lema 1.45, que,

existe uma subsequéncia, a qual ainda denotaremos por (u,,) de (uy,)men, tal que
U, — wem L*(Q), onde Q =1[0,T] x M
identificando L?*(Q) com seu dual, temos
(frum) 2@y.2@) — (fu)a2@y 2@ Vf € (LA(Q))
entao,
(um, He2@y.2@ — (W, @y, Vi € LA(Q)
Em particular para f € D(Q). Como u,,,u € (L*(Q)) e, (L*(Q)) — D'(Q) temos

(U [)Dr(@),0@) — (U, f)pr(0),p@), Vf € D(Q)

ou seja,

Um — u em D'(Q)

Sendo a derivagao uma operagao continua em D'(Q), segue que

u — u' em D'(Q)
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Logo, pela unicidade do limite em D’(Q), temos
u=u' em D'(Q)
Portanto,
ul, 2>/ em L®(0,T;V) (2.26)

Agora de (2.21), existe x € L=(0,T; L?*(M)) e uma subsequéncia de (u” ), ainda deno-

m

tando da mesma forma, tal que
u! oz em L™=(0,T; L*(M))
Da mesma forma, concluimos que z= u" e portanto que
w2 u” em L=(0,T; L*(M)) (2.27)

Por ultimo como

Uy — u em D'(Q)

temos

Au,, — Au em D'(Q)

como L>(0,T; L*(M)) = [L*(0,T; (L*(M)))] e L'(0,T; L*(M)) é separével, obtemos
de (2.23), que existe uma subsequéncia de (Au,,), ainda denotada da mesma forma, e

y € L>(0,T; L*(M), tal que
Au,, =y em L®(0,T; L*(M)
concluimos de maneira anédloga ao que fizemos antes, que y = Au e
Aty = Au em L(0,T; L*(M) (2.28)
agora como L>(0,T;V) — L*(0,T; L*(M)), vem de (2.26), que

ul — ' em L*(0,T; L*(M)
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Logo
T T
/ (f(t), ur, (8))dt —> / (f(t),u'(t))dt, Vf e L*0,T;L*(M)).
0 0
Em particular, se f = a(z)w, com a € L®(M) e w € L*(0,T; L*(M)) temos que
T T
/ (a(z)w, o, (£))dt —> / (a(z)w, o/ (#))dt,  Yw € LX(0,T: LA(M))
0 0
o que implica
/ / r)wul, (t)dMdt — / / tydMdt, Yw € L*(0,T; L*(M))

donde

/0 (a(x)ul,(t), w)dt —>/O (a(x)u/(t),w)dt, Yw € L*(0,T; L*(M)). (2.29)

Sejam 6(t) € L*(0,T) e v € L*(M). Entao, w = vd(t) € L*(0,T; L*(M)). Logo
de (2.29) temos que

/O(Q(x)u;n(t),v)e(t)dt—>/0 (a(x)d'(t),v)0(t)dt, Yw € L*(0,T; L*(M)) (2.30)

Vo € L*(0,T).
Analogamente de (2.27) segue que

/OT(uZl(t),v)Q(t)dt e /OT(U”(t),U)H(t)dt, Yw € L*(0,T; L*(M)) (2.31)

Vo € L*(0,T)
e de (2.28) obtemos

/ A (8, 0)0(0)dt —s / CAu) ), Yo € L20.T: IXM)) (2.32)

Vo € L*(0,T).

Multiplicando a equagao aproximada de (2.4) por § € D(0,T) e integrando de 0 a

T, obtemos

/ 06 + / (A 0)0(0)dt / N 06@dt =0 (233)
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Yo € Vi, € 0 € D(0,T), onde my < m é fixo e arbitrario. Tomando o limite em (2.33),

mantendo my fixo, porém arbitrario e utilizando (2.30), (2.31) e (2.32), obtemos

/OT(u”,v)H(t)dt + /OT(—Au, v)0(t)dt + /OT(G<£L')UI,U)(9(t)dt =0

Yo eV, e 0 € D0,T)
como [wy, wy, -] é denso em L*(M) e (2.4) é valido para todo v € Vj,, com mgy < 00

arbitrdrio, segue que (2.4) é vélido para todo v € L*(M). Além disso, o conjunto
R={vd; 0¢cD0T), ve L* (M)}
é total em L?*(Q). Logo
T T T
/ (u”,v)0(t)dt +/ (—Au,v)0(t)dt + / (a(x)u',v)0(t)dt =0 em L*(Q)
0 0 0

Portanto

(" — Au+ a(z)u’,v) =0 Vv € L*(Q)

donde concluimos que
u' — Au+a(z)u' =0 quase sempre em Q = M x (0,7

o que mostra existe u € L*>(0,T; VNH?(M)), solugao regular do problema (2.1), e pelo
lema (1.54) tal solugao estd na classe u € C(Ry; V)N CYRy; L*(M))

Dados Iniciais

Note que faz sentido calcularmos u(0), u/(0) e «/(T"). De fato, sendo u € L>(0,T;V),
', u" € L=(0,T; L*(M)) e [0, T] limitado, temos que

u€ LN, T;V) e u" € LYN0,T; L*(M))

Além disso como V' tem imersao continua em L?(M), temos pelo lema (1.54), que u, v’ €

C([0,T}; L*(M))

o Verifiquemos que u(0) = u’eu/(0) = u!
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De fato, como
Up, 2> uwem L0, T;V) e L=(0,T; V) — L*(0,T; L*(M))

temos u,, — u em L>(0,T; L*(M))

donde, identificando L?(M) com seu dual, obtemos
T T
/ (U (t), w(t))dt — / (u(t),w(t))dt , Yw € LY(0,T; L*(M)) (2.34)
0 0
Analogamente, temos
T T
/ (ul,(t),w(t))dt —> / (u'(t),w(t))dt , Yw e L'0,T; L*(M)) (2.35)
0 0

Seja 0 € C'([0,T]) com 0(0) = 1 e O(T) = 0 e seja v € L*(M).Entao, 0,0 €
C([0,T]), o que implica 6,0’ € L*(0,T), donde w(t) = vd'(t) € L' (0,T;L*(M)) e
w(t) = vh(t) € LY(0,T; L*(M)), substituindo w em (2.35) e @ em (2.34), obtemos

/0 (1), 0)6 (1)t —> /O (u(t), )0 (t)dt

T T
| o — [ .o
0 0
somando as duas expressoes a esquerda, obtemos
Td Td
/ — (um(t),v)H(t)}dt—>/ —{(u,v)0(t) }dt (2.36)
o dt o dt

Notemos que, como u € C*([0,T]; L*(M)) e v € L*(M), temos que (u(t),v) € C([0,T])
e como 0(t) € C([0,T]), temos também que (u(t),v)0(t) € C([0,T]) — L*(0,T).

Além disso
— (u(t),v)@(t)} = (u/(t),v)0(t) + (u(t),v)d'(t) € Ll(O,T)

Logo, (u(t),v)0(t) € WHH0,T) e (u(t),v)d(t) possui um representante em C([0,T]). Mais

ainda

/0 % (u(t), 0)0(8) ydt = (u(T), 0)0(T) = (u(0), 2)6(0) (2.37)
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Analogamente
/OT % (t (), 0)0(E) }dt = (u, (T), 0)0(T) = (u (0), 0)6(0) (2.38)
segue de (2.36), utilizando (2.37) e (2.38), que
(tm (T), 0)0(T) = (um(0),v)0(0) — (u(T),v)0(T) — (u(0),)6(0)
mas como 6(0) = 1 e 6(T) = 0, consequentemente

(U (0),v) — (u(0),v) Vv € L*(M)

donde
Ugm — u(0)  em L*(M)

Por outro lado, do problema aproximado (2.4), sabemos que
Uy — u’  forte em V N H*(M)
o que implica
Ugy — u®  forte em L?(M)

donde
Uy — v’ em L*(M)

Segue da unicidade do limite fraco que u(0) = u” em L*(M). De maneira andloga, con-

siderando (2.31) e (2.35), prova-se que u/(0) = u'.

Unicidade da Solugao Regular

Sejam u e v solugoes do problema (2.1). Se tomarmos w = u — v, entao

w e C(Ry; V) NCHR,; L2(M)), e satisfaz o seguinte problema:

"o /=
{ w”" — Aw+aw' =0 quase sempre em M x (0, c0) (2.39)

w(0) = 0 = w'(0)
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Multiplicando a equagdo da primeira linha de (2.39) por w'(t) e integrando em M,

obtemos
/ t)dM — / Aw(t)w'(t)dM +/ a(x)(w'(t))*dM = 0.
M
Assim
(W' (1), w'(t) + (Vw(t), Vu'(t)) +/Ma(fv)(w'(t))2d/‘/l = 0.
Donde

3 W O I} = = [ a@woyam

Integrando de 0 a ¢, com t € [0, 00), temos que

[’ )15 + [IVw(®)]13 = [/ (01 = [Vw(0)]5 = —2/ / x,5))?dMds < 0

pois a € L*(M) é nao negativa, e da segunda linha de (2.39), temos
[w' @13 + [Vw@®)]z <0 vt € [0,00)

o que implica |[Vw(t)|a =0 ,Vt € [0,00), dal ||w(t)]|2 =0, 0 que prova a unicidade.

2.1.2 Solucoes Fracas para o caso Linear

Existéncia de Solucao

Provaremos a existéncia de solucao fraca por aproximacoes de solucoes regulares. De
fato, seja {u’,ul} € V x L*(M). Como VNH?*(M) é denso em V e V é denso em

LA(M), existe {u®,ul} € VNH?*(M) x V, tal que

o Uy

{up,u,} — {u°,u'}  em V x L*(M) (2.40)

Desta forma, temos para cada i € N que existe uma unica solucao regular u, do seguinte

problema

u, — Auy +auj, =0
p 0 u
{ u,(0) = Ug, ’LLL(O) = ulll (2.41)
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Por um lado, pelos argumentos utilizados na unicidade obtemos

7, (8) = g (15 + 1V (wu(t) — o ()5 < (|17, (0) = ug (0)][5 + IV (u,,(0) — s (0)) 3
Entao

ety = g0, 220 H IV (= 10) 160 11,020y < 121, (0) = (O) 5+ 1V (1 (0) =15 (0)) 15

0

%) e (ul) serem convergentes em V e L*(M),

Por outro lado, pelo fato das sequéncias (u

respectivamente, concluimos que

(u,) € uma sequéncia de Cauchy em C(Rp;V) (2.42)

(u/) & uma sequéncia de Cauchy em C(R; L*(M)) (2.43)

m

sendo C(R; V) e C(Ry; L*(M)) completos, existem u € C(Ry; V) eu € C(R,; L*(M))

respectivamente, tais que
u, —u em C(Ry;V) (2.44)
w, — v em C(Ry;L*(M)) (2.45)
em consequéncia disto, temos para o intervalo [0, 7] com T' > 0 de (2.45)
w, —u' em L*([0,T]; L*(M)) (2.46)
donde
w, = v em L*([0,T]; L*(M)) (2.47)
Agora, considere § € D(0,T) e ¢ € D(M). Compondo (2.41) com #p obtemos
(uy, — Auy + au,,, 0p) =0 V0 € D(0,T), Vo € D(M) (2.48)

notemos de (2.48) que
(uy, 00) = —(uy,, 0'¢)

e de (2.47), obtemos

/

w 0'0) — =W, 0'0) = (", 0p)

_<u



CAPITULO 2. EXISTENCIA E UNICIDADE DE SOLUCOES 82
concluimos entao que
(up, 0p) — (u",00) ,¥0 € D(0,T), VYo € DM) (2.49)

Por outro lado, como para cada p € N, u, é solugao regular do problema (2.41), temos
que

(=Auy, 0p) = (Vuy, V)
e por (2.44) resulta
(Vu,, 0Vy) — (Vu, V) = (—Au, 0yp)
isto é,
(—Auy, 0p) — (—Au,0p) V8 €D(0,T), Vo€ DM) (2.50)
De (2.48), (2.49) e (2.50), obtemos de (2.48), apés a passagem ao limite
(W' —Au+au,00) =0 V0 €D0,T), VpeDM) (2.51)

lembrando que as dualidades acima sao em D'(M x (0,7)) x D(M x (0,T)). Mas pela

totalidade do espaco
R={0p ;:0€D0,T)epecDM)}
em D(M x (0,7)), vem de (2.51) que

(u" — Au+ av', V) pr(pmx 0,1y x DM (0,1)) = 0
Entao
v —Au+a(z)y’ =0 em D' (M x(0,T))
como au’ € L*(0,T;L*(M)) e A € L(V,V'), concluimos que v’ € L>(0,T;V’) e
consequentemente
v —Au+a(z)y’ =0 em L>(0,T;V)
além disso de (2.42) e (2.43), temos u € C'(0,T;V)NC*(0,T; L*(M)) provando a existén-

cia da solucao fraca. Provaremos agora que a solucao fraca obtida por aproximacoes de
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solucoes regulares satisfaz a identidade da energia. Com efeito, das convergéncias dadas

em (2.44), (2.45) e (2.47), obtemos

(D113 + ||Vuu(1t)||§+2/O (auy, (), 1, (s))ds = [|uy (013 + [V, (0) 3

apds passagem ao limite, temos
t
1w (@®)113 + [ Vu®)]3 +2/ (aw/(s), w'(s))ds = [Ju'[|3 + [[V’|3 (2.52)
0

Observagao 2.2. Note que a identidade de energia dada em (2.52) somente é vdlida
para solugoes fracas que sao limites de solucoes requlares, no entanto no apéndice deste
capitulo, tal identidade € provada no caso geral, ou seja, para qualquer solu¢do fraca da

equacao da onda linear.

Unicidade da Solugao Fraca

Sejam wu; e uy duas solugoes fracas de (2.1). Denotando w = u; — ug, obtemos que

w satisfaz o seguinte problema

w”" — Aw + au) —auy, =0
(2.53)
w(0) =0 =w'(0)

como w satisfaz a identidade da energia e w(0) = w'(0) = 0, temos
t
' ()13 + [IVw(®)]3 = —2/ (a(uy(s) — uy(s)), uy(s) — u5(s))ds

_ /0 t /M Oa(x)(u'l(a:,s) il (x, 5))2dMds < 0

donde, ||[Vw(t)|2 = 0, o que implica w(t) = 0 em V para todo ¢, provando assim o

desejado.

2.2 Existéncia e Unicidade Para o Problema Nao Li-
near

Estudaremos agora a existéncia e unicidade de solucao da equacao da onda sobre

uma superficie compacta, com dissipagao localmente distribuida e nao-linear. Apresen-
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tado no que segue

uy — Au+a(z)g(uy)) =0 em M x (0,00)
(2.54)
w0)=u" |, w(0)=u'" em M

onde M é uma superficie compacta, mergulhada, orientada e sem fronteira em R3.

A energia associada ao problema acima vem dada pela seguinte expressao

B(t) = % /M (Jur(, )2 + [Vl 0)]?)dM (2.55)

A funcao g satisfaz as seguintes propriedades:

Hipotese.2.1 g é uma funcao real, tal que

i) g(s) é continua mondtona crescente e diferencidvel por partes.

i1) g(s)s > 0 para s # 0

iii) kls| < g(s) < K|s| se |s| > 1

iv) |g'(s)| < M se|s| > 1.

onde M é uma constante positiva, suponhamos também, como antes, que a € L>*(M) é

uma func¢ao nao-negativa.

Nosso intuito, é provarmos a existéncia e unicidade de solugoes u para o problema

(2.54). Os resultados obtidos estao enunciados no seguinte teorema.

Teorema 2.3. Seja M uma superficie compacta, orientada, mergulhada sem fronteira
em R? de classe C3. Satisfeitas as condicoes acima, temos
1. O problema (2.54) é bem posto no espaco V x L*(M), i.e, para os dados iniciais

{u’, u'} € V x L*(M), existe uma solugdo fraca inica de (2.54) na classe
u€ CRy;V)NCHR,; LH(M)) (2.56)
2. Mais além, o termo da velocidade da solugao tem a sequinte reqularidade
Ut € Lino(Ry; L*(M))

(consequentemente, g(u;) € L2 (R, ; L*(M)) pela Hip.2.1)

loc

Além disso, se {u’,u'} € VN H*(M) x V entio a solugio tem a sequinte reqularidade

u€ LRy VNH (M) NWE(R; V)N WE(R,; L2(M)). (2.57)
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Admitindo que u é a solugao global e inica do problema (2.54), definimos a energia,
correspondente ao funcional dado por

E(t) = %/M [ue(z, ) + |Vru(z, )] dM (2.58)

Para cada solucao de (2.54) na classe (2.56) a seguinte identidade é valida.

E(tz) / / Ut Utd/\/ldt \V/tg >t >0 (259)
e consequentemente a energia é uma funcao nao-crescente da variavel de tempo t.

Demonstragao: Para provarmos a existéncia de solugao, utilizaremos o método de
Faedo-Galerkin juntamente com o Teorema Espectral, na intengao de obter o problema
projetado em um espago de dimensao m, para cada m € N. Mais adiante, utilizando
uma mudanga de varidaveis obteremos um sistemas de equagoes diferenciais ordinarias,
cuja existéncia de solucao local, sera assegurada pelo Teorema de Carathéodory, para
cada m € N. Na sequéncia, serao apresentadas as estimativas a priori, que servirao para

estender a solu¢ao a um intervalo (0,7"), onde 7' > 0 nao dependerd de m.

2.3 Problema Aproximado para o caso Nao Linear
2.3.1 Solucgoes fortes para o caso nao linear

Conforme a se¢ao (1.6), para cada m € N, denotemos por
Vm = [U)l,wg, R 7wm]

o espago gerado pelas m primeiras autofungoes do sistema (w;);en

Definamos u,,(t) € Vi, < up(t) = Zgjm(t)w]

O problema aproximado consiste em determinar w,,(t) = Z gim(t)w; € V,, tal

Jj=1
que, satisfaca

(ul (t),v) + (=Aup(t),v) + (a(x)g(u,(t)),v) =0 para todo v € V,,

m

U (0) = ug, — u®  em VN H?*(M) (2.60)

ul (0) = up, > ut em V

m



CAPITULO 2. EXISTENCIA E UNICIDADE DE SOLUCOES 86

ou ainda
(u! (t),v) + (Vun(t), Vu) + (a(z)g(u,,(t),v) =0 para todo v €V,
U (0) = ug, — u®  em VN H*(M) (2.61)
u (0) =up, >ul em V

Consideremos em (2.61), v = w,, r = 1,2, ..., m. Entao,

(i (8), wr) + (Vi (1), V) + (a(2)g(uy, (1)), wy) = 0
Substituindo a expressao de u,,(t), obtemos

Fim (1) + Z gim (1) (Vw;, V) + (a()g(u, (1)), wy) = 0

Logo
gy (t) (Vwy, Vwy)  (Vwg, Vwy) -+ (Vwpy,, V) gim(t)
go(t) N (Vwy, Vwy)  (Vwg, Vwsy) -+ (Vwy,, Vws) Gom(t)
gxzm(t) (vwlv vwm) (vaa vwm) e (vwma Vwm) gmm<t)

_ /Ma<x>;<u:n>wm

W; - .
J ) sao sistemas ortonormais completos em
jEN

\/)\_j

Por outro lado, como (w;)en € (

L*(M) e V, respectivamente, obtemos

(le, le) (VlUQ, le) cee (VU]m, le) )\1 o --- 0
(le, ng) (V'U)Q, V'UJQ) e (Vwm, VU)Q) 0 )\2 L 0 A
(Vwy, Vw,,) (Vwy, Vwy,) - (Vwp, Vu,) 0o 0 - M\,
colocando B = [wy ws ... wy], matriz linha, e denotando
Gim(1)
m (T
A1) = 92 ( )

Grm(8)
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Obtemos o seguinte sistema de equacoes diferenciais ordinarias

{ 2'(t)+ Az(t) + H(Z(t)) =0
2(0)=2" |, 2(0) =2z

onde

[ / a(2)g(B.2 (1) )w1dM
M

HE0) = | [ aa(B 0

/ a(2)g(B. () yumd M
L J M

Definamos:

Logo temos

v = [0 =[50 ] = [ meedt L ao |

Denotando
0 I
| o]

Obtemos da expressao acima, o seguinte problema de valor inicial

{—m%wﬂ*M[nwl

Y (0) = Y©

Y'(t) =

Yi(t)
Ya(t)

87

Provaremos que o problema acima possui solucao local, utilizando o Teorema de Ca-

rathéodory.
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Com efeito, consideremos a aplicagao:
F: [0,T] x R™ — R>™
0
t, — F(t,y) = + M
( y) ( y) { —H(yg(t)) ] Yy
onde Yy = Y = (gla'-wgmag/ly"'ag;n)) hn = (917"'7gm) € Y2 = (gllaag;n)

Verifiquemos que a fungao F' esta nas condi¢oes de Carathéodory. De fato
(i) Seja y € R*™ fixado. A funcao F ¢ continua como funcao de t € [0, T], uma vez que
esta nao depende de t.
(1) Para quase todo t € [0,7T], F' é continua como funcao de y.

De fato, de inicio notemos que a aplicagao
y— My
¢ linear e continua.
Por outro lado, seja (y2,),en € R™ uma sequéncia, tal que
Yoo —> Y2 em R™
Pela continuidade de g e do fato de
Bys, — By
segue que, para cada z € M, temos
9(Bys,) — g(Byy) em R

portanto

9(Bya)w; — g(Bys)w; em R™ Vj=1,... m.

Devemos provar que

/a(x)g(ByQZ,)wde—>/ a(x)g(Byz)w;dM (2.62)
M M

Com efeito, para |Bys,| > 1 temos, pelo fato da sequéncia (Bys,),en ser limitada e
a € L>*(M), vém que

la(z)g(Bya,)w;| < ||al|eo K| Byay |[w;]
(2.63)
< [lalloc K Mw;(z)| = [|allocMi|w; ()]
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onde M; = KM.

Agora, para |Bys,| < 1 segue da compacidade de M e da continuidade de g, que

existe uma constante M, > 0 satisfazendo
|9(Bya, )w;| < Ma|w;(x)|
dai
|a(2)g(Byav)w;| < ||af|osc Ma|w; ()] (2.64)

Entao em qualquer caso, para cada j = 1,...,m, vém de (2.63) e (2.64), que existe

M3 = méax{||al|o M, ||a]|cc M2} tal que

|a(x)g(Byz )w;| < Ms|w; ()] (2.65)

Logo pelo Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue, temos

/a(m)g(Bygy)wde—>/ a(z)g(Byz)w;dM
M M

o que prova (2.62), ou seja H(ya,) —> H(ys), assim dado ¢ > 0, existe § > 0, tal que
ly' —y*| <9 temos |F(t,y')— F(t.y?) <e
o que prova a continuidade de F' em fungao de y.

(4i1) Seja K C [0,T] x R*™ um subconjunto compacto, entao
1E(E y)llrem < |[H (y2) I + | M]] cigom) |yl R2m (2.66)

Pelo que j& foi provado, temos que F é continua em R?*™, logo é continua na
projremK (projegao de K sobre R?™). Sendo projgz=K compacto, existe uma constante

positiva My tal que
||F(y2)||]R2m S M4 ava € Rma tal que (t7y) = (tayby?) € K. (267)

Por outro lado, como a aplicagao

y— My
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também ¢é continua e a projrz»K é um compacto, temos que, existe uma constante

positiva M5 tal que
||My||R2m < M5 7V?J € RQma tal que (t>y) = (tay17y2) € K. (268)
Entao, segue de (2.66), (2.67) e (2.68), que existe Mg = My + M5 tal que

IE(E y)lpem < M

Assim, dos itens (i), (ii) e (i), segue que as condi¢oes de Carathéodory estao

satisfeitas e portanto, existe uma soluc¢ao Y (¢) do problema de valor inicial:

{ Y'(t) = F(t,y(1))
Y (0) = Y©

em algum intervalo [0,t,,), com t,, > 0. Mais ainda, Y (¢) é absolutamente continua e
portanto diferencidvel quase sempre em [0,t,,). Resulta deste fato que z(t) e 2/(t) sédo
absolutamente continuas e, conseqiientemente, z”(t) existe em quase todo ponto do in-

tervalo [0, t,,), e tal regularidade, também serd herdada pelas g;/s.
Estimativas a Priori

e Primeira estimativa

O Teorema de Carathéodory nos fornece que u,,(t) e ul, (t) sdo absolutamente
continuas e como consequéncia deste fato as derivadas u!,(¢) e ul,(t) existem no sentido
de Dini.

Voltando ao problema aproximado (2.61), substituindo v = u/, (t), com t € [0.t,,),

obtemos
(U (), un (8)) + (Vi (1), Vg, (1) + (ag(un, (1), w,(t) = 0
dai, vem que

1d
2dt

1d

e (D113 + 52 IV ()13 + /M a()g (U, (1)), (£)dM = 0 (2.69)
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Integrando a expressao (2.69) de 0 a ¢, com ¢ € [0,t,,) e usando a hipdtese 2.1 especifi-

camente o {tem i7), e sabendo que a é nao negativa e limitada, temos que
[t ()3 + 1V ()13 < ([ ]13 + [[Vuomll3 (2.70)

da convergéncia dos dados iniciais, segue que existe uma constante positiva C; (indepen-

dente de t e m) tal que

lum O3 + [Vun (@) < C (2.71)
Por outro lado, temos
1Y () llzem = Z ((gjm (1)) + (g ())?) (2.72)

e pela ortonormalidade da base (w;)jeny em L?(M), temos

3

um (D120 = D (gjm)” (2.73)

=1

e (D20t = D (95m)” (2.74)

j=1

Assim, de (2.72), (2.73), (2.74) e da desigualdade de Poincaré, obtemos

SM

o,

1Y ()l = [ (07, a0y + 1 DTy < AV (22000 + Nt O 01

< Gy

onde Cy é uma constante positiva (também independente de ¢ e m) . Desta forma,
podemos prolongar a solugao Y a todo intervalo|0, +o0).

Entao de (2.71), com ¢ € [0, 00), obtemos

() € limitada em  L°°(0,00; V) (2.75)
(ul ) élimitada em L*(0,00; L*(M)) (2.76)

e Segunda estimativa (limitacao para (u.))

Primeiramente, consideremos T'> 0 e 6 € D(0,T'), observe que

d )
<dtum’9> = (u,,, 0)
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d / "
<%um70> - <um79>

ou seja, as derivadas no sentido distribucional e no sentido de Dini coincidem.

Por outro lado, tendo a hipotese que g é diferenciavel por partes em R, temos que a
derivada de g no sentido distribucional e classico também coincidem. Assim considerando
v = w; e utilizando o fato que a base (w,),ey é ortonormal em L*(M), obtemos do

problema aproximado
Im (1) = (=Vun(t), Vwy) — (ag(u, (1)), w;) (2.77)

Derivando (2.77) com relac@o a t obtemos para 6§ € D(0, 7))

d , B d d ,
(Gin0:0) = (G Fun(0).¥0).0) = (el )),).0)
(2.78)
d
— (T 0., 0) 4 (- [ Satolaluty e )usdn, )
M
como g é diferencidvel por partes, e v/, () € H'(0,T), entdo
d /! / / "
e portanto
61 (0) = =V (0.90) = [ oy (o0 o w0
Vamos mostrar, que
g € L*(0,T) (2.79)
De fato, vamos provar inicialmente que
| a@)g (o) (o rusdM € 0.7) (2.80)
M

Para tanto, consideremos

M, ={zeM; [ (z,1)] <1}
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My={zeM; [(zt)>1}

[ | ot w.0) mx,t)wderdt

/OT [ / a(a)g! (u, (. 0) )l (, Yy d M + /M?(x)g/(u;n(x,t))u;;(x,t)wde] 0

entao

\

T
</ [uauoo mas. [9/( |/ s ( :ct>||w]rdM+uauooM/ s xt)Hw]\dM]dt
0
(2.81)

IA

TrT 2
[ [ttt o) [ el lam]

g/OT :K(/M|u;;(:c,t)|2d/\/l>érdt

T
= K? i e ()22 gyt

onde K = ||a||oo (K1 + M) (med(M))z ¢ K| = H[laX] |’ (s)| sao constantes positivas.
se(—1,1

Continuando, provaremos que u!,, € L*(0,T; L?(M)). De fato, de (2.77) temos

In(t) = (=Vun(t), Vw;) = (ag(u,, (1)), w;)
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Por um lado, como a € L>(M), considerando (2.76) e os conjuntos M, e M, obtemos

T T
/ (agul, (1), w, 2t < / lall2 g ul (8) 22 0y
0

T

= [l [ lotui s )Pamar
0 M
T

+ / IIalloo/ lg(ud!, (1)) [PdMadt
0 My

e masx, Jg(s)*Tmed(M) (282
se|—1,

IA

T
T+l / K2l (2, 8) PdMdt
0 J M,

lallc max |g(s)]*Tmed(M)
s€[—1,1]

IN

T
L JalRK / et (622 g
0

<l mas, lg(s) PTmed(M) + ol F LT < o
se|—1,
Por outro lado, temos
T T
/0 (Vg (1), ij)th < /0 ||Vum(t)||2L2(M)dt < C(Cy,T) < +o0 (2.83)

Entao de (2.77), (2.82) e (2.83), concluimos que g7, € L?(0,T), o que implica

/Hu” M2 dt<2/\g t)[2dt < +o0

provando que v/, € L?(0,T; L*(M)).

Portanto de (2.81),temos que

| al)g e )il s tyusdr € 0. 7)
M
e como (Vul,, Vw;) € L*(0,T) entao g7/, € L*(0,T), o que prova (2.79).

Derivando o problema aproximado (2.61) com relac¢ao a t e considerando v = u!’ (),

temos

3@+ IV O+ [ o) (e ity 0PaM =0 (289

Afirmagao: / a(x)g (u,,(z,t))|ul,(z,t)]?dM < 400, ou seja, este termo estd bem
M
definido.
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De fato, temos

] / xt>>|u"<mt2dM\ / a(@) 19/ (u (1)) "z, ) 2AM
<l / 19/l (2, D], €) PAM + alloc / 19/ (2, )1l (, ) 2AM
< lalle max |¢'(s)| / (2, DPAM + [lallo / MUl (2, D) 2dM

sE[—l,l] M, M,
— lalle max |¢/(s)| / ol (, 0) PAM + lalloo M / W (z, £) PAM
s€[—1,1] M, M,
0 que prova nossa afirmacao.

Voltando & expressao (2.84)

1d o Ld / 2 1ol " 2 _
5O + 5T+ [ @y el . 0dM =0

sendo g monétona crescente, segue que ¢'(.) > 0 e como a € L*(M) é nao-negativa,

obtemos, integrando (2.84) de 0 a ¢, o seguinte
[ Oz + [V, 013 < Nl (0112 + [ Vem|l; (2.85)
Retornando ao problema aproximado (2.61) e considerando t = 0 e v = u],,(0), obtemos
[u” ()12 + (Vum(0), Vaiy, (0)) + (ag(uy,(0)), ur, (0)) = 0 (2.86)
Observando que valendo a Formula de Green, vem por um lado que
(Ve (0), Ve (0)) = = (A (0), 17, (0)) < 1| Awm(0)]| 2oyl (0)[[20e)  (2:87)

Por outro lado, gragas as convergéncias dos dados iniciais, a continuidade de g e utili-

zando os conjuntos M, e M, segue que

(ag(ul, (0)), u"<o>> < Jlag(u (O] (0)[2
— (02 / la(2)g(ud, (,0)) PdM

% 1, (0) 13 (/M |9, (2, 0) M + /Mb lg(u;l(ar,o))IQdM)

oty 001 (e o) e () + 52 ) 25%)

IN

IN
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Denotando ||all. = Ay, n[lax ]|g(s)|2med(M) = Ay, sabendo que existe uma constante
sel[—1,1

positiva C* tal que |[ui,|lz < C*, pondo K2C*? = A, entdo desta maneira, existe

C(A1, Mg, A3), que satisfaz a desigualdade (2.87). Logo, de (2.86), (2.87) e (2.88) vem

que

[ ()2 = (Aum(0), u7,(0)) — (ag(u;, (0)), uy, (0))

< [(Bun(0),(0))] + | (agul, (0)), e,(0))]
< {HAumw)nm(M)+C<A17A2,A@}H%(O)wa
dai vem que
s (0) L2 at) < (1At ()220 + € (2.89)

Logo de (2.85) e (2.89), obtemos

i (B[22 ay + 1V 0220ty < N OV 12 pn) + V215 (01200 (2.90)

2 /
< {1 AUR (0) [ 220y + CF 4 | Vtig, (0) |72y

gragas as convergéncias do problema aproximado, obtemos de (2.90), a existéncia de uma

constante positiva Cy tal que
[ 7200y + Vg (0220 < Co (2.91)

Donde concluimos que

(u;,) ¢élimitada em L*(0,00;V) (2.92)
(u”) élimitada em L*(0,00; L*(M)) (2.93)

Passagem ao Limite

Com uso das estimativas a priori, passaremos ao estudo da existéncia de solugao
regular para o nosso problema. Observe inicialmente, que o Teorema da Representagao

de Riesz, garante que

L=(0,T;V) = [LY0,T; V"))
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L>(0,T; L*(M)) = [L}(0,T; L*(M))]’

como os espagos L'(0,T; V') e L'(0,T; L?>(M)) sao separédveis, obtemos de (2.75), (2.92)

!/

') e (ull,), que ainda denotaremos da

e (2.93), a existéncia de subsequéncias de (u,,), (u

mesma forma, tais que

Up > u  em  L®(0,T;V) (2.94)
ul, 2w em  L>®(0,T;V) (2.95)
uw' S uem  L®(0,T; LAH(M)) (2.96)

e como V — L*(M), temos de (2.94) que
U > 1w em L®(0,T; L*(M))

sendo (0,7 limitado, temos L>(0,T; L*(M)) — L*(0,T; L*(M))

Agora fazendo a identificacao L?*(0,T; L*(M)) = L*(Q), por sua reflexividade, obtemos
a existéncia de uma subsequéncia de (U, )men, & qual ainda denotaremos por (u,,), tal
que

Uy, — uem L*(Q), onde Q=M x][0,T].

Como a convergéncia fraca em L*(Q) implica na convergéncia no sentido das distri-
buigoes, temos que

Un —> u em D'(Q)

sendo a derivagdo uma operagao continua em D’'(Q), segue que
u, —u em D(Q)
Por outro lado, de (2.95), temos
u, — u em L*(Q)
portanto, de modo andlogo ao caso anterior, temos

u — u em D'(Q)
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Das duas afirmacoes acima, obtemos pela unicidade do limite fraco, que u= u' em

L*(Q), e também de maneira andloga segue que u= u” . Portanto

u, o' em  L2(0,T;V) (2.97)

m

u! o’ em  L™®(0,T; L*(M)) (2.98)

Agora, como V <= L?(M), provem de (2.97) e (2.98) face ao Teorema da Compaci-
dade de Aubin-Lions que existe uma subsequéncia a qual ainda denotaremos da mesma

forma, de modo que

u, —s v em L*0,T;L*(M))
e entao
u,, — u'  quase sempre em M X [0, 7]

Da hipdtese de que g é continua, segue da convergéncia acima que

g(ul,)) — g(u') quase sempre em M x [0, 7] (2.99)

Observemos também que
T
| [ tawgtu o) Pasar
0 M
T
- [ | ewstirams [ et pa] a
0 a M,

T
< [ 1ol pm loo)Pracd (M) + a2 )| 1 (2100
0

se[—-1,1

Segue de (2.100) e (2.76) que existird uma constante C (T, med(M), Cy, K, K1, Ks),

onde K; = rr[lalxl]|g(s)|2 e Ky = ||a]|«, tal que
se[—1,

T
| agtai (o) e < © 2.101)
0

. Assim de (2.99) e (2.101), e do Lema de Lions segue que existe uma subsequéncia, que

ainda seguiremos denotando da mesma forma, tal que

a(x)g(ul,) — a(x)g(y’) em L*0,T;L*(M)) (2.102)

m



CAPITULO 2. EXISTENCIA E UNICIDADE DE SOLUCOES 99

Seja j € N e consideremos m > j. Multiplicando a equacao do problema aproxi-
mado por 6 € D(0,T), considerando v = w; e integrando de 0 a T', obtemos a seguinte

expressao

T

/0 (1), w,) ()t + /O (Vtn(t), Vi, )0(t)dt + / (ag(ed,, (1)), w,)(E)dt = 0 (2.103)

0

Entao, pelas convergéncias dadas em (2.97), (2.98) e (2.102), obtemos de (2.103),

quando passamos o limite em m — +00,
T T T
/ (u”(8), w;)0(t)dt + / (Vu(t), Ve, )0(t)dt + / (ag( (1)), w;)0()dt = 0 (2.104)
0 0 0
como a base (w;) ey € um sistema completo em V', temos de (2.104) que
T T T
/ (" (1), 0)0(t)dt + / (Vu(t), Vo)o(t)dt + / (g (1)), 0)0()dt = 0 (2.105)
0 0 0

V0 € D(0,T) e Vv e V.

Também note que, v,u(t) € Ve —A : V — V' é um operador linear e continuo

onde temos

(=Au(t),v)vv = (Vu(t), Vv) (2.106)

Logo de (2.105) e (2.106) obtemos
/O 10, 0)08) — (Au(t), 0)0(8) + (aglel(£),v)0(0)]dt = 0
fazendo v = ¢ € D(M), concluimos que
(u" — Au+ag(u),p0) =0 , Yo € D(M), V0 € D(0,T) (2.107)

notando que a dualidade acima, ocorre em D'(M x (0,7)) x D(M x (0,T))

Como o conjunto
R={0p ; 0cD(0,T),p c DIM)}
é completo em D(M x (0,T)), entao de (2.107), temos

v —Au+ag(u')=0 em D' (M x(0,7)) (2.108)
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Por outro lado, como u” € L*(0,T; L*(M)) e ag(u') € L*>(0,T; L*(M)), temos
de (2.108) que Au € L>(0,T; L*(M)) e conseqiientemente

u' — Au+ag(u') =0 em L>(0,T;L*(M))
fixando t > 0, consideremos o problema eliptico

Au(t) =u"(t) + ag(v/(t)) em M

Segue de um resultado de regularidade eliptica, que para cada ¢t € [0,7] fixado

u(t) € H*(M) e além disso
[u(®)la2(m) < CllAu@)| L2
Assim

lu(ll 20y < ClAuB)l| 20y = Cllu”(t) + ag(w' (1)l 2y
Cllu” ()l 2y + Cllag (@' (£)]| 2 am)

< O

IN

onde C(Cy, C,med(M), ||al|oo, T) provando que u € L>(0,T; H*(M))

Por fim, notemos que a norma em VN H*(M) é equivalente & norma

-l vy + 1Al 22y
Portanto, concluimos que v € L*>(0,T; VN H*(M)), provando a existéncia da solugao
regular. O

Dados Iniciais

Primeiramente, notemos que v’ € L?(0,T; L*(M)) e v’ € L*(0,T; L*(M)) entdo, u' €
HY(0,T; L*(M)) — C([0,T]; L*(M)). O que nos permite calcular «'(0) e u'(T).
Sejam 6 € C'([0,T]; R), satisfazendo §(0) =1 e §(T) =0, j € N e p € N de modo

que g > j. Procedendo de maneira andloga ao que fizemos na prova da existéncia de
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solucao regular temos

/O(Uﬁ(t)awj)9(t)dt—>/o (u"(t), w;)0(t)dt

integrando por partes

—(u’#(O),wj) _/0 (ulb(t),wj)ﬁ'(t)dt — —(u'(O),wj) _/0 (u'(t),wj)ﬁ’(t)dt
e notando que

ul, = ' em L™(0,T; L*(M))

obtemos

T T

/ (ur, (), w;)0(t)dt — / (' (t), w;)0(t)dt .

0 0
Conseqiientemente

—(u,(0), w;) — —(u'(0),w;) , VjeN.

Em vista da completude da base (w;);en em L*(M), decorre que
w,(0) = /(0) em L*(M).

Por outro lado, o problema aproximado nos fornece

w,(0) = u' em V — L*(M).

Donde concluimos, devido a unicidade do limite que v/(0) = u!'. Agora posto que
ue L0, T; VN H*(M)) = L*(0,T; L*(M)), u' € L*(0,T; L*(M)) e portanto
u e HY(0,T; L>(M)). Analogamente, prova-se que u(0) = u°.

Unicidade de Solugao Regular

Consideremos u1 e uy solugoes regulares dos respectivos problemas

u) — Auy + ag(uy) =0 uy — Aug + ag(uy) =0
(2.109)
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Pondo z = u; — ug, obtemos de (2.135), o seguinte problema
2" — Az +ag(u)) —ag(uy) =0
(2.110)
2(0) =0 = 2(0)
como para cada t > 0 as fungoes z(t), 2'(t), 2" (t) e Az(t) pertencem a L*(M), entao da

primeira linha de (2.110), temos

501 Ol + 551720 Ercag + [ ale) o) = g06) (= u3)dr = 0

integrando a expressao acima de 0 a ¢, e utilizando o fato de g ser monétona e a nao-
negativa, obtemos

12" @)z + V2O 200y <0

donde concluimos que z(t) = 0 em V', Vt € [0,T], o que prova a unicidade de solugao

regular.

2.4 Solucoes Fracas para o Problema Nao Linear

Existéncia de Solugao

Seja {u’,u'} € V x L*(M). Como VN H*(M) é denso em V e V é denso em L?(M),

existe {u%, ul} € VN H*(M) x V tal que

{uu, u b — {u’,u'} em V x L*(M). (2.111)

Desta maneira, para cada p € N, existe uma solucao u, do seguinte problema

uy, — Ay, +ag(u,) =0
(2.112)

compondo com u;, e integrando de 0 a ¢, ¢ € [0, 7], obtemos

1 !/
SO+ 3190 Ol + [ [ atolatul o) s)nas =

1
§y|u;y|i2w) - §HVuuHL2(M) <L Vtel|0,T], eVueN (2.113)
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Fazendo z,, = u, — u,, vem que

/

Zou = Dzopu+ alx)g(uy) — a(z)g(uy,) =0

compondo com 2, ,, e notando que 2, ,,(t), 2, ,(t), 27 ,(t) e Az, ,(t) € L*(M), obtemos

ou » Cou

55 15Ol + IV Olgan } < = [ aa)atut) = s}, = ) ir

integrando de 0 a ¢, t € [0,7]

1 1 1
2Oz + 51V 2o w200 < 120l 720 + IIVZ ullZ2 ()

Tomando-se o maximo, temos

2 - ’ 2
tg%gﬁ;]\!z O = Jéﬁ?%( s (£) = ), ()220
o,U—00
< 5”2’/;,“”%2( _HVZ HL2 M) — 0

portanto
lup = wlleqoryzay =0
logo, {u/,} é de Cauchy em C([0, T]; L*(M))

De maneira analoga, temos

o ; - o - t :
s —walloqory = mas fuo(t) ~ w0l
2
< s [V, (0) — V() o

0, 1—00

< I + 19 g L 250
o que mostra que {u,} é de Cauchy em C([0,7]; V). Sendo C(R;V) e C(Ry; L*(M))
completos, existem u € C(Ry;V) e v’ € C(R,; L*(M)) respectivamente, tais que
u, —u em C(Ry;V) (2.114)
w, — v em C(Ry;L*(M)) (2.115)
em consequéncia disto, temos para o intervalo [0,7] com T' > 0 de (2.115)
u, —u' em L*([0,T]; L*(M)) (2.116)

g(u,) — x em L*([0,T]; L*(M)). (2.117)
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Nossa prioridade agora é mostrar que xy = g(u').

Com efeito, por um lado temos que uf, — Au, + ag(u),) = 0 em L*(0,T; L*(M)),

disto vem que

[ [atwatungaman = 1L = 1t ol - 190l + 1 0 + 19,013}

Pelas convergéncias provadas anteriormente

HU—>00

lim / / Yl d Mt = {—H '<>u%—|rw<t>|\§+uul||§+||w0u3}.

Por outro lado, note que w é solugdo do seguinte problema (basta tomar f =
—a(x)x no apéndice deste capitulo)

w' —Aw+a(x)y =0 em M x (0,7)
(2.118)
w(0) = u’, w'(0) = u!

e também essa solugao verifica a identidade de energia (ver apéndice). Logo
' 1 2 2 12 02
/ !/
[ atonpamas = 5§ = 1@l = 19wl + 11 + 19013}
0

Porém na passagem ao limite, temos que u é solucao fraca de

u —Au+a(z)x =0 em M x (0,7T)
(2.119)
u(0) = u®, w/'(0) = u'

e satisfaz a identidade de energia
[ fatonatramas = 3L = 1wl - 19w + 113+ 190012
pela unicidade do limite dos problemas, concluimos que
,}l—glo// s))u,(x,s)dMds = // (x,8)dMds  (2.120)
Agora note que de (2.116) e (2.117), temos

u, —u' em L*([0,T]; L*(M))

g(u,) = x em L*([0,T]; L*(M)).
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Entao disto e da convergéncia em (2.120) implicam que, para toda ¢ € L?(0,T; L*(M))

/0 (x(s) = (), /() = ¥)ds = Tim [ (g (s)) — (), el (s) — w)ds > 0 (2.121)

pu——+00 0
pois g é mondtona nao-decrescente. O que implica x = g(u') .

Com efeito, mostraremos inicialmente, que

/OT /M g(u — Av)vdMdt — /OT /M g(u')vdMdt (2.122)

quando A — 0, Vv € L*(0,T; L*(M)) .

De fato, como
u'(z,t) — M(z,t) — u'(x,t) gqsem M x (0,T)
quando A — 0, com 7" > 0 e g é continua, entao
g (z,t) — Mv(z,t)) — g(u'(z,t)) gsem M x (0,7T) (2.123)

quando A — 0.
Da hipétese 2.1, temos

. 1 ,u(x,t) — Mo <
l9(u( ) = Mol 1)| < { g((yqz'(x,t) ~ (b }u’(a;,t) (| >1 B2

?

ou seja

lg(v/(z,t) — Mv(z, )| < g(1) + Klu'(z, )| + Klv(z,t)] , com A <1  (2.125)

€L2(0,T;L2(M))=L2(Mx (0,T))

posto que g(1) > 0.

De (2.123), (2.125) e pelo Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue se-
gue (2.122). Consideremos entdo, 1 = u' — v, onde v € L*(0,T; L*(M)). Segue de
(2.121)que

A (=gl (=), v(®) = | (=0 (0)=30(0). ()~ ()= (1)t = 0.
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Desta forma
T

(1) / (X —g(u' — )\v),v)dt > 0se A > 0. Tomando o limite quando A — 0" vem de
0

(2.122) que

T
/ (x —g(),v)dt >0 ,Vve L*0,T;L*(M)). (2.126)
0
T
(17) / (x — 9(u' = M), v)dt <0 se A < 0. Tomando o limite quando A — 0~ decorre
0
de (2.122) que
T
/ (x —g(),v)dt <0 ,Vve L*0,T;L*(M)). (2.127)
0
Portanto de (2.126) e (2.127), resulta que
T
/ (x —g(W),v)dt =0 ,Yve L*0,T;L*(M)).
0

Tomando v = x — g(u'), segue que x = g(u’), o que prova o desejado. Entao, por

argumentos analogos aos feitos no problema linear, chegamos a conclusao que u satisfaz:

v —Au+ag(u')=0 em D' (M x(0,7T)).

Agora como ag(uw') € L>*(0,T;L*(M)) e A € L(V,V’), concluimos que v’ €
L>(0,T;V"). Além disso de (2.114) e (2.115), temos u € C(0,7;V) N C*(0,T; L*(M)),

provando a existéncia da solucao fraca.

A solucao fraca obtida por aproximacao de solugoes regulares, satisfaz a identidade

da energia.
Unicidade de Solucgao Fraca

Sejam wu; e up duas solugoes fracas de (2.169), denotando w = u; — uy, entdo w sa-

tisfaz ao problema
w” — Aw + ag(u)) — ag(uy) =0

w(0) = 0 = w'(0)
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como w(0) = 0 e w'(0) = 0, temos da identidade da energia, (provada no apéndice deste

capitulo), com f = —ag(u/(t)) que
o (00 + 170 ) = =2 (alale(0) - s (0), (8 — (0. (2128)

Pela limitagao de a e monotonocidade de g, obtemos de (2.128) que w(t) = 0 em

V para todo t, o que prova a unicidade.

2.5 Existéncia de Solucoes via teoria de Semigrupos

Utilizando resultados da teoria de Semigrupos, estudaremos a existéncia, unicidade
e algumas propriedades da solugao do nosso problema. Para isso, considere o seguinte

resultado.

2.5.1 Existéncia e unicidade e solugoes regulares em [0, 7},..)

Considere o problema nao-homogéneo

dl (2.129)

d
Ny Au= F(u)
u(0) = u®

Teorema 2.4. Seja F' : H — H uma func¢ao localmente Lipschitz,ou seja, para todo

M > 0 existe Ly > 0 tal que |u| < M e |v]| < M implica que |F(u) — F(v)| < Ly|u—0v|.

Entao, para todo uy € H existe u solugio generalizada do problema (2.129) em
[0, T] e esta pode ser estendida em uma solu¢ao mazimal sobre [0, Tiyax), com Tipax = +00

0u Trax < +00 e lim ||lu(t)||g = +o0.
t%Tnl&X

Se ug € D(A), a solugdo € cldassica.

Demonstragao: Ver [§].

Primeiramente, escrevemos o problema

uy — Au+ a(z)g(u;) =0
(2.130)
u(0) = u®, u(0) = u'
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onde a € L*(M), é uma fungao ndo negativa, e g é suposta globalmente Lipschitz, ou

seja
l9(s1) — g(s2)| < Kls1 — sof, V51,52 €R (2.131)

para algum K > 0, o problema (2.130) pode ser escrito da seguinte forma:

i) Fazendo

(
(8 (o )= (5 0) (i) + (sl )

deﬁnamosU:(;Lt),A: ( _OA _OI)UO:(Z?g; > e

(2) = (et

entao o problema inicial nos leva ao seguinte problema

W Av+ Py =0
dt (2.132)

consideremos H =V x L*(M) e
A: DAY CH — H
(v) ()= ()
com [|U1Fr = [[ullé: + 10llZ2 a0y © 10Dy = AUl (00 + 10115
i1) Caracterizacao de D(A).
Temos que D(A) = {U e H; AU € H}, ou seja

DA)={(u,v) e H;ueV,veVelAue L*(M)}.

Agora note que {u € V; Au € L*(M)} =V n H*(M).
Logo concluimos que D(A) = (V N H3(M)) x V
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iii) A é mondtono

Com efeito,

e, = ([ 2)(2)) = Comt

= —(VU, VU,)LZ(M) + (VU, VU)LQ(M) =0

iv) A é maximal. (Mostraremos que Im(I + A) = H)

De fato, seja F' = ( ch ) € H. Vamos mostrar que existe U = ( Z

(0)+()-(0)

u—v=Ff
v—Au=yg

entao fazendo v = u — f no 1ltimo sistema, temos que

) € D(A), tal que
(I+A)U = F,isto é

O que ¢ 0 mesmo que

u—Au=f+g (2.133)

Fazendo formalmente o produto interno em L*(M) desta equagiao por ¢ € V,

temos
(u,0) + (—Au,0) = (f+g,9), Vo €V
o que implica

(u, ) + (Vu, Vo) = (f +g,¢), Vo €V

isto é

/ upd M +/ Vu - VedM :/ (f + g)pdM. (2.134)
M M M

Afirmacao: (2.134) possui uma unica solugao.

De fato, definamos b : V xV — R e T : V — R, respectivamente por
b(u, @) :/ updM +/ Vu - VodM
M M

e <T790>=/M(f+g)sod/\/l
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onde V' tem imersao compacta em L?(M).
e b ¢ continua

Com efeito, pelas desigualdades de Holder e Poincaré, temos

b, 0)| < /M ful[pldM + /M VullVoldM < llullzollelzon + 1Vl Vel o
< K,|IVull 2| Vol 2oy + VUl 2o [Vl L2om
= (Kp+ D[|Vull 2o | Vel L2

= (K + Dllullvliellv

para todo u,p € V.
e b é coerciva

Com efeito

b(u,u)—/ u2dM+/ |Vu|2d./\/l2/ VuldM = [[ul]%
M M M

e T é continua

Mais uma vez, pelas desigualdades de Holder e de Poincaré, obtemos

IN

(T, )] /M £+ glloldM < 1If + gl oo @l 2

< Kllf +allezonllVellzomy = Kl f + gllzomllellv

Esta claro, que T é linear e b é bilinear. Entao pelo Lema de Lax-Milgram, existe uma
Unica u € V tal que

bu, ) =(T,p), Vo eV
o que mostra nossa afirmacao.

Passando a D(M), temos

(u, o) + (=Au, ) = (f + g,¢), Vo € D(M)

e portanto u — Au = f + g em D'(M).

Como f+g € L*(M) eu € V, temos pela equagao acima, que Au € L*(M), entao
ueVNH*(M),ev=u—feV.
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Logo existe uma tnica U = < 5 ) € VNNH?*(M) x V = D(A), que satisfaz (2.133),

ou seja, (I + A)U = F. Portanto, A é maximal.

Mostraremos agora que, F' é localmente Lipschitz, onde

F: H —H
U |—>F(U):( Y )

a(z)g(v)

Antes porém, note que F esta bem definida. Com efeito,
/ a(2)g(@)PAM < K2[a]2ens / WPAM < +oo.
Agora sim, mostraremos que F é localmente Lipschitz, isto é,
[1F(u,v) = F(w,0) |z < Lagg|(u, v) — (@, 0)||m

para todo (u,v), (w,v) € By r(0), (onde By r(0) é a bola de raio R > 0 no espaco H).
De fato, de (2.131) resulta

IF(u0) = F@oll = [0.a)g) - (0, a@)g@)]
= 10, al@)(g(0) — 9@
< ol K* [ o= TRdM

< Mol ] o = oWaqag + 1u — |
= |lallZe K2l (u,v) = @ 0)|1%
Portanto, estamos nas hipdteses do teorema (2.4), o que implica que U ¢ solugao de
(2.132) e
Ut

U= ( u ) € C([0, Tnax); (V N H2(M)) x V) 0 CH([0, Tonax); V 5 LH(M))

ou ainda

u € C([0, Thax); (VN H*(M))) N CH([0, Tinax); V)

0 que prova a existéncia de solugoes regulares de (2.130) em [0, Tinax)-
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0
u N - . :
Se ( 4 ) € H, entao a solugao é generalizada em [0, Tjnax), OU seja

( u ) € C([0, Trax); (V x L*(M)))

Ut
o que implica

1 € C([0, Tnax); V) N CH([0, Ta); LA(M)))

2.5.2 Extensao da solucao de zero ao infinito
Para obtermos solugoes globais de (2.130), precisamos estender nossa soluc¢ao obtida

anteriormente ao infinito.

De fato, sabemos que

U= ( ;jt ) € C([0, Trax); (VN H?*(M)) x V) N CH([0, Tinax); V x L*(M)).
u € C([0, Thax); (VN H*(M))) N CH([0, Tinax); V)
g € C([0, Tax); V) N CH[0, Tha); LA(M))) .

Pelo teorema 2.4, temos que Tyax = 00 ou se Ty < 00 = . liTm |lu(t)||g = oo se
% max

t < Thax-

Queremos provar que Ty, = oo. Suponhamos por contradicao que T < 00.
Por outro lado, compondo a primeira equagao de (2.130) com u;, teremos para solugoes
regulares

(wie, ug) + (Vu, Vug) + (a(x)g(ug), u) =0

ou ainda

integrando de 0 a ¢, t € [0, 7], teremos

e (|72 00 + VU F2000) < N 720an + V72000
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daf resulta que [U@®)[I7 = w5 + [lue®)[[72(00 < +o00, ou seja limy,,, [|U#)|[n <

+00, 0 que é uma contradigao.Portanto, as solugoes regulares classicas existem em [0, 0o).

2.5.3 Unicidade da Solugao Regular

Consideremos u; e us solugoes regulares dos respectivos problemas

uf — Auy 4+ ag(u)) =0 uy — Aug + ag(uy) =0
(2.135)
u1(0) = u, ) (0) = u' uz(0) = u, ub(0) = u!
Pondo z = u; — ug, obtemos de (2.135), o seguinte problema
2" — Az + ag(u)) — ag(ub) =0
(2.136)

como para cada t > 0 as fungoes z(t), 2/(t), 2" (t) e Az(t) pertencem a L*(M), entao da

primeira linha de (2.136), temos

1 d / 1 d / / / /
5717 Oz + 5 2 V20200 + /Ma(ﬂf)(g(ul) — g(uy)) (uy — up)dM =0

integrando a expressao acima de 0 a t, e utilizando o fato de g ser mondtona e a nao-

negativa, obtemos
12" Ol + V2B 200y <0

donde concluimos que z(t) = 0 em V', V¢t € [0,7], o que prova a unicidade de solugao

regular.

2.5.4 Existéncia e unicidade de Solugoes Fracas como Limite
de Solucgoes Regulares

Vamos provar a existéncia de solugoes fracas para nosso problema, como sendo

limite de solugoes regulares.

De fato, seja {u’,u'} € V x L*(M). Entdo, existe uma solucao generalizada em

[0, Thnax) dada pela férmula U(t) = S(t)U° + [ S(t — s)F(U(s))ds.
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Como D(A) = H existe {u)),u)} € D(A) tal que
0,1 01
{ug,w,} — {u’,u'} em H | quando p — oo
Logo, para cada p € N temos

u, € C([0,T; VN H*(M)), v, € C([0,T]; V) ew), € C([0,T]; L*(M))

e satisfaz
u) — Auy, +a(z)g(u),) =0 em M x (0, +00)
{ u(0) = uf ; ,(0) = ul (2.137)
Note que
1U.(6) =UW = 1S@)(U; = U°) + / S(t—s) F(U(s))]ds||7 (2.138)

< 2S@)(U, - U?) ||H+2||/ (t = $)[F(Ua(s)) — F(U(s)))ds]l3

Analisaremos entao as duas parcelas a direita da desigualdade acima:

12 parcela:
IS@wg - Ul < 05 - U7l
2% parcela:
' 0
I ste=srwts) - FweNast =1 [ 569 ( o - o ) Sl
Como

I [t = )lae)o ) = o0 ()Nl =
/ / (t — s)a(z)(g(u,(s)) — g(u'(s)))]ds]*dM <
M tO
/ ( / 1(t — 8)la()(g(ul(3)) — g(ut (5))]]ds)2dM <
M JO .
/ ( / () (gt (5)) — g(as'(5))]ds)dM < (2.130)
M JO

al% KQ/ /]u u'|ds)?dM <
lall2 k2T / / [, — o PdsdM =
M JO

t
lal% KT / 1, (5) — t(5) 220y
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Concluimos entao das estimativas anteriores que
t
2 2 2
1U.(t) = Ul < 11U = Ul + C/ 1Uu(s) = U(s)|[zds (2.140)
0

Pelo Lema de Gronwall, temos

1UL(8) = UD7r < CollUy = U°[l3-

Donde

1
max [|U,,(t) = Ut)lln = Uy = Ullcom < Co?l|U,) = U°llm — 0.

0<t<T
Portanto

U,—UemC(0,T]; H),

ou seja,
(u,) = wem C([0,T];V) < L*(0,T;V)
(uy,) = u' em C([0,T]; L*(M)) — L*(0,T; L*(M))

Fazendo o produto escalar, de (2.137) com v € V, integrando de 0 a T e em seguida

multiplicando por uma funcao teste 6 € D(0,7T), obtemos
T T T
/ (ug(t),v)e(t)dt —|—/ (—Au,(t),v)0(t)dt + / (a(x)g(uL(t)),v)@(t)dt =0
0 0 0
Integrando por partes, a primeira integral, vem que
T T T
—/ (uL(t), v)0' (t)dt + / (—Au,(t),v)0(t)dt + / (a(m)g(uL(t)), v)0(t)dt =0
0 0 0

e ainda, pelo Teorema de Green, temos

—/0 (uL(t),v)Q'(t)dt—i—/o (Vuu(t),Vv)O(t)dt—i—/o (a(z)g(uy, (1), v)0(t)dt = 0
Yo e V., (2.141)
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Pelas convergéncias provadas anteriormente segue que,

/0 (W (8), )0 (dt — /0 (1), 0)6 (1)t (2.142)

/ C Vut), Vob(dt — / (), Va0t (2.143)

e temos também que

g(ul,) — x em L*(0,T; L*(M))

Mas jé foi mostrado neste capitulo, que xy = g(u’), entao
T T
[ a0 — [ (gl o). oo (2.144)
0 0
De (2.142), (2.144) e (2.143), na passagem ao limite em (2.141) temos

- /0 (W (t), 0)0 (t)dt + /0 (Vu(t), Vo)o(t)dt + /O (a(@)g(u (£)),v)0(t)dt = 0

Yv € V. ou ainda,

(500000000 ) + (Tult). 70, 60) + (alelglu/(0). ),6(0)) =0

para toda 6 € D(0,7).
Portanto

%(u’(t),v) + (Vu(t), Vo) + (a(z)g(d/'(t)),v) =0 em D'(0,T)

e para todo v € V.

Compondo (2.137) com wu),, integrando de 0 a t, com ¢ € [0, 7], e passando o limite,

obtemos
1, 1
S Ollz2ag + 5lVult )72 Ju'(s)dMds =
HU1HL2(M) +5 HVUOHL2(M) <L Vie [O T]

que ¢ justamente a identidade de energia, para solugoes fracas que sao limites de solugoes

regulares. Portanto, podemos estender as solugoes fracas a todo intervalo [0, 400).
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Unicidade de Solucgoes Fracas

A unicidade obtém-se da identidade da energia provada no Apéndice 2.5.

2.6 Apeéndice
2.6.1 Identidade da Energia

Sejam V' e H espagos de Hilbert tais que V' < H. Representaremos por ((.,.)) e

(.,.), os produtos internos em V' e H, respectivamente. Para cada u € V', a fungao
vi— ((u,v))

é linear e continua. Portanto existe um tnico operador A : V' — V'  tal que (Au,v) =

((u,v)), Yv € V.

Prova-se que a funcao

ur— Au
de V em V' é um isomorfismo isométrico. Dado {uo,ul} eV xHefelL*0,T;H),
Alu: (0,7) — V tal que:
u' + Au=f
u(0) =u®, v/ (0) = u!
na classe u € L>*(0,7;V), v € L*(0,T; H) e u” € L>(0,T;V")

De fato, considere acima H = L*(M) e V um espago de Hilbert com imersao
compacta em L*(M), que também é denso no mesmo. Pela teoria espectral, A = —A
e existe uma base (w;)jeny ortonormal completa em L?*(M) e ortogonal completa em
V. Também considerando V' N H?(M), esta mesma base é completa e ortogonal neste

espago. Assim, denotemos por V;,, = [wy, ..., w,,] o subespago gerado pelos m primeiros

vetores da base (w;). Consideremos em V,,, o seguinte problema aproximado

U (£) € Vi & U () = Z Gjm(t)w;
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tal que

<

m(0) = Uy —u’ em V (2.145)
u' (0) = up, —ut em  L*(M)

{ (ul (t),v) + (— Aum(t),v) = (f(t),v) para todo v €V,
usando o fato que (—Au,v) = ((u,v)) = (Vu, Vo), temos ainda

(u (t),v) + (Vum( ), Vo) = (f(t),v) para todo v €V,
Um(0) = ugy, > u® em V (2.146)
v (0) = upy, —ut em  L*(M)

Substituindo u,,(¢) em (2.146) com v = w;, analogamente ao feito nos problemas ante-

riores, obtemos a seguinte forma matricial

gt (1) (Vwy, Vwy)  (Vwg, Vwy) -+ (Vwy,, V) g1im(t)
G (1) N (Vwy, Vwy)  (Vwy, Vwy) -+ (Vwy, Vws) ' Gom (1)
a0 (Vun, Vi) (Vs Vi) - (V. V) || gom()
1(8) A (1)
(f(t)vwl)
_ | V@) w)
L v |
Gl

nosso problema agora consiste em resolver o seguinte sistema de equagoes diferenciais

ordindrias

(g

Definamos:

Logo temos
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Donde temos o seguinte problema de valor inicial
v 0 0 I Yi(t)
Yit) = [ ay | T =4 o || va®)

Y(0) =Y

(2.148)

Provaremos que o problema acima possui solucao local, utilizando o Teorema de

Carathéodory. Consideremos a aplicagao:

F: [0,T] x R —y R2m

(t,y) — F(t,y) = { G(gt) } + My

0 I
ondeMz{_A _0] ey=Y =(&,-, &mn mits -5 Sam)

(i) Seja y € R?*™ fixado. Como fungao de t F' é continua uma vez que esta nao depende
de t (F é constante).

(77) Para cada t € [0,T], F' é continua como fungao de y. De fato,notemos que a funcao
y — My é linear, conseqiientemente continua.

(#4i) Por fim, considerando D = [-T,T| x B,

onde By = {a: eR¥™ ;x| <b,b> 0}, temos

IE(E y)leem < (G@)|lrm + [|Mylleem < e+ [[M]|b

Portanto das consideracoes acima, segue-se pelo Teorema de Carathéodory que

existe uma solugao Y (¢) do problema de valor inicial

{ YI(t) = F(t,y)
Y(0) =Y

em algum intervalo [0,¢,,), com ¢, > 0. Além disso, Y (t) é absolutamente continua
e portanto, diferencidvel quase sempre em [0,%,,). Resulta deste fato que z(t) e 2/(¢),
sao absolutamente continuas e conseqiientemente, 2”(t) existe em quase todo ponto do
intervalo [0, ¢,,,).

FEstimativas a Priort

Tomando v = u/,(t) em (2.146), obtemos

(tty (£) i (1)) + (Vum (1), Vg, (1) = (f (1), 11, (1)) (2.149)
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sendo gjm € gj,, absolutamente continuas, vem da identidade acima que

(ull (t),ul,(t)) € L'(0,t,) (2.150)

m

note que de (2.149), vem que

1d

§£||Vum(t)||§ = (f(t),u (t)) para quase todo t € [0,,,).

r'm

57l (5 +
Integrando de 0 a t, t € (0,t,,)
t
[, (OI3 + [V (£) 13 = |2, ()15 + ||Vum(0)|!§+2/0 (f(s), up,(s))ds  (2.151)

usando a desigualdade de Cauchy-Schwarz, e o fato que 2ab < a? + b?, da identidade

acima, obtemos

t t
i 2 + [Vum (B2 < +||%(0)II§+IIVum(0)|\§+/O ||f(=9)||§ds+/0 (OIS

Agora gracas a convergéncia dos dados iniciais em (2.145), existe uma constante Cy > 0
tal que
[ ()13 + [V (0)][3 < Co

Assim obtemos da identidade anterior

t
1 (O3 + IVum(B)]I2 < Co + ||f(5)||%2(O,T;L2(M))+/O {lum ()12 + I Vum(s)l2} ds

ou ainda
t
[ul, ()13 + | Vum (8) |5 < C +/ {llu, ()13 + [Vum(s)]I5} ds
0

Em virtude da desigualdade de Gronwall, existe C' > 0 (independente de ¢ e m) tal
que

lum @13 + [Vun(®)ll; < C -, Vt€[0,t,),Vm eN

Portanto do fato acima, podemos estender w,, a todo intervalo [0, 7] e além disso,

também temos

(um) € limitada em  L*(0,T;V) (2.152)

(u)) ¢élimitada em L*(0,T; L*(M)) (2.153)
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De (2.156) e (2.153), obtemos a existéncia de uma subsequéncia (u,) de (u,,) tal que

(u,) = u em L®0,T;V) (2.154)

(u)) =’ em L=(0,T; L*(M)). (2.155)
Passagem ao Limite
Como V < L%(M), definindo
W ={ue L*0,T;V); v € L*(0,T; L*(M))}

munido da topologia ||ullw = [|u||r2(0.7:v) + [|&] 2207 02(Mm))

resulta de (2.156) e (2.153) que
(u,) ¢ limitada em W. (2.156)
Logo pelo Teorema de Aubin-Lions, existe uma subsequéncia (u,) de (u,) tal que

u,, — u forte em L*(0,T; L*(M)). (2.157)

Seja 7 € N e p € N tal que p > j e consideremos 6 € D(0,T). Multiplicando-se

(2.146) por 6 e integrando-se em [0, T], obtemos
/OT(u w))(t )dt+/OT(Vuu(t),ij)9(t)dt:/OT(f(t),wj)H(t)dt
o que nos di
—/OT(u“,wj)H’(t)dt—i—/OT(Vu“(t),ij)G(t)dt:/OT(f(t),wj)Q(t)dt
Agora de (2.154) e (2.155), temos
/0 ORI / D)vaeds (2.158)
/OT%(t),n(t)>L2(M>,[L2<M>1'dt — /OW () 2y 2 mpdt (2.159)

V¢ e LY0,T; V")) e Vn € LY(0,T; [L?(M)]') respectivamente.
tomando-se em particular £ = —Aw;0 e n = w;#’, obtemos de (2.158) e (2.159)

/OT< u(t), —Awj)vyO(t)dt — / —Aw;)yy0(t)dt (2.160)
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ou seja

/ T(Vuu(t),ij)G(t)dt — / ' (Vu(t), Vaw,)0(t)dt (2.161)

/OT(u;(t),wj)H’(t)dt — /OT(U'(t),wj)G’(t)dt. (2.162)
Logo de (2.161) e (2.162), obtemos
—/0 (u/(t),wj)el(t)dt-f-/o (Vu(t),ij)G(t)dt:/o (f(t),w;)0(t)dt  (2.163)

pela completude da base (w;) em V, a igualdade acima permanece valida Vv € V| isto

—/OT(u’(t),v)e’(t)dt+/OT (Vu(t),Vv)H(t)dt:/OT(f(t),v)Q(t)dt (2.164)
ou ainda
<%(u’(t), >+< (Vu(t), Vv),0) = ((f(t),v),0) ,v8 € D(0,T)
donde conclufmos que

@ wl(1),0) + (Vu(t), Vo) = (F().0)  em D(0.T). (2165)

Identificando L*(M) com seu dual, obtemos de (2.164)

<—/0Tu’(t)0’(t)dt,v>+</0T — Au()6(t)dt v> </ FO0()dt u>

dai vem que
W' —Au=f emD(0,T;V) (2.166)

contudo f € L*(0,T;L*(M)) C L*(0,T;V’) e Au € L*>(0,T;V’), portanto de (2.166)

vem que u” € L?(0,T;V’) entao

' —Au=f em L*0,T;V’)
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0 que prova a existéncia.
Condicoes Iniciais
Notemos inicialmente que de (2.154), (2.155) e (2.166), temos
u e C([0,T]; L*(M)) e ' € C([0,T]; V"), tendo sentido pois falarmos em u(0), u(T),
uw'(0) e u/(T).

Provaremos que u(0) = u°

Com efeito, seja § € C*([0,T7]) tal que 6(0) = 1 e §(T) = 0. De (2.155) vem que, se

v > j (j arbitrario porém fixado)

KOUW%WWF%A@MMW%W

integrando-se por partes

4m@wniéwmmmwwwﬁ—W@waiéwwwmww

De (2.154) resulta que

/O(u,,(t),wj)el(t)dt—)/o (u(t),w;)0'(t)dt

o que implica
(un(0), ;) — (u(0),w;) ,Vj €N
dai
u,(0) = u(0) em L*(M)
Por outro lado, de (2.145)
u,(0) = v’ em L*(M)

devido a unicidade do limite fraco, obtemos u(0) = u°.

Provaremos agora u'(0) = u!

Seja 6 € C*([0,77) tal que 6(0) =1 e §(T) = 0. Consideremos y > j (j arbitrdrio

porém fixado). De (2.145), obtemos

!A@mmww@ﬁ+A(wmmvwwmﬁzl<ﬂm%w@ﬁ



CAPITULO 2. EXISTENCIA E UNICIDADE DE SOLUCOES 124

integrando por partes, temos

—(u(0), wy) — / (ul(£), w8 ()t + / (Vaa(t), Voo, )O(t)dt = / (F(8), w))0(t)dt

tomando-se o limite e pela totalidade dos wjs em V N L*(M), temos

(ul,v) — /0 (1 (£), 0)8 (1) dt + /O (Vu(t), Vo)o(t)dt /O (F(1), 0)0(t)dt

integrando por partes novamente, obtemos

—(u',v)+ (1 (0), v)—l—/0<u”(t), v)@(t)dt—l—/o(Vu(t), Vo)o(t)dt :/O(f(t), v)0(t)dt (2.167)

onde (.,.) designa a dualidade V', V/

Agora, como
(W'(t),0) = 2 (u(2),0) (2.168)
resulta de (2.165), (2.167) e (2.168) que
(u',v) = (4 (0),v); YveV

donde concluimos o desejado.
Identidade da Energia - Problema abstrato

Mostraremos a seguinte identidade:

1 1 1 1 t
Sl OF + Sllu®IP = Fh' P+ 5[] + / (F(&).w'())d

De fato, do problema aproximado temos

(u,) =u em L*0,T;V) (2.169)

)—=u' em L*0,T;H)). (2.170)
Seja 0 € C°([o,T1]), tal que 6 > 0, entdo por (2.169) e (2.170) segue que

VO(u,) = Vou em L*0,T;V) (2.171)

Vi) = Vou' em L*0,T;H)). (2.172)
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Pelo Teorema de Banach-Steinhauss temos

V0220 7y < liminf ||V 0w [|*) r207:v) (2.173)
||\/5U/H%2(0,T;H) < lim inf ||\/§u;nH%2(O,T;H) : (2.174)
isto é,
T T
/ |u(s)|?0(s)ds < liminf/ |t (5)||?0(5)ds (2.175)
0 0
T T
/ [u'(5)|%0(s)ds < liminf/ ! (s)?0(s)ds. (2.176)
0 0
Do problema aproximado obtemos a seguinte identidade
L, 2 1 . 2 1 2 ' /
1O + 5l OIF = Sl + 5luonl + [ () wn(eDas @177

Multiplicando (2.177) por 6(t) e integrando de 0 & T obtemos

1 4 / 2 1 g 2 1 2 1 2 r
S T @F0@)dt+ 5 [ un(@®)F0@)dt = [S|uim|® + Slluonll] [ 0()dt +
2 J, 2 J, 2 2 o

T t
4 / o(t) / (F(s), 4t (5))dsdf2.178)
0 0
Tomando lim inf em (2.178) quando m — oo e lembrando que lim inf(f+g¢) > liminf(f)+

liminf(g) temos
Lo (T e Lo 2
ihmmf lur, (8)|70(t)dt + §hrn1nf || (£)]|70(t)dt <
0 0

< Lim[%|u1m|2 + %HuomHQ}/o H(t)dt—i—Lim/O H(t)/o (f(s),ul,(s))dsdt (2.179)

Sabemos que,
Ut — u' em H,

Uom — v’ em Ve,

Lim/OTQ(t) /Ot(f(smgl(s))dsdt:/OTe(t) /Ot(f(s),u’(s))dsdt

Usando estes resultados,(2.175) e (2.176) obtemos

1

3| W@Psd 5 [l Pod < Gt P+ Sl [ o+

T /O (1) /0 (f(s).u(s))dsdt. (2.180)
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Consideremos 0 < s < T, f>0taisque 0 < s—f3<s<s+0<Teb:(0,T) =R

onde

(0 ; se0<r<s—p

r—3s
1 3 oses—<r<s

Ory=¢ 1 ; ser=s

r—s
1— 5 o ses<r<s+p
L 0 ; ses+p<r<T

Pelo Teorema da diferenciacao de Lebesgue temos

1
lim —

s+ / 2 ’ 2 ’ 9
o [ W0 = o) = o)

. 1 s+ ) B 9 B 9
hg(l)%/s_ﬂ [u()[70(2)dt = [lu(s)[|"0(s) = [Ju(s)]

B
1 s+
%’12(1)% - O(t)dt =0(s) =1
s+ t s
tm o [ 000 [ G @ne = 00s) [ (7). (€)e =

Usando (2.182) a (2.185) em (2.180) obtemos
1 1 1 1 !
SHCOF + IO < 510 F + 51 + [ (. )

para 0 < s <T.

1 1
Fixemos 0 < sy < tg < T e ng € N tal que nyg > max{—,

S0 T—to

Vn > ng, definamos:

1
U se 0 < €< 59— —
1 n
L+n(€—s0) 5 sesp——<E< s
n
() =9 1 ; se so < € <t 1
L—n(§—to) ; sety<&<to+—
n

1
0 ; setog+—<ELST
n

(2.181)

(2.182)

(2.183)

(2.184)

(2.185)

(2.186)

} . Entao

(2.187)
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A

0, 1

0 80—%80 toto—i—%T

Figura 2.1: Funcao 6,

cuja a derivada no sentido das distribui¢oes vem dada por:

(

1
0 ; se0<E&<s9g——
n
;ose sp— — < &< s
n

0 (&) = 0 ; sesyp<&<ty
1
—n 5 sety<&<tyg+ —
n

1
0 ; setg+—<EELST
n

Seja (pr)keny uma sucessao regularizante par, isto é,

11

pie(&) = pr(=E), tal que supp(p) C {_E’ E}

Definamos:

Pt = O [(0,1) * pi, % pi]

127

(2.188)

(2.189)

(2.190)

onde a convolucao é considerada em t. A funcao acima estd bem definida, pois se 0, e

u' sdo as extensoes nulas fora de [0, 7] de 6, e v’ respectivamente, entdo, Vt € [0, T]

i) pe i) () = 0t) [ O (pur i)t — €

—0o0

— 6,0) /0 0, (pr # pi) (1 — E)E = (1)

onde a pentiltima igualdade decorre em virtude de 9~n(€ )=0,v¢ €R\ (0,7) e também
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pelas condicoes iniciais impostas sobre ng. Notemos que:

11 11
supp|[(0,0') * pp % pi] C supp(fpu’) + {— o E} + {— o E}

2 9
C  supp(fn) N supp(u') + {— iz E]

C  supp(thn) + {— 2 Z}

k' k
1 1 2 2
C — —,to+ — - = - 2.191
{So . 0+n0]+{ k7k] ( )
1 1 2 2 .
Sex € |so——,tp+—| ey € | ——,—| entao
no no k' k
! 2< + <t+1+2 (2.192)
so————<u — 4+ = .
0 Mo k — ¥y="to Un k
Suponhamos que
1 2 1 2
-———=>0 to+—+-<T 2.193
So o 2 e to+ o + L ( )
Entao para que isso ocorra devemos ter:
1 So 1 NoSo — 1 2”0
- < —— = — k> ——
k 2 QTLQ 2710 NoSo — 1
também
1 T 1 t Tng —tong — 1 2
k 2 2710 2 2”0 Tng — tono —1
Logo para que (2.193) ocorra devemos ter
2n0 2710
k> =k 2.194
max{n080—17Tn0—t0n0—1} 0 ( )

Donde de (2.192), vem que x + y €]0, T

ou seja,
1 1 2 2
— ot —|+ -2 2| o1
[50 n07 0+n0:|+{ k’jk?:| C] ) [
Assim para k > ko de (2.191) vem que

supp[(Oau') * pr * pi] )0, T (2.195)
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De agora em diante consideraremos(pg)i>k, € (6n)n>ne-

Por outro lado, para cada n, temos que 0,,60!, € L*(0,T). Logo
0, € H'(0,T). (2.196)
Temos também
u € Wht=(0,T; H) c H'(0,T; H). (2.197)
De (2.196) e (2.197) resulta, pela regra de Leibniz que:
(ub,) = u'6, + ub,,
e desta ultima igualdade vem que:
(U'0,) * pr * pr = (uby,)" * pr. x px — (ubl) * pr, * py (2.198)

Consideremos agora, a primeira expressao a direita da igualdade acima. Temos para

todo t € [0,T7:
[(ubr)" * pr. * pi) (t) = /OT(u9 V() (pr * pi)(t — )€ = [(u)(€) (pr * pr) (t — )]
[ @ -0 = [ e x A~ 01
ou seja,
(W6, * pro % pr = (ubn) * pre % (2.199)
Substituindo-se (2.199) em (2.198), vem que
(W'0n) * pi % pre = (uby) * py. x pj, — (uby,) * px * pi (2.200)
Assim de (2.190) obtemos
Pk = O [(W0n) * pr. % pr] = O [(u6,,) % pr % p, — (ub),) * pi * py]
Esta tiltima expressio nos diz que:

Onk € C°(0,T5V)
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tendo sentido pois compor a equagao:
u’ + Au=f em L*(0,T;V")
com ¢, na dualidade (., .)r2(0.7,v7),L2(0,7;v) iStO €,
T T T
[ O us e+ [ {ue)ona@vwdt = [0, eusthnvdt @200
0 0 0
(7) Analise do primeiro termo a esquerda de (2.201).
T
/ (W"(t), onp(t))dt = /(u”, 0, [(u'Qn) % pr % pg))dt
" T
_ / (W00, (10,) * py  py)t
T
= [ WO (), W)« i
0
(2189) [T, ;
= ((u"0,) * pr, (u'0,) * pr)dt (2.202)
0
Contudo
u' € L0, T; H)n H(0,T; V") (2.203)

De (2.196), temos 6, € H}(0,T)

por Leibniz: (v'0,) = u"0, + u'0/,
Assim por (2.196), (2.203) e por Leibniz, obtemos
(u"0,) * pr. = (W'60,) * pr, — (W'0) * p (2.204)
Entdo de (2.201), (2.202) e (2.204), temos
T T
/ (", oppydt = / (u"0,) * pr, (U'0,) * pp)dt
0 0
= / (0'0,) * pp — (U'0) * pr, (u'0,) * pp)dt (2.205)
r T
— / (u'0,) * pr, (u'0,) * p)dt — / ((w'6),) * pr, (W'6,) * pi)dt .
0 0

Mas por (2.195) resulta que:

d

T T
/ / d / /
0 0
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contudo
d / ! ! ! !
(0, (0n) 5 px i) = 2([(w0) % i)', (w00) % i)
= 2((W6) * pr, (0'6,) * p)

Dai

/0 ((W6)" * pi, (W'6r)  pi)dt = 0. (2.206)

Entao de (2.205) e (2.206), segue

/0 ), s () = — /0 (W) % o () % pr) . (2.207)
Entretanto:
(') * pr, — u'0, em L*0,T;H)
(u'0,) * pr, —> u'0, em L*(0,T;H)

Logo de (2.207) e das convergéncias acima, concluimos que

/0 (), () P — / a0t (2.208)

0

(77) Anélise do segundo termo a esquerda de (2.201)

[ it = [ gt = [ (@t 00, e p)at

= [ (((ubh) * pi, (u'6n) x pr))dt

N

(((uby) * pr, (U0n>, % pr.))dt

T

(((ubn) # pr. (ubl) % pi))dt . (2:200)

S— o— S—

Mas
[(ub) % pi] (1) = [(uf,) = pi] () . Wt €[0,T] (2.210)
Logo de (2.209) e (2.210), obtemos

[ st = [ (@) pe (08 1t = [ ((00,) 1, (081) # p)ie(221)
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Notemos que

i(((w%) * Py () * pi)) = 2(((ubn) * pi, [(ubh) * pr]'))

dt
= 2(((ubr) * pr, (ufn)" * pr))
Logo
T , 1 (T4 (2.195)
(b oty s pde =5 [ () ¢ () 5 ) *27 0 (2212
0 0
Assim de (2.211) e (2.212), obtemos
T T
/ (At g )lt = — / (((ubn) * prr (ubl)  pi))dt (2.213)
0 0
como:
(ub,) * pp —> ub, em L*(0,T;V)
(uf) * pp —> uf, em L*(0,T;V)
resulta de (2.213) que
T i T
/ (Au, o )t 25— / 0 0, I|u(t) | dt (2.214)
0 0
(73) Anélise do termo a direita da igualdade em (2.201)
Temos
T T
» Pk = n) * Pk, (WUn) * pg .
/ (f(t), on(t))dt / ((f6,) (W'6,,) * pr)dt (2.215)
0 0
como:

(f0n) % pr. — f0, em L*(0,T;H)

(u'0,) * pr, — u'0, em L*(0,T;H)
entdo, de (2.215), obtemos

IO VORI (2216)
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Portanto para cada n, de (2.201), (2.208), (2.214) e (2.216), vem que:

/9’9|u ]dt—/ 0 0, | u(t) |2t = /92 o (1)t (2.217)

O préximo passo é passar o limite em (2.217) quando n — 400, o qual é obtido

como consequeéncia do seguinte lema:

Lema 2.5. Se h € L*(0,T) e sq e ty, sao pontos de Lebesque de h entdo,

_ /0 0 0,,h(€)d¢ "I %(h(to) — h(s0))

Demonstracao: Com efeito, temos

/ LS / . n[1+n(€ — so)]h(€)de + / (1= (e — t0)] h(E)de
/_ n[1+n(§ = s0)| h(§)dE = _ nh(§)dg + /_ n*(€ — so)h(€)dé
1 . 50 1 S0 " ’ nl
- HVJZ;&h@W§+zﬂﬁjléi@—ﬂwhﬁﬂf—+§h®®
Analogamente

to+- 1
/ n[l —n(§ — to)|h(o)do — §h(t0)

to

0 que prova o lema O

Se s e t sao pontos de Lebesgue das fungoes, |u/(.)|, ||[u(.)|| e (f(.),4/(.)) entao de

(2.217) e do lema anterior resulta, na passagem ao limite quando n — +00:

1/21/2_1/21/2t /
SHOF + 51O = S P + 5 @E + [ (e @219

para quase todo s,t € [0,7], com 0 < s <t <T.

Consideremos, agora, a sequéncia real s, — 0 e t € [0,7], tais que (2.218) se

verifique para t e s = s,. Temos entdao para quase todo t € [0, 7T):

1/21/2_1/ 21/ 2 ! /
SR+ SI O = 5P + 5GP + [ (F@aienas @219
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Contudo, pelo fato de u € Cy([0,T];V) e v’ € C([0,T]; H) entao, identificando-se
H = H', vem que
(Au(0), u(sy)) vy — (Au(0), u(0))vrv

ou seja
((u(sy), u(0))) "= ((u(0), u(0))) = [[u(0)]]>.
Também
(u (s,), 0/ (0))r "= (' (0),/(0)) = [ (0)]
Logo

[u(0)[|* < lim inf [[w(su)[|[[w(0)]|
(2.220)
[u/(0)]? < limoinf [u/(s,)||u'(0)]
Sy—r

Tomando o limite em ambos os lados de (2.219) resulta de (2.220) que

IO + SO = i it (GG + )+ [ (@)

> 5 Jim inf o (5, + 5 T inf s, + Jmy i [ (e
1 1 t
> SHOF + 3O + [ (.06
Donde
1 1 1 1 t
SR + S = S OF + Sl + [ (7€) (€)ae

para quase todo t € [0,7].

Na teoria desenvolvida, para estimar a identidade da energia, considere
V ={ue H(M); / udM =0} e H = L*(M). Também temos A = —A. Assim,
M
consideremos f € L?(0,T; L?(M)) com dados iniciais {u°,u'} € V x L*(M). Para este

problema, mostramos que a solugao existe e satisfaz as requeridas hipoteses desta secao.

Portanto das afirmacoes acima, obtemos a seguinte identidade de energia:

1, , 1 1 1 t .
Sl D7 + 51V [F20 = Sl a0 + 51 V0200 + / (F(6),w'(€))de
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Para o caso do problema com dissipagao nao-linear, tratamos de forma analoga ao feito

no caso linear, observando é claro, as propriedades da funcao g e as estimativas ja feitas

para o problema aproximado.



CapriTULO 3

Resultado de Estabilidade

3.1 Hipdteses Geométricas Essenciais

Seja M uma superficie compacta, mergulhada, orientada e sem fronteira em R3

com M = MyU M;, onde
My ={z e M;m(z)v(z) >0} e My=M\M (3.1)

onde m é o campo de vetores definido por m(z) := z — 2°, (2 € R3, fixado) e v é o

campo de vetores normais unitarios exteriores de M.

Neste trabalho, investigaremos as propriedades da estabilidade das fungoes u(z,t),
uy(x,t), que resolvem o seguinte problema com dissipagao localmente distribuida.

uy — Apu+a(x)g(u) =0 em M x (0,00)
(3.2)
u(0) = u® , u(0) = ul

onde a funcao g satisfaz as seguintes propriedades:

Hipétese.3.1 ¢ é uma funcao real, tal que

i) g(s) é continua e mondtona crescente e diferenciavel por partes

i1) g(s)s > 0 para s # 0

iii) k|s| < g(s) < K|s| se |s| > 1, onde k e K sao duas constantes positivas.

iv) |¢'(s)| < M se |s| > 1, onde M é uma constante positiva.

Mais além, para obter a estabilizagao do problema (3.2), precisamos da seguinte
hipdtese geométrica:

Hipétese.3.2 Paracadai = 1,...,k, My C M,y sao subconjuntos abertos com fronteira

136
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OMy; (regular), tais que My, sdo regides umbilicas e a curvatura média H nessas regioes é
nao-positiva (H < 0), ou mais geralmente, que as curvaturas principais k; e ko satisfazem
|k1(x) — ko (x)| < &; para todo € My, (onde ¢; é considerado suficientemente pequeno).

Seja a € L*>°(M) uma fungao nao-negativa tal que
a(x) >ap>0 em M, (3.3)

onde M, é um subconjunto aberto de M que contém M \ U¥_ M.

E na sequéncia para nosso caso definimos ¥ = Mx|0,7[ , ¥, = M;x]0,T] ,
i=0,1.

Antes de iniciar nosso resultado de estabilidade, nés definiremos algumas fungoes
necessarias, com esta finalidade, estamos seguindo as idéias introduzidas primeiramente
em Lasiecka e Tataru [21]. Para a compreensao do leitor, repeti-los-emos momentanea-

mente. Seja h uma fungao concava estritamente crescente, com h(0) = 0, e tal que
h(sg(s)) > s +g(s)?, para |s| <1 (3.4)
Com esta funcao, definimos

r()=h (WM) (3.5)

onde ¥; = M;x]0,T[ . Observe que r serd mondtona crescente, entao ¢l +r é inversivel

para todo ¢ > 0. Para L uma constante positiva, colocamos
p(z) = (cI +7r) ' (Lx) (3.6)

desta forma a funcdo p é positiva, continua e estritamente crescente com p(0) = 0. Por

fim, seja
() =z — (I +p)~'(z) (3.7)
3.1.1 Resultado Principal

Agora podemos enunciar nosso resultado de estabilidade.
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Teorema 3.1. Suponha que as hipdteses 3.1 e 3.2 sejam satisfeitas. Seja u a solugao
fraca do problema (3.2) com a energia E(t) definida como em (2.58). Entdo existe um

Ty > 0 tal que,

E(t) < 5(% _ 1> VST (3.8)

0

com tlim S(t) =0, onde o semigrupo de contragio S(t) é a solugdo da equagao
—00

d
LSty +q(S(H) =0
S(t) +a(S(1)) 59)

onde q € dado em (8.7). Aqui a constante L da defini¢ao (3.6) dependerd da med(Z), €
K1+ K
med(X)(1 + [l o)

a constante ¢ de (3.6) é tomado como ¢ =

Observacao 3.2. Se o termo dissipativo € linear, entao, sob as mesmas hipoteses do
teorema 3.1, obtemos que a energia associada ao problema (3.2) decai exponencialmente

no que diz respeito a energia inicial. Fxistem duas constantes C' > 0 e v > 0 tais que

E(t)<Ce™E0) ,t>0

Como um outro exemplo, podemos considerar g(s) = sP, com p > 1 na origem.
Desde que a funcgao St seja convexa para p > 1, entdo resolvendo Sy + St = 0,
obtemos a sequinte taxa de decaimento polinomial:

— 1 —p+1

E(t) < C(EO)[EO0) % +tp—1)] *

Nds podemos encontrar uma taza de decaimento explicito mais interessante em [10).

3.2 Prova do Teorema 3.1
3.2.1 Preliminares

Em seguida, citaremos algumas férmulas a serem utilizadas na sequéncia.
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Seja v o campo de vetores normais unitarios exteriores em M. Para todo x € M,
nés denotaremos por 7(z) a projegao ortogonal sobre o plano tangente 7, M. Para um

campo vetorial regular ¢ : R* — R? coloquemos como antes:

q(x) = qr + (q(z) - v(z))v(x)

onde gr = 7(x) - q(x) é a componente tangencial de q.

Se ¢ : R¥ — R é uma funcao regular, nés temos

Vo =0,0ov+Vrp em M (3.10)

IVel? = 109> + [Vrg|*  em M (3.11)

onde 0, representa a derivada normal exterior de M e V¢ é o gradiente tangencial de
©.
O operator Laplace-Beltrami A, de uma funcdo ¢ : M — R de classe C? é
definido por
Ay = divpVrp
onde divyVrp é o divergente do campo de vetores V.

Suponhamos que ¢ : M — R ¢ uma funcao de classe C! e ¢ : R® — R? ¢ um

campo vetorial de classe C'. Entao pelo que foi mostrado na secao 1.10 temos

/ qTVTgod./\/l = —/ gOdiUTQTdM (3.12)
M M

20(qrVre) = qrVr(¢?) (3.13)

De (3.12) e (3.13), concluimos a seguinte férmula

/ 2o (qrVrs) = / e Vr(@?) = — / (o2 divygrdM (3.14)
M M M

0

Observemos que no caso particular quando m(z) = z — 2% com x € R? e 2° € R?

fixado, obtemos

divm=3 , divpmy =2+ (m-v)TrB (3.15)
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onde B é a segunda forma fundamental de M (i.e, o operador forma) e T'r é o seu trago.

Sejam ¢ e m definidos como acima. Entao temos também
Vro-Vemp - Vop = Vel + (m-v) (Vg - B - Vi) (3.16)

Observacao 3.3. Na literatura o sinal de B pode ser diferente. Em nosso caso, B =
—dN, onde N € a aplicagao de Gauss relativo a v.A identidade (3.15) pode ser reescrita
por:

divm=3 , divpmp=2+2H(m-v) (3.17)

TrB

onde H = € a curvatura média de M

Nés definimos um operador linear e continuo —A ¢ : H'(M) — (Hl(./\;l))l , onde
M é um subconjunto aberto nao vazio de M, tal que
(B0} = [ VrpVrvdM | Vow € HUA) (3.18)
M

em particular, temos
(—A 0, 0) = / V|2 dM | Vo e Hl(M) (3.19)
M

O operador —A +1 define um isomorfismo de H'(M) sobre [H 1(/\;1)} " E quando
M é uma variedade sem fronteira, este é o caso por exemplo se M = M, nds temos
H' (M) = H}(M).
Observacao 3.4. Usando argumentos de densidade, concluimos que, todas as formulas

descritas antes, podem ser generalizadas para os espacos de Sobolev.

Provaremos agora, alguns resultados que nos serao tteis.

Proposicao 3.5. Seja M C R® uma superficie compacta reqular orientada , sem fron-
teira e ¢ um campo de vetores com q = qr + (q - v)v. Entdao, para cada solu¢ao regular

u de (3.2), nds temos a sequinte identidade.

[/ UG * VTud/\/l] / / (divrgr){|w|® — [Vrul’ }dMadt (3.20)

/ / VTU VTqT VTUdet—i—/ / Ut qT VTu)d./\/ldt—O
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Demonstragao: Multiplicando a equagao (3.2) por (gr - Vru) e integrando sobre

Mx]0,T[ , obtemos

/0 ' /M (uee — Apau + a(@)g(ur)) (gr - Vru)dMdt =0 (3.21)

Em seguida, estimaremos alguns termos do lado esquerdo da igualdade (3.21). Levando

(3.13), (3.14) e (3.18) em consideracao, entao nds temos

/ / —Apu)(gr - VTu)d/\/ldt / / Vru - Vo(qrVou)dMdt

= / / VTU . VTQT . VTUdet + / / VTU qr - VT(VTu)det
0 M 0 M

—
@

T 1 /7
L% / / Vru-Vrqr - VeudMdt+ / / gr - Vo [|Vru|*]dMdt
0o Jm 2Jo Jm
(3.14) T 1 [T
= / / VTU . VTqT . VTU det - = / / |VTU|2d’iUTquMdt (322)
0o Jm 2Jo Jm
integrando por partes e considerando (3.14), da outra parte da igualdade (3.21), obtemos

/T/ (v + a(x)g(w))(qr - Vru)dMdt

/ / wie(qr - Vopu)dMdt + / / 9(u) (qr - Veru)dMdt
= [/ ur(qr - Voru) d/\/l] / / u(qr - Vyug)dMdt

/ / g(u)(qr - Vyu)dMdt

(319 { / w(qr - Voyu dM] / / (divrgr) ug | 2dM

/ / ut qT VTu)dj\/ldt (323)
combinando (3.21), (3.22) e (3.23), concluimos (3.20) O

Empregando ¢(z) = m(z) = z — 2° na proposigao anterior, e considerando (3.15)
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e (3.16), deduzimos que
0 = {/ umey - VTudM} // (divrmer) {|ue|* — |Vrul* }dMadt
+ // VTU VTmT VTudet—l—// ut mT VTU)det
= |:/ uymmo - VTU dM:| + / / {|ut’2 _ |VTU|2det
M 0 0JM
T T
+//H(m"/){|ut|2_|VTU|2}det +// [[Vrul? + (mv)(Veu- B - Vou)|dMdt
0JM
// g(u)(mr - Vyu)dMdt (3.24)
Em seguida temos a seguinte identidade

Lema 3.6. Seja u uma solugao fraca para o problema (3.2) e & € CY(M). Entdo

[/M utfud/\/l]T = /T/ §|ut|2d/\/ldt—/T/ EIVrulPdMadt
0
// (Vru - Ve&)udMdt — // glug)€ udMadt (3.25)

Demonstragao: Multiplicando a equagao (3.2) por u e integrando por partes, obtemos
T
0 = / / (uy — Apq + a(z)g(ug))éu dMdt

= / / upud Mdt + / / — A puéud Mt / / g(up)Eud Mt

Agora note que

/OT/M ugludMdt = {/M utﬁudMLT — /OT/M E|ug)*d Madt
/OT/M —ApuéudMdt = /OT/M Vou - Vo (Eu)dMdt

T
_ / / Vou - (Vi€ + EVru)dMdt
0JM

T
_ / / [u(Vu - Vi) + €|V pul?] dMdt
0JM
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Portanto

[/Mutgud/wr :/T/ €y PAMat
0

/ / w(Vyu - Vr€) + & Vrul | dMdt — // g(uy)éudMdt
o que prova o desejado

1
Substituindo £ = — no lema anterior e combinando o resultado com a identidade

(3.24), obtemos

T T
{/ utmTVTudM] +%{/ utud./\/l] ——// |ug|PdMdt
0
// |VrulPdMdt + = // g(uy ud./\/ldt—i-// |ug|PdMdt
// |V rul det—l—// |Vrul det—l—// m-v)(Vyu- B - Vyru)dMdt

// m - V)H [|w|* — [Vrul? det—i—// g(ug)(mr - Vyu)dMdt =0

ou seja

[ / WV d/\/lr+% [ / g er + /0 "Bt (3.26)

// ud/\/ldt—i-// g(ug)(myq - Vyu)dMdt

_/O/M(m.y)H[\ut]Q—\VTu]Z]det—/O/M(m-u)(VTu-B-VTu)det.

Vamos analisar os termos que envolvem o operador forma B.Vamos focalizar nossa
atencao para o operador B : T,M — T, M | existe uma base ortonormal {ej, ey} de
T, M tal que Be; = kieq e Bes = kaes , onde ky e ko sd0 as curvaturas principais de M

em z. A matriz de B com respeito a base {ej, es} é dada por

(kO
5= 1)

coloque Vru = (§,n) as coordenadas de Vru na base {ej1, ex}, para cada x € M, temos

Vru - B-Vyu = ki€ + kon? (3.27)
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Entao de (3.27), obtemos

(m-v) [(vTu B Vyu) — %TT(BWTUP]

= (m . V) [lﬁf2 + k2772 — %(k)l + k?Q)(fQ + 772):|

= (m-v) {(kl ; k2)§2 G ; kl)ﬂ (3.28)

Observacgao 3.7. Este é o momento preciso em que as propriedades intrinsecas da super-
, . . . T 2

ficie M aparecem, ou seja, precisamos fortemente que o termo —fOfM(m.l/)H|ut| dMdt
se encontre na regiao onde ocorre dissipacao. Recordemos que o termo dissipativo atua
em um conjunto aberto M, que contém M \ UF_, My;. Assim assumindo que H < 0 e

desde que m(z) - v(z) < 0 sobre My, obtemos

T
—/ / (m - v)H|ug|>’dMdt <0
0 Mo
Além disso, supondo que My; € uma regidgo umbilica para cada i = 1,... k , entdo, de

(8.28), também temos que
T
/ / (m - ) [H|Vguf> — (Vou- B - Vyu)dMdt = 0
0 Mo;

parai=1,... k.

Mais geralmente, assumindo que as curvaturas principais ky e ko satisfazem
|k1(z) — ko(z)| < &; (onde €; é tomado suficientemente pequeno), para todo x € My,

1=1,...,k, nés obtemos

k T
2/ / (m-v)[H|Vrul* = (Vyu - B - Vou)|dMdt
i=1 70 JMo;
k T
<[ el - e+ oplama
i=1 Y0 JMo;
k T
gz/ / 2 — 20|y — o [€2 + n?|d M
i=1 70 JMoi
k T
< ZRﬂi/ / |VTu]2d./\/ldt
i=1 0 v Mo;
k T
< QZRZ@/ E(t)dt
i=1 0
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onde R; = max ||z — 2°|lgs -
rEMy;

Observacao 3.8. Note que se My; = M for uma regiao conica conforme figura 2 entao
m(z)-v(z) =0 ; Vo € My e portanto — fOT fMo (m - v)H|u P dMdt =0 e
fOT Jou, (m - V) [H|Vu]? = (Vou - B - Veu)|[dMdt =0

Colocando My = M\ U, M;. No caso em que cada My; é uma regido umbilica,

entao de acordo com (3.26), (3.28) e levado em consideragao a observagao 3.7, obtemos

T Ty T
/ Et)dt < — {/ umrVoru d/\/l} — = [/ Ul d/\/l}
0 M o 2 LJm 0

+ /O/Mg(m.y)[HWTuy — (Vru- B - Vyu)|dMdt

J/

- /OT/MQ(m V) Huy|*dMdt —\/OT/M a(2)g(u)(my - Vou)dMdt

1

- \%/OT/M(L(x)g(ut)udet (3.29)

Lema 3.9. Se a =0, ou seja, se tivermos uma equacao da onda linear

uy — Apu =0 em M x (0,00)
(3.30)
u(z,0) = ug(x); u(x,0) = uy(z) em M

Entao, E(T) = E(0) para todo T, e de (3.29) podemos deduzir a desigualdade
mnversa

T
Ep < C/ / &+ |Vrul?dMt, (3.31)
0 Mo

onde C >0 e My = M\ UF_, My,

Tal desigualdade induz um Principio de Continuagdo Um'ca, isto é, seu =0 em

My entao u=0 em M.

Demonstracao: Suponha que u =0 em M, entao Ey = 0 e portanto u = 0 em M.

O
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No caso geral, a tinica diferenca na prova é que o termo fOT E(t)dt que permanece
no lado esquerdo de (3.29) estara multiplicado por uma constante positiva C, desde que

consideremos ¢; suficientemente pequeno.Para simplificarmos, suponhamos C' = 1.

Denotaremos
T T
X = [/ uymrVru d/\/l] + = [/ Ul d/\/l} (3.32)
M 0 2 M 0
— — — 0 n .
R = max||m(z)|[g» = max|lz — 27| (3.33)

Em seguida estimaremos alguns termos de (3.29)
Estimativa para I :—// Y(mp - Vyu)dMdt

da desigualdade de Cauchy-Schwarz, levando em conta (3.33) e considerando a desigual-
2

a
dade ab < . +nb?, onde n é um ntimero positivo, obtemos
n

L] < / / la(x)g(us)meVou|dMdt

= // 1419w [a(2)]

N

|(my - Vpu)|dMdt

<[ ( /M () lg ) dM)é( / |mT-vTu|2dM)%] a
<[ :RHGH%OO(M) (f a@),g(ut)\w)% (f |vTuerM)§] at
< /T _M/ o(2)]g(ur)] d/\/l+277/ —|VTu|2d/\/l} dt

Rﬂuéum T
/ / x)|g(uy)| d/\/ldt+2n/ E(t)dt (3.34)

1 T
Estimativa para Iy = 5// a(z)g(uy)udMdt
0JM
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Ll < g [ ][ ool
%/OT (/M a(a:)|g(ut)]2d./\/l)% (/M a(x)]u|2dj\/l)édt
/OT [M (/M a(x)|g(ut)|2d./\/l>; (/M |VTu|2d/\/l) 1 dt

T —1
/ {M/ a(z)]g(us)| d/\/l+2n/ ]VTu\sz} dt
0 16m

T
A ”‘ig”" M)/ / z)|g(uy)| d/\/ldt+277/ E(t)dt (3.35)
Ui 0

IN

IN

IN

onde \; vem da desigualdade de Poincaré.

1
Tomando 1 = g ® considerando (3.32), (3.34) e (3.35) em (3.29), obtemos

T T
/E(t)dt < Ix|+ // |m - v||H|Vrul* — (Vyu - B - Vopu)|dMdt
0 0 J Mo

T
/ \(m - v) H||w|*dMadt
Mo
1 T
+8R? Haumw)// 2)[g(ue)| det+4/ B(t)dt
0

T

1
+ 9710 fa| M)// 2)lg(u) det+4/E(t)dt
0
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ou seja,

1

T T
5 / E(t)dt < |x|+ // im - v||H|Vrul? — (Vru - B - Vopu)|dMdt
0 0 J Mo

T
+ / [(m - v) H||w|*dMadt
Mo

(R allmian + 25 almian) [ [ alotu)Pam

S\XHR[!PH// |vTu12det+|yB||// |VTu|2d/\/ldt}
2 0 ./\/lz

+ T - / o) P Mt

+ 3R allm + 2737 lall ) [ / 2)lg(u)2aM
— x|+ R[|H| + Bl // Vru2dMdt + R|Hla: // ) g [2d Mt
L+ (8R[allpma + 27 A e (a // 2)[g () PAMdt,
onde |H] = max [H(z)|  |B] := max| B(@)]|.
Logo
T
/ Bt dt<\Xy+Cl// z)|g(u)]* + a(x )yut\z}d/\/ldtJrCl/ |V ru|*d Mdt
0 J My
onde
C1 := max {||a|| L= [27' AT + 8R?], R|H| + R||B||, R|H|ay '} (3.36)

Agora devemos estimar o termo ! Vrul?dMdt com relacao ao termo dissipativo
0J Mo
fo Jula(@)|g(u)]* + a(z)|w[*|dMdt . Para esta finalidade construiremos uma fungao

“cut-off "n. em uma vizinhanca especifica de M.

Primeiro de tudo, definamos 77 : R — R tal que

1 se <0
nz)=< (x—1)* se z€[1/2,1]
0 se x>1

e ¢ definida sobre (0,1/2) de tal maneira que 7 ¢ uma funcao nao-crescente de classe C'.

Para ¢ > 0, defina 7.(x) := ﬁ(z). Observe que existe uma constante M que nao depende
3
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de ¢, tal que

para todo = < ¢

Agora, seja € > 0 tal que
@. = {z e M;d(x U@MOz <e}
=0

é uma vizinhanca tubular de Uf:o OMy; e w, := . U M,y esta contido em M,. Defina

7. : M — R onde

1 se x € M,
ne(x) = 7(d(z, M3)) se x € w.\ My
0 caso contrario

n. é uma fungao de classe C!' em M, pois My e dw. sao regulares (suaves). Note

também que

Vrne(@)|®  |7(d(a, Ma))P _ M
n@) e M) 2 (3.37)

Vi ()] ®
7-()

Tomando & = 7. na identidade (3.25), obtemos

T T T
/ / N | Vrul*’dMdt = — {/ wpun, d./\/l} +/ / Ne|w|*dMdt
0 We We 0 \O We ,

/ / (Vru - Vone) d/\/ldt—/ / g(uy unad/\/ldt (3.38)

para todo = € w, \ Ms. Em particular, € L®(we).

Na sequéncia, faremos as estimativas dos termos do lado direito da igualdade (3.38).

T
Estimativa para K, := / / Ne|ug|*dMdt
0 We

De (3.3), como 7. < 1 e w. C M,, onde a dissipagao ocorre, deduzimos

|K1|</ / luPdMdt < ag* // () |ug|*dMadt (3.39)

Estimativa para Ko —/ / g(uy)un.dMdt
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1
Pelas desigualdades de Poincaré e ab < 4—@2 + ab? | temos
o

< / / 1209 ()| d/\/ldt+a/ / uPdMdt

T
< ||G||L°°(M)// )|g(uy)|2dMdt + 27! / Et)dt  (3.40)
0

onde \; é a constante proveniente da desigualdade de Poincaré e a é uma constante
positiva arbitraria.

Estimativa para K3 := / / Vru - V. )dMdt

Considerando (3.37) e aplicando a desigualdade de Cauchy-Schwarz, podemos es-

I Ve *|ul?
K| < 5/ [/ n5|VTu|2d/\/l+/ %d/\/l} dt
0 We We €
e 2 M 2
0 We We
combinando de (3.38) & (3.41), obtemos a seguinte desigualdade
e 2 HGHL
5 Ne|VoyuldMdt < |Y|+ ———= z)|g(u,)|*dMadt
0 We
+ 2a)\7! / t)dt + —/ / |u|*dMadt
+ / / ) |ug|2AMdt (3.42)

crever

onde

T

Vi=— { /w g, d/\/t} (3.43)

0

Assim combinando (3.42) com (3.36) e tendo em mente que

I e
—/ / |V ru|?dMdt < —/ / Ne|Vru2d Mdt
2 0 Mo 2 0 We
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temos
T

/ Et)dt < |X!+C1/ / 2)g(ue)|* + a(z)|u]*] dMadt
0

+ 01/ / |V ru|*dMdt

Mo
< |X|+Cl/ / ) g(ue)|* + a(z)|u]*] dMadt
2C o0
+ 20 |Y) + AR MGHL / / 2)|g(u) PFdMdt

+ 4CiaN” /E( )dt+01M/ / |u2dMdt

+ 2Ciag / / ) g PAMdt (3.44)
Agora tomando o — —— (3.44), obt
gora omando o« = 1601)\*1 e . , ODtemos
1 T
1 [ B <ixi+2cily
0
+max{C’1,801 1HaHLoo 201@61}/ / |g ut |2+(I( )’Ut‘z}d/\/ldt

M
+C;2 / / |u2dMdt (3.45)
0 We

Por um lado, de (3.32), (3.43) e (2.59), chegamos a seguinte estimativa

IXI+2C1|Y] < C(E(0)+

_ { / / g(ug)u dMdt (3.46)

onde C' é uma constante positiva que também depende de R.

Entao (3.45) e (3.46) implicam que
T
TE(T) < / E(t)dt

< C.E(T)+C. [/ / 2)|g(ue)|” + a(z)|ue|*] dMdt

+ C*/ / |lu|*d Madt (3.47)
0 We

onde C, é uma constante positiva que depende de {ao, [|a||r=r), A, R, [H|, || B[, M/£*}
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Nossa intengao agora ¢é estimar o tultimo termo do lado direito da desigualdade
(3.47). Afim de fazer isto, considere o seguinte lema, onde T é uma constante positiva

suficientemente grande, para nosso propdsito.

Lema 3.10. Sob as hipoteses do Teorema 3.1 e para todo T > Ty, existe uma constante
positiva C(Ty) tal que, se (u,u;) € uma solugdo de (3.2) com dado iniciais fracos, entdo

temos

/OT /M uPdMdt < C(Ty)) [ /0 : /M (a(2)g(w) + a(w)u?) dMat (3.48)

Para dados iniciais tomados em conjuntos limitados em V x L*(M).

Demonstracao: Argumentaremos por contradicao. Para simplificarmos denotaremos
u’ = uy. Suponha que (3.48) nao é verificado e seja {uk(O), uﬁg(O)} uma sequéncia de da-
dos iniciais onde as solugoes correspondentes {uy }ren de (3.2), com Ej(0) uniformemente

limitada em k, verifique

T
fo ||Uk(t)||%2(/\4)dt

lim —= = +00 (3.49)
koo [0 [y (a(2)g?(u) + a(z)u?)dMadt
ou seja
T 20,1 2
dMdt
o ()t _ 550
horeo Jo ()70 dt

Como Ey(t) < E(0) < L, onde L é uma constante positiva, obtemos uma sub-

sequéncia, ainda denotada por {uy}, que verifica as seguintes convergéncias

up — uem H'(S7) (3.51)
w, = u em L°(0,T;V) (3.52)
uj, = ' em L>(0,T; L*(M)) (3.53)

empregando argumentos de compacidade resulta que {u;} possui uma subsequéncia tal

que

ug — u fortemente em L*(0,T; L*(M)) (3.54)
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Neste ponto dividiremos a prova em dois casos, a saber: quando u # 0 e u = 0.
(1) caso (1) : u#0

Observe que de (3.50) e (3.54), temos

lim /o /M (a(z)g?(uy,) + a(z)u?) =0 (3.55)

k—+o0

passando o limite na equacao, quando k — 400, temos

Utt—AMU:O emMX(O,T)
(3.56)
u =0 em M, x (0,7)

e para u; = v, nés obtemos, no sentido distribucional
vy — Apv =0 em M x (0,7)
v=0 em M, x (0,7T)
Agora utilizando o lema (3.9), concluimos que
v =0, isto é, u; = 0 retornando a (3.56), obtemos a seguinte equagao eliptica para todo

t € (0,T), dada por
Apu = 0 sobre M

multiplicando esta equacao por u, e aplicando a formula de Green, obtemos

0= —/ uA pudM =/ [Vrul?dM > cpl|ul| L2
M M

onde ¢, provem da desigualdade de Poincaré, o que implica v = 0, o que é uma con-
tradicao.

(1) caso (II) : u=0

Definamos

T 3

Cp = U / yudeMdt} (3.57)
0 M

(§

1
Ck
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logo ocorre o seguinte

T T ’Uk|2
/ / |ty | 2 d Mt :/ dMdt = / / |lug|*dMdt = 1 (3.59)
0o JM 0o JM Ck

Sendo E(t / |}, |2 dM + = / |V, |2dM entdo
— Ei(t
Ex(t) = % (3.60)
J

Relembrando (3.47), para T suficientemente grande, obtemos

<CU / *(ug) + a(z )ut)det—l—/ / \u|2d./\/ldt}

empregando a identidade

nos podemos escrever

< U / 2(uy) + a(z )ut)d/\/ldt+/ / |ul d/\/ldt]

para todo t € (0,7, com T suficientemente grande.

Da tltima desigualdade e de (3.60), obtemos

_ fo S (a(@)g®(up) + a(z)u?)dMdt
Flt) = CZ [ 7 fM PRETIVIT +1] (3.61)

De (3.50) e (3.61), concluimos que existe uma constante positiva M tal que

_ E(t -
Ei(t) = x(t) < M,Vtel0,T],Vk eN
ci

isto é,

1 1 .
5/ |}, |*d M + 5/ |Viag|?dM < M | ¥t € [0,T], Vk € N. (3.62)
M M
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Logo existe uma subsequéncia de {u}, que ainda denotaremos da mesma forma, tal que

Uy, = 4 em L(0,T;V) (3.63)
), = @' em L>(0,T; L*(M)) (3.64)
iy — 4 em L*(0,T; L*(M)) (3.65)

Observemos que de (3.55) deduzimos que

lim // d/\/ldt—O e lim // z)|u, P dMdt =0 (3.66)
k—4o00 k—+4o0

Além disso u, satisfaz a equagao

u —AMuk+a(x)g(:k) =0 em M x (0,7
2

Passando o limite quando £ — 400, levando em consideragao as convergéncias

acima, obtemos
' —Apu=0 em M x (0,7)
(3.67)
=0 em M,x(0,T).

Entao, v = wu, verifica, no sentido distribucional, o seguinte

Vg — Apv =0 em M

v=0 em M,
Aplicando novamente o lema (3.9), obtemos que v = 4; = 0. Retornando a (3.67), temos,

para quase todo t € (0,7), que
Apu =0 em M

donde concluimos que @ = 0, o que uma contradi¢ao em vista de (3.59) e (3.65).Com

isso, concluimos a prova do lema. O

Notemos que as desigualdades (3.47) e (3.48) levam ao seguinte resultado.

Proposicao 3.11. ParaT > 0 suficientemente grande, a solugdo (u,u;) de (3.2) satisfaz,

<c/ / () [we|® + a(x)|g(u) || dMdt (3.68)

onde a constante C' = C(TO, E(0), ||lall ooy, a0, A, R, || B[, M/sz).
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3.2.2 Conclusao do Teorema 3.1

No que segue vamos concluir a demonstragao do Teorema 3.1.Seja

Sa={(tz)€X; Jw|>1} e Tz=3%\X,

Por um lado, usando item (iii) da hipdtese 3.1, nds obtemos

/ a(x)((g(ut)2+(ut)2)d2a < / a(x)(k_1|g(ut)ut|+K|g(ut)ut|>d2a

a @

— 4+ K) /Z a(2)g (), (3.69)

Por outro lado, de (3.4) e do fato de que h é concava e estritamente crescente, com

h(0) = 0, e observando que

Ll.) U+ U a\xr Ut ) U
h (1+ua|\mw>g( ) ) < h(a(e)g(ur)ur)

temos

[ o) (gt + )% < 0 olimian) [ r—hlatun)u) s

h (Lg(ut)ut) %5

L+ lal| Lo ()

< (14 fellzmqao) |

< 1+ flalena) /Z h(a(z)g(u)u)dSs

Entao pela Desigualdade de Jensen, obtemos

(1 + llall =) / hla(e)g(u)un)dSs

< (Ut ol omedE)h (s [ @lgtuou)as)

(1 + al pgan)med(S)r ( / a(x)g(u»utdz) (3.70)

onde r(s) =h ( ) foi definida em (3.5).

5
med(Y)
Assim de (3.69) e (3.70), obtemos

/Ea(x)((g(ut)Q—i-(ut)Q)dZ < (kl—i—K)/a(a:)g(ut)utdZ (3.71)

%

b o med()r ( [ atog(uuds)
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Agora da proposigao (3.11) e (3.71), temos

Ky /
E(T) < (1+|alr= C a(z)g(uy)ud®
1) < (el [ o@stu
+ med(X)r (/ a(x)g(ut)utdE) } (3.72)
s
onde Ky =k '+ K.
Tomando
I _ 1
Cmed(E)(1 + [|al[ o))
Ko

CcC =
med(E)(1 + [lal[z= )

e aplicando p em ambos lados de (3.72) resulta
p(E(T)) < p (%(c]—i—r) ( /E a(x)g(ut)utd2)>
— (I 47! (L <%(c[ + 7‘)) ( /E a(m)g(ut)utdE))
— [ a@gtuuds = BO) - BD) (3.73)

onde p foi definida em (3.6).

Para o fim da prova do Teorema 3.1, nés fazemos uso do seguinte resultado.

Lema 3.12. Seja p uma fungao crescente, positiva, tal que p(0) = 0. Como p € crescente
podemos definir uma funcdo crescente q, q(x) = x—(I+p)~'(x). Considere uma sequéncia

Sm de numeros positivos que satisfaz

Sm+1 + p(sm-l-l) S Sm (374)
Entao, s, < S(m), onde S(t) € a solugdo da equagao diferencial
d
=5 +4(5()) =0, 5(0) = so (3.75)

Além disso, se p(x) > 0 para x > 0, entdo lim; . S(t) = 0.
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Demonstracao: Faremos a prova por indugao sobre m.

De fato, para m = 0, segue de (3.74) que
(I +p)s1 < s (3.76)
Desde que (I +p)~! é crescente temos que

s1 < (T+p) " s0) = s0—s0+ (I+p) " (s0)

= 50— q(so) (3.77)
Por outro lado, como ¢ é uma fungao positiva, a solucao S(t) de (3.75) é tal que
S(t)<S(r), Vt>71>0. (3.78)
Integrando (3.75) de 0 a 1 obtemos:

S(1) = S(0) + /01 q(S(1))dr =0

como ¢ é crescente, de (3.78) e da hipdtese S(0) = s, resulta

S(1) = S(0)- / ¢(S(7))dr

portanto S(1) > sq.

Suponha agora que o resultado, seja verdadeiro para m, ou seja, S(m) > s,,.

Assim, para m + 1 de (3.74), temos

(I +p)smi1 < Sm (3.79)
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como (I + p)~! é crescente, resulta:
Sma1 < Sm — q(Sm) (3.80)

Agora, integrando (3.75) de m a m + 1, obtemos

m—+41

S(m+1)—5(m)+/ q(S(7))dr =0

m

Desde que ¢ é crescente, de (3.78) e da hipdtese indutiva, obtemos

S(m+1) > S(m) —/m+ q(S(7))dr

= Sm—q(Sm)- (3.81)

De (3.80) e (3.81) resulta

o que prova o desejado.

Para finalizarmos a prova do lema, resta-nos provar que se p(x) > 0 para x > 0

entdo lim S(t) = 0.

t——+00

De fato, por (3.75), para cada T > 0, temos

S(T) — S(0) + /0 q(S(7))dr =0

e por (3.78) resulta

ou seja
S(T) < 5(0) = Tq(S(T)) (3.82)
Por (3.78) temos que S(t) é uma fungao mondtona nao crescente e limitada infe-
riormente pelo 0, pois S(m) > s,,, para todo m € N e s, s@o nimeros positivos. Seja

C =inf {S(t); t > 0}. Observe que C' = tliin S(t). Mostraremos que C' = 0.
—+00



CAPITULO 3. RESULTADO DE ESTABILIDADE 160
De fato, suponhamos por absurdo que C' > 0. Logo de (3.82), obtemos que
S(T) < S(0) —Tq(C), YT >0 (3.83)

como p(z) > 0 para z > 0 obtemos que ¢(C') > 0, pois caso contrério, se dxy > 0 tal que

q(zg) <0, segue que
2o — (I +p)~H(20) 0% 29 < (I +p) " (20) & (I +p)(20) < 0

ou ainda, se, e somente se p(zg) < 0, 0 que é um absurdo.

Portanto, tomando T € N tal que S(0) < Tq(C) resulta de (3.83) que S(T) < 0 o

que ¢ um absurdo. Entéo concluimos que tliin S(t) =0. O
—+oo

Agora em (3.73) substituiremos 7' (respectivamente 0) por T'(m + 1) (respectiva-

mente m7T'), obtemos
E(Tm+1)+pE(T(m+1))) <E(mT), param=0,1,...
Aplicando o lema 3.12, com s, = E(mT), obtemos

E(mT)<S(m), m=0,1,...

Finalmente, usando a dissipatividade de E(t) que é proveniente da relagao (2.59),

pondot=mT + 7,0 <7 <T, resulta

E(t) < E(mT) < S(m) :5(75;7) gs(%q) parat>T

com isto, esta completa a prova do Teorema 3.1.

3.3 Computacoes Efetivas das Taxas de Decaimento
dadas pelo Teorema 3.1

O algoritmo para computacoes de taxas de decaimento dadas pelo Teorema 3.1 é bem
geral e estabelece taxas de decaimento explicitas sem qualquer restricao sobre o cresci-

mento da dissipagdo g na origem. Com efeito, este algoritmo da taxas de decaimento
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exponencial quando o “damping”é limitado por baixo por uma funcao linear e taxas de
decaimento algébricas para dissipacoes polinomiais que decaem a zero na origem. Ilus-
traremos, a seguir, como outros casos podem ser tratados. Particularizando, um pouco,
a classe de dissipacoes nao lineares somos capazes de obter uma descricao explicita das

taxas de decaimento.

De modo a prosseguir, notemos que o comportamento da fun¢ao ¢(s) na origem
(esta é a unica regido relevante para taxas de decaimento) é assintoticamente equivalente
a (h)7'(s), onde, recordamos, a fungao concava e mondtona crescente h(s) é determinada
pela relagao s + ¢g2(s) < h(s(g(s))),s < so < 1. O fato de tal fungao sempre existir
segue da monotonia de ¢(s), como provado em Lasiecka e Tataru [21]. Entao, o tinico
propésito é determinar a estrutura de (h)~! perto da origem. Também, é suficiente
restringir nossa andlise a valores positivos de s . De acordo com o teorema 3.1 a equagao
a ser considerada é S; + co(h) ™' (c1S) = 0,5(0) = E(0) e a solu¢ao desta equagdao nos
dd uma limitagao assintdtica para a energia. Ou seja, temos E(t) < C(FE(0))S(t), para
t > Ty . As constantes ¢y, c; provem do fato que q(s) ~ (cI + h)~*(s) na origem. De

fato, o comportamento assintético é uma consequéncia direta do algoritmo (3.6), (3.7),

g=I—(I+p) '=po(I+p '=polp'+1)op!

=po[(LcI+r)+1T)op] ™t =L (el +7)". (3.1)

Uma vez que h(s) > cs, perto da origem, para alguma constante positiva ¢, (3.1) implica
q(s) ~ (cI +h)~1(s) > ci(h)~! perto da origem. Portanto, o comportamento assintético
da energia é dirigido pela seguinte EDO S; + ¢o(h)H(c1S) = 0,5(0) = E(0), como

afirmado acima.

De modo a ser mais especifico consideraremos o caso: ¢(s) decai para zero mais
rapido que qualquer fungao linear. Neste caso é suficiente determinar h(s) da desigual-
dade s? < h(sg(s)).

Resolvendo explicitamente s* = h(sg(s)) obtemos que (h)~'(s) = v/sg(y/s). Para

esta funcao ser ”elegivel”devemos verificar sua concavidade, ou equivalentemente, a con-
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vexidade (h)~1(s) = /sg(1/s) que necessita considerar uma pequena vizinhanga a direita

da origem.

Sumarizando esta discussao e desprezando-se as constantes ¢y, ¢; obtemos:

Corolario 3.13. Se assumirmos que ¢'(0) = 0 (i.e o “damping”é “fraco”-superlinear na
origem) e a fungao \/sg(\/s) € convexa para s € [0, so|, onde so pode ser arbitrariamente

pequeno, a equacao diferencial a ser resolvida torna-se
S + V' Sg(V/S) = 0,5(0) = E(0) = Sy,

e E(t) < C(E(0))S(t). Mais especificamente, integrando a equagdo diferencial obtemos
com G(s,Sp) = f\/‘/g—o —du, S(t) = G(—%, ).

g(u)

Noés ilustraremos o procedimento com diversos exemplos. Para a claridade nds

normalizamos as constantes de modo que nao aparecam nas expressoes.

e Exemplo 1 Seja g(s) = s. A fungdo s é convexa sempre. Entao resolvemos a
seguinte EDO:
Sy + 8 =0,5(0) = E(0) =S, . (3.2)

Pela férmula dada no corolario, obtemos

NE S 3
G(s,S0) = / u 'du = In (—)
VS So

Dai G™1(t) = e 7. Deste modo, obtemos

E(t) < C(E(0))e

e Exemplo 2 Consideramos g(s) = s, p > 1 na origem. A fungao s" 6 convexa

para p > 1 resolvemos

pt1

Esta equacao pode ser integrada diretamente, é claro. Entretanto, para o caso da

ilustracao da féormula geral nés encontramos

Vs _ 1 —p+l —ptl
G<5,50>:/ wPdy — — g7 g
V5o L—=p
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—p+1

Aqui G7H(t) =[S, ?

—#(1 — )], Assim

—p+1

E(t) < C(E(0))[E(0) >

+tlp— 1]

naturalmente, as mesmas taxas de decaimento podiam ser obtidas pela integragao

direta de (3.3).

3

e Exemplo 3 Tomamos g(s) = s e para s perto da origem. Desde que a funcao

s%e” é convexa numa vizinhanga da origem nds resolvemos
S, + S%s = 0. (3.4)
E neste caso G(S, Sy) = —1/2[e"s — 6_5710} e GH(t,S))) = [ln(es% — 2t)]7!. Daf
E(t) < C(E(0)[in(e™ +1)] 7,
a solucao poderia igualmente ser obtida diretamente da integracao (3.4).

e Exemplo 4 Considere g(s) = s]s]eiﬁ para s perto de zero. Sendo a funcao

s3/ Qe_ﬁ convexa sobre [0, so] para algum sy pequeno, somos conduzidos & equagao
diferencial
S, + %2 V5 = 0. (3.5)
A funcio G(S,Sp) é dada por G(S,S) = —[e¥5 — ev%]. Dai G-1(t,Sy) —
—i—c
In2[e VS0 4]
B(t) < C(E(0)————.

3.4 Apeéndice
3.4.1 Cut-off Intrinseco

No que segue construiremos uma funcao auxiliar 7. em uma vizinhanca especifica

de M2 =M \ Ui'g:lMOi'
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Inicialmente, definamos 77 : R — R tal que

1 se <0
n(z) =< (x—1)* se z€[1/2,1]
0 se x>1

e é definida em (0,1/2) de modo que 7] é ndo-crescente e de classe C*.

Para € > 0 definamos

é continua em (—o0, 1).

Sendo 77(z) = 1 em (—00,0) entdo 7'(z) = 0 em (—00,0) e portanto:

[ ()]?
()

:g:O em (—o00,0)

No intervalo compacto [0, 1/2] existe M; > 0 tal que

WP _

1

() ;. Ve el0,1/2]

No intervalo |1/2, 1] temos que 7j(x) = (z — 1)* e portanto

F@P -1,

o) )2 . Vre (1/2,1)

Pondo M = max{M;,4} resulta de (3.9), (3.10) e (3.11), que

[ ()]
i(x)

<M ; Vze(—o0,1).

Da definigao de 7. notemos que

ﬁ@W:{W@WFZVﬂ

e () 7 (
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(3.9)

(3.10)

(3.11)

(3.12)

(3.13)
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T
e de (3.12) resulta que, se x < € entdo — < 1 e portanto
£

MSM ;o VYo <e (3.14)
(%)

De (3.13) e (3.14) vem entao que

; sex <¢g (3.15)

Para o que vem a seguir, convém introduzir uma nocao de distancia entre dois
pontos de uma superficie M que dependa apenas da geometria intrinseca de M e nao

da maneira como M estd imersa em R3.

Seja « : [a,b] = M uma curva parametrizada diferencidavel por partes, ligando

a(a) a a(b). O comprimento [(«) de « é definido como

I(a) :Z/t /(1) |dt

Proposicao 3.14. Dados dois pontos p, g € M de uma superficie reqular (conexa) M,

existe uma curva parametrizada diferencidvel por partes ligando p a q.

Demonstragao: Ver [16] O

Sejam agora p, ¢ € M dois pontos de uma superficie regular M. Denotaremos
por oy, uma curva parametrizada regular por partes ligando p a ¢, e por I(a,,) 0 seu
comprimento. A proposicao 3.14 mostra que o conjunto de todas as «,, ¢ nao-vazio.

Assim podemos definir o seguinte:

Definigao 3.15. A distancia (intrinseca) d(p,q) do ponto p € M ao ponto g € M € o

numero
d(p,q) = infl(ay4)

onde o inf € tomado sobre todas as curvas diferencidveis por partes ligando p a q.

Proposicao 3.16. Seja po € M um ponto. Entdo a funcdao f : M — R dada por

f(p) = d(po,p), p € M, € continua em M.
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Demonstracao: Temos que mostrar que para cada p € M, dado € > 0, existe § > 0 tal

que se ¢ € Bs(p) N M, onde Bs(p) é uma bola aberta de R3 centrada em p e com raio 6,
entao |f(p) — f(q)| = |d(po, p) — d(po, q)| <e.

Com efeito, seja ¢’ < ¢ tal que a aplicacdo exponencial exp, : )M — M ¢
um difeomorfismo no disco B.(0) C T,M, onde 0 ¢é a origem de T,M, e coloque
exp,(B«(0)) = V. Evidentemente, V' é um subconjunto aberto em M; logo existe

uma bola aberta B;(p) em R? tal que Bs(p) N M C V. Assim, se q € Bs(p) N M,

|d(po, p) — d(po,q)| < d(p,q) <€ <e

o que completa a demonstracao. O

O difeomorfismo da proposi¢ao 3.16 permite-nos identificar V' com uma bola (disco)
B.(0) Cc T,M. O resultado acima mostra que a fun¢do d : M x M — R induz uma
estrutura de espaco métrico em M. Por outro lado, como subconjunto de um espaco
métrico, M C R?® tem uma métrica induzida d. Um fato importante é que estas duas
métricas determinam a mesma topologia, isto é, a mesma familia de subconjuntos abertos

em M. Isto segue do fato que exp, : T, M — M ¢é um difeomorfismo local.

Proposicao 3.17. Uma superficie orientdvel em R® € a imagem inversa de um valor

reqular de alguma funcgao diferencidvel.

Demonstragao: Ver [16].

Seja M uma superficie orientavel, é possivel escolher, sobre a reta normal passando
por p € M, um intervalo aberto I, em torno de p e de comprimento, digamos, 2¢, (&,
varia com p) de tal modo que se p # ¢ € M, entdao I, NI, = (. Assim, a unido U,
p € M, constitui um conjunto aberto V de R3?, que contém M e tem a propriedade
de que por cada ponto de V passa uma unica reta normal a M; V é chamado uma

vizinhanca tubular de M.

Proposicao 3.18. Suponha a existéncia de uma vizinhanca tubular V- C R? de uma

superficie orientdvel M C R3, e escolha uma orientacdo para M. FEntdo a funcao
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g : V. — R, definida como sendo a distancia orientada de um ponto de V ao pé da
perpendicular da unica reta normal passando por esse ponto, € diferencidvel em uma

vizinhanca de M e tem zero como um valor reqular.

Demonstracao: Ver [16].

Agora seja € > 0 tal que
Q.= {reM; dlz,U_0My) < &}

é uma vizinhanga tubular de UY_,0My; e w. 1= @. U M, estd contida em M,.

Definimos
1 se x € My
ne(z) = ¢ 7 (d(z, Ms)) se z € w.\ M, (3.16)
0 se € M\ (MaU (w: \ My))

Assim, se z € w. \ My entao d(z,UF_0My;) < e e portanto d(z,0M;) < € o que

implica que d(x, Ms) < €. Logo de (3.15) obtemos

il M M
e, My) e LS e\ Mo (3.17)

Ja . \V4 2
No préximo passo vamos estimar Y22=@ TES)‘ . Antes notemos que
€

Vone(z) = VT(ﬁ;(d(x,Mg))) = ﬁé(d(I,Mﬁ)-VTd(%Mﬂ = ﬁ;(d(I,Mz)) (3.18)

pois Vrd(z, Ms) = 1 em vizinhangas tubulares.

Combinando (3.17) e (3.18), resulta que

Vene(@)? |i(dz, Ma))]? _ M L
@) i@ My)) S ¢ e \M (3.19)

No caso em que x € M, a desigualdade acima segue trivialmente para w.. Logo,

Ve (x)]”

() € L>®(w,).



CapriTUuLO 4

Resultado “forte”de Estabilidade

4.1 Resultado Generalizado

Utilizando novamente o lema (3.6), mas agora para { = (m - v)H, obtemos:
T
/ / (m - ) [H|w]? = |Vrul2JdMdt
0o JM
T T
= {/ ug(m - V)Hud/\/l] // (Vru-Ve((m-v)H))udMdt
0 JM

/ / V) H ud Mt (4.1)

Substituindo (4.1) em (3.26) segue que

T 1 T T
{/ uymrVou d./\/l} + 3 {/ U d./\/l} +/ E(t)dt
// g(uy)(mp - Vyu)dMdt + = // g(ug)u dMdt =

_ VM wy(m - y)HudM]O
_/T/ (Vou - Vo((m - ) H))u dMdt

v

// (m - v)H udMdt

J/

_/O/M(m.V)(VTu~B-VTu)det. (4.2)

Iremos estimar alguns termos da identidade (4.1).

168
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Estimativa para [; := fOTfM(VTu -Vr((m-v)H))udMdt
2

Usando a desigualdade de Cauchy-Schwarz, a desigualdade ab < a

1 + 3%, onde B

¢ um numero positivo, obtemos:

L < / /M|<vTu-vT<<m‘u>H>>Hu|det

IN

// \Vrul|[Vr((m - v)H)||uldMdt
0JMm

T
< C// \Vrul|u|dMdt
0 JM
T CQ T
5// |VTu|2d/\/ldt—|——// lu[PdMdt

< 25/ dt+— /|u| dMdt (4.3)

IN

onde C' := sup,e ¢ |Vr((m(z) - v(z))H)|

Estimativa para I := fonM a(x)g(u)(m - v)H udMdt

T
Bl < | [ [ Ja@)Elatullow)uldmar

R|H|/ [(/ la(@)||g(us) 2dM> (/ ()|l dM) ]dt
RIHlall 3 ue / [( / ra<ac>|m<ut>\2dM)é Hu(t)HLw] it
RIH ]l A / [(/ a(a)llg(w) dM)é(/ |vTu|2dM)5] i

IN

IN

IN

R2H a1
< HIGLL (A // la(z Hg<ut)ydet+e// |VrudMdt
R2|H|?||a]| 1 !
. P |““4|£|€L (A // la(z \|g<ut)ydet+25/ E(t)dt (4.4)
0

Usando as estimativas feitas no Capitulo 3 para os termos

/ / mT VTu)dJ\/l dt



CAPITULO 4. RESULTADO “FORTE”DE ESTABILIDADE 170

/ / g(ug)udMadt,
denotando

T T T
X = [/ utmTVTud/\/l} 41 [/ up d/\/l] (= — [/ ug(m - V)HUCZM]
M o 2 L/m 0 M 0

e usando (4.3) e (4.4) obtemos

’ R HaHL = (M) !
/ E)dt < |x|+[¢|+—7" / / )| g(uy)| det—l—Qa/ E(t)dt
0 0

At llallzee vy g
+ / / 2)|g(u) PAMdE + 20 / B(t)dt
16 0

+ 25/ dt+— /|u| AMadt

R2{H?|al] 1 A '
L Bl // |a(x)||g(ut)|2d/\/ldt+25/ B(t)dt
4e 0JM 0

_ /0 T/M(m ) (Vru - B - Vou)dMdt (4.5)

onde «, 3, sao constantes positivas arbitrarias.

Neste momento voltemos nossa atencao no ultimo termo a direita da desigualdade
(4.5).

De (3.27) temos
Vou-B-Vopu = ki€ + ko
Assim
(m-v)(Vru- B-Vou) = (m-v) (ki€ + kon?)

E entao assumindo que a curvatura Gaussiana K = kiky > 0 com ki,ky < 0 e

m(z) - v(z) < 0 sobre My, nés obtemos

(m - v) (k1€ + ka®) 2 0,



CAPITULO 4. RESULTADO “FORTE’DE ESTABILIDADE 171
ou seja,

_/T (m-v)(Vou - B - Vyu)dMdt <0 (4.6)
Mo

1
Em seguida, de (4.5), (4.6), tomando a = ¢ = = T temos

1
5 [ 0w < wriceo [ [ awisrov
0

4 / / |u|*dMdt — / (m-v)(Vyu- B - Vyu)dMdt
0 M 0 J My
onde C; = max [16R*||al|zoo(r)s AT [|al| poo(r), CRIH| B, A\ B2 H ?||al| oo (an) ]+

ou ainda,

1
5 [ B0 < wricees [ [ awloworima
0

02/ / |u\2d/\4dt+02// |V rul*d Mdt (4.7)
0 M 0 *

onde Cy = max[Cy, R, | B||] e M. D M,

Note que

/ / )| g(uy) PdMdt </ / 2)|g(ue) [* + a(z)|u P dMdt

Entao seguindo as mesmas idéias do Capitulo 3 para a construcao da fungao ”cut-
off”, a fim de estimar o termo fOT S, [Vrul?dMadt em relagio ao termo fOT Joaq a@)g(ue) [+

a(z)|us|*dMdt, obtemos, para T suficientemente grande,

T
TE(T) < / E(t)dt
< T)+ Cs {/ / 2)|g(ue)|? + a(z)|u P dMadt
+ 03/ /|u|2d/\/ldt+02/ / lu|*dMdt + [(| (4.8)
0 We 0 M

Analisaremos agora o termo |(|.
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r T
< | [ jwllon- vy#lidam]
LJ M 0
r T
< |mial [ tudidam]
L M 0
r 1 11T
< mﬂw(/|mﬁmwﬁ) </|mmw0 ]
L M M 0
- 1 T
< R\Hp\l2||Ut(t)\|L2(M)HVTU(t)HL?(M)]O
2 2 T
P - (n s ||vTu<t>||L2(M)>]
2 2
L 0
_1 1 T
— A / |ut|2+|vTu|2dM}
0
< RJH|A; (B E(0))
_ RuﬂM”./ /‘ mzuumﬂau+2Eaf
< RIHN\? /‘/v—gzmuﬂ2+m4MWMt+ﬂﬂTﬂ (4.9)

Concluimos de (4.8) e (4.9) que

TE(T) < /TE@Mt
< T)+C,y [/ / 2)|g(ue)|? + a(z)|uPdMdt

+ 04/ / lu|*dMadt (4.10)
0 M

M
onde Cy ¢ uma constante positiva que depende de {ao, [|al[z=my, A, B, [H|, [| B, — }
£

Finalmente, faremos uso do seguinte lema:

Lema 4.1. Sob as hipdteses do Teorema 3.1 e para todo T > Ty, existe uma constante

positiva C’(To) tal que, se (u,u;) € uma solugao de (3.2) com dado iniciais fracos, entdo

/OT/M lu|2dMdt < C(Typ)) [/OT /M (a(g;)g2(ut) + a(x)u?)dj\/ldt (4.11)

temos
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Para dados iniciais tomados em conjuntos limitados em V x L*(M).

Demonstragao: Andloga ao lema (3.10), porém é necessario mencionar que, neste caso,
o resultado de continuagao unica introduzido por Triggiani/Yao é utilizado fortemente

na demonstracgao.

A idéia deste Principio de Continuacao Unica é ilustrada a seguir:

M S

Seja M uma superficie regular orientavel e sem bordo. Suponha que u = 0 em M.,
onde M, & M. Considere S uma superficie regular e orientdvel, com bordo 95 regular

tal que S £ My. Comou=0em M, = u=0,u=0em dS=u=0em S (por T.Y) .

Logo u =0 em M |

Portanto, concluimos que

E(T) < Cs / /M (ae) ur? + () g(u) PlAMat

M
onde C5 = C5(T07 Hal|L°°(M)> ao, >\7 R? ||BH7 5_2)

Observacao 4.2. F importante mencionar que as técnicas desenvolvidas até agora po-
dem ser naturalmente estendidas para um niumero finito de observadores xi,xs, ..., Ty
em conexao com um numero finito de regioes disjuntas Uy, Us, ..., U, satisfazendo nossas

IMposigoes geométricas.



CAPITULO 4. RESULTADO “FORTE”DE ESTABILIDADE 174

Por uma questao de simplicidade, vamos considerar o simples caso onde temos 2

observadores localizados em x1 e x9 e Uy e Uy sao regioes umbilicas.

Assim € suficiente fazer o uso do multiplicador q - Vru, onde q € definido por

(z)= r—x;, sexelU,1=1,2
U= suavemente extendido em M\ (U U Us)

Conforme figura abaixo:

A N

| % |

- == U | -

y¥—VN

Ja A\
/ A
/ A\
/ \
/ \
\,

s o'

Observe que nao é necessario colocar ”"damping”’em D, onde (z — z;) - v(z) < 0
(1 = 1,2); note também que se considerarmos z; e o opostos em relagdo ao centro da
esfera, e suficientemente distantes um do outro, o ”damping” pode ser feito em uma regiao
arbitrariamente pequena em torno do meridiano. Observe que U; e Us; nao precisam ser
necessariamente umbilicas. Devemos garantir que U; e U, tenham curvaturas Gaussianas

K nao negativas e que (x —z;) - v(z) <0 (i = 1,2) em U;.

Veja, a seguir, outros exemplos das novas superficies que agora podem ser conside-

radas sem efeitos dissipativos e diferentes de umbilicas e conicas:

Em verdade, podemos considerar superficies com K > 0, com ki, ky < 0 tendo em
mente que (x — z%) - v(x) < 0 podem ser livres de efeitos dissipativos conforme figura

abaixo.
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Figura 4.1: O Toro. Podemos evitar dissipa¢ao onde m(z) - v(x) < 0 e K > 0, com
ki, ke <0.

Figura 4.2: Observe que se considerarmos A e A’ observadores opostos em relagao ao
centro do Toro e suficientemente distantes um do outro, a regiao livre de "damping”é
bem consideravel (azul). A medida que A e A’ tendem para o infinito, a regiao nao
dissipativa vai aumentando.

Note que as superficies cilindricas, que por sua vez possuem curvatura Gaussiana
nula, estao livres de “damping”onde (z — ) - v(z) > 0 (regido quadriculada, oposta ao
observador na figura abaixo). Analogamente ao que foi feito para o Toro e a esfera, po-
demos considerar dois observadores antipodas em relagao ao centro da figura (cilindrica)
abaixo. A medida que estes observadores tendem ao infinito, a regiao nao dissipativa vai

aumentando.
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Figura 4.3: Superficies cilindricas K = 0 ficam livres de efeito dissipativo onde (z — z°) -
v(xz) > 0.

Consideracoes andlogas podem ser feitas para um nimero finito de superficies co-
ladas de acordo com a figura abaixo. Note que nao é necessario colocar efeitos dis-
sipativos nas regioes de colagem D, e D se tivermos controle de K > 0 bem como

(x —x;)-v(x) <0 (i =1,2). Além disso, podemos desprezar o atrito na regiao D desde

que (x —x;) - v(x) <0,i=1,2.

4.1.1 Consideracoes Finais

Os exemplos apresentados acima mostram que, para certas superficies, quase se

alcanga o resultado “sharp”devido a Bardos, Lebeau e Rauch [SICON/99] apresentado
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na introducao desta dissertacao, mas valido apenas para a equacao linear. No entanto,
note que temos uma nao-linearidade localizada na regiao de dissipacao. Além disso,
podemos estender nossos resultados para a equacgao da onda semi-linear, tendo em mente
que precisamos de uma propriedade de continuacao unica baseada nas estimativas de

Carleman, o que segue do resultado devido a Triggiani and Yao [43].

Em resumo, a hipdtese da regiao geométrica de controle em termos de raios da otica
geométrica tem uma relagao proxima quando comparada com a existéncia de um bom
campo vetorial ¢ e, por conseguinte, de um bom multiplicador ¢ - Vu. Por uma lado, os
resultados em termos da andlise microlocal sao mais gerais do que os apresentados aqui.
Mas nossos resultados também consideram o caso nao linear e nos fornecem exemplos
explicitos de regioes que podem ficar livres de efeitos dissipativos, o que pode ser uma
tarefa dificil se usarmos a hipétese da regiao geométrica de controle sobre superficies bem
gerais. Em nossa opiniao, ha pleno espaco para estudos futuros a respeito da relacao

entre estes dois diferentes tipos de hipéteses.
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