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Resumo

Neste trabalho mostraremos os seguintes teoremas:
1) Uma hipersuperficie mergulhada, conexa, compacta com curvatura média

constante no espago Euclidiano é a esfera de curvatura constante (Aleksandrov).

2) Uma hipersuperficie mergulhada, conexa, compacta com curvatura escalar

constante no espaco Euclidiano é a esfera de curvatura constante (Ros).
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Abstract

In this work we show the following theorems:

1) A compact, connected imbedding hipersurface with constant mean curvature

in the Euclidian space is a round sphere.(Aleksandrov)

2) A compact, connected imbedding hipersurface with constant scalar curvature

in the euclidian space is a round sphere.(Ros)

Key-words: r-th mean curvature, compact hipersurfaces, Aleksandrov theorem,

Ros theorem.
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Introducao

Seja ¢ : M™ — R™! uma hipersuperficie e denote as curvaturas principais de ¢
por A, ..., A\,. O polindmio simétrico elementar de grau r de {\y, ..., A\, } é chamado
de r-ésima curvatura média de ¢ e serda denotado por H,. Por exemplo, Hy, Hs €
H,, sao proporcionais a curvatura média, curvatura escalar e a curvatura de Gauss-

Kronecker, respectivamente.

Em 1954, Hsiung [10] mostrou que se tivermos M" estritamente convexa e H,
constante para algum r = 1,...,n, entao M™ é necessariamente uma esfera. Este
resultado, juntamente com o celebrado Teorema de Hadamard para hipersuperficies
convexas, implica que toda hipersuperficie compacta com H,, constante mergulhada

no espaco euclidiano é uma esfera.

Em 1958, Aleksandrov mostrou que a esfera é a tnica hipersuperficie conexa,

compacta e mergulhada com curvatura média constante no espago euclidiano.

Em 1988, Ros provou que a esfera é a unica hipersuperficie conexa, compacta e

mergulhada com curvatura escalar constante no espaco euclidiano.

Neste trabalho, demonstraremos os resultados obtidos por Aleksandrov [1] e
Ros [15]. Ressaltamos que a técnica utilizada na demonstracdo do Teorema de

Aleksandrov é diferente daquela utilizada no trabalho original.

Nosso trabalho encontra-se dividido em quatro capitulos. No primeiro intro-
duzimos os conceitos basicos sobre tensores, variedades diferencidveis e Geometria
riemanniana. Em seguida, dedicamos o segundo capitulo a apresentacao do Teo-

rema de Hadamard para hipersuperficies convexas e o terceiro capitulo apresenta o



Teorema da divergéncia, a Primeira e Segunda Férmula de Minkowski, a Férmula

de Lichnerowicz e a Férmula de Reilly.

Por fim, no quarto capitulo faremos a demonstracao do Teorema de Aleksandrov

e do Teorema de Ros seguindo as idéias de Reilly [14] e Ros [15], [16].



Capitulo 1

Preliminares

Neste capitulo apresentaremos conceitos e resultados que tomaremos como basicos.
Com isso, estaremos fixando algumas notacoes que utilizaremos ao longo deste tra-

balho.

Na primeira secao apresentaremos uma introducao ao estudo de tensores. Em
seguida serd apresentada a teoria sobre Variedades Diferenciaveis e abordaremos
alguns preliminares de Geometria riemanniana que sao de nosso interesse. Ao final

estudaremos as Imersoes [sométricas e as suas Equagoes Fundamentais.

Ressaltamos que a teoria sobre tensores, variedades diferencidaveis e geometria
riemanniana pode ser encontrada em [3], [5], [6], [9] e [18], e assim omitiremos

demonstracgoes.

1.1 Tensores sobre um Espaco Vetorial

Ao longo desta secao consideraremos V' um R-espago vetorial de dimensao finita n

e V* seu espaco dual.

Definicao 1.1 Um tensor do tipo (m,s) sobre V' é uma forma (m + s)-linear

T:y*x...thxyx...xV—ﬁR.

Vv Vv
mfatores sfatores




Defini¢ao 1.2 Defina a soma entre tensores do tipo (m,s) por
(T + S) (W1, eeey Win, V1, - Vs) i= T (W1, ey Wiy V1 vy V) + S(W1, ooy Wi, V1 -, V)
e a multiplicacao por um numero real por
(€T W1y eey Wiy U1 ey V) = T (W1, ooy Wiy V15 ovy Vg)-

O conjunto formado pelos tensores de tipo (m,s) sobre V', munido das operagoes

acima € um R-espaco vetorial (n™*)-dimensional, o qual serd denotado por V™.

Defini¢ao 1.3 Seja T um tensor de tipo (mq,s1) € S um tensor de tipo (ma, s9). O
produto tensorial T ® S entre T e S é um tensor de tipo (my 4+ ma, s1 + so) definido
como

(TR S) (W1, ve, Wing s vy Wing s V1«5 Usyy -vs Usyts5)
= T(wla ey Wingy Uty ooy US1)'S(wm1+17 ooy Wmy+mgs Usi 415 "'7USI+52)'

O espaco de tensores sobre V. munido da soma, multiplicacao por escalar e pro-

duto tensorial @ € uma dlgebra sobre R, a qual denotaremos por QT (V).

Observagao 1.4 Observe que V0 = (V*)* e por meio do isomorfismo natural
entre Ve (V*)*, podemos identificar V e V0 da sequinte maneira: Cada v € V
estd identificado com T, : V* — R dada por T,(w) := w(v). Além disso, temos que

VOl = V* ¢ por convencio, VO = R.

Tal identificacao pode ser estendida, ou seja, dado T € V™% podemos conside-

ra-lo como uma aplicagao (k + [)-linear

T:V*x . xV'xVx..xV— ym—kis—l

kfatores Lfatores
definida por
T(W1y ey Wiy U1y ooy 07) = T (W1 ooy Why eyt ULy ey Uy 5y eyt ). (1.1)
N~~~ N~~~
(m—k)entradas (s—l)entradas
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Em particular, note que T : V* x V' — R pode ser identificado com um operador

linear sobre V.

Definicao 1.5 Seja T' € T"™°V com m,s > 1. O trago de T com relagao ao par

(i,7) € o tensor de tipo (m — 1,s — 1) definido por
(tre )T (Wi ooy Win—1, V15 ooy Vgm1) 1=

E T<w17 "'7wiflaﬂk7wi> ooy Wm—1, V1, -y Vj—1, W, Uy, -..,US,1>
k

onde (wy, ...,wy,) € uma base ordenada de V e (B, ..., B3n) sua base dual. O traco de

T em relagdo ao par (1,1) serd simplesmente denotado por trT.

Observe que tal definicao nao depende da escolha da base em V.

1.1.1 Tensores sobre um Espaco Vetorial com Produto In-
terno

Agora, vamos supor que V' é munido de um produto interno (., .).

Defini¢ao 1.6 Sejam (ey,...,e,) uma base ortonormal de V', (04, ..., 0,) sua base

dual e T € V™*. Definimos a norma ||T|| de T por

n

”TH2 = Z T(ﬂim"'7ﬁimvej17"'7€js)2'

i1 ooy g1 yefis=1

Nesta subsecao indicaremos (.,.) por g. Note que g € V%2,

Podemos identificar V' com V* por meio da correspondéncia u —— w,, onde
wu(v) = g(u,v),Yv € V.

Analogamente, para todo w € V* consideraremos a correspondéncia: w —— u,,
onde u, é o unico vetor tal que w(v) = g(u,,v),Yv € V. Isto é, também estamos

identificando o funcional linear w com o vetor u,,.

Assim, podemos definir o tensor inverso de g, por ¢7'(w, @) = g(uy, ug), Vw,w €

V*. E imediato verificar que g~ € V20,



O préximo resultado nos dd uma identificagao entre tensores de tipo (m,s) com

tensores de tipo (m — 1,s 4 1) em espagos vetoriais com produto interno.

Proposicao 1.7 Sejam (V, g) um espago vetorial real V- munido de produto interno

g, eT eVms SeS=tr(gT), entio
S(W1, Way wevy Wiy Uiy U1y weey Ug) = T (W1 wvvy Wi, V14 ey Vs ),

onde wy indica que estamos excluindo w .

Demonstragao: Consideremos uma base (wy, ..., w, ) de V' e sua base dual (3, ..., 5,).
Dado w € V*, afirmamos que ), w(wy) G = w.

De fato, dado v € V podemos escrevé-lo como v = >, \jw;, para certos \js em

R.

Assim,

e pela arbitrariedade de v, segue o resultado.

Deste modo,

S(W1,Wa, +eey Winy Uiy V1, +-ey Us)

Z G R T)(Bksway ooy Winy Wiy Upyy s U1y -y Uss)
k
- Zg(wkvvuq)'T(ﬁkana ceey Wiy U1, "-7?}8)
k
Z T (B w2y vy Win, U1, evy V)

E CUl wk ﬁk7w2a"'7wmavl7"'7vs)

k



=T(w1y ey Wi, V1, vy V),
como queriamos. W

Do mesmo modo, em espacos vetoriais com produto interno também podemos
identificar tensores de tipo (m,s) com tensores de tipo (m + 1,s — 1), como nos

mostra o seguinte resultado.

Proposicao 1.8 Sejam (V, g) um espago vetorial real V munido de produto interno

geT eV™. SeS=tr(g7'®T), entdo

S(Wey s Wy Wiy D1, V2, ey V) = T (W1, eevy Wi, U1, ey Vs ).

Demonstracao: Analoga a demonstracao da proposicao anterior.

Corolario 1.9 Sejam w, e v, como definidos anteriormente. Entao, temos que

wy, =tr(g®@v) ev, =tr(g7! @w), onde v, estd identificado com o seu bidual.

Demonstracao: Basta notar que identificando v e v, com o seu bidual, temos
tr(g @ v)(v1) = V(Wwy,) = Wy, (V) = g(v,v1) = w,(v1), para todo vy € Ve tr(g-! ®
w)(B) = w(vg) = g(vy,v3) = v,(F), para todo f € V*. B

Ressaltamos que essas identificagoes serao muito usadas durante a dissertacao.
Por exemplo, quando nos referimos ao traco de uma forma bilinear estaremos nos

referindo ao traco do operador linear identificado com a forma bilinear.

1.2 Variedades Diferenciaveis

Ao longo da dissertacao o termo diferencidvel significara de classe C*.

Definicao 1.10 Uma variedade diferencidvel de dimensao n € um conjunto M e
uma familia de aplicagoes injetoras x, : U, C R — M de abertos U, de R™ em M

tais que:



(1)
Uxa(Ua) = M.

(2) Se o € x5 sio tais que 14(Us) Nzg(Us) = W # 0, entio x ' (W) e x5 (W)

sao abertos em R" e a aplicagao x/gl oz, x, (W) — Us € diferencidvel.

(3) A familia (x4,U,) € mazimal em relagdo as condigoes (1) e (2).

Defini¢ao 1.11 Dado p € x,(U,) dizemos que (x,,U,) € uma parametriza¢ao (ou
sistema de coordenadas) de M em p, e chamamos x,(U,) de vizinhanca coordenada

em p.

Definicao 1.12 Uma estrutura diferencidvel em M é uma familia de parametrizagoes

(T, Us) que satisfazem (1) e (2).

Para toda estrutura diferencidvel em M, existe uma tnica familia maximal de

parametrizacoes que a contém, o que induz uma topologia em M.

Observamos que ao indicarmos uma variedade por M", entendemos que o indice

n indicard a dimensao de M.

A préxima definicao vem introduzir a idéia de diferenciabilidade de aplicagoes

definidas em variedades diferencidveis.

Definicao 1.13 Sejam M™ e N™ variedades diferencidveis. Dizemos que a aplicacdo
@ : M — N € diferencidvel em p € M, se para cada parametrizagao yz : Vg C R™ —
N em ¢(p) existir uma parametriza¢ao x, : Uy, — M em p com p(x4(Uy)) C ys(Vp)
tal que yﬁ_1 owouwx, € diferenciavel. Dizemos que p € diferencidvel em um aberto de

M se for diferencidvel em todos os pontos deste aberto.

Se observarmos a condi¢ao (2) da Definigao 1.10, temos que a definigdo acima

nao depende da escolha das parametrizacoes.



Com relacao as aplicagoes diferenciaveis podemos destacar as funcoes reais de
classe C*° definidas em uma variedade M. Convém ressaltar que o conjunto destas
funcoes torna-se um anel quando munido das operagoes de soma e multiplicacao

usuais de fungoes, o qual denotaremos por D(M).
Agora, convém apresentarmos um teorema de existéncia de particao da unidade.

Antes porém, necessitamos de algumas definicoes.

Definicao 1.14 Seja M uma variedade diferencidvel. Uma familia de abertos V, C
M com U, Vo = M € localmente finita se todo ponto p € M possui uma vizinhanca

U tal que U NV, # 0 apenas para um nimero finito de indices.

Definicao 1.15 Dada uma funcao f : M — R dizemos que o fecho do conjunto dos

pontos onde f ¢ diferente de zero é o suporte de f.

Definigao 1.16 Dizemos que uma familia { f.} de fun¢ées diferencidveis fo : M, —
R € uma particao da unidade se:

(I) Para todo o, fo > 0 e o suporte de f, estd contido em uma vizinhanga

coordenada V, = x,(U,) de uma estrutura diferencidvel {(xg, Ug)} de M.
(II) A familia {V,}é localmente finita.

(I11) 5", fa(p) = 1, para todo p € M (esta condicdo faz sentido, pois em cada p,

fa(p) # 0 para apenas um nimero finito de indices).

Dizemos que a particio {f,} da unidade é subordinada a cobertura {V,}.

Teorema 1.17 Uma variedade diferencidvel M possui uma particdo diferencidvel
da unidade se e somente se toda componente conexa de M ¢é Hausdorff e tem base

enumerduvel.

Admitiremos que as variedades mencionadas daqui em diante sao Hausdorff e
que sua topologia possui base enumeravel, de tal forma que M admite uma particao

da unidade.



Definicao 1.18 Dada uma variedade diferencidvel M, dizemos que uma aplicacdo

diferencidvel o : (—e,e) — M € uma curva diferencidvel em M.

Definigao 1.19 Seja v : (—e,e) — M uma curva diferencidvel em M. Suponha
que a(0) =p € M e seja D o conjunto das fungoes reais em M diferencidveis em p.
Entao, definimos o vetor tangente a curva o em t =0 como a fun¢ao o/ (0) : D — R

dada por o/ (0)f = foa li=o0, [ € D.

Definicao 1.20 Um vetor tangente em p € M € o vetor tangente em t = 0 de
alguma curva diferencidvel o : (—e,e) — M com a(0) = p. O conjunto dos vetores

tangentes a M em p serd indicado por T, M.

Dados um sistema de coordenadas (z,U) em p com x(0) = p, uma curva dife-
renciavel o : (—¢,e) — M com a(0) =pe d/(0) =v e T,Me f € D(M), podemos

escrever fox(q) = f(z1,..,Tn), ¢ = (T1, ..., x,) EU ex L oa(t) = (x1(t), ..., 2, (t)).

Logo,

a'(0)f = Who :% (x1(2), ey T (1)) ] 1m0 = Zx (&EZ ) _

- (Z:c;w) < 0>> f

e sendo assim, podemos expressar (0) € T,M no sistema de coordenadas (z,U)

por

Z i 8@

Em outras palavras, T,M é gerado pelo conjunto de vetores {81(0) i(0)},

onde %(O) é o vetor tangente a curva coordenada x; — x(0,...,0,z;,0, ..., 0).

Observamos que ¢ possivel verificar que o conjunto 7, M com as operacoes usuais
de soma e multiplicacao por escalar ¢ um R-espaco vetorial n-dimensional e deste

modo, note que {8%1(0), o %(O)} ¢ uma base de T,M. Em resumo, a escolha de

10



um sistema de coordenadas (x, U) determina uma base associada {6%1(0), o agn (0)}

em T, M.
No entanto, é importante observar que a estrutura linear definida em 7, M nao

depende do sistema de coordenadas escolhido.

O espaco vetorial T, M ¢é chamado o espaco tangente a M em p.

Defini¢ao 1.21 Seja M"™ uma variedade diferencidvel e seja TM = {(p,v) : p €
M,v € T,M}. Podemos munir o conjunto TM com uma estrutura diferencidvel
natural, obtendo assim uma variedade diferencidvel TM de dimensao 2n, a qual €

chamada de fibrado tangente de M.

A Definigao 1.13 apresentou como é estendida as variedades a nogao de diferen-
ciabilidade de uma aplicacdo. A seguir, definiremos a diferencial de uma aplicacao

em um ponto.

Definicao 1.22 Dadas M e N wvariedades diferencidaveis, seja ¢ : M — N diferen-
ciqvel. Sep € M ev € T,M definimos a diferencial de ¢ em p, dy, : T,M —

T, N, calculada em v por

dipy(v) = (p © @)'(0),
onde o : (—e,e) — M € uma curva diferencidvel com «(0) =p e o/(0) = v.

Proposicao 1.23 A aplicacao dp, : T,M — T, N ¢ linear e nao depende da es-

colha de o.

Definicao 1.24 Sejam M e N wvariedades diferenciaveis. Uma aplicagao ¢ : M —
N € um difeomorfismo se ela é um homeomorfismo diferencidvel com inversa o= *

diferencidvel.

Do classico Teorema da Fungao Inversa ainda temos que se dp, : T,M — T, N

for um isomorfismo, entao ¢ é um difeomorfismo local em p € M.

11



Definicao 1.25 Sejam M e N wvariedades diferencidveis e p : M™ — N™ uma
aplicacao diferencidvel. A aplicacao ¢ € chamada imersao se dy, € injetora para
todo p € M. Além disso, se ¢ : M — o(M) é um homeomorfismo, onde (M) tem

a topologia induzida de N, dizemos que @ é um mergulho.

Se M C N e ainclusao i : M — N é um mergulho, entao dizemos que M é uma
subvariedade de N. Se j& tivermos uma imersao ¢ : M™ — N™ temos que n < m e

a diferenca m — n é chamada a codimensao da imersao .

Proposicao 1.26 Sejam M e N wvariedades diferencidveis e p : M™ — N™ uma
imersao. Entdo, para todo ponto p € M, existe uma vizinhanca V - C M de p tal que

a restri¢ao @|y : V. — N é um mergulho.

Considere F' : U C R"™ — R™ uma aplicacao diferenciavel. Dizemos que um
ponto p € U é um ponto critico de F' se a diferencial dF), : R" — R™ nao é sobre-
jetora. A imagem F'(p) de um ponto critico é chamada um valor critico de F. Um
ponto a € R™ que nao é um valor critico é chamado um wvalor reqular de F. Note

que qualquer ponto a ¢ F(U) é um valor regular de F.

Teorema 1.27 Seja F': U C R" — R™ uma aplicagdo diferencidvel e a € F(U)
um valor reqular de F. Entdo a imagem inversa F~'(a) C R™ é uma subvariedade

de R™ de dimensaon —m = k.

Quanto a nocgao de orientabilidade de uma variedade apresentamos a seguinte

definicao:

Definigcao 1.28 Seja M uma variedade diferencidvel. Se M admite uma estrutura
diferencidvel (x4, U,) tal que para todo par o, B com x,(Uy) Nzg(Us) # O a diferen-
cial da mudanga de coordenadas x50 x," tem determinante positivo, entao dizemos

que M € orientdvel. Caso contrdrio, dizemos que M € nao-orientdvel.

12



Definicao 1.29 Um campo de vetores X em uma variedade diferenciavel M é uma

correspondéncia que a cada ponto p € M associa um vetor X (p) € T,M.

Definicao 1.30 Um campo de vetores X em uma variedade diferencidvel M ¢é dito

diferencidvel se e somente se X (f) € diferencidvel para toda f diferencidvel em M.

Utilizaremos a notacao X (M) para representar o conjunto dos campos de vetores

diferencidveis em M.

Convém observar que dado p € M e uma vizinhanca coordenada (x,U) de p é

possivel escrever

X() = Y ar)g

K3
onde a; : U — R.
Nesse sentido, por vezes é conveniente pensarmos em um campo de vetores X
como uma aplicacao X : D — F, onde F representa o conjuntos das fungoes em M,

definida do seguinte modo:

(XF)(p) = Zaxp)g—i(m,w eD.

2

Com isso, verifica-se que X (f) é diferenciavel se e somente se, as fungoes a}s o

forem.

Dados dois campos de vetores diferenciaveis X e Y, podemos destacar um exem-
plo importante de campo de vetores diferenciavel, o qual é chamado de Colchete de

Lie de X e Y, o qual denotamos por [X,Y], e é dado por
[(X,Y](f) = XY (f) = Y(X(f)) VfeDM)

ou simplesmente,

[X,Y]= XY - VX,

Além disso, tal campo possui as propriedades abaixo:

13



(I) [X,Y] = —[Y, X] (anticomutatividade);

(I1) [aX +bY, Z] = a[X, Z] + b[Y, Z] (linearidade);

(II) [[X,Y], Z] + [[Y, Z], X] + [[Z, X], Y] = 0 (identidade de Jacobi);
(IV) [fX,gY] = fgIX, Y]+ fX(9)Y — gY(/)X,

onde Z € X(M), f,g € D(M) e a,b € R.

1.2.1 Campos de Tensores em uma Variedade Diferenciavel

Na secao 1.1 estudamos tensores sobre um R-espaco vetorial V' arbitrario. Na secao
anterior, observamos que dada uma variedade diferenciavel M e um ponto p € M,
o espaco tangente a M em p é um R-espaco vetorial. Neste caso, vamos denotar o

conjunto dos tensores de tipo (m, s) sobre T, M por T;7*M.

Definicao 1.31 Um campo de tensores T de tipo (m,s) em uma variedade dife-
renciavel M é uma correspondéncia que a cada ponto p € M associa um tensor

T(p) € T)»*M. Um campo de formas lineares é chamado de 1-forma.
Vamos denotar por T™°M o conjunto dos campos de tensores definidos em M.

Definicao 1.32 Dizemos que uma 1-forma w em M é diferencidvel se e somente

se w(X) € diferencidvel, para todo campo de vetores diferencidvel X em M.

Definigao 1.33 Um campo de tensores T de tipo (m,s) em M é dito diferencidvel
se e somente se T' (w1, ..., W, X1, ..., Xs) € diferencidvel para toda m-upla de 1-formas
Wi,y ey W em M e toda s-upla X, ..., Xs de campos de vetores diferencidveis em M,

coml1<i<mel <y <s.

Assim, encerramos esta se¢ao ja familiarizados com as definigdes bésicas de va-
riedades diferencidveis, o que nos permite formalizar importantes conceitos de Ge-
ometria riemanniana necessarios ao nosso trabalho. E o que estudaremos na proxima

Secao.
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1.3 Preliminares de Geometria Riemanniana

Nesta secao estudaremos variedades diferencidveis como objetos munidos de uma
estrutura métrica. Fundamentalmente, tal estrutura é constituida ao introduzirmos
um produto interno em cada espaco tangente a variedade, como vemos na seguinte

definicao.

Definigao 1.34 Uma métrica riemanniana em uma variedade diferencidvel M €
um campo de tensores de tipo (0,2) diferencidvel em M que a cada ponto p € M

associa um produto interno (, ), em T,M.

Observamos que deixaremos de escrever o indice p em (, ), sempre que nao houver

possibilidade de confusao.

Definicao 1.35 Uma variedade diferencidvel munida de uma métrica riemanniana

é chamada de variedade riemanniana.

Em virtude da existéncia de uma particao da unidade em M temos a seguinte

proposicao:

Proposicao 1.36 Toda variedade diferencidvel M possui uma métrica riemanni-

ana.

A defini¢do abaixo nos da o conceito de equivaléncia entre duas variedades rie-

mannianas.

Definicao 1.37 Sejam M e N wvariedades Riemannianas. Um difeomorfismo ¢ :

M — N € chamado uma isometria se para todo p € M e todo par w,v € T,M temos

(u, 0)p = (dpp(u), dpp(v)) 1p)
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Na Secao 1.2 apresentamos a definicao de campos de vetores diferencidveis em
uma variedade diferencidavel M. Entao é natural perguntar-nos como se da a derivagao

de tais campos de vetores.

Com o propésito de bem definirmos tal derivacao, passamos as seguintes definigoes.

Definicao 1.38 Uma conezxao afim V em uma variedade diferencidvel M é uma
aplicagao V : X(M) x X(M) — X(M), a qual indicaremos por (X,Y) — VxY
satisfazendo as sequintes propriedades:

(1) VixigvZ = fVxZ +gVyZ,

(II)Vx(Y +2Z)=VxY +VxZ,

(1) Vx(fY) = fVxY + X(f)Y,

onde X,Y,Z € X(M) e f,g € D(M).

Definicao 1.39 Um campo de vetores V' ao longo de uma curva ¢ : I — M €

correspondéncia que a cada t € I associa um vetor V(t) € Ty M.

Definicao 1.40 Dizemos que um campo de vetores V ao longo de uma curva é

diferencidvel se para toda fun¢ao diferencidvel f em M, a funcio t — V(t)f ¢é

diferencidvel em 1.

O préoximo resultado mostra que a escolha de uma conexao afim V em M origina

uma derivada de campos de vetores ao longo de curvas bem definida.

Proposicao 1.41 Seja M uma variedade diferencidvel com uma conexao afim V.
Entdo existe uma unica correspondéncia que associa a um campo de vetores V dife-
DV

rencidvel ao longo da curva diferencidvel ¢ : I — M um outro campo de vetores -

ao longo de ¢, denominado derivada covariante de V' ao longo de c, tal que:
(a) Z(V+W) =L+ 2 onde W é um campo de vetores ao longo de c.
(b) %(f\/) = %V + f%, onde f € uma funcao diferencidvel em I.
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(c) Se V € induzido por um campo de vetores Y € X (M), isto é, V(t) =Y (c(t)),

entao % =VaY.
dt

Definicao 1.42 Seja M uma variedade diferencidvel com uma conexdo afim V.
Um campo de vetores V' ao longo de uma curva ¢ : I — M ¢é chamado paralelo

quando % =0, para todo t € I.

Proposicao 1.43 Seja M uma variedade diferencidvel com uma conexao afim V.
Seja ¢ : I — M uma curva diferencidvel em M e Vi um vetor tangente a M em
c(to),to € I (ie. Vy € TC(tO)M). Entao existe um unico campo de vetores paralelo
V' ao longo de c, tal que V (tg) = Vi, onde V(t) € chamado o transporte paralelo de

V(to) ao longo de c.

E de nosso interesse observar que a nocao de derivada covariante de campos de

vetores se estende aos campos de tensores.

Porém, antes de estudarmos tal situagao é conveniente o seguinte questiona-

mento: dados X,Y € X(M) e uma 1-forma w em M, como calcular (Vxw)(Y)?

Para esclarecermos tal questao basta observarmos que w(Y) € D(M), e pela
regra de Leibniz devemos ter Vx(w(Y)) = w(VxY) + (Vxw)(Y). Logo, é natural
definirmos (Vxw)(Y) := Vx(w(Y)) —w(VxY) e assim o faremos.

Analogamente podemos definir a aplicacao
Vy : T"*M — T™*M

por

VYT(CL)l, vy Wims Xla ey Xs) = Y(T(wl, vy Wimyy X17 ey Xs))

T(Vywl, ...,wm,Xl, ...,XS) — . T(wl, ...,wm,Xl, ceey VYXS). (12)

Chamamos VyT de derivada covariante de T em relacao a Y.
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Defini¢ao 1.44 Dado um campo de tensores T' de tipo (m,s) em M, definimos a
diferencial covariante de T' como um campo de tensores VT de tipo (m,s+ 1) em

M dado por

VT(wl, ...,wm,Y,Xl, ...,XS) = VyT(wl, ...7wm,X1, ...,XS).

Devido ao nosso interesse por determinados campos de tensores, antes de prosse-
guirmos nosso estudo sobre variedades riemannianas, vamos apresentar alguns exem-

plos.

Exemplo 1.45 Considere g a métrica riemanniana em M. Veja que g é um campo
de tensores de tipo (0,2) em M, e portanto Vg € de tipo (0,3).

Assim, VXY, Z € X (M) obtemos Vg(Z,Y,X) = Z(9(X,Y)) — g(VzX,Y) —
g(X,VzY)=Z(X)Y) = (VzX)Y) — (X,VzY).

Exemplo 1.46 Considere f € D(M). Sabemos que f é um campo de tensores de
tipo (0,0), e dado X € X (M), temos que V f(X) = X(f).

Observacao 1.47 Veja que Vf(X) = (Vf, X), onde Vf é o gradiente de uma
funcao real f wvisto como campo de vetores. Sendo assim, o gradiente de f wvisto
como campo de vetores pode ser identificado com a diferencial covariante da funcao
f (ver corolario 1.9). Observe que a diferencial covariante de f coincide com a

diferencial df de f e que a mesma nao depende da métrica riemanniana.

Proposicao 1.48 Sejam T,T,,T, € T"™°*M, c € R e X € T,M ondep € M.

Entao, se V € a diferencial covariante de tensores, temos que:
(CL) VX(CTl + Tg) =cVxTi + VxTs.
(b) (Vx(trapnT)) = (tra,)(VxT)).

(c) Vx(T1 @ Ty) = (VxT1) @ T + T @ (VxT3).
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Demonstracao: Os itens (a) e (c¢) seguem imediatamente das Definigdes 1.2, 1.3 e

da igualdade (1.2).

Para obter (b) calcule (Vx (tr; ;1)) (w1, ., Win—1, V1, -y Vs—1) € (tr.5) (VxT)) (w1,
ey Wm—1, U1, ..., Us_1) €xplicitamente, onde wy, ..., w,,_1 sdo 1-formas diferencidveis e

V1, ..., Vs—1 sao campos de vetores diferenciaveis.

Definiremos agora um caso importante de conexao afim, o qual é denominado

conexao de Levi-Civita.

Definicao 1.49 Uma conexao V em uma variedade riemanniana M € dita com-

pativel com a métrica se e somente se
XY, Z)=(VxY,Z)+ (Y, VxZ),

VX,Y,Z € X(M).

Observacao 1.50 Pelo Exzemplo 1.45, note que Vg = 0 se e somente se V € com-

pativel com a métrica.

Proposicao 1.51 Seja M uma variedade riemanniana. Uma conexao NV em M é
compativel com a métrica se e so se para todo par V e W de campos de vetores ao

longo da curva diferencidvel ¢ : I — M tem-se

d DV DW
E<V,W> = <W7W>+<V’_dt >,t€ I.

E justificada por este tltimo resultado, apresentamos a seguinte proposicao.

Proposicao 1.52 Seja M uma variedade diferencidvel com uma conexao afim V e
uma métrica riemanniana (., .). Se a conexdo € compativel com a métrica (., .), entdo
para toda curva diferencidvel ¢ e quaisquer pares de campos de vetores paralelos P

e P' ao longo de ¢, temos que (P, P") = constante.
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Definicao 1.53 Uma conexao afim ¥V em uma variedade diferencidvel M € dita
simétrica quando

VxY = VyX = [X,Y]
para todo X,Y € X(M).
E valido ressaltar que em um sistema de coordenas (U, x), o fato da conexao V
ser simétrica implica que para todo i, =1,...,n,
Vx,X; —Vx, X = [X;, X5] =0,
onde X; denota 8%2_.

Teorema 1.54 (Levi-Civita) Dada uma variedade riemanniana M, existe uma inica

conexao afim NV em M satisfazendo as condicies:
(a) V € simétrica.
(b) V é compativel com a métrica riemanniana.

A conexao dada pelo teorema acima é denominada conexdo de Levi-Civita (ou

riemanniana) de M. Daqui em diante, V sempre indicard a conexao de Levi-Civita.

Definiremos alguns campos de tensores que serao muito importantes no decorrer

do trabalho.

Definigao 1.55 Seja f € D(M). O campo de tensores de tipo (0,2) V(V f) = V2 f

em M dado por
VIVAOIX,Y)=X(Vf(Y)) = Vf(VxY), VXY € X(M)

¢ chamado de Hessiano de f.

Veja que V2f é simétrico, pois

VIIXY) = V(Y. X) = X(VF(Y)) = VF(VxY) = Y(Vf(X)) + Vf(VyX) =
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= X(Y(f) =Y (X() + VI, X]) =
= [X,Y](f) + [Y, X](f) = 0,
ou seja, VAf(X,Y) = V2f(Y, X).

A seguinte proposi¢ao nos dd uma maneira alternativa de calcular o Hessiano, e

sua demonstracao é conseqiiéncia direta das defini¢oes e identificagoes usadas.

Proposigcao 1.56 Seja M uwma variedade riemanniana e V a sua conexao de Levi-
Clivita. Entao
V2 f(X,Y) = (VxV[,Y) (1.3)

onde V f do lado direito da equagao é o campo vetorial identificado com a 1-forma

V.

Definigao 1.57 Seja T um campo de tensores de tipo (0,m) definido em uma var-
iedade riemanniana M n-dimensional. Definimos o operador divergente de T divT
como um campo de tensores de tipo (0,m — 1) dado por
divT (vay ..., V) = Z(mGT)(wk, Vg, eeey U ),
k

onde {wy}, k=1, ...,n, € uma base ortonormal de V.

Definicao 1.58 Dada uma variedade riemanniana M™, consideremos X € X (M),
p € M e{Yi}, uma base ortonormal de T,M. Entdo definimos o divergente de X

divX em p como
n

divX(p) = > (Vy, X, V2).

k=1

Pelo que ja observamos na subsecao 1.1.1, é possivel associarmos a cada campo

de vetores X € M um funcional linear wy, e veja que

divwyx = Z(vaWX)(Yk) = Zva (wx(Yr)) —wx(Vy, Yi) =

k
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= Zva<X7 Yk> - <X7 vaYk> = ZYk<X7 Yk> - <X7 va}/k> =

=D (Vn X Ya),
k

o qual coincide com o divergente usual de campos de vetores em M.

Definicao 1.59 Dada f € D(M) definimos o laplaciano de f em p € M como
Af=> Vf(Y;,Ys) = div(V]),
k

onde {Y}} € uma base ortonormal de T,M .

Daremos agora a definicao de geodésica e alguns conceitos que sao dependentes
dessa definicao.

Dada uma curva diferencidvel ¢ : I — M fica naturalmente determinado um

campo de vetores tangentes a M ao longo de ¢ dado por %. No entanto, existem
curvas com particularidades interessantes com respeito a este campo de vetores.
Tomando como ponto de partida a nocao de derivada covariante, bem como, a
de transporte paralelo, podemos introduzir o conceito de curva geodésica em uma

variedade riemanniana.

Definicao 1.60 Uma curva diferencidvel v : I — M € uma geodésica em ty € I se

% (Z—Z) = 0 no ponto ty. Se v € geodésica ¥t € I, dizemos simplesmente que v é

uma geodésica.

Definigao 1.61 Se [a,b] C I ey : I — M €é uma geodésica, entao 7|p € um

segmento de geodésica que liga v(a) a y(b).

Definigao 1.62 Um segmento de geodésica 7y : [a,b] — M € chamado minimizante
se l(y) < l(c), onde l(.) denota o comprimento de uma curva e ¢ € qualquer curva

diferenciavel por partes ligando v(a) a y(b).
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Definicao 1.63 Um conjunto S C M ¢€ dito fortemente convexo se para quaisquer
dois pontos pi,py do fecho de S existe uma unica geodésica minimizante v ligando

p1 a p2 cujo interior estd contido em S.

E possivel mostrar que todo ponto p € M possui uma vizinhanca fortemente

convexa.
Definimos agora o referencial geodésico, que sera util posteriormente.

Seja p € M e U uma vizinhanca fortemente convexa de p. Fixe uma base
ortonormal {wy, ..., w,} de T,M. Entao existem n campos de vetores diferencidveis
Ey, ..., E, em U tais que:

a) Ei(p) =w; Vi=1,..,n.

b){E1(q), ..., En(q)} ¢ uma base ortonormal de T,M, Vq € U.

c) Vg, Ej(p)=0Vi,j=1,..,n

Esses campos sao obtidos explicitamente. Dado ¢ € U, considere v,, uma
geodésica minimizante ligando p a ¢q. Seja E;(q) o transporte paralelo de w; ao
longo de 7,,. Pode-se mostrar que os campos E; assim construidos satisfazem as
condigoes a), b) e ¢). Uma n-upla de campos de vetores assim construidos é chamado

de referencial geodésico em p.

A préxima definigao introduz a curvatura (ou tensor de curvatura), que é um

objeto central em geometria riemanniana.

Definicao 1.64 A curvatura R de uma variedade riemanniana M € uma corres-
pondéncia que associa a cada par X, Y € X (M) uma aplicagao R(X,Y) : X(M) —
X (M) dada por

R(X,Y)Z =VxVyZ -Vy+VxZ7 — V[X7y]Z, 7 € X(M),

onde V € a conexao riemanniana de M.
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Proposicao 1.65 A curvatura R de uma variedade riemanniana goza das sequintes

propriedades:

(I) R € bilinear em X (M) x X(M), isto €,
R(le + gX27 Y'I) = fR(Xla }/1) + 9R<X27 }/1)7

R(Xlaf}/l +g}/2) = fR<X1a}/l) +9R(X17X2)7
f7g S D(M)7 X17X27}/17}/2 € X<M)

(II) Para todo par X,Y € X(M), a curvatura R(X,Y) : X(M) — X(M)é
linear, isto €,

RIX,Y)(Z+W)=R(X,Y)Z+ R(X, Y)W,
R(X,Y)fZ = fR(X,Y)Z,
feDM), Z,W € X(M).

(III) (Primeira Identidade de Bianchi).

R(X,Y)Z+R(Y,2)X + R(Z,X)Y =0.

A Proposicao 1.65 permite-nos uma observagao interessante, pois dela resulta
que a curvatura R : T,M x T,M x T,M — T,M de acordo com (1.1), pode ser
identificada a um campo de tensores de tipo (1,3) em M, o qual por abuso de

notagao também denotaremos por R.

Por outro lado, a Proposicao 1.7 nos diz que podemos identificar R com o campo

de tensores de R = tr(g® R) de tipo (0,4) fazendo R(W, X,Y, Z) = (R(X,Y)Z,W).

A préxima proposicao estabelece algumas propriedades da curvatura:

Proposicdo 1.66 (a) (R(X,Y)Z,W) + (R(Y, Z)X,W) + (R(Z, X)Y,W) = 0
(b) (R(X,Y)Z,W) = —(R(Y,X)Z,W)
(c) (R(X.Y)Z,W) = —(R(X, Y)W, Z)
(d) (R(X,Y)Z,W) = (R(Z,W)X,Y)
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A partir da curvatura apresentamos a definicao seguinte, onde indicaremos por

| X AY | aexpressdo /|| X[]2]|Y]|2 — (X,Y)?2 que representa a drea do paralelogramo

determinado pelos vetores X e Y.

Definicao 1.67 Dada uma variedade riemanniana M, p € M eo C T,M um subes-
pago bi-dimensional de T,M , definimos para os vetores X (p),Y (p) € o linearmente
independentes a curvatura seccional de o em p como

(R(X,Y)Y, X)
X AY]?

K(X(p),Y(p)) =

E importante observar que a curvatura seccional ¢é relativa ao subespaco o C T, M
escolhido. Entao, ao invés de escrevermos K (X,Y) podemos escrever K (o). Isto

é possivel pois pode-se demonstrar que K (X,Y) nao depende da escolha da base

{X,Y} emo.

Lema 1.68 Seja M uma variedade riemanniana e p € M. Defina uma aplicacdo

trilinear R’ : T,M x T,M x T,M — T,M por
(RI(X,)Y,W),Z) =Y, WX, Z) — (X, W)WY, Z),

para todo X, Y, W,Z € T,M. Entao M tem curvatura seccional constante igual a

Ky se e s6 se R = KyR', onde R € a curvatura de M.

Ja identificamos a curvatura R ao tensor R de tipo (1,3) em M e note que

n

(trR)(X,Y) =Y (R(wy, X)Y, wy)

k=1
onde {wy, ..., w,} é uma base ortonormal de T),M.
A partir do tensor curvatura podemos definir outros tensores que tém papel

fundamental em nosso trabalho. Sendo assim, concluiremos esta se¢ao apresentando

tais definigoes.
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Definicao 1.69 Dada uma variedade riemanniana M e p € M, consideremos uma
base ortonormal {wy, ...,w,} de T,M. Entdo, para quaisquer X,Y € T,M definimos

o tensor de Ricci, denotado por Ric, como o tensor de tipo (0,2) dado por

Ric(X,Y) = (trR)(X,Y) = > (R(wg, X,Y), wy).

k=1
Além disso, se || X|| = 1, entdo Ric(X,X) € chamado de curvatura de Ricci na

direcao X.

E valido observar que esta definicao nao depende da escolha da base ortonormal

em T, M.

Pela Proposicao 1.8 podemos identificar Ric a um tensor Ric de tipo (1,1) em M,
e sendo assim, dada uma base ortonormal (wy, ..., w,) em T, M e sua dual (54, ..., 5,),

temos que

trRic = Z Ei\c(ﬁk, wg) = Z Ric(wy, wy,).
k=1

k=1

Com isso, apresentamos a seguinte definigao.

Definicao 1.70 Dada uma variedade riemanniana M e p € M, consideremos uma
base ortonormal (wy, ...,w,) de T,M. Entdo, definimos a curvatura escalar S em p

como sendo o tensor de tipo (0,0) dado por

n

S(p) = trRic = Z (R(w;, wg)wg, wj).

J,k=1

Novamente observamos que tal definigao nao depende da escolha da base ortonor-

mal em T,M.

1.4 Imersoes Isométricas e as Equacoes Funda-
mentais

Definicao 1.71 Sejam M" eHnJrk(k > 1) variedades Riemannianas. Uma imersao

p: M" — M ¢ dita isométrica se (dpp(v), dpp(w)) 737 = (v, W), Yo, w € T,M.
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. -~ . S, ——n+k ~
Dada uma imersao isométrica ¢ : M™ — M ', podemos estabelecer relacoes
entre objetos definidos em ambas as variedades. Estas relacoes sao expressas por

meio das Fquacoes Fundamentais das Imersoes Isométricas.

Lembremo-nos que a Proposicao 1.26 nos diz que se ¢ : M" — M 6 uma
imersao, entao ¢ é localmente um mergulho. Nestas condi¢oes, podemos identificar
um aberto U de M com ¢(U), e dizer que ¢ é localmente a aplicagao de inclusao.
Mais ainda, podemos considerar U como uma subvariedade de M. Em particular,

estamos identificando p € U com ¢(p) € p(U).

Conseqiientemente, para cada p € M, o espaco tangente T, M ¢é considerado um

subespaco vetorial de T,M de dimensdo n (ja considerando a identificacio acima).
Assim, se considerarmos o espaco k-dimensional T,M* = { v € T,M : (u,v) =

0,Vu € T,M}, podemos escrever

T,M = T,M & T,M*.

O espago T, M+ ¢é chamado de espago normal & M em p.

Temos deste modo, o fibrado normal

TM* = {:&)lp e M, §, € TPML} = U TPML'

peEM

Um campo de vetores normal £ é uma correspondéncia que a cada p € M associa
um vetor em T,M*. Dizemos que £ € TM* ¢ diferencidvel se ele for localmente a
restricao & TM~+de algum campo de vetores diferencidvel em M. Indicaremos por

X(M)* os campos de vetores diferencidveis normais a M.

Tomemos agora, campos locais de vetores X e Y tangentes a M. Como ¢|y é
um mergulho, existem extensoes locais X e Y de X e Y, respectivamente, numa

vizinhanca de U em M.

Assim, se V é a conexao de Levi-Civita de M, faz sentido calcularmos VY, ou

até mesmo VY.
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Pode-se mostrar que VxY ndo depende da extensio Y de Y que tomamos, e
portanto, por simplicidade de notacdo, denotaremos VyY por VxY, lembrando

que isso significa tomar uma extensao de Y para calcular a derivada covariante.

Temos entao:

VxY = (VxY)" +(VxY)™. (1.4)

No entanto, é possivel verificar que (V_.)" é a prépria conexao de Levi-Civita de

M (que denotaremos por V), isto é, (VxY)T = VY.

Definicao 1.72 Definimos a sequnda forma fundamental da imersao @, como sendo

a aplicacao bilinear o : X (M) x X(M) — X(M)* dada por a(X,Y) = (VyY)L.
plicag (M) x X (M) (M) P :

Deste modo, VX,Y € X (M), obtemos de (1.4) a formula de Gauss

VxY =VxY +a(X,Y). (1.5)

Proposigao 1.73 Se X,Y € X(U), a aplicagdo o : X(U) x X(U) — X(U)* dada
por

a(X,Y)=VgY - VyxY

¢ simétrica e bilinear em relagdo a D(M).

Além disso, se X € X(M) e £ € X(M)*, podemos escrever

Vxé = (Vx&)T +(Vx)™, (1.6)
e com relacao a componente normal, definimos
V)L(f = (vxf)L-

Veja que para quaisquer VXY € X (M), f,g € D(M) e £ € X(M)*, temos
que V+ : X(M) x X(M)* — X(M)* ¢é por definigio: Viy, & = Vixigr€ —
(VixsgrE) T
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Com isso, podemos concluir que V+ é D(M)-linear em X e R-linear em &, pois

V e V  sao conexoes afins.
Além disso, Vf € D(M) temos Vx f(£) = fV%E+ X (f)E.
Assim, V+ é uma conexao afim em 7'M+ chamada conexdo normal.

Sen e X(M)*, entdo X(£,n) = (VxE 1) + (£, Vxn), ou seja, VL é compativel

com a métrica.

Quanto a componente tangencial, definimos

AeX = —(Vx€)T, (1.7)
onde A¢ : X(M) — X(M).

Proposicao 1.74 Para todo p € M, temos que Ag, : T,M — T,M ¢é um operador

linear auto-adjunto.
Demonstragao: Basta verificar que dados X,Y € X(M) e £ € X(M)*, temos da
Proposicao 1.51 e das expressoes (1.6) e (1.5) que
(Ae(X), V) = (=(Vx§) " Y) = (-Vx&Y) = (£, VxY) =

= VxY +a(X,Y)) = (£, a(X,Y)) = (£ aY, X)) = .. = {(A(Y), X), R

Note que em particular, (4:X,Y) = (a(X,Y),§).

Veja que de (1.6) e (1.7) obtemos

Vxé=—AcX + VyE, (1.8)

e chamamos tal expressao de F'drmula de Weingarten e o operador As é chamado
de operador forma (shape operator), ou ainda, por abuso de linguagem, de segunda

forma fundamental.

A curvatura R em M é dada por
R(X,Y)Z =VxVyZ —VyVxZ —VxyZ,VZ € X(M), (1.9)
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e em virtude dos objetos definidos até aqui observemos que ao considerarmos R e
R as curvaturas de M e M, respectivamente, e dados quaisquer X,Y,Z € X (M),

segue que:
VxVyZ =Vx(VyZ+a(Y,Z2) =VxVyZ +Vxa(Y,Z) =
=VxVyZ + a(X,VyZ) — Auyy X + Vxa(Y, Z).
Analogamente,

VyVxZ =VyVxZ +a(Y,VxZ) — Auxy)Y + Vya(X, Z).

Finalmente, também pela Formula de Gauss temos
Vixy1Z = VixyZ +a([X,Y], Z),
e tomando a parte tangencial em (1.9) resulta:
(R(X,Y)Z2)T =VxVyZ — Auyy)X — VyVxZ + Aax.2)Y — VixyZ
= (R(X,Y)Z)" = R(X,Y)Z + Aax2)Y — Aav. )X

Assim, VW € X(M) temos: (R(X,Y)Z, W) =(R(X,Y)Z,W)+{a(Y, W), (X, Z))—
(a(X, W), a(Y, Z)), obtendo assim a chamada Equa¢ao de Gauss:

(RIX,Y)Z, W) = (R(X,Y)Z, W) + (a(X, W), Y, Z)) — (X, Z), (Y, W)).
(1.10)

Observe que ao considerarmos X,Y € T,M ortonormais e o subespaco o de
T,M gerado por eles e se K(X,Y) = (R(X,Y)Y,X) e K(X,Y) = (R(X,Y)Y, X)
denotam as curvaturas seccionais em M e M de o, respectivamente, temos de (1.10)
que

K(X,Y)=K(X,Y)+ (a(X, X),a(Y,Y)) — |[[a(X, V)]
Defina
(Vxa)(Y,2) =Vxa(Y,Z) — a(VxY,Z) —alY,Vx2),VX,Y,Z € T,M.

30



Com isso, ao considerarmos a componente normal em (1.9) obtemos a Equacdo
de Codazzi:
(R(X,Y)Z)" = (Vxa)(Y. Z) — (Vya)(X, Z).

Finalmente, consideramos o tensor curvatura em TM=, ou seja, RH(X,Y)¢ =
Vi V$é —VEVHE — V[lXﬁy]zf para todo X,Y € TM e £ € TM*. Das equagoes (1.8)

e (1.5) segue que a componente normal de R(X,Y )¢ satistaz a Equacdo de Ricci:

(RIX,Y)E)F = RHX,Y)E+ a(AcX,Y) — a(X, AY).

Ressaltamos que se fizermos o produto escalar por n € T,M™*, na expressao

acima, a Equacao de Ricci pode ser escrita como
(R(X,Y)&m) = (RH(X,Y)E,m) — ([Ae, A X, Y),
onde [Ag, An] = AﬁAn — AUAE'

Analogamente, fazendo alguns cédlculos, a Equacao de Codazzi pode ser escrita

CcOo1mo

(R(X,Y)§)" = (VyA)(X,§) = (VxA)(Y. ),
onde (VyA)(X, g) = VYAEX — AgVYX - AV#,EX'

Agora que formalizamos tais equagoes, vamos reescrevé-las para o caso de uma
. ~ ——n+k ——n+k . .
imersao ¢ : M™ — M_. ~, onde M, ~ denota uma variedade de curvatura seccional

constante igual a c.

Sabemos pelo Lema 1.68 que R = cR’, e deste modo, as equaces de Gauss,

Codazzi e Ricci podem ser escritas como:

Equacao de Gauss

(RIX,Y)Z, W) = c(R(X,Y, Z),W) + (a(X, W), a(Y, Z)) — (a(X, Z), a(Y, W)),
(1.11)

Equacao de Codazzi
(Vxa)(Y,Z) = (Vya)(X, Z),
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ou equivalentemente,

(VxA)(Y,§) = (VyA)(X, ), (1.12)
Equacao de Ricci
RH(X,Y)E = a(X, AY) — a(AX,Y),

ou equivalentemente,

(RHX,Y)En) = ([Ae, A4 X,Y). (1.13)

Decorre da tltima equacdo que R+ = 0 se e somente se [A¢, Ay] = 0 para todo
&, n, isto €, se e somente se para todo p € M existe uma base de T, M que diagonaliza

simultaneamente todos os operadores Ae.

. —n+k , . ~ . S . ~
Em particular, se ¢ : M™ — M ¢ uma imersao isométrica onde a codimensao
k de o é igual a 1, entao ¢ é denominada uma hipersuperficie. E imediato que dado

p € M, temos dimg((T,M)*) = 1, e neste caso, [A¢, A,] = 0.

Por outro lado, vimos que Vx& = V& — A X = VE& + VxET, e além disso,
0= X(¢&) =2(Vx&, €). Logo, Vx& =0 e pela definicio de R+ (X, Y)E, segue que
a equagao de Ricci é naturalmente satisfeita, pois teremos em (1.13) uma equagao
do tipo 0 = 0. Isto é, no caso das hipersuperficies, temos de fato somente duas

equacgoes fundamentais.

1
"lreMece T,M* sabemos

Dada uma imersao isométrica ¢ : M™ — M
que o operador A, é auto-adjunto, e portanto, existe uma base ortonormal de T, M

constituida de autovetores e (), ..., e, () associados aos autovalores i (), ..., A\, ().
Neste sentido, denominamos \;(x), ..., A\, (x) de curvaturas principais de ¢ em z,
e analogamente dizemos que e1(z), ..., e,(z) sdo dire¢oes principais.

Definicao 1.75 Uma imersao isométrica ¢ : M"™ — M ¢ dita umbilica em

z9 € M quando A¢ = NI para todo & € T,yM~*, onde \¢ € R e I ¢ a aplicacao
identidade em T, M.
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Além disso, dizemos que @ € uma imersao umbilica quando é umbilica em todo

reM.

Definicao 1.76 Seja A¢ a sequnda forma fundamental relativa a imersao ¢ : M™ —
n+1

M

ex € M. Entdo, para todo r € N, 1 < r < n definimos a r-ésima curvatura

média H, de p em x por

Ho(z)= Y Xi()Ny(2). A (2),

11F£i2F . Fir

onde os indices 11 # iy # ... # i, sao distintos dois a dois.
Algumas r-ésimas curvaturas médias recebem nomes especiais.

Definicao 1.77 Dada uma imersao ¢ : M™ — M com a sequnda forma funda-

mental A, definimos a curvatura média H de ¢ em x por
1) = 23 0w = Lrag = L)
) = — i\xr) = —I(1ir = — xX).

n < n ¢ n!

Quando r = n, chamaremos H,(x) = A\, (x)\i,(x).. N\, (x) = det(A¢) de curvatura

de Gauss-Kronecker de ¢ em z.

Daqui em diante estudaremos um caso particular de imersao isométrica ¢ :

——n+1 Tt
M™ — M ", asaber, quando M = = R"*L,

Vamos denotar a esfera unitdria n-dimensional em R™*! por S"(1) e supor M"

orientavel.
Entao, fixada uma orientacdo em M, podemos escolher em TM+ um campo de
vetores normal unitério (global) £ e definir a seguinte aplicagao:
N:M"— S"(1)
por
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Note que tal aplicac@o esta globalmente definida (pois tomamos M orientada), e
a mesma é chamada Aplicacio Normal de Gauss. Além disso, &, € S™(1) representa
a translacao do vetor &, € T, M+ para a origem de R"*!. Mais ainda, para todo
x € M, os espagos vetoriais T, M e T, S™(1) sao paralelos em R"*!, donde segue
que existe um isomorfismo natural entre tais espacos, e nestas condicoes, podemos

identifica-los.

Veja que N é claramente diferenciavel. Além disso, temos o seguinte resultado:

Proposicao 1.78 A diferencial da aplicacao normal de Gauss em p € M, dN,, :

T,M — T,M, € um operador linear auto-adjunto.

Proposigao 1.79 Seja o : M™ — R™ ! uma hipersuperficie orientdvel com aplicacao

normal de Gauss N : M"™ — S7. Entao, para cada v € M, temos

(dN,) = —A¢(z).

Demonstragao : Consideremos X € T, M e seja v : (—¢,6) — M uma curva
diferencidvel com v(0) = z e 7/(0) = X.

Segue da definigao de diferencial, que

(AN)(X) = (N 0 ) (Blico = X () = (V) = ~Acla)X.

onde a ultima igualdade se da pela Férmula de Weingarten (1.8). W
Deste tltimo resultado podemos concluir que a(e;, e;) = —(dN(e;), ;).

Sabemos que a curvatura seccional de R é nula, e sendo assim, a equacao

(1.11) pode ser escrita como
(RX,Y)Z, W) = (a(X, W), (Y, Z)) — (a(X, Z), a(Y, W)).

Em particular, se dado z € M o conjunto {ey,...,e,} é uma base ortonormal de

T, M que diagonaliza A¢, temos que

n

S(x) =Y (Rleiej)ej i) = Y (aler, ), alej, e;))—(ales, e5), alej e)) = Y \d; =

i,j=1 1] i#]
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= Hy(z). (1.14)

Neste caso veja que a definicao de curvatura escalar coincide com a definicao da

segunda curvatura média dada na Definicao 1.76.
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Capitulo 2

Hipersuperficies Convexas em R"

Neste capitulo apresentaremos o Teorema de Hadamard para Hipersuperficies Con-
vexas que aponta implicacoes topoldgicas importantes da aplicacao normal de Gauss.
Para isso serao necessarios alguns resultados de Topologia, os quais nao faremos

demonstragao, ressaltando que podem ser consultados em [13].

Com isso, concluiremos que a esfera é a tnica hipersuperficie conexa e compacta

com curvatura de Gauss-Kronecker constante mergulhada no espago euclidiano.

2.1 O Teorema de Hadamard para hipersuperficies
convexas

Vamos iniciar esta secao apresentando resultados preliminares de Topologia.

Ao longo desta subsecao E e B denotarao espacos topoldgicos.
Teorema 2.1 Todo subespaco compacto de um espago topologico Hausdorff € fechado.

Teorema 2.2 Seja f : E — B uma func¢ao continua bijetora. Se E ¢ compacto e

B € Hausdorff, entao f € um homeomorfismo.

Definicao 2.3 Seja 7 : E — B uma aplica¢do continua sobrejetora. Um conjunto

aberto U de B € chamado um aberto distinguido de B por m se 7= *(U) puder ser
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escrito como

U Ve,

a€eJ

onde os Vs sao abertos disjuntos entre si e w|y, : Vo, — U é um homeomorfismo.

Definicao 2.4 Seja m : E — B continua e sobrejetora. Se todo ponto b de B
tem uma vizinhanca U que é um aberto distinguido por mw, entao w é chamada uma

aplicagao de recobrimento e E ¢ dito um espago de recobrimento de B.

Proposicao 2.5 Sen : E — B € uma aplicacao de recobrimento, com E conexo

por caminhos e B simplesmente conexo, entao m € homeomorfismo.

Proposicao 2.6 Se f: E — B é um homeomorfismo local, com E compacto e B

conezo, entao f € uma aplicacdo de recobrimento.

Teorema 2.7 (Teorema da Separagao de Jordan-Brouwer) - Seja M uma
hipersuperficie conexa e compacta de R"™. Entao R™ — M consiste em dois abertos
conexos (regioes) Dy e Do, tais que M = Di N Dy, isto é, M ¢ a fronteira dos

dominios D;, sendo um destes compacto.

Demonstragao: Uma demonstracao deste resultado pode ser consultada em [8].

Daqui em diante, admitiremos que as imersoes mencionadas sao isométricas e
quando for conveniente vamos denominar a imersao ¢ : M"™ — R"**! de hipersu-
perficie, entendendo que ¢ é um mergulho e que estamos nos referindo a subvar-

iedade M = p(M™) de R

Vejamos agora alguns resultados auxiliares para a demonstragao do Teorema de

Hadamard.

Proposicao 2.8 Seja ¢ : M™ — R hipersuperficie compacta. Entdo existe um
ponto vy € M e um vetor normal & € T, M* tal que a sequnda forma fundamental

A¢ € positiva definida.
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Demonstragao: Vamos considerar a fungao f : M — R dada por f(z) = L{j¢(z)]%,
que é claramente diferencidvel, e note que ¢(z) pode ser vista como um vetor posi¢ao
em R""!. Assim, dadop € M e X € T,M temos que Vxp = X, onde V é a conexao

riemanniana de R"1.

Note que pela compacidade de M, estd garantida a existéncia de xq € M, tal que

f assume um valor maximo. Deste modo, para todo X € T, /M temos

0= X(£)(x0) = X(5{p.0))x0) = (X, 0(a0))

e conseqiientemente, segue que (o) é normal a M em .

Além disso, considerando « a segunda forma fundamental de ¢ temos que
0> X(X(f))(z0) = X (X, 0)(w0) = (VxX,p(z0)) + (X, X) =

(VXX p(@0)) + | X[ = (a(X, X), (x0)) + | XII*.

Agora, tomando & = —¢(xg) € Ty, M=, obtemos (a(X,X),&) > || X% ou seja,
(AcX, X) > || X|]?,V X € TM e pela arbitrariedade de X segue o resultado. W

Na Secao 1.3 do capitulo anterior, vimos que se ¢ : M" — M ¢ uma imersio
isométrica e p € M, entao T, M é um subespaco de 7, pM de dimensao n. Em partic-
ular, no caso em que M= R, T,,M pode ser identificado com um hiperplano
de R™™'. Sendo assim, quando for conveniente, vamos nos referir a T,M como o

hiperplano tangente a M em p.

Ao considerarmos que a segunda forma A, é definida em um ponto z € M, é
possivel obter informacoes a respeito da posi¢ao de M com relagao ao hiperplano
tangente a uma vizinhanca de xr em M. A fim de verificarmos isso, vamos inicial-

mente apresentar algumas defini¢oes.

Definicao 2.9 Dada uma hipersuperficie ¢ : M — R dizemos que ¢ € local-
mente convera em um ponto x € M quando existe uma vizinhanca U de x em M,

tal que p(U) estd de um mesmo lado do hiperplano T,M em R,

38



Além disso, dizemos que a imersao ¢ € localmente estritamente convexa em x

quando p(z) € o unico ponto em (U) N (dp).(T,M).

Proposicao 2.10 - Seja ¢ : M — R wma hipersuperficie com sequnda forma
definida em um ponto xy € M. Entao ¢ é localmente estritamente convera em xy. Em
particular, qualquer hipersuperficie compacta M de R™™! € localmente estritamente

convexa em algum ponto.

Demonstragao : Seja &, € T,, M=+ e defina h : M — R dada por

h(z) = {p(z) = p(x0), Eap)-
Observe que h mede a distancia orientada de qualquer ponto x de M ao hiperespaco

que contém xy e é normal a &, .

Note que h € D(M) e para todo X € T,,M,

XX(h) = <vXX7§$0> = <VXX7§9E0> + <a(X7X)7§$0> = <A§$0X,X>.

Veja que o é um ponto critico de h e por hipdtese, A¢, € definida. Portanto, h
tem um maximo ou minimo estrito local em xy. Logo, dada uma vizinhanca U de ),
temos que p(U) NT,, M = {xo}, e segue que ¢ é localmente estritamente convexa

em xo. Mais ainda, pela Proposicao 2.8, resulta a segunda afirmacao. ll

Lema 2.11 Seja A um campo de operadores lineares auto-adjuntos diferencidveis
em uma variedade riemanniana M™. Entdo existem n fungoes continuas A1, X, ..., A\,

tais que para todo x € M"™, { N}, sao os autovalores de A,.

Demonstragao: A demonstracao deste resultado pode ser consultada em [17].

Por dominio convezo entendemos um subconjunto aberto B de R™™! tal que,

dados dois pontos p,q € B, o segmento unindo p a q estd contido em B.
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Definigao 2.12 Dizemos que uma hipersuperficie mergulhada o : M — R™! ¢ uma

hipersuperficie convexa quando ela é a fronteira de um dominio convezo B C R,

Uma hipersuperficie € estritamente convexa se ela for convexa e para todo p €

T,M, dpp(T,M) N (M) = {¢(p)}-

A partir daqui, ja estamos em condigoes de demonstrar o resultado principal

desta secao.

Teorema 2.13 (Teorema de Hadamard para Hipersuperficies Convexas)
Seja o : M — R"™ 1 uma hipersuperficie conexa e compacta. Entdo as sequintes

afirmacoes sao equivalentes:
(1) A sequnda forma fundamental é definida em todo ponto de M,

(II) M ¢ orientdvel e a aplicagcao normal de Gauss N : M™ — S7' é um difeo-

morfismo.
(III) A curvatura de Gauss-Kronecker H, é nao nula em todo ponto de M.

Além disso, qualquer uma das condi¢oes acima implica que a hipersuperficie é

uma hipersuperficie estritamente conveza.

Demonstragao:

(I) = (II) Escolha um vetor &, unitario em T, M* tal que Ag, é negativa definida
para todo x € M. Fixe xqg € M. Agora, considere uma vizinhanca U de xg e uma
extensao n (unitario) de &,, em U. Note que n,, = &,,, € para qualquer = # xy € U
temos 7, = £&,. Mas, pela escolha de ¢ devemos ter n, = &, para todo x € U e
deste modo, podemos concluir que o campo de vetores £ é continuo em M. Entao

M é orientavel.

Note que a aplicacao A¢ ¢ injetora, e segue da Proposicao 1.79 a injetividade
de dN, para todo x € M e do Teorema da Funcao Inversa, temos que N é um

difeomorfismo local.
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Sendo M compacta, também temos da Proposicao 2.6 que N é uma aplicacao
de recobrimento, e além disso, como S™(1) é simplesmente conexa para n > 2, pela

Proposigao 2.5 segue que N é um difeomorfismo global.

(II) = (I1I) Por hipétese, N é um difeomorfismo, logo, dN, ¢ injetiva em todo
x € M e pela Proposicao 1.79 segue o resultado.

(I11) = (I) Pela Proposicio 2.8 sabemos que existe xg € M e &, € T, M~ tal

que Ag, ¢ positiva definida.

Agora, consideremos arbitrariamente z € M e £ € T,M~*. Sendo M conexa por
caminhos, tomemos uma curva diferenciavel ¢ ligando = a xg e consideremos 7 um

campo normal diferencidvel ao longo de ¢, de modo que 1 coincida com &, .

Note que desta maneira estd definido ao longo de ¢ um campo de operadores

auto-adjuntos A, e pelo Lema 2.11 existem n fungoes continuas Aq, ..., A,.

Como H,(x) # 0 para todo x € M, segue que \;(x) # 0 para todo i = 1, ..., n.
Por outro lado, temos por hipdtese que Ai(xg), ..., An(z9) > 0 e pela continuidade

das fungoes \; segue que \;(x) > 0.

Portanto, a segunda forma fundamental é definida em todo ponto de M e as

afirmagoes (I),(II) e (IIT) sdo equivalentes.

Para provarmos a ultima afirmacao, inicialmente vamos mostrar que ¢ é um
mergulho, ou seja, que ¢ é um homeomorfismo sobre (M ). Note que para isto basta

mostrarmos a injetividade de o, pois M é compacta e (M) C R™™ é Hausdorff.

Com efeito, vamos supor x1,z9 € M de modo que p(z1) = ¢(x2), e escolhamos

um campo de vetores { normal e unitario em M, de maneira que A, seja negativa

definida.
Agora, considere a aplicacao h : M — R dada por h(z) = (p(x) — p(x1), &y )-

Note que para todo X € T, M, X(h) = (X,&,) =0, ¢
XX(h) =(VxX,&,) = (a(X, X),&,) = (A, X, X) <0,
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pela escolha de Ag.

Afirmamos que 1 é o inico méaximo local de h, e conseqlientemente, um maximo

global.
De fato, suponha que existe y € M tal que y é um maximo local de h.

Entao, para todo Z € T,M, temos 0 = Z(h) = (Z,&,,), donde segue que &,, =
+€,.
Além disso, devemos ter ZZ(h) = (Ae, Z, Z) < 0, e assim resulta que &, = &,.

No entanto, sendo N um difeomorfismo, onde temos N(y) = N(z1), entao deve-

mos ter r; = y.

Como z7 é um méaximo global de h e h(zy) = h(zy), entdo x; = x5, e segue o

resultado.

Em particular, o espago afim dy,, (T, M), com excecao de ¢(x1), estd contido

na componente ilimitada de R™ ™! — (M).

Visto que ¢ é um mergulho, devemos mostrar que ¢(M) é fronteira de um

dominio convexo em R™t!.

Note que ¢(M) é compacta e conexa, e pelo Teorema 2.7, (M) divide R™*!
em duas componentes conexas por caminhos, cuja fronteira comum é ¢(M). Vamos
denominar por B a componente limitada, e consideremos arbitrariamente p e ¢ em

intB.

Sabemos que existem pontos p = yo, Y1, ..., ¥ = q tais que YoUi, Y1Y2; -+ Yr_1Yr
formam uma poligonal unindo p a ¢ inteiramente contida em intB3, e vamos supor

que pg € intB, ou seja, que B nao é um dominio convexo.
Entao, existe 1 < j < r tal que py; C intB com 1 <4 < j — 1, mas py; € inth5.

Agora, consideremos 3 : [0,1] — intB dada por ((s) = sy; + (1 — s)y,_1, €
definamos para todo s € [0,1], a aplicagao ay : [0,1] — R™™ por ay(t) = t5(s) +

(1 —1)p.
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Tomemos

s1 = sup{s € [0,1] : a,x([0,1]) N f(M)

0}
tr=inf{t €[0,1] : a5, ([0,¢]) N f(M) # 0}
e ag(t) =2z € f(M).

Note que ag, ([0, 1]) estd contida no espago afim dp,, (T,, M) e portanto, as, (0) =

p estd na componente ilimitada de R"™ — (M), o que é um absurdo.
Portanto, B é convexo e M é uma hipersuperficie convexa.

Seja x1 € M e &, o vetor normal unitdrio a T, M, tal que A¢, ¢ negativa
definida. Considere a fungao altura h : M — R dada por h(x) = (p(x) — p(x1), &y )-
Por um argumento idéntico ao que foi usado nesta demonstracao, temos que x; é o
tnico maximo global de h. Mas isso equivale a dizer que dy, (T, M) N p(M) = ¢(x)

para todo x € M e portanto ¢ é estritamente convexa. Hl

Teorema 2.14 (Hsiung) Seja ¢ : M™ — R"™ uma hipersuperficie estritamente
conveza tal que para algum r, 1 < r < n, a r-ésima curvatura média H, é constante.

Entao M™ € uma esfera.
Demonstracao: A demonstracao deste resultado pode ser consultada em [10].

Corolério 2.15 Seja ¢ : M™ — R wma hipersuperficie conexa, compacta e mer-

gulhada com curvatura de Gauss-Kronecker H,, constante. Entao M"™ € uma esfera.

De acordo com este resultado e pelo Teorema de Hadamard podemos concluir
que a esfera é a unica hipersuperficie compacta e conexa com curvatura de Gauss-

Kronecker H,, constante no espaco euclidiano.

Para concluir, enunciamos uma proposicao que sera 1til no decorrer do trabalho.

Proposicao 2.16 Seja ¢ : M — R"™! uma imersio umbilica, onde M ¢é coneza.

Entao o(M) é um conjunto aberto de um hiperplano afim ou uma esfera.
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Uma demonstracao deste resultado pode ser consultada em [5].

Observe que se acrescentarmos a hipdtese de que M é compacta na proposicao

anterior resulta que M deve ser uma esfera.
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Capitulo 3

Equacoes da Analise Geométrica

O objetivo deste capitulo é apresentar resultados que serao utilizados na demonstra-
¢ao do Teorema de Aleksandrov [1] e do Teorema de Ros [15]. Estes resultados estao
distribuidos em quatro secoes do seguinte modo: Na primeira se¢ao, apresentamos
o Teorema da divergéncia. Como corolario, obtemos uma férmula para o volume
da regiao limitada por uma hipersuperficie compacta. A segunda secao é dedicada
a demonstracao da Primeira e Sequnda Formula de Minkowski. Na terceira segao
apresentamos o Teorema de Lichnerowicz e por fim, na quarta secao apresentamos

a F'drmula de Reilly [14], a qual é determinante na solugao do Teorema de Ros.

Tendo em vista que estamos tratando de imersoes é necessario fixarmos algumas

notacoes importantes.

Dada uma hipersuperficie ¢ : M — R"! vamos denotar por V e V a conexao

riemanniana de M e R"*! respectivamente.

Do mesmo modo, denotaremos a diferencial covariante de uma fungao (ou gra-
diente) definida em M por V e para uma funcio definida em R"*! por V. Nestas
condicoes, também sera denotado por V2 e ¥V’ 0 hessiano e por A e A o laplaciano
de uma funcao. O gradiente Vf de uma funcao diferenciavel f denotard tanto a
1-forma como o campo de vetores identificado a V f, e o significado de V f ficara

claro no contexto.
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Seja F' uma funcao diferenciavel definida sobre um aberto U C R**' e M C U
uma hipersuperficie de R". Associe a p € M, uma base ortonormal {ey, ..., e,, N}
de R""! de modo que N seja normal a M em p. Se considerarmos f = F|,, entao
veja que f € D(M) e V£ coincide com a componente tangencial do campo VF, ou

seja, para cada ponto p € M temos

Vf(p) = VFE(p) = (VF(p),N(p))N(p), (3.1)
e assim pela equacdo (1.3) para quaisquer X,Y € T,M, obtemos
Vf(X,Y)=(VxV[],Y)=(VxVFY)— (Vx(VF,N)N,Y) =
VeF(X,Y)—(X((VF,N))N+(VF,N)VxN,Y) = V' F(X,Y)+(VF, N){Ax(X),Y).
(3.2)

Além disso, ao considerarmos {ey, ..., e,} dire¢des principais associadas as cur-
vaturas principais Aj, ..., A, em T,M, ¥p € M, obtemos: AF = Y, VQF(ei,ei) +
sz(N, N) e por (3.2) resulta que AF =Y .(V2f(es, ;) — (VF, N){(An(e:), e:)) +
V'F(N,N) = Af — (VF,N)Y, \i + V' F(N, N). Ou seja,

AF = Af —nH(VF,N)+ YV F(N, N). (3.3)

A seguir, vamos apresentar dois exemplos importantes que ilustram esta situacao.

Exemplo 3.1 Consideremos F : R"™ — R dada por F(z) = ||z — c||?, para um

certo ponto fizo ¢ em R,

Note que VF = 1 —c e sz(w,v) = (Vy(r —¢),v) = (w,v), Vo € R*! ¢

v,w € RV,
Suponha uma hipersuperficie ¢ : M — R*™! e considere f : M — R dada por
flx) = Flu = 5llz — |
Veja que por (3.1) e (3.2) obtemos:
Vi=(@—c¢)—{r—c¢,NYN=(z—¢)" (3.4)
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VAA(X,Y) = (X,Y) + (An(X), Y )z — ¢, N),¥X,Y € T,M. (3.5)

Exemplo 3.2 Seja IT um hiperplano afim de R™ que passa por um ponto ¢ € R,

cuja direcio mormal é determinada pelo vetor unitdrio w € R
Considere a fungao h: M — R dada por h(p) = (p — ¢, W), Vp € M.

Observe que h € D(M) é a restrigio a M da fungio H € D(R"™) dada por
H(z) = {(x —c, ).

Note que VH =7 e vQH(’U,U) =0, Vv € R*H1,

Assim,

V2h(X,Y) = (An(X), Y7, N),VX,Y € T, M.

3.1 O Teorema da divergéncia

Seja ¢ : M — R™! uma hipersuperficie compacta. ) serd a regidao limitada cuja
fronteira é M. Denotaremos o volume de €2 por V e o volume de M por A. O
elemento de volume de R"*! serd denotado por dV e o elemento de volume de M

sera denotado por dA.

Teorema 3.3 (Teorema da Divergéncia) Seja Q C R"™ um dominio compacto e
consideremos M = 02 a hipersuperficie compacta formada pela fronteira de €. Se
Z : Q0 — R ¢ um campo de vetores diferencidvel sobre Q@ e N o campo normal

unitdrio interior de M, entao

/ divZdV — — / (Z, N)dA.
Q M
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Teorema 3.4 Sejam ¢ : M — R"™ wuma hipersuperficie compacta orientada e
X € X(M). Entao

/ divXdA = 0.

M

Em particular, fM AfdA =0, para toda fungao f € D(M).
Como uma aplicagao do Teorema (3.3) apresentamos o seguinte lema.

Lema 3.5 Seja M™ C R™"! wma hipersuperficie compacta orientdvel tal que M =

0. Entao, para qualquer ponto fixo xy € R™ L, temos

1

Ve /M@; — 20, NYdA, (3.6)

onde x € M e N € o campo normal unitdrio interior de M.

Demonstragao: Consideremos o campo de vetores Z em 2 dado por Z(z) = x —x

e Vx € (). Temos que divZ =n + 1.

Entao, por (3.3) obtemos

/dindV: (n—i—l)V:—/ (x — x9, N)dA.
Q M

3.2 Primeira e Segunda Formula de Minkowski

Agora, podemos apresentar o seguinte Teorema.

Teorema 3.6 Seja ¢ : M — R uma hipersuperficie mergulhada, compacta e

orientada. Entao

() /M(1 + Hp, N))dA = 0 (3.7)

(11) / n(n —1)H + S(p, NYdA = 0, (3.8)
M
onde H é a curvatura média de ¢ e S € a curvatura escalar de M.

Referimo-nos a (3.7) e (3.8) como a Primeira e Sequnda Férmula de Minkowsks,

respectivamente.
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Demonstragao: Vamos considerar f : M — R dada por f(p) = %||¢(p)

slle@)I”

e uma
base de dire¢oes principais {e;}, em T,M. Entao, pelo Exemplo 3.1 e da igualdade

(3.2) temos por que
V2 [f(eisei) = (eis es) — (AN (e:), ex) {0, N) = 1 + afei, ei){p, N).
Assim,
Af = Z(l + ales e)(p, N)) =n+ Za(% ei){p, N) =
=n+nH{p,N) =n(1+ H(p, N)). (3.9)
Mas, do Teorema 3.4 resulta que

n/ (1+ H{p,N))dA =0,

e obtemos (3.7).

Para demonstrar (3.8), vamos considerar h : M — R dada por h(p) = (p(p), N(p)),

e note que para todo p € M e X € T,M, temos
X(h) = (X, N) + (p, dN,(X)) = {(¢) ", = An, (X)) = —(An, (), X).

Logo, Vh = —An,((¢)"). Mas pela igualdade (3.4) e como podemos identificar
©(p) € R*! com (z — ¢) por meio de translacao, veja que Vf = ¢, donde segue
que

Vh=—An,(Vf), Vp e M.
Assim, dado X € T, M, obtemos
VxVh=Vx(=An(Vf)) = =Vx(An(V])) =
—(VxAN)(Vf) = A, (VxV[) = =(VyAn)(X) = An, (VX V),

onde a tltima igualdade é garantida por (1.12).
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Portanto da igualdade (1.3) e da igualdade acima resulta que
VIR(X, X) = (Vs An(X), X) — (An, (VX V), X).
Mas, também podemos escrever
—(VerAn(X), X) = (AN, (VxV ), X) = =(VyAn(X), X) = ((Vx V), An, (X)) =

—(VyAn(X), X) — V2 (X, An, (X)). (3.10)

Além disso, da expressao (3.5) temos que
V2f(X, Ay, (X)) = (X, An, (X)) + (An(X), An(X))h(p) =
= (a(X, X),N) + | An (X)|[*h(p). (3.11)
Logo, somando as igualdades (3.10) e (3.11) resulta que

V2h(X, X) = —(VyAn(X), X) — {a(X, X), N) — [[An(X)||?h. (3.12)

Entao, considerando uma base {e;}, de dire¢oes principais em p, obtemos

V2h<€i, 61‘) = _<vaAN(ei)a €i> — )\,L — >\12h

Logo,
Ah = tr(V?h) = —tr(VysAx) Z A — Z AZh (3.13)

e como pela Proposicao 1.48
tr(VyrAy) = Vf(tr(An))
resulta que
Ah = =V [(tr(Ay)) Z/\ - ZA% = —Vf(nH) —nH — |a|*h =

—(Vf,VnH) —nH — ||a/?h.
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Mas,

n

2 n
n*H? — ||o|? = (ZA) “Y M=) AN=S (3.14)
=1

i#]

=1

devido a (1.14). Com isso, temos que

Ah=—(Vf,VnH) —nH - |a|*h = —n(Vf,VH) —=nH — (n*H* — S)h.

Além disso, pela definicao do operador div, temos que
ndiv(HV f) =n(Vf,VH) + nHAf.
Mas, também temos pela igualdade (3.9) que
nHAf =nH(1+ H{p, N)).
Deste modo, resulta que
ndiv(HV f) =n(Vf, VH) +n*H(1 + H{p, N)),
e resulta desta igualdade e da igualdade (3.13) que
div(nHV f) + Ah = n’H +n*H* (o, N) — nH — n*H{p, N) + S(p, N) =
=n(n—1)H + S{p, N),
e pelo Teorema da Divergéncia segue que

/ n(n—1)H + S{p, N)dA =0.1

3.3 Formula de Lichnerowicz

A fim de demonstrarmos a Formula de Reilly é necessario apresentarmos o Teorema

de Lichnerowicz.

Sejam X;, ¢ = 1,2,3 campos de vetores em uma variedade riemanniana M e

f € D(M). Conforme a definigao de diferencial covariante de tensores, temos que

Xi1(f) = Vx, f=Vf(X1)
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XoX1(f) = Xo(Vf(X1)) = V2 f(X2, X1) + VF(Vx, X1)

X3 Xo X1 (f) = V3 (X3, X0, X1) + V2 (Vi X2, X1) + V2f(Xa, Vi, X1)

+V2f (X3, Vx, X1) + VF(Vx,Vx, X1). (3.15)
Dados T, S € T™*M, temos pela Proposigao 1.48 que Vx(T'® S) = VxT ® S +
T®VyxS.

Entao,
VAV VX, X, X;,X;)=Vx,Vx,(Vf @ V(X X;)

= [Vx,(Vx,Vf@V[)+Vx,(Vf®Vx, V(X X))

=[Vx,Vx,VfoVf+2Vx,Vf@Vx,Vf+Vx,Vx,Vf® V(X X))

=2V2f @ V2 (X, X;, Xi, X;) + 2V3 f @ V (X4, Xi, X, X). (3.16)

Pela Definicao 1.6 temos que

n

IVFIP =D (Vf(e),

j=1

1

AV = div(VIIVA) = 3 (Ve VIV ) = 3 VAV e e)

=Y VA(VF@Vf)(eieieje;),Vf € DM). (3.17)
(2]

onde (e, ..., e,) ¢ uma base ortonormal de T, M.

Com isso, apresentamos o préximo resultado.
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Teorema 3.7 (Fdrmula de Lichnerowicz) Seja M uma variedade riemanniana e

f € D(M). Entao,

SAUNVTI) = 9277 +{(V(AF), Vf) + Rie(V £, V).

Demonstragao: Paracadap € M vamos considerar o referencial geodésico { £, ..., E, }
ortonormal definido em uma vizinhanga U de p. Assim, de (3.17) e (3.16) obtemos
que

SAUVAR) = 2717 + 32 V(B B, E) V(B

= ||V2f||2+z Ve [(E), Ei, E).N f(E;)+(V° f(Ei, Ei, E;)=V° [(Ej, Ei, )V f(E}).
v (3.18)

Primeiramente observe que
VP (B, Ei, Ej) = (Vi V2 [)(E;, E))
= E,(V?f(Ei, By)) + V? f(V,Ei, E;) + V?f(Ei, Vi, E))
= E(V*[(Ei, E;)) = Ei(V* f(E}, )
pela simetria de V2f e o fato de (Fy, ..., E,) ser um referencial geodésico ortonormal.

Analogamente obtemos V3 f(E;, E;, E;) = E;(V?f(E;, E;)) e portanto

Vf(E:, B, E;) =V*f(E;, E}, E). (3.19)

Além disso, note que

n

Y V(B B BNV F(E) = Y (Ve V)i, E)V f(E;)

i,j=1 4,j=1

= Z Ej(V*f(E;, E;)).V f(E;) =V (Vi Ei, E)V f(E;) =V f(E;, Vi, E;).V f(E})

3,j=1

n

=" E{(VAf(E, B)).Vf(E))

ij=1
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pois Vg, FE; = 0. Com isso, temos que

Zv3 E;, E;, E)Vf(E ZVE (Af).VF(E;) = (V(Af), V).  (3.20)

3,j=1 1,j=1

Substituindo (3.19) e (3.20) em (3.18) temos que

SAIVTI) = 92717 +{V(A), V)

+Z (V3f(E:, E;, E)) — VP f(E}, E;, E;))V f(E;). (3.21)

Agora, usando (3.15), temos que

VP f(E;, B}, E;) = E;E;E;(f) — V2 (Vg Ej, E;) — V2 f(E;, Vi, E;)

—V?f(E;, Vi, E) = Vf(VEVEE) = EEE(f) - Vf(VeVEE).  (3.22)
Analogamente, temos que
VP f(Ej, Ei, E)) = E;E;E;(f) = V (Vg VEE;). (3.23)
Substituindo (3.22) e (3.23) em (3.21), temos que

SAIVTI) = 192717 +(V(A), V ) +ZEHE {()-VIE;)

+ Z Vf(Vg, Ve E — VgV E)Vf(E))

1,J

= V2 FIP + (V(AS), V) + Zw E)V f(E;)

= [IV2I* + (V(A), V1) +Z Ej, E)E), V)V f(E)

= [V fIIP + (V(ASf), V) +Z E))E;, Ej)E;, V f)

= IV +(V (Af),Vf>+ch(Vf,Vf)

o que conclui a demonstracao.ll
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3.4 Foérmula de Reilly

Teorema 3.8 (Férmula de Reilly) Seja ¢ : M — R™ uma hipersuperficie com-
pacta orientdvel e Q C R o dominio compacto limitado por M, ou seja, Q2 = M.
Consideremos em M a orientag¢ao dada pelo campo normal unitdrio interior N.

Entao, para qualquer funcao diferencidvel F': ) — R, temos que
[@FP-ITFPav = | uH(TFN)-208)(VF.N)aA+ [ (A(V5).V 1A
Q M M

onde f € D(M) € a restri¢ao de F' a M.

Demonstragao: Consideremos o campo de vetores sobre 2 dado por
_ — 1— —
2(a) = BF@)VF () — 59 TF| (@), Vo € 9

Entao, tomando a base canonica {e1, ..., e,41} de R"" temos que

n+1
_ - _ 1— — — —
divZ =Y (V.Z,e)) = (VE,V(BF)) + (BF)* - JA|VF|* = (AF)’ - haalk

i=1

devido a Férmula de Lichnerowicz. Pelo Teorema da Divergéncia resulta que

/Q (BF)? - |[V°F|PdV = — /M (7, N)dA. (3.24)

Assim, calculando (Z, N) nos pontos p € M, temos:

(Z(p), N(p)) = (AF(p)VF(p), N(p)) — 5 (VIIVF|*(p), N(p)) =

N | —

_ — 1 — —
= AF(p)(VE N)(p) = Z(VIVFI*(p), N(p))- (3.25)
Além disso, fazendo as devidas identificagoes temos que

(VIVF|?,N) = Vy||F|]> = Vy(VF.VF) = 2(VyVF,VF) = 2V°F(N,VF).

Logo,

(V|[VF|2, N) = V°F(N,VF) =V F(N,Vf) +V F(N,(VF,N)N) =

NO| —
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YV'F(N,Vf)+ (VF,N)V F(N, N). (3.26)
Agora, para todo p € M e X € T,M, temos que
V'F(X,N) = (VyxVF,N) = X(VF,N) — (VF,VxN) =
= X(VF,N)— ((Vf,VxN) + ((VF,N)N, AyX)) =
= X((VE,N)) + (Vf, An(X)) = (V(VF,N), X) + (Vf, Ay(X)).
Em particular, se X = Vf temos que

V'F(Vf,N) = (V(VF,N), V) + (Vf Ax(VF)). (3.27)

Portanto, substituindo (3.3) e (3.26) em (3.25) segue que
(Z,N) = (Af —nH(VF,N) +V°F(N,N))VE,N)

—[(V’F(N,Vf)) + (VF,N)N"F(N,N)] = (AfVF,N)

—(nH(VF,N\VF,N)+(V"F(N, N)VF,N)-V"F(N,Vf)—(VF,N).N"F(N, N) =
= Af(VE,N) —nH(VF,N) — (An(Vf),Vf) = (V(VF,N),Vf).

Logo, (3.24) pode ser escrita como:

/ (AF) — [V2F|2dV
9]

:/ <V<VF,N>Vf)dA+/ (—AfWF,N>+nH<7F,N>2)dA+/ (An(V ),V f)dA.
(3.28)

Por outro lado, note que

div((VE,N)Vf) =Y (Ve(VE,N)Vf)(e;) = Y V(VE N)(:).V f(e:)

(2 3

+(VF,N)Vf(e;,e;) = Z(V(VF, N),e)Vf(e)+ (VF,N)Af =

7
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(V(VE,N),Vf)+ (VF,N)Af.

E pelo Corolario 3.4 temos que

/ (V(VF,N),Vf)+(VF,N)AfdA =0,

ou seja,

/<V<VF,N>,Vf>dA:—/ (VE, NYAfdA,

que substituindo em (3.28) fica

/(ZF)2—||V2F||%W:/ (nH(VF,N)—2Af)(VF, N)dA+/ (An(Vf),Vf)dA
Q M

M

e assim, obtemos o resultado. W

A seguir apresentaremos um resultado no qual aplicamos a Formula de Reilly

em sua demonstracao. Este resultado nos auxiliard na demonstracao do Teorema

de Aleksandrov.

Antes, precisamos do seguinte teorema.

Teorema 3.9 Seja ¢ : M — R wuma hipersuperficie compacta tal que Q € o
dominio compacto limitado por M. Entdo, existe uma unica funcao diferencidvel
F:Q — R que € a solucio do sequinte problema de Dirichlet: AF =1 em e
f=F|y=0em M =09Q.

Demonstragao: Uma demonstragao deste resultado pode ser consultada em [7].

Teorema 3.10 Seja ¢ : M — R"™ wma hipersuperficie compacta orientdvel e
Q C R* o dominio compacto limitado por M e consideremos sobre M a orientacdo
dada pelo campo normal unitario interior N. Entao, se a curvatura média H de

€ nao nula em todo ponto x € M, temos

1 1
< —dA
V_n+1/MH ’

onde a igualdade é vdlida se e somente se M é uma esfera n-dimensional.
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Demonstragao: Pela Proposicio 2.8 existe zp € M e £ € T,,M~* tal que A¢
é positiva definida. Decorre dai que H(zg) > 0, e como H nao se anula, pela

conexidade de M devemos ter H(z) > 0 para todo x € M.

Agora, seja F': 2 — R a solugao do problema de Dirichlet dada pelo Lema 3.9,
e considerando f = F|p temos Vf(z) =0 e Af(z) = 0 para todo x € M.

Deste modo, da férmula de Reilly obtemos
/(1 — |V F|2)av = n/ H(VF,N)2dA. (3.29)
Q M
Seja (ey, ..., en41) @ base canonica de R, Note que
n+1 2 n+1
(AF)? = <272F(ei,ei)> <(n+ 1) (V F(es,e:)?
i=1

i=1

<(n+1) i (V' F(ei,e;))? = (n+ )|V F| (3.30)
ij=1

onde a segunda relagao é a desigualdade de Cauchy-Schwarz. A igualdade vale nessa
relagdo se e somente se v2F(ek,ek) = vQF(el,el) para todo par de indices k e [.
A terceira relagdo de (3.30) é uma igualdade se e somente se v2F(eZ~, e;) = 0 para
todo i # j. Portanto (AF)? < (n + 1)HV2FH2, e a igualdade vale em algum z € Q
se e somente se existe um escalar A(z) tal que vQF(., )= Ax){.,.). Mas AF =1
implica que A(x) deve ser %H Dai temos que

=2 1
FII?> —— 31
IV*FIP 2 — (331)

onde a igualdade ¢é vélida em algum x € €2 se e somente se sz(., ) = —5(.,.) neste

ponto.

Assim, substituindo (3.31) em (3.29) resulta que

n/ H(VF,N)*dA = /(1— IV F|?)dv < — /dV,
M Q n+1Jg
isto é,

1
n+1

/ H(VF,N)?dA < V. (3.32)
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Por outro lado, pelo Teorema 3.3 segue que V = [, AFdV = — [, (VF,N)dA,

e com isso aplicando a desigualdade de Schwarz em (3.32) temos que

V2= (/MWF, N>dA)2 = (/M(\/EWF, N>)\/Lﬁd/4>2 <
1%

1
—dA
n+1/MH ’

- 1
< | H(VF, N>2dA/ —dA <
M M H

ou seja,

1 1
V< —dA. 3.33
- n—i—l/MH ( )

Observe que (3.33) é uma igualdade se e somente se (3.32) é uma igualdade. Mas,
(3.32) é uma igualdade se e somente se (3.31) o for, ou seja, se para todo z € 2 a

funcio F satisfaz a igualdade ¥V F(.,.) = =)

Em outras palavras, se e somente F' é a solucao do seguinte sistema de equacoes

. P 2 . .
de derivadas parciais: =22 = 0, quando i e
9.0 )

PF _ 1
812 T on41? b
K

arat,j =1,....,n+ 1.
Observe que ao integrarmos explicitamente resulta que

1
 2n+2

l[1* + (y, ) + 0,

onde y € R*! e b € R. Mas, completando quadrados podemos escrever F da

seguinte maneira:

n +

1
F(x) Iz + (0 + Dyl* + b — ——1ylI*

T o +2

Agora, note que 0 é um valor regular de F', e pelo Teorema 1.27 F~1(0) é uma

subvariedade de R™™! de dimensao n.

Sendo assim, como M = F~(0) # () devemos ter b — 2 ||y[|? < 0. Com isso,

segue que M é uma esfera de centro —(n+1)y e raio r = v/(n + 1)2[|y[|2 — (2n + 2)b,

como queriamos. W
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Capitulo 4

Hipersuperficies compactas de
curvatura constante

Neste capitulo apresentamos os resultados principais deste trabalho.

Ja concluimos que o Teorema de Hadamard nos leva ao seguinte resultado: se
© : M — R*"! ¢ uma hipersuperficie compacta com curvatura de Gauss-Kronecker

K (n-ésima curvatura média) constante, entao M deve ser uma esfera.

Temos agora o objetivo de mostrar que se ¢ : M — R™*! tem a curvatura média

ou a curvatura escalar constante, obtemos o mesmo resultado.

O caso de H ser constante ¢ demonstrado por Aleksandrov [1]. J4 o caso em que
S é constante foi provado por Ros [15] utilizando a Férmula de Reilly, esta tltima

desenvolvida no artigo [14].

4.1 Teorema de Aleksandrov

Teorema 4.1 (Teorema de Aleksandrov) Seja uma hipersuperficie p : M — R

conexa, compacta e mergulhada com curvatura média H constante. Entao, M deve

ser uma esfera n-dimensional de raio r = +.

T

Demonstracao: Ja temos pela Proposicao 2.8 que H deve ser uma constante po-

sitiva se tomamos a orientagao do campo normal unitario interior N em M.
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Deste modo, pelo Teorema 3.10 temos que V < ( ou seja,

1 _ A
n+0)H fM dA = (n+)H’

A> (n+1)HV (4.1)

e a igualdade é vélida se e somente se M é uma esfera de raio r = %

Mas, veja que pela 1* férmula de Minkowski obtemos

o:/ (1+H<¢,N>)dA:A+H/ (0, N)dA,

A:—H/ (p, N)dA
M

Considerando xy = 0 no Lema 3.5 e lembrando que identificamos x com ¢(z),

isto é,

segue que A = (n+ 1)HV, e temos a igualdade em (4.1).

Portanto, M é uma esfera de raio r = % [ |

4.2 Teorema de Ros

A aplicacao dN, : T,M — T,M é um operador linear auto-adjunto. Entao existe
uma base ortonormal de T,M formada por autovetores que diagonaliza a matriz

[dN,]. Desde ja vamos considerar {e;}, como sendo a referida base.

Considerando « a segunda forma fundamental de ¢, temos que [|a||* = 37, a(e;, €5)?,

e entdo, pela formula (3.14), temos que
S =n*H*— |

Afirmamos que

nZ)\/\ <n(n-—1) (Z/\) : (4.2)

i#£]
onde a igualdade € valida se e somente se \; = A\;, Vi,j = 1,...,n, ou seja, em pontos

umbilicos de M.
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De fato, temos que
(E:A) M+ X+ .+ A)? ,ﬁ+A§+m+Ai+§:&M
i#j
2 2 2 )\2 + /\2 2 2 2 - 2
SAMN+HN+ AN T =N L H A D (- 1A

i#£j i=1

e

e note que teremos a igualdade se e somente se \; = A\, Vi,j =1, ..., n.

(34) = (2]
e (sx) e (2)

Agora, somando n? (3. \;)* a ambos os lados da desigualdade, obtemos

n® > A\ <n(n—1) (Z/\) ,

i#]

Assim,

e conseqiientemente

e a igualdade é vdlida se e somente se \; = A;, Vi,7 = 1,...,n, ou seja, nos pontos

umbilicos de M, como queriamos.

Entao, veja que de (4.2) obtemos:

n?S = n’ (ZAA) n(n—1 Z)\/\—n (Z:)\i>2—n(zi:/\i)2:

i#]
=n?[n*H?* — nH? = n*(n(n — 1)H?),
onde a igualdade ¢ vélida se e somente se \; = \;, Vi,j =1,....n

Portanto,

S <n(n—1)H? (4.3)
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e note que se tivermos \; = \;, Vi,j = 1,...,n, entdo vale a igualdade (D, ) =
n(3; A7) = n?H? = n|ja||* = ||a||* = nH?, e entao teremos S = n*H? — nH? =

n(n — 1)H?, ou seja, a igualdade é valida somente em pontos umbilicos de M.

A seguir apresentamos um dos resultados principais de nosso trabalho.

Teorema 4.2 (Ros) Seja M uma hipersuperficie conezxa e compacta merqulhada em

R Se a curvatura escalar S de M € constante, entdo M é uma esfera.

Demonstragao: Por hipétese, M ¢ compacta e entdo existe py € M e £ € T,y M+
tal que A¢ é positiva definida. Assim, S deve ser uma constante positiva. Além
disso, devemos ter H positiva em pg € M. Mais ainda, por (4.3) temos que H nao
se anula, e sendo M conexa, podemos concluir que H é positiva em todo ponto

p e M.

Assim, podemos escrever (4.3) do seguinte modo:

VS < \/n(n—1)H, (4.4)

e se integrarmos em M, obtemos v/SA < Vn(n—1) fM HdA, ou ainda,

2
SA? <n(n—1) (/ HdA) : (4.5)
M
Novamente, temos que a igualdade é véalida se e somente se, todos os pontos de
M sao umbilicos.

Sendo S constante, do Teorema 3.6 e da igualdade em (3.6) resulta que

:n(n—1)/MHdA+/MS<90,N>dA:n(n—1)/MHdA+S/M<g0,N dA =

—n(n - 1)/ HdA— (n+1)SV,
isto é,
(n+1)SV
/ naa = T (4.6)
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Agora, considerando (4.5) e (4.6) obtemos

S A2 < n<n _ 1) [(n + 1>SV:|2 _ (n + 1)252V2

n(n —1) nn—1) ~’
ou ainda,
(n+1) A2 (n+1)?

< S

2 o g2\l A7 n+1)"
A_Svn(n—l) vz = n(n—l):>

—1) A2
nn—1) A < (4.7)
(n+1)2 V2
Além disso, teremos a igualdade se e somente se M é uma esfera em R" 1.

Nosso objetivo agora é mostrar que também ¢é valida a desigualdade contraria.

De fato, sabemos pelo Teorema 3.9 que existe uma unica funcao diferenciavel
F:Q — R tal que F é a solucao do seguinte problema de Dirichlet: AF =1 em Q
e f=F|y=0em M = 05.

Do Teorema 3.3 temos que
V= /ZFCZV = —/ (VF,N)dA, (4.8)
Q M

e pela desigualdade (3.30) sabemos que (AF)? < (n + 1)||v2F||2 Assim, pela

Formula de Reilly obtemos

/ nH(VF, N)2dA = / (BF) — |[VPF|2dv <
M Q

— s (AF)? on
S/Q(AF) _(n+1)dv_n+1v’

ou seja,

v
n+1

< (4.9)

/ H(VF,N)*dA <
M
Agora, note que por (4.4), (4.8) e da desigualdade de Schwarz temos

/ H(NVF NY2dA > ——2 / (VF, N)2dA >

m
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> % (/MWF, N}dA)2 = %V?

Com isso, de (4.9) obtemos

2
V>\/§V

n+17— \/mj’

ou ainda,
& .S vt L5« n(n—1
(n+1)2 = n(n—1) A2 ~ (n+1)?

AQ
W)

e obtemos a igualdade em (4.7), como queriamos. W
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