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Resumo

Sejam R um anel comutativo com identidade e D(R)* seu conjunto de divisores de zero
nao nulos. O grafo divisor de zero de R, denotado por I'(R), é um grafo cujos vértices sao os
elementos de D(R)* e dois vértices distintos x e y sdo adjacentes se, e somente se, zy = 0.
O grafo divisor de zero é bastante 1til no estudo de propriedades algébricas de anéis usando
ferramentas da teoria de grafos. Nesta dissertacdo, estudamos propriedades de I'(R) bem

como relacoes entre o anel R e o seu grafo divisor de zero.



Abstract

Let R be a commutative ring with identity and let D(R)* be its set of nonzero zero-
divisors. The zero-divisor graph of R, denoted by I'(R), is a graph whose vertices are elements
of D(R)* and two distinct vertices x and y are adjacent if and only if zy = 0. The zero-divisor
graph helps us to study the algebraic properties of rings using graph theoretical tools. In
this dissertation, we study properties of I'(R) as well as relations between the ring R and its

zero-divisor graph.
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INTRODUCAO

Comparado a outros assuntos na matemaética, o estudo de grafos divisores de zero é re-
cente. O termo “grafo divisor de zero” foi apresentado em 1988 por Istvan Beck no artigo
“Coloring of commutative rings” [9], a fim de associar um grafo (simples) a um anel comu-
tativo. Tal nomenclatura deve-se ao fato de que as relagoes de adjacéncias entre os vértices
deste grafo sao dadas pelos divisores de zero do anel. Em outras palavras, vértices distintos

x e y sao adjacentes se, e somente se, xy = 0.

O principal objetivo de Beck foi estudar coloracoes. Esse estudo foi continuado por
D. D. Anderson e M. Naseer no artigo “Beck s coloring of commutative rings” [3]. Mais
tarde, em 1999, o irmao gémeo de D. D. Anderson, D. F. Anderson, juntamente com P. S.
Livingston, publicaram o artigo “The zero-divisor graph of a commutative ring” [5], baseado
na dissertagao de mestrado de P. S. Livingston. Em [5], D. F. Anderson e P. S. Livingston
denotaram o grafo divisor de zero de um anel comutativo R por I'(R) e apresentaram uma
definicao para grafo divisor de zero ligeiramente diferente da definicao dada por Beck. Na
nova defini¢cao, o conjunto de vértices é constituido pelos divisores de zero nao nulos do anel,

e nao mais por todos os elementos do anel.

O grafo divisor de zero é bastante 1util no estudo de propriedades algébricas de anéis
usando ferramentas da teoria de grafos. Um exemplo é o estudo do conjunto de divisores de
zero de um anel. Sabemos que este conjunto nem sempre é fechado para a operacao aditiva
do anel e, por esse motivo, o conjunto de divisores de zero, em muitos casos, apresenta pouca
estrutura algébrica. Diante deste fato, a analise dos grafos divisores de zero fornece uma
ajuda significativa no estudo de propriedades relacionadas aos divisores de zero de um anel.
Por esse motivo, apds o trabalho de D. F. Anderson e P. S. Livingston [5], varios pesquisadores

da teoria de anéis comutativos foram atraidos para o estudo de grafos divisores de zero.



Introducao xi

Muitos outros artigos relacionados ao tema foram surgindo com o passar do tempo. Por
exemplo, em 2001, D. F. Anderson, A. Frazier, A. Lauve e P. S. Livingston [4] revisaram e
fortaleceram alguns resultados de [5] e, ainda, adicionaram resultados sobre w(I'(R)) (car-
dinalidade do maior clique de I'(R)) e iniciaram os estudos sobre grafos divisores de zero
planares e isomorfismos de I'(R). Em 2002 foram publicados os artigos de S. B. Mulay [16]
e F. DeMeyer e K. Schneider [11], que independentemente colaboraram com a andlise da
cintura de I'(R) iniciada em [5]. Em 2004, S. Akbari e A. Mohammadian [1] publicaram
resultados sobre o indice cromatico de I'(R) (ntmero cromético por arestas) e sobre isomor-
fismos de I'(R). Em relagao a este ultimo, os autores apresentaram condigoes para que grafos
divisores de zero isomorfos tenham seus respectivos anéis isomorfos. Ja em 2006, T. G. Lucas

[14] forneceu os possiveis diametros de I'(R) e de I'( R[x]).

O tema aqui discutido é grafos divisores de zero de anéis comutativos. Porém, a definicao
de grafo divisor de zero foi estendida também para anéis nao comutativos, sendo que o

primeiro artigo publicado sobre este assunto é devido a S. P. Redmond [17].

O objetivo deste trabalho é apresentar um estudo sobre grafos divisores de zero de anéis
comutativos com identidade. Os pré-requisitos e resultados auxiliares necessarios para al-

cancarmos nosso objetivo sao abordados no primeiro capitulo desta dissertacgao.

O primeiro capitulo foi dividido em quatro segoes: anéis Artinianos e anéis Noetherianos,

conjunto de divisores de zero, localizagao e grafos.

O segundo capitulo é destinado ao estudo dos grafos divisores de zero de anéis comutativos
com identidade. Neste capitulo apresentamos a definicao de grafo divisor de zero seguida de
exemplos e resultados basicos. Na sequéncia, obtemos informagoes sobre o anel R a partir da
anélise do tamanho e da forma de I'(R). Discutimos condigoes para que grafos divisores de
zero isomorfos tenham seus respectivos anéis isomorfos e, também, discutimos a estrutura do
conjunto de divisores de zero do anel a partir da analise do seu grafo divisor de zero. Ainda

neste capitulo, apresentamos resultados sobre coloragoes e automorfismos de I'(R).



CapriTULO 1

Preliminares

Apresentamos, neste capitulo, alguns conceitos e resultados sobre anéis comutativos e
grafos. Nao demonstramos todos os resultados, mas indicamos uma bibliografia na qual o
leitor possa consultar tais demonstragoes. Estamos assumindo que o leitor esteja familiarizado

com tépicos basicos de Grupos e Anéis.

Vamos estabelecer, inicialmente, algumas notacoes que utilizaremos. Denotamos por X*
o conjunto X \ {0}. Dados os conjuntos X e Y escrevemos X C Y se X é um subconjunto

de Y e X CY se X é um subconjunto proprio de Y.

Em todo texto, os anéis serao anéis comutativos com identidade, salvo mencao contraria.
A identidade do anel serda denotada por 1 e é diferente de 0, o elemento neutro da adigao.
Para simplificar a notagao, denotamos o conjunto de todos os ideais do anel R por Id(R) e
representamos o conjunto dos ideais primos de R por Spec(R). O conjunto dos elementos
invertiveis de R é denotado por U(R). Dados I € Id(R) e a € R, como usual em muitas
situagoes escreveremos @ no lugar do elemento a + I do anel quociente ?.

Dado P € Spec(R), diremos que P é primo minimal se nao existe outro ideal primo
contido propriamente em P.

Um anel R é dito ser decomponivel se pode ser escrito como produto direto de anéis R
e Ry, isto é, R = Ry X Ry, onde R; e Ry sao anéis comutativos com identidade nao nulos.
Caso contrario, dizemos que R é indecomponivel.

Dado um anel R, a intersegao de todos os ideais maximais deste anel é um ideal chamado

Radical de Jacobson de R, o qual denotamos por J(R). Ainda em R, consideremos o conjunto
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de todos os seus elementos nilpotentes, isto é,
Nil(R) = {r € R : existen € Ntal quer™ = 0}.

A este conjunto damos o nome de nilradical de R e facilmente mostra-se que Nil(R) é um
ideal de R. Na sequéncia, temos uma proposicao que relaciona o nilradical de R com os ideais

primos deste anel.

Proposicao 1.1. (/6], pdg. 5) Em um anel R, temos Nil(R) = ﬂ P.
PeSpec(R)

1.1 Anéis Artinianos e anéis Noetherianos

Em alguns resultados deste capitulo, utilizaremos nogoes de médulos (& esquerda). Assim,
damos sua definicao. A partir da definicao de moédulo, introduziremos os conceitos de anéis

Artinianos e de anéis Noetherianos, seguidos de resultados basicos.

Defini¢ao 1.2. Seja R um anel. Um conjunto nao vazio M é um R-mddulo (& esquerda) se

M ¢é um grupo abeliano e existe uma operagao

RxM — M

(r,m) +— rm
tal que, para todos rq,79, 7 € R e para todos mq, mg,m € M, temos:
(i) (r1+mr)m = rym + rom;
(ii) r(my + mo) = rmy + rmy;
(iii) (ryro)m = ri(rom);
(iv) Im =m.

Em capitulos posteriores utilizaremos os conceitos de anéis Artinianos e anéis Noetheri-

anos. Para isso, introduziremos defini¢oes e resultados relacionados a esses anéis.

Definigao 1.3. Seja C um conjunto parcialmente ordenado por uma relagdo = (respec-

tivamente, <). Dizemos que C satisfaz a condi¢cdo de cadeia descendente (c.c.d.) (resp.,
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condicao de cadeia ascendente (c.c.a.)) se toda familia (5;);ey de elementos de C onde
So = ST =Sy = ... =S = ... (resp.,, Sp =2 S; X 5 X ... X5, < ...) implicar que existe

k € N tal que Sy = Skii, para todo 7 € N. Neste caso, dizemos que a cadeia estaciona.

Definigao 1.4. Seja C um conjunto parcialmente ordenado por uma relacao = (resp., <).
Dizemos que C satisfaz a condi¢cao minimal (resp., condi¢do mazimal) se todo subconjunto

nao vazio de C admite um elemento minimal (resp., maximal), com respeito a = (resp., <).

A proposicao a seguir nos dd uma equivaléncia entre condicao de cadeia descendente e
condicao minimal. Um resultado analogo nos da a equivaléncia entre condicao de cadeia

ascendente e condi¢cao maximal.

Proposicao 1.5. ([6], pag. 7/) Seja C um conjunto parcialmente ordenado por ». Entao C

satisfaz a condicdao de cadeia descendente se, e somente se, C' satisfaz a condi¢cdo minimal.

De acordo com este resultado, temos a definicao de médulo Artiniano.

Definigao 1.6. Seja M um R-moédulo. Dizemos que M é Artiniano (resp., Noetheriano)
se o conjunto de seus submédulos, ordenado por 2O (resp., C), satisfaz a condigao de cadeia
descendente (resp., condigao de cadeia ascendente) ou, equivalentemente, a condigdo minimal
(resp., condi¢do maximal).

Um anel R é Artiniano (resp., Noetheriano) se R, visto como um R-mdédulo, é Artiniano
(resp., Noetheriano), isto é, se o conjunto de seus ideais Id(R), ordenado por O (resp.,
C), satisfaz a condicao de cadeia descendente (resp., condigdo de cadeia ascendente) ou,

equivalentemente, & condi¢ao minimal (resp., condigdo maximal).

A seguir elencamos algumas propriedades importantes de um anel Artiniano. Lembremos

que um ideal I é nilpotente se existe um inteiro positivo n tal que I" = {0}.
Proposicao 1.7. ([6], pdg. 76 e 89) Sejam R um anel Artiniano e I € Id(R). Entdo:
. R , . . .
(i) T € um anel Artiniano;
(ii) Todo ideal primo € mazimal;

(iii) Nil(R) = J(R);
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(iv) R tem somente um niumero finito de ideais mazximais;
(v) Nil(R) € nilpotente.

A definicao seguinte possibilitara estabelecer uma equivaléncia entre anéis Artinianos e

Noetherianos.

Definicao 1.8. Seja R um anel. Uma cadeia de ideais primos de R é uma sequéncia finita
estritamente crescente Py C P, C P, C ... C P, de ideais primos de R. Neste caso, o
comprimento da cadeia é n. Definimos a dimensdo de Krull de R como o supremo dos

comprimentos de todas as cadeias de ideais primos de R, que é um inteiro nao negativo ou
+0o (supondo R # {0}).

Notacgao: dim g R.
Exemplo 1.9.

1. Um corpo K tem dimensao zero. De fato, se K é um corpo, seus unicos ideais sao {0}
e K e o unico que é primo é {0}. Logo, ha apenas uma cadeia Py = {0}, a qual tem

comprimento n = 0.

2. Se R é um dominio principal (DP) mas néo é corpo, entao dimg,.;R = 1. Com efeito,
os ideais primos P # {0} de R s@o os ideais P = (p) onde p é um elemento primo e,
assim, irredutivel. Portanto, (p) é maximal. Assim, as cadeias de ideais primos de R

sao da forma {0} C (p), p primo.

Em particular, dimg,.Z =1 e dim . K[z] = 1 onde K é um corpo.
3. O anel R = K[y, xs,...], K corpo, tem dimensao oo, pois
{0} C (1) C (21,22) C (21, 79,23) C ...
¢ uma cadeia infinita de ideais primos.

Finalmente, podemos relacionar anéis Artinianos e Noetherianos.

Teorema 1.10. ([6], pdg. 90) Um anel R é Artiniano se, e somente se, R é Noetheriano e

dz’me”R =0.
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Definicao 1.11. Dizemos que um anel R é local quando R possui um unico ideal maximal.

A seguir, temos um resultado que fornece condi¢oes para que um anel seja local.

Proposigao 1.12. ([6], pag. 4) Sejam R um anel e M € Id(R) \ {R}.

(i) Se R\ M = U(R), entao R é um anel local e M € seu unico ideal mazximal;
(i) Se R\ U(R) é um ideal, entao R é um anel local com ideal mazximal R\ U(R);

(1ii) Se M € um ideal maximal e 1 +m € U(R) para todo m € M, entio R € local.

O proximo resultado descreve a estrutura dos anéis Artinianos.

Teorema 1.13. (Estrutura de Anéis Artinianos) (/6/, pdg. 90) Um anel Artiniano
R € de maneira unica (a menos de isomorfismo) um produto direto finito de anéis locais

Artinianos.

1.2 Conjunto de divisores de zero

Nesta se¢ao, apresentaremos um estudo sobre o conjunto de divisores de zero de um anel.
Comecaremos este estudo com um anel qualquer e depois restringiremos para anéis finitos.

No final da secao, analisaremos o conjunto de divisores de zero de um anel de polindomios.

Definicao 1.14. Seja R um anel. Dado a € R, dizemos que a é um divisor de zero quando
existe b € R* tal que ab = 0. Representamos o conjunto dos divisores de zero do anel R por

D(R).

Uma caracterizagao importante de D(R) que utilizaremos é que este conjunto é uma
uniao de ideais primos do anel R ([13], pag. 3). Os ideais maximais (com respeito a inclusdo)
dentre os ideais primos dessa uniao sao chamados primos mazrimais dos divisores de zero, ou

simplesmente, primos maximais. Também temos U P C D(R), pelo Teorema 84

P primo minimal

de [13].
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Observagao 1.15. Seja R um anel tal que {0} = Q1N ...NQk, onde Q; é ideal primo para
todoi =1,..., k. Entao R possui apenas um numero finito de primos minimais. Com efeito,
consideremos P; C @); primo minimal, ¢ = 1,..., k. Ainda temos que {0} = ﬂle P;. Vamos

supor que exista outro ideal primo minimal Py;. Entao,
k k
[[P <P =10} C P
i=1 i=1

e, em particular, Hle P; C Py, donde obtemos P; C Pyyq, para algum ¢ = 1,..., k. Mas

isso contradiz a minimalidade dos ideais.

Dizemos que um anel R é reduzido se Nil(R) = {0}. Caso contréario, R é nao reduzido.

Proposicao 1.16. Seja R um anel reduzido. Entao:

W U pP=bDwn;

P primo minimal

(ii) Se R nao é dominio de integridade, entdo R tem pelo menos dois primos minimais.

Demonstracao. (i) J& sabemos que U P C D(R) e, sendo R reduzido,

P primo minimal

(N P= (] P=Ni(R) ={0}. (1.1)

P primo minimal PeSpec(R)

Dado z € D(R)*, existe y € R* tal que zy = 0. Mas isto implica que zy = 0 € P para todo
primo minimal P e, entdo, x € P ouy € P. Se x ¢ P para todo primo minimal P, devemos
ter y € P para todo primo minimal P, o que contradiz (1.1). Logo, existe ao menos um primo

minimal P tal que z € P. Portanto, se R é um anel reduzido, entao U P = D(R).

P primo minimal

(74) Sabemos que R reduzido implica U P = D(R). Assim, supondo que R
P primo minimal

possui um tnico primo minimal P, de (1.1) obtemos D(R) = P = Nil(R) = {0}, um
absurdo. O

Dados M um R-médulo e a € M, definimos o conjunto anulador de a por

Ann(a) ={r € R : ra = 0}.
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Também, se I € Id(R), definimos o anulador de I como sendo o conjunto
Ann(I) ={re R : rI ={0}}.
Facilmente mostra-se que ambos anuladores sao ideais de R.

Proposicao 1.17. ([13/, pdg. 4) Sejam R um anel e I € Id(R) que é maximal dentre todos

os anuladores de elementos de R*. Entao I € ideal primo.

Demonstragao. Seja I = Ann(a), a € R*. Dado be € I, mostraremos que b € [ ou ¢ € [.
Suponhamos que b ¢ I. Entao ab # 0. Notemos que I = Ann(a) C Ann(ab). Mas,
por hipétese, I é maximal dentre os anuladores. Logo, I = Ann(a) = Ann(ab) e, como

c € Ann(ab), pois bc € Ann(a), obtemos ¢ € Ann(a) = 1. O

A definicdo de primos maximais dos divisores de zero admite uma generalizacao para

modulos. Mas antes, precisamos definir o conjunto de divisores de zero de um maodulo.

Definicao 1.18. Sejam R um anel e M um R-mddulo nao nulo. Definimos o conjunto de
divisores de zero de M por Dr(M) = {r € R : I3m € M*comrm = 0} C R. Osideais primos
maximais (com respeito a inclusao) contidos em Dg(M) sao chamados primos mazimais de

M.

O resultado abaixo diz respeito aos ideais primos maximais de um médulo. Em determi-

nadas condigoes, existe apenas um numero finito de primos maximais.

Proposigao 1.19. ([13], pag. 55) Sejam R um anel Noetheriano e M um R-mddulo ndo
nulo finitamente gerado. FEntdao existe apenas um numero finito de primos mazximais e cada

um € anulador de um elemento a € M*.

Proposicao 1.20. (/13/, pdg. 56) Sejam R um anel Noetheriano, M um R-mddulo ndo nulo
finitamente gerado e S um subanel de R tal que S C Dg(M). Entao eziste a € M* tal que
S C Ann(a).

Na proposicao seguinte, temos duas afirmacoes sobre o conjunto de divisores de zero de
um anel, quando este conjunto é um ideal. Notemos que a segunda afirmagao é para anéis

Noetherianos e, em particular, anéis finitos.
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Proposicao 1.21. Seja R um anel.
(i) Se D(R) é um ideal, entao D(R) € ideal primo;

(ii) Se R é um anel Noetheriano e D(R) é um ideal, entao D(R) = Ann(a), para algum

a € R*.

Demonstragao. Suponhamos que D(R) seja um ideal de R. E claro que D(R) # R, pois
1 ¢ D(R). Além disso, se ab € D(R), entao existe ¢ € R* tal que (ab)c = 0. Se be # 0, entao
a € D(R). Se bc = 0, entdao b € D(R). Logo, D(R) ¢ um ideal primo de R.

Agora, suponhamos que R seja um anel Noetheriano e que D(R) seja um ideal. Notemos
que R, visto como um R-médulo, é finitamente gerado. Também, D(R) é um subanel de R,
pois é um ideal de R. Logo, segue da Proposicao 1.20, que existe a € R* tal que D(R) C
Ann(a). Como Ann(a) C D(R), temos a igualdade desejada. O

Os proximos resultados referem-se a anéis finitos.

Proposicao 1.22. Se R € um anel finito, entao cada elemento de R é invertivel ou divisor

de zero.

Demonstracao. Seja a € R. Se a € D(R) ja temos o desejado. Agora, se a ¢ D(R), entao
a # 0 e, para todo b € R*, temos ab # 0. Escrevamos R = {0, as,...,a,}. Multiplicando
cada elemento de R por a obtemos a -0 = 0 e aa; # 0, para todo i, 2 < i < n. Se 1t # j,
aa; # aaj, caso contrario, a(a; — a;) = 0, mas a ¢ D(R). Assim, existe ay € R, 2 < k < n,

tal que aap = 1 e segue que a é invertivel. O

Temos, na sequéncia, uma condicao necessaria e suficiente para que um anel finito seja

local.

Proposicao 1.23. Se R € um anel finito, entao R € local se, e somente se, todo elemento

de R nao invertivel é nilpotente.

Demonstrag¢ao. Suponhamos que R seja um anel local. Como R é um anel comutativo com

identidade finito, todo ideal primo é maximal e, sendo R local, R possui um tnico ideal
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maximal, digamos M. Assim, pela Proposigao 1.1, segue que Nil(R) = m P =M.
PeSpec(R)
Logo, se a € R é nao invertivel, a € M = Nil(R) e, entao, a é nilpotente.

Reciprocamente, vamos supor que cada a € R nao invertivel seja nilpotente. Neste caso,
R\ Nil(R)={re€ R : reU(R)} e, pelo item (i) da Proposicao 1.12, obtemos que R é anel

local cujo ideal maximal é Nil(R). O

Proposicao 1.24. Se R € um anel local finito, entao D(R) € o inico ideal mazimal de R.

Demonstra¢ao. Sabemos que Nil(R) C D(R). Dado a € D(R), temos que a ¢ U(R). Logo,
da Proposigao 1.23, segue que a € Nil(R). Assim, D(R) = Nil(R) e D(R) é um ideal de
R. Pela Proposigao 1.22, R\ D(R) = {r € R : r € U(R)}. Portanto, segue do item (i) da
Proposigao 1.12, que D(R) é o tnico ideal maximal de R. O

Proposicao 1.25. Seja R é um anel local finito. Entao:

(i) A caracteristica de R € p™ (char(R) = p"), para algum primo p e algum inteiro positivo

n,

(ii) D(R) com a operagio de adigao do anel é um p-grupo, de modo que |D(R)*| = p™ —1,

para algum inteiro nao negativo m.

Demonstragao. Sabemos que D(R) é o unico ideal maximal de R pela Proposi¢ao 1.24. Logo,
R/D(R) é corpo finito e, entdo, sua caracterfstica é p, para algum primo p. Assim, pl = 0,
isto é, pl € D(R). Agora, pela demonstragao da Proposigao 1.24, D(R) = Nil(R) e, entao,
existe n € N tal que (p1)" = 0 e (p1)"~! # 0, ou ainda, p"1 = 0 e p"~ 1 # 0. Portanto,
char(R) = p™ o que demonstra (i). Temos que D(R), com a operacao de adigdo, é um
subgrupo de R, R visto como um grupo com a operacao de adigdo. Como char(R) = p",
entdo p"a = 0 para todo a € R. Em particular, se m € D(R) temos p"m = 0. Assim,
o(m) divide p", isto é, o(m) = p*, para algum inteiro nao negativo k e, portanto, D(R) é um

p-grupo. Disso segue que |D(R)*| = p' — 1, para algum inteiro nao negativo t. O

Seja I € Id(R) \ {R}. Dizemos que I é ideal primdrio se ab € I implicar que a € I ou

b" € I, para algum n € N.
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Vimos que se R é um anel local finito, vale a igualdade D(R) = Nil(R). O resultado
seguinte nos fornece essa igualdade para um anel qualquer, desde que o ideal nulo do anel

seja um ideal primaério.
Proposicao 1.26. Em um anel R, se {0} € um ideal primdrio entdo D(R) = Nil(R).

Demonstra¢ao. Sabemos que Nil(R) C D(R). Agora, seja a € D(R), entdo existe b € R*
tal que ab = 0. Como {0} ¢ ideal primario e ab € {0}, entdao a € Nil(R) ou b € {0}. Mas
b#0 e, assim, a € Nil(R) donde obtemos D(R) = Nil(R). O

Proposicao 1.27. Seja R um anel tal que dimg.i(R) = 0. Entao D(R) = Nil(R) se, e
somente se, D(R) € um ideal (primo). Além disso, se R € finito, esta afirmagao é equivalente

a R ser anel local.

Demonstracao. Se D(R) = Nil(R), ja temos que D(R) € Spec(R) pela Proposicao 1.21.
Vamos supor que D(R) € Spec(R). Para qualquer primo minimal @ temos @ C D(R).
Mas como dimg,(R) = 0, devemos ter D(R) = () para todo primo minimal Q. Logo,

Nil(R) = ﬂ Q) = D(R). A segunda afirmagao segue do fato que se R é anel local
Q primo minimal

finito, entdo D(R) = Nil(R). Agora, se D(R) = Nil(R) segue das Proposi¢oes 1.22 e 1.23
que R é local. [l

Observacao 1.28. Com base nos resultados anteriores, se R é um anel finito reduzido, entao
ao expressarmos R como um produto finito de anéis locais finitos (Teorema de Estrutura de
Anéis Artinianos), esses anéis locais deverdo ser constituidos exclusivamente de elementos

invertiveis (e zero) e, entdo, eles serdo corpos.

Passamos agora ao estudo do conjunto de divisores de zero de anéis de polinomios.

Proposigao 1.29. ([10], pdg. 9) Sejam R um anel e R[z] o anel de polinémios em uma

indeterminada x com coeficientes em R. Se f = ag + a1x + ... + a,2™ € R|x], entdo:

(i) f € invertivel em R[z| se, e somente se, ag € U(R) e ay,...,a, € Nil(R);

(ii) f € nilpotente se, e somente se, ag,ay, ..., a, sao nilpotentes.



1.2 Conjunto de divisores de zero 11

Um teorema que nos sera 1itil é o Teorema de McCoy. Apds este resultado apresentaremos

a definicao de anel de McCoy.

Teorema 1.30. (Teorema de McCoy) Seja R um anel. Um polinémio f € R[x] é um

divisor de zero se, e somente se, exviste r € R* tal que rf = 0.

Demonstracao. Seja f € D(R[z])*. Consideremos um polinémio g € D(R[z])* de menor
grau tal que fg = 0. Digamos que f = a9+ a1z + ... +a,2" e g =byg+ bix + ...+ bx™.
Assim, fg =dy +diz+ ...+ dpa® + ...+ apby,x™t™, onde d;, = Zf:o a;bp_;. Entao

dg = aobo =0
d1 = a0b1 + Cllb() =0
dg = aobg + a1b1 + azb() =0 (12)

\ dpsm = apby =0

Provemos, por indugao, que a,,_yg = 0,0 <t <n. Se a,g # 0, como a,b,, = 0, temos que
d(ang) < d(g) = m, onde 0 denota o grau do polinémio, e (a,g)f = 0, o que contraria o fato
que g ¢é o polindmio de menor grau que anula f. Logo, a,g = 0. Seja s € Ncom 0 < s <n
e suponhamos que a,_;g = 0 para todo 0 < t < s — 1. Coloquemos k = n — s. Temos
arg = agbo + apbix + ...+ apby,a™. Da hipotese de indugao obtemos a;b; = 0 para todos i, j,
n—(s—1)<i<ne0<j<m. Assim, do sistema (1.2) segue que ab,, = 0. Procedendo
como na demonstracao de a,g = 0 obtemos arg = 0. Logo, a,g = a,_19 = ... = apg = 0;

assim basta considerarmos r = b, # 0 e temos rf = 0.

A reciproca é 6bvia. n

Definicao 1.31. Dizemos que um anel R é um anel de McCoy se todo ideal finitamente

gerado contido em D(R) tem um anulador nao nulo.

Uma consequéncia do Teorema de McCoy é D(R[z]) € D(R)[z]. Também, D(R) C
D(R[z]). Assim, se D(R[z]) é um ideal, entdo D(R[z]) = D(R)[z], pois dado f =Y ,a;x" €
D(R)[z], como a; € D(R) C D(R[z]) e D(R[z]) é um ideal, temos f = ap+a1x+...+a,a™ €

D(R][z]) donde segue a outra inclusdo.
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Teorema 1.32. O anel de polinomios R[z] € um anel de McCoy.

Demonstragao. Seja I = (fi,..., f,) um ideal de R[z]| tal que I C D(R[z]). Escrevamos
fi= 3" gaix?, ai; € Ry € Nel <i <p. Sejaf=fi+ for”+ fzz* + ... + fra™,
onde s; € N sdo tais que so > ny e s; > nj—1 + 8;i—1, ¢ = 3,...,p. Como I C D(R[x]) e
f € I*, temos f € D(R[x])*. Entao, pelo Teorema de McCoy, existe r € R* tal que rf =0
e, assim, ra;;7' = 0, para todos i,k onde | = s; + k. Logo, ra;; = 0 para todos i, k e segue

que 71 = {0} e R[z] é um anel de McCoy. O

Corolario 1.33. Se f,g € D(R[z]) sdao nao nulos, entao as sequintes condi¢oes sio equiva-

lentes:

(i) (f,9) € D(R[z]);
(i1) f e g tém um anulador nao nulo em comum em R[z|;
(i11) Eziste r € R* tal querf =0=rg;
(iv) Se O(f) = n, entdo [+ z" g é um divisor de zero de R[x].

Demonstracao. Se (f,g) C D(R[z]), segue do teorema anterior que f e g tém um anulador
nao nulo em comum em R[x]. Vamos supor que (ii) seja verdadeiro, ou seja, existe [ € R[z|*
tal que If = 0 = lg. Consideremos o polinémio h = f + 2""'g, onde f = Y !  ja;z’ e
9=>" bjz’. Entao lh = 0 e segue que h € D(R[z])*. Logo, pelo Teorema de McCoy,
existe r € R* tal que rh = rf +ra"tg =0, ou ainda, r(ag + a1 + ... + a,x™) + r(bez™ ™! +
b2 4 4 bya™™™) = 0 e, assim, ra; = 0 e rb; = 0 para todos i = 0,...,n e j =
0,...,m. Portanto, rf = 0 = rg. Suponhamos que exista r € R* com rf = 0 = rg. Entao
r(f +a2"g) =rf+ra"ttg=0. Logo, f +z""g € D(R[z]). Se f + z""'g € D(R]z]), pelo
Teorema de McCoy, existe r € R* tal que r(f + 2" g) = 0. Como vimos, isto implica que

rf =0=rg. Portanto, (f,g9) C D(R|x]). -

E para finalizar esta secao apresentamos um teorema que relaciona o conjunto de divisores

de zero de R com o conjunto de divisores de zero de seu anel de polindmios.
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Teorema 1.34. D(R[z]) é um ideal de R[x] se, e somente se, R é um anel de McCoy tal
que D(R) é um ideal.

Demonstragao. Por hipétese, D(R[x]) é um ideal de R[z]. Entao, D(R[z]) = D(R)[z] como
vimos acima. Mas isso significa que para qualquer conjunto finito de divisores de zero em
R, qualquer polindomio cujos coeficientes pertencem a este conjunto deve ser um divisor de
zero. Assim, pelo Teorema de McCoy, cada conjunto deste tem um anulador nao nulo. Logo,

D(R) deve ser um ideal e R deve ser um anel de McCoy.

Reciprocamente, suponhamos que R seja um anel de McCoy e D(R) um ideal. Entao cada
subconjunto finito de D(R) tem um anulador nao nulo e cada polinémio cujos coeficientes
pertencem a D(R) deve ser um divisor de zero de R|x]. Se f,g € D(R[z]), pelo Teorema de
McCoy, existem r, s € R* tais que rf = 0 = sg e, com isso, os coeficientes de f e g pertencem
a D(R). E o mesmo ocorre com o polinémio f + "¢ € R[z], onde n é o grau de f, donde
obtemos f + 2""'g € D(R[z]). Assim, se f,g # 0, pelo coroldrio anterior, (f,g) C D(R[z]).
Se f =0 ou g = 0 também temos (f,g) € D(R[z]). Logo, f — g € D(R|x]). E claro que se
h € R[z] e f € D(R]x]) entao hf € D(R[z]). Portanto, D(R[z]) é um ideal. O

1.3 Localizacao

A formacao de anéis de fragoes e o processo de localizacao sao, talvez, as ferramentas
técnicas mais importantes em Algebra Comutativa. Nesta secao, definiremos tais ferramentas

e demonstraremos um resultado, que nos sera 1til no capitulo seguinte, usando localizagao.

Seja R um anel. Um subconjunto multiplicativamente fechado é um subconjunto S de R
tal que 1 € S e S é fechado com respeito a operacao de multiplicacao de R. Definimos a

relacdo = em R x S como segue:
(a,s) = (b,t) < existe u e S tal que (at —bs)u = 0.

Tal relacao é uma relacao de equivaléncia. Denotamos a classe de equivaléncia do elemento
(a,s) € R x S por ¢ e definimos SR ={% : a € R e s € S} o conjunto das classes de

equivaléncia. Consideremos em S™!'R as operacoes de adicao e multiplicacao dadas, respec-
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tivamente, como segue:
a b at+bs

t st

D) -

Verifica-se que essas operacoes estao bem definidas e que, com as operacoes acima, S™!R ¢é

0

um anel comutativo com identidade %, cujo elemento neutro para a operagao de adigao €

O anel S7'R é chamado anel de fragées de R com respeito a S.

Seja P € Spec(R) e consideremos S = R\ P. Notemos que 1 € S, pois 1 ¢ P. Dados
a,b € S, pela definigdo de S, a,b ¢ P e, como P é ideal primo, entdo ab ¢ P. Logo, ab € S
e segue que S é um subconjunto multiplicativamente fechado de R. Neste caso, denotamos
tal anel de fracdes de R por Rp. Seja PRp = {£ : p € Pes € S} C Rp e mostremos que
PRp é um ideal de Rp. De fato, o elemento neutro da adi¢ao de Rp, Og, = %, pertence a
PRp. Dados 2,4 € PRp, entao £ + 1 = Pites ¢ PRy pois p,q € P, P éideal, s,t € S e

s’ st

€ Rp, temos (g) (9) =2 ¢ PRp, pois P ¢ ideal.

S é multiplicativamente fechado. Dado -

SIS

Logo, PRp é um ideal de Rp. Agora, se ¢ ¢ PRp, entao a ¢ P e segue que a € S. Como
(2) (2) = 2 =1, entao ¢ € U(Rp). Disto segue que se I € Id(Rp) é tal que I nao estd
contido em PRp, entao I possui um elemento invertivel e, portanto, I = Rp. Assim, PRp é
o unico ideal maximal de Rp e Rp é um anel local. Por esse motivo, Rp recebe o nome de

localizagao em P.

Na sequéncia, apresentamos trés resultados importantes da teoria de localizagao.

Proposicao 1.35. (/6/, pdg. 42) Se P € Spec(R), entdo o nilradical de Rp é Nil(R)Rp.

Em particular, se R é um anel reduzido, entao Rp € reduzido.

Proposicao 1.36. ([6], pag. 42) Se P € Spec(R), entdao os ideais primos de Rp estio em

correspondéncia bijetiva com os ideais primos de R contidos em P.

Proposicao 1.37. Se R € um anel reduzido e P € um primo minimal de R, entdo Rp € um

corpo.

Demonstragao. Se P = {0}, ja temos o desejado. Suponhamos P # {0}. Como P é primo

minimal, segue da proposicao anterior que PRp é o unico ideal primo de Rp. Assim, pela
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Proposicao 1.1, PRp é também o nilradical de Rp. Como R é um anel reduzido, pela

Proposicao 1.35, Rp é reduzido e, assim, PRp = {0}. Portanto, Rp é corpo. [l

Utilizaremos o conceito de localizagao no proximo resultado.

Proposicao 1.38. Seja I um ideal finitamente gerado de um anel reduzido R. Entdo existe
r € R* tal que r € Ann(I) se, e somente se, I estd contido em, no minimo, um primo

manimal.

Demonstra¢ao. Vamos supor que r € R* é tal que rI = {0}. Como R é reduzido, vale a
equagao (1.1) e, assim, r nao pode pertencer a todo primo minimal. Entao existe um primo
minimal P tal que r ¢ P e, como P é ideal primo e rx = 0 € P para todo x € I, segue que
x € P para todo x € I. Logo, I C P. Agora, suponhamos que I C P, para algum primo
minimal P. Entao, IRp = PRp = {0}, pois pela proposigao anterior, Rp é um corpo. Como

I ¢ finitamente gerado, existe um elemento ¢t € R\ P tal que ¢t/ = {0}. O

1.4 Grafos

Nesta secao, introduziremos as defini¢oes e resultados da teoria de grafos necessarios para

o estudo de grafos divisores de zero que faremos no capitulo seguinte.

Definicao 1.39. Sejam V um conjunto e E um subconjunto de {{u,v} : u,v € V}. Um
grafo (simples) é um par ordenado do tipo G = (V, E). Um elemento de V' é denominado
vértice e um elemento de E é chamado aresta. Dizemos que n = |V| é a ordem do grafo

G = (V, E) e a denotamos por |G|.

Quando nao houver dividas, vamos nos referir ao grafo G = (V, E) apenas por G.

Um vértice v € V' é adjacente a um vértice u € V se {u,v} € E. O grau do vértice v é
definido por d(v) = [{u : {u,v} € E}|.

De acordo com a notacao acima, se V' C V e E' C {{u,v} : u,v € V', {u,v} € E},
dizemos que G’ = (V', E') é um subgrafo de G . E se para todos u,v € V', {u,v} € E implicar
que {u,v} € E’, entdo dizemos que G’ é um subgrafo induzido. Neste caso, denotamos

¢’ =GV'l.
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Dizemos que o grafo G é completo com n vértices se |V| = n e {u,v} € E para todos
w,v € V com u # v. Denotamos tal grafo por K". Dizemos que G é um grafo nulo se V = ).
Também dizemos que G é bipartido se existe uma particao de V', digamos V =V, UV, e
ViNVy =10, tal que se {u,v} € E, entao um dos vértices estd em V; e o outro em V5. Se,
além disso, tivermos {u,v} € E para todos u € V} e v € Vi, entdo G é um grafo bipartido
completo, o qual serd denotado por K™ onde m = |Vj| e n = |V4]. Os grafos da forma

K™ com n > 1, sao chamados de grafos estrelas.

Dado K C V nao vazio, dizemos que K é um cliqgue quando G[K| é um grafo completo.

A cardinalidade do maior clique de G é denotada por w(G).

Um caminho em um grafo G = (V| E) é uma sequéncia de vértices vy, vy, . . ., vy, distintos
dois a dois, tal que {v;,v;41} € E, para todo i = 0,...,k — 1. Neste caso, o nimero k é

chamado de comprimento do caminho, o qual é usualmente denotado por vy - - - vg.

Um ciclo de comprimento k, k > 3, em um grafo G = (V, E) é um subgrafo de ordem k de
G da forma G' = (V' E'), onde V' = {vy,vq,...,0p} e B/ = {{v1, 02}, {va, vs}, ..., {vk_1, v},
{vg,v1}}. Tal ciclo é denotado por vyvy - - - vpvy. Um k-ciclo, denotado por C*, é um grafo G

que é um ciclo de comprimento k quando visto como subgrafo de G.

Exemplo 1.40. Consideremos o grafo G = (V,E) onde V = {vg, vy, v9, 03,04, 05,06} €
E = {{vo,v1}, {v1,ve}, {v1,v3}, {ve, v3}, {ve, v4}, {vs, va}, {vs, vs}, {vs, v5}, {vs, 06} }. O grafo
G estd representado na Figura 1.1. Temos que vavy, UgU103 € UaU304U5Vg S0 exemplos de
caminhos em G. E vyv30109, U503090405, 0103040201 sa0 exemplos de ciclos em G. O primeiro

ciclo tem comprimento trés; o segundo e o terceiro ciclos tém comprimento quatro cada.

Us Vg
p—o
U3 Uy
Vo (%1 (%)

Figura 1.1: Grafo G

Dizemos que um grafo G = (V, E) é conezo se existe um caminho ligando quaisquer dois

vértices distintos. Dados u,v € V, com u # v, definimos a distincia de u a v por d(u,v) =
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min{k : existe um caminho de u a v de comprimento k}. Se nado existe um caminho de u a
v, entdo d(u,v) = co. O diametro de G é diam(G) = sup{d(u,v) : u,v € V,u # v}. A
cintura de G, denotada por g(G), é definida como o comprimento do menor ciclo em G se

G nao contém ciclos, entao g(G) = oc.
Proposicao 1.41. (/12], pdag. 8) Todo grafo G contendo um ciclo satisfaz

9(G) < 2-diam(G) + 1.

Sejam G; = (V4, Ey) e Gy = (Vs Ey) grafos. Dizemos que Gy e Gy sdo isomorfos, e
escrevemos (G; ~ (G5, quando existe uma bijecao ¢ : Vi — V5 tal que {u,v} € Ej se, e
somente se, {p(u),p(v)} € E,, para todos u,v € Vi. Segue diretamente da definicao de
isomorfismo que d(v) = d(¢(v)), para todo v € Vi, onde d(v) e d(¢(v)) denotam os graus dos
vértices v e p(v), respectivamente. Se Gy = Gy, entdo dizemos que ¢ é um automorfismo do
grafo 1. Denotamos por Aut(G) o conjunto de todos os automorfismos de um grafo G. E
facil ver que (Aut(G),o) forma um grupo, onde o é a composicao de fungoes. Também, se
|V | = n, entao Aut(G) é isomorfo a um subgrupo de S, (grupo simétrico de grau n). Nao é
dificil mostrar que Aut(G) é isomorfo a S, se, e somente se, G = K™.

Uma k-coloragdo dos vértices de um grafo G é uma funcdo ¢ : V- — {1,2,...,k}. Colo-
cando V; = ¢71(i), para 1 < i < k, segue que V;, Vs, ..., Vi é uma partigao de V. Uma k-
coloragao é prépria se vértices adjacentes recebem cores distintas. O ndmero cromdtico x(Q)
é o menor numero k tal que existe uma k-coloracao de vértices propria de G. Analogamente,
definimos uma k-coloragdo de arestas de G como sendo uma funcéo f : £ — {1,2,...,k}
e dizemos que a k-coloracao é propria se arestas adjacentes recebem cores distintas pela k-
coloragao f. Assim, definimos o indice cromdatico x'(G) como sendo o menor k tal que existe
uma k-coloracao de arestas propria de G.

Dado um grafo G, sempre temos que x(G) > w(G) e X'(G) > A(G), onde A(G) é o grau

maximo de vértices de GG. Para grafos bipartidos, temos o seguinte resultado devido a Konig.
Teorema 1.42. (Ko6nig 1916) ([12/, pag. 103) Todo grafo bipartido satisfaz X' (G) = A(G).

No préximo resultado, intitulado como Teorema de Vizing, vemos que o indice cromatico

pertence a um intervalo pequeno.
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Teorema 1.43. (Vizing 1964) ([12], pdg. 103) Todo grafo G satisfaz

A(G) < Y(G) < A(G) + 1.

Dizemos que um grafo G' é critico se é conexo, x'(G) = A(G) + 1 e para qualquer aresta

e de G temos X'(G \ {e}) < X(G). Na Figura 1.2 temos um exemplo de grafo critico.

Figura 1.2: Exemplo de grafo critico.

Juntamente com a definicao de grafo critico, temos um lema que utilizaremos posterior-

mente. Lembremos que §(G) denota o grau minimo de vértices de G.

Lema 1.44. (Lema da Adjacéncia de Vizing) ([18/, pag. 24) Se G é um grafo critico,

entao G tem, no minimo, A(G) — §(G) + 2 vértices de grau mdximo.

Observagao 1.45. Se G é um grafo com \/'(G) = A(G) + 1, entao existe um subgrafo G,
de G tal que X'(G1) = A(G) + 1 e para qualquer aresta e de Gy temos x'(G; \ {e}) = A(G).
Podemos obter de G um subgrafo conexo H tal que x'(H) = A(G) + 1. Assim, o grafo
H é critico com grau maximo A(G). Se x é um vértice de H com grau A(G), entao pelo
Lema da Adjacéncia de Vizing, H tem pelo menos A(G) — dg(v) + 2 vértices de grau A(G),
para qualquer vértice v adjacente a x. Portanto, se G é um grafo tal que para todo vértice
de grau méaximo existe uma aresta uv tal que A(G) — d(v) + 2 é maior que o nimero de

vértices de grau maximo em G, entao pelo argumento acima e o Teorema de Vizing, obtemos

X' (G) = A(G).



CapriTULO 2

Grafos divisores de zero

Neste capitulo, apresentamos a definicao de grafo divisor de zero de um anel comutativo
com identidade, bem como os resultados relacionados ao assunto. O capitulo esta dividido
em sete secoes. Na primeira secao apresentamos a definicao de grafo divisor de zero, bem
como exemplos e resultados basicos relacionados a sua estrutura, como diametro e cintura.
Na secao seguinte, obtemos informacoes sobre o anel a partir do estudo do tamanho e da
forma do grafo divisor de zero. Na terceira se¢ao, relacionamos isomorfismos de anéis com
isomorfismos de grafos. Mais precisamente, discutimos condi¢oes em que grafos divisores de
zero isomorfos tenham seus respectivos anéis isomorfos. Na se¢ao 4 discutimos a estrutura
do conjunto de divisores de zero a partir do grafo divisor de zero do anel. Na secao seguinte
veremos que a descricao dos possiveis diametros dos grafos divisores de zero de um anel
e de seu anel de polinomios é dada em termos das propriedades do anel. A sexta secao
¢ destinada a um breve estudo das coloragoes de vértices e de arestas do grafo divisor de
zero. E, finalmente, na tltima secao apresentamos resultados relacionados a automorfismos

de grafos divisores de zero.

Observamos que em todo este capitulo, o termo “anel” significa “anel comutativo com

identidade”.

2.1 Grafo divisor de zero

O conceito de grafo divisor de zero foi introduzido em 1988 por Istvan Beck [9]. Beck
apresentou a ideia de associar um grafo “divisor de zero” com um anel comutativo, com o

intuito principal de estudar coloracoes. Contudo, usou uma definicao ligeiramente diferente
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da que apresentaremos. Na definicao apresentada por Beck, os vértices do grafo divisor de
zero sao todos os elementos do anel comutativo R; e distintos vértices z e y sao adjacentes
se zy = 0. Denotemos o grafo divisor de zero de Beck por I'g(R) (Beck usou apenas R para
denotd-lo). Em I'g(R), o vértice 0 é adjacente a todos os outros vértices, mas os elementos

de R que nao sao divisores de zero sao adjacentes a 0 apenas.

Apresentamos, agora, a definicao de grafo divisor de zero que usaremos. Essa definicao

foi dada por D. F. Anderson e P. S. Livingston em [5].

Definigao 2.1. Seja R um anel. O grafo divisor de zero de R é definido por

em que V(I'(R)) = D(R)* e E(I'(R)) = {{z,y} : z,y e V(I'(R)),z #y e z.y=0}.

Notemos que I'(R) é um subgrafo induzido de I'y(R). Durante este capitulo, ficard claro
que I'(R) tem uma estrutura muito mais rica que I'g(R) e reflete melhor as propriedades de
D(R).

Segue diretamente da defini¢ao que I'(R) é um grafo nulo se, e somente se, R é um dominio
de integridade. Para evitar que I'(R) seja um grafo nulo, vamos supor implicitamente que o

anel R nao ¢ um dominio de integridade.

A seguir, damos alguns exemplos de grafos divisores de zero. Tais exemplos mostram que

anéis que nao sao isomorfos podem ter o mesmo grafo divisor de zero.

s . N 7 ~
Alguns dos anéis abaixo tém como elementos classes, como por exemplo (2[23;}' Para nao

sobrecarregar a notagao, em muitas situagoes, omitiremos as barras das classes, isto é, onde

Zs|x]
(z?)

, 0 correto é T € Z(;[;;]

selé x e

Exemplo 2.2. Consideremos os anéis R = Z, e S = Z(;[;';] Entao D(R)* = {2} e D(9)* = {z}

e seus respectivos grafos divisores de zero sao:

. b
9

: : Zax]
Figura 2.1: ['(Z,) Figura 2.2: I < (9262) )
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Exemplo 2.3. Dados R = Zg, S = Zy X Ly e T = Z(s[;
L2z + 2}, temos aue D(R)" = {8.5}, D(8)" = {0.1). (L.

I
\.HI
Nl
s
8
+
\.HI
8
+
o
[N]]
=
[\]]
8
+

respectivos grafos divisores de zero sao:

g% (0.7) = (T.0) T

: . ZLs|x]
Figura 2.3: I'(Zy) Figura 2.4: T'(Zy X Zs) Figura 2.5: T < (22) )

Exemplo 2.4. Sejam R = Zg, S = 28 T =7, ¢ V = 2 Entao D(R)* = {2,3,4},

(z®)? (2z,22-2) "

D(S)* = {z, 2%, 22 +x}, D(T)* = {2,4,6} e D(V)* = {2, 2, 2+2} e segue que seus respectivos
grafos divisores de zero sao dados por:

2

3 x

7 /\ 1 ’ /\ e

Figura 2.6: I'(Zg) Figura 2.7: I (Z(;_L’x)])
1 2

N N

Figura 2.8: I'(Zs) Figura 2.9: I ((5127490[;15))

Observagao 2.5. Beck [9] mostrou que os anéis dados nos Exemplos 2.2, 2.3 e 2.4 sdo os
unicos anéis, a menos de isomorfismos, que tém como grafo divisor de zero, respectivamente,

K!', K? e K12

Exemplo 2.6. Consideremos R = —229 . — (0T z,y,z+ L,y + Lo +y, o +y+ 1} e

(22,2y,y2)

S = Iijj[f)] ={0,1, 0,0 z,ar,a’x,1 +z,1 +az,1 + ’z,a+z,a+ ax,a + oz, 0 + x,0° +
ar,a® + o’z}, onde Fy = {0,1,0,0*} e > = a+ 1. Entao D(R)* = {z,y,x + y} e
D(S)* = {z,az,a*x}. Os grafos divisores de zero de R e S podem ser vistos nas Figuras

2.10 e 2.11, respectivamente.
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Tty x
x A y ax A o2z
Figura 2.10: T ((JCZQ?Z’};,}Q)) Figura 2.11: T (%531)

Como pode ser observado nos exemplos anteriores, todos os grafos conexos com menos
que quatro vértices podem ser realizados como grafo divisor de zero de algum anel. Notemos
que existem onze grafos com quatro vértices (a menos de isomorfismos), conforme Figura

2.12.
ae o a e——o ( a e——e ( ah—Id aﬂd
be o C be o C he——ecC bhe C bhe c
aI Id aI ]d a d CLI :d a d a d
b c b c b c b c b c b c

Figura 2.12: Grafos com quatro vértices (a menos de isomorfismo).

Desses onze grafos, somente os seis 1ltimos sao conexos. Dos seis conexos apenas os trés

ultimos podem ser realizados como I'(R), como veremos a seguir.

Exemplo 2.7. Consideremos

R =17y xF, ={(0,0),(0,1),(0,a), (0,a%),(1,0),(1,1),(1,a), (1,a*},

onde o = o + 1. Temos que D(R)* = {(0,1),(1,0), (0, ), (0,a?)} cujo grafo divisor é dado
na Figura 2.13.

da Figura 2.14.
Seja T = Zss. Temos que D(T)* = {5,10,15,20} e seu grafo divisor de zero pode ser

visualizado na Figura 2.15.
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(0,1) (0,0%) (1,0) (0.2) 5 10
(1,0) (0,0) (0,1) (2,0) 20 15
Figura 2.13: T'(Zy x Fy) Figura 2.14: I'(Z3 x Z3) Figura 2.15: T'(Zss)

O grafo I' com vértices {a,b,c,d} e arestas {a,b}, {b,c} e {¢,d} nao pode ser realizado
como I'(R) para algum anel R. De fato, suponhamos que exista um anel R com D(R)* =
{a,b,c,d} e somente os produtos nulos ab = 0, bc = 0 e ¢d = 0 entre os elementos de R*.
Como (a+c)b=ab+cb =0, entdo a+c € D(R). Assim, a + ¢ deve ser 0, a, b, ¢ ou d. Mas,
notemos que se a + ¢ = a obtemos ¢ = 0, se a + ¢ = ¢ temos a = 0, se a + ¢ = d, segue que
db = 0 e nao temos essa relacao em R* e se a+c = 0, entdo 0 = (a+c)d = ad+cd = ad, o que
nao ocorre. Logo, a+c = b. Analogamente, como (b+d)c = be+dec = 0, temos b+d € D(R)*
e procedendo como acima, obtemos b+ d = ¢. Dessa forma, b =a+c=a+ b+ d e, entao,
a+d = 0. Portanto, bd = b(—a) = —(ab) = 0, contradicao. Para os outros dois grafos

conexos com quatro vértices a demonstragao é analoga.

Como vimos nos exemplos anteriores, I'(R) pode ser um 3-ciclo ou um 4-ciclo. Mas, na
verdade, I'( R) nao pode ser um n-ciclo para todo n > 5. De fato, suponhamos que exista um
anel R tal que D(R)* = {ai, a9, - ,a,} e E(I'(R)) = {{ai,ai11} : 1 <i<n—1}U{{an,a1}}
comn > 5 Paral < i < n—2 temos (a; + Gjr2)a;41 = a;a;41 + ai10a,41 = 0, ou
seja, a; + a;4o € D(R). Entado a; + a;1o deve ser 0,aq,as,...,a,. Porém, notemos que
se a; + a;p o = 0, entdao 0 = (a; + a;12)a43 = ;G453 + Q120,43 = A;Gi13, O qUE NAO OCOITE.
Também, se a; +a;12 = a; entao a;12 = 0. Se a; +a;12 = a;42, entao a; = 0. Se a; +a;42 = a;,
1<j<i—1loui+3<j<n,entdo ai1a; = aip1(a; + aiy2) = ai410; + aip1042 = 0,
donde {a;t1,a;} € E(I'(R)). Desse modo, devemos ter a;11 = a; + a;42. Analogamente,
Qiro = Qir1 + Gjp3. Assim, a;p1 = a; + a0 = a; + @41 + a;13 €, entao, a; + a3 = 0.
Portanto, a;41a;43 = a;+1(—a;) = 0, uma contradigao.

Como vimos, I'(R) nao pode ser um n-ciclo para todo n > 5. Porém, para cada n > 3,
existe um grafo divisor de zero com um n-ciclo. De fato, seja R, = M, onde [ =

I

(22, 2% 1179, ToT3, - -, T,11). Temos que I'(R,,) tem um n-ciclo, a saber, T; T3 - - - T,, 1,
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pois para todo 1 < ¢ < n, (z; + )(zjp1 + 1) = vz +1 =0+1T e (x, + [)(x1+ 1) =
Tpt1+1=0+1.
O proximo resultado fornece uma classe de anéis cujo grafo divisor de zero é um grafo

bipartido completo.

Proposicao 2.8. ([5]) Sejam A e B dominios de integridade e R = A x B. Entao I'(R) €
um grafo bipartido completo com |T'(R)| = |A| + |B| — 2.

Demonstracao. Seja © = (a1,b;) € D(R)*, entdao x # (0,0) e existe y = (ag,bs) € R,
y # (0,0), tal que xy = (0,0), isto &, (a1, b1)(ag,ba) = (0,0) e segue que ajaz = 0 e byby = 0.
Como A e B sao dominios de integridade, obtemos a; = 0 ou ay = 0 e by = 0 ou by = 0.

Assim, se z € D(R)* temos x = (a1,0) ou z = (0,b,), a; € A* e by € B*. Portanto,
V(I'(R)) = D(R)* = V4, U V; (unido disjunta)

em que Vi = {(a,0) : a € A*} e Vo = {(0,b) : b € B*}.
E claro que para quaisquer z € V; e y € Va temos {z,y} € E(I'(R)). Além disso,
IP(R)| = V(T(R)| = Vil + [Va| = |A] = 1+ |B] = 1 = |A[ + [ B| — 2.
0
Observemos que se A = Z, na proposicao anterior, entao V(I'(R)) = {(1,0)} U V5 (unido
disjunta) em que Vo = {(0,b) : b € B*}. Assim, I'(R) é um grafo estrela com |I'(R)| =
|Zy| + |B| —2 = |B.

Nas Figuras 2.16 e 2.17 sao dados dois exemplos de grafos bipartidos completos.

(1,0) (1,0) (2,0)
(0,1) (0,2) (0,3) (0,4) (0,5) (0,6) (0,1) (0,2) (0,3) (0,4)

Figura 2.16: T'(Zy X Z7) ~ K'© Figura 2.17: T'(Z3 X Zs) ~ K**
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Teorema 2.9. (/5]) Seja R um anel. Entao T'(R) € finito se, e somente se, R € finito. Em

particular, se 1 < |I'(R)| < oo, entdo R € finito e ndo é corpo.

Demonstragao. Vamos supor que I'(R) é finito e ndo nulo, ou seja, D(R)* é finito e ndo vazio.
Entao existem z,y € D(R)* tais que xy = 0.

Seja I = Ann(x). Como I C D(R), entao I é finito. E como yx = 0, temos que ryz = 0
para todo r € R, isto é, ry € I para todo r € R.

Se R fosse infinito, existiria ¢ € I com J = {r € R : ry = i} infinito. Assim, para
quaisquer r, s € J terfamos (r — s)y = ry — sy =i — i = 0 e, entdo, Ann(y) seria infinito e,
consequentemente, D(R) seria infinito, uma contradigao. Logo, R é finito.

Agora, se R é finito, é claro que I'(R) ¢é finito. O]

No que segue, mostramos que os grafos divisores de zero sao todos conexos e tém diametro
pequeno. Como veremos, diam(I'(R)) < 3. Deste modo, se x,y € D(R)* e x # y, trés casos
podem ocorrer: zy = 0, xz = zy = 0 para algum z € D(R)*\{z,y}, ou xz; = 2120 = 20y = 0
para distintos z1, 20 € D(R)* \ {x,y}. Abaixo ilustramos os trés possiveis casos.

z 21 22

Z Y € Y T Y

Figura 2.18: Possiveis casos para d(z,y).

Teorema 2.10. (/5]) Para todo anel R, I'(R) € conezo e diam(I'(R)) < 3.

Demonstragao. Sejam x,y € D(R)* distintos. Se xy = 0, entao d(z,y) = 1. Assim, supo-
nhamos zy # 0. Analisemos os possiveis casos. Se 22 = 0 e y*> = 0, entdao x(zy) = 0 e
(ry)y = 0, donde z(ry)y é um caminho de comprimento dois e d(x,y) = 2. Se 2 = 0 e
y* # 0 entdo existe b € D(R)* \ {z,y} tal que by = 0. Se bxr = 0, temos xby um caminho
de comprimento dois. Agora, se bx # 0, entdo z(xb)y é um caminho de comprimento dois.
De modo anélogo, obtemos d(z,y) = 2 se 22 # 0 e y* = 0. Assim, vamos supor que xy # 0,

2?2 # 0 e y? # 0. Entao existem a,b € D(R)* \ {z,y} tais que az = by = 0. Se a = b,
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o caminho zay tem comprimento dois. Suponhamos a # b. Se ab = 0, temos xaby um
caminho de comprimento trés e, assim, d(x,y) = 3. Se ab # 0, temos x(ab)y um caminho de

comprimento dois, donde d(x,y) = 2. Logo, diam(T'(R)) < 3. O

Quanto ao grafo divisor de zero de Beck, I'g(R), temos diam(I'g(R)) = 1 para R =~ Z, ¢
diam(I'o(R)) = 2 para todos os outros anéis R, pois 0y é um caminho de comprimento dois

entre quaisquer elementos distintos x,y € R*.

Observamos que da Proposicao 2.8 temos uma classe de anéis que tem grafo divisor de
zero sem ciclos. Em [5], David F. Anderson e Philip S. Livingston mostraram que se I'(R)
possui um ciclo, entao sua cintura é menor ou igual a sete. Além disso, mostraram que para
anéis comutativos Artinianos (em particular, para anéis comutativos finitos) tais que I'(R)
contém um ciclo, entao g(I'(R)) < 4. Mas esta ultima afirmacao é verdadeira para um caso
mais geral, como veremos no préximo resultado obtido por S. B. Mulay [16] e F. DeMeyer e
K. Schneider [11] independentemente. Entretanto, a demonstragao aqui apresentada foi feita

em 2005 por uma estudante universitaria chamada Marie Jameson.

Teorema 2.11. Se R é um anel tal que I'(R) contém um ciclo, entao g(I'(R)) < 4.

Demonstragdo. Pelo Teorema 2.10, diam(I'(R)) < 3. Logo, segue da Proposigao 1.41 que
g(I'(R)) <2-diam(I'(R)) + 1, isto é, g(I'(R)) < 7. Mas vamos supor n = g(I'(R)) = 5,6 ou
7. Seja v1vy ... v,v; um ciclo de comprimento minimal em I'(R). Notemos que vjv3 # 0 pois,
caso contrario, v1vs...v,v; seria um ciclo de comprimento menor que v1vs . ..v,v;. Assim,
consideremos o subgrafo I["(R) de I'(R) gerado pelos vértices vy, ..., v,, v103.

Se v1v3 # v; para 1 < i < n, como ve(v1v3) = vi(vavz) = 0 e vg(vivs) = v1(v4v3) = 0,
I'(R) e, consequentemente, I'(R) contém um ciclo vavsvs(viv3)ve de comprimento 4, uma
contradigao. Logo, vv3 = v; para algum 1 < ¢ < n. Agora, viv3 # vy, caso contrario,
vy = wvivgvy = 0 e, assim, v9v3v4v9 seria um ciclo de comprimento menor que n, uma
contradicao. Analogamente, vivs # vy € viv3 # v,. Assim, viv3 é adjacente aos vértices
Vg, U4 € U, €, com isso, existem, no minimo, trés arestas ligadas a vyv3 em I(R). Logo, existe
uma aresta extra em [(R) que nao estd no ciclo original vyvs ... v,v;. Desta forma, existe
um ciclo de comprimento menor que n em I"(R) e, consequentemente, em I'(R). Portanto,

devemos ter g(I'(R)) < 4. O
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Notemos que se R é um dominio de integridade, R ~ Z, ou R ~ Z(i[f)}, entdo [h(R) é
um grafo estrela K onde o = |R*|. Assim, g(T'o(R)) = oco. Agora, se R nao é isomorfo
a algum dos anéis citados acima, entao g(I'o(R)) = 3, pois 0 e quaisquer divisores de zero

distintos z e y, com zy = 0, determinam um ciclo de comprimento trés em I'g(R).

2.2 O que o tamanho e a forma de ['(R) implicam

A partir da andlise da forma do grafo divisor de zero de um anel, podemos obter in-
formagoes a respeito do anel. Estudaremos a estrutura do anel quando seu grafo divisor de
zero apresenta um vértice adjacente a todos os outros vértices do grafo. Veremos também
quais anéis apresentam grafo divisor de zero completo. Por fim, mostraremos qual a tnica

forma que um grafo estrela com no minimo quatro vértices pode ser realizado como I'(R).

O primeiro resultado desta segao refere-se ao tamanho de I'(R). Este resultado é uma

generaliza¢ao do Teorema 2.9 e exige apenas que todo vértice de I'(R) tenha grau finito.

Teorema 2.12. (/1]) Se R é um anel tal que R nao é um dominio de integridade e cada

vértice de I'(R) tem grau finito, entdo R € um anel finito.

Demonstracao. Suponhamos que R seja um anel infinito. Sejam z,y € R* tais que xy = 0.
Entao, dado r € R* temos (yr)z = r(yz) = 0, ou seja, yR* C Ann(z). Se yR* ¢ infinito,
entdo z tem grau infinito em I'(R), uma contradigdo. Assim, yR* é finito, digamos yR* =
{yby, - ,yb.} eseja A; ={a € R : ya=yb},i=1,---,r. Como R é infinito, temos que
Ui_;A; ¢ um conjunto infinito e, entao, existe 7, 1 < 7 <r, tal que A, ¢ infinito. Assim, para
todo a € A; temos yb; = ya, ou ainda, y(b; —a) = 0 e, com isso, {b;—a : a € A;} C Ann(y).
Como A; ¢ infinito, o conjunto {b; —a : a € A;} é infinito e, consequentemente, Ann(y) é

infinito. Logo, y tem grau infinito em ['(R), uma contradigdo. Portanto, R é finito. O

Como conclusao do Teorema 2.9 e do teorema anterior, temos que se R nao é um dominio
de integridade entao |D(R)| < oo se, e somente se, |R| < 0o se, e somente se, todo vértice de

I'(R) tem grau finito.

Dado a € R, dizemos que a é idempotente quando a® = a.
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Lema 2.13. Seja R um anel. Se a € R* é idempotente, entio R = Ra @ R(1 — a).

Demonstra¢ao. Dador € R, temos r = r+ra—ra =ra+r(l1—a), donde R = Ra+ R(1—a).
Agora, se v € RaN R(1 — a), entdo x = ra = s(1 —a) = s — sa com r,s € R. Multiplicando
por a em ambos os lados obtemos ra = (ra)a = (s — sa)a = sa — sa* = sa — sa = 0, isto ¢,

r=0e RaN R(1 —a) ={0}. Portanto, R = Ra ® R(1 — a). O

O proéximo resultado refere-se a existéncia de vértices em I'(R) que sao adjacentes a todos

0s outros vértices.

Teorema 2.14. ([5]) Seja R um anel. Entdo eziste a € V(I'(R)) adjacente a qualquer outro
vértice se, e somente se, R~ Zy x A, onde A é um dominio de integridade, ou D(R) é um

ideal anulador (e, portanto, um ideal primo).

Demonstragao. Suponhamos que a € D(R)* seja adjacente a qualquer outro vértice e que
D(R) nao seja um ideal anulador. Notemos que Ann(a) C D(R) e que a ¢ Ann(a), caso
contrario, D(R) = Ann(a), ou seja, D(R) seria um ideal anulador. Assim, Ann(a) é maximal
dentre os ideais anuladores e da Proposigao 1.17 segue que Ann(a) é um ideal primo. Se
a® # a temos a’a = 0 e a®> € Ann(a) que é ideal primo, assim, a € Ann(a), uma contradicio.
Logo a®> = a e R = Ra® R(1—a) pelo lema anterior. Note que a = 1-a+0(1—a) e podemos
supor que R = Ry X Ry, com (1,0) adjacente a todo vértice distinto de (1,0). Assim, para
qualquer ¢ € Ry, ¢ # 1, como (¢,0) é um divisor de zero, temos (¢,0) = (¢,0)(1,0) = (0,0),
que ¢ uma contradicao exceto quando ¢ = 0. Logo, Ry ~ Zs,.

Se Ry nao é dominio de integridade, entao existe b € D(Ry)*. Assim, (1,b) é divisor de
zero de R e, como (1,b0)(1,0) = (1,0), temos que (1,b) ndo é adjacente a (1,0), contradicao.
Entao, Ry deve ser dominio de integridade e segue que R ~ Zs X Rs.

Observemos que se D(R) ¢ um ideal anulador, como D(R) = (J,;, Ann(d), entao D(R)

¢ maximal dentre os ideais anuladores e, assim, ¢ primo pela Proposicao 1.17.

Reciprocamente, se R &~ Zs X A, com A um dominio de integridade, segue da Proposicao
2.8 que (1,0) ¢ adjacente a qualquer outro vértice. Se D(R) = Ann(a) para algum a € R*,
entdo ba = 0 para todo b € D(R), donde obtemos que a é adjacente a qualquer outro

vértice. O
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De acordo com o teorema acima, se R ¢ um anel reduzido, isto é, Nil(R) = {0} e ['(R)
tem um vértice adjacente a qualquer outro vértice, entao R é da forma Zs, x A, com A um
dominio de integridade. De fato, suponhamos, por absurdo, que D(R) = Ann(a) em que
a € R* é adjacente a qualquer outro vértice de I'(R). Como a € D(R) = Ann(a), temos

a’* =0 e, com isso, a € Nil(R) = {0}, um absurdo!

Corolario 2.15. Seja R um anel Noetheriano. Existe um vértice de I'(R) que € adjacente a
qualquer outro vértice se, e somente se, R =~ 7y X A, onde A ¢ um dominio de integridade
(Noetheriano), ou D(R) € um ideal (primo) de R. Além disso, se dim. iR = 0, entdo ou

R~ Zy x A, onde A é um corpo, ou D(R) = Nil(R).

Demonstragao. A primeira parte decorre do Teorema 2.14 e da Proposigao 1.21 em que D(R)
é ideal anulador se, e somente se, D(R) é ideal primo. Agora, suponhamos que dim .., R = 0.
Supondo que seja falso que R ~ Zy x A, com A um corpo, segue que I'(R) possui um vértice
adjacente a qualquer outro vértice se, e somente se, D(R) é um ideal primo. Mas, como

dimg, R = 0, isso ocorre se, e somente se, D(R) = Nil(R), pela Proposi¢ao 1.27. [

Corolario 2.16. Seja R um anel finito. Existe um vértice de I'(R) adjacente a qualquer
outro vértice se, e somente se, R &~ Zy X K, onde K ¢é um corpo finito, ou R € local. Além
disso, para algum nimero primo p e inteiro n > 1, [I'(R)| = |K| = p" se R~ Zy X K, ¢

IT(R)| =p" — 1 se R € local.

Demonstracao. A primeira parte segue do coroldrio anterior, usando o fato que dominio de
integridade finito é um corpo e a Proposicao 2.8. Se R ~ Z, x K, onde K é um corpo
finito, pela Proposigao 2.8, I'(R) é um grafo estrela e |[I'(R)| = | K| = p", para algum primo

p e inteiro n > 1. Se R é um anel local finito, segue do item (i7) da Proposigao 1.25 que

IT(R)| = |D(R)*| = p" — 1, para algum primo p e algum inteiro n > 1. O
Exemplo 2.17. Para cada inteiro n > 1, seja R, = (Zfﬂ). E facil ver que R, é um anel

local finito cujo ideal maximal é D(R,) = M = ~2 Dado f € M*, f = a1z + apx®+ ...+

CEDk

a,z" + (x"1) temos que se 7 = 2" + (z"1), entdo

fom = (a1x + agx® 4+ .. 4 apa” 4 (2"T)) (2" + (2™Th)) =
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— alx”+1 + agx"+2 + e + Cln[L'Qn + (ZL‘n+1) = 6

Assim, 2™ é um vértice de I'(R,,) que é adjacente aos demais vértices. E mais, é o tinico vértice
com esta propriedade. Basta notarmos que se g = byx + box? + ... + bya™ + (2") € M ¢é
adjacente aos demais, entao dado T = x + (2"*!) € M devemos ter Tg = byz? + boz® + ... +
bzt 4 (2™11) = 0, ou seja, se bya® + boa® + ... + b,_12™ € (2™1). Logo, g = .

Para n > 3 temos que ['(R,) nao é um grafo estrela, uma vez que os vértices 2"~ ! + 2" +

(z"1) e 27! 4 (2"1) sdo adjacentes, pois
(:L‘n_l —|—J]n + (In+1)>($n_1 4 (Jin+1)) — ZL’2n_2 +x2n—1 4 (xn—f—l) — 6

se n > 3. Observemos que, pelo Corolario 2.16, |I'(R,,)| = 2" — 1. Para ilustrar este exemplo,

consideremos dois casos particulares:

1) Se n = 2, obtemos Ry = Zala] cujo grafo divisor de zero pode ser visto no Exemplo 2.4.
(%)

(i) Se n = 3, entao Rz = Z(%] cujo ideal maximal é
M = D(R;) = (=2) = {a17 + a2 + azz® + (2) : a; € Zy} =

()

2 3 2 3.2, .3 2, .3
{0, 2, 2%, 2°, x + 2, o+ 2, 2° + 2°, o+ 2° + 2°}.

E I'(R3) esté representado na Figura 2.19. Como podemos observar, existe um vértice adja-

cente a todo outro vértice mas I'(R3) nao é um grafo estrela.

2 ZE2+$3
X S x+x3
x
x4 22 x4+ 2%+ 23

Figura 2.19: T’ (%Eﬂ)

No préximo resultado, determinamos quando I'(R) é um grafo completo. Exceto para o
caso em que R ~ Zy X Zs, o préximo resultado mostra que devemos ter 2 = 0 para todo

r € D(R), isto é, D(R)? = {0} quando I'(R) é completo.
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Teorema 2.18. ([5]) Seja R um anel. Entdo T'(R) é completo se, e somente se, R = Zy X Zq
ou xy = 0 para todos x,y € D(R).

Demonstragao. Vamos supor que I'(R) seja completo e que exista a € D(R) com a* # 0.
Mostraremos que a® = a. Se a® # a, entao a®> = a’a = 0, pois I'(R) é completo. Assim,
a*(a+ a*) = 0, com a* # 0 de modo que a + a® € D(R). Se a + a*> = a entao a* = 0, uma
contradi¢ao. Dali, a + a® # a e, assim, como I'(R) é completo, segue que a? = a* + a® =
a(a + a?) = 0, uma contradigao pois a*> # 0. Logo, a®> = a e como na demonstracao do
Teorema 2.14 temos que R ~ Zy x A onde A é um dominio de integridade. Pela Proposicao
2.8, I'(Zy x A) é um grafo bipartido completo. Assim, como I'(R) é completo, devemos ter
A =7Zy. Se R~ Zy X Zs, segue da Proposigao 2.8 que I'(R) é completo. E se zy = 0 para
todos z,y € D(R), por definigdo, I'(R) é completo. ]

Seja R um anel comutativo finito que nao é isomorfo a Zs X Zy. Pelo Coroléario 2.16 e
Teorema 2.18, T'(R) é completo se, e somente se, R é um anel local com ideal maximal M e
M? = {0}. Contudo, isso nao é verdadeiro se R nao é finito. Por exemplo, se D(R)? = {0},
entdo pelo Teorema de McCoy, D(R[x])> = {0}. Como D(Z,)* = ({0,2})*> = {0} temos
D(Z4]x])* = {0} e, entdo, I'(Z4[z]) é um grafo completo infinito, porém Z,[x] nio é local.
Com efeito, digamos que Zg4[x] seja anel local com ideal maximal M. Pela Proposi¢ao 1.29
x,x+1 ¢ U(Zy4|x]), pois 1 nao é nilpotente, entao x,2 +1 € M. Logo, 1 = (z+1)—x € M,

um absurdo. Portanto, Z4[x] nao é anel local.

Teorema 2.19. (/5]) Seja R um anel finito. Se I'(R) é um grafo completo, entao R ~ Zy X Zg
ou R € local com char(R) = p ou p?, e |T'(R)| = p™ — 1, para algum primo p e algum inteiro

n>1.

Demonstragao. Segue da Proposi¢ao 2.8 que se K é um corpo, entao o grafo I'(Zs x K) nao
é completo exceto se K = Z,. Assim, vamos supor que R nao é isomorfo a Zy X Zs. Pelo
Corolério 2.16, R deve ser local com ideal maximal M = D(R). Segue da Proposigao 1.25
que char(R) = p™ para algum primo p e algum inteiro m > 1. Se m > 3, entao dado a € R*,
p™1 = 0 mas p*1 # 0 e, pelo Teorema 2.18, isso implicaria que I'(R) nao seria completo pois

haveria vértices nao adjacentes, uma contradigao. Logo, char(R) = p ou p*. Além disso,
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D(R) é um p-grupo pela Proposicao 1.25 e, entao, |[I'(R)| = p™ — 1 para algum primo p e

algum inteiro n > 1. O
Exemplo 2.20. Consideremos um corpo finito K e o anel R = g[f)] Observemos que
R é local com ideal maximal M = % De fato, M ¢ um ideal maximal de R e dados

T=1+ (%€ Rem=br+ (2% € M, temos que 1 +m = (1 + bzx) + () é invertivel em

R, pois
(1= b2) + (@)1 + b2) + (22)] = (L= ba)(1 + ba) + (a?) = 1+ (2?) = .

Assim, pelo item (7i7) da Proposigao 1.12, R é um anel local com ideal maximal M. Logo,
M = D(R) pela Proposicao 1.24. Além disso, para quaisquer my,ms; € M, temos que
mimy = 0. Assim, pelo Teorema 2.18, I'(R) é um grafo completo com |['(R)| = |[M*| =

|K| —1=p™ — 1, para algum primo p e algum inteiro n > 1.

Este exemplo mostra que dados um primo p e um inteiro n > 1, existe um anel R tal que
['(R) é completo e [I'(R)| = p™ — 1. Deste modo, o grafo completo K™ pode ser realizado

como I'(R) se, e somente se, m = p" — 1 para algum primo p e inteiro n > 1.

Exemplo 2.21. Sejam p um primo e R = Z,y2. E facil ver que (p) = Zy2 \ U(Zy2). Assim,
pela Proposigao 1.12, R é um anel local com ideal maximal (p) e, como R é também finito,
temos D(R) = (p). Agora, dados @,b € D(R)* = (p)*, entdo @ = pg; e b = PGz, com
q1,q2 € Z. Logo, ab = (pqi)(pg) = 0, e segue que I'(R) é um grafo completo. Também,
IT(R)| =) |=p—1

. 21, ,e Z ~
Notemos que, a partir dos dltimos exemplos, obtemos que os anéis Z,2 e (;—Qﬁ] tém o mesmo

grafo divisor de zero KP~!, apesar de nao serem anéis isomorfos.

Observacao 2.22. Seja R um anel local com ideal maximal M # {0}. Suponhamos que
exista um menor inteiro positivo k tal que M* = {0}. Notemos que D(R) C M e, dado
m € M, temos m* = 0 e, entdao, m € D(R). Logo, M = D(R). Como M"* = {0}, dados
a € M*1\ {0} e m € M, temos que am = 0, donde D(R) = M C Ann(a) para qualquer
a € M* ! nao nulo. Além disso, como M é ideal maximal e Ann(a) # R (pois la # 0), segue

que D(R) = M = Ann(a), para qualquer a € M*~! nao nulo.
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Os proximos resultados caracterizam os anéis finitos cujos grafos divisores de zero sao

grafos estrelas.

Lema 2.23. (/5]) Seja R um anel finito. Se I'(R) tem exatamente um vértice adjacente a
cada outro vértice e nao tem outros vértices adjacentes, entao R ~ Zo X K, onde K é um
corpo finito com | K| > 3, ou R € local com ideal mazimal M satisfazendo % ~ Lo, M? = {0}
e |[M?| < 2. Assim, [T(R)| = p™ ou [L'(R)| = 2" — 1, para algum primo p e algum inteiro

n > 1.

Demonstracdo. Suponhamos que R nao seja um anel local. Entao, pelo Corolario 2.16,
devemos ter R =~ Zy x K, onde K é um corpo finito. Se |K| = 2 entao K = {0, 1} e segue
que I'(R) ~ K?. Dai, existem dois vértices distintos de I'(R) adjacente a cada outro vértice,
uma contradi¢ao. Logo, |K| > 3. Neste caso, |['(R)| = |K| = p" para algum primo p e inteiro
n > 1.

Agora, supondo que R nao é isomorfo a Zs x K, pelo Corolario 2.16, temos que R é anel
local (finito) com ideal maximal M. Entao, pela Proposigao 1.24, temos M = D(R) e, como
R ¢é Noetheriano, segue do item (ii) da Proposi¢ao 1.21 que D(R) = Ann(a), para algum
a € M*. Seja k o menor inteiro positivo tal que M* = {0}. Entao, segue da Observacao 2.22
que M = Ann(b) para todo b € M*~! nao nulo. Mas, notemos que, em I'(R), o vértice a é

adjacente a todos os outros vértices e da hipétese segue que é o tinico com essa propriedade.

. _ ~ k—1
Assim, devemos ter M*~! = {0,a} e, entdo, |]V][\4—k = 2. Agora, observamos que para
. =1, . ~ .~
cada i € {2,3,...,k}, 2~ ¢ um espaco vetorial sobre % com as operacoes de adicao e de

multiplicagao por escalar dadas por:
@+ M)+ (@y+M)=(+y)+M, zyec M e

(r+M)-(z+M)=rz+M', reR, z€ M

Logo, de ]%\ = 2, obtemos & ~ Zs.

Se k > 4, temos |M7| = lM;_2|
{0,a} € M*=2 Logo, [M*~2| > 4. Entao, para distintos b,c € M*2\ M*~1 como M?*~* =

(M*=2)2 = M*k2M*=2 ¢ M*=2 temos bc € M?**~* Cc M* = {0}, pois 2k — 4 > k. Logo,

e, entdo, |M* 2| = 2¢q, ¢ € N* e ¢ > 1, pois M¥1 =

R

M%ZQ,

bc = 0, uma contradigao. Portanto, M? = {0} e, assim, |M?| < 2. Neste caso, como
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L]
o

com t € N. Logo, |[I'(R)| = |M*| =2' — 1. O

entdo |M| = Mas, pela Proposigao 1.25, M é um p-grupo e, assim, p = 2 e |M| = 2!,

Vimos que ['(Zy x K) é um grafo estrela tal que |I'(Zs x K)| = |K| quando K é um corpo
finito. No préximo resultado, usaremos o lema anterior para mostrar que, exceto para grafos
estrelas de ordem pequena (como nos exemplos no inicio deste capitulo), esta é a tinica forma

que um grafo estrela é realizado como I'(R).

Teorema 2.24. ([5]) Seja R um anel finito com |I'(R)| > 4. Entdo I'(R) é um grafo estrela
se, e somente se, R~ 7y x K, onde K é um corpo finito. Em particular, se T'(R) é um grafo
estrela, entao |I'(R)| = p"™ para algum primo p e inteiro n > 0. Reciprocamente, cada grafo

estrela de ordem p" pode ser realizado como T'(R).

Demonstra¢ao. Se R ~ Zs x K, com K um corpo finito, segue da Proposigao 2.8 que I'(R)

é um grafo estrela.

Suponhamos que I'(R) seja um grafo estrela tal que R nao é isomorfo a Zy x K. Pelo
Corolario 2.16 e lema anterior, R é um anel local com ideal maximal M = D(R) tal que
% ~ Zy. Da demonstragiao do lema anterior, temos que M é um 2-grupo donde |M| = 2¢,
t € N. Mas, por hipdtese, |['(R)| = |M*| > 4 e, entdo, t > 3. Também, |M?| = 2.

Seja M = Ann(z) e escolhamos a,b,c,d € M* \ {z} distintos dois a dois. Como M? =
{0,z2} e I'(R) é um grafo estrela em que x € V(I'(R)) ¢é o tnico vértice adjacente aos demais
vértices, segue que ab = ac = ad = x (pois mymg € M? = {0,2}). Assim, a(b —c) =
a(b—d) = 0. Notemos que Ann(a) = {0,x}, pois = é o tnico vértice adjacente aos demais e
a ¢ Ann(a) uma vez que Ann(a) tem ordem par. Entdo, b —c =b—d = x, ou ainda, ¢ = d,

uma contradicao. Logo, R ~ Zs X K. O

2.3 Quando I'(R) ~ I'(S) implica R ~ S?

Uma questao natural que surge com o estudo de grafos divisores de zero é se sao Uinicos
a menos de isomorfismos, isto é, se é verdade que I'(R) ~ I'(S) se, e somente se, R ~ S.

Veremos que se dois anéis sao isomorfos, entao seus respectivos grafos divisores de zero
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também sao isomorfos. Porém, nem sempre I'(R) ~ I'(S) implica R ~ S. Por exemplo,

os grafos divisores de zero de Zg e Z(;%] sao isomorfos (veja Exemplo 2.4), mas, claramente,

esses dois anéis nao sao isomorfos. Esta se¢ao sera dedicada ao estudo de condigbes para que
I'(R) ~ T'(S) implique R ~ S.

Sejam R e S anéis tais que R ~ S. Entao, existe um isomorfismo de anéis f : R — S.
Primeiro, notemos que f(D(R)*) C D(S)*, pois dado z € D(R)*, existe y € D(R)* tal
que zy = 0 e, assim, 0 = f(0) = f(zy) = f(x)f(y), isto é, f(z) € D(S). Além disso,
como Nuc(f) = {0}, z,y # 0 implicam f(x) # 0 e f(y) # 0. Logo, f(z) € D(S)* e
f(D(R)*) € D(S)*. Assim, faz sentido considerarmos a aplicagao

v = flowy = D(R)" — D(S)"
r  — f(x).
Mostremos que v induz um isomorfismo de grafos. Claramente, v é injetora. Além disso,
dado z € D(S)*, {z,w} € E(I'(S)) para algum w € D(S)*. Como f é sobrejetor e f(0) =0,
existem z,y € R* tais que f(z) = z e f(y) = w. Mas zw = 0 implica f(z)f(y) = f(zy) =0
e sendo f injetor, obtemos xy = 0, isto é, x € D(R)*. Logo, v é bijetora. E facil ver que
{z,y} € E(I'(R)) se, e somente se, {v(x),7(y)} € E(I'(S)). Portanto, ['(R) ~ I'(.5).

Na sequencia, a questao apresentada no titulo desta secao sera respondida num teorema
para anéis reduzidos finitos que nao sao corpos. Esse teorema afirma que para tais anéis, o
comportamento dos divisores de zero determina unicamente o anel. Para isso, precisamos do

seguinte resultado.

Lema 2.25. ([}]) Sejam Ry, ..., R, dominios de integridade (n >2) e R =Ry X ... X R,.
Entao w(I'(R)) = n.

Demonstragao. Sabemos que w(I'(R)) > n, pois o subgrafo induzido pelos vértices (1,0, ..., 0),
(0,1,0,...,0),...,(0,...,0,1) é completo. Entao é suficiente mostrarmos que w(I'(R)) < n,
que faremos por inducao sobre n.

O caso em que n = 2 é claro pois, neste caso, I'(R) é um grafo bipartido completo e seus
tinicos subgrafos induzidos completos sao isomorfos a K2.

Assim, sejam n > 3 e X = {xy,...,2,} um subgrafo completo de I'(R) onde z; =

(i1, ... Tin), 1 =1,...,m. Com isso, z;x; = 0 para todo 7,7, 1 <i,7 <meiF j, ou seja,
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(Ti1Yjns - TinYjn) = (0,...,0). Podemos supor que x1; # 0 e como z11y;; = 0 para todo
Jj=2,...,m, segue que To; = ... = T, = 0, pois cada R; é dominio de integridade. Entao,
podemos considerar X \ {x;} como um subgrafo completo de I'( Ry X ... X R,,) e temos, pela

hipétese de indugao, que m — 1 < n — 1 e, entdo, m < n, o que implica w(I'(R)) < n. O

Teorema 2.26. ([{/) Sejam R e S anéis reduzidos finitos tais que R e S nao sio corpos.

Entao T'(R) ~ T'(S) se, e somente se, R~ S.

Demonstragao. Sabemos que se R ~ S entao I'(R) ~ I'(S). Deste modo, basta mostrarmos
que ['(R) ~ T'(S) implica R~ S.

Seja ¢ : I'(R) — I'(S) um isomorfismo de grafos. Segue da Observagao 1.28 que, sendo
R e S anéis finitos reduzidos que nao sao corpos, podemos escrever R = F; x ... X F, e
S =K, x...x K, onde F;, K; sao corpos finitos, i =1,...,nej=1,...,mem,n > 2.
Podemos dispor os Fjs e K}s de modo que |Fi| < ... < [F,|e |Ky| < ... < [K,|

Pelo lema anterior, w(I'(R)) = n e w(I'(S)) = m. Como I'(R) ~ I'(S) e, assim, preservam
adjacéncias, devemos ter m = n. Agora, o menor grau de um vértice de I'(R) (respectiva-
mente, I'(S)) é |Fi| — 1 (resp., |K1| — 1), pois um vértice de menor grau em I'(R) ¢ da forma
r = (0,a9,...,a,), com a; # 0 para todo i = 2,...,n, tal que os tnicos vértices nao nulos
adjacentes a x sao do tipo (a,0,...,0), a € Fy. Logo, I'(R) ~ I'(S) implica |Fy| = |K;|.
Assim, F} ~ K. Também, o maior grau de um vértice de I'(R) (resp., I'(S)) é |F|- - |F,|—1
(resp., |Ks| - - |K,|—1), pois se y é um vértice de maior grau em I'(R) entao y = (a,0,...,0),
a € Fy, e y é adjacente a todos os vértices do tipo (0,as,...,a,), com a; € F;, i =2,... n.
Novamente, |Fy|---|F,| = |Ks|---|K,| e, entdo, |Fi| - |Fa|---|F,| = |Ki| - |K2| -« | K,|, ou
seja, |R| =|S5].

Vamos mostrar que R ~ S por inducao sobre n.

Se n = 2, temos que |Fy| = |K3|. Assim, Fy = K5 e segue que R ~ S. Suponhamos
n > 3. Como I'(R) ~ I'(S), temos |T'(R)| = |T'(9)], isto é, |D(R)| = |D(S)]. Mas |R| = |S]
e, entao,

[R| = [D(R)| = [S| = |D(5)| (2.1)
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Como todos os F}s e K|s sao corpos, de (2.1) obtemos
(A =D = 1) - ([Fa] = 1) = ([Ea| = D (] = 1) -+ ([ K| = 1).
Sejam R = Fy x ... x F, e S"= Ky x...x K,. Como |K;| = |F}]|, temos
(IFo] = 1) ([Fu] = 1) = (B[ = 1) - (| K| = 1)

e, assim, |T'(R)| = |T'(S")|. Vamos mostrar que I'(R’) ~ T'(S"), pois disso seguird que R’ ~ S’
pela hipétese de indugao e, como F} ~ Ky, obteremos R ~ S.

Podemos considerar ¢(1,0,...,0) = (a,0,...,0) para algum a € K;. Como ¢ preserva
adjacéncia e grau, para cada b € F} devemos ter ¢(b,0,...,0) = (¢,0,...,0) para algum

c € K{. Defina

o I'(R) — Ky x...x K,
(roy...,rn) — ©(0,79,...,7) = (0,89,...,8,) :=(S2,...,5).
Notemos que como ¢(1,0,...,0) = (a,0,...,0), a € K}, entdo nao ocorre ¢(0,79,...,7,) =

(d,sg,...,8,) com d € Ki. Caso contrario, como {(1,0,...,0),(0,7q,...,r,)} € E(I'(R)) e
¢ ¢ isomorfismo de grafos, terfamos que {¢(1,0,...,0),¢(0,72,...,7,)} € E(I'(S)), isto é,
(a,0,...,0)(d, s2,...,8,) = (ad,0,...,0) =(0,0,...,0), um absurdo. Assim, ©(0,79,...,7,)
é da forma p(0,79,...,7,) = (0,82,...,8,). E facil ver que Im(o) C I'(S"). Notemos,
também, que o motivo de o estar bem definida, preservar adjacéncias e ser injetora segue
de sua definigao e do fato de ¢ satisfazer tais condigoes. E como |I'(R')| = |I'(S")] < oo,

o: (R) — I'(Y) deve ser, também, sobrejetora e, portanto, um isomorfismo de grafos.

Logo, I'(R') ~ T'(S") e, pela hipdtese de indugao, R’ ~ 5. ]

Exemplo 2.27. R e S serem finitos é uma condi¢ao necessaria no teorema acima. Con-
sideremos os anéis reduzidos R = Zo X Z e S = Zy x Q . Sabemos que existe uma
bijecio f : Z — Q. Se considerarmos ¢ : I'(R) — T'(S) definida por ¢(1,0) = (1,0)
e p(0,a) = (0, f(a)), teremos que o é um isomorfismo de grafos. No entanto, os anéis R e S

nao sao isomorfos.

Exemplo 2.28. R e S serem reduzidos é uma condi¢ao necesséria no teorema anterior. Para

os anéis finitos R = Zg € S = Zy X Zs, temos I'(R) ~ I'(S) (como pode ser visto no Exemplo
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2.3). Porém, os anéis R e S nao sao isomorfos. O mesmo ocorre se consideramos R = Z, e

_ Zs3[z]
S = @y

Observacgao 2.29. Suponhamos que R seja um anel finito decomponivel, isto é, R = R; X
...XR,. Notemos que se & = (x1, ..., z,) tem grau maximo em I'(R), entao x tem exatamente
uma coordenada nao nula, digamos z;. Agora, vamos supor que R; seja um anel local.

Consideremos dois casos:
. Se Ry é um corpo, entao A(I'(R)) = d(z) = |Ra| - -+ |Ry| — 1;
. Se Ry ndo é um corpo, temos z1 € Ann(D(R;))* e

A(T'(R)) = d(z) = |D(R)| - [Ra| - - | Rn| = 2.

Dados os anéis finitos R e S, segue do Teorema de Estrutura de Anéis Artinianos que
R~ R x...xRyeS =5 x...x5, comm,n> 2 em que R; e S; sao anéis locais
finitos, para todos i € {1,...,n} e j € {1,...,m}. Assim, o préximo resultado afirma que

['(R) ~T'(S) se, e somente se, R~ S.

Teorema 2.30. (/1)) Se Ry,..., R, ¢ S1,...,S, sdo anéis locais finitos, entdo as sequintes

condicoes sao verdadeiras:

(i) Paran > 2, I'(Ry X ... x R,) ~T(S]) se, e somente se, n =2 e Ry X Ry & Zy X Zgy

. . 7 1,
ou Ry X Ry = 7y X Zs. No primeiro caso, S1 ~ Zg ou Sy =~ (i[;;] e, no ultimo caso, Sy
L .. z Z
¢ isomorfo a um dos anéis Zs, (;L?)] o 1[2‘@2).

(i) Paran,m > 2, T'(Ry x ... X R,) ~T(S) X ... xS,,) se, e somente se, n =m e eriste
uma permutagdo T sobre {1,...,n} tal que para qualquer i =1,...,n, |R;| = |Sxu] e

F(RZ) ~ F(Sﬂ(i)).

Demonstracao. (i) Suponhamos n > 2 e I'(Ry x ... x R,) ~ I'(S;). Entao I'(S;) é nao nulo
e, assim, S7 ndo é um corpo. Também, como S; é um anel local finito, segue do item (i7) da
Proposi¢ao 1.21 que Ann(D(S1)) # {0}. Entao I'(S;) possui um vértice que é adjacente a
todos os demais vértices em I'(S7) e como I'(Ry X ... x R,,) ~ T'(Sy), o grafo I'(Ry x ... X R,,)
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também possui esta propriedade. Logo, pelo Corolario 2.16, Ry X ... X R, = Zs X F', onde

F é um corpo finito. Logo, devemos ter n = 2.

Deste modo, temos I'(Sy) ~ I'(Zy x F'), isto é, I'(S1) é um grafo estrela e segue do Teorema
2.24 que |T'(Zy x F)| < 4, pois S; é anel local. Logo, |F| <3 e F ~ Zy ou F ~ Zj. Agora,

os grafos divisores de zero de Zo X Zsy e Zo X Zs3 sao, respectivamente, K2 e K12, Portanto,
73z

(2?)
2.5. E se Ry X Ry &~ Zy X Zs, entao S; ~ Zg ou S; ~ Z(;[f)] ou S, ~ - Lall pelo Exemplo

(2z,22-2)"
2.4 e Observagao 2.5.

se Ri X Ry = Zy X 7o, devemos ter S; &~ Zg ou S; = , pelo Exemplo 2.3 e Observagao

Reciprocamente, se Ry X Ry &~ Zy X 7y € S1 & Zg ou S ~ Z(;[;;], obtemos I'(R; X Ry) ~

['(S1), pelo Exemplo 2.3. Também, se Ry X Ry &~ Zo X Zz e S1 =~ Zg ou Sy = Z(i—!f)] ou

S1 ~ © f‘*x[ﬂm, obtemos o resultado desejado pelo Exemplo 2.4.
(77) Seja f : ['(Ry X ... x R,) — I'(S1 X ... x Sp,) um isomorfismo de grafos. Notemos
que se x tem grau maximo em ['(R; X ... X R,), entdo = tem exatamente uma coordenada
nao nula. Sem perda de generalidade, podemos supor que x = (r,0...,0) é um vértice de
grau maximo em I'(Ry X ... X R,,). Assim, f(z) em I'(S; X ... x S;,) tem grau maximo. Sem
perda de generalidade, podemos supor y = f(z) = (s,0,...,0).
Vamos mostrar que |R;| = [S1| e I'(Ry) ~ I'(S1). Primeiro, suponhamos R; ~ Z, e, por

contradicao, vamos supor que S; nao seja isomorfo a Zs. Se

B=(S51\(D(S1)U{s})) x {0} x...x {0},

entao todo vértice em B tem grau méximo dentre todos os vértices em I'(S; X ... X S,,) que
nao sao adjacentes a y = (s,0,...,0). Mas dentre todos os vértices de I'(R; X ... X R,)
distintos de = que nao sao adjacentes a x, os vértices tendo grau maximo sao aqueles cujas
primeiras coordenadas sao iguais a 1 e tém apenas uma outra coordenada nao nula distinta da
primeira coordenada. Por exemplo, suponhamos que (1,¢,0,...,0) seja um destes vértices.
Temos que d((1,t,0,...,0)) = |D(Rg)| - |R3|---|Rn] — 1 e o grau de cada vértice em B é

|Sa| -+ - [Sm| — 1. Como esses graus sao iguais, devemos ter
[D(Ra)| - |Rs| -+ |Ra| =1 =S| [Sh| — 1. (2.2)

Também, temos que d(z) = |Ra|---|R,| —1. Se S; é um corpo, entao d(y) = |Sa| - - |Sm| —1
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e segue que

| R« |Bn| =1 =[Saf - |Sm| — 1. (2.3)
Comparando (2.2) e (2.3) obtemos |Rs| = |D(R2)|, uma contradicdo uma vez que 1 € Ry e
1 ¢ D(R5). Assim, concluimos que S} nao é um corpo. Entao, d(y) = |D(S1)|-|S2| -+ - [Sm|—2
e isso implica que |Ry|- -+ |R,| — 1 = |D(S1)| - |S2| -+ |Sm| — 2, ou seja,

[D(Ra)| - |Rs| - |Bal(|D(SV)] =[R2/ D(Ry)]) = 1.

Portanto, n = 2 e |D(Ry)| = 1. Disso segue que Ry é um corpo. Assim, x é adjacente a todo
vértice em I'(R; X Ry) e, como B # (), chegamos a uma contradi¢ao. Logo, S} ~ Z, e para

este caso o resultado esta provado.
Agora, vamos considerar o caso em que Ry e S7 nao sao isomorfos a Z,. Se
A= (R \ (D(R1) U{r})) x {0} x ... x {0},
entao todo vértice de A tem grau maximo dentre todos os vértices em I'(R; X ... x R,,) que
nao sao adjacentes a . O grau de qualquer vértice em A é igual a |Ry|- - - |R,| — 1. Também,
como S nao é isomorfo a Zy, B é o conjunto de todos os vértices em I'(S; X ... x S,,) com

grau maximo dentre todos os vértices que nao sao adjacentes a y. Como o grau de cada

vértice em B é |Sy| - -+ | S| — 1, devemos ter
| R+ |Bn| =1 =Sa[ - |Sm| = 1. (2.4)
Se R; é um corpo e S; ndo é um corpo, como vimos no caso anterior, temos d(z) =
|[Ra|- - [Rn| =T ed(y) = [D(S1)]- 9] - - [Sm| =2, logo d(x) = d(y) implica [Ry|- - [Rn[ =1 =
|D(S1)| - [Ss| - |Sm| — 2, que juntamente com a equagao (2.4) implicam |Ry|---|R,| — 1 =
|D(S1)| - |Ra| -+ |Rn] — 1, ou ainda, |Rs|---|R,|(]D(S1)] — 1) = 1. Contradigao, pois como

n > 2, |Ry| > 2. Assim, ambos R; e S; sdo corpos ou nenhum deles é corpo.

Primeiro, vamos considerar o caso em que R e Sy sdo corpos. Sabemos que |A| = |R;|—2
e |B|] = |S1| — 2 s@o iguais e, entdo, |R;| = |S1|. Como, neste caso, I'(R;) e I'(S1) sao grafos
nulos, pois Ry e S7 sao corpos, nao ha o que provar.

Agora, suponhamos que R; e Sy nao sejam corpos. Entao d(z) = |D(R1)|-|Ra| - - |Rn| —2
e d(y) = |D(S1)|-|S2] -+ |Sm| — 2 e, uma vez que d(z) = d(y), obtemos

[D(Ry)| - [Rof -+ [Bn| = |D(S1)] - [Sa] - - [ Sl (2.5)
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Como o grau de cada vértice em A é |Ry|---|R,| — 1 e o grau de cada vértice em B é
|Sa| -+ |Sm| — 1 obtemos |Ra| -+ |R,| = |Sa] -+ |Sm|. Assim, de (2.5) segue que |D(R;)| =
|D(S1)|. Sabemos que |A| = |Ry| — |D(Ry)| e |B| = |S1| — |D(S1)| sao iguais, logo |Ry| =
|S1|. Agora, a restricao de f a A é uma correspondéncia biunivoca entre A e B. Entao,
podemos supor que f(1,0,...,0) = (u,0,...,0), onde u € Sy \ D(S1). Se a € D(Ry)* e
f(a,0,...,0) = (by,...,by), mostraremos que by = ... = b,, = 0. Uma vez que cada vértice
adjacente a (1,0,...,0) em I'(Ry X ... X R,) é adjacente a (a,0,...,0), todo vértice adjacente
a (u,0,...,0) é adjacente a (by,...,b,). Como, para qualquer i = 2,...,m, os vértices e;
sao adjacentes a (u,0,...,0), temos by = ... = b,, = 0, onde ¢; é o elemento que tem 1 na

i-ésima coordenada e 0 nas demais. Assim, b; # 0. Isto implica que a fungao

fi : T(Ry) — I[(S)

a — b

onde b é tal que f(a,0,...,0) = (b,0,...,0), é um isomorfismo de grafos e, entao, I'( Ry) ~
(Sy).
Se (0,ag,...,a,) é nado nulo, entdo f(0,as,...,a,) é adjacente a (u,0,...,0). Assim,
podemos escrever f(0,as,...,a,) = (0,ba,...,b,). Agora, afirmamos que a fungao
ffro TRy x...xR,) — T'(Syx...x5,)
(ag,...,an) — (b, ...y b))

onde (bg,...,by) é tal que f(0,as,...,a,) = (0,ba,...,by), estd bem definida. De fato, se

(ag,...,a,) é um vértice em I'(Ry X ... X R,), existe um indice i, i = 2,...,m, tal que b,
¢ um divisor de zero. Caso contrario, teriamos d((0,ba,...,b,)) = |Si1| — 1, enquanto que
d((0,ag,...,a,)) > |Ri|— 1, pois ao menos um dos a;s é divisor de zero. Nao ¢é dificil ver que

f’ é um isomorfismo de grafos e, portanto, ['( Ry X ... X R,,) ~ T'(Sy x ... %X S,,). Sem,n > 3,

repetimos este processo.

Suponhamos que n > m. Rearranjando, se necessério, podemos supor que I'(R,, X ... X
R,) ~T(S,,). Pelo item (i), temos R, X ... X R, & Zo X Zy ou Ry, X ... X Ry, & Zo X Zs,
|Sm| =8 ou |Sy,| =9en=m+1. Como {0} x...x {0} x R, x {0} contém um vértice
de grau méaximo em I'(R; X ... x R,), pela Observacao 2.29 temos Ry ~ ... = R,,_1 &~ Zo,

o que implica S; ~ ... &~ S,,_1 & Z,. Deste modo, A(I'(R; x ... x R,)) = 2" — 1 ou
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AT(Ry X ... x R,))=3-2"2—-1e A(T'(S; X ... x Sp)) =2m"2.|5,,| — 1. Assim, como
A(T(Ry X ... X Ry,)) = A(T(S; X ... X Sy,)) devemos ter 2"t —1 =2""2.|5,,| — 1, ou seja,
|Sm| =40ou3d- 22 —1=2""2.|5,| —1, isto é, |S,,| = 6. Em qualquer caso, temos uma
contradicao. Logo, n = m.

Repetindo o argumento acima e rearranjando, se necessario, temos I'(R;) ~ I['(S;) para
qualquer i = 1,...,n, e |R;| = || para qualquer i =1,...,n—1. Mas como I'(R; X ...x R,)
e I'(S; x ... x S,) tém o mesmo grau maximo, concluimos que |R,| = |S,|, o que completa
esta parte da demonstracao.

Reciprocamente, suponhamos n = m, |R;| = |S;| e T'(R;) ~ I'(S;) para qualquer i =
1,...,n. Paracadai = 1,...,n seja f] : D(R;)* — D(S;)* um isomorfismo de grafos.
Estendendo cada f! para uma funcao f; : R; — S; de modo que f;(0) = 0 e f; seja uma

correspondéncia biunivoca entre R; \ D(R;) e S; \ D(5;), obtemos que a fungao

f i T(Rix...xR,) — T(S1x...x5,)
(5131,...,£En) — (fl(xl)a>fn<xn)>

¢ um isomorfismo de grafos. Com efeito, primeiro observemos que f ¢é injetora pois cada f; é
injetora. Seja (yi,...,yn) € D(S1 X ...x S,)*. Entao, existe (z1,...,2,) € D(S1 X ...x S,)*
tal que (Y1, Yn) (21, 20) = (Y121, Ynzn) = (0,...,0), ou seja, y; € D(S;), para
todo ¢ = 1,...,n, com ao menos um ¥; nao nulo. Como fi|p(r,) : D(R;) — D(S;) é uma
bijecao e y; € D(S;), existe x; € D(R;) tal que fi(z;) = v;, « = 1,...,n. Novamente,
devemos ter algum x; nao nulo, pois y; # 0 e f; é bijecao. Como cada f; preserva ad-
jacéncias e y;z; = 0, temos (z1,...,2,) € D(Ry X ... X Ry)* e f(x1,...,2,) = (Y1, -, Yn)-
Portanto, f é sobrejetora. Sejam (x1,...,xz,), (wi,...,w,) € D(R; X ... X R,)* tais que
(@1, .. x)(wr, ..., wy) = (Trwr, ..., 2w,) = (0,...,0). Como cada fi|pr,)« ¢ um iso-
morfismo de grafos e f;(0) = 0, entdo f(z1,...,2,)f(w1,...,w,) = (0,...,0) se, e somente
e, (1), s FulE)(Fr(00)s o Fuln)) = (o) Fr(w1)s s Fulrn) fulwn)) = (0,..,0)
e isto ocorre se, e somente se, (T1wy, ..., TuWy) = (T1,...,Ty) (w1, ..., w,) = (0,...,0). Ou
seja, f preserva adjacéncias. Logo, f é um isomorfismo de grafos e, assim, I'(R; X ... X R,,) ~

L(S) X ... xSy). O

De acordo com o resultado anterior, com excegao dos anéis listados no item (i), temos
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que I'(R) classifica o anel R.

Finalmente, temos condicoes de generalizar o Teorema 2.26. Observamos que no préximo
resultado nao é necessario que um dos anéis seja finito, mas que apenas nao seja um dominio

de integridade.

Teorema 2.31. (/1]) Sejam R um anel reduzido finito e S um anel que ndo seja um dominio
de integridade. Se I'(R) ~T'(S), entdo R~ S, exceto quando R~ Zy X Zs ou R~7Z¢s € S ¢

um anel local.

Demonstra¢ao. Como R é finito, I'(R) ¢ finito e segue que I'(S) é finito. Entao, pelo Teorema
2.9, S é um anel finito. Uma vez que S nao é dominio de integridade, I'(S) nao é um grafo
nulo e, como I'(R) ~ I'(S), obtemos I'(R) também nao nulo. Assim, R nao ¢ dominio de
integridade e, entdao, R nao é um corpo. Sendo R e S anéis finitos, R e S sao anéis Artinianos.
Logo, pelo Teorema de Estrutura de Anéis Artinianos, podemos escrever R ~ I} X ... X F},
e S~ S x...x 8, onden > 2 F;écorpo finito (Observagdo 1.28), i =1,...,n, e S; é
anel local finito, j =1,...,m.

Se m = 1, pelo item (i) do teorema anterior, obtemos n = 2 e R ~ Zs X Zs ou R =

Zo X 73 =~ ZLg. Mas nestes casos nao temos R ~ S.

Suponhamos n,m > 2. Pelo item (i7) do teorema anterior, temos n = m e existe uma
permutacio 7 sobre {1,...,n} tal que I'(S;) ~ ['(Fr)) e |Si| = |Fr|- E como os Fs sio
corpos finitos, segue que S; = Fr;) para todo i = 1,...,n. Logo, R = S e a demonstracao

esta completa. [l

2.4 Ideais e D(R)

Dado um anel, nem sempre podemos afirmar que seu conjunto de divisores de zero é um
ideal. Embora rz € D(R) para todos r € R e v € D(R), em alguns anéis R temos que D(R)
nao é fechado para a operacao de adigao. Por exemplo, em Zg, 2+3 = 5 ¢ D(Zg) = {0,2, 3,4}.
Portanto, uma questao natural que surge é: quando D(R) forma um ideal em R? Com base
na relacao entre o anel R e seu grafo divisor de zero, mais especificamente o diametro de

I'(R), é possivel responder esta questao. Se para algum anel R temos diam(I'(R)) = 0, entéo
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D(R) = {0} ou D(R) = {0,a} com a®* = 0. No ultimo caso devemos ter a + a = 0 pois
ala +a) = a®* + a* = 0. Em ambos os casos temos que D(R) é um ideal. Agora, se R é
um anel tal que diam(I'(R)) = 1, entao I'(R) ¢ um grafo completo e segue do Teorema 2.18
que R &~ Zo X Zs ou xy = 0 para todos x,y € D(R). Se R ~ Zy X Zs, entdao D(Zy X Zs)
nao é um ideal. Mas se xy = 0 para todos z,y € D(R), entdo D(R) é um ideal, pois dados
z,y € D(R), temos z(z 4+ y) = 2*> + 2y = 0, donde = + y € D(R).

O resultado seguinte refere-se a anéis cujos grafos divisores tém diametro igual a 2.

Proposigao 2.32. ([8/) Seja R um anel. Se I'(R) nao é um grafo bipartido completo, mas
tem um subgrafo bipartido completo induzido por remocdao apenas de arestas de T'(R), entdo

D(R) ¢ um ideal de R.

Demonstracao. Sejam a,b € D(R)* e mostremos que a +b € D(R). Sem perda de gene-
ralidade, suponhamos que a + b # 0, caso contrario, nao ha o que fazer. Como é possivel,
por hipdtese, obtermos um grafo bipartido completo por remocao apenas de arestas de I'(R),
entao devem existir conjuntos nao vazios P e @) tais que PUQ = D(R)*, PNQ =0epg=0
para todos p e Peq € Q.

Se a,b € P, entdo para qualquer ¢ € ) temos ¢q(a + b) = ga + gb = 0, ou seja, a + b €
D(R). Analogamente, se a,b € @, entao a + b € D(R). Assim, sem perda de generalidade,
podemos supor que a € P e b € (). Como I'(R) nao é bipartido completo, deve existir uma
aresta adicional que conecta, sem perda de generalidade, dois vértices distintos p; e py de
P. Entao pi(b+ pa) = p1b+ pip2 = 0. Com isso, existem trés possibilidades: b+ py = 0,
b+pre€Qoub+py, € P. Seb+py =0, entao 0 = b(b+ pa) = b? + bpy = b? e, assim,
bla+b)=ba+b*=0ea+bec D(R). Seb+p; € Q, entao 0 = a(b+ py) = ab + aps = apo,
logo pa(a +b) = paa+ peb = 0 e obtemos a +b € D(R). Agora, se b+ ps € P, para qualquer
q € Q temos 0 = q(b+ p2) = gb+ gps = qb e, com isso, q(a + b) = ga + gb = 0 donde segue
que a+b € D(R).

Portanto, em todos os casos obtemos a + b € D(R) e segue que D(R) é um ideal. O
Vimos no Exemplo 2.17 (ii) o anel Ry = %E’;} Observemos que I'(R3) satisfaz a hipdtese

da proposigao anterior, e como vimos neste exemplo, D(R3) é um ideal (maximal) de Rj.
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Proposigao 2.33. ([15]) Seja R um anel tal que diam(I'(R)) = 2. Entao D(R) é um ideal
se, e somente se, para todos os pares x,y € D(R) existe um elemento nao nulo z (nao

necessariamente distinto) tal que rz = yz = 0.

Demonstra¢ao. Suponhamos que D(R) seja um ideal e sejam z,y € D(R). Notemos que se
x=0ouy=0ouz =y, nao ha o que fazer, pois nos trés casos vale a igualdade desejada.
Assim, vamos supor que z e y sdo distintos e nao nulos. Como diam(I'(R)) = 2, sempre que
ry # 0, existe z € D(R)* tal que 2z = yz = 0. Entao, suponhamos que zy = 0. Se 2% = 0
(respectivamente, y?), consideremos z = x (respectivamente, z = y) e obtemos rz = xy = 0
(respectivamente, xy = yy = 0).

Assim, vamos supor que 22 # 0 e y? # 0. Sejam X' = {2/ € D(R)* : za’ = 0} e
Y'={y € D(R)* : yy’ = 0}. Notemos que x € Y' e y € X', pois zy = 0. Logo, X' e
Y’ sa0 nao vazios. Se X' NY"’ # (), escolhendo z € X' NY’, obtemos a igualdade desejada.
Suponhamos X' NY’ = () e consideremos = + y. Observemos que x + y # x, caso contrario,
y = 0, mas supomos y # 0. Analogamente, z + y # y. Também, se x + y = 0, entao
0==z(z+y) =22 logox+y #0. Dez,y € D(R) e D(R) um ideal, obtemos = +y € D(R)*.
Como 22 #0ey? #0, temos que z+y & X' ex+y ¢ Y'. Mas diam(I'(R)) = 2 implica que
existe w € X' tal que o caminho zw(x 4 y) existe. Entdao 0 = w(z + y) = wr + wy = wy e,
assim, w € Y', uma contradicdo. Portanto, devemos ter X' NY”’ # ().

Reciprocamente, dados x,y € D(R), existe, por hip6tese, z € R* tal que zz = yz = 0 e,
assim, z(z +y) = 0. Logo, x +y € D(R) para todos x,y € D(R). Portanto, D(R) é um
ideal. [

Proposigao 2.34. ([15]) Seja R um anel finito que nao € corpo. Entdo D(R) € um ideal
se, e somente se, existe a € D(R)* tal que ad = 0, para todo d € D(R). Neste caso,
diam(I'(R)) < 2.

Demonstra¢ao. Suponhamos que D(R) seja um ideal. Como R é finito, entdao R é Noethe-
riano. Logo, pela Proposicao 1.21, D(R) = Ann(a) para algum a € R*. Reciprocamente,
suponhamos que exista k € D(R)* tal que kd = 0 para todo d € D(R). Dados x,y € D(R),

temos k(z +y) =0, ou seja,  +y € D(R) e segue que D(R) é um ideal. O
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Lema 2.35. (/6], pdg.8) Sejam P, Py, ..., P, € Spec(R) e I,1,...,1I, € Id(R).

(i) Se I C UB, entao I C P; para algum i, 1 <i<n;
i=1

(ii) Se ﬂIj C P, entdo para algum j, 1 < j<r, I; C P.
j=1
Lembremos que dado um anel R podemos escrever seu conjunto de divisores de zero como
uma uniao de ideais primos de R. Fazendo pequenas restrigoes em I'(R), esta unido apresenta
um pequeno nimero de ideais primos.
Proposicao 2.36. ([7]) Seja R um anel com diam(I'(R)) < 2 e seja D(R) = U P;, onde P,
¢ ideal primo de R, i € A. Se existe um elemento em D(R) que pertence a u;reLA@im'co PrimMo

mazimal P;, entao |A] < 2.

Demonstragao. Por hipdtese, existe um elemento em D(R) que pertence a um tnico primo
maximal P;. Fazendo uma nova enumeragao, se necessario, podemos supor que p; € P; seja
tal elemento. Suponhamos, por absurdo, que temos pelo menos dois outros primos maximais
os quais denotamos como P, e P;. Como P, ;(_ Pebh 51 P, segue do item (7) do Lema 2.35,
que Py € (P1 U P3). Logo, existe py € Py \ (P1 U P).

Observemos que o ideal (p1,p2) nao esta contido em P;, para todo i € A. De fato, caso
contrario, (p1,p2) € U;ep B €, pelo item (i) do Lema 2.35, terfamos (p1,p2) € P, para algum
j € A. Mas, entdo, p1,p2 € P; o que nos dd uma contradigdo uma vez que p; € Py \ U P e

€A
i#1

P2 € P2 \ (Pl U Pg) LOgO, (pl,pg) g_ D(R)

Seja r € (p1,p2) \ D(R) e escrevamos r = ap; + bps, com a,b € R. Notemos que se existe
xr € R tal que pyx = poxr = 0, entdo rz = (ap; + bpe)x = 0 e, entdo, x = 0 pois r ¢ D(R).
Como diam(T'(R)) < 2, devemos ter p1p; = 0 € P3. Mas como p; ¢ P; e P3 é ideal primo,

devemos ter py € P3 contradizendo a escolha de py. Portanto, |[A] < 2. O

Corolario 2.37. Seja R um anel com diam(I'(R)) < 2 e seja D(R) = J,., Pi. Se A € finito

€A T

(em particular, se R é Noetheriano), entao |A| < 2.
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Demonstracao. Primeiro observemos que a Proposic¢ao 1.19 mostra que qualquer anel Noethe-
riano satisfaz as condigées do coroldrio (pois, neste caso, R possui um nimero finito de pri-
mos maximais). Vamos supor D(R) = P, U P U...U P,. Comutando e reenumerando, se
necessario, podemos supor que P; é um primo maximal. Suponhamos que todo elemento de
P, pertence a um dos outros primos maximais. Entao temos que P, C P, U...U P, e, pelo
Lema 2.35, segue que P, C P; para algum ¢ = 2, ..., n, contradizendo a maximalidade de P;.
Logo, existe um elemento de P, que nao pertence a nenhum dos outros primos maximais em

D(R). Agora o resultado segue da proposigao anterior. O

2.5 Diametro de I'(R)

Vimos que I'(R) é sempre conexo e seu diametro é no méximo 3. Em [14], T. Lucas
apresentou uma caracterizagdo dos possiveis diametros de I'(R) e de I'(R[z]) em termos de

propriedades do anel R.

O objetivo, nesta segao, é apresentar essa caracterizacao de Lucas. Comegaremos com
dois resultados para anéis reduzidos, sendo que o primeiro fornece uma condigao suficiente

para que diam(I'(R)) = 3 e o segundo descreve em quais condigoes temos diam(I'(R)) < 2.

Teorema 2.38. ([14]) Seja R um anel reduzido. Se R tem mais que dois primos mini-

mais e existem elementos a,b € D(R)* tais que (a,b) ndo tem anulador ndo nulo, entdo

diam(D(R)) = 3.

Demonstracao. Suponhamos que R tenha mais que dois primos minimais e que existam
a,b € D(R)* tais que Ann((a,b)) = {0}. Se ab # 0, como, pelo Teorema 2.10, I'(R) é conexo
e diam(I'(R)) < 3, temos d(a,b) = 3 e, assim, diam(I'(R)) = 3. Suponhamos que ab = 0.
Como ab = 0 € P, para todo primo minimal P, entao a € P ou b € P. Porém, nenhum primo
minimal contém ambos. De fato, se existisse um primo minimal P tal que a,b € P entao
(a,b) C P e, pela Proposigao 1.38, terfamos Ann((a,b)) # {0}, uma contradi¢ao. Assim,
sem perda de generalidade, podemos supor que existem primos minimais P, () e N tais que
ac€ (QNN)\Pebe P\ (QUN). Observemos que @ N P nao esta contido em N pois, caso

contrario, terfamos pelo Lema 2.35 (i) que @ C N ou P C N, contrariando a minimalidade
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de N. Assim, (Q N P)\ N # (. Seja g € (QNP)\ N e consideremos o par a + bg e b.
Como R é um anel reduzido, ab=0,b ¢ N e q ¢ N, temos 0 # b*>q = b(a + bg). Também,
(a,b) = (a+bq,b) e, entdo, (a+bg, b) ndo tem anulador nao nulo. Logo, diam(T'(R)) = 3. O

Teorema 2.39. (/14]) Seja R um anel reduzido tal que D(R) ndo é um ideal. Entdo R tem

exatamente dois primos minimais se, e somente se, diam(I'(R)) < 2.

Demonstragao. Sejam P e @) os inicos primos minimais de R. Uma vez que D(R) é a uniao
dos primos minimais de R (Proposi¢ao 1.16), temos D(R) = P U Q e, como R é reduzido,
PN@Q = Nil(R) = {0}. Sejam r,s € D(R) distintos. Como D(R) =PUQ e PNQ = {0},
devemos ter rs = 0 ou, entao, (r,s) C P ou (r,s) C Q. Se rs = 0, entdo d(r,s) = 1. Agora,
se rs # 0, sem perda de generalidade, suponhamos (r,s) C P. Entdo, para qualquer a € @,
temos ar,as € PNQ, isto é, ar = as = 0 e segue que d(r, s) = 2. Portanto, diam(I'(R)) < 2.

Reciprocamente, seja R um anel reduzido tal que D(R) nédo é um ideal e diam(I'(R)) < 2.
Entao, existem a,b € D(R)* tais que a + b ¢ D(R) e, assim, o ideal (a,b) nao tem anulador
nao nulo. Também, como R é reduzido, segue do item (i7) da Proposi¢ao 1.16 que R deve
ter, no minimo, dois primos minimais. Desta forma, como diam(I'(R)) < 2, pelo Teorema

2.38, R deve ter exatamente dois primos minimais. O]

Lema 2.40. Seja R um anel nao reduzido e seja I um ideal de R. Se I tem um anulador
ndo nulo e ¢ € Nil(R), entdo o ideal (q) + I tem um anulador nao nulo. Em particular, se

a € D(R) eq € Nil(R), entao a+q € D(R) e Ann((a,q)) # {0}.

Demonstracao. Seja ¢ € Nil(R) com q # 0 e seja ¢ € R* tal que ¢ = {0}. Como ¢ é um
elemento nilpotente, existe um inteiro positivo m tal que c¢™ = 0 e cg™ ! # 0. Entao, cg™ !

¢ um anulador nao nulo de (¢q) + /. No caso particular, basta fazer I = (a). O

O préximo resultado é uma versao do Teorema 2.38 para anéis nao reduzidos. Aqui nao

supomos que R tem mais que dois primos minimais.

Teorema 2.41. (/14]) Seja R um anel nao reduzido. Se existe um par de divisores de zero

a,b € D(R) tal que Ann((a,b)) = {0}, entao diam(I'(R)) = 3.
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Demonstracgao. Sejam a,b € D(R) tais que Ann((a,b)) = {0}. Com isso, d(a,b) # 2. Pelo
caso particular do Lema 2.40, segue que a ¢ Nil(R) e b ¢ Nil(R). Se ab # 0, entdo
d(a,b) = 3 e o resultado segue. Assim, suponhamos ab = 0. Notemos que o ideal (a?, b*) nao
tem anulador nao nulo. De fato, se existe x € R tal que za? = 0 = xb?, entao (va — xb)a =
ra? —zab =0 e (ra—xb)b = zvab— xb* = 0 e, como Ann((a,b)) = {0}, obtemos xa — zb = 0,
ou seja, xa = xb. Uma vez que (za)a = 0 = (zb)b temos (xb)a = 0 = (zb)b, isto é, xb
é anulador de (a,b) e, assim, b = 0. Analogamente, za = 0. Com isso, x é anulador de
(a,b) e segue que x = 0. Entao, sem perda de generalidade, podemos supor que existe um
nilpotente ¢ tal que b%g # 0. Como a é um divisor de zero e ¢ ¢ nilpotente, pelo Lema 2.40
temos a + bq € D(R). Consideremos o par a + bq e b. Temos que (a,b) = (a + bg,b) ndo tem
anulador nao nulo e, entao, d(a+bq,b) # 2. Mas (a+bq)b = b*q # 0 implica d(a+ bq, b) # 1.
Portanto, d(a + bg, b) = 3 e segue que diam(I'(R)) = 3. O

Corolario 2.42. Se R é um anel nao reduzido tal que D(R) nao é ideal, entdo diam(I'(R)) =
3.

Demonstragao. Se D(R) nao é um ideal, existem a,b € D(R) tais que a +b ¢ D(R). Assim,
Ann((a,b)) = {0} e, pelo teorema anterior, diam(I'(R)) = 3. O

O proximo resultado caracteriza os possiveis diametros de I'(R) em termos dos ideais do

anel R.

Teorema 2.43. ([1/]) Seja R um anel tal que D(R) # {0}.

(1) diam(T'(R)) = 0 se, e somente se, R é nao reduzido e isomorfo a Z4 ou Zé[f)] ;

(2) diam(I'(R)) =1 se, e somente se, xy = 0 para cada par distinto de divisores de zero e

|D(R)"| = 2;

(3) diam(I'(R)) = 2 se, e somente se, (i) R é reduzido com exatamente dois primos mi-
nimais e |D(R)*| > 3, ou (i1) D(R) € um ideal tal que D(R)? # {0} e cada par de

divisores de zero distintos tem um anulador nao nulo;
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(4) diam(I'(R)) = 3 se, e somente se, existem a,b € D(R) com a # b tais que Ann((a,b)) =
{0} e (i) R é um anel reduzido com mais que dois primos minimais, ou (ii) R é ndo

reduzido.

Demonstragao. (1) Segue do Exemplo 2.2 e Observagao 2.5.

(2) Se zy = 0 para cada z,y € D(R), © # y, e R tem pelo menos dois divisores de zero

nao nulos, entao diam(I'(R)) = 1. A reciproca é Gbvia.

(3) Suponhamos que diam(I'(R)) = 2. Primeiro vamos considerar o caso em que R é um
anel reduzido. Se D(R) nao é um ideal, pelo Teorema 2.39, R tem exatamente dois primos
minimais e é claro que devemos ter |D(R)*| > 3. Assim, (i) ocorre. Se D(R) é um ideal,
segue da Proposicao 2.33 que cada par de divisores de zero tem um anulador nao nulo e,
como diam(T'(R)) = 2, D(R)? # {0}. Logo, (ii) acontece.

Agora, suponhamos que R seja nao reduzido. Pelo Coroldrio 2.42; devemos ter D(R) um
ideal. Além disso, pelo Teorema 2.41, cada par de divisores de zero tem um anulador nao
nulo. Também D(R)* # {0}. Portanto, em qualquer caso, se diam(T'(R)) = 2, entao R
satisfaz (i) ou (7).

Reciprocamente, se R é um anel satisfazendo a condicao (7), entao D(R) nao é um ideal,
diam(I'(R)) # 0 e R nao é isomorfo a Zg X Zy. Assim, pelo Teorema 2.39, diam(I'(R)) = 1 ou
diam(T'(R)) = 2. Afirmamos que diam(I'(R)) # 1. De fato, se diam(I'(R)) = 1, entao I'(R)
seria um grafo completo. Assim, como R nao é isomorfo a Zy x Zs € I'(Zs x A) nao é completo
se A é um dominio de integridade com |A| > 3, seguiria do Teorema 2.14 que D(R) é um
ideal, uma contradigao. Portanto, diam(I'(R)) # 1 e, consequentemente, diam(I'(R)) = 2.

Se R satisfaz (ii), entdao D(R)? # {0} e dos itens (1) e (2) obtemos diam(T'(R)) # 0 e
diam(I'(R)) # 1. Assim, como cada par de divisores de zero tem um anulador nao nulo,
devemos ter diam(I'(R)) = 2.

(4) Seja R um anel tal que diam(I'(R)) = 3. Primeiro notemos que se Ann((a,b)) # {0}
para todo par a,b € D(R), a # b, entao diam(I'(R)) < 2, uma contradigao. Logo, existem
a,b € D(R), com a # b, tais que Ann((a,b)) = {0}. Se R é reduzido, entdo R tem pelo
menos dois primos minimais (Proposigao 1.16). Assim, por (3) obtemos que R tem mais que

dois primos minimais. A reciproca segue dos Teoremas 2.38 e 2.41. O
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Agora, apresentamos um resultado auxiliar para depois demonstrarmos um teorema que

caracteriza o diametro de I'(R[x]) em termos dos ideais de R.

Lema 2.44. Se R é um anel que ndao € isomorfo ao anel Zy X Zs, entao I'(R[x]) é completo

se, e somente se, ['(R) € completo.

Demonstragao. Como D(R) C D(R[z]) temos que I'(R[z]) completo implica I'(R) completo.
Vamos supor que I'(R) seja um grafo completo. Como R nao é isomorfo a Zs X Zs, segue
do Teorema 2.18 que zy = 0 para todos z,y € D(R). Portanto, I'(R) completo implica
D(R)?> = {0}. Sejam f,g € D(R[x])*. Pelo Teorema de McCoy, existem r,s € R* tais que
rf = sg = 0. Assim, todos os coeficientes de f e g sdo divisores de zero e, sendo I'(R)

completo, temos fg = 0. Portanto, I'( R[z]) é completo. O

No lema anterior devemos considerar R um anel nao isomorfo ao anel Zsy X Zs pois, caso
contrario, terfamos I'(R) completo, porém I'(R[z]) nao é completo. Para verificarmos isto,

consideremos f = (1,0) + (1,0)z e g = (1,0) + (1,0)z?. Entao fg # 0.

Agora temos condigdes para caracterizar diam(I'(R[z])).
Teorema 2.45. ([14]) Seja R um anel.
(1) diam(I'(R[z])) > 1;
(2) diam(T(R[z])) =1 se, e somente se, R é um anel nao reduzido com D(R)* = {0};

(3) diam(T'(R[z])) = 2 se, e somente se, (i) R € um anel reduzido com exatamente dois

primos minimais ou (it) R é um anel de McCoy e D(R) ¢ um ideal com D(R)* # {0}.

Demonstracao. (1) Temos que diam(I'(R[x])) > 1 pois, pelo item (1) do Teorema 2.43, os

unicos anéis T' tais que diam(I'(T)) = 0 sdo os anéis isomorfos a Z, ou a Z(Q[x)}

2) Segue do Teorema 2.18 e do lema anterior.

(

(3) Seja R um anel reduzido com exatamente dois primos minimais, digamos P e (). Entao
R|x] é reduzido e tem exatamente dois primos minimais, a saber, Plz| e Q[z]. Notemos que
Plz] e Q[x] e, consequentemente, D(R[z]|) contém uma infinidade de elementos. Portanto,

pelo Teorema 2.43 (item (3)) segue que diam(I'(R[z])) = 2.
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Agora, se R é reduzido com mais que dois primos minimais ou R é nao reduzido, segue
do item (3) do Teorema 2.43 que diam(I'(T")) = 2 se, e somente se, D(T) é ideal tal que
D(T)? # {0} e cada par de divisores de zero tem um anulador nao nulo. Assim, se R é um anel
reduzido com mais que dois primos minimais ou R é nao reduzido, entao diam(I'(R[x])) = 2
se, e somente se, D(R[x]) ¢ um ideal tal que D(R[x])* # {0} e cada par de divisores de zero
de R[z] tem um anulador ndo nulo. Mas D(R|z]) é um ideal se, e somente se, (f,g) tem
anulador nao nulo para cada par f,g € R[z], pelo Corolario 1.33. Entao, diam(I'(R[z])) = 2
se, e somente se, D(R[x]) é um ideal tal que D(R[z])* # {0}. Mas, pelo Teorema 1.34,
D(R[z]) é um ideal tal que D(R|[x])*> # {0} se, e somente se, R é um anel de McCoy e D(R)
é um ideal de R tal que D(R)? # {0}. O

Os anéis R tais que diam(I'(R[z])) = 3, sdo obtidos observando-se os itens (1), (2) e
(3) do teorema anterior. Neste caso, diam(I'(R[z])) = 3 se, e somente se, R é um anel nao
reduzido com exatamente dois primos minimais e, ou R nao ¢ um anel de McCoy ou D(R)

nao é um ideal.

2.6 Coloragoes de I'(R)

Sabemos que, para qualquer grafo G, x(G) > w(G). Em 1988, Istvan Beck em seu artigo
“Coloring of commutative rings” [9] conjecturou que para anéis R tais que y(I'(R)) < oo,
X(I'(R)) = w(I'(R)). Contudo, neste artigo Beck nao provou tal afirmacdo, mas mostrou
que para anéis reduzidos o resultado é verdadeiro. Apresentaremos este resultado, porém
antes veremos outros que utilizaremos para demonstra-lo. Veremos também o contraexemplo
a conjectura de Beck dado por D. D. Anderson e M. Naseer em [3]. No final da secao,
apresentaremos o estudo do indice cromatico por arestas (x'(I'(R))) do grafo divisor de zero

realizado por S. Akbari e A. Mohammadian em [1].

Lema 2.46. Se R ¢ um anel reduzido tal que I'(R) nao contém um clique infinito, entio R
satisfaz a condi¢ao de cadeia ascendente (c.c.a.) sobre ideais da forma Ann(a).
Demonstracao. Vamos supor que exista uma cadeia

Ann(ay) C Ann(ag) C ...
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que nao estaciona. Seja z; € Ann(a;) \ Ann(a;—1), i = 1,2,.... Assim, para todo n > 2,

Yn = Tnan_1 7 0 e 0s elementos gy, formam um clique. De fato, se ¢ < j temos

yiy; = (ziai—1)(zja;1) =0

pois z; € Ann(ay) paratodo k =4,i+1,...,7,.... Também, se i # j temos y; # y;, pois caso
contrario, terfamos y; = y? = y;y; = 0, uma contradigao com o fato de R ser reduzido. Assim,
['(R) possui um clique infinito, contrariando a hipdtese. Portanto, R satisfaz a condi¢ao de

cadeia ascendente sobre ideais da forma Ann(a). O

Dados @ € R e I € Id(R), definimos o quociente de I por a como sendo o conjunto

(I :a) ={r € R : ra € I}. Facilmente mostra-se que este conjunto ¢ um ideal de R.

Lema 2.47. Sex,y € D(R) sdo tais que Ann(z) e Ann(y) sao ideais primos distintos, entdo

xy = 0.

Demonstra¢ao. Suponhamos que xy # 0. Entao = ¢ Ann(y) e y ¢ Ann(x). Notemos que
Ann(z) = (Ann(z) : y), pois dado z € Ann(x) entdo zy € Ann(x), isto é, z € (Ann(z) : y).
Agora, dado z € (Ann(x) : y), por defini¢do, zy € Ann(z) e como Ann(x) é ideal primo
ey ¢ Ann(z), obtemos z € Ann(z). Logo, Ann(z) = (Ann(z) : y). Analogamente,
(Ann(y) : ) = Ann(y).

Mas, temos que z € (Ann(x) : y) se, e somente se, zyr = 0. Mas isto é equivalente
az € (Ann(y) : z). Logo, (Ann(x) : y) = (Ann(y) : ©) = Ann(zy). Assim, seguem
as igualdades Ann(z) = (Ann(z) : y) = (Ann(y) : ©) = Ann(y), e obtemos um absurdo.

Portanto, devemos ter xy = 0. [l

Teorema 2.48. (/9]) Para um anel reduzido R as sequintes condi¢des sdo equivalentes:

(i) x(T'(R)) € finito;
(i1) w(I'(R)) € finito;
(111) O ideal nulo de R é uma interse¢ao finita de ideais primos;

(iv) T'(R) nao contém um clique infinito.
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Demonstra¢ao. Como w(I'(R)) < x(I'(R)), segue que x(I'(R)) finito implica que w(I'(R)) é
finito. Também, se w(I'(R)) é finito, claramente temos que R ndo contém um clique infinito.
Assim, ja temos que (¢) implica (i7) e que (i7) implica (iv).

Suponhamos que o ideal nulo de R seja uma intersecao finita de ideais primos, isto é,
{0} = PLN...N P, onde P; é ideal primo, 1 < i < k. Vamos mostrar que x(I'(R)) é
finito. Definamos uma coloragao f em I'(R) colocando f(x) = min{i : ¢ P;}, para todo
z € D(R)*. Notemos que dados z,y € D(R)*,  # y, tais que zy = 0 entao f(x) # f(y),
isto é, f é uma k-coloragao propria. De fato, se f(x) = f(y) = min{i : © ¢ P;} = k entao
z,y & Py, mas 0 = xy € Py o que implica que = € P, ou y € Py, pois Py é ideal primo, uma
contradigao. Logo, usando esta coloragao obtemos x(I'(R)) < k < oo.

Vamos supor que R seja um anel reduzido tal que I'(R) nao contém um clique infinito.

Mostraremos que o ideal nulo de R é uma intersecao finita de ideais primos.

Temos pelo Lema 2.46 que R satisfaz c.c.a. sobre ideais da forma Ann(a). Seja Ann(z;),
i € A, os elementos maximais da familia {Ann(a) : a # 0} distintos dois a dois. Assim,
segue da Proposicao 1.17, que Ann(x;) é ideal primo, para todo i € A. Como I'(R) nao
contém um clique infinito, pelo Lema 2.47 temos que o conjunto de indices A é finito. Com
efeito, se A fosse infinito, teriamos infinitos Ann(z;) e o Lema 2.47 implicaria que z;z; = 0

para todos i # j e, com isso, I'(R) teria um clique infinito, uma contradigao.

Agora, suponhamos que exista um elemento nao nulo x € (,c, Ann(z;). E claro que
r € D(R)*. Da escolha dos Ann(z;), i € A, Ann(z) C Ann(z;), para algum j € A.
Se zz; = 0, entdo z; € Ann(z) C Ann(z;) e, assim, 27 = 0 donde obtemos z; = 0
porque R é reduzido. Logo, zx; # 0 e, entdo, © ¢ Ann(z;), uma contradi¢do. Portanto,

Nica Ann(z;) = {0} como queriamos. O
Finalmente, segue o Teorema de Beck para anéis reduzidos.
Teorema 2.49. ([9]) Para um anel reduzido R com x(I'(R)) < oo, x(I'(R)) = w(I'(R)).

Demonstragao. Como x(I'(R)) é finito, segue do Teorema 2.48 que {0} = Q1 N ... N Qy,
onde Q; é ideal primo para todo i = 1,..., k. Assim, da Observagao 1.15, obtemos {0} =

PN ...N P, onde cada P; é um ideal primo minimal com P, C ;. E como visto na
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demonstragao do Teorema 2.48 temos que x(I'(R)) < k. Observemos que [, P # {0},
pois caso contrario, ﬂ#in C P e, consequentemente, pelo Lema 2.35 (i), P; C P, para
algum j # 4, contrariando a minimalidade de P;. Para cada i € {1,2,...,k}, escolhamos
z; tal que z; € P; para j # i e x; ¢ P,. Entao, os vértices correspondentes a z1,..., %y
formam um clique. Com efeito, se i # j temos z;2; € PN ...N P, = {0}, pois x; €
PnNn..nP.NPuan..NPyex;€e PAN...N P 1 NP N...N P esendo cada P ideal
primo, segue que z;x; € P, N...N P, = {0}. Com isso, z;x; = 0 para todo ¢ # j. Logo,
w(I'(R)) > k. Finalmente, k < w(I'(R)) < x(I'(R)) < kimplica x(I'(R)) =w(I'(R)) = k. O

Apresentamos, na sequéncia, o contraexemplo para a conjectura de Beck, dado por D. D.
Anderson e M. Naseer no artigo “Beck s coloring of a commutative ring” [3]. No exemplo
original é mostrado que w(I'(R)) = 5 e x(I'(R)) = 6 pois em [3] o conjunto de vértices de
['(R) é definido como sendo D(R). Aqui, adequamos tal exemplo para nossa defini¢ao de

grafo divisor de zero em que V(I'(R)) = D(R)*.

Exemplo 2.50. Seja

Z4[:E,y, Z]

R = :
(2 = 2,9y% — 2,22, 22,2y, 22, 2y, x2,yz — 2)

Mostremos que R é um anel tal que w(I'(R)) = 4, mas x(I'(R)) = 5. Para facilitar a

notacao, omitiremos a barra que denota a classe nos elementos de R, por exemplo, o elemento

2 € R serd identificado apenas por 2.

Temos que R é um anel local com 32 elementos cujo ideal maximal é M = D(R) =
{0,2,z, 242, y, y+2, z+y, v+y+2, 2, 242, v+ 2, x4+ 242, y+2, y+2+2, v +y+z, v+y+2+2}. Os
demais elementos de R sdo invertiveis. Assim, U(R) = R\M =14+M ={14+m : m € M}.
Apresentamos a tdbua da multiplicagdo em M (Tabela 2.1) no final deste exemplo.

Para mostrar que w(I'(R)) = 4 ¢é suficiente mostrar que w(M) = 4. Entende-se por um
clique maximal como um clique de M que nao pode ser ampliado. O fato que w(I'(R)) =4

segue da sequéncia de passos que podem ser verificados usando a tdbua de multiplicacao em

M.

1. Todo clique maximal contém o vértice 2.
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2. {2,z,y,y + z} é um clique maximal e, assim, w(I'(R)) > 4.

3. Qualquer clique contendo = ou x + 2 tem, no maximo, 4 elementos.

Como z(z+2) # 0, um clique nao pode conter, simultaneamente, x e z+2. Suponhamos
que contenha = (o caso em que contém x + 2 é andlogo). Os candidatos para o clique,
além de 2 e z, incluem um do par y e y+2 e um do par y + z e y + z+ 2, ou incluem os
vértices z e z 4+ 2. Notemos que se incluimos z e z + 2, devemos excluir y, y+2, y+z e
y + z + 2, pois nao existe aresta ligando z e z + 2 aos vértices excluidos. Em qualquer

caso, nosso clique contém, no maximo, 4 elementos.

y+z 2 ytz+2 2 Ytz 2 y+z+2 2 242 2

Y x Y T oy42 x y+2 x z x

Figura 2.20: Cliques contendo .

4. Qualquer clique contendo y ou y 4+ 2 tem, no maximo, 4 elementos.

Suponhamos que o clique contenha y. Pelo item 3, podemos considerar que o clique
nao contém z ou x + 2 (pois o caso que contém um desses vértices ja foi estudado). Os
candidatos para o clique, além de 2 e y, incluem y+ 2z, y+2+2, r+y+zex+y+2+2.
Entretanto, dentre esses quatro candidatos, apenas os vértices vt +y+zex+y+ 2+ 2
sao adjacentes. Entao, temos, no maximo, 4 elementos. O caso em que o clique contém

y + 2 é analogo.

r+y+z+2 2

rT+y+z Y

Figura 2.21: Clique contendo .

5. Qualquer clique contendo x + y ou = + y + 2 tem, no maximo, 4 elementos.

Podemos considerar que nosso clique contém 2, z+y e x+y+2, pois (z+y)(x+y+2) = 0.

Podemos incluir, no méaximo, um do par x + z e x + 2z + 2 e, no maximo, um do par
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y+zey+z+2. Como o produto dois a dois dentre os elementos 4z, t +2+2, y+ 2
e ¥y + z + 2 é nao nulo, podemos incluir apenas um elemento dentre os quatro citados.

E o resultado segue.

x+z 2 T+ z+2 2
T+y+2 Tty T+y+2 T4y
y+=z 2 y+z+2 9
r+y+2 r+y r+y+2 x4y

Figura 2.22: Cliques contendo x +y e x + y + 2.

6. Qualquer clique contendo z ou z 4+ 2 tem, no maximo, 4 elementos.

Suponhamos que nosso clique contenha 2, z e z + 2, mas nao contenha x ou x + 2.

Como o tnico candidato é um do par x + 2z e x 4 z + 2, temos, no maximo, 4 elementos.

T4z 2 T+ z+2 2

z+2 z z+4 2 z

Figura 2.23: Cliques contendo z e z + 2.

7. Qualquer clique contendo x + 2z, * + 2 + 2, y + z ou y + z + 2 tem, no maximo, 4
elementos.
Vamos supor que o clique contenha x+z. Como z+ 2 estd ligado aos elementos x+y+2,
x4y, z,2+2, x+y+zex+y—+z+2eo0s quatro primeiros ja foram estudados an-
teriormente, podemos considerar que nosso clique nao contém esses elementos. Assim,
além de 2 e x + 2z, nosso clique pode conter apenas x +y+ z e  +y + 2 + 2 e obtemos,

entao, um clique com, no maximo, 4 elementos. Os demais casos sao analogos.

8. Qualquer clique contendo z + y + z ou z + y + 2z + 2 tem, no maximo, 4 elementos.

E analogo aos itens anteriores.
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r+y+z+2 2

rT+y+=z T+ z
Figura 2.24: Clique contendo x + z.

Agora, mostremos que y(I'(R)) = 5. Como {2, x,y,y + z} é um clique, devemos ter, pelo
menos, 4 cores, as quais definimos como 1, 2,3 e 4. Vamos colorir os elementos deste clique
na ordem em que sao vistos no conjunto. Os trés item seguintes mostram que o subgrafo
induzido de I'(R) com conjunto de vértices V' = {2, z,y,y+ 2,2, 2+ 2, x+y,x +y+2, 2+ 2}

nao pode ser colorido com 4 cores e, entao, x(I'(R)) > 5. Veja Figura 2.25.

2(2); Y+ 2(4)

Figura 2.25: Coloracao de {z,y,y + 2,2,z + 2,z +y,x +y + 2,2 + z}.

9. Comozz =x(24+2)=0,2(24+2)=0,2y #0, 2(y+2) #0, zy 0 e (2+2)(y+2) # 0,
devemos colorir um do par z e z 4+ 2 com 3 e um com 4 e nao importa qual deles é

colorido com 3 ou qual é colorido com 4. Vamos colorir z com 3 e z 4+ 2 com 4.

10. Uma vez que (x +y)(x +y+2) =0, x +y e x + y + 2 devem ser coloridos com cores
distintas. Também, (y+z)(x+y) = (y+2)(z+y+2) =0, (x+y)zr # 0e (z+y+2)y # 0,
assim, podemos colorir z + y com 2 e x + y + 2 com 3, ou vice-versa. Vamos colorir

r+ycom?2ex+y+2com 3.

11. Agora, consideremos z+z. Como (z+2)2 = (z+2)(z+y) = (z+2)z = (z+2)(2+2) = 0,

x + z nao pode receber as cores 1, 2, 3 e 4. Isto mostra que x(I'(R)) > 5.
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Na verdade, temos x(I'(R)) = 5. A seguinte parti¢ao de R nos fornece uma coloragao
propria de R usando 5 cores: {2} UU(R), {z, 2+ 2,2 +y,x+y+z}, {y,y +2,z, 2 +y+ 2},
{y+z,y+z2+2,2+2,2+y+2+2} {z+2,2+ 2+ 2}
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Tabela 2.1: Tabua da multiplicacao em M
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Passamos, agora, ao estudo do indice cromatico por arestas (x'(I'(R))) do grafo divisor
de zero de um anel comutativo R, feito por S. Akbari e A. Mohammadian no artigo “On the
zero-divisor graph of a commutative ring” [1]. O objetivo aqui é mostrar que se R é um anel

finito tal que I'(R) nao é um grafo completo de ordem fmpar, entao x'(I'(R)) = A(I'(R)).

Teorema 2.51. (/1)) Se R € um anel local finito o qual nao é um corpo, entao x'(I'(R)) =
A(T'(R)), exceto se I'(R) € um grafo completo de ordem impar.

Demonstra¢ao. Como R é um anel local finito, temos que D(R) é o ideal maximal de R e,
assim, Ann(D(R)) # {0}, pelo item (ii) da Proposigao 1.21.

Se T'(R) é um grafo completo, digamos I'(R) ~ K™, com n par, entao x'(I'(R)) =n—1 =
A(T'(R)). Assim, vamos supor que I'(R) nao seja um grafo completo e, entdao, Ann(D(R)) #
D(R). Se x € D(R) \ Ann(D(R)), existe a € D(R) tal que ax # 0. Notemos que dado
y € a+ Ann(D(R)), ou seja, y é da forma y = a + d com d € Ann(D(R)), temos xy =
z(a+d) = xa # 0, isto é, z ndo é adjacente a vértices de a + Ann(D(R)). Portanto,

d(x) < |D(R)*| = |Ann(D(R))|.

Assim, podemos dizer que d(x) < A(T'(R))—|Ann(D(R))|+1, ou ainda, A(T'(R))—d(z)+2 >
|Ann(D(R))| + 1. Como Ann(D(R))* é o conjunto de todos os vértices de grau maximo em

I'(R), segue da Observacao 1.45 que x'(I'(R)) = A(I'(R)). O
Na sequeéncia temos um teorema para anéis finitos decomponiveis.

Teorema 2.52. ([1]) Se R é um anel finito decomponivel, entio x'(I'(R)) = A(T'(R)).

Demonstracao. Como R é um anel finito, entao R é Artiniano. Logo, pelo Teorema de
Estrutura de Anéis Artinianos, temos R = Ry X...x R,,, onde n > 2 (pois R é decomponivel)
e cada R; é um anel local. Pela Observacao 2.29, podemos supor, sem perda de generalidade,
que as componentes nao nulas dos vértices de grau maximo em I'(R) ocorram em Ry, ..., Ry,
1 < k < n. Primeiro afirmamos que todos os anéis Ry, ..., Ry sao corpos ou nenhum deles
¢ um corpo. De fato, por contradicao, vamos supor que R; seja um corpo, mas Ry nao
seja um corpo. Agora, segue da Observagao 2.29 que todo vértice com grau méaximo em

Ry x {0} x ... x {0} tem grau |Ry|---|R,| — 1 e cada vértice de grau maximo em {0} x Ry X
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{0} x...x {0} tem grau |Ry|-|D(R2)|-|Rs|---|Rn| —2. Assim, se xz € Ry x {0} x...x {0} e
y € {0} x Ry x {0} x ... x {0} sdo vértices de grau méaximo, temos d(z) = A(I'(R)) = d(y),

ou seja, d(y) — d(z) = 0 o que implica
Rl D) (Rl Ryl = 2= [Ral - R 41 =0,

isto é,
|D(R2)| - [Rs| - - [Rul(|Ra| — |R2/D(Rs)]) = 1

o que nos da |D(R3)| = 1, uma contradigao.

Portanto, pela Observacao 2.29, para qualquer : = 1,... k,
A(L(R)) = |[Ra| -+ [Riza| - [D(R)] - [Riga| -+ [Rn| — €

onde € = 1 se R; é corpo, e € = 2, caso contrario. Com isso, obtemos

Ry | _ Ry, (2.6)
D(Ry) D(Ry) ‘
poisse 1 < 7, 1 <14,7 <k, entao
[Bal - |Rica| - [D(R)| - [Riga| -+ [Bol = [Ra] -+ [Rja| - [D(R))] - [Rjga] -+ [ Rnl,
ou ainda, [D(R;)| - [R;| = [R;| - [D(R;)].
Além disso, como para cada j =k + 1,...,n, o grau de qualquer vértice em {0} x ... x
{0} x R; x {0} x ... x {0} é menor que A(I'(R)), temos
B |t (2.7)
D(R;)| — | D(R)
Para cada t € {1,...,n}, seja e; o elemento cuja t-ésima coordenada é igual a 1 e as
demais coordenadas sao iguais a 0. Agora, vamos dividir em dois casos: Ri,..., R, nao sao

corpos e Ry,..., Ry sao corpos.
Supondo que Ry, ..., Ry ndo sejam corpos, entdo [(R) tem Y, |Ann(D(R))*| vértices
de grau méximo, pois os vértices de grau maximo sdo do tipo (0,...,0,;,0,...,0) com

z; # 0 e, para cada coordenada i, temos |Ann(D(R;))| vértices. Observemos que cada
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vértice de grau maximo em I'(R) é adjacente a pelo menos um dos e;s. Agora, para qualquer
1=1,...,n, temos
AN(R)) —d(e;) +2 = ([Ra]---[Rica| - |[D(R;)| - [Riga| -+ [Ry| — 2)
= (IRa|- - [Rica| - [Riga| - - [Rn] = 1) 42
= [Ba]- - [Ria[(ID(R:)| = DI Riga] - - [Rn| £+ 1

> > |Ann(D(R,))*].

Assim, pela Observagao 1.45, concluimos que x/'(I'(R)) = A(T'(R)).

Agora, suponhamos que Ry, ..., Ry sejam corpos. Entao I'(R) tem Z,’;l |Ry| vértices

de grau maximo. Se n > 2, cada vértice de grau maximo em I'(R) é adjacente a 1 — ¢,

para algum ¢ € {1,...,k}. Notemos que, neste caso, |R;| = ... = |Ri| pela Equagao (2.6).
Coloquemos |R;| = a. Pela mesma equagao temos |R;| > a para qualquer j > k. Como
a" ' —a+2>n(a—1) entdo, para qualquer i, i = 1,..., k, temos

AM(R) —d(l —e)+2 = (Bl [Rica| - |Rigal -+ [Ra| = 1) = (|Ri| = 1) +2
> " t—a+2

> k(a—1)

= Y IR
t=1

Novamente, pela Observacao 1.45, concluimos que x'(I'(R)) = A(I'(R)). Assim, vamos
supor que n = 2. Se k = 1 e Ry ndo é um corpo temos |D(Ry)| > 2 e de (2.7) obtemos
% > |Ry/D(R2)| > |R1], ou seja, |Ro| > 2|Ry|. Como, neste caso, qualquer vértice de grau
maximo em I'(R) é adjacente a eo = (0,1) e
AP(R) —d(er) +2 = (Ba] = 1) = (1Ri| 1) +2

= |Ry| — |R1| +2

> 2|Ri| — |Ry| +2

> Ryl
segue da Observacao 1.45 que x'(I'(R)) = A(I'(R)). Mas, se k = 1 ¢ Ry é um corpo ou
k = 2, entdao I'(R) é um grafo completo bipartido. Portanto, pelo Teorema de Kénig 1.42,
X'(T'(R)) = A(T'(R)), o que completa a demonstragao do teorema. O
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Por fim, utilizando os teoremas anteriores, segue o seguinte resultado.

Teorema 2.53. Se R € um anel finito, entio x'(I'(R)) = A(I'(R)), exceto se I'(R) € um

grafo completo de ordem impar.

2.7 Automorfismos de I'(R)

Nesta se¢ao mostraremos que Aut(I'(Z,)) é um produto direto (finito) de grupos simétricos.
A partir desse resultado, obteremos os inteiros positivos n para os quais Aut(I'(Z,)) é um

grupo abeliano. Por fim, veremos alguns exemplos de Aut(I'(R)).

E facil ver que cada automorfismo de um anel R induz um automorfismo de grafo de

['(R). Desta forma, temos um homomorfismo de grupo natural

¢ : Aut(R) — Aut(T'(R)).
fo—= elf) = flowy

Veremos a seguir que se R é um anel finito o qual nao é um corpo, entao ¢ é injetora.

Teorema 2.54. ([5]) Seja R um anel finito o qual nao é um corpo e seja f € Aut(R). Se
f(z) = x para todo x € D(R), entio f = Ig. Assim, ¢ : Aut(R) — Aut(I'(R)) é um

homomorfismo de grupos injetor.

Demonstracdo. Sabemos que por R ser um anel finito, cada elemento de R é invertivel ou
divisor de zero, pela Proposigao 1.22. J4 temos f(x) = x para todo x € D(R). Entao basta

mostrarmos que f(z) = x para todo z € U(R).

Primeiro vamos supor que R tenha pelo menos dois ideais maximais distintos M e N.
Observemos que dado x € M U N, temos que z ¢ U(R) e, assim, € D(R). Com isso,
M c D(R) e N C D(R). Como M C M+ N C R e M é ideal maximal, obtemos
M+ N = R. Dado z € U(R), entdo v = m+n com m € M en € N. Logo, f(z) =
f(m+n)=f(m)+ f(n) =m+n ==z esegue que f = Ix.

Assim, podemos supor que R é um anel local com ideal maximal M = D(R). Neste
caso, pela Proposi¢ao 1.25, char(R) = p" e |R/M| = p™ para algum primo p e inteiros

m,n > 1. Vamos mostrar que f(u) = u para cada u € U(R). Para todo a € M, como
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ua € M = D(R) e f(z) = x para cada x € D(R), temos ua = f(ua) = f(u)f(a) = f(u)a,
ou seja, (f(u) — u)a = 0, donde segue que f(u) —u € D(R) = M. Entao, f(u) = u+b
para algum b € M com bM = {0}. Como |R/M| = p™, temos que (R/M) \ {0} é um
grupo multiplicativo de ordem p™ — 1 e, entao, a ordem de w € R/M divide p™ — 1. Assim,

uP" 1 =1, ou seja, u?" "' —1 € M e, entao, u?" ~!' = 1+ y, para algum y € M. Logo,

F" ) =fA+y) =)+ fly) =1+y=u"""

=" (p" = D)W,
pois bM = {0}. E segue que (p™ — 1)(u?"~2)b = 0 e, uma vez que v?" 2 € U(R), obtemos
(p™ —1)b = 0. Temos que p"b = 0 implica que a ordem de b divide p" e, como m.d.c(p", p™ —
1) =1, de (p™ — 1)b = 0 obtemos b = 0. Portanto, f(u) = u para todo u € U(R) e obtemos

o resultado desejado. O]

Observamos que para um anel R qualquer e x € D(R)*, temos d(z) = |Ann(x) \ {0, x}|.
De fato, basta observar que {x,y} € E(I'(R)) se, e somente se, xy = 0 com y # x e
z,y € D(R)*, donde y € Ann(z).

O objetivo agora é considerarmos R = Z, e provarmos que Aut(I'(Z,)) é um produto

direto (finito) de grupos simétricos. Para isso, precisamos do seguinte lema.

Lema 2.55. Dado um inteiro n > 4 que nao € primo, seja X ={a €Z : 1 <a<n e aln}

e, para cada a € X, sejaVy, ={T €Z, : 1 <z <n e m.d.c(x,n) =a}. Entdo:
(i) D(Z,)* ¢ a unido disjunta dos V, s;

(ii) Se a € X, entao Ann(Z) = Ann(a), para todo T € V,. Em particular, d(T) = d(a) para

todo T € V,;
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(iii) Se a € X, |Ann(a)| = a. E mais, se n 1 a®, entio d(@) = a — 1; se n|a*, entdo

d@) =a—2;
(iv) Para a,b € X, d(a) = d(b) se, e somente se, a = b;
(v) Para @,y € V(I'(Z,)), d(T) = d(y) se, e somente se, T,y € V,, para algum a € X.

Demonstracio. (i) E claro que V, € D(Z,)*, para todo a € X. Agora, dado T € D(Z,)*,
temos m.d.c(z,n) = a, com a # 1 e a # n e, assim, T € V,. Também, se T € V, NV}, temos

m.d.c(z,n) = a e m.d.c(x,n) = b e, entao, a = b.

(i) Dado Z € V,, como a|r, podemos escrever Z = @b, para algum b € Z,. Como

m.d.c(z,n) = a, existem inteiros p e ¢ tais que a = px + qn. Se ¥ € Ann(T), entao yT = 0

e, assim, TP = 0 o que implica 7(a — qn) = 0, ou ainda, ya = 0. Logo, Ann(T) C Ann(a).

ol
(@]

Agora, seja 7 € Ann(a). Entdo, a = 0 e segue que yab = 0, donde obtemos §7T =
7y € Ann(T). Assim, Ann(a) C Ann(T).

(7i7) Observamos que Ann(a) é o subgrupo ciclico de Z,, gerado por g, o qual tem ordem
a em Z,. Assim, concluimos que a ordem de Ann(a) é igual a a. Notemos que se n { a?, ou
seja, aa # 0 e, assim, a ¢ Ann(a), temos d(a) = a — 1, pois d(7) = |Ann(z) \ {0,7}|. Se n|a?
temos d(a) = a — 2.

(iv) Suponhamos d(@) = d(b) com a < b. Entdo, pelo item (iii), a — 1 = b — 2, isto 6,
b=a+ 1. Mas, como d(b) = b — 2, temos que n|b?, ou seja, n|(a + 1)2. Como aln, (a + 1)|n
(pois b|n) e m.d.c(a,a + 1) = 1 obtemos a(a + 1)|n. De n|(a + 1)* e a(a + 1)|n segue que
al(a + 1), uma contradigdo. Logo, a = b. A reciproca é ébvia.

(v) Basta notarmos que se 7 € V, e § € Vj, entdo d(a) = d(Z) = d(y) = d(b) se, e somente

se, a = b, pelo item anterior. [l

A demonstragao do préximo teorema fornece a construgao explicita de Aut(I'(Z,)). De-

U

notaremos o isomorfismo de grupos por “=”.

Teorema 2.56. ([5]) Se n > 4 é um inteiro que nao é primo, entdio Aut( (Z,,)) €

produto direto (finito) de grupos simétricos. Mais especificamente, Aut(I’

Sn%

a; €X
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onde X ={a€Z :1<a<mn e aln} ={a,...,a,} eny é o nimero de elementos do

conjunto V,, ={T € Z, : 1<x<n e md.c(x,n)=a;}.

Demonstracao. Primeiro, notemos que f(V,,) = V,, para cada f € Aut(I'(Z,)) e a; € X.
De fato, dado 7 € f(V,,) existe T € V,, tal que f(Z) = 7. Como f é um automorfismo de
grafos entao f preserva grau, isto é, d(Z) = d(f(Z)) ou ainda d(Z) = d(y) e isto ocorre se,
e somente se, T,y € V,,, pelo Lema 2.55 (v). Logo, f(V,,) C V,,. Agora, suponhamos que
exista T € V,, tal que T ¢ f(V,,). Entao f(y) # T para todo § € V,,. Como f é sobrejetora,
existe Z € D(Z,)* = V(I'(Z,)) tal que f(Z) =7, assim, d(Z) = d(f(Z)) = d(T) e obtemos que
Z € V,,, uma contradigao pois f(Z) =T e f(7) # T para qualquer 7 € V,,.. Logo, V.. C f(V,,).

Definamos a aplicagao

¢ o Aut((Z,)) — Sy, X ...x Sy, .
f U (f|va1,--->f|var)

onde Sy, denota o grupo de todas as permutagoes de V;,, : = 1,...,r. Vamos mostrar que ¢
¢ um isomorfismo de grupos. Disso seguirad o isomorfismo desejado uma vez que Sy, = .5, ,
7 7

i=1,...,r. Sejam f,g € Aut(I'(Z,)). Como

(b(fog) = ((fog)‘valv'"><fog)’Var) = (f‘Val Og|Va17"'7f‘Var Og|Var> = (b(f) Ogb(g),

entdo ¢ é um homomorfismo de grupos. Além disso, se ¢(f) = ¢(g), entao fly, = glv, ,
i=1,...,r. Mas, pelo item (i) do Lema 2.55, D(Z,,)* é a uniao disjunta dos Va/is, logo segue
que f = g. Logo, ¢ é um homomorfismo injetor. Para mostrarmos que ¢ é sobrejetor, é
suficiente mostrarmos que para cada i € {1,...,r} fixo e cada permutagao «; de V,, existe
fi € Aut(T(Zy)) com filv,, = s e filv,, = Iv,, para todo a; # a; em X. Mas isto segue do
fato que para quaisquer 7,y € V,, e m € Z,, temos mx = 0 se, e somente se, my = 0. Assim,

basta considerarmos f = fio...o f,. e teremos f ’Vai = q;. n

Exemplo 2.57. Paran = 4,6,8,9 e 12, vamos determinar Aut(I'(Z,)) utilizando o teorema
anterior.
Se n =4, temos X = {2} e |Va| = [{2}| = 1 = ny e, entdo, Aut(T'(Z,)) = S, ou seja, é o

grupo trivial.
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Seja n = 6. Neste caso, X = {2,3}, Vo = {2,4} e V3 = {3} e, assim, ny =2 e ng = 1.
Logo, Aut(T'(Zg)) = Sy x S; = Zy. Também, para n = 8, X = {2,4} donde V, = {2,6} e
Vi = {4}. Assim, ny = 2 e ny = 1. Portanto, Aut(T'(Zg)) = Sy x Si = Zo.

Agora, se n = 9 obtemos X = {3} e V3 = {3,6} donde segue n3 = 2 e Aut(['(Zy)) = Sy =
Zs. E, finalmente, para n = 12 temos X = {2,3,4,6}, V5 = {2,10}, V5 = {3,9}, V, = {4,8}
e Vs = {6} e, assim, obtemos Aut(['(Z13)) = Sy X Sy X Sy X S} X Zy X Ly X Zo.

Os grafos I'(Z,) para n = 4,6,8 e 9 podem ser vistos nos Exemplos 2.2, 2.3 e 2.4. J4 o
grafo I'(Z,2) esta representado na Figura 2.26.

3
g
6

10

|

\]]

Figura 2.26: I'(Z12)

Corolario 2.58. Sen >4 € um inteiro que nao € primo, entdo:
(i) Aut(I'(Z,)) € trivial se, e somente se, n = 4.
(ii) Aut(I'(Z,)) € abeliano se, e somente se, n =4,6,8,9 ou 12.

Demonstra¢ao. Vimos no exemplo anterior que se n = 4, entao Aut(I'(Z,)) é trivial e que se
n=4,6,8,9ou 12, Aut(I'(Z,)) é abeliano. Mostraremos que Aut(I'(Z,)) ndo é abeliano para
todo inteiro n > 4 nao primo e distinto de 4, 6,8,9 e 12. Como Aut(I'(Z,)) = S, ... XSy, ,
basta mostrarmos que, em cada caso, algum n,, = |V,,| > 3 e, com isso, Aut(I'(Z,)) tem em

um dos fatores S,,, com n,, > 3, o qual nao ¢ abeliano.
k2

Sen = 2" com r > 4, para T € V; temos m.d.c(x,2") = 2 e, entdo, {2,6,10} C V5. Se
n = 3" com r > 3, entao {3,6,12} C V3. Se n =p" com p > 5 primo, temos {p, 2p, 3p} C V,

pois m.d.c(2p,p") = p e m.d.c(3p,p") = p.
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Seja n = pi'---p;* a fatoracdo de n em poténcia de primos. Se p; > 3 e k > 2, entdo
{P1.2p1.4p1} C V.
Em todos esse casos obtemos |V,,| > 3 para algum i. Assim, podemos supor que p; = 2
com s = s > 1lek >2 Sen > 2°:3, entdo m.d.c(2°T1,25 . 3% . p33...piF) = 2% e
s+l =542

m.d.c(2°72,25 - 3% . pP ... pPF) = 2% ou seja, {2,277 ,2°7°} C Vh.. Logo, suponhamos
n = 2°-3. Se s > 3 obtemos m.d.c(10,2%-3) = 2 em.d.c(14,2°-3) = 2 e, entao, {2, 10, 14} C V.

Portanto, os casos em que |V, | < 2 para todo a; sao: n = 2° com s < 3; n = 3° com

s <2;n =23 com s < 2. Logo, Aut(I'(Z,)) é abeliano somente se n = 4,6,8,9 ou 12. [

A seguir, apresentamos alguns exemplos especificos de Aut(I'(R)).

Fyx]
(z?)

Zs3 x Zg sao um 3-ciclo e um 4-ciclo, respectivamente. Assim, Aut (F (%E’;})) >~ Dg = S5 e

e de

Exemplo 2.59. Vimos nos Exemplos 2.6 e 2.7 que os grafos divisores de zero de

Aut(T'(Zs x Z3)) = Dg, onde D,, denota o grupo diedral de ordem n.

Exemplo 2.60. Sejam K; e K5 corpos finitos com ordens distintas m e n, respectivamente.
Da Observagao 2.8 temos que I'(K; x K3) é um grafo completo bipartido K™~ 1"~!. Entao
Aut(T'(K; x K3)) = Spo1 X Sp—1 e, assim, tem ordem (m — 1)!(n — 1)!. De fato, digamos
que K1 ={ay,...,an} e Ko ={by,...,b,}. Da Observagao 2.8, V(I'(K; x K3)) = W; U W,
onde Wi = {(a;,0) : a; € Ki} e Wy = {(0,b;) : b, € Kj}. Definindo a aplicacdo ¢ :
Aut(T'(K;, x K3)) — Sw, X Sw, por &(f) = (flw,, flw,), obtemos um isomorfismo de

grupos.

Exemplo 2.61. Seja R = Zjgs com |[['(R)| = 384. Como 1225 = 52 - 7%, temos X =
{5,7,25,35,49,175,245} e pode-se calcular que |V5| = 168, |Vz| = 120, |Vas| = 42, |Va5| = 24,
|Vio| = 20, [Vizs| = 6 e |Vays| = 4. Logo, Aut(I'(Zi225)) = S1es X S120 X Sz XS4 X S0 X S X Sy,
cuja ordem é 168! - 120! - 42! . 24! 20! - 6! - 4!.
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