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Resumo

Dado um grupo G, dizemos que g € G é um elemento engeliano a esquerda de G se para
todo = € G, existe um inteiro nao negativo n = n(g,z) tal que [z, ,g] = 1. Denotamos o
conjunto de todos os elementos engelianos a esquerda de G por L(G). Quando o inteiro n
nao depende de x, dizemos que g ¢ um elemento engeliano a esquerda limitado. Denotamos
o conjunto de todos os elementos engelianos & esquerda limitados por L(G). No artigo [1],
Abdollahi fornece uma generalizagao destes elementos, os quais chamamos de elementos L-
engelianos e elementos L£-engelianos limitados. Denotamos os conjuntos de todos os elementos
L-engelianos e L-engelianos limitados por £(G) e £(G), respectivamente. Um subconjunto
nao vazio S de G ¢ dito ser um conjunto engeliano se para todos x,y € S, existe um inteiro
nao negativo n = n(z,y) tal que [z, ,y] = 1. O objetivo desta dissertagdo é apresentar
condigoes para que os subconjuntos L(G), L(G), £(G) e L(G) sejam subgrupos de G, bem
como condigoes para que um grupo gerado por um conjunto engeliano finito seja nilpotente.

Palavras-chave: Elementos engelianos, conjuntos engelianos, grupos engelianos, grupos

nilpotentes, grupos localmente nilpotentes



Abstract

Let G be a group. We say g € G is a left Engel element of G if for all x € G there is a
nonnegative integer n = n(g, x) such that [z, ,g] = 1. We denote the set of all the left Engel
elements of G by L(G). When the integer n does not depend of z, we say g is a bounded left
Engel element of . We denote the set of all the bounded left Engel elements of G' by L(G).
In the paper [1], Abdollahi provides a generalization these elements, which we call £-Engel
elements and bounded L-Engel elements. We denote the sets of all £-Engel and bounded
L-Engel elements by £(G) and L(G), respectively. A nonempty subset S of G is said to be
an Engel set if for all z,y € S there is a nonnegative integer n = n(x,y) such that [z, ,y] = 1.
The purpose of this dissertation is to present conditions for the subsets L(G), L(G), £L(G)
and £(G) to be subgroups of G as well as conditions for a group generated by a finite Engel

set to be nilpotent.

Key-worlds: Engel elements, Engel sets, Engel groups, nilpotent groups, locally nilpo-

tent groups
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INTRODUCAO

A classe dos grupos nilpotentes desempenha um importante papel na Teoria de Grupos.
No caso finito, esta classe pode ser caracterizada de diversas maneiras, porém, ao passarmos
para o caso infinito, estas caracterizacoes podem ser perdidas. Entretanto, isto faz surgir
generalizacoes para este conceito. Entre os principais nomes que deram origem a estas ge-
neralizacoes, podemos citar: R. Baer, S. N. Cernikov, K. A. Hirsch, A. G. Kuros, O. J.
Schmidt e H. Wielandt. Uma importante classe de grupos que generaliza a classe dos grupos
nilpotentes é a dos grupos localmente nilpotentes, estes sendo definidos pela propriedade de

que todos os subgrupos finitamente gerados sao nilpotentes.

Uma outra classe de grupos que estende a dos grupos nilpotentes é a classe dos grupos
engelianos, os quais tém origem no estudo de grupos e algebras de Lie. Dado um grupo G,
dizemos que g € G é um elemento engeliano a esquerda de G quando para todo =z € G,
existe um inteiro nao negativo n = n(g, z) tal que [z, ,g] = 1. Denotamos o conjunto de
todos os elementos engelianos a esquerda de G por L(G). Quando o inteiro n nao depende
de z, dizemos que g é um elemento engeliano a esquerda limitado. O conjunto de todos os
elementos engelianos & esquerda limitados é denotado por L(G). De modo andlogo, definimos
os elemento engelianos a direita colocando o elemento varidavel x a direita do elemento g e
denotamos os conjuntos de elementos engelianos a direita e de elementos engelianos a direita
limitados por R(G) e R(G), respectivamente. Dizemos que um grupo G é engeliano quando
G = L(G) ou, equivalentemente, G = R(G).

Ainda é um problema em aberto saber se os subconjuntos L(G), L(G), R(G) e R(G) sem-
pre sao subgrupos de G. Um dos maiores objetivos da teoria de grupos engelianos é encontrar
condigoes para que estes subconjuntos sejam subgrupos de G e, se possivel, coincidam com o

radical de Hisch-Plotkin, o radical de Baer, o hipercentro e o w-centro de GG, respectivamente.
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No artigo [14], Gruenberg demonstra que no caso em que o grupo G é solivel, todos os qua-
tro subconjuntos engelianos de G sao subgrupos de G. Mais ainda, os subconjuntos L(G) e
L(G) coincidem com o radical de Hirsch-Plotkin e o radical de Baer, respectivamente. Um
outro objetivo é encontrar condigoes para que um grupo engeliano seja nilpotente. Por exem-
plo, Zorn obteve que todo grupo engeliano finito é nilpotente. Isto motiva a buscar outras
condicgoes de finitude. A condicao de ser finitamente gerado nao é suficiente, como mostra os
exemplos de Golod (Veja [11]). Entretanto, a condigdo maximal sobre os subgrupos abelianos
garante que os subconjuntos L(G) e L(G) coincidem com o subgrupo de Fitting de G e, em
particular, se o grupo satisfazer a condigao maximal, teremos que o subgrupo de Fitting é

nilpotente, de onde, grupos engelianos satisfazendo condi¢cao maximal sao nilpotentes.

Uma generalizagao dos elementos engelianos é apresentada por Abdollahi no artigo “Engel
graphs associated with a group” [1]. Chamamos estes elementos de elementos L-engelianos
e sao definidos da seguinte forma: dado um grupo G, dizemos que g € G é um elemento
L-engeliano de G se para todo a € G, existem gy, -+, g, em (g), com (g;) = (g) para todo
i =1,---,k, tais que [¢{,92, - .gx] = 1 ou [g1,95,---,gF] = 1. Denotamos por L(G) o
conjunto de todos os elementos L-engelianos de G e por L;(G) o subconjunto de £(G) em
que o inteiro k é o mesmo para todo a € G. Escrevamos L£(G) para a unido de todos os
Li(G), com k inteiro positivo. Entdo, Abdollahi demonstra que os conjuntos £(G) e £(G)
satisfazem propriedades andlogas & algumas satisfeitas pelos conjuntos L(G) e L(G). Por
exemplo, ele mostra que se G é um grupo soltivel, entdo £(G) e L(G) coincidem com o
radical de Hirsch-Plotkin e o radical de Baer, respectivamente. Além disso, mostra que se G

satisfaz a condi¢ao max-ab, entdao L(G) coincide com o subgrupo de Fitting de G.

No artigo “Groups that are pairwise nilpotent” [8], os autores Endimioni e Traustason
consideram um grupo G gerado por um conjunto X em que para todos z,y € X, o subgrupo
(x,y) é nilpotente e investigam condigoes para que estes grupos, no caso solivel, sejam

nilpotentes. Um ponto de partida para suas investigagoes comeca com o seguinte resultado.

Teorema A. Seja G = (ay,as, -+ ,a;) um grupo nilpotente-por-abeliano tal que cada par

a;, a; gera um subgrupo nilpotente de G. Entao, G € nilpotente.

A seguir, eles trabalham com grupos abelianos-por-nilpotentes e obtém



Introducao Xiv

Teorema B. Seja G = (ay, a9, - ,a;) um grupo que € abeliano-por-(nilpotente de classe 2),
tal que cada para de geradores de G gera um subgrupo nilpotente. Se nenhum dos geradores

tem ordem que é divisivel por 2 ou 3, entao G € nilpotente.

Posteriormente, Abdollahi, Brandl e Tortora, no artigo “Groups generated by a finite
Engel set” [5], investigam condigoes para que um grupo gerado por um conjunto engeliano
finito seja nilpotente. Aqui, um subconjunto nao vazio S de um grupo G é dito ser um
conjunto engeliano quando para todos z,y € S, existe um inteiro nao negativo n = n(z,y)

tal que [z, ,y] = 1. O primeiro resultado nesta diregao é dado pelo

Teorema C. Seja G um grupo nilpotente-por-abeliano gerado por um conjunto engeliano

finito. Entao, G € nilpotente.

Claramente, um conjunto em que quaisquer dois elementos geram um grupo nilpotente
é um conjunto engeliano e, portanto, este resultado generaliza o Teorema A obtido por
Endimioni e Traustason. Entao, eles restringem o problema para o caso em que o conjunto

engeliano possui apenas dois elementos e obtém o seguinte

Teorema D. Seja G um grupo abeliano-por-(nilpotente de classe 2) gerado por dois elementos

mutuamente engelianos. Entao, G é nilpotente.

Utilizando o Teorema B obtido por Endimioni e Traustason, este resultado pode ser
estendido para o caso em que o grupo ¢é abeliano-por-(nilpotente de classe 2) gerado por um

conjunto engeliano finito tal que a ordem de cada gerador nao é divisivel por 2 ou 3.

A seguir, faremos um resumo dos capitulos que compdem esta dissertagao.

O Capitulo 1 é destinado a fornecer conceitos, notagoes e resultados de Teoria de Grupos
necessarios ao desenvolvimento desta dissertacao. Neste capitulo, abordaremos produto se-
midireto, apresentagoes livres, grupos soliveis, grupos nilpotentes e representacoes de grupos.

No Capitulo 2, trabalharemos com os grupos localmente nilpotentes.

O Capitulo 3 trata dos elementos engelianos. Neste capitulo, apresentaremos os gru-
pos engelianos e condigoes sobre um grupo G para que seus subconjuntos engelianos sejam

subgrupos de G. Também consideraremos a generalizacao dos elementos engelianos que é

fornecida por Abdollahi no artigo [1].
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Por fim, no Capitulo 4, iremos considerar grupos gerados por conjuntos engelianos finitos

e apresentar as demonstracoes dos Teoremas B, C e D.



CApiTULO 1

Preliminares

Este capitulo é destinado a fornecer alguns conceitos e resultados em Teoria dos Grupos
que serao utilizados nos capitulos seguintes. Nao faremos as demonstragoes dos resultados
apresentados aqui, porém indicaremos as referéncias onde tais demonstracoes podem ser

encontradas.

Ao longo de todo o texto, os grupos serao considerados com a notacao multiplicativa
e denotaremos o elemento neutro, bem como o subgrupo trivial formado por apenas este
elemento, por 1. Em alguns momentos, quando estivermos trabalhando com grupos abelianos,
serd utilizada a notacao aditiva e o elemento neutro passara a ser denotado por 0. Funcgoes
¢ : G — H serao aplicadas a direita, em particular, quando ¢ for um homomorfismo de

grupos utilizaremos, também, a notagao exponencial (g)p = g%.

Dados G um grupo e H um subconjunto nao vazio de (G, convencionaremos utilizar as
seguintes notagoes: |G| é a ordem (cardinalidade) de G; H < G diz que H é subgrupo de G;
H < G diz que H é subgrupo préprio de G; H < G diz que H é subgrupo normal de G; (H)
é o subgrupo de G gerado por H; H® é o fecho normal de H em G, o qual é definido como
sendo a intersecao de todos os subgrupos normais de G que contém H e pode ser obtido
como H® = (¢g7'hg; h € H,g € G).

Se z pertence a um grupo G, entao a ordem de x é dada por |(x)| e denotada por |z|. Um
grupo G ¢ dito ser de tor¢ao ou periodico quando todos os seus elementos tém ordem finita e
é dito ser livre de tor¢cdo quando o tnico elemento de ordem finita é o elemento neutro. Dado
7 um conjunto nao vazio de nimeros primos, dizemos que n € N é um 7-nimero quando
seus fatores primos pertencem a 7. Denotamos o complementar de 7 em relagao ao conjunto

dos ntimeros primos por 7’. Um elemento x € G é um 7w-elemento quando a ordem de x é



um 7-nimero; um grupo G é um w-grupo quando todos seus elementos sao w-elementos; se
G é um grupo finito, um subgrupo H de G é um 7w-subgrupo de Hall quando H é um m-grupo
e seu indice em G é um 7’-ntimero. Em particular, considerando 7 formado por apenas um
elemento p, obtemos os conceitos de p-elemento e p-grupo. No caso finito, nao é dificil ver

que se G é um p-grupo, entao a ordem de GG é uma poténcia de p.

Dado p um numero primo, dizemos que G é um p-grupo abeliano elementar quando G é
um p-grupo abeliano e todo elemento de G' tem ordem p. Quando G é um p-grupo abeliano
elementar finito, entao G é isomorfo a um produto direto de um nimero finito de grupos
ciclicos de ordem p. Neste caso, podemos munir G com uma estrutura de espago vetorial
sobre o corpo Z,, com a multiplicacao por escalar dada por: para cada o € Z, e cada g € G,
definimos @g = ¢®. Notamos que esta operacio estd bem definida, pois se @ = 3, entdo p
divide (o — B) e, assim, 1 = g*# = ¢g%g~?, ou seja, g* = ¢°.

E f4cil ver que o conjunto de todos os automorfismos de um grupo GG tem uma estrutura de
grupo com a operacao de composicao de funcoes, o qual chamamos de grupo de automorfismos
de G e denotamos por Aut(G). Dado H um subgrupo de G, dizemos que H é um subgrupo
caracteristico de G quando H¥ < H, para todo ¢ € Aut(G). Com relacdo a estes conceitos,

nos serd util os seguintes resultados.

Proposicao 1.1. ([24], pag. 104) Seja G um grupo. Se H é subgrupo caracteristico de K e
K < @G, entao H < G.

Proposicao 1.2. ([13], pag. 30) Se um p-grupo abeliano elementar G € visto como Z,-espago

vetorial, entdo Aut(G) € isomorfo ao grupo das transformagcoes lineares invertiveis de G.

Lembramos que o grupo das transformacoes lineares invertiveis de um espacgo vetorial V'
sobre um corpo F' é denotado por GL(V; F'), ou simplesmente GL(V') quando nao hé duvidas
quanto ao corpo em que estamos trabalhando. Se V' tem dimensao n, este grupo é isomorfo ao
grupo das matrizes quadradas de ordem n com entradas em F' que sao invertiveis, denotadas

por GL,(F). Caso F = Z,, utilizamos a notacao GL,,(p).
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1.1 Produtos Semidiretos

Suponhamos que N seja um subgrupo normal de GG e que exista um subgrupo H tal que
G =HN e HNN = 1. Neste caso, dizemos que G é o produto semidireto interno de N e H,
denotado por G = H x N. Facilmente vemos que cada elemento de G tem uma expressao

unica da forma hn, com h € H e n € N. Além disso, a aplicagao
a: H — Aut(N),
h —  h®

onde h® : N — N ¢é dada por (n)h® = n", é um homomorfismo de grupos.

Agora, suponhamos que sejam dados dois grupos H e N junto com um homomorfismo
a: H — Aut(N). Definimos o produto semidireto externo com respeito a a¢ao «, denotado
por G = H X, N, como sendo o conjunto dos pares (h,n), h € H, n € N, com a operacao
dada por

(h1,n1)(ha,n2) = (hiha, n'%ny).

Nao é dificil ver que G, com esta operagao, ¢ um grupo em que o elemento identidade é
(1g,1x) e (h,n)™' = (71, (nH)®™"). Notamos que as aplicaces ¢ : H — G, com
(h)p = (h,1) ey : N — G, com (n)y = (1,n) sdo monomorfismos de H e N em G,
respectivamente. Denotando por H* e N* suas respectivas imagens, naturalmente temos
H*~ H e N* ~ N. Como (h,1)(1,n) = (h,n), para todos h € H e n € N, segue que
G = H*N*, com H*NN* = 1. Além disso, (h,1)7(1,n)(h,1) = (1,n"") mostra que N* < G
e, com isso, G é o produto semidireto interno de N* e H*. Observamos ainda que a conjugacao
de elementos de N* por (h,1) induz o automorfismo h* de N. Usualmente, é conveniente
nao distinguir entre N* e N bem como entre H* e H; assim, G pode ser pensado como o
produto semidireto interno de N e H. No que segue, iremos dizer simplesmente o produto
semidireto H x N.

Sejam H < Sym(X) e K < Sym(Y'), onde Sym(S) denota o grupo de permutagoes sobre
o conjunto S. Paracada h € H,y €Y e k € K definimos as aplicacoes

hy): X XY — X xY

h7 1) =Y
(x,y1) — (x,y1)h(y) = (xh,y1), sey =y
(z,41), se y # 1
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kE*: X xY — XxY
(xayl) — (xayl>k* = (x7y1k>

que pertencem a Sym(X x Y), uma vez que (h™')(y) = (h(y)) ' e (k7')* = (k*)~'. Para
cada y € Y fixado, as aplicagoes ¢ : H — Sym(X xY) ety : K — Sym(X xY) dadas por
(h)p = h(y) e (k)i = k*, respectivamente, sao monomorfismos. Denotando suas imagens por
H(y) e K*, respectivamente, definimos o produto wreath de H e K como sendo o subgrupo

de Sym(X x Y) gerado por K* e todos os H(y), y € Y. Escrevemos
HiK =(H(y),K" |yeY).

Agora, se considerarmos B = (H(y)| y € Y), podemos ver que B é o produto direto dos
H(y)’s; além disso, B é um subgrupo normal de H! K, BNK*=1e H{ K = K*B, de onde
H ! K = K* x B. Chamamos B de subgrupo base do produto wreath.
E f4cil ver que para qualquer grupo G, a aplicagao
7:G — Sym(G)
g —> T, G — G
r — ()1, =29
¢ um homomorfismo injetor. Portanto, se H e K sao grupos arbitrarios, podemos vé-los como
grupos de permutagoes sobre seus conjuntos subjacentes via a aplicacao acima e formar o
produto wreath de H e K: o grupo base é dado por B = k]g}"( Hy, onde Hj; é uma copia
isomérfica de H, para todo k € K, e se (hy) € B e k' € K, entdo (hg)* = (huw). Este é

chamado de produto wreath canonico.

1.2 Apresentacao Livre

Nesta secao iremos definir grupos livres, isto nos sera 1util para descrevermos grupos

através de seus geradores e relagoes sobre estes. Para mais detalhes veja [17] e [20].

Definicao 1.3. Um grupo F é dito livre sobre um subconjunto X C F' se, para qualquer

grupo G e qualquer fungao 6 : X — G, existe um tnico homomorfismo ¢’ : FF — G tal que

2 = 1Y para todo = € X, ou seja, ' estende 6.
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Se F} é um grupo livre sobre um conjunto X; e F3y é um grupo livre sobre um conjunto X,
entao F} é isomorfo a Fy se, e somente se, os conjuntos X; e X, tém a mesma cardinalidade
(Veja [17], pdg. 3). Isto nos permite definir o posto de um grupo livre F' sobre X como sendo
a cardinalidade de X. Além disso, dado qualquer conjunto nao vazio X, é possivel construir
um grupo livre F' sobre X e, assim, podemos obter grupos livres de qualquer posto (Veja

[17], pdg. 4). Um resultado que torna importante o estudo de grupos livres é a

Proposicao 1.4. ([17], pdg. 7) Todo grupo é uma imagem homomdrfica de algum grupo

livre.

Sejam G um grupo e ¢ : F' — G um epimorfismo de um grupo livre F' = F(X) sobre
G. Temos que G~ F/N, onde N é o nucleo de ¢. Agora, seja R um subconjunto de F' que
gera N como subgrupo normal de F, isto é, (R)¥ = N. Observamos que X e R determinam
G a menos de isomorfismo. Assim, escrevemos G = (X| R) e chamamos este par de uma
apresentacao livre do grupo G. Os elementos de X sao chamados de geradores e os de R de
relatores. Dizemos que G é finitamente apresentado se existe uma apresentagao G = (X| R),
onde X e R sao finitos. Quando X = {z1,--- ,z,} e R={ry, -+ ,rn}, é comum escrevermos
G=(xy, - ,x,|m =1,--- 1, =1). Neste caso, chamamos r; = 1, 1 <i < m, de relagies

definidoras para G.

Exemplo 1.5. Se G = (x) é um grupo ciclico de ordem n, entdo é ficil ver que uma
apresentagao livre de G é (x| 2™ = 1). Dado n > 2, o grupo diedral de ordem 2n possui uma

apresentacao livre dada por
Doy = (z,y| 2" =y* = 1,2 =27 1),

Seja p um numero primo e consideremos G o grupo dado pela apresentacgao livre

_ p_ P _ _
G = (x1,20,--- | 2] =1, 2}, = x;, vx; = x;05),
onde o conjunto de geradores {x1,xs, -} é infinito. Claramente G é um p-grupo e a rela¢ao

x;x; = x;x; nos garante que G' ¢ um grupo abeliano. Este grupo desempenha um importante
papel no estudo de grupos abelianos e recebe o nome de p-grupo quasiciclico ou grupo de

Priifer do tipo p>. Para cada n > 1, o grupo G possui um tunico subgrupo de ordem p", o
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qual é ciclico. Além disso, o conjunto de todos os subgrupos de G é bem ordenado com a

relacao de inclusao e cada subgrupo proéprio de G ¢ finito.

1.3 Condicoes de Cadeia

Ao trabalharmos com um grupo G, podemos considerar uma familia de subgrupos de
G que satisfazem determinadas propriedades e tal familia pode ser parcialmente ordenada
através da relacao de inclusao de conjuntos. Nesta familia, podemos olhar para as cadeias
ascendentes e descendentes. Uma das mais importantes condigoes de finitude em teoria dos
grupos sao as condigoes de cadeias, as quais excluem a possibilidade de que uma familia como

considerada acima possua cadeias ascendentes ou descendentes infinitas.

Definigao 1.6. Seja A um conjunto parcialmente ordenado com a ordem parcial <. Dizemos
que A satisfaz a condicao maximal se cada subconjunto nao vazio Ay contém pelo menos um
elemento mazximal, ou seja, existe m € Ay tal que se x € Ag e m < x, entao x = m. Dizemos
que A satisfaz a condicao de cadeia ascendente quando nao existe uma cadeia ascendente

prépria infinita Ay < Ay < --- em A.

Vejamos que a condi¢ao maximal e a condi¢ao de cadeia ascendente sao equivalentes. De
fato, se algum subconjunto nao vazio Ay nao possui elemento maximal, entao dado qual-
quer elemento em Ay podemos encontrar um elemento sucessor deste e, portanto, podemos
construir uma cadeia ascendente prépria infinita \; < Ay < --- em A. Reciprocamente,
se A7 < Ay < --- é uma cadeia ascendente prépria infinita em A, entao o subconjunto

Ao = {A1, A2, - - - } ndo possui elemento maximal.

De modo anélogo, definimos a condi¢cao minimal e a condi¢ao de cadeia descendente, que

também sao equivalentes.

Definicao 1.7. Seja G um grupo.

(i) Se . consiste de todos os subgrupos de G, dizemos que G satisfaz a condi¢do mazi-
mal quando . satisfaz a condi¢cao maximal; analogamente, dizemos que G satisfaz a
condicao minimal quando .¥ satisfaz a condicao minimal. Denotamos estas condicoes

por max e min, respectivamente.
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(i

(iii)

Se A consiste de todos os subgrupos normais de G, dizemos que G satisfaz a condi¢ao
maximal sobre os subgrupos normais quando .4 satisfaz a condicao maximal; analoga-
mente, dizemos que G satisfaz a condicao minimal sobre os subgrupos normais quando
A satisfaz a condicao minimal. Denotamos estas condigoes por max-n e min-n, res-

pectivamente.

Se o7 consiste de todos os subgrupos abelianos de G, dizemos que G satisfaz a condi¢ao
maximal sobre subgrupos abelianos quando &7 satisfaz a condi¢ao maximal; analoga-
mente, dizemos que G satisfaz a condi¢cao minimal sobre subgrupos abelianos quando
o/ satisfaz a condicdo minimal. Denotamos estas condigbes por max-ab e min-ab,

respectivamente.

Exemplo 1.8. Qualquer grupo finito satisfaz todas as condi¢coes maximais e minimais defi-

nidas acima. O grupo Z satisfaz a condicao max, mas nao satisfaz a condicao min, enquanto

que os grupos quasiciclicos satisfazem min, mas nao satisfazem max.

Dizemos que um grupo G é uma eztensao de um grupo N por um grupo () se existe um

subgrupo normal M de G isomorfo a N tal que G/M é isomorfo a (). Em particular, se

N < G, entao G é uma extensao de N por G/N.

As principais propriedades a respeito das condi¢oes de maximalidade e minimalidade que

serao utilizadas no decorrer do texto sao apresentadas no seguinte

Teorema 1.9. ([20], pag. 68-69)

. As condi¢des max, max-ab, min e min-ab sao fechadas por formacao de subgrupos;

As condicoes max, max-n, min e min-n sao fechadas por formacdao de extensao, ou
seja, se N é um subgrupo normal de G e N e G/N satisfazem a condi¢do em questao,

entdo G também a satisfaz.

Um grupo G satisfaz a condicio maximal se, e somente se, todo subgrupo de G ¢é

finitamente gerado.

Exemplo 1.10. Dizemos que um grupo G é policiclico quando G possui uma série subnormal

1=Gy <Gy <--- <G, =G em que cada fator G;41/G; é um grupo ciclico. Desde que
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todo grupo ciclico satisfaz max e um grupo policiclico é obtido por sucessivas extensoes
de grupos ciclicos, segue do item 2 do teorema acima que todo grupo policiclico satisfaz
max. Consequentemente, pelo item 3 do teorema acima, todo grupo policiclico é finitamente

gerado.

1.4 Grupos Soluveis e Nilpotentes

Esta segao é dedicada a fornecer resultados e conceitos de duas classes de grupos que serao
intensamente usadas no decorrer do texto, a saber, grupos soluveis e nilpotentes. Antes
de discutirmos essas classes de grupos, apresentaremos alguns resultados com relacao aos

comutadores de um grupo.

Sejam G um grupo e g, h € G. Definimos o conjugado de g por h como sendo ¢ := h~1gh

e o comutador de g e h como sendo [g,h] := g *h~'gh = ¢g~'¢". Mais geralmente, se
g1, . gn € G, com n > 1, definimos indutivamente [g1,-- -, ga] = [[91,-** , gn-1], gn]. Por
convencao, [g1] = g1. Além disso, é usual escrever [g, ,h| = [g,h, -+, h], onde o elemento h

aparece n vezes. Na proposicao a seguir, listamos as principais propriedades dos comutadores,

as quais sao de fécil verificacao.

Proposicao 1.11. Sejam z,y, z elementos de um grupo. Entao:
1 [z, y) ™" = [y, a;
2. [wy,2] = [z,2]ly, 2] e [z, y2] = [z, 2] [z, y]*;
3wy = (g ) eyl = ([y) )Y
4. Se x comuta com [x,y], entao [z, y| = [z,y|™, para todo m € Z. Analogamente, se y
comuta com [x,y], entao [x,y™] = [x,y]™, para todo m € Z;

5. (Identidade de Hall-Witt) [z, y~ !, 2]¥[y, 271, z)*[z, 271, y]® = 1.

Sejam X7, Xy, -+, X, subconjuntos nao vazios de um grupo G. Definimos o subgrupo

comutador de X; e X5 como sendo [ X1, Xo] = ([x1, 22] | 21 € X7, 29 € X5). Mais geralmente,

(X1, , X,] = [[X1,--- >Xn—1]aXn}-
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Convencionamos escrever [X, Y] = [X,Y,--- Y], onde o conjunto Y aparece n vezes.
Ainda, definimos

XY=@V|zeX, yeY).

Se H é um subgrupo de G, entdo X € X < (X, H). Portanto, X# = XX § precisamente
o fecho normal de X em (X, H). Listamos algumas propriedades de subgrupos comutadores

no

Teorema 1.12. ([20], pdg. 124) Sejam G um grupo, X,Y subconjuntos de G e H, K, L

subgrupos de G. Entao
(i) X% =(X,[X,K]);
(i) Se K = (Y), entao [X, K| = [X,Y]¥;
(iii) Se H=(X) e K = (Y), entio [H, K| = [X,Y]"E;

(i) Se H, K, L sio subgrupos normais de G, entio [HK, L] = [H, L|[K, L].

1.4.1 Grupos Soluveis

Um grupo G é soluvel se existe uma série normal
l=Gy< Gy <---1G, =G

em que G; < G, para todo ¢ = 0,1,---,n e cada fator G;;1/G; é abeliano, para i =
0,1,---,n — 1. Uma série com tal propriedade recebe o nome de série abeliana de G. Se
G é um grupo soluvel, entao o comprimento da menor série abeliana de G é chamado de
comprimento deriwado de G. Vemos que um grupo G é solivel de comprimento derivado 1
se, e somente se, G é abeliano nao trivial. Um grupo solivel de comprimento derivado 2

recebe o nome de grupo metabeliano.

Dado G um grupo, o subgrupo comutador [G,G] é denotado por G’ e o chamamos de

subgrupo derivado de GG. De modo indutivo, para cada inteiro nao negativo n, definimos

GO =g e Gt — [G("), G(")] _ (G("))'.
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E facil verificar que esses subgrupos sao caracteristicos em G. Além disso, considerando a
série

G:G(O)ZG(I)ZG@)Z"'ZG(H)Z"'

)

vemos que todos os fatores G™ /G"*1) sio abelianos. Esta série recebe o nome de série
derivada de G. Em particular, o primeiro fator G/G’ é o maior grupo quociente de G que é
abeliano, ou seja, se H é um subgrupo normal de G com G/H abeliano, entdao G' < H. Por

sua importancia, o grupo G/G’ é chamado de abelianizado de G e denotado por Gy.

Embora a série derivada de um grupo nao termina necessariamente em 1, vale a seguinte

Proposigao 1.13. ([20], pag. 124) Sel =Gy <Gy < -+ Q G,, = G é uma série abeliana de
um grupo solivel G, entdo G < G,,_;. Em particular, G = 1. Portanto, o comprimento

derivado de G € igual ao comprimento da série derivada de G.

A partir desta proposicao, é possivel verificar que a classe de grupos soluveis é fechada
para formacao de subgrupos, imagens homomoérficas, produtos diretos e por extensoes. Além

destas propriedades, precisaremos de mais duas, as quais sao enunciadas a seguir.

Proposicao 1.14. ([24], pag. 105) Se G € um grupo solivel finito, entao todo subgrupo

normal minimal de G é um p-grupo abeliano elementar, para algum p primo.

Proposicao 1.15. ([20], pdg. 152) Um grupo de tor¢ao solivel finitamente gerado € finito.

1.4.2 Grupos Nilpotentes
Um grupo G é nilpotente se existe uma série normal
1=Gy< Gy <---1G, =G

tal que G; < G, paratodoi =0,1,--- ,neG;i11/G; < Z(G/G;), paratodoi =0,1,--- ,n—1.
Uma série normal com esta propriedade recebe o nome de série central. O comprimento da
menor série central de um grupo nilpotente GG é chamado de classe de nilpoténcia de G.

E facil ver que todo grupo abeliano nao trivial ¢ nilpotente de classe 1. Um outro tipo

importante de grupos nilpotentes sao os p-grupos finitos, com p um ntmero primo (Veja [20],
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pdg. 122). Também é claro da definigdo que todo grupo nilpotente é soluvel, entretanto, o

grupo simétrico S3 é um exemplo de grupo solivel que nao é nilpotente.
A seguir, vamos apresentar duas formas de construir séries centrais, as quais nos auxiliarao

no estudo dos grupos nilpotentes. Dado um grupo G, definimos indutivamente os seguintes

subgrupos de G
71(G) = G? 7n+1(G) = [’yn(G)> G]?

G(G)=1; (u1(G) é o subgrupo de G tal que %ﬁg) =7 (Cn?G)) :

Por indugao, podemos demonstrar que cada um dos subgrupos definidos acima sao ca-

racteristicos em G e, consequentemente, eles sao subgrupos normais de G. Claramente a
série

1=G(G) <G(G) <+

<G(G) <

é uma série central de GG, a qual chamamos de série central superior de G. Por outro lado,
observamos que se K < G e K < H < G, entdao [H,G| < K se, e somente se, H/K <
Z(G/K). Com isso, [y,(G), G] = Yn+1(G) implica que 7, (G)/n11(G) < Z(G /7341(G)), para

todo n > 1. Portanto, a série
G=n(@) 2 7(@) > = 7(G) =

¢ uma série central de GG, a qual chamamos de série central inferior de G.

Embora a série central inferior nao termina necessariamente em 1 e a série central superior

nao termina necessariamente em G, temos a seguinte

Proposigao 1.16. ([20], pag. 125) Seja 1l =Gy < Gy < --- < G, = G uma série central de

um grupo nilpotente G. Entao,
(i) 7i(G) < Gu_iv1 €, assim, Yo41(G) = 1;
(ii) G; < (G) e, assim, (,(G) = G;
(iii) A classe de nilpoténcia de G é o menor inteiro n tal que v,11(G) =1 e (,(G) = G.

Este resultado nos fornece modos de investigar quando um grupo é nilpotente através das

séries centrais superior e inferior. Por exemplo, se G' é um grupo nilpotente nao trivial, entao
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temos a série central superior 1 = (4(G) < (1(G) < --- < ((G) = G, com 1 # (1(G) = Z(G),
ou seja, grupos nilpotentes tém centro nao trivial. Alguns critérios para nilpoténcia sao

apresentados na seguinte

Proposigao 1.17. ([24], pdg. 115-116 e [23])

1. Subgrupos e imagens homomorficas de grupos nilpotentes sao nilpotentes. Também,

produto direto de um numero finito de grupos nilpotentes € nilpotente;

2. Se N < Z(G) e G/N € nilpotente, entao G € nilpotente. Em particular, se G/Z(G) é

nilpotente de classe no mdzimo n, entao G € nilpotente de classe no mdximo n + 1;

3. Se G =(X), entao ¥,11(G) = ([xo, z1, - ,2,)9; ;€ X, i =0,1,--- ,n, g € G), para
todo n € N. Em particular, se [xg, 21, -, T, = 1 para quaisquer xo, 1, ,x, € X,

entdio G € nilpotente de classe no mdzimo n;

Algumas das propriedades béasicas satisfeitas por um grupo nilpotente sao listadas na

seguinte

Proposicao 1.18. ([24], pag. 116-117 e [20], pdg. 129-132) Seja G um grupo nilpotente.

Entao,

1. Todo subgrupo maximal de G € normal em G;

2. Todo subgrupo de G é subnormal;

3. O grupo G satisfaz a condigdo normalizadora, isto é, se H < G, entio H < Ng(H);
4. Se G € finito, entao G € o produto direto de seus subgrupos de Sylow;

5. 8¢e1# N <G, entao NNZ(G) # 1;

6. Todo subgrupo normal minimal de G estd contido no centro de G;

7. O conjunto T" formado por todos os elementos de ordem finita de G € um subgrupo

normal de G.
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No caso em que o grupo G € finito, as condicoes 1, 2, 3 e 4 da proposicao acima sao todas
equivalentes ao fato de G ser nilpotente, conforme [20], pag. 130. O subgrupo T' do item 7 é

chamado de subgrupo de tor¢ao de G.

O proximo resultado desempenha um papel fundamental no estudo de grupos nilpotentes.

Teorema 1.19 (Fitting, cf. [20], pdg.133). Sejam M e N subgrupos normais nilpotentes de

um grupo G. Entao, o produto M N também é um subgrupo nilpotente de G.

Agora, dado um grupo G definimos o subgrupo de Fitting de GG, denotado por Fit(G),
como sendo o subgrupo gerado por todos os subgrupos normais nilpotentes de G. Pelo
teorema acima, vemos que se G é um grupo finito, entdo Fit(G) é um subgrupo nilpotente,

o qual é o maior subgrupo normal nilpotente de G. Naturalmente, Fit(G) pode ser trivial.

Seguindo a terminologia usada por Robinson no artigo [22], dizemos que um resultado
é do tipo Hall quando dado um subgrupo normal nilpotente H de um grupo G, podemos
passar uma propriedade de G/H’ para G. O principal resultado nesta diregdo fornece um

critério de nilpoténcia, a saber

Teorema 1.20 (P. Hall, cf. [20], pdg. 134). Seja N < G. Se N e G/N' sao nilpotentes,

entio G € nilpotente.

O subgrupo de Frattini de um grupo qualquer G é a intersecao de todos os subgrupos
maximais de G, e deve ser igual ao proprio grupo G no caso em que G nao possui subgrupo

maximal. Denotaremos o subgrupo de Frattini de G por Frat(G).

Definicao 1.21. Um elemento x de um grupo G é um gerador supérfluo de G se sempre que

um subconjunto 7T satisfaz G = (T, z), entdo G = (T).

O subgrupo de Frattini de G pode ser caracterizado em termos dos geradores supérfluos

de G, como vemos na

Proposicao 1.22. ([20], pdg.135) Em qualquer grupo nao trivial G, o subgrupo de Frattini

€ igual ao conjunto de todos os geradores supérfluos de G.

Observacao 1.23. Nao é dificil ver que se um subgrupo maximal M de um grupo G é

normal, entdo G/M tem ordem prima e G’ < M. Assim, M < G se, e somente se, G' < M.
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Com isso, todo grupo maximal de G' é normal se, e somente se, G’ < Frat(G). Segue do item
1 da Proposigao 1.18 que se G é um grupo nilpotente, entdao G’ < Frat(G). No caso finito,

vale a reciproca.

Para finalizar esta segao, apresentaremos dois resultados, em que o primeiro fornece um
critério necessario para decidir se um grupo nilpotente é finitamente gerado e o segundo
fornece um critério suficiente para decidir se um grupo finito é solivel em termos de seus

subgrupos maximais.

Teorema 1.24 (Baer, cf. [20], padg.137). Se G é um grupo nilpotente e Gy, € finitamente

gerado, entao G satisfaz a condi¢ao maximal.

Teorema 1.25 (Schmidt, cf. [20], pag. 258). Se todo subgrupo mazimal de um grupo finito

G € nilpotente, entao G € soluwvel.

1.5 Moébdulos e Representacoes de Grupos

Nesta secao, iremos apresentar os conceitos de médulos e representagoes de grupos, mas
apenas o que sera necessario para o desenvolvimento da Secao 4.2. Para mais detalhes,
veja [12] e [27]. Inicialmente, vamos apresentar um dos principais objetos no estudo de
representagoes de grupos, a saber, o anel de grupo. Dados A um anel (com unidade) e G um

grupo, seja AG o conjunto de todas as somas formais finitas Z agg, com o, € A, para todo

geCG
g € G. Temos que AG possui uma estrutura de anel com as operagoes definidas por

Dagg+ Y Bb = (ag+B8)g, D> agg- > Bh=> uk
geG geG geG geG heG keG
onde 7y, = Zagﬂh, com somatorio sobre todo (g, h) € G x G tal que gh = k. O anel AG é

chamado de anel de grupo de G sobre A.

Seja A um anel. Um A-mddulo (4 esquerda) é um grupo abeliano (M, +) junto com uma
funcao
f:AxXM — M
(a,m) — (a,m)f =a-m

que satisfaz as seguintes condicoes:
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(i) (a+b)-m=a-m+b-m;
(i) a-(m+n)=a-m+a-n;
(iii) (ab) -m =a-(b-m);

(iv) 1-m = m.

para todos a,b € A e todos m,n € M.

Seja M um A-médulo. Um subconjunto nao vazio N de M é um A-submddulo de M (ou

simplesmente submddulo) quando:

(i) (Ym,ne N)(m+n € N);

(ii) (Vae A)(Vne N)(a-n e N).

Um A-modulo nao nulo M é dito ser simples, ou irredutivel, se os inicos submddulos de M
sao M e {0}. Se S é um subconjunto nao vazio de um A-médulo M, entdo o submédulo de
M gerado por S é dado por (S) =[N, onde N percorre o conjunto de todos os submédulos

de M que contém S. Notamos que (S) pode ser obtido como
(S)y=Aars1+--+apsp; neEN, aq; €A, s5;,€8,i=1,---,n}.

E fécil verificar que um A-médulo M é irredutivel se (m) = M, para todo elemento nao nulo

m de M.

Sejam [ um corpo, G um grupo e n > 1 um inteiro. Uma F-representacdo matricial
de G é um homomorfismo de grupos ¢ : G — GL,(F). Se V é um F-espago vetorial
de dimensao finita, entao uma F-representacio de G em V é um homomorfismo de grupos
v : G — GL(V). Se ¢ é injetor, entao a representacao é dita ser fiel.

Sejam ¢ : G — GL(V) uma F-representagao de G e B uma base de V fixada. Entao
a aplicacdo ¢* : G — GL,(F), dada por ¢g¥" = [¢¥]p, onde [¢¥]p ¢ a matriz de g¥ na base
B para todo g € G, é uma F-representacao matricial de GG, chamada de F-representa¢ao
matricial associada a ¢ com respeito a base B. Duas representacoes matriciais ¢ e v de G

sao equivalentes se existe M € GL,(F) tal que g¥ = M~'g¥M, para todo g € G. Utilizando
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a matriz mudanca de bases, podemos verificar que representacoes matriciais associadas a

uma representacao ¢ de G por bases distintas sao equivalentes.

Dada ¢ : G — GL(V) uma F-representagao de um grupo G, podemos definir uma

estrutura de F'G-mddulo sobre V' com a multiplicacao por escalar dada por
(Z Ozgg> cy = Z ozgv(g)“".
geG geG
Reciprocamente, se V' é um F'G-mddulo, entao a aplicacao
v: G — GL(V)
g— g¥: V>V
Vv gv
é uma F-representacao de G. Consequentemente, os conceito de F-representacao de G e
FG-médulo sao equivalentes.

Dizemos que a F-representacao ¢ : G — GL(V') é irredutivel quando V com a estrutura
de FG-mdédulo dada acima é irredutivel. Para o que sera feito na Secao 4.2, precisaremos do

seguinte resultado.

Proposicao 1.26. ([12], pag. 49) Se ¢ : G — GL,(F) é uma F-representa¢ao irredutivel

de um grupo G, entao
Cr(p) = {S € M,(F); Sg* = ¢*S, ¥V g € G}

é um anel com divisao.

1.6 Inducao Transfinita e Niimeros Ordinais

Nesta secao apresentaremos de modo breve alguns conceitos e resultados de teoria de

conjuntos. Para mais detalhes, veja [15].

Definicao 1.27. Um conjunto parcialmente ordenado X ¢ dito bem ordenado quando todo

subconjunto nao vazio de X possui um elemento minimo ou menor elemento.
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Uma primeira observacao que fazemos é que todo conjunto bem ordenado X é totalmente
ordenado. De fato, se z,y € X, entdo o subconjunto {x,y} ndo vazio de X possui um

elemento minimo, de onde, z < y ou y < .

A vantagem de se estudar conjuntos bem ordenados é que podemos mostrar propriedades
sobre seus elementos de modo andlogo ao processo de inducao finita. Mais precisamente,

temos o seguinte resultado

Teorema 1.28 (Principio de Inducao Transfinita). Seja X um conjunto bem ordenado e
suponhamos que S € um subconjunto de X satisfazendo a sequinte propriedade: para todo

re X, sey €S, para todo y < z, entao v € S. Nestas condigoes, S € igual ao conjunto X.

Demonstragao. Suponhamos, por absurdo, que X \ S é nao vazio. Como X é bem ordenado,
X'\ S possui um menor elemento, digamos z. Logo, todo elemento y < z pertence a S e, por

hipétese, segue que = € S, o que é um absurdo. O

Outra vantagem é que podemos estender o processo de contagem além dos nimeros

naturais, que é feito através dos niimeros ordinais, que definimos a seguir.

Definicao 1.29. Um conjunto X é transitivo quando para todo x € X tivermos que x C X.
Um numero ordinal ¢ um conjunto bem ordenado « tal que para todo x € « vale que

r={y € a;y < x}, ou seja, a é transitivo.

Para ilustrar estes conceitos, lembremos como é construido o conjunto dos nimeros na-
turais. Para todo conjunto z, definimos o sucessor % de z como sendo o conjunto x U {x}.
Comecamos definindo o nimero zero como sendo o conjunto () e definimos cada ntimero na-
tural como sendo igual ao conjunto que contém todos os seus predecessores, ou seja, devemos
ter 1 =07 ={0},2=1"={0,1}, 3=2" ={0,1,2} e assim por diante. Entao, o conjunto
dos nuimeros naturais w é tomado como sendo o menor conjunto que contém 0 e contém
x™ sempre que contiver x. Dado um ndmero natural n = {0,1,--- ,n — 1} junto com a
relacao de ordem dada pela pertinéncia, vemos da definicao de ntimero natural que este é
um conjunto totalmente ordenado e transitivo, ou seja, todo niimero natural ¢ um numero

ordinal, os quais sao ordinais finitos. Ordinais que nao sao finitos sao denominados ordinais
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transfinitos. Claramente, o conjunto w dos niimeros naturais com a ordem usual é totalmente

ordenado e transitivo, isto é, é um numero ordinal, o qual é um ordinal transfinito.

Um fato importante no estudo de ntmeros ordinais, é que todo conjunto formado de
numeros ordinais pode ser munido de uma ordem que o torna bem ordenado. Notamos que
cada nimero natural diferente de zero possui um antecessor imediato. Da mesma forma como
acontece com os numeros naturais, se um nuimero ordinal o possui um antecessor imediato
B3, entao o = ST. Entretanto, nem todo ntimero ordinal possui antecessor imediato e, neste

caso, chamamos esse ordinal de ordinal limite.



CAPITULO 2

Generalizacao de Grupos Nilpotentes

Para grupos finitos, vimos na Proposicao 1.18 que podemos caracterizar grupos nilpo-
tentes de diversos modos. Porém, quando passamos para grupos infinitos perdemos essas
caracterizagoes. Mas nem tudo esta perdido, pois esta situacao faz surgir generalizagoes para
nilpoténcia. Entre elas, veremos neste capitulo grupos que satisfazem a condigao normaliza-
dora, grupos hipercentrais, grupos de Gruenberg e grupos de Baer. Todas estas classes de
grupos pertencem a classe dos grupos localmente nilpotentes, a qual iremos estudar neste

capitulo. Para mais detalhes, veja [20] e [21].

2.1 Grupos Localmente Nilpotentes

Seja & uma propriedade de grupos. Dizemos que um grupo G é localmente &2 quando
todo subconjunto finito de GG estd contido em um subgrupo de GG que satisfaz a propriedade
2. E facil ver que se a propriedade & é inerente para subgrupos, entao um grupo G é
localmente & se, e somente se, todo subgrupo finitamente gerado tem a propriedade &. Em

particular, temos a

Definicao 2.1. Um grupo G ¢é localmente nilpotente se cada subgrupo finitamente gerado é

nilpotente.

Nao é dificil ver que a classe dos grupos localmente nilpotentes é fechada para a formacao

de subgrupos e imagens homomérficas.

Vimos no Teorema 1.19, que o produto de subgrupos normais nilpotentes de um grupo

¢ ainda um subgrupo normal nilpotente deste grupo. Um resultado andlogo para grupos
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localmente nilpotentes é dado pelo

Teorema 2.2 (Hirsch-Plotkin). Sejam H e K subgrupos normais localmente nilpotentes de

um grupo G. Entao, o produto HK ¢ localmente nilpotente.

Demonstragao. Escolhamos um subgrupo finitamente gerado J = (hiky, - -+, hp k) de HK,
onde h; € H e k; € K, parat = 1,---,m. Devemos provar que J é nilpotente. Para isso,
vamos considerar os seguintes subgrupos: X = (hy, -+ hp), Y = (k1,- -+ ,knm) e Z = (X, Y).
Vemos que J < Z e, assim, basta mostrarmos que Z ¢ nilpotente. Definimos o conjunto
C ={lhi,kj];i,j =1,--- ,m}. Desde que H e K sao normais, temos que C C HNK. Assim,
(X, C) é um subgrupo finitamente gerado de H e, entao, nilpotente. Mas (X, C'),, também
é finitamente gerado e, pelo Teorema 1.24, o subgrupo (X, C) satisfaz a condigdo maximal.
Portanto, pelo Teorema 1.9, todo subgrupo de (X, C) é finitamente gerado. Em particular,
o subgrupo C* ¢ finitamente gerado. Além disso, o fato de que CX < H N K, implica que
(Y,C*) < K é finitamente gerado e, consequentemente, nilpotente. Agora, pela Proposicio

1.12, temos que [X,Y] = CXY e
(V.CF) = (Y,C*) = (Y [X,Y]) =Y.

Segue que YX é nilpotente e, por simetria, XY também o é. Logo, o subgrupo Z = (X,Y) =

XYY¥X ¢ nilpotente pelo Teorema 1.19. O

Por inducao, podemos ver que o produto de um numero finito de subgrupos normais
localmente nilpotentes de um grupo ainda é um subgrupo localmente nilpotente. Em geral,
seja H o produto de uma familia qualquer {H;};c; de subgrupos normais localmente nil-
potentes de um grupo G. Dado um subgrupo K = (g1, - ,¢,) finitamente gerado de H,
para cada j = 1,--- n, existe i; € [ tal que g; € H;;. Logo, obtemos K < H;, ---H; , o
qual é localmente nilpotente. Portanto, K ¢ nilpotente e, consequentemente, o grupo H é

localmente nilpotente.

Corolario 2.3. Em qualquer grupo G eziste um unico subgrupo normal localmente nilpotente

maximal contendo todos os subgrupos normais localmente nilpotentes de G.
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Demonstracao. Dado N um subgrupo normal localmente nilpotente de GG, consideremos a
familia

§={M; N <M, M <G e M élocalmente nilpotente}.

Temos que N € § e, entao, § # (). Além disso, dado um subconjunto totalmente ordenado

{M;}icr de §, podemos ver que J = |J,_; M; é um limitante superior de {M,};c; em §. Pelo

iel
Lema de Zorn, a familia § possui um elemento maximal. Dados N; e Ny subgrupos normais
localmente nilpotentes de GG, sejam H; e H, subgrupos localmente nilpotentes maximais de G
tais que Ny < Hy e Ny < Hy. Pelo teorema anterior, temos que Hy Hy é um subgrupo normal
localmente nilpotente contendo N; e N,. Logo, a maximalidade de H; e Hy garante que

H Hy, < Hye H Hy < Hy,de onde H; = H, e, portanto, existe um tinico subgrupo localmente

nilpotente maximal que contém todos os subgrupos normais localmente nilpotentes de G. O

Isto nos permite fazer a seguinte

Definicao 2.4. Dado um grupo G, o radical de Hirsch-Plotkin de G é o tiinico subgrupo nor-
mal localmente nilpotente maximal de G que contém todos os subgrupos normais localmente

nilpotentes de G.

Observamos que o subgrupo de Fitting de qualquer grupo sempre esta contido no radical

de Hirsch-Plotkin e, mais ainda, estes subgrupos coincidem no caso finito.

Antes de prosseguirmos no estudo de grupos localmente nilpotentes, precisaremos do

conceito de série ascendente que generaliza séries normais.

Definigao 2.5. Uma série ascendente em um grupo G é um conjunto {H,;a < [} de

subgrupos de G indexado por ordinais menores do que ou iguais a um ordinal 3 tal que:
a) H,, < H,,, quando a; < ay;
b) Hy=1e Hz =G,
¢) Ho < Hyyr;

d) Hy= U H,, quando A é um ordinal limite.

a<<
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Naturalmente, os subgrupos H, sao chamados os termos da série, enquanto que H,1/H,

sao os fatores. O ordinal 8 é o comprimento da série. Escrevemos a série acima na forma:
1:H0<]H1<"'H5:G.

Algumas vezes sera conveniente falar de uma série comecando no subgrupo K; neste caso,

teremos Hy = K e as demais condicoes mantidas.

Definicao 2.6. Um subgrupo que é termo de alguma série ascendente de um grupo G é

chamado subgrupo ascendente.

Exemplo 2.7. Este exemplo serve para ilustrar o fato de que o conceito de subgrupo ascen-
dente é uma generalizacao nao trivial dos subgrupos subnormais. Sejam A um grupo do tipo

2°° ¢ X = (z) um grupo de ordem 2. Tomamos G = X X A, com a® = a™*

, para todo a € A.
Este grupo é chamado 2-grupo localmente diedral. Denotamos por A; o tinico subgrupo de A
com ordem 2¢. Temos que A; <1 A, e, consequentemente, X A; <t XA, para todo i € N.

Logo, existe uma série ascendente
X<XA 9 XA < XA=G.

E f4cil ver que |J,_, XA; = XA e, portanto, X é ascendente em G. Por outro lado,

1<w
XO = XX = xA — XA = (X [X,A]) = (X,A) = XA =G,
ou seja, o subgrupo X nao é subnormal em G.

Algumas propriedades das séries ascendentes que utilizaremos sao apresentadas na proxima

proposicao.

Proposicao 2.8. Sejam H e K subgrupos de um grupo G, com H < K. Se H ¢ ascendente
em K e K € ascendente em G, entao H é ascendente em G. Além disso, se H é um subgrupo
ascendente de K e p é um homomorfismo de G em um grupo qualquer, entao H¥ é ascendente

em K%. Em particular, se N < G, entao NH € ascendente em NK.

Demonstra¢ao. Sejam

H=H <a9Hy<--Hy=K ¢ K=K <9Ky<---Kz=G
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séries ascendentes de H em K e de K em G, respectivamente. Entao, fazendo K., = Ky,

para cada ordinal v =1,2,--- 3, temos que
H:Hl<H2<]"'HQIK:KQ+14Ka+2<"'Ka+ﬁ:G

é uma série ascendente entre H e G, de onde H é ascendente em G.

Agora, se ¢ : G —> G ¢ um homomorfismo do grupo G em um grupo qualquer G , € facil
ver que

HY=H}{ <Hy<---Hf =K%

é uma série ascendente entre H¥ e K¥. Em particular, se N < G, entao tomando o homo-
morfismo canonico ¢ : G — G/N, temos que H? = NH/N ¢ ascendente em K¥ = NK/N

e, consequentemente, N H é ascendente em NK. O

A seguir, veremos que o radical de Hirsh-Plotkin, além de conter todos os subgrupos
normais localmente nilpotentes, também contém todos os subgrupos ascendentes localmente

nilpotentes.

Proposicao 2.9. Se G € um grupo qualquer, entao o radical de Hirsch-Plotkin contém todos

0s subgrupos ascendentes localmente nilpotentes de G.

Demonstracao. Seja H um subgrupo ascendente localmente nilpotente de G. Entao, existe
uma série ascendente

HIH0<]H1<H5:G

Definindo H, = H"«, é facil ver que
H:ﬁl QEQQFBIHG

é uma série ascendente. Argumentamos por inducao transfinita que H, é localmente nilpo-
tente, para todo ordinal a. Suponhamos que isto seja falso e consideremos a o primeiro ordi-
nal tal que H, nio é localmente nilpotente. Se a é um ordinal limite, entao H, = U7 <o H,
e, sendo H., localmente nilpotente para todo v < «, segue que H, é localmente nilpotente.
Portanto, a ndo pode ser um ordinal limite; logo, a — 1 existe e H,_; é localmente nilpotente.
Agora,

<Ho<x—1| x e Ha> = (Fa—l)Ha = (HHail)Ha = He = Fa'
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Além disso, para qualquer x € H, temos que F;c_l < Hjj = H,. Consequentemente,
H, é um produto de subgrupos normais localmente nilpotentes e, portanto, é localmente
nilpotente. Por esta contradicdo, temos que Hg = H ¢ localmente nilpotente. Logo, HY

esta contido no radical de Hirsch-Plotkin e, entao, H também esta. O

Foi visto na Observagao 1.23, que se G é um grupo nilpotente, entao G’ < Frat(G). Em

direcao a obter um resultado analogo para grupos localmente nilpotentes, precisaremos do

Lema 2.10. Sejam G um grupo, H um subgrupo de G e x um elemento de G tal que v & H.

Entao, existe um subgrupo K que é maximal com respeito a propriedade de conter H ex ¢ K.

Demonstragao. Seja . ={S; H<S <G,z ¢ S}. Unma vez que x ¢ H, temos que H € .
e, entao, . # (. A relacao de inclusio torna . parcialmente ordenado. Além disso, dado
um subconjunto totalmente ordenado {S;}icr de .7, seja J = (J,; Si. E claro que z & J.
Dados ¢g,h € J, temos que g € Sj e h € Sy, para alguns j,k € I. Desde que {S;}ier é
totalmente ordenado, podemos considerar que S; C Sy e, com isso, g, h € S;. Como S;, < G,
temos que gh™ € S, C J, de onde, J é subgrupo de G. Claramente H < J e S; < J, para
todo ¢ € I. Portanto, J € . é um limitante superior para {S;};c;. Pelo Lema de Zorn,

segue que . possui um elemento maximal K, como queriamos. O

Com isso, estamos aptos a demonstrar o

Teorema 2.11 (Baer, McLain). Se M ¢ um subgrupo mazimal de um grupo localmente

nilpotente G, entao M é normal em G. Equivalentemente, G' < Frat(G).

Demonstragdo. Se M nao é normal, entdo G’ £ M e existe ¢ € G'\ M. Logo, a maximalidade
de M implica que G = (¢, M). Desde que ¢ € G’, entdao ¢ € (g1, ,gn)’, COM g1, , Jn
pertencendo a L = (¢, F'), onde F' é um subgrupo adequado finitamente gerado de M. Visto
que ¢ € F, pelo Lema 2.10, o grupo L possui um subgrupo N que é maximal com respeito a
conter F'e ¢ ¢ N. Notemos que um subgrupo de L. que contém N propriamente deve conter F
e ¢, logo, este subgrupo deve ser igual a L; isto equivale a dizer que N é um subgrupo maximal
de L. Desde que L é um subgrupo de G finitamente gerado, temos que L é nilpotente. Pela
Proposigao 1.18, temos que N < L e, consequentemente, L/N é abeliano. Contudo, isto nos

diz que ¢ € L’ < N, o que contradiz a escolha de N. a
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Outra propriedade satisfeita para grupos nilpotentes que também é satisfeita para grupos
localmente nilpotentes é o fato de que subgrupos normais minimais estao contidos no centro

do grupo, como vemos no resultado abaixo.

Teorema 2.12 (Mal’cev, McLain). Um subgrupo normal minimal N de um grupo localmente

nilpotente G € central.

Demonstragdo. Suponhamos que N £ Z(G), logo, existem a € N e g € G tais que b =
[a,g] # 1. Como N é normal em G, b € N e a minimalidade de N garantem que (b)“ = N.
Portanto, a € (b9',--- b9), para alguns g1, -, g, € G. Definimos H = (a, 9,91, ,gn) €
A = {(a)?. Visto que a € Ae g € H, entdo b = [a,g] € [A, H]. Desta forma, b9 € [A, H|,
para todo i = 1,--- ;n e, entdao, a € [A, H]. Logo, A < [A, H] e [A, H| < A, uma vez que A
é normal em H, ou seja, A = [A, H| e, consequentemente, A = [A, . H] para todo r inteiro
positivo. Como H é um subgrupo finitamente gerado de G, segue que H é nilpotente de
classe ¢, digamos. Assim, A = [A, .H| < [H, .H] = 7.+1(H) = 1. Portanto, a = 1 e, entao,

b =1, o que é um absurdo. a

Um fato interessante que ocorre para grupos localmente nilpotentes é que eles podem
ser forcados a serem nilpotentes quando impomos condigoes de finitude. Um exemplo trivial
disto, é que todo grupo finito localmente nilpotente ¢é nilpotente. Outro resultado nesta

direcao é apresentado abaixo.

Teorema 2.13 (McLain). Se um grupo localmente nilpotente G' satisfaz a condi¢ao max-n,

entdo G € um grupo nilpotente e finitamente gerado.

Demonstragao. Temos que G /G’ satisfaz a condi¢do max-n e, entdao, G/G’ satisfaz max, pois
este grupo é abeliano. Logo, pelo Teorema 1.9, o grupo G/G’ é finitamente gerado, digamos
que G/G" = (1G',- -+ ,xxG"). Se considerarmos X = (z1,-- - ,xy), entdo dado g € G, temos
que gG' = 2G’', com x € X, ou seja, g = xg’, onde ¢’ € G'. Portanto, podemos escrever
G = XG', com X um subgrupo de G finitamente gerado, o qual deve ser nilpotente de classe
¢, digamos. Dado um subgrupo H de G, colocamos H = 7(H), onde 7 : G — G /7e42(G) é 0
homomorfismo canénico. Portanto, o grupo G = X G’ é nilpotente, uma vez que Ye42(G) = 1.

Pela Observacio 1.23, vemos que G’ < Frat(G) e, assim, G = X Frat(G). Notamos que Gy
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é finitamente gerado, pois é isomorfo a X, logo, pelo Teorema 1.24, o grupo G satisfaz max
e, em particular, o subgrupo Frat(G) é finitamente gerado. Pela Proposicao 1.22, sabemos
que os elementos de Frat(G) sao geradores supérfluos. Assim, obtemos G = X e, entdo, G
é nilpotente de classe no maximo ¢, de onde, Y.11(G) = Yet2(G). Colocando L = v.11(G),
temos L = [L,G]. Se L # 1, entdo pela condi¢do max-n existe um subgrupo normal N de
G que ¢é maximal satisfazendo N < L. Mas L/N é um subgrupo normal minimal de G/N e,
pela Proposigao 2.12, temos que L/N é central, ou seja, L/N < Z(G/N). Visto que N < G,
isto equivale a L = [L, G] < N, o que é um absurdo. Portanto, L = 1 e, entao, G é nilpotente.

Para finalizar, como G = X, 7.42(G) = 1 e X é finitamente gerado, entdo G é finitamente

gerado. a

Como veremos mais adiante no Lema 3.12, todo grupo nilpotente finitamente gerado é
policiclico e, pelo Exemplo 1.10, todo grupo policiclico satisfaz a condigao max. Portanto,
pelo teorema acima, as condigoes max-n e max sao equivalentes para grupos localmente

nilpotentes.

Exemplo 2.14. Vamos ilustrar que a condi¢ao min-n sobre um grupo localmente nilpotente
G nao implica que G ¢ nilpotente. Consideremos G = X X A o 2-grupo localmente diedral.
Dado H = (g1, , g,) um subgrupo finitamente gerado de GG, podemos ver que para algum
subgrupo A; de A com ordem 2¢ devemos ter que H < X A, e este é um 2-grupo finito, de onde,
X A; é nilpotente e, consequentemente, H é nilpotente. Portanto, o grupo G é localmente
nilpotente. Além disso, como A e G/A ~ X satisfazem a condigdo min-n, pelo Teorema 1.9,
segue que G satisfaz min-n. Entretanto, G' = A = [A, G| de onde % (G) = [G,G] = G' = A,
v3(G) = [G',G] = [A,G] = A e, assim por diante, obtemos que v,(G) = A, para todo n.

Logo, o grupo G nao ¢ nilpotente.

2.1.1 Condicao Normalizadora e Grupos Hipercentrais

Sabemos que a condicao normalizadora ¢é satisfeita para grupos nilpotentes, mais ainda,
esta condicao caracteriza grupos nilpotentes no caso finito. Embora, no caso geral, gru-
pos que satisfazem a condicao normalizadora nao sao necessariamente nilpotentes, veremos

que tais grupos sao localmente nilpotentes. Primeiramente, vamos caracterizar a condicao
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normalizadora em termos de subgrupos ascendentes.

Proposicao 2.15. Um grupo G satisfaz a condi¢cdao normalizadora se, e somente se, todo

subgrupo € ascendente.

Demonstracao. Suponhamos que G satisfaz a condi¢cao normalizadora. Dado H um subgrupo

qualquer, podemos definir uma cadeia de subgrupos { H,} pelas seguintes regras:

Hy=H, Hap=Ng(H,) e Hy=|]H;.
B<A

onde o é um ordinal e A é um ordinal limite. Se H, < H,.; para todo «, segue que a
cardinalidade de GG nao é menor do que a cardinalidade do ordinal «, para qualquer «, o
que é um absurdo. Portanto, H, = H,.1 = Ng(H,) para algum « e, assim, H, = G pela

condi¢ao normalizadora. Portanto, H é ascendente em G.

Reciprocamente, dado H < G, existe uma série ascendente
HIH0<]H1<H5:G

Excluindo os termos repetidos, podemos supor que H # H;. Portanto, H; < Ng(H) e
H < N¢g(H). O

Com isso, obtemos a

Proposicao 2.16 (Plotkin). Se um grupo G satisfaz a condigao normalizadora, entio G €

localmente nilpotente.

Demonstragao. Dado g € G, pela proposicao anterior temos que (g) é ascendente em G.
Desde que (g) é abeliano, temos que (g) é localmente nilpotente e, entao, (g) é subgrupo do
radical de Hirsch-Plotkin de G. Logo, o grupo G coincide com seu radical de Hirsch-Plotkin

e, claramente, é localmente nilpotente. O

Exemplo 2.17. A reciproca da proposi¢ao anterior é falsa. Consideremos o grupo W = HIK,
onde |H| = p e K é um p-grupo abeliano elementar infinito. Como H e K sao abelianos,
segue que eles sao soluveis e, assim, W ¢ um p-grupo soluvel, pois W é uma extensao de

grupos soluveis. Afirmamos que todo p-grupo solivel G é localmente nilpotente. De fato,
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dado S = (g1, - - , gn) um subgrupo finitamente gerado de G, como S é um grupo de torgao, a
Proposicao 1.15 garante que S € finito. Com isso, S é um p-grupo finito e, consequentemente,
¢ nilpotente, como queriamos. Logo, o grupo W é localmente nilpotente. Entretanto, W nao

satisfaz a condi¢ao normalizadora, pois Ny (K) = K. Com efeito, temos que
H!1K =K x (Dr Hk> ,com (hp)* = (hyg).
keK
Dado (z, (ht)) € Nw(K), para todo (y,1) € K, devemos ter

(2, ()™ (5, D, (h)) = (2 g, ()™ ()

pertencendo a K, ou seja, 1 = (h;')*(hy) = (hyy hi) para todo A € K. Segue que hyy = hy,
para todo A € K. Neste caso, (hy) = (h) para algum h € H. Mas, como o produto direto
kD[r( H), tem infinitos fatores, devemos ter que h = 1 e, portanto, (hy) = 1. Logo, (z, (h)) € K
€

e, entdo, Ny (K) = K como afirmamos.

Vejamos, agora, a classe dos grupos hipercentrais.

Definicao 2.18. Uma série ascendente 1 = Gy < G < ---Gg = G de um grupo G ¢ dita
central se G, <1 G e Goy1/Go < Z(G/G,,), para todo ordinal o < 5. Um grupo que possui

uma série ascendente central é chamado hipercentral.

Podemos caracterizar esta classe de grupos em termos de série central superior estendida
transfinitamente, que é definida da seguinte forma: se G é um grupo qualquer, os termos

(o(G) da série central superior sdo definidos como

G(G) =1, C(ar1(G) éosubgrupo de G tal que %ﬁg) =7 (CofG)>
se A é um ordinal limite, (\(G) = U Ca(G).
a<A

Desde que a cardinalidade de G' ndo pode ser excedida, existe um ordinal 5 tal que (3(G) =
(s+1(G) = - - - e este subgrupo é chamado de hipercentro de G. Sera conveniente chamarmos
(o(G) de a-centro de G. E imediato ver que um grupo G ¢ hipercentral se, e somente se, ele

coincide com seu hipercentro.

Proposicao 2.19. Um grupo hipercentral G satisfaz a condi¢cdo normalizadora e, portanto,

¢ localmente nilpotente.
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Demonstracao. Seja {G,;a < f} uma série central ascendente de G e seja H < GG. Para todo
a, como Gay1/Go < Z(G/G,), temos que [G, Goy1] < G,. Assim, HG,, < HG,, 1. Portanto,
H = HG ¢ ascendente em G = HGjg. Logo, todo subgrupo de G ¢ ascendente, de onde G

satisfaz a condigcao normalizadora e, consequentemente, G é localmente nilpotente. O

2.1.2 Grupos de Gruenberg e de Baer

Antes de definirmos os préximos dois tipos de grupos localmente nilpotentes, apresenta-

remos o seguinte resultado fundamental.

Teorema 2.20. Sejam H e K subgrupos nilpotentes finitamente gerados de um grupo G e

escrevamos J = (H, K).

(i) (Gruenberg). Se H e K sdo ascendentes em G, entdo J € ascendente em G

(ii) (Baer). Se H e K sdo subnormais em G, entio J € subnormal em G.

Demonstracao. (i) Como H e K sao ascendentes e nilpotentes, pela Proposigao 2.9, obtemos
que H e K estao contidos no radical de Hirsch-Plotkin de GG e, consequentemente, temos que
J também esta contido no radical de Hirsch-Plotkin de G. Visto que J ¢é finitamente gerado,
este deve ser nilpotente. Agora, vamos mostrar que J é ascendente em G. Inicialmente,
vejamos que podemos reduzir o problema para o caso em que H é um subgrupo normal de
J. Seja

H=Hy<xH <---H,=G

uma série ascendente de H em G, com « > 0. O fato de que J ¢ finitamente gerado garante
que J,, é finitamente gerado e, sendo J nilpotente, o Teorema 1.24 fornece que J satisfaz a
condi¢ao max. Pelo Teorema 1.9, todo subgrupo de J ¢ finitamente gerado e, em particular,
obtemos que H” ¢ finitamente gerado. Procederemos por inducdo transfinita sobre a para
mostrarmos que H” é ascendente em G. Se o é um ordinal limite, entao H” < H, = |J s<a Hp
implica que H’ < Hg, para algum 3 < «. Por hipétese de indugdo, temos que H” é
ascendente em Hjp e, sendo Hy ascendente em H,, segue que H” ¢ ascendente em H,. Por

outro lado, se o ndao é um ordinal limite, entdo H < H,_1 < H, e H < H,_;. Novamente por
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hipétese de inducao, obtemos que H” é ascendente em H,_; e, consequentemente, ascendente
em H,. Este argumento nos permite trocar H por H” e, assim, podemos supor que H < .J

eJ=HK.
Definindo H, = H"= sabemos que
H=Hy,=H,<Hy,<---H,=HC®
é uma série ascendente. Vamos modificar esta série de modo a obter uma nova série com a
propriedade de que cada termo ¢é invariante por conjugacao de elementos de K. Para isso,

consideremos

1= ()"

kEK
E facil ver que H = Hf = Hf, HS = H* e Hj < Hj,,. Além disso, dado A um ordinal

limite, temos que

H; = | H;.
B<A

De fato, a inclusao UB<>\ Hj C H} é 6bvia. Para a inclusao contraria, dado x € HJ, temos
que ()X < (H})X = H; < Hy = UB<>\FB’ uma vez que A é um ordinal limite e os Hpz's
formam uma série ascendente, para 3 < A. Consequentemente (z)% < Fg, para algum g < A
e, como (r)X < (Hp)k, para todo k € K, vem que (z)¥ < Hj. Em particular, conseguimos
que z € Hj, como desejado.

Agora, para cada < «, os fatos de que Hj < Hj,, e Hj ser invariante por conjugacao
de elementos de K implicam que Hj < Hj ;K. Além disso, se K = Ko < K1 - K, =G

¢ uma série ascendente de K em G, vemos que
K=KNnH; K=KiNH; KK NH;,K<---K,NH;K=Hz K

¢ uma série ascendente de K em Hj K. Pela Proposi¢ao 2.8, devemos ter que H3K é
ascendente em Hj, K. Com isso, deduzimos que J = HK = HjK ¢ ascendente em Hy K =
HCSK. Mas, sendo K ascendente em G e H® < G, a Proposicdo 2.8 implica que HCK é

ascendente em (. Portanto, concluimos que J é ascendente em G.

(ii) Andlogo ao item anterior, mas considerando ordinais finitos. a
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Corolario 2.21. Se todo subgrupo ciclico de um grupo € ascendente (subnormal), entdo todo

subgrupo finitamente gerado deste grupo é ascendente (subnormal) e nilpotente.

Definigao 2.22. Dizemos que um grupo G é de Gruenberg (Baer) quando todo subgrupo

ciclico de G ¢é ascendente (subnormal) em G.

Todo grupo de Baer ¢ um grupo de Gruenberg e, pelo corolario anterior, todo grupo de
Gruenberg é localmente nilpotente. Além disso, todo grupo que satisfaz a condi¢ao nor-
malizadora é um grupo de Gruenberg, visto que todo subgrupo seu é ascendente, conforme

Proposicao 2.15.

Sabemos que para um grupo qualquer, o produto de subgrupos normais nilpotentes é
ainda nilpotente, bem como o produto de subgrupos normais localmente nilpotentes é ainda

localmente nilpotente. O analogo para grupos de Gruenberg e de Baer é dado no seguinte

Teorema 2.23. Sejam H e K subgrupos normais de Gruenberg (Baer) de um grupo G.

Entao, o produto HK também € um subgrupo de Gruenberq (Baer) de G.

Demonstracao. Seja x € HK e escrevamos x = hk, com h € H e k € K. Desde que
(k) ¢ ascendente em K e K <« HK, temos que (k) é ascendente em HK. Considerando o
homomorfismo canénico 7 : HK — HK/H, a Proposigao 2.8 garante que ((k)H)/H = (k)™
é ascendente em (HK)™ = HK/H, de onde, (k, H) = (k)H é ascendente em HK. Resta
provarmos que (z) é ascendente em (k, H). Com efeito, é claro que (h) e (k) sdo subgrupos
finitamente gerados nilpotentes e ascendentes em (k, H). Assim, pelo Teorema 2.20, obtemos
que (h, k) é ascendente em (k, H). Sendo H e K grupos de Gruenberg, em particular, eles sao
localmente nilpotentes e, pelo Teorema 2.2, temos que H K ¢ localmente nilpotente. Logo,
(h, k) é nilpotente, pois (h, k) é um subgrupo finitamente gerado de HK. Uma vez que (z)
é subgrupo de (h, k), pela Proposicao 1.18, vale que (x) é subnormal em (h, k) e, portanto,

(x) é ascendente em (k, H), como queriamos. 0

Corolario 2.24. Todo grupo G possui um unico subgrupo normal de Gruenberg (Baer) ma-

zimal, o qual contém todos os subgrupos de Gruenberg ascendentes (de Baer subnormais).
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Demonstracao. Seja H um subgrupo de Gruenberg ascendente de G e considere a familia
§={N; H<N, e N ésubgrupo normal de Gruenberg de G}.

Vamos mostrar que esta familia é nao vazia. Seja H = Hy < H; < --- H, = G uma série
ascendente de H em (. Definindo ﬁg = HHs para todo ordinal 8 < «a, sabemos que

H, = H® é uma série ascendente de H em H¢. Provaremos
por inducao transfinita sobre o que H® ¢é subgrupo de Gruenberg. Suponhamos que Fg
seja subgrupo de Gruenberg, para todo ordinal § < . Se § é um ordinal limite, entao
Hs=U A<B H ) deve ser subgrupo de Gruenberg e, por indugao, obtemos que H., é subgrupo
de Gruenberg. Agora, se § nao é um ordinal limite, entao existe F[g,l e este ¢ um subgrupo
de Gruenberg. Além disso, para todo z € Hgz temos que ﬁ;fl < Fg e, consequentemente,
Hp = (ﬁg,l; x € Hp) = HweHﬁ nga com cada ng subgrupo normal de Gruenberg de
Hgz. Dado y € Hg , temos que y € F;il x -F;fl, para alguns xy,---,x, € Hg. Pelo
teorema anterior, sabemos que o produto de um ntmero finito de subgrupos normais de
Gruenberg ainda é um subgrupo normal de Gruenberg. Logo, o subgrupo (y) é ascendente
em F;il o -F;ﬁl e, portanto, ascendente em Hg. Assim, Hgz ¢ subgrupo de Gruenberg e,

por indugao, vem que Fv ¢ subgrupo de Gruenberg. Em qualquer caso, conseguimos que H%

é subgrupo de Gruenberg. Portanto, o subgrupo H¢ pertence a §, assegurando que § # 0.

Agora, dado um subconjunto totalmente ordenado {M;};c; de F, podemos ver que J =
Uie; M; é um limitante superior de {M;}ic; em §. Pelo Lema de Zorn, a familia § possui
um elemento maximal. Dados H; e Hy subgrupos ascendentes de Gruenberg de G, sejam
My e Mj subgrupos normais de Gruenberg maximais de G tais que Hy < My e Hy < M.
Pelo teorema anterior, temos que M; M, é um subgrupo normal de Gruenberg contendo H;
e Hy. Logo, a maximalidade de M; e M, garante que MMy < My e My My < Ms, de onde
M, = M, e, portanto, existe um tnico subgrupo normal de Gruenberg maximal que contém

todos os subgrupos ascendentes de Gruenberg de G. a

Isto nos motiva a seguinte

Definigao 2.25. Em qualquer grupo G, seu radical de Gruenberg (Baer) é o inico subgrupo

normal de Gruenberg (Baer) maximal de G.



CAPITULO 3

Elementos Engelianos em um Grupo

A partir do estudo de grupos e algebras de Lie, surge o conceito de elementos engelianos
em um grupo. Isto conduz a definicao de grupos engelianos, que por sua vez fornecem uma
outra generalizagao dos grupos nilpotentes, sem serem necessariamente localmente nilpoten-
tes. Dado um grupo G, é possivel definir diferentes tipos de elementos engelianos e um dos
maiores objetivos no estudo destes elementos é fornecer condigdes para que os subconjuntos
de G formado pelos elementos engelianos sejam subgrupos de G. Este capitulo é dedicado
a tratar destes elementos. Comecamos apresentando as definicoes e algumas condigoes para
que os subconjuntos formados por elementos engelianos sejam subgrupos, em particular, con-
sideraremos condigoes de finitude. Por fim, vamos apresentar um tipo de elemento engeliano
mais geral que satisfaz propriedades analogas aos elementos apresentados anteriormente. Tais

elementos sao definidos por Abdollahi no artigo [1].

3.1 Grupos Engelianos

Seja G um grupo qualquer. Um elemento g € G é um elemento engeliano a esquerda de
G, se para cada x € (G, existe um inteiro positivo n = n(g,z) tal que [z, ,g] = 1. Quando
n pode ser escolhido independentemente de z, dizemos que g é um elemento n-engeliano
a esquerda de G ou, menos precisamente, é um elemento engeliano a esquerda limitado de
G. Denotamos os conjuntos de elementos engelianos a esquerda e de elementos engelianos a

esquerda limitados por L(G) e L(G), respectivamente.

Notamos que na definicao de elemento engeliano a esquerda g em G, o elemento variavel

x aparece a esquerda de g. Assim, podemos definir de modo analogo quando um elemento
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g € G é um elemento engeliano a direita colocando o elemento variavel x a direita. Mais
especificamente, dizemos que um elemento g € G é um elemento engeliano a direita de G, se
para cada z € G, existe um inteiro positivo n = n(g, x) tal que [g, ,x] = 1. Quando n pode
ser escolhido independentemente de z, dizemos que g ¢ um elemento n-engeliano a direita
de G ou, menos precisamente, é um elemento engeliano a direita limitado de G. Denotamos
os conjuntos de elementos engelianos a direita e de elementos engelianos a direita limitados

por R(G) e R(G), respectivamente.

Observacgao 3.1. Embora ainda seja um problema em aberto saber se os subconjuntos
R(G), R(G), L(G) e L(G) sao sempre subgrupos de G, é facil verificar que todos eles sdo
invariantes por automorfismos de GG. Em particular, tais subconjuntos sao normais, ou seja,

sao invariantes por conjugacao de elementos de G.

Algumas questoes interessantes podem surgir quando se investiga a relacdo entre os ele-
mentos engelianos a esquerda e os elementos engelianos a direita. Por exemplo, ainda é um
problema em aberto saber se um elemento engeliano a direita de um grupo qualquer sempre
é um elemento engeliano a esquerda. Um famoso resultado nesta linha de investigacao diz
que o inverso de um elemento engeliano a direita é engeliano a esquerda. Apresentamos tal

resultado abaixo, o qual é devido a Heineken (1960).

Proposicao 3.2 (Heineken). Em qualquer grupo G, o inverso de um elemento engeliano a
direita € um elemento engeliano a esquerda e o inverso de um elemento n-engeliano a direita

é um elemento (n + 1)-engeliano a esquerda. Portanto, R(G)™! C L(G) e R(G)™! C L(G).
Demonstracao. Sejam x e g elementos de G. Entao

[, ni19] = [[2. 9], ng] = [lo7" 20, ng] = [lo7" 2], w9]” = l9(g7")", w9l = (g7 )", ngl’-

Agora, suponhamos que g~ € R(G). Logo, para cada h € G, existe um inteiro m = m(g~, h)

tal que [¢g71, ,,h] = 1. Dado x € G, escolha h € G tal que h* = g, entao

(g7, mgl = (g7, mh™] = g7, mh]” = 1.

1

Assim, se g7 é um elemento engeliano a direita, para cada = € G, existe m € N tal que

1

(7Y%, mg] = 1, o que implica que [z, ,,119] = 1, ou seja, o inverso de g~! é um elemento

engeliano a esquerda. A outra parte é analoga. a
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Por defini¢ao, é imediato ver que G = L(G) é equivalente a G = R(G). Isto nos motiva

a seguinte definicao:

Definigao 3.3. Dizemos que um grupo G é um grupo engeliano quando G = L(G) ou,
equivalentemente, quando G = R(G). No caso em que [z, ,y|, para quaisquer z,y € G,

dizemos que G é um grupo n-engeliano.

O principal objetivo da Teoria Engelianos é procurar condigoes sobre um grupo G para que
os conjuntos L(GQ),L(G),R(G) e R(G) sejam subgrupos de G e, se possivel, coincidam com
o radical de Hirsch-Plotkin, o radical de Baer, o hipercentro e o w-centro, respectivamente.

Uma motivagao disto reside na seguinte

Proposicao 3.4. Seja G um grupo qualquer. Entao:

(i) O conjunto L(G) contém o radical de Hirsch-Plotkin e L(G) contém o radical de Baer;

(ii) O conjunto R(G) contém o hipercentro e R(G) contém o w-centro.

Demonstragao. (i) Sejam g pertencente ao radical de Hirsch-Plotkin de G e x € G qualquer.
Entao [z, g| pertence ao radical de Hirsch-Plotkin e K = (g, [z, g]) é subgrupo deste. Como
K ¢ finitamente gerado, vem que K é nilpotente. Se n é a classe de nilpoténcia de K, entao
é facil ver que [z, ,119] € Y1 (K) = 1, de onde g € L(G). Agora, suponhamos que g
pertence ao radical de Baer de G. Entao, o subgrupo (g) é subnormal em G. Consideremos
(9) = Go < Gy < --- < G, = G uma série subnormal de (g) em G. Para qualquer x € G,
vale que [z,¢] € G,,_1, [z, 2g] € G,,_1 e, seguindo desta forma, temos que [z, ,g] € Gy = (g).
Assim, obtemos que [z, ,419] =1 e g € L(G).

(ii) Seja g pertencente ao hipercentro de G. Suponhamos, por absurdo, que existe z € G
tal que [g, ,x] # 1, para todo inteiro positivo n. Tomemos « o primeiro ordinal tal que
g € (.(G), o qual ndo pode ser um ordinal limite, pois neste caso teriamos que (,(G) =
Up<a G5(G), 0 que implicaria que g € (5(G), para algum ordinal 8 < a. Portanto, temos
9 € GulG)\ Car(G). Visto que Gu(G)/Ca1(G) = Z(G/Ca1(G)), segue que [g,2] € Cur(G).
Pelo mesmo argumento, obtemos um ordinal o/ < « tal que [g,2] € ((G) \ (w-1(G) e

lg, 22] € (w-1(G). Como [g, ,x] # 1, para todo inteiro positivo n, este processo nao pode
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terminar e vamos obter uma cadeia descendente infinita de ordinais - - - < o’ < o' < «, 0 que
¢ um absurdo, visto que qualquer conjunto de ntimeros ordinais ¢ bem ordenado. Portanto,

o elemento g € R(G). Finalmente, se g € (,(G) e z € G, entdo [g, ,2] =1 e g € R(G). O

Uma vez que um grupo localmente nilpotente coincide com seu radical de Hirsch-Plotkin
e este estd contido em L(G), todo grupo localmente nilpotente é um grupo engeliano. Porém,
Golod em seu artigo [11], apresenta um exemplo de um grupo que é engeliano, mas nao é lo-
calmente nilpotente. Isto permite afirmar que grupos engelianos fornecem uma generalizacao
mais forte para grupos nilpotentes. Além disso, todo grupo nilpotente de classe n é um grupo
n-engeliano.

No artigo [14], Gruenberg demonstrou que para um grupo solivel G, os subconjuntos
L(G),L(G),R(G) e R(G) sio todos subgrupos de G. Para nossos interesses futuros, apresen-

taremos o resultado apenas para os subconjuntos L(G) e L(G).

Teorema 3.5 (Gruenberg). Seja G um grupo solivel. Entdo:

(i) O congunto L(G) coincide com o radical de Hirsch-Plotkin de G;

(ii) O conjunto L(G) coincide com o radical de Baer de G.

Demonstragao. (i) Pela Proposigao 3.4, sabemos que L(G) contém o radical de Hirsch-Plotkin
de G. Para a inclusao contraria, dado g € L(G), pela Proposicao 2.9, é suficiente mostrarmos
que (g) é ascendente em G. Seja d o comprimento derivado de G. Se d < 1, entao G é
abeliano e (g) <t G. Seja d > 1 e escrevamos A = G4~Y). Suponhamos, por inducdo, que
para todo grupo solivel H com comprimento derivado menor do que d, dado h € L(H), vale
que (h) é ascendente em H. Como G/A tem comprimento derivado d — 1 e gA € L(G/A),

por hipétese de indugao, temos que (gA) é ascendente em G/A. Se

A H H H
<g> :_0<]_1< a_G

(gA) =

A A AT A A

¢ uma série ascendente de (gA) em G/A, temos que (g, A) = (9))A=Hy < H; <---H, =G
¢ uma série ascendente de (g, A) em G. Resta mostrarmos que (g) ¢ ascendente em (g, A).
Desde que A é abeliano, a aplicagdo ¢ : A — A dada por a” = [a, g] é um endomorfismo de

A. Se F # 1 é um subconjunto finito de A, existe um inteiro positivo n tal que [z, ,g] = 1,
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para todo x € F. Portanto, obtemos F'¥" = 0 e isto implica que C4(g) # 1. Agora, definimos

os seguintes subgrupos de A:

AaJrl
Aq

Ag=1, = Ca/a,(9Aa) e A= U Ag,

B<A

onde o é um ordinal e A\ é um ordinal limite. De modo anélogo ao que fizemos acima, vemos
que se A/A, # 1, entdo Cyya,(gAa) # 1. Logo, deve existir um ordinal y tal que A/A, = 1,
isto ¢, tal que A = A,,, caso contrario, a cardinalidade de A seria maior do que a cardinalidade
de qualquer ordinal. Como Aq41/Aq = Caya,(gAa), obtemos [Ay11, 9] < A, e isto implica
que (g, A,) < (g, Aas1). Com efeito, basta mostrarmos que z¥ € (g, A,), para todo x gerador
de (g, An) € todo y em (g, Ans1). Notamos que dado y € (g, Agy1), entdo y = ot - - yPr,

onde y; =gouy; € Agr1, B =x1,i=1,--- ,rer € N. Assim, obtemos

b1, 8 B P2 ... 8
xy e xyll'"yrr — (xyll)yZ yrr.

Entao, basta verificarmos que z¥ € (g, A,) para todo gerador = de (g, A,) e y = ¢° ou
Yy € Agpr1,comd = £1. Oscasosem quex = gey=¢°, v € A,ey=g°ouz € A, e
y € Ayt1, sdo imediatos. Para o caso em que z = g e y € A, 41, notamos que ¥ = z[x,y] e,
desde que [Ani1, 9] < A,, temos que [z,y] € Ay, 0 que mostra que a2¥ € A, como desejado.
Agora, se A ¢ um ordinal limite, entdo (g, Ax) = (9,Uzcr 4s) = Usca(9, Ap). Logo, o
subgrupo (g) = (g, Ao) é ascendente em (g, 4,) = (g9, A), como queriamos.

(ii) Pela Proposigao 3.4, sabemos que L(G) contém o radical de Baer de G. Para a inclusiao
contraria, seja g € L(G) um elemento n-engeliano de . Mantendo as notacoes da demons-
tragdo acima, por inducao sobre d temos que (g, A) é subnormal em G. Vamos mostrar
que (g, A) é nilpotente, pois disso e da Proposicao 1.18, seguird que (g) é subnormal em
(g, A). Inicialmente, observamos que [a, ,g] = 1, para todo a € A. Seja ¢ = [xg, 21, , Xy,
comzx; = gouwx; €A Sexy =9 = x1, entao ¢ = 1. Caso xg = g e 1 € A, entao

c = [x7t, 20,29, - ,1,], pois uma vez que A é abeliano e é normal em G, temos que

1 1

lg,21] = (g7 'z g)xy = 21(9 27 g) = [27', g]. Logo, podemos supor que zy € A. Mas,
se xt; = -+ = x, = g ou algum x; € A, entdao ¢ = 1. Em qualquer caso, devemos ter
que ¢ = 1 e, pela Proposi¢ao 1.17, o grupo (g, A) é nilpotente. Concluimos, assim, que o
subgrupo (g) é subnormal em A e, consequentemente, g esta no radical de Baer de G, como

desejado. a
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Observagao 3.6. Na demonstragdo do item (ii) do teorema acima, obtemos o seguinte
resultado: Seja G um grupo e suponhamos que A é um subgrupo abeliano de G, com A <
(g, A), para algum g € G. Se existe um inteiro n tal que [a, ,g] = 1, para todo a € A, entdo
(g, A) é nilpotente. Mais ainda, por simplicidade, basta verificarmos que [b, ,g] = 1, para
todo gerador b de A. De fato, todo elemento a € A é da forma a = b7" - --by*, com «o; = %1,
b; gerador de A, i =1,--- ke k € N. Como A é subgrupo abeliano e normal de (g, A), pela

Proposicao 1.11, dados ¢, d € A. vale

(cd, 5g] = [[cd,g],g] = [lc:9)"d 9], ] = [[c, 9)ld, ], 9] = [[c: 9], 9] “* [[d. g1, 9]
= HC, g]ag} Hda g]ag} = [C, 29][da 29]

e, indutivamente, [cd, ,g] = [¢, ng][d, ng]. Assim,

[aa ng] = [b?l e 'bgk’ ng] = [btlxla ng] [bgq o 'bgk’ ng] = [bgq T bzk> ng]
e, prosseguindo desta forma, obtemos [a, ,g] = 1.

Para finalizar esta secao, veremos que grupos engelianos finitos sao necessariamente nil-

potentes.

Proposicao 3.7 (Zorn). Todo grupo finito engeliano é nilpotente.

Demonstracao. Suponhamos que isto seja falso e considere G um grupo finito engeliano de
menor ordem que nao ¢ nilpotente. Entao, todo subgrupo préprio de GG é nilpotente e, pelo
Teorema 1.25, temos que G é solivel. Como G é engeliano, o Teorema 3.5 garante que G é
igual ao seu radical de Hirsch-Plotkin, o que implica que G é nilpotente, uma vez que G é

finito. O

3.2 Grupos com Condicoes de Finitude

Em diregao a obter condigoes de finitude sobre um grupo G para que os conjuntos L(G)
e L(G) sejam subgrupos de G e, se possivel, coincidam com o radical de Hirsch-Plotkin e o

radical de Baer, respectivamente, vamos apresentar alguns resultados técnicos.
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Definicao 3.8. Um grupo G ¢ dito ser radical quando possui uma série ascendente cujos

fatores sao localmente nilpotentes.

O proximo resultado serd assumido sem demonstragao, pois foge ao escopo da dissertagao.

Teorema 3.9. ([21], Parte I pdg. 82) Um grupo radical de automorfismos de um grupo

policiclico-por-finito € policiclico.

Nosso objetivo, com estes resultados técnicos, é obter a equivaléncia entre a condigao
max-ab e a condicao maximal sobre subgrupos nilpotentes. Para isso, vamos precisar dos

seguintes lemas.

Lema 3.10. Sejam H um subgrupo normal de G e C' = Cg(H). Entao G/C pode ser visto

como um grupo de automorfismos de H.

Demonstrac¢ao. Consideremos a aplicagao

¢:G/C — Aut(H)
gC — oo H - H
h — h9

E f4cil ver que esta aplicacio estd bem definida e é um homomorfismo. Além disso, se
gC' esta no nucleo de ¢, devemos ter que (h)p, = h, ou seja, h? = h, para todo h € H.
Consequentemente g € C' e, entao, gC' = 1C. Portanto, o ntcleo ¢é trivial e o homomorfismo

¢ injetor, de onde segue o desejado. g

Lema 3.11. Se H é um subgrupo normal abeliano maximal de um grupo hipercentral G,

entio H = Cq(H).

Demonstracao. Inicialmente, vamos mostrar a seguinte afirmacao: se M é um subgrupo nor-
mal nao trivial de um grupo hipercentral G, entao M NZ(G) # 1. Com efeito, consideremos

a série central superior de G dada por

1=((G) 9 G(G) < (5(G) = G.



3.2 Grupos com Condicoes de Finitude 40

Seja a 0 menor ordinal em que M N (,(G) # 1. Se o é um ordinal limite, entdao (,(G) =
Usca O(G) e, consequentemente, M N (A(G) # 1, para algum A < «, absurdo. Por-
tanto, existe & — 1 ¢ M N (,—1(G) = 1. Desde que (,(G)/Ca-1(G) < Z(G/(0-1(G)), entao
[(a(G@),G] < (a1(G) e, assim, [M N ((G),G] < M N (\-1(G); logo,

M N (G) G
MG =~ (m) |

Como M N {,—1(G) =1, obtemos 1 # M N (,(G) < Z(G) e, entdao, M NZ(G) # 1.
Claramente H < Cg(H). Suponhamos, por absurdo, que H < Cg(H) e denotemos
C = Cg(H). Como H < G, temos que C' < G e, consequentemente, C/H < G/H. Sendo G
hipercentral, temos G/ H hipercentral e, pela afirmagao acima, segue que C/HNZ(G/H) # 1.
Seja zH um elemento nao trivial de C/H NZ(G/H). Como z € C, entao (z, H) é abeliano.
Além disso, como zH € Z(G/H), temos que [z, g] € H, para todo g € G. Consequentemente,
29 € (z,H), para todo g € G e, portanto, (z, H) < G. Logo, (z, H) é um subgrupo normal
abeliano de G contendo H. Pela maximalidade de H, obtemos (z, H) = H, ou seja, z € H,

o que contradiz como z foi escolhido. a

Lema 3.12. Se G € um grupo nilpotente finitamente gerado, entao G ¢é policiclico.

Demonstragao. Suponhamos que G = (X), com X um subconjunto finito de G. Pela
Proposigao 1.17, sabemos que v;(G) = ([z1, -, 2% x1,---,2; € X,g € G). Como

[1'1, T 71.1,]9 = [:Ela e ,[L‘i][l’l, e 7172"9] € [1'1, e 7172"9] € /Yi-i-l(G)? segue que
V(@) /i1 (G) = ([21, il Yi1 (G); @y 2 € X)),

Desde que X ¢ finito, obtemos que v;(G)/7i+1(G) é finitamente gerado. Seja n a classe de

nilpoténcia de GG, entao
G=7m(G) 2 7(G) > >yu(G) =1

Temos que cada fator v;(G)/7:41(G) é abeliano finitamente gerado. Digamos que v;(G) /741 (G) =

(a1, -+, aig,)vie1(G), para cada i = 1,--- ,n, com k; € N. Entao,

Yi(G) = (i, - ie—1)) Vi1 (G) = -+ 2> (1) Yi41(G) = 751 (G)
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¢ uma série entre v;(G) e v;41(G), cujos fatores sdo ciclicos, uma vez que v;(G)/7vi+1(G) é
abeliano. Portanto, podemos refinar a série central inferior de G de modo a obter uma série

cujos fatores sao ciclicos e, consequentemente, o grupo G é policiclico. a

Nao ¢ dificil ver que a condicao max-ab é equivalente a propriedade de que todo sub-
grupo abeliano satisfaz max, ou seja, é finitamente gerado. Esta observacao sera utilizada
no proximo resultado, o qual fornece uma condicao para que o quociente de um grupo satis-

fazendo a condicao max-ab também satisfaca a condicao max-ab.

Proposicao 3.13. Se um grupo G satisfaz max-ab e N é um subgrupo normal policiclico de

G, entio G/N satisfaz a condigdo max-ab.

Demonstragao. Seja A/N um subgrupo abeliano de G/N e vamos mostrar que A/N ¢ fini-
tamente gerado. Consideremos C' = C4(N). Desde que N < A, temos C' <1 A. Como A é
policiclico-por-abeliano, segue que A é soluvel e, consequentemente, A/C' é soluvel. E claro
que todo grupo soluvel é um grupo radical, uma vez que, por definicao, todo grupo solivel
possui uma série abeliana. Assim, pelo Lema 3.10, A/C' é isomorfo a um grupo radical de
automorfismos de N. Como todo grupo policiclico é policiclico-por-finito, o subgrupo N é po-
liciclico-por-finito e, pelo Teorema 3.9, o grupo A/C é policiclico. Visto que A/N é abeliano,
temos que A’ < N e, consequentemente, C" < N. Desta forma, v3(C) = [C",C] < [N,C] =1
e, entao, C' é nilpotente. Seja M um subgrupo normal abeliano maximal de C. Entao, M
¢ finitamente gerado, pois G satisfaz max-ab e, pelo Lema 3.11, M = Cg(M). Pelo Lema
3.12, sabemos que M ¢é policiclico e, assim, é policiclico-por-finito. Portanto, pelo Lema 3.10,
C'/M é isomorfo a um grupo radical de automorfismos do grupo policiclico-por-finito M. Com
isto, o Teorema 3.9 garante que C'/M ¢ policiclico. Pelo Exemplo 1.10, sabemos que todo
grupo policiclico é finitamente gerado; logo, A/C e C'/M sao finitamente gerados. Sendo M
também finitamente gerado, A pode ser obtido por extensoes de grupos finitamente gerados

e, entdo, A é finitamente gerado, de onde A/N é finitamente gerado, como desejado. O

Para o proximo teorema, ainda precisamos de mais um lema, o qual apresentamos abaixo.

Lema 3.14. Se o centro de um grupo G ¢ livre de torcao, entdo cada fator da série central
superior de G € livre de tor¢cao. Em particular, se G € um grupo nilpotente com centro livre

de tor¢ao, entio G/Z(G) € livre de tor¢ao.
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Demonstragao. Inicialmente, vamos mostrar que (»(G)/¢1(G) é livre de torgao. Sabemos
que Z(G) = (1(G) e, por hipdtese, (1(G) é livre de tor¢ao. Suponhamos, por absurdo,
que exista z € ((G) \ (1(G) satisfazendo =™ € (1(G), para algum inteiro m > 0. Como
G(G)/G(G) = Z(G/G(G)), temos que [g,z] € (1(G), para todo g € G. Pela Proposicao
1.11, obtemos [g,xz]™ = [g,2™] = 1. Mas, (1(G) é livre de torcao, de onde [g,z] = 1, para
todo g € G e, consequentemente, x € (1(G), o que é um absurdo. Claramente (3(G) é livre
de torcao e, assim, podemos mostrar, por inducao, que (;11(G)/(;(G) é livre de torcao, para

cada 7 > 1.

Notamos que (3(G) /¢ (G) também é livre de torcao, visto que é extensao de (2(G)/¢1(G)
por (3(G)/C2(G), os quais sao livres de tor¢ao. Indutivamente, temos que (x(G)/(1(G) € livre

de torcao, para cada k > 2. Em particular, se G é nilpotente de classe n, entao

1=G0((G)<G((G) < <G(G) =G

e, portanto, G/Z(G) = (,(G) /(1 (G) é livre de torgao. O
Isto nos torna aptos a demonstrar o

Teorema 3.15. Se G é um grupo localmente nilpotente satisfazendo a condi¢do max-ab,

entao G € nilpotente finitamente gerado e, consequentemente, policiclico.

Demonstra¢io. E suficiente mostrarmos que existe um subgrupo M de G o qual é maximal
com relagao a propriedade de ser finitamente gerado, pois neste caso, se g € G, entao (g, M)
é finitamente gerado e, pela maximalidade de M, obtemos g € M, ou seja, G = M. Assim,
G ¢ finitamente gerado e, sendo localmente nilpotente, é nilpotente. Portanto, o Lema 3.12

garante que G deve ser policiclico.

Suponhamos, por absurdo, que G nao possua um subgrupo finitamente gerado maximal.

Entao, existe uma cadeia ascendente infinita de subgrupos finitamente gerados de G
N1<N2<"'<NZ'<"'

Notamos que cada N; é nilpotente, pois G é localmente nilpotente. Denotando por N =
U2, N;, vemos que N nao pode ser finitamente gerado, pois caso contrario, a cadeia acima

estacionaria.
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Vamos mostrar que Z(N) nao é trivial. Denotemos por Z; o centro de N;. Claramente
H = {(Z;; i=1,2,--) é um subgrupo abeliano de G. Como G satisfaz max-ab, o subgrupo H
¢ finitamente gerado e, consequentemente, deve existir um inteiro ¢ tal que Z; < (Zy,--- , Z;),
para todo j > . Sei < j <k, entdao Zy < (Zy,---,2Z;) < N; < N; < Ni, de onde Z;, < Z;.
Portanto,

Zi 2 Zip1 2> Ligo > -+ .

Primeiramente, vamos supor que N nao é livre de torcao. Entao, para todo j suficientemente
grande, N; nao ¢ livre de tor¢ao. Desde que NN; ¢ nilpotente, pelo item 7 da Proposigao 1.18,
temos que o subgrupo de torgao de IV; é normal e, pelo item 5 desta mesma proposicao, este
subgrupo tem intersegao nao trivial com Z;. Portanto, Z; também nao ¢ livre de torcao. Seja

T; o subgrupo de torcao de Z;. Entao,
T; >Tj > Tjpp >+ > 1.

Contudo, sendo 7; um grupo de torcao abeliano finitamente gerado, este ¢ finito. Segue
que existe um inteiro k satisfazendo T, = Ty.1 = - -+ e, consequentemente, Z(N) > Ty > 1.
Agora, suponhamos que N ¢ livre de tor¢ao. Como cada N,1; é um subgrupo nilpotente livre
de torgao, o Lema 3.14 assegura que N,.1/Z, 1 ¢ livre de torgao e, entao, o subgrupo Z,/Z, 1
¢ livre de torcao. Visto que Z, é subgrupo abeliano de GG, com G satisfazendo max-ab, temos
que Z, e Z,/Z,+; sao finitamente gerados. Portanto, Z,/Z,.; é um grupo abeliano livre de
tor¢ao finitamente gerado e, consequentemente, é abeliano livre de posto finito. Além disso,
se Zp # Zpt1, entdo Z,y1 tem posto menor do que o posto de Z,. Mas, os postos dos Z s
sao inteiros positivos e nao podem decrescer infinitamente. Portanto, existe um p tal que
Zy="Ly1 =+ eLN)>Z,>1.

Em qualquer caso, obtemos que Z(N) é nao trivial. Como G satisfaz max-ab, temos
que Z(N) é finitamente gerado e, pelo Lema 3.12, também ¢é policiclico. Entao, a Pro-
posigao 3.13 garante que N/Z(N) também satisfaz a condigdo max-ab. Consideremos a
cadeia {N;(1(N)/Ci(N); @ = 1,2,---}. Omitindo qualquer termo repetido, podemos supor

que
NiGi(N)  NaGi(N) - N;C1(N)

GV S Tamy ST Tamy T
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ou seja, obtemos uma cadeia ascendente de subgrupos finitamente gerados de N/Z(N). No-

temos que esta cadeia ndo estaciona, pois caso contrario, como (; (V) satisfaz max, a cadeia
NiNGN) SN NGN) < < NiNG(N) < --
deve estacionar e, portanto, existe um inteiro positivo k tal que

NeNG(N) = Nepan NGIN) e NpGi(N) = N G (),

de onde teriamos N = Nj1, o que é um absurdo. O mesmo argumento utilizado no paragrafo
acima nos assegura que N/Z(N) tem centro nao trivial. Mas, entao

g% —7 (clzw) -

implica que (1(N) < (2(IV). Prosseguindo indutivamente desta forma, teremos

GN) < QN) <+ < GN) < Ga(N) <+,

onde i é finito. Denotemos L = (,(IN), o qual é um grupo hipercentral. Seja A um subgrupo
normal abeliano maximal de L. Pelo Lema 3.11, sabemos que A = C1(A). Como G satisfaz
max-ab, vem que A é finitamente gerado e, pelo Lema 3.10, L/A é isomorfo a um grupo
de automorfismos de A. Claramente L/A é radical, pois é localmente nilpotente, e A é
policiclico-por-finito, visto que é abeliano finitamente gerado. Portanto, pelo Teorema 3.9,
L/A é policiclico e, entao, finitamente gerado. Sendo A finitamente gerado, obtemos que L
¢ finitamente gerado. Mas, isto implica que L = (;(N), para algum ¢ finito, o que contradiz

a escolha de L. O

Corolario 3.16. Se G é um grupo satisfazendo max-ab, entao G satisfaz a condi¢ao mazximal

sobre os subgrupos nilpotentes.
Demonstracao. Seja G um grupo satisfazendo a condi¢ao max-ab e considere
N<Ny < SN < - (3.1)

uma cadeia ascendente de subgrupos nilpotentes de G. Considerando N = |J;2, NN;, fa-

cilmente vemos que N é localmente nilpotente e satisfaz a condicdo max-ab. Assim, pelo
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Teorema 3.15, o subgrupo NN ¢é policiclico e, consequentemente, pelo Exemplo 1.10, N satis-
faz a condi¢do max. Desta forma, a cadeia (3.1) deve estacionar. Logo, o grupo G satisfaz a

condicao maximal sobre os subgrupos nilpotentes. a

A reciproca do corolario acima é ébvia. Portanto, a condicao max-ab e a condi¢ao ma-
ximal sobre subgrupos nilpotentes sao equivalentes. Em particular, para grupos localmente
nilpotentes, o Teorema 3.15 juntamente com seu corolario e a observagao feita apds o Teorema
2.13, fornecem que as condigoes max, max-n, max-ab e a condigao maximal sobre subgrupos

nilpotentes sao todas equivalentes.

E notdvel que a condicao de finitude citada na introducao desta secao que estamos inte-
ressados é a condi¢ao max-ab. O principal resultado que obtemos diz que em um grupo G
satisfazendo a condi¢do max-ab, os subconjuntos L(G) e L(G) coincidem com o subgrupo de

Fitting de G. Para demonstrarmos tal resultado, precisamos do

Lema 3.17 (Peng). Seja G um grupo satisfazendo a condigdo max-ab e seja a € G tal que

G

para cada g € G exista um inteiro n = n(g) com [a?, ,a] = 1. Entdo (a)© € nilpotente e

satisfaz a condi¢cdo max.

Demonstragdo. Inicialmente, vamos fixar a notacao a® = {a%; g € G} e vamos chamar um
subgrupo X de G de a-gerado quando X = (X N a®).

Afirmacdao: Se X e Y sdo subgrupos nilpotentes a-gerados de G e X < Y, entao Ny (X)
contém um conjugado de a, o qual nao estda em X.

De fato, sendo X subgrupo de Y, o qual é nilpotente, a Proposicao 1.18 fornece que X ¢
subnormal em Y, isto é, existe uma série subnormal X = Xy < X7 < --- < X, =Y. Desde
que X # Y eY é a-gerado, existe um conjugado de a em Y que nao pertence a X. Logo,

existe um inteiro 7, com 0 <7 < s, tal que
XﬂaG:XiﬂaG QXiHﬂaG.

Seja y € (X1 Na%)\ X;. Como X; <1 X;,1, temos que y normaliza X; e (XNa%)¥ = X Na®.
Uma vez que X ¢é a-gerado, isto implica que y normaliza X, como desejado.

Agora, o grupo G possui pelo menos um subgrupo nilpotente a-gerado, a saber, (a).

Sabemos, pelo Corolario 3.16, que a condigao max-ab implica a condigao maximal sobre
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subgrupos nilpotentes. Portanto, todo subgrupo nilpotente a-gerado de G esta contido em
um subgrupo nilpotente a-gerado maximal de G. Notamos que se existe um tinico subgrupo
maximal deste tipo, digamos M, entdao M < G; além disso, (a) < M , de onde {a)® < M
e, portanto, (a)® é nilpotente e satisfaz a condi¢do max, uma vez que M é nilpotente e a

condi¢ao max-ab é fechada para subgrupos.

Vamos supor, por absurdo, que U e V' sejam dois subgrupos distintos nilpotentes a-gerados

maximais de G. Podemos escolher U e V' de modo que
I={UNVna%

seja maximal, pois G satisfaz a condicao maximal sobre subgrupos nilpotentes e cada sub-
grupo da forma (U NV Na%) é nilpotente. E claro que I é nilpotente a-gerado e esta contido

propriamente em U e V. Seja

W = (Ny(I) N a®).

Como I < U e ambos sao nilpotentes a-gerados, a afirmacao feita acima garante que I < W.
Analogamente, existe v € (Ny(I) N a®) \ I. Vemos que v ¢ U, pois caso contrario, terfamos
velUNVNa®ClI, o que é um absurdo.

Suponhamos que v € Ng(W). Visto que W satisfaz a condi¢do max-ab, este satisfaz a
condicao maximal sobre subgrupos nilpotentes. Mas W ¢é nilpotente, portanto, esta condicao

¢é equivalente a condi¢ao max. Pelo Teorema 1.9, o subgrupo W ¢ finitamente gerado, di-

gamos W = (a%,--- a%). Como v = a”, para algum h € G, por hipétese temos que
para cada ¢ = 1,--- ,m, existe um inteiro n; = n(g;h~') tal que [agih_l, n,a] = 1, de onde
[a%, ,v] = [a%"", ,a]" = 1. Como {a%,---,a%} é finito, podemos escolher um inteiro n

tal que [a%, ,v] = 1, para todo i = 1,--- ,m. Seja H = (v,W). Uma vez que v € Ng(WW),
conseguimos que W < H. Pela Observagao 3.6, temos que H/W' é nilpotente e, pelo Teo-
rema 1.20, segue que H ¢é nilpotente. Agora, sendo W subgrupo a-gerado e v € a®, temos
que H é a-gerado. Pelo que vimos, o subgrupo H esta contido em um subgrupo nilpotente
a-gerado maximal 7" de G. Desde que v € T'\ U, vemos que 1" # U. Além disso, o fato de
que W < H < T garante que Ny (1) Na® CUNT Na%, pois Ny(I)Na® C H CT. Logo,

I <W < {(UnTna%), o que contradiz a maximalidade de I.
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Por esta contradigao, temos que v & Ng(W). Como I < W, existe u € (Ny(I) Na®) \

¢ E claro que

I. Por hipétese, existe um inteiro n tal que [v, ,u] = 1, pois u,v € a
[v, yu] € Ng(W). Seja k o menor inteiro tal que [v, yu] € Ng(W). Notamos que k > 0, pois
[v, ou] = v & Ng(W). Definamos z = [v, _u|, entao (v*)'u = [z,u] = [v, yu] € Ng(W)
eu € W < Ng(W), de onde, u* € Ng(W). Como feito no paragrafo anterior, obtemos
que K = (u*, W) é um subgrupo nilpotente a-gerado de G. Seja S um subgrupo nilpotente
a-gerado maximal de G' que contém K. Se S # U, entao I < W < (UN SN a%), o que
contradiz a maximalidade de I. Portanto S = U e u* € U. Por construcao, sabemos que
u,v € Ng(I), de onde z = [v, ,_u] € Ng(I); além disso, u € a® fornece que u* € aC.
Portanto u* € (Ny(I) Na®) C W. Mas u foi tomado em Ny (1) Na®, assim, u € W e
uw? € WZ*. Logo, u* € UNW?*Na®. Agora, I < W eI = I* < W?, pois z normaliza I.
Assim, I < (UNW?Na%). Mas u ¢ I implica que u* ¢ I. Segue que I < (U NW?Na%).
Se W* £ U, entao W* estd contido em um subgrupo nilpotente a-gerado diferente de U, o
que contradiz a maximalidade de I. Logo, W* < U e (Ny(I) Na®)* C Ny(I) N a®, pois
z € Ng(I), o que mostra que W?# < W. Como z & Ng(W), entao W# # W, isto é, W* < W.

Com isso, obtemos uma cadeia infinita de subgrupos nilpotentes de G

2 -n

W<W? <W* <o W? "<
o que contradiz o fato de que G satisfaz a condi¢gao maximal sobre subgrupos nilpotentes. O

Com isso, obtemos o

Teorema 3.18 (Peng). Seja G um grupo satisfazendo a condigao max-ab. Entio L(G) e

L(G) coincidem com o subgrupo de Fitting de G.

Demonstragao. Dado a € L(G), para todo g € G existe n = n(g) tal que [a?, ,g] = 1.
Assim, pelo Lema 3.17, o subgrupo (a)“ é nilpotente e, portanto, estd contido no subgrupo
de Fitting de G. Pelo Teorema 3.4, os subconjuntos L(G) e L(G) coincidem com o subgrupo
de Fitting de G. O

Finalizamos esta se¢ao com o conceito de conjunto engeliano, que serd muito utilizado no

proximo capitulo.
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Definicao 3.19. Um subconjunto nao vazio S de um grupo G é chamado um conjunto

engeliano se para quaisquer z,y € S, existe n = n(z,y) € N tal que [z, ,y] = 1.

Teorema 3.20. Seja G um grupo satisfazendo a condi¢cdo max-ab. Entdo, um subconjunto

normal de G é um conjunto engeliano se, e somente se, ele esta contido no subgrupo de

Fitting de G.

Demonstracao. Suponhamos que um subconjunto normal S de G' é um conjunto engeliano
e seja a € S. Dado g € G, temos que a? € S e [a9, ,a] = 1, para algum n € N. Pelo Lema
3.17, o subgrupo (a) é nilpotente e, portanto, a € {a)¢ < Fit(G). Logo, S estd contido
no subgrupo de Fitting de G. A reciproca é clara, uma vez que todo elemento de Fit(G) é

engeliano a esquerda. a

3.3 Elementos L-Engelianos

Em 1975, Paul Erdos propos o seguinte problema: Para um grupo G, consideremos um
grafo Ag cujo conjunto de vértices é o conjunto G e ligamos dois elementos distintos z,y € G,
formando a aresta {x,y}, se eles ndo comutam, ou seja, se [x,y] # 1. Serd que existe um
limitante para a cardinalidade do ntmero de cliques em Ag, se Ag nao possui infinitos
cliques? Pouco tempo depois, uma resposta positiva para o problema de Erdos foi dada por
Neumann em seu artigo [19], provando que tais grupos sdo exatamente os grupos centro-
por-finitos e o indice do centro pode ser considerado como um limitante para o ntimero de

cliques.

Motivado por este problema, Abdollahi em seu artigo “Engel graphs associated with a
group” [1], associou a um grupo nao engeliano G' um grafo g, o qual chamou de grafo
engeliano, cujo conjunto de vértices é formado por G'\ L(G) e ligou dois elementos distintos
r,y € G\ L(G), se [z, ry] # 1 e [y, xx] # 1, para todo k € N. Entao, ele estudou as
propriedades tedricas destes grafos. Em particular, no estudo da conexidade destes grafos,
ele introduziu um novo tipo de elemento engeliano e, para este novo tipo de elemento, obteve
resultados andlogos aos resultados sobre os elementos engelianos a esquerda. O objetivo desta

secao é apresentar estes elementos e os resultados associados a estes.
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Seja G um grupo. Denotamos por L£(G) o conjunto de todos os elementos g € G que
satisfazem a seguinte condigao: para todo a € G, existem ¢y, -, g em (g), com (g;) = (g)
para todo i = 1,--- | k, tais que [¢¢, g2, - ,gx] = 1 ou [g1,45,- -, 9} = 1. Estes elementos
sao chamados de elementos L-engelianos de G. Denotamos por L;(G) o subconjunto de
L(G) em que o inteiro k é o mesmo para todo a € G e consideramos £(G) a unido de todos
0s L(G), com k inteiro positivo. Estes elementos sao chamados de elementos L-engelianos
limitados de G. Claramente temos que L(G) C L(G) e L(G) C L(G), confirmando que estes
tipos de elementos generalizam os elementos engelianos a esquerda. Além disso, é facil ver

que os conjuntos £(G) e £L(G) sdo normais em G.

No que segue, precisaremos dos seguintes lemas técnicos.

Lema 3.21. Sejama e g elementos de um grupo tais que (a ){*9) é abeliano. Se[a, g',--- , g'*] =
1 para alguns ti,---  tx € N, entdo [a, ,g™] = 1, onde m € qualquer inteiro positivo divisivel
pelo minimo maultiplo comum de ty, - - -, ty.

Demonstracao. Inicialmente, notamos que

-1 _—m m

a.g™) = a”'g"ag
= a7 (g")' " (g") alg") (g
= a7 (g™ Ra(alg ag") (6"
= (a7Mg™)" alg™) ) (9")' e g"](g") 5
= [0, (¢ fa, g

Prosseguindo por inducdo e sendo (a ){*9 abeliano, obtemos que

[a, g™ = [a’gtl][% gtl]gtl [a, gtl](ytl)%_ [a, tl](ytl)tl
m _q m _9
= [aa gtl](gtl)tl [aa gtl](gtl)tl . [an gtl]g ! [aa gtl]
— [a, g1 DT gt
Portanto,
[a, g, gt ’gtk] = |[a, gtl](g’fl>%*1+(gt1)%*2+---+gt1+1’gtz’... gt
t2 (@) ) B gt
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Desde que ([a, g™]){*9" é abeliano, aplicando indugdo sobre k obtemos [a, rg™] = 1, como
desejado. O
Lema 3.22. Seja A um subgrupo abeliano e normal de um grupo G. Sea € A e gy, -+ ,gn €
G, comn € N, entdo [a™t, g1, -+ ,gn) = [as 91, , ga]™t. Em particular, temos [a™', ,.g] =

la, ng]™t, para todo g € G e todo n € N.

Demonstracdo. Procederemos por inducao sobre n. Para m = 1, como A é um subgrupo

abeliano e normal de G temos

' g1) =algy'a  g1) = (g7 a 'g1)a = [g1,a) = [a, 1] "

Suponhamos que o resultado vale para n — 1. Sendo A um subgrupo normal de G, entao

[aagla"' 7gn—1] GAQ

[a_lagla"' >gn] = [[a_lagla"' >gn—1]agn} = [[a’agla"' >gn—1]_1agn}

= [[aagla T 7gn71]7gn}_1 = [aagla T 7gn]717

como desejado. a

Deste modo, obtemos o

Teorema 3.23 (Abdollahi). Seja A um subgrupo normal e abeliano de um grupo G e seja

g € G. Entao:

(i) Se g € L({g,A)), entao (g, A) € localmente nilpotente;

(ii) Se g € Lix({g,A)), entdo (g, A) € nilpotente de classe no mdximo k + 1.

Demonstragao. (i) E suficiente provarmos que g € L({g, A)), pois neste caso, dado H =
(g"ay,- -+, g"™ax) um subgrupo finitamente gerado de (g, A), vemos que H é um subgrupo de
(g, A1), com A} = (ai’t, e ,ait; t € Z) um subgrupo normal e abeliano de (g, A;). De fato,
sendo A um subgrupo abeliano e normal de G, é claro que A; < A e, consequentemente, A;
é abeliano. Além disso, pela forma como A; foi tomado, facilmente verificamos que z¥ € Ay,
para todo z gerador de A; e todoy = ¢° ouy € Ay, com § = £1, de onde A; <1 (g, 4;). Como

g € L({g, A)) e o conjunto {aq,--- ,ax} é finito, existe n € N satisfazendo [a;, ,g] = 1, para
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todo i = 1,---,k; logo, dado aft gerador de A; obtemos [aft, ng] = [ai, ng]? = 1. Agora,
pela Observacao 3.6, o subgrupo (g, A1) é nilpotente e, portanto, H é nilpotente, de onde

(g, A) é localmente nilpotente.

Vamos mostrar que g € L({g, A)). Sejam a € A, k € Ne ty,--- ,tx € Z. Como A é um

subgrupo normal e abeliano de GG, podemos escrever:

[(gtl>aagt27"' 7gtk] = [gtl[gtlaa]agt27"' 7gtk] = Hgtlaa]agt27"' 7gtk}
= [[aygtl]_17gt27”' agtk] = [aagt17gt27”' agtk]_ )

onde (%) é garantida pelo Lema 3.22. Ainda,

a

a a a"! a —
[gtla(th) ) "o 7(gtk) ] - [(gtl) 7gt27"' agtk] = [[gt17a l]atha"' 7gtk}

= [[a7gt1]’gt27'_' agtk]a = [aagtlagt2>"' agtk]’

Destas igualdades e da hip6tese que g € L({g, A)), obtemos que para qualquer a € A, existem

inteiros t1, - -+, tg, com (g') = (g) para todo i =1,--- | k, tais que

[CL, gtlatha e 7gtk] =1 (32)

Se g tem ordem infinita, entao t1,--- ,t; € {1,—1} e, pela Equacao (3.2), para todo a € A
existe um inteiro k tal que [a, rg] = 1. Mas, sendo A normal e abeliano, para qualquer
g'a € (g, A), temos que [¢g'a, xg] = [a, rg] = 1, ou seja, g € L({g, A)). Agora, se g tem ordem
finita, considere m o produto dos inteiros positivos t < |g| tais que mdc(¢,|g|) = 1. Uma vez
que (g) = (g") se, e somente se, mdc(t;, |g|) = 1, entao é claro que mmc(ty,- - ,t;) divide
m; além disso, mdc(m, |g|) = 1. Segue da Equagao (3.2) e do lema anterior que [a, g™ = 1.
De modo anélogo ao feito acima, temos g™ € L({g, A)). Como 1 < A < (g, A) é uma série
normal com todos os fatores abelianos, o subgrupo (g, A) é soltivel. Assim, pelo Teorema 3.5,
vem que L({g, A)) é um subgrupo de (g, A). Como mdc(m, |g|) = 1, pelo Teorema de Bezout,
existem inteiros r e s satisfazendo 1 = rm + s|g| e, sendo L({g, A)) um subgrupo, temos que
g = g™l = (g™ € L({(g, A)). Em qualquer caso, conseguimos que g € L({(g, A)), como

desejado.

(ii) Da mesma forma como feito no item anterior, é suficiente mostrar que g é um elemento
k-engeliano a esquerda de (g, A). Mais ainda, a demonstracao acima pode ser empregada

aqui com os devidos ajustes. a



3.3 Elementos L-Engelianos 52

Como vimos na Secao 3.1, um dos problemas centrais no estudo dos elementos engelianos
é determinar condicdes sobre um grupo G para que os conjuntos L(G),L(G), R(G) e R(G)
sejam subgrupos de G e, se possivel, coincidam com o radical de Hirsch-Plotkin, o radical
de Baer, o hipercentro e o w-centro, respectivamente. Em tal oportunidade, pudemos ver
algumas condicdes sobre G para garantirmos que os conjuntos L(G) e L(G) sejam subgrupos
de G. A partir deste ponto, forneceremos os resultados analogos para os subconjuntos £(G)

e L(G).

Comecamos apresentando o analogo do Teorema 3.5.

Teorema 3.24 (Abdollahi). Seja G um grupo solivel. Entdo:

(i) O conjunto L(G) coincide com o radical de Hirsch-Plotkin de G;

(ii) O conjunto L(G) coincide com o radical de Baer de G.

Demonstracao. (i) Seja g € L(G). Pelo Teorema 3.5, é suficiente mostrarmos que g € L(G).
Procederemos por indugao sobre d, o comprimento derivado de G. Se d < 1, entao G ¢
abeliano e, claramente, g € L(G). Suponhamos que d > 1 e consideremos A = G, Como
G/A tem comprimento derivado d — 1 e gA € L(G/A), segue da hipdtese de inducdo que
gA € L(G/A). Além disso, sendo A subgrupo abeliano e normal de G e g € L({(g, A)),
pelo Teorema 3.23, obtemos g € L({g, A)). Com isso, dado = € G, existe n = n(z,g) € N
satisfazendo [zA, ,gA] = A, ou melhor, [z, ,9] € A. Mas g € L((g9,A4)) e [z, ng9] € A <
(g9, A), logo, existe m = m([z, ,g], g) satisfazendo [z, ,1mg] = [z, ng], mg] = 1. Portanto,

conseguimos g € L(G), como queriamos.

A demonstracao do item (ii) é andloga a do item (i). O

Portanto, quando um grupo G é soluvel, o Teorema 3.5 junto com o teorema acima
garantem que £(G) = L(G) e L(G) = L(G).
O préximo teorema é o anadlogo ao Teorema 3.18.

Teorema 3.25 (Abdollahi). Se G é um grupo satisfazendo a condi¢ao max-ab, entio L(G) =
L(G). Em particular, o subconjunto L(G) coincide com o subgrupo de Fitting de G.
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Demonstracio. Sejaa € L(G). Para mostrar que a € L(G), é suficiente mostrarmos que (a)®
é nilpotente, pois neste caso, teremos que a € L(G). Para isso, adaptaremos a demonstracao

do Lema 3.17.

Como feito na demonstracao daquele lema, se existir um tnico subgrupo nilpotente a-
gerado nilpotente maximal, entao o resultado segue. Vamos mostrar que somente esta si-
tuagao ocorre. Para isso, suponhamos, por absurdo, que existam dois subgrupos U e V

distintos nilpotentes a-gerados maximais de GG, de modo que
I={UNVna%

seja maximal. E claro que [ ¢ nilpotente a-gerado e esta contido propriamente em U e V.
Sejam

Wy = (Ng(I)na®) e Wy = (Ny(I)Nna%).

Pela afirmacdo feita no inicio da demonstracao do Lema 3.17, existem u € (Ny(I) N a®)\ I
cve (Ny(I)Na®)\I. Eclaro que v U, u gV, I <Wyel<Wy.

Afirmamos que v € Ng(Wy) e u € Ng(Wy). Suponhamos que v € Ng(Wy). Visto
que Wy satisfaz a condicao max-ab, o Corolario 3.16 garante que Wy também satisfaz a
condicao maximal sobre subgrupos nilpotentes. Mas Wy, é nilpotente, portanto, esta condicao
é equivalente a condicao max. Pelo Teorema 1.9, o subgrupo Wy é finitamente gerado,
digamos Wy = (a%,--- ,a%). Seja H = (v, Wy). Uma vez que v € Ng(Wy), conseguimos
que Wy < H e, entdo, H é soluvel. Desta forma, pelo Teorema 3.24, temos que L(H) = L(H).
Mas a € L(G), o qual é um subconjunto normal de G e v € a“, de onde v € L(G).
Portanto, v € L(H) = L(H). Assim, para cada i = 1,---,m, existe n; = n(a%) € N
tal que [a%, ,,v] = 1. Sendo {a%,---,a?"} um conjunto finito, podemos encontrar n € N
satisfazendo [a%, ,v] = 1, para todo i = 1,--- ,m. Pela Observacao 3.6, temos que H/W/; é
nilpotente e, pelo Teorema 1.20, segue que H é nilpotente. Agora, sendo Wy um subgrupo
a-gerado e v € a%, temos que H é a-gerado. Pelo que vimos no Lema 3.17, todo subgrupo
nilpotente a-gerado de G estd contido em um subgrupo nilpotente a-gerado maximal de G.
Portanto, o subgrupo H esta contido em um subgrupo nilpotente a-gerado maximal T" de G.
Como v € T'\ U, vemos que T" # U. Além disso, o fato de que Wy < H < T garante que
Ny(I)Nna® CUNTNa% pois Ny(I)Na® C H CT. Logo, I < Wy < (UNTNa%), o
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que contradiz a maximalidade de I. Por esta contradi¢ao, temos que v & Ng(Wy). De modo

andlogo, mostramos que u & Ng(Wy).

Como u,v € a%, existem g,h € G tais que u = a’ e v = a". Uma vez que a € L(G),

existem a'',a’,---  a' € (a), com t; € Z e (a"') = {(a), parai=1,2,---  n, de modo que

[(atl)hg_l,a”, o ,at"] —1 ou [a/tl’ (atz)hg—I’ o ’(atn)hg—l] =1.

Mas, isto é equivalente a

"

Observamos que de (a%) = {(a), u = a9 e v = a", obtemos (u') = (u) e (v') = (v), para
i=1,2,-- n.

Suponhamos que [v*,uf2, -+ '] =1 e seja k 0 menor inteiro tal que [v'* u'2,--- u'*] €
Ng(Wy). Notamos que k > 1 pois, caso contrario, terfamos v € Ng(Wy) e, consequente-
mente, (v) = (v11) < Ng(Wy), o que é uma contradi¢ao. Colocando z = [vf, w2, -+ ufs-1],

temos que z € Ng(Wy) e
(utk>_zutk = [Za utk] = [Utla ut27 e 7utk] € NG(WU)

Uma vez que u € Wy < Ng(Wy), obtemos u'* € Ng(Wy) e, consequentemente, (u'*)* €
Ng(Wy). Como (uft) = (u), existe s € Z tal que u = u'**, de onde u* = (u**)* € Ng(Wy).
De modo anélogo ao feito acima, mostramos que K = (u*, Wy;) é um subgrupo nilpotente a-
gerado de G. Seja S um subgrupo nilpotente a-gerado maximal de G' que contém K. Se S #
U, entao I < Wy < {UNSNa®), o que contradiz a maximalidade de I. Portanto, S = U e u® €
U. Por construcao, sabemos que v, u'2, - - - u'*-1 € Ng(I), de onde z = [v", u'2, -+ - julk-1] €
N¢(I); além disso, u € a® fornece que u* € a“. Logo, u* € (Ny(I) Na®) C W. Mas u foi
tomado em Ny (I)Na®, assim, u € Wy e u* € W§. Desta forma, temos u* € U N WE N aC.
Agora, I < Wy e I = I* < W{, pois z normaliza I. Assim, I < (UNWENa%). Mas u & [
implica u* ¢ I e, entdao, I < (UNWENa®). Se Wi £ U, entao Wi estd contido em um
subgrupo nilpotente a-gerado Y diferente de U e, assim, I < (U NY Na%), o que contradiz
a maximalidade de I. Logo, W& < U e (Ny(I) Na®)? C Ny(I) Na“, pois z € Ng(I), o que
mostra que Wi < W. Como z ¢ Ng(W), entdao Wi # Wy, isto é, Wi < Wy. Com isso,
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obtemos uma cadeia infinita de subgrupos nilpotentes de G
Wy < Wi <Wg << WG "<,

o que contradiz o fato de que G satisfaz a condigao maximal sobre subgrupos nilpotentes.

O caso em que [u't,v --- v'] = 1 é andlogo ao feito no pardgrafo acima. Portanto,
conseguimos L(G) = L(G) e, em particular, o Teorema 3.18 garante que £(G) coincide com

o subgrupo de Fitting de G. O

Para finalizar esta secao, vejamos o conceito de conjunto L-engeliano.

Definicao 3.26. Um subconjunto S de um grupo G é chamado um conjunto L-engeliano se

para quaisquer z,y € S, existe n = n(z,y) € N tal que [z, ,y] = 1 ou [y, ,x] = 1.

Notamos que um conjunto L-engeliano pode nao ser um conjunto engeliano. Por exemplo,
considere o subconjunto {(1 2),(1 2 3)} do grupo simétrico S;. Facilmente vemos que este
conjunto é L-engeliano, porém nao é engeliano. A seguir, veremos o analogo do Teorema

3.20.

Teorema 3.27 (Abdollahi). Seja G um grupo satisfazendo a condigdo max-ab. Entao, um
subconjunto normal de G € um conjunto L-engeliano se, e somente se, ele estd contido no
subgrupo de Fitting de G. Em particular, um elemento x de G estd no subgrupo de Fitting de

G se, e somente se, para todo g € G existe k € N satisfazendo [29, yzx] =1 ou [z, y29] = 1.

Demonstracao. Suponhamos que um subconjunto normal S de G é um conjunto L-engeliano
esejaa € S. Dado g € G, temos que a? € S e [a%, ,a] =1 ou [a, ,a?] = 1, para algum n € N.

G ¢ nilpotente e,

Portanto, a € L(G) e, pela demonstragao do Teorema 3.25, o subgrupo (a)
entdo, a € {a)¢ < Fit(G). Logo, S esté contido no subgrupo de Fitting de G. A reciproca é

clara, uma vez que todo elemento de Fit(G) é engeliano a esquerda. a



CAPITULO 4

Grupos Gerados por um Conjunto

Engeliano Finito

Como vimos no Teorema 3.20, para um grupo G satisfazendo max-ab, um subconjunto
normal S é engeliano se, e somente se, S estd contido no subgrupo de Fitting de G e, portanto,
neste caso, (S) é nilpotente sempre que S é finito. Entretanto, grupos gerados por conjuntos

engelianos nem sempre sao nilpotentes, como poderemos ver nos exemplos deste capitulo.

Este capitulo ¢ destinado a encontrar condi¢oes para que um grupo gerado por um con-
junto engeliano finito seja nilpotente. O primeiro resultado nesta diregao garante que todo
grupo nilpotente-por-abeliano gerado por um conjunto engeliano finito é nilpotente. A se-
guir, restringimos o problema para o caso em que o conjunto gerador engeliano possui apenas
dois elementos e obtemos que todo grupo abeliano-por-(nilpotente de classe 2) é nilpotente.
Veremos, entao, que este resultado pode ser estendido para o caso em que o grupo G é gerado
por um conjunto engeliano finito .S tal que a ordem de cada elemento de S nao ¢ divisivel por
2 ou 3. Na ultima segdo, apresentaremos um exemplo de um grupo abeliano-por-(nilpotente
de classe 3) gerado por um conjunto engeliano com dois elementos, o qual nao é nilpotente.
Com excecao dos resultados da Secao 4.2, que foram obtidos por Endimioni e Traustason e
podem ser encontrados no artigo [8], todos os resultados deste capitulo foram obtidos por
Abdollahi, Brandl e Tortora e podem ser encontrados no artigo [5].

Iniciamos com um lema que generaliza algumas propriedades de comutadores para o caso

em que o grupo ¢ metabeliano.

Lema 4.1. Seja G um grupo metabeliano e sejam x,y,z € G. Para todo inteiro positivo n,

temos:



o7

(i) "yl = ([, )™ ) s
(i1) [ry, nz] =[x, n2][T, w2, Y]y, nz]-

Demonstracdo. Como G é metabeliano, para todo g € G, a aplicacao —14¢g : G’ — G’ dada
por v 9 = u 'Y = [u, g], para todo u € G, é um endomorfismo. Além disso, quaisquer

dois desses endomorfismos comutam. Com efeito, dados g, h € G temos que

w9 (=1+h) = (u ') = (Y u(u ) ()"

u(—1+h)(—1+g) _ (u—luh)—l-i-g — (u—l)hu(u—l)g(uh)g.

Sendo G’ abeliano, basta verificarmos que u9" = u". Mas [g7%, h~!] € G’ implica que

— y9he R hg

—1 -1 ~ . . . . ~
u = uldh e, entdao, u9" = v, como desejado. Mais ainda, por inducao

[u, ng] = u(7179" Assim,

_ ( 1+y)n ! 21— n—1y\ —1
[x 1’ ny] _ [ ’ ( 14y)™ ( ) _ ([:c,y] (—1+y) )

= (foy) ) T = ([ )

o que prova o item (i). Para o item (ii), temos

2y, 2] = [y, 2] = ([, ][z, 2, 9]y, 2) T
= [z, Z](71+z)n71 e, 2, y](fuz)nfl[y’ Z](,Hz)nq
= [l'; nz][l', nZ,y][y) nz]’
como queriamos. .

Com isto, obtemos o

Lema 4.2. Se G é um grupo metabeliano gerado por um conjunto engeliano S, entao qualquer
elemento x € S € um elemento engeliano a esquerda de G. Além disso, o grupo G € localmente

nilpotente.

Demonstragao. Seja x € S e considere g € G qualquer. Como G = (S), podemos escrever

g=s7"--syt coms; € S,y =+1,i=1,---t et € N. Sendo S um conjunto engeliano,
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para cada ¢ = 1,--- ¢, existe n; = n(s;) tal que [s;, ,,x] = 1. Mas G é metabeliano, entao
para n = max{n;;1 < i < t}, o lema anterior garante que [g, ,x] = 1 e, portanto, obtemos
z € L(G).

Para que G seja localmente nilpotente é suficiente mostrarmos que (T') é nilpotente, para
todo subconjunto finito 7" de S, uma vez que qualquer subgrupo finitamente gerado de G esté
contido em um subgrupo desta forma. Seja T = {z1,---,x,} um subconjunto finito de S.
Entao, existe n € N satisfazendo [z;, ,x;] = 1, para todos 1 < i,7 < n. Pelo lema anterior,
cada x; é um elemento n-engeliano a esquerda de (T'). Portanto, para cada endomorfismo
—1 + z; de (T') obtemos (—1 + ;)" = 0. Como temos r endomorfismos deste tipo, o
principio da casa dos pombos garante que se tomarmos quaisquer (n— 1)r+ 1 endomorfismos
destes, pelo menos um deles sera escolhido pelo menos n vezes e, portanto, o produto de
(n — 1)r 4+ 1 endomorfismos destes deve ser trivial, pois como tais endomorfismos comutam
deve aparecer um termo (—1 + z;)" = 0. Assim, para quaisquer elementos 41, ya, - , Y de

T, onde m = (n — 1)r + 3, conseguimos

W, Y2 Ym) = [ylij](*lerS)"'(flerm) -1

?

e, pela Proposicao 1.17, o subgrupo (7') é nilpotente de classe no méximo m — 1, como

queriamos. a

Agora, estamos em condigoes de demonstrar o

Teorema 4.3 (Abdollahi, Brandl, Tortora). Se G é um grupo nilpotente-por-abeliano gerado

por um conjunto engeliano finito, entao G € nilpotente.

Demonstragao. Seja N um subgrupo normal nilpotente de G tal que G/N é abeliano. Nota-~
mos que G/N’ é metabeliano gerado por um conjunto engeliano finito. Pelo lema anterior,

obtemos que G//N’ é nilpotente e, pelo Teorema 1.20, o grupo G é nilpotente. O

4.1 Conjuntos Engelianos de Tamanho 2

Como mencionado na introducao do capitulo, iremos restringir o problema para o caso

em que o conjunto engeliano considerado tem apenas dois elementos.
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Seja G = (x,y) um grupo e suponhamos que {z,y} é um conjunto engeliano. Entao,
existem inteiros positivos n e m tais que [z, ,y] = 1 = [y, »x]. Neste caso, dizemos que = e y
sao elementos mutuamente engelianos e quando n > m, dizemos que x e y sao mutuamente n-

engelianos. Observamos que se n = m = 2, entdo [y, z, x] = 1 = [z,y, y| e, consequentemente,

[z, y,2] = [y, 2] ", 2] = ([y’x,x][yvz]”)*l -1

1

.,y = [[e.y] ™ y] = ([o,y, 9]0 7 =1

Assim, a Proposicao 1.17 fornece que G é nilpotente de classe no méximo 2.

O préximo resultado garante que G ainda é nilpotente quando n =2 e m = 3.

Proposicao 4.4. Seja G = (x,y) um grupo qualquer satisfazendo [z,y,y] =1 e [y, z, z, x] =

1. Entao, G € nilpotente de classe no mdximo 3.

Demonstracao. Pela identidade de Hall-Witt, temos

H%l’])x—l’y]x [l‘,y_l, [y,:L‘Hy [y’ [y,l’]_l,l‘} [y,x] -1

A igualdade [z,y,y] = 1 implica que

1

oy =Lyl e [y lyal ™) = (el Tyl = [eyy] =1

Assim, a identidade dada acima garante que [y, z, 27, y] = 1. Agora, aigualdade [y, z, x, ] =

-1

1 nos fornece [y, z, x] = [y,x,x]fl e, portanto, [y, z, 271 = ([y,x,x]fl) = [y, z,z]"*. Logo,

1= [g, 2,070 = [0 2] = [fys,a] ™, 2] = ([, o)
e, entdo, [y, x,z,y] = 1. Portanto, [[?J,x,x],x] =1= [[y,x,x],y], ou seja, [y, z,z] € Z(G).
Assim,

[y, 2, 2]2(G) = 4(G) = [2,y,y]Z(G),

e, pela observagao feita acima, segue que G/Z(G) é nilpotente de classe no maximo 2. Con-

sequentemente, pela Proposicao 1.18, o grupo G ¢ nilpotente de classe no maximo 3. a
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Exemplo 4.5. Consideremos o grupo diedral Dg = (z,y | 2! = y?> = 1,2Y = 7). Notamos

que

1 1 1 -2 1 2

[yl =a2 =072 =27 e [yz]=[zx,y] =27,

assim,
ly, z, x] = [xz,x] =1 e [z,y,y]= [x’z,y] = xz(xfz)y =22 =2t =1.

Pela observacao feita acima, temos que Dg é nilpotente de classe no maximo 2, mais preci-
samente € de classe 2, uma vez que nao é abeliano.
Agora, se considerarmos o grupo diedral Dig = (z,y | 2% = y?> = 1,2Y = 27 !), entao de

modo anélogo ao feito acima, obtemos [z,y] = 72 e [y, 2] = 2%. Assim,
y, 2, 2] = [2%,2] =1 e [v,y,9,9] = [z yy) = [2",y] =27 (") =2 = L.
Pela proposicao acima, temos que D4 é nilpotente de classe no maximo 3.

Objetivando obter o resultado principal desta se¢ao, precisaremos do conceito de grupos
hiper-(abeliano ou finito) e do resultado que garante que todo grupo hiper-(abeliano ou finito)
finitamente gerado e nao nilpotente possui uma imagem homomérfica finita nao nilpotente.
Tais requisitos sao apresentados a seguir e a demonstracao do teorema serd omitida, uma vez

que foge ao escopo da dissertacao.

Definigao 4.6. Seja & uma propriedade de grupos. Dizemos que um grupo G é um grupo
hiper-&? quando existe uma série ascendente de G com todos os fatores satisfazendo .
Quando a propriedade & é inerente por subgrupos, podemos verificar que um grupo G ser
hiper-&2 é equivalente a exigir que toda imagem homomorfica nao trivial de G' contém um

subgrupo normal nao trivial com a propriedade 2.

Teorema 4.7 (cf. [21], Volume 2, Teorema 10.51). Seja G um grupo hiper-(abeliano ou
finito) finitamente gerado e suponha que G nao € nilpotente. Entao, G possui uma imagem

homomorfica finita nao nilpotente.

Voltando ao nosso objetivo, seja G qualquer grupo abeliano-por-(nilpotente de classe 2)

gerado por dois elementos mutuamente engelianos = e y. Entao [z, ,y] = 1 = [y, ,z|, para



4.1 Conjuntos Engelianos de Tamanho 2 61

algum n € N. Suponhamos, por absurdo, que G nao é nilpotente. Como G é soluvel,
entao ele é hiperabeliano. Portanto, pelo Teorema 4.7, o grupo G possui uma imagem ho-
momorfica finita nao nilpotente. Além disso, esta imagem homomérfica é um grupo abeliano-
por-(nilpotente de classe 2) e gerado por dois elementos mutuamente engelianos. Com efeito,
seja ¢ : G — H um epimorfismo em que H é um grupo finito nao nilpotente. Claramente
H ¢é gerado por z¥ e y¥, que sao mutuamente engelianos. Se N é um subgrupo normal
abeliano de G com G/N nilpotente de classe 2, entdo N¥ é um subgrupo normal abeli-
ano de H com H/N¥ nilpotente de classe no méximo 2, pois sendo G/N é nilpotente de
classe 2, entdao 1 = 73(G/N) = v3(G)N/N e, consequentemente, v3(G) C N, implicando
que v3(H) = (713(G))¥ < N¥. Agora, H/N¥ nao pode ser abeliano, pois, caso contrario,
H seria nilpotente-por-abeliano gerado por um conjunto finito engeliano e, do Teorema 4.3,
seguiria que H é nilpotente, uma contradigao. Logo, H é abeliano-por-(nilpotente de classe

2). Assim, podemos considerar que G é finito.

Usando indugao sobre a ordem do grupo G, podemos supor que G é um contraexem-
plo minimal, ou seja, G é um grupo abeliano-por-(nilpotente de classe 2) gerado por dois

elementos mutuamente engelianos finito de menor ordem que nao é nilpotente.

Afirmamos que se A é um subgrupo normal minimal de G, entdo G/A é nilpotente. De
fato, inicialmente, como G é soluvel, segue da Proposicao 1.14 que A é um p-grupo abeliano
elementar, para algum p primo. Agora, seja N um subgrupo normal abeliano de G tal que
G /N é nilpotente de classe 2. Como A e N s@o subgrupos normais de GG, pela minimalidade de

A, devemos ter ANN = Aou ANN =1. Se ANN = A, entao A < N e N/A é um subgrupo
G/A

abeliano normal de G/A, com N—/A ~ (/N nilpotente de classe 2, ou seja, G/A é um grupo

abeliano-por-(nilpotente de classe 2) gerado por dois elementos mutuamente engelianos com
ordem menor do que |G| e, pela minimalidade de G, o grupo G/A é nilpotente. Se ANN =1,

entao AN é um produto direto de dois grupos abelianos e, portanto, abeliano. Como vimos
G/A
AN/A

maximo 2. Se for de classe 2, entdo G/A é um grupo abeliano-por-(nilpotente de classe 2)

acima, vale que v3(G) € N. Assim, o grupo ~ (/AN ¢ nilpotente de classe no

gerado por dois elementos mutuamente engelianos e, pela minimalidade de GG, obtemos que
G /A é nilpotente. Se for de classe 1, entdo G/AN é abeliano e, como AN/A é nilpotente,

vem que (G/A é nilpotente-por-abeliano gerado por dois elementos mutuamente engelianos e,
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pelo Teorema 4.3, temos que G /A é nilpotente.

Agora, sendo G/A nilpotente, existe m € N tal que 1 = 7,,(G/A) = 7,,(G)A/A e, entéo,
Ym(G) € A. Assim, se B for um outro subgrupo normal minimal de G, existird um k£ € N
tal que v,(G) € A e 1:(G) € B. Mas o fato de G nao ser nilpotente implica que v, (G) # 1.
Logo, AN B # 1 e, consequentemente, A = B. Portanto, existe um tnico subgrupo normal

minimal A de G e, desta forma, todo subgrupo normal nao trivial de G deve conter A.

Como G é um grupo finito nao nilpotente, a Proposicao 1.18 assegura que existe um
subgrupo maximal H de G, o qual nao é normal. Sendo G/A nilpotente, entdao A £ H,
caso contrario, H/A seria um subgrupo maximal de G/A e, assim, H/A < G/A, mas isto
implicaria H < @, absurdo. Pela maximalidade de H, obtemos G = AH. Além disso, o
subgrupo AN H é normal em G, pois claramente ANH << Ae ANH < H. Como ANH < A,
a minimalidade de A forca AN H = 1.

Ja sabemos que A é um p-grupo abeliano elementar, para p um ntmero primo. Mais
ainda, o subgrupo H ¢ nilpotente, pois H ~ G/A. Seja P o p-subgrupo de Sylow de H.
Entao AP/A é um p-subgrupo de Sylow do grupo nilpotente G/A, de onde AP/A < G/A
e, assim, AP < G é o p-subgrupo de Sylow de G. Como AP é nilpotente, pois é um p-
grupo finito, temos que [A, AP] < A. Caso contrério, isto é, se [A, AP] = A, terfamos
A =[A AP] < [AP, AP] e, portanto, A < [AP, ,AP] = 74,+1(AP), para todo n € N, o que
¢ um absurdo. Sendo A, AP < G, temos que [A, AP] é um subgrupo normal de G contido
propriamente em A; logo, a minimalidade de A forga [A, AP] =1 e, em particular, obtemos
[A, P] = 1. Portanto, P¢ = PA# = PH = P implicando que P < G. Mas A £ P e, entdo,
pela unicidade de A vem que P = 1 e, consequentemente, o subgrupo H é um p’-subgrupo

de Hall de G.

Definicao 4.8. Dizemos que um endomorfismo ¢ : G — G de um um grupo G age livre de

pontos fizos sobre G quando g¥ # g, para todo g € G \ {1}.

Para os préximos resultados, iremos considerar que o grupo G = AH é um contraexemplo
minimal como descrito nos paragrafos anteriores, onde A é o tinico subgrupo normal minimal
de G e, portanto, estd contido em todo subgrupo normal nao trivial de G' e é um p-subgrupo

abeliano elementar, para algum p primo. Além disso, o subgrupo H ¢é maximal nao normal
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e é um p’-subgrupo de Hall de G.

Lema 4.9. Todo elemento nao trivial de Z(H) age livre de pontos fizos sobre A por con-

Jugacao.

Demonstragdo. Seja z € Z(H) um elemento nio trivial. E facil ver que Ca(2)" = Cu(2).

Agora, dados a € Ca(z) e g=bk € G,com b€ Ae k € H, como A é abeliano, conseguimos
af = kb tabk = klak = aF € Cy(2),

e, assim, C4(z) < G. Notamos que Cy(z) # A, pois caso Ca(z) = A, entao para todo
g=0bk e G, combe Aek € H terfamos, 29 = 2! = 2¥ = 2, de onde, (z) seria um subgrupo
normal nao trivial de G com A £ (z), o que é um absurdo. Pela minimalidade de A, segue

que C4(z) = 1. Portanto, para todo a # 1 em A, temos a* # a, como desejado. O

O proximo resultado mostra que H ¢ nilpotente de classe 2 e que podemos restringir nossa

atencao para o caso n = 3.

Lema 4.10. Sejam G = AH = (x,y) um contraezemplo minimal abeliano-por-(nilpotente

de classe 2) e n um inteiro positivo satisfazendo [z, ,y] = 1 = [y, nx]. Entao, A = v3(G) e

[‘r’yayay] =1= [y,l',l',l'].

Demonstragao. Sendo ~y3(G) um subgrupo normal nao trivial de G, entdao A < v3(G). Seja
q # p um primo. Como v3(G) < N e N é abeliano, temos que 73(G) é um grupo nilpotente;
logo, um g-subgrupo de Sylow @ de v3(G) deve ser normal em ~3(G), mais ainda, deve ser
caracteristico em ~3(G) e, uma vez que v3(G) < G, a Proposicao 1.1 garante que @ < G.
Visto que A £ @Q, entdao @ = 1. Logo, todo g-subgrupo de v3(G) ¢ trivial, com ¢ diferente de
p. Entretanto, o grupo G/A é um p'’-grupo e 13(G)/A < G/A. Assim, v3(G)/A = 1 implica
que v3(G) = A. Além disso, como H ~ G/A = G /~3(G), entdao H é nilpotente de classe 2.
Suponhamos que [z, ,_1y] # 1 e vamos mostrar que n < 3. Para isso, vamos supor, por
absurdo, que n > 3 e escrevamos y = ah, onde a € A e h € H. Como [z,y,y] € 13(G) = A,
n—22>2eA <G, entao [z, ,_2y] € [z, n_2y,y] pertencem a A. Notamos que y comuta
com [z, ,_2y,y], pois [[x, n,gy,y],y] = [z, ny] = 1. Portanto, pela Proposigao 1.11 e sendo

A um p-grupo abeliano elementar, temos [z, ,_2y*| = [z, ,_2y]’ = 1. Agora, visto que ah =
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h(h=tah) = hb, com b € A, é facil ver que y? = a;h?, com a; € A. Além disso, como
H é um p'-grupo, entdao mdc(p, |H|) = 1 e, portanto, existem inteiros « e [ satisfazendo

1 =ap+ p|H|, de onde h = h*P. Assim,
1= [z, 2y, y"] = [z, nay, arth”] = [z, n_2y, h"].
E claro que [z, ,_oy] comuta com [z, n_oy, h] e, sendo
L=z, nyl = [, n2y,y,y] = [7, n2y, ah, ah] = [z, n2y, h, h],
segue que h também comuta com [z, , oy, h|. Pela Proposigao 1.11, obtemos
L= [z, ooy, W]% = [, oy, W™ = [2, ooy, h*] = [z, n2y, h].

Mas, entao,
1 7é [l'a n—2yay] = [l'a n—2y’a’h] = ["L‘7 n—2Y, h] = ]‘7

o que é um absurdo. a

Para demonstracao do resultado principal, precisamos de apenas mais um resultado

técnico, a saber o
Lema 4.11. Sejam x = ah e y = bk, onde a,b € A e h,k € H. Se [x,y] = [h, k], entao
[a, k7 =[0,27"] e [a,h] =1=1[b,k],
coma=#1eb#1.
Demonstracao. Temos
[, k] = [z, y] = [ah, bk] = [a, bk]"[h, bk] = ([, Kl[a, b]")" [, k][, ] = [a, k][R, k][R, B]",

de onde
1= [a, k" [h, K[k, )[R, k]7" = [a, k)" (R, 0] = [a, k][R, b ",

o que implica que ([a,k]™")" = [h, b]hflkh, ou melhor, [k,a]"fl = |[h, b]’fl e, portanto,

[a, k~1] = [b, h™1], seguindo a primeira parte do lema.
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Como G # H, devemos ter a ou b nao trivial. Sem perda de generalidade, suponhamos

a # 1. Como A = ~3(G) e H é nilpotente de classe 2, entao [y, z,z] € Ael # [y, x| € Z(H).

Pelo Lema 4.10, sabemos que 1 = [y, z, z, x]. Logo, 1 = [y, z, z,x] = [y, z, x,ah| = |y, x, z, h],
de onde [y, z,z]™" = ([y,z,2]"")* ', Mais ainda, notamos que z¥* = ([y,z, z] " z)*"
[y, z, x| 'z e, assim,

[z, N = [zl=] ) = (ly,z, 2] 2, h] = 27 [y, z, 2]y, z, 2] 'zh

- x_l Hya €, l.]—l) h} h_ll'h = :L‘_l ([y’ X, T, h] [y,z,z}—l)flh_lxh
=z 'h'ah =[x, h).

Portanto,

1= [xa h]_l[xa h][yw} = Hx’ h]a [yalﬂ = [[aha h]a [ya .%H = Hav h]ha [yalﬂ = “aa h]a [y’x]]h’

implica que 1 = [[a, k], [y, z]], ou ainda, [a, h]¥* = [a, h]. Assim, [a, h] é fixo pela conjugacio
de [y, ], o qual é um elemento nao trivial de Z(H). Pelo Lema 4.9, vem que [a,h] = 1.

Consequentemente, devemos ter b # 1, caso contrario
la, k] = (la, k™" = (0, 1N 7 =1,

e, entao a comuta com h e k, de onde [a, [, kﬂ =1, com [h, k] um elemento nao trivial de
Z(H). Pelo Lema 4.9 temos que a = 1, o que é um absurdo. De modo andlogo ao feito para

a, conseguimos que [b, k] = 1, como querfamos. O
Finalmente, temos o

Teorema 4.12 (Abdollahi, Brandl, Tortora). Seja G um grupo abeliano-por-(nilpotente de

classe 2) gerado por dois elementos mutuamente engelianos x e y. Entao, G € nilpotente.

Demonstracao. Seja G = AH = (x,y) um contraexemplo minimal como descrito acima.

Consideremos = = ah e y = bk, onde a,b € A e h,k € H. Entao,
[.%, y] = [ah7 bk] = [a7 k]h[hv k] [hv b]k = [h7 k]([aa k]h[hﬂ [ha b]k)a
de onde, [x,y] = [h, k]c, com [h, k] € Z(H) e ¢ € A. Pelo Lema 4.10, obtemos

[z,y,y,[y,z,z] € A e [z,y,y,y]=1=[y z z ]
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Logo, y comuta com [z,y,y| e x comuta com [y, x, x], assim, pela Proposigao 1.11 temos

[z, y, 4] = [z, y,y]" =1,

29,2 = [y, o] ™ a?) = ([ly 2l 2] )7 = ((fy w2l = 1

Se (2P, y?)N A # 1, entao [z, y] comuta com um elemento nao trivial de A, digamos d € A,
ou seja,

1 = [lo.g1.d) = [Ih.Kle.d] = [ih,.d).

Pelo Lema 4.9, obtemos [h, k] = 1 e, entao, [z,y] € A. Logo, G' < A e sendo A abeliano,
entao G é metabeliano. Mais ainda, como G é gerado por um conjunto engeliano finito, segue
do Lema 4.2 que G ¢é nilpotente.

Assim, (2P, y?) N A = 1 e podemos supor que H = (aP,y?), pois G = AH = A(h, k), uma
vez que x = ah e y = bk pertencem a A(h, k), e

<h, k?> ~ <h7j>A _ <xpajp>A ~ <xp’y1?>'

Como [z,y] comuta com zP e y?, entao
1= [fe.yla?] = [l Kle,?] = [[h K 2%)°[e.27),

de onde ([e, 2] 1) = [[h, k], 2P] € AN H =1, 0 que implica [c, 7] = 1. De modo anélogo,
obtemos [c,y?] = 1 e, consequentemente, ¢ € C4(H). Em particular, ¢ € Cy([h, k]) com
1 # [h,k] € Z(H). Mas pelo Lema 4.9, temos Cu([h,k]) = 1 e, portanto, ¢ = 1. Entao
1 # [z,y] = [h, k] € Z(H) e, pelo lema anterior, temos

[,k =[b,h7] e [a,h]=1, (4.1)
com a # 1.
Pela identidade de Hall-Witt,
[a, k=Y, Ak, b1 a) [h, ot K] = 1.

Por (4.1), temos [h,a" ', k]* = 1, logo [a, k=%, hl]* = ([k,h71,a]")~L. Mas [k, h™ !, a] comuta
com h. De fato, de (4.1) temos que a’ ' = a e como [h, k] € Z(H), entdo [k, h '] = [k,h7"]
e, assim

hlk, b7t a) = [k, h Y al*  ho= [[k,h7Y" 7 d" b = [k, b7t )
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Com isso, [a,k™, k¥ = [k,h7',a]™!. De (4.1) temos [[a,k7*],h] = [[b,h7"],h] e, assim,
[[b,h™Y], h] comuta com K5~ Entéo [b,h, A" = [b,h~", h]"" comuta com h¥ ' e, em parti-
cular, [b, h, h] comuta com k¥ ' = h¥7'. Portanto, [b, h, h] € C4(h* ).

Sejam B = C4(h*") e K = (h,h* ")A. Entao B <« K. Seja q a ordem de h. Como
[b, h, h] € B, entao as classes [b, h| B e bB comutam, portanto B = [b, h?|B = [b, h|?B, ou seja,
[b, h]7 € B. Contudo, a ordem de [b, h] é p, a qual é coprimo com ¢, logo, existem inteiros o
e B tais que 1 = ap + B¢, de onde [b, h] = [b, h|*P*P4 = ([b, h]?)® € B. Mais ainda, de (4.1)

temos [a, k™' = [b,h™] € B. Assim, [a, k™', h¥ '] = 1, ou ainda,

k‘lz[

1= [a,h™5 0¥ = [[a, h7YF, 1] kya, ¥,

de onde [k, a, h] = 1.

Pela identidade de Hall-Witt,
la, ke, b k7 R o) Thy oY BN = 1

Mas [a,k,h] = [[k,a]™, k] = ([k,a,h)l**)"t =1 e [h,a™ ', k7!] = 1, pois [a, h] = 1. Segue
que 1 =[k~', h7t a)" = [[k7', h7Y)", a"] = [h, k™", a], 0 que é um absurdo, pois 1 # [h,k™'] €
Z(H) e a # 1, contrariando o Lema 4.9. O

Como consequéncia do Teorema 4.12, apresentamos um critério em termos dos subgrupos

de Sylow para que um grupo soluvel finito seja nilpotente.

Corolario 4.13. Seja G = (x,y) um grupo solivel finito com x e y mutuamente engelianos.
Se todos 0s subgrupos de Sylow de G sao nilpotentes de classe menor do que ou igual a 2,

entio G € nilpotente.

Demonstracao. Seja G um contraexemplo de menor ordem possivel e seja N um subgrupo
normal minimal de G. Entao, pela minimalidade de G, obtemos G/N nilpotente. Além
disso, todo subgrupo de Sylow de G/N é nilpotente de classe menor do que ou igual a 2,
de onde G/N é nilpotente de classe menor do que ou igual a 2. Por outro lado, segue da
Proposicao 1.14 que N é abeliano, uma vez que G é solivel. Portanto, o grupo G é abeliano-
por-(nilpotente de classe 2) e, pelo Teorema 4.12, obtemos que G é nilpotente, o que é um

absurdo. O
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4.2 Grupos com todos os subgrupos 2-gerados nilpo-

tentes

O resultado do Teorema 4.12 pode ser estendido para o caso em que o grupo G é gerado
por um conjunto engeliano finito S tal que a ordem de cada elemento de .S nao ¢é divisivel por
2 ou 3. Para isso, precisamos estudar os grupos finitamente gerados em que todo subgrupo
gerado por um par de geradores de GG é nilpotente. Isto é feito por Endimioni e Traustason
no artigo [8].

Dado um grupo G gerado por um conjunto X, dizemos que (G, X) é uma apresenta¢ao
nilpotente aos pares de G se qualquer par de elementos z,y € X gera um subgrupo nilpotente.

Vale observar que, neste caso, o conjunto X ¢é engeliano.

Em particular, estaremos interessados no caso em que o numero de geradores ¢ trés.
Assim, suponhamos que G = (a, b, c) com (a,b), (a,c) e (b, c) nilpotentes de classes r,s e t,
respectivamente. Neste caso, dizemos que a apresentacao é do tipo (r, s,t). Dizemos que um
grupo G é do tipo (r,s,t) se ele tem um apresentagao do tipo (r, s, t).

Queremos encontrar condigoes para que um grupo G = (a,b,c) do tipo (r,s,t) que é
abeliano-por-(nilpotente de classe 2) seja nilpotente. Suponhamos que exista um grupo nes-
tas condicgoes que nao é nilpotente. Sendo GG um grupo solivel, entao G € hiperabeliano e, pelo
Teorema 4.7, G possui uma imagem homomorfica finita nao nilpotente. Como na se¢ao an-
terior, podemos verificar que esta imagem homomorfica esta nas mesmas condi¢oes do grupo
G. Portanto, podemos restringirmos ao caso finito e trabalharmos com os contraexemplos
minimais.

Seja G = (a, b, ¢) um grupo do tipo (r, s, t) que é abeliano-por-(nilpotente de classe 2) um
contraexemplo minimal, no sentido de que GG nao é nilpotente, mas qualquer quociente proprio
é nilpotente e qualquer subgrupo préprio do tipo (71, s1, 1) é nilpotente, onde 1 < r,s1 < s
e t; < t. Suponhamos que os geradores a,b e ¢ sdo {p1,p2,- - ,pnt-elementos, onde cada
p; € um numero primo. Desde que os subgrupos (a), (b) e (¢) sdo abelianos finitos, segue

do Teorema da Decomposicao Primaria que eles sao produtos diretos de suas componentes
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primérias. Como a,b e ¢ sdo {p1,p2, - , s }-elementos, podemos considerar que
(a) = A1Ay--+ A, (b)=B1By---B, e (c)=CCy---Cy,
onde A;, B; e C; sao p;-grupos ou triviais. Sejam
a=aay---a,, b=bby---b, € c=cica-- ¢,

as fatoragoes tnicas de a,b e ¢ nos grupos (a), (b) e {c), respectivamente, onde a;,b; e ¢;
sao p;-elementos. Se ¢ # j, entdo (a;,b;) = (a',b™) < (a,b), para alguns [,m € Z, de onde
(a;,b;) é nilpotente e, portanto, é o produto direto de seus subgrupos de Sylow. Se P é o
pi-subgrupo de Sylow de (a;,b;) e @ é o p;-subgrupo de Sylow de (a;,b;), entdo a; € P e
b; € Q. Como P,Q < (a;,b;) e PNQ =1, entao [a;,b;] = 1, ou seja, a; e b; comutam. De
modo andlogo, obtemos que a; e b; comutam com c¢; quando i # j.

Para cada:=1,2,--- ,n, definimos
Gi = (ai, bi, ¢;).

Pelo pardgrafo anterior, temos que a?,b%,c? € G;, para todo z € {a,a ,b,b7 c,c1}.

17717

Portanto, cada G; é um subgrupo normal de G. Com isso, temos que
G = GGy -Gy,
visto que a,b,c € G1G5 - - - G,. Logo,

Vm(G) = 'ym(Gl)/ym(GQ) o "ym(Gn%

para todo inteiro m > 1. Como G nao é nilpotente, devemos ter que algum G; nao é
nilpotente. Pela minimalidade de G, temos que G = G;. Portanto, G é gerado por p-

elementos, para algum nimero primo p.

Seja N um subgrupo normal minimal de GG. Pela minimalidade de G, o grupo G/N é
nilpotente. De modo analogo ao feito na secao anterior, o subgrupo N ¢é o tnico subgrupo
normal minimal de G. Consequentemente, todo subgrupo normal nao trivial de G' deve conter
N. Como G/N é um subgrupo nilpotente gerado por p-elementos, entao G/N é um p-grupo.

Com efeito, vamos verificar que todo grupo finito H nilpotente gerado por p-elementos é um
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p-grupo. Sendo H nilpotente, existe um tnico p-subgrupo de Sylow, o qual deve conter todos
os geradores de H, uma vez que estes sao p-elementos. Portanto, H ¢ igual ao seu p-subgrupo

de Sylow e, consequentemente, é um p-grupo, como queriamos.

Visto que G é soltvel, a Proposicao 1.14 garante que N é um ¢-grupo abeliano elementar,
para algum ndimero primo g. Devemos ter ¢ # p, caso contrario, G seria um p-grupo, e,

consequentemente, G seria nilpotente, o que seria um absurdo.

Se P é um p-subgrupo de Sylow de G, entao G = PN. Com efeito, consideremos o
homomorfismo canénico 7 : G — G/N. Claramente |G/N| divide |G| e |P| = |PT|, pois
PN N =1. Sendo P um p-subgrupo de Sylow de G, segue que P™ é p-subgrupo de Sylow
de G/N e, como G/N é um p-grupo, entao P™ = G/N. Consequentemente, |P| = |G/N]|, de
onde obtemos o desejado.

Notemos que N < Cg(PNCg(N)) e P < Ng(PNCg(N)). Portanto, PN Cg(N) < G.
Como N ¢ o tinico subgrupo normal minimal de G e N £ PNCg(N), obtemos PNCg(N) = 1.

Isto implica que P age fielmente sobre N por conjugacao, isto é, a aplicacao

v: P — Aut(N)
TH— Yp: N —=N

n —n*

¢ um homomorfismo injetor. De fato, é facil ver que é um homomorfismo. Se x pertence ao
nucleo de 7, entao v, ¢ igual a aplicacao identidade de N, ou seja, n® = n, para todon € N
e, consequentemente, © € PN Cg(N) = 1, de onde o ntcleo de «y é trivial e, desta forma, v é
injetora. Além disso, pela Proposi¢ao 1.2, sabemos que Aut(N) ~ GL(N;Z,). Logo, P ~ P
pode ser visto como um subgrupo de GL(N;Z,).

Afirmamos que Ng(P) = P. Com efeito, claramente P < Ng(P). Suponhamos que
P £ Ng(P). Logo, existe g = zy € NP = G, com z # 1, que normaliza P, ou seja, existe
x € N que normaliza P. Entdo, para qualquer y € P, temos [y,x] € PN N = 1, ou seja,
x centraliza P. Assim, x € Z(G) e, consequentemente, (xr) < G. Como 1 # () < N e N
é o Unico subgrupo normal minimal de G, temos que (x) = N. Mas neste caso, teriamos
N < Z(G) e G/N nilpotente. Pela Proposigao 1.17, terifamos que G ¢ nilpotente, o que é um

absurdo. Disto segue o desejado.
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Pelo Segundo Teorema de Sylow, existem |G : Ng(P)| = |G : P| = |N| p-subgrupos de
Sylow de G, a saber, {P"; v € N}. Além disso, se N visto como Z,-espago vetorial tem

dimensao n, entao |N| = ¢" e, pelo Terceiro Teorema de Sylow, ¢" = 1(mod p).

Lema 4.14. Se f € PN P*, com x € N, entao f* = [.

Demonstragdo. Seja e € P tal que f = e¢®. Como e,e® € P, temos que e 'e” = [e,x] €

PN N =1,deonde, f=e"=e. Assim, f* =¢e" = f. O

Lema 4.15. Suponhamos que G = (a,b,c), onde a,b e ¢ sio p-elementos, como descrito

acima. Entao, existem elementos Zq-linearmente independentes x,y € N tais que
a*=a, bW=0b e Y=c

Demonstragao. Como (a,c) é nilpotente gerado por p-elementos, segue que (a,c) é um p-
grupo. Assim, existe um p-subgrupo de Sylow P de G' que contém a e ¢. De modo analogo,
existe um p-subgrupo de Sylow ) de G' que contém a e b, ou seja, existe x € N tal que
a,b € P*. Como a € PN P* segue do lema anterior que a* = a. Seja d € P com b = d*,
logo

G = (a,d* c) = (a®,d", c).

Seja y € N satisfazendo (d,c¢* ') = (b,¢)* ' < PY. Entdo, d € PN PY e, pelo lema anterior,

d comuta com y e, consequentemente, b = d* também comuta com y, isto é, ¥ = b. Como

o

& leprn PY. segue que c € PN P* e, pelo lema anterior, ¢*¥ = ¢. Portanto,

G = (a,d*, c) = (a®,d", c) = (a,d™, c").

Finalmente, devemos ter {z,y} linearmente independente, pois caso contrario, existiria @ €
Zq tal que y = x* e, consequentemente, a comutaria com y e G = (a™,d", ¢") = (a,d, c)™ <

P seria nilpotente, o que é um absurdo. a

Observemos que na demonstragao deste lema obtemos G = (a,d*,c), onde a,d,c € P
ex € N. Uma vez que P ~ G/N e G/N = (a,d*,¢c)N/N = (a,d,c)N/N, segue que
P ={(a,d,c).
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Lema 4.16. Se G € um contraexemplo minimal que € abeliano-por-(nilpotente de classe c),

entao Ye11(G) = N. Em particular, P € nilpotente de classe no mdzimo c.

Demonstragao. Se A é um subgrupo normal abeliano de G tal que G/A é nilpotente de classe
¢, entdo 1 = v.41(G/A) = 7.41(G) A/ A e, consequentemente, 7.41(G) < A é abeliano. Seja R
o p-subgrupo de Sylow de 7..1(G). Notamos que R é um subgrupo caracteristico de v.41(G)
e Ye+1(G) < G; logo, a Proposi¢ao 1.1 implica que R << G. Como N é o tnico subgrupo
normal minimal de G e N £ R, obtemos R = 1. Portanto, v.41(G) < N. Como G nao é
nilpotente, temos que v..11(G) # 1 e, entdo, a minimalidade de N for¢a 7.41(G) = N. Em
particular, Ye.11(P) < 7Ye41(G) = N, de onde v.41(P) < NN P =1, ou seja, P é nilpotente

de classe no maximo c. O

Ja vimos que se n é a dimensao de N como Z,-espago vetorial, entdao ¢ = 1(mod p). Seja
7 a ordem de g em Zj, assim, r divide n. Consideremos F' = GF(q") o corpo de Galois de

ordem ¢". Desde que

J J

NZy@ZLy® - DLy ¢ F2Zy@Ly® DLy,

n vezes T vezes
podemos ver N como um espago vetorial sobre F' com dimensao n/r. Suponhamos que F
tem base {eq, e, -, €.} visto como Z,-espaco vetorial, com e; = 1. Escrevendo m = n/r,

temos

NFOF®---DF.

Para cada i =1,--- ,m, coloquemos v; = (81, ,0m;), onde d;; = 1 e 6;; = 0, se i # j. Para
0<i<m-—1el<j<r, coloquemos u;4; = €;v;11. Temos que uy,ug, -+ -, u, formam

uma base para N como Z,-espaco vetorial. Com efeito, basta mostrarmos que o conjunto

{u1,us,- - ,u,} élinearmente independente. Suponhamos que existam escalares f;,;; em Z,
satisfazendo

m—1 r

g E fz’rJrjuirJrj = 0.

i=0 j=1
Entao,

m—1 T
Z (Z firJrjej) Vit1 =0,

i=0 \j=1
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e, sendo {vq,- -, v, } uma base para N como F-espaco vetorial, obtemos
T
Zfirﬂ-ej =0, paratodo ¢=0,1,---,m—1.
j=1

Mas {e1, €9, -, €.} é uma base de N visto como Z,-espaco vetorial, de onde f;,+; = 0, para
todos0 <i<m—1el<j<r, como desejado.

Além disso, v1 = U1, vy = Upy1," ", Uy = Um—1)r+1 formam uma base de N como F-
espaco vetorial. Desta forma, podemos ver GL,,/,(F') imerso em GL,(g). Seja D o subgrupo
diagonal de GL,,.(F) com respeito a base B = {u1,Upq1, * ,Um-1)r+1}. Notamos que
D ~ (F*)™ e, portanto, D é nilpotente. Agora, cada elemento o em S, age de modo natural
sobre N por

Jivi + -+ fUm > fivaye + 0+ fnVm)o-

Assim, para cada o € S, fixado, a aplicagao

T,: N — N
Vi — Vo
define um operador F-linear de N invertivel e, portanto, [T,]p € GL, . (F). Consequente-
mente, podemos ver Sy, como um subgrupo de GL, . (F).
Sejam D(p) o p-subgrupo de Sylow de D e S,,(p) um p-subgrupo de Sylow de S,,. Con-
sideremos o homomorfismo
a: Syu(p) — Aut(D(p))
o +— a: D) — D)
M = [T,)5'M[T,]s
Logo, podemos considerar o produto semidireto S,,(p) X, D(p), que pode ser visto como
subgrupo de GL,,/.(F') e, consequentemente, como subgrupo de GL;(¢). O préximo resultado

garante que para p > 2, este subgrupo é um p-subgrupo de Sylow de GL,(q).

Lema 4.17. Se p > 2 é um numero primo, entdo o produto semidireto S,,(p) Xo D(p) é um

p-subgrupo de Sylow de GL,(q).

Demonstracao. Utilizando argumentos combinatorios, obtemos

IGL.(q)| = (¢" = 1)(¢" —q) -+ (¢" — ¢" 7).
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(Veja [20], pdg. 74). Como 7 é a ordem de g em Z; e ¢" = 1(mod p), entao p divide (¢" — q%)
se, e somente se, r divide 7. Logo, a maior poténcia de p que divide |GL,(¢)|, também divide

(" = 1)(q" —q") - (¢" — ¢" V). Agora,

(" =1 = q) - (¢" = ¢ ) =

(¢" = 1)g"(¢" " = 1) g (g — 1) =

(q’")1+ Dt 1) (T = 1) (g = 1) =

(¢") (g™ = 1) (@™ = 1) (¢ —1) =

<q7">”‘“” “(q — D@ g D) (= D@+ D 1) =
()" (@~ D™ D)@+ D) (@ g+ ).

Claramente, a maior poténcia de p que divide (¢" — 1)™ é igual a |D(p)|. Assim, é suficiente
mostrarmos que

(@ + D@ +q" +1) (¢ g+ 1)
e m! possuem a mesma maior poténcia de p como divisor. Como ¢" = 1(mod p), o nimero p
divide ¢~V 4+ ... 4 ¢" 41 se, e somente se, p divide s. Mostraremos que ¢ 4 +¢"+1
e s possuem a mesma maior poténcia de p como divisor. Suponhamos que ¢" = 1+ px e

s = p'y, com mdc(p,y) = 1. E suficiente mostrarmos que

7

p'y—1

Z 1+ pz)* = piy (mod p'™™).
k=0

Vemos que

ply—1
S (U4 pe)t = 1+ (14 pr) + (14 pr) + -+ 1+ papPs!
k=0

=0 j=0 =0
ply—1 j p'y—1 j ply—1 j
= (p)’+ ) (7)) - > | (px)? v
0 1 , py—1
J=0 j=1 j=p'y—1
© o (P PYN, e PV iy
gt (") + (U)o e (B0 )y,

onde utilizamos em (x) a identidade das colunas dada por

(O+(2)+()-(2)
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Agora, vamos mostrar que todos os termos da soma acima, exceto p'y, sao divisiveis por

ply pjz—l
(pjz> (p)” =,

com mdc(p, z) =1 e 2 < p’z < p'y. Notamos que

pit!. Para tanto, considere

(ply) (px)pjzfl — : (ply)' : jzflxpjzfl — pifjerjzfl : y(ply _ ]-) : xpjzfl
piz (P 2)(p'y — p'2)! 2Pz = DI(p'y — p/2)!

Y

i

de onde, p"=it7 =1 divide (]];y) (pz)?*~'. Quando j = 0, entdo z > 2 e, portanto,
2

i—jApr—1>i+z—1>i+1.
Quando j > 1, entao
o ; o ; ® ; o . .
i—jF+pz—1>2i—j+p —-1>i—j+(1+2) —-1>i—j+1+2j—-1>i+j>i+1,

em que (x) vale pois p > 2. Em qualquer caso, obtemos i —j +p’z — 1 > i+ 1, de onde segue

o desejado. a

Ja vimos que P pode ser visto como subgrupo de GL(N;Z,). Assim, se p > 2 é um
nimero primo, entao podemos ver P como um subgrupo do p-subgrupo de Sylow dado no
lema anterior. Mas também podemos ver Sy, (p) X D(p) como subgrupo de GL,,/,(F) e,
assim, cada elemento de P age como uma aplicagao F'-linear sobre N.

Antes de prosseguirmos, vamos listar o que temos até aqui.

Seja G = {(a, b, ¢) um grupo do tipo (r, s, t) abeliano-por-(nilpotente de classe 2) que é um
contraexemplo minimal. Temos que a, b e ¢ sao p-elementos, para algum p primo. Além disso,
G = PN, onde P é um p-subgrupo de Sylow de G e N é um ¢-subgrupo abeliano elementar
de GG, com ¢ um numero primo distinto de p. Pelo Lema 4.16, temos que P ¢ nilpotente de
classe 2 e, consequentemente, P’ < Z(P). A partir de agora, vamos utilizar a notagao aditiva

para o subgrupo N. Por fim, sejam a, d, ¢, z,y como no Lema 4.15 satisfazendo

dx:b’ P:(a,d,c}, {L‘a:{[’ yb:y’ (x+y)czx_|_y

G = {(a,d*,c) = (a®,d",c) = {(a,d" Y, "1Y).
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Lema 4.18. N ¢ um FP-modulo irredutivel.

Demonstracdo. E facil verificar que N munido da multiplicagao por escalar dada por

FPxN — N

()= (5) -

weP weP weP
é um F P-mo6dulo. Agora, dado n € N, com n # 0, temos que o conjunto {n*; w € P} é um
subconjunto normal de G. Portanto, o submdédulo (n) é um subgrupo normal de G que esté
contido em N. Desde que N é um subgrupo normal minimal de G, obtemos (n) = N. Logo,

N é um F'P-médulo irredutivel. O

Lema 4.19. Com as notacoes dadas acima, temos que

Demonstragao. Primeiro, mostraremos que [a, d]? = 1. Pela minimalidade de G, o subgrupo
H = {(a,b?,c) = (a,d*,c) é nilpotente. Sendo nilpotente gerado por p-elementos, H é um
p-subgrupo de G. Seja P?, com z € N, um p-subgrupo de Sylow de G que contém H. Como
a,c € PN P? segue do Lema 4.14 que a®* = a e ¢ = c. Ded € P e d’ € P~? resulta que
d? € PN P> ¢, assim, dP*~®) = dP. Vejamos que ¢® # c. Caso contrario, terfamos que
G = (a,d,c)* é um p-grupo e, consequentemente, nilpotente, o que seria um absurdo. Disto,
devemos ter z — x # 0. Sendo N um F'P-mdédulo irredutivel, obtemos G = (a,d, ¢, z — z).
Como a e d? comutam com z — x e P’ < Z(P), segue que [a,d?] = [a,d]P € Z(G). Visto
que N é o tnico subgrupo normal minimal de G e N £ ([a, d]?), temos que [a,d]” = 1. Um
argumento andlogo mostra que [a,c]P = [¢,d]P = 1. Agora, como a” comuta com z, z,a,d e
¢, entao a? € Z(G). Sendo N o tinico subgrupo normal minimal de G e N £ (a?), devemos

ter a? = 1. Analogamente, d? = ¢? = 1. O

Vamos supor que p ¢ um ntimero primo impar, de modo a podemos aplicar o Lema 4.17,
ou seja, podemos ver cada elemento de P agindo sobre N como uma transformacao F-linear.
Notemos que a,d, ¢ € Z(P). De fato, suponhamos sem perda de generalidade que a € Z(P),

entdo a comuta com a,d,c e x, os quais geram o grupo G; logo, terfamos a € Z(G), o que
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contradiz o fato de N ser o tinico subgrupo normal minimal de GG. Disto, no maximo um dos
comutadores [a, d], [d, c] e [¢, a] pode ser trivial. Primeiramente, vamos trabalhar no caso em
que exatamente um dos comutadores ¢é trivial. Sem perda de generalidade, vamos supor que
la,d] = 1.

Para o proximo lema, vamos precisar de um resultado bem conhecido da teoria de corpos,
o qual nos diz: Dado G um subgrupo finito do grupo multiplicativo F* de um corpo F', entao
G é ciclico. Em particular, se F' é um corpo finito, entao o grupo multiplicativo F'* é ciclico.
(Veja [25], pag. 229). Lembramos também que todo subgrupo de um grupo ciclico é ciclico
e se G é um grupo ciclico finito e k divide |G|, entdo G possui exatamente um subgrupo de

ordem k. (Veja [20], pdg. 13). Por fim, vamos precisar do

Teorema 4.20 (Wedderburn, cf. [16], pdg. 318). Todo anel com divisao finito é um corpo.

Deste modo, podemos demonstrar o

Lema 4.21. Se p > 2, entdo cada elemento de Z(P) com ordem p age sobre N como multi-

plicacao por um escalar em F* de ordem p.

Demonstracao. Como cada elemento de P age como uma transformagao F-linear sobre IV,

podemos considerar a F-representacao de P dada por

v: P — GL(N; F)
Yy — Vy N — N
x — Y
a qual ¢é fiel. Sendo N um F'P-médulo irredutivel, a F-representacao v de P ¢ irredutivel.

Consideremos B = {vy, v, -+ , ¥/} uma base de N como F' espaco vetorial. Desta forma,

a F-representacao matricial associada a v dada por

p: P— GLn/T(F)
y — y¥ = [vls

¢é claramente F-irredutivel e fiel. Pela Proposi¢ao 1.26, o conjunto

Cr(p) ={S € M, (F); Sg? = ¢*S, V g € P}.
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é um anel com divisao e, sendo finito, pelo Teorema de Wederburn, Cr(¢) é um corpo. Uma

vez que Cp(p) é finito, segue da observagao feita antes do lema que Cg(p)* é ciclico.

Agora, se y € Z(P), entdao y¥ € Cp(yp), pois
9% = (v9)” = (99)* = 9"y%,

para todo g € P. Portanto, Z(P?) < Cp(p)*. Visto que Cp(p)* é ciclico, Z(P?) também o
é. Como p divide |Z(P¥)|, entdao Z(P¥) possui um unico subgrupo de ordem p, digamos Q).
Mas Z(P?) < Cp(p)*, implica que p divide |Cg(p)*| e, portanto, Cr(p)* também possui um
unico subgrupo de ordem p, o qual deve ser igual a ). Por outro lado, ¢é facil ver que toda
multiplica¢ao por escalar de F' estd em Cg(p) e, assim, podemos ver F* < Cg(p)*. Como p
divide |F*|, concluimos que o subgrupo @ é formado pelas transformagoes F-lineares de N
que sao multiplicagao por um escalar de F* com ordem p. Consequentemente, todo elemento
de ordem p em Z(P¥) age sobre N como multiplicagdo por algum escalar de F* de ordem p.

O resultado segue pois Z(P) ~ Z(P¥), uma vez que ¢ é fiel. O

Em particular, a demonstra¢ao acima fornece que Z(P) possui um unico subgrupo de
ordem p. Agora, como [¢,a] tem ordem p e [c,a] € Z(P), pelo lema acima, [c,a] age como
multiplicacao por algum escalar A € F* com ordem p. Analogamente, [d, c] também age como

multiplicacdo por algum escalar em F* com ordem p. Como Z(P) possui um tnico subgrupo

de ordem p, temos que [c,a] = [d,c]' = [d,¢], para algum ¢ € Z. Assim, se necessario,
podemos trocar d por d' e, entdo, podemos supor [c, d] = [c, al.
Consideremos

W ={w € N; w* =w}.

Este é o subespago de N fixado por a. Notemos que W nao é o subespago nulo, pois
0 # x € W. Visto que a e d comutam, dado w € W temos (w?)? = (w*)? = w?, ou seja,
w? € W e, entdo, W é d-invariante, de onde d induz um operador linear sobre W, digamos
T,;. Visto que o polinémio f = zP — 1 anula o operador T, entao o polinomio minimal my
de T, divide f. Agora, como A é um elemento de ordem p em F*, entao alguma poténcia de
A é um autovalor de Tj;. Notamos que T, nao é o operador identidade, pois z € W e 2% # x.

Assim, existe um inteiro j, com 1 < j < p — 1, tal que N é autovalor de T;. Seja u € W um
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autovetor de T; associado ao autovalor M. Entao
ud = Nu.

Desde que N é um F P-médulo irredutivel, temos que N é gerado por u como F'P-mddulo;

logo, N ¢ gerado como F'-espaco vetorial por

uma vez que

uczd — udcz[cl,d} — (u[c,d}"“)dcZ — )\iudcZ _ )\i—i—jucz.

Visto que [¢,b] = [¢, d*] = [¢*TY, d*tY] = [¢,d]" ™ e © + y € N, obtemos

cb:udc[c,d}:u([c,d]) d®c :u[c,d]dc :)\zudc — N\

u

. p—1 ~ . . .
Em particular, u,u€, ---,u® = sao autovetores associados aos autovalores distintos de a e,
portanto, formam uma base para N como F' espaco vetorial.
Sejam o, - -+, 0p_1, Bo, -+, Bp—1 € F' tais que

p—1 p—1
T = aou + aqu’ -+ apquf e y=LFou+ fru’--+ Bpu” .

Assim,
% = apu + ag \u- -+ ozp_l/\pflucp_1 e yb = BoNu+ BN s+ Bp_l)\Hp*luCp_l.
Como 2% =z, y* =y, u¢’ € {u,us - -- ,ucpfl} e A # 1, temos
r=au e y=pu",

para alguns «, 5 € F*. Mas (x 4+ y)° = z + y, de onde

i+l

au+ fut” =z +y=(z+y)° =au + Bu

' = ¢, 0 que é um absurdo, pois ¢ tem ordem p > 2. Portanto,

Disto, devemos ter j =1 e ¢~
quando p > 2, nao temos contraexemplo no caso em que exatamente um dos comutadores
la,d],[d, ], [c,a] é trivial. Com isto, temos apenas p = 2 como uma possibilidade para

contraexemplos. Esta possibilidade é ilustrada no seguinte
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Exemplo 4.22. Seja N um espago vetorial de dimensao 2 sobre Z,, com ¢ # 2. Seja

B ={(1,0),(0,1)} a base canonica de N e consideremos em GLy(q) os elementos

1 0 01 -1 0
0 —1 10 0 1

Seja P = (a,d, c). Temos que P é um 2-grupo de ordem 8 e seu centro é dado por Z(P) =
{Idz, —Ids}, onde Ids é a matriz identidade de ordem 2. Desta forma, utilizando argumentos
sobre a ordem de (3(P) é fécil verificar que (3(P) = P e, portanto, P é nilpotente de classe

2.

Vamos considerar G = P X, N, onde o : P — Aut(N) ~ GLy(q) é definido de modo
natural. Assim,

G=Pwx,N={(M,(kI); MeP,(kl)e N},

com a Operacao
(M, (K1, 10))(My, (Ko, 1)) = (MyMa, (v, 1) Ma + (K2, 1)),
e o elemento inverso é dado por
(M, (k1) = (M1 (=k, )M ).

E claro que
G = ((a,(0,0)), (d, (0,0)), (c, (0,0)), (1, (1,0)), (1, (0,1))).

Vamos verificar que G = G, onde
G = ((a, (0,0)), (d, (0,0) D (¢, (0,0))).
Notamos que (d, (0,0))®©9 = (d, (2,0)) e (a, (0,0))© = (d, (0,0)). Assim,
(1,(2,0)) = (d,(0,0))(d, (2,0)) € G,

(1,(1,0)) = (1,(2,0)) € Gy,

(1,(0,1)) = (1,(1,0) M e G,
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Como todos os geradores de G pertencem a Gy, segue que G = G;. Se x = (1,0) € N,

fazendo as devidas identificacoes, podemos escrever
G = (a,d", c).

Claramente G = P x, N é abeliano-por-(nilpotente de classe 2). Vamos verificar que G
¢ do tipo (1,2,2). Com efeito, é facil ver que (a, (0,0)) e (d,(2,0)) comutam e, portanto,
(a,d") é nilpotente de classe 1. Agora, vamos verificar que (a,c) é nilpotente de classe 2.

Para isto, observemos que

[(a, (0,0)), (¢, (0,0))] = (ad, (0,0))
[(a> (0’ O))> (67 (0’ O))> (67 (0’ O))] = [(ad> (0’ O))> (67 (0’ O))] = (1’ (07 0))
[(67 (0’ O))> (a’ (07 0))’ (a> (0’ O))] = [(da> (0’ O))> (a’ (07 0))] = (17 (0’ O))

Assim, pela observagao feita no inicio da Segao 4.1, segue que (a, ¢) é nilpotente de classe 2.

Analogamente, obtemos que (d”, ¢) é nilpotente de classe 2, como querfamos.

Entretanto, G nao é nilpotente, pois Z(G) = 1. Com efeito, um elemento (M, (k,l)) €

Z(G) deve satisfazer as seguintes condigoes
(M, (k,1))(a, (0,0)) = (a,(0,0))(M, (k,1)) = (Ma,(k, 1)) = (aM, (k,1))

(M, (k,1))(d,(2,0)) = (d,(2,0))(M, (k,1)) = (Md,(2—k,1))=(dM,(2,0)M + (k,l))
(Mv (ka l))(ca (07 O)) = (Ca (07 O))(Ma (ka l)) = (MC, (l7 k)) = (CM7 (ka l))a

de onde M € Z(P) e (k,l) = (0,0). Mas se M # 1, a segunda condigdo nao ¢é satisfeita.
Portanto, (M, (k,1)) = (1, (0,0)), como desejado.

Observagao 4.23. O Teorema 4.12 estabelece que se um grupo G = (z,y) é abeliano-por-
(nilpotente de classe 2), com {z,y} um conjunto engeliano, entdo G é nilpotente. O exemplo
acima mostra que o resultado nao vale se o grupo for gerado por um conjunto engeliano de

tamanho 3.

De agora em diante, vamos assumir que todos os comutadores [a, d], [d, c] e [c, a] sdo nao

triviais. Como vimos acima, cada um destes comutadores age como multiplicagao por algum
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escalar de ordem p. Suponhamos que [c,a] = A, entdo existem i, j € Z satisfazendo [a, d] = \
e [d, c] = N; logo
[Ci,aj} =le,a]? = \Y,
[aj,d} = la,d)’ =\,
[d, '] =[d,c]" =Y.
Assim, se necessario, trocando a por a’ e ¢ por ¢!, para alguns i, j € Z, podemos supor que

[aad] = [d7 C] = [Ca a]a

ou seja, que todos eles agem por um mesmo escalar A € F* de ordem p. Disto e do fato que
P = {(a,d,c), obtemos adc € Z(P). Para mostrar isto, basta verificar que adc comutam com

os geradores de P. Por exemplo,
(adc)a = aaa™dad dacac 'a "ac = aala,d |da" (¢, a " ])ac = aadcla,d)[c, a] = a(adc).

Como j4a temos contraexemplos para o caso p = 2, vamos supor que p > 3. Sabemos que em

m(m—1)

um grupo H nilpotente de classe no maximo 2, vale (zy)”™ = 2™y™[y,x] 2 , para todos

z,y € H e m e N. (Veja [20], pdg. 141). Logo, como [a, dc] = 1,

p(p—1)

(ade)? = aP(dc)? = dPcPle,d] 2z = 1.

Portanto, adc é uma poténcia de [a,d]. Consequentemente, P = (a,d) e N é gerado como

F-espaco vetorial por

Da mesma forma como feito antes, obtemos
e = \igd

p—1 ~ . . .
ez, z¢ - 2% s@o autovetores de a associados a autovalores distintos. Logo, estes vetores

formam uma base para N como F-espaco vetorial. Como y é fixado por d, devemos ter

y=elx+att+2”),
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para algum elemento nao trivial e € F. Visto que (adc)™! = ¢71d~ta™! € Z(P), este deve ser
uma poténcia de [a, d] e, assim,

¢t =adla,d]",
para algum 0 < r < p—1. Sendo z + y fixado por ¢, segue que

ar—1

(14 e)z +eax® + -4 ex® )dlod” = (1 4 )z +ea® + -+ ex
Disto, obtemos a seguintes equagoes
e+1=e\ P!

e=(e+ 1)\

e =e\NT!

e = e\ P2,

Como A # 1, devemos ter p = 3. Segue destas equagoes que r = —1 e e = 1/(A — 1). Assim,

se p > 3, entao p deve ser 3 e a situacao ¢ como no seguinte exemplo.

Exemplo 4.24. Seja ¢ # 3 um ntimero primo e suponhamos que a ordem de ¢ médulo 3 é r.
Consideremos F' o corpo de ¢" elementos e seja A € F™* de ordem 3. Tomemos N um espago ve-
torial de dimenséao 3 sobre F' e, com respeito a base canénica B = {(1,0,0), (0, 1,0), (0,0,1)}

de N, consideremos os seguintes elementos de G L3(F)

10 0 00 1 0 0 )
a={10 XN 01|, d=1]1 0 0 e c=adla,d=1| )X 0 0
0 0 M2 010 010

Entao, P = {(a, d) é um 3-grupo de ordem 27, cujo centro é dado por Z(P) = {Ids, \Ids, A*Id3},
onde Id3 é a matriz identidade de ordem 3. Utilizando argumentos sobre a ordem de (3(P),
é facil verificar que (o(P) = P e, portanto, P é nilpotente de classe 2. Sejam = = (1,0,0) e
Yy = ﬁ(l, 1,1). Entao a fixa x, d fixa y e ¢ fixa z+y. Seja G = P X, N o produto semidireto
de P e N, onde a: P — Aut(N) ~ GL3(q) é definido de modo natural. Procedendo como
no Exemplo 4.22; podemos ver que G = (a,d”, c) é abeliano-por-(nilpotente de classe 2) e

nao é nilpotente.
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Disso tudo que foi discutido até agora, obtemos que nao existe contraexemplo minimal
para o caso em que G = (a,b,c) é um grupo abeliano-por-(nilpotente de classe 2) do tipo
(r,s,t), quando 2 e 3 nao sao divisores das ordens de a, b e c¢. Portanto, todo grupo abeliano-
por-(nilpotente de classe 2) do tipo (r, s,t), tal que 2 e 3 nao sao divisores das ordens de a, b

e ¢ ¢ um grupo nilpotente. Isto nos permite demonstrar o seguinte resultado mais geral.

Teorema 4.25 (Endimioni, Traustason). Seja G = (ay,- -+ ,a;) um grupo que € abeliano-por-
(nilpotente de classe 2), tal que cada par de geradores gera um grupo nilpotente. Se nenhum

dos geradores tem ordem que é divisivel por 2 ou 3, entao G € nilpotente.

Demonstragao. Suponhamos que exista um grupo nao nilpotente G' = (ay, - - - , a;) abeliano-
por-(nilpotente de classe 2), tal que cada par de geradores gera um grupo nilpotente. De
modo andlogo ao feito para o caso em que G é gerado por 3 elementos, temos que G possui
uma imagem homomoérfica finita nao nilpotente nas mesmas condigdes do grupo G. Por-
tanto, podemos trabalhar com o caso finito e considerar um contraexemplo minimal. Além
disso, podemos supor que os geradores sao p-elementos, para algum niimero primo p. Mais
ainda, temos que G = PN, onde P é um p-subgrupo de Sylow de G e N é um ¢-grupo
abeliano elementar, com ¢ um numero primo distinto de p. Pelo Lema 4.16, temos que
73(G) = N e P ¢ nilpotente de classe no méximo 2. Portanto, [a;,a;,a;] € N, para todos
1 <4,7,k <t. Afirmamos que se (a;, a;,a;) ¢ nilpotente, entao [a;, aj, a;] = 1. Com efeito,
sendo (a;, a;, ax) nilpotente gerado por p-elementos, entao (a;, a;, a;) é um p-grupo e, conse-
quentemente, [a;, a;, ax] € (@i, aj, a;) é um p-elemento. Mas [a;, a;, ax] € N e N é um g-grupo,
portanto, [a;, a;, ax] = 1, como desejado. Agora, vamos provar que [a;, aj, ax] = 1, para todos
1 <i,j,k <t. Suponhamos, por absurdo, que [a;, a;,ax] # 1, para alguns 1 < i,j,k < t.
Pela afirmacao feita, terfamos que (a;, a;,a;) nao é nilpotente. Mas, por hipdtese, os ele-
mentos a;, a;, a; sao p-elementos com p # 2,3. Portanto, obtemos um grupo nao nilpotente
(a;, a;, ax) abeliano-por-(nilpotente de classe 2) do tipo (r, s,t) em que 2 e 3 nao sao divisores

das ordens de a;, a; e a, contrariando o que obtemos acima. O

Finalmente, obtemos a generalizacao do Teorema 4.12, como dito no inicio desta secao.

Corolario 4.26 (Abdollahi, Brandl, Tortora). Seja S um conjunto engeliano finito e suponha
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que G = (S) € abeliano-por-(nilpotente de classe 2). Se todo elemento de S tem ordem que

nao € diwisivel por 2 ou 3, entao G € nilpotente.

Demonstracao. Para quaisquer x,y € S, o Teorema 4.12 garante que (z,y) é nilpotente.

Agora, o resultado segue do teorema acima. a

4.3 Exemplos

Comecamos apresentando um exemplo que ilustra que para todo inteiro positivo n é
possivel encontrar um grupo que é gerado por dois elementos mutuamente n-engelianos, os

quais nao sao mutuamente (n — 1)-engelianos, a saber, o grupo diedral de ordem 2"

Exemplo 4.27. Consideremos o grupo G = (z,y | 2> = y?> = 1, (zy)*" = 1). Se denotarmos
z = xy, entao

[z,y] =2 e 2"=2V=2

Para qualquer k > 1, obtemos por inducio que [z, zy] = 2= 2" e [y, pa] = 202", Portanto,
[, n_1y] € [y, n_12] s@0 nao triviais e [z, ,y| = 1 = [y, »x], ou seja, os elementos = e y sao

mutuamente n-engelianos mas nao sdo mutuamente (n — 1)-engelianos.

A seguir, apresentamos um exemplo de um grupo abeliano-por-(nilpotente de classe 3)
gerado por dois elementos mutuamente engelianos, o qual nao é nilpotente. Para a construcao
deste exemplo, foi utilizado o GAP (Group, Algorithms and Programming), um software livre
para computacao em algebra abstrata discreta, com particular énfase em teoria de grupos.

Para mais detalhes do GAP, veja [9].

Exemplo 4.28. Seja W = S31Z4 o produto wreath canonico entre o grupo simétrico de
grau 3 e o grupo ciclico de ordem 4, o qual tem ordem 2°3% = 5184.

S3 := Group((1,2), (1,2,3));

Group([ (1,2), (1,2,3) 1)

f := FreeGroup("a");

<free group on the generators [ a ]>
Z4 = f/[f.1°4];

<fp group on the generators [ a ]>
W := WreathProduct(S3, Z4);

VvV mV /mV @V
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[ <group with 3 generators>

> Size(W);
[ 5184

Ordenando os elementos de W no GAP, consideremos os elementos = := ele[2] e y := ele[238].
Temos que os elementos z e y tém ordem 4 e zy~* tem ordem 6. Além disso, notamos que x

e y sao mutuamente 3-engelianos, com [z, 3y] = 1 = [y, 3z].

> ele := Elements(W);;

> x := elel[2];

[ WreathProductElement((),(),(),(0,(1,2,4,3))

> QOrder (x);

> 4

>y := ele[238];

[ WreathProductElement ((),(2,3),(1,2,3),(1,3),(1,2,4,3))
> Order(y);

[ 4

> Order(xxy~-1);

[ 6

> com := function(x,n,y) # fungdo para calcular os comutadores

local f1, f2, £3, i;
f1 :=x; f2 = vy;
for i in [1..n] do

£f3 := Comm(f1, f2);

f1 := Comm(f1, f2);

£f2 = £2;

od;

return f1;

end;

[ function( x, n, y ) ... end
> com(x,3,y);

[ WreathProductElement((), (), 0,0, )

> com(y,3,x);
[ WreathProductElement((), (), 0,0, )

Tomando o subgrupo G = (z,y) de W, vemos que G é um grupo gerado por dois elementos
mutuamente engelianos mas nao € nilpotente. Mais ainda, ordenando os elementos de G no
GAP, se considerarmos a := elel[2] e b := elel[14], vemos que o subgrupo S = (a,b) de G é
nilpotente de classe 3 e G =S x N, onde N ¢é o 3-subgrupo de Sylow de G. Como N é um
3-subgrupo abeliano elementar, G é um grupo abeliano-por-(nilpotente de classe 3) gerado
por dois elementos mutuamente 3-engelianos, mas nao ¢ nilpotente.

> G := Subgroup(W, [x,y]);
<group with 2 generators>
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Size(G);

2592

IsNilpotentGroup(G) ;

false

elel := Elements(G);;

a := elel[2];
WreathProductElement ((), (), 0,0, (1,2,4,3))
b := elel[14];
WreathProductElement ((), (), (2,3),(2,3),(1,2,4,3))
S := Subgroup(G, [a,bl);

<group with 2 generators>

Size(S);

32

IsNilpotentGroup(S);

true

NilpotencyClass0fGroup(S);

3

N := SylowSubgroup(G, 3);

<group of size 81 with 4 generators>
IsElementaryAbelian(N);

true

autN := AutomorphismGroup(N);

<group with 4 generators>

vV—V  —V  —V ——YV —V —V AV —V VYV mV /V

alpha := GroupHomomorphismByImages(S, autN, [a,b],
[ConjugatorIsomorphism(N,a), ConjugatorIsomorphism(N,b)]);;

> G1 := SemidirectProduct(S, alpha, N);
[ <pc group with 9 generators>

> IsomorphismGroups(G, G1);

[ WreathProductElement((1,3,2),(2,3),0,(1,2),(1,2,4,3)),
WreathProductElement ((1,2),0),(2,3),(1,2,3),(1,4)(2,3)) ] —>
[ f2xf4xf5xf6xf8, f1xf3 ]

> Size(G1);
[ 2592

Para finalizar o exemplo, notamos que se considerarmos o elemento z := ele[229], que tem
ordem 6, entdo os elementos = ¢ z sdo mutuamente 4-engelianos, com [z, 32] = 1 = [z, 4]
Além disso, vemos que W = (z, z) é gerado por dois elementos mutuamente 4-engelianos,
mas nao ¢ nilpotente.

> z = ele[229];
[ WreathProductElement((),(2,3),(1,2,3),(1,2,3),0)

> QOrder(z);
[6

> com(x,3,2);
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38

[ WreathProductElement((),(),0, 0, ()
> com(z, 4, x);

[ WreathProductElement((), (), 0,0, 0)
> W = Subgroup(W, [x,z]);

[ true

> IsNilpotentGroup (W) ;
[ false
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