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CENTRO DE CIÊNCIAS EXATAS

DEPARTAMENTO DE MATEMÁTICA
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Resumo

Dado um grupo G, dizemos que g ∈ G é um elemento engeliano à esquerda de G se para

todo x ∈ G, existe um inteiro não negativo n = n(g, x) tal que [x, ng] = 1. Denotamos o

conjunto de todos os elementos engelianos à esquerda de G por L(G). Quando o inteiro n

não depende de x, dizemos que g é um elemento engeliano à esquerda limitado. Denotamos

o conjunto de todos os elementos engelianos à esquerda limitados por L(G). No artigo [1],

Abdollahi fornece uma generalização destes elementos, os quais chamamos de elementos L-

engelianos e elementos L-engelianos limitados. Denotamos os conjuntos de todos os elementos

L-engelianos e L-engelianos limitados por L(G) e L(G), respectivamente. Um subconjunto

não vazio S de G é dito ser um conjunto engeliano se para todos x, y ∈ S, existe um inteiro

não negativo n = n(x, y) tal que [x, ny] = 1. O objetivo desta dissertação é apresentar

condições para que os subconjuntos L(G), L(G), L(G) e L(G) sejam subgrupos de G, bem

como condições para que um grupo gerado por um conjunto engeliano finito seja nilpotente.

Palavras-chave: Elementos engelianos, conjuntos engelianos, grupos engelianos, grupos

nilpotentes, grupos localmente nilpotentes



Abstract

Let G be a group. We say g ∈ G is a left Engel element of G if for all x ∈ G there is a

nonnegative integer n = n(g, x) such that [x, ng] = 1. We denote the set of all the left Engel

elements of G by L(G). When the integer n does not depend of x, we say g is a bounded left

Engel element of G. We denote the set of all the bounded left Engel elements of G by L(G).

In the paper [1], Abdollahi provides a generalization these elements, which we call L-Engel

elements and bounded L-Engel elements. We denote the sets of all L-Engel and bounded

L-Engel elements by L(G) and L(G), respectively. A nonempty subset S of G is said to be

an Engel set if for all x, y ∈ S there is a nonnegative integer n = n(x, y) such that [x, ny] = 1.

The purpose of this dissertation is to present conditions for the subsets L(G), L(G), L(G)

and L(G) to be subgroups of G as well as conditions for a group generated by a finite Engel

set to be nilpotent.

Key-worlds: Engel elements, Engel sets, Engel groups, nilpotent groups, locally nilpo-

tent groups
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Introdução

A classe dos grupos nilpotentes desempenha um importante papel na Teoria de Grupos.

No caso finito, esta classe pode ser caracterizada de diversas maneiras, porém, ao passarmos

para o caso infinito, estas caracterizações podem ser perdidas. Entretanto, isto faz surgir

generalizações para este conceito. Entre os principais nomes que deram origem a estas ge-

neralizações, podemos citar: R. Baer, S. N. Černikov, K. A. Hirsch, A. G. Kuroš, O. J.

Schmidt e H. Wielandt. Uma importante classe de grupos que generaliza a classe dos grupos

nilpotentes é a dos grupos localmente nilpotentes, estes sendo definidos pela propriedade de

que todos os subgrupos finitamente gerados são nilpotentes.

Uma outra classe de grupos que estende a dos grupos nilpotentes é a classe dos grupos

engelianos, os quais têm origem no estudo de grupos e álgebras de Lie. Dado um grupo G,

dizemos que g ∈ G é um elemento engeliano à esquerda de G quando para todo x ∈ G,

existe um inteiro não negativo n = n(g, x) tal que [x, ng] = 1. Denotamos o conjunto de

todos os elementos engelianos à esquerda de G por L(G). Quando o inteiro n não depende

de x, dizemos que g é um elemento engeliano à esquerda limitado. O conjunto de todos os

elementos engelianos à esquerda limitados é denotado por L(G). De modo análogo, definimos

os elemento engelianos à direita colocando o elemento variável x à direita do elemento g e

denotamos os conjuntos de elementos engelianos à direita e de elementos engelianos à direita

limitados por R(G) e R(G), respectivamente. Dizemos que um grupo G é engeliano quando

G = L(G) ou, equivalentemente, G = R(G).

Ainda é um problema em aberto saber se os subconjuntos L(G), L(G), R(G) e R(G) sem-

pre são subgrupos de G. Um dos maiores objetivos da teoria de grupos engelianos é encontrar

condições para que estes subconjuntos sejam subgrupos de G e, se posśıvel, coincidam com o

radical de Hisch-Plotkin, o radical de Baer, o hipercentro e o ω-centro de G, respectivamente.
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No artigo [14], Gruenberg demonstra que no caso em que o grupo G é solúvel, todos os qua-

tro subconjuntos engelianos de G são subgrupos de G. Mais ainda, os subconjuntos L(G) e

L(G) coincidem com o radical de Hirsch-Plotkin e o radical de Baer, respectivamente. Um

outro objetivo é encontrar condições para que um grupo engeliano seja nilpotente. Por exem-

plo, Zorn obteve que todo grupo engeliano finito é nilpotente. Isto motiva a buscar outras

condições de finitude. A condição de ser finitamente gerado não é suficiente, como mostra os

exemplos de Golod (Veja [11]). Entretanto, a condição maximal sobre os subgrupos abelianos

garante que os subconjuntos L(G) e L(G) coincidem com o subgrupo de Fitting de G e, em

particular, se o grupo satisfazer a condição maximal, teremos que o subgrupo de Fitting é

nilpotente, de onde, grupos engelianos satisfazendo condição maximal são nilpotentes.

Uma generalização dos elementos engelianos é apresentada por Abdollahi no artigo “Engel

graphs associated with a group” [1]. Chamamos estes elementos de elementos L-engelianos

e são definidos da seguinte forma: dado um grupo G, dizemos que g ∈ G é um elemento

L-engeliano de G se para todo a ∈ G, existem g1, · · · , gk em 〈g〉, com 〈gi〉 = 〈g〉 para todo

i = 1, · · · , k, tais que [ga1 , g2, · · · , gk] = 1 ou [g1, g
a
2 , · · · , g

a
k ] = 1. Denotamos por L(G) o

conjunto de todos os elementos L-engelianos de G e por Lk(G) o subconjunto de L(G) em

que o inteiro k é o mesmo para todo a ∈ G. Escrevamos L(G) para a união de todos os

Lk(G), com k inteiro positivo. Então, Abdollahi demonstra que os conjuntos L(G) e L(G)

satisfazem propriedades análogas à algumas satisfeitas pelos conjuntos L(G) e L(G). Por

exemplo, ele mostra que se G é um grupo solúvel, então L(G) e L(G) coincidem com o

radical de Hirsch-Plotkin e o radical de Baer, respectivamente. Além disso, mostra que se G

satisfaz a condição max-ab, então L(G) coincide com o subgrupo de Fitting de G.

No artigo “Groups that are pairwise nilpotent” [8], os autores Endimioni e Traustason

consideram um grupo G gerado por um conjunto X em que para todos x, y ∈ X , o subgrupo

〈x, y〉 é nilpotente e investigam condições para que estes grupos, no caso solúvel, sejam

nilpotentes. Um ponto de partida para suas investigações começa com o seguinte resultado.

Teorema A. Seja G = 〈a1, a2, · · · , at〉 um grupo nilpotente-por-abeliano tal que cada par

ai, aj gera um subgrupo nilpotente de G. Então, G é nilpotente.

A seguir, eles trabalham com grupos abelianos-por-nilpotentes e obtêm
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Teorema B. Seja G = 〈a1, a2, · · · , at〉 um grupo que é abeliano-por-(nilpotente de classe 2),

tal que cada para de geradores de G gera um subgrupo nilpotente. Se nenhum dos geradores

tem ordem que é diviśıvel por 2 ou 3, então G é nilpotente.

Posteriormente, Abdollahi, Brandl e Tortora, no artigo “Groups generated by a finite

Engel set” [5], investigam condições para que um grupo gerado por um conjunto engeliano

finito seja nilpotente. Aqui, um subconjunto não vazio S de um grupo G é dito ser um

conjunto engeliano quando para todos x, y ∈ S, existe um inteiro não negativo n = n(x, y)

tal que [x, ny] = 1. O primeiro resultado nesta direção é dado pelo

Teorema C. Seja G um grupo nilpotente-por-abeliano gerado por um conjunto engeliano

finito. Então, G é nilpotente.

Claramente, um conjunto em que quaisquer dois elementos geram um grupo nilpotente

é um conjunto engeliano e, portanto, este resultado generaliza o Teorema A obtido por

Endimioni e Traustason. Então, eles restringem o problema para o caso em que o conjunto

engeliano possui apenas dois elementos e obtém o seguinte

Teorema D. Seja G um grupo abeliano-por-(nilpotente de classe 2) gerado por dois elementos

mutuamente engelianos. Então, G é nilpotente.

Utilizando o Teorema B obtido por Endimioni e Traustason, este resultado pode ser

estendido para o caso em que o grupo é abeliano-por-(nilpotente de classe 2) gerado por um

conjunto engeliano finito tal que a ordem de cada gerador não é diviśıvel por 2 ou 3.

A seguir, faremos um resumo dos caṕıtulos que compõem esta dissertação.

O Caṕıtulo 1 é destinado a fornecer conceitos, notações e resultados de Teoria de Grupos

necessários ao desenvolvimento desta dissertação. Neste caṕıtulo, abordaremos produto se-

midireto, apresentações livres, grupos solúveis, grupos nilpotentes e representações de grupos.

No Caṕıtulo 2, trabalharemos com os grupos localmente nilpotentes.

O Caṕıtulo 3 trata dos elementos engelianos. Neste caṕıtulo, apresentaremos os gru-

pos engelianos e condições sobre um grupo G para que seus subconjuntos engelianos sejam

subgrupos de G. Também consideraremos a generalização dos elementos engelianos que é

fornecida por Abdollahi no artigo [1].
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Por fim, no Caṕıtulo 4, iremos considerar grupos gerados por conjuntos engelianos finitos

e apresentar as demonstrações dos Teoremas B, C e D.



Caṕıtulo 1

Preliminares

Este caṕıtulo é destinado a fornecer alguns conceitos e resultados em Teoria dos Grupos

que serão utilizados nos caṕıtulos seguintes. Não faremos as demonstrações dos resultados

apresentados aqui, porém indicaremos as referências onde tais demonstrações podem ser

encontradas.

Ao longo de todo o texto, os grupos serão considerados com a notação multiplicativa

e denotaremos o elemento neutro, bem como o subgrupo trivial formado por apenas este

elemento, por 1. Em alguns momentos, quando estivermos trabalhando com grupos abelianos,

será utilizada a notação aditiva e o elemento neutro passará a ser denotado por 0. Funções

ϕ : G −→ H serão aplicadas à direita, em particular, quando ϕ for um homomorfismo de

grupos utilizaremos, também, a notação exponencial (g)ϕ = gϕ.

Dados G um grupo e H um subconjunto não vazio de G, convencionaremos utilizar as

seguintes notações: |G| é a ordem (cardinalidade) de G; H ≤ G diz que H é subgrupo de G;

H < G diz que H é subgrupo próprio de G; H ⊳ G diz que H é subgrupo normal de G; 〈H〉

é o subgrupo de G gerado por H ; HG é o fecho normal de H em G, o qual é definido como

sendo a interseção de todos os subgrupos normais de G que contém H e pode ser obtido

como HG = 〈g−1hg; h ∈ H, g ∈ G〉.

Se x pertence a um grupo G, então a ordem de x é dada por |〈x〉| e denotada por |x|. Um

grupo G é dito ser de torção ou periódico quando todos os seus elementos têm ordem finita e

é dito ser livre de torção quando o único elemento de ordem finita é o elemento neutro. Dado

π um conjunto não vazio de números primos, dizemos que n ∈ N é um π-número quando

seus fatores primos pertencem a π. Denotamos o complementar de π em relação ao conjunto

dos números primos por π′. Um elemento x ∈ G é um π-elemento quando a ordem de x é
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um π-número; um grupo G é um π-grupo quando todos seus elementos são π-elementos; se

G é um grupo finito, um subgrupo H de G é um π-subgrupo de Hall quando H é um π-grupo

e seu ı́ndice em G é um π′-número. Em particular, considerando π formado por apenas um

elemento p, obtemos os conceitos de p-elemento e p-grupo. No caso finito, não é dif́ıcil ver

que se G é um p-grupo, então a ordem de G é uma potência de p.

Dado p um número primo, dizemos que G é um p-grupo abeliano elementar quando G é

um p-grupo abeliano e todo elemento de G tem ordem p. Quando G é um p-grupo abeliano

elementar finito, então G é isomorfo a um produto direto de um número finito de grupos

ćıclicos de ordem p. Neste caso, podemos munir G com uma estrutura de espaço vetorial

sobre o corpo Zp, com a multiplicação por escalar dada por: para cada α ∈ Zp e cada g ∈ G,

definimos αg = gα. Notamos que esta operação está bem definida, pois se α = β, então p

divide (α− β) e, assim, 1 = gα−β = gαg−β, ou seja, gα = gβ.

É fácil ver que o conjunto de todos os automorfismos de um grupo G tem uma estrutura de

grupo com a operação de composição de funções, o qual chamamos de grupo de automorfismos

de G e denotamos por Aut(G). Dado H um subgrupo de G, dizemos que H é um subgrupo

caracteŕıstico de G quando Hϕ ≤ H , para todo ϕ ∈ Aut(G). Com relação a estes conceitos,

nos será útil os seguintes resultados.

Proposição 1.1. ([24], pág. 104) Seja G um grupo. Se H é subgrupo caracteŕıstico de K e

K ⊳ G, então H ⊳ G.

Proposição 1.2. ([13], pág. 30) Se um p-grupo abeliano elementar G é visto como Zp-espaço

vetorial, então Aut(G) é isomorfo ao grupo das transformações lineares invert́ıveis de G.

Lembramos que o grupo das transformações lineares invert́ıveis de um espaço vetorial V

sobre um corpo F é denotado por GL(V ;F ), ou simplesmente GL(V ) quando não há dúvidas

quanto ao corpo em que estamos trabalhando. Se V tem dimensão n, este grupo é isomorfo ao

grupo das matrizes quadradas de ordem n com entradas em F que são invert́ıveis, denotadas

por GLn(F ). Caso F = Zp, utilizamos a notação GLn(p).



1.1 Produtos Semidiretos 3

1.1 Produtos Semidiretos

Suponhamos que N seja um subgrupo normal de G e que exista um subgrupo H tal que

G = HN e H ∩N = 1. Neste caso, dizemos que G é o produto semidireto interno de N e H ,

denotado por G = H ⋉ N . Facilmente vemos que cada elemento de G tem uma expressão

única da forma hn, com h ∈ H e n ∈ N . Além disso, a aplicação

α : H −→ Aut(N),

h 7−→ hα

onde hα : N −→ N é dada por (n)hα = nh, é um homomorfismo de grupos.

Agora, suponhamos que sejam dados dois grupos H e N junto com um homomorfismo

α : H −→ Aut(N). Definimos o produto semidireto externo com respeito à ação α, denotado

por G = H ⋉α N , como sendo o conjunto dos pares (h, n), h ∈ H , n ∈ N , com a operação

dada por

(h1, n1)(h2, n2) = (h1h2, n
hα2
1 n2).

Não é dif́ıcil ver que G, com esta operação, é um grupo em que o elemento identidade é

(1H , 1N) e (h, n)−1 = (h−1, (n−1)(h
α)−1

). Notamos que as aplicações ϕ : H −→ G, com

(h)ϕ = (h, 1) e ψ : N −→ G, com (n)ψ = (1, n) são monomorfismos de H e N em G,

respectivamente. Denotando por H∗ e N∗ suas respectivas imagens, naturalmente temos

H∗ ≃ H e N∗ ≃ N . Como (h, 1)(1, n) = (h, n), para todos h ∈ H e n ∈ N , segue que

G = H∗N∗, com H∗∩N∗ = 1. Além disso, (h, 1)−1(1, n)(h, 1) = (1, nh
α

) mostra que N∗
⊳ G

e, com isso, G é o produto semidireto interno de N∗ eH∗. Observamos ainda que a conjugação

de elementos de N∗ por (h, 1) induz o automorfismo hα de N . Usualmente, é conveniente

não distinguir entre N∗ e N bem como entre H∗ e H ; assim, G pode ser pensado como o

produto semidireto interno de N e H . No que segue, iremos dizer simplesmente o produto

semidireto H ⋉N .

Sejam H ≤ Sym(X) e K ≤ Sym(Y ), onde Sym(S) denota o grupo de permutações sobre

o conjunto S. Para cada h ∈ H , y ∈ Y e k ∈ K definimos as aplicações

h(y) : X × Y −→ X × Y

(x, y1) 7−→ (x, y1)h(y) =





(xh, y1), se y = y1

(x, y1), se y 6= y1
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k∗ : X × Y −→ X × Y

(x, y1) 7−→ (x, y1)k
∗ = (x, y1k)

que pertencem a Sym(X × Y ), uma vez que (h−1)(y) = (h(y))−1 e (k−1)∗ = (k∗)−1. Para

cada y ∈ Y fixado, as aplicações ϕ : H −→ Sym(X ×Y ) e ψ : K −→ Sym(X×Y ) dadas por

(h)ϕ = h(y) e (k)ψ = k∗, respectivamente, são monomorfismos. Denotando suas imagens por

H(y) e K∗, respectivamente, definimos o produto wreath de H e K como sendo o subgrupo

de Sym(X × Y ) gerado por K∗ e todos os H(y), y ∈ Y . Escrevemos

H ≀K = 〈H(y), K∗ | y ∈ Y 〉.

Agora, se considerarmos B = 〈H(y) | y ∈ Y 〉, podemos ver que B é o produto direto dos

H(y)’s; além disso, B é um subgrupo normal de H ≀K, B ∩K∗ = 1 e H ≀K = K∗B, de onde

H ≀K = K∗ ⋉ B. Chamamos B de subgrupo base do produto wreath.

É fácil ver que para qualquer grupo G, a aplicação

τ : G −→ Sym(G)

g 7−→ τg : G −→ G

x 7−→ (x)τg = xg

é um homomorfismo injetor. Portanto, se H e K são grupos arbitrários, podemos vê-los como

grupos de permutações sobre seus conjuntos subjacentes via a aplicação acima e formar o

produto wreath de H e K: o grupo base é dado por B = Dr
k∈K

Hk, onde Hk é uma cópia

isomórfica de H , para todo k ∈ K, e se (hk) ∈ B e k′ ∈ K, então (hk)
k′ = (hkk′). Este é

chamado de produto wreath canônico.

1.2 Apresentação Livre

Nesta seção iremos definir grupos livres, isto nos será útil para descrevermos grupos

através de seus geradores e relações sobre estes. Para mais detalhes veja [17] e [20].

Definição 1.3. Um grupo F é dito livre sobre um subconjunto X ⊆ F se, para qualquer

grupo G e qualquer função θ : X −→ G, existe um único homomorfismo θ′ : F −→ G tal que

xθ
′

= xθ, para todo x ∈ X , ou seja, θ′ estende θ.
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Se F1 é um grupo livre sobre um conjunto X1 e F2 é um grupo livre sobre um conjunto X2,

então F1 é isomorfo à F2 se, e somente se, os conjuntos X1 e X2 têm a mesma cardinalidade

(Veja [17], pág. 3). Isto nos permite definir o posto de um grupo livre F sobre X como sendo

a cardinalidade de X . Além disso, dado qualquer conjunto não vazio X , é posśıvel construir

um grupo livre F sobre X e, assim, podemos obter grupos livres de qualquer posto (Veja

[17], pág. 4). Um resultado que torna importante o estudo de grupos livres é a

Proposição 1.4. ([17], pág. 7) Todo grupo é uma imagem homomórfica de algum grupo

livre.

Sejam G um grupo e ϕ : F −→ G um epimorfismo de um grupo livre F = F (X) sobre

G. Temos que G ≃ F/N , onde N é o núcleo de ϕ. Agora, seja R um subconjunto de F que

gera N como subgrupo normal de F , isto é, 〈R 〉F = N . Observamos que X e R determinam

G a menos de isomorfismo. Assim, escrevemos G = 〈X|R〉 e chamamos este par de uma

apresentação livre do grupo G. Os elementos de X são chamados de geradores e os de R de

relatores. Dizemos que G é finitamente apresentado se existe uma apresentação G = 〈X|R〉,

onde X e R são finitos. Quando X = {x1, · · · , xn} e R = {r1, · · · , rm}, é comum escrevermos

G = 〈x1, · · · , xn | r1 = 1, · · · , rm = 1〉. Neste caso, chamamos ri = 1, 1 ≤ i ≤ m, de relações

definidoras para G.

Exemplo 1.5. Se G = 〈x〉 é um grupo ćıclico de ordem n, então é fácil ver que uma

apresentação livre de G é 〈x | xn = 1〉. Dado n ≥ 2, o grupo diedral de ordem 2n possui uma

apresentação livre dada por

D2n = 〈x, y | xn = y2 = 1, xy = x−1〉.

Seja p um número primo e consideremos G o grupo dado pela apresentação livre

G = 〈x1, x2, · · · | x
p
1 = 1, xpi+1 = xi, xixj = xjxi〉,

onde o conjunto de geradores {x1, x2, · · · } é infinito. Claramente G é um p-grupo e a relação

xixj = xjxi nos garante que G é um grupo abeliano. Este grupo desempenha um importante

papel no estudo de grupos abelianos e recebe o nome de p-grupo quasićıclico ou grupo de

Prüfer do tipo p∞. Para cada n ≥ 1, o grupo G possui um único subgrupo de ordem pn, o
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qual é ćıclico. Além disso, o conjunto de todos os subgrupos de G é bem ordenado com a

relação de inclusão e cada subgrupo próprio de G é finito.

1.3 Condições de Cadeia

Ao trabalharmos com um grupo G, podemos considerar uma famı́lia de subgrupos de

G que satisfazem determinadas propriedades e tal famı́lia pode ser parcialmente ordenada

através da relação de inclusão de conjuntos. Nesta famı́lia, podemos olhar para as cadeias

ascendentes e descendentes. Uma das mais importantes condições de finitude em teoria dos

grupos são as condições de cadeias, as quais excluem a possibilidade de que uma famı́lia como

considerada acima possua cadeias ascendentes ou descendentes infinitas.

Definição 1.6. Seja Λ um conjunto parcialmente ordenado com a ordem parcial ≤. Dizemos

que Λ satisfaz a condição maximal se cada subconjunto não vazio Λ0 contém pelo menos um

elemento maximal, ou seja, existe m ∈ Λ0 tal que se x ∈ Λ0 e m ≤ x, então x = m. Dizemos

que Λ satisfaz a condição de cadeia ascendente quando não existe uma cadeia ascendente

própria infinita λ1 < λ2 < · · · em Λ.

Vejamos que a condição maximal e a condição de cadeia ascendente são equivalentes. De

fato, se algum subconjunto não vazio Λ0 não possui elemento maximal, então dado qual-

quer elemento em Λ0 podemos encontrar um elemento sucessor deste e, portanto, podemos

construir uma cadeia ascendente própria infinita λ1 < λ2 < · · · em Λ. Reciprocamente,

se λ1 < λ2 < · · · é uma cadeia ascendente própria infinita em Λ, então o subconjunto

Λ0 = {λ1, λ2, · · · } não possui elemento maximal.

De modo análogo, definimos a condição minimal e a condição de cadeia descendente, que

também são equivalentes.

Definição 1.7. Seja G um grupo.

(i) Se S consiste de todos os subgrupos de G, dizemos que G satisfaz a condição maxi-

mal quando S satisfaz a condição maximal; analogamente, dizemos que G satisfaz a

condição minimal quando S satisfaz a condição minimal. Denotamos estas condições

por max e min, respectivamente.
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(ii) Se N consiste de todos os subgrupos normais de G, dizemos que G satisfaz a condição

maximal sobre os subgrupos normais quando N satisfaz a condição maximal; analoga-

mente, dizemos que G satisfaz a condição minimal sobre os subgrupos normais quando

N satisfaz a condição minimal. Denotamos estas condições por max-n e min-n, res-

pectivamente.

(iii) Se A consiste de todos os subgrupos abelianos de G, dizemos que G satisfaz a condição

maximal sobre subgrupos abelianos quando A satisfaz a condição maximal; analoga-

mente, dizemos que G satisfaz a condição minimal sobre subgrupos abelianos quando

A satisfaz a condição minimal. Denotamos estas condições por max-ab e min-ab,

respectivamente.

Exemplo 1.8. Qualquer grupo finito satisfaz todas as condições maximais e minimais defi-

nidas acima. O grupo Z satisfaz a condição max, mas não satisfaz a condição min, enquanto

que os grupos quasićıclicos satisfazem min, mas não satisfazem max.

Dizemos que um grupo G é uma extensão de um grupo N por um grupo Q se existe um

subgrupo normal M de G isomorfo a N tal que G/M é isomorfo a Q. Em particular, se

N ⊳ G, então G é uma extensão de N por G/N .

As principais propriedades a respeito das condições de maximalidade e minimalidade que

serão utilizadas no decorrer do texto são apresentadas no seguinte

Teorema 1.9. ([20], pág. 68-69)

1. As condições max, max-ab, min e min-ab são fechadas por formação de subgrupos;

2. As condições max, max-n, min e min-n são fechadas por formação de extensão, ou

seja, se N é um subgrupo normal de G e N e G/N satisfazem a condição em questão,

então G também a satisfaz.

3. Um grupo G satisfaz a condição maximal se, e somente se, todo subgrupo de G é

finitamente gerado.

Exemplo 1.10. Dizemos que um grupo G é polićıclico quando G possui uma série subnormal

1 = G0 ⊳ G1 ⊳ · · · ⊳ Gn = G em que cada fator Gi+1/Gi é um grupo ćıclico. Desde que



1.4 Grupos Solúveis e Nilpotentes 8

todo grupo ćıclico satisfaz max e um grupo polićıclico é obtido por sucessivas extensões

de grupos ćıclicos, segue do item 2 do teorema acima que todo grupo polićıclico satisfaz

max. Consequentemente, pelo item 3 do teorema acima, todo grupo polićıclico é finitamente

gerado.

1.4 Grupos Solúveis e Nilpotentes

Esta seção é dedicada a fornecer resultados e conceitos de duas classes de grupos que serão

intensamente usadas no decorrer do texto, a saber, grupos solúveis e nilpotentes. Antes

de discutirmos essas classes de grupos, apresentaremos alguns resultados com relação aos

comutadores de um grupo.

Sejam G um grupo e g, h ∈ G. Definimos o conjugado de g por h como sendo gh := h−1gh

e o comutador de g e h como sendo [g, h] := g−1h−1gh = g−1gh. Mais geralmente, se

g1, · · · , gn ∈ G, com n > 1, definimos indutivamente [g1, · · · , gn] =
[
[g1, · · · , gn−1], gn

]
. Por

convenção, [g1] = g1. Além disso, é usual escrever [g, nh] = [g, h, · · · , h], onde o elemento h

aparece n vezes. Na proposição a seguir, listamos as principais propriedades dos comutadores,

as quais são de fácil verificação.

Proposição 1.11. Sejam x, y, z elementos de um grupo. Então:

1. [x, y]−1 = [y, x];

2. [xy, z] = [x, z]y[y, z] e [x, yz] = [x, z][x, y]z;

3. [x, y−1] = ([x, y]y
−1
)−1 e [x−1, y] = ([x, y]x

−1
)−1;

4. Se x comuta com [x, y], então [xm, y] = [x, y]m, para todo m ∈ Z. Analogamente, se y

comuta com [x, y], então [x, ym] = [x, y]m, para todo m ∈ Z;

5. (Identidade de Hall-Witt) [x, y−1, z]y[y, z−1, x]z[z, x−1, y]x = 1.

Sejam X1, X2, · · · , Xn subconjuntos não vazios de um grupo G. Definimos o subgrupo

comutador de X1 e X2 como sendo [X1, X2] = 〈[x1, x2] | x1 ∈ X1, x2 ∈ X2〉. Mais geralmente,

[X1, · · · , Xn] =
[
[X1, · · · , Xn−1], Xn

]
.
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Convencionamos escrever [X, nY ] = [X, Y, · · · , Y ], onde o conjunto Y aparece n vezes.

Ainda, definimos

XY = 〈xy | x ∈ X, y ∈ Y 〉.

Se H é um subgrupo de G, então X ⊆ XH
⊳ 〈X,H〉. Portanto, XH = X〈X,H〉 é precisamente

o fecho normal de X em 〈X,H〉. Listamos algumas propriedades de subgrupos comutadores

no

Teorema 1.12. ([20], pág. 124) Sejam G um grupo, X, Y subconjuntos de G e H,K,L

subgrupos de G. Então

(i) XK = 〈X, [X,K]〉;

(ii) Se K = 〈Y 〉, então [X,K] = [X, Y ]K;

(iii) Se H = 〈X〉 e K = 〈Y 〉, então [H,K] = [X, Y ]HK;

(iv) Se H,K,L são subgrupos normais de G, então [HK,L] = [H,L][K,L].

1.4.1 Grupos Solúveis

Um grupo G é solúvel se existe uma série normal

1 = G0 ⊳ G1 ⊳ · · · ⊳ Gn = G

em que Gi ⊳ G, para todo i = 0, 1, · · · , n e cada fator Gi+1/Gi é abeliano, para i =

0, 1, · · · , n − 1. Uma série com tal propriedade recebe o nome de série abeliana de G. Se

G é um grupo solúvel, então o comprimento da menor série abeliana de G é chamado de

comprimento derivado de G. Vemos que um grupo G é solúvel de comprimento derivado 1

se, e somente se, G é abeliano não trivial. Um grupo solúvel de comprimento derivado 2

recebe o nome de grupo metabeliano.

Dado G um grupo, o subgrupo comutador [G,G] é denotado por G′ e o chamamos de

subgrupo derivado de G. De modo indutivo, para cada inteiro não negativo n, definimos

G(0) = G e G(n+1) = [G(n), G(n)] = (G(n))′.
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É fácil verificar que esses subgrupos são caracteŕısticos em G. Além disso, considerando a

série

G = G(0) ≥ G(1) ≥ G(2) ≥ · · · ≥ G(n) ≥ · · · ,

vemos que todos os fatores G(n)/G(n+1) são abelianos. Esta série recebe o nome de série

derivada de G. Em particular, o primeiro fator G/G′ é o maior grupo quociente de G que é

abeliano, ou seja, se H é um subgrupo normal de G com G/H abeliano, então G′ ≤ H . Por

sua importância, o grupo G/G′ é chamado de abelianizado de G e denotado por Gab.

Embora a série derivada de um grupo não termina necessariamente em 1, vale a seguinte

Proposição 1.13. ([20], pág. 124) Se 1 = G0 ⊳ G1 ⊳ · · · ⊳ Gn = G é uma série abeliana de

um grupo solúvel G, então G(i) ≤ Gn−i. Em particular, G(n) = 1. Portanto, o comprimento

derivado de G é igual ao comprimento da série derivada de G.

A partir desta proposição, é posśıvel verificar que a classe de grupos solúveis é fechada

para formação de subgrupos, imagens homomórficas, produtos diretos e por extensões. Além

destas propriedades, precisaremos de mais duas, as quais são enunciadas a seguir.

Proposição 1.14. ([24], pág. 105) Se G é um grupo solúvel finito, então todo subgrupo

normal minimal de G é um p-grupo abeliano elementar, para algum p primo.

Proposição 1.15. ([20], pág. 152) Um grupo de torção solúvel finitamente gerado é finito.

1.4.2 Grupos Nilpotentes

Um grupo G é nilpotente se existe uma série normal

1 = G0 ⊳ G1 ⊳ · · · ⊳ Gn = G

tal que Gi ⊳ G, para todo i = 0, 1, · · · , n e Gi+1/Gi ≤ Z(G/Gi), para todo i = 0, 1, · · · , n−1.

Uma série normal com esta propriedade recebe o nome de série central. O comprimento da

menor série central de um grupo nilpotente G é chamado de classe de nilpotência de G.

É fácil ver que todo grupo abeliano não trivial é nilpotente de classe 1. Um outro tipo

importante de grupos nilpotentes são os p-grupos finitos, com p um número primo (Veja [20],
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pág. 122). Também é claro da definição que todo grupo nilpotente é solúvel, entretanto, o

grupo simétrico S3 é um exemplo de grupo solúvel que não é nilpotente.

A seguir, vamos apresentar duas formas de construir séries centrais, as quais nos auxiliarão

no estudo dos grupos nilpotentes. Dado um grupo G, definimos indutivamente os seguintes

subgrupos de G

γ1(G) = G; γn+1(G) = [γn(G), G],

ζ0(G) = 1; ζn+1(G) é o subgrupo de G tal que
ζn+1(G)

ζn(G)
= Z

(
G

ζn(G)

)
.

Por indução, podemos demonstrar que cada um dos subgrupos definidos acima são ca-

racteŕısticos em G e, consequentemente, eles são subgrupos normais de G. Claramente a

série

1 = ζ0(G) ≤ ζ1(G) ≤ · · · ≤ ζn(G) ≤ · · ·

é uma série central de G, a qual chamamos de série central superior de G. Por outro lado,

observamos que se K ⊳ G e K ≤ H ≤ G, então [H,G] ≤ K se, e somente se, H/K ≤

Z(G/K). Com isso, [γn(G), G] = γn+1(G) implica que γn(G)/γn+1(G) ≤ Z(G/γn+1(G)), para

todo n ≥ 1. Portanto, a série

G = γ1(G) ≥ γ2(G) ≥ · · · ≥ γn(G) ≥ · · ·

é uma série central de G, a qual chamamos de série central inferior de G.

Embora a série central inferior não termina necessariamente em 1 e a série central superior

não termina necessariamente em G, temos a seguinte

Proposição 1.16. ([20], pág. 125) Seja 1 = G0 ⊳ G1 ⊳ · · · ⊳ Gn = G uma série central de

um grupo nilpotente G. Então,

(i) γi(G) ≤ Gn−i+1 e, assim, γn+1(G) = 1;

(ii) Gi ≤ ζi(G) e, assim, ζn(G) = G;

(iii) A classe de nilpotência de G é o menor inteiro n tal que γn+1(G) = 1 e ζn(G) = G.

Este resultado nos fornece modos de investigar quando um grupo é nilpotente através das

séries centrais superior e inferior. Por exemplo, se G é um grupo nilpotente não trivial, então



1.4 Grupos Solúveis e Nilpotentes 12

temos a série central superior 1 = ζ0(G) ≤ ζ1(G) ≤ · · · ≤ ζn(G) = G, com 1 6= ζ1(G) = Z(G),

ou seja, grupos nilpotentes têm centro não trivial. Alguns critérios para nilpotência são

apresentados na seguinte

Proposição 1.17. ([24], pág. 115-116 e [23])

1. Subgrupos e imagens homomórficas de grupos nilpotentes são nilpotentes. Também,

produto direto de um número finito de grupos nilpotentes é nilpotente;

2. Se N ≤ Z(G) e G/N é nilpotente, então G é nilpotente. Em particular, se G/Z(G) é

nilpotente de classe no máximo n, então G é nilpotente de classe no máximo n + 1;

3. Se G = 〈X〉, então γn+1(G) = 〈[x0, x1, · · · , xn]
g; xi ∈ X, i = 0, 1, · · · , n, g ∈ G〉, para

todo n ∈ N. Em particular, se [x0, x1, · · · , xn] = 1 para quaisquer x0, x1, · · · , xn ∈ X,

então G é nilpotente de classe no máximo n;

Algumas das propriedades básicas satisfeitas por um grupo nilpotente são listadas na

seguinte

Proposição 1.18. ([24], pág. 116-117 e [20], pág. 129-132) Seja G um grupo nilpotente.

Então,

1. Todo subgrupo maximal de G é normal em G;

2. Todo subgrupo de G é subnormal;

3. O grupo G satisfaz a condição normalizadora, isto é, se H < G, então H < NG(H);

4. Se G é finito, então G é o produto direto de seus subgrupos de Sylow;

5. Se 1 6= N ⊳ G, então N ∩ Z(G) 6= 1;

6. Todo subgrupo normal minimal de G está contido no centro de G;

7. O conjunto T formado por todos os elementos de ordem finita de G é um subgrupo

normal de G.
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No caso em que o grupo G é finito, as condições 1, 2, 3 e 4 da proposição acima são todas

equivalentes ao fato de G ser nilpotente, conforme [20], pág. 130. O subgrupo T do item 7 é

chamado de subgrupo de torção de G.

O próximo resultado desempenha um papel fundamental no estudo de grupos nilpotentes.

Teorema 1.19 (Fitting, cf. [20], pág.133). Sejam M e N subgrupos normais nilpotentes de

um grupo G. Então, o produto MN também é um subgrupo nilpotente de G.

Agora, dado um grupo G definimos o subgrupo de Fitting de G, denotado por Fit(G),

como sendo o subgrupo gerado por todos os subgrupos normais nilpotentes de G. Pelo

teorema acima, vemos que se G é um grupo finito, então Fit(G) é um subgrupo nilpotente,

o qual é o maior subgrupo normal nilpotente de G. Naturalmente, Fit(G) pode ser trivial.

Seguindo a terminologia usada por Robinson no artigo [22], dizemos que um resultado

é do tipo Hall quando dado um subgrupo normal nilpotente H de um grupo G, podemos

passar uma propriedade de G/H ′ para G. O principal resultado nesta direção fornece um

critério de nilpotência, a saber

Teorema 1.20 (P. Hall, cf. [20], pág. 134). Seja N ⊳ G. Se N e G/N ′ são nilpotentes,

então G é nilpotente.

O subgrupo de Frattini de um grupo qualquer G é a interseção de todos os subgrupos

maximais de G, e deve ser igual ao próprio grupo G no caso em que G não possui subgrupo

maximal. Denotaremos o subgrupo de Frattini de G por Frat(G).

Definição 1.21. Um elemento x de um grupo G é um gerador supérfluo de G se sempre que

um subconjunto T satisfaz G = 〈T, x〉, então G = 〈T 〉.

O subgrupo de Frattini de G pode ser caracterizado em termos dos geradores supérfluos

de G, como vemos na

Proposição 1.22. ([20], pág.135) Em qualquer grupo não trivial G, o subgrupo de Frattini

é igual ao conjunto de todos os geradores supérfluos de G.

Observação 1.23. Não é dif́ıcil ver que se um subgrupo maximal M de um grupo G é

normal, então G/M tem ordem prima e G′ ≤ M . Assim, M ⊳ G se, e somente se, G′ ≤ M .
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Com isso, todo grupo maximal de G é normal se, e somente se, G′ ≤ Frat(G). Segue do item

1 da Proposição 1.18 que se G é um grupo nilpotente, então G′ ≤ Frat(G). No caso finito,

vale a rećıproca.

Para finalizar esta seção, apresentaremos dois resultados, em que o primeiro fornece um

critério necessário para decidir se um grupo nilpotente é finitamente gerado e o segundo

fornece um critério suficiente para decidir se um grupo finito é solúvel em termos de seus

subgrupos maximais.

Teorema 1.24 (Baer, cf. [20], pág.137). Se G é um grupo nilpotente e Gab é finitamente

gerado, então G satisfaz a condição maximal.

Teorema 1.25 (Schmidt, cf. [20], pág. 258). Se todo subgrupo maximal de um grupo finito

G é nilpotente, então G é solúvel.

1.5 Módulos e Representações de Grupos

Nesta seção, iremos apresentar os conceitos de módulos e representações de grupos, mas

apenas o que será necessário para o desenvolvimento da Seção 4.2. Para mais detalhes,

veja [12] e [27]. Inicialmente, vamos apresentar um dos principais objetos no estudo de

representações de grupos, a saber, o anel de grupo. Dados A um anel (com unidade) e G um

grupo, seja AG o conjunto de todas as somas formais finitas
∑

g∈G

αgg, com αg ∈ A, para todo

g ∈ G. Temos que AG possui uma estrutura de anel com as operações definidas por

∑

g∈G

αgg +
∑

g∈G

βgb =
∑

g∈G

(αg + βg)g,
∑

g∈G

αgg ·
∑

h∈G

βhh =
∑

k∈G

γkk,

onde γk =
∑

αgβh, com somatório sobre todo (g, h) ∈ G×G tal que gh = k. O anel AG é

chamado de anel de grupo de G sobre A.

Seja A um anel. Um A-módulo (à esquerda) é um grupo abeliano (M,+) junto com uma

função

f : A×M −→ M

(a,m) 7−→ (a,m)f = a ·m

que satisfaz as seguintes condições:
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(i) (a+ b) ·m = a ·m+ b ·m;

(ii) a · (m+ n) = a ·m+ a · n;

(iii) (ab) ·m = a · (b ·m);

(iv) 1 ·m = m.

para todos a, b ∈ A e todos m,n ∈M .

Seja M um A-módulo. Um subconjunto não vazio N de M é um A-submódulo de M (ou

simplesmente submódulo) quando:

(i) (∀m,n ∈ N)(m+ n ∈ N);

(ii) (∀ a ∈ A)(∀n ∈ N)(a · n ∈ N).

Um A-módulo não nulo M é dito ser simples, ou irredut́ıvel, se os únicos submódulos de M

são M e {0}. Se S é um subconjunto não vazio de um A-módulo M , então o submódulo de

M gerado por S é dado por 〈S〉 =
⋂
N , onde N percorre o conjunto de todos os submódulos

de M que contém S. Notamos que 〈S〉 pode ser obtido como

〈S〉 = {a1s1 + · · ·+ ansn; n ∈ N, ai ∈ A, si ∈ S, i = 1, · · · , n}.

É fácil verificar que um A-módulo M é irredut́ıvel se 〈m〉 =M , para todo elemento não nulo

m de M .

Sejam F um corpo, G um grupo e n ≥ 1 um inteiro. Uma F -representação matricial

de G é um homomorfismo de grupos ϕ : G −→ GLn(F ). Se V é um F -espaço vetorial

de dimensão finita, então uma F -representação de G em V é um homomorfismo de grupos

ϕ : G −→ GL(V ). Se ϕ é injetor, então a representação é dita ser fiel.

Sejam ϕ : G −→ GL(V ) uma F -representação de G e B uma base de V fixada. Então

a aplicação ϕ∗ : G −→ GLn(F ), dada por gϕ
∗

= [gϕ]B, onde [gϕ]B é a matriz de gϕ na base

B para todo g ∈ G, é uma F -representação matricial de G, chamada de F -representação

matricial associada a ϕ com respeito à base B. Duas representações matriciais ϕ e ψ de G

são equivalentes se existe M ∈ GLn(F ) tal que g
ψ =M−1gϕM , para todo g ∈ G. Utilizando
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a matriz mudança de bases, podemos verificar que representações matriciais associadas a

uma representação ϕ de G por bases distintas são equivalentes.

Dada ϕ : G −→ GL(V ) uma F -representação de um grupo G, podemos definir uma

estrutura de FG-módulo sobre V com a multiplicação por escalar dada por

(
∑

g∈G

αgg

)
· v =

∑

g∈G

αgv
(g)ϕ.

Reciprocamente, se V é um FG-módulo, então a aplicação

ϕ : G −→ GL(V )

g 7−→ gϕ : V → V

v 7→ g · v

é uma F -representação de G. Consequentemente, os conceito de F -representação de G e

FG-módulo são equivalentes.

Dizemos que a F -representação ϕ : G −→ GL(V ) é irredut́ıvel quando V com a estrutura

de FG-módulo dada acima é irredut́ıvel. Para o que será feito na Seção 4.2, precisaremos do

seguinte resultado.

Proposição 1.26. ([12], pág. 49) Se ϕ : G −→ GLn(F ) é uma F -representação irredut́ıvel

de um grupo G, então

CF (ϕ) = {S ∈Mn(F ); Sg
ϕ = gϕS, ∀ g ∈ G}

é um anel com divisão.

1.6 Indução Transfinita e Números Ordinais

Nesta seção apresentaremos de modo breve alguns conceitos e resultados de teoria de

conjuntos. Para mais detalhes, veja [15].

Definição 1.27. Um conjunto parcialmente ordenado X é dito bem ordenado quando todo

subconjunto não vazio de X possui um elemento mı́nimo ou menor elemento.
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Uma primeira observação que fazemos é que todo conjunto bem ordenado X é totalmente

ordenado. De fato, se x, y ∈ X , então o subconjunto {x, y} não vazio de X possui um

elemento mı́nimo, de onde, x ≤ y ou y ≤ x.

A vantagem de se estudar conjuntos bem ordenados é que podemos mostrar propriedades

sobre seus elementos de modo análogo ao processo de indução finita. Mais precisamente,

temos o seguinte resultado

Teorema 1.28 (Prinćıpio de Indução Transfinita). Seja X um conjunto bem ordenado e

suponhamos que S é um subconjunto de X satisfazendo a seguinte propriedade: para todo

x ∈ X, se y ∈ S, para todo y < x, então x ∈ S. Nestas condições, S é igual ao conjunto X.

Demonstração. Suponhamos, por absurdo, que X \S é não vazio. Como X é bem ordenado,

X \S possui um menor elemento, digamos x. Logo, todo elemento y < x pertence a S e, por

hipótese, segue que x ∈ S, o que é um absurdo. 2

Outra vantagem é que podemos estender o processo de contagem além dos números

naturais, que é feito através dos números ordinais, que definimos a seguir.

Definição 1.29. Um conjunto X é transitivo quando para todo x ∈ X tivermos que x ⊆ X .

Um número ordinal é um conjunto bem ordenado α tal que para todo x ∈ α vale que

x = {y ∈ α; y < x}, ou seja, α é transitivo.

Para ilustrar estes conceitos, lembremos como é constrúıdo o conjunto dos números na-

turais. Para todo conjunto x, definimos o sucessor x+ de x como sendo o conjunto x ∪ {x}.

Começamos definindo o número zero como sendo o conjunto ∅ e definimos cada número na-

tural como sendo igual ao conjunto que contém todos os seus predecessores, ou seja, devemos

ter 1 = 0+ = {0}, 2 = 1+ = {0, 1}, 3 = 2+ = {0, 1, 2} e assim por diante. Então, o conjunto

dos números naturais ω é tomado como sendo o menor conjunto que contém 0 e contém

x+ sempre que contiver x. Dado um número natural n = {0, 1, · · · , n − 1} junto com a

relação de ordem dada pela pertinência, vemos da definição de número natural que este é

um conjunto totalmente ordenado e transitivo, ou seja, todo número natural é um número

ordinal, os quais são ordinais finitos. Ordinais que não são finitos são denominados ordinais
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transfinitos. Claramente, o conjunto ω dos números naturais com a ordem usual é totalmente

ordenado e transitivo, isto é, é um número ordinal, o qual é um ordinal transfinito.

Um fato importante no estudo de números ordinais, é que todo conjunto formado de

números ordinais pode ser munido de uma ordem que o torna bem ordenado. Notamos que

cada número natural diferente de zero possui um antecessor imediato. Da mesma forma como

acontece com os números naturais, se um número ordinal α possui um antecessor imediato

β, então α = β+. Entretanto, nem todo número ordinal possui antecessor imediato e, neste

caso, chamamos esse ordinal de ordinal limite.



Caṕıtulo 2

Generalização de Grupos Nilpotentes

Para grupos finitos, vimos na Proposição 1.18 que podemos caracterizar grupos nilpo-

tentes de diversos modos. Porém, quando passamos para grupos infinitos perdemos essas

caracterizações. Mas nem tudo está perdido, pois esta situação faz surgir generalizações para

nilpotência. Entre elas, veremos neste caṕıtulo grupos que satisfazem a condição normaliza-

dora, grupos hipercentrais, grupos de Gruenberg e grupos de Baer. Todas estas classes de

grupos pertencem a classe dos grupos localmente nilpotentes, a qual iremos estudar neste

caṕıtulo. Para mais detalhes, veja [20] e [21].

2.1 Grupos Localmente Nilpotentes

Seja P uma propriedade de grupos. Dizemos que um grupo G é localmente P quando

todo subconjunto finito de G está contido em um subgrupo de G que satisfaz a propriedade

P. É fácil ver que se a propriedade P é inerente para subgrupos, então um grupo G é

localmente P se, e somente se, todo subgrupo finitamente gerado tem a propriedade P. Em

particular, temos a

Definição 2.1. Um grupo G é localmente nilpotente se cada subgrupo finitamente gerado é

nilpotente.

Não é dif́ıcil ver que a classe dos grupos localmente nilpotentes é fechada para a formação

de subgrupos e imagens homomórficas.

Vimos no Teorema 1.19, que o produto de subgrupos normais nilpotentes de um grupo

é ainda um subgrupo normal nilpotente deste grupo. Um resultado análogo para grupos



2.1 Grupos Localmente Nilpotentes 20

localmente nilpotentes é dado pelo

Teorema 2.2 (Hirsch-Plotkin). Sejam H e K subgrupos normais localmente nilpotentes de

um grupo G. Então, o produto HK é localmente nilpotente.

Demonstração. Escolhamos um subgrupo finitamente gerado J = 〈h1k1, · · · , hmkm〉 de HK,

onde hi ∈ H e ki ∈ K, para i = 1, · · · , m. Devemos provar que J é nilpotente. Para isso,

vamos considerar os seguintes subgrupos: X = 〈h1, · · · , hm〉, Y = 〈k1, · · · , km〉 e Z = 〈X, Y 〉.

Vemos que J ≤ Z e, assim, basta mostrarmos que Z é nilpotente. Definimos o conjunto

C = {[hi, kj]; i, j = 1, · · · , m}. Desde que H e K são normais, temos que C ⊆ H∩K. Assim,

〈X,C〉 é um subgrupo finitamente gerado de H e, então, nilpotente. Mas 〈X,C〉ab também

é finitamente gerado e, pelo Teorema 1.24, o subgrupo 〈X,C〉 satisfaz a condição maximal.

Portanto, pelo Teorema 1.9, todo subgrupo de 〈X,C〉 é finitamente gerado. Em particular,

o subgrupo CX é finitamente gerado. Além disso, o fato de que CX ≤ H ∩K, implica que

〈Y, CX〉 ≤ K é finitamente gerado e, consequentemente, nilpotente. Agora, pela Proposição

1.12, temos que [X, Y ] = CXY e

〈Y, CX〉 = 〈Y, CXY 〉 = 〈Y, [X, Y ]〉 = Y X .

Segue que Y X é nilpotente e, por simetria, XY também o é. Logo, o subgrupo Z = 〈X, Y 〉 =

XY Y X é nilpotente pelo Teorema 1.19. 2

Por indução, podemos ver que o produto de um número finito de subgrupos normais

localmente nilpotentes de um grupo ainda é um subgrupo localmente nilpotente. Em geral,

seja H o produto de uma famı́lia qualquer {Hi}i∈I de subgrupos normais localmente nil-

potentes de um grupo G. Dado um subgrupo K = 〈g1, · · · , gn〉 finitamente gerado de H ,

para cada j = 1, · · · , n, existe ij ∈ I tal que gj ∈ Hij . Logo, obtemos K ≤ Hi1 · · ·Hin , o

qual é localmente nilpotente. Portanto, K é nilpotente e, consequentemente, o grupo H é

localmente nilpotente.

Corolário 2.3. Em qualquer grupo G existe um único subgrupo normal localmente nilpotente

maximal contendo todos os subgrupos normais localmente nilpotentes de G.
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Demonstração. Dado N um subgrupo normal localmente nilpotente de G, consideremos a

famı́lia

F = {M ; N ≤ M, M ⊳ G e M é localmente nilpotente}.

Temos que N ∈ F e, então, F 6= ∅. Além disso, dado um subconjunto totalmente ordenado

{Mi}i∈I de F, podemos ver que J =
⋃
i∈IMi é um limitante superior de {Mi}i∈I em F. Pelo

Lema de Zorn, a famı́lia F possui um elemento maximal. Dados N1 e N2 subgrupos normais

localmente nilpotentes de G, sejam H1 e H2 subgrupos localmente nilpotentes maximais de G

tais que N1 ≤ H1 e N2 ≤ H2. Pelo teorema anterior, temos que H1H2 é um subgrupo normal

localmente nilpotente contendo N1 e N2. Logo, a maximalidade de H1 e H2 garante que

H1H2 ≤ H1 eH1H2 ≤ H2, de ondeH1 = H2 e, portanto, existe um único subgrupo localmente

nilpotente maximal que contém todos os subgrupos normais localmente nilpotentes de G. 2

Isto nos permite fazer a seguinte

Definição 2.4. Dado um grupo G, o radical de Hirsch-Plotkin de G é o único subgrupo nor-

mal localmente nilpotente maximal de G que contém todos os subgrupos normais localmente

nilpotentes de G.

Observamos que o subgrupo de Fitting de qualquer grupo sempre está contido no radical

de Hirsch-Plotkin e, mais ainda, estes subgrupos coincidem no caso finito.

Antes de prosseguirmos no estudo de grupos localmente nilpotentes, precisaremos do

conceito de série ascendente que generaliza séries normais.

Definição 2.5. Uma série ascendente em um grupo G é um conjunto {Hα;α ≤ β} de

subgrupos de G indexado por ordinais menores do que ou iguais a um ordinal β tal que:

a) Hα1 ≤ Hα2 , quando α1 ≤ α2;

b) H0 = 1 e Hβ = G;

c) Hα ⊳ Hα+1;

d) Hλ =
⋃

α<λ

Hα, quando λ é um ordinal limite.
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Naturalmente, os subgrupos Hα são chamados os termos da série, enquanto que Hα+1/Hα

são os fatores. O ordinal β é o comprimento da série. Escrevemos a série acima na forma:

1 = H0 ⊳ H1 ⊳ · · ·Hβ = G.

Algumas vezes será conveniente falar de uma série começando no subgrupo K; neste caso,

teremos H0 = K e as demais condições mantidas.

Definição 2.6. Um subgrupo que é termo de alguma série ascendente de um grupo G é

chamado subgrupo ascendente.

Exemplo 2.7. Este exemplo serve para ilustrar o fato de que o conceito de subgrupo ascen-

dente é uma generalização não trivial dos subgrupos subnormais. Sejam A um grupo do tipo

2∞ e X = 〈x〉 um grupo de ordem 2. Tomamos G = X ⋉A, com ax = a−1, para todo a ∈ A.

Este grupo é chamado 2-grupo localmente diedral. Denotamos por Ai o único subgrupo de A

com ordem 2i. Temos que Ai ⊳ Ai+1 e, consequentemente, XAi ⊳ XAi+1, para todo i ∈ N.

Logo, existe uma série ascendente

X ⊳ XA1 ⊳ XA2 ⊳ · · ·XA = G.

É fácil ver que
⋃
i<ωXAi = XA e, portanto, X é ascendente em G. Por outro lado,

XG = XXA = X〈X,A〉 = XA = 〈X, [X,A]〉 = 〈X,A〉 = XA = G,

ou seja, o subgrupo X não é subnormal em G.

Algumas propriedades das séries ascendentes que utilizaremos são apresentadas na próxima

proposição.

Proposição 2.8. Sejam H e K subgrupos de um grupo G, com H ≤ K. Se H é ascendente

em K e K é ascendente em G, então H é ascendente em G. Além disso, se H é um subgrupo

ascendente de K e ϕ é um homomorfismo de G em um grupo qualquer, então Hϕ é ascendente

em Kϕ. Em particular, se N ⊳ G, então NH é ascendente em NK.

Demonstração. Sejam

H = H1 ⊳ H2 ⊳ · · ·Hα = K e K = K1 ⊳ K2 ⊳ · · ·Kβ = G
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séries ascendentes de H em K e de K em G, respectivamente. Então, fazendo Kγ = Kα+γ,

para cada ordinal γ = 1, 2, · · · , β, temos que

H = H1 ⊳ H2 ⊳ · · ·Hα = K = Kα+1 ⊳ Kα+2 ⊳ · · ·Kα+β = G

é uma série ascendente entre H e G, de onde H é ascendente em G.

Agora, se ϕ : G −→ G̃ é um homomorfismo do grupo G em um grupo qualquer G̃, é fácil

ver que

Hϕ = Hϕ
1 ⊳ Hϕ

2 ⊳ · · ·Hϕ
α = Kϕ

é uma série ascendente entre Hϕ e Kϕ. Em particular, se N ⊳ G, então tomando o homo-

morfismo canônico ϕ : G −→ G/N , temos que Hϕ = NH/N é ascendente em Kϕ = NK/N

e, consequentemente, NH é ascendente em NK. 2

A seguir, veremos que o radical de Hirsh-Plotkin, além de conter todos os subgrupos

normais localmente nilpotentes, também contém todos os subgrupos ascendentes localmente

nilpotentes.

Proposição 2.9. Se G é um grupo qualquer, então o radical de Hirsch-Plotkin contém todos

os subgrupos ascendentes localmente nilpotentes de G.

Demonstração. Seja H um subgrupo ascendente localmente nilpotente de G. Então, existe

uma série ascendente

H = H0 ⊳ H1 ⊳ · · ·Hβ = G.

Definindo Hα = HHα, é fácil ver que

H = H1 ⊳ H2 ⊳ · · ·Hβ = HG

é uma série ascendente. Argumentamos por indução transfinita que Hα é localmente nilpo-

tente, para todo ordinal α. Suponhamos que isto seja falso e consideremos α o primeiro ordi-

nal tal que Hα não é localmente nilpotente. Se α é um ordinal limite, então Hα =
⋃
γ<αHγ

e, sendo Hγ localmente nilpotente para todo γ < α, segue que Hα é localmente nilpotente.

Portanto, α não pode ser um ordinal limite; logo, α−1 existe e Hα−1 é localmente nilpotente.

Agora,

〈H
x

α−1| x ∈ Hα〉 = (Hα−1)
Hα = (HHα−1)Hα = HHα = Hα.
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Além disso, para qualquer x ∈ Hα temos que H
x

α−1 ⊳ H
x

α = Hα. Consequentemente,

Hα é um produto de subgrupos normais localmente nilpotentes e, portanto, é localmente

nilpotente. Por esta contradição, temos que Hβ = HG é localmente nilpotente. Logo, HG

está contido no radical de Hirsch-Plotkin e, então, H também está. 2

Foi visto na Observação 1.23, que se G é um grupo nilpotente, então G′ ≤ Frat(G). Em

direção a obter um resultado análogo para grupos localmente nilpotentes, precisaremos do

Lema 2.10. Sejam G um grupo, H um subgrupo de G e x um elemento de G tal que x 6∈ H.

Então, existe um subgrupo K que é maximal com respeito a propriedade de conter H e x 6∈ K.

Demonstração. Seja S = {S; H ≤ S ≤ G, x 6∈ S}. Uma vez que x 6∈ H , temos que H ∈ S

e, então, S 6= ∅. A relação de inclusão torna S parcialmente ordenado. Além disso, dado

um subconjunto totalmente ordenado {Si}i∈I de S , seja J =
⋃
i∈I Si. É claro que x 6∈ J .

Dados g, h ∈ J , temos que g ∈ Sj e h ∈ Sk, para alguns j, k ∈ I. Desde que {Si}i∈I é

totalmente ordenado, podemos considerar que Sj ⊆ Sk e, com isso, g, h ∈ Sk. Como Sk ≤ G,

temos que gh−1 ∈ Sk ⊆ J , de onde, J é subgrupo de G. Claramente H ≤ J e Si ≤ J , para

todo i ∈ I. Portanto, J ∈ S é um limitante superior para {Si}i∈I . Pelo Lema de Zorn,

segue que S possui um elemento maximal K, como queŕıamos. 2

Com isso, estamos aptos a demonstrar o

Teorema 2.11 (Baer, McLain). Se M é um subgrupo maximal de um grupo localmente

nilpotente G, então M é normal em G. Equivalentemente, G′ ≤ Frat(G).

Demonstração. SeM não é normal, então G′ �M e existe c ∈ G′\M . Logo, a maximalidade

de M implica que G = 〈c,M〉. Desde que c ∈ G′, então c ∈ 〈g1, · · · , gn〉
′, com g1, · · · , gn

pertencendo a L = 〈c, F 〉, onde F é um subgrupo adequado finitamente gerado de M . Visto

que c 6∈ F , pelo Lema 2.10, o grupo L possui um subgrupo N que é maximal com respeito a

conter F e c 6∈ N . Notemos que um subgrupo de L que contém N propriamente deve conter F

e c, logo, este subgrupo deve ser igual a L; isto equivale a dizer que N é um subgrupo maximal

de L. Desde que L é um subgrupo de G finitamente gerado, temos que L é nilpotente. Pela

Proposição 1.18, temos que N ⊳ L e, consequentemente, L/N é abeliano. Contudo, isto nos

diz que c ∈ L′ ≤ N , o que contradiz a escolha de N . 2
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Outra propriedade satisfeita para grupos nilpotentes que também é satisfeita para grupos

localmente nilpotentes é o fato de que subgrupos normais minimais estão contidos no centro

do grupo, como vemos no resultado abaixo.

Teorema 2.12 (Mal’cev, McLain). Um subgrupo normal minimal N de um grupo localmente

nilpotente G é central.

Demonstração. Suponhamos que N � Z(G), logo, existem a ∈ N e g ∈ G tais que b =

[a, g] 6= 1. Como N é normal em G, b ∈ N e a minimalidade de N garantem que 〈b〉G = N .

Portanto, a ∈ 〈bg1, · · · , bgn〉, para alguns g1, · · · , gn ∈ G. Definimos H = 〈a, g, g1, · · · , gn〉 e

A = 〈a〉H . Visto que a ∈ A e g ∈ H , então b = [a, g] ∈ [A,H ]. Desta forma, bgi ∈ [A,H ],

para todo i = 1, · · · , n e, então, a ∈ [A,H ]. Logo, A ≤ [A,H ] e [A,H ] ≤ A, uma vez que A

é normal em H , ou seja, A = [A,H ] e, consequentemente, A = [A, rH ] para todo r inteiro

positivo. Como H é um subgrupo finitamente gerado de G, segue que H é nilpotente de

classe c, digamos. Assim, A = [A, cH ] ≤ [H, cH ] = γc+1(H) = 1. Portanto, a = 1 e, então,

b = 1, o que é um absurdo. 2

Um fato interessante que ocorre para grupos localmente nilpotentes é que eles podem

ser forçados a serem nilpotentes quando impomos condições de finitude. Um exemplo trivial

disto, é que todo grupo finito localmente nilpotente é nilpotente. Outro resultado nesta

direção é apresentado abaixo.

Teorema 2.13 (McLain). Se um grupo localmente nilpotente G satisfaz a condição max-n,

então G é um grupo nilpotente e finitamente gerado.

Demonstração. Temos que G/G′ satisfaz a condição max-n e, então, G/G′ satisfaz max, pois

este grupo é abeliano. Logo, pelo Teorema 1.9, o grupo G/G′ é finitamente gerado, digamos

que G/G′ = 〈x1G
′, · · · , xkG

′〉. Se considerarmos X = 〈x1, · · · , xk〉, então dado g ∈ G, temos

que gG′ = xG′, com x ∈ X , ou seja, g = xg′, onde g′ ∈ G′. Portanto, podemos escrever

G = XG′, com X um subgrupo de G finitamente gerado, o qual deve ser nilpotente de classe

c, digamos. Dado um subgrupo H de G, colocamos H = π(H), onde π : G −→ G/γc+2(G) é o

homomorfismo canônico. Portanto, o grupo G = X G′ é nilpotente, uma vez que γc+2(G) = 1.

Pela Observação 1.23, vemos que G′ ≤ Frat(G) e, assim, G = X Frat(G). Notamos que Gab
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é finitamente gerado, pois é isomorfo a X , logo, pelo Teorema 1.24, o grupo G satisfaz max

e, em particular, o subgrupo Frat(G) é finitamente gerado. Pela Proposição 1.22, sabemos

que os elementos de Frat(G) são geradores supérfluos. Assim, obtemos G = X e, então, G

é nilpotente de classe no máximo c, de onde, γc+1(G) = γc+2(G). Colocando L = γc+1(G),

temos L = [L,G]. Se L 6= 1, então pela condição max-n existe um subgrupo normal N de

G que é maximal satisfazendo N < L. Mas L/N é um subgrupo normal minimal de G/N e,

pela Proposição 2.12, temos que L/N é central, ou seja, L/N ≤ Z(G/N). Visto que N ⊳ G,

isto equivale a L = [L,G] ≤ N , o que é um absurdo. Portanto, L = 1 e, então, G é nilpotente.

Para finalizar, como G = X , γc+2(G) = 1 e X é finitamente gerado, então G é finitamente

gerado. 2

Como veremos mais adiante no Lema 3.12, todo grupo nilpotente finitamente gerado é

polićıclico e, pelo Exemplo 1.10, todo grupo polićıclico satisfaz a condição max. Portanto,

pelo teorema acima, as condições max-n e max são equivalentes para grupos localmente

nilpotentes.

Exemplo 2.14. Vamos ilustrar que a condição min-n sobre um grupo localmente nilpotente

G não implica que G é nilpotente. Consideremos G = X ⋉ A o 2-grupo localmente diedral.

Dado H = 〈g1, · · · , gn〉 um subgrupo finitamente gerado de G, podemos ver que para algum

subgrupo Ai de A com ordem 2i devemos ter queH ≤ XAi e este é um 2-grupo finito, de onde,

XAi é nilpotente e, consequentemente, H é nilpotente. Portanto, o grupo G é localmente

nilpotente. Além disso, como A e G/A ≃ X satisfazem a condição min-n, pelo Teorema 1.9,

segue que G satisfaz min-n. Entretanto, G′ = A = [A,G] de onde γ2(G) = [G,G] = G′ = A,

γ3(G) = [G′, G] = [A,G] = A e, assim por diante, obtemos que γn(G) = A, para todo n.

Logo, o grupo G não é nilpotente.

2.1.1 Condição Normalizadora e Grupos Hipercentrais

Sabemos que a condição normalizadora é satisfeita para grupos nilpotentes, mais ainda,

esta condição caracteriza grupos nilpotentes no caso finito. Embora, no caso geral, gru-

pos que satisfazem a condição normalizadora não são necessariamente nilpotentes, veremos

que tais grupos são localmente nilpotentes. Primeiramente, vamos caracterizar a condição
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normalizadora em termos de subgrupos ascendentes.

Proposição 2.15. Um grupo G satisfaz a condição normalizadora se, e somente se, todo

subgrupo é ascendente.

Demonstração. Suponhamos que G satisfaz a condição normalizadora. Dado H um subgrupo

qualquer, podemos definir uma cadeia de subgrupos {Hα} pelas seguintes regras:

H0 = H, Hα+1 = NG(Hα) e Hλ =
⋃

β<λ

Hβ,

onde α é um ordinal e λ é um ordinal limite. Se Hα < Hα+1 para todo α, segue que a

cardinalidade de G não é menor do que a cardinalidade do ordinal α, para qualquer α, o

que é um absurdo. Portanto, Hα = Hα+1 = NG(Hα) para algum α e, assim, Hα = G pela

condição normalizadora. Portanto, H é ascendente em G.

Reciprocamente, dado H < G, existe uma série ascendente

H = H0 ⊳ H1 ⊳ · · ·Hβ = G.

Excluindo os termos repetidos, podemos supor que H 6= H1. Portanto, H1 ≤ NG(H) e

H < NG(H). 2

Com isso, obtemos a

Proposição 2.16 (Plotkin). Se um grupo G satisfaz a condição normalizadora, então G é

localmente nilpotente.

Demonstração. Dado g ∈ G, pela proposição anterior temos que 〈g〉 é ascendente em G.

Desde que 〈g〉 é abeliano, temos que 〈g〉 é localmente nilpotente e, então, 〈g〉 é subgrupo do

radical de Hirsch-Plotkin de G. Logo, o grupo G coincide com seu radical de Hirsch-Plotkin

e, claramente, é localmente nilpotente. 2

Exemplo 2.17. A rećıproca da proposição anterior é falsa. Consideremos o grupoW = H≀K,

onde |H| = p e K é um p-grupo abeliano elementar infinito. Como H e K são abelianos,

segue que eles são solúveis e, assim, W é um p-grupo solúvel, pois W é uma extensão de

grupos solúveis. Afirmamos que todo p-grupo solúvel G é localmente nilpotente. De fato,
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dado S = 〈g1, · · · , gn〉 um subgrupo finitamente gerado de G, como S é um grupo de torção, a

Proposição 1.15 garante que S é finito. Com isso, S é um p-grupo finito e, consequentemente,

é nilpotente, como queŕıamos. Logo, o grupo W é localmente nilpotente. Entretanto, W não

satisfaz a condição normalizadora, pois NW (K) = K. Com efeito, temos que

H ≀K = K ⋉

(
Dr
k∈K

Hk

)
, com (hk)

k′ = (hkk′).

Dado (x, (hk)) ∈ NW (K), para todo (y, 1) ∈ K, devemos ter

(x, (hk))
−1(y, 1)(x, (hk)) = (x−1yx, (h−1

k )x
−1yx(hk))

pertencendo a K, ou seja, 1 = (h−1
k )λ(hk) = (h−1

kλhk) para todo λ ∈ K. Segue que hkλ = hk,

para todo λ ∈ K. Neste caso, (hk) = (h) para algum h ∈ H . Mas, como o produto direto

Dr
k∈K

Hk tem infinitos fatores, devemos ter que h = 1 e, portanto, (hk) = 1. Logo, (x, (hk)) ∈ K

e, então, NW (K) = K como afirmamos.

Vejamos, agora, a classe dos grupos hipercentrais.

Definição 2.18. Uma série ascendente 1 = G0 ⊳ G1 ⊳ · · ·Gβ = G de um grupo G é dita

central se Gα ⊳ G e Gα+1/Gα ≤ Z(G/Gα), para todo ordinal α < β. Um grupo que possui

uma série ascendente central é chamado hipercentral.

Podemos caracterizar esta classe de grupos em termos de série central superior estendida

transfinitamente, que é definida da seguinte forma: se G é um grupo qualquer, os termos

ζα(G) da série central superior são definidos como

ζ0(G) = 1, ζα+1(G) é o subgrupo de G tal que
ζα+1(G)

ζα(G)
= Z

(
G

ζα(G)

)
e

se λ é um ordinal limite, ζλ(G) =
⋃

α<λ

ζα(G).

Desde que a cardinalidade de G não pode ser excedida, existe um ordinal β tal que ζβ(G) =

ζβ+1(G) = · · · e este subgrupo é chamado de hipercentro de G. Será conveniente chamarmos

ζα(G) de α-centro de G. É imediato ver que um grupo G é hipercentral se, e somente se, ele

coincide com seu hipercentro.

Proposição 2.19. Um grupo hipercentral G satisfaz a condição normalizadora e, portanto,

é localmente nilpotente.
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Demonstração. Seja {Gα;α < β} uma série central ascendente de G e seja H ≤ G. Para todo

α, como Gα+1/Gα ≤ Z(G/Gα), temos que [G,Gα+1] ≤ Gα. Assim, HGα ⊳ HGα+1. Portanto,

H = HG0 é ascendente em G = HGβ. Logo, todo subgrupo de G é ascendente, de onde G

satisfaz a condição normalizadora e, consequentemente, G é localmente nilpotente. 2

2.1.2 Grupos de Gruenberg e de Baer

Antes de definirmos os próximos dois tipos de grupos localmente nilpotentes, apresenta-

remos o seguinte resultado fundamental.

Teorema 2.20. Sejam H e K subgrupos nilpotentes finitamente gerados de um grupo G e

escrevamos J = 〈H,K〉.

(i) (Gruenberg). Se H e K são ascendentes em G, então J é ascendente em G;

(ii) (Baer). Se H e K são subnormais em G, então J é subnormal em G.

Demonstração. (i) Como H e K são ascendentes e nilpotentes, pela Proposição 2.9, obtemos

que H e K estão contidos no radical de Hirsch-Plotkin de G e, consequentemente, temos que

J também está contido no radical de Hirsch-Plotkin de G. Visto que J é finitamente gerado,

este deve ser nilpotente. Agora, vamos mostrar que J é ascendente em G. Inicialmente,

vejamos que podemos reduzir o problema para o caso em que H é um subgrupo normal de

J . Seja

H = H0 ⊳ H1 ⊳ · · ·Hα = G

uma série ascendente de H em G, com α > 0. O fato de que J é finitamente gerado garante

que Jab é finitamente gerado e, sendo J nilpotente, o Teorema 1.24 fornece que J satisfaz a

condição max. Pelo Teorema 1.9, todo subgrupo de J é finitamente gerado e, em particular,

obtemos que HJ é finitamente gerado. Procederemos por indução transfinita sobre α para

mostrarmos que HJ é ascendente em G. Se α é um ordinal limite, então HJ ≤ Hα =
⋃
β<αHβ

implica que HJ ≤ Hβ, para algum β < α. Por hipótese de indução, temos que HJ é

ascendente em Hβ e, sendo Hβ ascendente em Hα, segue que HJ é ascendente em Hα. Por

outro lado, se α não é um ordinal limite, entãoH ≤ Hα−1 ⊳ Hα eH
J ≤ Hα−1. Novamente por
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hipótese de indução, obtemos que HJ é ascendente em Hα−1 e, consequentemente, ascendente

em Hα. Este argumento nos permite trocar H por HJ e, assim, podemos supor que H ⊳ J

e J = HK.

Definindo Hα = HHα, sabemos que

H = H0 = H1 ⊳ H2 ⊳ · · ·Hα = HG

é uma série ascendente. Vamos modificar esta série de modo a obter uma nova série com a

propriedade de que cada termo é invariante por conjugação de elementos de K. Para isso,

consideremos

H∗
β =

⋂

k∈K

(Hβ)
k.

É fácil ver que H = H∗
0 = H∗

1 , H
G = H∗

α e H∗
β ⊳ H∗

β+1. Além disso, dado λ um ordinal

limite, temos que

H∗
λ =

⋃

β<λ

H∗
β.

De fato, a inclusão
⋃
β<λH

∗
β ⊆ H∗

λ é óbvia. Para a inclusão contraria, dado x ∈ H∗
λ, temos

que 〈x〉K ≤ (H∗
λ)
K = H∗

λ ≤ Hλ =
⋃
β<λHβ, uma vez que λ é um ordinal limite e os Hβ’s

formam uma série ascendente, para β < λ. Consequentemente 〈x〉K ≤ Hβ, para algum β < λ

e, como 〈x〉K ≤ (Hβ)
k, para todo k ∈ K, vem que 〈x〉K ≤ H∗

β. Em particular, conseguimos

que x ∈ H∗
β, como desejado.

Agora, para cada β < α, os fatos de que H∗
β ⊳ H∗

β+1 e H∗
β ser invariante por conjugação

de elementos de K implicam que H∗
β ⊳ H∗

β+1K. Além disso, se K = K0 ⊳ K1 ⊳ · · ·Kµ = G

é uma série ascendente de K em G, vemos que

K = K ∩H∗
β+1K = K0 ∩H

∗
β+1K ⊳ K1 ∩H

∗
β+1K ⊳ · · ·Kµ ∩H

∗
β+1K = H∗

β+1K

é uma série ascendente de K em H∗
β+1K. Pela Proposição 2.8, devemos ter que H∗

βK é

ascendente em H∗
β+1K. Com isso, deduzimos que J = HK = H∗

0K é ascendente em H∗
αK =

HGK. Mas, sendo K ascendente em G e HG
⊳ G, a Proposição 2.8 implica que HGK é

ascendente em G. Portanto, conclúımos que J é ascendente em G.

(ii) Análogo ao item anterior, mas considerando ordinais finitos. 2
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Corolário 2.21. Se todo subgrupo ćıclico de um grupo é ascendente (subnormal), então todo

subgrupo finitamente gerado deste grupo é ascendente (subnormal) e nilpotente.

Definição 2.22. Dizemos que um grupo G é de Gruenberg (Baer) quando todo subgrupo

ćıclico de G é ascendente (subnormal) em G.

Todo grupo de Baer é um grupo de Gruenberg e, pelo corolário anterior, todo grupo de

Gruenberg é localmente nilpotente. Além disso, todo grupo que satisfaz a condição nor-

malizadora é um grupo de Gruenberg, visto que todo subgrupo seu é ascendente, conforme

Proposição 2.15.

Sabemos que para um grupo qualquer, o produto de subgrupos normais nilpotentes é

ainda nilpotente, bem como o produto de subgrupos normais localmente nilpotentes é ainda

localmente nilpotente. O análogo para grupos de Gruenberg e de Baer é dado no seguinte

Teorema 2.23. Sejam H e K subgrupos normais de Gruenberg (Baer) de um grupo G.

Então, o produto HK também é um subgrupo de Gruenberg (Baer) de G.

Demonstração. Seja x ∈ HK e escrevamos x = hk, com h ∈ H e k ∈ K. Desde que

〈k〉 é ascendente em K e K ⊳ HK, temos que 〈k〉 é ascendente em HK. Considerando o

homomorfismo canônico π : HK −→ HK/H , a Proposição 2.8 garante que (〈k〉H)/H = 〈k〉π

é ascendente em (HK)π = HK/H , de onde, 〈k,H〉 = 〈k〉H é ascendente em HK. Resta

provarmos que 〈x〉 é ascendente em 〈k,H〉. Com efeito, é claro que 〈h〉 e 〈k〉 são subgrupos

finitamente gerados nilpotentes e ascendentes em 〈k,H〉. Assim, pelo Teorema 2.20, obtemos

que 〈h, k〉 é ascendente em 〈k,H〉. Sendo H e K grupos de Gruenberg, em particular, eles são

localmente nilpotentes e, pelo Teorema 2.2, temos que HK é localmente nilpotente. Logo,

〈h, k〉 é nilpotente, pois 〈h, k〉 é um subgrupo finitamente gerado de HK. Uma vez que 〈x〉

é subgrupo de 〈h, k〉, pela Proposição 1.18, vale que 〈x〉 é subnormal em 〈h, k〉 e, portanto,

〈x〉 é ascendente em 〈k,H〉, como queŕıamos. 2

Corolário 2.24. Todo grupo G possui um único subgrupo normal de Gruenberg (Baer) ma-

ximal, o qual contém todos os subgrupos de Gruenberg ascendentes (de Baer subnormais).
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Demonstração. Seja H um subgrupo de Gruenberg ascendente de G e considere a famı́lia

F = {N ; H ≤ N, e N é subgrupo normal de Gruenberg de G}.

Vamos mostrar que esta famı́lia é não vazia. Seja H = H0 ⊳ H1 ⊳ · · ·Hα = G uma série

ascendente de H em G. Definindo Hβ = HHβ , para todo ordinal β ≤ α, sabemos que

H = H0 = H1 ⊳ H2 ⊳ · · ·Hα = HG é uma série ascendente de H em HG. Provaremos

por indução transfinita sobre α que HG é subgrupo de Gruenberg. Suponhamos que Hβ

seja subgrupo de Gruenberg, para todo ordinal β < γ. Se β é um ordinal limite, então

Hβ =
⋃
λ<βHλ deve ser subgrupo de Gruenberg e, por indução, obtemos que Hγ é subgrupo

de Gruenberg. Agora, se β não é um ordinal limite, então existe Hβ−1 e este é um subgrupo

de Gruenberg. Além disso, para todo x ∈ Hβ temos que H
x

β−1 ⊳ Hβ e, consequentemente,

Hβ = 〈H
x

β−1; x ∈ Hβ〉 =
∏

x∈Hβ
H

x

β−1, com cada H
x

β−1 subgrupo normal de Gruenberg de

Hβ. Dado y ∈ Hβ , temos que y ∈ H
x1
β−1 · · ·H

xn
β−1, para alguns x1, · · · , xn ∈ Hβ. Pelo

teorema anterior, sabemos que o produto de um número finito de subgrupos normais de

Gruenberg ainda é um subgrupo normal de Gruenberg. Logo, o subgrupo 〈y〉 é ascendente

em H
x1
β−1 · · ·H

xn
β−1 e, portanto, ascendente em Hβ. Assim, Hβ é subgrupo de Gruenberg e,

por indução, vem que Hγ é subgrupo de Gruenberg. Em qualquer caso, conseguimos que HG

é subgrupo de Gruenberg. Portanto, o subgrupo HG pertence à F, assegurando que F 6= ∅.

Agora, dado um subconjunto totalmente ordenado {Mi}i∈I de F, podemos ver que J =
⋃
i∈IMi é um limitante superior de {Mi}i∈I em F. Pelo Lema de Zorn, a famı́lia F possui

um elemento maximal. Dados H1 e H2 subgrupos ascendentes de Gruenberg de G, sejam

M1 e M2 subgrupos normais de Gruenberg maximais de G tais que H1 ≤ M1 e H2 ≤ M2.

Pelo teorema anterior, temos que M1M2 é um subgrupo normal de Gruenberg contendo H1

e H2. Logo, a maximalidade de M1 e M2 garante que M1M2 ≤ M1 e M1M2 ≤ M2, de onde

M1 =M2 e, portanto, existe um único subgrupo normal de Gruenberg maximal que contém

todos os subgrupos ascendentes de Gruenberg de G. 2

Isto nos motiva a seguinte

Definição 2.25. Em qualquer grupo G, seu radical de Gruenberg (Baer) é o único subgrupo

normal de Gruenberg (Baer) maximal de G.



Caṕıtulo 3

Elementos Engelianos em um Grupo

A partir do estudo de grupos e álgebras de Lie, surge o conceito de elementos engelianos

em um grupo. Isto conduz a definição de grupos engelianos, que por sua vez fornecem uma

outra generalização dos grupos nilpotentes, sem serem necessariamente localmente nilpoten-

tes. Dado um grupo G, é posśıvel definir diferentes tipos de elementos engelianos e um dos

maiores objetivos no estudo destes elementos é fornecer condições para que os subconjuntos

de G formado pelos elementos engelianos sejam subgrupos de G. Este caṕıtulo é dedicado

a tratar destes elementos. Começamos apresentando as definições e algumas condições para

que os subconjuntos formados por elementos engelianos sejam subgrupos, em particular, con-

sideraremos condições de finitude. Por fim, vamos apresentar um tipo de elemento engeliano

mais geral que satisfaz propriedades análogas aos elementos apresentados anteriormente. Tais

elementos são definidos por Abdollahi no artigo [1].

3.1 Grupos Engelianos

Seja G um grupo qualquer. Um elemento g ∈ G é um elemento engeliano à esquerda de

G, se para cada x ∈ G, existe um inteiro positivo n = n(g, x) tal que [x, ng] = 1. Quando

n pode ser escolhido independentemente de x, dizemos que g é um elemento n-engeliano

à esquerda de G ou, menos precisamente, é um elemento engeliano à esquerda limitado de

G. Denotamos os conjuntos de elementos engelianos à esquerda e de elementos engelianos à

esquerda limitados por L(G) e L(G), respectivamente.

Notamos que na definição de elemento engeliano à esquerda g em G, o elemento variável

x aparece à esquerda de g. Assim, podemos definir de modo análogo quando um elemento
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g ∈ G é um elemento engeliano à direita colocando o elemento variável x à direita. Mais

especificamente, dizemos que um elemento g ∈ G é um elemento engeliano à direita de G, se

para cada x ∈ G, existe um inteiro positivo n = n(g, x) tal que [g, nx] = 1. Quando n pode

ser escolhido independentemente de x, dizemos que g é um elemento n-engeliano à direita

de G ou, menos precisamente, é um elemento engeliano à direita limitado de G. Denotamos

os conjuntos de elementos engelianos à direita e de elementos engelianos à direita limitados

por R(G) e R(G), respectivamente.

Observação 3.1. Embora ainda seja um problema em aberto saber se os subconjuntos

R(G), R(G), L(G) e L(G) são sempre subgrupos de G, é fácil verificar que todos eles são

invariantes por automorfismos de G. Em particular, tais subconjuntos são normais, ou seja,

são invariantes por conjugação de elementos de G.

Algumas questões interessantes podem surgir quando se investiga a relação entre os ele-

mentos engelianos à esquerda e os elementos engelianos à direita. Por exemplo, ainda é um

problema em aberto saber se um elemento engeliano à direita de um grupo qualquer sempre

é um elemento engeliano à esquerda. Um famoso resultado nesta linha de investigação diz

que o inverso de um elemento engeliano à direita é engeliano à esquerda. Apresentamos tal

resultado abaixo, o qual é devido a Heineken (1960).

Proposição 3.2 (Heineken). Em qualquer grupo G, o inverso de um elemento engeliano à

direita é um elemento engeliano à esquerda e o inverso de um elemento n-engeliano à direita

é um elemento (n + 1)-engeliano à esquerda. Portanto, R(G)−1 ⊆ L(G) e R(G)−1 ⊆ L(G).

Demonstração. Sejam x e g elementos de G. Então

[x, n+1g] =
[
[x, g], ng

]
=
[
[g−1, x]g, ng

]
=
[
[g−1, x], ng

]g
= [g(g−1)x, ng]

g = [(g−1)x, ng]
g.

Agora, suponhamos que g−1 ∈ R(G). Logo, para cada h ∈ G, existe um inteirom = m(g−1, h)

tal que [g−1, mh] = 1. Dado x ∈ G, escolha h ∈ G tal que hx = g, então

[(g−1)x, mg] = [(g−1)x, mh
x] = [g−1, mh]

x = 1.

Assim, se g−1 é um elemento engeliano à direita, para cada x ∈ G, existe m ∈ N tal que

[(g−1)x, mg] = 1, o que implica que [x, m+1g] = 1, ou seja, o inverso de g−1 é um elemento

engeliano à esquerda. A outra parte é análoga. 2
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Por definição, é imediato ver que G = L(G) é equivalente a G = R(G). Isto nos motiva

a seguinte definição:

Definição 3.3. Dizemos que um grupo G é um grupo engeliano quando G = L(G) ou,

equivalentemente, quando G = R(G). No caso em que [x, ny], para quaisquer x, y ∈ G,

dizemos que G é um grupo n-engeliano.

O principal objetivo da Teoria Engelianos é procurar condições sobre um grupoG para que

os conjuntos L(G),L(G),R(G) e R(G) sejam subgrupos de G e, se posśıvel, coincidam com

o radical de Hirsch-Plotkin, o radical de Baer, o hipercentro e o ω-centro, respectivamente.

Uma motivação disto reside na seguinte

Proposição 3.4. Seja G um grupo qualquer. Então:

(i) O conjunto L(G) contém o radical de Hirsch-Plotkin e L(G) contém o radical de Baer;

(ii) O conjunto R(G) contém o hipercentro e R(G) contém o ω-centro.

Demonstração. (i) Sejam g pertencente ao radical de Hirsch-Plotkin de G e x ∈ G qualquer.

Então [x, g] pertence ao radical de Hirsch-Plotkin e K = 〈g, [x, g]〉 é subgrupo deste. Como

K é finitamente gerado, vem que K é nilpotente. Se n é a classe de nilpotência de K, então

é fácil ver que [x, n+1g] ∈ γn+1(K) = 1, de onde g ∈ L(G). Agora, suponhamos que g

pertence ao radical de Baer de G. Então, o subgrupo 〈g〉 é subnormal em G. Consideremos

〈g〉 = G0 ⊳ G1 ⊳ · · · ⊳ Gn = G uma série subnormal de 〈g〉 em G. Para qualquer x ∈ G,

vale que [x, g] ∈ Gn−1, [x, 2g] ∈ Gn−1 e, seguindo desta forma, temos que [x, ng] ∈ G0 = 〈g〉.

Assim, obtemos que [x, n+1g] = 1 e g ∈ L(G).

(ii) Seja g pertencente ao hipercentro de G. Suponhamos, por absurdo, que existe x ∈ G

tal que [g, nx] 6= 1, para todo inteiro positivo n. Tomemos α o primeiro ordinal tal que

g ∈ ζα(G), o qual não pode ser um ordinal limite, pois neste caso teŕıamos que ζα(G) =
⋃
β<α ζβ(G), o que implicaria que g ∈ ζβ(G), para algum ordinal β < α. Portanto, temos

g ∈ ζα(G) \ ζα−1(G). Visto que ζα(G)/ζα−1(G) = Z(G/ζα−1(G)), segue que [g, x] ∈ ζα−1(G).

Pelo mesmo argumento, obtemos um ordinal α′ < α tal que [g, x] ∈ ζα′(G) \ ζα′−1(G) e

[g, 2x] ∈ ζα′−1(G). Como [g, nx] 6= 1, para todo inteiro positivo n, este processo não pode
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terminar e vamos obter uma cadeia descendente infinita de ordinais · · · < α′′ < α′ < α, o que

é um absurdo, visto que qualquer conjunto de números ordinais é bem ordenado. Portanto,

o elemento g ∈ R(G). Finalmente, se g ∈ ζn(G) e x ∈ G, então [g, nx] = 1 e g ∈ R(G). 2

Uma vez que um grupo localmente nilpotente coincide com seu radical de Hirsch-Plotkin

e este está contido em L(G), todo grupo localmente nilpotente é um grupo engeliano. Porém,

Golod em seu artigo [11], apresenta um exemplo de um grupo que é engeliano, mas não é lo-

calmente nilpotente. Isto permite afirmar que grupos engelianos fornecem uma generalização

mais forte para grupos nilpotentes. Além disso, todo grupo nilpotente de classe n é um grupo

n-engeliano.

No artigo [14], Gruenberg demonstrou que para um grupo solúvel G, os subconjuntos

L(G),L(G),R(G) e R(G) são todos subgrupos de G. Para nossos interesses futuros, apresen-

taremos o resultado apenas para os subconjuntos L(G) e L(G).

Teorema 3.5 (Gruenberg). Seja G um grupo solúvel. Então:

(i) O conjunto L(G) coincide com o radical de Hirsch-Plotkin de G;

(ii) O conjunto L(G) coincide com o radical de Baer de G.

Demonstração. (i) Pela Proposição 3.4, sabemos que L(G) contém o radical de Hirsch-Plotkin

de G. Para a inclusão contrária, dado g ∈ L(G), pela Proposição 2.9, é suficiente mostrarmos

que 〈g〉 é ascendente em G. Seja d o comprimento derivado de G. Se d ≤ 1, então G é

abeliano e 〈g〉 ⊳ G. Seja d > 1 e escrevamos A = G(d−1). Suponhamos, por indução, que

para todo grupo solúvel H com comprimento derivado menor do que d, dado h ∈ L(H), vale

que 〈h〉 é ascendente em H . Como G/A tem comprimento derivado d − 1 e gA ∈ L(G/A),

por hipótese de indução, temos que 〈gA〉 é ascendente em G/A. Se

〈gA〉 =
〈g〉A

A
=
H0

A
⊳
H1

A
⊳ · · ·

Hα

A
=
G

A

é uma série ascendente de 〈gA〉 em G/A, temos que 〈g, A〉 = 〈g〉A = H0 ⊳ H1 ⊳ · · ·Hα = G

é uma série ascendente de 〈g, A〉 em G. Resta mostrarmos que 〈g〉 é ascendente em 〈g, A〉.

Desde que A é abeliano, a aplicação ϕ : A −→ A dada por aϕ = [a, g] é um endomorfismo de

A. Se F 6= 1 é um subconjunto finito de A, existe um inteiro positivo n tal que [x, ng] = 1,
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para todo x ∈ F . Portanto, obtemos F ϕn

= 0 e isto implica que CA(g) 6= 1. Agora, definimos

os seguintes subgrupos de A:

A0 = 1,
Aα+1

Aα
= CA/Aα

(gAα) e Aλ =
⋃

β<λ

Aβ,

onde α é um ordinal e λ é um ordinal limite. De modo análogo ao que fizemos acima, vemos

que se A/Aα 6= 1, então CA/Aα
(gAα) 6= 1. Logo, deve existir um ordinal µ tal que A/Aµ = 1,

isto é, tal que A = Aµ, caso contrário, a cardinalidade de A seria maior do que a cardinalidade

de qualquer ordinal. Como Aα+1/Aα = CA/Aα
(gAα), obtemos [Aα+1, g] ≤ Aα e isto implica

que 〈g, Aα〉 ⊳ 〈g, Aα+1〉. Com efeito, basta mostrarmos que xy ∈ 〈g, Aα〉, para todo x gerador

de 〈g, Aα〉 e todo y em 〈g, Aα+1〉. Notamos que dado y ∈ 〈g, Aα+1〉, então y = yβ11 · · · yβrr ,

onde yi = g ou yi ∈ Aα+1, βi = ±1, i = 1, · · · , r e r ∈ N. Assim, obtemos

xy = xy
β1
1 ···yβrr = (xy

β1
1 )y

β2
2 · · · yβrr .

Então, basta verificarmos que xy ∈ 〈g, Aα〉 para todo gerador x de 〈g, Aα〉 e y = gδ ou

y ∈ Aα+1, com δ = ±1. Os casos em que x = g e y = gδ, x ∈ Aα e y = gδ ou x ∈ Aα e

y ∈ Aα+1, são imediatos. Para o caso em que x = g e y ∈ Aα+1, notamos que xy = x[x, y] e,

desde que [Aα+1, g] ≤ Aα, temos que [x, y] ∈ Aα, o que mostra que xy ∈ Aα, como desejado.

Agora, se λ é um ordinal limite, então 〈g, Aλ〉 = 〈g,
⋃
β<λAβ〉 =

⋃
β<λ〈g, Aβ〉. Logo, o

subgrupo 〈g〉 = 〈g, A0〉 é ascendente em 〈g, Aµ〉 = 〈g, A〉, como queŕıamos.

(ii) Pela Proposição 3.4, sabemos que L(G) contém o radical de Baer de G. Para a inclusão

contrária, seja g ∈ L(G) um elemento n-engeliano de G. Mantendo as notações da demons-

tração acima, por indução sobre d temos que 〈g, A〉 é subnormal em G. Vamos mostrar

que 〈g, A〉 é nilpotente, pois disso e da Proposição 1.18, seguirá que 〈g〉 é subnormal em

〈g, A〉. Inicialmente, observamos que [a, ng] = 1, para todo a ∈ A. Seja c = [x0, x1, · · · , xn],

com xi = g ou xi ∈ A. Se x0 = g = x1, então c = 1. Caso x0 = g e x1 ∈ A, então

c = [x−1
1 , x0, x2, · · · , xn], pois uma vez que A é abeliano e é normal em G, temos que

[g, x1] = (g−1x−1
1 g)x1 = x1(g

−1x−1
1 g) = [x−1

1 , g]. Logo, podemos supor que x0 ∈ A. Mas,

se x1 = · · · = xn = g ou algum xi ∈ A, então c = 1. Em qualquer caso, devemos ter

que c = 1 e, pela Proposição 1.17, o grupo 〈g, A〉 é nilpotente. Conclúımos, assim, que o

subgrupo 〈g〉 é subnormal em A e, consequentemente, g está no radical de Baer de G, como

desejado. 2
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Observação 3.6. Na demonstração do item (ii) do teorema acima, obtemos o seguinte

resultado: Seja G um grupo e suponhamos que A é um subgrupo abeliano de G, com A ⊳

〈g, A〉, para algum g ∈ G. Se existe um inteiro n tal que [a, ng] = 1, para todo a ∈ A, então

〈g, A〉 é nilpotente. Mais ainda, por simplicidade, basta verificarmos que [b, ng] = 1, para

todo gerador b de A. De fato, todo elemento a ∈ A é da forma a = bα1
1 · · · bαk

k , com αi = ±1,

bi gerador de A, i = 1, · · · , k e k ∈ N. Como A é subgrupo abeliano e normal de 〈g, A〉, pela

Proposição 1.11, dados c, d ∈ A. vale

[cd, 2g] =
[
[cd, g], g

]
=
[
[c, g]d[d, g], g

]
=
[
[c, g][d, g], g

]
=
[
[c, g], g

][d,g][
[d, g], g

]

=
[
[c, g], g

][
[d, g], g

]
= [c, 2g][d, 2g]

e, indutivamente, [cd, ng] = [c, ng][d, ng]. Assim,

[a, ng] = [bα1
1 · · · bαk

k , ng] = [bα1
1 , ng][b

α2
2 · · · bαk

k , ng] = [bα2
2 · · · bαk

k , ng]

e, prosseguindo desta forma, obtemos [a, ng] = 1.

Para finalizar esta seção, veremos que grupos engelianos finitos são necessariamente nil-

potentes.

Proposição 3.7 (Zorn). Todo grupo finito engeliano é nilpotente.

Demonstração. Suponhamos que isto seja falso e considere G um grupo finito engeliano de

menor ordem que não é nilpotente. Então, todo subgrupo próprio de G é nilpotente e, pelo

Teorema 1.25, temos que G é solúvel. Como G é engeliano, o Teorema 3.5 garante que G é

igual ao seu radical de Hirsch-Plotkin, o que implica que G é nilpotente, uma vez que G é

finito. 2

3.2 Grupos com Condições de Finitude

Em direção a obter condições de finitude sobre um grupo G para que os conjuntos L(G)

e L(G) sejam subgrupos de G e, se posśıvel, coincidam com o radical de Hirsch-Plotkin e o

radical de Baer, respectivamente, vamos apresentar alguns resultados técnicos.
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Definição 3.8. Um grupo G é dito ser radical quando possui uma série ascendente cujos

fatores são localmente nilpotentes.

O próximo resultado será assumido sem demonstração, pois foge ao escopo da dissertação.

Teorema 3.9. ([21], Parte I pág. 82) Um grupo radical de automorfismos de um grupo

polićıclico-por-finito é polićıclico.

Nosso objetivo, com estes resultados técnicos, é obter a equivalência entre a condição

max-ab e a condição maximal sobre subgrupos nilpotentes. Para isso, vamos precisar dos

seguintes lemas.

Lema 3.10. Sejam H um subgrupo normal de G e C = CG(H). Então G/C pode ser visto

como um grupo de automorfismos de H.

Demonstração. Consideremos a aplicação

ϕ : G/C −→ Aut(H)

gC 7−→ ϕg : H → H

h 7→ hg

É fácil ver que esta aplicação está bem definida e é um homomorfismo. Além disso, se

gC está no núcleo de ϕ, devemos ter que (h)ϕg = h, ou seja, hg = h, para todo h ∈ H .

Consequentemente g ∈ C e, então, gC = 1C. Portanto, o núcleo é trivial e o homomorfismo

é injetor, de onde segue o desejado. 2

Lema 3.11. Se H é um subgrupo normal abeliano maximal de um grupo hipercentral G,

então H = CG(H).

Demonstração. Inicialmente, vamos mostrar a seguinte afirmação: se M é um subgrupo nor-

mal não trivial de um grupo hipercentral G, então M ∩ Z(G) 6= 1. Com efeito, consideremos

a série central superior de G dada por

1 = ζ0(G) ⊳ ζ1(G) ⊳ · · · ζβ(G) = G.
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Seja α o menor ordinal em que M ∩ ζα(G) 6= 1. Se α é um ordinal limite, então ζα(G) =
⋃
λ<α ζλ(G) e, consequentemente, M ∩ ζλ(G) 6= 1, para algum λ < α, absurdo. Por-

tanto, existe α − 1 e M ∩ ζα−1(G) = 1. Desde que ζα(G)/ζα−1(G) ≤ Z(G/ζα−1(G)), então

[ζα(G), G] ≤ ζα−1(G) e, assim, [M ∩ ζα(G), G] ≤ M ∩ ζα−1(G); logo,

M ∩ ζα(G)

M ∩ ζα−1(G)
≤ Z

(
G

M ∩ ζα−1(G)

)
.

Como M ∩ ζα−1(G) = 1, obtemos 1 6=M ∩ ζα(G) ≤ Z(G) e, então, M ∩ Z(G) 6= 1.

Claramente H ≤ CG(H). Suponhamos, por absurdo, que H < CG(H) e denotemos

C = CG(H). Como H ⊳ G, temos que C ⊳ G e, consequentemente, C/H ⊳ G/H . Sendo G

hipercentral, temos G/H hipercentral e, pela afirmação acima, segue que C/H∩Z(G/H) 6= 1.

Seja zH um elemento não trivial de C/H ∩ Z(G/H). Como z ∈ C, então 〈z,H〉 é abeliano.

Além disso, como zH ∈ Z(G/H), temos que [z, g] ∈ H , para todo g ∈ G. Consequentemente,

zg ∈ 〈z,H〉, para todo g ∈ G e, portanto, 〈z,H〉 ⊳ G. Logo, 〈z,H〉 é um subgrupo normal

abeliano de G contendo H . Pela maximalidade de H , obtemos 〈z,H〉 = H , ou seja, z ∈ H ,

o que contradiz como z foi escolhido. 2

Lema 3.12. Se G é um grupo nilpotente finitamente gerado, então G é polićıclico.

Demonstração. Suponhamos que G = 〈X〉, com X um subconjunto finito de G. Pela

Proposição 1.17, sabemos que γi(G) = 〈[x1, · · · , xi]
g; x1, · · · , xi ∈ X, g ∈ G〉. Como

[x1, · · · , xi]
g = [x1, · · · , xi][x1, · · · , xi, g] e [x1, · · · , xi, g] ∈ γi+1(G), segue que

γi(G)/γi+1(G) = 〈[x1, · · · , xi]γi+1(G); x1, · · · , xi ∈ X〉.

Desde que X é finito, obtemos que γi(G)/γi+1(G) é finitamente gerado. Seja n a classe de

nilpotência de G, então

G = γ1(G) ≥ γ2(G) ≥ · · · ≥ γn+1(G) = 1.

Temos que cada fator γi(G)/γi+1(G) é abeliano finitamente gerado. Digamos que γi(G)/γi+1(G) =

〈ai1, · · · , aiki〉γi+1(G), para cada i = 1, · · · , n, com ki ∈ N. Então,

γi(G) ≥ 〈ai1, · · · , ai(ki−1)〉γi+1(G) ≥ · · · ≥ 〈ai1〉γi+1(G) ≥ γi+1(G)
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é uma série entre γi(G) e γi+1(G), cujos fatores são ćıclicos, uma vez que γi(G)/γi+1(G) é

abeliano. Portanto, podemos refinar a série central inferior de G de modo a obter uma série

cujos fatores são ćıclicos e, consequentemente, o grupo G é polićıclico. 2

Não é dif́ıcil ver que a condição max-ab é equivalente a propriedade de que todo sub-

grupo abeliano satisfaz max, ou seja, é finitamente gerado. Esta observação será utilizada

no próximo resultado, o qual fornece uma condição para que o quociente de um grupo satis-

fazendo a condição max-ab também satisfaça a condição max-ab.

Proposição 3.13. Se um grupo G satisfaz max-ab e N é um subgrupo normal polićıclico de

G, então G/N satisfaz a condição max-ab.

Demonstração. Seja A/N um subgrupo abeliano de G/N e vamos mostrar que A/N é fini-

tamente gerado. Consideremos C = CA(N). Desde que N ⊳ A, temos C ⊳ A. Como A é

polićıclico-por-abeliano, segue que A é solúvel e, consequentemente, A/C é solúvel. É claro

que todo grupo solúvel é um grupo radical, uma vez que, por definição, todo grupo solúvel

possui uma série abeliana. Assim, pelo Lema 3.10, A/C é isomorfo a um grupo radical de

automorfismos de N . Como todo grupo polićıclico é polićıclico-por-finito, o subgrupo N é po-

lićıclico-por-finito e, pelo Teorema 3.9, o grupo A/C é polićıclico. Visto que A/N é abeliano,

temos que A′ ≤ N e, consequentemente, C ′ ≤ N . Desta forma, γ3(C) = [C ′, C] ≤ [N,C] = 1

e, então, C é nilpotente. Seja M um subgrupo normal abeliano maximal de C. Então, M

é finitamente gerado, pois G satisfaz max-ab e, pelo Lema 3.11, M = CC(M). Pelo Lema

3.12, sabemos que M é polićıclico e, assim, é polićıclico-por-finito. Portanto, pelo Lema 3.10,

C/M é isomorfo a um grupo radical de automorfismos do grupo polićıclico-por-finitoM . Com

isto, o Teorema 3.9 garante que C/M é polićıclico. Pelo Exemplo 1.10, sabemos que todo

grupo polićıclico é finitamente gerado; logo, A/C e C/M são finitamente gerados. Sendo M

também finitamente gerado, A pode ser obtido por extensões de grupos finitamente gerados

e, então, A é finitamente gerado, de onde A/N é finitamente gerado, como desejado. 2

Para o próximo teorema, ainda precisamos de mais um lema, o qual apresentamos abaixo.

Lema 3.14. Se o centro de um grupo G é livre de torção, então cada fator da série central

superior de G é livre de torção. Em particular, se G é um grupo nilpotente com centro livre

de torção, então G/Z(G) é livre de torção.
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Demonstração. Inicialmente, vamos mostrar que ζ2(G)/ζ1(G) é livre de torção. Sabemos

que Z(G) = ζ1(G) e, por hipótese, ζ1(G) é livre de torção. Suponhamos, por absurdo,

que exista x ∈ ζ2(G) \ ζ1(G) satisfazendo xm ∈ ζ1(G), para algum inteiro m > 0. Como

ζ2(G)/ζ1(G) = Z(G/ζ1(G)), temos que [g, x] ∈ ζ1(G), para todo g ∈ G. Pela Proposição

1.11, obtemos [g, x]m = [g, xm] = 1. Mas, ζ1(G) é livre de torção, de onde [g, x] = 1, para

todo g ∈ G e, consequentemente, x ∈ ζ1(G), o que é um absurdo. Claramente ζ2(G) é livre

de torção e, assim, podemos mostrar, por indução, que ζi+1(G)/ζi(G) é livre de torção, para

cada i ≥ 1.

Notamos que ζ3(G)/ζ1(G) também é livre de torção, visto que é extensão de ζ2(G)/ζ1(G)

por ζ3(G)/ζ2(G), os quais são livres de torção. Indutivamente, temos que ζk(G)/ζ1(G) é livre

de torção, para cada k ≥ 2. Em particular, se G é nilpotente de classe n, então

1 = ζ0(G) ≤ ζ1(G) ≤ · · · ≤ ζn(G) = G

e, portanto, G/Z(G) = ζn(G)/ζ1(G) é livre de torção. 2

Isto nos torna aptos a demonstrar o

Teorema 3.15. Se G é um grupo localmente nilpotente satisfazendo a condição max-ab,

então G é nilpotente finitamente gerado e, consequentemente, polićıclico.

Demonstração. É suficiente mostrarmos que existe um subgrupo M de G o qual é maximal

com relação à propriedade de ser finitamente gerado, pois neste caso, se g ∈ G, então 〈g,M〉

é finitamente gerado e, pela maximalidade de M , obtemos g ∈ M , ou seja, G = M . Assim,

G é finitamente gerado e, sendo localmente nilpotente, é nilpotente. Portanto, o Lema 3.12

garante que G deve ser polićıclico.

Suponhamos, por absurdo, que G não possua um subgrupo finitamente gerado maximal.

Então, existe uma cadeia ascendente infinita de subgrupos finitamente gerados de G

N1 < N2 < · · · < Ni < · · · .

Notamos que cada Ni é nilpotente, pois G é localmente nilpotente. Denotando por N =
⋃∞
i=1Ni, vemos que N não pode ser finitamente gerado, pois caso contrário, a cadeia acima

estacionaria.
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Vamos mostrar que Z(N) não é trivial. Denotemos por Zi o centro de Ni. Claramente

H = 〈Zi; i = 1, 2, · · ·〉 é um subgrupo abeliano de G. Como G satisfaz max-ab, o subgrupo H

é finitamente gerado e, consequentemente, deve existir um inteiro i tal que Zj ≤ 〈Z1, · · · , Zi〉,

para todo j ≥ i. Se i ≤ j ≤ k, então Zk ≤ 〈Z1, · · · , Zi〉 ≤ Ni ≤ Nj ≤ Nk, de onde Zk ≤ Zj.

Portanto,

Zi ≥ Zi+1 ≥ Zi+2 ≥ · · · .

Primeiramente, vamos supor que N não é livre de torção. Então, para todo j suficientemente

grande, Nj não é livre de torção. Desde que Nj é nilpotente, pelo item 7 da Proposição 1.18,

temos que o subgrupo de torção de Nj é normal e, pelo item 5 desta mesma proposição, este

subgrupo tem interseção não trivial com Zj. Portanto, Zj também não é livre de torção. Seja

Tj o subgrupo de torção de Zj . Então,

Tj ≥ Tj+1 ≥ Tj+2 ≥ · · · > 1.

Contudo, sendo Tj um grupo de torção abeliano finitamente gerado, este é finito. Segue

que existe um inteiro k satisfazendo Tk = Tk+1 = · · · e, consequentemente, Z(N) ≥ Tk > 1.

Agora, suponhamos que N é livre de torção. Como cada Np+1 é um subgrupo nilpotente livre

de torção, o Lema 3.14 assegura que Np+1/Zp+1 é livre de torção e, então, o subgrupo Zp/Zp+1

é livre de torção. Visto que Zp é subgrupo abeliano de G, com G satisfazendo max-ab, temos

que Zp e Zp/Zp+1 são finitamente gerados. Portanto, Zp/Zp+1 é um grupo abeliano livre de

torção finitamente gerado e, consequentemente, é abeliano livre de posto finito. Além disso,

se Zp 6= Zp+1, então Zp+1 tem posto menor do que o posto de Zp. Mas, os postos dos Z ′
ps

são inteiros positivos e não podem decrescer infinitamente. Portanto, existe um p tal que

Zp = Zp+1 = · · · e Z(N) ≥ Zp > 1.

Em qualquer caso, obtemos que Z(N) é não trivial. Como G satisfaz max-ab, temos

que Z(N) é finitamente gerado e, pelo Lema 3.12, também é polićıclico. Então, a Pro-

posição 3.13 garante que N/Z(N) também satisfaz a condição max-ab. Consideremos a

cadeia {Niζ1(N)/ζ1(N); i = 1, 2, · · · }. Omitindo qualquer termo repetido, podemos supor

que
N1ζ1(N)

ζ1(N)
<
N2ζ1(N)

ζ1(N)
< · · · <

Niζ1(N)

ζ1(N)
< · · · ,
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ou seja, obtemos uma cadeia ascendente de subgrupos finitamente gerados de N/Z(N). No-

temos que esta cadeia não estaciona, pois caso contrário, como ζ1(N) satisfaz max, a cadeia

N1 ∩ ζ1(N) ≤ N2 ∩ ζ1(N) ≤ · · · ≤ Ni ∩ ζ1(N) ≤ · · ·

deve estacionar e, portanto, existe um inteiro positivo k tal que

Nk ∩ ζ1(N) = Nk+1 ∩ ζ1(N) e Nkζ1(N) = Nk+1ζ1(N),

de onde teŕıamosNk = Nk+1, o que é um absurdo. O mesmo argumento utilizado no parágrafo

acima nos assegura que N/Z(N) tem centro não trivial. Mas, então

ζ2(N)

ζ1(N)
= Z

(
N

ζ1(N)

)
6= 1

implica que ζ1(N) < ζ2(N). Prosseguindo indutivamente desta forma, teremos

ζ1(N) < ζ2(N) < · · · < ζi(N) < ζi+1(N) < · · · ,

onde i é finito. Denotemos L = ζω(N), o qual é um grupo hipercentral. Seja A um subgrupo

normal abeliano maximal de L. Pelo Lema 3.11, sabemos que A = CL(A). Como G satisfaz

max-ab, vem que A é finitamente gerado e, pelo Lema 3.10, L/A é isomorfo a um grupo

de automorfismos de A. Claramente L/A é radical, pois é localmente nilpotente, e A é

polićıclico-por-finito, visto que é abeliano finitamente gerado. Portanto, pelo Teorema 3.9,

L/A é polićıclico e, então, finitamente gerado. Sendo A finitamente gerado, obtemos que L

é finitamente gerado. Mas, isto implica que L = ζi(N), para algum i finito, o que contradiz

a escolha de L. 2

Corolário 3.16. Se G é um grupo satisfazendo max-ab, então G satisfaz a condição maximal

sobre os subgrupos nilpotentes.

Demonstração. Seja G um grupo satisfazendo a condição max-ab e considere

N1 ≤ N2 ≤ · · · ≤ Nk ≤ · · · (3.1)

uma cadeia ascendente de subgrupos nilpotentes de G. Considerando N =
⋃∞
i=1Ni, fa-

cilmente vemos que N é localmente nilpotente e satisfaz a condição max-ab. Assim, pelo
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Teorema 3.15, o subgrupo N é polićıclico e, consequentemente, pelo Exemplo 1.10, N satis-

faz a condição max. Desta forma, a cadeia (3.1) deve estacionar. Logo, o grupo G satisfaz a

condição maximal sobre os subgrupos nilpotentes. 2

A rećıproca do corolário acima é óbvia. Portanto, a condição max-ab e a condição ma-

ximal sobre subgrupos nilpotentes são equivalentes. Em particular, para grupos localmente

nilpotentes, o Teorema 3.15 juntamente com seu corolário e a observação feita após o Teorema

2.13, fornecem que as condições max, max-n, max-ab e a condição maximal sobre subgrupos

nilpotentes são todas equivalentes.

É notável que a condição de finitude citada na introdução desta seção que estamos inte-

ressados é a condição max-ab. O principal resultado que obtemos diz que em um grupo G

satisfazendo a condição max-ab, os subconjuntos L(G) e L(G) coincidem com o subgrupo de

Fitting de G. Para demonstrarmos tal resultado, precisamos do

Lema 3.17 (Peng). Seja G um grupo satisfazendo a condição max-ab e seja a ∈ G tal que

para cada g ∈ G exista um inteiro n = n(g) com [ag, na] = 1. Então 〈a〉G é nilpotente e

satisfaz a condição max.

Demonstração. Inicialmente, vamos fixar a notação aG = {ag; g ∈ G} e vamos chamar um

subgrupo X de G de a-gerado quando X = 〈X ∩ aG〉.

Afirmação: Se X e Y são subgrupos nilpotentes a-gerados de G e X < Y , então NY (X)

contém um conjugado de a, o qual não está em X .

De fato, sendo X subgrupo de Y , o qual é nilpotente, a Proposição 1.18 fornece que X é

subnormal em Y , isto é, existe uma série subnormal X = X0 ⊳ X1 ⊳ · · · ⊳ Xs = Y . Desde

que X 6= Y e Y é a-gerado, existe um conjugado de a em Y que não pertence a X . Logo,

existe um inteiro i, com 0 ≤ i < s, tal que

X ∩ aG = Xi ∩ a
G  Xi+1 ∩ a

G.

Seja y ∈ (Xi+1∩a
G)\Xi. Como Xi ⊳ Xi+1, temos que y normaliza Xi e (X∩aG)y = X ∩aG.

Uma vez que X é a-gerado, isto implica que y normaliza X , como desejado.

Agora, o grupo G possui pelo menos um subgrupo nilpotente a-gerado, a saber, 〈a〉.

Sabemos, pelo Corolário 3.16, que a condição max-ab implica a condição maximal sobre
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subgrupos nilpotentes. Portanto, todo subgrupo nilpotente a-gerado de G está contido em

um subgrupo nilpotente a-gerado maximal de G. Notamos que se existe um único subgrupo

maximal deste tipo, digamos M , então M ⊳ G; além disso, 〈a〉 ≤ M , de onde 〈a〉G ≤ M

e, portanto, 〈a〉G é nilpotente e satisfaz a condição max, uma vez que M é nilpotente e a

condição max-ab é fechada para subgrupos.

Vamos supor, por absurdo, que U e V sejam dois subgrupos distintos nilpotentes a-gerados

maximais de G. Podemos escolher U e V de modo que

I = 〈U ∩ V ∩ aG〉

seja maximal, pois G satisfaz a condição maximal sobre subgrupos nilpotentes e cada sub-

grupo da forma 〈U ∩V ∩ aG〉 é nilpotente. É claro que I é nilpotente a-gerado e está contido

propriamente em U e V . Seja

W = 〈NU(I) ∩ a
G〉.

Como I < U e ambos são nilpotentes a-gerados, a afirmação feita acima garante que I < W .

Analogamente, existe v ∈ (NV (I) ∩ a
G) \ I. Vemos que v 6∈ U , pois caso contrário, teŕıamos

v ∈ U ∩ V ∩ aG ⊆ I, o que é um absurdo.

Suponhamos que v ∈ NG(W ). Visto que W satisfaz a condição max-ab, este satisfaz a

condição maximal sobre subgrupos nilpotentes. MasW é nilpotente, portanto, esta condição

é equivalente a condição max. Pelo Teorema 1.9, o subgrupo W é finitamente gerado, di-

gamos W = 〈ag1, · · · , agm〉. Como v = ah, para algum h ∈ G, por hipótese temos que

para cada i = 1, · · · , m, existe um inteiro ni = n(gih
−1) tal que [agih

−1
, ni

a] = 1, de onde

[agi, ni
v] = [agih

−1
, ni

a]h = 1. Como {ag1, · · · , agm} é finito, podemos escolher um inteiro n

tal que [agi , nv] = 1, para todo i = 1, · · · , m. Seja H = 〈v,W 〉. Uma vez que v ∈ NG(W ),

conseguimos que W ⊳ H . Pela Observação 3.6, temos que H/W ′ é nilpotente e, pelo Teo-

rema 1.20, segue que H é nilpotente. Agora, sendo W subgrupo a-gerado e v ∈ aG, temos

que H é a-gerado. Pelo que vimos, o subgrupo H está contido em um subgrupo nilpotente

a-gerado maximal T de G. Desde que v ∈ T \ U , vemos que T 6= U . Além disso, o fato de

que W ≤ H ≤ T garante que NU(I) ∩ a
G ⊆ U ∩ T ∩ aG, pois NU(I) ∩ a

G ⊆ H ⊆ T . Logo,

I < W ≤ 〈U ∩ T ∩ aG〉, o que contradiz a maximalidade de I.
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Por esta contradição, temos que v 6∈ NG(W ). Como I < W , existe u ∈ (NU(I) ∩ aG) \

I. Por hipótese, existe um inteiro n tal que [v, nu] = 1, pois u, v ∈ aG. É claro que

[v, nu] ∈ NG(W ). Seja k o menor inteiro tal que [v, ku] ∈ NG(W ). Notamos que k > 0, pois

[v, 0u] = v 6∈ NG(W ). Definamos z = [v, k−1u], então (uz)−1u = [z, u] = [v, ku] ∈ NG(W )

e u ∈ W ≤ NG(W ), de onde, uz ∈ NG(W ). Como feito no paragrafo anterior, obtemos

que K = 〈uz,W 〉 é um subgrupo nilpotente a-gerado de G. Seja S um subgrupo nilpotente

a-gerado maximal de G que contém K. Se S 6= U , então I < W ≤ 〈U ∩ S ∩ aG〉, o que

contradiz a maximalidade de I. Portanto S = U e uz ∈ U . Por construção, sabemos que

u, v ∈ NG(I), de onde z = [v, k−1u] ∈ NG(I); além disso, u ∈ aG fornece que uz ∈ aG.

Portanto uz ∈ (NU(I) ∩ aG) ⊆ W . Mas u foi tomado em NU (I) ∩ aG, assim, u ∈ W e

uz ∈ W z. Logo, uz ∈ U ∩ W z ∩ aG. Agora, I ≤ W e I = Iz ≤ W z, pois z normaliza I.

Assim, I ≤ 〈U ∩W z ∩ aG〉. Mas u 6∈ I implica que uz 6∈ I. Segue que I < 〈U ∩W z ∩ aG〉.

Se W z � U , então W z está contido em um subgrupo nilpotente a-gerado diferente de U , o

que contradiz a maximalidade de I. Logo, W z ≤ U e (NU(I) ∩ aG)z ⊆ NU(I) ∩ aG, pois

z ∈ NG(I), o que mostra que W z ≤W . Como z 6∈ NG(W ), então W z 6=W , isto é, W z < W .

Com isso, obtemos uma cadeia infinita de subgrupos nilpotentes de G

W < W z−1

< W z−2

< · · · < W z−n

< · · · ,

o que contradiz o fato de que G satisfaz a condição maximal sobre subgrupos nilpotentes. 2

Com isso, obtemos o

Teorema 3.18 (Peng). Seja G um grupo satisfazendo a condição max-ab. Então L(G) e

L(G) coincidem com o subgrupo de Fitting de G.

Demonstração. Dado a ∈ L(G), para todo g ∈ G existe n = n(g) tal que [ag, ng] = 1.

Assim, pelo Lema 3.17, o subgrupo 〈a〉G é nilpotente e, portanto, está contido no subgrupo

de Fitting de G. Pelo Teorema 3.4, os subconjuntos L(G) e L(G) coincidem com o subgrupo

de Fitting de G. 2

Finalizamos esta seção com o conceito de conjunto engeliano, que será muito utilizado no

próximo caṕıtulo.
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Definição 3.19. Um subconjunto não vazio S de um grupo G é chamado um conjunto

engeliano se para quaisquer x, y ∈ S, existe n = n(x, y) ∈ N tal que [x, ny] = 1.

Teorema 3.20. Seja G um grupo satisfazendo a condição max-ab. Então, um subconjunto

normal de G é um conjunto engeliano se, e somente se, ele está contido no subgrupo de

Fitting de G.

Demonstração. Suponhamos que um subconjunto normal S de G é um conjunto engeliano

e seja a ∈ S. Dado g ∈ G, temos que ag ∈ S e [ag, na] = 1, para algum n ∈ N. Pelo Lema

3.17, o subgrupo 〈a〉G é nilpotente e, portanto, a ∈ 〈a〉G ≤ Fit(G). Logo, S está contido

no subgrupo de Fitting de G. A rećıproca é clara, uma vez que todo elemento de Fit(G) é

engeliano à esquerda. 2

3.3 Elementos L-Engelianos

Em 1975, Paul Erdös propôs o seguinte problema: Para um grupo G, consideremos um

grafo ∆G cujo conjunto de vértices é o conjunto G e ligamos dois elementos distintos x, y ∈ G,

formando a aresta {x, y}, se eles não comutam, ou seja, se [x, y] 6= 1. Será que existe um

limitante para a cardinalidade do número de cliques em ∆G, se ∆G não possui infinitos

cliques? Pouco tempo depois, uma resposta positiva para o problema de Erdös foi dada por

Neumann em seu artigo [19], provando que tais grupos são exatamente os grupos centro-

por-finitos e o ı́ndice do centro pode ser considerado como um limitante para o número de

cliques.

Motivado por este problema, Abdollahi em seu artigo “Engel graphs associated with a

group” [1], associou a um grupo não engeliano G um grafo EG, o qual chamou de grafo

engeliano, cujo conjunto de vértices é formado por G \ L(G) e ligou dois elementos distintos

x, y ∈ G \ L(G), se [x, ky] 6= 1 e [y, kx] 6= 1, para todo k ∈ N. Então, ele estudou as

propriedades teóricas destes grafos. Em particular, no estudo da conexidade destes grafos,

ele introduziu um novo tipo de elemento engeliano e, para este novo tipo de elemento, obteve

resultados análogos aos resultados sobre os elementos engelianos à esquerda. O objetivo desta

seção é apresentar estes elementos e os resultados associados a estes.
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Seja G um grupo. Denotamos por L(G) o conjunto de todos os elementos g ∈ G que

satisfazem a seguinte condição: para todo a ∈ G, existem g1, · · · , gk em 〈g〉, com 〈gi〉 = 〈g〉

para todo i = 1, · · · , k, tais que [ga1 , g2, · · · , gk] = 1 ou [g1, g
a
2 , · · · , g

a
k ] = 1. Estes elementos

são chamados de elementos L-engelianos de G. Denotamos por Lk(G) o subconjunto de

L(G) em que o inteiro k é o mesmo para todo a ∈ G e consideramos L(G) a união de todos

os Lk(G), com k inteiro positivo. Estes elementos são chamados de elementos L-engelianos

limitados de G. Claramente temos que L(G) ⊆ L(G) e L(G) ⊆ L(G), confirmando que estes

tipos de elementos generalizam os elementos engelianos à esquerda. Além disso, é fácil ver

que os conjuntos L(G) e L(G) são normais em G.

No que segue, precisaremos dos seguintes lemas técnicos.

Lema 3.21. Sejam a e g elementos de um grupo tais que 〈a 〉〈a,g〉 é abeliano. Se [a, gt1 , · · · , gtk ] =

1 para alguns t1, · · · , tk ∈ N, então [a, kg
m] = 1, onde m é qualquer inteiro positivo diviśıvel

pelo mı́nimo múltiplo comum de t1, · · · , tk.

Demonstração. Inicialmente, notamos que

[a, gm] = a−1g−magm

= a−1(gt1)
1−m

t1 (gt1)−1a(gt1)(gt1)
m
t1

−1

= a−1(gt1)
1−m

t1 a
(
a−1g−t1agt1

)
(gt1)

m
t1

−1

=
(
a−1(gt1)

1−m
t1 a(gt1)

m
t1

−1
)
(gt1)

1−m
t1 [a, gt1](gt1)

m
t1

−1

= [a, (gt1)
m
t1

−1
][a, gt1 ](g

t1 )
m
t1

−1

.

Prosseguindo por indução e sendo 〈a 〉〈a,g〉 abeliano, obtemos que

[a, gm] = [a, gt1][a, gt1 ]g
t1 · · · [a, gt1](g

t1 )
m
t1

−2

[a, gt1](g
t1 )

m
t1

−1

= [a, gt1](g
t1 )

m
t1

−1

[a, gt1](g
t1 )

m
t1

−2

· · · [a, gt1]g
t1 [a, gt1 ]

= [a, gt1](g
t1 )

m
t1

−1
+(gt1 )

m
t1

−2
+···+gt1+1.

Portanto,

[a, gm, gt2, · · · , gtk ] =

[
[a, gt1](g

t1 )
m
t1

−1
+(gt1)

m
t1

−2
+···+gt1+1, gt2, · · · , gtk

]

= [a, gt1 , gt2, · · · , gtk ](g
t1 )

m
t1

−1
+(gt1 )

m
t1

−2
+···+gt1+1

= 1.
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Desde que 〈[a, gm]〉〈a,g〉 é abeliano, aplicando indução sobre k obtemos [a, kg
m] = 1, como

desejado. 2

Lema 3.22. Seja A um subgrupo abeliano e normal de um grupo G. Se a ∈ A e g1, · · · , gn ∈

G, com n ∈ N, então [a−1, g1, · · · , gn] = [a, g1, · · · , gn]
−1. Em particular, temos [a−1, ng] =

[a, ng]
−1, para todo g ∈ G e todo n ∈ N.

Demonstração. Procederemos por indução sobre n. Para n = 1, como A é um subgrupo

abeliano e normal de G temos

[a−1, g1] = a(g−1
1 a−1g1) = (g−1

1 a−1g1)a = [g1, a] = [a, g1]
−1.

Suponhamos que o resultado vale para n − 1. Sendo A um subgrupo normal de G, então

[a, g1, · · · , gn−1] ∈ A e

[a−1, g1, · · · , gn] =
[
[a−1, g1, · · · , gn−1], gn

]
=
[
[a, g1, · · · , gn−1]

−1, gn
]

=
[
[a, g1, · · · , gn−1], gn

]−1
= [a, g1, · · · , gn]

−1,

como desejado. 2

Deste modo, obtemos o

Teorema 3.23 (Abdollahi). Seja A um subgrupo normal e abeliano de um grupo G e seja

g ∈ G. Então:

(i) Se g ∈ L(〈g, A〉), então 〈g, A〉 é localmente nilpotente;

(ii) Se g ∈ Lk(〈g, A〉), então 〈g, A〉 é nilpotente de classe no máximo k + 1.

Demonstração. (i) É suficiente provarmos que g ∈ L(〈g, A〉), pois neste caso, dado H =

〈gt1a1, · · · , g
tkak〉 um subgrupo finitamente gerado de 〈g, A〉, vemos que H é um subgrupo de

〈g, A1〉, com A1 = 〈ag
t

1 , · · · , a
gt

k ; t ∈ Z〉 um subgrupo normal e abeliano de 〈g, A1〉. De fato,

sendo A um subgrupo abeliano e normal de G, é claro que A1 ≤ A e, consequentemente, A1

é abeliano. Além disso, pela forma como A1 foi tomado, facilmente verificamos que xy ∈ A1,

para todo x gerador de A1 e todo y = gδ ou y ∈ A1, com δ = ±1, de onde A1 ⊳ 〈g, A1〉. Como

g ∈ L(〈g, A〉) e o conjunto {a1, · · · , ak} é finito, existe n ∈ N satisfazendo [ai, ng] = 1, para
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todo i = 1, · · · , k; logo, dado ag
t

i gerador de A1 obtemos [ag
t

i , ng] = [ai, ng]
gt = 1. Agora,

pela Observação 3.6, o subgrupo 〈g, A1〉 é nilpotente e, portanto, H é nilpotente, de onde

〈g, A〉 é localmente nilpotente.

Vamos mostrar que g ∈ L(〈g, A〉). Sejam a ∈ A, k ∈ N e t1, · · · , tk ∈ Z. Como A é um

subgrupo normal e abeliano de G, podemos escrever:

[(gt1)a, gt2, · · · , gtk ] =
[
gt1[gt1 , a], gt2, · · · , gtk

]
=
[
[gt1 , a], gt2, · · · , gtk

]

=
[
[a, gt1]−1, gt2, · · · , gtk

] (∗)
= [a, gt1, gt2, · · · , gtk ]−1,

onde (∗) é garantida pelo Lema 3.22. Ainda,

[gt1 , (gt2)a, · · · , (gtk)a] = [(gt1)a
−1

, gt2, · · · , gtk ]a =
[
[gt1, a−1], gt2, · · · , gtk

]a

=
[
[a, gt1], gt2 , · · · , gtk

]a
= [a, gt1 , gt2, · · · , gtk ].

Destas igualdades e da hipótese que g ∈ L(〈g, A〉), obtemos que para qualquer a ∈ A, existem

inteiros t1, · · · , tk, com 〈gti〉 = 〈g〉 para todo i = 1, · · · , k, tais que

[a, gt1 , gt2, · · · , gtk ] = 1. (3.2)

Se g tem ordem infinita, então t1, · · · , tk ∈ {1,−1} e, pela Equação (3.2), para todo a ∈ A

existe um inteiro k tal que [a, kg] = 1. Mas, sendo A normal e abeliano, para qualquer

gta ∈ 〈g, A〉, temos que [gta, kg] = [a, kg] = 1, ou seja, g ∈ L(〈g, A〉). Agora, se g tem ordem

finita, considere m o produto dos inteiros positivos t ≤ |g| tais que mdc(t, |g|) = 1. Uma vez

que 〈g〉 = 〈gti〉 se, e somente se, mdc(ti, |g|) = 1, então é claro que mmc(t1, · · · , tk) divide

m; além disso, mdc(m, |g|) = 1. Segue da Equação (3.2) e do lema anterior que [a, kg
m] = 1.

De modo análogo ao feito acima, temos gm ∈ L(〈g, A〉). Como 1 ⊳ A ⊳ 〈g, A〉 é uma série

normal com todos os fatores abelianos, o subgrupo 〈g, A〉 é solúvel. Assim, pelo Teorema 3.5,

vem que L(〈g, A〉) é um subgrupo de 〈g, A〉. Como mdc(m, |g|) = 1, pelo Teorema de Bezout,

existem inteiros r e s satisfazendo 1 = rm+ s|g| e, sendo L(〈g, A〉) um subgrupo, temos que

g = grm+s|g| = (gm)r ∈ L(〈g, A〉). Em qualquer caso, conseguimos que g ∈ L(〈g, A〉), como

desejado.

(ii) Da mesma forma como feito no item anterior, é suficiente mostrar que g é um elemento

k-engeliano à esquerda de 〈g, A〉. Mais ainda, a demonstração acima pode ser empregada

aqui com os devidos ajustes. 2
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Como vimos na Seção 3.1, um dos problemas centrais no estudo dos elementos engelianos

é determinar condições sobre um grupo G para que os conjuntos L(G),L(G),R(G) e R(G)

sejam subgrupos de G e, se posśıvel, coincidam com o radical de Hirsch-Plotkin, o radical

de Baer, o hipercentro e o ω-centro, respectivamente. Em tal oportunidade, pudemos ver

algumas condições sobre G para garantirmos que os conjuntos L(G) e L(G) sejam subgrupos

de G. A partir deste ponto, forneceremos os resultados análogos para os subconjuntos L(G)

e L(G).

Começamos apresentando o análogo do Teorema 3.5.

Teorema 3.24 (Abdollahi). Seja G um grupo solúvel. Então:

(i) O conjunto L(G) coincide com o radical de Hirsch-Plotkin de G;

(ii) O conjunto L(G) coincide com o radical de Baer de G.

Demonstração. (i) Seja g ∈ L(G). Pelo Teorema 3.5, é suficiente mostrarmos que g ∈ L(G).

Procederemos por indução sobre d, o comprimento derivado de G. Se d ≤ 1, então G é

abeliano e, claramente, g ∈ L(G). Suponhamos que d > 1 e consideremos A = G(d−1). Como

G/A tem comprimento derivado d − 1 e gA ∈ L(G/A), segue da hipótese de indução que

gA ∈ L(G/A). Além disso, sendo A subgrupo abeliano e normal de G e g ∈ L(〈g, A〉),

pelo Teorema 3.23, obtemos g ∈ L(〈g, A〉). Com isso, dado x ∈ G, existe n = n(x, g) ∈ N

satisfazendo [xA, ngA] = A, ou melhor, [x, ng] ∈ A. Mas g ∈ L(〈g, A〉) e [x, ng] ∈ A ≤

〈g, A〉, logo, existe m = m([x, ng], g) satisfazendo [x, n+mg] =
[
[x, ng], mg

]
= 1. Portanto,

conseguimos g ∈ L(G), como queŕıamos.

A demonstração do item (ii) é análoga à do item (i). 2

Portanto, quando um grupo G é solúvel, o Teorema 3.5 junto com o teorema acima

garantem que L(G) = L(G) e L(G) = L(G).

O próximo teorema é o análogo ao Teorema 3.18.

Teorema 3.25 (Abdollahi). Se G é um grupo satisfazendo a condição max-ab, então L(G) =

L(G). Em particular, o subconjunto L(G) coincide com o subgrupo de Fitting de G.
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Demonstração. Seja a ∈ L(G). Para mostrar que a ∈ L(G), é suficiente mostrarmos que 〈a〉G

é nilpotente, pois neste caso, teremos que a ∈ L(G). Para isso, adaptaremos a demonstração

do Lema 3.17.

Como feito na demonstração daquele lema, se existir um único subgrupo nilpotente a-

gerado nilpotente maximal, então o resultado segue. Vamos mostrar que somente esta si-

tuação ocorre. Para isso, suponhamos, por absurdo, que existam dois subgrupos U e V

distintos nilpotentes a-gerados maximais de G, de modo que

I = 〈U ∩ V ∩ aG〉

seja maximal. É claro que I é nilpotente a-gerado e está contido propriamente em U e V .

Sejam

WU = 〈NU(I) ∩ a
G〉 e WV = 〈NV (I) ∩ a

G〉.

Pela afirmação feita no ińıcio da demonstração do Lema 3.17, existem u ∈ (NU(I) ∩ a
G) \ I

e v ∈ (NV (I) ∩ a
G) \ I. É claro que v 6∈ U , u 6∈ V , I < WU e I < WV .

Afirmamos que v 6∈ NG(WU) e u 6∈ NG(WV ). Suponhamos que v ∈ NG(WU). Visto

que WU satisfaz a condição max-ab, o Corolário 3.16 garante que WU também satisfaz a

condição maximal sobre subgrupos nilpotentes. MasWU é nilpotente, portanto, esta condição

é equivalente a condição max. Pelo Teorema 1.9, o subgrupo WU é finitamente gerado,

digamos WU = 〈ag1, · · · , agm〉. Seja H = 〈v,WU〉. Uma vez que v ∈ NG(WU), conseguimos

queWU ⊳ H e, então, H é solúvel. Desta forma, pelo Teorema 3.24, temos que L(H) = L(H).

Mas a ∈ L(G), o qual é um subconjunto normal de G e v ∈ aG, de onde v ∈ L(G).

Portanto, v ∈ L(H) = L(H). Assim, para cada i = 1, · · · , m, existe ni = n(agi) ∈ N

tal que [agi , ni
v] = 1. Sendo {ag1, · · · , agm} um conjunto finito, podemos encontrar n ∈ N

satisfazendo [agi, nv] = 1, para todo i = 1, · · · , m. Pela Observação 3.6, temos que H/W ′
U é

nilpotente e, pelo Teorema 1.20, segue que H é nilpotente. Agora, sendo WU um subgrupo

a-gerado e v ∈ aG, temos que H é a-gerado. Pelo que vimos no Lema 3.17, todo subgrupo

nilpotente a-gerado de G está contido em um subgrupo nilpotente a-gerado maximal de G.

Portanto, o subgrupo H está contido em um subgrupo nilpotente a-gerado maximal T de G.

Como v ∈ T \ U , vemos que T 6= U . Além disso, o fato de que WU ≤ H ≤ T garante que

NU(I) ∩ aG ⊆ U ∩ T ∩ aG, pois NU(I) ∩ aG ⊆ H ⊆ T . Logo, I < WU ≤ 〈U ∩ T ∩ aG〉, o
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que contradiz a maximalidade de I. Por esta contradição, temos que v 6∈ NG(WU). De modo

análogo, mostramos que u 6∈ NG(WV ).

Como u, v ∈ aG, existem g, h ∈ G tais que u = ag e v = ah. Uma vez que a ∈ L(G),

existem at1 , at2 , · · · , atn ∈ 〈a〉, com ti ∈ Z e 〈ati〉 = 〈a〉, para i = 1, 2, · · · , n, de modo que

[(at1)hg
−1

, at2 , · · · , atn ] = 1 ou [at1 , (at2)hg
−1

, · · · , (atn)hg
−1

] = 1.

Mas, isto é equivalente a

[vt1 , ut2, · · · , utn ] = 1 ou [ut1 , vt2, · · · , vtn] = 1.

Observamos que de 〈ati〉 = 〈a〉, u = ag e v = ah, obtemos 〈uti〉 = 〈u〉 e 〈vti〉 = 〈v〉, para

i = 1, 2, · · · , n.

Suponhamos que [vt1 , ut2 , · · · , utn] = 1 e seja k o menor inteiro tal que [vt1 , ut2, · · · , utk ] ∈

NG(WU). Notamos que k > 1 pois, caso contrário, teŕıamos vt1 ∈ NG(WU) e, consequente-

mente, 〈v〉 = 〈vt1〉 ≤ NG(WU), o que é uma contradição. Colocando z = [vt1 , ut2 , · · · , utk−1],

temos que z 6∈ NG(WU) e

(utk)−zutk = [z, utk ] = [vt1 , ut2, · · · , utk ] ∈ NG(WU).

Uma vez que u ∈ WU ≤ NG(WU), obtemos utk ∈ NG(WU) e, consequentemente, (utk)z ∈

NG(WU). Como 〈utk〉 = 〈u〉, existe s ∈ Z tal que u = utks, de onde uz = (utks)z ∈ NG(WU).

De modo análogo ao feito acima, mostramos que K = 〈uz,WU〉 é um subgrupo nilpotente a-

gerado de G. Seja S um subgrupo nilpotente a-gerado maximal de G que contém K. Se S 6=

U , então I < WU ≤ 〈U∩S∩aG〉, o que contradiz a maximalidade de I. Portanto, S = U e uz ∈

U . Por construção, sabemos que vt1 , ut2 , · · · , utk−1 ∈ NG(I), de onde z = [vt1 , ut2 , · · · , utk−1] ∈

NG(I); além disso, u ∈ aG fornece que uz ∈ aG. Logo, uz ∈ (NU(I) ∩ a
G) ⊆ W . Mas u foi

tomado em NU(I) ∩ a
G, assim, u ∈ WU e uz ∈ W z

U . Desta forma, temos uz ∈ U ∩W z
U ∩ aG.

Agora, I ≤ WU e I = Iz ≤ W z
U , pois z normaliza I. Assim, I ≤ 〈U ∩W z

U ∩ aG〉. Mas u 6∈ I

implica uz 6∈ I e, então, I < 〈U ∩W z
U ∩ aG〉. Se W z

U � U , então W z
U está contido em um

subgrupo nilpotente a-gerado Y diferente de U e, assim, I < 〈U ∩ Y ∩ aG〉, o que contradiz

a maximalidade de I. Logo, W z
U ≤ U e (NU(I) ∩ a

G)z ⊆ NU(I) ∩ a
G, pois z ∈ NG(I), o que

mostra que W z
U ≤ W . Como z 6∈ NG(W ), então W z

U 6= WU , isto é, W z
U < WU . Com isso,
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obtemos uma cadeia infinita de subgrupos nilpotentes de G

WU < W z−1

U < W z−2

U < · · · < W z−n

U < · · · ,

o que contradiz o fato de que G satisfaz a condição maximal sobre subgrupos nilpotentes.

O caso em que [ut1 , vt2 , · · · , vtn] = 1 é análogo ao feito no parágrafo acima. Portanto,

conseguimos L(G) = L(G) e, em particular, o Teorema 3.18 garante que L(G) coincide com

o subgrupo de Fitting de G. 2

Para finalizar esta seção, vejamos o conceito de conjunto L-engeliano.

Definição 3.26. Um subconjunto S de um grupo G é chamado um conjunto L-engeliano se

para quaisquer x, y ∈ S, existe n = n(x, y) ∈ N tal que [x, ny] = 1 ou [y, nx] = 1.

Notamos que um conjunto L-engeliano pode não ser um conjunto engeliano. Por exemplo,

considere o subconjunto {(1 2), (1 2 3)} do grupo simétrico S3. Facilmente vemos que este

conjunto é L-engeliano, porém não é engeliano. A seguir, veremos o análogo do Teorema

3.20.

Teorema 3.27 (Abdollahi). Seja G um grupo satisfazendo a condição max-ab. Então, um

subconjunto normal de G é um conjunto L-engeliano se, e somente se, ele está contido no

subgrupo de Fitting de G. Em particular, um elemento x de G está no subgrupo de Fitting de

G se, e somente se, para todo g ∈ G existe k ∈ N satisfazendo [xg, kx] = 1 ou [x, kx
g] = 1.

Demonstração. Suponhamos que um subconjunto normal S de G é um conjunto L-engeliano

e seja a ∈ S. Dado g ∈ G, temos que ag ∈ S e [ag, na] = 1 ou [a, na
g] = 1, para algum n ∈ N.

Portanto, a ∈ L(G) e, pela demonstração do Teorema 3.25, o subgrupo 〈a〉G é nilpotente e,

então, a ∈ 〈a〉G ≤ Fit(G). Logo, S está contido no subgrupo de Fitting de G. A rećıproca é

clara, uma vez que todo elemento de Fit(G) é engeliano à esquerda. 2



Caṕıtulo 4

Grupos Gerados por um Conjunto

Engeliano Finito

Como vimos no Teorema 3.20, para um grupo G satisfazendo max-ab, um subconjunto

normal S é engeliano se, e somente se, S está contido no subgrupo de Fitting de G e, portanto,

neste caso, 〈S〉 é nilpotente sempre que S é finito. Entretanto, grupos gerados por conjuntos

engelianos nem sempre são nilpotentes, como poderemos ver nos exemplos deste caṕıtulo.

Este caṕıtulo é destinado a encontrar condições para que um grupo gerado por um con-

junto engeliano finito seja nilpotente. O primeiro resultado nesta direção garante que todo

grupo nilpotente-por-abeliano gerado por um conjunto engeliano finito é nilpotente. A se-

guir, restringimos o problema para o caso em que o conjunto gerador engeliano possui apenas

dois elementos e obtemos que todo grupo abeliano-por-(nilpotente de classe 2) é nilpotente.

Veremos, então, que este resultado pode ser estendido para o caso em que o grupo G é gerado

por um conjunto engeliano finito S tal que a ordem de cada elemento de S não é diviśıvel por

2 ou 3. Na última seção, apresentaremos um exemplo de um grupo abeliano-por-(nilpotente

de classe 3) gerado por um conjunto engeliano com dois elementos, o qual não é nilpotente.

Com exceção dos resultados da Seção 4.2, que foram obtidos por Endimioni e Traustason e

podem ser encontrados no artigo [8], todos os resultados deste caṕıtulo foram obtidos por

Abdollahi, Brandl e Tortora e podem ser encontrados no artigo [5].

Iniciamos com um lema que generaliza algumas propriedades de comutadores para o caso

em que o grupo é metabeliano.

Lema 4.1. Seja G um grupo metabeliano e sejam x, y, z ∈ G. Para todo inteiro positivo n,

temos:
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(i) [x−1, ny] =
(
[x, ny]

x−1)−1
;

(ii) [xy, nz] = [x, nz][x, nz, y][y, nz].

Demonstração. Como G é metabeliano, para todo g ∈ G, a aplicação −1+g : G′ −→ G′ dada

por u−1+g = u−1ug = [u, g], para todo u ∈ G′, é um endomorfismo. Além disso, quaisquer

dois desses endomorfismos comutam. Com efeito, dados g, h ∈ G temos que

u(−1+g)(−1+h) = (u−1ug)−1+h = (u−1)gu(u−1)h(ug)h

e

u(−1+h)(−1+g) = (u−1uh)−1+g = (u−1)hu(u−1)g(uh)g.

Sendo G′ abeliano, basta verificarmos que ugh = uhg. Mas [g−1, h−1] ∈ G′ implica que

u = u[g
−1,h−1] = ughg

−1h−1
e, então, ugh = uhg, como desejado. Mais ainda, por indução

[u, ng] = u(−1+g)n . Assim,

[x−1, ny] = [x−1, y](−1+y)n−1

=
((

[x, y]x
−1)−1

)(−1+y)n−1

=
(
[x, y]x

−1(−1+y)n−1)−1

=
(
[x, y](−1+y)n−1x−1)−1

=
(
[x, ny]

x−1)−1
,

o que prova o item (i). Para o item (ii), temos

[xy, nz] = [xy, z](−1+z)n−1

= ([x, z][x, z, y][y, z])(−1+z)n−1

= [x, z](−1+z)n−1

[x, z, y](−1+z)n−1

[y, z](−1+z)n−1

= [x, nz][x, nz, y][y, nz],

como queŕıamos. 2

Com isto, obtemos o

Lema 4.2. Se G é um grupo metabeliano gerado por um conjunto engeliano S, então qualquer

elemento x ∈ S é um elemento engeliano à esquerda de G. Além disso, o grupo G é localmente

nilpotente.

Demonstração. Seja x ∈ S e considere g ∈ G qualquer. Como G = 〈S〉, podemos escrever

g = sα1
1 · · · sαt

t , com si ∈ S, αi = ±1, i = 1, · · · , t e t ∈ N. Sendo S um conjunto engeliano,
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para cada i = 1, · · · , t, existe ni = n(si) tal que [si, ni
x] = 1. Mas G é metabeliano, então

para n = max{ni; 1 ≤ i ≤ t}, o lema anterior garante que [g, nx] = 1 e, portanto, obtemos

x ∈ L(G).

Para que G seja localmente nilpotente é suficiente mostrarmos que 〈T 〉 é nilpotente, para

todo subconjunto finito T de S, uma vez que qualquer subgrupo finitamente gerado de G está

contido em um subgrupo desta forma. Seja T = {x1, · · · , xr} um subconjunto finito de S.

Então, existe n ∈ N satisfazendo [xi, nxj ] = 1, para todos 1 ≤ i, j ≤ n. Pelo lema anterior,

cada xi é um elemento n-engeliano à esquerda de 〈T 〉. Portanto, para cada endomorfismo

−1 + xi de 〈T 〉′ obtemos (−1 + xi)
n = 0. Como temos r endomorfismos deste tipo, o

prinćıpio da casa dos pombos garante que se tomarmos quaisquer (n−1)r+1 endomorfismos

destes, pelo menos um deles será escolhido pelo menos n vezes e, portanto, o produto de

(n− 1)r + 1 endomorfismos destes deve ser trivial, pois como tais endomorfismos comutam

deve aparecer um termo (−1 + xi)
n = 0. Assim, para quaisquer elementos y1, y2, · · · , ym de

T , onde m = (n− 1)r + 3, conseguimos

[y1, y2, · · · , ym] = [y1, y2]
(−1+y3)···(−1+ym) = 1,

e, pela Proposição 1.17, o subgrupo 〈T 〉 é nilpotente de classe no máximo m − 1, como

queŕıamos. 2

Agora, estamos em condições de demonstrar o

Teorema 4.3 (Abdollahi, Brandl, Tortora). Se G é um grupo nilpotente-por-abeliano gerado

por um conjunto engeliano finito, então G é nilpotente.

Demonstração. Seja N um subgrupo normal nilpotente de G tal que G/N é abeliano. Nota-

mos que G/N ′ é metabeliano gerado por um conjunto engeliano finito. Pelo lema anterior,

obtemos que G/N ′ é nilpotente e, pelo Teorema 1.20, o grupo G é nilpotente. 2

4.1 Conjuntos Engelianos de Tamanho 2

Como mencionado na introdução do caṕıtulo, iremos restringir o problema para o caso

em que o conjunto engeliano considerado tem apenas dois elementos.
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Seja G = 〈x, y〉 um grupo e suponhamos que {x, y} é um conjunto engeliano. Então,

existem inteiros positivos n e m tais que [x, ny] = 1 = [y, mx]. Neste caso, dizemos que x e y

são elementos mutuamente engelianos e quando n ≥ m, dizemos que x e y são mutuamente n-

engelianos. Observamos que se n = m = 2, então [y, x, x] = 1 = [x, y, y] e, consequentemente,

[x, y, x] =
[
[y, x]−1, x

]
=
(
[y, x, x][y,x]

−1)−1
= 1

e

[y, x, y] =
[
[x, y]−1, y

]
=
(
[x, y, y][x,y]

−1)−1
= 1.

Assim, a Proposição 1.17 fornece que G é nilpotente de classe no máximo 2.

O próximo resultado garante que G ainda é nilpotente quando n = 2 e m = 3.

Proposição 4.4. Seja G = 〈x, y〉 um grupo qualquer satisfazendo [x, y, y] = 1 e [y, x, x, x] =

1. Então, G é nilpotente de classe no máximo 3.

Demonstração. Pela identidade de Hall-Witt, temos

[
[y, x], x−1, y

]x [
x, y−1, [y, x]

]y [
y, [y, x]−1, x

][y,x]
= 1.

A igualdade [x, y, y] = 1 implica que

[x, y−1] = [x, y]−1 e
[
y, [y, x]−1

]
=
[
[y, x]−1, y

]−1
=
[
x, y, y

]−1
= 1.

Assim, a identidade dada acima garante que [y, x, x−1, y] = 1. Agora, a igualdade [y, x, x, x] =

1 nos fornece [y, x, x] = [y, x, x]x
−1

e, portanto, [y, x, x−1] = ([y, x, x]x
−1
)−1 = [y, x, x]−1. Logo,

1 = [y, x, x−1, y] =
[
[y, x, x−1], x

]
=
[
[y, x, x]−1, x

]
=
(
[y, x, x, y][y,x,x]

−1)−1

e, então, [y, x, x, y] = 1. Portanto,
[
[y, x, x], x

]
= 1 =

[
[y, x, x], y

]
, ou seja, [y, x, x] ∈ Z(G).

Assim,

[y, x, x]Z(G) = Z(G) = [x, y, y]Z(G),

e, pela observação feita acima, segue que G/Z(G) é nilpotente de classe no máximo 2. Con-

sequentemente, pela Proposição 1.18, o grupo G é nilpotente de classe no máximo 3. 2
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Exemplo 4.5. Consideremos o grupo diedral D8 = 〈x, y | x4 = y2 = 1, xy = x−1〉. Notamos

que

[x, y] = x−1xy = x−1x−1 = x−2 e [y, x] = [x, y]−1 = x2,

assim,

[y, x, x] = [x2, x] = 1 e [x, y, y] = [x−2, y] = x2(x−2)y = x2x2 = x4 = 1.

Pela observação feita acima, temos que D8 é nilpotente de classe no máximo 2, mais preci-

samente é de classe 2, uma vez que não é abeliano.

Agora, se considerarmos o grupo diedral D16 = 〈x, y | x8 = y2 = 1, xy = x−1〉, então de

modo análogo ao feito acima, obtemos [x, y] = x−2 e [y, x] = x2. Assim,

[y, x, x] = [x2, x] = 1 e [x, y, y, y] = [x−2, y, y] = [x4, y] = x−4(x4)y = x−8 = 1.

Pela proposição acima, temos que D16 é nilpotente de classe no máximo 3.

Objetivando obter o resultado principal desta seção, precisaremos do conceito de grupos

hiper -(abeliano ou finito) e do resultado que garante que todo grupo hiper-(abeliano ou finito)

finitamente gerado e não nilpotente possui uma imagem homomórfica finita não nilpotente.

Tais requisitos são apresentados a seguir e a demonstração do teorema será omitida, uma vez

que foge ao escopo da dissertação.

Definição 4.6. Seja P uma propriedade de grupos. Dizemos que um grupo G é um grupo

hiper -P quando existe uma série ascendente de G com todos os fatores satisfazendo P.

Quando a propriedade P é inerente por subgrupos, podemos verificar que um grupo G ser

hiper-P é equivalente a exigir que toda imagem homomórfica não trivial de G contém um

subgrupo normal não trivial com a propriedade P.

Teorema 4.7 (cf. [21], Volume 2, Teorema 10.51). Seja G um grupo hiper-(abeliano ou

finito) finitamente gerado e suponha que G não é nilpotente. Então, G possui uma imagem

homomórfica finita não nilpotente.

Voltando ao nosso objetivo, seja G qualquer grupo abeliano-por-(nilpotente de classe 2)

gerado por dois elementos mutuamente engelianos x e y. Então [x, ny] = 1 = [y, nx], para
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algum n ∈ N. Suponhamos, por absurdo, que G não é nilpotente. Como G é solúvel,

então ele é hiperabeliano. Portanto, pelo Teorema 4.7, o grupo G possui uma imagem ho-

momórfica finita não nilpotente. Além disso, esta imagem homomórfica é um grupo abeliano-

por-(nilpotente de classe 2) e gerado por dois elementos mutuamente engelianos. Com efeito,

seja ϕ : G −→ H um epimorfismo em que H é um grupo finito não nilpotente. Claramente

H é gerado por xϕ e yϕ, que são mutuamente engelianos. Se N é um subgrupo normal

abeliano de G com G/N nilpotente de classe 2, então Nϕ é um subgrupo normal abeli-

ano de H com H/Nϕ nilpotente de classe no máximo 2, pois sendo G/N é nilpotente de

classe 2, então 1 = γ3(G/N) = γ3(G)N/N e, consequentemente, γ3(G) ⊆ N , implicando

que γ3(H) = (γ3(G))
ϕ ≤ Nϕ. Agora, H/Nϕ não pode ser abeliano, pois, caso contrário,

H seria nilpotente-por-abeliano gerado por um conjunto finito engeliano e, do Teorema 4.3,

seguiria que H é nilpotente, uma contradição. Logo, H é abeliano-por-(nilpotente de classe

2). Assim, podemos considerar que G é finito.

Usando indução sobre a ordem do grupo G, podemos supor que G é um contraexem-

plo minimal, ou seja, G é um grupo abeliano-por-(nilpotente de classe 2) gerado por dois

elementos mutuamente engelianos finito de menor ordem que não é nilpotente.

Afirmamos que se A é um subgrupo normal minimal de G, então G/A é nilpotente. De

fato, inicialmente, como G é solúvel, segue da Proposição 1.14 que A é um p-grupo abeliano

elementar, para algum p primo. Agora, seja N um subgrupo normal abeliano de G tal que

G/N é nilpotente de classe 2. Como A e N são subgrupos normais de G, pela minimalidade de

A, devemos ter A∩N = A ou A∩N = 1. Se A∩N = A, então A ⊳ N e N/A é um subgrupo

abeliano normal de G/A, com
G/A

N/A
≃ G/N nilpotente de classe 2, ou seja, G/A é um grupo

abeliano-por-(nilpotente de classe 2) gerado por dois elementos mutuamente engelianos com

ordem menor do que |G| e, pela minimalidade de G, o grupo G/A é nilpotente. Se A∩N = 1,

então AN é um produto direto de dois grupos abelianos e, portanto, abeliano. Como vimos

acima, vale que γ3(G) ⊆ N . Assim, o grupo
G/A

AN/A
≃ G/AN é nilpotente de classe no

máximo 2. Se for de classe 2, então G/A é um grupo abeliano-por-(nilpotente de classe 2)

gerado por dois elementos mutuamente engelianos e, pela minimalidade de G, obtemos que

G/A é nilpotente. Se for de classe 1, então G/AN é abeliano e, como AN/A é nilpotente,

vem que G/A é nilpotente-por-abeliano gerado por dois elementos mutuamente engelianos e,
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pelo Teorema 4.3, temos que G/A é nilpotente.

Agora, sendo G/A nilpotente, existe m ∈ N tal que 1 = γm(G/A) = γm(G)A/A e, então,

γm(G) ⊆ A. Assim, se B for um outro subgrupo normal minimal de G, existirá um k ∈ N

tal que γk(G) ⊆ A e γk(G) ⊆ B. Mas o fato de G não ser nilpotente implica que γk(G) 6= 1.

Logo, A ∩ B 6= 1 e, consequentemente, A = B. Portanto, existe um único subgrupo normal

minimal A de G e, desta forma, todo subgrupo normal não trivial de G deve conter A.

Como G é um grupo finito não nilpotente, a Proposição 1.18 assegura que existe um

subgrupo maximal H de G, o qual não é normal. Sendo G/A nilpotente, então A � H ,

caso contrário, H/A seria um subgrupo maximal de G/A e, assim, H/A ⊳ G/A, mas isto

implicaria H ⊳ G, absurdo. Pela maximalidade de H , obtemos G = AH . Além disso, o

subgrupo A∩H é normal em G, pois claramente A∩H ⊳ A e A∩H ⊳ H . Como A∩H < A,

a minimalidade de A força A ∩H = 1.

Já sabemos que A é um p-grupo abeliano elementar, para p um número primo. Mais

ainda, o subgrupo H é nilpotente, pois H ≃ G/A. Seja P o p-subgrupo de Sylow de H .

Então AP/A é um p-subgrupo de Sylow do grupo nilpotente G/A, de onde AP/A ⊳ G/A

e, assim, AP ⊳ G é o p-subgrupo de Sylow de G. Como AP é nilpotente, pois é um p-

grupo finito, temos que [A,AP ] < A. Caso contrário, isto é, se [A,AP ] = A, teŕıamos

A = [A,AP ] ≤ [AP,AP ] e, portanto, A ≤ [AP, nAP ] = γn+1(AP ), para todo n ∈ N, o que

é um absurdo. Sendo A,AP ⊳ G, temos que [A,AP ] é um subgrupo normal de G contido

propriamente em A; logo, a minimalidade de A força [A,AP ] = 1 e, em particular, obtemos

[A, P ] = 1. Portanto, PG = PAH = PH = P implicando que P ⊳ G. Mas A � P e, então,

pela unicidade de A vem que P = 1 e, consequentemente, o subgrupo H é um p′-subgrupo

de Hall de G.

Definição 4.8. Dizemos que um endomorfismo ϕ : G −→ G de um um grupo G age livre de

pontos fixos sobre G quando gϕ 6= g, para todo g ∈ G \ {1}.

Para os próximos resultados, iremos considerar que o grupo G = AH é um contraexemplo

minimal como descrito nos parágrafos anteriores, onde A é o único subgrupo normal minimal

de G e, portanto, está contido em todo subgrupo normal não trivial de G e é um p-subgrupo

abeliano elementar, para algum p primo. Além disso, o subgrupo H é maximal não normal
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e é um p′-subgrupo de Hall de G.

Lema 4.9. Todo elemento não trivial de Z(H) age livre de pontos fixos sobre A por con-

jugação.

Demonstração. Seja z ∈ Z(H) um elemento não trivial. É fácil ver que CA(z)
h = CA(z).

Agora, dados a ∈ CA(z) e g = bk ∈ G, com b ∈ A e k ∈ H , como A é abeliano, conseguimos

ag = k−1b−1abk = k−1ak = ak ∈ CA(z),

e, assim, CA(z) ⊳ G. Notamos que CA(z) 6= A, pois caso CA(z) = A, então para todo

g = bk ∈ G, com b ∈ A e k ∈ H teŕıamos, zg = zbk = zk = z, de onde, 〈z〉 seria um subgrupo

normal não trivial de G com A � 〈z〉, o que é um absurdo. Pela minimalidade de A, segue

que CA(z) = 1. Portanto, para todo a 6= 1 em A, temos az 6= a, como desejado. 2

O próximo resultado mostra que H é nilpotente de classe 2 e que podemos restringir nossa

atenção para o caso n = 3.

Lema 4.10. Sejam G = AH = 〈x, y〉 um contraexemplo minimal abeliano-por-(nilpotente

de classe 2) e n um inteiro positivo satisfazendo [x, ny] = 1 = [y, nx]. Então, A = γ3(G) e

[x, y, y, y] = 1 = [y, x, x, x].

Demonstração. Sendo γ3(G) um subgrupo normal não trivial de G, então A ≤ γ3(G). Seja

q 6= p um primo. Como γ3(G) ≤ N e N é abeliano, temos que γ3(G) é um grupo nilpotente;

logo, um q-subgrupo de Sylow Q de γ3(G) deve ser normal em γ3(G), mais ainda, deve ser

caracteŕıstico em γ3(G) e, uma vez que γ3(G) ⊳ G, a Proposição 1.1 garante que Q ⊳ G.

Visto que A � Q, então Q = 1. Logo, todo q-subgrupo de γ3(G) é trivial, com q diferente de

p. Entretanto, o grupo G/A é um p′-grupo e γ3(G)/A ≤ G/A. Assim, γ3(G)/A = 1 implica

que γ3(G) = A. Além disso, como H ≃ G/A = G/γ3(G), então H é nilpotente de classe 2.

Suponhamos que [x, n−1y] 6= 1 e vamos mostrar que n ≤ 3. Para isso, vamos supor, por

absurdo, que n > 3 e escrevamos y = ah, onde a ∈ A e h ∈ H . Como [x, y, y] ∈ γ3(G) = A,

n − 2 ≥ 2 e A ⊳ G, então [x, n−2y] e [x, n−2y, y] pertencem a A. Notamos que y comuta

com [x, n−2y, y], pois
[
[x, n−2y, y], y

]
= [x, ny] = 1. Portanto, pela Proposição 1.11 e sendo

A um p-grupo abeliano elementar, temos [x, n−2y
p] = [x, n−2y]

p = 1. Agora, visto que ah =
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h(h−1ah) = hb, com b ∈ A, é fácil ver que yp = a1h
p, com a1 ∈ A. Além disso, como

H é um p′-grupo, então mdc(p, |H|) = 1 e, portanto, existem inteiros α e β satisfazendo

1 = αp+ β|H|, de onde h = hαp. Assim,

1 = [x, n−2y, y
p] = [x, n−2y, a1h

p] = [x, n−2y, h
p].

É claro que [x, n−2y] comuta com [x, n−2y, h] e, sendo

1 = [x, ny] = [x, n−2y, y, y] = [x, n−2y, ah, ah] = [x, n−2y, h, h],

segue que h também comuta com [x, n−2y, h]. Pela Proposição 1.11, obtemos

1 = [x, n−2y, h
p]α = [x, n−2y, h]

pα = [x, n−2y, h
αp] = [x, n−2y, h].

Mas, então,

1 6= [x, n−2y, y] = [x, n−2y, ah] = [x, n−2y, h] = 1,

o que é um absurdo. 2

Para demonstração do resultado principal, precisamos de apenas mais um resultado

técnico, a saber o

Lema 4.11. Sejam x = ah e y = bk, onde a, b ∈ A e h, k ∈ H. Se [x, y] = [h, k], então

[a, k−1] = [b, h−1] e [a, h] = 1 = [b, k],

com a 6= 1 e b 6= 1.

Demonstração. Temos

[h, k] = [x, y] = [ah, bk] = [a, bk]h[h, bk] = ([a, k][a, b]k)h[h, k][h, b]k = [a, k]h[h, k][h, b]k,

de onde

1 = [a, k]h[h, k][h, b]k[h, k]−1 = [a, k]h[h, b]k[k,h] = [a, k]h[h, b]h
−1kh,

o que implica que ([a, k]−1)h = [h, b]h
−1kh, ou melhor, [k, a]k

−1
= [h, b]h

−1
e, portanto,

[a, k−1] = [b, h−1], seguindo a primeira parte do lema.
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Como G 6= H , devemos ter a ou b não trivial. Sem perda de generalidade, suponhamos

a 6= 1. Como A = γ3(G) e H é nilpotente de classe 2, então [y, x, x] ∈ A e 1 6= [y, x] ∈ Z(H).

Pelo Lema 4.10, sabemos que 1 = [y, x, x, x]. Logo, 1 = [y, x, x, x] = [y, x, x, ah] = [y, x, x, h],

de onde [y, x, x]−1 = ([y, x, x]−1)x
−1
, Mais ainda, notamos que x[y,x] = ([y, x, x]−1x)x

−1
=

[y, x, x]−1x e, assim,

[x, h][y,x] = [x[y,x], h] =
[
[y, x, x]−1x, h

]
= x−1[y, x, x]h−1[y, x, x]−1xh

= x−1
[
[y, x, x]−1, h

]
h−1xh = x−1

(
[y, x, x, h][y,x,x]

−1)−1
h−1xh

= x−1h−1xh = [x, h].

Portanto,

1 = [x, h]−1[x, h][y,x] =
[
[x, h], [y, x]

]
=
[
[ah, h], [y, x]

]
=
[
[a, h]h, [y, x]

]
=
[
[a, h], [y, x]

]h
,

implica que 1 =
[
[a, h], [y, x]

]
, ou ainda, [a, h][y,x] = [a, h]. Assim, [a, h] é fixo pela conjugação

de [y, x], o qual é um elemento não trivial de Z(H). Pelo Lema 4.9, vem que [a, h] = 1.

Consequentemente, devemos ter b 6= 1, caso contrário

[a, k] = ([a, k−1]k)−1 = ([b, h−1]k)−1 = 1,

e, então a comuta com h e k, de onde
[
a, [h, k]

]
= 1, com [h, k] um elemento não trivial de

Z(H). Pelo Lema 4.9 temos que a = 1, o que é um absurdo. De modo análogo ao feito para

a, conseguimos que [b, k] = 1, como queŕıamos. 2

Finalmente, temos o

Teorema 4.12 (Abdollahi, Brandl, Tortora). Seja G um grupo abeliano-por-(nilpotente de

classe 2) gerado por dois elementos mutuamente engelianos x e y. Então, G é nilpotente.

Demonstração. Seja G = AH = 〈x, y〉 um contraexemplo minimal como descrito acima.

Consideremos x = ah e y = bk, onde a, b ∈ A e h, k ∈ H . Então,

[x, y] = [ah, bk] = [a, k]h[h, k][h, b]k = [h, k]([a, k]h[h,k][h, b]k),

de onde, [x, y] = [h, k]c, com [h, k] ∈ Z(H) e c ∈ A. Pelo Lema 4.10, obtemos

[x, y, y], [y, x, x] ∈ A e [x, y, y, y] = 1 = [y, x, x, x].
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Logo, y comuta com [x, y, y] e x comuta com [y, x, x], assim, pela Proposição 1.11 temos

[x, y, yp] = [x, y, y]p = 1,

[x, y, xp] =
[
[y, x]−1, xp

]
= (
[
[y, x], xp

][y,x]−1

)−1 =
(
([y, x, x]p)[y,x]

−1)−1
= 1.

Se 〈xp, yp〉∩A 6= 1, então [x, y] comuta com um elemento não trivial de A, digamos d ∈ A,

ou seja,

1 =
[
[x, y], d

]
=
[
[h, k]c, d

]
=
[
[h, k], d

]
.

Pelo Lema 4.9, obtemos [h, k] = 1 e, então, [x, y] ∈ A. Logo, G′ ≤ A e sendo A abeliano,

então G é metabeliano. Mais ainda, como G é gerado por um conjunto engeliano finito, segue

do Lema 4.2 que G é nilpotente.

Assim, 〈xp, yp〉 ∩A = 1 e podemos supor que H = 〈xp, yp〉, pois G = AH = A〈h, k〉, uma

vez que x = ah e y = bk pertencem a A〈h, k〉, e

〈h, k〉 ≃
〈h, k〉A

A
=

〈xp, yp〉A

A
≃ 〈xp, yp〉.

Como [x, y] comuta com xp e yp, então

1 =
[
[x, y], xp

]
=
[
[h, k]c, xp

]
=
[
[h, k], xp

]c
[c, xp],

de onde ([c, xp]−1)c
−1

=
[
[h, k], xp

]
∈ A∩H = 1, o que implica [c, xp] = 1. De modo análogo,

obtemos [c, yp] = 1 e, consequentemente, c ∈ CA(H). Em particular, c ∈ CA([h, k]) com

1 6= [h, k] ∈ Z(H). Mas pelo Lema 4.9, temos CA([h, k]) = 1 e, portanto, c = 1. Então

1 6= [x, y] = [h, k] ∈ Z(H) e, pelo lema anterior, temos

[a, k−1] = [b, h−1] e [a, h] = 1, (4.1)

com a 6= 1.

Pela identidade de Hall-Witt,

[a, k−1, h]k[k, h−1, a]h[h, a−1, k]a = 1.

Por (4.1), temos [h, a−1, k]a = 1, logo [a, k−1, h]k = ([k, h−1, a]h)−1. Mas [k, h−1, a] comuta

com h. De fato, de (4.1) temos que ah
−1

= a e como [h, k] ∈ Z(H), então [k, h−1]h
−1

= [k, h−1]

e, assim

h[k, h−1, a] = [k, h−1, a]h
−1

h =
[
[k, h−1]h

−1

, ah
−1]

h = [k, h−1, a]h.
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Com isso, [a, k−1, h]k = [k, h−1, a]−1. De (4.1) temos
[
[a, k−1], h

]
=
[
[b, h−1], h

]
e, assim,

[
[b, h−1], h

]
comuta com hk

−1
. Então [b, h, h]h

−1
= [b, h−1, h]−1 comuta com hk

−1
e, em parti-

cular, [b, h, h] comuta com hk
−1h = hk

−1
. Portanto, [b, h, h] ∈ CA(h

k−1
).

Sejam B = CA(h
k−1

) e K = 〈h, hk
−1
〉A. Então B ⊳ K. Seja q a ordem de h. Como

[b, h, h] ∈ B, então as classes [b, h]B e bB comutam, portanto B = [b, hq]B = [b, h]qB, ou seja,

[b, h]q ∈ B. Contudo, a ordem de [b, h] é p, a qual é coprimo com q, logo, existem inteiros α

e β tais que 1 = αp + βq, de onde [b, h] = [b, h]αp+βq = ([b, h]q)β ∈ B. Mais ainda, de (4.1)

temos [a, k−1] = [b, h−1] ∈ B. Assim, [a, k−1, hk
−1
] = 1, ou ainda,

1 = [a, h−1, hk
−1

] =
[
[a, h−1]k, h

]k−1

= [k, a, h]k
−1

,

de onde [k, a, h] = 1.

Pela identidade de Hall-Witt,

[a, k, h]k
−1

[k−1, h−1, a]h[h, a−1, k−1]a = 1.

Mas [a, k, h] =
[
[k, a]−1, h

]
= ([k, a, h][a,k])−1 = 1 e [h, a−1, k−1] = 1, pois [a, h] = 1. Segue

que 1 = [k−1, h−1, a]h =
[
[k−1, h−1]h, ah

]
= [h, k−1, a], o que é um absurdo, pois 1 6= [h, k−1] ∈

Z(H) e a 6= 1, contrariando o Lema 4.9. 2

Como consequência do Teorema 4.12, apresentamos um critério em termos dos subgrupos

de Sylow para que um grupo solúvel finito seja nilpotente.

Corolário 4.13. Seja G = 〈x, y〉 um grupo solúvel finito com x e y mutuamente engelianos.

Se todos os subgrupos de Sylow de G são nilpotentes de classe menor do que ou igual a 2,

então G é nilpotente.

Demonstração. Seja G um contraexemplo de menor ordem posśıvel e seja N um subgrupo

normal minimal de G. Então, pela minimalidade de G, obtemos G/N nilpotente. Além

disso, todo subgrupo de Sylow de G/N é nilpotente de classe menor do que ou igual a 2,

de onde G/N é nilpotente de classe menor do que ou igual a 2. Por outro lado, segue da

Proposição 1.14 que N é abeliano, uma vez que G é solúvel. Portanto, o grupo G é abeliano-

por-(nilpotente de classe 2) e, pelo Teorema 4.12, obtemos que G é nilpotente, o que é um

absurdo. 2
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4.2 Grupos com todos os subgrupos 2-gerados nilpo-

tentes

O resultado do Teorema 4.12 pode ser estendido para o caso em que o grupo G é gerado

por um conjunto engeliano finito S tal que a ordem de cada elemento de S não é diviśıvel por

2 ou 3. Para isso, precisamos estudar os grupos finitamente gerados em que todo subgrupo

gerado por um par de geradores de G é nilpotente. Isto é feito por Endimioni e Traustason

no artigo [8].

Dado um grupo G gerado por um conjunto X , dizemos que (G,X) é uma apresentação

nilpotente aos pares de G se qualquer par de elementos x, y ∈ X gera um subgrupo nilpotente.

Vale observar que, neste caso, o conjunto X é engeliano.

Em particular, estaremos interessados no caso em que o número de geradores é três.

Assim, suponhamos que G = 〈a, b, c〉 com 〈a, b〉, 〈a, c〉 e 〈b, c〉 nilpotentes de classes r, s e t,

respectivamente. Neste caso, dizemos que a apresentação é do tipo (r, s, t). Dizemos que um

grupo G é do tipo (r, s, t) se ele tem um apresentação do tipo (r, s, t).

Queremos encontrar condições para que um grupo G = 〈a, b, c〉 do tipo (r, s, t) que é

abeliano-por-(nilpotente de classe 2) seja nilpotente. Suponhamos que exista um grupo nes-

tas condições que não é nilpotente. Sendo G um grupo solúvel, então G é hiperabeliano e, pelo

Teorema 4.7, G possui uma imagem homomórfica finita não nilpotente. Como na seção an-

terior, podemos verificar que esta imagem homomórfica está nas mesmas condições do grupo

G. Portanto, podemos restringirmos ao caso finito e trabalharmos com os contraexemplos

minimais.

Seja G = 〈a, b, c〉 um grupo do tipo (r, s, t) que é abeliano-por-(nilpotente de classe 2) um

contraexemplo minimal, no sentido de que G não é nilpotente, mas qualquer quociente próprio

é nilpotente e qualquer subgrupo próprio do tipo (r1, s1, t1) é nilpotente, onde r1 ≤ r, s1 ≤ s

e t1 ≤ t. Suponhamos que os geradores a, b e c são {p1, p2, · · · , pn}-elementos, onde cada

pi é um número primo. Desde que os subgrupos 〈a〉, 〈b〉 e 〈c〉 são abelianos finitos, segue

do Teorema da Decomposição Primária que eles são produtos diretos de suas componentes
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primárias. Como a, b e c são {p1, p2, · · · , pn}-elementos, podemos considerar que

〈a〉 = A1A2 · · ·An, 〈b〉 = B1B2 · · ·Bn e 〈c〉 = C1C2 · · ·Cn,

onde Ai, Bi e Ci são pi-grupos ou triviais. Sejam

a = a1a2 · · · an, b = b1b2 · · · bn e c = c1c2 · · · cn

as fatorações únicas de a, b e c nos grupos 〈a〉, 〈b〉 e 〈c〉, respectivamente, onde ai, bi e ci

são pi-elementos. Se i 6= j, então 〈ai, bj〉 = 〈al, bm〉 ≤ 〈a, b〉, para alguns l, m ∈ Z, de onde

〈ai, bj〉 é nilpotente e, portanto, é o produto direto de seus subgrupos de Sylow. Se P é o

pi-subgrupo de Sylow de 〈ai, bj〉 e Q é o pj-subgrupo de Sylow de 〈ai, bj〉, então ai ∈ P e

bj ∈ Q. Como P,Q ⊳ 〈ai, bj〉 e P ∩ Q = 1, então [ai, bj ] = 1, ou seja, ai e bj comutam. De

modo análogo, obtemos que ai e bi comutam com cj quando i 6= j.

Para cada i = 1, 2, · · · , n, definimos

Gi = 〈ai, bi, ci〉.

Pelo parágrafo anterior, temos que axi , b
x
i , c

x
i ∈ Gi, para todo x ∈ {a, a−1, b, b−1, c, c−1}.

Portanto, cada Gi é um subgrupo normal de G. Com isso, temos que

G = G1G2 · · ·Gn,

visto que a, b, c ∈ G1G2 · · ·Gn. Logo,

γm(G) = γm(G1)γm(G2) · · · γm(Gn),

para todo inteiro m ≥ 1. Como G não é nilpotente, devemos ter que algum Gi não é

nilpotente. Pela minimalidade de G, temos que G = Gi. Portanto, G é gerado por p-

elementos, para algum número primo p.

Seja N um subgrupo normal minimal de G. Pela minimalidade de G, o grupo G/N é

nilpotente. De modo análogo ao feito na seção anterior, o subgrupo N é o único subgrupo

normal minimal de G. Consequentemente, todo subgrupo normal não trivial de G deve conter

N . Como G/N é um subgrupo nilpotente gerado por p-elementos, então G/N é um p-grupo.

Com efeito, vamos verificar que todo grupo finito H nilpotente gerado por p-elementos é um
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p-grupo. Sendo H nilpotente, existe um único p-subgrupo de Sylow, o qual deve conter todos

os geradores de H , uma vez que estes são p-elementos. Portanto, H é igual ao seu p-subgrupo

de Sylow e, consequentemente, é um p-grupo, como queŕıamos.

Visto que G é solúvel, a Proposição 1.14 garante que N é um q-grupo abeliano elementar,

para algum número primo q. Devemos ter q 6= p, caso contrário, G seria um p-grupo, e,

consequentemente, G seria nilpotente, o que seria um absurdo.

Se P é um p-subgrupo de Sylow de G, então G = PN . Com efeito, consideremos o

homomorfismo canônico π : G −→ G/N . Claramente |G/N | divide |G| e |P | = |P π|, pois

P ∩ N = 1. Sendo P um p-subgrupo de Sylow de G, segue que P π é p-subgrupo de Sylow

de G/N e, como G/N é um p-grupo, então P π = G/N . Consequentemente, |P | = |G/N |, de

onde obtemos o desejado.

Notemos que N ≤ CG(P ∩ CG(N)) e P ≤ NG(P ∩ CG(N)). Portanto, P ∩ CG(N) ⊳ G.

ComoN é o único subgrupo normal minimal de G eN � P∩CG(N), obtemos P∩CG(N) = 1.

Isto implica que P age fielmente sobre N por conjugação, isto é, a aplicação

γ : P −→ Aut(N)

x 7−→ γx : N → N

n 7→ nx

é um homomorfismo injetor. De fato, é fácil ver que é um homomorfismo. Se x pertence ao

núcleo de γ, então γx é igual a aplicação identidade de N , ou seja, nx = n, para todo n ∈ N

e, consequentemente, x ∈ P ∩CG(N) = 1, de onde o núcleo de γ é trivial e, desta forma, γ é

injetora. Além disso, pela Proposição 1.2, sabemos que Aut(N) ≃ GL(N ;Zq). Logo, P ≃ P γ

pode ser visto como um subgrupo de GL(N ;Zq).

Afirmamos que NG(P ) = P . Com efeito, claramente P ≤ NG(P ). Suponhamos que

P � NG(P ). Logo, existe g = xy ∈ NP = G, com x 6= 1, que normaliza P , ou seja, existe

x ∈ N que normaliza P . Então, para qualquer y ∈ P , temos [y, x] ∈ P ∩ N = 1, ou seja,

x centraliza P . Assim, x ∈ Z(G) e, consequentemente, 〈x〉 ⊳ G. Como 1 6= 〈x〉 ≤ N e N

é o único subgrupo normal minimal de G, temos que 〈x〉 = N . Mas neste caso, teŕıamos

N ≤ Z(G) e G/N nilpotente. Pela Proposição 1.17, teŕıamos que G é nilpotente, o que é um

absurdo. Disto segue o desejado.
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Pelo Segundo Teorema de Sylow, existem |G : NG(P )| = |G : P | = |N | p-subgrupos de

Sylow de G, a saber, {P u; u ∈ N}. Além disso, se N visto como Zq-espaço vetorial tem

dimensão n, então |N | = qn e, pelo Terceiro Teorema de Sylow, qn ≡ 1(mod p).

Lema 4.14. Se f ∈ P ∩ P x, com x ∈ N , então fx = f .

Demonstração. Seja e ∈ P tal que f = ex. Como e, ex ∈ P , temos que e−1ex = [e, x] ∈

P ∩N = 1, de onde, f = ex = e. Assim, fx = ex = f . 2

Lema 4.15. Suponhamos que G = 〈a, b, c〉, onde a, b e c são p-elementos, como descrito

acima. Então, existem elementos Zq-linearmente independentes x, y ∈ N tais que

ax = a, by = b e cxy = c.

Demonstração. Como 〈a, c〉 é nilpotente gerado por p-elementos, segue que 〈a, c〉 é um p-

grupo. Assim, existe um p-subgrupo de Sylow P de G que contém a e c. De modo análogo,

existe um p-subgrupo de Sylow Q de G que contém a e b, ou seja, existe x ∈ N tal que

a, b ∈ P x. Como a ∈ P ∩ P x, segue do lema anterior que ax = a. Seja d ∈ P com b = dx,

logo

G = 〈a, dx, c〉 = 〈ax, dx, c〉.

Seja y ∈ N satisfazendo 〈d, cx
−1
〉 = 〈b, c〉x

−1
≤ P y. Então, d ∈ P ∩ P y e, pelo lema anterior,

d comuta com y e, consequentemente, b = dx também comuta com y, isto é, by = b. Como

cx
−1

∈ P x−1
∩ P y, segue que c ∈ P ∩ P xy e, pelo lema anterior, cxy = c. Portanto,

G = 〈a, dx, c〉 = 〈ax, dx, c〉 = 〈a, dxy, cxy〉.

Finalmente, devemos ter {x, y} linearmente independente, pois caso contrário, existiria α ∈

Zq tal que y = xα e, consequentemente, a comutaria com y e G = 〈axy, dxy, cxy〉 = 〈a, d, c〉xy ≤

P xy seria nilpotente, o que é um absurdo. 2

Observemos que na demonstração deste lema obtemos G = 〈a, dx, c〉, onde a, d, c ∈ P

e x ∈ N . Uma vez que P ≃ G/N e G/N = 〈a, dx, c〉N/N = 〈a, d, c〉N/N , segue que

P = 〈a, d, c〉.
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Lema 4.16. Se G é um contraexemplo minimal que é abeliano-por-(nilpotente de classe c),

então γc+1(G) = N . Em particular, P é nilpotente de classe no máximo c.

Demonstração. Se A é um subgrupo normal abeliano de G tal que G/A é nilpotente de classe

c, então 1 = γc+1(G/A) = γc+1(G)A/A e, consequentemente, γc+1(G) ≤ A é abeliano. Seja R

o p-subgrupo de Sylow de γc+1(G). Notamos que R é um subgrupo caracteŕıstico de γc+1(G)

e γc+1(G) ⊳ G; logo, a Proposição 1.1 implica que R ⊳ G. Como N é o único subgrupo

normal minimal de G e N � R, obtemos R = 1. Portanto, γc+1(G) ≤ N . Como G não é

nilpotente, temos que γc+1(G) 6= 1 e, então, a minimalidade de N força γc+1(G) = N . Em

particular, γc+1(P ) ≤ γc+1(G) = N , de onde γc+1(P ) ≤ N ∩ P = 1, ou seja, P é nilpotente

de classe no máximo c. 2

Já vimos que se n é a dimensão de N como Zq-espaço vetorial, então qn ≡ 1(mod p). Seja

r a ordem de q em Z∗
p, assim, r divide n. Consideremos F = GF (qr) o corpo de Galois de

ordem qr. Desde que

N ≃ Zq ⊕ Zq ⊕ · · · ⊕ Zq︸ ︷︷ ︸
n vezes

e F ≃ Zq ⊕ Zq ⊕ · · · ⊕ Zq︸ ︷︷ ︸
r vezes

,

podemos ver N como um espaço vetorial sobre F com dimensão n/r. Suponhamos que F

tem base {e1, e2, · · · , er} visto como Zq-espaço vetorial, com e1 = 1. Escrevendo m = n/r,

temos

N ≃ F ⊕ F ⊕ · · · ⊕ F︸ ︷︷ ︸
m vezes

.

Para cada i = 1, · · · , m, coloquemos vi = (δ1i, · · · , δmi), onde δii = 1 e δij = 0, se i 6= j. Para

0 ≤ i ≤ m − 1 e 1 ≤ j ≤ r, coloquemos uir+j = ejvi+1. Temos que u1, u2, · · · , un formam

uma base para N como Zq-espaço vetorial. Com efeito, basta mostrarmos que o conjunto

{u1, u2, · · · , un} é linearmente independente. Suponhamos que existam escalares fir+j em Zq

satisfazendo
m−1∑

i=0

r∑

j=1

fir+juir+j = 0.

Então,
m−1∑

i=0

(
r∑

j=1

fir+jej

)
vi+1 = 0,
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e, sendo {v1, · · · , vm} uma base para N como F -espaço vetorial, obtemos

r∑

j=1

fir+jej = 0, para todo i = 0, 1, · · · , m− 1.

Mas {e1, e2, · · · , er} é uma base de N visto como Zq-espaço vetorial, de onde fir+j = 0, para

todos 0 ≤ i ≤ m− 1 e 1 ≤ j ≤ r, como desejado.

Além disso, v1 = u1, v2 = ur+1, · · · , vm = u(m−1)r+1 formam uma base de N como F -

espaço vetorial. Desta forma, podemos ver GLn/r(F ) imerso em GLn(q). Seja D o subgrupo

diagonal de GLn/r(F ) com respeito à base B = {u1, ur+1, · · · , u(m−1)r+1}. Notamos que

D ≃ (F ∗)m e, portanto, D é nilpotente. Agora, cada elemento σ em Sm age de modo natural

sobre N por

f1v1 + · · ·+ fmvm 7−→ f1v(1)σ + · · ·+ fmv(m)σ.

Assim, para cada σ ∈ Sm fixado, a aplicação

Tσ : N −→ N

vi 7−→ v(i)σ

define um operador F -linear de N invert́ıvel e, portanto, [Tσ]B ∈ GLn/r(F ). Consequente-

mente, podemos ver Sm como um subgrupo de GLn/r(F ).

Sejam D(p) o p-subgrupo de Sylow de D e Sm(p) um p-subgrupo de Sylow de Sm. Con-

sideremos o homomorfismo

α : Sm(p) −→ Aut(D(p))

σ 7−→ ασ : D(p) → D(p)

M 7→ [Tσ]
−1
B M [Tσ]B

Logo, podemos considerar o produto semidireto Sm(p) ⋉α D(p), que pode ser visto como

subgrupo de GLn/r(F ) e, consequentemente, como subgrupo de GLn(q). O próximo resultado

garante que para p > 2, este subgrupo é um p-subgrupo de Sylow de GLn(q).

Lema 4.17. Se p > 2 é um número primo, então o produto semidireto Sm(p)⋉α D(p) é um

p-subgrupo de Sylow de GLn(q).

Demonstração. Utilizando argumentos combinatórios, obtemos

|GLn(q)| = (qn − 1)(qn − q) · · · (qn − qn−1).
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(Veja [20], pág. 74). Como r é a ordem de q em Z∗
p e q

n ≡ 1(mod p), então p divide (qn− qi)

se, e somente se, r divide i. Logo, a maior potência de p que divide |GLn(q)|, também divide

(qn − 1)(qn − qr) · · · (qn − q(m−1)r). Agora,

(qn − 1)(qn − qr) · · · (qn − q(m−1)r) =

(qn − 1)qr(qn−1 − 1) · · · q(m−1)r(qn−(m−1)r − 1) =

(qr)1+···+(m−1)(qn − 1)(qn−r − 1) · · · (qn−(m−1)r − 1) =

(qr)
m(m−1)

2 (qmr − 1)(q(m−1)r − 1) · · · (qr − 1) =

(qr)
m(m−1)

2 (qr − 1)(q(m−1)r + · · ·+ qr + 1) · · · (qr − 1)(qr + 1)(qr − 1) =

(qr)
m(m−1)

2 (qr − 1)m(qr + 1)(q2r + qr + 1) · · · (q(m−1)r + · · ·+ qr + 1).

Claramente, a maior potência de p que divide (qr − 1)m é igual a |D(p)|. Assim, é suficiente

mostrarmos que

(qr + 1)(q2r + qr + 1) · · · (q(m−1)r + · · ·+ qr + 1)

e m! possuem a mesma maior potência de p como divisor. Como qr ≡ 1(mod p), o número p

divide q(s−1)r+ · · ·+ qr+1 se, e somente se, p divide s. Mostraremos que q(s−1)r+ · · ·+ qr+1

e s possuem a mesma maior potência de p como divisor. Suponhamos que qr = 1 + px e

s = piy, com mdc(p, y) = 1. É suficiente mostrarmos que

piy−1∑

k=0

(1 + px)k ≡ piy (mod pi+1).

Vemos que

piy−1∑

k=0

(1 + px)k = 1 + (1 + px) + (1 + px)2 + · · ·+ (1 + px)p
iy−1

= 1 +

1∑

j=0

(
1

j

)
(px)j +

2∑

j=0

(
1

j

)
(px)j + · · ·+

1∑

j=0

(
piy − 1

j

)
(px)j

=

piy−1∑

j=0

(
j

0

)
(px)0 +

piy−1∑

j=1

(
j

1

)
(px)1 + · · ·+

piy−1∑

j=piy−1

(
j

piy − 1

)
(px)p

iy−1

(∗)
= piy +

(
piy

2

)
(px) +

(
piy

3

)
(px)2 + · · ·+

(
piy

piy

)
(px)p

iy−1,

onde utilizamos em (∗) a identidade das colunas dada por
(
i

i

)
+

(
i+ 1

i

)
+ · · ·+

(
n

i

)
=

(
n+ 1

i+ 1

)
.
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Agora, vamos mostrar que todos os termos da soma acima, exceto piy, são diviśıveis por

pi+1. Para tanto, considere (
piy

pjz

)
(px)p

jz−1,

com mdc(p, z) = 1 e 2 ≤ pjz ≤ piy. Notamos que

(
piy

pjz

)
(px)p

jz−1 =
(piy)!

(pjz)!(piy − pjz)!
pp

jz−1xp
jz−1 = pi−j+p

jz−1 y(piy − 1)

z(pjz − 1)!(piy − pjz)!
xp

jz−1,

de onde, pi−j+p
jz−1 divide

(
piy

pjz

)
(px)p

jz−1. Quando j = 0, então z ≥ 2 e, portanto,

i− j + pjz − 1 ≥ i+ z − 1 ≥ i+ 1.

Quando j ≥ 1, então

i− j + pjz − 1 ≥ i− j + pj − 1
(⋆)

≥ i− j + (1 + 2)j − 1 ≥ i− j + 1 + 2j − 1 ≥ i+ j ≥ i+ 1,

em que (⋆) vale pois p > 2. Em qualquer caso, obtemos i− j+ pjz−1 ≥ i+1, de onde segue

o desejado. 2

Já vimos que P pode ser visto como subgrupo de GL(N ;Zq). Assim, se p > 2 é um

número primo, então podemos ver P como um subgrupo do p-subgrupo de Sylow dado no

lema anterior. Mas também podemos ver Sm(p) ⋉α D(p) como subgrupo de GLn/r(F ) e,

assim, cada elemento de P age como uma aplicação F -linear sobre N .

Antes de prosseguirmos, vamos listar o que temos até aqui.

Seja G = 〈a, b, c〉 um grupo do tipo (r, s, t) abeliano-por-(nilpotente de classe 2) que é um

contraexemplo minimal. Temos que a, b e c são p-elementos, para algum p primo. Além disso,

G = PN , onde P é um p-subgrupo de Sylow de G e N é um q-subgrupo abeliano elementar

de G, com q um número primo distinto de p. Pelo Lema 4.16, temos que P é nilpotente de

classe 2 e, consequentemente, P ′ ≤ Z(P ). A partir de agora, vamos utilizar a notação aditiva

para o subgrupo N . Por fim, sejam a, d, c, x, y como no Lema 4.15 satisfazendo

dx = b, P = 〈a, d, c〉, xa = x, yb = y, (x+ y)c = x+ y

e

G = 〈a, dx, c〉 = 〈ax, dx, c〉 = 〈a, dx+y, cx+y〉.
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Lema 4.18. N é um FP -módulo irredut́ıvel.

Demonstração. É fácil verificar que N munido da multiplicação por escalar dada por

· : FP ×N −→ N(
∑

w∈P

fww, n

)
7−→

(
∑

w∈P

fww

)
· n =

∑

w∈P

fwn
w.

é um FP -módulo. Agora, dado n ∈ N , com n 6= 0, temos que o conjunto {nw; w ∈ P} é um

subconjunto normal de G. Portanto, o submódulo 〈n〉 é um subgrupo normal de G que está

contido em N . Desde que N é um subgrupo normal minimal de G, obtemos 〈n〉 = N . Logo,

N é um FP -módulo irredut́ıvel. 2

Lema 4.19. Com as notações dadas acima, temos que

ap = dp = cp = [a, d]p = [c, d]p = [a, c]p = 1.

Demonstração. Primeiro, mostraremos que [a, d]p = 1. Pela minimalidade de G, o subgrupo

H = 〈a, bp, c〉 = 〈a, dpx, c〉 é nilpotente. Sendo nilpotente gerado por p-elementos, H é um

p-subgrupo de G. Seja P z, com z ∈ N , um p-subgrupo de Sylow de G que contém H . Como

a, c ∈ P ∩ P z, segue do Lema 4.14 que az = a e cz = c. De d ∈ P e dpx ∈ P z resulta que

dp ∈ P ∩ P z−x e, assim, dp(z−x) = dp. Vejamos que cx 6= c. Caso contrário, teŕıamos que

G = 〈a, d, c〉x é um p-grupo e, consequentemente, nilpotente, o que seria um absurdo. Disto,

devemos ter z − x 6= 0. Sendo N um FP -módulo irredut́ıvel, obtemos G = 〈a, d, c, z − x〉.

Como a e dp comutam com z − x e P ′ ≤ Z(P ), segue que [a, dp] = [a, d]p ∈ Z(G). Visto

que N é o único subgrupo normal minimal de G e N � 〈[a, d]p〉, temos que [a, d]p = 1. Um

argumento análogo mostra que [a, c]p = [c, d]p = 1. Agora, como ap comuta com x, z, a, d e

c, então ap ∈ Z(G). Sendo N o único subgrupo normal minimal de G e N � 〈ap〉, devemos

ter ap = 1. Analogamente, dp = cp = 1. 2

Vamos supor que p é um número primo ı́mpar, de modo a podemos aplicar o Lema 4.17,

ou seja, podemos ver cada elemento de P agindo sobre N como uma transformação F -linear.

Notemos que a, d, c 6∈ Z(P ). De fato, suponhamos sem perda de generalidade que a ∈ Z(P ),

então a comuta com a, d, c e x, os quais geram o grupo G; logo, teŕıamos a ∈ Z(G), o que
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contradiz o fato de N ser o único subgrupo normal minimal de G. Disto, no máximo um dos

comutadores [a, d], [d, c] e [c, a] pode ser trivial. Primeiramente, vamos trabalhar no caso em

que exatamente um dos comutadores é trivial. Sem perda de generalidade, vamos supor que

[a, d] = 1.

Para o próximo lema, vamos precisar de um resultado bem conhecido da teoria de corpos,

o qual nos diz: Dado G um subgrupo finito do grupo multiplicativo F ∗ de um corpo F , então

G é ćıclico. Em particular, se F é um corpo finito, então o grupo multiplicativo F ∗ é ćıclico.

(Veja [25], pág. 229). Lembramos também que todo subgrupo de um grupo ćıclico é ćıclico

e se G é um grupo ćıclico finito e k divide |G|, então G possui exatamente um subgrupo de

ordem k. (Veja [20], pág. 13). Por fim, vamos precisar do

Teorema 4.20 (Wedderburn, cf. [16], pág. 318). Todo anel com divisão finito é um corpo.

Deste modo, podemos demonstrar o

Lema 4.21. Se p > 2, então cada elemento de Z(P ) com ordem p age sobre N como multi-

plicação por um escalar em F ∗ de ordem p.

Demonstração. Como cada elemento de P age como uma transformação F -linear sobre N ,

podemos considerar a F -representação de P dada por

γ : P −→ GL(N ;F )

y 7−→ γy : N → N

x 7→ xy

a qual é fiel. Sendo N um FP -módulo irredut́ıvel, a F -representação γ de P é irredut́ıvel.

Consideremos B = {v1, v2, · · · , vn/r} uma base de N como F espaço vetorial. Desta forma,

a F -representação matricial associada a γ dada por

ϕ : P −→ GLn/r(F )

y 7−→ yϕ = [γy]B

é claramente F -irredut́ıvel e fiel. Pela Proposição 1.26, o conjunto

CF (ϕ) = {S ∈ Mn/r(F ); Sg
ϕ = gϕS, ∀ g ∈ P}.
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é um anel com divisão e, sendo finito, pelo Teorema de Wederburn, CF (ϕ) é um corpo. Uma

vez que CF (ϕ) é finito, segue da observação feita antes do lema que CF (ϕ)
∗ é ćıclico.

Agora, se y ∈ Z(P ), então yϕ ∈ CF (ϕ), pois

yϕgϕ = (yg)ϕ = (gy)ϕ = gϕyϕ,

para todo g ∈ P . Portanto, Z(P ϕ) ≤ CF (ϕ)
∗. Visto que CF (ϕ)

∗ é ćıclico, Z(P ϕ) também o

é. Como p divide |Z(P ϕ)|, então Z(P ϕ) possui um único subgrupo de ordem p, digamos Q.

Mas Z(P ϕ) ≤ CF (ϕ)
∗, implica que p divide |CF (ϕ)

∗| e, portanto, CF (ϕ)
∗ também possui um

único subgrupo de ordem p, o qual deve ser igual a Q. Por outro lado, é fácil ver que toda

multiplicação por escalar de F está em CF (ϕ) e, assim, podemos ver F ∗ ≤ CF (ϕ)
∗. Como p

divide |F ∗|, conclúımos que o subgrupo Q é formado pelas transformações F -lineares de N

que são multiplicação por um escalar de F ∗ com ordem p. Consequentemente, todo elemento

de ordem p em Z(P ϕ) age sobre N como multiplicação por algum escalar de F ∗ de ordem p.

O resultado segue pois Z(P ) ≃ Z(P ϕ), uma vez que ϕ é fiel. 2

Em particular, a demonstração acima fornece que Z(P ) possui um único subgrupo de

ordem p. Agora, como [c, a] tem ordem p e [c, a] ∈ Z(P ), pelo lema acima, [c, a] age como

multiplicação por algum escalar λ ∈ F ∗ com ordem p. Analogamente, [d, c] também age como

multiplicação por algum escalar em F ∗ com ordem p. Como Z(P ) possui um único subgrupo

de ordem p, temos que [c, a] = [d, c]t = [dt, c], para algum t ∈ Z. Assim, se necessário,

podemos trocar d por dt e, então, podemos supor [c, d] = [c, a].

Consideremos

W = {w ∈ N ; wa = w}.

Este é o subespaço de N fixado por a. Notemos que W não é o subespaço nulo, pois

0 6= x ∈ W . Visto que a e d comutam, dado w ∈ W temos (wd)a = (wa)d = wd, ou seja,

wd ∈ W e, então, W é d-invariante, de onde d induz um operador linear sobre W , digamos

Td. Visto que o polinômio f = xp − 1 anula o operador Td, então o polinômio minimal md

de Td divide f . Agora, como λ é um elemento de ordem p em F ∗, então alguma potência de

λ é um autovalor de Td. Notamos que Td não é o operador identidade, pois x ∈ W e xd 6= x.

Assim, existe um inteiro j, com 1 ≤ j ≤ p− 1, tal que λj é autovalor de Td. Seja u ∈ W um
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autovetor de Td associado ao autovalor λj . Então

ud = λju.

Desde que N é um FP -módulo irredut́ıvel, temos que N é gerado por u como FP -módulo;

logo, N é gerado como F -espaço vetorial por

u, uc, · · · , uc
p−1

,

uma vez que

uc
ia = uac

i[ci,a] = (u[c,a]
i

)ac
i

= λiuac
i

= λiuc
i

e

uc
id = udc

i[ci,d] = (u[c,d]
i

)dc
i

= λiudc
i

= λi+juc
i

.

Visto que [c, b] = [c, dx] = [cx+y, dx+y] = [c, d]x+y e x+ y ∈ N , obtemos

uc
ib = ud

xci[ci,dx] = u([c,d]
i)x+ydxci = u[c,d]

idxci = λiud
xci = λi+juc

i

.

Em particular, u, uc, · · · , uc
p−1

são autovetores associados aos autovalores distintos de a e,

portanto, formam uma base para N como F espaço vetorial.

Sejam α0, · · · , αp−1, β0, · · · , βp−1 ∈ F tais que

x = α0u+ α1u
c · · ·+ αp−1u

cp−1

e y = β0u+ β1u
c · · ·+ βp−1u

cp−1

.

Assim,

xa = α0u+ α1λu
c · · ·+ αp−1λ

p−1uc
p−1

e yb = β0λ
ju+ β1λ

j+1uc · · ·+ βp−1λ
j+p−1uc

p−1

.

Como xa = x, yb = y, uc
−j

∈ {u, uc, · · · , uc
p−1

} e λ 6= 1, temos

x = αu e y = βuc
−j

,

para alguns α, β ∈ F ∗. Mas (x+ y)c = x+ y, de onde

αu+ βuc
−j

= x+ y = (x+ y)c = αuc + βuc
−j+1

.

Disto, devemos ter j = 1 e c−1 = c, o que é um absurdo, pois c tem ordem p > 2. Portanto,

quando p > 2, não temos contraexemplo no caso em que exatamente um dos comutadores

[a, d], [d, c], [c, a] é trivial. Com isto, temos apenas p = 2 como uma possibilidade para

contraexemplos. Esta possibilidade é ilustrada no seguinte
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Exemplo 4.22. Seja N um espaço vetorial de dimensão 2 sobre Zq, com q 6= 2. Seja

B = {(1, 0), (0, 1)} a base canônica de N e consideremos em GL2(q) os elementos

a =



 1 0

0 −1



 , c =



 0 1

1 0



 e d = ac =



 −1 0

0 1



 .

Seja P = 〈a, d, c〉. Temos que P é um 2-grupo de ordem 8 e seu centro é dado por Z(P ) =

{Id2,−Id2}, onde Id2 é a matriz identidade de ordem 2. Desta forma, utilizando argumentos

sobre a ordem de ζ2(P ) é fácil verificar que ζ2(P ) = P e, portanto, P é nilpotente de classe

2.

Vamos considerar G = P ⋉α N , onde α : P −→ Aut(N) ≃ GL2(q) é definido de modo

natural. Assim,

G = P ⋉α N = {(M, (k, l)); M ∈ P, (k, l) ∈ N},

com a operação

(M1, (k1, l1))(M2, (k2, l2)) = (M1M2, (k1, l1)M2 + (k2, l2)),

e o elemento inverso é dado por

(M, (k, l))−1 = (M−1, (−k,−l)M−1).

É claro que

G =
〈
(a, (0, 0)), (d, (0, 0)), (c, (0, 0)), (1, (1, 0)), (1, (0, 1))

〉
.

Vamos verificar que G = G1, onde

G1 =
〈
(a, (0, 0)), (d, (0, 0))(1,(1,0)), (c, (0, 0))

〉
.

Notamos que (d, (0, 0))(1,(0,0)) = (d, (2, 0)) e (a, (0, 0))(c,(0,0)) = (d, (0, 0)). Assim,

(1, (2, 0)) = (d, (0, 0))(d, (2, 0)) ∈ G1,

(1, (1, 0)) = (1, (2, 0))
q+1
2 ∈ G1,

e

(1, (0, 1)) = (1, (1, 0))(c,(0,0)) ∈ G1.
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Como todos os geradores de G pertencem a G1, segue que G = G1. Se x = (1, 0) ∈ N ,

fazendo as devidas identificações, podemos escrever

G = 〈a, dx, c〉.

Claramente G = P ⋉α N é abeliano-por-(nilpotente de classe 2). Vamos verificar que G

é do tipo (1, 2, 2). Com efeito, é fácil ver que (a, (0, 0)) e (d, (2, 0)) comutam e, portanto,

〈a, dx〉 é nilpotente de classe 1. Agora, vamos verificar que 〈a, c〉 é nilpotente de classe 2.

Para isto, observemos que

[(a, (0, 0)), (c, (0, 0))] = (ad, (0, 0))

[(a, (0, 0)), (c, (0, 0)), (c, (0, 0))] = [(ad, (0, 0)), (c, (0, 0))] = (1, (0, 0))

[(c, (0, 0)), (a, (0, 0)), (a, (0, 0))] = [(da, (0, 0)), (a, (0, 0))] = (1, (0, 0)).

Assim, pela observação feita no ińıcio da Seção 4.1, segue que 〈a, c〉 é nilpotente de classe 2.

Analogamente, obtemos que 〈dx, c〉 é nilpotente de classe 2, como queŕıamos.

Entretanto, G não é nilpotente, pois Z(G) = 1. Com efeito, um elemento (M, (k, l)) ∈

Z(G) deve satisfazer as seguintes condições

(M, (k, l))(a, (0, 0)) = (a, (0, 0))(M, (k, l)) ⇒ (Ma, (k,−l)) = (aM, (k, l))

(M, (k, l))(d, (2, 0)) = (d, (2, 0))(M, (k, l)) ⇒ (Md, (2− k, l)) = (dM, (2, 0)M + (k, l))

(M, (k, l))(c, (0, 0)) = (c, (0, 0))(M, (k, l)) ⇒ (Mc, (l, k)) = (cM, (k, l)),

de onde M ∈ Z(P ) e (k, l) = (0, 0). Mas se M 6= 1, a segunda condição não é satisfeita.

Portanto, (M, (k, l)) = (1, (0, 0)), como desejado.

Observação 4.23. O Teorema 4.12 estabelece que se um grupo G = 〈x, y〉 é abeliano-por-

(nilpotente de classe 2), com {x, y} um conjunto engeliano, então G é nilpotente. O exemplo

acima mostra que o resultado não vale se o grupo for gerado por um conjunto engeliano de

tamanho 3.

De agora em diante, vamos assumir que todos os comutadores [a, d], [d, c] e [c, a] são não

triviais. Como vimos acima, cada um destes comutadores age como multiplicação por algum
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escalar de ordem p. Suponhamos que [c, a] = λ, então existem i, j ∈ Z satisfazendo [a, d] = λi

e [d, c] = λj ; logo

[
ci, aj

]
= [c, a]ij = λij,

[
aj , d

]
= [a, d]j = λij,

[
d, ci

]
= [d, c]i = λij .

Assim, se necessário, trocando a por aj e c por ci, para alguns i, j ∈ Z, podemos supor que

[a, d] = [d, c] = [c, a],

ou seja, que todos eles agem por um mesmo escalar λ ∈ F ∗ de ordem p. Disto e do fato que

P = 〈a, d, c〉, obtemos adc ∈ Z(P ). Para mostrar isto, basta verificar que adc comutam com

os geradores de P . Por exemplo,

(adc)a = aaa−1dad−1da−1cac−1a−1ac = aa[a, d−1]da−1[c−1, a−1]ac = aadc[a, d]−1[c, a] = a(adc).

Como já temos contraexemplos para o caso p = 2, vamos supor que p ≥ 3. Sabemos que em

um grupo H nilpotente de classe no máximo 2, vale (xy)m = xmym[y, x]
m(m−1)

2 , para todos

x, y ∈ H e m ∈ N. (Veja [20], pág. 141). Logo, como [a, dc] = 1,

(adc)p = ap(dc)p = dpcp[c, d]
p(p−1)

2 = 1.

Portanto, adc é uma potência de [a, d]. Consequentemente, P = 〈a, d〉 e N é gerado como

F -espaço vetorial por

x, xd, · · · , xd
p−1

.

Da mesma forma como feito antes, obtemos

xd
ia = λixd

i

e x, xd, · · · , xd
p−1

são autovetores de a associados a autovalores distintos. Logo, estes vetores

formam uma base para N como F -espaço vetorial. Como y é fixado por d, devemos ter

y = e(x+ xd + · · ·+ xd
p−1

),
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para algum elemento não trivial e ∈ F . Visto que (adc)−1 = c−1d−1a−1 ∈ Z(P ), este deve ser

uma potência de [a, d] e, assim,

c−1 = ad[a, d]r,

para algum 0 ≤ r ≤ p− 1. Sendo x+ y fixado por c, segue que

((1 + e)x+ exd + · · ·+ exd
p−1

)ad[a,d]
r

= (1 + e)x+ exd + · · ·+ exd
p−1

.

Disto, obtemos a seguintes equações

e + 1 = eλr+p−1

e = (e+ 1)λr

e = eλr+1

...

e = eλr+p−2.

Como λ 6= 1, devemos ter p = 3. Segue destas equações que r = −1 e e = 1/(λ− 1). Assim,

se p ≥ 3, então p deve ser 3 e a situação é como no seguinte exemplo.

Exemplo 4.24. Seja q 6= 3 um número primo e suponhamos que a ordem de q módulo 3 é r.

Consideremos F o corpo de qr elementos e seja λ ∈ F ∗ de ordem 3. Tomemos N um espaço ve-

torial de dimensão 3 sobre F e, com respeito a base canônica B = {(1, 0, 0), (0, 1, 0), (0, 0, 1)}

de N , consideremos os seguintes elementos de GL3(F )

a =




1 0 0

0 λ 0

0 0 λ2


 , d =




0 0 1

1 0 0

0 1 0


 e c = ad[a, d] =




0 0 λ

λ2 0 0

0 1 0


 .

Então, P = 〈a, d〉 é um 3-grupo de ordem 27, cujo centro é dado por Z(P ) = {Id3, λId3, λ
2Id3},

onde Id3 é a matriz identidade de ordem 3. Utilizando argumentos sobre a ordem de ζ2(P ),

é fácil verificar que ζ2(P ) = P e, portanto, P é nilpotente de classe 2. Sejam x = (1, 0, 0) e

y = 1
λ−1

(1, 1, 1). Então a fixa x, d fixa y e c fixa x+y. Seja G = P ⋉αN o produto semidireto

de P e N , onde α : P −→ Aut(N) ≃ GL3(q) é definido de modo natural. Procedendo como

no Exemplo 4.22, podemos ver que G = 〈a, dx, c〉 é abeliano-por-(nilpotente de classe 2) e

não é nilpotente.
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Disso tudo que foi discutido até agora, obtemos que não existe contraexemplo minimal

para o caso em que G = 〈a, b, c〉 é um grupo abeliano-por-(nilpotente de classe 2) do tipo

(r, s, t), quando 2 e 3 não são divisores das ordens de a, b e c. Portanto, todo grupo abeliano-

por-(nilpotente de classe 2) do tipo (r, s, t), tal que 2 e 3 não são divisores das ordens de a, b

e c é um grupo nilpotente. Isto nos permite demonstrar o seguinte resultado mais geral.

Teorema 4.25 (Endimioni, Traustason). Seja G = 〈a1, · · · , at〉 um grupo que é abeliano-por-

(nilpotente de classe 2), tal que cada par de geradores gera um grupo nilpotente. Se nenhum

dos geradores tem ordem que é diviśıvel por 2 ou 3, então G é nilpotente.

Demonstração. Suponhamos que exista um grupo não nilpotente G = 〈a1, · · · , at〉 abeliano-

por-(nilpotente de classe 2), tal que cada par de geradores gera um grupo nilpotente. De

modo análogo ao feito para o caso em que G é gerado por 3 elementos, temos que G possui

uma imagem homomórfica finita não nilpotente nas mesmas condições do grupo G. Por-

tanto, podemos trabalhar com o caso finito e considerar um contraexemplo minimal. Além

disso, podemos supor que os geradores são p-elementos, para algum número primo p. Mais

ainda, temos que G = PN , onde P é um p-subgrupo de Sylow de G e N é um q-grupo

abeliano elementar, com q um número primo distinto de p. Pelo Lema 4.16, temos que

γ3(G) = N e P é nilpotente de classe no máximo 2. Portanto, [ai, aj, ak] ∈ N , para todos

1 ≤ i, j, k ≤ t. Afirmamos que se 〈ai, aj , ak〉 é nilpotente, então [ai, aj, ak] = 1. Com efeito,

sendo 〈ai, aj, ak〉 nilpotente gerado por p-elementos, então 〈ai, aj , ak〉 é um p-grupo e, conse-

quentemente, [ai, aj , ak] ∈ 〈ai, aj , ak〉 é um p-elemento. Mas [ai, aj, ak] ∈ N e N é um q-grupo,

portanto, [ai, aj , ak] = 1, como desejado. Agora, vamos provar que [ai, aj , ak] = 1, para todos

1 ≤ i, j, k ≤ t. Suponhamos, por absurdo, que [ai, aj , ak] 6= 1, para alguns 1 ≤ i, j, k ≤ t.

Pela afirmação feita, teŕıamos que 〈ai, aj, ak〉 não é nilpotente. Mas, por hipótese, os ele-

mentos ai, aj, ak são p-elementos com p 6= 2, 3. Portanto, obtemos um grupo não nilpotente

〈ai, aj, ak〉 abeliano-por-(nilpotente de classe 2) do tipo (r, s, t) em que 2 e 3 não são divisores

das ordens de ai, aj e ak, contrariando o que obtemos acima. 2

Finalmente, obtemos a generalização do Teorema 4.12, como dito no ińıcio desta seção.

Corolário 4.26 (Abdollahi, Brandl, Tortora). Seja S um conjunto engeliano finito e suponha
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que G = 〈S〉 é abeliano-por-(nilpotente de classe 2). Se todo elemento de S tem ordem que

não é diviśıvel por 2 ou 3, então G é nilpotente.

Demonstração. Para quaisquer x, y ∈ S, o Teorema 4.12 garante que 〈x, y〉 é nilpotente.

Agora, o resultado segue do teorema acima. 2

4.3 Exemplos

Começamos apresentando um exemplo que ilustra que para todo inteiro positivo n é

posśıvel encontrar um grupo que é gerado por dois elementos mutuamente n-engelianos, os

quais não são mutuamente (n− 1)-engelianos, a saber, o grupo diedral de ordem 2n+1.

Exemplo 4.27. Consideremos o grupo G = 〈x, y | x2 = y2 = 1, (xy)2
n

= 1〉. Se denotarmos

z = xy, então

[x, y] = z2 e zx = zy = z−1.

Para qualquer k ≥ 1, obtemos por indução que [x, ky] = z−(−2)k e [y, kx] = z(−2)k . Portanto,

[x, n−1y] e [y, n−1x] são não triviais e [x, ny] = 1 = [y, nx], ou seja, os elementos x e y são

mutuamente n-engelianos mas não são mutuamente (n− 1)-engelianos.

A seguir, apresentamos um exemplo de um grupo abeliano-por-(nilpotente de classe 3)

gerado por dois elementos mutuamente engelianos, o qual não é nilpotente. Para a construção

deste exemplo, foi utilizado o GAP (Group, Algorithms and Programming), um software livre

para computação em álgebra abstrata discreta, com particular ênfase em teoria de grupos.

Para mais detalhes do GAP, veja [9].

Exemplo 4.28. Seja W = S3 ≀ Z4 o produto wreath canônico entre o grupo simétrico de

grau 3 e o grupo ćıclico de ordem 4, o qual tem ordem 2634 = 5184.

> S3 := Group((1,2), (1,2,3));
[ Group([ (1,2), (1,2,3) ])

> f := FreeGroup("a");
[ <free group on the generators [ a ]>

> Z4 := f/[f.1^4];
[ <fp group on the generators [ a ]>

> W := WreathProduct(S3, Z4);
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[ <group with 3 generators>

> Size(W);
[ 5184

Ordenando os elementos deW no GAP, consideremos os elementos x := ele[2] e y := ele[238].

Temos que os elementos x e y têm ordem 4 e xy−1 tem ordem 6. Além disso, notamos que x

e y são mutuamente 3-engelianos, com [x, 3y] = 1 = [y, 3x].

> ele := Elements(W);;

> x := ele[2];
[ WreathProductElement((),(),(),(),(1,2,4,3))

> Order(x);
> 4

> y := ele[238];
[ WreathProductElement((),(2,3),(1,2,3),(1,3),(1,2,4,3))

> Order(y);
[ 4

> Order(x*y^-1);
[ 6

> com := function(x,n,y) # funç~ao para calcular os comutadores
local f1, f2, f3, i;
f1 := x; f2 := y;
for i in [1..n] do
f3 := Comm(f1, f2);
f1 := Comm(f1, f2);
f2 := f2;
od;
return f1;
end;
[ function( x, n, y ) ... end

> com(x,3,y);
[ WreathProductElement((),(),(),(),())

> com(y,3,x);
[ WreathProductElement((),(),(),(),())

Tomando o subgrupo G = 〈x, y〉 de W , vemos que G é um grupo gerado por dois elementos

mutuamente engelianos mas não é nilpotente. Mais ainda, ordenando os elementos de G no

GAP, se considerarmos a := ele1[2] e b := ele1[14], vemos que o subgrupo S = 〈a, b〉 de G é

nilpotente de classe 3 e G = S ⋉N , onde N é o 3-subgrupo de Sylow de G. Como N é um

3-subgrupo abeliano elementar, G é um grupo abeliano-por-(nilpotente de classe 3) gerado

por dois elementos mutuamente 3-engelianos, mas não é nilpotente.

> G := Subgroup(W, [x,y]);
<group with 2 generators>
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> Size(G);
[ 2592

> IsNilpotentGroup(G);
[ false

> ele1 := Elements(G);;
> a := ele1[2];
[ WreathProductElement((),(),(),(),(1,2,4,3))

> b := ele1[14];
[ WreathProductElement((),(),(2,3),(2,3),(1,2,4,3))

> S := Subgroup(G, [a,b]);
[ <group with 2 generators>

> Size(S);
[ 32

> IsNilpotentGroup(S);
[ true

> NilpotencyClassOfGroup(S);
[ 3

> N := SylowSubgroup(G, 3);
[ <group of size 81 with 4 generators>

> IsElementaryAbelian(N);
[ true

> autN := AutomorphismGroup(N);
[ <group with 4 generators>

> alpha := GroupHomomorphismByImages(S, autN, [a,b],
[ConjugatorIsomorphism(N,a), ConjugatorIsomorphism(N,b)]);;

> G1 := SemidirectProduct(S, alpha, N);
[ <pc group with 9 generators>

> IsomorphismGroups(G, G1);
[ WreathProductElement((1,3,2),(2,3),(),(1,2),(1,2,4,3)),
WreathProductElement((1,2),(),(2,3),(1,2,3),(1,4)(2,3)) ] ->
[ f2*f4*f5*f6*f8, f1*f3 ]

> Size(G1);
[ 2592

Para finalizar o exemplo, notamos que se considerarmos o elemento z := ele[229], que tem

ordem 6, então os elementos x e z são mutuamente 4-engelianos, com [x, 3z] = 1 = [z, 4x].

Além disso, vemos que W = 〈x, z〉 é gerado por dois elementos mutuamente 4-engelianos,

mas não é nilpotente.

> z := ele[229];
[ WreathProductElement((),(2,3),(1,2,3),(1,2,3),())

> Order(z);
[ 6

> com(x,3,z);
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[ WreathProductElement((),(),(),(),())

> com(z, 4, x);
[ WreathProductElement((),(),(),(),())

> W = Subgroup(W, [x,z]);
[ true

> IsNilpotentGroup(W);
[ false
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elemento engeliano à esquerda, 33
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