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RESUMO

Neste trabalho mostramos a existéncia e unicidade de solugoes regulares e fra-
cas bem como a controlabilidade para a equacao parabdlica degenerada abaixo, utilizando

estimativas de Carleman.

[ u; — (aug), = hy, (t,z) € (0,T) x (0,1)
u(t,1) =0 te (0,7)
u(t,0) =0 para 0 < a < 1
e te (0,7)
(au,)(t,0) =0 paral <a <2
\ U(O,[E) = uO(x) S (Oa ]-)7

onde a(z) =z%, 0<a<2.

Palavras-chave: Equagao do Calor, Operador parabdlico degenerado, Estima-

tivas de Carleman, Controlabilidade.



ABSTRACT

In this work we prove the existence of smooth and weak solutions as well as the

controllability for the degenerate parabolic equation below, using Carleman estimates.

( Uy — (au$)$ = th (t,[[‘) S (07 T) X (07 1)
u(t,1) =0 te (0,7)
u(t,0) =0 para 0 < a <1
e te(0,7)
(auy)(t,0) =0 paral <a <2
| u(0,2) = up(x) z e (0,1)

where a(z) = 2%, 0<a<2.

Key words: Heat equation, Degenerate parabolic operator, Carleman esti-

mates, Controllability.
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INTRODUCAO

O estudo de controlabilidade para equagoes parabdlicas nao degeneradas tem
atraido o interesse de muitos autores na década passada. Trabalhos pioneiros como [11, 12,
|, entre outros, deram um progresso substancial para o entendimento das propriedades

de controlabilidade de equagoes parabdlicas nao degeneradas com coeficientes variaveis.

Por outro lado, poucos resultados sao conhecidos para equacoes que podem
degenerar, embora muitos problemas que sao relevantes em aplicagoes sao descritos por

equacoes parabdlicas que degeneram na fronteira do dominio.

Nosso objetivo neste trabalho, é apresentar de forma mais didatica os resul-
tados obtidos por P. Cannarsa, P. Martinez e J. Vancostenoble em [0]. Nesse artigo os
autores estudaram a controlabilidade exata de um modelo simples de equacao parabdlica

degenerada, dada por
u; — (2%uz)e = hxo, x € (0,1),t € (0,7),

onde o controle h esta agindo sobre um subintervalo nao vazio w de (0,1) e o € [0, 2).
De modo a estudar as propriedades de controlabilidade para o problema em questao, os

autores necessitaram obter estimativas Carleman para o problema adjunto.

O resultado apresentado ¢ 6timo posto que, para o > 2, o problema conside-

rado nao é exatamente controlavel.

No capitulo 1, apresentamos os resultados preliminares, os quais serao 1teis no

decorrer de todo este trabalho, além dos conceitos tedricos relevantes ao objetivo proposto.

No capitulo 2, apresentamos o problema sugerido. Definimos o espaco de
Hilbert onde buscamos a existéncia e unicidade de solugao. Para a obtencao da existéncia

e unicidade de solucao no caso regular, utilizamos o Método de Faedo-Galerkin. Para o

11



SUMARIO 12

caso fraco, foi utilizado o Método Direto.

No capitulo 3, apresentamos o problema adjunto ao problema proposto para
o qual obtivemos uma estimativa de Carleman. A estimativa de Carleman foi provada
inicialmente para o caso regular e usando argumentos de densidade foi provada para o

caso fraco.

No capitulo 4, realizamos o estudo da controlabilidade do problema. Apds a
obtencao da estimativa de Carleman feita no Capitulo 3, concluimos duas desigualdades
de observabilidade que foram fundamentais para a mostrar que o problema em questao é

exatamente controlével.



CaApiTULO 1

Preliminares

Neste capitulo, enumeraremos alguns resultados que serao usados no desen-
volvimento do nosso trabalho. No entanto, por serem resultados familiares, omitiremos
assim as suas demonstracoes, as quais podem facilmente serem encontradas em nossas

referéncias.

1.1 Distribuicoes e Espacos Funcionais

1.1.1 Nogao de Derivada Fraca

No estudo de problemas descritos pelas equagoes diferenciais parciais cujos
dados iniciais nao sao regulares o suficiente para possuirem derivada no sentido classico,

faz-se necessaria a introducao de um novo conceito de derivada.
Para entendermos tal conceito necessitamos de algumas definigoes:
1°) Espago das fungoes testes

Dados a = (aq,a2,...,a,) € N* e z = (21,29, ...,1,) € R", representaremos

por D® o operador derivagao de ordem « definido por

ol
D" = o ,

81’1“1 81720‘2 . (9xn°‘"

onde |a| = Zai. Se a = (0,0,...,0), defini-se D*u = wu.
i=1

Seja 2 um aberto do R™. Denotaremos por C§°(€2) o conjunto das fungoes
¢ : 2 — K (onde K = R ou K = C) que s@o infinitamente diferencidveis em 2 e que tem

suporte compacto, onde suporte ¢ é o fecho do conjunto {x € Q; p(x) # 0} em 2, ou seja,

supp () = {w € O p(x) £0} .

13



CAPITULO 1. PRELIMINARES 14

Dizemos que uma seqiiéncia {p,} C C§°(§2) converge para zero, e denotamos

v, — 0, se, e somente se, existe um subconjunto compacto K de €2, tal que:

i) supp(¢,) C K,Vv €N;

ii) D%p, — 0 uniformemente sobre K, Yo € N".

Dizemos que uma seqiiéncia {¢, } C C§°(§2) converge para ¢ C C§°(§2) quando

a seqliéncia {¢, — ¢} converge para zero no sentido acima definido.

O espago C§°(2), munido desta nogao de convergéncia, ¢ denominado espago

das fungoes testes , e denotado por D(€2).
2°) Distribuigao sobre um aberto 2 C R"

Definimos como distribuic¢ao sobre (2 a toda forma linear e continua em D(2).
O conjunto de todas as distribuicoes sobre {2 é um espaco vetorial, o qual representa-
se por D'(), chamado espaco das distribuicdes sobre €, munido da seguinte nocao de
convergéncia: Seja (7)) uma sucessao em D' () e T € D'(Q). Diremos que T, — T em
D'(Q) se a seqiiéncia numérica {(T,, p)} converge para (T, ¢) em R, V ¢ € D(Q).

1

Le(£2) 0 espago das (classes de) fungoes u : Q2 — K tais

3°) Denotaremos por L

que |u| é integravel no sentido de Lebesgue sobre cada compacto K de €.

De posse destas definicoes estamos aptos a entender este novo conceito de
derivada. Sobolev introduziu, em meados de 1936, uma nogao global de derivada a qual

denominou-se derivada fraca , cuja construgao dar-se-a a seguir:

Sejam u, v definidas num aberto limitado 2 do R", cuja fronteira I' é regular.
Suponhamos que u e v possuam derivadas parciais continuas em Q = QUT. Se u ou v se

anula sobre I', obtemos do lema de Gauss que

ov / ou
u—-dx = — | v—-dx.

A expressao anterior motivou a derivada fraca dada por Sobolev: Uma funcao

u € L. () é derivavel no sentido fraco em €, quando existe uma fungao

v e L} (Q) tal que

loc

~—

/Qu(as)ag;: dr = —/Qv(a:)gp(a:)dx,
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para toda ¢ € D(12).

Embora, tal conceito de derivada ter sido um marco na evolugao do conceito

de solucao de uma equacao diferencial, ela apresenta uma grave imperfeicao no fato que

1

nem toda funcao de L,

(Q) possui derivada neste sentido. No intuito de sanar este tipo
de problema, Laurent Schwartz, em meados de 1945, introduziu a nocao de derivada

distribucional, a qual generaliza a no¢ao de derivada formulada por Sobolev, como segue:
Seja T uma distribuicao sobre 2 e a € N". A derivada de ordem « de 7', no

sentido das distribuicoes, é definida por:

(DT, p) = (=1)*UT, D*0); Vi € D(Q).

Verifica-se que D*I' é ainda uma distribuicaio e que o operador

D> :D'(Q) — D'(Q), tal que a cada T associa-se DT, ¢ linear e continuo.

1.1.2 Os Espagos L'(Q)

Seja 2 um aberto do R™. Representaremos por LP(€2), 1 < p < 400, 0 espago
vetorial das (classes de) fungoes definidas em €2 com valores em K tais que |u[P é integravel

no sentido de Lebesgue em .

Teorema 1.1. (Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue) Seja (u,),en
uma seqiéncia de funcoes integraveis num aberto 2 C R™, convergente quase sempre para
uma fungdo u. Se existir uma funcao ug € L'(Q) tal que |u,| < ug quase sempre, Vv € N

entao u € integrdavel e tem-se
u = lim Uy .
Q v=oeoJa
Demonstragao: Ver [20)].

O espago LP(§2) munido da norma

p
|lul| o) = (/ \u(:ﬂ)]”daz) , paral <p < 400
Q

|lu||p = supess|u(x)|, para p = 400,
zeN
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¢ um espaco de Banach.

No caso p = 2, L*(2) é um espaco de Hilbert.

Proposicao 1.2. (Desigualdade de Young) Sejam 1 < p,q < oo tal que

1 1
-+-=1¢ea,b>0. Entao
p q
ab? b
ab < — + —.
p q

Demonstracao: Ver [3].

Da desigualdade de Young, segue a ¢ — desigualdade, dada por

P bq
by < <L 4 (1.1)
p €rq

b
onde a = {/ea; e b= —L na desigualdade de Young.
/€

\/_
Proposicao 1.3. (Desigualdade de Minkowski) Sejam 1 <p < oo e f,g em LP(Q),

entao

1f + gllze) < 1 fllze) + l9llzr@)-

Demonstragao: Ver [20].

Proposicao 1.4. (Desigualdade de Holder) Sejam u € LP(Q) e v € Li(Q) com

1 1
1<p<ooe=-+-=1. Entio uv € L*(Q) e temos a desigualdade
P q

/Q o] < [l ooy o] oy

Demonstragao: Ver [3].

Segue como corolario da proposi¢cao anterior o seguinte resultado:

Coroléario 1.5. (Desigualdade de Holder generalizada) Sejam fi, fa, ..., fi funcdes,
1 1 1 1 1
tais que f; € LPI(Q), p; > 1,1 <i<k,onde —+ —+...+ —=—e—<1. Entao o

p1 D2 Pk p P
produto f = fifa... fr € LP(Q) e

[ fllzr) < [ fillee @l follee o) - - - Nl frll zon (-
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Proposicao 1.6. (Desigualdade de Interpolagao) Se u € LP(2) N LY(Q) com 1 <

p < q< oo entiou € L(Q) para todo p <r < q e se tem a desigualdade

lul|Lr) < HUHBLP(Q)HUH}:;eQ
(®)

1 6 1-46
onde 0 < 0 < 1 verifica — = — + ——.
rop q

Demonstracao: Ver [22].

Além dos resultados acima, temos ainda os seguintes resultados:
i) LP(Q) é reflexivo para todo 1 < p < +o0;
ii) LP(Q2) é separavel para todo 1 < p < +00;
iii) D(Q) tem imersao continua e densa em LP({2) para todo 1 < p < 400;

iv) Se (f,) é uma seqiiéncia em LP(2) e f € LP(2) sdo tais que || f, — f||zr) — 0 entao
existe uma subseqiiéncia (f,,, ) tal que f, (z) — f(z) quase sempre em €.
Proposicao 1.7. (Teorema da  Representacio de  Riesz) Sejam
/ 1 1
1 <p<+o0, ¢ € (LP(R)) com —+ — = 1. Entdo existe uma unica u € LI(Q), tal
qg D
que

(p0) = [ utaota)de, o € /@) ¢ fullne = 19l ooy
Demonstracao: Ver [3].

Quando p = oo, temos:

Proposicao 1.8. Seja ¢ € (Ll(Q))/, entdo existe uma unica u € L>(Y) tal que
(g0} = [ uaolade. Vo€ L(@) ¢ Jullom = ¢ ey

Demonstragao: Ver [3].

p
loc

Denotaremos por L7 (£2), 1 < p < +o0o o espaco das (classes de) fungoes
u: Q — K tais que |ulP é integravel no sentido de Lebesgue sobre cada compacto K de 2
munido da seguinte no¢ao de convergéncia: Uma sucessao u, converge para u € LI ()

loc

se para cada compacto K de €2 tem-se:

pic(uty — ) = ( /K () — u<x>|pdx>’l’ 0.
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Proposigao 1.9. (Lema de Du Bois Raymond) Seja u € L} .(Q), entio T, = 0

loc

se, e somente se, u = 0 quase sempre em ). Aqui, T, € a distribuicao definida por

(T, p) = fﬂu(:z:)go(x)dx, Vo € D(9Q).

Demonstragao: Ver [21].

Desta proposigao tem-se que T, fica univocamente determinada por u € L}, .(Q2),

loc

1

isto é, se u,v € L;,,

(), entao T,, = T, se, e somente se, u = v quase sempre em ).

loc

Proposicao 1.10. Seja (u,),eny C LY (Q), 1 < p < +o0, tal que v, — u em L} (Q),

entdo u, — u em D ().

Demonstragao: Ver [21].

Lema 1.11. (Lema de Gronwall)Sejam z € L>=(0,T) e f € L'(0,T) tais que 2(t) > 0,

f(t) > 0 e seja ¢ uma constante nao negativa. Se

f(t) < c—f—/otz(s)f(s)ds, vt € (0,17,

entao

F(t) < celo =@yt € [0, T

Demonstracao: Ver [19].

Proposicao 1.12. Seja v € LP(I), I C R com 1 < p < c0. As sequintes propriedades
sao equivalentes.
(i) u € WHP(I)

(i1) Existe um constante ¢ > 0 tal que

i
1

onde p’ € o expoente conjugado de p.

< el Vv € C5°(1),

(111) Existe uma constante ¢ > 0 tal que para todo aberto w CC I e todo h € R com
|h| < dist(w,CI) se verifica

||Thu — UHLP(W) S C|h|

Ainda mais, pode-se tomar ¢ = |[u||r» em (ii) e (iii).
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Demonstragao: Ver [3].

Observacao 1.13. De acordo com [3] temos os sequintes resultados.
(a) Quando p =1, permanecem vdlidas as sequintes implicagoes (i) = (ii) < (iii).
(b) Supondo I limitado. As fungées que verificam (i), ou seja, funcoes de Wht sao as

funcoes absolutamente continuas . Fstas sao caracterizadas pela sequinte propriedade.

Para todo € > 0 existe 0 > 0 tal que para toda sucessao finita de intervalos

disjuntos lag,bx[ de I com
> e —ar| <6, implica Y |f(be) — flax)] <€
k=1 k=1

Proposicao 1.14. Seja F C E um espaco vetorial tal que F # E. Entdo, existe f € F',
f #0 tal que (f,x) =0 para todo x € F.

Demonstragao: Ver [3].

Segue do Corolario acima a seguinte resultado.

Observacao 1.15. Seja E um espaco normado e F' C E um subespaco vetorial, se para

toda f € E' tal que (f,x) =0 para todo x € F tivermos f = 0. Entdao F ¢é denso em E.

1.1.3 Espacos de Sobolev

Seja 2 um aberto do R", 1 < p < +oo e m € N. Se u € LP(Q) sabemos que
u possui derivadas de todas as ordens no sentido das distribuicoes, mas nao é verdade,
em geral, que D%u seja uma distribuigao definida por uma fungao de LP(2). Quando
D>y é definida por uma funcao de LP(€2) defini-se um novo espago denominado espago de
Sobolev . Representa-se por W"?()) o espago vetorial de todas as fungdes u € LP(£2),
tais que para todo |a| < m, D% pertence a LP(Q2), sendo D®u a derivada no sentido das

distribuicoes.

O espago W™P(Q) munido da norma

3=

1wy = Z / |D%|Pdx | , paral <p < oo,
Q

|| <m
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[t m,00 = Z sup ess| D%u(z)|, para p = oo
la]<m xeQ)

¢ um espaco de Banach.
Representa-se W™2(Q) = H™(Q) devido a sua estrutura hilbertiana, ou seja,

os espagos H™(2) sado espagos de Hilbert.

E sabido que C°(Q2) é denso em LP(Q2) com p < +o0, mas nao é verdade que
C5e(2) é denso em W™P(Q) para m > 1. Motivado por esta razao define-se o espago

Wi"P(Q2) como sendo o fecho de C§°(2) em W™P(Q), isto é,

——WmP(Q)

G (%) = Wy (Q).

Observagao: Quando €2 é um aberto limitado em alguma dire¢ao x; de R™ e
1 < p < oo consideramos Wy"" () munido da norma

1
P

= 3 / Du(a) P

laj=m

que ¢ equivalente a norma |||, .

1 1
Suponha que 1 < p < oo el < q < oo tal que — + — = 1. Representa-se
P g
por W~™4(Q) o dual topolégico de W (Q2). O dual topolégico de H'(€2) denota-se por
H™(Q).

Prosseguindo nas defini¢bes dos espagos que utilizaremos ao longo deste tra-
balho, vamos caracterizar os espagos H*(f2), s € R. Para isso consideremos o espago de

Schwartz,

S ={peC®R"); lim p(x)D%(x) =0V polinémio p de n varidveis reais e o € N"}.

[[]| =00

Denominado por espaco das funcées rapidamente decrescente no infinito, S* o dual to-
poldgico de S e para cada fungao u € L'(R™) a transformada de Fourier de u definida

por

onde (z,y) = Y z;y;.
j=1
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Definimos, para todo s € R
H*(R™) = {u e S (1+|z)?)ie LQ(R”)} .
Além disso, se s > 0 temos que H*(R") = (H*(R")) e H*(R") — L2(R") — H—*(R").

' um T u mi- . Considerem icacao:
Seja aberto do R", ou o semi-espaco R’!. Consideremos a aplicagao

ro: L*(R") — L*(Q)
u — g

que leva u na sua restrigao a 2. Assim, para s > 0 temos que

H*(Q) = {v]q; v e H*(R")}

H=(Q) = (H3(%)) onde Hy(Q2) =g ™.

Teorema 1.16. (Imersao de Sobolev) Seja Q2 um aberto do R", entdo

H™(Q) — C*Q), sem > g + k.

Demonstracao: Ver [19].

Proposicao 1.17. Sejam ) um conjunto aberto limitado do R™, de classe C™ e m um

inteiro tal que m > 1; e 1 < p < 0co. Entao temos as sequintes imersoes continuas:

1 1 1

se — — >0 entdo WmP(Q) — L1(Q), onde — = — — @,
p n qg p n
I m .

se — — — =0 entao W™P(Q) — L1(Q), Vq € [p, +o0],
p n
1

se — — 2 <0 entdo Wme(Q) — L>(Q).
p n

Demonstracao: Ver [7].

Teorema 1.18. (Teorema de Rellich Kondrachov) Seja 2 um subconjunto aberto

limitado do R™, Q de classe C* e 1 < p < co. Entdo
1 1 1
se p < n entao WHP(Q) < L4(Q), Vq € [1,p*], onde —==-=,
p p n

se p=mn entao WHP(Q) < L1(Q), Vq € [1,+o0],

se p=n entio WH(Q) < C(Q).
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Demonstragao: Ver [7].

~ C . . . ~
Notagao: — indica imersao compacta.

Proposicao 1.19. (Desigualdade de Sobolev, Gagliardo, Nirenberg) Se 1 < p <

n, entao
WhP(R"™) C LP*(R"),
1 1 1 )
onde p* vem dado por e existe uma constante C' = C(p,n) tal que
p p n

HUHLP* S CHVUHLP YVuce Wl’p(Rn).

Demonstracao: Ver [3].

Teorema 1.20. Quando n > 2 temos a inclusio H'(R") — LP(R™) para todo p satis-

1 1 1
fazendo 2 < p < p, onde p € dado por: — = 3
P n

Demonstragao: Ver [10)].

1.2 Espacos Funcionais a Valores Vetoriais

Nesta secao iremos determinar os espacos em que sao levados em conta as

variaveis temporal e espacial, o qual é necessario para dar sentido a problemas de evolugao.

Para cada t € [0, T fixo, interpretamos a fungao x +— u(x,t) como um elemento

do espago X. Denotaremos este elemento como u(t) € X com valores no espago X.
Seja X um espaco de Banach, a,b € R.

O espago LP(a,b; X), 1 < p < 400, consiste das fungoes (classes) mensurdveis

sobre [a, b] com imagem em X, ou seja as fungoes u : (a,b) — X, tais que

1
b »
el oy = ( / Hu(t>|!§2dt> N

O espago L>(a,b; X) consiste das fungoes (classes) mensuraveis sobre [a, b]
com imagem em X, as fungoes u : (a,b) — X limitadas quase sempre em (a,b). A norma
neste espago ¢ dada por

Jull o) = sup essflu()]x.
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O espaco C™([a,b]; X), m = 0,1,..., consiste de todas as fungdes continuas
u : [a,b] — X que possuem derivadas continuas até a ordem m sobre [a,b]. A norma é
dada por

m

= @ ()].
Il izotem[aazlu (@)l

Vejamos algumas propriedades desses espacos, as quais podem ser encontradas

em [30]

Proposicao 1.21. Sejam m =0,1,..., e 1 <p < +oo, X eY espacos de Banach.

(a) C™(|a,b]; X) € um espago de Banach sobre K.

(b) LP(a,b; X), 1 <p < +oo e L™®(a,b; X), sao espagos de Banach sobre K.

(c) O conjunto de todas as fungdes degrau € denso em LP(a,b; X).

(d) C([a,b]; X) € denso em LP(a,b; X) e a imersio C(la,b]; X) — LP(a,b; X) é continua.
(e) Se X é um espaco de Hilbert com produto escalar (.,.)x, entio L*(a,b; X) € também

um espaco de Hilbert com produto escalar

(U, V) £2(a,b,x) ::/a (u(t),v(t))xdt.

(f) LP(a,b; X) € separdvel, se X for separdvel e 1 < p < +00.
(9) Se X — Y, entdo L"(a,b; X) — Li(a,b;Y), 1 <q<r < +4oc0.

Lembremos que se U e ¥ sao dois espacgos vetoriais topoldgicos, temos que

L(U,¥) denota o espago das fungoes lineares e continuas de U em V.

O espago das distribuigoes sobre (a,b) com imagem em X, serd denotado por

D'(a,b; X).

Logo, D'(a,b; X) = L(D(a,b); X), ou seja, é o conjunto de todas as aplicacoes
lineares e limitadas de D(a,b) em X. Temos a seguinte nocao de convergéncia em
D'(a,b; X). Seja S € D'(a,b; X) logo S : D(a,b) — X ¢é linear e se 0, — 6§ em D(a,b)
entdao (S5,0,) — (5,6) em X. Diremos que S, — S em D'(a,b; X) se (S,,0) — (S5,0)
em X, V0 € D(a,b). Cada elemento desse conjunto é uma distribuigao sobre (a,b) com

valores no espaco de Banach X.
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ds
A derivada 5 para S € D'(a,b; X), é definida com um unico elemento deste

ds dy
<E’¢> . <5, E> Vi € D(a,b).

as
A fungao S — s é uma funcao continua de D'(a, b; X) sobre ele mesmo.

espaco a qual satisfaz,

Agora se f € L%(a,b; X) definimos f € D'(a,b; X) por

5 b
(Fro) = / F(t)e(t)dt Ve € D(a,b)

a funcio f — f de L*(a,b; X) — D'(a,b; X) é linear e continua, e ainda é injetor e desta

forma identificamos f com f e obtemos

L*(a,b; X) — D'(a,b; X).

1
loc

O espago L;,.(a,b; X) é o espaco das fungoes u tal que para todo compacto K C (a,b),

ux, pertence & L'(a,b; X), onde x, denota a funcao caracteristica de K.

Definicao 1.22. Seja J € D(R), tal que J >0 e / J(t)dt = 1. Dado € > 0, definamos
R

J=1y (é) ‘ (Jg*u)(t):/RJe(t—s)u(s)ds

€ €

para as funcoes u em que o lado direito da ultima igualdade faz sentido.

Proposicao 1.23. Seja u uma funcgao definida sobre R, que anula-se fora de um intervalo
I.
(a) Seu € L}, (R; X), entao J. xu € C(R; X).

(b) Sew € L*(R; X), entdo J. xu € L*(R; X). Além disso, ||J. * ul|r2r.x) < ||ullr2@.x) €

elir%+ HJG * uHLQ(R;X) = u.

Fazendo as devidas adaptagoes, encontramos a demonstracao desta proposicao

por exemplo em [15]

O espago dual de LP(a,b; X). Consideremos Y = LP(a,b; X), temos a seguinte

relacdo de dualidade Y’ = L9(a, b; X') com % + é = 1. Devido ao Teorema seguinte.



CAPITULO 1. PRELIMINARES 25

Teorema 1.24. Seja X um espaco de Banach reflexivo e separdvel, 1 < p < 400,

1 1 _
Z_?+§_1'

(a) Cada fung¢ao v € Li(a,b; X') corresponde a um inico funcional © € Y’ dada por
b
(U, u) :/ ((t),u(t))xdt YueY. (1.2)

Reciprocamente, para cada © € Y' corresponde a exatamente uma fungdo v €

Li(a,b; X") dada por (2.12). Além disso
[@llyr = l[ollLaapx)

(b) O espago de Banach L*(a,b; X) € reflexivo e separdvel.

Demonstragao: Ver [30)].

Assim podemos identificar Y/ com L9(a, b; X'), pois pelo Teorema acima existe

um isomorfismo isométrico. Donde
b b o
o) = [ o uenxds ol = ([ @) ey voey

O espago W (a,b), sejam a e b dois nimeros reais finitos ou ndo, a < b, X e Y’

espacos de Banach com X denso em Y e m > 1 inteiro, definamos

dm
W (a,b) := {u € L*(a, b; X); Wlf =™ € [2(a,b;Y)}

onde u(™ é neste sentido uma distribuicdo em D’(a, b; X). A norma é dada por

Jun

m 2
ety = [22(ape) + 116 oy

Segue dai que W(a,b) é um espago de Banach.

Denotaremos por D(a, b; X) o espago localmente convexo das fungoes vetoriais
¢ : (a,b) — X indefinidamente diferencidveis com suporte compacto em (a,b). Diremos

que ¢, — ¢ em D(a,b; X) se:

i) 3K compacto de (a,b) tal que supp (p,) e supp (¢) estao contidos em K, Vv;

ii) Para cada k € N, P (t) — ©®(t) em X uniformemente em t € (a,b).
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Prova-se que o conjunto {0¢, § € D(Q),£ € X} é denso em D(a, b; X).
Denotaremos por Hj(a,b; X) o espaco de Hilbert

Hi(a,b; X) :={v € L*(a,b: X),v' € L*(a,b: X), wv(a)=v(b) =0}
munido com o produto interno

b b
((w,v)):/ (w(t),v(t))xdt+/ (w'(t),v'(t)) xdt.

Identificando L?(a,b : X) com o seu dual [L*(a,b: X)|', via Teorema de Riesz,

obtemos
D(a,b; X) — Hi(a,b; X) — L*(a,b: X) — H *(a,b; X) — D'(a,b; X)
onde H(a,b; X) = [H}(a,b; X))

Proposicao 1.25. Seja u € L*(a,b : X). Entao existe um tnico f € H ' (a,b; X) que
verifica

(f,06) = ((,0),8)x V0 €D(a,b), VE€X

Demonstracao: Ver [21].

Da proposicao anterior podemos identificar f com u’, de posse disso, diremos

que se u € L*(a,b: X) entdo u' € H '(a,b; X)
Proposicao 1.26. A aplicagao
u€ L*(a,b: X)—u' € H (a,b; X)

onde X € um espaco de Hilbert, ¢ linear e continua.

Demonstracao: Ver [21].

Proposicao 1.27. O espac¢o D(a,b; X) e denso em W(a,b)

Demonstragao: Ver [18].

Da proposigao acima, tomando X = L*(Q) = Y vem que D(a,b; X) é denso

em H™(a,b; L?(Q))
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1.2.1 Funcoes Escalarmente Continuas

Seja X um espaco de Banach. Definimos o espago das fungoes escalarmente
continuas (ou fracamente continuas) como o conjunto das fungoes f € L>(0,7; X) tais
que a aplicacao t — (f(t),x) é continua sobre [0,T], V& € X’ onde X’ é dual de X.
Denotaremos tal espago por Cs(0,7T; X).

Disto segue que CL(0,T;X) = {u€ Cs(0,T; X);u’ € C5(0,T; X)}, onde o/
¢ a derivada de u no sentido das distribuicoes. = Da mesma forma temos que

C2(0,T; X) ={u € Cs(0,T; X);u" € Cs(0,T; X)}.
Observagao: Se u € L>*(0,7;X) e u € C([0,7]; X) entao u € Cs(0,T; X).
Lema 1.28. Sejam X e Y dois espacos de Banach, X — Y e X um espaco reflexivo.

Entao

L0, T; X)NCs(0,T5Y) = C(0, T X).

Demonstracao: Ver [18].

1.3 Teorema de Carathéodory

Nesta secao enunciaremos o teorema de Carathéodory que sera utilizado no
capitulo 2. O Teorema nos fornece a existéncia de solugao local para um problema de

Cauchy em um intervalo [0,¢]. A demonstracao deste resultado pode ser encontrada em
[9]-

Seja 2 C R™! um conjunto aberto cujos elementos sao denotados por (¢, z),

teR, r e R"eseja f:Q— R" uma funcao.

Consideremos o problema de valor inicial

{ 2(t) = f(t,z(1)), (1.3)

£L'(t0) = Xy,
Dizemos que f : Q2 — R" satisfaz as condi¢oes de Carathéodory sobre € se:

(i) f(t,z) é mensuravel em t para cada x fixado;

(ii) f(t,z) é continua em x para quase todo ¢ fixado;
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(iii) para cada compacto K C {2, existe uma fungao real mg(t), integravel, tal que
1/t 2)||rr < mi(t), V(E,2) € K.

Teorema 1.29. (Teorema de Carathéodory) - Seja f : Q@ — R" satisfazendo as
condi¢oes de Carathéodory sobre Q). Entdao existe uma solucio v = x(t) de (1.3) sobre

algum intervalo |t —to| < 3, 5 > 0.

Corolario 1.30. Sejam Q = [0,T[xB com T > 0, B = {x € R";|x| < b} onde b >0 e
f:Q — R" nas condigoes de Carathéodory sobre Q2. Suponhamos que x = x(t) é uma
solugdo de (1.3) tal que |xo| < b e que em qualquer intervalo I, onde z(t) estd definida,
se tenha |z(t)] < M, ¥Vt € I, M independente de I ¢ M < b. Entao x(t) possui um

prolongamento a todo [0,T].

1.4 Topologias Fraca e Fraca %

Nesta se¢ao enunciaremos resultados importantes que serao utilizados ao longo

de todo o trabalho.

Definigao 1.31. Seja E um espago de Banach. A topologia fraca o(E,E") sobre E € a

topologia menos fina sobre E que torna continuas todas as aplicacoes f € E'.

Seja (z,)neny uma seqiiéncia de E a qual converge para x em E na topologia

/ 7. . ~
fraca o(F, E). Utilizamos, neste caso, a seguinte notagao:
T, ~xemkb.

Proposicao 1.32. Seja (,)nen uma seqiiéncia em E, entdo:

(i) ©, = x em E se, e somente se, (f,x,) — (f,x), Vf € E'.

(i1) Se x,, — x em E, entdo x, — xem E.

(111) Se x,, — xem E, entao |z,||g € limitada e ||z||p < lim infl|z,| £

(iv) Se x,, =~ xzem E e f, — f em E', entao (fn,x,) — (f,z).

Demonstracao: Ver [3].
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Seja E' um espaco de Banach e seja x € E fixo. Definamos J, : E/ — R por

(Jor ) = ([, ).
As aplicacoes J, sao lineares e continuas, portanto J, € E”, Vx € E.
Definamos, agora, J : E — E” tal que J(z) = J,.

Definigao 1.33. A topologia fraca *, também designada por o(E', E), é a topologia menos

fina sobre E' que torna continuas todas as aplicagoes J,.
Proposicao 1.34. Seja (f,)nen uma seqiiéncia em E', entao:
(i) fu =f em E' se, e somente se, {fn,z) — (f,x), Vx € E.
(ii) Se f, — f em E', entdo f, — f em E'.

(i11) Se f, — f em E', entao f, =f em E'.

Demonstragao: Ver [3].

Lema 1.35. Sejam E um espa¢o de Banach reflerivo e (x,)nen uma seqiéncia

limitada em E, entdo existe uma subseqiiéncia (T, )ren de (Tn)nen € © € E, tal que

T, — T fracamente em E.

Demonstragao: Ver [3].

Lema 1.36. Sejam E um espago de Banach separdvel e (f,)nen uma seqiéncia limitada

em E', entdo eriste uma subseqiéncia (fn, )ken € f € E', tal que

Jop =f em E'.

Demonstragao: Ver [3].

Proposicao 1.37. Sejam E um espago de Banach reflexivo, A C E um convexo fechado,
nao vazio e p : A —|—o00,+00|. Seja ¢ uma fungio convera, semicontinua inferiormente,
© £ +00o tal que

lim  ¢(z) =400, Vr € A.

l|#]|—+o0

Entao ¢ atinge seu minimo sobre A, isto é, existe xog € A tal que p(zg) =

min p(z)
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Demonstragao: Ver [3].

Definicao 1.38. Seja J : E —] — 00, +00]. Se ewxistir

lim J(u+ Av) — J(u)

R
lim 3 = J'(u,v).

J'(u,v) é denominada a primeira variagdo de J em u na dire¢ao de v.

Se existir v* € E' tal que (u*,v)p p = J'(u,v) Yo € E, dizemos que J ¢é
diferencidvel a Gateaur em u e u* € denominado a diferencial de Gateaur de J em wu.

Denotamos

(u*,v) = (J'(u),v) Vv e E.

Proposicao 1.39. Seja E um espaco normado, K um convexo de E, J : K — R convezo

e diferencidvel a Gateaux.

Seja u € K, entao as sequintes expressoes sao equivalentes:
(i) J(u) = min J(v)
(i1) (J'(u),v —u) >0; Vv e K.

Demonstragao:

(1) = (ii) Seja u € K tal que J(u) = ml}r{l J(v). Assim,
ve

J(u) < J(1—=Nu+ ), Vve KeVAel01].

Logo,

No limite obtemos

(J'(u),v—u) >0VveK.
(i7) = (i) Seja u € K tal que (J'(u),v —u) >0V v e K.
Como J é convexo temos que se A € [0, 1] entao

J((1 = Nu+ M) < (1= N)J(u) + (), Y € K,

ou seja,

J(u+ Ao —u)) < J(u)+ AJ(v) = J(u)).
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Logo,
J(u+ Mo —u)) — J(u)
3 <

Tomando o limite quando A — 0, segue que

(J'(u),v—u) < Jw)— J(u), Vo € K.

Portanto, J(u) < J(v), Yv € K

< J(w) — J(u).

31



CAPITULO 2

Existéncia e Unicidade de Solucao

Neste capitulo estudaremos a existéncia e unicidade de solu¢ao do problema

abaixo, via método de Faedo-Galerkin.

Dado 0 < a < 2, definamos
Ve e[0,1] a(x):= 2.

Para T' > 0, ponhamos
Qr =(0,T) x (0,1)

e consideremos o problema de valor de fronteira

[ uy — (aug), = f (t,z) € Qr
u(t,1) =0 te (0,7)
u(t,0) =0 para0 < a <1 (2.1)
e te (0,T)
(aug)(t,0) =0 paral<a <2
| u(0,2) = up(x) z € (0,1),

onde ug é definido em L?(0,1) e f € L*(Qr).

Antes, porém, de investigarmos a existéncia e unicidade de solucao, estudare-

mos as propriedades do espaco onde encontraremos tal solucao.

2.1 O Espago H!(0,1)

Definigao 2.1. Para 0 < o < 1, definimos o espago H}(0,1) por

HN0,1) :={u € L*(0,1);u € absol. cont. em [0,1], Vau, € L*(0,1) e u(0) = u(1) = 0},

32
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epara 1l < a <2,
H;(O, 1):={ue LZ(O, 1);u € local. absol. cont. em (0,1], \/au, € L2(0, 1) eu(l) =0}.

Proposigao 2.2. O espago H}(0,1) é um espaco de Hilbert, com produto interno definido
por

1
(u, ) 10,1y = / (uwv + augv,)de.
0

Demonstracao: E imediato que a funcio bilinear (-;-)m1(0,1) acima, define um produto
interno. A norma proveniente deste produto interno é dada por

1
2

1
lallnson) = ( / (lul? + wumda:)

Mostremos entao, que o espago H}(0,1) munido desta norma ¢ completo.

De fato, sendo {u,} C H}(0,1) uma sequéncia de Cauchy, temos
i — w0y — 0 em  HA(0,1),
assim,
1
uy — w2 + [|Vauu: — Vauy|[* = /0 Uu# —u, |2+ |[Vau,, — \/Eul,xﬂ dz
= ||u, — uv”?{g(og) — 0 quando p,v — o0.

Segue daf que {u,} e {\/au,,} sdo sequéncias de Cauchy em L*(0,1). Logo,

existem u,v € L*(0,1) tais que

u, —u e +au, — vem L*(0,1).
Da imersao de L?(0,1) em D'(0, 1), temos da primeira convergéncia acima que
Uyy — Uy em D'(0,1).

Como /a € C*([0,1]), entdo v/au,, — +/au, em D'(0,1).

Por outro lado, da segunda convergéncia, vem que

Vau,, — v em D'(0,1),
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donde, pela unicidade do limite em D’(0,1), decorre que v = y/au,. Portanto, segue que

{u,} € HL(0,1) é tal que
u, —u e au, — au, em L*(0,1). (2.2)
Resta-nos provar que u € H}(0,1). Para tal provaremos inicialmente que
u, € L*(0,1),

o que nos permitird concluir que u € WH1(0,1).

Com efeito, sejam 0 < a < 1 e e > 0. Entao

1 N 1 1—a 71 1 1—a 1
lim (x*5)2 dr = lim "% x = lim [ I } — lim [ _ € ] —
e—0 € e—0 ¢ e—0 1 — .

Logo,

De (2.2), (2.3) e lembrando que v/a = 2 vem que u, € L'(0, 1), pois

1 1 [e3 (] 1 (] % 1 o 2 %
/ |uw|dx :hII(l)/ |I_§x§u$|dl’ < (/ |:E2um|2dx> (lir%/ (x_i) dm)
0 €— € 0 € €

1
= |[Vau || —.

(2.4)

Sendo assim u, € L'(0,1) e, consequentemente, u € WH1(0,1). Além disso,

temos as seguintes desigualdades:
[lullz101) < e ull
el |1 00) < eollVaug|]-
Tomando ¢ = max{c;, ca} concluimos que
lullzr0) + [ltal |20,y < lllull + |1V aus|[].
Notemos ainda que, utilizando os mesmos cédlculos de (2.4), decorre que

el 10,1 < sllV AU |
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e, sendo assim, de (2.2)

Uy — u, em L0, 1).
De (2.2) e da convergéncia acima obtemos que
u, — uem WH(0,1)

e, portanto,

u,, — u em C°([0,1]).

Donde u,(0) — u(0) e u,(1) — u(1). Do fato que u,(0) = u,(1) = 0 vem que

u(0) = u(l) =0,
e, entao
ue H)(0,1) e u, —uem H(0,1).
O que conclui a prova para 0 < o < 1.
Para 1 < a < 2, o resultado permanece verdadeiro, pois considereando w
aberto tal que w CC (0, 1]; a integral dada em (2.4) existe em w. O

Proposigao 2.3. O espago C5°(0,1) é denso em H}(0,1), ou seja,

Seorn i Ha(01)

G0, " = HY0,1).

Demonstragao: Primeiramente, mostraremos que C*([0, 1]) é denso em H!(0,1). Com
efeito, seja u € H,(0,1), entao u € L*(0,1) e y/au, € L*(0,1). Seja 0 < § < 1, temos que
u € L*(5,1 - 9) e Vau, € L*(5,1 =),

donde,

Uy = v < v, € L?(5,1 —6), onde C™' = min +/a(z) > 0.
Va C z€[6,1—4]

Segue, portanto, que v € H'(§,1 — §) e, da densidade de C'([§,1 — 4]) em
H'(6,1 —§), decorre que dado €y > 0 existe f € C([§,1 — §]) tal que

1-6
/ (|lu — fI* + |ue — fo*)dz < €.
)
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Como a(x) =z z € [5,1 —d] e 0 < a < 2, obtemos

1 1
<=

1<
“(1-0)> "2z

1
< —.
= Sa

Portanto,

1-0

1-6 5 ) J - 2d 1 1-46 2d
/5 (Ju— 12 + a(@)|ug — fol?) da _/61_6]u—f| x+(1_6)a/5 a(2)ue — fol2dz
<[ (AP = ) o <o
)

Mostra-se que, com uma reflexao apropriada em torno dos pontos § e 1 — ¢,

para € > 0 dado, existe uma extensao G de f em C'([0,1]), satisfazendo

1 26 1
| P tat@lusGoPyte < cve [T (uP +a@leyis + [+ a(x)uﬂ)dé)&,

para alguma constante ¢ > 0 e

€

YRDY '
1+4 (—1+—2) + 4\ + 23)
M1 M2

€ =

A reflexdo pode ser construida como segue. Inicialmente, consideremos (0, 9).

Fixemos 0 < p1 < ps < 1 e A, Ao € R tais que A\ + Ao =1 e Ay + Aopip = —1.

Observemos que

Ay = — < 0 e, portanto \; > 0.

Entao, pondo
h(x) = Mf(0+ (6 —2)) + Aaf(d + p2(d — ), Vae€|0,6],
e considerando as desigualdades
<6+ pu(d—2)<d+pud=061+p)<20<1—0,i=1,2,

concluimos que
h(6) = AL f(6) + A2 f(8) = f(9)

he() = =Apa fo(0 + p11(0 — ) — Aopa f (0 + p12(0 — 7))
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hm(5) = —/\1M1fm(5) - >\2M2fw(5) = fw(5)‘

De maneira andloga, para x € [1 — ¢, 1], definindo
gla)=Mf(l =0+ ml—0—2)+Xf(l -0+l -0-=2), Vzel[l-01]

obtemos
gL =08) = Mf(1=0)+ X f(1—0) = f(1—9)
9o(x) = ~Mipu fo(1 = 0+ (1= 8 — 2)) = Aapiafo(1 = 6 + pn(1 — 6 — )
92(1 = 0) = =Apn fo(1 = 6) = Aopia fu(1 = 0) = fu(1 = ).
Desta forma, construimos uma extensao G para f em C'([0,1]) dada por:

h(z), 0<z<94
Gx)=< flx), 6<z<1-9§
gx), 1-6<az<1.
De acordo com o Apéndice verificamos que a fungdo G(z) acima definida veri-

fica (2.5). Além disso,

6*>0 —28

lim (/026(|u|2 + a(@)|usB)dz + /11 (ul? + a(m)|ux|2)dx) _0. (2.6)

De (2.5) e (2.6) concluimos que C*(]0,1]) ¢ denso em H}(0,1).

Para concluirmos a prova, usaremos a observagao 1.15. Seja u € [H}(0,1)],

pelo Teorema da representacao de Riesz existe uma unica f € H}(0,1) tal que
(u,0) = (f, @) mio), Yo € Ho(0,1) e [[fllmz01) = llullimoy-
Tome ¢ € C§°(0,1) de modo que (f, ) u1(0,1) = 0, ou seja,
1
| e+ a@)tpn)de =0,
0

Consequentemente, —(af,), + f = 0 em D’'(0,1). Mais ainda, como f €
H(0,1) segue que
—(afy)e + f=0em H(0,1). (2.7)

De (2.7) concluimos que af, € H*(0,1).
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Da densidade de C*([0,1]) em H!(0,1), temos que existe

gn € C*([0,1]), tal que g, — f em H(0,1). (2.8)

Portanto, compondo (2.7) com g,, obtemos
0= (f—(afi)z, gn)-

Através de integragao por partes, temos que

1

1
0= (f = (af)onsn) = afog] + [ (afguc+ Fan)de (2.9

Para 0 < a < 1, temos a seguinte cadeia de imersoes
CH([0,1]) = H,(0,1) = W(0,1) = C°([0,1])
De (2.8), segue que g, — f em C°([0,1]), ou seja, ¢,(0) — f(0) = 0 e
gn(1) — f(1) =0, do fato que af,(0) e af.(1) estdao definidas, temos que
(af:f)(0) = 0= (afef)(1).
Tomando o limite em (2.9) temos

1
0= / (afy + )z = (f, uzon-
0

Paral < a < 2, temos que afa:gn - afa:f €nl L1(07 1) € ((a’fx)gn):ﬁ = (afx)mgn+
(afx>gnx - ((afx)f>x em L1(07 1)7 observe que

/0 (0 fo(Gue — fu)lde = / Vafal Vg — Vafolde < 1Vafell |Vagas — vafs — 0.

Afirmamos que para todo n € N,
(afsgn)(x) — 0 quando x — 0, (2.10)

logo
0= (F — (af)esgn) = (afogn)(1) + / (@fogue + f90)d. (2.11)

Tomando o limite em (2.11) e observando que (af,f)(1) = (af,)(1)f(1) =0,

segue o desejado.

Portanto, segue f = 0, consequentemente, u = 0 como desejavamos provar. O
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2.2 O Operador A(u) = (au,),

Sejam V' e H espacos de Hilbert tais que V' tem imersao continua e densa em

H e b(u,v) uma forma bilinear e continua em V' x V. Definamos o operador

A: DA — H
u  — Au)

dado por

D(A) :={u € V; existe f € H que verifica b(u,v) = (f,v), YveV}

e
(A(u),v) = b(u,v); Yue D(A), Yvel. (2.12)
Denotemos por M o seguinte conjunto
M :={u € H}0,1);au, € H'(0,1)}.
Seja b(u,v) a seguinte forma bilinear
b(.,.): HN0,1)x H}0,1) — R
(u,v) — b(u,v)
dada por

1
b(u,v) = —/ AUz Uy
0

Como H}(0,1) e L?(0,1) sdo espagos de Hilbert tais que H!(0, 1) tem imersao
continua e densa em L*(0,1) e b(u,v) é uma forma bilinear e continua, mostraremos que

neste contexto

D(A) =M e A(u) = (auy),- (2.13)
De fato, seja u € D(A). Logo u € H!(0,1) e existe f € L*(0,1) tal que
1
(f,v) =b(u,v) = —/ augv, Yo € HX(0,1).
0
Tomando v = ¢ € C§°(0, 1) na identidade acima, resulta que

((aug)e, 0) = (fr0) Ve € C5°(0,1),
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ou seja, (au,), = f em D'(0,1). Como f € L*(0,1) segue que (au), € L*(0,1) e,
portanto, u € M.

Reciprocamente, seja u € M. Entao, v € H!(0,1) e (au,), € L*(0,1), donde

Da densidade de C§°(0,1) em H!(0,1) e da continuidade da forma bilinear
b(u,v), decorre que

((aty)e,v) = b(u,v), Yo € HL(0,1). (2.14)

Logo, u € D(A). Do exposto acima concluimos que D(A) = M e de (2.14)

temos que
Au) = (auy),.
Observagao 2.4. Quando 1 < a < 2 seque que

D(A) Cc {ue L*0,1);u éloc. absl. cont. em (0,1],au, € H(0,1),au € H}(0,1)
e (au,)(0) = 0}.

De fato, para tanto, basta verificarmos que se u € D(A) entao au € H(0,1)

e (au,)(0) = 0, posto que as outras propriedades sao imediatas. Como a(x) = z* é

limitada em [0, 1], temos que o sup ess, g ja(r) < 400 e como u € H,(0,1) segue que
au € L*(0,1). Também a,(z) = az® ' el < a < 2, logo sup ess,ejo,1[@(T) < +00 e

assim, a,u € L*(0,1).

Como au, € L*(0,1), obtemos
(au), = azu + au, € L*(0,1),

ou seja,

au € H'(0,1).

Da imersao H'(0,1) — C°(]0, 1]), e do fato que u(1) = 0, obtemos (au)(1) = 0.

Resta-nos provar que (au)(0) =0 e (au,)(0) = 0. Afirmamos que

(au)(x) = 2% — 0 quando x — 0.
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De fato, suponha por absurdo, que
2% — [ quando z — 0 e [ # 0.
Logo, dado € > 0 existe § > 0 tal que se |z| < § entdo
|z u| — |I]| < |z%u —1] < e.
Donde, para € suficientemente pequeno segue que

[e l_
xf\u!>||g6>0,0<\x1<5
T2

ou seja,

Il — 2
xa|u|2 > <| | 6) )
:L:O:

Integrando a desigualdade acima no intervalo (n,4), com 0 < 7 < 0 temos

0 0
/ r*ulPdr > (I — 6)2/ x%dx
n n

> (1] — ey [ ] (2.15)

l—«

1—0477 11—«
>(|l\—e)2{6 4+ }

l—-a o-1

Fazendo n — 0 temos que o termo do lado esquerdo da desigualdade (2.15)

tende & 400 e, entdo z2u ¢ L?(0,1), o que é uma contradicio.
Analogamente se mostra que (au,)(0) = 0.
Provando assim a afirmacao (2.10) feita na proposicao 2.3.
Proposigao 2.5. O operador A : D(A) C L*(0,1) — L*(0,1), tem dominio denso, é
negativo, auto-adjunto e fechado.
Demonstracao:
(i) Dominio denso

Da proposicao 2.3 e das seguintes imersoes

D(0,1) — D(A) — H!(0,1) — L*(0,1),
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segue que D(A) ¢é denso em L?(0,1)

(ii) A é negativo
Tomando A(u) = (au,),, entao
(A(u),u) = ((ate)s, u) = —(Vaug, Vaus) <0.
Portanto, A é negativo.
(iii) A é auto-adjunto

Sejam u,v € D(A). Como o dominio de A é denso em L?(0, 1), basta mostrar-

mos que A é simétrico.

Com efeito, da relacao de adjuncao temos
(u, A*v) = (Au,v).
Assim,
(Au, v) = ((aty)s, v) = —(Vaus, Vavy) = (u, (ave)s) = (u, A(v)).

(iv) A é fechado

Mostraremos que o grafico de A é fechado para concluirmos que A é fechado.

Seja {u,} C D(A) tal que

u, — uem HX(0,1) e A(u,) — v em L*(0,1). (2.16)

Vamos mostrar que v = A(u), assim (u,, A(u,)) — (u, A(u)), donde seguira

que A é fechado.

De (2.16) vem au,, — au, em L*(0,1). Logo

(@Ung )z — (aug), em D'(0,1). (2.17)

Por outro lado,

(aUng ) = A(u,) — v em L*(0,1).

Da imersdo L*(0,1) em D’'(0,1) e, da unicidade do limite em D’(0,1), vem

v = (aUy),-
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Portanto,

O que mostra que A é fechado. O

Observagao 2.6. Do fato que D(A) é denso em H!(0,1) é possivel estender A a todo
H0,1).

De fato, o operador A ¢ limitado. Sejam u € D(A) e v € H}(0,1), entao

1(Aw, v)I| = I (a(@)us)e, )| = 1V a(@)u, Valz)va) | < [ull o, [ollmo,-

Assim || Aul| < ¢||ul|g1(0,1) €, portanto limitado.

Definamos a extensao de A da seguinte forma. Para cada u € H}(0,1) existe
{u,} C D(A) tal que u,, — u em H!(0,1). Ponhamos
A Hy0,1) — [Hy(0,1))

u > A(u)
onde A(u) = lim A(uy).

n—-+o0o

Ja vimos que au,, — au, em D’(0,1). Seja ¢ € D(0,1) temos

((ating )z, @) = —(atinz, pr) = —(atle, ©2) = ((atia)z, p) em D'(0,1),

ou seja,

(A(u), ) = ((atz)z, @), Vi € D(0, 1).
Tomemos w € H!(0,1). Como D(0,1) é denso em H}(0,1) segue que
(), w) = {(au,)e, w) Y € HY(0, 1)
na dualidade [H}(0,1)] x H}(0,1).

No que segue denotaremos A também por A.

2.3 Existéncia e Unicidade de Solucao Regular

Nessa secao, enunciaremos e demonstraremos para o caso regular, sob quais
circunstancias o problema (2.1) admite solu¢ao tnica. Utilizaremos para isto, o método

de Faedo-Galerkin.
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Teorema 2.7. Seja f € H'(Qr). Para todo ug € D(A) o problema (2.1) possui uma

unica solucdo u pertencente a classe

C%([0,T); HL(0,1)) N L*(0, T; D(A)) N H'(0,T; L*(0,1)).

Demonstragao:

(i) Problema Aproximado

Observemos que D(A) é separdvel. De fato, consideremos em D(A) a norma
dada por
[ullpeay = llullz o) + 1AW, Yu € D(A),
definamos o seguinte operador:

T: D(A) — L*0,1) x L*(0,1) x L*(0,1)
U (u, Vaug, (aug)y).

T é uma isometria e, portanto, T'(D(A)) é um subespago fechado de L?(0,1) x
L2(0,1) x L2(0,1).

Como o espago L*(0,1) x L?*(0,1) x L*(0,1) ¢ separdvel temos que T(D(A))
também é separavel e, por conseguinte D(A) é separavel.

Seja {w;} uma base de D(A). Ponhamos
Wm = [wla Wy, - - 7wm]7

ou seja, W, é o subespago de D(A) gerado pelos m primeiros vetores da base de D(A).

Consideremos em W,,, o problema aproximado, o qual consiste em determinar

um(t), verificando

(

tn(t) = 3 gim (P)s()
(1 (£),05) + (V/a(@) e, /a(@)wza) = (F(0),w7), G =1, m (2.18)

[ Um(0) = uom — uo em D(A).

Observemos que pelo Teorema de Carathéodory o problema (2.18) possui
solugdo local em algum intervalo [0,%,,), t,, < T de modo que u,,(t) é absolutamente

continua e u/, (t) existe quase sempre.
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Para provarmos a existéncia de solugao local, usaremos os passos que seguem.

De (2.18)5 temos para j =1,--- ,m
(Z Gim ()i, wj) + (Z V (@) Gim () Wiz, a@)“’jx) = (f(t), wy).

Sem perda da generalidade, podemos supor que {w;} é ortonormal em L?(0, 1),

Gnl) + Z Gim () (x/a(x)wm, \/a(x)wjx) = (f(O)w;); j=1,---,m. (2.19)

De (2.19) segue que

/

91m (Va@)wiz, va@)wiz) - (Va@)wna, /a(@)wis) gim (f,w1)
Iom N (Va@)wiz, Va@ws) - (Va(@)wms, v a(z)w) gom (f, w2)

g;r;,m (\/a(m)wlm.\/a(a:)wmz) (\/a(ac)wmw,.\/a(ac)wmw) gn;m (fﬂ.ﬂm)

(2.20)
Definamos
gim(1) (f5wr)
Yo (t) = gQ’VT:l(t) B— (f, w2)
gmm(t) (fa wm)
(Va(r)wiy, vVa(r)wy,) - (Va(x)Wne, v/ a(x)wy)
4 (va(x)wig, Va(@)wy) -+ (Val(r)Wne, /a(r)ws,)
(Va@tre, Va@ns) - (/@ /(D)
Segue de (2.20) que
Y. (t) + AY,.(t) = B (2.21)
glm(o)
Y, (0) := 92’”:(0) = Youm. (2.22)
gmM(O)

De (2.21) e (2.22) temos o seguinte problema de E.D.O

Y (t) = —AY,(t)+ B

Ym(0) = Yo
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Ponhamos F'(t,Y,,(t)) = —AY,,(t)+ B : RxR™ — R™, entao o sistema acima

Se€ escreve

Y, (@) = F Yn(t)
(2.23)
Y0 (0) = Yo

Considere D = [0,T] x By, onde

By :={zx €R™ elz|<b, b>0}.

F é continua em relagao a Y,,, para cada t fixo.
€

Com efeito, fixado ¢, dado € > 0 existe § = AT

tal que para cada par Y! Y2,
verificando |Y! (¢) — Y2 (¢)| < § implica

[E(L Y, (1) = P Y5,0))] =1 =AY, (1) + B+ AY7, (1) — B
< AN, (8) = Yo,(0)] < [[A]l6 = e

F é continua em relacao a t, para cada Y,, fixo. Pois fixado Y,, (), temos que

F' nao depende de t, isto é, F' é uma constante e, assim continua, logo mensuravel.
|F(t, Y. ()] = | — AY,.(t) + B| < ||A||b + | B|] < oo para todo Y,,(t) € B.

Tendo em maos as afirmacoes acima, segue do Teorema de Carathéodory, Teo-
rema 1.29, que existe uma solugao Y,,(t) de (2.23) em (0,t¢,,), t, < T. Donde, para
todo m, temos fungoes gim(t), -+ , gmm(t) que satisfazem a seguinte equagao dada em
(2.19).

(ii) Primeira Estimativa a Priori

Esta etapa, nos fornecera estimativas que nos permitirao prolongar a solugao

aproximada u,,(t) € W,,, definida para todo t € [0,¢,,), t,, < T, a todo intervalo [0, T7.

Multiplicando o problema aproximado (2.18) por g;.,(t) e somando em j de 1

a m, obtemos
(7, (1) wm () + (VU (1), Vs (1) = (f (1), um(t))- (2.24)

Afirmamos que

1d

(uh (6), (1)) = 5w ()] (2.25)
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para todo t € (0,7).

De fato, seja uma 6(t) € D(0,T), entao pelo teorema de Fubini, temos,

(1 (), it / / () dab(t)dt
/ /T;i (U (,1))%0(t)dtdx

_ ! / [(um(x )2 o0 - /0 (um(x,t))zé’/(t)dt] da

_ // (wm(, 1)) (t)dzdt
_ _<_||um<x IIRAC >>

= (gllunta 0160

donde segue a afirmacao.

Assim, a igualdade (2.24) pode ser reescrita da seguinte forma:

1d

3l OIF + [ a@luna(t.a)de = (10 un0).

Integrando de 0 a ¢, t < t,,, a expressao acima, segue que

/ —|[um(s |!2ds+// ) [t (s, )] dxds-/ot(f(s),um(s))ds.

Logo,
t
s+ [ [ a0 Pdods = S @1 + [ (561 unlsds. (220
0
Por (2.18) temos que u,,(0) = up, — up em D(A). Portanto, existe uma

constante ¢; > 0 tal que ||u,,(0)|| < ¢; para todo m € N e, ainda, pelas desigualdades de

Cauchy-Schwarz e Young

(I + [um($)IF) -

l\)l)—l

(fsum(5)) < | FI [fum ()] <

Desta forma, de (2.26) segue que

@1+ [ [ atwnetorfaas < 3 (e [ + ne)1?1) as

= lail / /()| ds + / D (s) 1P

Co +/ —um (E)]]* + / / )| Uz ()] da:ds] d¢

A

IN
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1
onde ¢y = —C1 + 3 ||f||L2 (0,75L2(0,1))"

Definindo g,,(t) := —||um ®)? + / / ) |tz (8, 2)|2dxds, obtemos

in®) < st [ anl@de, te 0 tlmen,
0
e, pelo Lema de Gronwall, temos

gm(t) < cae’ < e’ =3 Yt €[0,t,[ e Vm €N,

Como c3 independe de t e de m, segue do Corolério 1.30 que para todo m € N,

um(t) pode ser prolongada a todo intervalo [0, 7], e além disso,
{t,} ¢ limitada em L>(0,T; L*(0,1)) (2.27)
{Vau,, } é limitada em L?(0,T; L*(0,1)). (2.28)
(iii) Segunda Estimativa a Priori

Temos de (2.19) que

g;m@) = (ulm(t)7wj) Zgzm \/_wlfﬂ7 \/—wjm) ] - 1

Como o lado direito da igualdade acima estd em L*(0,T), resulta que g,

pertence & L%(0,T), onde aqui as derivadas sao entendidas no sentido de Dini. Logo

T T m
/0 Il ()2t = / 1S gl t)uny
j=1

T
< [ gttt < o0,
0

ou seja,

ul € L*(0,7T; L*(0,1)). (2.29)

De (2.19) resulta que

Gonlt) = (1), 03) = (7 ng ) (Vawe, Vaw,,)

Como, novamente, o lado direito da desigualdade estd em L?(0,T), segue que

Gim € L*(0,T),
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onde as derivadas sao no sentido das distribuigoes. Além disso,

T
/D||u;;<t>||2dt —/ ||Zg |2t
< / |gjm<t>|2dt<+oo,
0

ou seja,

u! € L*(0,T; L*(0,1)). (2.30)
Observando (2.30) e derivando (2.18), em relagao a t, obtemos
(i (1), wy) + (Vaug,, (t), Vaw;) = (f'(t), w;),
multiplicando por ¢/, (¢) e somando em j, decorre que
(U (1), ) + (Vg Vau,,) = (f' uy,)- (2.31)
Notemos que
(W (0). 1) = 5 (D) (2.32)
A igualdade acima é verificada analogamente a igualdade (2.25).

Logo, (2.31) pode ser reescrita como
1
5 2l (@)1 +/ a(2) |t (2) [ *dz = (f'(t), u, (1)). (2.33)
0
Integrando (2.33) de 0 & 7', e observando (2.29) e (2.30), vem

SO+ [ [ i oldeds = S + [ (76t 6

Usando as desigualdades de Cauchy-Schwarz e Young, obtemos

T T
il +2 [ [ @it Pnds < 1,01 + [ 1761 + [ it 0)as

Voltando a (2.18), multiplicando por g,,(t), somando em m e calculando em

t = 0 temos
[y () = (£(0), 17, (0)) — (V@ (0), Vauy,,(0)),
ou seja,

e (O < (1 O) [t (O] + [ (@i )2 (0) s, (0)]],



CAPITULO 2. EXISTENCIA E UNICIDADE DE SOLUCAO 50

donde,
[ (O] < O] + [[(attima) (0)]]-

Por (2.18) temos que u,,(0) = ug, — uy em D(A), segue que (atly,).(0) =

(atgme )z — (augg )., portanto, existe uma constante C7 > 0 tal que

||ur,(0)|]] < Cy, Vm € N,

Donde,

T T
et 42 [ [ @l Pands < [ 1GNP + [ g o)as
0

T
Tomando Cy = Cy —l—/ | £'(s)|*ds, temos
0

T
ul HM}//' i (2)Pdzds < &+AHW®W+WMﬂﬁ@
T T
= Gt [ IreIFast [l e)Pds
< Cz-l-/

[, ( ||2+2// |dxds] de.

Pelo Lema de Gronwall, implica que existe C3 independente de t e m tal que

ol |2+ // d () dads+ < C

{u/,} é limitada em L>(0,T; L*(0, 1)),

ou seja,

{Vau!,,} élimitada em L*(0,T; L*(0,1)).
(iv) Passagem ao Limite

Do que foi provado anteriormente, temos

{t,,} é limitada em L>(0,T; L*(0, 1)) (2.34)
{u! } é limitada em L>(0,T; L*(0,1)) (2.35)
{V U, } é limitada em L?(0,T; L*(0, 1)) (2.36)

{Vau,,} élimitada em L?(0,T; L*(0,1)). (2.37)
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Como L'(0,T; L?(0,1)) é separavel e tendo em mente que [L'(0,7T; L*(0,1))] =
L>(0,T; L*(0,1)) e que L*(0,T; L*(0,1)) é reflexivo segue de (2.34) & (2.37) e pelos lemas

1.36 e 1.35 que podemos extrair subseqiiéncia {u,} de {u,,} de modo que

u, = uwem L=(0,T;L*(0,1)) (2.38)
), = n em L>(0,T; L*(0,1)) (2.39)
Vau,, — @ em L*(0,T; L*(0,1)). (2.40)
Vau,, — € em L*(0,T; L*(0,1)). (2.41)

Como L*(0,T;L*(0,1)) — L*(0,T;L*(0,1)) =& L*(Qr). Segue de (2.38) e
(2.39) que

Uz — Uy em D'(Qr)

u, = u' e u,, —u, em D'(Qr). (2.42)

Por outro lado, \/a(x) = vz* € C*(]0,1]) donde,

Va(x)u,: — a(x)u, em D'(Qr). (2.43)
Va(r)u, — v/a(x)u, em D'(Qr). (2.44)

Das convergéncias acima e pela unicidade do limite em D'(Qr) temos
n=u, w=+alx)u, e &=+ /alx)u..

Donde podemos concluir que

u, = uwem L=(0,T;L*(0,1)) (2.45)
ul, = ' em L>(0,T; L*(0,1)) (2.46)
Vau,, = au, em L*(0,T; L*(0,1)). (2.47)
Vau,, — v/aul, em L*(0,T; L*(0,1)). (2.48)

De (2.45) a (2.48) concluimos que

u € L*(0,T; H(0,1)) (2.49)
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u' € L*(0,T; H}(0,1)) (2.50)

Sejam j € N e p > j e consideremos ¢ € D(0,7). Multiplicando (2.18) por
0(t) e integrando em [0, 7], obtemos
T T T
/ (ul, (1), w,)O(t)dt + / (v attye, vaw;)0()dt = / (fow)bt)ydt.  (251)
0 0 0
Passando o limite em (2.51) quando y — 400, segue que
T T T
/ (u'(t),w;)0(t)dt +/ (Vaug, vaw;,)0(t)dt = / (f,w;)0(t)dt. (2.52)
0 0 0
Da arbitrariedade de j € N e da totalidade dos {w}} em D(A) decorre que
T T T
/ (' (£), 0)0(1)dt + / (Vaus(£), v/ave)0(#)dt = / (F,v)0(t)dt Yo € D(A), V0 € D(0,T).
0 0 0
(2.53)

De (2.53) podemos concluir que
(/' (t),v) + (Vauy(t),v) = (f(t),v) em D'(0,T), Vo € H:(0,1).
Ainda de (2.53), obtemos
u' — Au= f em D'(0,T;[H0,1)]).
Como f € HY(0,T;L?*(0,1)), v € L*(0,T; L*(0,1)), segue que
Au(t) € L*(0,1) para quase todo t €]0, T7.

Logo,
u(t) € D(A), para quase todo t € (0,7). (2.54)

De (2.45), (2.54) e do fato que ||A(u)| < ¢||u||, temos

u € L*(0,T; D(A)). (2.55)
Por outro lado de (2.45) a (2.48) implica em

u € H'(0,T; L*(0,1)) (2.56)

Vau, € H'(0,T; L*(0,1)). (2.57)
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Como H'(0,T;L?*(0,1)) — C°([0,T); L*(0,1)) decorre que
ue C°([0,T]; Hy(0,1)).

(v) Verificagao dos Dados Iniciais

Do que foi provado até agora, temos
u € ([0, T]; HL(0, 1)) N L0, T; D(A)) 1 HY(0, T L*(0, 1)) (2.58)

logo faz sentido calcular u(0) e u(T).
Verifiquemos que u(0) = uy.

Com efeito, seja § € C'([0,T]) tal que #(0) = 1 e 6(T) = 0. Entao fixado j
vem

/O(Um(t)7wj)9/(t)dt—>/o (u(t),w;)0'(t)dt. (2.59)

Integrando (2.59) por partes, decorre que
T T
~u0),) = [ (0, w00 — ~((0) )+ [ @O, w)oE)dt, s - o0,
0 0
De (2.46), obtemos
—(uu(0),w;) — —(u(0),w;) VjeN, p— +oo

ou seja,

u,(0) = u(0) em L*(0,1).
Por outro lado, de (2.18) temos
U (0) — ug em D(A) — L*(0,1).
Pela unicidade do limite concluimos, que

u(0) = up.

(vi) Unicidade de solucao
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Sejam u e v solugdes do problema (2.1) e consideremos ¢ = u — v. Entao, ¢

satisfaz o problema

(60 = (aug), — (avs), (t,z) € Qr
o(t,1) =0 t e (0,7)
¢(t,0) =0 para 0 < a <1 (2.60)
e le (OvT)
(ag;)(t,0) =0 paral <a<?2
| ¢(0,2) =0 z € (0,1).

Mostraremos que ¢(t) = 0 em H!(0,1) para quase todo t € (0,T), donde

concluiremos que u = v. Compondo (2.60); com ¢, temos

(¢'(1), o)) + (—(auz)e + (avz)z, (1)) = 0
1d )
5 7 0@ + (Vaue = Vav,, vag,(t)) = 0

1d 2 —
57 10O + (Vag.(t), Vade(t)) = 0

1d

57711 + [[Vag(s)|* = 0.

Integrando de 0 a T" a igualdade acima e observando que ¢(0) = 0, segue que
1 T
SOOI+ [ 11Vags(9)%ds =0,
0

donde obtemos o desejado. O

2.4 Existéncia e Unicidade de Solucao Fraca

Nesta secao provaremos a existéncia e unicidade de solucao para o caso fraco,

utilizando a existéncia de solugoes regulares.

Teorema 2.8. Seja f € L*(Qr). Para todo ug € L*(0,1) o problema (2.1) possui uma

unica solucao u na classe

C°([0,T); L*(0,1)) N L*(0,T; H:(0,1)) (2.61)
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Demonstragao: Seja f € L*(0,7T;L*(0,1)) e ug € L*(0,1). Segue da densidade de
HY0,T;L%*0,1)) e D(A) em L*(0,T;L*0,1)) e L?(0,1), respectivamente, que existe
uma sequéncia (f,,) C H* (0,7 L*(0,1)) e (uo,) C D(A) tal que

{ fn— fem LQ(O, T L2(0, 1)) (2.62)

Ugn — up em L2(0,1).

Seja u, a unica solugdo de (2.1) associada aos dados f, e ug,. Entao w,

pertence a classe

C%([0,T); HX(0,1)) N L*(0,T; D(A)) N H(0,T; L*(0, 1)),

e verifica
(ul, + Au, = [, em L%(0,7T;L?*0,1))
up(t,1) =0 te (0,7T)
un(t,0) =0 para 0 < a < 1 (2.63)
e te (0,7T)
(atng)(t,0) =0 paral <o <2
[ un(0,2) = ugn () z € (0,1).

Sendo assim, para todo m e n € N temos,

() — !+ Aty — Up) = frn— fm em L*(0,T;L*(0,1))
(Un — Up)(t,1) =0 te(0,7)
(un, — um)(t,0) =0 para 0 < a <1 (2.64)
e te(0,7)
(QUpz — AUp,)(t,0) =0 paral < a <2
( (Un — un)(0,2) = (uop — Uom) () z e (0,1).

Compondo a equagao (2.64); com u,, — u,,, decorre que
(u/n - u;nu Up — um) - ((aunm)m - (aumm)m7un - um) = (fn - fmu Up — um)

Entao,

L (1) = um (O + / () [t — ]2

) (2.65)
< 5lFa®) = Fmn DI + S llun(t) = um (O]
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Integrando a desigualdade (2.65) de 0 a t, t < T, segue que

) = w7+ [ [ 000t = )P

. | _ 2 (2.66)
< 10 0) = wn O + o = Fulioraziony + 5 [ n(s) = ()]s

Da desigualdade de Gronwall, obtemos

2 (8) — e (8)]|? + 2 // a(2)|(Unz — Uz ) |Pdzdt

S (HUOn - U0m||2 + ||.fn - fm||%2(0,T;L2(0,1))> GT, Vt € [O,T]
Das convergéncias dadas em (2.62) vem que

sup ||un(t) — um(t)|| — 0 quando n e m — +oo
t€[0,T]

// a(2)|(Ung — Uz ) |Pdxdt — 0 quando n e m — +oo.
T

Como os espagos C°([0,T]; L?(0,1)) e L*(0,T; L?*(0,1)) sdo completos, segue

que existem fungoes u € C°([0,T); L*(0,1)) e v € L*(0,T; L*(0,1)), tais que
u, — u em C°([0,T]; L*(0,1)) (2.67)
a(2)tpy — v em L*(0,T; L*(0,1)). (2.68)
Da cadeia de imersoes

C°([0,T); L*(0,1)) — L*(0,T; L*(0,1)) — D'(0,T; L*(0, 1)),

concluimos que v = /a(x)u, € L*(0,T; L*(0,1)) e, portanto,

u, — u em C°([0,T]; L*(0,1)) (2.69)
a(2)Upe — v a(x)u, em L*(0,T; L*(0,1)). (2.70)

Donde, segue

u € C°([0,T]; L*(0,1)) N L*(0,T; H(0,1)).
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Provaremos agora que u satisfaz o problema (2.1).

Consideremos u,, a tnica solu¢ao de (2.1) associada aos dados iniciais ug, €

D(A) e f, € H'(0,T; L*(0,1)) que verifica portanto, (2.63).

Sejam 6 € D(0,1) e v € H!(0,1). Compondo (2.63); com fv na dualidade
D(0,T; H:(0,1)xD'(0,T; [H3(0,1)]'), obtemos

(ul,, 0v) + (Au,, Ov) = (f,,0v) V0 € D(0,1),v € H}(0,1). (2.71)

Notemos agora que

(ul,, 0v) = —(u,,0v) V0 e€D0,1),ve H0,1).

Da convergéncia de (u,) dada em (2.69), vem

(u,, 0v) = —(up, 0'v) — —(u,0v) = (U, v). (2.72)

Além disso, da convergéncia de (y/au,,) dada em (2.70), obtemos

(A, 00) = —(VaUng, Vabv,) — —(Vaug, vVabv,) = (Au, Ov), (2.73)

na dualidade D(0,T; L?(0,1)) x D'(0,T; L*(0,1)) e D(0,T; [H}(0,1)]") x D'(0, T; H}(0, 1)),

respectivamente.

Temos, ainda, da convergéncia de (f,) dada em (2.62); que

{fn, 0v) — ([, 0v). (2.74)

Assim de (2.72), (2.73) e (2.74) ap6s passagem ao limite, vem

(u' + Au — f,0v) = 0 na dualidade D’'(0, T; [H}(0,1)]") x D(0,T; H}(0,1)).

Observando que o conjunto
{6v,0 € D(0,1),v € H}(0,1)}
é total em D(0,T; H}(0,1)), concluimos que

u' + Au— f=0em D'(0,T;[HL(0,1)]).
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Como u € L?*(0,T; H}(0,1)), entdo para quase todo t € (0,7T), vem u(t) €
H(0,1) e, portanto, Au(t) € [H}(0,1)].
Para toda v € H}(0,1), temos
[(Au(t), v)]* = [(aus(t))z, v)|? = [(Vaus(t), vavy)|*
< Wau )P Vava|* - < ellvaua @)1 v I 0,0,

(2.75)

portanto,

[Au() [z 00y < ellVaua(B)]],

donde,
Au € L*(0,T; [HL(0,1))).

Da imersao de L*(0,7;L?*(0,1)) em L?(0,T;[H!(0,1)]) e do fato que f €
L*(0,T; L*(0,1)), segue que

u' + Au— f =0 em L*(0,T; [H.(0,1)]).
A verificacao das condigoes iniciais sao claras, como
u, — u em C°([0,T]; L*(0, 1))

vem

1y, (0) — u(0) em L*(0,1).
Da unicidade do limite em L?(0, 1) temos que

uy = u(0).

A unicidade é inteiramente anadloga ao caso regular. |



APENDICE

Este apéndice é dedicado & prova da afirmagao (2.5) feita na demonstragao
da proposigao 2.3, onde afirmamos que dado ¢ > 0 existe G(x) € C'([0,1]), extensao de

f, satisfazendo

26

1 1
2 2 2 2 2 2
/0 (Ju—GP+a(@)|te— Gal )dw<e+c</0 (ul? + a(z)]ua] )dx+/1_25(yu\ + afa)u| )dx),

(4.0)

para ¢ > 0.

A reflexao é construida como segue. Inicialmente, consideremos z € [0, 4] e

definamos

M) = Mf(0+ (0 —2)) + Ao f(6 + p2(6 — @)

de modo que,

h(6) = ALf(6) + A f(0) = f(6)
he() = =Apn fo(0 + p11(0 — ) — Aapa f (0 + p12(0 — 7))

he(6) = =M fo(0) — Aopia fo(6) = f2(6).
De maneira andloga para x € [1 — 4, 1], definimos
g@) =Mfl =0+ ml —0—x)) + X f(1 =6+ pa(l =6 — 2))

satisfazendo,
gl =0) =Mf(1 =8+ f(l-0)=f(1-9)
gz(x) = =M fe(l =0+ (1 =0 — ) — Mopafe(1 =6+ p2(1 — 6 — x))

gac(l - 5) - _Alﬂlf:v(l - 5) - /\2,u2fac(1 - 5) = f:v(l - 5)

99
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Possibilitando estender f & uma fungao C*([0,1]) dada por

{h(m), 0<x<9

Gz)=< f(x), 6<z<1-9§

gx), 1-5<z<1.

G(z) acima definida verifica (A.0). De fato, seja € > 0 dado
/01 (Ju— G+ alu, — G,?) dz = /05 (Ju— G? + alu, — G, [?) dz
—l—/{sl_(S (Ju— fI? + a(z)|uy — fu]?) da
—l—/lld(]u—G]Q—i-a]ux—Gx]Q) dx (A1)
< e+ /06 (Ju =GP + a(z)|uys — G,|?) da

i
+/ (|lu—GP* + a(z)|uy — G,|?) dx
1-6

onde €y > 0 sera posteriormente escolhido em funcao do e dado.

Comecemos estimando o termo

5
/ lu — G|*dx.
0

Notemos que
lu(z) — G(z)| = [ul(z) — h(z)|
= [u(@) = A f(0+ pa (6 — ) = Ao f (0 + p2(d — )]
= [(M1 + A)u(@) = M f(0 + (0 — ) — Ao f(0 + p2(0 — )|
< [Mu(z) = Au(d + pa (6 — )] (A.2)
+ M + (0 — ) = A f(0 4 pa (6 — )|
+ [Aau(z) — Agu(d + p2(0 — )|
+ [Au(6 + p2(6 — ) = Ao f (6 + p2(6 — @)
donde,

[u(e) = G@)P <22 { Mule) = u(d +m( — )P
+A%Iu(5+u1<(<;—x)) — O+ m(0—2)P (A.3)

+A3[u(z) — u(d + p2(d —ffv))l2
FAR[u6 + (6 — @) — [(6+ (3 — @) }
Integrando de 0 & 0 a desigualdade acima, vem
/ lu(z r)|Pdr < 4 )\2/ lu(x) — u(d + p (6 — x))|*d
+/\2/ (S + 110 (8 — 7)) — F(5 + (6 — 7)) Pl
+>\2/ lu(x) — u(d + pa(6 — x))*da

+V/Nua+mw—x» 76+ a6 — )Pl }

(A.4)
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Lembremos que da escolha de ¢ decorre que 6 < § + p1(d — x) < 0 + u1d <

2§ <1 -9 e fazendo a mudancga de varidvel £ = 0 + p1(6 — x) na integral

I= / 6+ (6 — ) — F(5 + ua(8 — )P

chegamos a

) S+p1d 1
h== [ e - feFd = [ —lul©) - FOPdE < o
S+prs M1 M1
Portanto,
1
)\%IQ < )\%60—. (A5)
H1

De forma analoga, para

1)
= [ 1u(6 4 a6 = ) = S0+ a6 — )l

temos
1
)\3]4 < )\360—. (A6)
M2
Seja agora,
5
I / (2) — u(d + (6 — 2))Pda
{/ lu(x)| dx—i—/ [u(d + 11 (6 — )| dx}.
Como
é O+p1d 1 20
[t i —anpar < [ P < - [ jutoe,
0 5 M1 Jo
segue que

1 20
NI < 2)2 (1 + ,u_1) /0 lu(x)|?dx. (A7)

[gualmente temos para

I3 = /0 lu(z) — u(d + pa(6 — 2))*dx

a estimativa

1 26
My < 202 (1 + —) / |u(x)|?dx. (A.8)
0

2
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Substituindo (A.5)-(A.8) em (A.4), vem

5 26
/ lu(z) — G(2)|*dr <4 {2/\f (1 + i) / lu(z)|*dz + )\feolui
0 0 1

H1

1 2 1
+2)2 (1 + —) / lu(z)|*dx + Ageo—}
0 H

M2

2
/\2 /\2 )\2 )\2 20
= e, <—1 + —2) +38 (A% + A3+ 4 —2) / u(z)|?d.
M1 2 M1 M2/ Jo
(A.9)

Estimemos agora, o termo

1
/ lu — G|*dx.
1-5

Observando o intervalo de integracao e a definicdo de G(x) neste intervalo e

considerando que

1-20<1—=0—pd<l—=0+pm(l—-0—z)<1l-45<1,;

obtemos
1

1
/ lu(x) — G(x)*dx §4{ )\%/ lu(z) — u(l — 6+ (1 — 6 —x))Pdx
1-26 1-26
+A2 /H w1 =6+ p(1—6—2) — f(1 =64 (1 — 6 —z))|’dx
A2 /HJ () — u(l = 6 + po(1 — 6 — ) 2der

+)\§/1_25 [u(l =8+ po(1 =8 —x)) — f(1— 6+ po(1 — & — 2))*dz }

(A.10)
Definindo
1
Boo= [ u =5 (=5 =)~ f1 =64 (1= 6 - a)) P
1_51757;“5 1
o RN GIR
1-9 H1
- L - srepas < ©
1—6—mé M1 M1’
segue que,
1
)\%JQ < )\%EOE. (All)
De maneira analoga, para
1
Iy :/ (1 = 0+ pa(1 — 6 — 2)) — F(1 — 6+ (1 — 6 — 2))|2dac
1-6
obtemos,
1
A5 Jy < Ajep—. (A.12)

2
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Definindo

Jp = /125 lu(z) —u(d + p1 (6 — x))| dx

1
Jy = / () — u(6 + (6 — )P,
1-25
segue que

1
M <2)\3 (1 + i) / lu(x)|*dx (A.13)
1

H1 —26

/ u(z)2dz. (A.14)

1-26

1
Aoz < 2)3 (1 + —)
M2

Substituindo (A.11)-(A.14) em (A.10), chegamos a

1 AQ A2
/ lu(x)—G(z)]Pdz < 4eg <_1 + 22
1-6 o o

2 2 1
)+8 (A% + A3+ M + ﬁ) / lu(x)|*dz. (A.15)
M1 2 1-26

Analisemos, agora, os termos que envolvem a derivada, ou seja,
5 1
/ a(x)|ug(z) — Gu(2)*dx e / a(x)|ug(z) — G (2)|*dz.
0 1-5

Para obtermos uma desigualdade semelhante & apresentada em (A.4) usaremos

o fato que \juq + Aopo = —1. Deste modo,

6 1)
| aolto) - Ga)lPde <a{ M [ a@)un(o) - a6 + (6 - 2) P
0 0

4

¥t [ @5+ (@ =) = (6 +n (6 =) s
4

¥ [ ala)fsla) = us(6 + 6 = )P

4
832 [ a3+ a6~ ) = o5+ pal6 — )P |
0
(A.16)
De posse da idéia anterior, temos
é
Ko = [ @4 m( =) = £6+ (s - 2) o
05+u15 1
= [ (O - RloPds
5 M1

assim,

/LIA% 0+p1d
N3 Kya(z) = . / a(2)|ug () — fo(z)]Pdz < M. (A.17)
1 5



CAPITULO 2. EXISTENCIA E UNICIDADE DE SOLUCAO 64

Raciocinando de maneira analoga, obtemos

2 M2)\§ O 2 2
a5 Kya(x) = 7/& a(x)|u,(z) — fo(z)[*dr < A€o, (A.18)
20
N a(z) < 20020 + A2) / o) s () Pz (A.19)
0
€
20
1N Ksa(z) < 20020 + A2) / a(2) s () 2dz. (A.20)
0

Substituindo (A.17)-(A.20) em (A.16), resulta

0 26
/ a(@)|ug (2) — G4 (z) Pdr < deg(AT+A3)+8 (A\Tpn + AT + Apa + A3) / a(x)|u,(z) [ dx.
0 0
(A.21)

Também, para o intervalo |1 — §,d[ temos

) 1
/ a()ta () — G ()] < deo( X2 +A2) 8 (A + A2+ Adjaa + A2) / a(@)|us (z) Pde.
1-6 1—26

(A.22)
Definindo
2 2 A% )\% 2 2 2 2
1 2

€
DYDY

1+4 (—1+—2) + 402+ 23)
M1 M2

Substituindo (A.9), (A.15), (A.21) e (A.22), em (A.1) provamos o desejado.

€)p =

Y



CAPITULO 3

Estimativas de Carleman

Ao longo, deste capitulo, os resultados serao provados para as solugoes regu-

lares. Para o caso fraco, seguird por argumentos de densidade.

Seja

(w — (aug). = fx, (t,z) € Qr
u(t,1) =0 te (0,7T)
u(t,0) =0 para0 < a <1 (3.1)
e te (0,T)
(aug)(t,0) =0 paral<a <2
| u(0,2) = up(x) z e (0,1)

A fim de estudarmos a controlabilidade para o problema (3.1), determinaremos

uma estimativa de Carleman para o problema adjunto.

Determinemos o problema adjunto ao problema acima compondo a equagao

(3.1); com ¢, onde ¢ é uma funcao admissivel. Logo

urp — (aug).p = g onde g= fx,.

Analisemos cada termo separadamente. Temos

Notemos ainda, que

/ 1 / * (ug), = / T)YA(T) — g 0)]d (3.2)

65
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- / / (attyp)odat — / () ()p(1) — (aus)(0)p(0)]dt (3.3)
- / / (ag)uladudt = / (apa)(Du(1) — (ap,) (O)u(0))dr. (3.4)

Gostariamos, que observando (3.3)
(aus)(1)¢(1) = (aug)(0)¢(0) = 0.
Para tal, se 0 < a < 1, impomos as seguintes condigoes sobre, que ¢(0) =0 e

e(l)=0esel<a<2que, ¢(1) =0, posto que (au,)(0) = 0.

De (3.4) desejamos que a igualdade
(aps)(L)u(l) — (ap,)(0)u(0) =0

seja verificada.

Se 0 < a < 1 nao ha nenhuma imposigao ser feita a ¢, porém se 1 < a < 2,

inferimos que (ap,)(0) = 0, pois temos que u(1) = 0. De posse destas condigoes, vem

//T gp = /01[U<T)90t — ug(0))dx — //T w(ips + (apy)y)dzdt.

Para que a segunda integral do lado direito faca sentido, é necessario que
q =i+ (aps). € L*(Qr).

Com as mesmas notagoes do problema original,

a(z) :==2% com 0<a<2eQr=(0,T)x(0,1)paraT > 0.

Consideremos o problema adjunto.

( i+ (ape): = g (t,z) € Qr
o(t,1) = 0 te (0,7)
0(t,0)=0 para 0 < a < 1 (3.5)
e te(0,7)
(ap.)(t,0) =0 paral<a <2
| »(T,2) = pr() x € (0,1),

onde o1 € L*(0,1) e ¢ € L*(Qr).
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Note que o problema acima possui solu¢ado, uma vez que o problema (2.1)
possui. De fato, seja u solugao do problema (2.1), tomemos p(t,x) = u(T — t,z) para

cada t € R é solugao de (3.5).

Assim,
pi(t) = —u(T —t) e @u(t) = ue (T — 1),

implicando em
(ap,) = (auy)(T —t) ou ainda (ap,), = (auy(T —t)),,
logo,
prt (ape)e = —u(T = 1) + (aue(T = 1) = —[u(T = 1) = (aus(T = 1))z] = —f(T' = 1)
sendo assim, pondo ¢(t) = — f(T — t) segue que
pr+ (apa)s = q

também ¢(t,1) = u(T —t,1) = 0 e, pondo uy = @r segue que

p(T, ) = u(0,2) = uo(x) = ¢r(x)
além disso

w(T —t,0)=0 para 0 <a <1
= (aug)(T'—t,0)=0 para 1 <a<2.

o(t, 0
(ap)(t,0

~— —

Nosso interesse neste capitulo serd provar o seguinte resultado.

Teorema 3.1. Seja 0 < o < 2 e T > 0 dados. Entao existe o : (0,T) x [0,1] — R%

da forma o(t,x) = 0(t)p(x). Com p(x) > 0Vx € [0,1] e O(t) — oo quando t — 0F, T~

e duas constantes positivas, ¢ e Ry, tais que para todo or € L*(0,1) e f € L*(Qr), a

solugdo ¢ de (3.5) satisfaz para todo R > Ry

// (ROz® 2+ R3P2*¢*)e 2o dadt < c// 6_2R0f2dxdt—|—c/T{Ree_waxmgoihx:l
T T 0

Observacao 3.2. A funcao p serd explicitamente construida na prova. E a escolha para

0 serd

vie (0,T);  0) = (t(Tl— t))4

onde satisfaz as sequintes propriedades.

0(t) — +oo quando t — 0%, T~ |0 < 000% <caffe |04 < 009% < 08
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para alguma constante co,c; > 0 dependendo de T. Note que

ISEY

Bu(t) = —4(T — 20) (t(Tl_ t)> — (T — ) (ﬁ) LT - 200

como —4(T — 2t) < sup | —4(T — 2t)| = ¢, logo
te[0,7

16,(£)] < 203,

Agora
0, = 801 —A(T — 2t)§919t
= 807 — 5(T — 2t)[—4(T — 2¢)]0163
= 807 +20(T — 2t)%02
— 80207 +20(T — 2t)%6>

— (80_71 4 20(T — 2t)2> 63
—1
4

1 2
- <8<[t(T—t)]4) HO(T_%))Q

— (8H(T —t) 4+ 20(T — 2t)?) 6,

Wl

seja ch = tSEéI;’] I8t(T —t) + 20(T — 2t)?|, portanto
€10,

10:(t)] < ch02.
Tomando ¢y = max{c}, ch}, vem

10, < cofi e |0] < cob2.

Além disso, temos

R . <;> 02 = [T — )2

Definindo

3 = max { sup [t(T —t))?, sup [t(T — t)]ﬁ}

te[0,T] t€[0,T]

e consideremos ¢ = ¢.c, 0 que conclui as desigualdades.

5
1

Y

68
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A fim de provar o teorema 3.1 e 4.1 que enunciaremos posteriormente, faz-se

necessario o seguinte lema da desigualdade do tipo Hardy.

Lema 3.3. Desigualdade do tipo Hardy
(1) Seja 0 < a* < 1. Entao, para toda fungao z localmente absolutamente continua sobre
(0,1) satisfazendo

2(z) — 0 L owa
n e T 2z, < +o00.
x—0 0

A desigualdade se verifica

! 2.2 4 ! 2
ar— < ot 2 3.6
/0 T z© < (1_(1*)2/0 z z; (3.6)

(i1) Seja 1 < a* < 2. Entao a desigualdade (3.6) acima ainda se verifica para toda fungdao

localmente absolutamente continua sobre (0,1) satisfazendo

1
#(z) — 0 e 2% < +o0
r— 1" 0 z )

Note que (3.6) é falso para o = 1.

Demonstragao: Primeiro caso: 0 < o* < 1.

Como z é absolutamente continua sobre (0, 1), temos

T 2
|2(z) — 2(e)]? = zm(s)sg%sigjwds

< / zi(S)s?Tds) (/ 3_32+7ds),

onde denotamos v := 2 — o* € (1,2]. Fazendo ¢ — 07, vem

P ([ 2estas) ([,
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entretanto,

2ty sy 2 4 L
_ =1 —y
7_1/0 zi(s)s 2 1_7—1— CESENA z;(s)s
4 ! 3—ry 4 . B
- _(7_ 1)2/0 zi(s)s + = 1)2/0 Zi(s)sz ¥
4 Lo
s* z2(s)ds
o )y © =

3.1 Reformulacao do Problema

70

Recordemos que a(z) = = para todo = € [0, 1] com a € [0,2) dado. Sejam

o(t,z) = 0(t)p(x), onde p(x) > 0 Vz € [0,1] e 6(t) — +oo quando t — 07,7, para

R > 0, definamos

z(t,x) = e_R”(t’x)go(t,.r)

onde ¢ é a solucao de (3.5). Note que

VneN, 0"z=0ez, =0notempot=0,t="1T.

(3.7)
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Note que

r sy — ene—Ra(t,x)(p(t’ .%') -

Como 6" e efi7(t?) tende a +00 quando t tende & 0%, T, aplicando L “Hopital

n vezes concluimos que tende a zero, quando t tende a 07,7~ e, do fato que

elto(t,z)

o(T,z) e ¢(0,z) sao limitadas, temos o desejado.

Procedimento analogo para

Ze = —RO)pe(2)2(t, 2) + e RoED (1, 2).

Segue que z satisfaz

(2 + (e 2)), = (t,2) € Qr
z(t,1) =0 te(0,7)
(3.9)
2(t,0) =0 para 0 < a <1
e te (0,7)
{ (az;)(t,0) = —R(ao,z)(t,0) paral <a<2.

De fato, basta notar que e/ (¢, 2) = o(t, ) e, do fato que ¢ é solucdo de

(3.5) segue a afirmac@o. Notemos ainda que
(eR72), = Roe™ 2 + ef92 = ! [Roz + ]
(e 2), = Rogef 2 + ef 2, = ef[Ro, 2 + 2,
Nesta ultima igualdade, multiplicamos por a(z), donde

Ro

a(ef2), = Rao.e™ 2 + e az,,

portanto,

(a(eRaz)x)x = R((aax)eRgz)x + (eRaazx)xa

da primeira parcela do lado direito obtemos,
R((ac,)e"2), = R[(a0,2).e"" + Rac?e" 2] = e"?[R(a0,2), + R*ac?z],
da segunda parcela, vem

(eR”azi)x = RO’;,;@RU(CLZI) + eR"(azx)x = eR"[Rox(azx) + (azz)z)-
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Assim,

fo= ("2 + (ale™2)0)e
= eM"[Roz + z] + " [R(a0.2). + R*ac?z] + e [Ro,(az,) + (azy).]

= e"[Roz + 2z + R(a0,2), + R*ac?z + Roy(az,) + (a2,)),

ou seja,

fe " = Rowz + 2 + R(a0,2), + R*aoyz + Roy(az,) + (a2,),

portanto, a equagao (3.9); pode ser reescrita como,

Prz= Pz + Pz = fe ™,

onde
Ptz = Rowz + R*ao22 + (azy).
Ppz =2z + R(ao,2), + Rao,z,
=2+ R(ao,).z + 2Raoc, 2.
Além disso, temos
e ™2 = P22 + 1Pl + 2P, Pre) = 2(Pis Pe), (3.10)
onde ||| e (.,.) denotam a norma e o produto interno em L*(Q7).

3.2 Produto Escalar

~ . . 2 _l’_ —
Nesta secao iremos determinar o produto escalar em L*(Qr) para Pjz e Py z.
Isto sera feito em duas etapas. Primeiramente iremos definir os termos de fronteira e

limitados, posteriormente mostraremos que os termos de fronteira estao bem definidos.

Lema 3.4. A sequinte identidade se verifica

T 1
(Prz,Prz) = / [azxzt + R*aci0,2* + R*a*022* + Ra(aoy), 22, + Ra*0,22 .
0

/

(b.)

1
—|—// (—§R0tt — 2R%a0,; — R?’aax(aai)x) 22
T

+/ / —R-(a0%),72 — Ra(a0,) a2
- o

T

(d.t).
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Entao, usando o fato que a(x) = x* e o(t, z) = 0(t)p(x), calculamos os termos de fronteira

e distribuidos como segue.

Demonstragao: Temos (Pjz, Ppz) = Q1+ Q2 + Q3 + Q4, onde

Q1 = (Royz + R*ac?z + (azz)e, 2t),

Qs = R*(042, (a0,) .2 + 200, 2,),
Q3 = R3(a0?z,(a0,) .2 + 2a0,2,),
Qs = R((azy)s, (a0y) 2z + 200, 2,).

Analisemos o primeiro termo ;. Utilizando integragao por partes, obtemos

el (%)

:/01 L(Rot+R2aa>§z —% ziL _//CQT%%(RUt+R2aJ£>Z2
+/ [azxzt}l.
0 0

Por (3.8), observando que z, = 0, 6%z = 0 e 6;2° = 0, no ponto t = 0,7, segue

! 1, 1,7
/ [( Ro, + Rzaai) —2%— —azﬁ] =0,
; 2° T3

0

QO = / [azxzt} + // <——Ratt — R2aaxaxt) 22 (3.11)
0 0 T 2

Anélise do segundo termo @s.

Q- // 012((a0y) ez 4+ 2a40,2,) = RQ// 01(a0y) 2 + ao0,(22),
Qr

:RQ/f (aoy) ez +R2// ao0,(2%) s
Qr T

que

logo,
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T 1
:Rz// oi(aoy) Z2+R2/ [aatJIzQ] —RQ// (a0.04) 2>
T 0 T
1
// oi(aoy).z +R2/ [aataxZQ] —R2// o1e(a0,)2?
I -

01 (a0y)p 2

T
= R? / [aataw / / o (ao,)z
0 T

Consequentemente,

T 1
Qo = RQ/ [aataxZQ} — RQ// A0 0522 (3.12)
0 0 T

Anélise do terceiro termo ).

Qs =R? // ao?z <(a0$)xz + 2a0$zx> =R? // ac’z ( (aop2)s + aazzgc)
T T
:R?’//Q aaiz(aaxz)z~l—R3// a’czz,
Qr Qr
T, 1
:RS/ a’o’z —R3// (aaiz)xacrxquR‘g// a’cdzz,
0_ - -0 T T
- 11
z —R3// [(a0?),a0,2% + a0l 2z, —|—R3// a’olzz,
40 T T
T1
z —Rg// (a0?),a0,2%
10 T

[\
1

a o

I

oy

&
o\
S

o

8 w

o

a o

Il

=)

5
o\
S~

o

8 w

o

T 1
Qs = R3/ [a%izz} — R3// ac,(ac?) 2> (3.13)
0 0 T

Anélise do quarto termo Q.

Qs = R// (azy)e ((aax)xz + 2aaxzm>

= R/f (azy)z(a0y)zz + R// 200,72, (a2y) 2
T T T

= R/ [azx a0,z —R// azx (aoy, xz) +R// Oy ((azx)2
0 Qr x Qr
T

= R/ [a(aaw)xzzx - R// a(ao, mzm + a(aoy,)pez 2]
0 T T

+R/ UmCLQZQ —R// O pp @’ z

79 T

= R/ [(aax)wzazx + 0,a° z //
0 T Ox

-R a(a0 ;)02 2
Qr
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Consequentemente,
Qs = R/ [(aam)xzazm +Uxa2z§] — R// —(a0?) 22
0 0 r 72 (3.14)
—R a(aoy)pr?22s.
Qr

Finalmente, o lema segue de (3.11)-(3.14). O

Nos préximos lemas, determinaremos condigoes sobre os termos (d.t) e mos-

traremos que o termo (b.t) esta bem definido.

Lema 3.5. Para todo 0 < o < 2, tem-se

dt ——R// Httpz —2R2// Qgtl'a 2 2
T T

93 207 (20 P + apy)p22*

T T

Além disso, para 0 < a < 1, os termos de fronteira (b.t) sio dados por

(b.t) = /0 ' {Rop.at2)  — /O {Repxazzg}|x:0.

Para 1 < a < 2, os termos de fronteira (b.t) tornam-se

(b.t) = /0 ' { Rﬁpwa%z}x:l

T
R
+ / {—Eetapwzz’ — R%0,0app,2* — 2R30%a*p3 2% + R292apx(apm)x22} :
0 |z=0

T

Demonstracao: Com a(x) = z®eo(t,x) = 0(t)p(z), os termos distribuidos (d.t) podem

ser calculados como segue,

dt) = —lRatt —2R%a0, — Rao,(ac?), | 2*
2 x
a

(aa2) 22 — Ra(a0y)pe22e

of b,
:——R// Httpz —2R2// 00,2°p2 2> Rg// 03 1p, (v°p2) . 2°

QT pﬂ” Qr

1
= ——R/ ettp22 — 2R2/ 99 LIZ’a 2 2 R/ 9$a<xapz>xxzzx
2 Qr Qr

—R3// 03> (2ap,, + ozpm)pfﬁz2 — R// 0221 (22pe + apy) 22
T T
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Também levando em consideragao o fato que z(¢,1) = 0, os termos de fronteira

(b.t), tornam-se

T 1
(bt) = / [azxzt + R%’0,0,02* + R¥02a*2* + R(ao,),zaz, + Raxagzi}
0 0

= /OT { RepmaZzﬁ}u:l

T
— / { azyz + R*0,0pp.az® + R393p2a222 + Rb(apy)pzaz, + R@pma%fc} )
0 |z=0

Agora, para 0 < a < 1, usa o fato que z(¢,0) = 0, para obter

T T
(b.t) = / {Rprazzi} —/ { RprCLQzﬁ} :
0 lz=1 0 |z=0
Similarmente, para 1 < a < 2, recorde-se que (az;)(t,0) = —RO(t)(ap,2)(t,0),

para concluir que

T T d 22
(b.t) = / { RﬁpvaZi}l X +/ { RQapma (E) — R?0,0pp.az® — R*0°pa*2*
0 z= 0

+ R?0%p.(ap,).az® — R383pia2z2} .
|z=0

Logo,

T

(b.t) :/ {Rprazzg}

0
T
+ / {—getpﬁa% — R20,0pp,az’ — 2R*0PpPa?2” + R292px(apx)xa22}
0

|z=1

|z=0

3.3 Limitantes Inferiores

Em nosso préximo lema, somos motivados a encontrar a funcao p(x) de modo
que verifique a seguinte equacgao,

l—«a

2xpx:r +ap, = —T )

uma equacao diferencial ordinéria de segunda ordem. Lembremos que « € [0, 2).

Para resolvermos a E.D.O acima, chamemos v = p,, assim v, = D, substi-

tuindo as alteracoes na equacgao acima obtemos,

1
200, + av = —z' 7%, ou ainda v, + 211) = —5:70_“ Vo € (0,1]
T
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S 1n

com fator integrante desta tltima equacio, I(x) = e/ %% = e2* = 23 donde

o + 2% « B 1 _,
20, + T 2$v = 5%
d ., o 1
d—[:ﬁv] = —51'_0‘
x
2 1 z72H!
T2V = —-—— ,
2-5+1
assim,
x—a+1
Ve 2—«
Por outro lado,
x—a+1
=V = — )
b 2—«
logo,
JJ_OH_Q
=—-+k.

Segundo o enunciado no teorema 3.1, p(z) > 0 Vx € [0,1]. Do fato que

72 <1 Vzel0,1] e Va € [0,2) consideramos k(2 — a)? = 2 por conveniéncia, donde,

2 — g2 @
v 0,1 =
LS [ ) ]a p(l‘) (2-0[)2
Entao,
xl_a (].—Oé) —a
pz(-r)__Q_aa pxx(x)—_ 2—Oé$
e
(2%p,) e AN T B 1
T Po)e = 2—a ), 2—a) = 2—a’
assim,
(%Py)ee = 0.

Com esta escolha de p os termos distribuidos e limitados podem ser calculados

como segue.

Lema 3.6. Para todo o € [0,2). Os termos distribuidos (d.t) tornam-se

(dt) = // ettz + // ettl'2 @ 2 + R// on‘zi
2 — Oé Qr 2 - a2R2 Qr Qr
2 — a // 93 22—« 2 2 — a // 99@ a
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Para 0 < a < 1, os termos de fronteira (b.t) tornam-se

(b.t) = —2EQ/OT{R93U2°‘ 2}|z_1+ 2ia/0T{R0xl+azi}|m_o.

Para 1 < a < 2, os termos de fronteira (b.t) tornam-se

I oo 2 T RO, , 2R00
(b.t) __2—04/0 {RQQB }x1+/0 {—2(2—04)932 +—(2_&)3$Z +
R

20,0 ., 2R R
R L S by sz} .
(2—a)? (2—a)? (2—a)? =0

Demonstragao:

1
(dt) = // (—éRUtt — QRQQO'” — R?’CLO'x(CLO-i)m) 22
T
+ // —Ri(aai)xzfc — Ra(aoy) 222,
T Oz

= ——R/ Oupz? — 2R2/ 99t$ap32622 - R/ 02 (2 Py )22 20
Qr Qr

—R// 02 (22ppe + apy) 22 — RS// 0322 (22pye + ap,)p22®
T g 2 T
= ——R// O <—> z —/ 00,2222
. 2 — ) 2 —a)? Or
// 032~ a22+R// 0z~
2 — ) - -
_ 9 9 2—o 2 / 0
—(2 — a)2 //T ttZ + —2(2 — 05)2 //T 1L + R o xXr
3 2 2
+R—2 // 931,2—0422 _ R - // eeth—aZQ.
(2—a) Or (2—a) .

Para os termos limitados, segue também diretamente do lema 3.5 e da escolha

de p e da expressao (b.t). O

Para o préximo lema, definamos

Ve (0,T),  0(t) = (t<T1_ t))4.

Observe que 6 satisfaz as seguintes propriedades,

16,] < 707 < 762 e |0,] < cTo2 < T6P.

Com esta escolha de 8 os termos distribuidos e limitados podem ser calculados

como segue.
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Lema 3.7. Para todo o € [0,2). Os termos distribuidos (d.t) e os termos limitados (b.t)

satisfazem, para R suficientemente grande

R? 3
. > 3,.2—a 2 e a2
(dt)_4(2_a)2//T(9x 2 +4R/ QTGJJ z
1 T
- RO 2a2 ]
2—04/0 { ‘ }|x1

Demonstragcao: Analisemos primeiramente os termos distribuidos. Temos, devido ao

(b.t) >

lema 3.6

. R —« 2
(dt) = (2_—a/ ettZ + 2_a // Gttx
2 2
2_Ra // 06,22~ 2_@ // 9320‘22+R// 022,

Como os dois ultimos termos sao nao negativos, temos a necessidade somente

de estimar os outros trés termos. Comecemos com o segundo termo,

R 'R R3
6 2—a 2 < 1 / 93 2—a 2 < / 83 2—a 2
’2(2 - a)2/ o T e=ar ) St T T ae—a2 ) Sy, T

para R suficientemente grande. E do fato |0y| < 059% <cles.

Para o terceiro termo, usando o fato que

1606, < COTG% < cI'9® e R suficientemente grande

'2R2 //99t$2a2§261 //8320‘2 //932a2
2 —«)? - 2—a . 2—a -

donde,

R R?
63 2—« 2 / 0 2—a 2 < // 93 2—a 2
2~ a) //T 22-a)2 ) Jo, " F =ae=a2) Jo," " 7
3 2 2 3
— R 2// 03$2—a22§ R 2// 00t$2—a22§ R 2// 031,2—0422
42 — ) Or (2—a) Or 42 — a) Or

ou ainda,

3 2 2 3
o R_Q / 931,2—0122 S _LQ / / eetx2—a22 S R—2 / (93x2—a22.
42 — «) Or (2 —a) . 42 — «) Or
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Logo, somando membro a membro da primeira desilgualdade com a tltima,

vem
R 2R? R3
s etthfaZZ = eetx27o¢22 Z e 03(%270122
2(2 — «a)? //T (2 — «a)? . 2(2 — a)? .
mas,
3 3 3
amar ) 0 e |, 0 wmman |, P
- T - T - T
dai, vem

(d.t) > —ﬁ / / TQ“ZMQ(%Z)? / / T93x2_“22+R / / Texazg. (3.15)

Temos ainda que limitar o primeiro termo do lado direito acima. Primeira-
mente observe que a solucao ¢ de (3.5) permanece em L?*(0,7; H!(0,1)) pelo teorema 2.8.

Como z = e #7¢p, mostra-se que z também pertence & L?(0,T; H}(0,1)).

T T T
/0 HZH%]C{(oJ)dt:/O He_RUSOH%{g(OJ) §/0 ”90”%13(0,1) = llelle2 0.2 (0,1))-

Agora,
R
— 0, 2> <
o L <etie o
2 // Qx%z (032&2)
—a)?

3660 a22 3 9_ 2
@32
2—a //szz+4632—& //T

(3.16)

M\w

Separemos o caso em que « = 1 dos outros. Pois neste caso particular a

desigualdade de Hardy (Lema 3.3) nao ocorre para a* = 1.

No caso a # 1, observe que o < 2272 pois a < 2. Aplicando o lema 3.3
com o* = «a # 1, (z satisfaz as hipdteses do lema 3.3 para quase todo t, j4 que pertence

L*(0,T; H!(0,1)) ) obtemos

//T0x3z<//T9x0‘22_ a—1)2 //TQxaz2 (3.17)

. 5
No caso a = 1, aplicando o lema 3.3 com a* = g e usando o fato que z3 < x

obtemos similarmente,

/ 015 22 / 015 22 < %/ 01:%2923
Qr Qr (a - 1) Qr (318)
< 9// Oxz? :9// 022,
Qr T
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Em ambos os casos, combinando (3.16) com (3.17) ou (3.18), obtém-se
‘ // 02> <ecR// 9$a22+ // G322,
2 —w)? . - 32— «a)? .
3¢t 27¢t (2 - a)?
ondec—(2_oé)4 ou4(2_a) >0e —Tou%o.

Entao para e suficientemente pequeno e R suficientemente grande, temos,

3
’ﬁ// 0,,2° g%// 93:”25—1—@// 03722, (3.19)

Assim, por (3.15) e (3.19),

3
_R—/ G322 +—/ 9&:0‘22>O
4(2 - a) Qr Qr

Voltando para os termos limitados. No caso 0 < a < 1, pelo lema 3.6, temos

(b.t) = ~3 i - /OZ{RGQCM Q}le + 5 i = /OT { RG;CO‘Hzg}'I:D
> _Zia/o {RHIM 2}|z=1'

No caso 1 < a < 2, recordemos que, pelo lema 3.6

1 r oo 9 r RO, 2R%0,0
(b.2) __2—a/0 {R@x }x:1+/0 {(2(2—a)+(2—ag3+
R? 2R303 R%0

et 2—a

o B G ey MQ}WZO '

(d.t)

Como z € H!(0,1) para quase todo ¢, afirmamos que, para quase todo ¢ €
(0,7).

22(t,x) — 0 quando x — 0

logo,

(b.t) =

T
_2ia/0 {Réxm 2}351.

De fato, sejam « € [1,2) dado e para toda v € H}(0,1), tems pela definigao
H(0,1) no caso 1 < a < 2, sabendo que v € L%(0,1) e \/av, = z>v, € L*(0,1), entdo
rv? € L'(0,1). Além disso,

(z0?), = v* + 2200,
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Como v? € L'(0,1) e zvv, = (z 2 v)(z5v,) € L1(0,1). Logo, zv? € W(0,1).
logo, zv? — L > 0 quando z — 0T. Finalmente L = 0, caso contrario implicaria que
v L*0,1).

Como, zv? € Wh1(0,1) — C°(0, 1), ou seja, dado € > 0 existe 6 > 0 se |z| < &
implica

lzv? — L] < e,

portanto, para e suficientemente pequeno temos

L —
v2>T€>O, 0 < |z] <.

Integrando a desigualdade acima no intervalo (n,40) com 0 < n < § vem,

)

/ v? > / L; € = (L —€)In(x) (3.20)
= (L = ¢)[In(d) — In(n)].

Fazendo n — 0, temos que o termo do lado esquerdo da desigualdade dada

em (3.20) tende & +o00, ou seja v € L*(0,1), o que é uma contradigao. O

Vamos agora provar o teorema 3.1.

Demonstragao: do Teorema 3.1: Pelo lema 3.4 e 3.7, temos para todo 0 < o < 2,

(P2, Pgz) = (d.t) + (b.t) 2 //T93 2-o 2+_//T9x
_2—a/0 {Reﬁa Q}x_l’

por (3.10), temos
| fe~Tio||2 ||P+z||2—|— | Prz||* + 2(Pp 2, Pr2) > 2(Pp 2, Pr 2)

T
3,.2—a 2 a2 2a2
so—ar ) " ”_//f“ o), {roea},

Lembre-se que o(t,z) = 0(t)p(z) e p.(z) = ~3 l__c; Logo,
2702 = 2°(0(t)pa(2))? = 2 (—e(t);__D _ ﬁe%m?—a.

Além disso, ¢ = efi?z. Mas, ¢, = Ro,e®z + efi 2z, entretanto

0 < (Ro,z — 2,)? = R?0%2* — 2Ro .22, + 22,
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donde,

2 2.2 .2
2RO, 22, < RP0,2° + 23,

Somando em ambos os lados da desigualdade anterior o termo R?02z2 + 22, e

2Ro

depois multiplicando tudo por e**?, vem

R262R0'O_§z2+2R62Raamzzx+e2Ra 2 <2R2 2 2R0’Z +2€2Ro’ 2

ou seja,

<R6R00x2+€RU ) <2R2 2 QRJZ _|_2€2Ra 2

Portanto,

02 < 2R202e27 .2 4 922
Logo,
R33x* 2% + ROz 2 < R3@3x% €922 + ROx® < 2R%02eMo 2 4 262R"z§>
= R3Pz2 0202 4 o R332 2R 22 4 QROz 2o 12

S Co <R3Q3x27a62R0'22 + RQZL’a62RUZJ23> ’

2
onde CcC1 = m € Cy = max{l,cl, 2}
. 1 3 -
Tomemos c3 = min{ ———, — . Entao
22—a)?’' 2
9 T
/ fre 2o 4 —/ { ROz**z 2} > 3 R? // @322 + 03R// Hxazf.
Or 2—a j, lz=1 - .

Assim,

// (R393x2_a902 + RG:E”cpi) e 2R < // <R393x2_0‘z2 + R@xaz2>
T T
< @/ f26—2R0+C_2/ {RQmQO‘ 2} _
C3 Qr C3 |lz=1

Além disso, (az,)(1) = e % (ap,)(1) posto que z(1) = 0. Portanto,

T
// <R393$2—a¢2 —|—R9:130‘g0325> ¢ 2R < C/ f2 ~2Ro | C/ {RH@ 2Rax2agpi} .
T Qr 0 lz=1

O



CAPITULO 4

Controlabilidade

4.1 Desigualdade de observabilidade

Determinaremos neste capitulo a desigualdade de observabilidade, que poste-

riormente aplicaremos para obtermos a controlabilidade do problema (3.1).

Consideremos o seguinte problema adjunto

(v + (avg), =0 (t,z) € Qr
v(t,1) =0 te(0,7)
v(t,0) =0 para0 < a <1 (4.1)
e te(0,7)
(av,)(t,0) =0 paral <a <2
U(Ta fL‘) = UT($) ZAES (07 1)7

onde vr(z) é dado em L*(0,1).

Com a estimativa de Carleman obtida no Teorema 3.1, conluimos a seguinte

desigualdade de observabilidade para (4.1).

Teorema 4.1. Sejam 0 < a <2 e T > 0 dados e w um subintervalo nao-vazio de (0,1).

Entao existe k > 0 tal que, para toda vy € L*(0,1) a solu¢ao v de (4.1) satisfaz

/:1:va3:de<1€// (t, x)*dxdt. (4.2)

Para provarmos o Teorema acima faremos uso dos seguintes lemas, que provare-

mos a seguir.

Lema 4.2. (Desigualdade de Cacciopolis). Nas hipdteses do Teorema 4.1, para todo

T T
/ / e 72 dxdt < C(R, T)/ /v%la:dt,
0 w’ 0 w

84

R > 0 temos
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. . . . 2v0+ 21 w0+ 22
onde w' € um subintervalo ndo vazio de w = (xg, 1) dado por: W' = ( 03 L 3 1)

se 0 <axpg < <1.

Demonstragao: Notemos inicialmente que

lim e 29?2 - 0 e lim e 2f9y? — 0.

t—T— t—0t

Definamos a funcao ¢ : R — R dada por
0<&(z)<1 VzxeR
E(x)=1 para x € W
E(z) =0 para T & w.
Entao pra todo R > 0,
T d 1
— / d_/ 526_2RUU2 — // —2£2RU e 2Ro‘ 2 + 252 oy
0 t 0 T

= —2/ E2Roe 2Ry — 2/ e 2Ry (avy),

T
— _2/f §2R0t6_2R0U2+ /ﬁ (52 —2Ro ) avy
T
—Q/f §2R0te_2R"v2+2//Q a(€%e 2R ov, + e a2,
Qr Qr

Logo,

B /TQT ERoe " =2 7/T \/556*30%) (\/_(ie RU) U)
o Lomemee | [l [(o552)
<2/ QT5R062RUU2+//T< = Rafﬂv) / QT§2 ~2Ro,,

donde,
_Ro 2
/ §26—2Raa02 < 2/ €2R0 6—2RUU2+// (\/—(526 R )xv)
r — t —2Ro :
Qr Qr T 66

Notemos que

IS

526_2R0)

éfefRJ

\/5( L =2ake " — 2R/ aloe .
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Portanto,

T T T
/ / e H7g? < 2/ /Rate2R"v2+4/ /(aem"(l —Rox)202)
0 w! 0 w T 0 w
< C(R, T)/ /vQ.
0 w

Tomando C(R,T) = max{ 2R sup |o.e 2|, 4 sup |ae 2" (1 — Ro,)?|
te[0,T) te[0,T]
z€[0,1] z€[0,1]
O
Lema 4.3. Sejam 0 < o < 2 e T > 0 dados e w um subintervalo nao vazio de (0,1).
Existem constantes positivas Ry, C,ky > 0, tais que para toda vy € L*(0,1), a solugdo v

de (4.1) satisfaz, para todo R > Ry,

T T
/ / <R9xo‘vi + R363x2_av2> e 20 qrdt < C/ /U2dxdt.
o Jo 0 Jw

Demonstracao: Seja w = (xg,21) com 0 < zp < x; < 1 e consideremos a fungao
¥ : R — R( fungao cut-off) tal que
0<9(z)<1 VzeR

2
P(x) =1 para x € (0, %
2
P(x) =0 para x € %,1

Definamos ¢ := 1v onde v ¢é a solucdo de (4.1). Entao ¢ satisfaz
(ot (aps)e = (ap0)s + Yoav, = f (t,z) € Qr

o(t,1) =0 te(0,7)
(4.3)
©(t,0) =0 para0 < a <1
e te(0,7)
(ap,)(t,0) =0 paral <a <2,

posto que

pr+(ape)e = (Pv) + (a(Pv)e)a
= Yu + (a0 + apvy),
= v+ (aPv), +P(avy)s + Yrav,
= Y+ (ave)s) + (athav)e + Yoavs

= (a¢xv)x + ¢xavx = f7
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ainda,
p(t,1) =¢@)o(t, 1) =0 Vvt e(0,T),

©(t,0) = (Yv)(t,0) = (0)v(t,0) =0se 0 <a <1 Vte (0,T)

(aa)(1,0) = (a(0).)(£,0) = (aghew + auy)(£,0)
= 0 (0)(av)(1,0) + (0)(av,)(1,0) = 0.

Portanto, aplicando o Teorema 3.1 e usando o fato que ¢ = 0 numa vizinhanga

de x =1 (aqui ¢,(t,1) = 0), temos para todo R > R,

// <R39xag0§ + R393x2_°‘g02) e 2o drdt < c// fPe 2o dudt.
T T

Usando a definicao de v e considerando o fato que v, e 1., tém suporte em

W= (2””0%, %), podemos escrever

f2 = ((ahe0) s + Vpavy)? = (azthev + 2a2h, 0, + athey) Yo < Cs(0? + v2) X

Como a funcao a, é limitada sobre W', segue que,

T
// (R@xagoi + R393x2""g02) e 2R drdt < Cﬁ/ / e 27 (2 4 o) dodt,  (4.4)
T 0 w’

2x0+x1 xo+2x1 )

/.
ondew._( L,

Aplicando o lema 4.2, em (4.4), obtemos

/T /
0 0 210—0—11

T
/ <R9magpi + R303x2_0‘g02) e 2R dxdt

|
< j / (R@xo‘goi—i-R?’@g’Iz_agpz) =2 g
T
SCG/ /ezR"(vijLUZ)dxdt
0 w’

T T
< CeC(R, T)/ /U2+C’6/ /6_2R"v2d$dt.
0 w 0 w

2

5, existe

(2—a)

2zg+xq
3

(R@x%i + R393x2_%2> e 2o dydt

Tomando ¢y = max{p(z);z € [0,1]} =

C7 = max < C4C(R,T), Cs max e 27 %
<o
xe|0,
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tal que

2zg+xq
3

T
<R9m°‘v§ + R393x2_°‘v2> e 20 dudt < 07/ /Udedt. (4.5)
0 w

Iy

Para finalizar, devemos calcular uma desigualdade similar sobre o intervalo
(Wg&, 1). Mas, neste intervalo a equacao é parabdlica nao degenerada. Desta forma,
temos a estimativa de Carleman para o caso nao-degenerado, ou seja para R suficiente-

mente grande

T 1 T
/ / (Revfc - 339%2) e 2 dydt < Cy / / v2dxdt, (4.6)
0o Jotin 0 Jw

para alguma constante ¢; > 0.

Combinando (4.5),(4.6) e o lema 4.2 obtemos
T T
/ / <R6:c°‘v§ + R303x2’°‘02> e 2k R0 o qr < C/ /UQdSL’dt,
o Jo 0o Juw
onde k1 = max{co, 1 }. O

Passemos agora a demonstracao do Teorema 4.1 enunciado no inicio deste

capitulo.

Demonstracao:

0 = /01 (vt + (:zco‘vx)x> v dx

1 n 1 1d
— / |vg|*dx + [m"‘v:pvt} —/ UV dr > —=— r*v2dx.
0 0 0 2 dt 0

~ 1 , ~
Portanto, a funcao t — fo r%v2dx é crescente e entao

1 1
/ 2%02(0, 2)dr < / rv2(t,x)dr Wt €[0,T).
0 0

(0, z)dx :/ 2°v2(0, x)dxdt
T
4

L
< / ' / 0% (t, z)dxdt.
£ Jo
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Logo,
1 o 4
/xo‘vi((),x)dx < = /x“vi(t,x)dxdt
0 TJr Jo
4¥ 1
< Cy /on‘vi(t, Ye 2R dadt,
T Jo
4

1
de Cy = T
onde Cy t:{%g] {962k1R0 }

Utilizando o lema 4.3, segue que

1 T
/ 7%v2(0, z)dr < k:/ /v2dxdt.
0 0 w

4.2 Controlabilidade

De modo a obtermos a controlabilidade do problema (3.1), faremos uso da

desigualdade de observabilidade,

/0 (0,22 < ¢ /0 ' /w ot )2dadt. (@)

A desigualdade acima seguird da desigualdade de observabilidade do Teorema

4.1 e da desigualdade do tipo Hardy.

Para o # 1, aplicamos a desigualdade de Hardy (Lema 3.3) com o* = « de

modo a obter

1 A 1 T
/ 72 2(0, 2)*dzr < —2/ 7%(v,(0, 7)) *dw < 010/ /v2dxdt.
0 (L—a)* Jo 0 Jw

No caso em que a = 1, de (4.2) temos que, para todo 0 <7 < 1,

1 1 T
/ 20, x)dr < / 202 (0, z)dr < k:/ /Udedt.
0 0 0 Juw

Aplicando a desigualdade de Hardy com a* = 1 + n temos

1 1 T
4
/ "% (0, 2)dr < —2/ 20, x)dr < C’n/ /de:Udt.
0 = Jo 0 Jw

Em ambos os casos, temos a existéncia de uma constante Cio > 0 tal que (4.7)

se verifica.
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Teorema 4.4. Sejam 0 < a < 2 e T > 0 dados e w um subintervalo nao-vazio do
intervalo (0,1). Entao para todo uy € L?(0,1), existe f € L*((0,T) x (0,1)) tal que a

solug¢do do problema degenerado (5.1) satisfaz w(T) =0 em (0,1).

Demonstragao: Inicialmente, observemos que A = (au,), é auto-adjunto e
B: L*(0,T; L*(0,1)) — L*(0,T, L*(w))

dado por Bf = fx_, também ¢é auto-adjunto.

Seja S(t), t € [0,T], o semigrupo gerado pelo operador —A e denotemos por

u/(t) a solucao para o problema

(u, — Au= fx, (t,z) € Qr
u(t,1) =0 te(0,7)
u(t,0) =0 para0 < a <1 (4.8)
e te (0,7T)
(auz)(t,0) =0 paral<a <2
| u(0,2) = up(x) z e (0,1)

Para cada t definamos o operador
L;: L*0,T;L%*0,1)) — L?(0,1)
f - Lif

dado por L, f = /t S(t—s)Bf(s)ds.
0

Notemos que podemos escrever
ul (t) = S(t)yug + Lof; YV f € L*0,T; L*(0,1)).

Para maiores detalhes ver [29]

Definamos, para cada ¢ > 0, o funcional

1

[ sl oy (1.9

Afirmo: J, é diferenciavel a Gateaux.
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Com efeito, sejam f e g € L?(0,T; L?(0,1)) entao

J/(f g) — lim J€(f+)‘g) - Je(g)

=t [l Do - i L
A=0 N |2, 2€ 2 Jo 2¢

‘ 11 T ) )\2 T ) T 1 s )
= i 5 [P [ el A [ (g o (7))
- 0 0 0 €

+ 2Ll + 2! (T, Lrg) — & /T||f|r2dt—i||uf<T>||2
2¢ 1779 € B9y 0 2¢

= | 0.9+ (D), L)

Assim J, é diferenciavel a Gateaux em f e

TAF.9) = (iPa) = [ (090t + £ (D), Lag). Vg € 0.7 120,1),

(4.10)
Assim, pela proposicao (1.37) existe f¢ € L*(0,7T; L*(0,1)) tal que
‘)= i . 4.11
Je(f°) pere@ o) Je(f) (4.11)
Ponhamos v/ = u¢.
Temos que
1 € 2 1 g €12 2
e MIF+5 1Pt < cluoll™ (4.12)
€ 0
De fato, de (4.11) decorre da proposi¢ao (1.39) que
T 1
(HF99) = [ (@0t + (D), Lrg) =0, (4.13)
0
para toda g € L?(0,T; L?(0,1)), ou seja,
r 1
|0+ L) 0)de =0, ¥ g € 20,7 L(0.1).
0
Assim
1
fe=—=Liu(T). (4.14)
€

Calculemos Liwy, para vy € L*(0,1). Seja g € L*(0,T; L*(0,1)),

| zi.a6)ds = . Lro)
:/0 (Uo,S(T—S)Bg(S))dS:/O (B*S(t — s)vo, g(s))ds.



CAPITULO 4. CONTROLABILIDADE

Donde,

(Livg) = B*S(T — s)vg = BS(T — s)vp; Yo € L*(0,1).

Notemos que v(s) = S(T — s)vy ¢ a solugao de

{v’(s)+Av(s):O 0<s<T
v(T) = wo.

Sendo assim, de(4.14) e (4.15)
f(s)=—=BS(T —s) [—uE(T)] = —Bu,,
onde v, é solucao de
1

ve(T) = —u(T)

€

{ vl + Av. =0
De (4.16) e do fato que u® é solugao de (4.8) com f¢ concluimos que

(u' — Au + BBu,,v) =0, e u(0)=up
1
(vl + Ave,u) =0, e v (T)=-

Somando as igualdade acima vem que

T d T
/ — (uf,ve)dt + / (BBuv,,v)dt =0,
o dt 0

ou seja,

(ue(T)we(T))—(UG(O),%(O)H/O | Bue||*dt = 0.

Donde,
P+ [ [ o = ) v00)

Por outro lado, da estimativa de observabilidade (4.7), obtemos
T
v (0)||?dx < c/ /|v€(t)|2dt.
0 w

De (4.17), (4.18) e para 7 suficientemente pequeno segue que

P+ [ [ o<l o)

o que prova o desejado em (4.12).

92

(4.15)

(4.16)

(4.17)

(4.18)
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De posse a desigualdade (4.12) temos que
T
| iseenpae <
0

[ (T)]* < ec.
Logo, existem uma subsequéncias {f} e {u(T)} tais que

fe—f em L*0,T;L*0,1)) (4.19)

u'(T) =0 em L*(0,1). (4.20)

Notemos que (4.19) ocorre se, e somente se (g, f€) — (g, f) Vg € L*(0,T, L*(0,1)),

ou seja, se, e somente se
/(( dSH/ ))ds, ¥ g € L*(0,T, L*(0,1)).
Mostremos que u¢(t) — u/(t) em L?(0, 1), para todo t € [0, T].

(9(t),u”(t)) = (g9(t), S(t)uo + L f°)
= (9(1),5(t)uo) + (gt Lif°)

(Lig(s), f<(s))ds

T
(Lig(s ))ds

= (9(t), S)uo + (9 ) Ly f)

Portanto, u*(T) = u/*(T) — u/(T).

Da convergéncia acima e de (4.20) vem que

u/ (T) = 0.

O que finaliza a demosntracao. O
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