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Resumo

Neste trabalho mostramos a existência e unicidade de soluções regulares e fra-

cas bem como a controlabilidade para a equação parabólica degenerada abaixo, utilizando

estimativas de Carleman.





ut − (aux)x = hχω (t, x) ∈ (0, T )× (0, 1)

u(t, 1) = 0 t ∈ (0, T )

e





u(t, 0) = 0 para 0 ≤ α < 1

(aux)(t, 0) = 0 para 1 ≤ α < 2
t ∈ (0, T )

u(0, x) = u0(x) x ∈ (0, 1),

onde a(x) = xα, 0 ≤ α < 2.

Palavras-chave: Equação do Calor, Operador parabólico degenerado, Estima-

tivas de Carleman, Controlabilidade.



Abstract

In this work we prove the existence of smooth and weak solutions as well as the

controllability for the degenerate parabolic equation below, using Carleman estimates.





ut − (aux)x = hχω (t, x) ∈ (o, T )× (0, 1)

u(t, 1) = 0 t ∈ (0, T )

e





u(t, 0) = 0 para 0 ≤ α < 1

(aux)(t, 0) = 0 para 1 ≤ α < 2
t ∈ (0, T )

u(0, x) = u0(x) x ∈ (0, 1)

where a(x) = xα, 0 ≤ α < 2.

Key words: Heat equation, Degenerate parabolic operator, Carleman esti-

mates, Controllability.
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Introdução

O estudo de controlabilidade para equações parabólicas não degeneradas tem

atráıdo o interesse de muitos autores na década passada. Trabalhos pioneiros como [11, 12,

13], entre outros, deram um progresso substancial para o entendimento das propriedades

de controlabilidade de equações parabólicas não degeneradas com coeficientes variáveis.

Por outro lado, poucos resultados são conhecidos para equações que podem

degenerar, embora muitos problemas que são relevantes em aplicações são descritos por

equações parabólicas que degeneram na fronteira do domı́nio.

Nosso objetivo neste trabalho, é apresentar de forma mais didática os resul-

tados obtidos por P. Cannarsa, P. Martinez e J. Vancostenoble em [6]. Nesse artigo os

autores estudaram a controlabilidade exata de um modelo simples de equação parabólica

degenerada, dada por

ut − (xαux)x = hχω x ∈ (0, 1), t ∈ (0, T ),

onde o controle h está agindo sobre um subintervalo não vazio ω de (0, 1) e α ∈ [0, 2).

De modo a estudar as propriedades de controlabilidade para o problema em questão, os

autores necessitaram obter estimativas Carleman para o problema adjunto.

O resultado apresentado é ótimo posto que, para α ≥ 2, o problema conside-

rado não é exatamente controlável.

No caṕıtulo 1, apresentamos os resultados preliminares, os quais serão úteis no

decorrer de todo este trabalho, além dos conceitos teóricos relevantes ao objetivo proposto.

No caṕıtulo 2, apresentamos o problema sugerido. Definimos o espaço de

Hilbert onde buscamos a existência e unicidade de solução. Para a obtenção da existência

e unicidade de solução no caso regular, utilizamos o Método de Faedo-Galerkin. Para o

11
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caso fraco, foi utilizado o Método Direto.

No caṕıtulo 3, apresentamos o problema adjunto ao problema proposto para

o qual obtivemos uma estimativa de Carleman. A estimativa de Carleman foi provada

inicialmente para o caso regular e usando argumentos de densidade foi provada para o

caso fraco.

No caṕıtulo 4, realizamos o estudo da controlabilidade do problema. Após a

obtenção da estimativa de Carleman feita no Caṕıtulo 3, conclúımos duas desigualdades

de observabilidade que foram fundamentais para a mostrar que o problema em questão é

exatamente controlável.



Caṕıtulo 1

Preliminares

Neste caṕıtulo, enumeraremos alguns resultados que serão usados no desen-

volvimento do nosso trabalho. No entanto, por serem resultados familiares, omitiremos

assim as suas demonstrações, as quais podem facilmente serem encontradas em nossas

referências.

1.1 Distribuições e Espaços Funcionais

1.1.1 Noção de Derivada Fraca

No estudo de problemas descritos pelas equações diferenciais parciais cujos

dados iniciais não são regulares o suficiente para possúırem derivada no sentido clássico,

faz-se necessária a introdução de um novo conceito de derivada.

Para entendermos tal conceito necessitamos de algumas definições:

1o) Espaço das funções testes

Dados α = (α1, α2, . . . , αn) ∈ Nn e x = (x1, x2, . . . , xn) ∈ Rn, representaremos

por Dα o operador derivação de ordem α definido por

Dα =
∂|α|

∂x1
α1∂x2

α2 . . . ∂xn
αn

,

onde |α| =
n∑

i=1

αi. Se α = (0, 0, . . . , 0), defini-se Dαu = u.

Seja Ω um aberto do Rn. Denotaremos por C∞
0 (Ω) o conjunto das funções

ϕ : Ω → K (onde K = R ou K = C) que são infinitamente diferenciáveis em Ω e que tem

suporte compacto, onde suporte ϕ é o fecho do conjunto {x ∈ Ω; ϕ(x) 6= 0} em Ω, ou seja,

supp (ϕ) = {x ∈ Ω; ϕ(x) 6= 0}Ω
.

13



CAPÍTULO 1. PRELIMINARES 14

Dizemos que uma seqüência {ϕν} ⊂ C∞
0 (Ω) converge para zero, e denotamos

ϕν → 0, se, e somente se, existe um subconjunto compacto K de Ω, tal que:

i) supp (ϕν) ⊂ K, ∀ ν ∈ N;

ii) Dαϕν → 0 uniformemente sobre K, ∀α ∈ Nn.

Dizemos que uma seqüência {ϕν} ⊂ C∞
0 (Ω) converge para ϕ ⊂ C∞

0 (Ω) quando

a seqüência {ϕν − ϕ} converge para zero no sentido acima definido.

O espaço C∞
0 (Ω), munido desta noção de convergência, é denominado espaço

das funções testes , e denotado por D(Ω).

2o) Distribuição sobre um aberto Ω ⊂ Rn

Definimos como distribuição sobre Ω a toda forma linear e cont́ınua em D(Ω).

O conjunto de todas as distribuições sobre Ω é um espaço vetorial, o qual representa-

se por D′
(Ω), chamado espaço das distribuições sobre Ω, munido da seguinte noção de

convergência: Seja (Tν) uma sucessão em D′
(Ω) e T ∈ D′

(Ω). Diremos que Tν → T em

D′
(Ω) se a seqüência numérica {〈Tν , ϕ〉} converge para 〈T, ϕ〉 em R, ∀ ϕ ∈ D(Ω).

3o) Denotaremos por L1
loc(Ω) o espaço das (classes de) funções u : Ω → K tais

que |u| é integrável no sentido de Lebesgue sobre cada compacto K de Ω.

De posse destas definições estamos aptos a entender este novo conceito de

derivada. Sobolev introduziu, em meados de 1936, uma noção global de derivada a qual

denominou-se derivada fraca , cuja construção dar-se-á a seguir:

Sejam u, v definidas num aberto limitado Ω do Rn, cuja fronteira Γ é regular.

Suponhamos que u e v possuam derivadas parciais cont́ınuas em Ω = Ω∪Γ. Se u ou v se

anula sobre Γ, obtemos do lema de Gauss que

∫

Ω

u
∂v

∂xk

dx = −
∫

Ω

v
∂u

∂xk

dx.

A expressão anterior motivou a derivada fraca dada por Sobolev: Uma função

u ∈ L1
loc(Ω) é derivável no sentido fraco em Ω, quando existe uma função

v ∈ L1
loc(Ω) tal que ∫

Ω

u(x)
∂ϕ(x)

∂xk

dx = −
∫

Ω

v(x)ϕ(x)dx,
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para toda ϕ ∈ D(Ω).

Embora, tal conceito de derivada ter sido um marco na evolução do conceito

de solução de uma equação diferencial, ela apresenta uma grave imperfeição no fato que

nem toda função de L1
loc(Ω) possui derivada neste sentido. No intuito de sanar este tipo

de problema, Laurent Schwartz, em meados de 1945, introduziu a noção de derivada

distribucional, a qual generaliza a noção de derivada formulada por Sobolev, como segue:

Seja T uma distribuição sobre Ω e α ∈ Nn. A derivada de ordem α de T , no

sentido das distribuições, é definida por:

〈DαT, ϕ〉 = (−1)|α|〈T, Dαϕ〉;∀ϕ ∈ D(Ω).

Verifica-se que DαT é ainda uma distribuição e que o operador

Dα : D′
(Ω) → D′

(Ω), tal que a cada T associa-se DαT , é linear e cont́ınuo.

1.1.2 Os Espaços Lp(Ω)

Seja Ω um aberto do Rn. Representaremos por Lp(Ω), 1 ≤ p ≤ +∞, o espaço

vetorial das (classes de) funções definidas em Ω com valores em K tais que |u|p é integrável

no sentido de Lebesgue em Ω.

Teorema 1.1. (Teorema da Convergência Dominada de Lebesgue) Seja (uν)ν∈N

uma seqüência de funções integráveis num aberto Ω ⊂ Rn, convergente quase sempre para

uma função u. Se existir uma função u0 ∈ L1(Ω) tal que |uν | ≤ u0 quase sempre, ∀ ν ∈ N
então u é integrável e tem-se ∫

Ω

u = lim
ν→∞

∫

Ω

uν .

Demonstração: Ver [20].

O espaço Lp(Ω) munido da norma

‖u‖Lp(Ω) =

(∫

Ω

|u(x)|pdx

) 1
p

, para 1 ≤ p < +∞

e

‖u‖L∞ = sup
x∈Ω

ess|u(x)|, para p = +∞,
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é um espaço de Banach.

No caso p = 2, L2(Ω) é um espaço de Hilbert.

Proposição 1.2. (Desigualdade de Young) Sejam 1 < p , q < ∞ tal que
1

p
+

1

q
= 1 e a, b > 0. Então

ab ≤ ap

p
+

bq

q
.

Demonstração: Ver [3].

Da desigualdade de Young, segue a ε− desigualdade, dada por

a1b1 ≤ εap
1

p
+

bq
1

ε
q
p q

(1.1)

onde a = p
√

εa1 e b =
b1

p
√

ε
na desigualdade de Young.

Proposição 1.3. (Desigualdade de Minkowski) Sejam 1 ≤ p ≤ ∞ e f, g em Lp(Ω),

então

‖f + g‖Lp(Ω) ≤ ‖f‖Lp(Ω) + ‖g‖Lp(Ω).

Demonstração: Ver [20].

Proposição 1.4. (Desigualdade de Hölder) Sejam u ∈ Lp(Ω) e v ∈ Lq(Ω) com

1 ≤ p ≤ ∞ e
1

p
+

1

q
= 1. Então uv ∈ L1(Ω) e temos a desigualdade

∫

Ω

|uv| ≤ ‖u‖Lp(Ω)‖v‖Lq(Ω).

Demonstração: Ver [3].

Segue como corolário da proposição anterior o seguinte resultado:

Corolário 1.5. (Desigualdade de Hölder generalizada) Sejam f1, f2, . . . , fk funções,

tais que fi ∈ Lpi(Ω), pi ≥ 1, 1 ≤ i ≤ k, onde
1

p1

+
1

p2

+ . . . +
1

pk

=
1

p
e

1

p
≤ 1. Então o

produto f = f1f2 . . . fk ∈ Lp(Ω) e

‖f‖Lp(Ω) ≤ ‖f1‖Lp1(Ω)‖f2‖Lp2 (Ω) . . . ‖fk‖Lpk (Ω).
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Proposição 1.6. (Desigualdade de Interpolação) Se u ∈ Lp(Ω) ∩ Lq(Ω) com 1 ≤
p ≤ q ≤ ∞ então u ∈ Lr(Ω) para todo p ≤ r ≤ q e se tem a desigualdade

‖u‖Lr(Ω) ≤ ‖u‖θ
Lp(Ω)‖u‖1−θ

Lq(Ω)

onde 0 ≤ θ ≤ 1 verifica
1

r
=

θ

p
+

1− θ

q
.

Demonstração: Ver [22].

Além dos resultados acima, temos ainda os seguintes resultados:

i) Lp(Ω) é reflexivo para todo 1 < p < +∞;

ii) Lp(Ω) é separável para todo 1 ≤ p < +∞;

iii) D(Ω) tem imersão cont́ınua e densa em Lp(Ω) para todo 1 ≤ p < +∞;

iv) Se (fn) é uma seqüência em Lp(Ω) e f ∈ Lp(Ω) são tais que ‖fn − f‖Lp(Ω) → 0 então

existe uma subseqüência (fnk
) tal que fnk

(x) → f(x) quase sempre em Ω.

Proposição 1.7. (Teorema da Representação de Riesz) Sejam

1 < p < +∞, ϕ ∈ (Lp(Ω))
′
com

1

q
+

1

p
= 1. Então existe uma única u ∈ Lq(Ω), tal

que

〈ϕ, v〉 =

∫

Ω

u(x)v(x)dx, ∀v ∈ Lp(Ω) e ‖u‖Lq(Ω) = ‖ϕ‖
(Lp(Ω))

′ .

Demonstração: Ver [3].

Quando p = ∞, temos:

Proposição 1.8. Seja ϕ ∈ (L1(Ω))
′
, então existe uma única u ∈ L∞(Ω) tal que

〈ϕ, v〉 =

∫

Ω

u(x)v(x)dx, ∀v ∈ L1(Ω) e ‖u‖L∞(Ω) = ‖ϕ‖
(L1(Ω))

′ .

Demonstração: Ver [3].

Denotaremos por Lp
loc(Ω), 1 ≤ p < +∞ o espaço das (classes de) funções

u : Ω → K tais que |u|p é integrável no sentido de Lebesgue sobre cada compacto K de Ω

munido da seguinte noção de convergência: Uma sucessão uν converge para u ∈ Lp
loc(Ω)

se para cada compacto K de Ω tem-se:

pK(uν − u) =

(∫

K

|uν(x)− u(x)|pdx

) 1
p

→ 0.
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Proposição 1.9. (Lema de Du Bois Raymond) Seja u ∈ L1
loc(Ω), então Tu = 0

se, e somente se, u = 0 quase sempre em Ω. Aqui, Tu é a distribuição definida por

〈Tu, ϕ〉 =
∫

Ω
u(x)ϕ(x)dx, ∀ϕ ∈ D(Ω).

Demonstração: Ver [21].

Desta proposição tem-se que Tu fica univocamente determinada por u ∈ L1
loc(Ω),

isto é, se u, v ∈ L1
loc(Ω), então Tu = Tv se, e somente se, u = v quase sempre em Ω.

Proposição 1.10. Seja (uν)ν∈N ⊂ Lp
loc(Ω), 1 ≤ p < +∞, tal que uν → u em Lp

loc(Ω),

então uν → u em D′
(Ω).

Demonstração: Ver [21].

Lema 1.11. (Lema de Gronwall)Sejam z ∈ L∞(0, T ) e f ∈ L1(0, T ) tais que z(t) ≥ 0,

f(t) ≥ 0 e seja c uma constante não negativa. Se

f(t) ≤ c +

∫ t

0

z(s)f(s)ds, ∀t ∈ [0, T ],

então

f(t) ≤ ce
∫ t
0 z(s)ds, ∀t ∈ [0, T ].

Demonstração: Ver [19].

Proposição 1.12. Seja u ∈ Lp(I), I ⊂ R com 1 < p ≤ ∞. As seguintes propriedades

são equivalentes.

(i) u ∈ W 1,p(I)

(ii) Existe um constante c > 0 tal que

∣∣∣∣
∫

I

uϕ′
∣∣∣∣ ≤ c||ϕ||Lp′ (I) ∀ ϕ ∈ C∞

0 (I),

onde p′ é o expoente conjugado de p.

(iii) Existe uma constante c > 0 tal que para todo aberto ω ⊂⊂ I e todo h ∈ R com

|h| < dist(ω, {I) se verifica

||Thu− u||Lp(ω) ≤ c|h|.

Ainda mais, pode-se tomar c = ||u′||Lp em (ii) e (iii).



CAPÍTULO 1. PRELIMINARES 19

Demonstração: Ver [3].

Observação 1.13. De acordo com [3] temos os seguintes resultados.

(a) Quando p = 1, permanecem válidas as seguintes implicações (i) ⇒ (ii) ⇔ (iii).

(b) Supondo I limitado. As funções que verificam (i), ou seja, funções de W 1,1 são as

funções absolutamente cont́ınuas . Estas são caracterizadas pela seguinte propriedade.

Para todo ε > 0 existe δ > 0 tal que para toda sucessão finita de intervalos

disjuntos ]ak, bk[ de I com

n∑

k=1

|bk − ak| < δ, implica

n∑

k=1

|f(bk)− f(ak)| < ε

Proposição 1.14. Seja F ⊂ E um espaço vetorial tal que F 6= E. Então, existe f ∈ E ′,

f 6≡ 0 tal que 〈f, x〉 = 0 para todo x ∈ F .

Demonstração: Ver [3].

Segue do Corolário acima a seguinte resultado.

Observação 1.15. Seja E um espaço normado e F ⊂ E um subespaço vetorial, se para

toda f ∈ E ′ tal que 〈f, x〉 = 0 para todo x ∈ F tivermos f ≡ 0. Então F é denso em E.

1.1.3 Espaços de Sobolev

Seja Ω um aberto do Rn, 1 ≤ p ≤ +∞ e m ∈ N. Se u ∈ Lp(Ω) sabemos que

u possui derivadas de todas as ordens no sentido das distribuições, mas não é verdade,

em geral, que Dαu seja uma distribuição definida por uma função de Lp(Ω). Quando

Dαu é definida por uma função de Lp(Ω) defini-se um novo espaço denominado espaço de

Sobolev . Representa-se por Wm,p(Ω) o espaço vetorial de todas as funções u ∈ Lp(Ω),

tais que para todo |α| ≤ m, Dαu pertence à Lp(Ω), sendo Dαu a derivada no sentido das

distribuições.

O espaço Wm,p(Ω) munido da norma

‖u‖m,p =


 ∑

|α|≤m

∫

Ω

|Dαu|pdx




1
p

, para 1 ≤ p < ∞,
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e

‖u‖m,∞ =
∑

|α|≤m

sup
x∈Ω

ess|Dαu(x)|, para p = ∞

é um espaço de Banach.

Representa-se Wm,2(Ω) = Hm(Ω) devido a sua estrutura hilbertiana, ou seja,

os espaços Hm(Ω) são espaços de Hilbert.

É sabido que C∞
0 (Ω) é denso em Lp(Ω) com p < +∞, mas não é verdade que

C∞
0 (Ω) é denso em Wm,p(Ω) para m ≥ 1. Motivado por esta razão define-se o espaço

Wm,p
0 (Ω) como sendo o fecho de C∞

0 (Ω) em Wm,p(Ω), isto é,

C∞
0 (Ω)

W m,p(Ω)
= Wm,p

0 (Ω).

Observação: Quando Ω é um aberto limitado em alguma direção xi de Rn e

1 ≤ p < ∞ consideramos Wm,p
0 (Ω) munido da norma

‖u‖ =


 ∑

|α|=m

∫

Ω

|Dαu(x)|pdx




1
p

que é equivalente a norma ‖u‖m,p.

Suponha que 1 ≤ p < ∞ e 1 < q ≤ ∞ tal que
1

p
+

1

q
= 1. Representa-se

por W−m,q(Ω) o dual topológico de Wm,p
0 (Ω). O dual topológico de Hm

0 (Ω) denota-se por

H−m(Ω).

Prosseguindo nas definições dos espaços que utilizaremos ao longo deste tra-

balho, vamos caracterizar os espaços Hs(Ω), s ∈ R. Para isso consideremos o espaço de

Schwartz,

S = {ϕ ∈ C∞(Rn); lim
‖x‖→∞

p(x)Dαϕ(x) = 0 ∀ polinômio p de n variáveis reais e α ∈ Nn}.

Denominado por espaço das funções rapidamente decrescente no infinito, S
′

o dual to-

pológico de S e para cada função u ∈ L1(Rn) a transformada de Fourier de u definida

por

û(x) = (2π)
−n
2

∫

Rn

e−i(x,y)u(y)dy,

onde (x, y) =
n∑

j=1

xjyj.
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Definimos, para todo s ∈ R

Hs(Rn) =
{

u ∈ S
′
; (1 + ‖x‖2)

s
2 û ∈ L2(Rn)

}
.

Além disso, se s ≥ 0 temos que H−s(Rn) = (Hs(Rn))
′
e Hs(Rn) ↪→ L2(Rn) ↪→ H−s(Rn).

Seja Ω um aberto do Rn, ou o semi-espaço Rn
+. Consideremos a aplicação:

rΩ : L2(Rn) → L2(Ω)
u 7→ u|Ω

que leva u na sua restrição a Ω. Assim, para s ≥ 0 temos que

Hs(Ω) = {v|Ω; v ∈ Hs(Rn)}

e

H−s(Ω) = (Hs
0(Ω))

′
onde Hs

0(Ω) = C∞
0

Hs(Ω)
.

Teorema 1.16. (Imersão de Sobolev) Seja Ω um aberto do Rn, então

Hm(Ω) ↪→ Ck(Ω), se m >
n

2
+ k.

Demonstração: Ver [19].

Proposição 1.17. Sejam Ω um conjunto aberto limitado do Rn, de classe Cm e m um

inteiro tal que m ≥ 1; e 1 ≤ p < ∞. Então temos as seguintes imersões cont́ınuas:

se
1

p
− m

n
> 0 então Wm,p(Ω) ↪→ Lq(Ω), onde

1

q
=

1

p
− m

n
,

se
1

p
− m

n
= 0 então Wm,p(Ω) ↪→ Lq(Ω), ∀ q ∈ [p, +∞[,

se
1

p
− m

n
< 0 então Wm,p(Ω) ↪→ L∞(Ω).

Demonstração: Ver [7].

Teorema 1.18. (Teorema de Rellich Kondrachov) Seja Ω um subconjunto aberto

limitado do Rn, Ω de classe C1 e 1 ≤ p ≤ ∞. Então

se p < n então W 1,p(Ω) ↪→c Lq(Ω), ∀ q ∈ [1, p∗[, onde
1

p∗
=

1

p
− 1

n
,

se p = n então W 1,p(Ω) ↪→c Lq(Ω), ∀ q ∈ [1, +∞[,

se p = n então W 1,p(Ω) ↪→c C(Ω).
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Demonstração: Ver [7].

Notação:
c

↪→ indica imersão compacta.

Proposição 1.19. (Desigualdade de Sobolev, Gagliardo, Nirenberg) Se 1 ≤ p <

n, então

W 1,p(Rn) ⊂ Lp∗(Rn),

onde p* vem dado por
1

p∗ =
1

p
− 1

n
, existe uma constante C = C(p, n) tal que

‖u‖Lp∗ ≤ C‖∇u‖Lp ∀ u ∈ W 1,p(Rn).

Demonstração: Ver [3].

Teorema 1.20. Quando n > 2 temos a inclusão H1(Rn) ↪→ Lρ(Rn) para todo ρ satis-

fazendo 2 ≤ ρ ≤ p, onde p é dado por:
1

p
=

1

2
− 1

n
.

Demonstração: Ver [10].

1.2 Espaços Funcionais à Valores Vetoriais

Nesta seção iremos determinar os espaços em que são levados em conta as

variáveis temporal e espacial, o qual é necessário para dar sentido a problemas de evolução.

Para cada t ∈ [0, T ] fixo, interpretamos a função x 7→ u(x, t) como um elemento

do espaço X. Denotaremos este elemento como u(t) ∈ X com valores no espaço X.

Seja X um espaço de Banach, a, b ∈ R.

O espaço Lp(a, b; X), 1 ≤ p < +∞, consiste das funções (classes) mensuráveis

sobre [a, b] com imagem em X, ou seja as funções u : (a, b) → X, tais que

‖u‖Lp(a,b;X) :=

(∫ b

a

‖u(t)‖p
Xdt

) 1
p

< ∞.

O espaço L∞(a, b; X) consiste das funções (classes) mensuráveis sobre [a, b]

com imagem em X, as funções u : (a, b) → X limitadas quase sempre em (a, b). A norma

neste espaço é dada por

‖u‖L∞(a,b;X) := sup ess‖u(t)‖X .
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O espaço Cm([a, b]; X), m = 0, 1, . . . , consiste de todas as funções cont́ınuas

u : [a, b] → X que possuem derivadas cont́ınuas até a ordem m sobre [a, b]. A norma é

dada por

‖u‖ :=
m∑

i=0

max
t∈[a,b]

|u(i)(t)|.

Vejamos algumas propriedades desses espaços, as quais podem ser encontradas

em [30]

Proposição 1.21. Sejam m = 0, 1, . . . , e 1 ≤ p < +∞, X e Y espaços de Banach.

(a) Cm([a, b]; X) é um espaço de Banach sobre K.

(b) Lp(a, b; X), 1 ≤ p < +∞ e L∞(a, b; X), são espaços de Banach sobre K.

(c) O conjunto de todas as funções degrau é denso em Lp(a, b; X).

(d) C([a, b]; X) é denso em Lp(a, b; X) e a imersão C([a, b]; X) ↪→ Lp(a, b; X) é cont́ınua.

(e) Se X é um espaço de Hilbert com produto escalar (., .)X , então L2(a, b; X) é também

um espaço de Hilbert com produto escalar

(u, v)L2(a,b;X) :=

∫ b

a

(u(t), v(t))Xdt.

(f) Lp(a, b; X) é separável, se X for separável e 1 ≤ p < +∞.

(g) Se X ↪→ Y , então Lr(a, b; X) ↪→ Lq(a, b; Y ), 1 ≤ q ≤ r ≤ +∞.

Lembremos que se U e Ψ são dois espaços vetoriais topológicos, temos que

L(U, Ψ) denota o espaço das funções lineares e cont́ınuas de U em Ψ.

O espaço das distribuições sobre (a, b) com imagem em X, será denotado por

D′(a, b; X).

Logo, D′(a, b; X) = L(D(a, b); X), ou seja, é o conjunto de todas as aplicações

lineares e limitadas de D(a, b) em X. Temos a seguinte noção de convergência em

D′(a, b; X). Seja S ∈ D′(a, b; X) logo S : D(a, b) 7→ X é linear e se θµ → θ em D(a, b)

então 〈S, θµ〉 → 〈S, θ〉 em X. Diremos que Sν → S em D′(a, b; X) se 〈Sν , θ〉 → 〈S, θ〉
em X, ∀ θ ∈ D(a, b). Cada elemento desse conjunto é uma distribuição sobre (a, b) com

valores no espaço de Banach X.
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A derivada
dS

dt
para S ∈ D′(a, b; X), é definida com um único elemento deste

espaço a qual satisfaz,

〈
dS

dt
, ϕ

〉
= −

〈
S,

dϕ

dt

〉
∀ϕ ∈ D(a, b).

A função S 7→ dS

dt
é uma função cont́ınua de D′(a, b; X) sobre ele mesmo.

Agora se f ∈ L2(a, b; X) definimos f̃ ∈ D′(a, b; X) por

〈f̃ , ϕ〉 =

∫ b

a

f(t)ϕ(t)dt ∀ϕ ∈ D(a, b)

a função f 7→ f̃ de L2(a, b; X) → D′(a, b; X) é linear e cont́ınua, e ainda é injetor e desta

forma identificamos f̃ com f e obtemos

L2(a, b; X) ↪→ D′(a, b; X).

O espaço L1
loc(a, b; X) é o espaço das funções u tal que para todo compacto K ⊂ (a, b),

uχ
K

pertence à L1(a, b; X), onde χ
K

denota a função caracteŕıstica de K.

Definição 1.22. Seja J ∈ D(R), tal que J ≥ 0 e

∫

R
J(t)dt = 1. Dado ε > 0, definamos

Jε =
1

ε
J

(
t

ε

)
e (Jε ∗ u)(t) =

∫

R
Jε(t− s)u(s)ds

para as funções u em que o lado direito da última igualdade faz sentido.

Proposição 1.23. Seja u uma função definida sobre R, que anula-se fora de um intervalo

I.

(a) Se u ∈ L1
loc(R; X), então Jε ∗ u ∈ C∞(R; X).

(b) Se u ∈ L2(R; X), então Jε ∗ u ∈ L2(R; X). Além disso, ‖Jε ∗ u‖L2(R;X) ≤ ‖u‖L2(R;X) e

lim
ε−→0+

‖Jε ∗ u‖L2(R;X) = u.

Fazendo as devidas adaptações, encontramos a demonstração desta proposição

por exemplo em [15]

O espaço dual de Lp(a, b; X). Consideremos Y = Lp(a, b; X), temos a seguinte

relação de dualidade Y ′ = Lq(a, b; X ′) com 1
p

+ 1
q

= 1. Devido ao Teorema seguinte.
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Teorema 1.24. Seja X um espaço de Banach reflexivo e separável, 1 < p < +∞,

1
p

+ 1
q

= 1.

(a) Cada função v ∈ Lq(a, b; X ′) corresponde a um único funcional v ∈ Y ′ dada por

〈v, u〉 =

∫ b

a

〈v(t), u(t)〉Xdt ∀u ∈ Y. (1.2)

Reciprocamente, para cada v ∈ Y ′ corresponde a exatamente uma função v ∈
Lq(a, b; X ′) dada por (2.12). Além disso

‖v‖Y ′ = ‖v‖Lq(a,b;X′)

(b) O espaço de Banach Lp(a, b; X) é reflexivo e separável.

Demonstração: Ver [30].

Assim podemos identificar Y ′ com Lq(a, b; X ′), pois pelo Teorema acima existe

um isomorfismo isométrico. Donde

〈v, u〉 =

∫ b

a

〈v(t), u(t)〉Xdt; ‖v‖ =

(∫ b

a

‖v(t)‖q
X′dt

) 1
q

∀u ∈ Y ∀v ∈ Y ′

O espaço W (a, b), sejam a e b dois números reais finitos ou não, a < b, X e Y

espaços de Banach com X denso em Y e m ≥ 1 inteiro, definamos

W (a, b) := {u ∈ L2(a, b; X);
dmu

dtm
= u(m) ∈ L2(a, b; Y )}

onde u(m) é neste sentido uma distribuição em D′(a, b; X). A norma é dada por

‖u‖W (a,b) =
[
‖u‖2

L2(a,b;X) + ‖u(m)‖2
L2(a,b;Y )

] 1
2
.

Segue dáı que W (a, b) é um espaço de Banach.

Denotaremos por D(a, b; X) o espaço localmente convexo das funções vetoriais

ϕ : (a, b) 7→ X indefinidamente diferenciáveis com suporte compacto em (a, b). Diremos

que ϕν → ϕ em D(a, b; X) se:

i) ∃K compacto de (a, b) tal que supp (ϕν) e supp (ϕ) estão contidos em K, ∀ν;

ii) Para cada k ∈ N, ϕ
(k)
ν (t) → ϕ(k)(t) em X uniformemente em t ∈ (a, b).
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Prova-se que o conjunto {θξ, θ ∈ D(Ω), ξ ∈ X} é denso em D(a, b; X).

Denotaremos por H1
0 (a, b; X) o espaço de Hilbert

H1
0 (a, b; X) := {v ∈ L2(a, b : X), v′ ∈ L2(a, b : X), v(a) = v(b) = 0}

munido com o produto interno

((w, v)) =

∫ b

a

(w(t), v(t))Xdt +

∫ b

a

(w′(t), v′(t))Xdt.

Identificando L2(a, b : X) com o seu dual [L2(a, b : X)]′, via Teorema de Riesz,

obtemos

D(a, b; X) ↪→ H1
0 (a, b; X) ↪→ L2(a, b : X) ↪→ H−1(a, b; X) ↪→ D′(a, b; X)

onde H−1(a, b; X) = [H1
0 (a, b; X)]′

Proposição 1.25. Seja u ∈ L2(a, b : X). Então existe um único f ∈ H−1(a, b; X) que

verifica

〈f, θξ〉 = (〈u′, θ〉, ξ)X ∀θ ∈ D(a, b), ∀ξ ∈ X

Demonstração: Ver [24].

Da proposição anterior podemos identificar f com u′, de posse disso, diremos

que se u ∈ L2(a, b : X) então u′ ∈ H−1(a, b; X)

Proposição 1.26. A aplicação

u ∈ L2(a, b : X) 7→ u′ ∈ H−1(a, b; X)

onde X é um espaço de Hilbert, é linear e cont́ınua.

Demonstração: Ver [24].

Proposição 1.27. O espaço D(a, b; X) e denso em W (a, b)

Demonstração: Ver [18].

Da proposição acima, tomando X = L2(Ω) = Y vem que D(a, b; X) é denso

em Hm(a, b; L2(Ω))
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1.2.1 Funções Escalarmente Cont́ınuas

Seja X um espaço de Banach. Definimos o espaço das funções escalarmente

cont́ınuas (ou fracamente cont́ınuas) como o conjunto das funções f ∈ L∞(0, T ; X) tais

que a aplicação t → 〈f(t), x〉 é cont́ınua sobre [0, T ], ∀x ∈ X ′, onde X ′ é dual de X.

Denotaremos tal espaço por Cs(0, T ; X).

Disto segue que C1
s (0, T ; X) = {u ∈ Cs(0, T ; X); u′ ∈ Cs(0, T ; X)}, onde u′

é a derivada de u no sentido das distribuições. Da mesma forma temos que

C2
s (0, T ; X) = {u ∈ Cs(0, T ; X); u′′ ∈ Cs(0, T ; X)}.

Observação: Se u ∈ L∞(0, T ; X) e u ∈ C([0, T ]; X) então u ∈ Cs(0, T ; X).

Lema 1.28. Sejam X e Y dois espaços de Banach, X ↪→ Y e X um espaço reflexivo.

Então

L∞(0, T ; X) ∩ Cs(0, T ; Y ) = Cs(0, T ; X).

Demonstração: Ver [18].

1.3 Teorema de Carathéodory

Nesta seção enunciaremos o teorema de Carathéodory que será utilizado no

caṕıtulo 2. O Teorema nos fornece a existência de solução local para um problema de

Cauchy em um intervalo [0, t]. A demonstração deste resultado pode ser encontrada em

[9].

Seja Ω ⊂ Rn+1 um conjunto aberto cujos elementos são denotados por (t, x),

t ∈ R, x ∈ Rn e seja f : Ω → Rn uma função.

Consideremos o problema de valor inicial

{
x′(t) = f(t, x(t)),
x(t0) = x0,

(1.3)

Dizemos que f : Ω → Rn satisfaz as condições de Carathéodory sobre Ω se:

(i) f(t, x) é mensurável em t para cada x fixado;

(ii) f(t, x) é cont́ınua em x para quase todo t fixado;
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(iii) para cada compacto K ⊂ Ω, existe uma função real mK(t), integrável, tal que

‖f(t, x)‖Rn ≤ mK(t), ∀(t, x) ∈ K.

Teorema 1.29. (Teorema de Carathéodory) - Seja f : Ω → Rn satisfazendo as

condições de Carathéodory sobre Ω. Então existe uma solução x = x(t) de (1.3) sobre

algum intervalo |t− t0| ≤ β, β > 0.

Corolário 1.30. Sejam Ω = [0, T [×B com T > 0, B = {x ∈ Rn; |x| ≤ b} onde b > 0 e

f : Ω → Rn nas condições de Carathéodory sobre Ω. Suponhamos que x = x(t) é uma

solução de (1.3) tal que |x0| ≤ b e que em qualquer intervalo I, onde x(t) está definida,

se tenha |x(t)| ≤ M , ∀t ∈ I, M independente de I e M < b. Então x(t) possui um

prolongamento à todo [0, T ].

1.4 Topologias Fraca e Fraca ?

Nesta seção enunciaremos resultados importantes que serão utilizados ao longo

de todo o trabalho.

Definição 1.31. Seja E um espaço de Banach. A topologia fraca σ(E, E ′) sobre E é a

topologia menos fina sobre E que torna cont́ınuas todas as aplicações f ∈ E ′.

Seja (xn)n∈N uma seqüência de E a qual converge para x em E na topologia

fraca σ(E, E
′
). Utilizamos, neste caso, a seguinte notação:

xn ⇀ x em E.

Proposição 1.32. Seja (xn)n∈N uma seqüência em E, então:

(i) xn ⇀ x em E se, e somente se, 〈f, xn〉 → 〈f, x〉, ∀f ∈ E ′.

(ii) Se xn → x em E, então xn ⇀ xem E.

(iii) Se xn ⇀ xem E, então ‖xn‖E é limitada e ‖x‖E ≤ lim inf‖xn‖E.

(iv) Se xn ⇀ xem E e fn → f em E ′, então 〈fn, xn〉 → 〈f, x〉.

Demonstração: Ver [3].
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Seja E um espaço de Banach e seja x ∈ E fixo. Definamos Jx : E ′ → R por

〈Jx, f〉 = 〈f, x〉.

As aplicações Jx são lineares e cont́ınuas, portanto Jx ∈ E ′′, ∀x ∈ E.

Definamos, agora, J : E → E ′′ tal que J(x) = Jx.

Definição 1.33. A topologia fraca ?, também designada por σ(E ′, E), é a topologia menos

fina sobre E ′ que torna cont́ınuas todas as aplicações Jx.

Proposição 1.34. Seja (fn)n∈N uma seqüência em E ′, então:

(i) fn ⇀? f em E ′ se, e somente se, 〈fn, x〉 → 〈f, x〉, ∀x ∈ E.

(ii) Se fn → f em E ′, então fn ⇀ f em E ′.

(iii) Se fn ⇀ f em E ′, então fn ⇀? f em E ′.

Demonstração: Ver [3].

Lema 1.35. Sejam E um espaço de Banach reflexivo e (xn)n∈N uma seqüência

limitada em E, então existe uma subseqüência (xnk
)k∈N de (xn)n∈N e x ∈ E, tal que

xnk
⇀ x fracamente em E.

Demonstração: Ver [3].

Lema 1.36. Sejam E um espaço de Banach separável e (fn)n∈N uma seqüência limitada

em E ′, então existe uma subseqüência (fnk
)k∈N e f ∈ E ′, tal que

fnk
⇀? f em E ′.

Demonstração: Ver [3].

Proposição 1.37. Sejam E um espaço de Banach reflexivo, A ⊂ E um convexo fechado,

não vazio e ϕ : A →]−∞, +∞]. Seja ϕ uma função convexa, semicont́ınua inferiormente,

ϕ 6≡ +∞ tal que

lim
‖x‖→+∞

ϕ(x) = +∞, ∀x ∈ A.

Então ϕ atinge seu mińımo sobre A, isto é, existe x0 ∈ A tal que ϕ(x0) =

min
x∈A

ϕ(x)
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Demonstração: Ver [3].

Definição 1.38. Seja J : E →]−∞, +∞]. Se existir

lim
λ→0

J(u + λv)− J(u)

λ
= J ′(u, v).

J ′(u, v) é denominada a primeira variação de J em u na direção de v.

Se existir u∗ ∈ E ′ tal que 〈u∗, v〉E′,E = J ′(u, v) ∀v ∈ E, dizemos que J é

diferenciável à Gâteaux em u e u∗ é denominado a diferencial de Gâteaux de J em u.

Denotamos

〈u∗, v〉 = 〈J ′(u), v〉 ∀ v ∈ E.

Proposição 1.39. Seja E um espaço normado, K um convexo de E, J : K → R convexo

e diferenciável à Gâteaux.

Seja u ∈ K, então as seguintes expressões são equivalentes:

(i) J(u) = min
v∈K

J(v)

(ii) 〈J ′(u), v − u〉 ≥ 0; ∀ v ∈ K.

Demonstração:

(i) ⇒ (ii) Seja u ∈ K tal que J(u) = min
v∈K

J(v). Assim,

J(u) ≤ J((1− λ)u + λv), ∀ v ∈ K e ∀ λ ∈ [0, 1].

Logo,
J(u + λ(v − u))− J(u)

λ
≥ 0.

No limite obtemos

〈J ′(u), v − u〉 ≥ 0 ∀ v ∈ K.

(ii) ⇒ (i) Seja u ∈ K tal que 〈J ′(u), v − u〉 ≥ 0 ∀ v ∈ K.

Como J é convexo temos que se λ ∈ [0, 1] então

J((1− λ)u + λv) ≤ (1− λ)J(u) + λJ(v), ∀v ∈ K,

ou seja,

J(u + λ(v − u)) ≤ J(u) + λ(J(v)− J(u)).
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Logo,
J(u + λ(v − u))− J(u)

λ
≤ J(v)− J(u).

Tomando o limite quando λ → 0, segue que

〈J ′(u), v − u〉 ≤ J(v)− J(u), ∀v ∈ K.

Portanto, J(u) ≤ J(v), ∀v ∈ K 2



Caṕıtulo 2

Existência e Unicidade de Solução

Neste caṕıtulo estudaremos a existência e unicidade de solução do problema

abaixo, via método de Faedo-Galerkin.

Dado 0 ≤ α < 2, definamos

∀x ∈ [0, 1] a(x) := xα.

Para T > 0, ponhamos

QT = (0, T )× (0, 1)

e consideremos o problema de valor de fronteira





ut − (aux)x = f (t, x) ∈ QT

u(t, 1) = 0 t ∈ (0, T )

e





u(t, 0) = 0 para 0 ≤ α < 1

(aux)(t, 0) = 0 para 1 ≤ α < 2
t ∈ (0, T )

u(0, x) = u0(x) x ∈ (0, 1),

(2.1)

onde u0 é definido em L2(0, 1) e f ∈ L2(QT ).

Antes, porém, de investigarmos a existência e unicidade de solução, estudare-

mos as propriedades do espaço onde encontraremos tal solução.

2.1 O Espaço H1
a(0, 1)

Definição 2.1. Para 0 ≤ α < 1, definimos o espaço H1
a(0, 1) por

H1
a(0, 1) := {u ∈ L2(0, 1); u é absol. cont. em [0, 1],

√
aux ∈ L2(0, 1) e u(0) = u(1) = 0},

32
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e para 1 ≤ α < 2,

H1
a(0, 1) := {u ∈ L2(0, 1); u é local. absol. cont. em (0, 1],

√
aux ∈ L2(0, 1) e u(1) = 0}.

Proposição 2.2. O espaço H1
a(0, 1) é um espaço de Hilbert, com produto interno definido

por

(u, v)H1
a(0,1) =

∫ 1

0

(uv + auxvx)dx.

Demonstração: É imediato que a função bilinear (., .)H1
a(0,1) acima, define um produto

interno. A norma proveniente deste produto interno é dada por

||u||H1
a(0,1) =

(∫ 1

0

(|u|2 + |√aux|2)dx

) 1
2

.

Mostremos então, que o espaço H1
a(0, 1) munido desta norma é completo.

De fato, sendo {uµ} ⊂ H1
a(0, 1) uma sequência de Cauchy, temos

||uµ − uν ||2H1
a(0,1) → 0 em H1

a(0, 1),

assim,

||uµ − uν ||2 + ||√auµx −
√

auνx||2 =

∫ 1

0

[|uµ − uν |2 + |√auµx −
√

auνx|2
]
dx

= ||uµ − uν ||2H1
a(0,1) → 0 quando µ, ν →∞.

Segue dáı que {uµ} e {√auµx} são sequências de Cauchy em L2(0, 1). Logo,

existem u, v ∈ L2(0, 1) tais que

uµ → u e
√

auµx → v em L2(0, 1).

Da imersão de L2(0, 1) em D′
(0, 1), temos da primeira convergência acima que

uµx → ux em D′(0, 1).

Como
√

a ∈ C∞([0, 1]), então
√

auµx →
√

aux em D′(0, 1).

Por outro lado, da segunda convergência, vem que

√
auµx → v em D′(0, 1),
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donde, pela unicidade do limite em D′
(0, 1), decorre que v =

√
aux. Portanto, segue que

{uµ} ⊂ H1
a(0, 1) é tal que

uµ → u e
√

auµx →
√

aux em L2(0, 1). (2.2)

Resta-nos provar que u ∈ H1
a(0, 1). Para tal provaremos inicialmente que

ux ∈ L1(0, 1),

o que nos permitirá concluir que u ∈ W 1,1(0, 1).

Com efeito, sejam 0 ≤ α < 1 e ε > 0. Então

lim
ε→0

∫ 1

ε

(
x−

α
2

)2
dx = lim

ε→0

∫ 1

ε

x−αdx = lim
ε→0

[
x1−α

1− α

]1

ε

= lim
ε→0

[
1

1− α
− ε1−α

1− α

]
=

1

1− α
.

Logo, ∫ 1

0

(
x−

α
2

)2
dx =

1

1− α
. (2.3)

De (2.2), (2.3) e lembrando que
√

a = x
α
2 vem que ux ∈ L1(0, 1), pois

∫ 1

0

|ux|dx = lim
ε→0

∫ 1

ε

|x−α
2 x

α
2 ux|dx ≤

(∫ 1

0

|xα
2 ux|2dx

) 1
2
(

lim
ε→0

∫ 1

ε

(
x−

α
2

)2
dx

) 1
2

= ‖√aux‖ 1√
1− α

.

(2.4)

Sendo assim ux ∈ L1(0, 1) e, consequentemente, u ∈ W 1,1(0, 1). Além disso,

temos as seguintes desigualdades:

||u||L1(0,1) ≤ c1||u||

||ux||L1(0,1) ≤ c2||
√

aux||.

Tomando c = max{c1, c2} conclúımos que

||u||L1(0,1) + ||ux||L1(0,1) ≤ c[||u||+ ||√aux||].

Notemos ainda que, utilizando os mesmos cálculos de (2.4), decorre que

‖uµx‖L1(0,1) ≤ c3‖
√

auµx‖
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e, sendo assim, de (2.2)

uµx → ux em L1(0, 1).

De (2.2) e da convergência acima obtemos que

uµ → u em W 1,1(0, 1)

e, portanto,

uµ → u em C0([0, 1]).

Donde uµ(0) → u(0) e uµ(1) → u(1). Do fato que uµ(0) = uµ(1) = 0 vem que

u(0) = u(1) = 0,

e, então

u ∈ H1
a(0, 1) e uµ → u em H1

a(0, 1).

O que conclui a prova para 0 ≤ α < 1.

Para 1 ≤ α < 2, o resultado permanece verdadeiro, pois considereando ω

aberto tal que ω ⊂⊂ (0, 1]; a integral dada em (2.4) existe em ω. 2

Proposição 2.3. O espaço C∞
0 (0, 1) é denso em H1

a(0, 1), ou seja,

C∞
0 (0, 1)

H1
a(0,1)

= H1
a(0, 1).

Demonstração: Primeiramente, mostraremos que C1([0, 1]) é denso em H1
a(0, 1). Com

efeito, seja u ∈ H1
a(0, 1), então u ∈ L2(0, 1) e

√
aux ∈ L2(0, 1). Seja 0 < δ < 1

4
, temos que

u ∈ L2(δ, 1− δ) e
√

aux ∈ L2(δ, 1− δ),

donde,

ux =

√
aux√
a
≤
√

aux

C
∈ L2(δ, 1− δ), onde C−1 = min

x∈[δ,1−δ]

√
a(x) > 0.

Segue, portanto, que u ∈ H1(δ, 1 − δ) e, da densidade de C1([δ, 1 − δ]) em

H1(δ, 1− δ), decorre que dado ε0 > 0 existe f ∈ C1([δ, 1− δ]) tal que

∫ 1−δ

δ

(|u− f |2 + |ux − fx|2)dx < ε0.
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Como a(x) = xα, x ∈ [δ, 1− δ] e 0 ≤ α < 2, obtemos

1 ≤ 1

(1− δ)α
≤ 1

xα
≤ 1

δα
.

Portanto,

∫ 1−δ

δ

(|u− f |2 + a(x)|ux − fx|2
)
dx ≤

∫ 1−δ

δ
|u− f |2dx +

1
(1− δ)α

∫ 1−δ

δ
a(x)|ux − fx|2dx

≤
∫ 1−δ

δ

(|u− f |2 + |ux − fx|2
)
dx < ε0.

Mostra-se que, com uma reflexão apropriada em torno dos pontos δ e 1− δ,

para ε > 0 dado, existe uma extensão G de f em C1([0, 1]), satisfazendo

∫ 1

0
(|u−G|2+a(x)|ux−Gx|2)dx < ε+c

(∫ 2δ

0
(|u|2 + a(x)|ux|2)dx +

∫ 1

1−2δ
(|u|2 + a(x)|ux|2)dx

)
,

(2.5)

para alguma constante c > 0 e

ε0 =
ε

1 + 4

(
λ2

1

µ1

+
λ2

2

µ2

)
+ 4(λ2

1 + λ2
2)

.

A reflexão pode ser constrúıda como segue. Inicialmente, consideremos (0, δ).

Fixemos 0 < µ1 < µ2 < 1 e λ1, λ2 ∈ R tais que λ1 + λ2 = 1 e λ1µ1 + λ2µ2 = −1.

Observemos que

λ2 =
−1− µ1

µ2 − µ1

< 0 e, portanto λ1 > 0.

Então, pondo

h(x) = λ1f(δ + µ1(δ − x)) + λ2f(δ + µ2(δ − x)), ∀x ∈ [0, δ],

e considerando as desigualdades

δ ≤ δ + µi(δ − x) ≤ δ + µiδ = δ(1 + µi) < 2δ < 1− δ, i = 1, 2,

conclúımos que

h(δ) = λ1f(δ) + λ2f(δ) = f(δ)

hx(x) = −λ1µ1fx(δ + µ1(δ − x))− λ2µ2fx(δ + µ2(δ − x))
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hx(δ) = −λ1µ1fx(δ)− λ2µ2fx(δ) = fx(δ).

De maneira análoga, para x ∈ [1− δ, 1], definindo

g(x) = λ1f(1− δ + µ1(1− δ − x)) + λ2f(1− δ + µ2(1− δ − x)), ∀x ∈ [1− δ, 1],

obtemos

g(1− δ) = λ1f(1− δ) + λ2f(1− δ) = f(1− δ)

gx(x) = −λ1µ1fx(1− δ + µ1(1− δ − x))− λ2µ2fx(1− δ + µ2(1− δ − x))

gx(1− δ) = −λ1µ1fx(1− δ)− λ2µ2fx(1− δ) = fx(1− δ).

Desta forma, constrúımos uma extensão G para f em C1([0, 1]) dada por:

G(x) =





h(x), 0 ≤ x ≤ δ
f(x), δ ≤ x ≤ 1− δ
g(x), 1− δ ≤ x ≤ 1.

De acordo com o Apêndice verificamos que a função G(x) acima definida veri-

fica (2.5). Além disso,

lim
δ→0

(∫ 2δ

0

(|u|2 + a(x)|ux|2)dx +

∫ 1

1−2δ

(|u|2 + a(x)|ux|2)dx

)
= 0. (2.6)

De (2.5) e (2.6) conclúımos que C1([0, 1]) é denso em H1
a(0, 1).

Para concluirmos a prova, usaremos a observação 1.15. Seja u ∈ [H1
a(0, 1)]′,

pelo Teorema da representação de Riesz existe uma única f ∈ H1
a(0, 1) tal que

〈u, ϕ〉 = (f, ϕ)H1
a(0,1), ∀ϕ ∈ H1

a(0, 1) e ‖f‖H1
a(0,1) = ‖u‖[H1

a(0,1)]′ .

Tome ϕ ∈ C∞
0 (0, 1) de modo que (f, ϕ)H1

a(0,1) = 0, ou seja,

∫ 1

0

(fϕ + a(x)fxϕx)dx = 0.

Consequentemente, −(afx)x + f = 0 em D′(0, 1). Mais ainda, como f ∈
H1

a(0, 1) segue que

− (afx)x + f = 0 em H1
a(0, 1). (2.7)

De (2.7) conclúımos que afx ∈ H1(0, 1).
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Da densidade de C1([0, 1]) em H1
a(0, 1), temos que existe

gn ∈ C1([0, 1]), tal que gn −→ f em H1
a(0, 1). (2.8)

Portanto, compondo (2.7) com gn obtemos

0 = 〈f − (afx)x, gn〉.

Através de integração por partes, temos que

0 = (f − (afx)x, gn) = afxgn

∣∣∣
1

0
+

∫ 1

0

(afxgnx + fgn)dx. (2.9)

Para 0 ≤ α < 1, temos a seguinte cadeia de imersões

C1([0, 1]) ↪→ H1
a(0, 1) ↪→ W 1,1(0, 1) ↪→ C0([0, 1])

De (2.8), segue que gn → f em C0([0, 1]), ou seja, gn(0) → f(0) = 0 e

gn(1) → f(1) = 0, do fato que afx(0) e afx(1) estão definidas, temos que

(afxf)(0) = 0 = (afxf)(1).

Tomando o limite em (2.9) temos

0 =

∫ 1

0

(af 2
x + f 2)dx = (f, f)H1

a(0,1).

Para 1 ≤ α < 2, temos que afxgn → afxf em L1(0, 1) e ((afx)gn)x = (afx)xgn+

(afx)gnx → ((afx)f)x em L1(0, 1), observe que
∫ 1

0

|afx(gnx − fx)|dx =

∫ 1

0

|√afx||
√

agnx −
√

afx|dx ≤ ‖√afx‖ ‖
√

agnx −
√

afx‖ → 0.

Afirmamos que para todo n ∈ N,

(afxgn)(x) → 0 quando x → 0, (2.10)

logo

0 = (f − (afx)x, gn) = (afxgn)(1) +

∫ 1

0

(afxgnx + fgn)dx. (2.11)

Tomando o limite em (2.11) e observando que (afxf)(1) = (afx)(1)f(1) = 0,

segue o desejado.

Portanto, segue f ≡ 0, consequentemente, u ≡ 0 como desejávamos provar. 2
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2.2 O Operador A(u) = (aux)x

Sejam V e H espaços de Hilbert tais que V tem imersão cont́ınua e densa em

H e b(u, v) uma forma bilinear e cont́ınua em V × V . Definamos o operador

A : D(A) → H
u → A(u)

dado por

D(A) := {u ∈ V ; existe f ∈ H que verifica b(u, v) = (f, v), ∀v ∈ V }

e

(A(u), v) = b(u, v); ∀u ∈ D(A), ∀v ∈ V. (2.12)

Denotemos por M o seguinte conjunto

M := {u ∈ H1
a(0, 1); aux ∈ H1(0, 1)}.

Seja b(u, v) a seguinte forma bilinear

b(., .) : H1
a(0, 1)×H1

a(0, 1) → R
(u, v) → b(u, v)

dada por

b(u, v) = −
∫ 1

0

auxvx.

Como H1
a(0, 1) e L2(0, 1) são espaços de Hilbert tais que H1

a(0, 1) tem imersão

cont́ınua e densa em L2(0, 1) e b(u, v) é uma forma bilinear e cont́ınua, mostraremos que

neste contexto

D(A) = M e A(u) = (aux)x. (2.13)

De fato, seja u ∈ D(A). Logo u ∈ H1
a(0, 1) e existe f ∈ L2(0, 1) tal que

(f, v) = b(u, v) = −
∫ 1

0

auxvx ∀v ∈ H1
a(0, 1).

Tomando v = ϕ ∈ C∞
0 (0, 1) na identidade acima, resulta que

〈(aux)x, ϕ〉 = 〈f, ϕ〉 ∀ϕ ∈ C∞
0 (0, 1),
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ou seja, (aux)x = f em D′(0, 1). Como f ∈ L2(0, 1) segue que (aux)x ∈ L2(0, 1) e,

portanto, u ∈ M .

Reciprocamente, seja u ∈ M . Então, u ∈ H1
a(0, 1) e (aux)x ∈ L2(0, 1), donde

((aux)x, ϕ) = b(u, ϕ);∀ϕ ∈ C∞
0 (0, 1).

Da densidade de C∞
0 (0, 1) em H1

a(0, 1) e da continuidade da forma bilinear

b(u, v), decorre que

((aux)x, v) = b(u, v), ∀ v ∈ H1
a(0, 1). (2.14)

Logo, u ∈ D(A). Do exposto acima conclúımos que D(A) = M e de (2.14)

temos que

A(u) = (aux)x.

Observação 2.4. Quando 1 ≤ α < 2 segue que

D(A) ⊂ {u ∈ L2(0, 1); u é loc. absl. cont. em (0, 1], aux ∈ H1(0, 1), au ∈ H1
0 (0, 1)

e (aux)(0) = 0}.

De fato, para tanto, basta verificarmos que se u ∈ D(A) então au ∈ H1
0 (0, 1)

e (aux)(0) = 0, posto que as outras propriedades são imediatas. Como a(x) = xα é

limitada em [0, 1], temos que o sup essx∈]0,1[a(x) < +∞ e como u ∈ H1
a(0, 1) segue que

au ∈ L2(0, 1). Também ax(x) = αxα−1 e 1 ≤ α < 2, logo sup essx∈]0,1[ax(x) < +∞ e

assim, axu ∈ L2(0, 1).

Como aux ∈ L2(0, 1), obtemos

(au)x = axu + aux ∈ L2(0, 1),

ou seja,

au ∈ H1(0, 1).

Da imersão H1(0, 1) ↪→ C0([0, 1]), e do fato que u(1) = 0, obtemos (au)(1) = 0.

Resta-nos provar que (au)(0) = 0 e (aux)(0) = 0. Afirmamos que

(au)(x) = xαu −→ 0 quando x −→ 0.



CAPÍTULO 2. EXISTÊNCIA E UNICIDADE DE SOLUÇÃO 41

De fato, suponha por absurdo, que

xαu −→ l quando x −→ 0 e l 6= 0.

Logo, dado ε > 0 existe δ > 0 tal que se |x| < δ então

|xα|u| − |l|| < |xαu− l| < ε.

Donde, para ε suficientemente pequeno segue que

x
α
2 |u| > |l| − ε

x
α
2

> 0, 0 < |x| < δ

ou seja,

xα|u|2 >
(|l| − ε)2

xα
.

Integrando a desigualdade acima no intervalo (η, δ), com 0 < η < δ temos

∫ δ

η

xα|u|2dx > (|l| − ε)2

∫ δ

η

x−αdx

> (|l| − ε)2

[
x1−α

1− α

]δ

η

> (|l| − ε)2

[
δ1−α

1− α
+

η1−α

α− 1

]
.

(2.15)

Fazendo η −→ 0 temos que o termo do lado esquerdo da desigualdade (2.15)

tende à +∞ e, então x
α
2 u 6∈ L2(0, 1), o que é uma contradição.

Analogamente se mostra que (aux)(0) = 0.

Provando assim a afirmação (2.10) feita na proposição 2.3.

Proposição 2.5. O operador A : D(A) ⊂ L2(0, 1) → L2(0, 1), tem domı́nio denso, é

negativo, auto-adjunto e fechado.

Demonstração:

(i) Domı́nio denso

Da proposição 2.3 e das seguintes imersões

D(0, 1) ↪→ D(A) ↪→ H1
a(0, 1) ↪→ L2(0, 1),
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segue que D(A) é denso em L2(0, 1)

(ii) A é negativo

Tomando A(u) = (aux)x, então

〈A(u), u〉 = 〈(aux)x, u〉 = −(
√

aux,
√

aux) ≤ 0.

Portanto, A é negativo.

(iii) A é auto-adjunto

Sejam u, v ∈ D(A). Como o domı́nio de A é denso em L2(0, 1), basta mostrar-

mos que A é simétrico.

Com efeito, da relação de adjunção temos

〈u,A∗v〉 = 〈Au, v〉.

Assim,

〈Au, v〉 = 〈(aux)x, v〉 = −(
√

aux,
√

avx) = 〈u, (avx)x〉 = 〈u,A(v)〉.

(iv) A é fechado

Mostraremos que o gráfico de A é fechado para conclúırmos que A é fechado.

Seja {un} ⊂ D(A) tal que

un → u em H1
a(0, 1) e A(un) → v em L2(0, 1). (2.16)

Vamos mostrar que v = A(u), assim (un, A(un)) → (u,A(u)), donde seguirá

que A é fechado.

De (2.16) vem aunx → aux em L2(0, 1). Logo

(aunx)x → (aux)x em D′(0, 1). (2.17)

Por outro lado,

(aunx)x = A(un) → v em L2(0, 1).

Da imersão L2(0, 1) em D′(0, 1) e, da unicidade do limite em D′(0, 1), vem

v = (aux)x.
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Portanto,

A(u) = (aux)x = v.

O que mostra que A é fechado. 2

Observação 2.6. Do fato que D(A) é denso em H1
a(0, 1) é posśıvel estender A à todo

H1
a(0, 1).

De fato, o operador A é limitado. Sejam u ∈ D(A) e v ∈ H1
a(0, 1), então

‖(Au, v)‖ = ‖((a(x)ux)x, v)‖ = ‖(
√

a(x)ux,
√

a(x)vx)‖ ≤ ‖u‖H1
a(0,1) ‖v‖H1

a(0,1).

Assim ‖Au‖ ≤ c‖u‖H1
a(0,1) e, portanto limitado.

Definamos a extensão de A da seguinte forma. Para cada u ∈ H1
a(0, 1) existe

{un} ⊂ D(A) tal que un −→ u em H1
a(0, 1). Ponhamos

Ã : H1
a(0, 1) → [H1

a(0, 1)]′

u 7→ Ã(u)

onde Ã(u) = lim
n→+∞

A(un).

Já vimos que aunx −→ aux em D′(0, 1). Seja ϕ ∈ D(0, 1) temos

〈(aunx)x, ϕ〉 = −〈aunx, ϕx〉 → −〈aux, ϕx〉 = 〈(aux)x, ϕ〉 em D′(0, 1),

ou seja,

〈Ã(u), ϕ〉 = 〈(aux)x, ϕ〉, ∀ϕ ∈ D(0, 1).

Tomemos w ∈ H1
a(0, 1). Como D(0, 1) é denso em H1

a(0, 1) segue que

〈Ã(u), w〉 = 〈(aux)x, w〉 ∀w ∈ H1
a(0, 1)

na dualidade [H1
a(0, 1)]′ ×H1

a(0, 1).

No que segue denotaremos Ã também por A.

2.3 Existência e Unicidade de Solução Regular

Nessa seção, enunciaremos e demonstraremos para o caso regular, sob quais

circunstâncias o problema (2.1) admite solução única. Utilizaremos para isto, o método

de Faedo-Galerkin.
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Teorema 2.7. Seja f ∈ H1(QT ). Para todo u0 ∈ D(A) o problema (2.1) possui uma

única solução u pertencente à classe

C0([0, T ]; H1
a(0, 1)) ∩ L2(0, T ; D(A)) ∩H1(0, T ; L2(0, 1)).

Demonstração:

(i) Problema Aproximado

Observemos que D(A) é separável. De fato, consideremos em D(A) a norma

dada por

‖u‖D(A) = ‖u‖H1
a(0,1) + ‖A(u)‖, ∀ u ∈ D(A),

definamos o seguinte operador:

T : D(A) → L2(0, 1)× L2(0, 1)× L2(0, 1)
u 7→ ( u ,

√
aux, (aux)x ).

T é uma isometria e, portanto, T (D(A)) é um subespaço fechado de L2(0, 1)×
L2(0, 1)× L2(0, 1).

Como o espaço L2(0, 1) × L2(0, 1) × L2(0, 1) é separável temos que T (D(A))

também é separável e, por conseguinte D(A) é separável.

Seja {wj} uma base de D(A). Ponhamos

Wm = [w1, w2, · · · , wm],

ou seja, Wm é o subespaço de D(A) gerado pelos m primeiros vetores da base de D(A).

Consideremos em Wm o problema aproximado, o qual consiste em determinar

um(t), verificando





um(t) =
m∑

i=1

gim(t)wi(x)

(u′m(t), wj) + (
√

a(x)umx,
√

a(x)wjx) = (f(t), wj), j = 1, · · · ,m

um(0) = u0m → u0 em D(A).

(2.18)

Observemos que pelo Teorema de Carathéodory o problema (2.18) possui

solução local em algum intervalo [0, tm), tm < T de modo que um(t) é absolutamente

cont́ınua e u′m(t) existe quase sempre.
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Para provarmos a existência de solução local, usaremos os passos que seguem.

De (2.18)2 temos para j = 1, · · · ,m
(

m∑
i=1

g′im(t)wi, wj

)
+

(
m∑

i=1

√
a(x)gim(t)wix,

√
a(x)wjx

)
= (f(t), wj).

Sem perda da generalidade, podemos supor que {wj} é ortonormal em L2(0, 1),

assim

g′jm(t) +
m∑

i=1

gim(t)
(√

a(x)wix,
√

a(x)wjx

)
= (f(t), wj); j = 1, · · · ,m. (2.19)

De (2.19) segue que



g′1m

g′2m
...

g′mm


+




(
√

a(x)w1x,
√

a(x)w1x) · · · (
√

a(x)wmx,
√

a(x)w1x)
(
√

a(x)w1x,
√

a(x)w2x) · · · (
√

a(x)wmx,
√

a(x)w2x)
...

. . .
...

(
√

a(x)w1x,
√

a(x)wmx) · · · (
√

a(x)wmx,
√

a(x)wmx)







g1m

g2m

...
gmm


 =




(f, w1)
(f, w2)

...
(f, wm)


 .

(2.20)

Definamos

Ym(t) :=




g1m(t)
g2m(t)

...
gmm(t)


 B :=




(f, w1)
(f, w2)

...
(f, wm)




A :=




(
√

a(x)w1x,
√

a(x)w1x) · · · (
√

a(x)wmx,
√

a(x)w1x)

(
√

a(x)w1x,
√

a(x)w2x) · · · (
√

a(x)wmx,
√

a(x)w2x)
...

. . .
...

(
√

a(x)w1x,
√

a(x)wmx) · · · (
√

a(x)wmx,
√

a(x)wmx)


 .

Segue de (2.20) que

Y′m(t) + AYm(t) = B (2.21)

e

Ym(0) :=




g1m(0)
g2m(0)

...
gmm(0)


 = Y0m. (2.22)

De (2.21) e (2.22) temos o seguinte problema de E.D.O

Y′m(t) = −AYm(t) + B

Ym(0) = Y0m.
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Ponhamos F (t,Ym(t)) = −AYm(t)+B : R×Rm → Rm, então o sistema acima

se escreve




Y′m(t) = F (t,Ym(t))

Ym(0) = Y0m.
(2.23)

Considere D = [0, T ]×Bb, onde

Bb := {x ∈ Rm; e |x| ≤ b, b > 0}.

F é cont́ınua em relação a Ym, para cada t fixo.

Com efeito, fixado t, dado ε > 0 existe δ =
ε

||A|| tal que para cada par Y1
m,Y2

m

verificando |Y1
m(t)− Y2

m(t)| < δ implica

|F (t,Y1
m(t))− F (t,Y2

m(t))| = | − AY1
m(t) + B + AY2

m(t)−B|

≤ ||A|||Y1
m(t)− Y2

m(t)| < ||A||δ = ε.

F é cont́ınua em relação a t, para cada Ym fixo. Pois fixado Ym(t), temos que

F não depende de t, isto é, F é uma constante e, assim cont́ınua, logo mensurável.

|F (t,Ym(t))| = | − AYm(t) + B| ≤ ||A||b + |B| < ∞ para todo Ym(t) ∈ Bb.

Tendo em mãos as afirmações acima, segue do Teorema de Carathéodory, Teo-

rema 1.29, que existe uma solução Ym(t) de (2.23) em (0, tm), tm < T . Donde, para

todo m, temos funções g1m(t), · · · , gmm(t) que satisfazem a seguinte equação dada em

(2.19).

(ii) Primeira Estimativa a Priori

Esta etapa, nos fornecerá estimativas que nos permitirão prolongar a solução

aproximada um(t) ∈ Wm, definida para todo t ∈ [0, tm), tm < T , a todo intervalo [0, T ].

Multiplicando o problema aproximado (2.18) por gjm(t) e somando em j de 1

à m, obtemos

(u′m(t), um(t)) + (
√

aumx(t),
√

aumx(t)) = (f(t), um(t)). (2.24)

Afirmamos que

(u′m(t), um(t)) =
1

2

d

dt
||um(t)||2 (2.25)
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para todo t ∈ (0, T ).

De fato, seja uma θ(t) ∈ D(0, T ), então pelo teorema de Fubini, temos,

〈(u′m(t), um(t)), θ(t)〉 =

∫ T

0

∫ 1

0

u′m(t)um(t)dxθ(t)dt

=

∫ 1

0

∫ T

0

1

2

d

dt
(um(x, t))2θ(t)dtdx

=
1

2

∫ 1

0

[
(um(x, t))2θ(t)

∣∣∣∣∣

t

0

−
∫ T

0

(um(x, t))2θ′(t)dt

]
dx

= −
∫ T

0

∫ 1

0

1

2
(um(x, t))2θ′(t)dxdt

= −
〈

1

2
||um(x, t)||2, θ′(t)

〉

=

〈
1

2

1

dt
||um(x, t)||2, θ(t)

〉

donde segue a afirmação.

Assim, a igualdade (2.24) pode ser reescrita da seguinte forma:

1

2

d

dt
||um(t)||2 +

∫ 1

0

a(x)|umx(t, x)|2dx = (f(t), um(t)).

Integrando de 0 à t, t < tm, a expressão acima, segue que

1

2

∫ t

0

d

ds
||um(s)||2ds +

∫ t

0

∫ 1

0

a(x)|umx(s, x)|2dxds =

∫ t

0

(f(s), um(s))ds.

Logo,

1

2
||um(t)||2 +

∫ t

0

∫ 1

0

a(x)|umx(s, x)|2dxds =
1

2
||um(0)||2 +

∫ t

0

(f(s), um(s))ds. (2.26)

Por (2.18) temos que um(0) = u0m → u0 em D(A). Portanto, existe uma

constante c1 > 0 tal que ||um(0)|| < c1 para todo m ∈ N e, ainda, pelas desigualdades de

Cauchy-Schwarz e Young

(f, um(s)) ≤ ||f || ||um(s)|| ≤ 1

2

(||f ||2 + ||um(s)||2) .

Desta forma, de (2.26) segue que

1
2
||um(t)||2 +

∫ t

0

∫ 1

0

a(x)|umx(x)|2dxds ≤ 1
2

(
c1 +

∫ t

0

[||f(s)||2 + ||um(s)||2]
)

ds

=
1
2
c1 +

1
2

∫ t

0

||f(s)||2ds +
∫ t

0

1
2
||um(s)||2ds

≤ c2 +
∫ t

0

[
1
2
||um(ξ)||2 +

∫ ξ

0

∫ 1

0

a(x)|umx(x)|2dxds

]
dξ
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onde c2 =
1

2
c1 +

1

2
‖f‖2

L2(0,T ;L2(0,1)).

Definindo qm(t) :=
1

2
||um(t)||2 +

∫ t

0

∫ 1

0

a(x)|umx(s, x)|2dxds, obtemos

qm(t) ≤ c2 +

∫ t

0

qm(ξ)dξ, t ∈ [0, tm]; m ∈ N,

e, pelo Lema de Gronwall, temos

qm(t) ≤ c2e
t < c2e

T = c3 ∀t ∈ [0, tm[ e ∀m ∈ N.

Como c3 independe de t e de m, segue do Corolário 1.30 que para todo m ∈ N,

um(t) pode ser prolongada a todo intervalo [0, T ], e além disso,

{um} é limitada em L∞(0, T ; L2(0, 1)) (2.27)

{√aumx} é limitada em L2(0, T ; L2(0, 1)). (2.28)

(iii) Segunda Estimativa a Priori

Temos de (2.19) que

g′jm(t) = (u′m(t), wj) = (f(t), wj)−
m∑

i=1

gim(t)
(√

awix,
√

awjx

)
j = 1, . . . , m.

Como o lado direito da igualdade acima está em L2(0, T ), resulta que g′jm

pertence à L2(0, T ), onde aqui as derivadas são entendidas no sentido de Dini. Logo

∫ T

0

||u′m(t)||2dt =

∫ T

0

||
m∑

j=1

g′jm(t)wj||2dt

≤
∫ T

0

|g′jm(t)|2dt < +∞,

ou seja,

u′m ∈ L2(0, T ; L2(0, 1)). (2.29)

De (2.19) resulta que

g′′jm(t) =
d

dt
(u′m(t), wj) = (f ′(t), wj)−

m∑
i=1

g′im(t)
(√

awix,
√

awjx

)
.

Como, novamente, o lado direito da desigualdade está em L2(0, T ), segue que

g′′jm ∈ L2(0, T ),
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onde as derivadas são no sentido das distribuições. Além disso,

∫ T

0

||u′′m(t)||2dt =

∫ T

0

||
m∑

j=1

g′′jm(t)wj||2dt

≤
∫ T

0

|g′′jm(t)|2dt < +∞,

ou seja,

u′′m ∈ L2(0, T ; L2(0, 1)). (2.30)

Observando (2.30) e derivando (2.18)2 em relação a t, obtemos

(u′′m(t), wj) + (
√

au′mx(t),
√

awjx) = (f ′(t), wj),

multiplicando por g′jm(t) e somando em j, decorre que

(u′′m(t), u′m) + (
√

au′mx,
√

au′mx) = (f ′, u′m). (2.31)

Notemos que

(u′′m(t), u′m) =
1

2

d

dt
||u′m(t)||2. (2.32)

A igualdade acima é verificada analogamente à igualdade (2.25).

Logo, (2.31) pode ser reescrita como

1

2

d

dt
||u′m(t)||2 +

∫ 1

0

a(x)‖u′mx(x)‖2dx = (f ′(t), u′m(t)). (2.33)

Integrando (2.33) de 0 à T , e observando (2.29) e (2.30), vem

1

2
||u′m(t)||2 +

∫ T

0

∫ 1

0

a(x)‖u′mx(s)‖2dxds =
1

2
||u′m(0)||2 +

∫ T

0

(f ′(s), u′m(s))ds.

Usando as desigualdades de Cauchy-Schwarz e Young, obtemos

||u′m(t)||2 + 2

∫ T

0

∫ 1

0

a(x)‖u′mx(s)‖2dxds ≤ ||u′m(0)||2 +

∫ T

0

||f ′(s)||2ds +

∫ T

0

||u′m(s)||2ds.

Voltando a (2.18)2 multiplicando por g′jm(t), somando em m e calculando em

t = 0 temos

||u′m(0)||2 = (f(0), u′m(0))− (
√

aumx(0),
√

au′mx(0)),

ou seja,

||u′m(0)||2 ≤ ||f(0)||||u′m(0)||+ ||(aumx)x(0)||||u′m(0)||,
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donde,

||u′m(0)|| ≤ ||f(0)||+ ||(aumx)x(0)||.

Por (2.18) temos que um(0) = u0m → u0 em D(A), segue que (aumx)x(0) =

(au0mx)x → (au0x)x, portanto, existe uma constante C1 > 0 tal que

||u′m(0)|| ≤ C1, ∀m ∈ N.

Donde,

||u′m(t)||2 + 2

∫ T

0

∫ 1

0

a(x)‖u′mx(s)‖2dxds ≤ C1 +

∫ T

0

||f ′(s)||2ds +

∫ T

0

||u′m(s)||2ds.

Tomando C2 = C1 +

∫ T

0

||f ′(s)||2ds, temos

||u′m(t)||2 + 2
∫ T

0

∫ 1

0

a(x)|u′mx(x)|2dxds ≤ C1 +
∫ T

0

[||f ′(s)||2 + ||u′m(s)||2]ds

= C1 +
∫ T

0

||f ′(s)||2ds +
∫ T

0

‖|u′m(s)||2ds

≤ C2 +
∫ T

0

[
||u′m(ξ)||2 + 2

∫ ξ

0

∫ 1

0

a(x)|u′mx(x)|2dxds

]
dξ.

Pelo Lema de Gronwall, implica que existe C3 independente de t e m tal que

||u′m||2 +

∫ T

0

∫ 1

0

a(x)|u′mx(x)|2dxds+ ≤ C3

ou seja,

{u′m} é limitada em L∞(0, T ; L2(0, 1)),

{√au′mx} é limitada em L2(0, T ; L2(0, 1)).

(iv) Passagem ao Limite

Do que foi provado anteriormente, temos

{um} é limitada em L∞(0, T ; L2(0, 1)) (2.34)

{u′m} é limitada em L∞(0, T ; L2(0, 1)) (2.35)

{√aumx} é limitada em L2(0, T ; L2(0, 1)) (2.36)

{√au′mx} é limitada em L2(0, T ; L2(0, 1)). (2.37)
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Como L1(0, T ; L2(0, 1)) é separável e tendo em mente que [L1(0, T ; L2(0, 1))]′ =

L∞(0, T ; L2(0, 1)) e que L2(0, T ; L2(0, 1)) é reflexivo segue de (2.34) à (2.37) e pelos lemas

1.36 e 1.35 que podemos extrair subseqüência {uµ} de {um} de modo que

uµ
?
⇀ u em L∞(0, T ; L2(0, 1)) (2.38)

u′µ
?
⇀ η em L∞(0, T ; L2(0, 1)) (2.39)

√
auµx ⇀ $ em L2(0, T ; L2(0, 1)). (2.40)

√
au′µx ⇀ ξ em L2(0, T ; L2(0, 1)). (2.41)

Como L∞(0, T ; L2(0, 1)) ↪→ L2(0, T ; L2(0, 1)) ∼= L2(QT ). Segue de (2.38) e

(2.39) que

uµx ⇀ ux em D′(QT )

e

u′µ ⇀ u′ e u′µx ⇀ u′x em D′(QT ). (2.42)

Por outro lado,
√

a(x) =
√

xα ∈ C∞(]0, 1[) donde,

√
a(x)uµx →

√
a(x)ux em D′(QT ). (2.43)

√
a(x)u′µx →

√
a(x)u′x em D′(QT ). (2.44)

Das convergências acima e pela unicidade do limite em D′(QT ) temos

η = u′, $ =
√

a(x)ux e ξ =
√

a(x)u′x.

Donde podemos concluir que

uµ
?
⇀ u em L∞(0, T ; L2(0, 1)) (2.45)

u′µ
?
⇀ u′ em L∞(0, T ; L2(0, 1)) (2.46)

√
auµx ⇀

√
aux em L2(0, T ; L2(0, 1)). (2.47)

√
au′µx ⇀

√
au′x em L2(0, T ; L2(0, 1)). (2.48)

De (2.45) à (2.48) conclúımos que

u ∈ L2(0, T ; H1
a(0, 1)) (2.49)
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u′ ∈ L2(0, T ; H1
a(0, 1)) (2.50)

Sejam j ∈ N e µ ≥ j e consideremos θ ∈ D(0, T ). Multiplicando (2.18) por

θ(t) e integrando em [0, T ], obtemos

∫ T

0

(u′µ(t), wj)θ(t)dt +

∫ T

0

(
√

auµx,
√

awjx)θ(t)dt =

∫ T

0

(f, wj)θ(t)dt. (2.51)

Passando o limite em (2.51) quando µ −→ +∞, segue que

∫ T

0

(u′(t), wj)θ(t)dt +

∫ T

0

(
√

aux,
√

awjx)θ(t)dt =

∫ T

0

(f, wj)θ(t)dt. (2.52)

Da arbitrariedade de j ∈ N e da totalidade dos {ws
j} em D(A) decorre que

∫ T

0
(u′(t), v)θ(t)dt +

∫ T

0
(
√

aux(t),
√

avx)θ(t)dt =
∫ T

0
(f, v)θ(t)dt ∀v ∈ D(A), ∀ θ ∈ D(0, T ).

(2.53)

De (2.53) podemos concluir que

(u′(t), v) + (
√

aux(t), v) = (f(t), v) em D′(0, T ), ∀v ∈ H1
a(0, 1).

Ainda de (2.53), obtemos

u′ − Au = f em D′(0, T ; [H1
a(0, 1)]′).

Como f ∈ H1(0, T ; L2(0, 1)), u′ ∈ L2(0, T ; L2(0, 1)), segue que

Au(t) ∈ L2(0, 1) para quase todo t ∈]0, T [.

Logo,

u(t) ∈ D(A), para quase todo t ∈ (0, T ). (2.54)

De (2.45), (2.54) e do fato que ‖A(u)‖ ≤ c‖u‖, temos

u ∈ L2(0, T ; D(A)). (2.55)

Por outro lado de (2.45) à (2.48) implica em

u ∈ H1(0, T ; L2(0, 1)) (2.56)

√
aux ∈ H1(0, T ; L2(0, 1)). (2.57)
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Como H1(0, T ; L2(0, 1)) ↪→ C0([0, T ]; L2(0, 1)) decorre que

u ∈ C0([0, T ]; H1
a(0, 1)).

(v) Verificação dos Dados Iniciais

Do que foi provado até agora, temos

u ∈ C0([0, T ]; H1
a(0, 1)) ∩ L2(0, T ; D(A)) ∩H1(0, T ; L2(0, 1)) (2.58)

logo faz sentido calcular u(0) e u(T ).

Verifiquemos que u(0) = u0.

Com efeito, seja θ ∈ C1([0, T ]) tal que θ(0) = 1 e θ(T ) = 0. Então fixado j

vem ∫ T

0

(um(t), wj)θ
′(t)dt −→

∫ T

0

(u(t), wj)θ
′(t)dt. (2.59)

Integrando (2.59) por partes, decorre que

−(uµ(0), wj)−
∫ T

0

((u′µ(t), wj)θ(t)dt −→ −(u(0), wj) +

∫ T

0

(u′(t), wj)θ(t)dt, µ → +∞.

De (2.46), obtemos

−(uµ(0), wj) −→ −(u(0), wj) ∀j ∈ N, µ → +∞

ou seja,

uµ(0) ⇀ u(0) em L2(0, 1).

Por outro lado, de (2.18) temos

um(0) → u0 em D(A) ↪→ L2(0, 1).

Pela unicidade do limite conclúımos, que

u(0) = u0.

(vi) Unicidade de solução



CAPÍTULO 2. EXISTÊNCIA E UNICIDADE DE SOLUÇÃO 54

Sejam u e v soluções do problema (2.1) e consideremos φ = u − v. Então, φ

satisfaz o problema





φt = (aux)x − (avx)x (t, x) ∈ QT

φ(t, 1) = 0 t ∈ (0, T )

e





φ(t, 0) = 0 para 0 ≤ α < 1

(aφx)(t, 0) = 0 para 1 ≤ α < 2
t ∈ (0, T )

φ(0, x) = 0 x ∈ (0, 1).

(2.60)

Mostraremos que φ(t) = 0 em H1
a(0, 1) para quase todo t ∈ (0, T ), donde

concluiremos que u = v. Compondo (2.60)1 com φ, temos

(φ′(t), φ(t)) + (−(aux)x + (avx)x, φ(t)) = 0

1

2

d

dt
||φ(t)||2 + (

√
aux −

√
avx,

√
aφx(t)) = 0

1

2

d

dt
||φ(t)||2 + (

√
aφx(t),

√
aφx(t)) = 0

1

2

d

dt
||φ(t)||2 + ||√aφx(s)||2 = 0.

Integrando de 0 à T a igualdade acima e observando que φ(0) = 0, segue que

1

2
||φ(t)||2 +

∫ T

0

||√aφx(s)||2ds = 0,

donde obtemos o desejado. 2

2.4 Existência e Unicidade de Solução Fraca

Nesta seção provaremos a existência e unicidade de solução para o caso fraco,

utilizando a existência de soluções regulares.

Teorema 2.8. Seja f ∈ L2(QT ). Para todo u0 ∈ L2(0, 1) o problema (2.1) possui uma

única solução u na classe

C0([0, T ]; L2(0, 1)) ∩ L2(0, T ; H1
a(0, 1)) (2.61)
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Demonstração: Seja f ∈ L2(0, T ; L2(0, 1)) e u0 ∈ L2(0, 1). Segue da densidade de

H1(0, T ; L2(0, 1)) e D(A) em L2(0, T ; L2(0, 1)) e L2(0, 1), respectivamente, que existe

uma sequência (fn) ⊂ H1(0, T ; L2(0, 1)) e (u0n) ⊂ D(A) tal que

{
fn → f em L2(0, T ; L2(0, 1))
u0n → u0 em L2(0, 1).

(2.62)

Seja un a única solução de (2.1) associada aos dados fn e u0n. Então un

pertence à classe

C0([0, T ]; H1
a(0, 1)) ∩ L2(0, T ; D(A)) ∩H1(0, T ; L2(0, 1)),

e verifica




u′n + Aun = fn em L2(0, T ; L2(0, 1))

un(t, 1) = 0 t ∈ (0, T )

e





un(t, 0) = 0 para 0 ≤ α < 1

(aunx)(t, 0) = 0 para 1 ≤ α < 2
t ∈ (0, T )

un(0, x) = u0n(x) x ∈ (0, 1).

(2.63)

Sendo assim, para todo m e n ∈ N temos,





u′n − u′m + A(un − um) = fn − fm em L2(0, T ; L2(0, 1))

(un − um)(t, 1) = 0 t ∈ (0, T )

e





(un − um)(t, 0) = 0 para 0 ≤ α < 1

(aunx − aumx)(t, 0) = 0 para 1 ≤ α < 2
t ∈ (0, T )

(un − um)(0, x) = (u0n − u0m)(x) x ∈ (0, 1).

(2.64)

Compondo a equação (2.64)1 com un − um, decorre que

(u′n − u′m, un − um)− ((aunx)x − (aumx)x, un − um) = (fn − fm, un − um).

Então,

1

2

d

dt
‖un(t)− um(t)‖2 +

∫ 1

0

a(x)[unx − umx]
2dx

≤ 1

2
‖fn(t)− fm(t)‖2 +

1

2
‖un(t)− um(t)‖2.

(2.65)
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Integrando a desigualdade (2.65) de 0 à t, t < T , segue que

1

2
‖un(t)− um(t)‖2 +

∫ ∫

QT

a(x)|(unx − umx)|2dxdt

≤ 1

2
‖un(0)− um(0)‖2 +

1

2
‖fn − fm‖2

L2(0,T ;L2(0,1)) +
1

2

∫ T

0

‖un(s)− um(s)‖2ds.

(2.66)

Da desigualdade de Gronwall, obtemos

‖un(t)− um(t)‖2 + 2

∫ ∫

QT

a(x)|(unx − umx)|2dxdt

≤
(
‖u0n − u0m‖2 + ‖fn − fm‖2

L2(0,T ;L2(0,1))

)
eT , ∀t ∈ [0, T ].

Das convergências dadas em (2.62) vem que

sup
t∈[0,T ]

‖un(t)− um(t)‖ −→ 0 quando n e m → +∞

e ∫ ∫

QT

a(x)|(unx − umx)|2dxdt −→ 0 quando n e m → +∞.

Como os espaços C0([0, T ]; L2(0, 1)) e L2(0, T ; L2(0, 1)) são completos, segue

que existem funções u ∈ C0([0, T ]; L2(0, 1)) e v ∈ L2(0, T ; L2(0, 1)), tais que

un −→ u em C0([0, T ]; L2(0, 1)) (2.67)

√
a(x)unx −→ v em L2(0, T ; L2(0, 1)). (2.68)

Da cadeia de imersões

C0([0, T ]; L2(0, 1)) ↪→ L2(0, T ; L2(0, 1)) ↪→ D′(0, T ; L2(0, 1)),

conclúımos que v =
√

a(x)ux ∈ L2(0, T ; L2(0, 1)) e, portanto,

un −→ u em C0([0, T ]; L2(0, 1)) (2.69)

e
√

a(x)unx −→
√

a(x)ux em L2(0, T ; L2(0, 1)). (2.70)

Donde, segue

u ∈ C0([0, T ]; L2(0, 1)) ∩ L2(0, T ; H1
a(0, 1)).
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Provaremos agora que u satisfaz o problema (2.1).

Consideremos un a única solução de (2.1) associada aos dados iniciais u0n ∈
D(A) e fn ∈ H1(0, T ; L2(0, 1)) que verifica portanto, (2.63).

Sejam θ ∈ D(0, 1) e v ∈ H1
a(0, 1). Compondo (2.63)1 com θv na dualidade

D(0, T ; H1
a(0, 1)×D′(0, T ; [H1

0 (0, 1)]′), obtemos

〈u′n, θv〉+ 〈Aun, θv〉 = 〈fn, θv〉 ∀ θ ∈ D(0, 1), v ∈ H1
a(0, 1). (2.71)

Notemos agora que

〈u′n, θv〉 = −〈un, θ′v〉 ∀ θ ∈ D(0, 1), v ∈ H1
a(0, 1).

Da convergência de (un) dada em (2.69), vem

〈u′n, θv〉 = −〈un, θ′v〉 −→ −〈u, θ′v〉 = 〈u′, θv〉. (2.72)

Além disso, da convergência de (
√

aunx) dada em (2.70), obtemos

〈Aun, θv〉 = −(
√

aunx,
√

aθvx) −→ −(
√

aux,
√

aθvx) = 〈Au, θv〉, (2.73)

na dualidade D(0, T ; L2(0, 1))×D′(0, T ; L2(0, 1)) e D(0, T ; [H1
a(0, 1)]′)×D′(0, T ; H1

a(0, 1)),

respectivamente.

Temos, ainda, da convergência de (fn) dada em (2.62)1 que

〈fn, θv〉 −→ 〈f, θv〉. (2.74)

Assim de (2.72), (2.73) e (2.74) após passagem ao limite, vem

〈u′ + Au− f, θv〉 = 0 na dualidade D′(0, T ; [H1
a(0, 1)]′)×D(0, T ; H1

a(0, 1)).

Observando que o conjunto

{θv, θ ∈ D(0, 1), v ∈ H1
a(0, 1)}

é total em D(0, T ; H1
a(0, 1)), conclúımos que

u′ + Au− f = 0 em D′(0, T ; [H1
a(0, 1)]′).
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Como u ∈ L2(0, T ; H1
a(0, 1)), então para quase todo t ∈ (0, T ), vem u(t) ∈

H1
a(0, 1) e, portanto, Au(t) ∈ [H1

a(0, 1)]′.

Para toda v ∈ H1
a(0, 1), temos

|〈Au(t), v〉|2 = |〈(aux(t))x, v〉|2 = |(√aux(t),
√

avx)|2

≤ ‖√aux(t)‖2‖√avx‖2 ≤ c‖√aux(t)‖2‖v‖2
H1

a(0,1),
(2.75)

portanto,

‖Au(t)‖[H1
a(0,1)]′ ≤ c‖√aux(t)‖,

donde,

Au ∈ L2(0, T ; [H1
a(0, 1)]′).

Da imersão de L2(0, T ; L2(0, 1)) em L2(0, T ; [H1
a(0, 1)]′) e do fato que f ∈

L2(0, T ; L2(0, 1)), segue que

u′ + Au− f = 0 em ÃL2(0, T ; [H1
a(0, 1)]′).

A verificação das condições iniciais são claras, como

un −→ u em C0([0, T ]; L2(0, 1))

vem

un(0) −→ u(0) em L2(0, 1).

Da unicidade do limite em L2(0, 1) temos que

u0 = u(0).

A unicidade é inteiramente análoga ao caso regular. 2



Apêndice

Este apêndice é dedicado à prova da afirmação (2.5) feita na demonstração

da proposição 2.3, onde afirmamos que dado ε > 0 existe G(x) ∈ C1([0, 1]), extensão de

f , satisfazendo

∫ 1

0
(|u−G|2 +a(x)|ux−Gx|2)dx < ε+c

(∫ 2δ

0
(|u|2 + a(x)|ux|2)dx +

∫ 1

1−2δ
(|u|2 + a(x)|ux|2)dx

)
,

(A.0)

para c > 0.

A reflexão é constrúıda como segue. Inicialmente, consideremos x ∈ [0, δ] e

definamos

h(x) = λ1f(δ + µ1(δ − x)) + λ2f(δ + µ2(δ − x))

de modo que,

h(δ) = λ1f(δ) + λ2f(δ) = f(δ)

hx(x) = −λ1µ1fx(δ + µ1(δ − x))− λ2µ2fx(δ + µ2(δ − x))

hx(δ) = −λ1µ1fx(δ)− λ2µ2fx(δ) = fx(δ).

De maneira análoga para x ∈ [1− δ, 1], definimos

g(x) = λ1f(1− δ + µ1(1− δ − x)) + λ2f(1− δ + µ2(1− δ − x))

satisfazendo,

g(1− δ) = λ1f(1− δ) + λ2f(1− δ) = f(1− δ)

gx(x) = −λ1µ1fx(1− δ + µ1(1− δ − x))− λ2µ2fx(1− δ + µ2(1− δ − x))

gx(1− δ) = −λ1µ1fx(1− δ)− λ2µ2fx(1− δ) = fx(1− δ).

59
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Possibilitando estender f à uma função C1([0, 1]) dada por

G(x) =





h(x), 0 ≤ x ≤ δ
f(x), δ ≤ x ≤ 1− δ
g(x), 1− δ ≤ x ≤ 1.

G(x) acima definida verifica (A.0). De fato, seja ε > 0 dado
∫ 1

0

(|u−G|2 + a|ux −Gx|2
)
dx =

∫ δ

0

(|u−G|2 + a|ux −Gx|2
)
dx

+

∫ 1−δ

δ

(|u− f |2 + a(x)|ux − fx|2
)
dx

+

∫ 1

1−δ

(|u−G|2 + a|ux −Gx|2
)
dx

≤ ε0 +

∫ δ

0

(|u−G|2 + a(x)|ux −Gx|2
)
dx

+

∫ 1

1−δ

(|u−G|2 + a(x)|ux −Gx|2
)
dx;

(A.1)

onde ε0 > 0 será posteriormente escolhido em função do ε dado.

Começemos estimando o termo
∫ δ

0

|u−G|2dx.

Notemos que

|u(x)−G(x)| = |u(x)− h(x)|
= |u(x)− λ1f(δ + µ1(δ − x))− λ2f(δ + µ2(δ − x))|
= |(λ1 + λ2)u(x)− λ1f(δ + µ1(δ − x))− λ2f(δ + µ2(δ − x))|
≤ |λ1u(x)− λ1u(δ + µ1(δ − x))|
+ |λ1u(δ + µ1(δ − x))− λ1f(δ + µ1(δ − x))|
+ |λ2u(x)− λ2u(δ + µ2(δ − x))|
+ |λ2u(δ + µ2(δ − x))− λ2f(δ + µ2(δ − x))|

(A.2)

donde,

|u(x)−G(x)|2 ≤ 22
{

λ2
1|u(x)− u(δ + µ1(δ − x))|2

+λ2
1|u(δ + µ1(δ − x))− f(δ + µ1(δ − x))|2

+λ2
2|u(x)− u(δ + µ2(δ − x))|2

+λ2
2|u(δ + µ2(δ − x))− f(δ + µ2(δ − x))|2

}
.

(A.3)

Integrando de 0 à δ a desigualdade acima, vem
∫ δ

0

|u(x)−G(x)|2dx ≤ 4
{

λ2
1

∫ δ

0

|u(x)− u(δ + µ1(δ − x))|2dx

+λ2
1

∫ δ

0

|u(δ + µ1(δ − x))− f(δ + µ1(δ − x))|2dx

+λ2
2

∫ δ

0

|u(x)− u(δ + µ2(δ − x))|2dx

+λ2
2

∫ δ

0

|u(δ + µ2(δ − x))− f(δ + µ2(δ − x))|2dx
}

.

(A.4)



CAPÍTULO 2. EXISTÊNCIA E UNICIDADE DE SOLUÇÃO 61

Lembremos que da escolha de δ decorre que δ < δ + µ1(δ − x) < δ + µ1δ <

2δ < 1− δ e fazendo a mudança de variável ξ = δ + µ1(δ − x) na integral

I2 =

∫ δ

0

|u(δ + µ1(δ − x))− f(δ + µ1(δ − x))|2dx

chegamos à

I2 = −
∫ δ

δ+µ1δ

1

µ1

|u(ξ)− f(ξ)|2dξ =

∫ δ+µ1δ

δ

1

µ1

|u(ξ)− f(ξ)|2dξ < ε0
1

µ1

.

Portanto,

λ2
1I2 < λ2

1ε0
1

µ1

. (A.5)

De forma análoga, para

I4 =

∫ δ

0

|u(δ + µ2(δ − x))− f(δ + µ2(δ − x))|2dx

temos

λ2
2I4 < λ2

2ε0
1

µ2

. (A.6)

Seja agora,

I1 =

∫ δ

0

|u(x)− u(δ + µ1(δ − x))|2dx

≤ 2

{∫ δ

0

|u(x)|2dx +

∫ δ

0

|u(δ + µ1(δ − x))|2dx

}
.

Como

∫ δ

0

|u(δ + µ1(δ − x))|2dx ≤
∫ δ+µ1δ

δ

|u(ξ)|2dξ <
1

µ1

∫ 2δ

0

|u(x)|2dx,

segue que

λ2
1I1 ≤ 2λ2

1

(
1 +

1

µ1

) ∫ 2δ

0

|u(x)|2dx. (A.7)

Igualmente temos para

I3 =

∫ δ

0

|u(x)− u(δ + µ2(δ − x))|2dx

a estimativa

λ2
2I3 ≤ 2λ2

2

(
1 +

1

µ2

) ∫ 2δ

0

|u(x)|2dx. (A.8)
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Substituindo (A.5)-(A.8) em (A.4), vem

∫ δ

0

|u(x)−G(x)|2dx ≤ 4

{
2λ2

1

(
1 +

1

µ1

) ∫ 2δ

0

|u(x)|2dx + λ2
1ε0

1

µ1

+2λ2
2

(
1 +

1

µ2

) ∫ 2δ

0

|u(x)|2dx + λ2
2ε0

1

µ2

}

= 4ε0

(
λ2

1

µ1

+
λ2

2

µ2

)
+ 8

(
λ2

1 + λ2
2 +

λ2
1

µ1

+
λ2

2

µ2

) ∫ 2δ

0

|u(x)|2dx.

(A.9)

Estimemos agora, o termo

∫ 1

1−δ

|u−G|2dx.

Observando o intervalo de integração e a definição de G(x) neste intervalo e

considerando que

1− 2δ < 1− δ − µiδ < 1− δ + µi(1− δ − x) < 1− δ < 1;

obtemos
∫ 1

1−2δ

|u(x)−G(x)|2dx ≤ 4
{

λ2
1

∫ 1

1−2δ

|u(x)− u(1− δ + µ1(1− δ − x))|2dx

+λ2
1

∫ 1

1−δ

|u(1− δ + µ1(1− δ − x))− f(1− δ + µ1(1− δ − x))|2dx

+λ2
2

∫ 1

1−2δ

|u(x)− u(1− δ + µ2(1− δ − x))|2dx

+λ2
2

∫ 1

1−2δ

|u(1− δ + µ2(1− δ − x))− f(1− δ + µ2(1− δ − x))|2dx
}

.

(A.10)

Definindo

J2 =

∫ 1

1−δ

|u(1− δ + µ1(1− δ − x))− f(1− δ + µ1(1− δ − x))|2dx

= −
∫ 1−δ−µ1δ

1−δ

1

µ1

|u(ξ)− f(ξ)|2dξ

=

∫ 1−δ

1−δ−µ1δ

1

µ1

|u(ξ)− f(ξ)|2dξ <
ε0

µ1

,

segue que,

λ2
1J2 < λ2

1ε0
1

µ1

. (A.11)

De maneira análoga, para

J4 =

∫ 1

1−δ

|u(1− δ + µ2(1− δ − x))− f(1− δ + µ2(1− δ − x))|2dx

obtemos,

λ2
2J4 < λ2

2ε0
1

µ2

. (A.12)
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Definindo

J1 =

∫ 1

1−2δ

|u(x)− u(δ + µ1(δ − x))|2dx

e

J3 =

∫ 1

1−2δ

|u(x)− u(δ + µ2(δ − x))|2dx,

segue que

λ2
1J1 ≤ 2λ2

1

(
1 +

1

µ1

) ∫ 1

1−2δ

|u(x)|2dx (A.13)

e

λ2
2J3 ≤ 2λ2

2

(
1 +

1

µ2

) ∫ 1

1−2δ

|u(x)|2dx. (A.14)

Substituindo (A.11)-(A.14) em (A.10), chegamos à

∫ 1

1−δ

|u(x)−G(x)|2dx ≤ 4ε0

(
λ2

1

µ1

+
λ2

2

µ2

)
+8

(
λ2

1 + λ2
2 +

λ2
1

µ1

+
λ2

2

µ2

) ∫ 1

1−2δ

|u(x)|2dx. (A.15)

Analisemos, agora, os termos que envolvem a derivada, ou seja,

∫ δ

0

a(x)|ux(x)−Gx(x)|2dx e

∫ 1

1−δ

a(x)|ux(x)−Gx(x)|2dx.

Para obtermos uma desigualdade semelhante à apresentada em (A.4) usaremos

o fato que λ1µ1 + λ2µ2 = −1. Deste modo,

∫ δ

0
a(x)|ux(x)−Gx(x)|2dx ≤ 4

{
λ2

1µ1

∫ δ

0
a(x)|ux(x)− ux(δ + µ1(δ − x))|2dx

+λ2
1µ1

∫ δ

0
a(x)|ux(δ + µ1(δ − x))− fx(δ + µ1(δ − x))|2dx

+λ2
2µ2

∫ δ

0
a(x)|ux(x)− ux(δ + µ2(δ − x))|2dx

+λ2
2µ2

∫ δ

0
a(x)|ux(δ + µ2(δ − x))− fx(δ + µ2(δ − x))|2dx

}
.

(A.16)

De posse da idéia anterior, temos

K2 =

∫ δ

0

|ux(δ + µ1(δ − x))− fx(δ + µ1(δ − x))|2dx

=

∫ δ+µ1δ

δ

1

µ1

|ux(ξ)− fx(ξ)|2dξ,

assim,

µ1λ
2
1K2a(x) =

µ1λ
2
1

µ1

∫ δ+µ1δ

δ

a(x)|ux(x)− fx(x)|2dx < λ2
1ε0. (A.17)
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Raciocinando de maneira análoga, obtemos

µ2λ
2
2K4a(x) =

µ2λ
2
2

µ2

∫ δ+µ1δ

δ

a(x)|ux(x)− fx(x)|2dx < λ2
2ε0, (A.18)

µ1λ
2
1K1a(x) ≤ 2(λ2

1µ1 + λ2
1)

∫ 2δ

0

a(x)|ux(x)|2dx (A.19)

e

µ2λ
2
2K3a(x) ≤ 2(λ2

2µ2 + λ2
2)

∫ 2δ

0

a(x)|ux(x)|2dx. (A.20)

Substituindo (A.17)-(A.20) em (A.16), resulta

∫ δ

0

a(x)|ux(x)−Gx(x)|2dx ≤ 4ε0(λ
2
1+λ2

2)+8
(
λ2

1µ1 + λ2
1 + λ2

2µ2 + λ2
2

) ∫ 2δ

0

a(x)|ux(x)|2dx.

(A.21)

Também, para o intervalo ]1− δ, δ[ temos

∫ δ

1−δ

a(x)|ux(x)−Gx(x)|2 ≤ 4ε0(λ
2
1 +λ2

2)+8
(
λ2

1µ1 + λ2
1 + λ2

2µ2 + λ2
2

) ∫ 1

1−2δ

a(x)|ux(x)|2dx.

(A.22)

Definindo

c = max

{
8

(
λ2

1 + λ2
2 +

λ2
1

µ1

+
λ2

2

µ2

)
, 8

(
λ2

1µ1 + λ2
1 + λ2

2µ2 + λ2
2

)}

e

ε0 =
ε

1 + 4

(
λ2

1

µ1

+
λ2

2

µ2

)
+ 4(λ2

1 + λ2
2)

,

Substituindo (A.9), (A.15), (A.21) e (A.22), em (A.1) provamos o desejado.



Caṕıtulo 3

Estimativas de Carleman

Ao longo, deste caṕıtulo, os resultados serão provados para as soluções regu-

lares. Para o caso fraco, seguirá por argumentos de densidade.

Seja




ut − (aux)x = fχω (t, x) ∈ QT

u(t, 1) = 0 t ∈ (0, T )

e





u(t, 0) = 0 para 0 ≤ α < 1

(aux)(t, 0) = 0 para 1 ≤ α < 2
t ∈ (0, T )

u(0, x) = u0(x) x ∈ (0, 1)

(3.1)

A fim de estudarmos a controlabilidade para o problema (3.1), determinaremos

uma estimativa de Carleman para o problema adjunto.

Determinemos o problema adjunto ao problema acima compondo a equação

(3.1)1 com ϕ, onde ϕ é uma função admisśıvel. Logo

utϕ− (aux)xϕ = gϕ onde g = fχω .

Analisemos cada termo separadamente. Temos

ϕg = utϕ− (aux)xϕ
= (uϕ)t − uϕt − {[(aux)ϕ]x − auxϕx}
= (uϕ)t − uϕt − [[(aux)ϕ]x − {[u(aϕx)]x − u(aϕx)x}]
= (uϕ)t − uϕt − [(auxϕ)x − [(aϕx)u]x + u(aϕx)x]
= (uϕ)t − u(ϕt + (aϕx)x)− (auxϕ)x + [(aϕx)u]x.

Notemos ainda, que

∫ 1

0

∫ T

0

(uϕ)t =

∫ 1

0

[u(T )ϕ(T )− u0ϕ(0)]dx (3.2)

65
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−
∫ T

0

∫ 1

0

(auxϕ)xdxdt =

∫ T

0

[(aux)(1)ϕ(1)− (aux)(0)ϕ(0)]dt (3.3)

−
∫ T

0

∫ 1

0

[(aϕx)u]xdxdt =

∫ T

0

[(aϕx)(1)u(1)− (aϕx)(0)u(0)]dt. (3.4)

Gostaŕıamos, que observando (3.3)

(aux)(1)ϕ(1)− (aux)(0)ϕ(0) = 0.

Para tal, se 0 ≤ α < 1, impomos as seguintes condições sobre, que ϕ(0) = 0 e

ϕ(1) = 0 e se 1 ≤ α < 2 que, ϕ(1) = 0, posto que (aux)(0) = 0.

De (3.4) desejamos que a igualdade

(aϕx)(1)u(1)− (aϕx)(0)u(0) = 0

seja verificada.

Se 0 ≤ α < 1 não há nenhuma imposição ser feita à ϕ, porém se 1 ≤ α < 2,

inferimos que (aϕx)(0) = 0, pois temos que u(1) = 0. De posse destas condições, vem

∫ ∫

QT

gϕ =

∫ 1

0

[u(T )ϕt − u0ϕ(0)]dx−
∫ ∫

QT

u(ϕt + (aϕx)x)dxdt.

Para que a segunda integral do lado direito faça sentido, é necessário que

q = ϕt + (aϕx)x ∈ L2(QT ).

Com as mesmas notações do problema original,

a(x) := xα com 0 ≤ α < 2 e QT = (0, T )× (0, 1) para T > 0.

Consideremos o problema adjunto.





ϕt + (aϕx)x = q (t, x) ∈ QT

ϕ(t, 1) = 0 t ∈ (0, T )

e





ϕ(t, 0) = 0 para 0 ≤ α < 1

(aϕx)(t, 0) = 0 para 1 ≤ α < 2
t ∈ (0, T )

ϕ(T, x) = ϕT (x) x ∈ (0, 1),

(3.5)

onde ϕT ∈ L2(0, 1) e q ∈ L2(QT ).
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Note que o problema acima possui solução, uma vez que o problema (2.1)

possui. De fato, seja u solução do problema (2.1), tomemos ϕ(t, x) = u(T − t, x) para

cada t ∈ R é solução de (3.5).

Assim,

ϕt(t) = −ut(T − t) e ϕx(t) = ux(T − t),

implicando em

(aϕx) = (aux)(T − t) ou ainda (aϕx)x = (aux(T − t))x,

logo,

ϕt + (aϕx)x = −ut(T − t) + (aux(T − t))x = −[ut(T − t)− (aux(T − t))x] = −f(T − t)

sendo assim, pondo q(t) = −f(T − t) segue que

ϕt + (aϕx)x = q

também ϕ(t, 1) = u(T − t, 1) = 0 e, pondo u0 = ϕT segue que

ϕ(T, x) = u(0, x) = u0(x) = ϕT (x)

além disso

ϕ(t, 0) = u(T − t, 0) = 0 para 0 ≤ α < 1
(aϕx)(t, 0) = (aux)(T − t, 0) = 0 para 1 ≤ α < 2.

Nosso interesse neste caṕıtulo será provar o seguinte resultado.

Teorema 3.1. Seja 0 ≤ α < 2 e T > 0 dados. Então existe σ : (0, T ) × [0, 1] → R?
+

da forma σ(t, x) = θ(t)p(x). Com p(x) > 0 ∀x ∈ [0, 1] e θ(t) → ∞ quando t → 0+, T−

e duas constantes positivas, c e R0, tais que para todo ϕT ∈ L2(0, 1) e f ∈ L2(QT ), a

solução ϕ de (3.5) satisfaz para todo R ≥ R0∫ ∫

QT

(Rθxαϕ2
x+R3θ3x2−αϕ2)e−2Rσdxdt ≤ c

∫ ∫

QT

e−2Rσf 2dxdt+c

∫ T

0

{Rθe−2Rσx2αϕ2
x}|x=1

Observação 3.2. A função p será explicitamente constrúıda na prova. E a escolha para

θ será

∀t ∈ (0, T ); θ(t) =

(
1

t(T − t)

)4

onde satisfaz as seguintes propriedades.

θ(t) → +∞ quando t → 0+, T−, |θt| ≤ c0θ
5
4 ≤ c1θ

2 e |θtt| ≤ c0θ
3
2 ≤ c1θ

3
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para alguma constante c0, c1 > 0 dependendo de T . Note que

θt(t) = −4(T − 2t)

(
1

t(T − t)

)5

= −4(T − 2t)

(
1

(t(T − t))4

) 5
4

= −4(T − 2t)θ
5
4 ,

como −4(T − 2t) ≤ sup
t∈[0,T ]

| − 4(T − 2t)| = c0
T , logo

|θt(t)| ≤ c0
T θ

5
4 .

Agora

θtt = 8θ
5
4 − 4(T − 2t)

5

4
θ

1
4 θt

= 8θ
5
4 − 5(T − 2t)[−4(T − 2t)]θ

1
4 θ

5
4

= 8θ
5
4 + 20(T − 2t)2θ

3
2

= 8θ
3
2 θ

−1
4 + 20(T − 2t)2θ

3
2

=
(
8θ

−1
4 + 20(T − 2t)2

)
θ

3
2

=

(
8

(
1

[t(T − t)]4

)−1
4

+ 20(T − 2t)2

)
θ

3
2

=
(
8t(T − t) + 20(T − 2t)2

)
θ

3
2 ,

seja c1
T = sup

t∈[0,T ]

|8t(T − t) + 20(T − 2t)2|, portanto

|θtt(t)| ≤ c1
T θ

3
2 .

Tomando c0 = max{c0
T , c1

T}, vem

|θt| ≤ c0θ
5
4 e |θtt| ≤ c0θ

3
2 .

Além disso, temos

θ
5
4 = θ

−3
4 θ2 =

(
1

[t(T − t)]4

)−3
4

θ2 = [t(T − t)]3θ2

e

θ
3
2 = θ

−6
4 θ3 =

(
1

[t(T − t)]4

)−6
4

θ3 = [t(T − t)]6θ3.

Definindo

c2
T = max

{
sup

t∈[0,T ]

[t(T − t)]3, sup
t∈[0,T ]

[t(T − t)]6

}

e consideremos c1 = c0.c
2
T , o que conclui as desigualdades.
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A fim de provar o teorema 3.1 e 4.1 que enunciaremos posteriormente, faz-se

necessário o seguinte lema da desigualdade do tipo Hardy.

Lema 3.3. Desigualdade do tipo Hardy

(i) Seja 0 ≤ α? < 1. Então, para toda função z localmente absolutamente cont́ınua sobre

(0, 1) satisfazendo

z(x) −→ 0
x → 0+ e

∫ 1

0

xα?

z2
x < +∞.

A desigualdade se verifica

∫ 1

0

xα?−2z2 ≤ 4

(1− α?)2

∫ 1

0

xα?

z2
x. (3.6)

(ii) Seja 1 < α? < 2. Então a desigualdade (3.6) acima ainda se verifica para toda função

localmente absolutamente cont́ınua sobre (0, 1) satisfazendo

z(x) −→ 0
x → 1−

e

∫ 1

0

xα?

z2
x < +∞.

Note que (3.6) é falso para α? = 1.

Demonstração: Primeiro caso: 0 ≤ α? < 1.

Como z é absolutamente cont́ınua sobre (0, 1), temos

|z(x)− z(ε)|2 =

(∫ x

ε

zx(s)s
3−γ

4 s
−3+γ

4 ds

)2

≤
(∫ x

ε

z2
x(s)s

3−γ
2 ds

)(∫ x

ε

s
−3+γ

2 ds

)
,

onde denotamos γ := 2− α? ∈ (1, 2]. Fazendo ε → 0+, vem

|z(x)|2 ≤
(∫ x

0

z2
x(s)s

3−γ
2 ds

)(∫ x

0

s
−3+γ

2 ds

)
,
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entretanto,
∫ 1

0

xα?−2z2(x)dx ≤
∫ 1

0

x−γ

(∫ x

0

z2
x(s)s

3−γ
2 ds

)(∫ x

0

s
−3+γ

2 ds

)
dx

=

∫ 1

0

x−γ

(∫ x

0

z2
x(s)s

3−γ
2 ds

)
x

γ−1
2

γ−1
2

dx

=
2

γ − 1

∫ 1

0

x
−1−γ

2

(∫ x

0

z2
x(s)s

3−γ
2 ds

)
dx

=
2

γ − 1

∫ 1

0

z2
x(s)s

3−γ
2

(∫ 1

s

x
−1−γ

2 dx

)
ds

=
2

γ − 1

∫ 1

0

z2
x(s)s

3−γ
2


 2

1− γ
x

1−γ
2

∣∣∣∣∣

1

s


 ds

=
2

γ − 1

∫ 1

0

z2
x(s)s

3−γ
2

2

1− γ
+

4

(γ − 1)2

∫ 1

0

z2
x(s)s

2−γ

= − 4

(γ − 1)2

∫ 1

0

z2
x(s)s

3−γ
2 +

4

(γ − 1)2

∫ 1

0

z2
x(s)s

2−γ

≤ 4

(1− α?)2

∫ 1

0

sα?

z2
x(s)ds.

Segundo caso: 1 < α? < 2.

Denotando γ := 2− α? ∈ (0, 1), temos

∫ 1

0

xα?−2z2(x)dx ≤
∫ 1

0

x−γ

(∫ 1

x

z2
x(s)s

3−γ
2 ds

)(∫ 1

x

s
−3+γ

2 ds

)
dx

=

∫ 1

0

x−γ

(∫ 1

x

z2
x(s)s

3−γ
2 ds

)
x

γ−1
2

1−γ
2

dx

=
2

1− γ

∫ 1

0

z2
x(s)s

3−γ
2

(∫ s

0

x
−1−γ

2 dx

)
ds

≤ 4

(1− γ)2

∫ 1

0

z2
x(s)s

2−γds =
4

(α? − 1)2

∫ 1

0

sα?

z2
x(s)ds.

2

3.1 Reformulação do Problema

Recordemos que a(x) = xα para todo x ∈ [0, 1] com α ∈ [0, 2) dado. Sejam

σ(t, x) = θ(t)p(x), onde p(x) > 0 ∀x ∈ [0, 1] e θ(t) → +∞ quando t → 0+, T−, para

R > 0, definamos

z(t, x) = e−Rσ(t,x)ϕ(t, x) (3.7)

onde ϕ é a solução de (3.5). Note que

∀n ∈ N, θnz = 0 e zx = 0 no tempo t = 0, t = T. (3.8)
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Note que

θnz = θne−Rσ(t,x)ϕ(t, x) =
θn

eRσ(t,x)
ϕ(t, x).

Como θn e eRσ(t,x) tende a +∞ quando t tende à 0+, T−, aplicando L´Hopital

n vezes conclúımos que
θn

eRσ(t,x)
tende a zero, quando t tende à 0+, T− e, do fato que

ϕ(T, x) e ϕ(0, x) são limitadas, temos o desejado.

Procedimento análogo para

zx = −Rθ(t)px(x)z(t, x) + e−Rσ(t,x)ϕx(t, x).

Segue que z satisfaz




(eRσz)t + (a(eRσz)x)x = f (t, x) ∈ QT

z(t, 1) = 0 t ∈ (0, T )

e





z(t, 0) = 0 para 0 ≤ α < 1

(azx)(t, 0) = −R(aσxz)(t, 0) para 1 ≤ α < 2.
t ∈ (0, T )

(3.9)

De fato, basta notar que eRσ(t,x)z(t, x) = ϕ(t, x) e, do fato que ϕ é solução de

(3.5) segue a afirmação. Notemos ainda que

(eRσz)t = Rσte
Rσz + eRσzt = eRσ[Rσtz + zt]

(eRσz)x = Rσxe
Rσz + eRσzx = eRσ[Rσxz + zx]

Nesta última igualdade, multiplicamos por a(x), donde

a(eRσz)x = Raσxe
Rσz + eRσazx,

portanto,

(a(eRσz)x)x = R((aσx)e
Rσz)x + (eRσazx)x,

da primeira parcela do lado direito obtemos,

R((aσx)e
Rσz)x = R[(aσxz)xe

Rσ + Raσ2
xe

Rσz] = eRσ[R(aσxz)x + R2aσ2
xz],

da segunda parcela, vem

(eRσazx)x = Rσxe
Rσ(azx) + eRσ(azx)x = eRσ[Rσx(azx) + (azx)x].



CAPÍTULO 3. ESTIMATIVAS DE CARLEMAN 72

Assim,

f = (eRσz)t + (a(eRσz)x)x

= eRσ[Rσtz + zt] + eRσ[R(aσxz)x + R2aσ2
xz] + eRσ[Rσx(azx) + (azx)x]

= eRσ[Rσtz + zt + R(aσxz)x + R2aσ2
xz + Rσx(azx) + (azx)x],

ou seja,

fe−Rσ = Rσtz + zt + R(aσxz)x + R2aσ2
xz + Rσx(azx) + (azx)x

portanto, a equação (3.9)1 pode ser reescrita como,

PRz = P+
R z + P−

R z = fe−Rσ,

onde

P+
R z := Rσtz + R2aσ2

xz + (azx)x

P−
R z := zt + R(aσxz)x + Raσxzx

= zt + R(aσx)xz + 2Raσxzx.

Além disso, temos

‖fe−Rσ‖2 = ‖P+
R z‖2 + ‖P−

R z‖2 + 2(P+
R z, P−

R z) ≥ 2(P+
R z, P−

R z), (3.10)

onde ‖.‖ e (., .) denotam a norma e o produto interno em L2(QT ).

3.2 Produto Escalar

Nesta seção iremos determinar o produto escalar em L2(QT ) para P+
R z e P−

R z.

Isto será feito em duas etapas. Primeiramente iremos definir os termos de fronteira e

limitados, posteriormente mostraremos que os termos de fronteira estão bem definidos.

Lema 3.4. A seguinte identidade se verifica

(P+
R z, P−

R z) =

∫ T

0

[
azxzt + R2aσtσxz

2 + R3a2σ3
xz

2 + Ra(aσx)xzzx + Ra2σxz
2
x

]1

0︸ ︷︷ ︸
(b.t)

+

∫ ∫

QT

(
−1

2
Rσtt − 2R2aσxt −R3aσx(aσ2

x)x

)
z2

+

∫ ∫

QT

−R
a

σx

(aσ2
x)xz

2
x −Ra(aσx)xxzzx





(d.t).
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Então, usando o fato que a(x) = xα e σ(t, x) = θ(t)p(x), calculamos os termos de fronteira

e distribúıdos como segue.

Demonstração: Temos (P+
R z, P−

R z) = Q1 + Q2 + Q3 + Q4, onde

Q1 := (Rσtz + R2aσ2
xz + (azx)x, zt),

Q2 := R2(σtz, (aσx)xz + 2aσxzx),
Q3 := R3(aσ2

xz, (aσx)xz + 2aσxzx),
Q4 := R((azx)x, (aσx)xz + 2aσxzx).

Analisemos o primeiro termo Q1. Utilizando integração por partes, obtemos

Q1 =

∫ ∫

QT

(
Rσtz + R2aσ2

xz + (azx)x

)
zt

=

∫ ∫

QT

(
Rσt + R2aσ2

x

) d

dt

(
z2

2

)
+

∫ ∫

QT

(azx)xzt

=

∫ 1

0

[
1

2

(
Rσt + R2aσ2

x

)
z2

]T

0

−
∫ ∫

QT

1

2

d

dt

(
Rσt + R2aσ2

x

)
z2

+

∫ T

0

[
azxzt

]1

0
−

∫ ∫

QT

azxzxt

=

∫ 1

0

[
1

2

(
Rσt + R2aσ2

x

)
z2

]T

0

−
∫ ∫

QT

1

2

d

dt

(
Rσt + R2aσ2

x

)
z2

+

∫ T

0

[
azxzt

]1

0
−

∫ 1

0

∫ T

0

d

dt

(
az2

x

2

)

=

∫ 1

0

[(
Rσt + R2aσ2

x

) 1

2
z2 − 1

2
az2

x

]T

0

−
∫ ∫

QT

1

2

d

dt

(
Rσt + R2aσ2

x

)
z2

+

∫ T

0

[
azxzt

]1

0
.

Por (3.8), observando que zx = 0, θ2z = 0 e θtz
2 = 0, no ponto t = 0, T , segue

que ∫ 1

0

[(
Rσt + R2aσ2

x

) 1

2
z2 − 1

2
az2

x

]T

0

= 0,

logo,

Q1 =

∫ T

0

[
azxzt

]1

0
+

∫ ∫

QT

(
−1

2
Rσtt −R2aσxσxt

)
z2. (3.11)

Análise do segundo termo Q2.

Q2 = R2

∫ ∫

QT

σtz((aσx)xz + 2aσxzx) = R2

∫ ∫

QT

σt(aσx)xz
2 + aσtσx(z

2)x

= R2

∫ ∫

QT

σt(aσx)xz
2 + R2

∫ ∫

QT

aσtσx(z
2)x
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= R2

∫ ∫

QT

σt(aσx)xz
2 + R2

∫ T

0

[
aσtσxz

2
]1

0
−R2

∫ ∫

QT

(aσtσx)xz
2

= R2

∫ ∫

QT

σt(aσx)xz
2 + R2

∫ T

0

[
aσtσxz

2
]1

0
−R2

∫ ∫

QT

σtx(aσx)z
2

−R2

∫ ∫

QT

σt(aσx)xz
2

= R2

∫ T

0

[
aσtσxz

2
]1

0
−R2

∫ ∫

QT

σtx(aσx)z
2.

Consequentemente,

Q2 = R2

∫ T

0

[
aσtσxz

2
]1

0
−R2

∫ ∫

QT

aσxσxtz
2. (3.12)

Análise do terceiro termo Q3.

Q3 = R3

∫ ∫

QT

aσ2
xz

(
(aσx)xz + 2aσxzx

)
= R3

∫ ∫

QT

aσ2
xz

(
(aσxz)x + aσxzx

)

= R3

∫ ∫

QT

aσ2
xz(aσxz)x + R3

∫ ∫

QT

a2σ3
xzzx

= R3

∫ T

0

[
a2σ3

xz
2
]1

0
−R3

∫ ∫

QT

(aσ2
xz)xaσxz + R3

∫ ∫

QT

a2σ3
xzzx

= R3

∫ T

0

[
a2σ3

xz
2
]1

0
−R3

∫ ∫

QT

[(aσ2
x)xaσxz

2 + a2σ3
xzzx] + R3

∫ ∫

QT

a2σ3
xzzx

= R3

∫ T

0

[
a2σ3

xz
2
]1

0
−R3

∫ ∫

QT

(aσ2
x)xaσxz

2.

Assim,

Q3 = R3

∫ T

0

[
a2σ3

xz
2
]1

0
−R3

∫ ∫

QT

aσx(aσ2
x)xz

2. (3.13)

Análise do quarto termo Q4.

Q4 = R

∫ ∫

QT

(azx)x

(
(aσx)xz + 2aσxzx

)

= R

∫ ∫

QT

(azx)x(aσx)xz + R

∫ ∫

QT

2aσxzx(azx)x

= R

∫ T

0

[
azx(aσx)xz

]1

0
−R

∫ ∫

QT

azx

(
(aσx)xz

)
x

+ R

∫ ∫

QT

σx

(
(azx)

2
)

x

= R

∫ T

0

[
a(aσx)xzzx

]1

0
−R

∫ ∫

QT

[a(aσx)xz
2
x + a(aσx)xxzzx]

+R

∫ T

0

[
σxa

2z2
x

]1

0
−R

∫ ∫

QT

σxxa
2z2

x

= R

∫ T

0

[
(aσx)xzazx + σxa

2z2
x

]1

0
−R

∫ ∫

QT

az2
x

σx

(aσ2
x)x

−R

∫ ∫

QT

a(aσx)xxzzx.
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Consequentemente,

Q4 = R

∫ T

0

[
(aσx)xzazx + σxa

2z2
x

]1

0
−R

∫ ∫

QT

a

σx

(aσ2
x)xz

2
x

−R

∫ ∫

QT

a(aσx)xxzzx.
(3.14)

Finalmente, o lema segue de (3.11)-(3.14). 2

Nos próximos lemas, determinaremos condições sobre os termos (d.t) e mos-

traremos que o termo (b.t) está bem definido.

Lema 3.5. Para todo 0 ≤ α < 2, tem-se

(d.t) = −1

2
R

∫ ∫

QT

θttpz
2 − 2R2

∫ ∫

QT

θθtx
αp2

xz
2

−R3

∫ ∫

QT

θ3x2α−1(2xpxx + αpx)p
2
xz

2

−R

∫ ∫

QT

θx2α−1(2xpxx + αpx)z
2
x −R

∫ ∫

QT

θxα(xαpx)xxzzx.

Além disso, para 0 ≤ α < 1, os termos de fronteira (b.t) são dados por

(b.t) =

∫ T

0

{
Rθpxa

2z2
x

}
|x=1

−
∫ T

0

{
Rθpxa

2z2
x

}
|x=0

.

Para 1 ≤ α < 2, os termos de fronteira (b.t) tornam-se

(b.t) =

∫ T

0

{
Rθpxa

2z2
x

}
|x=1

+

∫ T

0

{
−R

2
θtapxz

2 −R2θtθappxz
2 − 2R3θ3a2p3

xz
2 + R2θ2apx(apx)xz

2

}

|x=0

.

Demonstração: Com a(x) = xα e σ(t, x) = θ(t)p(x), os termos distribúıdos (d.t) podem

ser calculados como segue,

(d.t) =

∫ ∫

QT

(
−1

2
Rσtt − 2R2aσxt −R3aσx(aσ2

x)x

)
z2

+

∫ ∫

QT

−R
a

σx

(aσ2
x)xz

2
x −Ra(aσx)xxzzx

= −1

2
R

∫ ∫

QT

θttpz
2 − 2R2

∫ ∫

QT

θθtx
αp2

xz
2 −R3

∫ ∫

QT

θ3xαpx(x
αp2

x)xz
2

−R

∫ ∫

QT

θ
xα

px

(xαp2
x)xz

2
x −R

∫ ∫

QT

θxα(xαpx)xxzzx

= −1

2
R

∫ ∫

QT

θttpz
2 − 2R2

∫ ∫

QT

θθtx
αp2

xz
2 −R

∫ ∫

QT

θxα(xαpx)xxzzx

−R3

∫ ∫

QT

θ3x2α−1(2xpxx + αpx)p
2
xz

2 −R

∫ ∫

QT

θx2α−1(2xpxx + αpx)z
2
x.
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Também levando em consideração o fato que z(t, 1) = 0, os termos de fronteira

(b.t), tornam-se

(b.t) =

∫ T

0

[
azxzt + R2σtσxaz2 + R3σ3

xa
2z2 + R(aσx)xzazx + Rσxa

2z2
x

]1

0

=

∫ T

0

{
Rθpxa

2z2
x

}
|x=1

−
∫ T

0

{
azxzt + R2θtθppxaz2 + R3θ3p3

xa
2z2 + Rθ(apx)xzazx + Rθpxa

2z2
x

}
|x=0

.

Agora, para 0 ≤ α < 1, usa o fato que z(t, 0) = 0, para obter

(b.t) =

∫ T

0

{
Rθpxa

2z2
x

}
|x=1

−
∫ T

0

{
Rθpxa

2z2
x

}
|x=0

.

Similarmente, para 1 ≤ α < 2, recorde-se que (azx)(t, 0) = −Rθ(t)(apxz)(t, 0),

para concluir que

(b.t) =

∫ T

0

{
Rθpxa

2z2
x

}
|x=1

+

∫ T

0

{
Rθapx

d

dt

(
z2

2

)
−R2θtθppxaz2 −R3θ3p3

xa
2z2

+ R2θ2px(apx)xaz2 −R3θ3p3
xa

2z2
}
|x=0

.

Logo,

(b.t) =

∫ T

0

{
Rθpxa

2z2
x

}
|x=1

+

∫ T

0

{
−R

2
θtpxaz2 −R2θtθppxaz2 − 2R3θ3p3

xa
2z2 + R2θ2px(apx)xaz2

}

|x=0

.

2

3.3 Limitantes Inferiores

Em nosso próximo lema, somos motivados a encontrar a função p(x) de modo

que verifique a seguinte equação,

2xpxx + αpx = −x1−α,

uma equação diferencial ordinária de segunda ordem. Lembremos que α ∈ [0, 2).

Para resolvermos a E.D.O acima, chamemos v = px, assim vx = pxx, substi-

tuindo as alterações na equação acima obtemos,

2xvx + αv = −x1−α, ou ainda vx +
α

2x
v = −1

2
x−α ∀x ∈ (0, 1]
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com fator integrante desta última equação, I(x) = e
∫

α
2x

dx = e
α
2

ln x = x
α
2 , donde

x
α
2 vx + x

α
2

α

2x
v = −1

2
x−α

d

dx
[x

α
2 v] = −1

2
x−α

x
α
2 v = −1

2

x−
α
2
+1

−α
2

+ 1
,

assim,

v = −x−α+1

2− α
.

Por outro lado,

px = v = −x−α+1

2− α
,

logo,

p(x) = − x−α+2

(2− α)2
+ k.

Segundo o enunciado no teorema 3.1, p(x) > 0 ∀x ∈ [0, 1]. Do fato que

x−α+2 ≤ 1 ∀x ∈ [0, 1] e ∀α ∈ [0, 2) consideramos k(2−α)2 = 2 por conveniência, donde,

∀x ∈ [0, 1], p(x) :=
2− x2−α

(2− α)2
.

Então,

px(x) = − x1−α

2− α
, pxx(x) = −(1− α)

2− α
x−α

e

(xαpx)x =

(
−xαx1−α

2− α

)

x

=

(
− x

2− α

)

x

= − 1

2− α
,

assim,

(xαpx)xx = 0.

Com esta escolha de p os termos distribúıdos e limitados podem ser calculados

como segue.

Lema 3.6. Para todo α ∈ [0, 2). Os termos distribúıdos (d.t) tornam-se

(d.t) = − R

(2− α)2

∫ ∫

QT

θttz
2 +

R

2(2− α)2

∫ ∫

QT

θttx
2−αz2 + R

∫ ∫

QT

θxαz2
x

+
R3

(2− α)2

∫ ∫

QT

θ3x2−αz2 − 2R2

(2− α)2

∫ ∫

QT

θθtx
2−αz2.
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Para 0 ≤ α < 1, os termos de fronteira (b.t) tornam-se

(b.t) = − 1

2− α

∫ T

0

{
Rθx2αz2

x

}
|x=1

+
1

2− α

∫ T

0

{
Rθx1+αz2

x

}
|x=0

.

Para 1 ≤ α < 2, os termos de fronteira (b.t) tornam-se

(b.t) = − 1

2− α

∫ T

0

{
Rθx2αz2

x

}
|x=1

+

∫ T

0

{
Rθt

2(2− α)
xz2 +

2R2θtθ

(2− α)3
xz2+

− R2θtθ

(2− α)3
x3−αz2 +

2R3θ3

(2− α)3
x3−αz2 +

R2θ2

(2− α)2
xz2

}

|x=0

.

Demonstração:

(d.t) =

∫ ∫

QT

(
−1

2
Rσtt − 2R2aσxt −R3aσx(aσ2

x)x

)
z2

+

∫ ∫

QT

−R
a

σx

(aσ2
x)xz

2
x −Ra(aσx)xxzzx

= −1

2
R

∫ ∫

QT

θttpz
2 − 2R2

∫ ∫

QT

θθtx
αp2

xz
2 −R

∫ ∫

QT

θxα(xαpx)xxzzx

−R

∫ ∫

QT

θx2α−1(2xpxx + αpx)z
2
x −R3

∫ ∫

QT

θ3x2α−1(2xpxx + αpx)p
2
xz

2

= −1

2
R

∫ ∫

QT

θtt

(
2− x−α+2

(2− α)2

)
z2 − 2R2

(2− α)2

∫ ∫

QT

θθtx
2−αz2

− R3

(2− α)2

∫ ∫

QT

θ3x2−αz2 + R

∫ ∫

QT

θxαz2
x

= − R

(2− α)2

∫ ∫

QT

θttz
2 +

R

2(2− α)2

∫ ∫

QT

θttx
2−αz2 + R

∫ ∫

QT

θxαz2
x

+
R3

(2− α)2

∫ ∫

QT

θ3x2−αz2 − 2R2

(2− α)2

∫ ∫

QT

θθtx
2−αz2.

Para os termos limitados, segue também diretamente do lema 3.5 e da escolha

de p e da expressão (b.t). 2

Para o próximo lema, definamos

∀t ∈ (0, T ), θ(t) :=

(
1

t(T − t)

)4

.

Observe que θ satisfaz as seguintes propriedades,

|θt| ≤ cT
0 θ

5
4 ≤ cT

1 θ2 e |θtt| ≤ cT
0 θ

3
2 ≤ cT

1 θ3.

Com esta escolha de θ os termos distribúıdos e limitados podem ser calculados

como segue.
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Lema 3.7. Para todo α ∈ [0, 2). Os termos distribúıdos (d.t) e os termos limitados (b.t)

satisfazem, para R suficientemente grande

(d.t) ≥ R3

4(2− α)2

∫ ∫

QT

θ3x2−αz2 +
3

4
R

∫ ∫

QT

θxαz2
x

(b.t) ≥ − 1

2− α

∫ T

0

{
Rθx2αz2

x

}
|x=1

.

Demonstração: Analisemos primeiramente os termos distribúıdos. Temos, devido ao

lema 3.6

(d.t) = − R

(2− α)2

∫ ∫

QT

θttz
2 +

R

2(2− α)2

∫ ∫

QT

θttx
2−αz2

− 2R2

(2− α)2

∫ ∫

QT

θθtx
2−αz2 +

R3

(2− α)2

∫ ∫

QT

θ3x2−αz2 + R

∫ ∫

QT

θxαz2
x.

Como os dois últimos termos são não negativos, temos a necessidade somente

de estimar os outros três termos. Comecemos com o segundo termo,

∣∣∣∣
R

2(2− α)2

∫ ∫

QT

θttx
2−αz2

∣∣∣∣ ≤
cT
1 R

2(2− α)2

∫ ∫

QT

θ3x2−αz2 ≤ R3

4(2− α)2

∫ ∫

QT

θ3x2−αz2,

para R suficientemente grande. E do fato |θtt| ≤ cT
0 θ

3
2 ≤ cT

1 θ3.

Para o terceiro termo, usando o fato que

|θθt| ≤ cT
0 θ

9
4 ≤ cT

1 θ3 e R suficientemente grande

∣∣∣∣
2R2

(2− α)2

∫ ∫

QT

θθtx
2−αz2

∣∣∣∣ ≤
2cT

1 R2

(2− α)2

∫ ∫

QT

θ3x2−αz2 ≤ R3

4(2− α)2

∫ ∫

QT

θ3x2−αz2

donde,

− R3

4(2− α)2

∫ ∫

QT

θ3x2−αz2 ≤ R

2(2− α)2

∫ ∫

QT

θttx
2−αz2 ≤ R3

4(2− α)2

∫ ∫

QT

θ3x2−αz2

e

− R3

4(2− α)2

∫ ∫

QT

θ3x2−αz2 ≤ 2R2

(2− α)2

∫ ∫

QT

θθtx
2−αz2 ≤ R3

4(2− α)2

∫ ∫

QT

θ3x2−αz2

ou ainda,

− R3

4(2− α)2

∫ ∫

QT

θ3x2−αz2 ≤ − 2R2

(2− α)2

∫ ∫

QT

θθtx
2−αz2 ≤ R3

4(2− α)2

∫ ∫

QT

θ3x2−αz2.
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Logo, somando membro a membro da primeira desilgualdade com a última,

vem

R

2(2− α)2

∫ ∫

QT

θttx
2−αz2 − 2R2

(2− α)2

∫ ∫

QT

θθtx
2−αz2 ≥ − R3

2(2− α)2

∫ ∫

QT

θ3x2−αz2

mas,

R3

(2− α)2

∫ ∫

QT

θ3x2−αz2 − R3

2(2− α)2

∫ ∫

QT

θ3x2−αz2 =
R3

2(2− α)2

∫ ∫

QT

θ3x2−αz2

dáı, vem

(d.t) ≥ − R

(2− α)2

∫ ∫

QT

θttz
2 +

R3

2(2− α)2

∫ ∫

QT

θ3x2−αz2 + R

∫ ∫

QT

θxαz2
x. (3.15)

Temos ainda que limitar o primeiro termo do lado direito acima. Primeira-

mente observe que a solução ϕ de (3.5) permanece em L2(0, T ; H1
a(0, 1)) pelo teorema 2.8.

Como z = e−Rσϕ, mostra-se que z também pertence à L2(0, T ; H1
a(0, 1)).

∫ T

0

‖z‖2
H1

a(0,1)dt =

∫ T

0

‖e−Rσϕ‖2
H1

a(0,1) ≤
∫ T

0

‖ϕ‖2
H1

a(0,1) = ‖ϕ‖L2(0,T ;H1
a(0,1)).

Agora,∣∣∣∣
R

(2− α)2

∫ ∫

QT

θttz
2

∣∣∣∣ ≤ cT
0 R

(2− α)2

∫ ∫

QT

θ
3
2 z2

=
cT
0 R

(2− α)2

∫ ∫

QT

(
θx

α−2
3 z2

) 3
4
(

θ3x2−αz2
) 1

4

≤ 3εcT
0 R

4(2− α)2

∫ ∫

QT

θx
α−2

3 z2 +
cT
0 R

4ε3(2− α)2

∫ ∫

QT

θ3x2−αz2

(3.16)

Separemos o caso em que α = 1 dos outros. Pois neste caso particular a

desigualdade de Hardy (Lema 3.3) não ocorre para α? = 1.

No caso α 6= 1, observe que x
(α−2)

3 ≤ xα−2, pois α < 2. Aplicando o lema 3.3

com α? = α 6= 1, (z satisfaz as hipóteses do lema 3.3 para quase todo t, já que pertence

L2(0, T ; H1
a(0, 1)) ) obtemos

∫ ∫

QT

θx
α−2

3 z2 ≤
∫ ∫

QT

θxα−2z2 ≤ 4

(α− 1)2

∫ ∫

QT

θxαz2
x. (3.17)

No caso α = 1, aplicando o lema 3.3 com α? = 5
3

e usando o fato que x
5
3 ≤ x

obtemos similarmente,∫ ∫

QT

θx
α−2

3 z2 =

∫ ∫

QT

θx
−1
3 z2 ≤ 4

(α? − 1)2

∫ ∫

QT

θx
5
3 z2

x

≤ 9

∫ ∫

QT

θxz2
x = 9

∫ ∫

QT

θxαz2
x.

(3.18)
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Em ambos os casos, combinando (3.16) com (3.17) ou (3.18), obtém-se

∣∣∣∣
R

(2− α)2

∫ ∫

QT

θttz
2

∣∣∣∣ ≤ εc′R
∫ ∫

QT

θxαz2
x +

cR

4ε3(2− α)2

∫ ∫

QT

θ3x2−αz2,

onde c′ =
3cT

0

(2− α)4
ou

27cT
0

4(2− α)2
> 0 e c =

cT
0 (2− α)2

4
ou 9cT

0 .

Então para ε suficientemente pequeno e R suficientemente grande, temos,

∣∣∣∣
R

(2− α)2

∫ ∫

QT

θttz
2

∣∣∣∣ ≤
R

4

∫ ∫

QT

θxαz2
x +

R3

4(2− α)2

∫ ∫

QT

θ3x2−αz2. (3.19)

Assim, por (3.15) e (3.19),

(d.t) ≥ R3

4(2− α)2

∫ ∫

QT

θ3x2−αz2 +
3R

4

∫ ∫

QT

θxαz2
x ≥ 0.

Voltando para os termos limitados. No caso 0 ≤ α < 1, pelo lema 3.6, temos

(b.t) = − 1

2− α

∫ T

0

{
Rθx2αz2

x

}
|x=1

+
1

2− α

∫ T

0

{
Rθxα+1z2

x

}
|x=0

≥ − 1

2− α

∫ T

0

{
Rθx2αz2

x

}
|x=1

.

No caso 1 ≤ α < 2, recordemos que, pelo lema 3.6

(b.t) = − 1

2− α

∫ T

0

{
Rθx2αz2

x

}
|x=1

+

∫ T

0

{(
Rθt

2(2− α)
+

2R2θtθ

(2− α)3
+

− R2θtθ

(2− α)3
x2−α +

2R3θ3

(2− α)3
x2−α +

R2θ2

(2− α)2

)
xz2

}

|x=0

.

Como z ∈ H1
a(0, 1) para quase todo t, afirmamos que, para quase todo t ∈

(0, T ).

xz2(t, x) → 0 quando x → 0

logo,

(b.t) = − 1

2− α

∫ T

0

{
Rθx2αz2

x

}
|x=1

.

De fato, sejam α ∈ [1, 2) dado e para toda v ∈ H1
a(0, 1), tems pela definição

H1
a(0, 1) no caso 1 ≤ α < 2, sabendo que v ∈ L2(0, 1) e

√
avx = x

α
2 vx ∈ L2(0, 1), então

xv2 ∈ L1(0, 1). Além disso,

(xv2)x = v2 + 2xvvx.
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Como v2 ∈ L1(0, 1) e xvvx = (x
1−α

2 v)(x
α
2 vx) ∈ L1(0, 1). Logo, xv2 ∈ W 1,1(0, 1).

logo, xv2 → L ≥ 0 quando x → 0+. Finalmente L = 0, caso contrário implicaria que

v 6∈ L2(0, 1).

Como, xv2 ∈ W 1,1(0, 1) ↪→ C0(0, 1), ou seja, dado ε > 0 existe δ > 0 se |x| < δ

implica

|xv2 − L| < ε,

portanto, para ε suficientemente pequeno temos

v2 >
L− ε

x
> 0, 0 < |x| < δ.

Integrando a desigualdade acima no intervalo (η, δ) com 0 < η < δ vem,

∫ δ

η

v2 >

∫ δ

η

L− ε

x
= (L− ε) ln(x)

∣∣∣∣
δ

η

= (L− ε)[ln(δ)− ln(η)].

(3.20)

Fazendo η −→ 0, temos que o termo do lado esquerdo da desigualdade dada

em (3.20) tende à +∞, ou seja v 6∈ L2(0, 1), o que é uma contradição. 2

Vamos agora provar o teorema 3.1.

Demonstração: do Teorema 3.1: Pelo lema 3.4 e 3.7, temos para todo 0 ≤ α < 2,

(P+
R z, P−

R z) = (d.t) + (b.t) ≥ R3

4(2− α)2

∫ ∫

QT

θ3x2−αz2 +
3R

4

∫ ∫

QT

θxαz2
x

− 1

2− α

∫ T

0

{
Rθx2αz2

x

}
|x=1

,

por (3.10), temos

‖fe−Rσ‖2 = ‖P+
R z‖2 + ‖P−

R z‖2 + 2(P+
R z, P−

R z) ≥ 2(P+
R z, P−

R z)

≥ R3

2(2− α)2

∫ ∫

QT

θ3x2−αz2 +
3R

2

∫ ∫

QT

θxαz2
x −

2

2− α

∫ T

0

{
Rθx2αz2

x

}
|x=1

.

Lembre-se que σ(t, x) = θ(t)p(x) e px(x) = − x1−α

2− α
. Logo,

xασ2
x = xα(θ(t)px(x))2 = xα

(
−θ(t)

x1−α

2− α

)2

=
1

(2− α)2
θ2(t)x2−α.

Além disso, ϕ = eRσz. Mas, ϕx = Rσxe
Rσz + eRσzx, entretanto

0 ≤ (Rσxz − zx)
2 = R2σ2

xz
2 − 2Rσxzzx + z2

x,
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donde,

2Rσxzzx ≤ R2σ2
xz

2 + z2
x.

Somando em ambos os lados da desigualdade anterior o termo R2σ2
xz

2 + z2
x, e

depois multiplicando tudo por e2Rσ, vem

R2e2Rσσ2
xz

2 + 2Re2Rσσxzzx + e2Rσz2
x ≤ 2R2σ2

xe
2Rσz2 + 2e2Rσz2

x,

ou seja,

(ReRσσxz + eRσzx)
2 ≤ 2R2σ2

xe
2Rσz2 + 2e2Rσz2

x.

Portanto,

ϕ2
x ≤ 2R2σ2

xe
2Rσz2 + 2e2Rσz2

x.

Logo,

R3θ3x2−αϕ2 + Rθxαϕ2
x ≤ R3θ3x2−αe2Rσz2 + Rθxα

(
2R2σ2

xe
2Rσz2 + 2e2Rσz2

x

)

= R3θ3x2−αe2Rσz2 + c1R
3θ3x2−αe2Rσz2 + 2Rθxαe2Rσz2

x

≤ c2

(
R3θ3x2−αe2Rσz2 + Rθxαe2Rσz2

x

)
,

onde c1 =
2

(2− α)2
e c2 = max{1, c1, 2}.

Tomemos c3 = min

{
1

2(2− α)2
,
3

2

}
. Então

∫ ∫

QT

f 2e−2Rσ +
2

2− α

∫ T

0

{
Rθx2αz2

x

}
|x=1

≥ c3R
3

∫ ∫

QT

θ3x2−αz2 + c3R

∫ ∫

QT

θxαz2
x

Assim,
∫ ∫

QT

(
R3θ3x2−αϕ2 + Rθxαϕ2

x

)
e−2Rσ ≤ c2

∫ ∫

QT

(
R3θ3x2−αz2 + Rθxαz2

x

)

≤ c2

c3

∫ ∫

QT

f 2e−2Rσ +
c2

c3

∫ T

0

{
Rθx2αz2

x

}
|x=1

.

Além disso, (azx)(1) = e−Rσ(aϕx)(1) posto que z(1) = 0. Portanto,

∫ ∫

QT

(
R3θ3x2−αϕ2 + Rθxαϕ2

x

)
e−2Rσ ≤ c

∫ ∫

QT

f 2e−2Rσ + c

∫ T

0

{
Rθe−2Rσx2αϕ2

x

}
|x=1

.

2



Caṕıtulo 4

Controlabilidade

4.1 Desigualdade de observabilidade

Determinaremos neste caṕıtulo a desigualdade de observabilidade, que poste-

riormente aplicaremos para obtermos a controlabilidade do problema (3.1).

Consideremos o seguinte problema adjunto



vt + (avx)x = 0 (t, x) ∈ QT

v(t, 1) = 0 t ∈ (0, T )

e





v(t, 0) = 0 para 0 ≤ α < 1

(avx)(t, 0) = 0 para 1 ≤ α < 2
t ∈ (0, T )

v(T, x) = vT (x) x ∈ (0, 1),

(4.1)

onde vT (x) é dado em L2(0, 1).

Com a estimativa de Carleman obtida no Teorema 3.1, conlúımos a seguinte

desigualdade de observabilidade para (4.1).

Teorema 4.1. Sejam 0 ≤ α < 2 e T > 0 dados e ω um subintervalo não-vazio de (0, 1).

Então existe k > 0 tal que, para toda vT ∈ L2(0, 1) a solução v de (4.1) satisfaz
∫ 1

0

xαvx(0, x)2dx ≤ k

∫ T

0

∫

ω

v(t, x)2dxdt. (4.2)

Para provarmos o Teorema acima faremos uso dos seguintes lemas, que provare-

mos a seguir.

Lema 4.2. (Desigualdade de Cacciopolis). Nas hipóteses do Teorema 4.1, para todo

R > 0 temos ∫ T

0

∫

ω′
e−2Rσv2

xdxdt ≤ C(R, T )

∫ T

0

∫

ω

v2dxdt,

84



CAPÍTULO 4. CONTROLABILIDADE 85

onde ω′ é um subintervalo não vazio de ω = (x0, x1) dado por: ω′ =
(

2x0 + x1

3
,
x0 + 2x1

3

)

se 0 ≤ x0 < x1 ≤ 1.

Demonstração: Notemos inicialmente que

lim
t→T−

e−2Rσv2 → 0 e lim
t→0+

e−2Rσv2 → 0.

Definamos a função ξ : R→ R dada por





0 ≤ ξ(x) ≤ 1 ∀x ∈ R
ξ(x) = 1 para x ∈ ω′

ξ(x) = 0 para x 6∈ ω.

Então pra todo R > 0,

0 =

∫ T

0

d

dt

∫ 1

0

ξ2e−2Rσv2 =

∫ ∫

QT

−2ξ2Rσte
−2Rσv2 + 2ξ2e−2Rσvvt

= −2

∫ ∫

QT

ξ2Rσte
−2Rσv2 − 2

∫ ∫

QT

ξ2e−2Rσv(avx)x

= −2

∫ ∫

QT

ξ2Rσte
−2Rσv2 + 2

∫ ∫

QT

(ξ2e−2Rσv)xavx

= −2

∫ ∫

QT

ξ2Rσte
−2Rσv2 + 2

∫ ∫

QT

a(ξ2e−2Rσ)xvvx + ξ2e−2Rσav2
x.

Logo,

2

∫ ∫

QT

ξ2e−2Rσav2
x = 2

∫ ∫

QT

ξ2Rσte
−2Rσv2 − 2

∫ ∫

QT

a(ξ2e−2Rσ)xvvx

= 2

∫ ∫

QT

ξ2Rσte
−2Rσv2 − 2

∫ ∫

QT

(√
aξe−Rσvx

) (√
a
(ξ2e−Rσ)x

ξe−Rσ
v

)

≤ 2

∫ ∫

QT

ξ2Rσte
−2Rσv2 +

∫ ∫

QT

(√
aξe−Rσvx

)2

+

∫ ∫

QT

(√
a
(ξ2e−Rσ)x

ξe−Rσ
v

)2

≤ 2

∫ ∫

QT

ξ2Rσte
−2Rσv2 +

∫ ∫

QT

(√
a
(ξ2e−Rσ)x

ξe−Rσ
v

)2

+

∫ ∫

QT

ξ2e−2Rσav2
x

donde,

∫ ∫

QT

ξ2e−2Rσav2
x ≤ 2

∫ ∫

QT

ξ2Rσte
−2Rσv2 +

∫ ∫

QT

(√
a
(ξ2e−Rσ)x

ξe−2Rσ
v

)2

.

Notemos que

√
a
(ξ2e−2Rσ)x

ξe−Rσ
= 2

√
aξxe

−Rσ − 2R
√

aξσxe
−Rσ.
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Portanto,
∫ T

0

∫

ω′
e−2Rσav2

x ≤ 2

∫ T

0

∫

ω

Rσte
−2Rσv2 + 4

∫ T

0

∫

ω

(
ae−2Rσ(1−Rσx)

2v2
)

≤ C(R, T )

∫ T

0

∫

ω

v2.

Tomando C(R, T ) = max





2R sup
t∈[0,T ]

x∈[0,1]

|σte
−2Rσ|, 4 sup

t∈[0,T ]

x∈[0,1]

|ae−2Rσ(1−Rσx)
2|





.

2

Lema 4.3. Sejam 0 ≤ α < 2 e T > 0 dados e ω um subintervalo não vazio de (0, 1).

Existem constantes positivas R0, C, k1 > 0, tais que para toda vT ∈ L2, (0, 1), a solução v

de (4.1) satisfaz, para todo R ≥ R0,
∫ T

0

∫ 1

0

(
Rθxαv2

x + R3θ3x2−αv2
)

e−2k1Rθdxdt ≤ C

∫ T

0

∫

ω

v2dxdt.

Demonstração: Seja ω = (x0, x1) com 0 ≤ x0 < x1 ≤ 1 e consideremos a função

ψ : R→ R( função cut-off) tal que




0 ≤ ψ(x) ≤ 1 ∀x ∈ R
ψ(x) = 1 para x ∈

(
0,

2x0 + x1

3

)

ψ(x) = 0 para x ∈
(

x0 + 2x1

3
, 1

)
.

Definamos ϕ := ψv onde v é a solução de (4.1). Então ϕ satisfaz




ϕt + (aϕx)x = (aψxv)x + ψxavx =: f (t, x) ∈ QT

ϕ(t, 1) = 0 t ∈ (0, T )

e





ϕ(t, 0) = 0 para 0 ≤ α < 1

(aϕx)(t, 0) = 0 para 1 ≤ α < 2,
t ∈ (0, T )

(4.3)

posto que

ϕt + (aϕx)x = (ψv)t + (a(ψv)x)x

= ψvt + (aψxv + aψvx)x

= ψvt + (aψxv)x + ψ(avx)x + ψxavx

= ψ(vt + (avx)x) + (aψxv)x + ψxavx

= (aψxv)x + ψxavx =: f,
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ainda,

ϕ(t, 1) = ψ(1)v(t, 1) = 0 ∀t ∈ (0, T ),

ϕ(t, 0) = (ψv)(t, 0) = ψ(0)v(t, 0) = 0 se 0 ≤ α < 1 ∀t ∈ (0, T )

e

(aϕx)(t, 0) = (a(ψv)x)(t, 0) = (aψxv + ψavx)(t, 0)

= ψx(0)(av)(t, 0) + ψ(0)(avx)(t, 0) = 0.

Portanto, aplicando o Teorema 3.1 e usando o fato que ϕ ≡ 0 numa vizinhança

de x = 1 (aqui ϕx(t, 1) = 0), temos para todo R ≥ R0

∫ ∫

QT

(
R3θxαϕ2

x + R3θ3x2−αϕ2
)

e−2Rσdxdt ≤ c

∫ ∫

QT

f 2e−2Rσdxdt.

Usando a definição de ψ e considerando o fato que ψx e ψxx têm suporte em

ω′ :=
(

2x0+x1

3
, x0+2x1

3

)
, podemos escrever

f 2 = ((aψxv)x + ψxavx)
2 = (axψxv + 2aψxvx + aψxxv)2χω′ ≤ C5(v

2 + v2
x)χω′ .

Como a função ax é limitada sobre ω′, segue que,
∫ ∫

QT

(
Rθxαϕ2

x + R3θ3x2−αϕ2
)

e−2Rσdxdt ≤ C6

∫ T

0

∫

ω′
e−2Rσ(v2

x + v2)dxdt, (4.4)

onde ω′ :=
(

2x0+x1

3
, x0+2x1

3

)
.

Aplicando o lema 4.2, em (4.4), obtemos

∫ T

0

∫ 2x0+x1
3

0

(
Rθxαv2

x + R3θ3x2−αv2
)

e−2Rσdxdt

=

∫ T

0

∫ 2x0+x1
3

0

(
Rθxαϕ2

x + R3θ3x2−αϕ2
)

e−2Rσdxdt

≤
∫ ∫

QT

(
Rθxαϕ2

x + R3θ3x2−αϕ2
)

e−2Rσdxdt

≤ C6

∫ T

0

∫

ω′
e−2Rσ(v2

x + v2)dxdt

≤ C6C(R, T )

∫ T

0

∫

ω

v2 + C6

∫ T

0

∫

ω

e−2Rσv2dxdt.

Tomando c0 = max{p(x); x ∈ [0, 1]} =
2

(2− α)2
, existe

C7 = max



C6C(R, T ), C6 max

t∈[0,T ]

x∈[0,1]

e−2Rσ



 ,
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tal que

∫ T

0

∫ 2x0+x1
3

0

(
Rθxαv2

x + R3θ3x2−αv2
)

e−2c0Rθdxdt ≤ C7

∫ T

0

∫

ω

v2dxdt. (4.5)

Para finalizar, devemos calcular uma desigualdade similar sobre o intervalo
(

x0+2x1

3
, 1

)
. Mas, neste intervalo a equação é parabólica não degenerada. Desta forma,

temos a estimativa de Carleman para o caso não-degenerado, ou seja para R suficiente-

mente grande

∫ T

0

∫ 1

x0+2x1
3

(
Rθv2

x + R3θ3v2
)

e−2c1Rθdxdt ≤ C8

∫ T

0

∫

ω

v2dxdt, (4.6)

para alguma constante c1 > 0.

Combinando (4.5),(4.6) e o lema 4.2 obtemos

∫ T

0

∫ 1

0

(
Rθxαv2

x + R3θ3x2−αv2
)

e−2k1Rθdxdt ≤ C

∫ T

0

∫

ω

v2dxdt,

onde k1 = max{c0, c1}. 2

Passemos agora a demonstração do Teorema 4.1 enunciado no ińıcio deste

caṕıtulo.

Demonstração:

0 =

∫ 1

0

(
vt + (xαvx)x

)
vtdx

=

∫ 1

0

|vt|2dx +
[

xαvxvt

]1

0
−

∫ 1

0

xαvxvtxdx ≥ −1

2

d

dt

∫ 1

0

xαv2
xdx.

Portanto, a função t 7→ ∫ 1

0
xαv2

xdx é crescente e então

∫ 1

0

xαv2
x(0, x)dx ≤

∫ 1

0

xαv2
x(t, x)dx ∀t ∈ [0, T ].

Integrando sobre
[

T
4
, 3T

4

]
, temos

T

2

∫ 1

0

xαv2
x(0, x)dx =

∫ 3T
4

T
4

xαv2
x(0, x)dxdt

≤
∫ 3T

4

T
4

∫ 1

0

xαv2
x(t, x)dxdt.
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Logo,

∫ 1

0

xαv2
x(0, x)dx ≤ 2

T

∫ 3T
4

T
4

∫ 1

0

xαv2
x(t, x)dxdt

≤ C9

∫ 3T
4

T
4

∫ 1

0

θxαv2
x(t, x)e−2k1Rθdxdt,

onde C9 = sup
t∈[0,T ]

{
1

θe−2k1Rθ

}
.

Utilizando o lema 4.3, segue que

∫ 1

0

xαv2
x(0, x)dx ≤ k

∫ T

0

∫

ω

v2dxdt.

2

4.2 Controlabilidade

De modo a obtermos a controlabilidade do problema (3.1), faremos uso da

desigualdade de observabilidade,

∫ 1

0

v(0, x)2dx ≤ c

∫ T

0

∫

ω

v(t, x)2dxdt. (4.7)

A desigualdade acima seguirá da desigualdade de observabilidade do Teorema

4.1 e da desigualdade do tipo Hardy.

Para α 6= 1, aplicamos a desigualdade de Hardy (Lema 3.3) com α? = α de

modo a obter

∫ 1

0

xα−2v(0, x)2dx ≤ 4

(1− α)2

∫ 1

0

xα(vx(0, x))2dx ≤ C10

∫ T

0

∫

ω

v2dxdt.

No caso em que α = 1, de (4.2) temos que, para todo 0 < η < 1,

∫ 1

0

x1+ηv2
x(0, x)dx ≤

∫ 1

0

xv2
x(0, x)dx ≤ k

∫ T

0

∫

ω

v2dxdt.

Aplicando a desigualdade de Hardy com α? = 1 + η temos

∫ 1

0

xη−1v2(0, x)dx ≤ 4

η2

∫ 1

0

x1+ηv2
x(0, x)dx ≤ C11

∫ T

0

∫

ω

v2dxdt.

Em ambos os casos, temos a existência de uma constante C12 > 0 tal que (4.7)

se verifica.
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Teorema 4.4. Sejam 0 ≤ α < 2 e T > 0 dados e ω um subintervalo não-vazio do

intervalo (0, 1). Então para todo u0 ∈ L2(0, 1), existe f ∈ L2((0, T ) × (0, 1)) tal que a

solução do problema degenerado (3.1) satisfaz u(T ) ≡ 0 em (0, 1).

Demonstração: Inicialmente, observemos que A = (aux)x é auto-adjunto e

B : L2(0, T ; L2(0, 1)) → L2(0, T, L2(ω))

dado por Bf = fχω , também é auto-adjunto.

Seja S(t), t ∈ [0, T ], o semigrupo gerado pelo operador −A e denotemos por

uf (t) a solução para o problema





ut − Au = fχω (t, x) ∈ QT

u(t, 1) = 0 t ∈ (0, T )

e





u(t, 0) = 0 para 0 ≤ α < 1

(aux)(t, 0) = 0 para 1 ≤ α < 2
t ∈ (0, T )

u(0, x) = u0(x) x ∈ (0, 1)

(4.8)

Para cada t definamos o operador

Lt : L2(0, T ; L2(0, 1)) → L2(0, 1)
f → Ltf

dado por Ltf =

∫ t

0

S(t− s)Bf(s)ds.

Notemos que podemos escrever

uf (t) = S(t)u0 + Ltf ; ∀ f ∈ L2(0, T ; L2(0, 1)).

Para maiores detalhes ver [29]

Definamos, para cada ε > 0, o funcional

Jε(f) =
1

2

∫ T

0

‖f(t)‖2dt +
1

2ε
‖uf (T )‖2. (4.9)

Afirmo: Jε é diferenciável à Gâteaux.
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Com efeito, sejam f e g ∈ L2(0, T ; L2(0, 1)) então

J ′ε(f, g) = lim
λ→0

Jε(f + λg)− Jε(g)

λ

= lim
λ→0

1

λ

[
1

2

∫ T

0

‖f + λg‖2dt +
1

2ε
‖uf+λg(T )‖2 − 1

2

∫ T

0

‖f‖2dt− 1

2ε
‖uf (T )‖2

]

= lim
λ→0

1

λ

[
1

2

∫ T

0

‖f‖2dt +
λ2

2

∫ T

0

‖g‖2dt + λ

∫ T

0

(f, g)dt +
1

2ε
‖uf (T )‖2

+
λ2

2ε
‖LT g‖2 +

λ

ε
(uf (T ), LT g)− 1

2

∫ T

0

‖f‖2dt− 1

2ε
‖uf (T )‖2

]

=

∫ T

0

(f(t), g(t))dt +
1

ε
(uf (T ), LT g).

Assim Jε é diferenciável à Gâteaux em f e

J ′ε(f, g) = 〈J ′ε(f), g〉 =

∫ T

0

(f(t), g(t))dt +
1

ε
(uf (T ), LT g), ∀ g ∈ L2(0, T ; L2(0, 1)).

(4.10)

Assim, pela proposição (1.37) existe f ε ∈ L2(0, T ; L2(0, 1)) tal que

Jε(f
ε) = min

f∈L2(0,T ;L2(0,1))
Jε(f). (4.11)

Ponhamos ufε
= uε.

Temos que

1

ε
‖uε(T )‖2 +

1

2

∫ T

0

‖f ε‖2dt ≤ c‖u0‖2. (4.12)

De fato, de (4.11) decorre da proposição (1.39) que

〈J ′ε(f ε), g〉 =

∫ T

0

(f ε(t), g(t))dt +
1

ε
(uε(T ), LT g) = 0, (4.13)

para toda g ∈ L2(0, T ; L2(0, 1)), ou seja,

∫ T

0

(f ε(t) +
1

ε
(L∗T uε(T )), g(t))dt = 0, ∀ g ∈ L2(0, T ; L2(0, 1)).

Assim

f ε = −1

ε
L∗T uε(T ). (4.14)

Calculemos L∗T v0, para v0 ∈ L2(0, 1). Seja g ∈ L2(0, T ; L2(0, 1)),

∫ T

0

〈(L∗T v0)(s), g(s)〉ds = 〈v0, LT g〉

=

∫ T

0

(v0, S(T − s)Bg(s))ds =

∫ T

0

(B∗S(t− s)v0, g(s))ds.
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Donde,

(L∗T v0) = B∗S(T − s)v0 = BS(T − s)v0; ∀ v0 ∈ L2(0, 1). (4.15)

Notemos que v(s) = S(T − s)v0 é a solução de

{
v′(s) + Av(s) = 0 0 ≤ s ≤ T
v(T ) = v0.

Sendo assim, de(4.14) e (4.15)

f ε(s) = −BS(T − s)

[
1

ε
uε(T )

]
= −Bvε,

onde vε é solução de {
v′ε + Avε = 0

vε(T ) =
1

ε
uε(T )

(4.16)

De (4.16) e do fato que uε é solução de (4.8) com f ε conclúımos que

{ 〈u′ε − Auε + BBvε, vε〉 = 0, e uε(0) = u0

〈v′ε + Avε, u
ε〉 = 0, e vε(T ) =

1

ε
uε(T ).

Somando as igualdade acima vem que

∫ T

0

d

dt
(uε, vε)dt +

∫ T

0

(BBvε, vε)dt = 0,

ou seja,

(uε(T ), vε(T ))− (uε(0), vε(0)) +

∫ T

0

‖Bvε‖2dt = 0.

Donde,
1

ε
‖uε(T )‖2 +

∫ T

0

∫

ω

|vε|2dt = (uε(0), vε(0)). (4.17)

Por outro lado, da estimativa de observabilidade (4.7), obtemos

‖vε(0)‖2dx ≤ c

∫ T

0

∫

ω

|vε(t)|2dt. (4.18)

De (4.17), (4.18) e para η suficientemente pequeno segue que

1

ε
‖uε(T )‖2 + (1− cη)

∫ T

0

∫

ω

|vε(t)|2dt ≤ cη‖uε(0)‖2,

o que prova o desejado em (4.12).
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De posse a desigualdade (4.12) temos que

∫ T

0

‖f ε(t)‖2dt ≤ c

e

‖uε(T )‖2 ≤ εc.

Logo, existem uma subsequências {f ε} e {uε(T )} tais que

f ε ⇀ f em L2(0, T ; L2(0, 1)) (4.19)

e

uε(T ) ⇀ 0 em L2(0, 1). (4.20)

Notemos que (4.19) ocorre se, e somente se (g, f ε) → (g, f) ∀ g ∈ L2(0, T, L2(0, 1)),

ou seja, se, e somente se

∫ T

0

(g(s), f ε(s))ds →
∫ T

0

(g(s), f(s))ds, ∀ g ∈ L2(0, T, L2(0, 1)).

Mostremos que uε(t) ⇀ uf (t) em L2(0, 1), para todo t ∈ [0, T ].

(g(t), ufε

(t)) = (g(t), S(t)u0 + Ltf
ε)

= (g(t), S(t)u0) + (g(t), Ltf
ε)

= (g(t), S(t)u0) +

∫ T

0

(L∗t g(s), f ε(s))ds

→ (g(t), S(t)u0) +

∫ T

0

(L∗t g(s), f(s))ds

= (g(t), S(t)u0 + (g(t), Ltf)

= (g(t), uf (t)).

Portanto, uε(T ) = ufε
(T ) ⇀ uf (T ).

Da convergência acima e de (4.20) vem que

uf (T ) = 0.

O que finaliza a demosntração. 2
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Métodos Matemáticos 16, Rio de Janeiro, IM-UFRJ. 1983.

[20] MEDEIROS, L. A., MELLO, E.A.: A IntegraL de Lebesgue. Textos e Métodos
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equações de evolução. 2a Edição - Rio de Janeiro, IM-UFRJ. 2000.

[27] RAVIART, P.A; THOMAS, J.M., Introduction à Analyse Numérique des
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