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Indice de notacoes

Salvo mencao explicita, em contrério, as seguintes convengoes e notagoes serao usadas ao longo

deste trabalho.

N,Z,R e C representam, respectivamente, os conjuntos dos numeros naturais, inteiros,

reais e complexos;

N* R* R* R,,R_ denotam, respectivamente, o conjuntos dos numeros naturais nao-
5 N4y s D+ ) )

nulos, o conjunto dos nimeros reais positivos, negativos, nao-negativos e nao-positivos;

X = (X,]|-]) denota um espago de Banach com norma |- |: X — Ry;
LX) ={f: X — X ; félinear e limitada} é um espaco de Banach com norma
representada por || - || : L(X) — Ry;

De maneira geral, a notagao | - |; representa a norma |- | : L — Ry em um espago

normado L = (L,|-|1);
Dado um espago métrico M = (M, d), d denota a métrica d : M x M — Ry em M,

Dados quaisquer dois conjuntos A, B. Se B C A, denotamos por A—B :={x € A ; = ¢ B}.
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Resumo

Nesse trabalho, estudamos a existéncia de solugoes fracas para uma classe de equagoes

diferencias funcionais impulsivas neutras que podem ser modeladas na forma

4 (:L"(t) n g(t,:nt)) — Az(t) + f(t, ), Yt e =10,d]
ro=p€EB

Ax(ti) = Ii(xy,),

em que a € R}, A: D(A) C X — X ¢ o gerador infinitesimal de um semigrupo de operadores
lineares limitados analitico {T'(s) ; s > 0} definidos no espago de Banach X = (X,|-|). A

histéria x; : (—o0,0] — X é dada por
z(0) =zt +0),Vtelebe (—o0,0]

que pertence a algum espago de fase B definido axiomaticamente, t1,t2,--- ,t, € (0,a), para
algum n € N; tais que

0<t1<t2<---<tn<a,

as fungoes f,g: I x B — X, I; : X — X, para todo i = 1,2,--- ,n, sdo fungoes apropriadas

e Ax(t) representa o salto da fungao = : I — X definido por
Az(t) =2(th) —x(t), tel.

Nossas principais ferramentas sao as propriedades de semigrupos de operadores lineares limitados

em um espaco de Banach.

Palavras Chave: Semigrupos de Operadores Lineares Limitados, Espago de Banach, Solucao

Fraca, Equacao Diferencial Parcial Funcional Impulsiva Neutra.
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Abstract

In this work we study existence of solutions for impulsive partial neutral functional dif-

ferential equations modelled in the form

4 (:L"(t) + gt mt)) — Ax(t) + f(t, ), Yt e [0,a] =1
ro=p€EB

Ax(ti) = Ii(xy,),

where, a € R% ; A: D(A) C X — X is the infinitesimal generator of an analytic semigroups of
bounded linear operators {T'(s) ; s > 0} defined on a Banach space X = (X, |-|). The history

xy 1 (—00,0] — X given by
z(0) =zt +0),Vtelebe (—o0,0]

belongs to some abstract phase space B defined axiomacally, t1,ta, -+ ,t, € (0,a), for some
n € N, such that

0<t1<t2<---<tn<a,

the functions f,g: I xB — X, I, : X — X, forall i =1,2,--- ,n, are apropriate functions

and Az(t) represent the jump of the function x : I — X defined by
Az(t) =2(th) —x(t), tel.

Our main tools are the properties of semigroups of bounded linear operators in a Banach space.

Keywords: Semigroups of Bounded Linear Operators, Banach Space, Mild Solution, Impulsive

Partial Neutral Functional Differential Equations.
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Introducao

Equacées diferenciais neutras tem sido estudadas com bastante frequéncia desde a década
de 1990, devido as suas diversas aplicagoes em muitas dreas da matematica aplicada. Uma boa
aplicacao desse tipo de equacao ¢é no estudo do equilibrio hemodinamico de uma pessoa, quando
submetida a algum tratamento com medicamentos intravenosos. Ja Equacoes Diferenciais Parci-
ais com retardo finito sao aplicadas, por exemplo, no campo da teoria das linhas de transmissao.
Devido a isso, e a tantas outras aplicagoes, o estudo desse tipo de equacao tem recebido vasta
contruibuigoes, ao longo dos tltimos anos, veja, por exemplo, os livros [6, 19] e os artigos

[11, 14, 15).

Esse trabalho tem por objetivo apresentar detalhadamente a existéncia de solugoes fracas
para uma classe de equacées diferencias funcionais neutras impulsivas que podem ser modeladas
na forma

4 (:c(t) n g(t,:vt)) = Az(t) + f(t,z;), Vt € [0,a] = I
ro=p€EB (1)
Axz(ti) = Li(zy,),
em que a € R, A: D(A) C X — X é o gerador infinitesimal de um semigrupo de operadores
lineares limitados analitico {T'(s) ; s > 0} no espaco de Banach X = (X,|-|). A histdria,

xy 1 (—00,0] — X, é dada por
z(0) =zt +0),Vtelebe (—o0,0]

que pertence a algum espago de fase B definido axiomaticamente, t1,t2,--- ,t, € (0,a), para
algum n € N; tais que

O<ti <to< - <ty <a,
as fungoes f,g: I x B — X, I; : X — X, para todo i = 1,2,--- ,n, sdo fungoes apropriadas

e Az(t) representa o salto da fungado = : I — X definido por

Az(t) =2(th) —ax(t), tel
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em que

z(th) = Slig}r xz(s) e z(t™) = Sligl_ x(s).

O presente trabalho estd dividido em 4 capitulos. No Capitulo 1, definimos semigrupo,
semigrupo uniformemente continuo e fortemente continuo em um espago de Banach, além do
conceito de gerador infinitesimal. E mais, enunciamos e provamos propriedades bésicas (e essen-
ciais, para o desenvolvimento do trabalho) de semigrupos. O Capitulo 2 é totalmente dedicado
a caracterizacao de gerador infinitesimal de semigrupos fortemente continuo (ou Cp semigrupo).
A Secao 2.1 é dedicada a uma dessas caracterizacoes que é o classico Teorema de Hille-Yosida
(Teorema 2.1) . Para a sua demonstragao é necessario uma série de definigdes e lemas, os quais
sao, respectivamente, enunciados e provados. Ja as SecOes 2.2 e 2.3 sdo dedicadas as outras
duas caracterizagoes de gerador infinitesimal de Cy semigrupos as quais sao mais gerais que
a caracterizacdo dada no Teorema de Hille-Yosida, entretanto, as duas s@o decorréncias (nada

imediatas) do mesmo. Esses dois capitulos iniciais tiveram como referéncias [28] e [35].

O Capitulo 3 é dedicado ao estudo de semigrupos analiticos que é em um certo sentido
uma extensao do conceito de Cy semigrupo, e poténcias fracionarias, isto é, damos sentido
a expressao A%, em que A : D(A) C X — X é um operador linear, satisfazendo algumas
condigoes e a > 0. Essas duas nocgoes sao de suma importancia para o desenvolvimento do
estudo de existéncia de solugoes do problema de valor inicial dado em (1). Essa foi a motivagao

de tal capitulo e tivemos como referéncia, novamente, [28] e os trabalhos [1] e [25].

O Capitulo 4, apesar de contar com apenas duas secoes, é o mais longo desse trabalho. Ja
o mesmo contém dois principais resultados de existéncia de solugao de (1), Teoremas 4.9 e 4.11. A
fim de estarmos em condigoes de provarmos tais resultados tivemos antes que aprensentar varias
definicoes e demonstrar varios resultados que nos auxiliaram na demonstragao dos mesmos.
Tivemos como referéncia [16], contudo, tomamos o cuidado de demonstrar todas as afirmagoes,
provar todas as desigualdades, a fim de deixar tudo muito mais claro para o leitor, ja que no
artigo [16], de maneira geral, as afirmacoes estdo de maneira direita e sem muitas explicagoes.
Além disso, utilizamos uma série de lemas, os quais sdo, em sua maioria provados, os que nao
o sao, estao devidamente referenciados, ja que nosso objetivo é fazer um trabalho que seja o
mais autocontido possivel. Ainda sobre o Capitulo 4, inicialmente, apresentamos a definigdo de
solucao do problema (1), mas antes disso ainda, fizemos um motivagdo para tal defini¢do, de
forma bem detalhada, com o objetivo de entendermos melhor o motivo de tal definicdo. Apds
um série de definigoes e teoremas, que nos auxiliaram na demonstracao dos lemas, que viriam na

sequéncia, estabelecemos o nosso primeiro resultado de existéncia solugao de (1), veja Teorema
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4.2. Tal teorema exige das fungoes f e g algumas propriedades de compacidade, esse resultado
acabou sendo o mais longo e acabou sendo dividido em 4 passos. Mas, de maneira geral, a
ideia da demonstracao de tal resultado é transformar o problema (1) em um problema de ponto
fixo. Ja para o segundo resultado, o Teorema 4.11, foram necessarios muitos lemas, contudo,
foi necessério introduzir o conceito de uma medida de nao-compacidade, mais precisamente, a
medida de Kuratowski. Nesse teorema, em questao, as condi¢Oes exigidas sobre as fungoes g
e l;, i = 1,--- ,n, sao condi¢bes de Lipschitz. Assim como, o primeiro teorema, a ideia da
demonstragao do segundo teorema também é transformar o problema (1) em um problema de

ponto fixo e aplicar a Alternativa de Leray-Schauder (Teorema 4.2).



Capitulo 1

Semigrupos e seus geradores

Nesse capitulo apresentamos alguns resultados basicos da teoria de semigrupos operadores
lineares limitados definidos em um espaco de Banach. Grande parte de tal teoria foi desenvolvida
por Hille e Yosida, em meados de 1940, com o objetivo de obter novas ferramentas para o estudo

de equagoes diferenciais parciais. Tivemos como referéncia os livros [28] e [35].

1.1 Semigrupos uniformemente continuos de operadores linea-

res limitados

Definimos, a seguir, semigrupo de operadores lineares limitados, bem como, semigrupo
de operadores lineares limitados uniformemente continuo definidos em um espaco de Banach

X = (X,|-]). Além disso, mostramos algumas propriedades desses tipos de semigrupos.
Definicao 1.1. Uma familia {T'(t); t > 0} de operadores lineares limitados de X em X € dito
semigrupo de operadores lineares limitados em X se

(i) T(0) =1, em que I é o operador identidade de X ;

(ii) T(t+s) =T(t)T(s), para todo t,s > 0.

Se, além disso,

(iii) tl_i>r(§1+ ||T(t) — I|| =0, o semigrupo {T'(t); t > 0} € dito uniformemente continuo.
Definicao 1.2. Sejam X um espaco de Banach e {T(t); t > 0} C L(X) um semigrupo de
operadores lineares limitados em X. O operador linear A : D(A) : X — X definido por

T(t)x — T(t) -1 drT(t
A(z) = lim M: lim ®) x = ®)
t—s0t t t—0+t t dt

x )
t=0



1.1. SEMIGRUPOS UNIFORMEMENTE CONTINUOS DE
OPERADORES LINEARES LIMITADOS

para x € D(A), € o gerador infinitesimal do semigrupo {T'(t); t > 0}, em que

D(A) = {x € X; lim T(t):f_x e:piste}

t—0t+

€ o dominio de A.

Observagao 1.1. Da unicidade do limite na Definicao 1.2, € fdcil ver que um semigrupo
{T'(t); t > 0} tem um dnico gerador infinitesimal. Além disso, se {T(t); t > 0} € um se-
migrupo uniformemente continuo de operadores lineares limitados, entdo

lim ||T'(s) — T(t)|| = 0.

lim [|7(s) ~ ()] = 0

€
il

assim se |s —tlg < 9, entdo

7|
17|

De fato, dado € > 0 arbitrdrio, escolhemos § =

IT(s) =TI = IT(s =l < |IT| s — tfr <

€ = €.

Portanto, lirr% ||T(s) —T(t)|| =0, ou seja, T(t) € continuo em cada t > 0.
s—

O proximo teorema nos da uma relagao entre um operador linear limitado e um semigrupo
de operadores lineares limitados uniformemente continuo. Mas para demonstra-lo precisamos

de dois resultados os quais apresentamos a seguir.

Lema 1.1. Se {T'(t); t > 0} é um semigrupo de operadores lineares limitados uniformemente
continuo em X, entao existe p > 0 tal que

P
1_/ () dtH <1
P Jo

Demonstragao. Pela Observacao 1.1, T'(t) é continuo em cada ¢ > 0, assim a integral, no sentido

h
de Riemann, / T(t) dt, com h > 0 existe. Além disso,
0

;/h T(t) dt = () —T() T(O),
0

em que T : X — X é a primitiva de T, ou seja, T = T, logo

h T(h)-T —
lim [ T(t)dt= lim = Tth) =T(0) _ T(0)=T()=1,Yh>0,
h—0*t Jo h—0+t h

ou seja, dado € > 0, tem-se
1 b
[y
h Jo
Em particular, para e =1 e h = p > 0, encontramos

1 [P
[i=2 [z a <
P Jo

como queriamos demonstrar. |



1.1. SEMIGRUPOS UNIFORMEMENTE CONTINUOS DE
OPERADORES LINEARES LIMITADOS

Lema 1.2. Seja A € L(X). Se||A|| < 1, entdo (I—A)~! existe e ¢ um operador linear limitado.

Demonstragao. Para cada n € N, definimos

S, =Y A*.
k=0

Como
[1A™]| < [|A][", Vn €N,

para p,q € N, com p < ¢, tem-se

P q

Sty

k=0 k=0

||Sp - Sq” =

=|| > A Z 14| < Z AlE. (1)

k=p+1 k=p+1 k=p+1

Agora, fazendo k = p + 1, temos i =1 e kK = ¢ — p, quando k = ¢, logo,

q q—p ]
D A=Y llAlAlP.
i=1

k=p+1

Disso e de (1.1), segue que

q q—p [e'e)
1S, —Sall < 37 1AIF = S HAINAIP < S ANl = <HAH||AH )
=1 =1

k=p+1

ja que, por hipétese, ||A|| < 1. Consequentemente, ||S, — S| 230, ou seja, (Sp)nen ¢ uma

sequéncia de Cauchy em L£(X), logo S,, — S, para algum S € £(X). Agora notemos que, para

todon € N,
n+1 n+1
Spy1 = ZAk—I+ZA’f—I+AZA’f—I+AS =T+ S,A,
k=0 k=1 k=0

fazendo n — 00, segue que
S=14+SA=14+AS = 1=SI-A)=(I—-A)S,

o0
donde I — A é inversivel, e mais Y A" = (I — A)~". |
n=0

Teorema 1.1. Um operador linear A : D(A) : X — X € o gerador infinitesimal de um
semigrupo uniformemente continuo {T'(t) ; t > 0} se, e somente se, A é um operador linear

limitado.

Demonstragao. =) Seja {T'(t); t > 0} um semigrupo de operadores lineares limitados unifor-

memente continuo em X. Pelo Lema 1.1, existe p > 0 tal que

HI_;/O’JT@) ds

<1,




1.1. SEMIGRUPOS UNIFORMEMENTE CONTINUOS DE
OPERADORES LINEARES LIMITADOS

disso e pelo Lema 1.2, o operador

L_@_;[Tn@@)zilfn@@

P
é inversivel e, consequentemente, / T(s) ds também o é. Agora, para todo h > 0 e h < p,
0

tem-se
T(h})l_ ! /OPT(S) ds = % (/OPT(S +h) ds — /OPT(S) d8>

_ }1L</hp+hT(s) ds—/opT(s) ds>

_ H(/:T(s) ds+/pp+h:r(s) ds) - (/Oh:r(s) ds+/hpT(s) ds>]

_ i(/pﬁh:r(s) ds—/OhT(s) ds>,
donde

(4 [ ro0s) (o)

Assim,

T (3 ([ o [ ) ([ row)]

p -1
que é o gerador infinitesimal de {T'(¢) ; ¢ > 0}. Portanto, A = (T'(p) —I) </ T(s) ds) é um
0
operador linear limitado, ja que T'(t) € £(X), para todo ¢t > 0.

<) Seja A: D(A) C X — X um operador linear limitado em X. Definimos o operador

T(t) — eAt — Z (t:')n
n=0

Mostraremos que {T(t) = e’ ; ¢t > 0} é um semigrupo uniformemente continuo gerado
por A. Para isso, notemos que T'(t) é limitada, para todo t > 0, e é linear, em virtude de

A ser limitada e das propriedades da funcao exponencial. E mais,

[e’] n ©0° s k 0 s n
T(HT(s) =) (t:!) > ( ;j!) = Z[(tf!)A] =T(t+s),Vt,s>0eTO)=e"=1.
n=0 k=0 n=0

Assim, {T'(t) ; t > 0} é um semigrupo de operadores lineares limitados definidos em X. Resta

provar que {7T'(t) ; ¢ > 0} é uniformemente continuo, em X. Para tanto, notemos que




1.1. SEMIGRUPOS UNIFORMEMENTE CONTINUOS DE
OPERADORES LINEARES LIMITADOS

donde

IT() =1l =[] = 11| =

> (tA
>

I-

> (tA)”*l
tAZ1 i

oo (tA)"_l
< tA
- nZ::l(n—l)!
— (tA)™
< |[tA| tAZ()m!
< t||A]] [le"]] < t[|Alle' 4] vt > 0.

Como ||t —I|| — 0, quando t — 0%, concluimos {T'(t); ¢t > 0} é um semigrupo de operadores

lineares limitados uniformemente continuo. Por fim, como, para todo ¢ > 0,

TH) -1 1| (A" 2 A 2 AT
t:t[<z ol )IIIZ ol :Alzmm

n=0 n=0 n=0

)

obtemos que

A <

HT“)‘I — A 7)1

_AH—

. AT
<Z (n+1)!> _I]

n=0

AT
Azl n!

Disso e como {T'(t) ; t > 0} é um semigrupo uniformemente continuo em X, isto é,

||T'(t) — I]|]] — 0, quando t — 0T, segue que

—

t )

+
29 114).0=0 = lim
t—0+

ou seja, o operador linear limitado A é o gerador infinitesimal de semigrupo uniformemente

continuo {7'(¢t); t > 0} em X.

Pelo Teorema anterior, observemos que se {T'(¢); t > 0} é uniformemente continuo, entao
o seu gerador infinitesimal é um operador linear limitado. Uma questdo que surge é a seguinte:
todo operador linear limitado A : D(A) C X — X é o gerador infinitesimal de um tnico
semigrupo uniformemente continuo {7T'(t) ; ¢ > 0}7 A resposta para tal questao é dado pelo

préximo teorema.

Teorema 1.2. Sejam {T'(t);t > 0} e {S(t);t > 0} semigrupos de operadores lineares limitados
uniformemente continuos em X. Se

lim M:A: lim M,
t—0+ t t—0+ t

ou seja, A: D(A) C X — X € gerador infinitesimal de ambos os semigrupos, entao

T(t) = S(t), Vt > 0.



1.1. SEMIGRUPOS UNIFORMEMENTE CONTINUOS DE
OPERADORES LINEARES LIMITADOS

Demonstragao. Seja M > 0. Como as funcoes f,g : Ry — Ry dadas por f(t) = ||T(¢)|| e

g(t) = ||S(t)|| s@o continuas em ¢ € R4, existe ¢ € R tal que
TN S]] < e, Vs, t €0, M].
Dado € > 0 qualquer, pela hipétese acerca de A, existe § > 0 tal que

IT0) SO ¢ €y o5,

) s ()l

rng)s () okl s (55

i) () () (emrnl) s (5]

rexend) e (5) s (5) 7 (ko 0n) s () s G
G =GN Gll < =

IT() = SOl =

N

INA
TIMI
= O =

kt
n

3\*

|
(]

7T
= o

I
(]

T
= O

n — —1
n—k—1)
n — —1

3\“

_ T<

Como € > 0 é qualquer, segue que

B
Il
o

1T(t) = S@Il =0 = T(t) =5(t), Vitel0,M],
como desejado. |

Coroldrio 1.1. Se {T'(t);t > 0} é um semigrupo de operadores lineares limitados uniformemente

continuo em X, entao

(i) existe um tinico operador linear limitado A : D(A) C X — X tal que T(t) = et4;

1) existe uma constante w > 0 tal que < e", para todo t > 0;
i) exist tante w > 0 tal T <evt todo t >0
(iii) o operador A em (i) € o gerador infinitesimal de T(t);

(iv) a fungao h : Ry — Ry dada por h(t) = ||T(t)||, para todo t € Ry, é diferencidvel (na

norma) e
dT(t) B
— = AT(t) = T(t)A.



1.2. SEMIGRUPOS DE OPERADORES LINEARES LIMITADOS
FORTEMENTE CONTINUO

Demonstragao. (i) Temos, por hipdtese, que {T'(t) ; ¢ > 0} é um semigrupo uniformemente
continuo em X, entdo pelo Teorema 1.1, o gerador infinitesimal A de {T'(¢) ; ¢ > 0} é um
operador linear limitado, o qual é inico. Sabemos, também pelo Teorema 1, que A é o gerador

infinitesimal de {e!4 ; ¢t > 0}. Portanto, pelo Teorema 2, segue que T'(t) = et4.

(i) Como T(t) = e!4, para cada t > 0, entdo

. (1A)"
> h

k=0

1T = lle*]| =

A S A g o
P N
k=0 k=0

ja que ||A|| < w, para algum w > 0, pois A € L(X).

i41) De (i), segue que A é o gerador infinitesimal de e'4 e T'(t) = e4t. Portanto, A é
g g

gerador infinitesimal de T'(t).

1v) Notemos que, para todo h > 0, tem-se

T(t+h)—T()  TET(h)—T()
h B h =TO——

além disso, por hipétese {T'(t) ; ¢ > 0} é um semigrupo uniformemente continuo em X, e pelo

item (4i2) A é o gerador infinitesimal de {T'(t) ; t > 0}, ou seja,

hlirg+ T(hll_ - 4,
segue que
dflf) - hli)r(r]l+ o hf)L — - hlig)h T(t)T(hl)z_ : =T hli}rggr T(h;L_ : = T4
Portanto,
dz(;it) =T(t)A = AT(t).

1.2 Semigrupos de operadores lineares limitados fortemente

continuo

Nessa secao mostramos alguns resultados acerca de um tipo mais particular de semigru-
pos de operadores lineares limitados, a saber, os semigrupos fortemente continuos. Para mais

detalhes, veja [28].

Definicao 1.3. Um semigrupo de operadores lineares limitados {T'(t); t > 0} em X € dito

semigrupo fortemente continuo ou Co semigrupo, se

lim T(t)z =z, Vo € X.

t—0t
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1.2. SEMIGRUPOS DE OPERADORES LINEARES LIMITADOS
FORTEMENTE CONTINUO

Tendo em vista a Definicao 1.3, todo semigrupo uniformemente continuo em X é um
Co semigrupo. De fato, seja {T'(t) ; ¢ > 0} um semigrupo de operadores lineares limitados

uniformemente continuo em X, para todo t >0 e x € X, tem-se

[T — | = |(T(t) = Da| < |[T(t) = || ],

+
disso e pelo fato de que {T'(¢); t > 0} é uniformemente continuo, ||T'(t) —I|| =0 0, donde segue

+
que |T'(t)x — = =50, para todo = € X e, portanto, {T'(t); ¢t > 0} é um Cj semigrupo em X.

Teorema 1.3. Se {T'(t); t > 0} € um Cy semigrupo, entdo existem constantes w >0 e M > 0
tats que

IT@)[] < Me™, V> 0.

Demonstragao. Primeiramente, mostraremos que existe n > 0 tal que
1T < M, vt el0n]

ou seja, que ||T'(¢)|| é limitada no intervalo [0, 7]. Para isso, suponhamos, por um momento, que

isso nao ocorra, ou seja, existe uma sequéncia (t,)neny C Ry tal que

tn, >0,VneN, limt,=0 e [[T(t,)||>n,VneN.
n—oo

1 segue que |T(t,)z| ndo é limitada, para algum = € X ,

Pelo Principio da Limitacao Uniforme
ou seja, ||T'(t,)|| é uniformemente ilimitada, o que contraria a hipétese de {T°(¢) ; t > 0} ser um

semigrupo fortemente continuo. Portanto, ||T(¢)|| é limitada em [0, 7], para algum 7 > 0, isto é,

|T(t)|| <M, Vtel0,n ealgum M € R.

Contudo, como ||T(0)|| = 1, entdao M > 1. Definimos, entao

In M
w =
n

>0 = InM=wnp = M=¢e"". (1.2)

Dado qualquer ¢ > 0, podemos escrevé-lo da forma ¢ = nn + 0, para alguns n € N e ¢ € [0, 7],

assim de (1.2), vem que
M=e""= InM=nw = tlnM =tnyw
o que implica que

¢ ¢ ¢
"M =tw = InMi =Ine® = Mi = e,
7

!'Principio da Limitagdo Uniforme([18], Teorema 4.7-3). Sejam X1 = (X1, |- |x,) um espago de Banach e
Y1 = (Y1, ] |y;) um espago normado. Se a familia {7 : X1 — Y; ; T ¢ linear e continua, para todoA € A} é tal

que, para todo = € X1, existe M, € R tal que Th(z) < M., para todo A € A, entdo Ty é uniformemente limitada.

11



1.2. SEMIGRUPOS DE OPERADORES LINEARES LIMITADOS
FORTEMENTE CONTINUO

donde
T @I = [T (nn + &)l = T [TO)] = [Tm)-T(n)-T()- - - T [ ITO)l
= [T IT)l|
< M"M < MnM = M,
E assim, provamos o teorema. |

Corolério 1.2. Se {T'(t); t > 0} é um Cy semigrupo, entao a funcio f: Ry — X dada por
fO)=Tt)x, Ve e X

€ uma funcdo continua.

Demonstragdo. Sejam h > 0 e t > 0 quaisquer. Assim,

h—07F

|T(t+h)x — Tz < ||T@)|| |T(h)x — x| < Me*"|T(h)z — x| "= Me™"-0=0,

+
para alguns w > 0e M > 0, ja que {T'(t); t > 0} é um Cy semigrupo, isto é, |T'(h)z — x| "=,

Além disso,

h—07t
5

|T(t — h)x — Tt)x| <||T@)|| |x — T(h)x| < Me*|x — T(h)x| Me .0 =0,

novamente pelo fato de {T'(t); t > 0} ser um Cj semigrupo. Portanto, f é uma funcao continua.

[ |
Teorema 1.4. Seja {T'(t); t > 0} um Cy semigrupo. Se A: D(A) C X — X € o seu gerador
infinitesimal, entdo

t+h
(t) para todo x € X, hli%l+ h/t T(s)x ds =T(t)x;

M () ds € D(A) e < /Ot Tls)e d8> e

(ii) para todo x € X, /
t
(ii2) para todo x € D(A), T'(t)xr € D(A) e %T(t)x =A(T(t)x) =T(t)A(x);
t t
(iv) para todo x € D(A), T(t)x — T(s)x = / T(1)A(x) dr = / A(T(7)x) dr.
Demonstragdo. (i) Pelo Coroldrio 1.2, a funcao f : Ry — X dada por f(t) = T'(t)z, para todo

t+h
z € X, é continua, entao / T(s)x ds estd bem definida para todo h > 0. Assim,
t

1 [th T(t+h)—T(t
lim / T(s)x ds = lim (t+ 2 <)3:,V:U€X,
t

h—0t
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1.2. SEMIGRUPOS DE OPERADORES LINEARES LIMITADOS
FORTEMENTE CONTINUO

emqueT : X — X étal que T' =T, logo

! T(h)y—1 [*
(i) Queremos provar que /0 T(s)x ds € D(A), ou seja, hlgng(i)z/o T(s)x ds

existe. Para isso, notemos que dados quaisquer x € X e h > 0,

_ t t t+h h
T(h)l/ T(s)x ds = 1/ (T'(h+ s)x —T(s)x) ds = 1/ T(s)x ds — 1/ T(s)x ds,
h 0 h Jo h Ji h Jo
donde
T _ 7 [t 1 t+h 1 h
hli}]f(r)l+ (hf)z/o T(s)x ds = hli}r(r)lJr <h/t T(s)x ds — h/o T(s)x ds> =T(t)r — x,

t
em virtude do item (%). Portanto, / T(s)x ds € D(A) e
0

A </Ot T(s)a ds) — T(t)z — 2.

(iit) Sejam = € D(A) e h > 0 arbitrarios. Assim,

STt = 1) <T<h])1_1> v = lim T(h})l_IT(t)x — T(0) A=),

donde T'(t)x € D(A) e A(T(t)x) = T(t)A(z). E, além disso, pela Defini¢ao 1.2, tem-se

%T(t)a} = A(T(t)z) = T(t)A(=).

Resta provar que a derivada T'(t)x com relacao a t existe e é igual a T'(t)A(z), para todo ¢ > 0.

Para tanto
hhnoﬂ+ (T(t)x — Z(t —h)x B T(t)A(x)) _
= lim T(t—h) (T(m}"’;_“’“ - A(:z:)) + lim (T(t = H)A(x) = T()A(x)) =0,
T(h)x

-z
pois o primeiro limite é zero, ja que = € D(A), hlim+ — = A(z) e ||T'(t — h)|| é limitado,
—0
o segundo limite é zero em virtude da continuidade de 7'(t) em cada t > 0 (veja Observagao
1.1). Portanto,
d

S T(e = A(T(t)r) = T(HA(x), Y € X. (1.3)

(iv) Integrando (1.3) de s até t, com t,s > 0, obtemos
t g ¢ t
/ d—T(T)x dr = / A(T(1)z) dr = / T(r)A(x) dr, Vo e X,
S T S S
td
em que / d—T(T):): dr =T(t)x — T(s)x, e disso segue o resultado desejado. [ |
s dr

13



1.2. SEMIGRUPOS DE OPERADORES LINEARES LIMITADOS
FORTEMENTE CONTINUO

Coroléario 1.3. Se A : D(A) € X — X € o gerador infinitesimal de um Cy semigrupo
{T'(t); t >0}, entao

(i) D(A) € denso em X, ou seja, D(A) = X;

(i) A € um operador linear fechado.

Demonstragao. (i) Seja x € X qualquer. Definimos, para cada ¢t € N*,

1 t
xp = / T(s)x ds.
t Jo

Pelo item (%%) do Teorema 1.4, temos que z; € D(A), para cada t € N*. Além disso

x; — x, quando t — 0T, j& que

I t—07F
Ty - =g (T(s)x —x)ds — 0,
0

logo, por defini¢ao de fecho de um conjunto, temos que x € D(A) e, consequentemente, X C

D(A).

Para mostrarmos a inclusao contréria, seja y € D(A). Entao, existe uma sequéncia
(xn)nen € D(A) tal que x, — y, quando n — oo. Por outro lado, como D(A) C X

temos que (z)neny C X, e sendo X espaco de Banach, segue que y € X, e consequentemente,

D(A) C X. Portanto, D(A) = X.

(ii) A linearidade do operador A segue diretamente da Definigao 1.2. Resta-nos, entao,
mostrar que A é um operador linear fechado. Para isso, seja (zy)neny C D(A) tal que x,, — x
e A(x,) — vy, quando n — oo, para alguns z,y € X. Agora, como A é linear e limitado,

obtemos
[Ale) = A@)] = |Alwn — 2)] < [|A]l e — 2] = Alea) — Alw) T 0,

pois x,, — x, quando n — oo, consequentemente A(z,) — A(z). Disso, como A(x,) — y
e pela unicidade do limite, segue que A(x) = y e © € D(A). Portanto, A é operador linear

fechado. |

Teorema 1.5. Sejam {T'(t);t > 0} e {S(t); t > 0} Cy semigrupos com geradores infinitesimais
A:DA)Cc X — X eB:D(B) C X — X, respectivamente. Se A = B, entao T(t) = S(t),

para todo t > 0.

Demonstragao. Seja x € D(A) = D(B). Do Teorema 1.4, a funcdo f : Ry — X dada por
f(s) =T(t—s)S(s)x, para todo t > 0 e s € [0,¢], é diferenciavel e

d

pn (T(t—s)S(s)x) =T(t—s)BS(s)x — S(s)zA(t —s) =T(t — s)BS(s)x — T(t — s)AS(s)xz =0,

14



1.2. SEMIGRUPOS DE OPERADORES LINEARES LIMITADOS
FORTEMENTE CONTINUO

ja que A = B, consequentemente, a funcao f é constante, em particular, para s =0 e s = t,
fO)=T({t)x = S(t)x = f(t), Vo € D(A).
Pelo Corolério 1.3, D(A) é denso em X, o que implica que
T(t)x = S(t)z, Vo e X.

Portanto, T'(t) = S(t), para todo ¢t > 0. [

Agora damos um exemplo de um Cj semigrupo e seu gerador infinitesimal.
Exemplo 1.1. Consideremos o espaco de Banach
X ={f:R—R; f € limitada e uniformemente continua}

com norma
If[lx = sup|f(z)lr, V f € X.
zeR

Para f € X, definimos
(T(@)f)(s) = f(t+s), Vt>0,s €R.

Assim {T(t);t > 0} € um Cy semigrupo de operadores lineares limitados satifazendo ||T(t)|| < 1,

para todo t > 0.

Resolugdo. Inicialmente, mostraremos que {7'(t) ; ¢ > 0} é uma familia de operadores lineares

limitados em X.

(i) Sejam f,g € X,t >0 e s € R quaisquer, assim
(T +9)(s) = (f +9)(t+5) = f(t+5)+g(t+5) = (T()f)(s) + (T(t)g)(s).
Logo, T'(t) é linear.

(ii) Sejam f € X, t >0 e s € R arbitrarios. Temos que f é limitada, ou seja, existe ¢ € R tal

que |f(x)] < ¢, para todo z € R, donde

T HE) = [Ftt)le < e.¥f € X = [T = sup LLDDER 175+ D
rex  fllx I f]]x

C
<S-1
C

)

consequentemente, 7'(t) é limitado.

De (i) e (i) concluimos que {T'(t); t > 0} C L(X).
(iii) Notemos que, dados quaisquer f € X e s € R, tem-se
(T(0)f)(s) = f(0+s) = f(s) = T(0) =1

15



1.2. SEMIGRUPOS DE OPERADORES LINEARES LIMITADOS
FORTEMENTE CONTINUO

(iv) Sejam t,5 >0, f € X e s € R arbitrdrios. Assim,

(T(t+39)f(s) = ft+5+5) = (TO)f)(s+35) =TE(T($)f(s)) = TH)T(5)[(s),

ouseja, T'(t+35)f =T(@)T(35)f.

Por fim, observemos que

lim (T'(t)f)(s) = lm f(t+s) = f(s).

t—0t t—0t
Logo, de (7)-(iv) segue que {T'(t); t > 0} é um Cj semigrupo de operadores lineares limitados,

satifazendo ||T'(t)|| < 1, para todo t > 0.

A seguir, apresentamos o gerador infinitesimal do Cy semigrupo {T'(t) ; t > 0}. Seja
A:D(A) C X — X o gerador infinitesimal de {T'(t) ; t > 0}. Vamos determinar o operador

linear A e o seu dominio D(A). Para isso, sejam f € D(A), s € R e h > 0 quaisquer, assim

. T(h)—1I o T f(s) =T0)f(s) .. fls+h)—f(s)
hlgtr)l+ h f(s) = hlg{)l+ h N hlgcr)l+ h

= f'(s).

Logo, A(f(s)) = f'(s), para todo f € D(A), em que D(A) = {f € X ; f'existe e f' € X}. Ainda

A é linear, em virtude da linearidade da derivada. |
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Capitulo 2

Caracterizacoes do gerador

infinitesimal de () semigrupos

O foco desse capitulo é em caracterizagoes de geradores infinitesimais de Cjy semigrupos
de operadores lineares limitados definidos em um espaco de Banach X. Comecando por Cj
semigrupos mais particulares, até os casos mais gerais. Apresentamos um importante resultado,

o Teorema de Hille-Yosida, entre outros. Para mais detalhes, veja [28] e [35].

2.1 O Teorema de Hille-Yosida

Sabemos, pelo Teorema 1.3, que se {T'(t);t > 0} é um Cj semigrupo entao existem M > 1
e w > 0 tais que ||T(t)|| < Me"t, para todo ¢t > 0. Essa secao é dedicada & caracterizacao de
geradores infinitesimais de Cjy semigrupos para o caso M =1 e w = 0, ou seja, ||T'(t)|| < 1, para

todo t > 0. Mas antes disso, € necessario introduzir alguns conceitos e definigoes béasicas.

Definigao 2.1. Sejam {T(t);t > 0} um Cy semigrupo, M > 1 ew > 0 tais que ||T(t)|| < Mev*.
Se w = 0, entdo {T(t); t > 0} € chamado de Cy semigrupo uniformemente limitado e se

M =1, entdo ele € chamado de Cy semigrupo de contracoes.

Na préxima definicao, apresentamos um importante conceito, dentro da teoria de semi-

grupos, que é a nocao de conjunto resolvente de um operador linear.

Definicao 2.2. Seja A: D(A) C X — X um operador linear ndo necessariamente limitado.

O conjunto

p(A) ={X € C; A\ — A € inversivel}

17



2.1. O TEOREMA DE HILLE-YOSIDA

é chamado conjunto resolvente de A.

Seja A € p(A), assim A\ — A € inversivel, ou seja, (N[ — A)~1 é um operador linear

limitado definido em X. A familia
RO\:A) =\ —A) 1 xep(A)

de operadores lineares limitados é chamado resolvente de A. O conjunto o(A) = C — p(A) €

chamado de espectro de A.

Proposicao 2.1 (Primeira equacao resolvente). Se A: D(A) C X — X € um operador linear,
entao

RAN:A)—R(pu:A)=(pu—ANRAN:A)R(u: A), Y u, e p(Ah).

Demonstragdo. Sejam A\, u € p(A). Como R(A: A)(AM] —A)=1¢e R(u:A)(ul —A) =1, temos

RAN:A)(ul —A)R(p: A) — R(p: AYM —A)RAN:A) = RAN:A)((ul —A)— (N —A)R(pn: A)
= (W —MN+A-A)RNR(u:A)
= (u=ANRA:A)R(n: A).

Com tais definigoes, estamos aptos para enunciar um dos mais importantes teoremas
da teoria de C semigrupos, que é devido aos matematicos Hille! e Yosida?. Em um primeiro
momento, demonstramos apenas a “ida” do teorema, apds isso, enunciamos e provamos alguns

lemas (os quais utilizam hipéteses de tal teorema) para na sequéncia demonstrarmos a “volta” .

Teorema 2.1 (Teorema de Hille-Yosida). Um operador linear A : D(A) C X — X € o gerador

infinitesimal de um Cy semigrupo de contragoes {T'(t); t > 0} se, e somente se,

(i) A € fechado e D(A) = X;

(it) R C p(A) e ||[R(A: A)|| < 5, para todo A > 0.

Demonstragdo. =) Como, por hipdtese, A é o gerador infinitesimal de um Cj semigrupo de

contragoes {T'(t); t > 0} em X, pelo Corolario 1.3, segue que A é fechado e que D(A) = X.

Para todo A > 0 e z € X, definimos

R(\)z = /0 h e MT(t)z dt.

'Einar Hille (1894-1980): matemdtico norte-americano.
?Kosaku Yosida:(1909-1990): matemético japonés.

18



2.1. O TEOREMA DE HILLE-YOSIDA

Como a fungao f : Ry — X dada por f(t) = T'(t)x, para todo z € X, é continua, a integral
(o)
/ e MT(t)x dt (no sentido de Riemann) estd bem definida e define um operador linear R()\).

0
E, além disso,

[R(A)z| =

oo o0 [e.e]
/ e MT(t)z dt’ < / e M|T(t)z| dt < / e MMevt|z| dt,
0 0 0

para alguns w > 0 e M > 1. Mas como, por hipdtese, {T'(t); t > 0} é um Cj semigrupo de

contracoes, temos M =1 e w = 0, assim
o [e.9] 1
IR(\)z| < / Mz dt = |x/ e di = {lal, Va € X,
0 0

donde

IRV < (2.1)

> =

ou seja, R(\) é um operador linear limitado.

Afirmamos que R(A) = R(\ : A), para cada A > 0. De fato, sejam A > 0 e h > 0

quaisquer. Temos

()(T(h) — D)z dt

o\
8
o
L
N

o0 1 oo
/ e NT()T(h)z dt — 7 / e MT(t)z dt
0 0

/ e MT(t + h)x dt — / e NT(t)z dt,
0 0

SN RS

fazendo a substitui¢cao s =t 4+ h na primeira integral, temos

Th)—1 1 [ 1 [
LR()\):E = / e T (6) ds — / e MNT () dt
h Jn h Jo

1 [ 1 [

= / e MM (§) 1 ds — / e NT () dt
h Jn h Jo
6)\/1 oo e)\h h

1 o0
= — e NTW)x dt — — | e MT(t)x dt — = / e NT(t)x dt
hJo hJo h Jo

6>\h —1 o0 2\t 6)\h o —At
= - - e MT(t)x dt — — e () dt,
h 0 h h

donde
T(h) = I A 1 oo Ah oo
lim LR(/\)QC — lim (& / eMT )z dt — S e MNT(t)z dt
h—s0+ h h—0+ h 0 hJn
e)xh -1 e)\h 00
= lim < RNz — — e MT(t)z dt) =AR(\)z —z,
h—0+ h h

o que implica que R(A\)z € D(A), paratodoz € X e A >0, e

A(R(N) =AR(\) =T = (M — A)R(\) = 1. (2.2)
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2.1. O TEOREMA DE HILLE-YOSIDA

Por outro lado, para qualquer x € D(A), temos

ROV(A(z)) = / T NI A() di = /O T e M AT () dt = A ( /0 T M) dt) — A(ROV)z),

0

assim,

RO)(M —A)z = AR(\)z— R\ (A(z)) = ARz — A(R(N)z) = A\ —A)R(N)z = z, Vo € D(A),
(2.3)

em que a tltima igualdade ocorre em virtude de (2.2). Consequentemente,
RN —A) =1 = (M- A)~' =R(\).

Portanto, como por definicao, R(A : A) = (A — A)~!, com X > 0, segue que R(\) = R(\: A).

E mais, de (2.1), concluimos que

1
IR < [[R(A - Al < 1, VA> 0.

Para provarmos a implicagao contraria do Teorema 2.1, precisamos de alguns lemas.

Lema 2.1. Seja A: D(A) C X — X um operador linear. Se A satisfaz (i) e (1) do Teorema
2.1, entao

lim AR(A: A)x ==z, Vz € X,

A—00

com R\ : A) = (M — A7t e X e RY. C p(A).

Demonstracao. Notemos que

R(X:A)
—f
IN=I\-A+A = N=I\-A)+A = ANI\-A)"'=T+AR\: A), Ve R%.

Nesses termos, dado qualquer z € D(A) e A € RY, tem-se
1
AR\ : A)x — x| = |[AR(A : A)z| = |R(A: A)A(x)| < X\A(m)] — 0,

quando A — co. Mas D(A) é denso em X e [|R(XA: A)|| < 1, donde segue que AR(\: A)x —

x, quando A — oo, para todo = € X, ou seja,

lim AR\ : A)x =z, Ve X.
A—00
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A préxima definicao é da aprozimacdo de Yosida, conceito o qual utilizamos nos préximos
dois lemas e, além disso, tal conceito estd fortemente ligado a demonstragao da “volta” do

Teorema de Hille-Yosida (Teorema 2.1).

Definicao 2.3. Seja A: D(A) C X — X wum operador linear. A aproximacao de Yosida
de A € definida por
Ay =MAR(\: A) = N2R(\: A) — M, VA > 0.

Lema 2.2. Seja A : D(A) C X — X um operador linear satisfazendo (i) e (it) do

Teorema 2.1. Se Ay, para todo A > 0, € a aproximacao de Yosida de A, entdo

lim Ayx = A(x), Va € D(A).
A—00

Demonstragcdo. Da Definicao 2.3, temos
Ay = NR(\:A) =M =XAR(\: A) - 1),
disso e de (2.2), obtemos Ay = MA(R(X : A)). Assim, dado qualquer x € D(A), tem-se

lim Az = )\lim AR(N : A)A(z) = )\lim AARA: A)z) = A(z), Yo € D(A).
—00 —00

A—00

Lema 2.3. Seja A : D(A) € X — X wum operador linear satisfazendo (i) e (ii) do
Teorema 2.1. Se Ay € a aproximacao de Yosida de A, entdo Ay € o gerador infinitesimal

de um semigrupo uniformemente continuo de contragoes {T(t) = et ; t > 0}. E mais,

et — et 4u|| < ]| A — Auzll, Yo € X A, pu >0,

Demonstragao. Diretamente da Definicao 2.3, é facil ver que Ay é um operador linear limi-
tado. Pelo Teorema 1.1, Ay é o gerador infinitesimal de um semigrupo uniformemente continuo
{T(t) = e ; t > 0} = I'). Afirmamos que T’y é um semigrupo uniformemente continuo de

contragoes. De fato, para qualquer ¢ > 0, temos que

tA)\” — Het(A?R()\:A)—/\I)H _ |’€tA2R(/\:A) .e—t(M)H

o—tA i (A" [|R(A - A)"]]

n!

le

n=0
o—tA i (A2H)"|RA = A"

n!

n=0

0 2.\n 1 0 2.\n

—tA G S e N O LS VI G

< e Zin! =e Z ] =e Vex =e =1,
n=0 n=0
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ou seja, ||t || < 1, e assim, segue a afirmacio feita. Além disso, notemos que, para quaisquer

r € X eMu>0, tem-se

L d
etAx _ ptAn — / 7(etsA)\ . et(l_S)Au dS),
0

ds
logo,
1 d 1
HemA _ etA#H _ / 7(€tsA)\ L et(1=5)Au ds)|| = / etsAx .et(lfS)Au(AAx — A,x) ds
o ds 0 g
1
< / tllet*A - !9 | || Aze — Ayl ds < ]| Ane — Auall,
0
como querfamos mostrar. |
Com esses lemas, agora provamos a reciproca do Teorema de Hille-Yosida (Teorema 2.1).
Demonstracdo da reciproca do Teorema de Hille-Yosida. Inicialmente, provaremos que

{T(t); t > 0} é um Cj semigrupo. Para isso, sejam =z € D(A), A\,u > 0 arbitrarios,

pelo Lema 2.3, obtemos

IT\(D)z — Tu(t)zl| = [l e — ezl < t| Ay — Auzl]
= t||Ayx — Az + Az — A,z||

< t||Arx — Az|| + t||Ax — Az|,

disso e pelo Lema 2.2, segue que ||T(t)x — T,,(t)z|| — 0, quando A, p — oc.

Como D(A) é denso em X e |[e!M|| < 1, para todo t > 0, segue que

lim Ty (¢)(z) = lim Mz =T(t)z, Vz € X, (2.4)

A—00 - A—00

em que a convergéncia é uniforme. Segue, entdo, pelo Principio da Limitacao Uniforme que

{T'(t); t >0} C L(X). Além disso, para cada A > 0, {T(¢); t > 0} é um semigrupo, assim para

todoxre X et,s >0,

T(0)x = lim Th(0)x =z =z, T(t+s)zr= lim T\(t+s)x = lim Th(t)T\(s) =T ()T (s)z e
A—00 A—00 A—00

T @) = || lim e[| = lim ||| < lim 1= 1.
A—00 A—00 A—00

Como Ty(t)x — T(t)z uniformemente, entdao T'(t)x é continua, para todo z € X e

t > 0, nesses termos, segue que

lim T(t)z =T(0)r = [z = x.
t—=0+
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Portanto, {T'(t) ; t > 0} é um Cj semigrupo de contragoes.

Por fim, mostraremos que A é o gerador infinitesimal de {T'(¢) ; ¢ > 0}. Para tanto, seja

x € D(A) qualquer. Por (2.4) e pelo item (%v) do Teorema 1.4, segue que

¢ t
Tt)z—z = lim e z—z = lim (" z—z) = lim (/ M Ay ds> :/ T(s)Az ds, (2.5)
0 0

A—00 A—00 A—00

em que a tltima igualdade ocorre em virtude do Lema 2.2 e et“*A,x Az T(t)Az, para

todo z € X. Suponhamos que o operador B : D(B) C X — X é o gerador infinitesimal de
{T'(t); t > 0}, assim, para qualquer = € D(A), de (2.5), obtemos

. T —=x .1
Blz) = th(I)l+ t t—0+ h

donde D(A) C D(B) e, consequentemente, A = By, - Além disso, como B é o gerador
infinitesimal de {T'(t) ; t > 0}, entao 1 € p(B), ou seja, I — B é inversivel. Por outro lado, pela
hipétese (#2), temos R* C p(A), donde 1 € p(A), logo 1 € p(A) N p(B). Assim,

(I-A)(D(A) =X e (I-B)D(B) =X
e, em virtude de A = B|D(A)7 obtemos
(I-B)(D(A) =X e (I-A)(D(A)) =X,
donde D(A) = (I — B)~'X = D(B), disso e como A = B, 4, segue que A = B. Portanto, A ¢
o gerador infinitesimal de {T'(¢) ; t > 0}. [
O Teorema de Hille-Yosida e sua demonstracao nos da algumas consequéncias interes-
santes.

Corolério 2.1. Seja A : D(A) C X — X o gerador infinitesimal de um Cy semigrupo de

contragoes {T(t); t > 0}. Se Ay € a aproximagao de Yosida de A, com A > 0, entdo

T(t)z = lim ez, Vi € X.

A—00

Demonstragao. Pela demonstracao do Teorema de Hille-Yosida, temos )\lim e = S(t), para
— 00
algum semigrupo Cj de contragoes {S(t) ; t > 0} com gerador infinitesimal A. Pelo Teorema

1.5, segue que T'(t) = S(t), para todo t > 0. [ |

No que segue, dado ¢ = a + bi € C, para alguns a,b € R, denotamos por Re(() := a, ou

seja, Re(() é parte real do nimero complexo ¢ € C.
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Corolério 2.2. Se A : D(A) € X — X o gerador infinitesimal de um Cy semigrupo de
contragoes {T'(t); t > 0}, entdo {A € C; Re(\) >0} C p(A) e, para tal X € C, tem-se

1R A < Re(V)’

Demonstragao. Seja A € C tal que Re(\) > 0. Definindo
R\)x = / e MT()z dt, Ve X
0

e usando as mesmas ideias do Teorema de Hille-Yosida, segue que R(A\) = (A — A)~!. Portanto,

{Ae C; Re(\) >0} C p(A). Além disso, para todo x € X,

[o@) x o 1
RO\)a| = / Mtz dt' < / RN ()| 2] di < / e gl gt < —L g,
0 0 0 Re(\)
disso e como R(A) = R(A: A), segue que ||[R(A: A)|| < Rel()\). [ |

Dado um Cy semigrupo {7T'(t) ; t > 0} e seu gerador infinitesimal, é possivel obter outro
Cy semigrupo, a partir de {T'(¢); t > 0}, além de seu gerador infinitesimal. Tal fato é enunciado

na préxima proposicao.

Proposicao 2.2. Seja {T'(t);t > 0} um Cy semigrupo de operadores lineares limitados em X, tal
que ||T(t)|] < e*t, para todo t > 0 e algum w € Ry. Se S(t) = e YT (t), para todo t > 0, entdo
{S(t);t >0} é um Cy semigrupo de contragoes em X. E além disso, se A: D(A) C X — X €
um operador linear limitado tal que A € o gerador infinitesimal de {T(t); t > 0}, entao A — wl

€ o gerador infinitesimal de {S(t); t > 0}.

Demonstragao. Como T'(t) € L(X), entdao S(t) € L(X) e, consequentemente, {S(¢); t > 0} C

L(X). E mais, para quaisquer ¢,s > 0, temos

(i) S(0) = e~*0T(0) = 1I = I,
(ii) S(s+1) = e VT (E + 5) = e ~WT()T(s) = (T () (=T (5)) = S()S(5);
(iii) E, para todo z € X,

1IS()x — x| = |e”™T(t)x — 2| = [e " T(t)r — e o+ e o — x|

+
< le™T(t)x — e iz 4 |e Vi — x| = e Y| T () — x| + |6 — 1||z] =0,

ja que {T'(t); t > 0} é um Cj semigrupo;

(iv) SO = [le™"T(t)|| < e~ =€’ =1.
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De (i)-(iv) segue que {S(t); t > 0} é um Cj semigrupo de contragdes. Agora, suponhamos que
A:D(A) C X — X ¢é o gerador infinitesimal de {S(t); t > 0}, assim

D(A) = {x € X; lim Sth)z —x existe},
h—0+ h

e, para todo x € X,

Shye—x _ eMT(We—x _ M Tz —e e e —a
_ e—wh(T(:):L‘ —x) n (e—whh_ 1)SU' (26)

Logo, para todo x € D(A), decorre de (2.6) que

- - —wh __ N B
lim Tz == = lim {ew}‘ <S(h)H> — et <61> :1:] = A(z) + wz,¥Y x € D(A),
h—0t h h—0+

ja que

—wh __ 1 —_ ~
lim e“" =1, lim <e> =—w e lim St =z = A(z), Vo € D(A).
h—0+ h—0+ h

Se x € D(A), entao x € D(A), ou seja, D(A) C D(A) e

A(z) = A(z) + we = A(z) = A(z) —wz, Yo € D(A).

Agora, seja x € D(A) qualquer. De (2.6), de maneira ansloga,

o —wh - —wh __
lim S(h)x —x ~ i |€ (T'(h)x — x) n (e 1)z — A(2) — wa,
h—0+ h h—0+ h h

donde, = € D(A), logo, D(A) ¢ D(A) e A(z) = A(z) — wx. Dessa forma, D(A) = D(A) e, para

todo x € D(A) = D(A), tem-se

provando o desejado. |
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2.2 O Teorema de Lumer-Phillips

Na Secao 2.1, vimos que o Teorema de Hille-Yosida (Teorema 2.1) é uma caracterizagao
do gerador infinitesimal de um Cj semigrupo de contracoes. Nessa secao, vemos uma outra
caracterizacao para geradores infinitesimais de Cjy semigrupos de contragoes. De certa forma, a
demonstracao desse teorema é uma consequéncia do Teorema de Hille-Yosida. Contudo, antes
de enunciar e demonstrar o resultado central dessa secao, precisamos de algumas definicoes e
resultados preliminares envolvendo a nogao de espaco dual de um espago de Banach e funcional
linear, j4 que mais adiante usamos o conceito de operador dissipativo, a qual usa a ideia de
operador adjunto, que por sua vez, é definido em termos de funcional linear definido no espaco

dual de um espacgo de Banach.
Definigao 2.4. O conjunto
X*={z*: X - K; z* ¢ funcional linear®},

em que K =R ou K = C, € chamado de espaco dual de X. FE, para todo x* € X*, denotamos

por
(z*,z) = (x,2"), Vo € X,

a imagem de x* por x € X. A norma || - ||« : X* — Ry em X* € dada por

|lz* ||« = sup [(z*, z)|c, V2" € X™.
zeX

Definigao 2.5. O conjunto
F(z) = {a" € X*; (¢",2) = {x,2%) = o = [|2*|2 }, V2 € X,
€ chamado de conjunto dual de X*.

Observagao 2.1. Tendo em vista a Defini¢ao 2.5, pelo Teorema de Hahn-Banach (veja [18],
pdgina 221), concluimos que F(x) # 0, para todo x € X.

Definigao 2.6. Sejam Y um espag¢o de Banach , A : D(A) C X — Y um operador linear e
D(A) = X. Para cada y* € Y™, desde que o conjunto

X = {a* € X*; (g, Alw)) = (a*,a), V& € D(A)} 0,
definimos o operador A* : Y* — X* dado por

A(y") = 2", Vy* € D(AY),

3Definigdo. Um operador linear f : Y — L é um funcional linear se Y é um espaco de Banach e L é um

corpo.

26



2.2. O TEOREMA DE LUMER-PHILLIPS

em que D(A*) = {y* € Y* ; I x* € X* satisfazendo (y*, A(z)) = (x*,x), V x € D(A)}. Tal

operador A*, obviamente linear, € dito adjunto de A.

Observagao 2.2. A Definicao 2.6 faz sentido, pois sendo o conjunto X # () entdo ele € um
conjunto unitdrio. De fato, se dados x7,x5 € X* tais que (y*, A(x)) = (z},z) = (23, z), para
todo x € D(A), entdo pela densidade de D(A) em X, temos que (x},x) = (x5, x), para todo

x € X, logo x] = 5.

Definigao 2.7. Um operador linear A : D(A) C X — X ¢é dito dissipativo se, para todo
x € D(A), eziste x* € F(x) tal que Re({A(z),z*)) <0.

Sabemos que um espago métrico M = (M, d) é compacto se, e somente se, toda sequéncia
em M possui uma subsequéncia convergente em M. Essa propriedade possui um resultado
analogo em espagos topoldgicos mais gerais e para introduzi-lo precisamos da nogao similar a de

sequéncias em espagos métricos.

Definicao 2.8. Um conjunto A, munido de uma relagdo bindria <, € dito dirigido se
(i) a = a, para todo a € A;
(ii) dados a,b,c € A tais que a <b eb =< ¢, entio a =< ¢;

(iii) para cada a,b € A, existe c € A tal quea <ceb=c.

Uma rede em um conjunto Y € uma aplicagio f: A — Y tal que f(a) = x4, para todo

a € A, e adenotamos por {T,}acA.-

Sejam'Y um espago topolégico e U C'Y. Dizemos que uma rede {xy}qca € absorvida por
U, se existe ap € A tal que x, € U sempre que ap < a € que {Tq}aca visita U frequentemente
se, para todo a € A, existe b, € A, com a <X b, tal que xp, € U. E dizemos que uma rede
{Z,}aca converge para x €Y, se toda vizinhanga de x € Y absorve {x,}qca, € que um ponto

x €Y é um ponto limite de {x,}qaca se toda vizinhanga de x € X € visitada frequentemente

por {xa}aGA-

Lema 2.4. Seja Y um espaco topoldgico. EntaoY € compacto se, e somente se, toda rede em

X tem um ponto limite.

Demonstragao. Veja [7], apéndice A. |

O préoximo teorema nos déd uma caracterizagao de operadores lineares dissipativos.
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Teorema 2.2. Seja A : D(A) C X — X um operador linear. Entdo A € dissipativo se, se

somente se,

(M — A)x| > Az|, Vo € D(A), A > 0.

Demonstragdo. =) Como, por hipdtese, A é dissipativo, entao dado qualquer z € D(A) existe
z* € F(x) tal que
Re((A(x),z*)) <0. (2.7)

Seja A > 0 arbitrario, assim

(M = A 2] > | = Ae),2")e > Re((Ax — A(x), "))
= Re({A\x,z") — (z*, A(x)))
= Re(\z*, z) — (z%, A(x))),

disso, e do fato de que z* € X* implica (z*,z) = |z|? e de (2.7), obtemos
(AT = A)a| |2] > Re(A|z|* — (2%, A(x))) = Mz[” — Re((z", A(x))) = Nz/?,

e, portanto,

(AT — A)z| > Mz|, Vo € D(A), A > 0.

<) Temos, por hipétese, que |(AI — A)x| > \|z|, para todo x € D(A) e A > 0. Para todo
x € D(A), tem-se (Al — A)x € X e F((A — A)zx) estd bem definido. Agora, para cada A > 0,
sejam

*

yie F(M —A)z) e 2= -2 Ve DA,

assim, [|2}|[« = 1, e mais

Mz| < (M —A)x| = (Ax — A(z),2)) = X Re((z,z) — Re(A(x), 2}))

IN

Az| — Re(A(x), 23y))), YA > 0.
Logo,
Alz| < ARe((z, 23)) + Re((A(x), —2}))) < ARe((z,2})) + [A(z)] [|2}]]+

Como ||z}||« = 1, segue que

Re((z,23)) = || = %\A(ﬂf)! (2.8)

e, portanto,

Re((A(z),zy)) <0. (2.9)
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Pelo Teorema de Banach-Alaoglu-Bourbaki (veja [8], Teorema 3.36, pagina 117), a bola unitaria
em X* é compacta na topologia fraca™. Assim, pelo Lema 2.4, a rede (2})x>0 tem um ponto

limite z* € X* com ||z*||« = 1. Por (2.8) e (2.9), temos
Re((A(x),2)) <0 e [(2,2%)|c = Re({z", 7)) = |x].

Contudo,

Re((z", 7)) < [{z,2%)|c < |x]

logo (x, z*) = |z|. Agora, definimos z* = |z|z* € X*. Notemos que z* € F(x) e Re((A(x),z*)) =
Re((A(z),|z|z*)) < 0, pois Re((A(x),z*)) < 0 e |z| > 0. Portanto, para todo x € X, existe
= |z|z* € X* tal que Re({A(x),z*)) <0, ou seja, A é dissipativo. [ |

Lema 2.5. Se A: D(A) C X — X ¢ um operador linear, entio p(A) é aberto em C.

Demonstragdo. Sejam A, u € p(A) quaisquer. Temos que

> (= N"R(u: A" = A (= N"R(u: A, (2.10)
n=0 n=0

Portanto, a série dada em (2.10) converge se |[(x — A)R(p : A)|] < 1, ou seja,
=AM < (||R(u: A)|)~! e, nesse caso,

S (u— ARG A = R )T — (11— N R(: A))™"
n=0

Por outro lado,

R(u: A)I = (n=ANR(u: A) TN = A) = (I —A) (I = (n—=NR(u: A) " (A~ A)
= [(I = (u=NR(u: A)(pl — A)]H(A — A)
= (I=(u=NR(u: A) N (ul = A)H(A - A)
= [(ul = A) = (u= NI (A~ 4)
= (ul —A—pl + M) - A)
= M-A)WA-A)"=

(M — A)R(p: A)I — (p— N R(p: A)) 7' =
= M —pl+pl —A)R(u: A - (p—NRM\: A)™t =
(M — I + R(pu s A" R(p: AT — (u— N R(u: A)] ' =

= [AR(u:A) = pR(u: A)+ 1[I — (n— N R(u: A)] ' =
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= (I—(p=NR(u:A))I —(p—NR(u: A" =1

Logo, A\l — A é inversivel e o circulo de centro u e raio r = (||R(u : A)|]) ™! estéd contido em p(A)

e, consequentemente, p(A) é um conjunto aberto em C. |

O préximo teorema é o principal resultado dessa secdo, o qual é devido a Lumer? e

Phillips®.

Teorema 2.3 (Teorema de Lumer-Phillips). Seja A: D(A) C X — X wm operador linear tal

que D(A) = X. Entao as sequintes afirmagoes sao verdadeiras:

(i) se A € dissipativo e existe Ao > 0 tal que X = Im(Xol —A) (conjunto imagem de oI —A),

entdo A € o gerador infinitesimal de um Cy semigrupo de contragoes em X.

(ii) se A é o gerador infinitesimal de um Cy semigrupo de contra¢oes em X, entdo

Im(Xol — A) = X, para todo A > 0 e A € dissipativo. Além disso,

Re ({(A(z),2")) <0,Vz e D(A),z" € F(x).

Demonstragao. (i) Como, por hipdtese, A é dissipativo, segue do Teorema 2.2, que

|(M — A)z| > Mz, Vo € D(A), A > 0. (2.11)

Disso e, por hipétese, Im(Agl — A) = X, para algum A\g > 0, temos que (Mgl — A)~! é um

operador linear limitado, em virtude da linearidade de A e de (2.11), e assim (Aol — A)~! é

fechado. Logo, (Al — A) também é fechado e, consequentemente, A é fechado.

Afirmamos que Im(A — A) = X, para todo A > 0. De fato, consideremos o conjunto
A={ eRL; ImN —-A) =X}

Seja A € A qualquer. Por (2.11) (ja que isso implica em Aol — A ser injetora) e pela defini¢ao do
conjunto A, segue que AI — A é bijetora e, consequentemente, A € p(A). Pelo Lema 2.5, temos
que p(A) é aberto, entao existe 6 > 0 tal que Bs(A,R) C p(A) (em que Bs(A,R) denota a bola
aberta de centro A > 0 e raio § > 0 em R) e, consequentemente, Bs(A\,R) UR C A e, assim A é
aberto em R. Por outro lado, seja (Ay)neny C A tal que A, = X € R%, quando n — oo, assim

Im(I\, — A) = X, para todo n € N, logo, para todo y € X, existe (x,)neny C D(A) tal que

AnZp — A(zp) =y, Vn € N (2.12)

‘Giinter Lumer (1929-2005): matemdtico alemao.
SRalph Saul Phillips(1913-1998): matemadtico norte-americano.
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Agora, de (2.11), obtemos
1
ly| = | Anxn — A(zn)| > Ap|zn| = 20| < )\—|y| <C,VneN,

para algum C € Ry, ja que (%) N é limitada. Assim, para quaisquer m,n € N, tem-se
"/ ne

AmlTn —xm] < |An(Tn —2m) — A2y — 24|
Y

—
= | Amxn — Anm — (A(zn) — A(xm))| = [Amzn — Am@m — A(xm)) — Axy)|
= [Anzp —y — Alzn)| = Amzn — (¥ + A(z0))| = [Ann — Ay

= |>\m - )\m’]R |xn| < C|>\n - )\m|R’

logo (zp)nen é uma sequéncia de Cauchy em D(A) C X, assim x,, — x, quando n — 00, para
algum x € X, pois X é espaco de Banach. Disso e de (2.12), obtemos A(z,) — Az —y,
quando n — 0o. Como A é fechado, x € D(A) e \x — A(z) = y, segue que y € Im(A — A),
logo X C Im(A — A) e, portanto, X = Im(A — A), com A € A. Nesses termos, A é fechado
em RY . Assim, como A é aberto e fechado em R, A C R e A # ), segue que A = R’.. E assim,

provammos nossa aﬁrma(;éo.

Nesses termos,
ImAN -A)=X,VA>0 = R} Cp(4),
ja que (M — A)~! existe para todo A > 0 e por (2.11), para todo = € X, temos
2] = |(\T — A)(M — A) 7| > A — A7 = |- A) 2| < % VoeX,\A>0,

logo
1
[|[R(A:A)|| < v VA>0.

Portanto, segue do Teorema de Hille-Yosida (Teorema 2.1) que A é o gerador infinitesimal

de um Cj semigrupo de contracoes em X.

(ii) Temos, por hipdtese, que A é o gerador infinitesimal de um Cj semigrupo de con-
tracoes {T'(t) ; t > 0} em X. Entdo, pelo Teorema de Hille-Yosida (Teorema 2.1), tem-se
R* C p(A), ou seja, se A > 0, entdao A € p(A), donde, (AI — A)~! é um operador linear limitado
e Im(A — A) = X, para todo A > 0. Além disso, dados quaisquer z € D(A) C X e z* € F(x),

tem-se

Re((T(t)x — x,2*)) = Re({(T(t)x,z*)) — Re((z,z*))

IN

|z, 2")|c — |«
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< AL NT @ el = o < la*[]s [2] = |2* = 0

jé que [[2*||. = |z| = ({z,2*))2. Donde,

Re <<T(“H”x>) <0,¥t>0 = lim Re <<T(“ch>) = Re({A(z),z*)) < 0.

t t—0+ t

E assim, provamos (ii).

A seguir, apresentamos um importante conceito da teoria de semigrupos, que é o de
operador linear m-dissipativo, o qual (como veremos mais adiante) estd fortemente ligado ao

Teorema de Lumer-Phillips (Teorema 2.3).

Definigao 2.9. Dizemos que um operador linear A : D(A) C X — X € m-dissipativo se for

dissipativo e Im(\ — A) = X, para algum X > 0.

Nesses termos, o Teorema de Lumer-Phillips (Teorema 2.3) poderia ser enunciado da

seguinte maneira: um operador linear A : D(A) C X — X, com D(A) = X, é o gerador

infinitesimal de um Cy semigrupo de contragoes em X se, e somente se, A é m-dissipativo.

Corolério 2.3. Seja A : D(A) C X — X wum operador linear fechado tal que D(A) = X.
Se ambos A e A* sao dissipativos, entdo A € o gerador infinitesimal de um Cy semigrupo de

contracoes em X.

Demonstragdo. Pelo (i) do Teorema de Lumer-Phillips (Teorema 2.3), basta provar que
Im(I — A) = X. Para isso, observemos que, em virtude da hipétese de que A é dissipativo
e fechado, temos que Im(I — A) C X é um subespago fechado de X. Suponhamos, por um

momento que, Im(I — A) # X, ou seja, X C Im(I — A). Assim, existe z* € X* tal que
(¥, 2 — A(z)) =0, Va € D(A),

em que x* % 0. Donde,

logo z* € D(A), assim,
A*(z) =2 = 2" — A*(2") = 0.

Como, por hipotese, A* é dissipativo, pelo Teorema 2.2, obtemos
0=[I—-A%2"« = [|lz"[l« = [|lz"[l« = 0= 2" =0,
o que é uma contradi¢do. Portanto, Im(I — A) = X e, assim, segue o resultado. [ |
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Agora, mais um teorema com algumas propriedades de operadores lineares dissipativos.
Teorema 2.4. Seja A: D(A) C X — X um operador linear dissipativo em X. Entao,
(i) se Im(A\ol — A) = X, para algum \g > 0 entao Im(N — A) = X, para todo A > 0;
(ii) se A € fechdvel® entdo A é também dissipativo;

(iii) se D(A) = X, entao A é fechdvel.

Demonstragao. (i) A prova segue da parte (i) do Teorema de Lumer-Phillips (Teorema 2.3).

(ii) Seja * € D(A), assim y = A(z), para algum y € X. Por definicio de A, existe
(Zn)nen C D(A) tal que

T, — 1z e A(z,) — y= A(x), quando n — oo.
Assim, como A é dissipativo, do Teorema 2.2, segue
IAvp, — A(zn)| > Nzn), VA >0 = Mz — A(z)| > Nz,

quando n — oo, para todo x € D(A). Portanto, novamente do Teorema 2.2, concluimos que
A é dissipativo.
(i) Suponhamos, por um momento, que A nao é fechavel, isto é, existe uma sequéncia

(Zn)nen C D(A) tal que
xn, — 0 e A(z,) — y, quando n — o0,

para algum y € X, com |y| = 1. Como, por hipétese, A é dissipativo, pelo Teorema 2.2, para

todot > 0ex € D(A), segue

(o o) ea (o o) = [ (o L) (o )]

fazendo n — oo e t — 0, obtemos |z — y| > |z|, para todo z € D(A), o que é um absurdo, ji

I

1
I’+¥1’n

T+ -
t n

que, por hipétese, D(A) é denso e X. Portanto, A é fechavel. |

Na sequéncia damos um exemplo de um Cjy semigrupo de contragoes gerado por um
operador linear A : D(A) C X — X. A esséncia de tal exemplo é mostrar que tal operador A

satisfaz condigdes do item (%) do Teorema de Lumer-Phillps (Teorema 2.3).

®Definicdo. Sejam Xi = (X1,|-|1) e Y1 = (Y1,] - |2) espagos de Banach. Um operador linear A; : D(A1) C
X1 — Y é dito fechével se existe By : D(B) C X1 — Y1 tal que G(A41) = G(B1), em que G(A1) = {(u, A1u) €
X1 xY1; u € D(Ay)} é o grafico de A1 e G(B1) = {(u,Biu) € X1 X Y1 ; u € D(B1)} é o grafico de B;. E

denotamos A; = Bj.
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Exemplo 2.1 (Operadores Diferenciais de 1¢ Ordem). Seja a : Ry — R% wma fungdo continua
tal que
x
lim —— ds = o0.
z—00 Jo a(s)
Definimos X = {u € C(Ry,R%); u(0) =0e lim u(xz) =0} com norma |- |x : X — R dada
T—>00

por

lullx = sup |u(z)lr, Vue X
zeR

e o operador linear A : D(A) C X — X dado por
A(u) = —au’, Yu € D(A),

em que D(A) = {u € X ; u é diferencidvel e —au' € X}. O operador A gera um Cy semigrupo

de contracoes em X.

Resolugdo. Para mostrarmos esse fato, usaremos o Teorema de Lumer-Phillips (Teorema 2.3).
Para tanto, notemos que D(A) é denso em X. Agora mostraremos que A é dissipativo, para
isso, sejam A > 0 e u € D(A) quaisquer. Definimos (Al — A)(u) = f. Seja { € R tal que
u(§) = *|ulx, donde v/ (§) =0 e

0

/
Aulx = Au(@)lr = [Au(€) + a(€)u () [ = [f(OIr < [fIx = [(A = A)(u)]x,
disso e pelo Teorema 2.2, segue que A é operador dissipativo.

Resta provar que Im(A — A) = X, para algum A > 0. Como Im(A — A) C X, temos
que mostrar X C Im(AI — A), isto é, que dado qualquer f € X existe u € X tal que

Im(A — A)(u))(z) = Mu(x) — a(z)v/(z) = f(x), Vo € RE, (2.13)
u(0)=0 e xh_}rrgo u(z) = 0. (2.14)

Notemos que (2.13) é uma equagao diferencial de primeira ordem cujo fator integrante
u é dado por

@ A v 1
p(x) = o at B — Mo a ds, VreR:.

Reorganizando (2.13) e multiplicando-a pelo fator integrante p, obtemos

No(@) du _ f(z)
a(zx)  dr a(z)
du _ Jz) _Mulx)
dr  a(x) a(x)
= du— (f(a:) — Au(az)) dr =0

a(z)  a(x)

Mu(x) + a(z)u' (z) = f(z)
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S () du— A=) <f(“) _ AW)) do = 0

a(z)  a(z)
i Afoxﬁds — f(f[;) )‘f() a(s)
7 (U(I)e ) B a(;z:)
Agora integrando de 0 a = e usando que u(0) = 0, obtemos
’ f(é.) =X [F L ds
— > & a(s) dg 215
| (219

Afirmamos que lim u(z) = 0. De fato, como a funcao v dada em (2.15) é continuamente

T—r 00
diferencidvel e de (2.13), av’ = f — Au, em que f € X e u € D(A) C X, temos que au’ € X
e, obtemos u € D(A). Além disso, dado qualquer € > 0, seja x. > 0 tal que |f(£)|r < e, para

todo & > z.. Se x > x., entao

_ [T a g s ge [T ) ox e g as oAz s g [T IO g g s
=) g s e e i e [ e g

Te
Fazendo B, = / 1£(€ )|R A At ds d¢, temos que
a(é

lu(z)|r < Bee Mz ats "+ Xe /x Le—xfg a 4 d¢
- Te a(f) ’

em que
1

x . Ja oty 46
A/ Ay s d§:)\/ T =
e a(§) -

logo

lim sup |u(z)|r <€ Ve>0 = lim u(z)=0.
T—00

T—r00

E, portanto, Im(A — A) = X.

Nesses termos, mostramos que A ¢é dissipativo, com dominio denso em X e
m(A —A) = X, para algum A > 0, assim pelo item (%) do Teorema de Lumer-Phillips (Teorema
2.3), segue que A é o gerador infinitesimal de um Cj semigrupo {7'(¢) ; t > 0} de contracoes em

X. Além disso, se ¢(z) € D(A), a funcao u : Ry — Ry dada por u(t,z) = (T(t)¢)(x) satisfaz

u(t,z) + a(x)ug(t,z) =0, Vt,z € Ry, wu(t,0) =0, lim u(t,z)=0 e u(0,z)=¢(z).

T—r00
Com efeito, para quaisquer t,x € Ry e ¢p(x) € D(A), tem-se

d

ug(t, ) = p

—T(t)p(x) = A(g(x))T (1),

ou seja,

ur(t, ) + a(z)ue(t, ©) = A(p(x))T(t) — A(p(x))T(t) =0,
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u(t,0) =T (t)p(0) =T(t).0 =0, lim u(t,z) = lim T(t)¢(x) =T(t) lim ¢(z) =T(t).0=0

T—r00 T—00 T—r00

e u(0,2) =T(0)p(x) = Ip(x) = ¢().

2.3 O Teorema de Feller-Miyadera-Phillips

Nas segoes anteriores fizemos caracterizagoes do gerador infinitesimal de um Cj semigru-
pos de contragoes. Agora o objetivo é dar uma caracterizagdo para semigrupos Cp quaisquer, isso
serd feito “renormando” o espaco de Banach de forma que tal semigrupo seja um Cy semigrupo

de contracoes e, para dessa forma, usarmos os resultados ja conhecidos das se¢oes anteriores.

Definigao 2.10. Seja Y = (Y, | |a) um espago normado. Duas normas || -||a, |||l : Y — R4

sao ditas equivalentes se existem cy,co € R tais que
cillella < flafly < collzlly, Vo €Y.
Lema 2.6. Seja A: D(A) C X — X um operador linear tal que R C p(A). Se

IA"R(A: A)[| < M, ¥n eN,\eRY

e algum M € R% , entdo existe uma norma |- |1 : X — Ry que € equivalente a norma original

|-|: X — Ry em X e que satisfaz

lz| <z)y < Mlz| e [ARN:A)x| < |z|, Ve e X, € RY.

Demonstragao. Para cada u € R | definimos
|z|, = sup [p"R(p: A)x|, Vo € X.
neN*
Assim, em virtude da hipdtese, para todo x € X, tem-se
|| = [1°R(A : A)z| < sup |u"R(p: A)"z| = |z[, < M|z] (2.16)
neN*

e |uR(s: A)al, = sup |u"R(u: A)"uR(p: Ae| = SHEIM”HR(M AR (p s A)z| <
neN* ne
(2.17)

Afirmamos que

INR(N : A)zl, < |2],, Yo € X, A € (0, 1. (2.18)
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De fato, seja x € X qualquer. Se y = R(\ : A)zx, entdo, pela Primeira Equacao Resolvente

(Proposicao 2.1), obtemos

R(p:A)(@+ (p—=Ny) = R(p: A)(z + (n — N R(A : A)z) =

= Rp:A)zx+pu—MNRp: A)RA: A)x=R(u: A)+ RA: A)x — R(pu: A)x = R(\: A)x,

isto é, R(p: A)(x + (1 — A)y) = y. Disso e de (2.17), segue que

=p—X
r——ﬁ——\
yly = [R(p: A+ (=Yl < [Rp:Azlp+p—Ar [R(e: Ayl
<

1 1 A 1 < )\>
—|zlp+ =Yy — —Wp=—lzlp+{1—— ||y
et Wl = Tyl = el ) 1ol
donde,
Mol < fal = AIR(A s A)al, < [l = AR(: A)el, < [al,, Yo € X,
como afirmado. De (2.16) e (2.18), obtemos
INTR(A - A)"z| < |ARN = A)z|, < |z|u, Vo e X, A € (0,pu],n e N, (2.19)

consequentemente,

|z|x = sup [N"R(\: A)"uR(p: A)x| < |z|,, Vo e X, X € (0, p.

neN*
Por fim, definimos |- |; : X — RT por |z]; = li_>m |z|,, para todo € X. De (2.16), segue que
—>00

lim |z| < lim |z[, < lim M|z| = |z| < |z)) < M|z|, V2 € X,

—00 H—00 —00
e escolhendo n =1 em (2.19), ficamos com

IAR(A - A)z|u|z|y = AR : A)z|y < ||, Vo e X, A € RY

quando pu — oo. E assim, provamos o lema. |

Teorema 2.5. Um operador linear A : D(A) C X — X € o gerador infinitesimal de um Cy
semigrupo {T'(t);t > 0} em X tal que ||T(t)|| < M, para todo t > 0 e algum M > 1 se, e

somente se,

(i) A € fechado e D(A) é denso em X;

(it) RY C p(A) e ||R(X: A)"|| < )\Mn, para todo A € R en € N.

Demonstragdo. =) Definimos |-|; : X — R por

|z|1 = sup [T (t)x|, Vz € X.
t>0
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Assim,
lz| < |z)) < M|z|, Vx € X, (2.20)
e |- |1 é uma norma equivalente a norma original | - | em X. Além disso, para todo = € X,
|T(t)x|y = sup |T(s)T(t)x| =sup|T (s + t)x| < sup |T(s)x| = |z|1, (2.21)
s>0 s>0 s>0

logo ||T'(t)||1 = sup |T(t)x|; < 1, para todo t > 0, ou seja, {T'(t) ; t > 0} é um Cj semigrupo de

|z|=1
contracoes, com a norma | - |1, em X. Segue do Teorema de Hille-Yosida (Teorema 2.1) que A

é fechado e com domfnio denso em X, e mais, que [|[R(X: A)||; < , para todo A € R%. C p(A).

Disso, (2.20) e da equivaléncia das normas, obtemos, para todo =z € X,

RO AVl < (1RO A) )" el < 1ol = (RO A)"e] < [ROG A)als < 5olels < el
para todo A € R% e n € N*. Portanto, |R(\: A)"| < /\Mn, para todo A € RY e n € N*.
<) Pelo Lema 2.6, existe uma norma | - |1 : X — R tal que

lz| < Jzfy < Mlz| e [ARA:A)z|; < zf1, Vo e X, A e R (2.22)

Consideremos o espago de Banach X = (X, |-|;). Como as propriedades do operador A, no item
(i), ndo dependem da norma, entdo (%) continua vélida na norma |-|;. Ainda por (2.22), temos
que R C p(A) e [|[R(X : A)||1 < 3, para todo A € R%. Logo, pelo Teorema de Hille-Yosida
(Teorema 2.1), A é o gerador infinitesimal de um C{ semigrupo de contracoes {T'(t) ; ¢ > 0} na

norma |- |; em X. Por fim, notemos que, para todo x € X, tem-se
T(t)al < [T(@)zl < |2k < Mle| = |[T()]| < M, ¥t > 0.

Portanto, segue o desejado. |

Agora, se {T'(t) ; t > 0} é um Cj semigrupo em X, entdo, pelo Teorema 1.3, existem
M >1ew >0 tais que ||T(t)|]| < Me*t, para todo t > 0. Além disso, pela Proposigao 2.2,
concluimos que {S(t) = e “'T(t) ; t > 0} é um Cpy semigrupo e A : D(A) € X — X é o
gerador infinitesimal de {T'(t) ; ¢t > 0} se, e somente se, A — wl é o gerador infinitesimal de
{S(t) ; t > 0} . Com essas consideragoes feitas e o teorema anterior, temos o préximo resultado,

devido & Feller”, Miyadera® e Phillips.

Teorema 2.6 (Teorema de Feller-Miyadera-Phillips). Um operador linear A : D(A) C X — X
é o gerador infinitesimal de um Cy semigrupo {T(t) ; t > 0} satisfazendo ||T(t)|| < Me*t, para

todot >0 e alguns w >0 e M > 1 se, e somente se,

"William Feller (1906 - 1970): matemé&tico croata
8Isao Miyadera (1925 - ): matemitico japonés
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(i) A € fechado e D(A) é denso em X;

(ii) (w,00) C p(A) e ||[R(A: A)"|| < —, para todo A > w en € N*.

_M
(A —w)
Demonstragdo. =) Consideremos o Cpy semigrupo {S(t) = e “T(t) ; t > 0}. Logo,
|S(t)]| < M, para todot > 0, e B: D(B) C X — X, dado por B = A —wl, é o ge-
rador infinitesimal de {S(¢) ; ¢ > 0}. Portanto, pelo Teorema 2.5, A = B + wl é fechado,
D(A) = D(B) é denso em X,

(w,00) = (0,00) + {w} C p(B +wl) = p(A)

e |IRON: A" = IR\ —w: B)"|| < _ VA > w,n €N,

M
(A —w)
<) Definimos o operador linear B = A — wI. Como A é fechado e D(A) é denso em X, entao

B é fechado e D(B) é denso em X. Além disso,

1
(0,00) Cp(B) e ||[RA:B)"|| < 3 VAeRL,neN".

Portanto, pelo Teorema 2.5, B é o gerador infinitesimal de um Cy semigrupo
{S(t) ; t > 0} tal que [|S(¢)|| < M, para todo ¢t > 0 e algum M > 1. Consideremos o Cj
semigrupo {T'(t) = e“tS(t) ; t > 0}, entao o seu gerador infinitesimal é o operador A = B +wl,
disso, das propriedades do operador B e de ||T(t)|| < Me™, para todo t > 0, segue o resul-
tado. |

O proéximo resultado é uma generalizacao do Corolario 2.1.

Teorema 2.7. Seja A : D(A) € X — X o gerador infinitesimal de um Cy semigrupo

{T(t); t >0} em X. Se Ay € a aproximacao de Yosida de A, com A > 0, entao

T(t)z = lim Mz, Vo e X.

A—00

Demonstragdo. 12 caso. Suponhamos que ||T(t)|| < M, para todo ¢t > 0 e algum M > 1. Na
prova do Teorema 2.5, exibimos uma norma |- |1 : X — R4 que é equivalente a norma original
|-]: X — R4 e de modo que {T'(t); t > 0} é um Cj semigrupo de contragoes. Segue, entao,
pelo Corolario 2.1, que |e!4r — T'(t)z|; — 0, para todo z € X e t > 0, quando A — oco. Disso

e como | - |1 é equivalente a norma | - |, segue que T'(t)x = )\lim ez, Ve X.
— 00

22 caso. Agora, suponhamos que ||T(t)|| < Me™!, para todo t > 0 e alguns M > 1 e w > 0.
Afirmamos que a fungdo f : R% — R, dada por f(\) = |[e!4*|| é limitada, para todo A > 2w.

De fato, para todo A > 2w, tem-se

tA,\H _ Het(AQR(A:A)—)\I)H _ e—AtHe)\QR()\:A)tH < e—t)\ i >‘2tHR()\ : A)kH

le ! ’

k=0
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disso e pelo item (42) do Teorema de Feller-Miyadera-Phillips (Teorema 2.6),

> M1 > (flﬂ;)kM 2
Hemw <e A ;0)\2’“()\ — w)kg = ¢t kz_o T e_)‘tet(m>M
— Met(%_A) — Met(R%)
Notemos que
)\>2w<:>;\>w<:>/2\>\>w)\<:>_2)\>w)\<:>;\<)\w<:>>\)fu<)\§]=2w
e, portanto,
et ]| < Me*™t, vt > 0. (2.23)

Agora, consideremos o semigrupo uniformemente limitado {S(t) = e~*“!T'(t); t > 0} cujo

gerador infinitesimal é A — wl. Assim, para todo z € X, obtemos

S(t)=e “T(t) = T(t) =e"S(t), Vt > 0= /\lim T(t)z = lim e“'S(t)x.
—00

A—00

Uma vez que ||S(t)|| < M para todo t > 0, pelo 12 caso, segue que

T(t)z = lim e/ wIhtwiy o e Xt >0, (2.24)

A—00

em que
(A—why+wl = XNRW\:A—wl) =M +wl =) A\ —(A—wl)™ =\ +wl
= NM((A+w)I—A)" A +wl = NR\+w:A) — N +wl.
Por outro lado, fazendo
H(\) =2wl —w(w+ 2 )RA+w: A) =w(wRA+w: A) —2ARN+w : A)),
tem-se
Ayiw +HO) = A+ w) RN+ w: A) — (A +w)T + 2wl + (—w? — 20\)R(\ +w : A)
= A+ w)?RA\+w: AN —wl + 2wl —w?RN+w: A) — 2wIR(\ +w: A)
= M +20r+wHRA+w: A) — M —wl + 2wl — w?RA+w : A) —2wIR(\ +w: A)
= MNRA+w:A) 4+ 2wR\+w:A) +w?R\+w:A)+
A —wl + 2wl —w?RA\+w: A) = 2wR(\ +w : A)
= MR\ +w:A) =M +wl =(A—wl)y+wl,
logo (A —wl)\ +wl = Ayt + H(N). Além disso,
IHWN)|| = 12wl —w(w+ 20 R\ +w : A)|| = [|12w] — w?R(A +w : A) — 20AR(A +w : A)|

40
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< 2w+ w?|RA+w: A)|| 4+ 2w\||[R\ +w : A)
, M M S M M

< 2wt w'——mF2WAN————— = 2w+ W — + 2 w—
A—w+w Adw—w A A
M

= 2w+w27+Mw:2wM(w2/\*1+2w)

e
IHNz| = |[wwRA+w: Az —2A(RA+w: A)(z))|

w?R\ 4w : A)z — 2wA(RN 4w : A)(z))]

IN

w?| RO+ w : A)| + 2w|(RA 4w : A)(z))|

w
< _ :
< S — + 2w|A(x)R(A +w : A)]
< SA@l sy = et + 20l AW S = S + 20l A@)),

isto é, H(\)z — 0 quando A — oo, para todo x € X. Como

1 d 1
tH(N) .. _ A isH(N) _ tsH(X)
e x — x| /0 7 (e x) ds /0 (tH()\)e ) ds
1 1
< / HH(\)eH W] ds = [LH(\)z| / [etHO| g
0 0
1 1
< tHO)2| / HIEOI gs < [ ()| / TN gs = [t (A)z]ITOI
0 0
vem que
lim Ny =2 Vo e X. (2.25)
A—00

Por fim, como H()\) e Ay;, comutam, para quaisquer A > 0 e w > 0, temos que
|6tA)‘ _ T(t)x| _ |etA)‘$ + etAA-ﬁ-tH()\—w):Li _ etAA-l-tH()\—w)x _ T(t)ZE‘
< |etA>\+tH(>\—w)$ _ etAA:L,’ + |etA)\+tH()\—w)x - T(t):L‘|

_ ‘etA,\—i-tH(/\—w):U _ T(t)x\ + ’etA,\-i—tH()\—w)x _ etA,\x’

IN

| MATHOW 3 Pt)z| + ||| [eHA) g — g,

Quando A — oo o primeiro termo da desigualdade acima tende a zero, em virtude de (2.24).

O segundo termo tende a zero em razao de (2.23) e (2.25). Logo,

lim e!g = T(t)z, Yo e X,t > 0.

A—00

Portanto, em qualquer caso, segue o desejado. |

A seguir, damos uma representacao em forma de um limite para elementos da forma

T(t)xr € X, em que {T'(t) ; t > 0} é um Cp semigrupoem X, z € X et > 0.
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Teorema 2.8 (12 Férmula Exponencial de Hille). Se {T'(t) ; t > 0} é um Cy semigrupo em X,

entao

T(t)r = lim ANy Ve X,
h—0t

em que A(h) = T(hiz_l, para qualquer h > 0, e o limite é uniforme em todo intervalo [0, k], com

keRy.

Demonstragao. Como, por hipétese, {T'(t) ; t > 0} é um Cj semigrupo, entao existem M > 1
e w > 0 tais que ||T(t)|| < Me*t, para todo t > 0. Seja A : D(A) C X — X o gerador
infinitesimal de {T'(t) ; ¢ > 0} e suponhamos w > 0. Como A(h) é um operador linear limitado,

para todo h > 0,

bA) _ Tl gy st (P TR~ (" T(nh)

n=0 n=0
donde,
[e's] n 00 0 n whn
LAY _ ||t t\" T(nh) =t || 7' (nh)|] —t 13 e
e = eh;%(h) n! Sehnz% h n! - ehnz:() h Mn'
— MeWeh = Me%(em_l),
para todo h > 0. E, se 0 < h <1, entao
|etAP)|| < Mete" =D, (2.26)

Como A(h) comuta com T'(t) e o mesmo se dd com e!A(") e T(t), para quaisquer t > 0 e

h > 0, entao tem-se, para todo x € D(A), que

t
/ 4 =nA(r)g dr
0 d'T

td
T () — ™) =) 4 -

IN

/0 e=DAB| | |T(0)]| [(A(x) — AR)z)] dr,

nesses termos, se 0 < h < 1, obtemos de (2.26) que

t
1Ttz — M| < / [P AM |07 A(x) — A(h)| dr
0

— MA@ x\/ 7|t AB| | g7
< M|A(z x\/ MePtet=nE=1) g7
— M2|A $|/ wtetew—t—Te“’+T dr

:eT(l—ew)Sl

t —N—
_ MQIA({L‘) _A(h>x‘€wt+tew—t/ 6—761”-1-7 dr
0
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IN

t

M?|A(z) — A(h)a:|e“’t+tewt/ ldr
0

t

= M?*A(z) — A(h)z|evtte"—t . 7

0
= (M2 T A(z) — A(h)x],

disso, segue que,

lim MWy =Tz, V> 0,2 € D(A)

h—0t

ja que A(h)z =07 A(z), para qualquer x € D(A). Mas como, pelo Teorema 2.6, D(A) ¢é denso
em X e |[T(t)]] e |[e*AM)]| sao limitados no compacto [0, k], para todo k € R*, entdo segue o

resultado desejado, para todo = € X.
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Capitulo 3

Semigrupos analiticos e Poténcias

fracionarias

Nesse capitulo, estendemos o conceito de semigrupo de operadores lineares limitados
para uma regido do plano do complexo e, além disso, damos sentido a expressao A%, com
A: D(A) C X — X um operador linear e « > 0. E estudamos algumas propriedades desse
tipo de poténcia. Ambos conceitos sdo de suma importancia para o desenvolvimento do trabalho.

Para mais detalhes, veja [28] e [25].

3.1 Semigrupos analiticos

Até entao tratamos de semigrupos cujo dominio dos operadores era R;. Agora conside-
remos semigrupos que possuem dominio em alguma regiao do plano complexo C, mais precisa-

mente, vamos nos restringir a regidoes denominadas de angulo em torno de semi-eixo R .

e

Definicao 3.1. Seja A ={z € C; ¢1 < argz < ¢a2,¢1 < 0 < P2} e, para cada z € A, T(z) é
um operador linear limitado em L(X). A familia {T(z) ; z € A} € um semigrupo analitico,

em A, se

i) a funcdo complera h: A — L(X) dada por h(z) = T(z) € analitica' em A;

1) T(0)=1¢e¢
im7T(2)z =z, Vo € X;

z—0
zEA

!'Definigdo. Uma funcio f : U € C — C é dita analitica em zy € U se f tem derivada em cada ponto de

alguma vizinhanga V' C C de zp € U.
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1i1) T(z1 + z2) = T(21)T(22), para quaisquer zq,zo € A.
Além disso, um semigrupo {T'(t) ; t > 0} é chamado analitico se é analitico em algum
setor A C C tal que Ry C A.

Observagao 3.1. A restricdo de um semigrupo analitico ¢ Ry, € claramente um Cy semigrupo.

3.2 Poténcias fracionarias

Nessa secao definimos poténcia fracionaria para um operador linear fechado e densamente

definido e enunciamos e/ou demonstramos alguns resultados envolvendo esse conceito.

Para que seja possivel definir poténcia fracionaria de um operador linear, precisamos

impor a seguinte condigao.

Condigao 3.1. Seja A: D(A) C X — X um operador linear tal que D(A) = X e
YT UV Cp(A),
em que YT ={Ae€eC; 0<w<|arg\| <7} eV CC € uma vizinhanca de 0 € C.

Definicao 3.2. Seja A: D(A) C X — X um operador linear com D(A) = X e satisfazendo a
Condi¢ao 1. Definimos

1
A0 =

=— [ A A-XD)"td\ Va >0, (3.1)
211 C

em que C = C1UCo UCy € uma curva com
Cr={m(p) =pe ™ ; 1< p<oo}, Co={malp) =e¥; —th <o <y}

e O3={m(p)=pe¥;1<p<oc}, 0<h<OeR.

Figura 3.1: Caminho C
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3.2. POTENCIAS FRACIONARIAS

Para que (3.1) dada na Definigao 3.2 faga sentido, precisamos verificar se A~¢, com

a > 0, converge uniformemente e dessa forma A serd um operador linear limitado.

Proposicao 3.1. A integral (3.1) dada na Defini¢ao 3.2 converge uniformemente para todo

a > 0.

Demonstracdo. Seja r > 1 fixado. Consideremos o caminho C, da curva C que vai de re™" até

re™. Assim, para qualquer o > 0

A= _— [ X ¥A-XD)"tdr +/ ATYA =AD"t a
271, C, Cc—C,

Logo, se C1p = {v1,+(p) = pe™™ 5 p>71} e Cop = {n2,(p) = €5 p>r} entdo

HA— /)\ (A= X))~ ldAH '/ A‘a(A—AI)‘ld)\H
27TZ C—C,

1 1
/ AT(A =D d>\+,/ AT(A =AD"t ax
271 Cir 271 Cor

1 [ . o 1 [ . o
< oo | e (A — pe ) 1Idp+/ =% | |(A — pe 1) 7| dp
27 2m /.,
< L [T aereton) My LT o Reiony M
2 J, 1+4+p 27 J, 14+p
_ M ° —a 0 p 1 d % o —« OLE
1+ 27 J, 1+pp
3 f / s gy M1
- T ar®
consequentemente,
1
AT — / ATY(A =) a),
21 Je,

quando r — oco. E mais, para cada r > 1, o operador / A" — A)~t d) é linear limitado.
C

Portanto, como a convergéncia é uniforme, segue que A~* é um operador linear limitado.

Proposicao 3.2. Seja A : D(A) C X — X um operador linear nas condi¢cées da Defini¢cdo

3.2. Se a € (0,1), entdo

sen(a)

AT = /000 p~*(A+ pl) dp. (3.2)

Demonstragao. Nesses termos, da Definigao 3.2, temos

=1 =1y =13

AN

1 1 1
A0 = — AYA—al) Vdr+— A YA—al) b d+— A (A —al)"td),
2mi Jo,, 218 JG, 278 8,0
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em que C1, = {y1,(p) = pe @ 5 p > 1} e Cop = {y2,(0) = re" ; —p < ¢ < WY} e
Csr = {y3,(p) = pe'¥ ; p>r}, comr > 1.

Analisemos as integrais Iy, Is e I3 separadamente. Para I, temos
I =-— / (pe™™) " (A= pe=™) e dp = — / peeV (A — pe=) e dp.
T T
Notemos que, como 0 < ¥ < m — w, entao
w 129 = p—aeinz(A _ pe—np)—le—up 129 p—ae’iTI'Oz<A _ pe—iﬂ'>—le—iﬂ' — _p—aeimx<A + pI)_l.
E mais,

. . . . . M
o~ (A — pe=™) e || < [p0 e ||A = pe™|| < P, =)
p
com g(p) integravel em (r,00). Assim, pelo Teorema da Convergéncia Dominada (Veja [2],
Teorema 11.21, pagina 415),
(>o .
lim —I; = / —p e T A+ pI) ™ dp.
T

w—0

Analogamente,
S . . . . . . 0 .
I3 = / p—ae—zwa(A _ peup)—lem/) dp, p—ae—zwa(A _ pezw)—leup Wy _pe—aemoc(A + pI)—l
s

o 1 s _ M
e Il (A = pe) M| < 0 = (),

Entao, novamente, pelo Teorema da Convergéncia Dominada

lim I3 = / —p e ™A+ p)" ! dp.

w—0

Por fim, como

N A , T , .
I, = / (re") (A — re'?) Lrie®? dp = lim I, = / (re") (A — re'?) "Lriet? dy
_w w—0 —

e [|(re)™ (A —re®)Thrie || < [0 e [[(A = re ) TH] Ir] [d] |e]

< TQMTS Mrrﬂo.
1+7r 1+7r

Segue, do Teorema da Convergéncia Dominada, que

lim <1im 12) —0.

r—0 \w—0

Nesses termos, fazendo w — 0 obtemos

—1 [ : 1 [T , .
AT = 5 —p e (A4 pI) " dp +2m’/ (1) YA — re®?) "Lrie'? dp+
T —Tr
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1 oo
— [ —p e (A+pI)" dp
2mi J,
e, consequentemente, fazendo r — 0, tem-se
1 o° ~ 1 i
AT = — p_ae_ma(A—l—pI)_l d,O— / p_ae_ﬂa(A—i—pI)_l d,O
21 0 2mi 0
eime _ pmax > sen(am >
= <> / p*(A+pl)~"dp= ()/ p~*(A+pl)~" dp.
271 0 Q0 0

Observagao 3.2. Para o restante dessa se¢ao supomos w < 5. Assim, se um operador li-

near A : D(A) C X — X satisfaz a Condigao 3.1, entao —A gera um semigrupo analitico
{T'(2) ; 2z € AU{0}}. E mais, existe 6 > 0 tal que —A + 61 € o gerador infinitesimal do

semigrupo analitico {T(t)e% ; t > 0} e valem as desigualdades

1T ()] < Me™, (33)
AT (t)]] < Myt~ e (3.4)
|AMT()|| < Mt (3.5)

para todo t >0, n € N e alguns M, My, M,, = M(n) € R.

Proposigao 3.3. Seja A: D(A) C X — X um operador linear nas condi¢oes da Defini¢io 3.2.
Sea € (0,1) e —A € o gerador infinitesimal de um semigrupo analitico {T(z) ; z € AU{0}},

entao

= — Oosafl s) ds

o0
em que I'(a) = / u* e du.
0

Demonstragao. Sabemos da demonstragao do Teorema de Hille-Yosida (Teorema 2.1), que
o0
(tI + A7t = / e 'T(s) ds, ¥t > 0.
0
Disso, de (3.2) e do Teorema de Fubini (veja [2], Teorema 11.27, pdgina 418), obtemos

AT = benfrm) /Ooo = </OOO e ST (s) ds) dt = benfrm) /Ooo T(s) </Ooot°‘est dt> ds,

fazendo u = ts, tem-se
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_ Sei(r‘”) </OOO uoe du> </OOO 217 (s) ds) ,

™

contudo,

/000 u e du=T(1-a) e =T()'(a—1)

sen(ar)
(em que a demonstracdo da convergéncia da funcao I' : R} — R pode ser encontrada no
Capitulo 2 de [3]), donde

Ao 1 /0 17 (s) ds. (3.6)

Ainda

0

logo, a integral dada em (3.6) converge na topologia do operador uniforme, para todo o > 0. W

Observagao 3.3. Desse modo, quando —A € o gerador infinitesimal de um semigrupo analitico,

podemos definir
1

[e.e]
— s 1T(s) ds, se a>0
Ao = () /0

I, se a=0.
Proposicao 3.4. Se A: D(A) C X — X ¢é um operador linear satisfazendo a Condi¢ao 3.1,

entdo para todo o > 0, A € injetor.

Demonstracdo. Da Condicdo 3.1, temos que 0 € p(A) e, consequentemente, A~! existe. Em

particular, A~! é injetor. Além disso,
AT =(AH" VneN

também ¢ injetor. Agora sejam « > 0 qualquer, x € X e n € N tais que
A % =0, comn > «,

assim,

ATy = AT = ATMTAT = A0 =0 = 2 =0.

Portanto, A~“ é injetor. |
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Definicao 3.3. Seja A : D(A) C X — X wum operador linear satisfazendo a Condigdo 3.1,

com w < %. Para todo o > 0, definimos A% : D(A%) C X — X por

(A=)~ se a>0

com D(A%) = Im(A™?).

Observagao 3.4. Se A: D(A) C X — X ¢é um operador linear tal que —A é gerador infini-

tesimal de um semigrupo analitico em X e 0 € p(A), entao podemos definir A*. Além disso,

se 0 < a < 1, entdo A* é um operador linear fechado, inversivel e D(A) = X. O fato de
A%, com 0 < o < 1, ser fechado implica que (D(A%),||-||a) € um espago de Banach, em que

| [la : D(A%) — Ry ¢ dada por

ulla = [|A%ul], Vu € D(A%).
Mais detalhes sobre isso, veja se¢oes 3.2 e 3.3 de [25].
Proposicao 3.5. Seja A : D(A) C X — X um operador linear, como na Defini¢cao 3.3. Se
a> >0 entio D(AY) C D(AP).
Demonstragdo. Pelo Lema 1.43 de [1], temos que

AY — pAotB-B ABA*(fB’O‘),
donde

Im(A~%) C Im(A™P) = D(A%Y) c D(AP).
[ |

Teorema 3.1. Seja —A : D(A) C X — X o gerador infinitesimal de um semigrupo analitico
{T'(2); € AU{0}}, em que Ry C A. Se 0 € p(A), entdo para todo t > 0 o operador A*T(t)
€ limitado, como 0 < a <1 e

AT (t)]|q < Mot~ %™,

para algum 6 > 0 (veja Observagio 3.2).

Demonstragdao. Seja n € N* tal que n — 1 < a < n. Usando (3.3), obtemos

—nN-rn a—n n 1 o n—oa— n
ATl = (A7)l = |4 AT<t>|ra=H e s as

I'(n—a

1 > —a—1
 — " A™MT(t d
e | s ds
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IN

M, % a1 —n_—5(t+s)
n—« t n S d
T —a) /0 s (t+s) e s
M, * a1 =5
n—« t n S d
T —a) /0 s (t+s) e s
_Mn / ) ()~ () (11 4 1)) e~ gy
I'(n—a) J,
MTL o0 —a—1 _
e /O ()™ (1 4+ u) ™" du
M, % e bt nea-1 —n_—bt
F(n—a)ta/o e®'u (I4u) e u
Mnef(St oo 5t .
Tln— o) /0 e’y (14+u) ™ du
6—(51} M,, oo )
o F(n—a)/o u (14+u)™" du
Mo 5
e ’

Além disso, concluimos que

M M
| AT (1)]|o < —2e % < =2 Vit > 0.

to ter
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Capitulo 4

Existéncia de solucoes fracas para
equacoes diferenciais funcionais

neutras com impulsos

No presente capitulo utitilizamos a teoria de semigrupos desenvolvida até aqui, por exem-
plo, utilizamos o conceito de semigrupo uniformemente limitado que foi abordado na Segao 2.1.
Além disso, os conceitos e resultados acerca de semigrupos analiticos e poténcias fracionarias
também foram utilizados, j4 que o problema que abordamos, assim como as condi¢oes impostas

sobre o mesmo, estd fortemente ligado a tais conceitos.

Nosso objetivo nesse capitulo é estudar solucoes fracas para uma classe de equagoes

diferenciais funcionais neutras de primeira ordem, sujeitas a agoes impulsivas, a saber,

% (2(0) + gt 2)) = Az(t) + f(t,20), ¥t € [0,0] = 1
ro=p€B (4.1)
Ax(ti) = Li(z,),
em que a € R}, A: D(A) C X — X ¢ o gerador infinitesimal de um semigrupo de operadores
lineares limitados analitico {T'(s) ; s > 0} no espago de Banach X. A histéria x; : (—00,0] — X

é dada por
z(0) =z(t+0),Vtel e e (—0,0]

que pertence a algum espaco de fase B definido axiomaticamente, t1,t2, - ,t, € (0,a), para
algum n € N; tais que

O<ti <t <+ <ty <a,
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as funcoes f,g: I xB — X, I, : X — X, para todo 1 = 1,2,--- ,n, sao fungoes apropriadas

e Az(t) representa o salto da fungdo =z : I — X, em t € I, definido por
Az(t) = z(th) —z(t")
em que

z(tt) = slirg z(s) e x(t™) = Sligl x(s).

4.1 Pré-requisitos

Para descrever de maneira apropriada o nosso problema precisamos de algumas definicoes.

Para isso, sejam m,n € R tais que m < n, definimos o conjunto
PC([m,n], X) = {u: [m,n] — X ; ué continua por partes e u(t™) = u(t), Vt € [m,n]}

que é chamado de espago das fungGes continuas por partes normalizadas de [m,n] C R

em X. Além disso, se t1,ta, - ,t, € (0,a), para algum n € N, sdo tais que
0<t1<t2<---<tn<a,
definimos

PC = {u :[0,a] — X 5w é continua em ¢ # t;, u(t; ) = u(t;)

e u(t;) existe, para todoi € {1, ,n}}

Para simplificar, denotamos por tg = 0 e t,,41 = a, para algum n € N*. E possivel provar que
(PC,|| - |lpc) é um espago de Banach, em que || - ||pc é a norma da convergéncia uniforme. E

mais, dados u € PC e i € {1,---,n} quaisquer, definimos @, : [t;, t;+1] — X por

~ u(t), set € (ti,tiJrl]
w;(t) =
u(t)), set =t;

e, para qualquer B C PC,
Bi={i;; ue B}, Vie{l,---,n}.

Notemos que @; € C([t;, ti+1]), X), para todo 4; : [t;, tit1] — X ei € {1,--- ,n}. Com efeito,

em virtude de u € PC, entao u; é continua em (t;,t;+1). Agora analisemos em t =t; e t = t;11.

e Continuidade de %; em t = ¢;.
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Notemos que

lim @;(t) = lim u(t) = u(t]) = w;(t),

t—t t—tt
logo, w; é continua em t = ¢;.
e Continuidade de @; em ¢t = ¢;41.

Observemos que

lim ﬂi(t) = lim u(t) = u(t;rl) = u(ti+1) = ’I:Li(tprl),
t—t. t—1

i+1 i+1
logo, @; é continua, em ¢t = t;;+1. Portanto, u;, € C([t;,ti4+1]),X), para todo
Uj - [ti,ti+1] —Xele€ {1,--' ,n}.

Na sequéncia temos o Teorema de Arzela-Ascoli (Teorema 4.1) e o Lema 4.1 os quais
sao fortemente utilizados nos dois resultados de existéncia de solugao de (4.1), j& que vérias
vezes, durante suas demonstracoes, ¢ necessario mostrar que certos conjuntos de fungoes sao
relativamente compactos, pois vamos transformar o problema (4.1) em um problema de ponto
fixo, usando a cléssica Alternativa de Leray-Schauder (Teorema 4.2), o qual envolve a nogao de
funcdo completamente continua, conceito o qual é definido em termos de conjuntos relativamente

compactos.

Teorema 4.1 (Teorema de Arzela-Ascoli). Sejam X; um espago topoldgico, Y1 = (Y1,d1) um
espago métrico e C(X1,Y1) ={F : X1 — Y1; F € continua}. Se F C C(X1,Y1) € equiconti-
nuo' e, para todo x € X1, o conjunto F(x) = {F(z); F € F} € relativamente compacto®, em

Y1, entao F € relativamente compacto em C(X1,Y7).
Demonstragao. Veja Teorema 6.4, pagina 267 de [10]. |

A proposigao a seguir nos da, de certa maneira, para B C PC, uma relacao entre os

conceitos de compacidade relativa e de equicontinuidade.

Proposicao 4.1. Um conjunto B C PC ¢ relativamente compacto se, e somente se, as sequintes

propriedades se verificam:

'Definicdo. Sejam M = (M,d1) e N = (N, d2) espacos métricos e £ = {h : M — N ; hé funcdo}. O
conjunto £ é dito equicontinuo no ponto a € M quando, para todo € > 0, existe § > 0 tal que di(z,a) < ¢
implicar d2(h(x), h(a)) < €, seja qual for h € £. O conjunto & é dito apenas equicontinuo quando é equicontinuo

em todos os pontos de M.
“Defini¢io. Seja M = (M, d1) um espago métrico. Um conjunto N C M é dito relativamente compacto

quando N é compacto.
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(i) para todo t € I, os conjuntos
B(t)={u(t); ue B} e B(t)={u(t); uve B}
sao relativamente compactos em X ;
(ii) o conjunto B ¢é equicontinuo a esquerda, em cada t € I ;
(#i3) o conjunto B é equicontinuo d direita, em cada t € I.
Demonstragio. =) Como, por hipdtese, B é relativamente compacto, pelo Teorema de Arzela-
Ascoli (Teorema 4.1), os conjuntos B(t) e B(t) sio relativamente compactos, para todo ¢ # t;,

com i = 1,---,n, e B é equicontinuo em (0,a]. Para os casos em que t = t;, consideremos a

funcao v; : PC — X dada por
Yi(u) =u(t]), VuePC, ic {1, - ,n}.

Afirmamos que 9; é continua, para todo i € {1,--- ,n}. De fato, sejam € > 0 e u € PC quaisquer.

Para cada v € B [u, PC], existe &, > 0 tal que
ot — v(t; + h)| < % Vhe (0,5,).

Assim, para v € B [u,PC] e h € (0,9], em que § = min{dy, dy}, temos

lu(t?) — o) = Ju(t]) —ults + h) +u(t; + h) — v(t; + h) + v(t; + h) — v(t])]
< Jutf) —ults + h)| + |u(ti + k) — o(ti + h)| + [o(ti + h) — v(t])]
S g + § + g = €,

donde 9; é continua e, consequentemente, B(t;) é relativamente compacto em X.

Agora, suponhamos, por um momento, que B(t;) nao é equicontinuo a direita, em t = ¢;,

(ti
ou seja, existem € > 0 e sequéncias (ug)reny C PC e (hy)neny C R, com 0 < h,, < %, tais que
lug (1) — ug(t; + hn)| > e

Como B ¢ relativamente compacto, existem uma subsequéncia (ug;)jen de (ug)ren € u € PC

tais que ug, — u, quando j — co. Da continuidade de 1;, podemos fixar N. € N tal que

€
[lug; = ulla < 3

u(t) — g, ()] < :

€
— 37
para todo k; > N.. Nesses termos, se k; > N, entao

lu(tf) —ulti + ha)| = Jut]) — e, (&) + wr, (67) = wp, (8 + b)) + g, (G + hn) — u(t; + hy))|
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2 _|u(t:r) - ukj(t;‘r)| + |uk](tz+) - ukj(ti + hn)| +

—|ug, (t; 4+ hn) — u(t; + hy)|

- € n € €
4 e— - ==
3 3 3

o que é um absurdo, pois u € PC. Logo, B é equicontinuo A direita em t = t;, parai =1,--- ,n.

<) Da equicontinuidade de B, (iit), da compacidade relativa de B (t), para cada t € I, item
(i) e do Teorema de Arzela-Ascoli (Teorema 4.1), temos que os conjuntos By e Bj;, para
i=1,---,n, sdo relativamente compactos em C([0,t1], X]) e C([ti, ti+1], X]), respectivamente.
Seja (ug)reny C B, assim existe uma subsequéncia (ug, )k, en de (ur)ken tal que ((ﬁl)kl)kleN
converge para algum v; € C([0,¢1]),X. Da mesma forma, a sequéncia (ug, )k, ey possui uma
subsequéncia (ug,)k,en tal que ((iLQ)kQ)kzeN converge para algum ve € C([t1,t2], X). Conti-
nuando esse raciocinio, concluimos que existe uma subsequéncia (ug, )k, en de (U, )k, €N,
tal que ((@n)k, ), oy converge para algum v, € C([tn—1,tn], X). E claro que, a subsequéncia
(ug, )k, en converge a alguma u € PC, em que a funcao u é tal que 4; = v;, parai =1,--- n.

Disso, podemos concluir que B é relativamente compacto em PC. |

Lema 4.1. Seja B C PC. Entdo B € relativamente compacto se, e somente se, B; € relativa-

mente compacto em C([t;,tiy1]), X), para qualquer i € {1,--- ,n}.
Demonstragao. Segue diretamente da Proposigao 4.1. |

A seguir temos um resultado que nos d4 uma relacio entre conjuntos totalmente limita-
dos? e relativamente compactos. E temos também, na sequéncia, uma caracterizacio de espacos
métricos compactos. Ambos os resultados sdo importantes para a demonstracao do Teorema

4.9.

Lema 4.2. Sejam X1 = (X1,|-]1) um espago normado e U C X1. Se X1 € completo e U C X3

totalmente limitado, entao U C X, € relativamente compacto.

Demonstragao. Veja [33], pagina 96, Teorema 4.17. |

Lema 4.3. As sequintes afirmagoes a respeito de um espago métrico M = (M,d) sao equiva-

lentes:

(i) M é compacto;

3Definicdo. Um espago métrico (M, d) é dito totalmente limitado se, para todo ¢ > 0, existe uma cobertura

finita de M por meio de bolas abertas de raio € > 0.
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(ii) Todo subconjunto infinito de M possui um ponto de acumulag¢do;
(iii) Toda sequéncia em M possui subsequéncia convergente;

(iv) M € completo e totalmente limitado.
Demonstragao. Veja [22], pagina 222, Proposicao 7. [ |

Para os propésitos desse capitulo, consideremos o espago de fase B = (B, |- |5), que é um
espaco vetorial semi-normado* formado por fungdes definidas de (—o0,0]) em X, satistazendo

as seguintes condigoes:

A) Se x : (—o0,0 +a) — X, com a € R} e 0 € R, é continua em [0,0 +a], z, € B e

T\iyosa € PC([0,0 4 a], X), em que
zs(0) =2(0+0), VO € (—00,0],
entdo, para qualquer ¢ € [0, 0 + al, tem-se
Ay) x4 € B;

As) |x(t)| < Hl|z¢|p, para algum H € RY ;

Ajz) |z(t)] < K(t — o) -sup{|z(s)| ; 0 < s < t} + M(t — s)|zo|s, para algumas fungoes
K, M : [0,00) — [1,00) tais que K é continua, M é localmente limitada ¢ K e M nao

dependem de x(t);

B) o espago B = (B, |- |p) é completo.

A seguir, temos um exemplo de um espaco de fase B.

Exemplo 4.1 (O espago de fase PC, x L2(h, X)).

Sejam r > 0, h : (—o0, —r] — R uma fungao positiva e Lebesque mensurdvel e

B:=PC, x L*(h,X) = {g@ (=00,0) — X ¢, €PC([-r,0],X), ep: (—00,—1] — Xe

‘Definigdo. Seja F um espaco vetorial. Uma aplicacdo p : E — R é uma seminorma se
(i) p: E— Ry

(ii) p(Ax) = |Mp(z), VA ER,z € E;
(i) p(z+vy) <px)+ply), Y,y € E.

Se p(z) # 0 para todo = # 0 entdo p é uma norma.
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h|g|3 : (—oo, —r] — X Lebesgue mensuréveis},

em que PC; ([—r,0],X) = {u: [-r,0] — X ; u é continua por partes e u(t™) = u(t), Vt € [—r,0]}.
A seminorma || - ||g : PC, x L*(h, X) — R4 é definida por

liella = sup we)rm( / hw)w(e»ﬁcw) ¥ € PC, x L2(h, X).

el—r,0 —0o0

Se a funcao h satisfaz, as seguintes condigoes:

(g-6) h : (—oo,—r] — R é uma fungao positiva Lebesgue integravel, e existe uma

func@o nao-negativa «y : (—oo, 0] — R tal que
h(E+0) <~(&h(B), V£ <0,0 € ((—o0,—1) = N),
em que N, C (—o0,—r) é um conjunto de medida de Lebesgue nula.

(&-7) /_T ) df < oo,

em que (g-6) e (g-7) é a mesma terminologia usada em [17], entdo procedendo como

em [17, Teorema 3.8], segue que B é um espago de fase.

O préxima teorema (Alternativa de Leray-Schauder) é de suma importancia para a de-
monstracao do préximo resultado (de existéncia de solugoes), o Teorema 4.9. Mas, para de-

monstri-lo precisamos do seguinte lema.

Lema 4.4 (Alternativa nao-linear). Sejam D C X um conjunto convexo e U C D um conjunto

aberto em D. Se 0 € U, entdo para cada funcdo compacta® F : U — D, tem-se

i) F tem um ponto fivo em U; ou

1) existe v € OU e A € (0,1) C R tal que x = A\F(z), em que OU € a fronteira de U.

Demonstragao. Veja Teorema 5.2, pagina 123 de [13]. [ |

Teorema 4.2 (Alternativa de Leray-Schauder). Seja D C X. Se D é convero, 0 € D e

F:D — D € uma funcdo completamente continua®,

entao o conjunto
E(F):={x € D; x=M\F(x), para algum X € (0,1)}

€ ilimitado ou a funcao F tem um ponto fizo em D.

SDefini¢do. Um operador A : E — E, em que E é um espaco de Banach, é dito compacto se, para qualquer

F C FE limitado, o conjunto A(F) é relativamente compacto.
SDefini¢do. Um operador A : E — E, em que E é um espaco de Banach, é dito completamente continuo

se, A é continua e, para qualquer F' C E limitado, o conjunto A(F) é relativamente compacto.
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Demonstragao. Suponhamos que E(F') é limitado e seja B,-(0, X), a bola aberta de centro 0 € D
eraio r € R% em X tal que

E(F) C By(0,X) CD.

Nesses termos, afirmamos que F' : DN B.(0,X) C D — D é uma funcao compacta e nao
existe x € (D N B,-(0, X)) tal que AF(z) = . De fato, como D N B, (0, X)) C B,(0, X)) entao

D N B,(0,X)) é limitado. Disso e da hipétese de que F' é completamente continua, segue que

F(D N B,(0,X))) é compacto e, consequentemente, F'(D N B,(0,X))) é também compacto. E
assim, F' é compacta. Portanto, segue do Lema da Alternativa nao-linear (Lema 4.4), que F

tem um ponto fixo em D. |

4.2 Resultados sobre existéncia de solugoes fracas

Nessa segao, A : D(A) C X — X é o gerador infinitesimal de um semigrupo analitico
uniformemente limitado de operadores lineares limitados {T'(¢) ; t > 0} em X tal que 0 € p(A).

Como {T'(t) ; t > 0} é uniformemente limitado, existe M > 1 tal que
IT()]| < M, Yt €R,.
Nesses termos, conforme Observacao 3.4, para cada 0 < a < 1, podemos definir a

poténcia fracionédria (—A)® como um operador linear fechado, com (—A)* : D((—A)%) Cc X —

Ce D((—A)*) = X. Além disso, a funcao || - [|o : D((—A)®) — R, dada por
|2lla = [(=A)%2|, Y2 € D((=A)%),
define uma norma em D((—A)%). Denotamos por X, := D((—A)%), para cada 0 < a < 1.

No que segue, mostramos uma série de lemas que nos auxiliarao na demonstracao dos
dois principais teoremas desse capitulo. Iniciamos com a definigdo de conjunto convexo e apre-

sentamos os principais resultados sobre esse conceito.

Definigao 4.1. Seja L = (L,| - |1) um espago vetorial normado. Um conjunto K C L € dito

convero se, para quaisquer a,b € K, tem-se
[a,b) ={(1 —t)a+1tb; 0<t<1}={at1 +bta; t1 +t2 =1} C K.
Observagao 4.1. Dadosr >0 e a € L, o conjunto
B.la,Ll={xz € L; |x—al|y <r},

que € chamado de bola fechada de centro a € L e raio r > 0, € convexo. Veja Exemplo 4.15,

de [22].
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Teorema 4.3. Seja K um conjunto convexo. Se x1,Ta, - ,Ty, € K, para algum n € N, entao
n

1Ty + axa + - -+ anxy, € K, Vaj,as, -+ ya, >0e€ Zai =1. (4.2)
i=1

Demonstragdo. A prova serd por indugdo. Para n = 2 (4.2) estd satisfeita, pela Definicao 4.1.

Agora, suponhamos n > 2 e que (4.2) vale para n = 1.

Sea;+as+ -+ ap_1 =0, entdo o; =0, parai =1,--- ,n, e o, = 1 0 que implica

a1x + agxs + - + apxy, € K. Assim, suponhamos que 8 = a1 +as + -+ a1 > 0 e
ay+ag+ -+ a, = 1. Entao,

a1 (65 Ap—1

Tg=—w1+—x2+ -+ —F1xp1 €K,
T B g
em virtude da hipétese de indugao. Consequentemente,
a1x2+a2x2+"'+anxn:TB'BWLOénxn €K,

pois, por hipétese, K é convexo. E assim segue o resultado. |
Teorema 4.4. Sejam L = (L,| - |1) um espago vetorial normado e K C L. Se K € convexo
entdo K ¢é convexo.
Demonstracdo. Sejam x,y € K e € > 0 quaisquer. Assim, existem x1,y; € K tais que

|zt —z1|p <€ e |y—uilL <e
Escolhemos o, 8 € R tais que o + 8 = 1. Entéo,

lax + By — (ax1 + By1)| < alz —21|p + Bly —y1|r < (o + Ble = e

Mas como, por hipétese, K é convexo, obtemos ax; + Bxo € K. Logo, pela arbitrariedade de

e > 0, temos que ax + By € K. Portanto, K é convexo. |

Teorema 4.5. A intersecdo de qualquer numero de conjuntos converos de um espago vetorial

L é um subconjunto convexro de L.

Demonstragao. Seja {E)}xepn uma familia de conjuntos convexos de L. Agora, sejam

T,y € m E) quaisquer. Logo,

AEA
r,ye BEx,VAeA = (1l—-a)r+ayeE\,VAeA, ac(0,1)
= (l-a)r+taye ﬂ Ey\,Vae (0,1).
AEA
Portanto, ﬂ E) é convexo. |
AEA
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A seguir, temos a definicao de envoltério convexo de um conjunto, assim como, algumas

de suas propriedades.

Definicao 4.2. Sejam L um espaco vetorial e S C L. O envoltério convexo de S é o conjunto
co(S) = ﬂ Si,
AEA

tal que Sy € convero e S C Sy, para todo A € A.

Teorema 4.6. Seja L um espaco vetorial. Se S C L, entdo

co(S):{xEL;x:Zaixi;azieS, 041’20720@:1}.

i=1 =1

Demonstragao. Seja

n n
K—{xeL;x—Zaixi;wiES, aiZO,Zai—l}.

i=1 i=1
Notemos que K é um conjunto convexo. Além disso, S C K, donde co(S) C K. Contudo, pelo
Teorema 4.3, qualquer conjunto convexo contendo S deve conter K e, em particular, K C co(.5).

Portanto, K = co(S). [ |

Definicao 4.3. Sejam L = (L,| - |r) uwm espago wvetorial normado e S C L. O fecho
do envoltorio convero S € chamado de envoltério convexo fechado de S. E denotamos,

cos(S) =rco(S).

Teorema 4.7. Consideremos as condicoes da Definicdo 4.3. Seja E = ﬂ Ey tal que By €
AEA

convezo, fechado e S C Ey, para todo A\ € A. Entdo, co(S) =co(S) = E.

Demonstragdo. Como co(S) é convexo, co(S) é convexo, em virtude do Teorema 4.4 e, claro,

é fechado e S C cos(S), pois S C co(S) C co(S), entao E C co(S). Contudo, como co(S) é

a intersecao de todos os conjuntos convexos contendo S, enquanto E ¢ intersecao de todos os

convexos fechados contendo S, temos co(S) C E, o que implica co(S) C E = E. Disso e de

E C co(S), concluimos co(S) = E. [ |

Lema 4.5. Sejam L = (L,| - |5) um espago vetorial normado, S C L ec > 0. Sex € L e

c 'z €c0(9), entio x € c-co(S).

Demonstragdo. Temos, por hipétese, que ¢!z € @o(S). Assim, pela Definicio 4.3, temos que

¢0(.S) é um conjunto fechado, isto é, ¢o(S) = co(S). Disso e pelo Teorema 4.6, segue que

n n
cilx:Zwi)\i, r; €S, A>0 e Z)\izl,
i=1 =1
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para algum n € N. Consequentemente,

x = chiAi =z € c-co(9).
i=1

Lema 4.6. Sejam X1 = (X1,|-|1) um espago espago de Banach e [a,B] C J C R, com J um

intervalo. Se f:J — X € integrdvel, entao
B
G-t [ sy dr e w({f): 7€ a8}

Demonstragdao. Veja [24], pagina 25, Lema 1.3. [ ]

Definicao 4.4. Sejam M = (M,d) um espago métrico, N C M e e > 0. Um subconjunto

R C M ¢€ dito uma e-rede de N se, para todo n € N, existe r € R tal que d(n,r) < €.

Lema 4.7 (Lema de Mazur). O envoltdrio convexo de qualquer subconjunto relativamente com-

pacto de um espaco de Banach € relativamente compacto.

Demonstragao. Sejam X um espago de Banach e Y C X um conjunto relativamente compacto

qualquer. Entao, dado arbitrariamente ¢ > 0 escolhemos um nimero finito de elementos de X,

digamos 1,3, -+ , T, € X tais que
m
Y C U B(z;, X), para alguns m,n € N, (4.3)
i=1
em que B¢(z;, X) denota a bola aberta de centro z;, para cada i =1,--- ,n, e raio € > 0 em X.
Denotemos
co{r1,z2, - ,xp} = R.

Nosso objetivo é mostrar que R é uma e-rede de co(Y), para assim usar o Teorema de Hausdorff.”

Para tanto, seja y € co(Y') qualquer. Pelo Teorema 4.6, tem-se

n n
y:Z/\jvj, )\j>0; Z)\jzl’ UjEY
j=1 j=1

"Teorema de Hausdorﬂ'([29]7 Teorema 1.1). Sejam M = (M, d) um espago métrico e N C M. As seguintes

afirmacdes sdo equivalentes:
(i) N é relativamente compacto;
(ii) para todo € > 0, existe em M uma e-rede finita para N;

(iii) para todo € > 0, existe em M uma e-rede relativamente compacta de N.
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De acordo com (4.3), para cada v; € Y, com j = 1,--- ,n, existe i; € {1,2,---,m} tal que
vj € Be(wi;, X). Entao,

=1

n

n n n
y—Z)\jxij = Z)\j(vj—xij) SZ/\j|Uj—xij|<ZAj6:6,
j=1 j=1 j=1 j=1

donde, segue que R é uma e-rede de co(Y). Disso e do Teorema de Hausdorff concluimos que

co(Y) é relativamente compacto. [ |

Na demonstracao do Teorema 4.2 precisamos garantir que a soma de operadores com-

pletamente continuos é ainda completamente continuo. Tal fato é garantido no seguinte lema.

Lema 4.8. Sejam Xq e Y7 espacos de Banach. Se os operadores T1,To : D C X1 — Y;
sao completamente continuos, entdo para todos o, 8 € R, o operador o171 + 815 : D — Y] €

completamente continuo.

Demonstragao. Seja (Yn)nen C (17 + S13)(K), com K C D um conjunto limitado qualquer.

Assim, existe (zp,)nen C K tal que
Yn = (11 + BT3)(2n), V1 € N.

Como K ¢ limitado, entdo (zp)nen também o é. Dessa forma, escolhemos (zp, )ken tal que
((aTl)(xnk))keN converge. E escolhemos (:z:nkj )jen tal que ((ﬁTQ)(:vnkj))jeN converge. Como
toda subsequéncia, de uma sequéncia convergente, converge, temos que ((aTl)(xnkj ))J ey € con-

vergente. Logo, ((aT} + ,BTQ)(SUnkj ) converge e, consequentemente, (Y, )nen tem uma sub-

jEN
sequéncia convergente. Disso, e sendo 17 e Th continuas, o que implica que a7 + 815 é continua,

segue que o1 + B15 é completamente continua, para quaisquer «, 5 € R. |

Lema 4.9. Sejam A, BC X e A+ B={a+be X ;ac A ebec B}. Se B é compacto, entio

A+ BcC A+ B.

Demonstracdo. Primeiramente observemos que, como, por hipétese, B é compacto entao, em
particular, B é fechado, isto é, B = B. Por outro lado, seja p € A + B qualquer, assim existem

(an)nen C A e (bn)neny C B tais que
Yn = an + b, — p, quando n — oc.

Além disso, em virtude da hipétese de B ser compacto, existe uma subsequéncia (b, )ren C B,

de (b )nen, tal que (b, ) — b, quando k — oo, para algum b € B. Definimos,

rp =b+ag, Vk e€N.
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Assim,

=Yny

. “ ‘
< lim \bnk — b+ Qpy, + by, —p|| =0,
k—o0

ou seja, xy — p, quando k — oo. Logo, a,, — p —b, quando k — oo e, consequentemente,

p — b € A. Portanto,

A~ _
ap, +bp, — p—b+ b =p=pec A+ B,

Lema 4.10. Sejam 0 <y <n < 1. Entdo valem as sequintes propriedades:

(i) X, = (Xy,||y) € um espagco de Banach e X, — X, € continua;

(i1) A fungio f1 : RY — C dada por fi(s) = (=A)"T'(s), para todo s € R, é continua, na

topologia do operador uniforme em R, e existe C;) > 0 tal que
Gy
I(=A"T O < 2 V>0,

Demonstragao. O item (%) segue diretamente do fato de X ser espago de Banach e da Proposigao

3.5. J4 o item (%¢) segue do Teorema 3.1. [ |
Consideremos o problema (4.1). A fim de estabelecermos os principais resultados desse
capitulo, no que segue, impomos as seguintes condigoes:
(Hy) A fungao f: I x B — X satisfaz:
(i) para toda fungdo z : (—o0,a] — X, com a € R}, tal que zp € B e x|, € PC, a funcio
fo: Ry — X dada por
fot) = f(t,2e), VI € Ry

é fortemente mensuravel®;
(ii) para cada t € I, a funcao f3: B — X definida por
fa(ze) = f(t,2e), Vi € B,

é continua;

8Definigdo. Sejam (2, X, 1) um espaco de medida e f : @ — Y uma funcio vetorial, com Y = (Y, ] - |y)
um espago de Banach. Dizemos que f é fortemente mensuréavel se, existe uma sequéncia de fungoes simples

(¢n)nen C X tais que |f(w) — ¢n(w)|ly — 0, quando n — oo, para todo w € Q.
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(iii) existem my: I — R4 e uma funcao nao-decrescente Wy : R, — R tais que
£t 0)] < mpWy (119lls), ¥ (%) € T < B.
(H2) Existe 8 € (0,1) C R tal que, para cada t € Ry, g(t,2;) € Xg e

(i) para toda fungdo z : (—o0,a] — X, com a € R%, tal que zp € B e x|, € PC, a funcio
f1: Ry — X dada por
fa(t) = (=A)g(t,z1), Vit € Ry,

é continua em I;

(ii) para cada t € I, a funcao f5: B — X definida por

fs(¥) = (—A)g(t, ), Vo € B,

¢é continua e existem cq, co > 0 tais que
1(=A)%g(t.0)l5 < e1llil]s + 2, ¥ € B.

Durante a demonstracao do Teorema 4.2, precisamos garantir que a fungao

f6 : [O,t) — X

s (“A)T(t — s)g(s, xs)

é integravel, para todo t € I, no sentido de Bochner, para tanto, necessitamos de algumas

definigoes e de um classico resultado.

Definicao 4.5. Sejap : J C R — X. Dizemos que p € fracamente mensurdvel se, para

todo x* € L(X), a aplicagdo
() + J—R
t— (2%, p(t)) = =" (p(t))

€ mensurdvel no sentido de Lebesgue. E, mais p: J C R — X ¢ dita de valor separdvel
se o conjunto p(J) é separdvel. E, por fim, p:J C R — X ¢ dita quase-sempre de valor

separdvel se existe um conjunto Jy C J, com medida nula, tal que p(J — Jy) € separdvel.

Teorema 4.8 (Teorema de Pettis). Uma funcao p: JJ C R — X € fortemente mensurdvel se,

e somente se, € fracamente mensurdvel e quase-sempre de valor separdvel.

Demonstragao. Veja Teorema 11, pagina 149, de [9]. |
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A préxima observacgao é a justificativa do fato de fg ser Bochner integravel em 1.

Observacao 4.2. Sejam z : (—o0,a] — X, com a € R%, tal que xo € B ew, € PC et € I.

Levando em considera¢ao que g : I x B — X satistaz (Hg), pela continuidade das fungoes

fr [O,t) — X

s— AT(t —s),
na topologia do operador uniforme em [0,t) e g, temos que
z* (fﬁ(s)), Vs el0,t),z* € L(X),

€ continua e, consequentemente, Lebesque mensurdvel, e assim fg € fracamente mensurdvel. Por
outro lado, como [0,t) € separdvel, para todo t € I, entdo f6([0,t)) € também separdvel, ou seja,
fe € de wvalor separdvel e, em partiular, fg € quase-sempre de valor separdvel. Logo, seque do
Teorema de Pettis (Teorema 4.8) que a fungao fg € fortemente mensurdvel. Agora, observando

o Lema 4.10 e a desigualdade

(ATt = $)g(s.22)]| = [[(— AT (t = ) (=) gls. 2)|| < 2

S i R

para algum C1_5 € R e C € R tal que ||[(—A)g(s,z5)||s < C, para todo s € I, entdo, pelo
Teorema de Bochner’ a funcio fs : [0,t) — X dada por (—A)T(t — s)g(s,xs), para todo

s € [0,t), é Bochner integrdvel, em [0,t), para qualquert € I.

Agora mais um resultado auxiliar acerca da integral de Bochner.

Lema 4.11. Sejam (2,%, 1) um espago de medida finita, X1 = (X1,|- |1) e Xo = (Xo,]| - |2)
espacos de Banach e f : Q — Xq. Se 11 : X1 — Y7 um operador limitado, entdo a funcdo
Tf:Q — Xo definida por

Tf(w)=T(f(w)), Vwe,

€ também Bochner integrdvel e

/Qdeu:T</Qfdu).

Demonstragdo. Veja [2], pagina 427, Lema 11.45. |

9Teorema de Bochner([2], Teorema 11.44) Sejam Y = (Y, |- |y) um espago de Banach e h: I C R — Y1,
com [I; um intervalo, uma funcao fortemente mensuravel. Entao h é Bochner integravel se, e somente se, a fungao

[|h|ly : I1 — Ry, dada por ||h|ly (s) = |h(s)|y, para todo s € I, é Lebesgue integrivel.
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Antes de enunciarmos os resultados que garantem existéncia de solugao para (4.1) preci-

samos, obviamente, de um conceito do que venha a ser uma solucao fraca para o problema dado
m (4.1). Para tanto, notemos que se as fungoes f e g satisfazem (H;) e (Hz2), respectivamente,
e dada x : (—00,a] — X uma solugdo de (4.1) tal que zo = ¢, para alguma ¢ € B, e z|, € PC,

entao definimos U : I — X por
U(s)=T(t—s)x(s)+T(t—s)g(s,zs), Vs eI,

e, assim,

aUu

o = —AT(t — s)x(s) + T(t — s)a'(s) + T(t — s)disg(s, xs) — AT(t — s)g(s, s)

)
— ATt — 8)z(s) + T(t — s)(Ax(s) + f(s,xs)> —AT(t — 8)g(s, x5)
= —AT(t—s)x(s)+ AT(t — s)x(s) + T(t — s)f(s,zs) — AT(t — s)g(s, xs)
) —

= T{t—3s)f(s,xs) — AT(t — 8)g(s,xs). (4.5)

Agora levando em consideracao que tg =0 < t] <ty < -+ < t, < tp,+1 = a, para algum

n €N, equetel=]|0,a], temos

to=0<t; <te <. - <ty <tpy; =t, para algum k € N tal que k < n.

i+ dU
/ W gs = Z /
isto é,

ty tr
/ds = / d—Uds /ZdUds+ —i—/kdUds /kHdUds
o ds o d i, ds tf ds

= Uty)-U)+U(ty) = U@ +---+U(t,) = Uty ) +UE) = U®E)
©(0) 9(0,p)
~ = —

= T(t =ty )a(ty) + T —t7)g(ty, ) = T(t) 2(0) =T(¢) 9(0, zo) +

+T(t =ty )a(ty) + T(t—ty)g(ty x,2) = T(t = t])x(t]) +

Assim,

—T(t—t)g(t,mpp) + -+ T(t =t )a(ty) + T — t;)g(ty 2 ) +
—T(t =t _)a(ti_y) = T(t — )9ty z)
= T(t—t))x(ty) =Tt —t))a(t]) + T(t — ty)a(ty) — T(t —t3)a(t3) + -+ +
+I(t =ty )x(ty,) = T(t = t))a(t)) + x(t)g(t,ze) — T()p(0) — T(1)g(0, ).

Mas como,

Li(a(ti) = o(t]) — a(t;) = a(t]) — x(t:), Vi€ {1, ,n},
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entao

[Gds = 3 T a )~ alt) +2(0) + glt.) ~ T (510) - 5(0.)

o<t; <t
i=1, .k

= = Y T - t)hla(t) +2(t) + g(t.a0) — T(2) ((0) - 9(0,9)).
o<t; <t
i=1,k

donde

w(t)= 3 T~ t)Ii(a(t) + T() (9(0) - 9(0,9)) — g(t, ) / 9 as,

disso e de (4.5), segue que
t
o) = T(0(0) = 90.9)) ~glt.a) = [ AT = s)g(s.a) ds+

+/tT(t —3)f(s,xs) ds+ Z T(t—t;)Li(x(t;)), Vtel.
" Jsh<t

Motivados por isso, adotamos entao a seguinte definicao de solucao fraca de (4.1).

Definicao 4.6. Uma fungio x : (—o0,a] — X, com a € RY, € uma solugao fraca do

problema de valor inicial (4.1) se g € B, z, €PCe
¢
o) = TO(60) = 9(0.9)) — glt.a) = [ AT = s)gls..) ds +

+/O T(t—s)f(s,2) ds+ S T(t—t)L(w(t), ¥t € 1.

0<t; <t

Observagao 4.3. Daqui em diante, a funcdo y : (—oc0,a] — X € definida por
yo=¢ e yit)=T)p(0), Vtel

Notemos que yo € B ey, = € PC([O, a],X). Assim,

lvalls < K(a—0)sup{ly(s)| 5 s € I} + M(a —0)l|yolls
—Ka —Ma
< TR ly(s)l + Ta llglls, pore algums; € I
< HEL|[T(s0)ll [lells + Mallells
<

HEM|¢lls + Mallgplls = (Mo + KoMH ) [¢]]5.

Tendo em vista o que ja foi desenvolvido nesse capitulo, estamos em condigoes de esta-
belecer o primeiro teorema de existéncia de solucao fraca do problema de valor inicial dado em

(4.1). Os resultados presentes nesta segdo, acerca existéncia de solugoes de (4.1), fazem parte
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do artigo [16]. No entanto, nds esclarecemos vérias passagens, provamos todas as desigualdades
e detalhamos os resultados, ji que em [16] as afirmagoes estao feitas de maneiras direta e sem

muitas explicagoes.

Teorema 4.9. Sejam f,g: 1 x B— X satisfazendo (H1) e (Hg), respectivamente. Se

(a) para qualquer r > 0 e todo € > 0 existem conjuntos compactos U;T, Ugr C X tais que

T(e)(~A)°g(s,v) € UL, e T(e)f(s,9) € U2, ¥ (s,9) € I x B[0,B];

(b) definimos S(a) = {z : (—o00,a] — X ; xo = 0,z, € PC} munido com a norma da
convergéncia uniforme que denotamos por || -||a, para todo, r > 0, o conjunto de funcdes

Wi == {(ws); ; « € S(a). ||z, ||a € PC},

0

em que wy(t) = g(t, x4 +yi), para todo t € I, é uniformemente equicontinua'® em [t;, t;11],
para todo i € {0,--- ,n};

(c) para cada i = 1,---,n, a fungao I; : B — X € completamente continua e existem
c},cg € R tais que

1L()] < cllvlls + ¢, Yo € B;

(d) a constante p € R dada por

c1aPCy -
=K, (ClH(_A)ﬁHﬂ oMY
=1

€ tal que p < 1. E, além disso,

K,M
I—p

> ds
c Wf(s) ’

/Oamf@ ds <

em que my e Wy foram definidas em (Hy), para algum c € R tal que

(L=me = (Mat+ KM (H+erl|(=4)7113) ) el +

BeoCly n
K, <c2<M FIA T+ =52+ MZ%) ,
=1

com (€ (0,1).

Entao, existe uma solugdo fraca para o problema de valor inicial (4.1).

"Definigio. Sejam M = (M,d1) e N = (N,d2) espagos métricos. Uma familia
E={h: M — N ; h é fungio} é uniformemente equicontinua, em M se, para todo € > 0, existe § > 0 tal

que di(z,y) < 6 implica d2(h(z), h(y)) < €, para qualquer h € £.
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Demonstragao. Primeiramente, definimos I' : S(a) — S(a) por

0, se t<0
Tz(t) = { T(t)g(0,0) — gtz + ye) — [y AT(t — 5)g(s, x5 + ys) ds+

—I—fg T(t—s)f(s,xs +ys) ds+ Z T(t —ti)i(ze, +ye,), se tel.
o<t;<t

Agora, consideremos a funcao

fg : [O,t) — X

s T(t—s)f(s,zs + Ys)-

Notemos que, da hipétese (Hyp)(iii), a fungao fo : [0,t) — X dada por fo(s) = |f(s,zs + ys)],
para todo s € [0,t), é integravel. Disso, de (Hjp)(iii) e do Teorema de Bochner, a fungao
fi0 : [0,t) — X definida por fio(s) = f(s,xs+ys), para qualquer s € [0, ), é Bochner-Lebesgue
integravel. Portanto, segue do Lema 4.11, que a funcao fs é Bochner-Lebesgue integravel em

[0,%), para todo t € I. J& a fungao

f11 : [O,t)—>X

S — AT(t — 8)9(371'5 + ys)

é (Bochner-Lebesgue) integravel, em virtude da Observagao 4.2, em [0,¢) para todo t € I.

A seguir, mostramos que I' estd bem definida e que seus valores estdo em S(a).
o [' estd bem definida.

Sejam z,y € S(a) tais que z(t) = y(t), para todo t € (—oo,a]. Se t € (—o0,0] entao

I'z(t) =T'y(t) = 0 e, nesse caso, I' estd bem definida. Agora, se ¢t € (0, a] entao
t
La(t) = T(0900.9) ~ gl + ) ~ [ AT(t=s)g(s,ma + ) ds +
0

t
4 [ 1= 9 f(svme by dst 3 Tl t)liGon, + )
0

o<t <t

- t
" T(00(0. )~ gltd+ ) — [ AT( = gl G+ ) ds +

t
+/ T(t — S)f(S, Us + ys) ds + Z T(t — tz)IZ(gjtl + yti) = ng(t).
0 0<t;<t

Portanto, em qualquer caso, I' estd bem definida.

o T(S(a)) C S(a)
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(i) Primeiro, notemos que
I'z(t) e X, Va € S(a), t € (—0,a],
ou seja, I'z : (—o00,a] — X. Agora resta mostrar que 'y =0 e I'|, € PC.

(ii) Seja t € (—o0,a] qualquer. Por definigao, a fungao (I‘x)t : (—00,0] — X ¢é dada por

(I‘x)t =Tz(t + 0), para qualquer 6 € (—o0,0]. Logo
(Tz), =Tz(0+0) =Txz(0) =0,
ja que, 6 € (—o0,0]. Portanto, (I‘x)o =0.
(iit) Sejam i € {1,--- ,n} e z € S(a) quaisquer. E f4cil ver que
Fz(t;) = lim Tz(t) = Ta(t).
t—t;

Além disso,

Fz(t]) = lim F'z(t) = lim

t—tF t—tf

T(t)9(0. ) — g(t, z0 + ) — /0 AT(t — )g(s, s+ s) ds +

t
+ [Tty ds Y T )G, + )
0 o<t; <t

ti
= T(t)g(0,9) — g(ti,ze; +ys,) — / AT (t; — s)g(s,xs +ys) ds +
0
t; 1—1
+/ T(t—s)f(s,xs +ys) ds+ Y T(t—t;) (e, + ;) +

0 .

7=1

—|_-[7,(1"75Z + ytz‘)7

donde, F:E(t;L) existe. Por fim, notemos que I'z|, ¢ continua em todo ¢ £ t;, para cada
i=1,---,n. Pois, set = 0 entao I'z(t) = 0. Jaset € (0,a] et # t;, paracadai=1,---,n
entdo ['z(t) é continua, ja que todas as fungdes que a compoem sdo continuas. Portanto,
de (44) concluimos que I'r), € PC. E, além disso, de ()- (%), segue que I'z(t) € S(a),

para qualquer t € (—o0,a] e z € S(a).

A fim de usarmos o Teorema 4.2, consideremos o conjunto
S1 ={ze€S(a); x=Az, A€ (0,1)}.
Seja z* € S1. Denotando v*(t) := (My + KM H)||¢|| + Ka||2?||a, temos que

||z + yel|s < vMt), Vit el
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De fato,
=0
_ _
|zt +yells < ||xells + lluells < Ktlz(s1)] + Mt ||zol|s +Kty(s2)| + Mt [|yol|s
< Ko l[aM]a + Kol T(s2)] 0(0)] + Malol|5
< KaHx)\Ha + KoM H |[yol|s + Mall#lls

KaHx)\Ha + K MH ||| + Ma||o||5

= Ko||2M|a + (KoHM + M,) ||¢lls = v t), Vit € 1,

em que S1, s2 € I sao tais que |x(s1)| = sup{|z(s)|; s € I} e |y(s1)| = sup{|y(s)|; s € I}. Além

disso,
22 (t)] = [|]ATz(t)]|a = A||T2(t)|]a
< |[[Pz®)|[a
t
< H ~ gttty — [ AT( = s)glsz,+ u) ds
0
t
+ /T(t—S)f(s,strys) ds + Z T(t_ti)li(xti+yti)‘
0 0<t;<t
t
< @) 19(0,0)| 4 g(t, z¢ + ye| + /0 AT(t — s)g(s, xs + ys) ds| +

t
+ /0 T(t - 5)f (5,20 +y) ds| + 3 IT( = ta)l| [TiCae, + vn,)|

0<t;<t

t
< MIgl0.9)] + [(-A) P gt 0l + [ 1AT( gl u0) s +
/HTt—S)HIf(s zoty)lds+ 3 Tt FiCar, + e
0<t;<t
_ b Ci_pCs
< Mlg(0.9)| + (=) ﬁ|rg<c1|\xt+ytr|3+cz>+/o =Rk
/M|f8£s+ys)!d8+ S M+ plls + )
o<t; <t
_ b C1_pC
< Mlg(0. ) + A Plls(erd @) +en) + [ AT s
o (t—3s)
—l—M/ my(s)Wy(||zs + ys||B) ds + M Z e (t) + ¢
0<t;<t
_ b C_pCs
< Mg+ AP laled O+ )+ [ T2 ds

+M/ m(s)We (M) ds + M Z et (t) + ¢
0<t; <t
=1y

= Mlg(0, )] + eall(=4) 7 (H(—A)—%clw > ) PO+ [ B s

0<t;<t
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¢
—l—M/ mf(s)Wf(vA(s)) ds + M Z cz,
0 0<ti<t

em que,

L CisCl LoCrg
R e L A [ eI
/t Cr_glcrl|lzs + ys||s + c2)
0 (t—s)1=F

_ /t Cl_gcl||$s+ys|’8+01_562
(t—s)t=F

_ |75 + yslls ! 1
— Cl_C/ t—$16+01_’862 Omds

t
vA(t) (t—s)”
01_501 /0 = 8)1_5 ds + 01_562

ds

ds

IA

R0 tP
= 01_601 / m ds + Cl_ﬁCQE,

EAt) C1_pcaa”
01_501/0 (t 8)1 ﬂ ds + T

IA

Logo,
(6] < Mlg(0,9)] + e2l[(=A) 7[5 (II(—A)_BII,BQ +M Y C%> wM(t) +

o<t <t

t A B

v (t) C1,562a

+C4_ Cl/ ———ds+ ———F +
Ay =7 B

+M/ mp(s)Wy( ) ds+ M > ¢

0<t;<t
o que implica em
Mt) = (Ma+ KM H)|lgl|5 + Koz}

< (Mo + K MH)||ol|s + Ko | M|g(0,¢)| +

— A [ 11(=a)# 1) EECAONS
+eal[(=A) Pllg [ I1(=A)Pllger + M Y el |0} () + Cropen o (t—s 7

o<t <t
C B
%02“ M/ my(s)Wy () ds + M Y &

0<t; <t

+

IN

(Ma + Ko MH)[llls + Ko | M(crlllls + e2)l|(=A) " lls + cal|(=4) 7[5 +

3 t UA(S)
(1A e 0 3 ) ecis [0 as

0<t;i<t

B
+02aC15+M/ mf Wf( (8)) ds+ M Z ]
B o<t; <t
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= (Ma+ K MH)|lglls + Ko | Mer|[(=4)lsllells + +eal | (=A) 7| |sM +

- EowM(s _
teall(~4)Pls + e1Crp / = 5)3 L ds+ (H(—A) oer + M cg)wtu

0<t; <t

B
+626L016+M/ mf Wf( )‘(S)) ds + M Z ]
B 0<t; <t

lells(Ma + KoM H + KoMet||(=A)"lg) + Ka | eal|(=A) 1l M + e2|l(—A) 7|5 +

t U)\S
e T i ey e

0<t; <t

+M/ MW ) ds+ M Y 2
0<t;<t

n c2aPCy_ 38
B

= lolls(Ma + KoM (H + e1|(—A)||5) + Ka <62H(—A)B!IﬁMJrCzH(—A)BIB +

Cgaﬁcl_g 2 ¢ by
t+t——+M Z ci> +KQM/ my(s)Wy(v'(s)) ds +
B 0<t; <t 0

t ’U)\S
(H(— ) Pllser+ M Y e ) W+ a0 ﬁ/(t_i)l)_ﬁdé‘],

0<t;<t

contudo,

= 1C1_p(b)

<
>
—
o~
S~—
N

lpll5(Ma + KoM (H + e1l|(—A)77]5) + Ka <02||(_A)_BH,8M+C2||(_A)_B||ﬂ +

sc
+ 2w Y e >+KM/mf W (v(s)) ds +
ﬁ 0<t; <t

C — CLB
() Pller + 0 3 )b + 295250

0<t; <t

= il (M + Ko M(H + a1l (~4)715)) + Ko <c2<M+ DIl=A) 1l +

e
e S )+KM/ my(s) Wi (0 (s)) ds + oM (D),
/8 o<t;<t

isto é,

v Mt) < (1 — p)e+ po(t) + KoM /t my(s)Wi(vM(s)) ds, Vit € I.
0
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Consequentemente,
t
A (t) — o () < (1 — p)e+ KaM/ my(s)Wi(v(s)) ds

S (- ) < (1 - >c+KM/ my(s)Wp(0(s)) ds, € (0,1)

= V() < ()W (vX(s)) ds.
Denotando
Bt =+ o | g ()W (02 (s)) ds,
temos
B0 = s my (WS (0 0)

disso, como

Mt) < Ba(t), Vtel

e da hipétese (Hy), em que a fungao Wy : Ry — R é nao decrescente, segue que

/ MK, MK,
Bat) = mmf(t)wf(v/\(t)) < i M)mf(t)Wf(ﬁz\(t))-
Assim, sendo W; # 0, em todo R, obtemos
B,(1) < K“Mmf(t), Vtel,

Wi(Ba(t) = 1—p
integrando de 0 a t € (0, a], temos que

AW KM
o Wi(Br(®) = Jo 1—p

e fazendo a substituigdo s = £, (¢) na integral da esquerda, vem

/ﬁx(t) ds //ﬁ( ) ds /

_ m
\(0) Wi(s) e s
——

=c

mys(s)ds, Vtel

disso e da hipétese (d), concluimos que

/5/\(7:) ds S ds
< 17 7\
c Wf(s) —Je Wf(s)

donde By (t) < oo, para todo A € (0,1) e t € [0,a] e, consequentemente,

{Br:[0,a] — R; Ae(0,1)}
¢ uniformemente limitado em I. Desse fato e tendo em vista que
’|$)\Ha < (Ma + KaMH)H‘PHB + Ka‘|$)\‘|a = UA(t) < Ba(t),
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para todo t € I, segue que o conjunto S; é uniformemente limitado, ou seja, existe d € R tal que
A <d,Vtel \e(0,1),
assim, dados quaisquer p, A € (0,1) e t € I, temos
2M(E) — 2(1)] < 22 (1)) + [2(0)] < 24,
ou seja, o conjunto S; é limitado.

Agora vamos provar que a funcao I' : S(a) — S(a) é completamente continua. Para

tanto, primeiramente lembremos que do item (42) do Teorema 1.4, em que tem-se,

A/ slxds=T({t)x —x, Vo e X,t € (0,al. (4.6)

4
Assim, podemos reescrever I' da forma I' = E I';, em que
j=1

Iz(t) =0,Vte (—00,0,5=1,2,3,4
e definindo, para cada j =1,2,3,4det € l,
Fya(t) =T(t)(9(0,¢) — g(t, xe +ye)) = T(¢)(9(0, ) — T()g(t, ¢ + ye),

Cox(t /ATt—s) (s,xs + ys) ds,

Pyr(t) = /0 Tt — 5)f(s, s+ s) ds — / AT(t — s)g(s,, + 1) ds

e Tuz(t)= )  T(t—t)li(zy, +y,)
0<t;<t

temos,

4
Tz(t) = > Tjz(t), Yz € S(a).
j=1

E claro que, para cada j = 1,--- ,4, a funcao I'; é continua. Nesses termos, resta provar
que a funcao I' é compacta, para isso é suficiente mostrarmos que I'; é compacta, ou seja, que o

conjunto I'; (Br [0, S(a)]), para algum r > 0 e para cada j = 1,--- ,4, é relativamente compacto,
4

em S(a). E assim, com uma simples aplicacao do Lema 4.8, podemos concluir que I = E r;é
Jj=1
completamente continua. Mas, antes de comegarmos a demonstrar tais fatos, observemos que,

para quaisquer = € B, := B;[0,S(a)] et € I,

A

llee +yells < |zl + |lyells
=0

— ~—
Ktsup{|z(s)|; s € [0,t]} + Mt |[zo||s +|[y:l[5

IN
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< Kalz(s1)] + [[yel s

< Kar + Ktly(ss)| + Mt[|¢l|5

< Kor+ Kaly(s2)| + Mallells

< Kor+ (Mo + KoMH) ||ol|s =277, (4.7)

em que sy, sz € I sao tais que |z(s1)| = sup{|z(s)| ; s € [0,t]} e |y(s1)| = sup{|y(s)| ; s € [0,¢]}

e a ultima desigualdade ocorre em virtude da demonstragao da Observagao 4.3.

A demonstracao que I';j, para cada j = 1,---,4, é compacto serd dividido em passos.
Cada passo consiste em provar que, para cada j = 1,2,3,4, I'; (BT) ¢é relativamente compacto
em S(a). Para tanto, no Passo 1 usamos o Lema 4.1, j4 nos Passo 2 e Passo 3 a esséncia
para mostrar que I'y (BT) el (BT) sao relativamente compactos em S(a) é utilizar o Teorema
de Arzela-Ascoli (Teorema 4.1). E por fim, a fim de mostrarmos que I'y(B,) ¢ relativamente

compacto em S(a), combinamos o Lema 4.1 com o Teorema de Arzela-Ascoli (Teorema de 4.1).
Passo 1. O conjunto I'1(B,) ¢é relativamente compacto em S(a).

Primeiramente provaremos que o conjunto

—~—

Vii=(T1(B)), ={ti; veV:=T1(B)}

é um conjunto equicontinuo em [t;, t;+1], para todo i € {0,--- ,n}. Para isso, notemos que, dado

qualquer = € B,., da hipdtese (b), temos que

Ve>0,36>0; [t—5r <= ||(uz); — (V2);l]la <€ t,5€ [t tita], (4.8)

em que

uz(t) = gtz +ye), va(8) = g(5,25 +ys) €W;
sdo quaisquer. Sejam 0;,U; € XZ arbitrarios, se t € (t;,t;+1] entao
v; =0, U =u, €B,
= v="Iz(t) e u=T1y(5), paraalgunsz,y, € B,
e mais,
10:(t) — @i (3)lla = |[u—vlla =|T12(t) = T19(5)|[a
= |T(t)(9(0,¢) — g(t,ze +yt)) — T(5)(9(0, ) — g(5, 5 + ys)|

S M’Q(ONP) _g(t,l't +yt>)’ +M|g(07()0) —9(573354‘3/5)‘

< Me+ Me=2Me, t,§€(ti,ti+1]; |t — s|lr <9, (4.9)
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isto é, V; é equicontinuo, para cada ¢ = 1,--- ,n, em (t;,t;+1]. Agora se t = t;, para cada

1=1,---,n, entao

() =vtH) e v;(t)=v;t"), Vi, i€ {0, ,n}

2

com u,v € V. Pela definicao de S(a) C PC ambos os limites acima existem e, obviamente,

estdo em V. Logo, usando argumentos analogos aos que foram usados para chegarmos em (4.9),

tem-se que ‘7; é equicontinuo em ¢ = t;, para todo i € {0,---,n}. Portanto, 171 é equicontinuo
em [ti, tiJrl]-
Por outro lado, dado qualquer v;(t) € XN/i(t), comi=0,---,neté€ [t;ti11], temos, pela

continuidade das fungoes que compoem I'y, que
f)i(t) = FliL‘(t), t e [ti,ti+1],
para algum z € B,. Assim,se 0 <e<te0< <1, entao

ui(t) =Twx(t) = T(t)((9(0,¢) — g(t,ze + 1)) = T(t)g(0, ) — T()g(t, xe + 1)
= T(t)g(0,) = T(1)T(e — €)g(0,)(=A)* (—=A) 7g(t, xt + 1)

= T()g(0,) = T(t — e)(=A) " T(e)(=A) g(t, x¢ + y).

Observemos que
T(t)g(0,¢) € {T(s)g(0, ) 5 s € [ti; tita]}. (4.10)

e, pela hipétese (a),
T(e)(—A) g(t,xe +yi) € Uk,

ja que por (4.7), ¢ + y; € By«[0, B]. Logo,
Tt — ) (—A) B T(e)(—A)Pg(t,ze + ) € T(t — ) (—A) P (U{ ) (4.11)
De (4.10) e (4.11) segue que
Vilt) C{T(s)g(0,9) 5 5 € [tistia]} + T(t = ) (=4) 7 (UL,
para qualquer ¢ € [t;, ti1].

Agora, por conveniéncia, denotemos
Ay ={T(s)9(0,¢) : s € [tistia]} e By=T(t—e)(~4)7(VL,.).
Notemos que, em virtude da continuidade da fungao fi2 : I — X dada por
fa(t) =T(t —e)(=A)7, Vel
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e da compacidade do conjunto UéT* (em razao da hipétese (a)), segue que o conjunto By é

compacto. Disso e do Lema 4.9, obtemos

Vi(t) ¢ (Vi(t)) € A1 + By C A1 + B (4.12)

Como B é compacto, entdo, em particular ele é fechado, ou seja, By = By. Agora seja € > 0,
pela Observagao 3.1 e sendo {T'(s) ; s € Ry} um Cj semigrupo, existe § > 0 tal que se hy < 375

entao
[T(h)9(0,¢) = 19(0. )| < 57—

Seja P = {«ap, a1, ,ap,} uma partigdo de I, para algum m € N, tal que
|P| = max\a]—a] 1lr <0, com I,, ={0,--- ,m}

e escolhemos

d
5 = o 1+ y Viely

Se x € Ay, entdo x = T'(s)g(0, ), para algum s € [t;, t;11]. Seja j € I, tal que s € [a;—1, 0.

Assim,sesgsjtemos()gsj—s::h<375e

T'(s)9(0,0) = T(s)g(0,9)| = [T(s)T(s; —5)g(0,) — T(s)g(0, )|
= T (Th) = Dg(0,9)] < Mgy = 5.
logo
z =T(s)g(0, ) € Be[T(51)9(0, ), X] = A1 C U B:[T(s)9(0, ¢), X]
7=0
donde .
A C U B<[T(s7)9(0,9), X] C | Be[T(s)9(0, 0), X]
Jj=0 j=0

e, consequentemente, A; é totalmente limitado. Nesses termos, podemos concluir que
A; + By C X ¢é totalmente limitado, j4 que em virtude da compacidade de By = Bi, temos
que By = B; é também totalmente limitado. Assim, sendo X completo, segue do Lema 4.2
que A; + B é relativamente compacto. Disso, de (4.12) e, novamente, pelo Lema 4.2 temos,
portanto, que V;(t) ¢ relativamente compacto, em todo ¢ € [t;, t;+1]. Assim, podemos concluir
que, ‘7@ é equicontinuo em [t;,t;41], para cada i =0,--- ,n e que YZ(t) é relativamente compacto,
para qualquer ¢ € [t;,t;41]. Portanto, do Lema 4.1, V =Ty (BT) é relativamente compacto em

S(a).
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Passo 2. O conjunto I'y(B,) é relativamente compacto em S(a).

Vamos comecar mostrando que o conjunto 'y (Br)(t) ¢é relativamente compacto, para

todo t € I. Para t =0, o Passo 2 ¢ trivial. Agora se t > 0, consideremos
0<2<t<a e UL.CX,
em que € > 0. Em virtude da fungéo

fiz i le;a] — X

t—s (—A)PT(t)
ser continua em [e, a], temos que
Ul = {(—A)PT(s)x; s € [e,a],x € U;r*}
é relativamente compacto, em X. De fato, notemos que
ng(amLﬁT@KU;O,VsekﬂL

com U E{T* compacto. Assim, pela continuidade de fi3, temos que U! é um conjunto compacto,
ou seja, pelo Lema 4.3 , U} é, em particular, totalmente limitado, pelo Lema 4.2, segue que o

conjunto U} é relativamente compacto.

Por outro lado, da definigao de I'y e sendo 2¢ € (0,t) C I, temos, para qualquer x € B,

Doz(t) = —/0 AT (t — s)g(s,zs +ys) ds = /0 (—A)T(t — s)g(s,zs + ys) ds

t—2¢
- / (—AYT(t — $)g(s, s + ys) ds + / (—AYT(t — s)g(s, s + ys) ds
0 t—2e

t
= /0 (fA)l_ﬁT(t —s—€)T(e)g(s,zs +ys) ds +
" / (—A) BTt — 8)(—A)Pg(s, 2s + ys) ds.
t—2e¢

Contudo,
(d1) e+e=2e<t=e<t—ce

(d2) s>e=t—s—e<t—e—e=t—2¢
(d3) 2¢e<t<a=t—2e<a—2<a
o que implica
e<6—5(d<1)t—e—s:t—s—e(dSZ)t—%(dgg)a—2e<a:>t—s—ee(e,a).
Ainda, pela hipdtese (a), temos que

T(e)(—A)g(s, x5 +ys) € Uk,
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jé que de (4.7), x5 + ys € By+[0,B], com s € [¢, a]. Assim, pelo Lema 4.6, obtemos
(t —2¢)~1 /Ot_Qg(—A)l_BT(t —s—e)T(e)(—A)’g(s, x5 +ys) ds € @ (U})
donde, pelo Lema 4.5, obtemos
[ AT s - TOA gl b ds € - 20m(0Y). (419
Além disso, observemos que

/tz (—A)lfﬁT(t — 8)(—14)'89(3, s+ ys) ds

< / (=AY — 8)][5 [1(=A)Pg(5, 25 + )]s ds
t—2e¢

Ho(ii) t
< / AT = 9l (erllas + ills + o)

@n ot
< / AT = 9)llserr” + ol (<A) T = )] ds

t
= cr+ 02/ H(—A)lfﬁT(t —3)||p ds,
t—2¢

disso e de uma decorréncia de (4.4), obtemos

< ert 4+ /t “Gs
c1r C ——— as
= ? D ()

t— )8\ |
= cirf 4y <Cl_,3( _S) >

/tz (—A)lfﬁT(t — 3)(_A)Bg<57 s +ys) ds

/6 t—2e
B
= 2601_5 (err™* + CQ)E =7
Logo,
t
/ (=AY PT(t — 5)(=A)Py(s, x5 + ys) ds € By[0, X]. (4.14)
t—2e¢

Assim, de (4.13) e (4.14), concluimos que
Tox(t) € (t —26)eo(UL) + B[0,X], Vo € Byt € 1.
e, consequentemente,
To(B,)(t) = {T2x(t) ; z € B, ,t € T} C (t — 26)e0(U}Y) + B [0, X).

Agora, como U] é relativamente compacto, pelo Lema 4.7, co(Uel) é relativamente compacto, ou
seja, E(Ug) é compacto. Assim, pelo Lema 4.3, @(Ug) é, em particular, totalmente limitado.
Além disso, como ' > 0 e depende de € > 0, que é arbitrario, escolhendo a bola B,.[0, X]

cobertura da prépria B,-[0, X], temos que B,/[0, X] é totalmente limitada. Logo, o conjunto
(t —2¢)eo(U}) + B[0, X]
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¢é totalmente limitado e, consequentemente, pelo Lema 4.2 também ¢é relativamente compacto.

Portanto, I's(B,) (t) ¢ relativamente compacto.

Agora vamos provar que 'y (Br) é equicontinuo. Para tanto, seja 0 <ty <t < a, assim

t to
Dox(t) — Tox(ty) = —/ AT (t — s)g(s,xs + ys) ds + AT (to — s)g(s,xs + ys) ds
0 0
to t
= —/ AT (t — s)g(s, s + ys) ds—/ AT (t — s)g(s,xs +ys) ds +
0 t
to ’
+ AT (tg — 8)g(s,zs + ys) ds
0
to to
= —AT(t — s)g(s,zs +ys) ds — / AT (to — s)g(s,zs +ys) ds +
0 0

t
— | AT(t—s)g(s,xs +ys) ds
to

N /o ATt = 5)g(s, 05 + ys) — AT (t — )g(s, v + ) ds| +

t
— | AT(t—s)g(s,xs + ys) ds
to

to
= / [AT(to —8)g(s,xs +ys) — AT(t — s +to — to)g(s, s + ys) ds] +
0

t
— | AT(t—s)g(s,zs +ys) ds
to

- /Oto [AT(to —5)g(s, x5 +ys) — T(t — to) AT (tg — 5)g(s, Ts + Ys) ds} n

t
— | AT(t—s)g(s,xs + ys) ds

t

0 w©

to
= / AT (to — s)g(s,xs +ys) ds — T(t — to)/ AT (to — s)g(s,xs +ys) ds +
0 0

t
—/ AT (t — s)g(s,zs +ys) ds

to
t

= Tox(ty) = T(t — to)Laz(ty) — AT(t — s)g(s,xs + ys) ds
to

t
— ([~ T(t = to)Tas(ts) ~ [ ATt S)g(s.. + ) ds
to
Por outro lado, afirmamos que {I'2x(t9) ; = € B,} esta contido em um conjunto com-
pacto. Com efeito, para qualquer = € B,, temos
to

Dox(ty) = AT (to — s)g(s,zs + ys) ds
0

to
- /0 (_A)B(_A)I_BT(E)T(tO —Ss— 6)9(57 Ts+ ys) ds

— /Oto(—A)l—BT(tO —s—€) T(e)(—A)Pg(s, x5 +ys) ds, to >0,

cu!

e,r*
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disso e pelo Lema 4.6, segue que
to ,
tol/ (—A)PT(tg — s —€) T(e)(—A)Pg(s, 25 +ys) ds € (UL,
0
o que pelo Lema 4.5, implica em
to ’
/ (—A) T (tg — s —€) T(e)(—A)Pg(s, 5 +ys) ds € tg co(UL),
0
em que Uell = {(—A)lffBT(E)x ;5 € [to — 2¢,a],x € U;T*}, ja& que pela hipétese (a),
T(e)(—A)Pg(s,xs +ys) € Ué,,* e
to—2e=ty—e—e<tg—s—e<t—s—e<a=ty—s—e€€ [ty — 2¢al.
Além disso, o conjunto Uell é relativamente compacto, pois é um conjunto compacto (ja que é
imagem de compacto por uma func¢ao continua), contido no espago (completo) X. Logo, pelo
Lema 4.7, co(Ug) é relativamente compacto, isto é, @(Ug/) é compacto, consequentemente,
to @(Uell) também o é. E mais,
{Tox(to) ; 0 <ty <t<a,zeB,}Ctyeo(UL).
Entao
I—- T(t — to))rgl‘(to) — 0. (415)

uniformemente, quando t — tar . Além disso, em virtude de (4.4), para qualquer € > 0, existe

6 > 0 tal que
1
Be \*
t—1t 0= 1
entao
t t C1_gC Ci-p
AT(t —8)g(s,xs +ys)|| ds < /Mds:C —=—ds
47t - 0 il = =
t
_5\B —_+,)8
B FE I i) | O AIN Gl )
i, E
C 01_565 CCi_p Be
= . == 6,
p B CCi-p

ou seja, a funcao fi4 : I — X definida por
fia(s) = AT(t — s)g(s,xs +ys), Vs € I,x € B,

é equi-integravel'!, o que implica

t t—td
AT(t — 8)g(s, x5 +ys) ds — 0

to

"Definigdo. Seja (Q, X, 1) um espaco de probabilidade. Um subconjunto F C L* () (em que L'(u) denota o

conjunto das fungdes integraveis de 2, com respeito a medida p) é dito equi-integravel se

Ve>0,§|6>0;u(E)<6:>/|f\du<e,Vf€]:.
E
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uniformemente. Disso e de (4.15) segue que I'y(B;) é equicontinua a direita de to € [0,?]. Ana-
logamente, provamos que I'y (Br) ¢é equicontinuo a esquerda de tg. Logo, I'y (Br) ¢é equicontinuo.
Portanto, sendo I'y (Br) (t) relativamente compacto, em todo t € I, e I'y (BT) equicontinuo, segue

pelo Teorema de Arzela-Ascoli (Teorema 4.1) que T'y(B,) é relativamente compacto em S(a).
Passo 3. O conjunto I'3(B,) é relativamente compacto em S(a).

Vamos comecar mostrando que o conjunto I's (Br)(t) ¢é relativamente compacto, para

todo t € I. Para t =0, o Passo 3 é trivial. Assim, se t € (0,al, consideremos
0<2<t<a e UZ.CX,

em que € > 0. Em virtude da funcéo fi5: Ry — X dada por fi5 = T'(s)x, para todo z € X e
s € R4, o conjunto

UZ={T(s)z; s €le.a],z € Uez,r*}

é relativamente compacto. De fato,

U? =1T(s) (Uir*), Vs € [e, al,

€

com U ZT* compacto, em virtude da hipétese (a). Assim, a continuidade de fi5 garante que U2
é compacto, logo, pelo Lema 4.3, Uf é, em particular, totalmente limitado. E mais, pelo Lema

4.2 segue que U2 é relativamente compacto.

Por outro lado, da definigao de I's e sendo 2¢ € (0,t) C I, temos, para qualquer x € B,

=:I5 =:Ig

A

Fsx(t) = /Ot T(t—s)f(s,xs+ys) ds— /Ot AT(t — s)g(s,x +yt) ds .
Facamos o estudo de I5 e Ig separadamente.
e Estudo de I5.
Notemos que
Is = /OtT(t —s—¢e)T(e)f(s,xs + ys) ds.
Mostramos no Passo 2 que t — s — € € (¢,a). Além disso, pela hip6tese (a), temos

T(e)f(s, Ts+ ys) € Ug,rh

ja que de (4.7), obtemos x5 + ys € B,+[0,B], para todo s € [e,a]. Assim, pelo Lema 4.6
t71I; € eo(U2). O Lema 4.5 implica que

Is e teo(U?). (4.16)
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e Estudo de I;.

Observemos que, em razao de 2¢ € (0,t), temos, para todo z € B, et € I,

Iy = /0 (—A)T(t — s)g(s,xt + yi) ds
t—2e t
= /0 (=A)T(t —s)g(s,xt + ye) ds + /t (—A)T(t —s)g(s,z¢ + yt) ds

—2e
= /0t2€(—A)15T(t —s—¢) T(e)g(s,xt +y) ds +
b AT Ao ) s
e usando os mesmos argumentos usados no Passo 2, para 'y, concluimos que
Is € (t —2e)e0(U}) + B,[0, X]. (4.17)
De (4.16) e (4.17), segue que
I's(B,)(t) = {Tsz(t) ; € B,,t € I} Cteo(U?) + (t —2e)eo(U}) + B[0,X] C X.  (4.18)

Disso e usando argumentos andlogos do Passo 2, podemos concluir que I's (BT)(t) é relativa-

mente compacto em S(a).

Agora, provaremos que I's (BT) é equicontinuo em S(a). Para tanto, seja ty € [0,t] C I.

t
)
0

to
- / Tty — 5) (5, 2s + ya) ds + T(to — )g(to, 1o + tiy)
0

Assim, para qualquer z € B,., temos

Dsz(t) — Tsx(ty) = /0 T(t—s)f(s,xs+ys) ds — (T(t —8)g(t,ze + yt)

to

0

t
- /O T(t — 5)f (5,25 + ys) ds — g(t,ze + 9) + T()g(t, 20 + 1) +

to
= [ Tl = (55,4 ) s -t + ) +
0
—T'(to)g(to, xto + Yto)
t to
= / T(t—s)f(s,xs+ys) ds — / T(to—s)f(s,zs +ys) ds+
0 0

+T(t)g(t, o +ye) — T(to)g(to, ey + Yto) + 9(to, Ty + Yio) — g(t, ¢ + yt).

Por outro lado, como as fungées g1, g2, g3 : I — X dadas por

a(t) = /O T(t—s)f(s,zs +ys)ds, g2(t) =T#)g(t,ze +y) e g3(t) =gt zt +yr),

sao continuas, entao, para qualquer € > 0, existem 91, d2, 03 > 0, tais que
€ €
[t —tolr < d1 = [g1(t) — g1(to)| < 3 |t = tolr < 02 = [g2(t) — g1(to)| < 3
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€
e ‘t—t0|R<(53:> |gg(t)—g3(t0)| < g
Assim, sendo 6 = max{dy, d2,d3}, temos |t — to|lr < J e
ITsz(t) — Tsz(to)lla < |91(t) — g1(o)| + [92(2) — g1(o)| + [g3(t) — g3(to)| <€

Logo, o conjunto I's (BT) é equicontinuo. Portanto, segue do Teorema de Arzela-Ascoli (Teorema

4.1), que T'3(B,) ¢ relativamente compacto em S(a).
Passo 4. O conjunto I'y(B,) é relativamente compacto em S(a).

Provaremos que o conjunto,

—_—~—

Mo (£(B), = {5: veTu(B)}

é equicontinuo em [t;,t;11], para i = 0,--- ,n. Para tanto, lembremos que sz : [t;, t;41] — X

é continua, para todo x € B,. Além disso, pela continuidade de g4 : Ry — X dada por
ga(t) =T (t)z, Vt e Ry, z € X,
temos que, dado qualquer € > 0 existe § > 0 tal que
T(t)z —T(s)z| <e, Vt;€1,i=0,---,n e t,se€l; |t—s|gr <9

Sob essas condigbes, para x € By, t € [tj,tit1], com i = 1,--- ,n, e 0 < |h|g < ¢ tal que

t+ h € [ti, t;11], temos que

[T +h) = C)®lle = || Do T(t+h—t)Ley +y) — Y Tt —t) Ly, +u,

0<t;<t 0<t;<t a
< Y |Tiey +u) (TE+h—t) = T(t— )]
0<t; <t

< nilefr* + cBne = nn®(clr* 4 c?)e,
logo, M; é uniformemente equicontinuo em [t;, t;+1], para cada ¢ =0,--- , n.

Consideremos, agora, o conjunto

—_—~—

Mi(t) = <F4(BT)>i(t) - {(Fw)i(t) . reB,te [ti,tiﬂ]},

para todo i € {0,---,n}. Vamos mostrar que tal conjunto é relativamente compacto em em

S(a), para isso, sejam t € [t;, ti+1] e © € B, quaisquer. Assim,

( ) ZTt—t i@, + ), se t€ (titinr),0<t; <t

P

( ) Z tiv1 —tj) (T, +y), se t=tiy1,0 <t; <t=ty,
=1
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e (F4x> () =D Tt —t)Ii(xy, + ), se t=t;,0<t; <t=t,
j=1

ou seja,

Y T(t—tj)L;(B[0,S(a)]), se t€ (titir1),0<t; <t
j=1

P

(F4:E>i(7f) S ZT(tH—l — tj)fj(Br* [O,S(a)]), se ¢ =tiy1, 0< tj <t=1ti41
j=1

i—1
> T(ti — ) I(Br[0,8(a)]), se t=1t;,0<t; <t=t,.
\ j=1

Logo, em qualquer caso M;(t), para t € [t;,t;+1], estd contido em um conjunto relativamente

compacto, ji que, pela hipétese (¢), I; : B — X é completamente continua e 7' : Ry — X

é continua. Além disso, observemos que M; = (F4(BT)>‘ é equicontinuo, em [t;,t;y1] e

)
—_~—

M;(t) = (F4(Br))'(t) é relativamente compacto, em todo ¢t € [ti,t;iy1]. Segue do Teo-

(2
P

rema de Arzela-Ascoli (Teorema 4.1) que o conjunto <F4 (Br)) ¢ relativamente compacto em
(2

C([ti, ti+1], X). Portanto, segue, do Lema 4.1, que 'y (BT,) é relativamente compacto em S(a).

Nesses termos, do Passo 1 - Passo 4, da continuidade de I' e do Lema 4.8, concluimos
que I' é completamente continua. Além disso, ja haviamos concluido também que o conjunto
S1 é limitado. Desses fatos, da Alternativa de Leray-Schauder (Teorema 4.2) e considerando
I': B.[0,8(a)] C S(a) — S(a), em que pela Observagao 4.1, B,[0,S(a)] é um conjunto
convexo ¢ 0 € B, [O,S(a)], segue que I' tem um ponto fixo em B, [O,S(a)] C S(a), digamos

x : (—o0,a] — X. Dessa forma, definimos z : (—o0,a] — X, por

z(t) = x(t) + y(t), Vt € (—o0,al.

Afirmamos que z : (—o00,a] — X ¢é uma solugao fraca de (4.1). Com efeito, notemos
que

20=20+y =0+y =0+ ¢ =y,

j& que zo = 0, pois = € B,[0,8(a)] C S(a) e, pela Observagao 4.3, yo = ¢. E mais, novamente
pelo fato de que =z € B, [O,S(a)] C S(a), temos que x|, € PC e, de novo, pela Observacio 4.3,
segue y|, € PC. Assim

2, =z, +y, €PC.

Além disso, sendo z : (—00,a] — X um ponto fixo de I', temos

Fz(t) = x(t), Vit € (—o0,al.
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Set € I, entao

z(t)=x(t) +yt) = Taz)+y)

t
= T()g(0,¢) — gtz +y1) / ATt — $)g(s, 25 + ys) ds +
0
~T(£)p(0)
t ~~
+ / T(t—5)f (5,25 +ys) ds+ 3 T(t— t) I, +9) + (1)
0 0<t; <t

t
= T(1)g(0, ) + T(£)p(0) — g(t, 2+ 1) — /0 AT(t — )g(s, 25+ ys) ds +

t
+/ T(t—s)f(s,xs+ys) ds+ Z T(t —t;)Li(ze, +yr,)
0 0<t;<t

= T(t)(9(0,9) +¢(0)) — g(t, z¢ + ye) — /O AT (t — s)g(s, x5 +ys) ds +

t
+/ T(t—s)f(s,xs +ys)ds+ Y T(t —t:) iz, + r,)-
0 O<t;<t

Portanto, conforme a Definigao 4.6, segue que z : (—oo0,a] — X é uma solugao fraca,

do problema de valor inicial (4.1). [ |

O préximo teorema, sob outras condigbes, mais precisamente, assumimos condicoes de
Lipschitz sobre as fungoes g e I;, com ¢ = 1,--- ,n, em vez de condi¢des de compacidade, como
no Teorema 4.9, podemos estabelecer outro resultado de existéncia de solucao do problema de
valor inicial (4.1). Mas, para isso precisamos de alguns conceitos e resultados preliminares.
Um conceito muito importante que usamos é o de medida de nao-compacidade para conjuntos

limitados de um espaco de Banach.

Definicao 4.7. Sejam M = (M,d) um espago métrico e My = {Q C M ; Q € limitado}. A

medida de Kuratowski de nao-compacidade € uma fun¢do o : My — Ry € definida por

a(Q):inf{e>0; QCUSi; SiCM,diam(S¢)<e,Vi€In;nEN},
i=1

em que I, = {1,--- ,n}, para todo Q@ C M, e diam(S) = sup{d(z,y) € Ry ; =,y € S}, para
qualquer S C M.

Tal medida de nao-compacidade tem propriedades muito boas e interessantes, as quais
nao todas tratamos aqui. Para mais detalhes sobre essa medida, consulte secao 5.2 de [5].
Contudo, enunciamos na sequéncia algumas dessas propriedades, ja que essas serao utilizadas,

mais adiante, na demonstracao do préximo teorema.
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Lema 4.12. Sejam M = (M, d) um espa¢o métrico e a: My; — Ry a medida de Kuratowski

de nao-compacidade. Se Q, Q1,2 € My, entdo

(i) a(Q) =0 se, e somente se, Q é compacto;
(ii) Q1 C Q2, implica a(Q1) C a(Q2).

Demonstragdao. Veja Lema 5.5, pagina 151 de [5]. [ |

Lema 4.13. Sejam X; = (X1,| - |1) um espago normado e a : Mx, — R4 a medida de

Kuratowski de nao-compacidade. Se Q,Q1,Q2 € Mx,, entao

(1) a(Q1+ Q2) < a(Q1) + a(Q2);

(i5) aAQ1) = Mza(Q), VA € R.

Demonstragao. Veja Lema 5.7, pdgina 152 de [5]. [ |

Lema 4.14. Sejam X7 = (X1,|-|1) um espaco de Banach e o : Mx, — Ry a medida de
Kuratowski de nao-compacidade. Se h : B.[0,X1] — B;[0,X1], para algum r > 0, € uma

contragdo, ou seja, existe X € (0,1) C R tal que
’h(ﬂf) - h(y)|1 S )\|‘T - y|l7 vxay S BT[O)Xl]v

entao

a(h(W)) < Aa(W), VW C B, [0, X1].

Demonstragdao. Seja W C B, [0, X;] arbitrario. Dada qualquer cobertura {VV, cXi;i€el, =
{1,--- ,n}}, para algum n € N, de W C B,[0, X1], tal que diam(W;) < €;, para algum ¢; > 0 e

todo ¢ € I, temos

W c OWz'ih(W) Ch(LnJWz) = Oh(Wi)7
i=1 i=1 i=1
em que

diam (h(W;)) < Adiam(W;) < Xe. (4.19)

Como (4.19) vale para toda cobertura {W; C X1 ; i € I, = {1,--- ,n}} tal que diam(W;) < €1,
para todo i € I, entao vale, em particular, para a cobertura {Wj cXy;jel,={1,- - ,m}},

para algum m € N, com diam(W;) < ez = (W), para algum €3 > 0 e todo j € I,,. De

W) ch | Jw;
j=1
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a(h(W)) <a [ [JrW)) ],
j=1
em que, diam(h(W;)) < Aa(W), para todo j € I,,, segue que
a(h(W)) < Aa(W), YW C B[0, X1].

Mais especificamente, a respeito da medida de Kuratowski, usamos o seguinte teorema

de ponto fixo.

Teorema 4.10. Sejam X; = (Xi,| - [1) uwm espago espaco de Banach,
D C X1 um conjunto limitado e convero e o« : Mx, — Ry a medida de Kuratowski

de nao-compacidade em X1. Se A: D — D é continua tal que
o(A@) <7a(Q), v C D,

para algum vy € [0,1). Entdo, o conjunto {x € D ; A(z) =z} é ndo-vazio e compacto em X;.
Demonstracao. Veja Teorema 3.2, pagina 125, de 24. |

Agora estamos em condigoes de estabelecer o segundo resultado de existéncia de solugao.

Teorema 4.11. Sejam f,g: 1 x B — X satisfazendo (Hy) e (Ha), respectivamente. Se

(a) para cadar > 0 e todo € > 0 existe um conjunto compacto Ul C X tal que T'(¢) f(s,v) € U!,
para todo s € I e € B,[0,B];

(b) existem Ly, L; € RY, comi=1,---,n tais que

1(=A)g(t,101) — (=A)Pg(t, ¥2)||s < Lyl 1 — ¥olls,

para todo t € I ey, € B, e
[1i(1) — Li(p)| < Lillr — olls, Vi € Byi=1,--- ,n;

(c) além disso,

B n a
K, [Lg (H(—A)ﬁHB + Cl_ﬁﬁa> + MZLZ- + Mﬁlim inf Wfé(g) / my(s) ds] < 1.
i1 — 00 0

Entao, existe uma solugdo fraca de (4.1).
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Demonstragao. Consideremos a fungao I' : S(a) — S(a) definida na demonstragao do Teorema

4.9. Ja sabemos que I' é continua. Além disso, afirmamos que existe r > 0 tal que
L (B,10,8()]) € B0, S(a))

De fato, suponhamos, por um momento, que isso nao ocorra, ou seja, para todo r > 0 existem
2" € B.[0,8(a)] e t" € I, tais que r < ||[Tz"(t")||4, 0 que implica
t'f‘

T(t")g(0,¢) —g(t", xfr + ypr) — AT (t" — s)g(s, x5 + ys) ds +
0

r<|lz"()]la =

t?"
+ / T = $)f(s,0] + ) ds+ S T( — t)Ii(wr, +v1,)
0 0<t; <t™
.,
AT (" — )g(s, 2" + ys) ds
0

IN

Mlg(0, )| + [g(t", zjr + yer)| + +

+ + > DA — )T, + )|

0<t;<t”

/tr T(t" —s)f(s,xl +ys) ds
0

IN

M|g(0, )| + [[(=A)P(=A)Pg(t", 2 + yer)||5 +

" / (A BT — )(— A g(s, 2%+ ya)l|s ds +
0

tT
M / o+l ds+M S T + )l
0 0<t; <t

M]g(0, )| + 1(=A)°|I6l1(=4) Pg(t", i + )5+

t" C
1-3 B
[ o A gt )l ds +
<llzglls+lyslB

'
+M mf(s)Wf( ||zt + ys| B )ds+
0

IN

+M > (i +r) + Tiye) — Liyr,)|
o<t <tr

IN

M|g(0, )| +
HI=AP sll(=A) gt afe + yer) + (—A) gt yr) — (= A) gty | +

+ [ oA gl )+ (A g(s.) = () s, D)l +

t'f’
+M [ mp(s)Wi(lleglls + [lyslls) ds +

0
M (10, + ) = o)l + ()
o<t;<t"

Mg(0, )] + [I(=A) " lls Lgllaills + [1(=A)7[5l1(=A)llslg(t", yer)| +

t’f‘
01—,8 r B

IA

o
+M ; mf(s)Wf<Ktsup{|acT(s)| ; se I} +sup{ly(s)]; s € I}) ds +
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M3 (1Tl s + L)1)
o<t;<tr
< Mlg(0,¢)| +
<r =0

—A)P||sL, ( Kt "(s)| ; IV + DMt t
+[(=A4)7|[sLy sup{|z"(s)[ ; s € I} +Mt|[xol|s ) + |g(t", yer)| +

<Kgr
t’r - t’V‘
Ci—g —™— Ci-p
+L, | Sl [ s A szl ds+
1Jo g et g ! ’
+MWf<Kar+sup{\y(s)\;s€I} / my(s) ds +
0

MY (LK + 11w
0<t; <t"

tT
< Mg+ 1(=4) B ar + o0 )| + LoKarCro [ s +

I(=A)Pg(s, ys) |
+/0 = _gs)lf’ﬁ B ds +

—l—MWf( K,r +sup{|y(s ];SGI})/Oamf(s) ds +

+ Y (1akar + 15w,
0<t;<t"
aP
Mlg(0, )|+ | (=A) NI LgKar + lg(#" )| + LoKarCiop s +

T (—=A)%g(s,ys)||5
+C4_ / sy ds +

IN

+ MW, (Kar +sup{ly(s)| ; s € 1}) /Oa my(s) ds +

—0,viel,
——
+M ) (\Lz‘KaTJr \Iz-(yti)!>, (4.20)
0<t; <t
em que, denotando S := sup{||ys||z ; s € I},
T I(=A) g(s, )|
By = Mig.0)|+ ot )| + g [ IS0 g,

= M[|(=A)(=A)%9(0,9)l5 + (=) (=A) 9", yr) |5 +

T4 g5 wlls
tr_ )1 B

= MH(—A)’ﬁHﬁH(—A)ﬁg(O,w)l\ﬁ+H(— ) 5H5|I( A)Pg(t" gl +

tr AVPy(s, s
i [ (tr)_gi)lyﬁ)”ﬁ i

+C—

_ _ " e1llysllB + 2
< M(=A)llsLgllells + 1(=A) P llsLyllyer |5 + C1op | =g ds
0o (tr—s)t=F8

¢ ds ¢ ds
A8 _ A\ B - 7
< M4 PlaLyS + |(-4) |VﬂLgS+Cl—B<Cls | e (ﬂ_s)15>

)7 @)
5 7B

= MI|(=4)7|5LeS + ||(=A)7||sLyS — C1-gc1

< (M +1)LS|I(-4) s €R
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L Py (MADLSI=A)

r T

_BHB,VT>O,

disso e dividindo, por r > 0, a desigualdade (4.20), obtemos

P, Cy_pa®
LS T2 ALy Ka + Ly + Ko =

1 ’ y
+;MWf<KaT+sup{\y(s)y, sEI})/O my(s) ds-l—MKa;Li

(M +1)LyS||(=A4)~F| Cy_pa”
= 2N AP llsLoKa + Ly + Kot +

1 ’ y
+;MWf<KaT+Sup{\y(s)y, s eI})/O my(s) ds-l—MKa;Li

IN

r—00 C_ B n W a
< Ka!Lg <’|(_A)B||B+ 15,6’@ >+M2Li+Mgli_>Il(;loinf f;&)/o my(s) ds]7
=1

o que contradiz, hipdtese (‘¢). Assim, segue nossa afirmagao.

Agora, consideremos I' =I'y +I'y, em que I'1z(t) = I'yz(t) = 0, para todo ¢t € (—o0,0] e
todo = € B, [0,S(a)], e

t
Iax(t) = /0 T(t—s)f(s,xzs+ys)ds, Vtel

t
e Dax(t) =T (t)g(0, cp)g(t,xtert)/ AT (t—s)g(s, xs+ys) ds+ Z T(t—t;) i (xe,+yr,), Vit € 1.
0 0<t;<t

Seja 9 > tal que F(BTO [O,S(a)]) C By, [0,S(a)]. Segue da demonstracao do Teorema 4.9 que
I'y é completamente continua. Assim, se o : M By, — R, é a medida de nao-compacidade de

Kuratowski, entdo por () do Lema 4.12,

a(T1(Q)) =0,YQ e Mp,, . (4.21)

Por outro lado, dados u,v € B,,[0,S(a)], temos, para I's, que

IT2u(t) = Tov@lla = [T(t)g(0,9) — g(t,ur + yi) — /0 AT(t = s)g(s,us +ys) ds +

+ > T(t—t) Li(ur, + i) — T(£)g(0,0) — g(t, ve + ye) +
0<t; <t

t
+ [ AT gl vt ) ds— Y Tl )+ )
0 0<t;<t

< gt v+ ye) — g(t,ve +ye) +
t
+/ [|AT(t — s5)g(s,vs +ys) — AT(t — s)g(s,us + ys)|| ds +
0
+M Z [Tt — i) (Li(ue, + ye,) — Li(ve, + i)

0<t; <t
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<Jfu—vlla
——
< A) gLy [Jor — il |5 +
/ 1422t — 5)(~4)° (g(s. 00 + 1) — gls, e+ 0l [5) ds +
+MZLiHuti - vtiHB
=1
< =4 "lpLgllu = vlla +
t Cl /3
s el A)P(g(s, 05 +ys) — g(s,us +ys))||p ds +
+Mlju—v|la Y L;
=1
-8 leﬁ Jé] =
< =4 lsLgllu = vlla + =3 a”||u— vl ds + M|[u—vl|la ) Li
=1
< a2 1m, (a2, + ©208) + a0~ L
< A s Ly { 1(=A) s + —57a" | + D Lifllu—vlla

=1

C _ n
Ko 1=ty (1-2) 2l + Z520%) + MZLZ-] =l

i=1

ou seja, I'y é uma contracao em B,,[0,S(a)]. Disso, de (4.21), do Lema 4.14, de
D cC D= a(D)<a(D), VD C B,l0,5(a)],

em virtude de (%2) do Lema 4.12, e de (7) do Lema 4.13, segue que

a(rm)) = a(m+T)m))

a( (W) ) <F2 )
a((F (W) (F2 )

0+ a(I2(W)) = a(T2())
Kq,o(W), YW C B,,[0,8(a)],

| VAN VAN

IN

em que

K, =K,

(= )5\|6Lg(|\(—)5|\ﬁ+0156 B)JFMZL] (0,1).

1=1
Logo, do Teorema 4.10, segue que I' : B,,[0,S(a)] — By,[0,S(a)] tem um ponto fixo. Portanto,

definindo z : (—o0, a] — X por
A1) = 2(t) + y(t), Vi € (—00,0]

segue, usando os mesmos argumentos do final da demonstracdo do Teorema 4.9, que

z: (—o0,a] — X é uma solucao do problema de valor inicial (4.1). [ |
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Consideracoes finais

Concluimos que, as equagoes diferenciais parciais, assim como a matematica como um
todo, ndo seriam de muito uso, caso nao fosse suas diversas formas de aplicabilidade. Mas,
para tanto, é essencial sabermos quais condicbes garantem que tais tipo de equacbdes possuam
solugbes, a fim de encontrar as mesmas. Por fim, esses dois resultados (Teoremas 4.2 e 4.9)
sao um dos poucos que podem nos garantir existéncia de solugao de uma classe de equagoes
diferenciais parciais funcionais neutras com impulsos, veja [27], [30] e [34]. O estudo se dd em
virtude de cada vez mais ser encontrado aplicagoes que podem ser modelados, por essas classes
de equagoes diferenciais parciais, como na mecanica, engenharia elétrica, medicina, biologia,
ecologia, entre outras (veja, por exemplo, [19], [23], [31], [32]) e [36] ) e, com certeza, existem

muitos problemas ainda a serem solucionados utilizando esse tipo de equacao.

Esse trabalho me fez ter contato com muitas coisas novas, tanto em teoria, quanto
em resultados e técnicas de demonstragoes. Por exemplo, aprendi muito sobre a teoria de
semigrupos, algo que até entdao era totalmente inédito para mim e percebi que é uma teoria
muito rica e com indmeras aplicabilidades, dentro do campo de equagoes diferenciais, algumas
das aplicagoes foi as que vimos, para garantir existéncia de solugao do problema de valor inicial
(4.1). Outra teoria, que estudei, e que até entao era nova para mim foi a de equagoes diferencais
funcionais neutras com impulsos, o que abriu muito mais a minha perspectiva dessa vasta area
e, de certa forma, me preparou para trabalhos futuros, j4 que tenho interesse em continuar
estudando tais tipos de equagoes, assim como, as aplicabilidades da teoria de semigrupos. Isso
¢ apenas pontos que estudei, o que nao tira a importancia do restante, o qual com certeza

contribui, e muito, para esse trabalho e também para minha carreira académica.
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