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RESUMO

Neste trabalho estudamos a construcao dos chamados cédigos coloridos poligonais. A ideia
por tras desses codigos é expandir os codigos triangulares introduzidos por Bombin e Martin-
Delgado, em 2007. Os codigos coloridos triangulares sao construidos sobre uma superficie
euclidiana de dimensado 2 com trés bordos de cores distintas (vermelho, verde e azul) e
tém a propriedade de implementar todo o grupo de Clifford, porém ele codifica apenas um
unico qubit. No caso dos codigos coloridos poligonais, utilizamos superficies euclidianas de
dimensao 2 com n bordos, n > 3, fazendo o nimero de qubits codificados aumentar sem

perder a propriedade de implementar todo o grupo de Clifford.



ABSTRACT

In this work we studied the construction of the called polygonal color code. The idea behind
those codes are to expand the triangular codes introduced by Bombin and Martin-Delgado,
in 2007. The triangular color codes are build over an euclidian surface of dimension 2 with
three borders of distincts colors (red, green and blue) and has the property of implementing
all the Clifford group but it only encodes a single qubit. In the case of the polygonal color
codes we use euclidian surfaces of dimension 2 with n borders, n > 3, making the number

of encoded qubits to increase without losing the property of implementing all the Clifford

group.
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INTRODUCAO

Os cddigos corretores de erros cldssicos foram introduzidos por Claude Shannon em 1948 [19]
e inspiraram a criagao dos cédigos quanticos corretores de erros analogos. O primeiro coédigo
exibido foi feito por Shor em 1995 [20]. Esse cdédigo era, na verdade uma concatenacao de
dois codigos de 3 qubits, um que protegia contra erros do tipo bit-flip e outro que protegia

contra erros do tipo phase-flip, este tltimo sem andlogo classico.

Em 1996 houve um grande avancgo na codificacao quantica pela criacao de uma classe de
cédigos, hoje conhecida como cédigos CSS, por Robert Calderbank, Peter Shor e Andrew
Steane, como pode ser visto em [23], [9], que acabou gerando uma rica estrutura de cédigos,

que sao os codigos quanticos estabilizadores [12].

Uma maneira alternativa de se fazer correcao quantica de erros foi proposta por Kitaev
[13], os cédigos quanticos topoldgicos. Uma das grandes vantagens do c6digo proposto por
Kitaev é que seus operadores de verificacao de paridade sao geometricamente locais, ou seja,
agem sempre em uma quantidade pequena de qubits em sua vizinhanca. Devido a isso,
as palavras quanticas sao intrinsecamente resistentes aos ruidos locais, que nao afetam as

propriedades topoldgicas do sistema [6].

O cédigo torico de Kitaev foi generalizado e melhorado em alguns sentidos, como se pode
ver nos trabalhos de Bombin e Martin-Delgado [5], nos de Albuquerque, Pallazo e Silva [5],
[2], [3], nos de Delfosse, [10], Terhal, [8] dentre tantos outros.

Todos esses cddigos supracitados implementam transversalmente as portas quanticas
CNOT, X e Z. No sentido de aumentar as portas quanticas implementéveis e assim aumen-
tar a quantidade de tarefas executadas foi proposto em [4] uma classe diferente de c6digos:

os codigos coloridos. Sob as circusntancias certas, os codigos coloridos podem implementar
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transversalmente todo o grupo de Clifford. Para gerar todo o grupo de Clifford precisamos
de apenas trés operadores, que sao H (Hadamard gate), K (phase shift gate, ou 7/4 gate) e
A(X) (controlled-not gate ou CNOT gate):

1 1 1 10 I, 0
H=— K = JA(X) =

V21 -1 0 i 0 X
A introducao dos c6digos coloridos triangulares foi feita em 2007 e desde entao nao houve
avancos no sentido de aumentar o nimero de bordos da superficie. Em [21], foi feito uma
expansao dos codigos coloridos triangulares de Bombin e Martin-Delgado para os c6digos co-
loridos poligonais P(1,n,m). Foi-se realizado um aumento no ntimero de bordos da superficie
e avaliado o comportamento das strings, sejam elas strings diretas de uma tnica cor, ou as

chamadas t-strings, que sao as strings que sao deformadas de modo equivalente combinando

duas cores para formar uma terceira.

Ao fazer essa andlise foi possivel mostrar que, mesmo aumentando o nimero de qubits
codificados tanto quanto se queira, os elementos geradores do grupo de homologia continuam
sendo apenas as t-strings, o que possibilita a implementagao do grupo de Clifford tal qual

ocorria no coédigo colorido triangular.



CapiTULO 1

Preliminares da Mecanica Quantica

A mecanica quantica é a mais precisa e completa descricao do nosso mundo. E também
a base para entendermos a computagao quantica e a informacao quantica. Neste capitulo
buscamos fornecer toda a base de mecéanica quantica necessaria para que possamos entender
a computacao quantica e a informacao quantica. Comecaremos apresentando os conceitos
bésicos da &lgebra linear necesséarios para os estudos da mecanica quantica, além de intro-
duzirmos a notagao usada por fisicos para descrever a mecanica quantica, diferente da que
estamos acostumados a usar na algebra linear. Em seguida, apresentamos os postulados
bésicos usados pela mecéanica quantica. Nossas principais referéncias neste capitulo sdo [15]

e [16].

1.1 Algebra Linear

A algebra linear consiste do estudo de espagos vetoriais e de operagoes lineares que agem sobre
tais espagos. Uma boa base sobre algebra linear é fundamental para se ter um entendimento

solido sobre a mecanica quantica.

1.1.1 Notacao

Destacamos que, quando estudamos mecanica quantica, utilizamos algumas notagoes um
9 )
pouco diferentes das quais estamos habituados na algebra linear. Podemos citar como exem-

plo disso a notagao padrao de um vetor na mecanica quantica, que é dada da forma
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[¥),

onde 1 é o rétulo para o vetor e a notagao|.) é usada para indicar que o objeto é um vetor.
Ao conjunto |¢)) chamamos de ket. Destacamos que ao vetor nulo representamos da forma

0.

Na Tabela 1.1.1 segue uma tabela com alguma das notagoes mais utilizadas na mecanica

quantica.
Notacgao Descricao
|v) Um vetor. Também chamado de ket
(Y] Vetor dual a |¢). Também chamado de bra.
{(p]) Produto interno entre os vetores |p) e |1).

o) @ |¥), |@)]), ou |¢rp) | Produto tensorial entre os vetores|p) e [1)).

AT Adjunta da matriz A.

(p|Al) Produto interno entre os vetores|p) e Al1).

Tabela 1.1: Resumo das notagoes da teoria quantica, conhecida como notacao de Dirac

1.1.2 Produto Interno

Definicao 1.1. Sejam V um espacgo vetorial e C o seu corpo de escalares. Chamamos de

produto interno a funcgao

(,): VxV — C (L1)

[0) X [w) = (Jv), [w))

que satisfaz as sequintes condi¢coes:

1. (.,.) € linear no sequndo argumento, ou seja,

(10): 37 Awi)) = S Au(o), i) (12
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Observacao 1.2. Esta nao é a notagao usual de produto interno que usaremos, esta € apenas

uma forma mais conveniente de apresentar tal funcao. A notacao usual utilizada é:

(v]w),

onde |v) e |w) sdo vetores em V' e (v| € a notagdo para o vetor dual de |v).

Note que o fato de o produto interno ser linear no segundo argumento, temos que ele sera

conjugado-linear no primeiro argumento, ou seja,

(Z/\Z-IUO,I%U)) ZZA;*(I%%I@U))- (1.3)

Observacgao 1.3. Como os estudos sao focados na computa¢ao quantica e informacao quantica,
trabalhamos com espagos vetoriais de dimensao finita e, como todo espaco vetorial complexo
de dimensdo finita com produto interno € um espag¢o de Hilbert, a partir deste momento

iremos referir ao nosso espago vetorial como espaco de Hilbert.

Dizemos que dois vetores |v) e |w) sdo ortogonais se seu produto interno é igual a zero,

ou seja,

(vjw) = 0.

Definimos a norma de |v) por

o)l = v/ (v[v).

Dizemos que um vetor |[v) é unitario ou normal se ele possui norma 1, ou seja,

o)l = v/ (vfo) = 1.
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Dizemos que um conjunto |i) de vetores de indice i é ortonormal se cada um de seus ve-
tores for unitério e seus vetores forem dois-a-dois ortogonais. Agora, suponha que |wy),...,|wq)

é uma base para o espaco vetorial V' com um produto interno. Defina

v1) =

[[w1)]

e, para cada 1 < k < d — 1, definimos |vg41) por

k

Wi y1) — Z¢:1<Uz'|wk+1>|vz‘>
k

||wk+1> - Z¢Z1<Ui|wk+1>|vz’>|’

Entao, o conjunto |vy),...,|vg) serd uma base ortonormal de V. Este processo é chamado

|Vk41)

Processo de Gram-Schmidt. Logo, o processo de Gram-Schmidt nos permite encontrar

uma base ortonormal para o nosso espago vetorial.

Agora, daremos uma representagao matricial para o produto interno. Sejam V' um espago
de Hilbert e |v) = >, v[i) e |w) = > w;|j) as representagdes dos vetores |w) e |w) na base

ortonormal |i). Entao

wq

(v|w) = (Zvi|z'>,2wj|j>) = vjwidy; =Y vfwi=[of, v | ] (1.4)

i ij i
wn

Esta representagao é muito interessante, pois com ela podemos ver que o vetor dual (v|
possui uma boa representacao matricial como a matriz transposta conjugada da representacao

matricial de |v).

Através do produto interno podemos encontrar uma representacao de operadores lineares

muito 1util, esta representacao é chamada de produto externo.

Definigao 1.4. Sejam V' e W espagos vetoriais com produto interno e sejam |v)y € V e

|lw) € W. Definimos o operador linear |w)(v| : V. — W da forma

(lw) () (V) = [w)(v[v) = (v[v')|w). (1.5)

A este operador chamamos de produto externo
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A expressao dada em (1.5) pode ter dois tipos de interpretacao: podemos denota-la como
o operador |w)(v| agindo no vetor |v’) ou como o vetor |w) multiplicado pelo niimero complexo
(v|v').

A utilidade do produto externo pode ser percebida, de certa forma, por meio de um
resultado chamado relagao de completude. Seja |i) uma base ortonormal para o espago

vetorial V. Entao

Z i) (i| = 1. (1.6)

De fato, dado |v) € V, temos que |v) = Y. v;]i), onde v; € C, Vi. Além disso, notemos

que

(i) = (i) S w3l = 3wl = v (1.7

Logo,

(Z |z‘><z'r) o) = S i) (o) 3wl = o). (1.8)

Como |v) é abitrério, temos que a (1.6) é verdadeira.
1.1.3 Operadores Adjuntos e Hermitianos

Definigao 1.5. Seja A um operador linear em um espaco de Hilbert V. FEntdo existe um

tnico operador linear AT em V tal que

([v), Alw)) = (AT|v), lw)), (1.9)
para todo |v),|Jw) € V. FEste operador linear é conhecido como adjunto ou conjugado

Hermitiano do operador A.

Por convencao, se |v) é um vetor, definimos

|)T = (v]. (1.10)
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Notemos que pela definicao acima, temos que

(AB) = BT Al (1.11)

e, como caso particular para o resultado acima, temos

(Ajo)) = (v] AT, (1.12)

Existem outros resultados que usaremos com certa frequéncia neste trabalho que listamos

em sequéncia. Seja V um espaco de Hilbert.

1. Sejam |v) e |w) € V dois vetores arbitrarios, entao
(lw)wh)' = o) (wl; (1.13)

2. (Anti-linearidade do adjunto). Sejam A; operadores lineares em V' e a; € C, Vi.

Entao

<§:%AOT:§:@AL (1.14)

% %

3. Seja A um operador linear em V. Entao
(AN = A. (1.15)

Observagao 1.6. Quando trabalhamos com a representacao matricial do operador A, seu

adjunto serd a matriz conjugada-transposta de A, ou seja,
Al = (497, (1.16)

Definicao 1.7. Um operador A cujo adjunto € o proprio operador A é chamado de operador

Hermatiano ou operador auto-adjunto.

Uma importante classe de operadores Hermitianos sao os projetores. Sejam V um espaco

vetorial de dimensao d e W um subespaco vetorial de V' de dimensao k. Usando o processo de
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Gram-Schmidt é possivel construir uma base ortonormal |1),...,|d) para V tal que |1),...,|k)

¢ uma base ortonormal para W. Definimos,

P= Z BYd (1.17)

como sendo o projetor sobre o subespago W.

Notemos que, pelas equagoes 1.13 e 1.14, temos que

k k

k )
P = (Z |z'><z'|) =iyl =S Jiyil = P (118)

i=1 =1

Portanto, P é Hermitiano.
Definicao 1.8. Um operador A é dito ser normal se

AAT = ATA. (1.19)

Claramente um operador Hermitiano é um operador normal.
Definicao 1.9. Um operador U € dito ser unitdrio se

U'U=1=UU" (1.20)

Uma importante caracteristica dos operadores unitarios provém do fato que eles preservam

o produto interno entre dois vetores.

De fato, sejam |v) e |w) dois vetores quaiquer. Entao,

(Uv), Ulw)) = (0]U'Uw) = (v|Iw) = (v]w). (1.21)
Logo, U preserva o produto interno entre vetores.
Existe uma subclasse dos operadores Hermitianos conhecida por operadores positivos.

Defini¢ao 1.10. Um operador A € dito ser positivo se para todo |v) temos que (|v), Alv))

¢ um numero real nao negativo.

Definicao 1.11. Seja A uma matriz quadrada. Definimos o trag¢o de A como sendo a soma

dos elementos da diagonal principal, ou seja,

tr(A) =) Ay (1.22)
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O trago satisfaz duas propriedades muito uteis. Sejam A,B operadores lineares e z um

nimero complexo, entao as seguintes propriedades sao vélidas.

1. Ciclicidade
tr(AB) = tr(BA). (1.23)

2. Linearidade

tr(zA+ B) = ztr(A) + tr(B). (1.24)

Como consequéncia da ciclicidade do trago, temos que o traco de uma matriz é invariante
sob uma operacao transversal unitaria, ou seja, seja A uma matriz e U uma matriz unitaria,

entao

tr(UAU") = tr(UUTA) = tr(A). (1.25)

Definicao 1.12. Sejam A e B dois operadores lineares. FEntao definimos o comutador
entre A e B da forma

A, B = AB — BA. (1.26)
Se [A, B] =0, ou seja, AB = BA, dizemos que A comuta com B.

Definicao 1.13. Sejam A e B dois operadores lineares. Entdo definimos o anti-comutador
entre A e B da forma

{A,B} = AB + BA. (1.27)

Se {A, B} =0, ou seja, AB = —BA, dizemos que A anti-comuta com B

1.1.4 Matrizes de Pauli

Existem quatro matrizes que utilizamos com grande frequéncia nos estudos da mecanica

quantica. A seguir expomos tais matrizes e suas respectivas notagoes.

10 01
op=1= , opo=0, =X = ,
01 10
0 — 10
oa =0, =Y = , O3 =0,=/4 =
v 0 0 -1
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Uma caracteristica muito interessante das matrizes de Pauli é a de que elas sao Hermiti-

anas e unitarias.

1.1.5 Produto Tensorial

O produto tensorial ¢ uma forma de juntar espacos vetoriais para criar um novo espago
vetorial maior e seu entendimento é essencial para os estudos relacionados aos sistemas de
multiparticulas. Suponha que V e W sao espacos de vetoriais com produto interno de di-
mensao m e n, respectivamente, ou sejam, sao espagos de Hilbert. Entao V @ W (lé-se “V

tensor W) é um espago de Hilbert de dimensao mn.

Os elementos de V®@W sdo combinagoes lineares de produtos tensoriais da forma |v) ®|w),
onde |[v) € V e |[w) € W. Em particular, se |i) e |j) sdo bases ortonormais de V e W,
respectivamente, entao i) ® |j) é uma base ortonormal para V' ® W. Além da notagao de

um elemento do produto tensorial ja mostrada, existem outras trés formas de representa-los:

[v)|w), |v, w) ou |vw), (1.28)

da qual usaremos aquela que for mais adequada para a situacao.

Por defini¢ao, o produto tensorial satisfaz as seguintes propriedades bésicas:
1. Sejam |v) € V, |w) € W e z um escalar. Entao,

(o) ®@ [w)) = (2[v)) @ [w) = |v) @ (z]w)). (1.29)
2. Dados |v1), |v2) € V e |w) € W, entao

(lv1) + [v2)) @ |w) = |v1) © |w) + |v2) & [w). (1.30)
3. Dados |v) € V e |wy), |we) € W, entao

[0) ® (Jw) + [we)) = |v) @ [wi) + |v) @ [wy). (1.31)

Vejamos, agora, como representamos os operadores lineares que agem sobre V & W.
Sejam |v) € V e |lw) € W e A e B operadores lineares sobre V' e W, respectivamente. Entao

definimos um operador linear A ® B sobre V ® W da forma:
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(A® B)(Jv) @ |w)) = Alv) ® Blw). (1.32)

A fim de assegurar a linearidade destes operadores, esta defini¢ao é estendida para todos

os elementos de V' ®@ W de forma natural, ou seja,

(A®B)<Zai]vi> ® \wi>> = ZaiA|vi> ® Blw;). (1.33)

Esta ideia do produto tensorial de dois operadores pode ser estendida para o caso onde
A:V = V'eB: W — W possuem dominio e contra-dominio distintos. Dessa forma, um
operador linear C': V@ W — V'@ W' é dado pela combinacao linear dos produtos tensoriais

dos operadores lineares de V em V' e de W em W', ou seja,

onde, por definicao

<ZC¢AZ~ ® Bi> [v) @ |w) = ZciAi]m ® Bj|w). (1.35)

A partir do produto interno nos espacos V' e W podemos definir o produto interno em

V @ W da forma

(X alud @ ey 1) ) = 3 ity of ol (1.36)

1

Dessa forma, o espaco V&®W herda as propriedades de adjunto, unicidade e Hermiticidade.

Agora, mostraremos como é dada a representacao matricial de um operador linear da
forma A ® B, a esta representacao chamamos de produto de Kronecker. Sejam A uma

matriz m X n e B uma matriz p X ¢. Entao a matriz A ® B sera dada da forma
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AnB ApB - ALB
AnB  ApB -+ AyB

AgB=| T % y (1.37)
AmlB Am2B e AmnB

Nesta representacao os termos da forma A;; B denotam submatrizes p x ¢, logo, A® B é

uma matriz mp X ngq.

Por fim, denotamos |¢)®* como sendo o produto tensorial de |1) consigo mesmo k vezes.

A seguir listamos algumas propriedades muito tteis satisfeitas pelo produto tensorial:

1. O conjugado, a transposta e o adjunto se distribuem com relagao ao tensorial, ou seja,

(A9 B =A*®@B*; (A®B)T=AT®BT; (A® B) = At ® Bf; (1.38)

2. O produto tensorial de dois operadores unitarios é também unitario, isto é, sejam A e

B dois operadores lineares unitarios entao

(A B)(A® B) =1, (1.39)

3. O produto tensorial de dois operadores hermitianos é também hermitiano, isto é, sejam

A e B dois operadores lineares hermitianos entao
(A® B) = (A® B)'; (1.40)

4. O produto tensorial de dois operadores positivos é também positivo;

5. O produto tensorial de dois projetores é também um projetor.

1.2 Os Postulados da Mecanica Quantica

Nesta secao apresentamos os postulados basicos da mecanica quantica. Estes postulados
foram desenvolvidos apds varios processos de tentativa e erro e tem por finalidade realizar

uma conexao entre o formalismo matematico da mecanica quantica e o mundo real.
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1.2.1 Postulados

Postulado 1: A qualquer sistema fisico isolado esta associado um espagco vetorial complexo
com produto interno(isto é, um espago de Hilbert) conhecido como espago de estado do
sistema. O sistema ¢ completamente descrito por seu vetor de estado, que ¢ um vetor

unitario no espaco de estado do sistema.

Observacao 1.14. Dado um sistema fisico, a mecanica quantica nao nos diz qual € o espaco

de estado do sistema, nem os seus vetores de estado.

O mais simples dos sistemas quanticos, e também o de maior interesse nosso, é o qubit.
De forma semelhante ao bit, que pode estar nos estados 0 ou 1, o qubit também pode estar
nos estados |0) ou [1), porém, no caso do qubit, estes nao sdo os tnicos estados possiveis.

Qualquer combinagao linear destes dois estados
|¢) = al0) + bl1), (1.41)

onde « e 3 sdo nimeros complexos tal que |a|? +|3|*> = 1, também sao estados possiveis para
o qubit. Dessa forma, se torna impossivel dizer, com certeza, que um qubit esta no estado

|0) ou no estado |1). Aos outros estados chamamos de superposigoes.

Observagao 1.15. Para o caso de sistemas como o qubit, identificamos o estado |0) como

o vetor (1,0) e o estado |1) como o vetor (0,1).

Postulado 2: A evolugao de um sistema quantico fechado é descrita por uma trans-
formacgao unitdria. Isto é, o estado |¢) do sistema no instante ¢; estd relacionado ao
estado |¢') do sistema no instante ¢y por um operador unitario U que depende apenas dos

instantes t e o,

[¥) = Ul). (1.42)

Este postulado nos diz como ocorrem as mudancas de um estado ao longo do tempo. Da
mesma forma que a mecanica quantica nao nos diz qual o espaco de estado do sistema, ela

nao nos diz quais operadores unitarios descrevem uma dinamica quantica valida para o nosso
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mundo. Mas destacamos que para o caso de um tunico qubit, qualquer operador unitario

satisfaz tal condicao.

Existem alguns operadores unitarios que agem em um unico qubit que sao de grande
importancia para os estudos da computacao quantica, alguns deles ja foram citados neste
capitulo, as matrizes de Pauli. As matrizes X e Z sao, por vezes, chamadas como matrizes
bit flip e phase flip, respectivamente, dado o fato que a matriz X leva o |0) no |1) e o |1)
no |0) e a matriz Z mantém o |0) invariante e leva o |1) no —|1), onde chamamos o fator —1

que surge de fator de fase.

Outro operador unitdrio muito interessante é a porta de Hadamard(H), cujas agoes

sao definidas da forma

0) +[1)
\/5 )

cuja representacao matricial é dada da forma

HJ1) = 10} =1 (1.43)

H|0) = 7

po Lt (1.44)
V2 {1 —1] '

Observacao 1.16. Notemos que no Postulado 2 devemos ter um sistema quantico fechado,
ou seja, um sistema que nao interage com nenhum outro tipo de sistema, o que na realidade
€ algo inexistente, salvo a excecao de todo o universo. Porém, existem sistemas que chegam
muito proximos desta condicao e sua evolucao pode ser descrita por meio de um operador

unitario.

Temos entao, a evolugao de um sistema quantico fechado que funciona bem, mas de
nada adianta termos este sistema se nao sabemos o que acontece em seu interior. Sendo
assim, é necessario que o cientista, junto com seus equipamentos observem o interior deste
sistema fechado, ou seja, teremos elementos exteriores interagindo com o sistema que, por
consequéncia, deixa de ser um sistema fehado. Para explicar esta interacao de observacao,

introduzimos o Postulado 3

Postulado 3: Medicoes quanticas sao descritas por uma colecao M,, de operadores de

medigao. Estes sao operadores agindo no espaco de estado do sistema que esta sendo medido.
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O indice m se refere aos resultados das medicoes que podem ocorrer no experimento. Se o
estado do sistema quantico é [i) imediatamente antes da medigao entao a probabilidade que

o resultado m ocorre é dada por

p(m) = (Y| M}, Mpn|d), (1.45)

e o estado do sistema apds a medicao sera

My |9))

) (1.46)
(| M M)
Os operadores de medicao satisfazem a equagao de completude,
> MiM, =1 (1.47)

A equacao de completude expressa o fato que as probabilidades somam um:

1= p(m)=">_ ([M} M,). (1.48)

m

Existe um importante caso especial deste Postulado 3, esta classe especial de medicao é
conhecida como medigoes projetivas. Para muitas aplicacoes de computacao quantica e
informagao quantica nés estaremos interessados principalmente com medigoes projetivas. De

fato, essas medigoes realmente serao equivalentes ao postulado geral de medigoes.

Medicoes Projetivas: Uma medicao projetiva é descrita por um observavel, M, que
é um operador Hermitiano sobre o espaco de estado do sistema que esta sendo observado. O

observavel tem decomposicao espectral

M =Y "mP,,

onde P,, é o projetor sobre o auto-espaco de M com autovalor m. As possiveis saidas da
medicao correspondem aos autovalores, m, do observavel. Se a medicao for realizada em um

sistema descrito pelo estado [¢), a probabilidade de obter o resultado m é dada por

p(m) = (| Polt)).
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Dado que uma saida m ocorreu, o estado do sistema quantico imediatamente apods a

medicao é

Medigoes projetivas podem ser entendidas como um caso especial do Postulado 3. Supo-
nha que os operadores de medigao do Postulado 3, além de satisfazerem a relacao ), Mt M, =
I, também satisfacam as condig¢oes que M, sao projetores ortogonais, isto é, M,, sao Her-
mitianos e M,, M,y = Oy M,,. Com estas restrigoes adicionais, o Postulado 3 se reduz as
medigoes projetivas.

Medigoes projetivas possuem muitas propriedades boas. Em particular, é muito facil
calcular médias para medigoes projetivas. Por definicao, o valor esperado de uma medicao

projetiva é:
E(M) =Y mp(m) =Y m@|Pult) = | mPn)[) = | M|¢)).

Esta é uma férmula util, que simplifica muitos calculos. A média do observavel M é

frequentemente escrita da forma (M) = (| M|1)).

Dessa férmula para média, segue a formula para desvio padrao associado as observagoes
de M
[AM)]? = (M — (M))?*) = (M?) — (M),

O desvio padrao é uma medigao tipica de dispersao dos valores observados apds a medigao
M. Em particular, se fizermos um grande nimero de experimentos em que o estado [¢) estd
preparado e o observavel M é a medigao, entao o desvio padrao A(M) dos valores observados

é determinado pela férmula

A(M) = /(%) — (D)2,

Esta formulagao de medicao e desvio padrao em termos de observaveis dd origem, de
um modo elegante, a resultados tais como as Relacoes de Incerteza de Heisenberg (o

Principio da Incerteza de Heisenberg).

Duas nomenclaturas amplamente utilizadas merecem énfase. Ao invés de dar um ob-

servavel para descrever uma medicao projetiva, muitas vezes as pessoas simplesmente listam
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um conjunto completo de projetores ortogonais P, satisfazendo ) P, = I e P,P,y =
Om,m' Pm. O observavel correspondente neste uso é M = > mP,,. Outro termo amplamente
utilizado é “medi¢ao em uma base |m)”, onde |m) forma uma base ortonormal, simplesmente
significa realizar a medigao projetiva com os projetores P,, = |m)(m]|.

Vamos olhar um exemplo de medicao projetiva em um tnico qubit. Primeiro, a medicao

do observavel Z. Este tem autovalores 1 e —1 com autovetores |0) e |1). Assim, por exemplo,

a medicdo de Z no estado [¢) = (|0) + |1))/v/2 dé resultado 1 com probabilidade

(¥]0)(0l¢) = 1/2

e, similarmente, resulta em —1 com probabilidade também 1/2.

Mais geralmente, suponha v = (vq, v, v3) um vetor real, unitario e 3-dimensional. Entao

podemos definir o observavel

U0 = V101 + V209 + V303.

Medigoes desse observavel sao, as vezes, chamadas de “medicao de spin ao longo do eixo

0", por razoes histéricas [16].

Suponhamos que estejamos interessados em um sistema quantico composto por dois (ou
mais) sistemas fisicos distintos. Como devemos descrever os estados do sistema composto?
O quarto postulado a seguir descreve como o espago de estado de um sistema composto é

construido a partir dos espacos de estados dos sistemas componentes.

Postulado 4: O espago de estados de um sistema fisico composto é o produto tensorial
dos espacos de estado dos sistemas fisicos componentes. Mais ainda, se tivermos sistemas
enumerados de 1 a n, e o sistema de nimero i estd preparado no estado [1;), entao o estado

conjunto do sistema total é |1)1) ® [1hg) @ - -+ ® [1),,).

1.2.2 Fase

Fase é um termo comumente usado na teoria quantica, com alguns diferentes significados

dependendo do contexto. Neste ponto é conveniente rever dois desses significados. Considere,
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por exemplo, o estado €¢?|¢)) onde |[¢)) é um vetor estado e § é um ntimero real. Dizemos

que o estado €?|1)) é igual a [1)) a menos de um fator de fase global €.

E interessante
observar que as estatisticas de medigao fornecidas por estes dois estados sao as mesmas. Para

ver isso, suponha que M, é um operador de medi¢ao associado a uma medicao e note que
(WIMI M) = (e M, Mype” ).

Portanto, de um ponto de vista observacional, estes dois estados sao idénticos. Por
esta razao podemos ignorar fatores de fase globais como sendo irrelevantes para observar
propriedades de um estado fisico. Existe um outro tipo de fase conhecido como fase relativa,

que tem um significado bastante diferente. Considere os estados:

0+ 1) 10— 1)
V2 V2

No primeiro estado a amplitude de |1) é \/Li e no segundo estado é \_/—% Em cada caso

a magnitude das amplitudes é a mesma, mas elas diferem em um sinal. Mais geralmente,
dizemos que duas amplitudes a e b, diferem por fase relativa se existe um numero real ¢
tal que a = €?b. Mais geralmente ainda, dois estados sdo ditos diferentes por uma fase
relativa em alguma base, se cada amplitude nesta base esta relacionada por um fator de fase.
Por exemplo, os dois estados mostrados acima sao iguais a menos de uma mudanca de fase
relativa pois a amplitude de |0) é idéntica (fator de fase relativa é 1) e a amplitude de |1)
difere apenas por um fator de fase —1. A diferenca de fase relativa para fase global é que o
fator de fase pode variar de amplitude para amplitude. Isto faz a fase relativa um conceito
base-dependente, o que nao ocorre em fase global. Como resultado, estados que diferem
apenas por fase relativa em alguma base da origem a diferencas fisicamente observaveis nas
medigoes estatisticas, e nao é possivel considerar esses estados como fisicamente equivalentes,

o que fazemos com estados que diferem por um fator de fase global.



CapriTULO 2

Cdédigos Corretores de Erros

Quanticos

Neste capitulo, iniciamos explicando as ideias bésicas da Teoria de correcao de erros classica.
Iremos abordar alguns desafios conceituais que devem ser superados para que a corregao
de erros quantica seja possivel e apresentamos um exemplo simples de um cédigo corretor
de erros quanticos, o cédigo de Shor. Em seguida discutimos algumas ideias da teoria de
codigos lineares classicos e como ele pode dar origem a uma interessante classe de cédigos
quanticos conhecida como c6digos de Calderbank-Shor-Steane (CSS). E, por fim concluimos
introduzindo o conceito de codigos estabilizadores, uma classe de codigos muito bem estru-
turada com uma grande conexao com os codigos corretores de erros classicos. A principais

referéncias pra este capitulo sao [1], [16] e [22].

2.1 Introducao

O ruido é um grande problema de sistemas de processamento de informacao. Sempre que
possivel, construimos sistemas para evitar o ruido completamente ou, quando nao é possivel
evita-lo, tentamos protegé-lo dos efeitos do ruido. Os detalhes das técnicas usadas para pro-
teger o sistema contra o ruido ¢, na pratica, um pouco complicado, mas os seus principios
basicos sao facilmente compreensiveis. A ideia é que se desejamos proteger uma mensa-
gem contra os efeitos do ruido, entao nés codificamos a mensagem adicionando algumas
redundancias a sua informacao. Desta forma, mesmo que algumas das informagoes da men-

sagem codificada sejam corrompidas pelo ruido, teremos redundancia suficiente para que
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seja possivel recuperar ou decodificar a mensagem de tal forma que toda a informagao na

mensagem original possa ser recuperada.

Como no exemplo dado em [16]. Suponhamos que Alice deseja enviar uma mensagem para
Bob por meio de um canal de comunicacao classico ruidoso. O efeito do ruido no canal é o de
trocar o bit sendo transmitido com probabilidade p > 0, enquanto que com a probabilidade
1 — p, o bit é transmitido sem erro. Uma forma simples de proteger o bit contra os efeitos

do ruido deste canal é substituir o bit que desejamos proteger com trés copias dele mesmo:

0 — 000 (2.1)

1111 (2.2)

Os bit strings 000 e 111 sao, por vezes, chamados de 0 logico e 1 légico, ja que atuam
como sendo o 0 e o 1, respectivamente. Agora, Alice pode enviar todos os trés bits através
do canal de tal forma que Bob ira receber trés bits e ird decidir qual o valor do bit original
enviado por Alice. Suponhamos que Bob receba o bit string 010 e que a probabibilidade p de
ocorrer a troca de bit nao seja tao alta, entao é bem provavel que apenas o segundo bit tenha
sofrido uma troca de bit e, portanto, Bob concluird que o bit original era 0. Este tipo de
cédigo é conhecido como codigo de repeticao ja que codificamos a mensagem repetindo-a

varias vezes.

2.1.1 O Cddigo Bit Flip de Trés Qubits

Para proteger a inormacao quantica contra os efeitos do ruido é, teoricamente, possivel fazer
uso de cédigos quanticos corretores de erros (QECC) que, em sua esséncia, seguem principios
semelhantes aos codigos corretores de erros classicos. Porém, existem algumas diferencas
importantes entre a informacao quantica e informagao classica que devem ser levadas em

conta [16]:

e Teorema da nao-clonagem: tentar implementar quanticamente o codigo de repeticao ja
discutido ¢é impossivel, segundo o Teorema da nao-clonagem. Esse teorema afirma que

¢ impossivel copiar um estado quantico arbitrario desconhecido.
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e Os erros sao continuos: um continuo de diferentes erros podem ocorrer em um unico
qubit. Determinar qual erro ocorreu para corrigi-lo iria requerer precisao infinita e,

portanto, recursos infinitos.

e Medicoes destroem a informacao quantica: na correcao de erros classica observa-se a
saida do canal e, com base nisso, decidimos o procedimento a ser adotado. Observacao
na teoria quantica geralmente destréi o estado quantico sob observacao, como foi visto

no Postulado 3.

Felizmente nenhum desses problemas é incontornavel, como veremos no decorrer deste
capitulo. Vamos supor que enviamos qubits através de um canal que troca o qubit com uma
probabilidade p e o mantém intocado com probabilidade 1 — p. Isto é, com probabilidade p
o estado [¢)) é levado para o estado X|¢), onde X é uma matriz de Pauli. Nés chamamos

este canal de canal de bit flip.

Agora, suponhamos que codificamos um unico estado de qubit [¢)) = «|0) 4+ 5|1), onde
a e 3 sao nimeros complexos satisfazendo |a|* + |3|*> = 1, em outros trés qubits da forma

|vr) = a|0L) + B|1L). Onde a codificagao realiazada é a seguinte

0) —]0z) := |000)
1) = (1) = [111)

onde os qubits |[07) e |11) sdo chamados de qubits légicos. Um circuito que realiza este tipo

de codificagao ¢ ilustrada na Figura 2.1.

%)

Figura 2.1: Circuito de codificagao para o codigo de trés qubits que protege contra erros do

tipo bit-flip. Os dados a serem codificados entram no circuito na linha superior. [16]

Primeiramente devemos descobrir se ocorreu algum tipo de erro, caso tenha ocorrido,

onde aconteceu tal erro. Para isso realizaremos uma medi¢ao sobre o estado quantico e essa
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medicao resultara na sindrome de erro. Como estamos no canal com apenas o erro bit-flip

possivel, temos que as medigoes projetivas que utilizaremos sao:

Py = [000)(000] + |111)(111]

)X )X

P, = [100)(100| + [011)(011]
P, = |010)(010] + |101)(101]
Py = |001){001| + [110)(110|

Agora, vamos entender como funciona a deteccao de erro. Vamos supor que ocorreu um
erro bit-flip no primeiro qubit, ou seja, transmitimos o estado |[¢)) = «|000) + 5|111) e foi
recebido o estado [¢') = a|100) + £]011). A medi¢ao da sindrome é dada por (¢/|P;|¢)’), para
1=0,1,2,3.

Nesse caso em particular, temos que (/| Py|¢") =1 e (/| Pi|¢)') = 0 para i = 0,2, 3.

Essa sindrome estd associada ao primeiro qubit. E importante ressaltar que essa medicao
de sindrome nao altera o estado pois contém informacgao apenas de onde o erro ocorreu mas
nada diz a respeito das amplitudes « e 3, ou seja, medindo a sindrome nao estamos destruindo

a informacao contida no estado quantico.

Apos fazer a medigao da sindrome, o passo seguinte é criar um protocolo para recuperacao
do estado inicial. Assim, para cada sindrome de erro recebida, uma acao deve estar associada

a ela de modo a recuperar esse estado inicial.

Caso a sindrome seja 0, significa que nao ocorreram erros, logo, nenhuma providéncia
deve ser tomada. Se a sindrome for 1, como no exemplo anterior, significa que houve um erro
no primeiro qubit. Dessa maneira devemos inverter o primeiro qubit e , para isso, aplicamos
o operador X; = X ® I ® I e recuperamos exatamente o estado inicial. Analogamente, se a
sindrome for 2, significa que houve um erro no segundo qubit e devemos aplicar o operador
Xy = I ® X ® I para invertée-lo novamente e caso a sindrome seja 3, o erro foi no terceiro
qubit e a acao que devemos tomar ¢é aplicar o operador X3 = I ® I ® X para recuperar o

estado inicial.

Esse procedimento de correcao de erro funciona perfeitamente se houver erro, em no

maximo, um dentre os trés qubits. Isso ocorre com probabilidade exatamente igual ao coédigo
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classico de repeticao de 3 bits.

Existe uma maneira alternativa de deteccao e correcao de erros do tipo bit-flip. Ao invés
de utilizar as medicoes projetivas Fy, Py, P, e P53, podemos utilizar apenas uma sequéncia de
duas medigoes, fornecidas pelos observaveis 717, = Z Q@ Z ® [ e Zy/3 =1 ® Z ® Z. Cada
um desses observaveis tem autovalores 1 e, portanto, cada medicao fornece apenas um bit
de informagcao para um total de dois bits de informagao (esses dois bits combinados geram

quatro possiveis sindromes de erro, assim como no método anterior).

A primeira medicao verifica se o primeiro e o segundo qubit sdo iguais, caso sejam resulta

em +1, caso nao sejam resulta em —1. Para ver isso basta notar que
ZyZy = (|00)(00] + [11)(11]) @ I — (|01)(10] + |10)(01]) ® I.

De maneira andloga, a medigao ZZ3 compara o segundo e o terceiro qubits, novamente
resultando em +1 se eles forem iguais e em —1 se forem diferentes. Em posse dos dois
resultados ¢ possivel determinar em qual dos qubits ocorreu o erro e o protocolo de correcao

¢é identico a técnica anterior.

E claro que esse codigo simples nao é muito robusto e nao oferece protecao alguma, por

exemplo, para erros do tipo phase-shift.

2.1.2 O Codigo Phase Flip de Trés Qubits

Os canais com erros phase-shift nao tem analogo cléssico, o que nos leva a pensar que nao
existiria uma adaptacao simples de codigos classicos que nos levaria a resolver esse tipo de
erro. Porém, uma simples adaptacao do cédigo de 3 qubits para erros do tipo bit-flip nos

leva a um cédigo que protege contra um erro de inversao de fase de um tnico qubit.

Um canal com erro phase-shift inverte a fase relativa entre os estados |0) e |1) com
probabilidade p, ou seja, leva o estado [¢0) = «|0) + §|1) para o estado ') = a|0) — 5]1).

Para essa codificagdo, usaremos a base conjugada {|+),|—)}, onde |[+) = \%(|0> + 1)) e
|—) = \%(|O) —|1)). Repare que o operador phase-shift Z leva |[+) em |—) e vice versa, ou
seja, Z age exatamente como um erro do tipo bit-flip, com respeito aos rétulos + e —.

Dessa maneira, vemos que a codificacao para detectar e corrigir um erro do tipo phase-
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shift é realizada em dois passos: primeiro faz-se a codificacao exatamente como no caso do
bit-flip e depois aplica-se a porta de Hadamard H em cada qubit, como ilustrado na Figura

2.2.

Assim:

0) — [0L) :=|+++)
) = == =)

F

Figura 2.2: Circuito de codificacao para o codigo de trés qubits que protege contra erros do

tipo phase-shift. Os dados a serem codificados entram no circuito na linha superior.[16]

Agora os procedimentos de detecgao e correcao de erros sao feitos de maneira semelhante
ao caso do bit-flip, porém como vamos utilizar a base conjugada, as medicoes projetivas que
geram as sindromes de erro sao dadas pelas medigoes definidas em (2.3) conjugadas pela
porta de Hadamard H,ou seja, P/ = H®*P,H®? para cada i = 0, 1,2, 3.

Dessa maneira, se recebermos um certo estado |¢)') podemos calcular a medigdo da
sindrome ao aplicar operador (¢/|P/|¢’), para i =0,1,2,3.

Exatamente como no caso dos erros bit-flip, as possiveis sindromes (0, 1, 2 ou 3) referem-
se a onde ocorreu o erro. Se for 1 o erro foi no primeiro qubit, 2 no segundo, 3 no terceiro e 0
significa que nao houve erro. E o protocolo de corregao de erros também ¢é semelhante, porém

o operador utilizado na recuperacao do estado inicial é o operador Z; = HX;H, i =1,2,3.

Equivalentemente poderiamos ter utilizado a sequéncia de observéveis H®37Z, Z,H®3 =
X1Xy e H®3Z,Z,:H®? = X, X5, E interessante notar que os observaveis X1X5 e X5X3
definidos fazem um trabalho semelhante aos observaveis 2175 e Z5Z3 do cddigo para bit-flip.
Enquanto 7,7, e ZyZ3 comparavam se um certo par de qubits eram iguais, os observaveis

X1 X5 e X9X3 faz 0 mesmo, mas em relagao a base conjugada.
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Apos feito isso, a sequéncia de autovalores indicam onde ocorreu o erro e o protocolo de
corre¢ao, para a recuperacao da informacao original, é semelhante ao que foi feito para as

medigoes projetivas.

2.2 0O Cdbdigo de Shor

Existe um codigo quantico simples que pode proteger contra os efeitos de um erro arbitrario
em um unico qubit. Este codigo é uma combinagao dos codigos bit flip e phase flip de trés

qubits e é conhecido como Cédigo de Shor.

Primeiramente, codificamos o qubit utilizando o cédigo phase-shift:

0) = | +++) (2.7)

1) = - —-). (2.8)

Em seguida, cada um desses qubits é codificado usando o cédigo bit-flip:

) - %(|000> F11Y) (2.9)
1
=) = —5(1000) — 111). (2.10)

O resultado é um cédigo de nove qubits, com estados légicos dados por:

|0) = [0.) = 2—\1/5[(\000> + [111))(]000) + [111))(]000) + |111))] (2.11)
1
1) = [1e) = 5=751(1000) = [111))(]000) — [111))(]000) — [111))] (2.12)

O circuito quantico que codifica o Codigo de Shor é mostrado na Figura 2.3. Como
descrito, a primeira parte do circuito codifica o qubit usando o cédigo de phase-shift de trés
qubits, e se compararmos com a Figura 2.2 podemos ver que sao realmente idénticos. A
segunda parte do circuito codifica cada um desses trés qubits usando o cédigo bit-flip, que
acaba sendo trés copias do circuito do cédigo de bit-flip mostrado na Figura 2.1. Esse método

de codificagao usa niveis organizados hierarquicamente, e é conhecido como concatenacao.
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) [H]
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0) —&—
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0) —=
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0) —=

|0) ———a—

Figura 2.3: Circuito de codificagao para o Cédigo de Shor.[16]

Essa técnica é um bom truque utilizado para se criar novos codigos a partir de cédigos

existentes.

O codigo de Shor é capaz de proteger contra erros de bit flip e phase flip em qualquer
qubit. Suponhamos que ocorreu um bit flip no primeiro qubit. Como o primeiro qubit
pertence ao primeiro bloco de trés qubits, basta que realizemos medig¢oes nos qubits do
primeiro bloco. Desta forma, realizamos a medicao de Z;Zs e comparamos os dois primeiros
qubits e descobrimos que sao diferentes. Em seguida realizamos uma medicao de Z,Z3 no
segundo e terceiro qubit e descobrimos que sao iguais. Logo, houve um bit flip no primeiro
qubit. De forma andloga, se quisermos saber se houve um bit flip no quarto, quinto ou sexto
qubit, que estao no segundo bloco, apenas realizaremos as medigoes 7,75 e Z5Zg, ou se
quisermos saber se houve um bit flip no sétimo, oitavo ou nono qubit, que estao no terceiro
bloco, apenas realizaremos as medigoes Z;Zs e ZgZy. E, assim, caso seja econtrado erro no

1-ésimo qubit, basta aplicarmos o operador X; para recuperarmos a informacao.

Agora, suponha que ocorreu um erro de phase flip no primeiro qubit. Este tem o efeito de
mudar o sinal do primeiro bloco de qubits. Na realidade, um erro de phase flip em qualquer

um dos trés primeiros qubits tem esse mesmo efeito. Dessa forma, para verificarmos se
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houve um erro de phase flip realizamos uma comparacao entre os blocos e nao em um tnico
qubit. Assim, as medicoes que devem ser usadas sao: X1 XoX3X,X5Xs e Xy X5X5X7X5Xy.
O observavel XX, X35X,X5X¢ compara o sinal entre o primeiro e o segundo bloco, enquanto
o observavel X, X5X¢X7XgXy compara o sinal entre o segundo e o terceiro bloco. Com essas
duas medidas podemos avaliar qual bloco tem sinal diferente e entao aplicamos o operador

Z sobre qualquer um dos qubits desse bloco.

Com esse codigo ainda é possivel corrigir um erro bit flip e phase flip ocorrendo no mesmo
qubit, ou seja, o operador ZX é aplicado a esse qubit corrompido. Basta aplicar os dois
procedimentos descritos acima. Ressaltamos que o cédigo de Shor é melhor que os cédigos
classicos de repeticao no sentido de fazer uma busca por erros mais apurada. Na verdade, o
codigo de Shor além de proteger contra inversoes de bit e de fase sobre um qubit, ele também
protege estados quanticos contra a acao de erros completamente arbitrarios, desde que apenas

um qubit seja afetado, [16].

2.3 Construindo Cdédigos Quanticos

Agora, possuimos uma estrutura para estudar os cédigos corretores de erros quanticos, porém
nao temos muitos exemplos destes codigos. Para solucionarmos este problema trabalharemos
brevemente com os cédigos lineares classicos e em seguida mostraremos como as ideias do
codigo linear classico pode ser usado para construir uma classe de codigos quanticos conhecida

como Cédigos de Calderbank-Shor-Steane(CSS).

2.3.1 Cddigos Lineares Classicos

Um coédigo linear C' que codifica k£ bits em um espaco de codigo com n bits é especificado
por uma matriz geradora n x k, (G, cujas entradas sao todos elementos em Z,. A matriz
G leva as mensagens em seus equivalentes codificados. Assim, a mensagem x de k bits é
codificada como Gz, onde = é um vetor coluna. Um exemplo simples, encontrado em [16], é
o cédigo de repeticao que leva um unico qubit em trés repeticoes suas. Sua matriz geradora

é:
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G= |1/, (2.13)

ja que G leva as possiveis mensagens, 0 e 1, para suas formas codificadas, G[0] = (0,0,0) e
G[1] = (1,1,1). Dizemos que um cédigo que usa n bits para codificar k bits é um cddigo [n, k].
Logo, este exemplo é um cédigo [3,1]. Um exemplo um pouco mais complexo é codificar dois
bits usando as trés repeti¢oes de cada bit, ou seja, um cédigo [6,2]. Sua matriz geradora

sera:

1 0

10
G = Lo , (2.14)

01

01

_0 1_

da qual temos

G(0,0) = (0,0,0,0,0,0);G(0,1) = (0,0,0,1,1,1) (2.15)
G(1,0) = (1,1,1,0,0,0);G(1,1) = (1,1,1,1,1,1) (2.16)

como se era de se esperar. O conjunto de possiveis palavras cddigos para o cédigo corres-
ponde ao espaco vetorial gerado pelas colunas de (G, assim, para garantirmos que todas as
mensagens sao codificadas de forma tunica, exigimos que as colunas de G sejam linearmente

independentes.

Realizar correcao de erros nao é tao clara. A correcao de erros linear é mais facilmente
compreendida se introduzirmos uma formulagao alternativa de cédigos lineares em termos
das matrizes de verificagao de paridade. Nesta defini¢ao, um cédigo [n, k] é definido por

consistir de todos os vetores x de n-elementos sobre Zsy tal que
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Hz =0, (2.17)

onde Hé uma matriz n — k X n, conhecida como matriz de verificacao de paridade.

Existe um processo que nos permite converter a matriz de verificacao paridade na matriz
geradora e vice-versa. Para convertermos a matriz de verificagao de paridade na matriz gera-
dora selecionamos k vetores independentes 1, ...y que geram o nucleo de H e construimos a
matriz GG possuindo as colunas y; até y;. Para o processo inverso, selecionamos n — k vetores
independentes v, ...y, ortogonais as colunas de G e construimos a matriz H, onde suas
linhas serao as matrizes yi , ...y{ . Por exemplo, considere o cddigo de repetigao [3, 1] definida
pela matriz geradora dada em (2.14). Para construir a matriz H devemos selecionar dois
vetores independetes ortogonais as colunas de G, digamos (1,1,0) e (0,1,1) e definimos a

matriz de paridade como sendo

110
H = (2.18)
01 1

Para termos uma melhor visao sobre como uma correcao de erros deve ser realizada em
um cédigo linear, introduziremos o conceito de distancia. Sejam x e y duas palavras com n
bits cada. A distancia de Hamming entre x e y é definida como o nimero de bits que x
difere de y. Por exemplo,

d((1,1,0,0),(0,1,0,1)) = 2. (2.19)

O peso de Hamming de uma palavra x é definida como a distancia da palavra ao valor
nulo, ou seja, wt(x) = d(z,0), ou ainda, o nimero de entradas nao nulas em x. Note que
d(z,y) = wt(x +y)

Definimos a distancia de um codigo como sendo a distancia minima entre quaisquer duas

palavras,

d(C)= min d(z,y). (2.20)

z,y€C,z#y
Mas, d(z,y) = wt(x + y). Como o cddigo é linear, x + y é uma palavra cédigo se x e y
sao palavras cédigos, entao

d(C) = xggjgéowt(x). (2.21)
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Fixando d = d(C), dizemos que C' é um cddigo [n, k,d]. A importancia da distancia é
que um cbédigo com distancia de pelo menos 2t + 1, para algum inteiro ¢ é capaz de corrigir

erros em até t bits.

Para concluirmos nossos estudos sobre cédigos lineares classicos explicaremos uma impor-
tane construgao para os codigos conhecida como construgao dual. Seja C' um codigo [n, k|
com matriz geradora G e matriz de verificagdo de paridade H. Entao podemos definir outro
c6digo, o dual de C, denotado por C*, como sendo o cédigo com matriz geradora HT e
matriz de verificacdo de paridade G*. Equivalentemente, o dual de C' consiste de todas as

palavras cédigos y tal que y é ortogonal a todas as palavras codigos em C.

2.3.2 Coddigos de Calderbank-Shor-Steane

Nosso primeiro exemplo de uma ampla classe de codigos corretores de erros quanticos sao os
cédigos de Calderbank-Shor-Steane, mais conhecidos como cédigos CSS. Os cddigos CSS
sao uma importante subclasse da classe mais geral de cddigos estabilizadores.

Sejam Cy e Cy c6digos bindrios lineares cldssicos [n, k1] e [n, ko] tais que Cy C Cy e C e

Cy- corrigem ambos ¢ erros. Considere x € O, o estado quantico |z + Cy) ¢é definido por:

1
|z + Cy) = :;TEET §£:|az+-y),

yels

onde a soma é realizada médulo 2. O estado |z + C3) depende somente da classe lateral
C1/C5 a qual x pertence. Além disso, se x e 2’ pertencem a classes laterais distintas entao os
estados |z + Cy) e |2/ + Cy) sao estados ortogonais. O cddigo quantico CSS(C}, Cy) é definido
como o espago vetorial gerado pelos estados |z + Cy) para todo x € (. O ntimero de classes
laterais de Cy em C) é |C1]/|Cyl, logo a dimensao de CSS(Cy,Cy) é |C1]/|Co| = 2k1—F2,
Portanto, o cédigo CSS(C4, Cs) tem parametros [n, ky — ka.

Um importante exemplo de codigo CSS é o cdédigo de Steane, construido a partir do codigo

de Hamming [[7, 4, 3]], cuja matriz de verificacdo de paridade é dada por:
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0001111
H=101100 1 1}. (2.22)
1010101

Vamos denotar o cédigo de Hamming por C; e seja Co = Cf. Para que tenhamos um
cédigo CSS ¢é necesséario que Cy C . Por definicao, a matriz de verificacao de paridade H

de um cédigo é igual a transposta da matriz geradora do seu cédigo dual. Assim

1000011

. 0100101

Hiew = Gley = 00107110
0001111

Observe que o espago gerado pelas linhas de Hic,) contém estritamente o espaco gerado
pelas linhas de Hjg,) e, como os cédigos sao os nicleos de Hig, e Hic,), conclui-se que
Cy C Cy. Além disso, C5- = (CiH)*+ = C) e portanto C; e Cy sdo cédigos de distancia 3,
capaz de corrigir um bit. Como C} é um cédigo [7,4] e Cy um cddigo [7, 3] conclui-se que

CSS(C4, Cy) é um cédigo quantico [[7, 1, 3]].

2.4 (Cddigos estabilizadores

Os codigos estabilizadores, algumas vezes conhecidos como cédigos quanticos aditivos, sao
uma importante classe de codigos quanticos cuja construcao é analoga a dos cédigos lineares
classicos. A fim de compreendermos os codigos estabilizadores é mais eficiente desenvolver-
mos, primeiro, o formalismo estabilizador, um método poderoso para entender uma vasta

classe de operagoes na mecanica quantica.

2.4.1 O Formalismo Estabilizador

Considere o estado de dois qubits

_ 100) +[11)

1) 5 (2.23)
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Facilmente podemos verificar que X Xs|v)) = |¢) e Z1Z5]1)) = |1), neste caso, dizemos
que |¢) é estabilizado pelos operadores X; X5 e Z;Z5. Além disso, o estado |¢)) é o tinico
estado quantico, a menos de uma fase global, que é estabilizado pelos operadores X; X5 e
Zh1Zy. A ideia basica do formalismo estabilizador é a de que véarios estados quanticos podem
ser descritos mais facilmente se trabalharmos com os operadores que os estabilizam ao invés

de trabalharmos com o proprio estado.

A chave para o poder do formalismo estabilizador se encontra no uso inteligente da teoria
de grupos. O grupo de principal interesse é o grupo de Pauli G,, de n qubits. Para um
unico qubit, o grupo de Pauli é definido por consistir todas as matrizes de Pauli juntamente

com os fatores multiplicativos £1, =i:
Gy = {1, +il, £ X, +iX, +Y, +iY, + 7, +iZ}. (2.24)

Este conjunto de matrizes forma um grupo sob a operacao de multiplicacao entre matrizes.
O grupo de Pauli geral de n qubits é definido por consistir todas as n-uplas de produto

tensorial das matrizes de Pauli, juntamente com os fatores multiplicativos +1, +1.

Definicao 2.1. Seja S um subgrupo de G,, e defina Vs como sendo o conjunto de estados de
n qubits que sao fixos por cada elemento de S. Vs € o espago vetorial estabilizado por
S, e S € dito ser o estabilizador do espaco Vg, jd que cada elemento de Vg é estdvel sob as
acoes dos elementos de S. Além disso, a combinacao linear de quaisquer dois elementos de

Vg também estd em V.

Vejamos um exemplo simples do formalismo estabilizador demonstrado em [16]. Considere
um espago de 3 qubits e S = {I, Z1Z,, ZsZ3, Z1Z3}. O subspago fixo por Z;Z, é gerado por
|000), [001), |110) e |111) e o subspago fixo por Z,Z3 é gerado por |000), [100), [011) e |111).
Note que os elementos [000) e |111) sdo comuns em ambas as listas. Na realidade, é possivel

perceber que Vg é o subespaco gerado por estes dois estados.

Neste exemplo determinamos Vg apenas analisando os espacos estabilizados por apenas
dois dos operadores em S. Isto acontece por causa da descricao de um grupo por seus
geradores. Um conjunto de elementos gy, ..., g, em um grupo G é dito que gera o grupo

G se cada elemento de GG pode ser escrito como um produto dos elementos da lista g1, ..., g,
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e escrevemos G = (gi,...,gn). No exemplo temos que 7173 = (Z125)(Z273), logo S =
(Z1Z5, ZyZs). Sendo assim, para verificarmos se um vetor é estabilizado por um grupo S,

basta verificar se ele é estabilizado pelos seus geradores.

Nem todo subgrupo S do grupo de Pauli pode ser usado como um estabilizados para um

espaco vetorial nao trivial. De fato, temos que
1Y) = —[¢), (2.25)

para qualquer |¢), logo qualquer subgrupo S que contenha o elemento —/ ird apenas estabi-
lizar o espaco vetorial trivial. Em verdade, existem duas condicoes que devem ser satisfeitas

por S para que este estabilize um espacgo vetorial nao trivial, sao elas:

1. Os elementos de S comutam;

2. —1I nao é um elemento de S.

De fato, suponha que o grupo S nao é abeliano, considere um estado nao nulo [¢) ar-
bitrario do autoespaco +1 de S e dois elementos M, N € S que nao comutam, portanto eles

anticomutam. Assim,

[¥) = MN[y) = =NM|¢p) = —|¢), (2.26)

o que resultaria que [¢)) = 0. O caso 2 ja foi demonstrado acima.

Um belo exemplo do formalismo estabilizador é dado pelo cédigo de Steane de sete qubits.
Acontece que os seis geradores g1, ..., g¢ listados na Tabela 7?7 geram um estabilizador para
o espaco de cddigo do cédigo de Steane. Note a semelhanca na estrutura entre os geradores
da Tabela 77 e a matriz de verificacao de paridade dos codigos lineares classicos usados na

construcao do cédigo de Steane.

Considere um espaco de Hilbert H com dimensao 2" e o grupo de Pauli G,. Denote

S C G, um grupo estabilizador, assim:

Definicao 2.2. Um cddigo estabilizador Cs C H associado ao grupo estabilizador S é o

autoespaco simultaneo, com autovalor +1, de todos os elementos de S. Ou seja:

Cs = {[¥); M[p) = |¢),VM € S}.
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Nome | Operador
g1 ITTXXXX
92 IXXIIXX
g3 XIXIXIX
o 1177277
Js 1ZZ1177
J6 ZI1Z1717

Tabela 2.1: Geradores do estabilizador para o cédigo de Steane de sete qubits. As entradas
representam produtos tensoriais nos respectivos qubits, por exemplo, XIXIXIX = X ®RI®
XRIXRTI®RX =X X3X;X7

O codigo é chamado de estabilizador por ser gerado pelo grupo estabilizador.

Proposicao 2.3. Se S tem n — k geradores entio o espaco do cddigo tem dimensao 2F, ou

seja, Cs codifica k qubits.

Demonstragao. Sejam {M;, My, ...M,_;} o conjunto dos geradores de S. Para cada M € S
tem-se que M? = I, pois caso contrdrio M nao teria autovalor 4+1. Para cada M # +I existe
pelo menos um N € G, que anticomuta com M. Dali os autovalores +1 e —1 ocorrem com
multiplicidades iguais. Vamos supor que M = M;. Entao M;|¢) = |¢) se, e somente se,
MiN|p) = =NM;|¢p)y = —N|1b). Isto é, N leva autoestados associados ao autovalor +1 e
autoestados associados ao autovalor —1 de M;, com probabilidades iguais. Portanto temos

1(2") = 2! estados mutuamente ortogonais tais que M;|y) = [¢)).

Agora, seja My € G, tal que My # +1,+M; e comuta com M;. Existe um N € G,
que comuta com M; e anticomuta com M,. Assim, N preserva o autoespaco associado
ao autovalor +1 de M; e, dentro desse espaco, altera na mesma proporc¢ao os autoestados
associados aos autovalores +1 e —1 de M. Logo, o espago satisfazendo M |¢)) = Ms|y) = [1))

tem dimensao 2" 2.

Seguindo esse processo, cada vez que adicionamos um gerador a dimensao é dividida por

. ~ . ~ , n—k
dois, entao, com n — k geradores a dimensao do espaco é (%) omn = 2k,
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Os n — k operadores do estabilizador .S funcionam como os operadores de verificacao de

paridade de um codigo. Ou seja, sao os observaveis que medimos para identificar os erros.

O peso de um operador de Pauli é o nimero de fatores no tensor que difere de I. Um
codigo estabilizador com distancia minima d tem a propriedade que cada F € G,, com peso
menor que d, pertence ao estabilizador ou anticomuta com algum elemento dele. Sob esse
aspecto, se o estabilizador nao contém elementos de peso menor que d, entao o codigo é nao-
degenerado. Para que um cédigo corrija t erros, sua distancia deve ser pelo menos d = 2t +1,
e um codigo com distancia s+ 1 pode detectar s erros ou corrigir s erros em locais conhecidos,

18].



CapriTULO 3

Cdédigos Quanticos Topoloégicos

Neste capitulo discutimos uma restricao que é relevante em varios cenario fisicos, a loca-
lidade. Em particular, estamos interessados em situagoes onde a localidade geométrica é
relevante. Em geral, isso significa que os qubits fisicos que compoem o codigo sao coloca-
dos em uma tesselacao e apenas interacoes entre qubits préximos sao possiveis. Cddigos
topoldgicos oferecem uma solucao natural para restricoes de localidade, ja que possuem ge-

radores do estabilizador com suporte local..

Nos codigos topoldgicos a informacao é armazenada em graus de liberdade globais, dessa
forma, tesselacoes maiores fornecem maiores distancias de cdédigo. A natureza por tras destes
graus de liberdade globais ¢ ilustrada na Figura 3.1, onde varias curvas fechadas em um
toro sao comparadas. Considere as curvas a e b. Se as examinarmos na regiao limitada pela
curva pontilhada, elas parecem semelhantes. Porém, a curva a € a fronteira de uma regiao,
mas a curva b nao é. Para que possamos dizer se uma curva é uma fronteira de uma regiao

precisamos de informagao global.

Os estudos realizados neste capitulo seguem principalmente as referéncias [4], [14] e [22]
e iniciamos dando uma breve introdugao aos conceitos de codigos locais e de homologia,
o que ¢ suficiente para os estudos futuros. Em seguida, estudaremos os exemplos mais
basicos de codigos quanticos topoldgicos, os coédigos de superficie, bem como suas principais

caracteristicas.
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Figura 3.1: Curvas fechadas em um toro podem ser a fronteira de uma regiao, como a curva
a. Entretanto, a curva b nao a é fronteira de uma regiao. A diferenca nao pode ser notada

apenas olhando para um regiao local tal como a regiao delimitada pela curva pontilhada.[14]

3.1 Cdbdigos Locais

Intuitivamente, um cédigo estabilizador local é um cédigo onde todos os geradores do
estabilizador agem apenas em alguns qubits proximos. Para formalizar esta ideia, podemos

falar sobre codigos n-locais, cujo suporte de cada gerador estabilizador é limitado a n qubits.

Uma familia de cédigos estabilizadores é local se podemos escolher os geradores do esta-

bilizador tal que [14]

1. a familia contém cédigos com uma grande ditancia arbitraria;
2. o numero de qubits no suporte dos geradores do estabilizador ¢ limitado;

3. o numero de estabilizadores com suporte contendo qualquer qubit dado ¢ limitado.

A nogao de localidade pode ser colocada em termos de conectividade grafica sem qualquer

outra estrutura. Uma familia de codigos é local em D dimensoes quando

1. os qubits sao colocados em uma regiao de dimensao D;

2. o suporte de qualquer gerador estabilizador esta contido em um hipercubo de tamanho

limitado.
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Isto esta ilustrado na Figura 3.2. Note que um cédigo que é local no sentido geométrico

é também local no sentido geral apresentado acima.
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Figura 3.2: Em codigos locais 2D os qubits sao organizados em uma regiao 2D. O suporte de

qualquer gerador estabilizador deve estar contido em uma caixa de tamanho fixo, aqui uma

caixa 3 X 3. Os circulos representam qubits e os circulos escuros formam o suporte de um

gerador.[14]

3.2 Homologia

Os codigos quanticos topoldgicos que vamos trabalhar dependem da homologia da superficie

considerada, por isso vamos passar pelos conceitos introdutério de homologia e do primeiro

grupo de homologia de um espago ou uma superficie. Para mais detalhes ver [7], [11] e [24].

Como vamos trabalhar em um caso bem especifico, nao vamos tratar das defini¢coes de

homologia em um espaco topoldgico qualquer, mas sim nas superficies bidimensionais.

Mergulhando um grafo G em uma superficie S dizemos que estamos fazendo uma “ce-

lulacao” da superficie. Comumente se denominam os vértices por 0-cells, as arestas por 1-cells

e as faces por 2-cells.

Definicao 3.1. Dado uma superficie S com um grafo G mergulhado, considere P como o
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conjunto de todas as p-cells. Para cada P' C P, definimos como p-chain em S a soma finita
O;p; & P’
c= Z c;p; tal que ¢; = ¢ )
i Lipi € F

com P' C P.

Em particular, se rotularmos as arestas da tesselagao da superficie por {e;}¥ podemos

representar as 1-chains definidas acima pelas seguintes somas formais:

0;e; ¢ E'
c= Zciei tal que ¢; = £
i ]_, €; € £

onde E’ é um conjunto qualquer de arestas de G.

Essas 1-chains podem ser somadas, médulo 2, nos levando a gerar um grupo abeliano
aditivo C';. De forma analoga podem ser representadas as 0-chains e as 2-chains, bem como
seus grupos abelianos aditivos, para os vértices Cy e as faces Cy de GG, respectivamente.

Podemos relacionar tais grupos de p-chains utilizando os homeomorfismos conhecidos
como operadores bordo, que denotaremos por 0; : C; — C;_1, no nosso caso para ¢ = 0,1, 2.

Tais homeomorfismos levam um p-cell em sua fronteira e leva uma p-chain na soma
(médulo 2) das fronteiras de todas as p-cells que a compoe. Por exemplo, considere um certa
face f de G cuja fronteira sejam as arestas {ej,...,ex}, entdo 0a2(f) = e; + ... + €. Uma

1-chain ¢ é chamada de ciclo se 0,¢ = 0.

Pode-se entao construir uma cadeia
2o S 0,3 (o).

E facil notar que Im(0i41y) C Ker(0;).

Vamos entao definir dois subgrupos de 1, os quais denotaremos por Z; e By. O subgrupo
7y é definido exatamente como sendo o nucleo de 0y, ou seja, os conjuntos de arestas (1-
chains) que formam um ciclo, uma curva fechada. J& o subgrupo B; é definido como a

imagem de 0y, ou seja, o conjunto de arestas que formam a fronteira de uma 2-chain.

Com esses elementos em maos podemos definir o primeiro grupo de homologia de uma

superficie:
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Figura 3.3: As acoes dos operadores bordo 05 e 0;. Note que como a soma ¢é feita médulo 2,

as arestas que pertencem a um numero par de faces da 2-chain nao estao na imagem daquela
2-chain pelo operador d>. Analogamente, apenas os vértices que pertencem a um numero

fmpar de arestas da 1-chain estdo na imagem daquela 1-chain pelo operador 0;.[14]

Definicao 3.2. O primeiro grupo de homologia de uma supercicie S € definido pelo quociente

H = —.
1 B,

(3.1)

Assim, os elementos de H; sao classes laterais da forma z := {z + b|b € By} para algum
z € Zp, a adicao é a herdada de Z;, nomeada zZ +z' = z + 2/, e o elemento nulo é a classe
lateral 0 = Bj. Tecnicamente, (3.1) define H;(S;Zs), o primeiro grupo de homologias da

superficie S sobre Zs.

A topologia algébrica nos ensina que o grupo H; depende apenas, a menos de isomorfismo,

da topologia da superficie. De fato:

Hy ~ 7. (3.2)

De modo geral, o primeiro grupo de homologia é um grupo abeliano finitamente gerado
e, independentemente do grafo o qual foi utilizado no mergulho, o nimero de geradores do
primeiro grupo de homologia tem muito a dizer sobre a natureza topologica dessa superficie,
a saber, como pode ser visto em [11], [24], o nimero de geradores do primeiro grupo de

homologia é o dobro do género da superficie considerada.

Em um toro, por exemplo, existem dois geradores para o primeiro grupo de homologia,
chamemos-os de b e d. Claro que no toro existem infinitas curvas fechadas (ciclos) diferentes,

porém, todas elas podem ser deformadas continuamente para a curva b, para a curva d, para
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uma concatenacao de b com d ou até para um tnico ponto (que seria o elemento neutro 0

do grupo), a qual chamamos de curva homologicamente trivial, como podemos ver na Figura
3.4

"y .

» ®

BT T LL w
Enssssennguns®

e
s

Figura 3.4: Algumas curvas fechadas em um toro. A curva a é a fronteira de uma regiao
A, entao é homologicamente trivial. As curvas b e ¢ nao sao homologicamente triviais, mas,
juntas formam uma fronteira para a regiao B e, portanto, sao homologicamente equivalentes.
A curva d homologicamente nao trivial e nao é equivalente as curvas b e ¢. As curvas b e d

sao geradoras do primeiro grupo de homologia do toro.[14]

3.3 Cdbdigos de Superficie

Os cédigos de superficie sao os exemplos mais bésicos de cédigos topoldgios. A ideia
por tras dos codigos de superficie é a de codificar a informacao em “graus de liberdade
homolégicos”. Primeiramente fixamos uma tesselagao mergulhada em uma superficie fechada.
Nos fixamos um qubit a cada uma das arestas, entao cada elemento da base computacional

pode ser interpretado como um 1-chain ¢ € C; da maneira mais ébvia:

|c) = ® lciy, ceCh. (3.3)
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O indice 7 percorre os qubits fisicos ou, equivalentemente, as arestas da tesselacao e;.
Para uma maior conveniéncia, rotulemos os produtos das matrizes de Pauli X e Z com as

1-chains:

Xe=QQX7, Zo=Q)Z' ceCi (3.4)

3 K3

Note que estas rotulagoes se tratam de homomorfismos de grupo de C para G, pois
XX =Xesoy, Zlo=Zeye. (3.5)
A definicao de um codigo de superficie é bem natural. Ela tem uma base com os elementos

Z):=) _|z+0b), Ze€H, (3.6)
beB;
que sao somas de todos os ciclos que forma uma classe homologica dada. E facil ver que
(z|z') = 0, para z # Z'. Entao, de 3.1 temos |H;| = 229 e o niimero de qubits codificados ¢
k = 2g.

Para termos uma prova de como funcionam os cédigos de superficie, devemos estudar
os efeitos dos erros de bit flip. Note que X.|b) = |b+ ¢) e, assim, X.|[Z) = |Z+¢). Sejam
2,2 € Zy. Se Oc # 0 entao 0(z+c¢) # 0 e Z+¢ # Z'. Isto implica que (Z'| X |Z) = 0, entao X,
pode levar o codigo nele mesmo apenas se ¢ for ciclico. Mas erros X, com b uma fronteira,
nio fazem nada, ji que X,|Z) = |2+ b) = |Z). Dessa forma, apenas erros de bit flip X, com
z € Z71 nao sao detectaveis. Portanto, a distancia de um codigo de superficie para erros bit

flip é o comprimento do menor ciclo nao trivial da tesselacao.

3.3.1 Grupo Estabilizador

Dado um vértice v e uma face f, considere os operadores de Pauli da face e do vértice

Xp= ][] Xe. Zo= ] 2. (3.7)

ecoa f elvede

onde Jf e de sao vistos como conjuntos. Estes operadores sao retratados na Figura 3.5,
onde podemos ver que um operador vértice tem suporte nas arestas que se encontram em

um vértice e um operador face tem suporte nas arestas que formam a face.
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Figura 3.5: Os suportes dos geradores dos estabilizadores do vértice e da face.[14]

Os operadores face e vértice comutam entre si e afirmamos que eles geram o estabilizador
dos codigos de superficie, como definido em (3.6). Para verificar isso, considere os estados

1+ X, 1+ 2,
/ [p—
') == |f| 5 |U| 5 lc), ce (. (3.8)

Estes estados abrangem o cddigo definido por 3.7, pois |¢) é a projecao de |c) sobre o
subespago do cddigo. Note que Z,|c) = —|c) se v € Jc, de outra forma Z|c) = |c). Assim,
|} = 0 se dc # 0. Ainda, o primeiro produtério pode ser expandido como uma soma de

subconjuntos de face f;:

[Ta+x0)=>T[Xor. =D Xous, 50 = D Xovesr: (3.9)
}

f {fsi} @ {fi c2€Cy

Como dy é um homomorfismo de grupos, podemos substituir a soma sobre as 2-chains
por uma soma sobre as 1-chains na imagem de Js, a menos de um fator. Sendo assim, para

z € Z1 temos

=] +2Xf 2o 3 Xlz) = [2). (3.10)
f

be By

Logo, temos o mesmo subespago do c6digo dos estabilizadores (3.7) e a expansao da base
(3.6).
Os geradores do estabilizador (?? nao sao todos indepedentes. Eles estao sujeitos as duas

condicoes seguintes:
[1x =1 [[z =1 (3.11)
f v

Sendo assim, existem V + F' — 2 geradores independentes. Segue-se da teoria de codigos

estabilizadores que o niimero de qubits codificados é

k=E—(V+F—-2)=2-y=2g, (3.12)
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onde y = V — E+ F' é a caracteristica de Euler e, para superficies orientaveis fechadas,

temos y = 2(1 — g). Corcordando com o valor obtido através da equagao 3.6.

3.3.2 Tesselacao Dual

Dada uma tesselagao mergulhada em uma superficie nés podemos construir sua tesselacao
dual, como podemos ver na Figura 3.6. A ideia é que as faces da tesselagdo original sao
levadas em vértices na tesselacao dual, arestas em arestas no dual e vértices em faces no
dual. Denotamos com um * os vértices f*, as arestas e* e as faces v* no dual relativas as

faces f, arestas e e vértices e da tesselagao original, respectivamente.

I
-l-
[ ] & [ ]
- - - e
w | | |
I'I-I-III -l-
é

Figura 3.6: Uma tesselacao e seu dual. Sob dualidade, vertices e faces sao trocados, bem

como os operadores vértice e face.[14]

De forma semelhantte, temos operadores de bordo dual
o Cy — CF, a5 :CT — C (3.13)

agindo nas chains dual cx. Os operadores de bordo 0* produzem o grupo ciclico dual Z7

e as fronteiras dual B e, assim, um grupo homoldgico

Zf
= ~ H;. 3.14
BT ! ( )

Hy
Comparando as acoes de 0 e J* em suas respectivas tesselacoes, observamos que
et € vt & v e dre, frede s ecdf (3.15)

Considere, agora, o efeito causado ao aplicarmos a porta de Hadamard em todos os qubits
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do cédigo de superficie. O cédigo é levado em outro subespacgo descrito pelos estabilizadores

weEx,wer = [ z.= [] Z =2 (3.16)
e€dar f e*|fredse*

weEzwer = [ X.= ] Xe= X, (3.17)
ecoe e*cojv*

Este é o cédigo de superficie definido na tesselacao dual. Logo, podemos lidar com erros
de phase flip como ja fizemos com os erros de bit flip, mas trabalhando na tesselacao dual.
Sendo assim, temos que a distancia de um codigo de superficie é o tamanho do menor ciclo

nao trivial na tesselacao original ou no seu dual.

3.4 Coddigos Coloridos

Os codigos de superficie nao sao tao bons em termos das portas que eles permitem im-
plementar através de operagoes transversais. Como eles sao codigos CSS, eles permitem a
implementacao das portas CNot e a implementacao dos operadores X e Z. Mas sao somente

essas.

Para ir além destas portas quanticas preisamos considerar uma classe diferente de cédigos

topologicos, os codigos coloridos.

3.4.1 Tesselacao e Grupo Estabilizador

Os cédigos de superficie podem ser construidos em qualquer tesselagao mergulhada em uma
variedade fechada. No caso dos codigos coloridos, precisamos considerar um tipo particular
de tesselacao: aqueles que sao 3-valentes e tem faces 3-coloriveis. Ou seja, a tesselacao deve

ser da forma

1. trés arestas se encontram em um vértice;

2. é possivel atribuir trés rotulos a cada face de tal forma que faces vizinhas tenham

rétulos diferentes.
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’

E comum escolher as cores vermelho, verde e azul (RGB), como sendo os rétulos. O
exemplo mais basico para este tipo de tesselacao é a tesselacao de favo de mel, do qual
pode ser mergulhado em um toro, veja a Figura 3.7. Note que em uma tesselacao de um
codigo colorido também é possivel atribuir cores as arestas: atribuimos a cor vermelha as
arestas que nao fazem parte de uma face vermelha e de forma semelhante para as cores verde

e azul.

Figura 3.7: Cddigos coloridos sao definidos em tesselagoes 3-valentes e com faces 3-coloriveis,
como o favo de mel. Rotulamos as faces como vermelho, verde e azul (RGB), usualmente.
Os qubits sao colocados nos vértices. Ha dois geradores do estabilizador por face, X; e Zy,

com o suporte mostrado em amarelo.

O primeiro passo para construirmos um cédigo colorido a partir de uma tesselacao é
atribuir um qubit a cada um de seus vértices, diferentemente dos coédigos de superficie, onde
atribuiamos o qubit as arestas. Em seguida, definimos os geradores do estabilizador, da qual

temos dois geradores por face f:

X; =[] X Z; =] 2., (3.18)

vef vef

onde X, e Z, sao os operadores de Pauli X e Z agindo no qubit do vértice v e v € f é uma
notagao simbodlica para denotar que v é parte de uma face f. Assim como em 3.11, estes
geradores nao sao independentes. Eles estao sujeitos a quatro restrigoes. Denotemos por F.,

F, e F, o conjunto de faces vermelhas, verdes e azuis, respectivamente. Entao, as restrigoes
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Sao:

1T x =11 x =[] x+. (3.19)

fe|Fy f€|Fy feElFy
IIz=112=1] %z (3.20)
fE|F: fE|Fy fEIFy

Assim, o nimero de geradores independentes do estabilizador é

g=2(|F| + F,| + B|) — 4. (3.21)

3.4.2 Tesselacoes Reduzidas

A partir de uma tesselagao de um cédigo colorido podemos construir outras trés tesselagoes
“reduzidas”, rotuladas a partir da cor das faces a serem reduzidas. Vamos estudar a tesselcao

reduzida vermelha, a verde e azul sao analogas.

Os vértices da nova tesselacao correspondem as faces vermelhas que sao reduzidas a
um unico ponto. Ao conectarmos estes novos vértices, temos que as novas arestas passam
exatamente por cima das arestas vermelhas da tesselagao original, dessa forma, cada uma
dessas arestas novas corresponde a dois vértices da tesselacao original. Com relagao as novas
faces, teremos uma para cada face verde e azul da tesselacao original, como pode ser visto

na Figura 3.8

Agora, denote V", E" e F" como o numero de vértices, arestas e faces da tesselacao
reduzida vermelha. Sendo assim, temos que
n=2E" V" =|F.| F" =|F,|+ |F)| (3.22)
Portanto, o nimero de qubits codificados é

k=n—g=2E -2V +F —2)=2E -V —F +2)=22—-x) =4g.  (3.23)
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VR K

Figura 3.8: Qualquer tesselacao reduzida de uma tesselacao de favo de mel é triangular.

Aqui temos uma tesselagao reduzida verde e uma string 7. Os qubits no suporte de X9 e
ZJ estao marcados com circulos ao longo da string. Eles aparecem aos pares, com cada par

relacionado a uma aresta da tesselacao reduzida verde.

3.4.3 Operadores String e String-Nets

Para ficar claro como funcionam os cédigos coloridos, devemos entender como funcionam os
operadores string. Assim como nos codigos téricos, a homologia dessas strings estao definidas

sobre Zs, pois estamos tratando de sistemas quanticos de dois niveis.

Essas strings podem ser verdes, azuis ou vermelhas dependendo de qual tesselacao redu-
zida estamos considerando e, independentemente da cor, elas podem ser do tipo X ou do
tipo Z. Vamos denotar essses operadores strings por Sff" onde C' é uma cor, 0 é Z ou X e

1 € um rotulo da classe de homologia.

Em [4] é provado que:

SH7SG7S8RT ~ 1. (3.24)

A equagao (3.24) nos mostra que tem-se apenas duas cores independentes.

Uma propriedade essencial para os codigos coloridos é que além de um operador string de
uma certa cor poder ser deformado a um outro operador de string homélogo a ele de forma
equivalente, também é possivel combinar duas strings de cores diferentes para produzir um

terceiro operador equivalente de cor diferente das duas combinadas, as chamadas t-strings
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(ou string-nets).

Figura 3.9: Um exemplo de uma t-string (ou string-net). Note que a string azul se ramifica
em duas partes, sendo uma vermelha e uma verde, e depois essas duas partes se combinam
e voltam a ser uma string azul. Essa string net pode ser transformada de forma equivalente

em uma string toda azul fazendo o produto com operadores face das faces marcadas.[21]

3.4.4 Cébdigos Coloridos Triangulares

Para lidar com toros de género arbitrario as strings sao suficientes. Os codigos coloridos
comegam a ficar mais interessantes se considerarmos superficices orientadas com bordo, da
qual podemos obté-las abrindo buracos em uma superficie fechada. Em particular, vamos
introduzir buracos em nossa superficie, tirando faces. Se removermos, por exemplo, uma face
verde, strings verdes podem ter um ponto final nelas, mas nao as strings vermelhas ou azuis.
Entao as bordas tem cores e apenas strings verdes podem terminar em um bordo verde, como
ilustrado na Figura 3.10. Um importante caso de tais codigos coloridos é o cdédigo colorido

triangular.

A construcao deste codigo colorido comeca com um cédigo colorido em uma esfera onde
um vértice e suas trés arestas e faces adjacentes sao removidas. Pelas restricoes dadas em
(3.19) podemos observar que dois geradores do estabilizador sdo removidos no processo.
Como um cédigo colorido na esfera codifica zero qubits, um codigo triangular ira codificar

um unico qubit. Um exemplo de cédigo triangular pode ser visto na Figura 3.11

As t-strings existentes nos codigos triangulares sao a chave para a implementacao do
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Figura 3.10: Uma tesselagao de favo de mel com bordo verde. A string verde S é homodloga
a parte do bordo e, assim, é equivalente a identidade. H& também um par de operadores

3-string, A e B, que sao equivalentes.[4]

A2

Figura 3.11: Um c6digo colorido triangular [73,1,9] baseado em uma tesselagao 4-8-8. Existe

apenas uma classe de string-nets nao trivial.

grupo de Clifford. A diferenga para os cédigos de superficie é que, geometricamente, as t-
strings X e as t-strings Z sao exatamente as mesmas e assim, se denotarmos duas t-strings
TX e T? temos que {T*,T%} = 0.

Com isso, dados os operadores codificados X = X®" 7 = Z9" K = K® e H = H®",

onde n é o numero de qubits do cddigo, temos que

= X.

S

F.Xf.ﬁ:Zf, H.Zf.H:Xf, HYHZZ € FZ
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Como ja vimos, os operadores X; e Z; sao geometricamente iguais. Logo a mudancga
causada de X para Z, e vice-versa, pela porta de Hadamard nao é um problema para a
implementagao transversal desta porta, o que nao acontece nos cédigos nao coloridos, aqueles
onde os qubits estao relacionadas as arestas. Como os operadores face Xy e vértice Z,
sao geometricamente diferentes, a implementacao transversal da porta de Hadamard nao é

possivel nestes codigos.

Além disso,

K.Z;K=7Z2; e KX;. K = (-1)*X;.%;,

onde t é o numero de vértices da face. Pela mesma justificativa da porta de Hadamard,
a implementacao transversal da porta phase-shift nao é possivel nos cédigos nao coloridos.
Notemos que quando implementamos a porta phase-shift K surge um fator de fase (—1)%2 .
Dessa forma, devemos usar uma tesselacao onde todas as faces tem um nimero de vértices
multiplo de 4, como a {4, 8,8} (por sinal, a tnica possivel no plano euclideano) todos os
operadores geradores do grupo de Clifford podem ser implementados transversalmente, visto
que a porta CNOT é sempre implementada transversalmente em todo cédigo CSS [4], [6],

[14].



CapriTULO 4

Multiplos Bordos

Este capitulo se baseia na referéncia [21] e trds um procedimento para a criagdo de novas

classes de codigos coloridos com base nos cédigos coloridos triangulares, os codigos poligonais.

Os codigos coloridos sao codigos corretores de erros com bons parametros quando aplica-
dos em superficies compactas, mas uma boa caracteristica é a possibilidade de implementar
todo o grupo de Clifford, o que permite realizar varias tarefas importantes na computacao
quantica, quando aplicado nas superficies com bordo gerando os conhecidos “cédigos trian-

gulares”.

Os cédigos triangulares codificam apenas um qubit e aumentar o nimero de qubits codi-
ficados melhoraria os parametros dos codigos, além de ser uma economia de recursos para a

sua implementacao.

Para que isso aconteca, vamos considerar poligonos com uma quantidade de lados maiores
que trés, vamos avaliar um modo de distribuir os bordos de cada uma das cores, e verificar
quais sao as strings de homologia nao-trivial que geram as outras, em cada um dos casos

analisados.

Neste trabalho vamos manter apenas um bordo de uma certa cor e ir aumentando alter-
nadamente a quantidade de bordos de cada uma das outras duas cores consideradas. Sem
perda de generalidade, vamos supor que a cor azul sempre estard fixada em apenas um bordo
e vamos aumentando a quantidade de bordos verdes e vermelhos, de um em um, e nesta
ordem. A titulo de notag@ao, vamos considerar o primeiro caso sendo o caso dos cddigos
triangulares de Bombim e Martin-Delgado, que denotaremos por P(1,1,1) (1 azul - 1 verde

- 1 vermelho).
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O segundo caso seria um quadrilatero, onde temos apenas um bordo azul (sempre), dois

verdes e um vermelho, que denotaremos por P(1,2,1), ou Cddigo Poligonal 1 — 2 — 1.

Seguindo as regras das strings de uma superficie com bordos rotulados, no nosso caso
por cores, um ciclo pode ser homologicamente nao-trivial se ele inicia e termina em bordos
distintos da mesma cor, ou no caso de uma t-string ela inicia em um bordo de uma certa
cor, passa por um certo ponto de bifurcagao, e desse ponto cada uma das duas string geradas
finaliza em um bordo da sua cor correspondente. Desse modo, em um quadrildtero conforme
descrito anteriormente teriamos, a menos de deformagoes continuas, trés tipos de ciclos de
homologia nao-trivial: um ciclo que parte de um bordo verde e finaliza em outro bordo
verde, e duas t-strings que iniciam em um dos bordos verdes se ramifica e finaliza nos bordos

correspondentes como pode ser visto na Figura 4.1.

Figura 4.1: Strings homologicamente nao-triviais em um poligono de 4 lados.[21]

Porém, podemos observar que uma dessas strings pode ser gerada pelo produto (conca-
tenagao) das duas outras. A string verde pode ser gerada pelas duas t-strings, como fica
ilustrado na Figura 4.2. Isso significa que as duas t-strings em questao geram qualquer ciclo
homologicamente nao-trivial dessa superficie, e assim o cédigo P(1,2, 1) codifica dois qubits
com uma otima propriedade: como ambos os ciclos geradores sao t-strings, o cédigo gerado
nessa superficie ainda vai implementar todo o grupo de Clifford transversalmente, pois tem

as mesmas propriedades essenciais dos codigos triangulares, como foi descrito na Segao 3.4.4.

Seguindo a técnica estabelecida para o crescimento do nimero de lados de poligonos,

para o terceiro caso considere um poligono de 5 lados da forma P(1,2,2). Vamos enumerar
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Figura 4.2: A string verde de homologia nao-trivial pode ser gerada pela concatenagao de

duas t-strings também homologicamente nao-triviais.[21]

os bordos a fim de facilitar a notacao, tomando o bordo azul como base e percorrendo o
poligono no sentido horario temos os bordos verdes GG; e Gy e os lados vermelhos R; e R;.
Analogamente ao que foi considerado no caso do poligono de quatro lados, existem ao todo
seis ciclos de homologia nao-trivial: um verde (gi2) que inicia em G; e finaliza em G5, um
vermelho (r13) que inicia em R; e finaliza em Ry além de quatro t-strings, (711, T2, To1, T2o)
onde denotamos por 7Tj; a string que inicia no bordo azul, bifurca e finaliza nos lados G; e

R;, como ilustrado na Figura 4.3.

LA K |
wee

Figura 4.3: Strings homologicamente nao-triviais em um poligono de 5 lados[21]

Novamente, apesar de termos seis possibilidades de strings de homologia nao-trivial, al-
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gumas dessas strings podem ser geradas pelas outras. Observe as seguintes relagoes:

T+ 15 = 12 o T+ Thio =119 . (4.1)

Tia+ T2 = g12 Ty + T =119
Podemos observar que, assim como no caso anterior, as strings diretas de uma tnica cor
podem ser geradas por t-strings. Além disso, podemos também gerar uma t-string em funcao
de outras. Por exemplo, do primeiro sistema temos que Ty, + 15 = Tio + T o que implica
que 111 + 151 + To = Ths, conclusao essa que seria idéntica ao que chegariamos pelo segundo

sistema.

Portanto, das seis classes de homologia nao-triviais, temos que apenas trés delas geram

todas as outras, neste caso 141, T2, To;.

Claramente poderiamos ter escolhido uma outra combinagao de geradores, inclusive al-
guma combinag¢ao que incluisse uma ou mais strings diretas, porém uma escolha apenas com

t-strings é melhor para os nossos propositos.

Generalizando a ideia tem-se o seguinte resultado:

Teorema 4.1. Seja um poligono com n+m++1 lados comn = m oum = n-+1. Entao pode-
se gerar o cddigo P(1,m,n) que codifica (m+mn—1) qubits de modo que os qubits codificados

sao sempre representados por t-strings.

O fato de m = n ou m = n + 1 nos garante que é possivel que o poligono seja construido
sem que lados adjacentes tenham a mesma cor. Se tivermos no caso m = n, estamos em um
poligono com um nimero impar de lados, assim posicionamos como “base”o lado de cor azul
(que s6 tem um). De um dos vértices dessa aresta parte uma sequéncia de n arestas cujas
cores alternam entre verde e vermelha, iniciando pela vermelha. Do outro vértice do lado azul,
parte uma outra sequéncia de arestas cujas cores alternam entre vermelha e verde, iniciando
pela verde. Como ambas as sequéncias tem o mesmo nimero de arestas e comegaram com
cores diferentes, entao elas terminam com cores diferentes, e entao estes dois ultimos lados

de cada sequéncia se unem fechando o poligono.

Se tivermos m = n + 1, estamos em um poligono com numero par de lados. Novamente

comecamos posicionando o lado azul como base. De cada um dos vértice do lado azul
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partird um sequéncia de n arestas, ambas as sequéncias iniciando com o lado verde. Se n
for par, existe o mesmo numero de arestas vermelhas e verdes em cada sequéncia e ambas
terminam com a cor vermelha, assim usamos o ultimo lado verde para conectar essas duas
arestas vermelhas para fechar o poligono. Se n for impar existe uma aresta verde a mais que
vermelha em cada sequéncia de arestas, e ambas as sequéncias terminam com a cor verde.
Usamos entao a ultima aresta vermelha conectando essas duas ultimas verdes para fechar o

poligono ficando oposta a aresta azul.

Em relagao ao nimero de qubits codificados, vamos utilizar a mesma estratégia utilizada
no poligono de 5 lados. Tomando o bordo azul como base e percorrendo o poligono no sentido
hordrio temos os bordos verdes (Gy, ..., Gy,) € os bordos vermelhos (R, ..., R,). Denotemos
por (g;;) a string verde que inicia no bordo G; e termina no bordo G; e por (r;;) a string
vermelha que inicia no bordo R; e termina no bordo R;. Note que g;; = gj; e r;; = rj. Temos
também as t-strings (7};), que s@o strings que iniciam no bordo azul e terminam nos bordos
GZ' (§] Rj.

Novamente, como foi realizado no poligono de 5 lados, observando que as strings podem
ser geradas pelas t-strings, podemos contruir sistemas a fim de encontrar nossos geradores

do grupo estabilizador do cédigo. Partindo do bordo Gy, temos os seguintes sistemas:

( ( (
T+ 151 = gi2 Ty + T3 = g3 Ty +Twm1 = Gim
Tio+ T =g12 Tho+ T3 = 13 Tio + T2 = gim
\ Ty + Ton = gi2 \ Ty, + 15, = g13 \ Ty + Ton = Gim

Para o bordo Gy obtemos os sistemas:

/

4 (
To1 + T3 = go3 Tor + Ty = goa T51 + T = 9om
Too + T39 = go3 Tho + Tho = goy T + T2 = gom

L T2n + T3n = g23 T2n + T4n = g24 L TQn + Tmn = Jom
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E assim por diante até o bordo G,,_1:

p

T(mfl)l + T = 9(m—-1)m
T(m—1)2 + T = Jim—-1)m

T(mfl)n + Ton = 9(m—1)m

\

Fazendo o mesmo processo para as strings vermelhas. Partindo do bordo Rj:

4 ( 4
T+ Ty =112 Th + T3 =13 Ty +Ti, = 1im
To1 + 1oy = 112 _ To1 +Th3 = 119 To1 + 15, = 11p
\ Tong + Tong = 112 \ Toa + Tz = 113 \ Tog + Do = T1n

Para o bordo Rj:

( ( (

Tho + Th3 = 193 Tio + Ty =194 Tio + Ty = 1oy
Too + T3 = 1oz _ Tog + Ty = 194 ) Too + Toy = 12y
\ Tino + Tz = 723 \ Tino + Tipa = 124 \ T2 + Tn = Top

E assim por diante até o bordo R,,_1:

(

Tl(nfl) + Ty, = T(n—1)n
T2(n—1) + 15, = T(n—1)n

Tm(nfl) + Lo = T(n—1)n

\

Considere o primeiro conjunto de sistemas, os sistemas resultantes das strings que partem

do bordo GG;. Para o primeiro sistema, em cada uma das linha podemos obter as equagoes:

Toy =Ty + 1o + Tho

Tos =Ty + Toy + T3

Ty, =T + 15 + Ty,
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Logo,
ng == Tll -+ T21 -+ le (42)

onde 7 = 2,...,n. Para o segundo sistema, em cada uma das linhas podemos obter a equacao:

Tso =Ty + 151 +Tio

Tz =T + 151 + T3

Ts, =T + T5 + Ty,

Assim,

Ts; =T + 15 + T, (4.3)

onde j = 2,....,n. Obtemos uma expressao semelhante para cada um dos restantes sistemas.

Portanto, obtemos as equagoes:

To; =T + 1o + T

Ts; =T + T3 + T

Ty = Thy + Ty + Ty
Ou seja,
Ty =T + Ty + Ty, (4.4)

onde i =2,....me j=2 .. n. Além disso, temos que se i = 1, temos
Ty =T+ Ty + Ty =T (4.5)

e, se 7 =1, temos

Ty =Tn+Th+Thn =1T;. (4.6)

Portanto, podemos gerar qualquer uma das t-strings usando a equacao 4.4. Dessa forma,
temos que as t-strings (11, T1a, ..., Tin, To1, T31, ..., Tin1) geram todas as t-strings e o cédigo

codifica m +n — 1 qubits.
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4.1 Nova familia de cédigos coloridos

Nesta segao focaremos na construcao dos cédigos do tipo P(1,2,1). Estes cddigos possuem

as mesmas propriedades dos cédigos triangulares, mas apresentam melhores parametros.
Iniciamos considerando um quadrildtero e usamos a tesselagao semirregular {4, 8,8}. No

exemplo da Figura 4.4 usamos um retangulo de medidas (2 + v/2) x (1 + v/2) e os poligonos

da tesselacao possuem lados 1 gerando, assim, um parametro [12,2, 3].

Figura 4.4: Cédigo P(1,2,1), com parametros [12,2,3], gerado pela tesselacao {4,8,8} em
um quadrilatero. Destacamos uma t-stirng com distancia de cédigo minima, com os suportes

em amarelo.[21]

Comparando este cédigo com o cédigo triangular em [4] podemos ver que ambos tem
distancia 3, mas a taxa de codificacao de P(1,2,1) é é enquanto no triangular temos uma

taxa de codificacao de %

Aumentando tanto a largura e o comprimento do retangulo por 2++/2 a distancia minima
do cédigo vai aumentando de 2 em 2. Entao é possivel ter um controle de quantos qu-
bits o cédigo contem. A Figura 4.5 exemplifica dois desses passos. Assim, seguindo esse
procedimento conseguimos gerar uma familia de cédigos do tipo P(1,2,1) com parametros

[8m? +2m +2,2,2m + 1], m > 1.

Comparando com o cédigo triangular (3.11), o cédigo P(1,2,1) da familia descrita acima

1

com a mesma distancia minima é de [138,2,9], cuja taxa de codificagao é g5 enquanto que

1

a taxa de codificagao do triangular ¢ =,

mostrando que o uso dos cédigos poligonais pode
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Figura 4.5: Cédigos poligonais do tipo P(1,2,1), com parametros [38,2,5] e [80,2,7], gerado
pela tesselacdo {4, 8,8} que pertencem a familia de cédigos [8m? + 2m + 2,2, 2m + 1].[21]

apresentar uma melhoria com relacao aos cédigos triangulares.



CONSIDERACOES FINAIS

Concluimos que os c6digos coloridos poligonais apresentados em [21] apresentam uma melho-
ria com relagao aos c6digos coloridos triangulares apresentados em [4], pois além de conse-
guirmos aumentar o nimero de qubits codificados sem perder a propriedade de implementar
todo o grupo de Clifford, conseguimos também melhorar a taxa de codificacao do cédigo,

como visto na Secao 4.1.

Destacamos ainda que ja esta sendo realizado um estudo para uma possivel continuacao
a ser realizada no doutorado, onde o professor Eduardo Brandani da Silva, o aluno Evandro
Mazetto Brizola e eu, ja iniciamos estudos relacionados a ruidos quanticos para que possamos

adentrar na parte de decodificacao quantica.
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