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RESUMO

Neste trabalho provamos a existéncia e unicidade de solugao e fornecemos taxas de
decaimento uniforme para a energia associada a equacao da onda com condigoes de fronteira

do tipo Cauchy-Ventcel dada por

u — Au+ a(z)g(uy) =0 em  x ]0,00],
dyu— Ar,u=0 em I'; x ]0,00],
u=0 em Iy x ]0,00],
u(z,0) = u’(z), w(z,0)=u'(x), z€Q,

onde €2 é um dominio limitado do R™,n > 2, tendo uma fronteira suave I' = 0f2, tal que
I' =Ty UT'y; sendo I'y, I'y subconjuntos nao-vazios, fechados e disjuntos de I'. Denotamos
por Ar, o operador Laplace-Beltrame em I'y e por 9, a derivada normal, onde v é a normal

unitdria exterior a .



ABSTRACT

In this work we prove the existence and uniqueness of solution and we establish the
uniform decay rates for the energy associated to the wave equation with Cauchy-Ventcel

boundary conditions given by

uy — Au+ a(z)g(u) =0 in Q x 0,00,
dyu— Ar,u=0 on I'y x 0,00,
u=20 on 'y x ]0, 00,
u(z,0) = u’(z), w(z,0)=u'(x), z€Q,

where €2 is a bounded domain of R™, n > 2, having a smooth boundary I' = 02, such
that I' = I'g U I'y; with I'g, I} being nonempty, closed and disjoint. We denote by Ar, the
Laplace-Beltrame operator on I'y and by 0, the normal derivative, where v represents the

unit outward normal field to T'.



SUMARIO

Introducao 11
1 Preliminares 15
1.1 Distribuigoes e Espacos Funcionais . . . . . .. ... ... ... .. ... 15
1.1.1 Nocao de Derivada Fraca . . . . . ... ... ... ... ......... 15

1.1.2 Os Espagos LP(Q2) . . . . o o oo v it i 17

1.1.3 Convolucao e Regularizacao . . . . . . . . ... ... ... ... ... 22

1.1.4 Espagos de Sobolev . . . . . . ... 23

1.2 Espacgos Funcionais a Valores Vetoriais . . . . . ... ... ... ... ..... 29
1.3 Teoriade Trago . . . . . . . . . . o e 34
1.3.1 Trago em L2(0,T; H™()). o« v v v v e e e e e 37

1.3.2 Tragoem H N0, T; H™()) « v v v v oo e e e 38

1.4 Teorema de Carathéodory . . . . . . . . . . ... .. ... .. .. ... ... 40
1.5Topologia Fraca - o(FE, E') e Topologia Fraco x -o(E', E) . . . ... . ... ... 41
1.6 Teoria Espectral . . . . . . . . . .. 43

1.7  Operadores Maximais Mondétonos e Operadores Dissipativos . . . . . .. . .. 44



SUMARIO 9
1.7.1  Operadores Maximais Monotonos em Espacos de Banach . . . . . . .. 45

1.7.2  Subdiferencial de Fungoes Convexas . . . . . . . . . .. ... ... ... 45

1.7.3 Operadores Dissipativos . . . . . . . . . . . .. ... ... ... ... 47

1.7.4  Operadores Maximais Mono6tonos em Espagos de Hilbert . . . . . . .. 47

1.8 O Teorema de Holmgren . . . . . . . .. .. .. . ... .. 49
1.9 O Gradiente Tangencial e o Operador Laplace-Beltrame . . . . . . . ... ... 49

2 Existéncia e Unicidade de Solucao 53
2.1 Introducao . . . . . . . L 53
2.2 Existéncia de Solucao via Método de Faedo-Galerkin . . . . . . . .. .. ... 55
2.2.1 Solugao Regular . . . . . . . . ... 55

2.2.2 Solucao Fraca . . . . . . . ... 83

2.3 Existéncia e Unicidade de Solugao via Teoria de Semigrupos . . . . . .. ... 90
2.3.1 Existéncia e Unicidade de Solucao Regular . . . . . . . ... ... ... 90

2.3.2 Existéncia e Unicidade de Solucao Fraca . . . .. ... ... ... ... 100

24 Apéndice . . . .. e 102
241 OBEspaco HL (Q) . . ... ... 102

242 O Espago H2(Q)NV . . . o 105

2.4.3 Identidade de Energia . . . . . . ... ... L. 106

3 Estabilizacao 118
3.1 Imtroducao . . . . . . . .. 118
3.2 Provado Teorema 3.1 . . . . .. .. .. 120



SUMARIO 10

3.2.1 O Método dos Multiplicadores . . . . . . . ... ... ... ....... 121
3.2.2 Analise dos Termos de Fronteira . . . . . . . . . . . . . ... .. .. 127
3.2.3 Conclusao do Teorema 3.1 . . . . . . . . . . ... 157

Bibliografia 163



INTRODUCAO

Esta dissertacao tem como objetivo apresentar de maneira didatica e pormenorizada
os resultados publicados em Cavalcanti et al. [9]. Neste trabalho os autores estudaram
existéncia e unicidade de solugao bem como obtiveram taxas de decaimento uniforme para
a energia do sistema, quantificadas por solucoes de uma certa equacao diferencial ordinaria
nao-linear que depende da dissipacao; da seguinte equacao da onda sujeita a condigoes de

fronteira do tipo Cauchy Ventcel:

u — Au+ a(z)g(uy) =0 em Q x |0, 00],
Oyu — Ap,u =0 em 'y x |0, 00],
g 10,00l (0.1)
u=>0 em [y x 0,00,
u(x,0) = u’(z), u(z,0)=ul(x); xeq,

onde €2 é um dominio limitado do R™, n > 2, com fronteira regular 090 =T" = 'y UT'y, tal que
I';,7 = 0,1, sao subconjuntos nao-vazios, fechados e disjuntos de I'. Denotaremos por V o
gradiente tangencial em I', por Ar o operador Laplace-Beltrame em I' e por 0, a derivada

normal, onde v representa o campo de vetores normais unitarios exteriores a I'.

Existem intimeros resultados relacionados a equacao da onda sem o termo de fron-
teira Ar,u. A condi¢do Cauchy-Ventcel sobre I'y em (0.1) surge quando modelamos corpos
vibrantes com fronteira de fina espessura porém com alta rigidez. Tal sistema foi investigado
primeiramente por Lemrabet [27, 28] e depois por Lemrabet e Teniou [29]. Em [29] os autores

provam a existéncia e resultados de regularidade para o caso quando a dissipagao g é linear.

Bey et al. [2] e Hemmina [17, 18] estudaram a estabiliza¢ao na fronteira para sistemas
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elasto-dinamicos lineares e isotropicos e equagoes da onda com condicoes do tipo Ventcel. Em
[17], Hemmina mostra que em condigoes de fronteira dinamicas e em dominios “star-shaped”,
o sistema de elasticidade com condigoes Ventcel é exponencialmente estavel; [17] também
fornece um contra-exemplo demonstrando que se a = 0 em (0.1) ent@o a energia deste sistema

nunca decai exponencialmente, mesmo se a dissipagao é aplicada em toda a fronteira.

As dinamicas condigoes de fronteira Ventcel foram estudadas por Khemmoundj e
Medjden [21]. Estes resultados foram recentemente estudados por Cavalcanti, Khemmound;]
e Medjden [10] para operadores lineares A e Ar com coeficientes varidveis (no entanto ainda
para dominios star-shaped) empregando as novas estimativas de energia combinadas com os

métodos de geometria Riemanniana devido a Lasiecka, Triggiani e Yao [25, 20].

Outro trabalho recente de Kanoune e Mehidi [19] estabelece taxas de decaimento de
solucoes para uma equacao da onda semi-linear com condicao de fronteira do tipo Cauchy-
Ventcel, sem restricoes geométricas, entretanto, com uma dissipacao linear que é efetiva
numa vizinhanca de toda a fronteira. Além disso, gostariamos de mencionar os trabalhos de
Littman e Taylor [32], e Hansen e Zuazua [16] que estudam a estabilizacao na fronteira de

uma equagao da onda unidimensional.

Neste trabalho, apresentamos uma abordagem didatica do artigo dos autores Ca-
valcanti, Domingos Cavalcanti, Fukuoka e Toundykov [9], cujos principais objetivos sao: (i)
provar que o efeito localizado do feedback dissipativo nao-linear a(x)g(u;) é forte o suficiente
para garantir a estabilidade exponencial do sistema; (ii) enfraquecer consideravelmente as

hipdteses padrao no suporte da dissipacao.

A maioria dos resultados nesta direcao lidam com dominios “star-shaped” como na
Figura 0.1. A fim de apresentar os resultados e métodos de forma mais clara possivel, os
autores restringem-se a este tipo de dominio. Porém, a técnica apresentada é valida para

dominios mais gerais (ver Figura 0.2).

Seja f : © — R uma funcdo regular. Definamos w; como sendo uma vizinhanca de
I'; contida em Q e subdividamos a fronteira 'y em duas partes: T = {x € T'p;0,f > 0} e

[Lo\ls. Agora, seja wy uma vizinhanga de T contida em 2, tal que wy Nw; = 0. Provaremos
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que se a(x) > ag > 0 no subconjunto aberto

w* = wyUuw;

e se g é mondtona crescente tal que k|s| < |g(s)] < K|s| para |s| > 1, entdo a taxa de decai-
mento uniforme da energia é assegurada. Uma simples seccao do dominio com a vizinhanca

w* = wp Uw; estd representada na Figura 0.1.

Figura 0.1: w; is a neighbourhood of I'; while wy is a neighbourhood of TF,
where I' = {x € 'p; 0, f > 0}.

Figura 0.2: w; is a neighbourhood of I'; while wy is a neighbourhood of TF,
where I'§ = {z € T'9; 0, f > 0}.
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A estratégia utilizada para provar o resultado acima é fazer uso de multiplicadores
apropriados de modo a obter a desigualdade de observabilidade, empregando, por exemplo, os
métodos semelhantes aos utilizados em [7, &] combinados com novos “ingredientes” técnicos.
Os multiplicadores apropriados seriam, grosseiramente falando, dados por Vf -Vu onde
f : Q — R é uma funcio regular e estritamente convexa cuja construcio serd feita no

capitulo 3.

A organizacao desta dissertacao é a seguinte: no capitulo 1 apresentaremos algumas
notacoes e resultados basicos, necessarios ao longo de todo o tabalho; no capitulo 2 provare-
mos a existéncia e unicidade de solucao para o problema dado utilizando dois métodos: o
método de Faedo-Galerkin e a Teoria de Semigrupos; e no capitulo 3 estabeleceremos taxas

de decaimento para a energia associada ao sistema.



CaApiTULO 1

Preliminares

1.1 Distribuicoes e Espacos Funcionais
1.1.1 Nocao de Derivada Fraca

No estudo de problemas descritos pelas equacoes diferenciais parciais cujos
dados iniciais nao sao regulares o suficiente para possuirem derivada no sentido classico,

faz-se necessaria a introducao de um novo conceito de derivada.
Para entendermos tal conceito necessitamos de algumas definigoes:
1°) Espago das fungoes testes

Dados a = (a1,a9,...,0,) € N" e x = (21,29,...,2,) € R", representaremos por

D% o operador derivagao de ordem « definido por

olel

D =
axlalaxf‘? . axno‘n ’

onde |a| = > ;. Se a = (0,0,...,0), define-se Du = w.
i=1

Seja 2 um aberto do R™. Denotaremos por C§°(€2) o conjunto das fungoes ¢ :
? — K (onde K = R ou K = C) que sao infinitamente diferencidveis em Q e que tem

suporte compacto, onde suporte ¢ é o fecho do conjunto {z € Q; p(z) # 0} em 2, ou seja,

supp (p) = {x € Qi p(a) £ 0} .

Dizemos que uma seqiiéncia {p,} C C3°(Q2) converge para zero, denotando ¢, — 0,
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se, e somente se, existe um subconjunto compacto K de {2, tal que:

i) supp(p,) C K,Vv €N;

ii) D%p, — 0 uniformemente sobre K, Va € N".

Dizemos que uma seqiiéncia {¢,} C C§°(Q2) converge para ¢ C C§°(€2) quando a

seqiiéncia {p, — ¢} converge para zero no sentido acima definido.

O espago C§°(2), munido desta nogado de convergéncia, é denominado espago das

fungoes testes, e denotado por D(12).
2°) Distribuigao sobre um aberto 2 C R”

Definimos como distribui¢ao sobre Q a toda forma linear e continua em D(§2). O
conjunto de todas as distribuicoes sobre €2 é um espaco vetorial, o qual representa-se por
D'(Q), chamado espaco das distribuicées sobre 2, munido da seguinte nocio de convergéncia;
Seja (T,,) uma sucessiao em D (Q) e T € D'(£2). Diremos que T), — T em D' () se a seqiiéncia
numérica {(7,, ¢)} converge para (T, ¢) em R, ¥V ¢ € D(Q).

3°) Denotaremos por L},.(Q2) o espaco das (classes de) fungoes u : Q — K tais que

|u| é integravel no sentido de Lebesgue sobre cada compacto K de Q.

De posse destas definigoes estamos aptos a entender este novo conceito de derivada.
S. Sobolev introduziu, em meados de 1936, uma nocao global de derivada a qual denominou-se

derivada fraca, cuja construcao dar-se-a a seguir:

Sejam u, v definidas num aberto limitado 2 do R", cuja fronteira I' é regular. Supon-
hamos que u e v possuam derivadas parciais continuas em Q@ = QUT. Se u ou v se anula

sobre I', obtemos do lema de Gauss que

A expressao anterior motivou a derivada fraca dada por Sobolev: Uma funcao

uw € LL.() é derivivel no sentido fraco em 2, quando existe uma fungao
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v € L,.(Q) tal que

/Qu(x)agx(f) dx = —/Qv(x)go(x)dx, para toda ¢ € D(Q).

Embora, tal conceito de derivada tenha sido um marco na evolucao do conceito de
solucao de uma equacao diferencial, ele apresenta uma grave imperfeicao no fato que nem
toda funcao de L} .(2) possui derivada neste sentido. No intuito de sanar este tipo de
problema, Laurent Schwartz, em meados de 1945, introduziu a nogao de derivada no sentido

das distribuicoes, a qual generaliza a nogao de derivada formulada por Sobolev, como segue:
Seja T uma distribuicao sobre Q2 e a € N". A derivada de ordem « de T, no sentido

das distribuigoes, é definida por:

(DT, p) = (=1)*UT, D*p); Vo € D(9).

Verifica-se que D®T ¢é ainda uma distribuicito e que o operador

/

D :D'(Q) — D'(R), tal que a cada T associa-se DT, é linear e continuo.
1.1.2 Os Espacgos LP({2)

Seja 2 um aberto do R"™. Representaremos por LP(2), 1 < p < 400, 0 espago
vetorial das (classes de) fungoes definidas em € com valores em K tais que |u|P é integravel

no sentido de Lebesgue em (2.

O espago LP(§2) munido da norma

[ull o) = </ Ju(z Ipdw> para 1 < p < 400

||| L = supess|u(z)|, para p = +o0,
e

é um espaco de Banach.
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No caso p = 2, L*(Q2) é um espaco de Hilbert.

Teorema 1.1. (Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue) - Seja (u,)yen
uma seqiiéncia de funcgoes integrdveis num aberto 2 C R"™, convergente quase sempre para
uma fungao u. Se existir uma fungdo vy € L (Q) tal que |u,| < vy quase sempre, Vv € N

entao u € integravel e tem-se
/ u= lim [ u,.
Q v—00 /O
Demonstragao: Ver [33].

Teorema 1.2. (Lema de Fatou) - Seja (u,),en uma sucessao de fungoes integraveis e nao
negativas que converge quase sempre para uma fungao w. Se liminf, . [qu, € finito, entao
u € integrdvel e tem-se

/u < liminf [ wu,.
Q

V—00 [9)

Demonstracao: Ver [33].

Proposigao 1.1.1. Se u € L*(Q) entdo as integrais indefinidas de u sao funcoes absoluta-

mente continuas.

Demonstracao: Ver [33].

Proposicao 1.1.2. (Desigualdade de Young) - Sejam 1 < p,q < oo tal que

1 1
—-+-=1¢ea,b>0. Entao

p q
a? b

ab < — + —.
p q

Demonstragao: Ver [3].

Proposicao 1.1.3. (Desigualdade de Minkowski) - Sejam 1 <p < oo e f,g em LP(Q),

entao

1f +glle) < 1fllze) + 9llze )

Demonstracao: Ver [33].
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Proposicao 1.1.4. (Desigualdade de Holder) - Sejam uw € LP(Q2) e v € L) com

1 1
1<p<ooe=+-=1. Entiouww € L'(Q) e temos a desigualdade
p q

. ] < el ony oo

Demonstragao: Ver [3].

Observagao : Em L?(2) a Desigualdade de Hélder é conhecida como Desigualdade

de Schwarz.

Segue como corolario da proposigao anteiror o seguinte resultado:

Corolario 1.1.4.1. (Desigualdade de Hélder generalizada) - Sejam fi1, fa, ..., fi fungoes,
1 1 1 1
tais que f; € LPi(Q), p; > 1,1 <i<k, onde —+—+...+4 — =—¢

1
- < 1. Entao o
P P2 Pk p P
produto f = fifa... fr € LP(Q) e

1 fllzey < Ifilleer @l follzee ) - - - 1kl zow @)

Proposicao 1.1.5. (Desigualdade de Interpolagao) - Se u € LP(Q2) N LI(Q) com 1 <

p < q< oo entiou € L (Q) para todo p <r < q e se tem a desigualdade

lull ey < Nl ooyl oty

1 6 1-46
onde 0 < 0 <1 verifica — = — + ——.
r p q

Demonstragao: Ver [31].

Proposicao 1.1.6. (Desigualdade de Jensen) - Seja B um hipercubo do R"™, entdo para

toda funcao concava F e toda funcgao integrdvel g € L*(B), teremos

F (meall(B) /Bg(:c)d:c> = me;(B) /B Flg(x))de

Demonstragao: Ver [38].
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Além dos resultados acima, temos que:

(i) LP(Q) é reflexivo para todo 1 < p < +00;
(ii) LP(Q) é separavel para todo 1 < p < 400;
(iii) D(©?) tem imersao continua e densa em LP(2) para todo 1 < p < 4o00;

(iv) Se (fn) ¢ uma seqiiéncia em LP(Q2) e f € LP(Q) sao tais que || f, — f|lzr(@) — 0 entdo

existe uma subseqiiéncia (f,, ) tal que f,, () — f(z) quase sempre em (2.

Teorema 1.3. (Teorema da Representagao de Riesz) - Sejam 1 < p < 400, ¢ €

/ 1 1
(LP(Q2)) com — + — = 1. Entdao existe uma unica u € L1(Q), tal que
qg P
(p.0) = [ ulao(e)de, Vo € L2(9) e lull o) = 19l gy

Demonstragao: Ver [3].
Quando p = oo, temos:

Proposigao 1.1.7. Seja ¢ € (Ll(Q)),, entao existe uma unica u € L>®(Q) tal que

(p,v) = /QU(JS)U(:C)CZJ:, Yo € LY(Q) e [Jull gy = ol (11 ey -

Demonstracao: Ver [3].

p
loc

Denotaremos por L (), 1 < p < +o0o o espago das (classes de) fungoes
u: Q — K tais que |ulP é integrdvel no sentido de Lebesgue sobre cada compacto K de
Q2 munido da seguinte nogao de convergéncia: Uma sucessao u, converge para u € L () se

loc

para cada compacto K de () tem-se:

pr (U, —u) = </K luy (x) — u(az)\pdx>; — 0.

Lema 1.1.1. (Lema de Du Bois Raymond) - Seja u € L},.(Q), entio T, = 0 se, e

somente se, u = 0 quase sempre em ), onde T, € a distribuicao definida por (T,,p) =



1.1 Distribuicoes e Espacos Funcionais 21

Jou(z)p(x)dz, Vo € D(N).

Demonstragao: Ver [7].

Deste lema tem-se que 7T, fica univocamente determinada por u € L}, (), isto ¢, se

u,v € L} (), entao T, = T, se, e somente se, u = v quase sempre em 2.

Proposigao 1.1.8. Seja (u,),en C L7 (), 1 < p < +o0, tal que u, — u em L (), entdo

loc
u, — u em D'(Q).

Demonstracao: Ver [5].

Lema 1.1.2. (Lema de Gronwall) - Sejam z € L>=(0,T) e f € L*(0,T) tais que z(t) > 0,

f(t) > 0 e seja ¢ uma constante nao negativa. Se

£l8) < e+ /Otz(s)f(s)ds, vt € [0, 7],

entao

Demonstragao: Ver [1].

Lema 1.1.3. (Lema de Lions) - Seja (u,) uma sucessao de fungdes pertencentes a LI(Q)

com 1l < q<oo. Se

(i) w, — u quase sempre em Q,
(i) [luvllra@) < C, Vv €N,
entdo, u, — u fraco em LI(Q).

Demonstracao: Ver [31].

Teorema 1.4. (Teorema da Média) - Seja f : (a,b) — X, onde X € um espago de

Banach, uma fungao continua. Para todo t € [a,b] tem-se

Sl gtk
lim E/t f(s)ds = f(t).

h—0
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Demonstragao: Ver [15].
1.1.3 Convolugao e Regularizacao

Em toda esta se¢ao consideremos ) = R™. A prova de todos os resultados desta

segao podem ser encontrados em Brezis [3].

Definigao 1.1.1. Sejam f € L'(R") e g € LP(R"), com 1 < p < +o0. Definimos a

convolugao de f por g por

(fxg)@) = [ fla=y)gl)dy.

Teorema 1.5. Nas condi¢oes da defini¢ao 1.1.1 temos

(fxg)e LP(R") e [[f*gllee < [ Fllcrllglle-

Notagao: Dada uma funcao f denotamos f(x) = f(—x).
Proposigao 1.1.9. Sejam f € LY(R"), g € LP(R") e h € LY(R"), com 1 < p < 400 e

% + % = 1. Entao se verifica

An(f*g)hzfng(f*h)-

Proposigao 1.1.10. Sejam f € L*(R") e g € LP(R"™). Entao

supp (f *g) C supp f+ supp g.

Proposigao 1.1.11. Sejam f € C¥(R™) e g € L. .(R") (k natural). Entio (f *g) € C*(R")
e vale a formula de deriva¢ao

D*(f g) = (D"f) *g.
Em particular, se f € Cg°(R") e g € L},.(R"), entdo (f * g) € C°(R").

loc

Defini¢ao 1.1.2. Denominamos sucessdo reqularizante a toda sucessao {pp}nen de fungoes
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tais que

1
pn € CO(R™),  supp p, C B(0,—), / pn(x)dr =1, p, >0 em R".
n

n

Proposicao 1.1.12. Seja f € C(R™). Entao (p,*xf) — f uniformemente sobre todo compacto
de R™.

Proposicao 1.1.13. Seja f € LP(R") com 1 < p < oo. Entao (p, * f) — f em LP(R").
1.1.4 Espacos de Sobolev

Seja 2 um aberto do R", 1 < p < 4+oocem € N. Se u € LP(Q2) sabemos que u possui
derivadas de todas as ordens no sentido das distribui¢oes, mas nao é verdade, em geral, que
D%u seja uma distribuicao definida por uma fungao de LP(Q2). Quando D“u é definida por
uma funcao de LP(2) defini-se um novo espago denominado espaco de Sobolev. Representa-se
por W™P(€) o espago vetorial de todas as fungoes u € LP(€), tais que para todo |a| < m,

Du pertence a LP()), sendo D*u a derivada no sentido das distribuigdes.

O espago W™P(€2) munido da norma

B =

[t mp = ( Z /Q\Dau\pd:c> , paral < p < oo,
|| <m

wllmoe = > supess|D%u(z)|, parap = oo

|o<|§m e

¢ um espaco de Banach.

Representa-se W™2(Q)) = H™(Q) devido a sua estrutura hilbertiana, ou seja, os

espagos H™(2) sao espagos de Hilbert.

Sabemos que C§°(€2) é denso em LP(f2), mas nao é verdade que C§°(£2) é denso em
W™P(Q) para m > 1. Motivado por esta razao define-se o espago Wy"" () como sendo o

fecho de C§°(§2) em W™P(Q), isto é,
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W'm,p(Q

e —we ).

Observacao: Quando 2 é um aberto limitado em alguma direcao z; de R e 1 <

p < oo consideramos Wy (2) munido da norma

B =

Jull = (|Z- /Q\Dauu)wx)

que é equivalente a norma ||u||,,-

1 1
Suponhaquel <p < ooel < g < oo tal que —+— = 1. Representa-se por W~"-4(Q))
b q
o dual topoldgico de Wy™*(2). O dual topoldgico de HJ*(€2) denota-se por H™(12).

Prosseguindo nas defini¢coes dos espacos que utilizaremos ao longo deste trabalho,
vamos caracterizar os espagos H*(Q2), s € R. Para isso consideremos S = {p € C>°(R");

| 1|i|rn p(z)D%p(z) = 0, para todo polinémio p de n varidveis reais e & € N"} o espago das

funcoes rapidamente decrescente no infinito, S o dual topoldgico de S e para cada funcao

u € L'(R") a transformada de Fourier de u definida por

ifa) = 2m)F [ e uly)dy,

n

onde (z,y) = ijyj.
j=1

Definimos, para todo s € R,
H®RY) = {ue S (1+|le]?)ia e L2R)],
munido do produto interno

(u, V) s (mny = /Rn(l + ||z||?)*0(z)d(z)dx.

Prova-se que H*(R"™) com o produto interno descrito acima é um espago de Hilbert.
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Além disso, se s > 0 temos que H*(R") = (H*(R")) e H*(R") — L*(R") — H~*(R").

Diremos que o aberto ) é bem regular se sua fronteira I' é uma variedade de classe

C* de dimensao n — 1, €2 estando localmente do mesmo lado de T'.
Seja €2 um aberto bem regular do R", ou o semi-espaco R”. Consideremos a apli-
rqg: LA(R") — L*Q)
u — ulg

que leva u na sua restricao a 2. Entao rq é uma aplicacao linear e continua. Além disso,
para todo a € N”, tem-se,

D%(ra(u)) = ro(D%)

no sentido das distribui¢oes. Decorre dai que para todo m € N a aplicagao

ro : HMR") — H™(Q)

u = ulg

é continua. Assim, para s > 0 temos que

H*(Q) = {ulo; v e H*(R")}

e
H(Q) = (H:(Q)) onde Hi(Q) =Dy .
A fim de definirmos uma topologia para H*({2) consideremos o seguinte espago de
Banach
Hs(R"
ker((m; ={v+ker(rq);ve H*(R")} ={[v];v € H*(R")}

munido da seguinte norma

[|[V]]] = inf{[|w]

peiny; € o]} = if{Jlw sy w € v+ ker (ra)}.
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Por outro lado, para cada v € H*(R™) temos

{we H*(R");w € v+ ker(rq)} = {w € H*(R"); rq(w) = ro(v)}.

Logo,

V][] = inf{[|]

ey € [1]} = {w € HP(R"); ra(w) = ra(v)}.

Diante disto, face a sobrejerividade de rq, podemos definir

[ul| @) = lIrevl|ms@) = [|[V]|| s @) jxer (rg) = I ]|w]| s @n); T (w) = u}.

Mudido desta norma, para todo s > 0, H*({2) é um espago de Hilbert. Além disso,

se m € N, as normas

N

[ellm,2 = ( > /QIDC“UPdI) e ||ullm@) = nf{[|w][mm@n); ro(w) = u},
| <m

sdo equivalentes em H™((2).

Proposigao 1.1.14. Para todo s > 0, D(Q) € denso em H*(12).

Demonstracao: Ver [5].

Proposigao 1.1.15. Se 0 < s; < sy entao H**(Q2) — H*(Q)), onde — designa a imersao

continua de um espaco no outro.

Demonstracao: Ver [5].

Teorema 1.6. (Imersao de Sobolev) - Seja Q@ um aberto do R", entdo

H™(Q) — C*(Q), sem > g+ k.

Demonstracao: Ver [5].
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Lema 1.1.4. Seja 2 um aberto do R™ de classe C*. Sejam si1,S, e s3 numeros reais tais

que

S1 > S9 > S3.

Entao, para todo n > 0 existe uma constante C(n) tal que

mesQ),  Yu € H(Q).

1wl 752 @) < Mllull g @) + C(n)]|ul

Demonstragao: Ver [30].

Proposicao 1.1.16. Sejam 2 um conjunto aberto do R™, de classe C™, com fronteira lim-

itada e m um wnteiro tal que m > 1, e 1 < p < oco. FEntao temos as segintes imersoes

continuas:
1 1 1

se — — 150 entdo Wmr(Q) — L1(Q), onde — = — — @,
p n qg p n
I m .

se — — — =0 entao W™P(Q) — L1(Q), Vq € [p, +o0],
p n
1

se — — <0 entdo WmP(Q) — L>(9Q).
p n

Demonstracao: Ver [5].

Teorema 1.7. (Teorema de Rellich Kondrachov) - Seja Q2 um subconjunto aberto lim-
itado do R™, Q de classe C* e 1 < p < co. Entdo

1 1
se p <mn entao WHP(Q) < L1(Q), Vq € [1,p*], onde — = — —
rrp

1
n’

se p=mn entao W'P(Q) < LY(Q), Vq € [1,+00],

se p=n entao WP(Q) < C(Q).

Demonstracao: Ver [5].

Notagao: <% indica imersao compacta.

Proposicao 1.1.17. (Desigualdade de Sobolev, Gagliardo, Nirenberg) Se 1 <p < n,

entao

WHP(R") C LP*(R™),
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1 1 1
onde p* vem dado por — = — — — existe uma constante C' = C(p,n) tal que

px p n

||U,||Lp* < C”VUHLP Yue Wl’p(Rn).

Demonstracao: Ver [3].

Teorema 1.8. Quando n > 2 temos a inclusao H'(R™) — LP(R™) para todo p satisfazendo

1 1 1
2 < p<p, ondep é dado por: — = = — —.
p 2 n

Demonstragao: Ver [12].

Teorema 1.9. (Férmula de Gauss e a Féormula de Green) - Seja Q um aberto limitado

bem regular do R"™. Se u,v € H'(Q), entao para 1 < i < n temos que

ov ou
Quazi de = — /Q ainvd:zc + /F(%u)(%v)yidr’

onde v = (v1,Vs,...,V,) e v denota o vetor normal unitdrio exterior a I.

Seu e H*(Q) ev e HYQ), temos a férmula de Green:

/Vqudx: —/ Auvdx—i—/vaudﬂ
Q Q r Ov

Demonstracao: Ver [5].

Teorema 1.10. (Férmula de Green generalizada) - Para todo u € H'(Q)e v € H'(Q),

tem-se

(A, v)12(0) + (Vu, Vo) r20) = (1% %09) -3 1y rh oy

onde I' = 0f).

Demonstracao: Ver [J].

Proposicao 1.1.18. (Regularidade dos problemas elipticos) - Seja Q@ um aberto de
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classe C* com fronteira T limitada. Sejam f € L*(Q) e u € Hy (), verificando

/QVUVQD—l—/SZu@:/Qfgo, Yo € Hy(Q).

Entao, u € H*(Q) e ||ullpz) < c||fll12@), onde ¢ é uma constante que sé depende de

Q. Além disso, se Q é de classe C™? e f € H™(Q), entdo u € H™2(Q) com ||ul| gm+z) <

cll fllam); em particular, se m > % entio u € C*(Q). Ainda, se Q é de classe C™ e
f € C>®(Q), entdo u € C=(Q).

Demonstracao: Ver [3].

Proposigao 1.1.19. Seja I =|a,b| limitado ou ndo. Sejam G € C'(R) tal que G(0) =0 e

u € WhP(I),1 < p< +oo. Entao Gou e WhHP(I) e

(Gou) = (G ou)u.
Demonstracao: Ver [3].

1.2 Espacos Funcionais a Valores Vetoriais

Nesta secao iremos determinar os espacos em que consideradas as variaveis temporal
e espacial, os quais sao necessarios para dar sentido aos problemas de evolucao.

Sejam X um espaco de Banach e a,b € R.

O espaco LP(a,b; X), 1 < p < +o0, consiste das fungoes (classes) mensurdveis sobre

[a,b] com imagem em X, ou seja as fungoes u : (a,b) — X, tais que

b P
ol o o) = (/a Hu(t)||§<dt> -

O espago L*™(a,b; X) consiste das fungoes (classes) mensurdveis sobre [a,b] com

imagem em X, as fungoes u : (a,b) — X limitadas quase sempre em (a,b). A norma neste
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espaco ¢ dada por

[l oo apix) := sup esslu(t)] x-

O espaco C™([a,b]; X), m = 0,1,..., consiste de todas as fungdes continuas
u: [a,b] — X que possuem derivadas continuas até a ordem m sobre [a,b]. A norma é dada

por

[l =~ max [u®(t)].

=0 t€la,b]

Sejau € L'(a,b, X). Diremos que v € L'(a,b, X) é a derivada fraca de u e escrevemos

u' = v desde que

b b
/a ¢ (tyu(t)dt = — /a S(t)u(t)dt
para toda ¢ : [a,b] = R, ¢ € C§°([a,b]).

O espago de Sobolev W1?(a, b; X) consiste de todas as fungoes vetoriais u € LP(a, b, X)

tal que u' existe no sentido fraco e ' € LP(a,b, X). Ademais,

b P
B / u(t)][% + ||/ (0)]]5dt | < oo se 1<p< oo,
|l lwo(a,p,x) = a

sup essasio ([|u(t)|[x + [[W/(8)][x) < 00 se p= oo,

Escrevemos H'(a,b; X) = Wh2(a, b; X).

Vejamos algumas propriedades desses espagos, as quais podem ser encontradas em

[47]

Proposicao 1.2.1. Sejam m = 0,1,...; 1 < p < 400; X e Y espacos de Banach sobre o
corpo K, onde K =R ou K = C. Entao:

(a) C™([a,b]; X) é um espaco de Banach sobre K.
(b) LP(a,b;X), 1 <p<+4o0 e L>®(a,b; X), sao espagos de Banach sobre K.

(c) C(la,bl; X) € denso em LP(a,b; X) e a imersio C([a,b]; X) — LP(a,b; X) € continua.
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(d) Se X é um espago de Hilbert com produto escalar (.,.)x, entio L*(a,b; X) é também

um espaco de Hilbert com produto escalar

b

(1 0) 20 = / (u(t), v(t)) xdt.

a

(e) LP(a,b; X) € separdvel, se X for separdvel e 1 < p < +o0.
(f) Se X =Y, entao L"(a,b; X) — L%a,b;Y), 1 < q<r < +4o0.
Proposigao 1.2.2. Seja u € W'P(a,b; X) para algum 1 < p < co. Entao, u € C([a,b]; X).
Lembremos que se U e ¥ sao dois espagos vetoriais topoldgicos, temos que L(U, V)
denota o espago das funcoes lineares e continuas de U em W.

O espaco das distribuicoes sobre (a,b) com imagem em X, serd denotado por

D'(a,b; X).

Logo, D'(a,b; X) = L(D(a,b); X), ouseja, é o conjunto de todas as aplicagdes lineares
e continuas de D(a,b) em X. Nogao de convergéncia em D'(a,b; X): seja S € D'(a,b; X)
logo S : D(a,b) — X é linear e se 0, — 6 em D(a,b) entao (S,0,) — (S,0) em X. Diremos
que S, — S em D'(a,b; X) se (S,,0) — (S,0) em X, VO € D(a,b). Cada elemento desse

conjunto é uma distribui¢ao sobre (a,b) com valores no espaco de Banach X.

as
A derivada E para S € D'(a,b; X), é definida como um tnico elemento deste espaco

s\ do\
<dtag0>__<57dt>7 VSOGD(C%Z))

d
A funcao S — o ¢ uma func¢ao continua de D’'(a, b; X') sobre ele mesmo.

que satisfaz,

Agora se f € L?(a,b; X) definimos f € D'(a, b; X) por

(F.0) = [ et Vo € Dia),
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A fungao de L%*(a,b; X) em D'(a,b; X) que a cada f associa f, é linear e continua, e

ainda é injetora. Portanto, identificando f com f obtemos

L*(a,b; X) — D'(a,b; X)

O espaco Li,.(a, b; X) é o espago das fungoes u tal que para todo compacto K C (a, b),

Xrxu pertence & L'(a,b; X), onde xx denota a fungao caracteristica de K.

Teorema 1.11. Seja X um espaco de Banach reflexivo e separdvel, 1 < p < 400, %—i—% =1.
(a) A cada fun¢ao v € Li(a,b; X') corresponde um tnico funcional © € Y', onde Y' =

LP(a,b; X), dado por

b
(@, ) :/a (W(t), u(t)) xdt Yu €Y. (1.1)

Reciprocamente, para cada© € Y’ corresponde exatamente uma inica fung¢ao v € L%(a,b; X')

dada por (1.1). Além disso

[ollyr = l[ollzaapx)

(b) O espago de Banach LP(a,b; X) € reflexivo e separdvel.

Demonstragao: Ver [12].

Assim, podemos identificar Y com L9(a,b; X'), pois pelo Teorema acima existe um

isomorfismo isométrico entre os dois espacos. Donde

=

q

o) = [ (0(0), ) st uvn:([nv(wu%dt)  uev: wev'

Sejam a e b dois nimeros reais, a < b, X e Y espacos de Banach com X denso em

Y e m > 1 inteiro, definamos

dm
W(a,b) == {u € L*(a,b; X); le =™ € L*(a,b; V)1,

onde u(™ ¢ neste sentido uma distribuicio em D’(a,b; X). O conjunto W (a,b) munido da
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norma

NI

lellwiasy = [1llF2px) + 1™ 2@pm]
¢ um espaco de Banach.

Denotaremos por D(a, b; X') o espaco localmente convexo completo das fungoes veto-
riais
¢ : (a,b) — X infinitamente diferencidveis com suporte compacto em (a,b). Diremos que

v, — ¢ em D(a, b; X) se:

i) 3K compacto de (a,b) tal que supp (p,) e supp () estdao contidos em K, Vv;

ii) Para cada k € N, p®(¢) — p®(t) em X uniformemente em ¢ € (a, b).

Prova-se que o conjunto {0¢, 0 € D(Q),£ € X} é total em D(a, b; X).

Denotaremos por H}(a,b; X) o espago de Hilbert
Hi(a,b; X) :={v € L*(a,b: X),v' € L*(a,b: X), wv(a) =v(b) =0},
munido do produto interno

((w,v)) :/( th+/ 1)) xdt.

Identificando L*(a,b; X) com o seu dual [L?(a,b: X )], via Teorema de Riesz, obte-
mos

D(a,b; X) — Hy(a,b; X) — L*(a,b: X) — H '(a,b; X) — D'(a,b; X),
onde H*(a,b; X) = [H}(a,b; X)]'.

Proposigao 1.2.3. Sejau € L?*(a,b; X). Entdo existe um tinico f € H ' (a,b; X) que verifica

(f.06) = ((u,0),§)x; V0 € D(a,b), VEeX.

Demonstracao: Ver [35].
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Da proposicao anterior podemos identificar f com u'. De posse disso, diremos que

se u € L*(a,b: X) entao v’ € H '(a,b; X).

Corolario 1.2.3.1. A aplicacdo
u€ L*a,b: X)—u € H(a,b; X);
onde X € um espaco de Hilbert, ¢ linear e continua.

Demonstracao: Ver [35].

Teorema 1.12. (Teorema de Aubin-Lions) - Sejam By, B, By trés espacos de Banach

tais que By <-B — By, onde By e By sao reflexivos. Definamos

d
W = {v;v € L7 (0,T; By), v' = dit) e L”(0,T; Bl)},

onde 1 < pg,p1 < 00, e consideremos W munido da norma
[0l roo,7:80) + [Vl 21 0,71,
0 que o torna um espago de Banach. Entao, a imersao de W em LP(0,T; B) é compacta.

Demonstracao: Ver [31].

Lema 1.2.1. Sejam H e V espacos de Banach, tais que H — V. Sew € LY0,T;H) e
u' € LY0,T;V) entio u € C°([0,T]; V).

Demonstracao: Ver [39)].

1.3 Teoria de Traco

Consideremos 2 = R’ ou {2 um aberto limitado bem regular do R" com fron-
teira I'. Por D(I") representa-se o espago vetorial das fungoes reais w definidas em I", pos-

suindo derivadas parciais continuas de todas as ordens. Dada uma funcao u definida em €2,
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representa-se por you a restricao de u a I', ou seja,you = u|r. Inicialmente, vamos definir o

espago H*(T").

No caso Q = R", temos que I' = {(2/,0);2' € R"'}, identificamos toda funcao u
definida em T' com a fungao 2’ — u(z’,0) do R*! em R. Com tal identificagdo temos que
D) = D(R™ 1Y), LP(T) = LP(R™'). Portanto, neste caso simples, definimos H*(T") como
sendo H*(R™™1).

Seja {2 um aberto limitado bem regular do R". Fixemos um sistema de cartas locais

de T, isto é, {(Ur, 1), (U2, ¢2), ..., (Un, on)}, e fungoes testes o1, 09, ...,0n no R™ tais que

N
supp(oj) C U;, j=1,2,...,N, Y oj(z)=1, z el

j=1
Dada uma funcao w definida em I', para todo j = 1,2, ..., N seja

w(y) _ (O-jw)((pj_l(ylv 0)) s€ y' € Q[) :]O, 1[n71
! 0 se y/ c RH—I\QO.
Sendo supp(vp0;) = supp o; NI C U; NI e como ; aplica U; UT sobre 2y x {0},
temos

supp w; C @;(supp o; UT') C Qg x {0}.

Decorre daf que se w € D(I'), entao w; pertence a D(R" ') para todo j = 1,2, ..., N.

Dado s > 0 consideremos H*(I") como sendo o espago vetorial das funges w definidas
em I' tais que w; € H¥(R"!) para todo j = 1,2,...N, munido do seguinte produto escalar:

N

(0, ) gsry = Y _ (W, v}) s rn—1);
J=1

para todo w,v € H*(I'). Temos que H*(I') é um espago de Hilbert com D(I') denso em
H*(T).
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Proposicao 1.3.1. Euxiste uma constante positiva C' tal que

ol 3,0, < Cllellanco
para toda u € D(Q).

Demonstracao: Ver [31].

Considerando D(§) com a topologia induzida por H'(f2), segue pela proposicao 1.3.1

que a aplicagao

[N

7 : D(Q) — H=(T)

é continua. Sendo D(Q) denso em H'((2), esta aplicagdo se prolonga por continuidade a uma

aplicacao linear e continua, ainda representada por 7y,
0 HY(Q) — B3 (D),

tal que
You = ulp; Yu € D(Q),

a qual denomina-se funcao trago.

Teorema 1.13. A funcdo traco vy : H'(Q) — H%(F) é sobrejetiva e o nicleo de vy € o
espago H}(Q).

Demonstragao: Ver [31].

Consideremos, agora, {2 uma aberto limitado do R™ com fronteira I' bem regular,

e seja v a normal unitdria exterior em I'. Para todo j = 1,...,m — 1 e u € D(Q), seja
Yiu = gj—;j L derivada normal de ordem j de u e you = u|p. Da densidade do espaco (D(I"))™

no espaco de Hilbert H™~2(I') x H™2(T") x ... x H2(T') temos o seguinte resultado:

Teorema 1.14. Eriste uma unica aplicagdo linear e continua vy do espago H™ () sobre o

espago H;”:’Ole’j’%(F) com micleo v~ 1(0) = HJ'(QY), verificando a sequinte condi¢io

Tu = (70“’7 Y1, - - 77m71u) ) Yu € D(ﬁ)
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Tal aplicacao admite uma inversa a direita, linear e continua.

Demonstragao: Ver [31].

Considerando os espagos de Hilbert H°(Q) = {u € L*(Q); Au e L*(Q)} e H'(Q2) =

{u € HY(Q); Au € L*(Q)} munidos dos respectivos produtos internos

(U, U)HO = (U, U)LQ(Q) + (AU, AU)L2(Q); Vou U € HO(Q)a

(u,v)10 = (u,v) () + (Au, Av) 20y V u,v € HY(Q),

temos os seguintes resultados:

Proposigao 1.3.2. A aplicagdo linear v : D(Q) — H’%(F) X H’%(F) definida por u — ~yu =

(You, y1u) se estende por continuidade a uma unica aplica¢ao linear e continua

v:HY(Q) — H () x H#(I)

u = yu = (You,y1u).
Além disso, a aplicacdo v acima coincide com a aplicagao trago de ordem dois.

Demonstracao: Ver [5].

Proposicao 1.3.3. A aplicacio linear v : DQ) — H () definida por

— Ou
U= Mu= 5,

L se estende por continuidade a uma unica aplicacao linear e continua

nHYQ) — HTH(D).

Demonstragao: Ver [7].
1.3.1 Trago em L*(0,7; H™()).

Conforme visto anteriormente temos que existe uma aplicacao traco

v H™(Q) — nﬁ H™~2(T), (1.2)

j=0
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linear, continua, sobrejetora, com nicleo HJ'(£2), e que admite uma inversa a direita também

linear e continua.

Definamos a aplicagao

vi LA0,TH™Q) — L2 (0,T5T10 H™ 9 3(1))

(1.3)

u = yu,

dada por (yu)(t) = v(u(t)); onde y(u(t)) é a aplicacao v dada em (1.2) aplicada em u(t) €
H™(2). Denotamos as aplicagdes (1.2) e (1.3) com o mesmo simbolo para nao sobrecarregar
a notacdo. A aplica¢do definida em (1.3) é uma aplicacdo linear, continua, sobrejetora, com

niicleo L?(0,T; H(2)), que admite uma inversa a direita 7 linear e continua, isto &,

T:LQ(QTinH”ﬂ;WFOF*L%&YEHWGDLVNNW)=n- (L4)

j=0
De forma analoga podemos definir

i HYOTH™(Q) — H (0.7 H 4 (D)) (15)

u = Yu,

dada por (yu)(t) = v(u(t)) e que tem as mesmas propriedades da aplica¢ao (1.3).

Proposigao 1.3.4. Seja u € L*(0,T; H™(Q)) com v’ € L*(0,T; H™(Q)) entio yu' = (yu)'.
Demonstragao: Ver [35].
1.3.2 Trago em H '(0,T; H™(Q))

Seja K = L0, T; H™(Q)) x L*(0,T; H™(Q)) e M o subespaco fechado de K consti-

tuido dos vetores {«a, #} tais que

(Oé, U)LQ(O,T;Hm(Q)) + (ﬁv /U/)LQ(O,T%Hm(Q)) = O’
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para todo v € H}(0,T; H™(Q)). Entao a aplicagao

H=Y0,T; H*(Q2)) — M+

(1.6)
f = {05, U}}

onde {¢},93} € & ¢ tal que |[f| = [{¢}, V3] e & = {{oy, ¥r} € Ki(¢r,0) + (¢, 0')
= (f,v); Vv € Hj(Q)}, isto é, o conjunto dos {¢r,1s} € K tais que f = ¢5 — ;. A aplicagao

definida em (1.6) é uma isometria linear sobrejetora.

Para f € H'(0,T; H™(2)) definimos 7 f na forma:

T T
v = 0 1 0 ! .1 s .
<7f7 w> - /0 (V(bﬂ w)H;n:—Ol Hm—j—j(r)dt + /0 (’}/wfa w )Hm_l Hm*]*j(r)dt? (1 7)

j=0
para todo w € H} (O, T, Hﬁﬁl Hm_j_%(l“)>, que ¢é linear e continua.

Assim, temos estabelecido uma aplicagao

¥:o HN0, T H™(Q) — H (0,751, H™975(T))
f — v

(1.8)

onde 7 f definido por (1.7), é linear e continua. Esta aplicacao é denominada aplicagao traco

para as fungoes de H (0, T; H™(Q)). Assim, sao validos os seguintes resultados:

Proposigao 1.3.5. Se u € L*(0,T; H™(Q)) entdo

Yl g0t by = T

Proposigao 1.3.6. Se u € L*(0,T; H™(QQ)) entdo
Ju' = (yu)'.

Teorema 1.15. A aplicagio trago (1.8) € sobrejetora, seu micleo é H-'(0,T; H'(Y)), e
admite uma inversa a direita 7 : H=1(0,T; ]! H™=3(T)) — H~Y(0,T; H™(Q)) linear ¢

J

continua.
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Demonstragao: Ver [35].

Observacao 1.3.1. Se nos resultados anteriormente vistos considerarmos os espagos de
Hilbert H°(Q) = {u € L*(Q); Au € L*(Q)} ou HY(Q) = {u € H'(Q); Au € L*(Q)}, ao in-
vés de H™(2), em conjunto com as Proposicoes 1.3.2 e 1.53.3 obteremos a ezisténcia das

aplicacgoes lineares e continuas

5:H 0, T;H(Q) — H Y0, T; H 2(T') x H 2(T))

s H7Y0, T HY(Q)) — HH0,T; H 3 (D).

1.4 Teorema de Carathéodory
Nesta se¢ao enunciaremos o teorema de Carathéodory que serd utilizado no Capitulo
2. A demonstracao deste resultado pode ser encontrada em [11].

Seja © C R™™! um conjunto aberto cujos elementos sao denotados por (¢,z), t €

R, z € R" e seja [ : 2 — R™ uma funcao.
Consideremos o problema de valor inicial

2'(t) = f(t =(t)),

Jf(to) = 2o,

(1.9)

Dizemos que f : Q2 — R” satisfaz as condigoes de Carathéodory sobre (2 se:
(i) f(t,z) é mensurdvel em ¢ para cada z fixado;
(i) f(t,x) é continua em x para quase todo ¢ fixado;

(iii) para cada compacto K C {2, existe uma fungao real mg(t), integravel, tal que

£t x)||gn < mi(t), V(t,z) € K.
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Teorema 1.16. (Teorema de Carathéodory) - Seja f : Q — R" satisfazendo as condigies
de Carathéodory sobre ). Entdo existe uma solugdo absolutamente continua z(t) de (1.9)

sobre algum intervalo |t —to| < 3, 5> 0.

Corolério 1.16.1. Sejam Q2 = [0,T[xB com T > 0, B = {z € R"; x| < b} onde b > 0 ¢
f:Q — R™ nas condigoes de Carathéodory sobre §). Suponhamos que z(t) é uma solugao
de (1.9) tal que |zo] < b e que em qualquer intervalo I, onde x(t) estd definida, se tenha
lz(t)| < M, Vt € I, M independente de I e M < b. Entdo z(t) possui um prolongamento a
todo [0, T].

1.5 Topologia Fraca - o(F, E’') e Topologia Fraco x-o(FE', F)
Nesta secao enunciaremos resultados importantes que serao utilizados ao longo de
todo o trabalho.

Seja E um espaco de Banach, E’ o seu dual topolégico e consideremos f € E'.
Designaremos por ¢; : £ — R, a aplicacao dada por ¢s(z) = (f,z), para todo z € E. A

medida que f percorre E’, obtemos uma familia {¢f} e de aplicacoes de E em R.

Definicao 1.5.1. Seja E um espago de Banach. A topologia fraca o(E,E') sobre E € a

topologia menos fina sobre E para a qual sao continuas todas as aplicacoes oy, f € E'.

Notacgao: Seja (x,),eny uma sequéncia de F convergente para x em E na topologia

fraca o(F, E/). Utilizamos, neste caso, a seguinte notacao:
T, —xemkb.
Proposicao 1.5.1. Seja (z,)neny uma sequéncia em E, entao:

(i) z, — = em E se, e somente se, (f,x,) — (f,z), Vf € F'.
(ii) Se x, — x em E, entio x, — vem E.

(11i) Se x, — xem E, entdo ||x,| g € limitada e |z|| g < liminf||z,| g
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(iv) Se x, = xem E e f, — f em E', entao (f,,x,) — (f,x).
Demonstracao: Ver [3].

Seja ' um espaco de Banach e seja x € E fixo. Definamos J, : ' — R por

(Jo, ) = ([, 2).

As aplicacoes J, sao lineares e continuas, portanto J, € E”, Vo € E.

Definamos, agora, J : E — E” tal que J(z) = J,.

Definigao 1.5.2. A topologia fraco %, também designada por o(E', E), é a topologia menos

fina sobre E' que torna continuas todas as aplicagoes J,.
Proposicao 1.5.2. Seja (f)nen uma sequéncia em E', entdo:
(i) fn = f em E' se, e somente se, (f,,x) — (f,x), Vo € E.
(ii) Se f, — f em E', entao f, = f em E'.
(iii) Se f, = f em E', entao f, = f em E.
() Se fn, = f em E', entao ||f,||p € limitada e ||f||p < liminf || f,]|z .

Demonstracao: Ver [3].

Lema 1.5.1. Sejam E um espago de Banach reflexivo e (Tp)neny uma sequéncia

limitada de E, entdo existe uma subsequéncia (T, )ken de (Tn)nen € € E, tal que

Tn, — T em B,

Demonstracao: Ver [3].

Lema 1.5.2. Sejam E um espago de Banach separdvel e (f,)nen uma sequéncia limitada de

E’, entao existe uma subsequéncia (fy, )ren € f € E', tal que

fo, = femE'.
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Demonstragao: Ver [3].

Teorema 1.17. Sejam E e F espacos de Banach e T um operador linear e continuo de E
em F. Entio, T é continuo em E, munido da topologia fraca o(E,E"), em F, munido da

topologia fraca o(F, F"). A reciproca também é verdadeira.

Demonstragao: Ver [3].

1.6 Teoria Espectral

Consideremos W e H dois espacos de Hilbert tais que W é denso em H e W < H,
isto é, W estd compactamente imerso em H. Seja a(u,v) uma forma bilinear, continua e

coerciva em W x W isto é,

Ja>0; la(v,v)] > ol ; YveW.

Considere
D(A) ={ue W ; aforma antilinear v — a(u,v) é continua },

onde W estd munido com a topologia induzida de H.

Pelo Teorema de Riesz, para cada u € D(A) existe um unico Au € H tal que
a(u,v) = (Au,v)y, Yo € W. Notemos que desta forma definimos um operador A com

dominio:

D(A)={ue W ; 3f € H tal que a(u,v) = (f,v)g, Yo € W e Au = f}.

Temos que D(A) é um subespago linear de H e A: D(A) C W — H é um operador
de H. O operador A acima é denominado o operador determinado pela terna {W, H, a(u,v)}

e denotamos por A — {W, H,a(u,v)}.

Proposicao 1.6.1. (Teorema Espectral)-Nas condi¢oes acima, obtemos
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(i) A € auto-adjunto e existe um sistema ortonormal completo (w,),en de H constituido

de vetores proprios de A.

(ii) Se (A\,)ven SGo o0s valores proprios de A correspondentes aos (w,)yen, entdo

0<)\1§A2§§AV§7 6)\V—)OO'
(i11) O dominio de A € dado por

D(A) = {u € H, i)\ﬂ(u,wy)HP < oo}
(iv) §
Au = Z A (u,wy)gw, , Yu € D(A).

v=1

Demonstracao: Ver [30].

1.7 Operadores Maximais Mondétonos e

Operadores Dissipativos

Sejam V e W espacos de Banach reais, entao V' x W denotara o espaco produto
cartesiano. Um elemente do espaco V' x W serd escrito na forma [v, w| parav € Ve w € W.

Um operador multivalor A de V' em W serd visto como um subconjunto de V' x W. Se

A CV x W, definimos

Av = {weW;v,w] € A};  D(A) ={v e V; Av # (0},
Im(A) = Av; AT ={[w,v]; [v,w] € A}.

veED(A)

Nesta secao V' denotard um espago de Banach real, V' o seu espago dual. O valor de

v* € V' em v € V serd denotado por (v,v*) ou (v*,v).
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1.7.1 Operadores Maximais Mondétonos em Espacgos de Banach

Definigao 1.7.1. Um conjunto A C'V x V' é chamado de mondtono se

(up —ug, vy —vg) > 0; VY [u,v] € Aji=1,2.

Um subconjunto mondtono de V- x V' é chamado de mazximal mondtono se ele nao

estda propriamente contido em algum outro subconjunto mondtono de V x V.

Se A € um operador de valor inico de V x V', entdo a condicdo de monotonicidade

torna-se

<U1 — u2,Au1 — AUQ) > 0; i Uy, U € D(A)

Definigao 1.7.2. Seja A um operador de valor inico definido de V- em V' tal que D(A) =V .

A € dito ser hemicontinuo em V se
w — %ir% Alu+tv) = Au, Yu,v € V;

onde w — lim” denota que a convergéncia € fraca.

Proposicao 1.7.1. Seja V um espago de Banach reflexivo e B um operador mondtono,
hemicontinuo e limitado de V em V'. Seja A um operador maximal mondtono de V em V'.

Entao, A+ B é mazimal mondtono.

Demonstragao: Ver [1].
1.7.2 Subdiferencial de Fungoes Convexas

Seja V' um espaco de Banach real e V' o seu espaco dual topolédgico.

Definicao 1.7.3. A G-diferencial de p : V — (—00, +00] em u € D(p) é uma fungao f € V'
tal que f(v) = ¢'(u,v), Y v € V. Esta funcao f € unica, é denotada por ¢'(u) e dizemos que

¢ € G-diferencidvel em u.
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Observacgao: ¢'(u,v) = lim;_ %(g@(u +tv) — go(u)) é a derivada direcional de u na

direcao de v.

Definigao 1.7.4. Uma fun¢ao conveza e prépria em V é uma fungdo ¢ de V- em (—oo, +00],

tal que ¢ nao € identicamente igual a +00 e
e((1=Mu+ ) < (1= Np(u) + Ap(v),

onde u,v €V e <A< 1.

Definigao 1.7.5. Seja ¢ : V. — (—o00,+00] convexa e propria. A subdiferencial de ¢ em

u € D(p) € o conjunto de todos os funcionais u* € V' tais que
("0 —u) <) —p(u), veV,

e € denotado por Op(u). Cada um desses u* € Op(u) € também chamado de subdiferencial

de ¢ em u.

Proposicao 1.7.2. (Kachurovskii) Seja K convezo em V e seja ¢ : V — (—00,+0]

G-diferencidvel em cada u € K, K = D(p). As sequintes afirmagoes sao equivalentes:

(i) ¢ € convexa,
(1i) (¢'(u),v —u) < p(v) = @(u), VuvekK,

(111) (' (u) —¢'(v),u—v) >0 VuuveK.

Demonstragao: Ver [10].

Proposicao 1.7.3. Seja ¢ : V. — (—o00, +00| um funcianal convexo e prdprio. Se ¢ é G-
diferencidvel em u € int(D(y)), entdo Op(u) = {¢'(u)}. Se ¢ € continua e dp(u) € unico,

entao ¢ € G-diferencidavel em u.

Demonstracao: Ver [10].
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Definigao 1.7.6. A fun¢ao ¢ : V — (—o0,+00] € dita semicontinua inferiormente em V se

liminf p(v) > p(u), YueV.

v—u

Teorema 1.18. Seja ¢ uma funcgao propria, convexa e semicontinua inferiormente em V.

Entao 0p é um operador maximal mondtono de V em V.
Demonstracao: Ver [1].
1.7.3 Operadores Dissipativos

Seja V um espago de Banach real e V' o seu dual. Denotaremos por F': V — V' a

aplicagao dualidade de V.

Definigao 1.7.7. Um subconjunto A de V' x V (equivalentemente um operador multivalor
de V' nele mesmo) € chamado de dissipativo se para quaisquer [x;,y;] € A, i = 1,2, existe
f € F(xy — x3) tal que

fly —y2) <0.

Um conjunto dissipativo A é dito ser maximal dissipativo se nao estd contido pro-

priamente em qualquer subconjunto de V X V.

Um conjunto dissipativo A € chamado de m-dissipativo se

Im(I —A)=V.

Em particular, se V € um espaco de Hilbert e A € m-dissipativo, entao, A é um

operador de valor unico e —A € mazximal mondtono.

1.7.4 Operadores Maximais Mono6tonos em Espacos de Hilbert

Seja H um espago de Hilbert sobre o corpo dos reais. Denotemos por ((-,-)) e | - |,

respectivamente, o produto interno e a norma em H e consideremos A : D(A) C H — H um
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operador nao limitado de H.

Definigao 1.7.8. Dizemos que A € um operador mondtono se para todo v € D(A) tivermos

((Av,v)) > 0.

A € dito mazimal mondtono se, for mondtono e, além disso, Im(I + A) = H, ou

seja,

Vf e H,Jue D(A) tal que u+ Au = f.
Proposigao 1.7.4. Seja A um operador mazximal mondtono sobre H, entdo temos:

(i) D(A)=H.
(ii) A € fechado.

(iii) VA > 0, (I + NA) € bijetor de D(A) sobre H e (I + NA)™' ¢ limitado com
T+ A Lo < 1.

Demonstragao: Ver [1].

Teorema 1.19. (Hille-Yosida) Seja A um operador mazximal mondtono em um espago de

Hilbert. Entao para todo ug € D(A) existe uma unica fun¢ao

u € CH([0, +00); H) N C([0, +00), D(A))

tal que
du(t
u()—i—Au:O; Vit>0
dt (1.10)
u(0) = ug
Além disso, se verifica
du(t
lu(t)| < |uo| e Zz(f )’ = |Au(t)| < |Aug|,Vt >0, (1.11)

onde D(A) é um espago de Banach munido da norma do grdfico
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[ullpay = |u] + [Aul.

Demonstracao: Ver [1].

1.8 O Teorema de Holmgren
Consideremos um plano 7 C R™ x R de equacao

= {(z,t) e R" xR} az; + bt = ¢}

i—1

onde (a;),,b e ¢ sdo constantes arbitrarias. O polindmio caracteristico P(ay, ..., an,b) asso-

ciado ao operador P(D) é definido por
Play,...,an,b) =b* = > |a;?
i—1

e, portanto, 7 é caracteristico de P(D) < Y1 | |a;|? = b2

Teorema 1.20. (Holmgren) Sejam O e Oy dois abertos converos do RF tais que O C
Oy e seja P(D) um operador diferencial com coeficientes constantes, tal que todo plano w
caracteristico de P(D) que verifica m N Oy # 0 satisfaz também 7N Oy # 0. Entao, qualquer
solug¢ao u € D'(Oy) da equagao P(D)u =0 tal que u =0 em Oy, verifica u =0 em O,.

Demonstracao: Ver Lions [30].

1.9 O Gradiente Tangencial e o

Operador Laplace-Beltrame

Seja M C R"™ uma superficie regular, orientada, compacta e sem bordo. Seja v
o campo vetorial normal unitario exterior a M. Para z,y € R", denotaremos por x -y o

produto interno em R".
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O gradiente tangencial denotado por Vzf de uma funcao f : V — R de classe C,

definida em uma vizinhanca V' (aberta) de uma superficie M é dado por:

VTf = VRnf - (VRnf : I/)V, (112)

Se f:R" — R é uma funcao regular temos

Vf = ofv+Vrf em M, (1.13)
IVi? = (Ou)?+|Vrf? em M, (1.14)

onde 0, representa a derivada normal exterior a M e a identidade (1.13) provém do fato que

Vf=c v+ Vrf, logo

Viv=c vv+Vypfv
df 1 : Tfo
‘Vuf = ~

e portanto, ¢c; = 0, f.

O operador Laplace-Beltrami, denotado por A, f de uma funcao f : M — R de

classe C? é definido por

Amf = divrVrf, (1.15)

onde divyVrf é o divergente do campo vetorial V7 f.

Consideremos ¢q : R" — R™ um campo de vetores. Definimos a projegao tangencial

qr sobre o plano tangente a M no ponto x € M por

Assumindo que f : M — R é uma funcao de classe C! e ¢ : R® — R™ é um campo

vetorial de classe C'!, temos
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/M gr -Vof dM = — /M div(qr) f dM. (1.16)

Resulta de (1.16), em particular, para qr = Vrg (g de classe C?) que

/ divyVrg f dM = —/ Vrg -Vof dM, (1.17)
M M

ou seja,

/ Apg | dM = —/ Vg -V f dM. (1.18)
M M

Definamos o operador linear —A & : HY(M) — HY(M), onde M é um subconjunto

aberto e nao-vazio de M (ou a superficie M inteira) tal que

(~Agif.9) = [ Vaf Vg dM, ¥ fig € H'(M) (1.19)

e, em particular,

(~Agefif) = [ VS dM, Y f € H (M), (1.20)

Lema 1.9.1. Para todo r > 0 suficientemente pequeno definamos

Wy = ( U Br(x)) NnQ,

zel
onde B,.(x) denota a bola aberta de centro x e raio r, com x € I' = 0S). Existem conjuntos
abertos Uy, ..., U, e uma constante positiva ro que verifica as sequintes propriedades:
(i) ¥Yr € 10,710, w, C U™, U;, onde @, denota o fecho de w, em R™.

(i1) Yz € w,.NU;, existe um unico par (y, z) € (I'NU;)x]0, 7], onde x = y—zv(y); i = 1,...m,

e v(y) € a normal unitdria exterior a I' em y.
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Demonstragao: Ver [13].

Para maiores informacao sobre o assunto tratado nesta secao, sugerimos ao leitor as

referéncias [3] e [14].



CAPITULO 2

Existéncia e Unicidade de Solucao

2.1 Introducao

Seja 2 um dominio limitado do R™,n > 2, com fronteira regular Q) =T' = T'y U Ty

onde I';,7 = 0, 1, sao nao vazios, fechados e disjuntos. Consideremos o seguinte problema:

uy — Au+ a(x)g(u;) =0 em € x |0,00],
Oyu — Ap,u =0 em [y x |0, 00],
g v 10,00l (2.1)
u=70 em 'y x ]0,00],
u(z,0) = u(z), uz,0)=u'(z); ze.

Assumamos as seguintes hipdteses:

(H.1) A fungdo nao linear g : R — R satisfaz as seguintes condigoes:

(i) g € C°(R) ¢ mondtona crescente;
(ii) g(s)s > 0 para s # 0;

_— p— b .
(iii) Existem k e K constantes positivas tais que ks < g(s) < Ks,|s| > 1

(H.2) a € L*(R2) é uma func¢do nao negativa.

No que segue, definiremos os espagos que serao utilizados ao longo do trabalho.
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Counsideremos

Hllo(Q) = {u S HI(Q) : u|F0 = 0}7
V = {veH () :v|r, € H(I)},

munidos das respectivas normas

2 — 2 2 _ 2 2
ol @ = [1VePde el = ([ IVolde+ [ [VruPay).

Com as normas acima definidas e observando que elas sao provenientes dos produtos

internos

(v,u)H%O(Q) = /QVU Vudr e (v,u)y= /QVU -Vudr+ | Vv -Veu dy;

Iy
decorre que H} (Q) e V sdo espagos de Hilbert.

As seguintes notacoes serao utilizadas:
Qr=Qx 10T, £=T x |0,T], £, =TI, x ]0,T[, i=0,1.

ol = [ [o@Pde e ol = [ fo*ar.
Q r

(u,v) :/Qu(:v)v(:v) dr e (u,v)r :/u(:lr)v(:v) dz.

r
O principal resultado deste capitulo vem enunciado no Teorema abaixo.

Teorema 2.1. Suponha que as hipéteses (H.1) e (H.2) sejam verificadas.

(i) Se {u’,u'} € H*(Q) NV x V e satisfazem a condi¢io d,u’ — Ar,u® = 0 ¢.s. em I'y,

entao existe uma unica solugdo do problema (2.1) na classe

ue L (Ry; HX(Q) NV) N IWH(R; V).



2.2 Existéncia de Solugao via Método de Faedo-Galerkin 55

(11) Se {u’,u'} € Vx L?(Q), entdo existe uma tinica solugdo do problema (2.1) na sequinte
classe

ue C(R;V)NC (R L(Q)).

A solugao obtida no item (i) é denominada solugao forte ou solugao regular de (2.1),
enquanto que a solugao obtida no item (ii) é denominada solugao fraca de (2.1).

No que segue, usaremos u' para designar a derivada da funcao u em relacao a varidvel

du
temporal t, ou seja, u' = pri Uy

Este capitulo se dedica a existéncia e unicidade de solugoes para o problema apresen-
tado. Iniciaremos com o método de Faedo-Galerkin que, apesar de exigir mais regularidade
das fungoes envolvidas, ¢ um método didatico e de facil compreensao. Na sequéncia, utilizare-
mos a teoria de semigrupos que permite uma aplicacao muito mais eficaz mas, no entanto,

exige um conhecimento mais profundo da teoria utilizada.

2.2 Existéncia de Solucao via Método de Faedo-Galerkin
Nesta secao, além das hipdteses (H.1) feitas sobre g, iremos considerar

(iv) g € C'(R);

n

(v) Existe M > 0 verificando |¢/(s)| < M(1+|s|P~!),|s| > 1,onde 1 < p < pisen> 4

n_
ep>1;sen < 4.

A escolha de p nas condigoes acima se justifica para garantirmos a imersao

H(Q) — L9(%),

2n
n—4

onde ¢ =

2.2.1 Solucao Regular

Nesta subsecao provaremos a existéncia de solucao regular para o problema (2.1).
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Multiplicando a equagao diferencial parcial u; — Au+a(x)g(uy) = 0 por uma fungao

admissivel v, integrando o resultado em ) e aplicando a férmula de Green, obtemos

/Qutt(x,t)v(x,t) dm+/ Vu(z,t) - Vou(z,t) dw—/rglyl(:c,t)v(x,t) dr

+/ glus(, D)o(a,t) de =0, Vit €]0,o00].

Como u =0 em I'yx]0,00[ e ' =Ty UT"; temos

/Qutt(x,t)v(x,t) dm—i—/ Vu(z,t) - Vo(z,t) da:—/ au(:r; tyv(z,t) dT'

r, Ov
+/ Vg(ue(, O))o(z,t) de =0, Vtelo,o0].

Consideremos {w; } jey uma base do espago W = {w € H*(Q)NV; d,w = Ar,w em I'1},

que ¢é densa em H?(Q) NV e em V (ver apéndice).

Definamos

Vin = [wi, .oy Wiy

e consideremos em V,,, o problema aproximado

U (t) € Vip & up(t) = i i () w3,

(pay | (Wn().0) + (Vi (), Vo) _/n %uy (z,)v(z, 1) dF+/ (2, 0))v(e,t) dr =
U (0) = v, — u® em H2(Q)NV,
ul (0) =ul — u' em V;

(2.2)
onde as sequéncias convergentes {u,,(0)} e {u,,(0)} provém do fato que a base {w,};en ¢

densa nos espagos H*(Q2) NV e V.

De modo a resolvermos o problema aproximado (PA), obteremos um problema equi-

valente e utilizaremos o Teorema de Carathéodory (ver se¢ao 1.4).
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Consideremos no problema aproximado (PA) v = wj,j = 1, ..., m. Entao,

(e (8), w5) + (Vum (1), Vw;) = (Opum (t), w))r, + (a(2)g(ty, (1)), w;) = 05 j

m

Logo, o sistema de equacoes acima pode ser escrito na forma:

1.

[ (wi,w1)  (ws,wn) (wnywr) || B (1) ]
(wi,ws) (w3, w5) (wnyws) || B (1)
| (wnwn) (wawy) e () || B (1)
[ (Vi V) (Vaws, Vaoy) (Vwn, Vior) | [ han(®) ]
N (Vwy, Vwy)  (Vws, Vws) (Vw,y,, Vws) hom (t)
| (Vwi, V) (Vws, Vi) (Vtom: V) || h(t)
N Dttty dy | i /Q a(z)g(., (t))wr dr |
| et ay | et @ de |
[y, dy || [ a0, dr |
Denotando
| (wrw)  (ws,wy) (W w1) |
o | ) () (w0, w5)
(wnwn) () (W, w,) |
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[ (le,le) (VwQ,le) (Vwm,le) ]
g (le,'sz) (ng,'ng) (Vwm', Vws) |
| (Vwy, Vwy,)  (Vwy, Vwy,) - (Vwy, V) |
_ ) ;
B= | w wy -+ wy | € 2(t)= h%f(t) ;
Do ()
obtemos o seguinte sistema de equacoes diferenciais ordinérias
{ C2(t) + Az(t) — G(=(t)) + H(Z (1)) = 0 0
2(0) = 2% ; 2/(0) = 21,
onde
[ [ ate)g(B2(0)w dr | [ oz ay
a(x)g(BZ' (t))wy dx 0,(Bz(t))wy d
e = | () R O
| a@g(B O d | [ auBzO)w, by
[ (0) | [ 7,,(0) |
0 _ h2m(0) 1 hIQm(O)
| o (0) | o (0)

Inicialmente, vamos mostrar que a matriz C,, ., ¢ inversivel.

Com efeito, sendo C' uma matriz real e simétrica, entao C' é auto-adjunta e, portanto,
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diagonalizavel, isto é, existe uma matriz M inversivel tal que
D=M"'CM

e D é uma matriz diagonal. Logo, para mostrar que C' ¢é inversivel basta mostrar que D o é,

ou equivalentemente, que zero nao é autovalor de D.

Suponhamos, por absurdo, que zero é um autovalor de D. Entao, existe um vetor

Un

nao nulo do R” tal que Dv = 0. Sendo M ~! uma matriz inversivel e, portanto, M 11 = 0 <

1 = 0, resulta que o vetor CMwv é igual a zero.

Denotando
©1
©Om
temos - "
Z @j(w;, wr) (Z Pjw;, wi)
j=1 j=1
Z%’(wg’, w2) (Z PiWy, w2)
0=Cp=| j=1 = 7=1
Z(pj(wjawm) (Z (pjwjawm)
=1 =1

m m
Logo, (Z p;wj,w;) = 0, para todo 1 < i < m; donde resulta que @ = ngjwj
j=1 J=1
é ortogonal a todo vetor de V,,. Assim, (o,«) = 0, o que implica que @ = 0. Portanto,

Z QOjU)j =0.
j=1
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Mas, sendo {w;} uma base, temos que ¢; =0 Vj = 1,...,m, ou seja, 0 = ¢ = Mw.
Como M é inversivel e, portanto, a transformacao linear definida por M é injetora, resulta
que v = 0, o que contradiz o fato de v ser autovetor de D e concluimos entao que a matriz

C' é inversivel.

Assim, o sistema (2.3) pode ser escrito

{ 2(t) + CLAz(t) — C1G(=(1)) + CTH(Z(1)) = 0 04

2(0) =2 ; 2/(0) = 2.

Definamos
! Yl(t) 0 zO
Yi(t) = z(t), Ya(t) =2'(t), Y(t) = e Y = ] .
Ya(t) 2!
Entao,
v | O] _ o] V(1)
Y3 (1) Z"(t) —CTHAY (1) + CTIG(Y () — CTHH(Ya(1))
- 0 . 0 I Yi(t)
| caMmi) - CUHY(1) —cA 0| | v
Donde, temos o seguinte problema de valor inicial
0 0 1
Y'(t) = + (),
C1G(Yi(t)) — C~VH (Ya(t)) —C'A 0 (2.5)
Y(0)=Y"

Provaremos a seguir que o problema acima possui solucao local utilizando o Teorema

1.16 (Teorema de Carathéodory).

De fato, consideremos a seguinte aplicacao:
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h:[0,T] x R*™ — R*" definida por

0 0 1
h(t,y) = -
C_IG(yl) — C_IH(y2> —C_IA 0

onde

Yy = (gla --wgmafm-i-la D) §2m)7 h = (gla 7€m) € Y2 = (gm-‘rl; -'-a€2m)'
Verificaremos que a aplicacao h estd nas condicoes do Teorema de Carathéodory.

Com efeito,

(i) Seja y € R* fixado. A fungdao h é mensuravel como funcao de t € [0, 7], uma vez que

esta nao depende de t.

(ii) Para cada t € [0,T], h é continua como fungao de y.

De fato, notemos primeiramente que a aplicagao

N:R¥m _, R2m
0o I (2.6)
—C7'4 0

é linear e, consequentemente, continua.

Por outro lado, seja {1, },en C R*™ uma sequéncia tal que
y, —y em R*" (2.7)
logo, se Yy, = (Y1, Y2) € Y = (Y1, Y2) com Yy, Yo, Y1, Y2 € R™, entao

yi, =y em R™ e yg, — yo em R™.

Mostraremos que C ' H (ys,) — C " H(y2) e que C7'G(y1,) — C71G(y1).
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Notemos que para quase todo = € €2,
B(x)ys, — B(z)ys em R
e, como a funcao g é continua, temos que para quase todo x € €2,

9(B(x)ya,) — g(B(x)ys) em R.

Entao, para q.t. x € §,

a(@)g(B(x)ya )y (x) — a(x)g(B(x)yo)w,(z) em R.

Além do mais, {y, },en é limitada, pois é convergente. Logo, existe uma constante
M > 0 tal que
[lyw|lp2m < M

entao

Y20 ||m2m < M.
Agora, se x € 2 é tal que |B(z)y2,| < 1, da continuidade de g temos

l9(B(2)yay)| < C,

onde C' é uma constante positiva. Se z € Q é tal qu |B(z)ya,| > 1, da hipdtese (H.1) obtemos

9(B(2)ya)| < K|B(2)ya| —K|sz ) Yo, <KZ|wz ||y2u|<MKZ|wz

=1 i=1 i=1

Assim,

|a(@)g(B(2)yz)w;(x)| < la(z)]|g(B ()yzy)ij( )|
< lallz=@ (C+MKZ|wz )Dw; ()],

=1

N
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q. s. em Q, Vv € NVj = 1,...,m. Como {w;} € L*(Q);Vj = 1,...,m, pelo Teorema da

Convergéncia Dominada de Lebesgue,

[ a@)g(B@)ysws(@) dv — [ al@)g(B)y)uw;(x) da.

Vi =1,...,m, ou seja,

H(y2y) — H(y2) em R™.

Logo,
C~'H(ys,) — C ' H(ys) em R™. (2.8)

Por outro lado, como {w, },en é uma base de W C H?(Q2) NV, decorre que

By, = > _ wiyay, € HX(Q) e By = > wiy, € H*(Q).

=1 =1
Portanto, de (2.7) segue que
By, — By, em H*(Q).
Entao, pela continuidade da aplicacao trago de ordem 1, temos que
N(Byw) — n(By) em H3(T) — L3(T),
o que implica que

Y1 (By1)vow; — v (Byi)yow; em L'(T); Vj=1,...,m.

Logo,

/F ’Yl(Bylu)%wde—>/F M (By)yow;dl' Vi =1,...,m,
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isto é,

G(y1,) — G(y1) em R™. (2.9)

De (2.6), (2.7), (2.8) e (2.9) resulta que a aplicacao h é continua como funcao de y
para t € [0, 7.

(iii) Seja K C [0, T]xR?™ um conjunto compacto. Existe uma funcio real mg(t), integravel,
tal que
AL, y)llgem < mic(t) V(t,y) € K.

De fato, temos

12t y)llzen < (IO Gy llrem + ICT H (o)l + ||V (y)] 2. (2.10)

Do item (i7) temos que G e H sao continuas em R™ e N ¢ continua em R*™. Portanto,
sao continuas em qualquer compacto K* = K; x Ky C R?*™ com K;, Ky C R™ e, entdo,

d My > 0 tal que

107G y) |l + [|CT H (y2) [z + [N (y)rem < M (2.11)

para todo (¢t,y) € [0,T] x K*, onde y = (y1,¥2) € K1 x Ky = K*.

Tomando mg(t) = Mg; Vt € [0,T], segue de (2.10) e (2.11) que

1At y)llrem < mic(t);  V(ty) € K.
Assim, dos itens (i), (ii) e (iii) temos que as condi¢oes do Teorema de Carathéodory

sao satisfeitas e, como consequéncia, existe uma soluc¢ao Y (¢) do problema de valor inicial

Y/(t) = h(t, Y (1))
Y(0) = v?
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em algum intervalo [0,t,,), com 0 < t,, < T. Além disso, Y (¢) é absolutamente continua e,
portanto, derivavel quase sempre em [0, t,,,). Resulta deste fato que z(t) e 2/(t) sdo absoluta-

mente continuas em [0, t,,) e 2”(t) existe em quase todo ponto do intervalo [0, ¢,,).

Como os problemas (2.2) e (2.5) sdo equivalentes, existe uma solugdo wu,,(t) =

S him(t)w; para o problema aproximado (2.2) para cada m € N fixo.

A primeira estimativa a priori nos permitira estender a solugao obtida a todo intervalo
[0, T7.
2.2.1.1 Primeira Estimativa a Prior:

O Teorema de Carathéodory nos fornece que w,,(t) e ul,(t) sao absolutamente con-

tinuas e como consequéncia disto ., (t) e u (t) existem no sentido de Dini.

Considerando no problema aproximada (PA) v = w;, j = 1,...,m; multiplicando a

segunda linha por Al (t),t € [0,1,,), e somando em j de 1 até m obtemos
(tg (£), g (8)) + (Vi (1), Vit (£)) = (Ot (£), 113, (8))ry + (a() g (1 (1)), 1, (£)) = 0. (2.12)

Podemos, sem perda de generalidade, considerar a base {w; }eny como sendo ortonor-

mal em L?(2). Deste fato e do problema aproximado, resulta que para j = 1,...,m,

h;{m(t) = (up,(t),w;) = —=(Vuy(t), Vw;) + /F1 Oyt (x, t)w; dy — /Qa(x)g(u;n(x,t))wj dz.
(2.13)

Logo, h,(t) € L*(0,ty,,) e entao

i (L) w; |Gyt

tm
PG

IN

I
I (t)uwy Bt

||Zh
ZHh//
7=1

tm T ‘o
= [ PR < el [ 0 < oo

Jj=1
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ou seja,

u € L0, t,; L*(2)). (2.14)
Assim, como u/, (t) é absolutamente continua em (0, ¢,,), podemos concluir que
/Q A () (1) de € LN, by). (2.15)
Considere 0 € D(0,t,,). Entao, de (2.15) e pelo Teorema de Fubini

(U, (1), Uy () 0) D1 (0,4) DOm) = </U (2, t)up, (2, 1)d, 0) D (0.4,).D(0,tm)

_ / / " (ot (x, 8)0(t) dwdt

_ //tm;jt ! (x,)20(t)dtdx

_ 5/ L, (o 0000l —/Ot”m;n(x,t))?e'(t)dt} da

tm
— / () dwdt

1 :
- —§<Hum(t)||m9>

= (5l (12,6

ou seja,
1d
(0 (1), 0, (1) = 5 1) (2.16)
Da mesma forma provamos que
1d

(Vitm (), V(1)) = 5[ Vum (] (217)

Segue do fato que {w; }jen € base de W que 0, w; = Ar,w; para todo j, o que implica

que Oy, = Ap, Uy, = divpV ply,.
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Assim, utilizando argumentos analogos a obtencao de (2.17), decorre que

— | Oup(z,t)u,, (z,t) dU' = — | divNVyuy(z,t)u,, (z,t) dT
Fl Fl

= Vot (x, €)Vru,, (z,t) dT

I
= (Voun(t), Vou,(t))r,
_ 1d 2
= §%||VTUm(t)||r1- (2.18)

Substituindo (2.16), (2.17) e (2.18) em (2.12), obtemos

1d 1d 1d
S I+ 5 ZIFun (@ + 55 Vrun OB, + [ ale)g(ul, ), (2,1) de =0,

(2.19)

Mas / a(z)g(u,, (z,t))u, (x,t) dr > 0, pois, temos por hipdtese que g(s)s > 0 e
0

a(x) é uma func¢ao nao negativa. Logo,

1d
2dt

1d

1d
it (11 + 5 I + 5 5 Vrum (O], < 0. (2:20)

Multiplicando por 2 e integrando em [0,t),t € (0,t,,), temos que

[l (D11 + [Vt (D1 + [V rum @)[E, < g, ()6 + [[Vum 0)]1G + IV rum (0)IIE, - (2:21)

Como

U (0) — u’ em H*(Q) NV e u, (0) —u' em V,

existe uma constante ¢ > 0 independente de t e de m tal que

[l (011G + [Vt (0)[[, + [ Vrum (0)] 1, < c. (2.22)

Logo,

ur (O[E + [ Vum (O] + [|Vrum ()| 2, < ¢ Yt € [0,t,),¥m € N. (2.23)
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Usando o Corolario 1.16.1 podemos estender as solugoes u,,, & todo intervalo [0, T,
qualquer que seja m € N. Consequentemente, obtemos que a desigualdade (2.23) é valida

para todo t € [0, 7] e para todo m € N; além disso,

(ul,) é limitada em L>(0,00; L*(Q2)) (2.24)
(Vu,,)  élimitada em L™(0,00; L*(Q)) (2.25)
(Vo) 6 limitada em L*°(0,00; L*(Ty)) (2.26)

(tm) ¢ limitada em L*°(0, 0c0; V). (2.27)

2.2.1.2 Sequnda Estimativa a Priori

O nosso intuito nesta etapa é derivar o problema aproximado em relacao a t. No que

segue faremos alguns calculos que serao necessarios a obtencao da expressao desejada.

d
Sendo — a derivada no sentido distribucional em D'(0,7; L*(?)) e 6 € D(0,T),

dt
temos que
<ium,9> _ _/OTum(t)H’( / z:: t)yw;)0' (t)dt
_ 72::1 (- /OT hjm(t)e’(t)dt> w; = — é {hjm(t)e(t)|§ _ /OT h;m(t)e(t)dt} w

_ {/OTh;m(t)Q(t)dt}wj:/oTu;n( YO(t)dt = (u,,, 6)

o que prova que a derivada distribucional de u,, e a derivada classica coincidem. De maneira

analoga e utilizando (2.14) prova-se que

d
w0 "0
(i) = (0
ou seja, que as derivadas distribucionais e classicas de 1* e 2* ordem coincidem, desde que

elas existam.

Por outro lado, usando propriedades da integral de Bochner constatamos que
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i ,

(5 (Tn(0.50).0) = (V05,0

d ,

(5O 0)r0) = (@O, 0
({500, ).0) = (aleld O 01,0

onde a ultima igualdade decorre das hipoteses feitas sobre a fungao g e a derivacao de uma

composicao dada pela Proposicao 1.1.19.
Das relagoes acima e de (2.13) resulta que

d

77 (U (1) wj) = =(Vag, (£), Vewy) + (G, (8), wi)ry — (a(@)g' (i (8) )1, (8), ) (2:28)

em L%(0,7), ou seja, )
Wi, € L*(0,T),

onde as trés derivadas sao no sentido distribucionais. Sendo assim,

[ ol = [ ||Zh"' (t)uws [t < +oo

isto é,
€ L*(0,T5 L*(2),

qualquer que seja m € N, e, de (2.28) obtemos,
(i (£), w;) + (Vg (8), Vo) = (O, (2), wi)ry + (a(2)g' (1, (1))t (1), w5) = 0.
Multiplicando por A%, e somando em j temos
(tty (£), U (1) + (Vi (8), Vi, (1)) — (O, ), +/ (@, 1)) |up, (2, 1)|* dw =0,
donde,

- " 2 —
LI O + 3 SV (O + 5 IVru IR, + [ ala)g (o)) (O =0,

(2.29)
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Sendo g monétona crescente entdo ¢'(s) > 0, V s € R, e, além do mais, a fungao

a(z) é nao negativa, portanto, a(z)g' (v, (z,t))|ul (x,t)|> > 0. Além disso, para quase todo

t>0,

| alw)g () i )2 da < o,

De fato,
[ al@)g (o, ) i@, OF do < Jlall=c@y [ 1/ (@,0) e (2, da
Q Q

Considerando © = Qo U € onde Qy = {x € Q|u,(z,t)] < 1} e O = {x €

Q; |ul,(x,t)] > 1}, usando as hipdteses feitas sobre a fungao g e a desigualdade de Holder,

temos

lal (@) [ 19/ (. )l (2, ) da
~ lfallz~ / 9/, )|l o, O e+ [l awc | 1o G ) (. )l
< llalli(o 2, /QO (e, D o [lalliegoy || MO [uly (e O ul (2, ) d
< lallum(o M i (0113 + llllieioy M [ (e £) e

Hlallzw @ [ ol O i (2, do

< llallz@lum (O[S (M + M)

p—1 1

Hlall=@M | [ (e nPde) [ (e
< ol I (0 + 1)

Hlal oy M1 O oy (1)
< Nl I OB + 1)

] ) M Mo My, (8)| g | 1t (D 2

onde M; provéfm da continuidade da funcao g, My e M3 sao, respectivamente, as constantes

provenientes das imersoes

H*(Q) — LP(Q) e H*(Q) — L*(Q)
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Logo, / a(z)g (v, (x,t)|ul,(z,t)|* dx < +oo; provando o desejado.
0

De (2.29) podemos escrever

2 2 <
O + 3 SNV (0 + 5 Vel DI, <0

multiplicando a desigualdade acima por 2 e integrando em [0,t], obtemos

[l (D16 + [ Ver, (OI[E + [V 7w, (OIE, < i (0)[G + [V, (0)][& + [V, (0)]F,
(2.30)

Vamos agora estimar a sequéncia (ul,(0)). Considerando ¢ = 0 e tomando v = u!/, (0)

no problema aproximado (PA), temos

(u (0),u (0)) + (Vun(0), Vul (0)) — | Oyum(z,0)ul (z,0)dT

m T,

+/Qa(x)g(u;n(a:, 0))ul (x,0) dx = 0.

Pela Formula de Green

e )13 = (At (0), 1, (0)) + [ ala)g(et(a, 0, 0) da = 0.
Assim,
e )18 < 1 AunOlallufu(©)lla — | al@)gl, (2.0 (.0) da

IN

[t (O) ]2 |17 (O) ]2 + |l o< 2 /\9 (@, )ty (2, 0)] dee

< My|luz, (0)]le + llal| <@ /!g (, 0Dty (, 0)] do, (2.31)

onde M, é a constante que limita {u,,(0)} em H?(Q), posto que u,,(0) — u° em H?(Q).

Considerando 2 = Qp U Q; onde Qy = {z € Qu (z,0)] < 1} e @ =
{z € O |u,(z,0)] > 1}, pela hipétese (H.1) temos que g(u., (x,0)) < Ku! (x,0), Vo € .
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Logo,
||a||Lc>o<m/Q |9 (u, (2, 0))| |, (2, 0)| dz < K||6L||L<>o<sz>/Q |ty (2, 0) ||t (2, 0)]
< Kllaf] ool [, (0) |, [, (0) |
< K Msal] oo Ui (0)]o, (2.32)

onde Ms ¢é constante positiva proveniente do fato que u/,(0) — u' em V.

A continuidade da ¢ implica que |g(u,(x,0))| < Mg, Va € €y, por conseguinte

lallie@) | Lot (e 0Dl 0) do < Mllallime) [, [ (,0)] da
0
= Mel|al| Lo [t (2, 0)|] 210

< MgMlal| o)t (0) | (2.33)

onde My é a constante de imersao L*(Q) — LY(Q).

De (2.31), (2.32) e (2.33) segue que
[l ()6, < Malluy, (0o + K Ms||al | o=@ ||, (0)la + MsMzl|al| o oy, (0) |,
ou ainda,

| (O)lle < My + M5 K|lal| Lo (@) + Mg Mz|lal| L~ (@)

Portanto, (! (0)) é limitada em L?*(2). Além disso, de (2.2), (Vu,(0)) e (V7u,(0))

m

sao sequéncias limitadas em L?(Q) e L*(T';), respectivamente. Logo, existe L > 0 tal que

[, (O] + [V, ()13 + |V (0)][2, < L.

De (2.30) e da desigualdade acima resulta que

[l (D11 + [V, (D[S, + [ Ve, ()7, < L.
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Ou seja,

(ull) é limitada em L>(0, 00; L*(Q)) (2.34)
(Vul,)  élimitada em L*(0,00; L*(Q2)) (2.35)
(Vru! )  élimitada em L>(0,00; L*(T'})) (2.36)

(ul.) ¢ limitada em L>°(0, 00; V). (2.37)

2.2.1.3 Passagem ao Limite
Inicialmente, observemos que pelo Teorema da Representagao de Riez, identificando

L?*(Q) com seu dual, temos que

L>0,T7;V) = [LY0,T;V))
L>(0,T; L*(Q) = [LY0,T;L*(Q))]".

Além disso, LY(0,T;V") e L'(0,T;L*(Q)) sao separdveis. Pelo Lema 1.5.2 e das

Estimativas a Priori, existe (u,) subsequéncia de (u,)men tal que para todo 7" > 0,

u, = uem L*(0,T;V) (2.38)
w, *u' em L*(0,T;V) (2.39)
w, = o em L™(0,T; L*(Q)). (2.40)

As convergéncias (2.39) e (2.40) decorrem da convergéncia (2.38), da unicidade do

limite em D'(0, T; L*(2)) e da cadeia de imersoes

D(0,T; L2(Q)) — L2(0,T; L2(Q)) = [L2(0, T LA(Q))] — D'(0, T; L*(Q)).

Convém observar que como V <= L2(Q) de (2.39) e (2.40) e em virtude do Teorema

!/

) a qual ainda

1.12 (Teorema de Aubin-Lions) podemos extrair uma subsequéncia de (u
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denotaremos pela mesma notagao, de modo que
uy, — ' em L*(0,T; L*(Q)) = L*(Qr),
e entao,

!/ /
ﬁ
u, —u qg.s. em Qr.

Da continuidade da fungao g segue que

g(u,) — g(u') qsem Qr,

ou ainda,

a(x)g(u,) — a(z)g(u’) qsem Qr. (2.41)

Além disso, para cada g € N, pondo Q = Q,; U9, onde
Q1 ={x e |uL(x,t)| > 1} e Q= {x € |u;L(x,t)| <1}, (2.42)
temos

oo sgn = [ [ lot@o(ul e, 0)dr di

_ /0 /Q la(2)g(u, (2, 1) |d:v+/ (x,t))|2dx] dt
< [ '||a||%m<m . Vot )P+ llal ey |, loe, (2, 0) dx]t

T
< /0 HaHLoo KQ/Q ]uL(x,t)]Qdast Ha!lim(Q)Mszmed(Q)] dt
nl
< laf |7 ) K /0 [up, (2, )72y At + [[ [T oo 0y MEMeEd(Q)T
< al[Foo 0y KMo + []al[Foo () Mgmed(Q)T,
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onde My provém de (2.24). Portanto, existe uma constante C' = C(||al|p~(q), I, Ms, Mo,
med(2),T) tal que

lla(@)g(u)lli2(gr) < C; Yu €N (2.43)

De (2.41), (2.43) e do Lema 1.1.3 (Lema de Lions) segue que

a(z)g(u,) = a(z)g() em L*(0,T;L*(Q)) = L*(Qr).

n
Como w; € H*(Q)NV — L*(Q) e § € D(0,T) — L*(0,T), segue que

[ @@ 0), wb(e) de — [ ale)gl' (1), wb(e) d 241

Por outro lado, visto que

u = em L>(0,T; L*()),

I

entao,

(us, o) — (W', ) Vo € LN0,T; L*(Q));

ou seja,

/OT (UZ(t)y(p(tD dt — /OT (u”(ﬂ,(p(?f)) dt.

Como w;# € L*(0,T; L*(2)), em particular,
T T
/O (wl(t),w;) O(t) dt — /0 (" (), wy) (1) dt (2.45)

De (2.38) temos que

Vu, = Vu em L>(0,T; [L*(Q)]"),



2.2 Existéncia de Solugao via Método de Faedo-Galerkin 76

entao,

(Vi ¢) = (Vu, @) Vo € L0, T; [L*(Q)]").
Do fato que Vw;0 € L*(0,T;[L*(Q)]") decorre que

T T
/0 (Vuu,ij)[Lz(Q)]nG(t) dt—>/0 (Vu, ij)[Lz(Q)]ne(t) dt. (2.46)

Por outro lado, como d,u,(z,t) = Ar,u,(z,t), segue que

T T
- / Ou,(x, yw; dU O(t) dt = — / / Ar,u,(z, w; dU 0(t) dt
0 Fl 0 F1

T
- / Voru, (e, ) Vrw, dU 6(t) di.  (2.47)
0 I

De (2.38) temos que

Vru, 2 Vyu em L°(0,T; L*(Ty)).

Entao, em particular

T T
/0 (Ve Vow,)r, 0(t) dt — /0 (Vou, Vow;)r,0(t) dt; Y5 =1,..,m. (2.48)

Seja 7 € N e consideremos p > j. Multiplicando a equagao do problema aproximado

(2.2) por 8 € D(0,T), tomando v = w; e integrando de 0 a T, resulta que

/ (1), w6 dt+ / (Y (), Vo )0(t) dt — / ' [ Oy, tywyf(e) drr

n /0 " (al@)gud, (1)), wy)0(t) d=0. (2.49)

Pelas convergéncias dadas em (2.44), (2.45), (2.46), (2.47) e (2.48) podemos passar
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o limite na equacao (2.49), quando p — oo, obtendo

/O W), wy)0(e) dt + /0 Y (Vult), Vu,)o(t) dt + /0 N (Vrult), Vow,)r.0(2) dt

T
+ /0 (az)g(d(t)), w))B(t) dt =0. (2.50)
Pela totalidade dos wjs em W = {w € H*(Q) N V;d,w = Ap,w em I';} temos

/0 L), 000 dt + /0 N (Vut), Voo dt + /0 (Vrult), Vool 0(1) dt

+ [ (ot (0), 00(0) de =0,
V0 e€D(0,T) eVveW. Em particular, para v = ¢ € D(2) temos
(", 00)p@r).p@r) + (=AU PO)pi@r)pi0r) + (al@)g(w), ) p@r).p@r) = 0,
ou seja,

<u” —Au+ a(x)g(u'), ¢6>D/(QT)7D(QT) =0; Vp € D(Q2),V0 € D(0,T).

Como o espago {pf; p € D(2),0 € D(0,T)} é tal que as combinagoes lineares finitas

formam um conjunto denso em D(Qr), entao
v — Au+ a(z)g(u') =0 em D' (Qr). (2.51)

No entanto, como u”, a(z)g(u') € L>°(0,T; L*(2)) temos que Au € L>(0,T; L*(Q)),
isto é, Au(t) € L*(Q), para q.t. t €]0,T[. Consequentemente,

u” — Au+ a(z)g(u') =0 em L>*(0,T; L*(2)).
Além disso, para quase todo ¢ €]0, T temos que

Au(t) = u"(t) +a(z)g(u'(t)) em L*(Q).



2.2 Existéncia de Solugao via Método de Faedo-Galerkin 78

Segue da regularidade dos problemas elipticos que para quase todo t > 0, u(t) €
H?*(Q) e

Logo,

Ju(t)]| 2@y < Mul|Au(t)||2@) = Mullu"(t) + a(z)g(u'(t))|] 2@

< Mu|[u"®)[r29) + Mulla(z)g(u' ()] 12
provando que u € L>(0,T; H*(2) N V). Desta forma, para todo T > 0,

u € L®0,T; H*(Q) N V)N Wh=(0,T;V). (2.52)

2.2.1.4 Condigcao de Fronteira

Da passagem ao limite temos a seguinte equacao:

/O LW (8), wy)0(e) dt+ /0 (Vult), Vs, )(t) dt + /0 N (Vralt), Vow,)r,0(8) dt

—i—/OT(a(x)g(u’(t)),wj)H(t) dt =0,V jeN,
e de (2.51),
u'(z,t) = Au(z,t) — a(z)g(v/'(z,t)), para q.t. (z,t) € 2x]0,T].

Substituindo u” na equagao acima, segue que

/0 " (Ault) — alz)g( (1)), wy)0(t) dt + /0 " (Vult), Vs, )(t) dt + /0 N (Vrult), Vow,)r, 0(8) dt

+ [ )yt @), w,)000) de =,

ou seja,

/0 " (Aa(t),w,)o(t) dt + /0 " (Vult), Vo) dt + /0 (Vru(t), V), 0(t) dt = 0.
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Aplicando o Teorema de Green, obtemos
T T
/ [ 0,ue,t)y0w; 0(1) dT dt + / (Vru(t), Vow,)r, 8(1) dt =0,
0o Jr 0

donde
T T
/ Oyu(x, t)yow; 6(t) dI" dt —/ / Ar,u(z, t)yow; 6(t) dI' dt =0,
0 F1 0 F1
isto é,

/0 ! /F [(Byule, t) — Aryulz, )yow;] 6(t) dT dt = 0; Y5,¥6 € D(0,T). (2.53)

Notemos que {yow;};jen ¢ denso em L?(T'y).

De fato, a aplicacao o : Hp (Q2) — H2(Iy) = {H2(D); u|r, = 0} é sobrejetiva, pois,
se u € H2(Iy) entdo u € H2(I), pela sobrejetividade da aplicacao v, : H(Q) — Hz(I)
existe v € HY(Q) tal que yv = u q.s. em I'. Como u € H2(I';) entdo u = 0 ¢.s. em Iy, ou

seja, Yv = 0 q.s. em Ty, portanto v € H} ().

Do fato que a base {w;};en é densa em Hy, (), pela sobrejetividade e continuidade
da aplicacao o : Hp (Q) — H2 () segue que {7w;}jen é denso em H2(Ty). Como Hz(T'y)

é denso em L*(Ty), concluimos que {yow;};en é denso em L*(T').

Cosequentemente, de (2.53) obtemos
Ou — Ar,u=0 em D'(0,T; L*(Ty))
e, portanto, da regularidade da fungao u

O,u = Ar,u em L*(0,T;L*(T'y)). (2.54)
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2.2.1.5 Dados Iniciais

Do problema aproximado temos que

Un(0) — u’ em H*Q)NV

Nesta etapa, mostraremos que u” = u(0) e u' = u'(0).

Primeiramente, notemos que u,u’ € L'(0,T;V) e u” € L'(0,T; L*()), entao pelo
Lema 1.2.1 temos que u € C°([0,T); V) e v/ € C°([0,T]; L*(€2)). Portanto, faz sentido calcu-

larmos u(0), u(T"), v’ (0) e u/(T).

Seja § € C'([0,T]) com (0) = 1 e §(T) = 0. Como u), * u' em L>*(0,T;V) —

L>(0,T; L*()), entao,
(u),, ) — (U, ), Ve L'(0,T;L*(R)),

ou seja,

/OT(u;(t), ©) dt — /(]T(u’(t),gp) dt, Y @€ LY0,T;L*Q)).

Como w;0 € L*(0,T; L*(2)), em particular, para todo j € N temos
T T
| 0,00 at — [ @), 000 d.
0 0

Integrando por partes e da convergeéncia u, * u em L>(0,7;V), obtemos

T T

00 w01, w)]) — [ w0), )0 0) it — [60) w0, 0]}~ [ () w0 0) .

0 0

ou ainda,

~((0) ) = [ (0), )0 () dt — —((0), ) ~ [ (ult), )0
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o que implica que

(1, (0),wy) = (u(0),w;), ¥jeN

Desta forma, da densidade de {w;} em L*(Q) segue que u,(0) — u(0) em L*(£2).

Por outro lado, do problema aproximado, temos
u,(0) — u’ em H*(Q)NV,
o que implica que

u,(0) — u’ em L*(Q).

Da unicidade do limite fraco obtemos que u(0) = u°.

De forma andloga mostramos que u'(0) = u'.

2.2.1.6 Unicidade

Sejam u e v solugoes regulares do problema (2.1). Considerando w = u — v temos

que w satisfaz o seguinte problema:

W' — Aw + a(x)g(v') —a(z)g(v') =0 em Q x ]0,00],
d,w— Ar,w =0 em I'1 x |0, 00],
h 1 10,00l (2.55)
w=0 em [y x 0,00,
w(z,0) =0 = w'(z,0) x € .

Compondo a primeira linha de (2.55) com w/(t), resulta que

(w"(8), w'(t)) = (Aw(t), w'(t)) + ((alx)g(w'(1)) — a(x)g(v'(1))), w'(t)) = 0.



2.2 Existéncia de Solugao via Método de Faedo-Galerkin 82

Aplicando o Teorema de Green, obtemos

(w"(t),w'(t)) + (Vw(t), Vu'(t)) —/ dyw(z,t)w'(x,t) dT

I'1

+((a(z)g(u'(t)) — a(z)g(v' (1)), w'(t)) = 0.

Logo,

1d
2di

1d
2di

1d

[’ Ol + 5 Z IVe@la + 5 IVrw@)llE,

+ /Q a(z)(g(u'(z, 1)) — g(v'(x, 1)) (' (z, 1) = v'(x, 1)) dx = 0.

Como a fun¢ao a(zr) é ndo negativa e g é mondtona crescente, entao
[ @) (g (@,6)) = 90" @)W (2,8) = o/ (2,)) do > 0.
Q

Portanto,

1d 9 1d ) 1d )
5ol (s + 5 IV OBy + 5 V0Ol <0

Integrando de 0 a T, obtemos

1/ (O + [[Vw@)]lG + IVrw®)][F, < [[w' (0] + [[Vw ()]

+HIVzw(0)l[f, =0,

Concluimos entdo que w(t) = 0 em V, para quase todo ¢t € [0,7T] e portanto u = v,

ou seja, a solucao regular é unica.
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2.2.2 Solucao Fraca

A seguir, provaremos a existéncia de solugao fraca do problema (2.1) por aproximacao

de solugoes regulares.

Seja {u’,u'} € V x L?(Q). Como H*(Q) NV e V sdo densos em V e em L?*(1),

respectivamente, existe {u, u,} € H*(Q2) NV x V tal que

{w ul} — {u® u'} em V x L*(Q). (2.56)

w Pp

Desta maneira, para cada ;1 € N existe uma solu¢ao regular u, do problema

wy, — Ay, + a(a:)g(uL) =0 em ) x |0, 00],
oyu, — Ap,uy, =0 em I'y x ]0,00],
weo T 1 0, 00l (2.57)
u, =0 em [y x 0,00,
u(x,0) = ul(z), u),(z,0) =u,(z) ze€Q.

Considere z,; = u, —u;. Pelos mesmos argumentos utilizados na unicidade de solugao

regular obtemos

12 @116+ IV 2aONG + [Vr2a@IIE, < 2 OG + 11V 2a(0)[[6,

HIVrza(0)|[7,

Como o membro da direita converge para zero, pois, {u),} converge em V e {u,}

converge em L*(Q2), concluimos que

(u,) ¢ sequéncia de Cauchy em  C°(Ry;V);

(u),) ¢ sequéncia de Cauchy em COoRy; L*(2)).
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Logo, existe u € C°(R4; V) tal que

u

—u em C'(Ry;V); (2.58)

m

u, —u  em C°(R.;L*(Q)). (2.59)

"

Notemos que considerando 2 = Q,; U Q5 como em (2.42), de (2.59) segue que

/0T||a<x)g(u;(t))|\gdt - / / ' (2,1)) P dt+/ / o (1)) [2da dt

< Nl K /0 /Q (. 8) Pz dt + ][ @ Mimed()T
< lallzoe o) K* My + [lal[fo o) Migmed ()T
= Ms.
Portanto,
{a(x)g(u,)} & limitada em L*(0,T; L*(12)). (2.60)

Por outro lado, de (2.59) temos também

w, —u' em L*(0,T; L*(Q));

donde,
w, —u' q.s. em Qx[0,7].
Pela continuidade da ¢ temos que
glu,) — g(u') qs. em Qx[0,T],
ou ainda,

a(x)g(u)) — a(x)g(u’) q.s. em Q x [0,T]. (2.61)

m
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De (2.60), (2.61) e pelo Lema de Lions, existe uma subsequéncia de {a(z)g(u;,)} en

que ainda denotaremos pela mesma notacao tal que

a(x)g(u,) — a(z)g(u') em L*(0,T; L*(Q)). (2.62)

Consideremos 6 € D(0,T) e ¢ € D(Q2). Compondo a equagao da primeira linha de

(2.57) com 6y obtemos

(), — A+ a(@)g(w,), 00)p@r v = 0: V8 €D, T),Vp € D(Q).  (2:63)

Notemos que

<UZ7 0§0> = _<u;u 6),%0>

e de (2.59) segue que
—<u:L,6"g0) — =, 0'¢) = (u", 0).

Concluimos

<UZ7 090>D’(QT)7D(QT) - <u”7 090>D’(QT)7D(QT); Vo € D(Ov T),V(,D € D(Q) (264)

Por outro lado,

"/ Ou Op
(—Auy, 00)pr(@ry,p@r) = D < 3; ) 93$.> ’
=1 ¢ v D,(QT)7D(QT)
e por (2.58)
" [ Ou, Op "/ Ou 0
Z < 3;798x-> — Z <(9$" 6337'> = (=Au, 00) D (Qr),D(@r):
i=1 i v D(Qr),D(Qr) i=1 ‘ 1 DQr).P@r)

(—Auu, 090>D’(QT),D(QT) — (—Au, 090>D/(QT),D(QT); Vo e D(O,T),\V/(,O S D(Q) (265)
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Do exposto em (2.62), (2.64) e (2.65) obtemos de (2.63), apés passagem ao limite,

(u" — Au+a(z)g(u),00)p (@) pr) =0; Y8 € D(0,T),Yp € D(Q).

Mas, pela totalidade do conjunto R = {f¢;60 € D(0,T) e ¢ € D(2)} em D(Q2x(0,T"))
vem que

(u" — Au+a(z)g(u), V)prorpern =0; V¥ € D(Qr).

Entao,

' — Au+a(x)g(u') =0 em D'(Qr). (2.66)

Temos que u € L>*(0,7;V) e entao —Au € L*(0,7;V') e como a(z)g(u’) €
L>(0,T; L*(Q2)) segue que u” € L>(0,T;V"). Assim,

" — Au+a(z)g(u') =0 em L=(0,7;V).

De (2.58) e (2.59) temos que u € C°(R, V) e v/ € CO°(R,, L*(2)), isto é,

u€ CO(R,, V)N CHRy, L*()). (2.67)

2.2.2.1 Condicao de fronteira

Temos

Oyuy — Aryu, =0 . s em I'y x 0, 00],

onde u, é solugdao regular do problema (2.57) e o operador —Ar, : HY(Iy) — H }(T) é
definido por

<_AF190/‘7Z)>H*1(F1),H1(F1) :/F Vrp -V dU'; Ve, € Hl(rl)-
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Entao,

<_AF1uu(t)7¢>H*1(F1),H1(F1) = /F vTuu(t) -V dy = (vTu,u(t)7 VTw)IH; Vit > 0(268)

Como
u, —u em C°(Ry;V)
segue que

Vo, — Vou em CO(Ry; [LA(T)]). (2.69)

Assim, de (2.68) e (2.69) se ¢ € L*(0,T; H'(T'1)) temos que
T T
/O (=Ar,u(t), () =10y, ey dt — /0 (=Ar,u(t), ¥ () m-1(0y),mr (0t
consequentemente,

Ar,u, > Ap,u em L=(0,T; H '(Ty)). (2.70)

Por outro lado, de (2.54) temos que

dyu, = Aryu, em L*(0,T; L*(Ty)) — L*(0,T; H'(I'y)). (2.71)

Sendo assim, de (2.70) e (2.71)
<8VUH’90> - <AF1U7 §0>’ VQO S LQ(OaT; Hl(rl))v
ou seja,

dyuy, = Apyu em L*(0,T; H H(Ty)). (2.72)
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Além disso, como
d, =l em CO0,T); L(Q) — L2(0,T; 1(9)
pela Proposigao 1.2.3 e Corolario 1.2.3.1 temos que

w, —u" em H'(0,T;L*)). (2.73)

Como wu,, satisfaz a equagao

Au, =, + ala)g(u) em L¥(0,T; L*(€)),

de (2.62), (2.66) e (2.73) obtemos

Auy, = up +a(x)g(u,) = u" +a(z)gu') = Au em H'(0,T; L*(Q)).

Portanto,

Au, — Au em H (0,73 L*())

e, do fato que

wy—u em CO([0,T);V) — H(0,T; H'(2)),

obtemos

u, =~ u em H'0,T;H'(Q));

onde H}(Q) = {u € H'Y(Q);Au € L*Q)}. Pela continuidade da aplicagao trago 7, :
H=Y0,T;H () — H™1(0,T; H~2(T';)) [ver Observacio 1.3.1] ¢ Teorema 1.17 temos

Fi(w,) = Fi(w) em  HY0,T; H 3 (1)),

ou seja,

dyu, — dyu em H'(0,T;H 3(y)) — HY0,T; H'(I'y)). (2.74)
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Desta forma, de (2.72), (2.74) e, pela unicidade do limite fraco estrela, obtemos

Ou=Aru em H Y0, T;H T))).

Sendo Ar,u € L*(0,T; H *(T';)) deduzimos que
du = Ar,u em L*(0,T; H 1(T'y)). (2.75)
2.2.2.2  Dados Iniciais
De (2.56) e (2.57) temos que

u,(0) =u, — u em V,

T= TO

u,(0) =u

u — u' em L*(Q).

De (2.58) e (2.59) segue que

u,(0) — wu(0) em V,

u' (0) — u/(0) em L*(Q).

i

Portanto, u(0) = u® e v/(0) = u'.

2.2.2.8 Unicidade

Sejam u e v duas solugoes fracas do problema (2.1) e consideremos w = u—v. Entao,

we C' R, V)NCYR,, LA(Q))
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e satisfaz o problema

W' — Aw +ag(v') —ag(v) =0 em L*(0,7;V')
Byw = Ar, L2(0,T: H- (T
oot em LA (1) (2.76)
w=70 em [y x ]0,00]
w(0) =0 =w'(0) em ()

Como w satisfaz as hipdteses da identidade de energia, conforme Apéndice, temos

que

1/ (O + [[Vu®)le + IVrw®)]F, = -2 /Ot /Q a(z)[g(u'(t)) — g (O)[u'(t) — v'()]dwdt
0

IN

Pois g é mondtona crescente e a é limitada e nao-negativa, e assim, o segundo lado
da igualdade é menor que ou igual a zero. Portanto w(t) = 0 em V para todo t € R, e,

consequentemente, u(t) = v(t) em V, Vt > 0.

2.3 Existéncia e Unicidade de Solucao via Teoria de

Semigrupos

Nesta secao provaremos a existéncia e unicidade de solugoes regular e fraca para o

problema dado usando a teoria de semigrupos.
2.3.1 Existéncia e Unicidade de Solugao Regular
Definamos o operador linear

A: Vv — YV
f — Af, dado por
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(Af, V)pry = /QVf Vv dz +/F Vof Vo dvy: Vo€ V. (2.77)

Observemos que a aplicagao acima esta bem definida. Com efeito,

[(Af, o)l < IV IdalVolla + Vo flle IVl
{IV e + IV flle, Hlvlly
< VHIVAR + VIR 2 lloll = V2 IIflIv]elly

IN

o que prova que Af € )'. Notemos também que

[Aflhv = sup [(Af, o)) < sup {V2[lfIbllolb} < V2 Iflv VfeV.

veVi|lvf|<1 veVilv||<1

Portanto, A € L(V,V’). Sendo A um operador linear e limitado temos que A ¢é

continuo. Além disso, A é coercivo em V, pois

(Av, 0)yry = /Q IVol? de +/ IVo? dT = [[o][3 > 0; Vo e V.
Iy

Consideremos o problema

uy + Au+ Buy =0
" ' (2.78)
w(0) =u’, w(0) = u',
onde o operador B : VY — V' é definido por
(Bu,w)yry = /Qa(x)g(v(x))w(x) dr; Y ov,we . (2.79)

Notemos que o operador B esta bem definido, pois, considerando €2 = )y U £2; onde

Qo ={r e Yv(z)] <1} ey ={z € Q;v(x)| > 1} segue das hipéteses (H.1)(i),(ii) e (H.2)



2.3 Existéncia e Unicidade de Solucao via Teoria de Semigrupos 92

sobre as fungoes g e a, respectivamente, e da Desigualdade de Holder que

[(Bv, w)]

IN

[ la@)! lg(w@)| Jo(z)] dr
/Qol a(z)| K |w(x) |dx+/ 2)|K|v(z)| |w(z)| dz
KlHaHLOO(Q)/Q\w )| d:c+K\|aHLw(Q)/Q|@(x), lw(z)| do

Killal|pe @) Kal|lw||a + Klal| =@l [v|[al|w||o

IN AN IA

IN

maz{ K1, Ky, K}||a||p~@{||lw|la + |[v|le]|w]|a}

= Ksllaf|ze @ (1 + [Jvllo)l[wlle, (2.80)
onde K1, K5, K35 e K sao constantes positivas. Além disso, como w € V,

1 1
lwlle < (lwllg + [IVwllg)? = llwllme < Kil[Vulle < Ka([[Vwllg + [[Vrwllg)?

= Kyl|w||y, (2.81)

onde a constante positiva Ky provém do fato que as normas ||- || g1(q) € ||V || sdo equivalentes

em Hp (Q). De (2.80) e (2.81) temos que existe K5 > 0 tal que para todo v,w € V
(B, w)| < Ksllal| o) (1 + [[vlle)][w]v,

o que prova que Bv € V'.

Afirmamos que o operador B : YV — )’ é maximal mond6tono. Com efeito,

(Bv,v)yry = Aa(:c)g(v(x))v(x) dx >0,

pois, pela hipétese (H.1)(ii) temos que g(s)s > 0 e por (H.2) a é nado-negativa. Logo, B :

Y — V' é mondtono.

Para provar a maximalidade de B, definamos o funcional J : V — R dado por

v(z)
Jv—// ) ds dz.



2.3 Existéncia e Unicidade de Solucao via Teoria de Semigrupos 93

Afirmamos que B é a subdiferencial de J.

De fato, a derivada direcional de J em v € V na direcao de u é dada por

/ _ .
J(v,u) = /l\li% 5

iy B0 a(w)g(s) ds da — Jo J§ a(x)g(s) ds de

o A—0 A

o Jaa@) (5T g(s) ds — 5 gs) ds] do

- A

= i [ ) [+ [ o) ds| dr = [ a@)go@)ute) de, 252)

= lim | a(= N g(s) ds| dv = | a()g(v(z))u(z) dz, (2.

onde a ultima igualdade provém do Teorema 1.4 (Teorema da Média). Entao, J é G-

diferencidvel em v € V e de (2.79) e (2.82) obtemos

(J'v,uhyyry = /Qa(x)g(v(:v))u(x) dr = (Bv,u)yy; Vov,uel.

Logo,

J'v=Bv;, Yve. (2.83)

No que segue, provaremos que J é convexo. De acordo com a Proposicao 1.7.2 é

suficiente provarmos que (J'w — J'v,w — v) > 0. Como g é mondétona crescente temos

(Jw—Jv,w—v) = (Bw— Bv,w—0v)
= [ a@)g(w(@)(w(x) = v())dz = [ alx)g(v()(w() - v(z))ds

Q

= [ a@lgtw(@)) - g(o(@)]w(z) - o)) dz 20

para todo w,v € V. Portanto, J é convexo.

Notemos que J # oo, isto é, J é um funcional préprio. Entao, usando a Proposicao
1.7.3 e de (2.83) temos
d(Jv) =Jv=Bv, Yve,
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onde O(Jv) é a subdiferencial de J em v. O que prova que B é a subdiferencial de J.
Afirmamos também que J : ¥V — R é continuo.

Com efeito, seja {v, }neny C V uma sequéncia tal que v, — v em V. Entao

a(x) /Un(x) g(s) ds dx — /Qa(m) /Ov(x)g(s) ds dx

HaHLwanu/L/ ) ds d,

onde [, () v(x) denota a integral com os extremos de integracao na ordem crescente.

|Ju, — Jv| =

IA

Como ¢ é continua temos que |g(s)| < ¢ se |s| <1 e da hipétese (H.1)(iii) temos que

lg(s)| < K|s| se |s| > 1. Assim, |g(s)| < ¢+ K|s|; Vs € R. Logo,

|Jv, — Jv

IN

allr e // c+ K|s|) ds dx
lalliey [, [ (et Kls)

K
cllallz(@) [ onx) = v(@)lde +lall=@5 [ [loa(@)? = () ?]do

I Iz

IN

Afirmagao (i): I, = / |un(2) — v(x)|de — 0, n — +o0.
0
De fato, como v,, — v em V — L?(Q) — L(Q), pois Q é limitado, segue o desejado.
Afirmagao (ii): / “vn(x)|2 - \v(az)|2’da7 — 0, n — +o0.
0

Com efeito,

| on@)? = fo@) Pl = /wam—vm|wam+v@mm

IA
/~
\

=

I

|

@

Q.

S
\_/
/~
S—

=

3

_|_

1

/-\

&.

)
\_/
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Mas,

/Q|vn(x)+v(x)|2dx < 2(/Q|vn(x)|2d$+/9|v(x)|2dx>

= 2(/[vall6 + lIvlI)

IN

2(c+ [vll6),

onde a constante ¢ provém do fato que {v,} é convergente e, portanto, limitada em L?(2).

Logo,

/Q“vn(xﬂz — Jo(@)|dz < 2(+ [[ol3) (/Q o () — v(x)|2dx)2 0, n— +oo.
Donde, segue que J é continuo.

Agora, sendo B a subdiferencial de J que é continuo, convexo e proprio; de acordo

com o0 Teorema 1.18 temos que B : ¥V — V' é maximal mondétono.

Por conseguinte, podemos reformular o problema (2.78) da seguinte forma

V
d| u 0 —I u 0
dt Ut A B Ut 0
SRR 12(Q)

Assim, temos um novo operador A : H — H =V x L*(Q) definido por

) —h
h Av + Bh

e D(A)={(v,h) € H;h €V, Av+ Bh € L*(Q)}.

Para provarmos que A gera um semigrupo em H = V x L?(§2), devemos mostrar que

A é maximal mondtono em H.
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Com efeito, A é mondtono, pois

—h

(Lol [2]).

(—h, 'U)V + (AU + Bh, h)LQ(Q)

(—h, U)V + <AU, h)vly + <Bh,, h’>V’,V

—/Vh-Vv dm—/ Voh - Voo dF+/Vv-Vhdx
Q 1N Q

Y

+/1“1 Vv - Voh dF—i—/Qa(x)g(h(x))h(x) i

/Qa(x)g(h(x))h(x) dr>0; ¥ (v,h) € D(A),

onde a ultima desigualdade decorre das hipoteses (H.1)(ii) e (H.2).

Para provar a maximalidade do operador A, ou seja, Im(I+A) = H, dado (vg, ho) €

H devemos mostrar que existe (v, h) € D(A) tal que

ou seja,

isto é,

(I+A)

1)
N

{ v—h =1
(2.85)

—h
Av + Bh

+
h

Combinando as duas igualdades em (2.85), obtemos

Notemos que o operador h —— h + Ah é continuo e coercivo, pois A possui tais
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propriedades. Além disso, como
(Ah, By = [ VAP do+ [ [Vohf? dy =[]} 2 0

entao A é monodtono e, consequentemente, I + A também é. Portanto, segue da Proposicao
1.7.1 que o operador (I + A)+ B é maximal mondtono. Logo, a equagao (2.86) possui solugao

h € V. Como, v =1vy+h, e Av+ Bh = hg — h, segue que v € V e Av + Bh € L*(Q).

Logo, o sistema (2.85) possui uma solucao (v,h) € D(A) e portanto A é maximal

mondétono em H.

Nestas condigoes, pelo Teorema 1.19 (Hille Yosida), dado U° € D(A) existe uma
unica funcao

U € C'([0,00); 1) N C°([0,00); D(A))
tal que

aUu

— +AU =0 em 0,400
dt ! ) (2.87)
U)=0°

e além disso,

dU
U0l < [V e |

—| = AU < AU ¥t 0.

H

Considerando que os problemas (2.78) e (2.84) sao equivalentes, entao, tomando
U% = (u°,u') € D(A) existe uma tinica funcao U = (u,u;) € C([0, 00); H)NCY([0, 00); D(A))

que satisfaz o problema (2.78). Além disso,

d u(t) _ w(t) _ s u(t) <la u® _ —ul

wy () " u! " Au® + Bu'
= |lu'lly + [[Au” + Bu'[lq

H

isto é,

lue(@)]lv + llua@®lla < [Ju'llv + [[Au® + Bu'lle Yt > 0.
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Concluimos também que a solucao forte possui as seguintes propriedades:

e Como u; € V entao wr, € H(T'y).
e Como Au + Bu; € L*(Q) e pela hipétese (H.1), a(x)g(u;) € L*(Q2), entdo Au € L*(Q)

e consequentemente, u € H%((2).

Com efeito,

/ la(x z))|? dx

[ lat@)Plgu(@))? da

lal <o) [ lgui())I? da. (2.89)

IN

IN

Seja Q = Qo Uy onde Qy = {z € Q; |u(z)| < 1} e @y = {x € Q; |uy(z)| > 1} segue
da hipdtese (H.1) itens (i) e (ii) que

ot de = [ g de+ [ lgtu@)? de

< Mmed(Q +K/ lug()]? de < . (2.89)
0

De (2.88) e (2.89) temos

/ la(2)g(ue(@)? de < ||| p=(ay(Mmed(S) + K/ ug(2)|? dz) < oo.  (2.90)
Portanto, a(z)g(u,) € L*(9).

Agora, seja ¢ € C3°(2), entao

(Au, @) pr(a)po) = /QVU Vo dr = (=Au, )p) p©)-

Logo, Au = —Au em D'(Q). Como Au € L*(Q) entdo Au = —Au em L*(Q) e assim
—Au € L*(9). Pela regularidade dos problemas elipticos obtemos que u € H*((2).

e D(A) = H?(Q) NV x V, consequentemente, u € C°(R; H2(Q) N V) N WE>(R,; V).
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De fato, seja (u,v) € D(A), entdo, (u,v) € V x L*(Q),v € V e como vimos u €
H?(Q), logo, (u,v) € H* () NV x V, ou seja, D(A) C H*(Q) NV x V. Por outro lado, seja
(u,v) € HA(Q) NV x Ve ¢ € C(Q), entao

(—Au, ©)pr(a)p@) = /QVU Vo dr = (Au, 0)pr0) D(©)-

Logo, —Au = Au em D'(Q). Mas, como —Au € L?*(Q), entao, —Au = Au em L?*(2)
e assim Au € L?(Q). Além disso, de (2.90) temos que a(z)g(u;) € L*(f2), consequentemente,
Au + a(z)g(uy) € L*(Q). Portanto, (u,v) € D(A), ou seja, H*(Q) NV x V C D(A). No

entanto, como vimos anteriormente (u, u;) € C*([0,00); H) N C°([0, 00); D(A)), isto é,

ue C' R HY(Q)NY) e u € CORLV).

Desta forma, u € CO(R,; H2(Q) N V) N W (R V).
e A solucao regular satisfaz naturalmente a condicao de fronteira.

Com efeito, dado u € V tal que Au = f € L*(2) temos para v € V que

(Au,v)yry = / Vu-Vodr+ | Vyu-Vopu dD
Q 1

T

= —/ Auv da:+/ d,uv dI' — Ar,uv dI'
Q |1 I

= /va dx.

Sendo —Au = Au = f em L*(Q) entao

/ (Oyu — Ap,u)v dI' = 0.
It

Tendo em mente que a identidade acima ocorre para qualquer v € V e, portanto,
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v|p, € HY(T'}) — L*(T'y), podemos tomar w = yov € C*®(T'y) e assim,
/ (Ot — Apu)w dT = 0; ¥ w € O%(I),
It
isto é,
(Ou — Aru,w)r, =0; Y we C(Y).
Como C*(T';) é denso em L*(T';), segue que

du = Ar,u em L*(T).

2.3.2 Existéncia e Unicidade de Solugao Fraca

Consideremos o seguinte problema de valor inicial:

d—u = Au+ Bu 0<t< oo
dt (2.91)
u(0) = u°

onde A é um operador m-dissipativo de X em X, B é continuo e dissipativo de X nele mesmo

e X é um espaco de Banach.
Para o problema (2.91) temos o seguinte resultado de existéncia.

Teorema 2.2. Seja A : X — X um operador m-dissipativo. Seja B : X — X um

operador continuo, nao-linear e dissipativo definido em todo X. Entdo, para cada ug € D(A)

existe uma unica fun¢ao continua u : [0,00) — X tal que u(0) = uy.

Demonstragao: Ver Barbu [1], Cap.III, Secao 3, Teo.3.1.
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Consideremos o problema dado na forma (2.84) visto na segao 2.3.1, ou seja,

v
d | u U 0
— + A = em X
dt Ut Ut 0
L*(Q)
onde
A: DIAYCH—H :VXLZ(Q)
v v —h
| — A —=
h h Av + Bh

e D(A)={(v,h) € H;h € V, Av + Bh € LX(Q)}.

Ja vimos que A é um operador maximal mondtono sobre ‘H, logo, —A é m-dissipativo.

Definindo
) 0
[
h 0

isto é, B é o operador nulo sobre H, é claro que B é continuo e dissipativo. Assim, o problema

(2.84) pode ser escrito na forma

d

W_ _AU+BU  0<t<oo

dt (2.92)
Uu)=0°

e satisfaz as hipéteses do Teorema 2.2. Entao, para cada U° € D(A) existe uma tinica fungao
continua U : [0,00) — H tal que U(0) = U°. Como A : D(A) C H — H é maximal

mondtono, segue da Proposigao 1.7.4 que D(A) = H.

Interpretando o pardgrafo anterior, concluimos que dados U° = (u°,u') € V x L*(Q)
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existe uma tunica solugao fraca do problema dado na classe
U = (u,u;) € C°([0,00),V x L*(Q))

isto é,

u e CO(R,; V)N CHRy; LA(Q)).

2.4 Apéndice
2.4.1 O Espaco H} (Q)

O espaco H%O(Q) é um espaco de Hilbert com a topologia induzida por H'(Q). De

fato, seja {uy}ren C Hp, (€2) um sequéncia tal que

up — u em H'(Q).

Pela continuidade da aplicacao traco vy, temos que
Yolur) = 0(u) em H3(T) — L*(T)

e assim,

Yo(ur) — Yo(u) q.s. em T.

Como {uy} C H}, (Q) temos que yo(ug) = 0 q.s. em Iy, V k € N e da convergéncia
acima, concluimos que Yo(u) = 0 g.s. em Iy, o que prova que u € Hf (). Logo, Hp, () é

um subespago fechado de H'(Q). Como H'(2) é um espaco de Hilbert temos o desejado.

Além do mais, em H} () as normas

lullare) e [u] = [[Vulla (2.93)
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sao equivalentes. Com efeito, notemos inicialmente que a aplicacao
u € HE () — [u] = ||Vullo (2.94)

Y0, Vi=

define uma seminorma em Hy, (€2). Agora, se [u] = 0 isto é, ||Vu||q = 0 entéo
1,...,n, logo, u = C, onde C' é uma constante (notemos que €2 é conexo). Como ulr, = 0

resulta que u = 0 em (2. Portanto, a aplicagdo acima é uma norma.

Como a desigualdade
IVulla < [lulle + [[Vulle = [[ull a1

é trivialmente verificada, para provarmos o desejado em (2.93) é suficiente garantirmos a

existéncia de uma constante ¢; > 0 tal que

ullo < eifu]; ¥V u e HE (Q). (2.95)

Se u = 0, nada temos a provar. Suponhamos, entao, que u # 0. De (2.95) temos que

mostrar o desejado é equivalente a mostrar que existe ¢, > 0 tal que
ey < [u] ; Yue Hf ().
[lulle

Ou ainda, basta provarmos que

J¢>0 tal que [u] > ¢, Vu € Hf (Q) com |[ullo = 1.

Suponhamos o contrério, ou seja, que para cada n € N exista u, € Hf () com
||unllo = 1 e, no entanto,

) < = (2.96)
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Tomando o limite na desigualdade acima quando n — +oo resulta que

lim [u,] = 0. (2.97)

n——+00
Agora, de (2.96) e do fato que ||u,|lq = 1; ¥ n € N temos
2 2 2 1
HunHHl(Q) = [|un|lg + [un)” <1+ 2 <2, (2.98)

o que implica que {u,} é limitada no espago topolégico (Hp (), ||.||m1(q)). Sendo Hf ()
Hilbert com a topologia induzida por H'(2), existird (u,) subsequéncia de (u,) e u € Hf ()

tal que

u, = u em H} (). (2.99)

Sendo a aplicagio v € H} () — [v] uma norma, ela é convexa e semicontinua

inferiormente. Logo de (2.97) e (2.99) obtemos

[u] < lim [u,] = 0.

V—00

Assim, [u] = 0 e portanto u = 0.

Por outro lado, em virtude da imersao H'(Q)) — L?(f2) ser compacta, entdao de

(2.98), apds a extragao de uma eventual subsequéncia obtemos
u, — u em L*() (2.100)

o que implica que

e = [lulle:

Como ||uy|lq = 1 vem que ||Jullo = 1 o que é um absurdo, pois u = 0. Ficando

provado a equivaléncia entre as normas.
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2.4.2 O Espago H*(Q) NV

O espago H?(2) NV ¢é separdvel quando munido com a topologia

1wl g2y = [lulla2@) + [|ully-

Com efeito, consideremos a seguinte aplicagao linear

THXQ)NY — Vx LAQ) x [LAQ)]" x [LA(Q)]"”

u —  (u,u, Vu, D*u)

ou . 5 Pu ,
onde Vu = 1 =1,...,n, e Du = ; 1,7 = 1,...,n. Mostraremos que 7" é uma
aplicagao linear isométrica.

Seja u € H*(2) NV, entao
lull @y = ullr2@) + ully e
Pl o = Nully + lullz + [Vl g2 + 1Dl g
" || Ou " 0%u
= ully + ull2@) + D + > .
im0 L2(Q) =1 9r;0x; L2(Q)

E claro que T' é uma isometria.

Pondo-se Z = T(H?(Q)NV), resulta que Z é um subespaco de um espago separdvel
e portanto, também ¢ separdvel. Sendo T isometria vem que T~!(Z) possui um subconjunto

enumeravel e denso em H?(2) NV, o que prova que este tltimo ¢ da mesma forma separdvel.

Sendo assim, o subespaco {w € H*(Q2) N V;d,w = Ar, em I'1} também é separdvel.
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2.4.3 Identidade de Energia

Nosso intuito é provar a seguinte identidade de energia

SO+ SIVul + STl + [ [ atoatd 0)) de di

1, 1 1
= S O3 + 5 I7u(0) 3 + 5 Vre),

para 0 <t < T, onde u é uma solugao fraca do problema 2.1.

Seja 6y a funcao caracteristica do intervalo [s,t], onde 0 < s <t < T. Para § > 0

suficientemente pequeno definamos

1 seT € [s+0,t—]
0 se T € R\|s, 1
05(7) = Vs (2.101)

T—%  seT € s, s+

—3T+ L seTelt—41

cujo grafico é dado pela figura abaixo:
1
Os
0 s s+90 t—ot T 19

Figura 2.1: Funcao 65

Consideremos 7, uma sucessao regularizante par, isto é, n. € C§°(R), supp(n.) C

+00
(~ee) [ me=1, 10200 5(€) = n(~€); Ve >0,
Para simplificarmos a notacao denotaremos 05 = 6 e . = 7.

Denotaremos por QZ a extensao de ¢ como sendo zero fora do intervalo [0, T].

Como u € L*(0,T;V), uy € L*(0,T; L*(Q)) e 6 € C3°(R) temos que Ou € L*(0,T;V)
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e Qu; € L*(0,T; L*(Q)) com

supp(Ou) C supp(0) N supp(u) C supp(f) = [S,t] e

supp(0u;) C supp(0) N supp(uz) C supp(9) =[S, 1].

Assim, v =7 (0u) € C(R; V) e nx* (0u;) € C°(R; L*(Q)). Dai, obtemos

+o0o
0 = LOO df[||77*(9ut)||g+HVU||Q+||VTUHFJ

— / [ x (0uy), (0 * (Qm))t)ﬂ + (Vu, Vo )a + (Vro, Vv )r, | ds (2.102)

Notemos que

(e ) = ne (@) £y x(OT) em CF(R: Q)
=nx(0u,) = v, —nx*(0'u)
= n'x(0u) —nx(0'a) € CE(R;V)

(s (Our))e = nx (0u) +n* (u) em C°(R; V)
= nx (Bug) = (nx(0ur))e —n* (0')
= 1 x (0w) —nx* (0w) € CF°(R; L*(Q)).

Portanto, n x (0u;) € C3°(R; V) e nx (Quy) € C°(R; L*(9).
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Entao, por (2.102) segue que

0 = /;OO (n*(eﬁ),n*(@%))g ds+/+: (n*w%),v(n*(em)))g ds

N1
+00 N o +o0 N N
[ (@) @m), ds+ [ (s 0m), 0+ (0m),, ds (2.103)
Na
+o0 —— o +o00 — ~
+ /_ (n x (OVu),n * (6 VT“))n ds + /_ (77 x (O0Vru), Vo (n * (9ut)))Fl ds .
N3
Definamos
(A, Wy y = /Qw Vuw dr +/ Votp - Vow dU: Vb, w € V. (2.104)
1N
Como u satisfaz
uy — Au+ag(u,) =0 em L*°(0,7T;V)
d,u = Ar,u em L*(0,T;H*(Ty))
u=>0 em [y x (0,00)
uw(0) =u’, w(0)=u' em
resulta que
uy + Au+ag(uy)) =0 em L>(0,T;V). (2.105)
Assim, de (2.104) e (2.105) obtemos
(U, vy = (=AU @)y — (ag(ur), ¥)a
= —(Vu,Vg)a — (Vru, Vro)r, — (ag(d@r), 9)a (2.106)

para toda ¢ € C°(R, V).

Pondo ¢ = n*nx*(0u;), observando que 1 é uma fungao par que depende unicamente
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da varidvel temporal ¢, usando a Proposigao 1.1.9 e a identidade (2.106), podemos calcular

N1 + N5 + N3 da seguinte forma:

Ny + Ny + N3 =

+oo _ +oo +oo _
_ / / OV uV (0 + 1 + (01)) de ds + / Bitzs, Phyry ds + / OV ruN o dT ds
—oco JQ N———’ —00 —oo JI'1
©

+00 +OO +00
= / H(Vu V) ds+/ 0w, o)y v d3+/ 0(Vru, Vro)r, ds

+oo
= —/ ag Uy), gp)Q ds (2.107)

De (2.103), (2.107) e lembrando que 6 = 65, obtemos a primeira identidade

- |

(@) s (050 ds+ [ (@), 050),, ds+

11 12
+oo — ;o +o0 N
[ (e 05w (057w ds— [ 6s(ag(@). ), ds (2.108)
13 14

O nosso préximo passo é estimar cada termo de (2.108) separadamente quando § — 0

e n permanece fixo.

Estimativa de I, = /_:o /Q(n x (Osa(x)g(ug)))(n = (Osuy)) dx ds.

Desde que 05 — 6y q.s. em R e |05(t)|* < y(t) entao, pelo Teorema da Convergéncia

Dominada de Lebesgue temos que 65 — 6 em L*(R). Logo, quando § — 0,

|0+ (Bsag(ur))lle — [In * (Boag(u))|le para q.t. t € R. (2.109)

Com efeito, para cada ¢t € R fixo temos

(lm % (Bsag (@)l = [n* (Goag(@r))lla)” < |10 * (Gsag(ur)) — 1 * (oag(u))|[
a(x)g(u(z,t))] 105(5) — bo(£)

<c / [( / ut(x,t))l2d§> ([ 1st6) - (@ )| o

2
dx
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e a tltima expressdo acima converge para zero quando d — 0, o que prova (2.109).

De maneira analoga segue que

% (G5l — [l % (Boi)lle 5. em R (2.110)

Além disso, temos que
[0 (Osag(@)|la <N e |ln*@su)lfa <M qs. em R; (2.111)

onde M e N sao constantes positivas independentes de 9.

Com efeito,

Iy @sag(@)lf = [ n (Bsa(a)g(i))da
= [ | ntt = ©0s(©aw)g(@m(©)) d

T
< Ll Ol iy | | alalglun(©)) d

<l f, ([ d€) ([ laontutenP ae) o

= THn‘|%oo(R)|’96‘|%oo(R)Hag(ut)Hng(o,T;L?(Q) < N.

2
dx

2

dx

Analogamente provamos a segunda afirmagao de (2.111).

Desta forma, pelo Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue resulta que

[In* (Bsag(@))lle — [In* (foag(@))llo em L*(R) e (2.112)

1% (Ostie)lla — |l * (Botie)llo em L*(R). (2.113)

Além do mais, temos que

n* (Osag(uy)) — n* (6pag(ug)) q.sem Q x R. (2.114)
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De fato, seja (z,t) €  x R, exceto num conjunto de medida nula,

[ 0t = ©165(6) = bo(©)Na(@)g (@n(x. ) d
= [ ntt = ©)65(6) ~ Bu(©la)glulr. ) de

< |Inllze@)l0s — Ool|z20,m)||a(x)g(ue(x))||L2(0,7) — 0,0 — 0.

Também, por (2.112) temos que

[ 1l Bsag(@)idde < 31, vo. (2.115)

De (2.114), (2.115) e do Lema de Lions decorre que

n * (0sag(uy)) = n* (oag(uz)) em L*(0,T; L*(€2)). (2.116)

De modo analogo obtemos que

n* (05;) — n* (Opuy) em L*(0,T; L*(2)). (2.117)

Combinando (2.112) com (2.116) e (2.113) com (2.117) segue que

n* (0sag9(iz)) — n* (6oag(dy)) em L*(0,T;L*(Q)) e (2.118)

n* (0su;) — n*(6puy) em L*0,T;L*(RQ)). (2.119)

Disso resulta que

L [ [ Gua@)g@) s (60)) dr ds quandod—0. (2.120)

+o0 — —
Estimativa de I, = / /Q(n * (05Vu))(n * (05Vu)) dr ds.
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Podemos decompor I; da seguinte forma

L = /;OO /9(77 % (00Vw))(n % (05Vw)) da d8+/J:O /Q(n % [(0s — 00)Vu]) (% (05Vw)) d ds .

I5 IG

Como 05 — 0y em L*(R) e como u € L>(0,T;V) temos que

nx[(0s —0)Vu] — 0 em L>(0,T;L*Q)).

De fato,

2

/()Tn(t—f)[G(;—@O}Vu(f) de| dr < K2/9</0T|95—90\ \vu(§)|d§> dr

J

T T
2 — 9|2 2
< K /Q</O dt> (/0 05— 02| Vu(©)| d£> d
T
- K2T/Q/o 105 — Oo*Vu(§)[* dE dx
o [T 2 2
< K T/O |05 — 0o|dE || Vulli 0102y  — 0

quando 0 — 0. Também

||n + (05V0)|| 20,7020

:/T (/ |n*(eg%)|2dx>édt
0 Q

T T 2 %
< /
< [TV s 9 de) o

T [ T 1 1 2
<l [ | (10 9 ) dx] i
T T T %
/ / 2
(/0 1651 dé)/g(/o 165] [Vl d§> dx] dt

dt

NI

< llnllz=ce) [

[

2

T T
< llew [ (165110 IVl sy [ 166 d§] at

= T||nl|zoe®) 10511 L1 0,0 VUl | oo 0,722 2)) -
—_——

=2
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Portanto,

Ig — 0 quando 9 — 0.

Agora, pela definicao de 05 e Proposigao 1.1.9 temos

“+o00

o= [ [0 6oF) < 650 do ds = |

—00

1 ps+é o 1t -
— 5/5 (77 * 1) % (%VU),VU)Q d€ — g/t_é <77 k1) % (90VU),VU)Q ds.

93(77 * 1) % (90%),%>Q ds

Como u € C°(R,;V) entao a fungao s — (n w1 % (BVu(s)), /VVU(SDQ é continua e

portanto integravel. Logo, pelo Teorema da Média obtemos que

I; — (0% (66Vu(s)), Vu(s)) = (nxn* 0V u(t)), Vu(t))

Q’

quando 0 — 0. Portanto,
L — (% (60Vu(s)), Va(s)) , = (%0 (BVu(®), V(1)) (2.121)

quando 6 — 0.

Procedendo de maneira andloga ao que foi feito em I; concluimos que

L — (nxn*(Botis(s)),wls)), = (% n* (Bom(t)), w(t), e (2.122)
Is — (nsnx(6Vru(s)), VTu(s))rl — (0% (0 Vru(t)), VTu(t)>Fl, (2.123)
quando 6 — 0. Das convergéncias (2.120), (2.121), (2.122) e (2.123), lembrando que n = 7. e

tomando p. = 7. * 1. obtemos a segunda identidade:

t

[(pE * (90%), VU)Q + (pe * (Oouy), ut>9 + (pE * (HOVf;u), VTu)n] .

=~ [ [ Guatw)g(@) (pe = (0u0)) da ds. (2:124)

Tomaremos ¢ — 0 na expressao anterior.
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Observemos que
pe * (Ootty) — Oou; em L*(0,T; L*(2))
e Ooa(z)g(u) € L*(0,T; L*(2)). Portanto,

+00 +oo
/ /Hoa g(uy) p6 (Hout)) dx ds —>/ /Qoa g(uy)0ouy dx ds

_/ / g(ug)uy dz dE, (2.125)

quando € — 0.

Agora, vamos mostrar que

((pe * B0V W) (1), Vu(t)) , + ((pe * (B0))(8), uet)) , + ((pe * (BoVrw))(2), Vrult))

1
- 5(\|Ut(t)||?z +IVu(®ll + [Vru®)[z,), e — 0. (2.126)

De fato, primeiramente notemos que supp(p.) C (—2¢,2¢),p. > 0 e
400 0 1 rtoo 1
/ pe ds = / pe ds = f/ pe ds = =. (2.127)
0 —00 2J-c0 2

Todavia, para ¢ > 0 suficientemente pequeno, de ( 2.127 ) e como 6y é a fungao
caracteristica do intervalo [s,t], segue que 0y(t —7) =0, parat —s <7 <0e Oy(t — 7) =1,

paraOSTSt—s.Assim,para0<e<t_TS,

((pe* BV W) (1), Vu(t) ), + ((pe * (Bot) (), we(t)) , + (P * (B0 Vru)) (), Vrult))

5 (b3 + [Vul B+ [1Vru()]1,)

= [ 2ot =) (Vult = ), Vu(®)), dr + [ pu(r)oo(t = 1) (@t = 7). uilt)) dr
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+oo

+ /R pe()6o(t — 7) (Vrult = 7), Vru(t)) , dr - /O pe(r)(Vu(t), Vu(t)) | dr

_/+°° ), g ( t o 4T = /0+OO pe(T) (VTu(t),VTU(t>)F dr

1

t—s t—s
—/ Hot—T Vu(t—T Vu(t d7'+/ 6’0 t—1) ut(t—T),ut(t))Q dr

[ )ttt = 1) (Trutt = 7). Vru),dr = [ pu(r)(Vule), Vult),, dr

— 1
=1

-/ " i) (wnl0), w (1)), dr / " ) (Vault), Vru(t)) dr

1

_/ [ (Va(t —7) = Vu(t), V() + (ult — ) = w(t), w(t))

+(Vru(t — 7) = Vou(t), V;m(t))FI] dr.
(2.128)

Mostraremos que a ultima expressao da igualdade acima converge para zero quando

¢ — 0. De fato,
I = /0 " () [(Vu(t —7) = Vu(t), Vu(t)) , + (wlt = 7) = w(t), u(t)),
+(Vru(t — 7) = Vru(t), VTu(t))Fll dr
< /026 pe(T) lHW(t —7) = Vu(t)lla [Vu@®)la + [[(u(t = 7) = u(®)]la [Ju ()]l

H[Vrut —7) = Vru(t)]|r, HVTU(t)Hrl] dr <
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2e
{[IVullooe sin2@m + oo, w2 + IIVTUIICO<R+;L2<F1>>}/O pe(T) [HW(t —7) = Vu(t)|lo

=M

(it = 7) = w(t)lle + [[Vrult —7) = VTU(’f)HH] dr. (2.129)

Observemos que, para € < 1,

Vu € C°([0,2]; [L*()]™).

Logo, ||Vu(.)||jz2@)» ¢ uniformemente continua em [0,2]. Assim, para { > 0 dado,

existe 09 > 0 tal que se t,o € [0,2] e |t — o| < Jy entdo,

IVu(t) = Vulo)lle < 77

Tomando ¢ = t — 7 temos que |t — o| < Jy, pois, |t —o| = [t =t + 7| = |7]| < 2e.

Escolhendo € < 1 suficientemente pequeno tal que 2e < &y, vem que |7| < g €, portanto,

§

IVu(t = 7) = Vu(t)lla < o7

(2.130)

Nestas mesmas condigoes, considerando € < 1,

ug € CO([0,2]; L*(Q)) e Voyu € C([0,2]; [L*(Q)]™).

Logo, |[u:()||r2@) € [|Vru(.)||z2@)» sdo uniformemente continuas em [0, 2]. Assim,

para £ > 0 dado, existe §; > 0 tal que se t,0 € [0,2] e |t — o] < J; entdo,

ht) ~ w(o)lla < 5oz e 1V7ut) = Vrulo)lln, < 5o
e, portanto, para € < 1 suficientemente pequeno temos que
llue(t — 7) — () || < — S e ||Vyu(t —7) — Vru(t)||r, < i (2.131)
3M Y 3M
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Agora, para £ > 0 dado seja 0 < h < min{l, %O, %1} Entao, por (2.129), (2.130) e

(2.131) temos que

I —0] < M/()26p6(7)[§ + : + s dr

3M  3M  3M

2e
< §/0 pe(T) dT .
=1

Enfim, concluimos que para £ > 0 dado, existe h > 0 tal que se || < h entao
|I — 0] <&, ou seja,
lim I = 0;

e—0

o que prova o desejado em (2.126).

Procedendo da mesma forma feita acima, com a modificagdo que a integral na ex-

pressao (2.128) serd calculada no intervalo (—oo, 0], resulta

((pe * (VW) (), Vuls)) , + ((pe  (Goti)) (), uals)) , + (e * (V7)) (5), Vru(s))

1
= S (& + IVu()lfa + [[Vru)l?, ), e— 0. (2132)

I

Passando o limite com € — 0 em (2.124), de (2.125) - (2.132) resulta que

S U@l + Il + 1)) =~ [ [ atwgtm(@)u(e) dr de, 2159

ou seja,

el + IV a) + 9@l R,] + [ [ ao)gu©)u(e) do de

= 2[R + IVu(s)3 + [ Vruls)I, | (2130

De (2.58) e (2.59) temos que u € C°([0,T];V) e v’ € C°([0,T]; L*(2)), para todo
T > 0, portanto, tomando o limite quando s — 0 na expressao acima obtemos a identidade

desejada.



CAPITULO 3

Estabilizacao

3.1 Introducao

Seja 2 um dominio limitado do R™,n > 2, com fronteira regular 9€2 = I', tal que
I' =Ty UT; e com ambos I';,i = 0, 1, ndo vazios, fechados e disjuntos. Seja f : Q2 — R uma
funcao regular que sera construida posteriormente. Definamos w; como sendo uma vizinhanga
de 'y contida em (2 e subdividamos a fronteira 'y em duas partes: T = {z € Tp;0,f > 0} e
[o\ls. Agora, seja wy uma vizinhanga de ' contida em Q, tal que wy Nw; = () e ponhamos

w* = wy Uw;. Consideremos o seguinte problema:

uy — Au~+ a(x)g(ug) =0 em Q x |0, 00],
Oyu — Ap,u =0 em 'y x |0, 00|,
3 1 J0,00] (3.1)
u=20 em [’y x ]0,00],
uw(x,0) = u(z), u(z,0)=u'(x); e

Assumamos as seguintes hipdteses:

(H.1) A fungdo nao linear g : R — R satisfaz as seguintes condigoes:

(i) g € C°(R) é mondtona crescente;
(i) g(s)s > 0 para s # 0;

(iii) Existem k e K constantes positivas tais que ks < g(s) < Ks, |s| > 1;

(H.2) a € L*(Q2) é uma funcdo ndo negativa tal que

a(x) > ap >0, qs em w"=wyUuw;.
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Se u é a tinica solugao fraca global do problema (3.1), definimos a energia correspon-

dente por
_ 1 2 2 2
E(t) = 5 {/Q [\ut| + |Vu| }dm—l—/rl |V rul dF}. (3.2)

Para cada solucao de (3.1), a seguinte identidade é vélida

E(ty) — E(ty) = — /: /Qa(x)g(ut) ug do dt, Yty >ty >0. (3.3)

De modo a introduzir o principal resultado deste capitulo, definiremos a seguir algu-

mas fungoes auxiliares.

Seja h : R — R uma fungao concava estritamente crescente, com h(0) = 0, e tal que

h(g(s)s) > s* +g*(s); |s| < 1. (3.4)

A funcao h pode ser construida posto que g é continua e a condicao (3.4) é “local”

em s. Na sequéncia, definamos

() = h (me : cm) ; (35)

para algum T que serd determinado posteriormente. Como r é mondtona crescente, cl +1r é

invertivel para todo ¢ > 0. Seja L uma constante positiva e ponhamos

p(s) = (cI +7r)"*(Ls). (3.6)

Entao, segue que p é positiva, continua e estritamente crescente, com p(0) = 0.

Finalmente, definamos

p(s) =s—(I+p)~'(s). (3.7)
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Para maiores detalhes sobre as fungoes auxiliares definidas acima, sugerimos ao leitor

a referéncia [22].
Enunciaremos no que segue o principal resultado deste capitulo.

Teorema 3.1. Suponha que as hipdteses (H.1) e (H.2) sejam satisfeitas e que (3.4) se
verifique. Seja u a solugao fraca do problema (3.1). Entdo, existe um Ty > 0, suficientemente

grande, tal que para qualquer T' > Ty, a energia E(t) definida em (3.2) satisfaz
t
E() < S (T - 1) VST (3.8)

onde S(t) € solugcdo da equagdo diferencial ordindria dada por

D0+ p(5(0) =0, S(0) = E(0), (39

com p definido em (3.7). Além disso, S(t) decresce monotonicamente e lim;_,., S(t) = 0. As

constantes L e ¢ dadas em (3.6), dependerdo, respectivamente, de E(0), ||al|p~(q), med(T),

med(2), T, e de ||a||p~), K, k, med(Qr).

3.2 Prova do Teorema 3.1

Ao longo de toda a prova, lidaremos com solugoes regulares e, entao, por densidade

a estimativa (3.8) poderd ser estendida as solugoes fracas.

Usaremos as seguintes identidades

Vu = 0,uv+ Vru, (3.10)
q-Vu = 9du(q-v)+q-Vru, (3.11)
Vul* = (0,u)®+ |Vrul?, (3.12)

para maiores detalhes ver secao 1.9 das Preliminares.
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3.2.1 O Método dos Multiplicadores

Iniciaremos com a seguinte identidade:

Lema 3.2.1. Seja g um campo vetorial reqular em Q0 de classe [C*(Q)]". Entao, para cada

solugdo regular u do problema (2.1) temos a identidade

/OT d,u(g - Vu) dT di + - // V) (@yu)2dT dt

—l—l/T (q -v) [uz — | Vrul* + (9 u)ﬂdf’ dt
2Jo Jry ! Y
(3.13)

T
+/ /Vu-Vq-Vudxdt
0 Q

T
:[/utq-Vudm
Q 0

1 T
"‘5/ /(dw CI) |VU| dx dt+/ / g(u)(q - Vu)dz dt.
0 Jo

Demonstragao: Seja u uma solugao regular do problema (3.1). Entao, do capitulo 2 temos

que
uy — Au+a(x)g(u) =0 em L>(0,T; L*()).
Multiplicando a equacao acima por (q - Vu) € L?(0,T; ) e integrando em |0, T[x €2,
obtemos
/ /utt q - Vu)dx dt—/ /Au q -Vu)dx dt+/ / g(u)(q - Vu)dx dt = 0(3.14)

Integrando N; por partes no tempo, temos

T
N, = / /utt(q-Vudxdt
0o Jo

= {/Qut(q -Vu) d:U

ui(q - Vug)dx dt. (3.15)
Ik
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ou ou
Pondo q(l’) = (QI(I)7q2<x)7 7QH(I))7 Vut - ai'xia sy 67;

de Gauss em Nj, parai = 1,...,n, e como u = 0 em I'yx]0, 0o, segue que

> , aplicando a Férmula

T
N3 ://utq-Vutd:rdt

://utz autdwdt
=1

B / /2
= _5/0 ;/Q(“t)ngz dx dt—l—;/oTiz:/F(utfqi v; dT dt

= —;/OT/Q(div q)(up)?dx dt —I—;/OT /Fl(ut)Q(q -v) dl dt. (3.16)

cdx dt

De (3.15) e (3.16) temos que

N, = {/Qut(q -Vu) d:c

2/ /dwq u) d:cdt—f/ / ug)*(q -v) dU dt. (3.17)
Iy

Por outro lado, aplicando a Férmula de Green em Ny, obtemos

T
Ny = —/ /Au(q -Vu)dz dt
o Jo

_ /OT/QVu V(g - Vu)dz dt—/OT/F&,u(q - Vu)dT dt.

Usando a identidade (3.11) e o fato que u = 0 em I'gx]0, oo[, segue que

T T T
. . _— 2 . _— .
/0 /QVu V(g - Vu)dzx dt /0 /F(&,u) (q -v)dl dt /0 N dyu(q - Vyu)dl dt.

Ny

(3.18)

Como Vu = (;:l, e ;;) , temos
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Ny = /T/VU-V(Q-Vu)dxdt
- / / . 8@ (q - Vu)dz dt
- / /81:18371 (;qyﬁa )dxdt
(S 15 (e v ugi )| e

T2 Ou Oq; Ou
/0 ”Z::l/ Ox; 0x; 8:@ de dt +/ / 856qu f)xﬁxj da dt

T ou  O*u
. . : q
/0 /QVu Vq -Vu dx dt —i—/o / oz, 8:5381:2% dx dt (3.19)

Ns

Pela Formula de Gauss temos que

ou  0*u
N; = ——q
> / ig= 1/ axz 8xj(9xiq] du dt

— / /28@ <i>2q]' dx dt

= / Z/ ]Vu]ZqJ dx dt
_ _1 Z/ |Vu|2% dx dt+1/Tzn:/ |Vu|2q» v; dI' dt
2J0 /e 0z 2Jo s5Jr 7

1 T LT
= ——/ /(div q)|Vul*dzr dt + 7/ / |Vul?(q -v) dT dt. (3.20)
2Jo Ja 2Jo Jr

Usando a identidade (3.12) e o fato que v = 0 em I'gx]0, oo[, temos que

_ 1 /T . 2 LT 2
Ny = —2/0 /Q(dw q)|Vul“dx dt+2/0 /F(auu) (¢ -v)dldt

1 T
+f/ / Vrul(q -v) dT dt. (3.21)
2Jo Jry
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De (3.18), (3.19), (3.20) e (3.21), como I' = 'y U I'y, resulta que

T T T
N, = / /vu Vg - Vu dr dt—l/ /(dw ¢)|Vu|2dz dt—l/ / (Byu)?(q -v) dU dt
o Ja 2Jo Ja 2 Jo Jry
1 /T 1 /T
—f/ (&u)%(q - v) dT dt+f/ / Vrul*(q - v)dT dt
2Jo Jry 2Jo Jry

T
—/ dyu(q - Vyu)dl dt. (3.22)
0o Jr,

De (3.14), (3.17) e (3.22) concluimos que

//dwq ut) dxdt—f/ / ug)?(q -v) dU dt
INT

+/OT/Qvu Vg -Vu dr dt—;/oT/Q(dz'v ¢)|Vul*dz dt—;/OT/F (@yu)%(q - v) dT dt

{/Qut(q Vu) dx

1 /T 1 /T T
—f/ (8yu)2(q -v) dT dt + f/ Vrul*(q - v)dD dt — / d,ulq - Vu)dl dt
2 Jo Jr, 2Jo Jry 0 JIy

+/ / g(u)(q - Vu)dx dt =0,

0 que prova o lema. U

Lema 3.2.2. Seja u uma solugdo reqular do problema (5.1) e & € C1(2). Entdo

0:[/Qut§udx0T
—//Faufudth+// g(ur) € u da dt.

Demonstragao: Seja v uma solugao regular do problema (3.1). Entao, do capitulo 2 temos

_'_/OT/Q§“VU|2_U§} dx dt+/OT/Qu(Vu.V§) dx dt

(3.23)

que

uy — Au+ a(x)g(u) =0 em L>(0,T; L*(2)).

Multiplicando a equagao acima por &(z)u(x, t) € L*(0,T; ) e integrando em |0, T'[x 2,
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obtemos

/OT/Quttgudxdt //Au{’udxdt—l—// g(uy) € u dx dt = 0.

Integrando por partes e aplicando a Férmula de Green, decorre que

0 — UﬂutﬁudxOT—/OT/Qutfutdxdt+/0T/QVu-V(ﬁu)dxdt
d,u & uwdl dt + g(ug) € u dx dt
I [ [t
_ [/QutfudxOT—/OT/qufd:EdH—/OT/Qf|Vu|2dxdt

+// (Vu - VE) dxdt—//raufudl“dﬂr// g(ur) € u dx dt,

provando o desejado em (3.23). d

Substituindo ¢ = Vf em (3.13), onde f: Q — R é uma funcao regular, e £ = a > 0,

onde a é uma constante positiva, em (3.23) e somando os resultados obtidos, deduzimos

T 1 [T
/0 [ Ou(Vf - Vru) dr di + 5/0 /FO(Vf V) (O,u)2dT dt

+; /OT/FI(Vf V) [u? — |Vrul* + (a,,u)ﬂdr dt—l—a/OT 5 du u dU di

Fy

+/OT/QVU-V(Vf) Vu de di

T T
—i—oz[/utudx
0 Q 0

T
+ = / /dw Vf |Vu|2)dx dt—l—a/o /Q[\VUF —uﬂ dx dt

= {/QutVf-Vudx

Iy

+// (Vu - Va) dxdt+// 9w (Vf - vu)dxdt+a// o(us) u dx dt.
(3.24)
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Usando a condigao de fronteira, temos

T T T
F = a/ Oyu u dl' dt = a/ Ar,u u dl dt = —a/ / |Vrul? dU dt.  (3.25)
0 Fl 0 Fl 0 Fl

Também,
[ S *f 0 ]
0x10x1 0x901, 02,01,
0*f 7 N |
011019 0x9074 02,0x
V(Vf)= = Hess(f).
*f o*f 0
L 0x10x, Ox90x, 0x,0x, |
Logo,
T T
FQZ/O QVU-V(Vf) -Vu dx dt:/o /QVU-Hess(f) -Vu dx dt. (3.26)
E, como
"0 ([0f
div(Vf) = ; oz, (8201) Af,
temos que
o 1 T . 2 2
Fy= 5/0 /de(Vf)(ut — |Vuf*)de dt = / /Af — |Vu*)de dt.  (3.27)
Além disso,

Vv = 0,f e (3.28)
Vf VTU = (d,f v+ va) . VTU = va VTU. (329)



3.2 Prova do Teorema 3.1 127

Substituindo (3.25), (3.26), (3.27), (3.28) e (3.29) em (3.24), resulta que

T 1 T 2
[ ou@rs -y av a5 [ ouf @Par
+; /OT /F1 (%f[uf — [Voul® + (0Vu)2}d1“ dt

:/OT/QVu -Hess(f) - Vu dx dt+/0T/QA2f<uf— ]Vu]2)dx dt
(3.30)

T T
—i—a/ / (IVuf? - ] de dt+a/ / Vpul? dT dt
0 Q 0 I

+[/Qut Vf-Vudx]OTqLa{/Qutudx]T

0
T T
+/ /Qa(x)g(ut)(Vf -Vu)dx dt + oz/ /Qa(x)g(ut) u dz dt.
0 0
3.2.2 Analise dos Termos de Fronteira

Lembremos que w* = wyUw; é uma vizinhanga de I';UT'y, onde I'l = {z € ['p; 0, f >
0}, wp é vizinhanca de ', w; é vizinhanca de I';, ambas contida em 2, de modo que wyNw; =
(). Definamos

d=d(Q\w:T5UT) > 0.

3¢
Seja £ > 0 tal que 5 < d. Consideremos w C w* um “colar” tal que

3 3
dwNwy, I) < g e dwnuwp,I) < ;

Consideremos também um “sub-colar” w, tal que w. C w e w. é uma vizinhanca suave

. = ) €
de I'; UT'; contida em €2 com a espessura maior que 5 mas menor que €:

g <d(Qw:;Tyuly) e supd(z,IjUly) <e.

TEWe
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Denotemos também,

V =0\w..

Uma simples seccao do dominio com as vizinhangas w. e w esta representada na

Figura 3.1.

Figura 3.1: w. C w : colares contidos em €.

Definamos uma funcao auxiliar 1 € C*(2) de modo que

=0 em V,
=1 em Iy e =1 em IY, (3.31)
0<y <

Substituindo ¢ = 9V f na identidade (3.13), obtemos

T 1 T
/ / B,u O(Vf - Vyu) dT dt+—/ / BV f 1) (@,u)2dD dt
o Jr; 2Jo Jrg

Fy

i3 [ ] eV )i = Vel + @upar

_ [/Qut YV - Vu do Z+/()T/Qvu~wwf) Vu de dt

Fy
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2/ /dzv WV ) (u — [Vul?)de dt+/ / UV -Vude dt g

Podemos escrever I'g = I' U {T'o\I'{} e entdo,

Py o= ;/OT [ (VT v) (@ dr

1 /T 1 T
-5/, /rngf V) @ufdr di+ 3 [ /FO\FSw(Vf ) (O,u)2dl dt.  (3.33)

Também, lembrando que

/Vu Vq -Vu dr dt = Z/gg gzj 8.75
i 7 i

7,7=1

temos que

o= /T/Vu-V WV f) - Vu do dt

_ 9 (Yof\ Ou
- wz:l/ / Ox; Ox; <(9m] > axjd x dt (3.34)
Oou oY Of Jdu ou  0%f Ou
Hz:l/ [ O; O; O O oa, " Q axiwﬁxiaxj Ox; de| &

/0 /Q(vu-w)(vf V) do dt+/0T/Q¢ Vu - Hess(f) - Vu da dt.

Além disso, como

"0 (Yof " oY 0 "
div(YV f) = ;8%<axi> 2 o 8:::1 z; g—vw-Vf-i-wAf,

segue que

- 2/ /W Vi~ 1Vl )dr dit 3 [ [ o Ap (196 de d
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Da defini¢ao de 1, de (3.32) - (3.35) resulta que

T
/ dyu (Vf - Vyu) dU dt
0 I

2//Vf )(Byu) dth+//FO\F (V] - 0)(0,u)%dT dt

Fr

i [ [V )i = (9ruf + @uar d

(3.36)
_ [/wut WV -V dwKJr/OT/WE(Vu V)NV V) do dt
+/OT/%¢ Vu - Hess(f) - Vu da dt+;/0T/ (Vo - V) — [Vul?)da di
+; /OT /%@z) Af(u? = |Vuf?)dz dt+/OT /w a(2)g(u)O(Vf - Vu)dz dt.
Como T3 = To\{To\I'3}, podemos escrever
Fo= 2/ / (Vf - 1)(8,u)2dT dt (3.37)

_ 2/ (v -v)@) dth—f/ /F\F (Vf -v)(8,u)2dT dt.

Portanto, de (3.36), (3.37) e considerando (3.28) e (3.29), decorre que

Ta dFd1T882dFd
/o s Lu (Vrf - Vou) t+§/0 /Fo L f (Oyu) t

g [ 0f [ = 1V rul + @?]ar di

2/ /FO\F (9] drdt—*/ /FO\F¢3f(3u)2dth
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+[/w€ut YV f - Vu dm]OT—F/OT/%(Vu V)V - V) de dt

—i—/OT/ Y Vu - Hess(f) - Vu dx dt—i-;/OT/ (Vw-Vf)(uf—\VuP)dx dt

We

+; /OT /w 0 Af(Uf — |Vu\2)dx dt + /OT /w a(2)g(u) (Y f - Vu)dz dt.

Como

8,f <0 em To\I7,

e, sendo 0 < ¢ <1, de (3.38) resulta que
T 1 /T )
/O [ 9o (VoS - Vru) dr dt+§/0 /Foa,,f (8yu)2dT dt
+1/T/ Of [uf = [Vul* + (9,u)?)dT dt
9 0 I, v t T v
T T
< [/ w GV f -V dx] + [ (Vu vV Vu) e dr
We 0 0 We
+/T/ Y Vu - Hess(f) - Vu dx dt + 1/T/ (Vo -Vf)(u2 - |Vu|2)dx dt
0 We 2 0 We t
+1 /T/ Y Af(u2 — \Vu\z)d:v dt + /T/ a(x)g(u)Y(Vf - Vu)de dt.
2 0 We t 0 We

Substituindo (3.39) em (3.30) obtemos

/OT/QVU -Hess(f) -Vu dx dt—{—/OT/QAzf(uf— |Vu|2>da: dt
+a/OT/Q (IVuf? - ] de dt+a/0T/r Vpul? dT dt

T T
—oz[/utudx
0 Q

S—[/utVf-Vudx
Q

0

(3.38)

(3.39)
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_// g(u)(Vf - Vu)dxdt—@// ) u da dt

+[/wgut UV -Vu dx]OTJF/OT/wg(Vu V)V f -Vu) de dt

(3.40)
+/OT/%¢ Vu - Hess(f) - Vu dx dt—i—;/OT/ (Vi - Vf)( — |Vl )dm dt

2/ /wwAf(ut |Vul? dxdt—l—/ /w w)Y(Vf - Vu)dz dt.

Lembrando que V' = Q\w,, provaremos que existem constantes C' > 0 e o > 0, esco-
lhidas adequadamente, de modo que para f satisfazendo algumas propriedades apropriadas

decorre que

V/ (1Vul? +12) da dt //<_a>utdxdt

+/o /v [v“ -Hess(f) - Vu+ (Oz - A) V| } dx dt. (3.41)

De fato, consideremos a funcao f : Q — R tal que

1
§|ac — 0> em V,

f éregular em €,

fla) = (3.42)
o,f >0 em I,

0,f <0 em I'o\I,

onde zy = (xo,, To,, ---, T, ) ¢ um ponto fixo em R". Entao, se z € V,

aIZ (._'L') = ('IZ - xoi)a 6272 r) =

Hess(f) =

- - nxn
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Escolhendo a € (n -1, n) , isto €,
2 2
1—g+a>0 ¢ g—a>Q

decorre que

/OT/V<A2f—a)ufdxdt+/{)T/‘/[Vu-Hess(f)'Vu+<oz—A2f>|Vu|2] dx dt
= (Z—OO/OT/VU? dxdt+<1+a—g>/0T/V]Vu]2 dx dt
AéAOVM2+uﬂdxﬁL

onde C' = C(f), o que prova o desejado em (3.41).

>C

Por outro lado, notemos que

/OT/V<A2f—a)ufda:dt+/0T/‘/[Vu~Hess(f)'Vu—i-(a—AQf) |Vu\2} dx dt
S/OT/Q<A2]C_Q)U§ dedt-}—/OT/Q[VU-Hess(f) .VU+<Q_A2JC> |Vu|2} dr dt

_/OT/QVU~H€SS(f) -Vu dx dt—l—/OT/QA2f<ut2—]Vu|2)dx dt

T
+ a/ / {|Vu|2 - uf] dx dt.
0 Jo
(3.43)

Portanto, de (3.40), (3.41) e (3.43), tomando C; = min{C, a} segue que

C VOT/Q (1Vul? + 4] da dt+/OT/Fl Vul? dT dt]

T
—a{/utudx
0 Q

T

§C/OT/% {]VuP%—uﬂ dx dt — [/Qut Vf-Vudz

0
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_// g(u)(Vf - Vu)dxdt—@// ) u da dt

+[/w5ut VT -V de+/OT/wE(vU V)V f V) dr dt

Fg

(3.44)

+/OT/%¢VU-Hess(f)-Vudxdt—l—;/OT/ (Vo - V1) (e~ [Vul)de di
Ft

9 Fio

1

+2/0T/wsw Af(u? — |Vul?)dz dt+/0T/w€ a(2)g(w) (Y f - Vu)de dt.
F

11

Além disso, definindo

TI(2)
’ aflfzal']

M = max |Vy(z)| e R:maﬁx{|Vf(x)|,]Af(I) i, =1,...,n}  (3.45)

€

temos que

F8+F9+F10+F11:

T T
/ / (Vu -V)(Vf -Vu) dx dt+/ / W Vu-Hess(f) - Vu dzx dt
0 We 0 UJE\/]-/

IN

|7 1T
+—/ /(w V) (a2 — [Vuf?)da di + / / o Af(u — [Vu?)da di
2Jo Jwe 2 Jo w5\</1-/
= (3.46)
T T
< MR | / Vuf? de dt + 200D / / Vul? de di
0 We 0 We

// [Vl )de di + 5 // a2+ [Vul)de dt

! 2 2
< Oy (ut + |V )da: dt,
0 We
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onde Cy = Co{ M, R,n}.

Sendo E(t) =
m (3.44), resulta que

1
3 {/ [Vl + Juy?] da dt+/ Vrul® dT dt}, substituindo (3.46)
Q T

/OTE(t) dt < Cs /OT/W [Vl + [uf?] do dt

T T
—C;),Uutudx]
0 Q 0

—03// g(u)(Vf - Vu)dxdt—Cs// (w) u dz dt

—Cg|:/Q'U,t Vf-Vudx

T

o [ al@g)e(VS - Vudz dr
E (3.47)

+ (s {/ uy YV f -Vu do

onde ('3 é uma constante positiva que depende de C,C e Cs.

Nosso proximo passo é estimar os termos do lado direito da desigualdade acima, em

funcéo do termo dissipativo fi J;, a(az‘)(uf - g(ut)2> dz dt.
T
e Estimativa para I :/ / a(z)g(u)(Vf - Vu)dx dt.
o Jo

Da Desigualdade de Holder, levando em conta (3.45) e considerando a desigualdade
2

a ’ / . .
ab < — + 6b%, onde § é um nimero positivo, obtemos

v
< [ [l

[ ([ a@lgtuor dx)é ([ o@Iv st )’ a

< ottt [ ([ atlotu® @)’ ([ 19uf )" a

< ”CLHL‘” // 2)|g(ue) |2dxdt+5/ /|Vu\2dxdt

m\»—t

la(@)]2(Vf - Vu)|de dt

IN
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2
< |a||Loo llallz=(o) & / / x)|g(u)|* de dt
T T
+5/ V (IVul? + Ju?) da +/ / IV 2 dr] dt
0 Q 0 Iy
_ ”“”L"" / / ) g(u)|? da dt+25/ dt.

T
e FEstimativa para Iy = / / a(x)g(u) u dx dt.
o Ja

1| < / /| N2g(u) [a(z)]? u|dz dt
T 1 1
2 2 2 2
< / (/ a(x)|g(uy)| dx) (/ a(x)|ul dm) dt
0o \Ja Q
< Nallbeg [ ([ a@lotu as)’ ([ [vuf )
all?. a(z)|g(u x u|® dx
~ Lo (Q) 1 0 Q g \ug Q
oo (A2
< HCLHL (Q) 1/ / z)|g(u)|* do dt+(5/ /|Vu]2 dx dt
()N
< HaHL (Q) / / z)|g(u)|* do dt+25/ dt,
onde \; é a constante positiva proveniente da equivaléncia das normas ||- ||51(q)
em HY (Q).

T
e FEstimativa para I3 = / / a(x)g(u)y (Vf -Vu)de dt.
0 We

o< [ [ llat@)Egtu) @)t v o (VF Fulir

1

[\
S—
/7~
mﬁ\

/-\

G

S

—m

Q

5
\/
A/~
e\

)|V 2Vl dx) dt

(3.48)

(3.49)

e ||V-||z2@)
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IA

lalldeo [ ([ ool ar)" ([ 190 ds)”

< WHL(Q)R/ / a(2)|g(w)|? dz dt—|—6/ / Vul? de dt
45 0 We 0 We
- \QHL“(Q)R / [ a@lg(ul? da dt+25/ d.
Denotaremos

T

T T
X:—Cg[/utVf-Vudx] —03{/U,tudl‘] +C’3{/ us YV f -Vu dx
Q 0 Q 0 w,

. 0
Inserindo (3.48), (3.49), (3.50) e (3.51) em (3.47), obtemos
. T 2 2 ||a||L°° (D)
(1-60Cs) | E@M)dt < |x| + 2R+ A)Cs— = ©)|g(ur)|* da dt

+Cs /oT/w [|Vu]2—|—ut2} dx dt.

Observemos que

/T/ u? do dt<a_1/T/ a(x)u? dr dt
t — 0 t .
0 We 0 We

(3.50)

(3.51)

(3.52)

(3.53)

Assim, escolhendo d suficientemente pequeno, isto é, de forma que (1 — 66C3) > 0,

de (3.52) e (3.53) decorre que

r 2
[ EwWa < cil +c4/ [ a@)lgtu)? do at
0

+Cy /oT/w [[Vu]2+a(:c)uf] dx dt,

onde 04 = 04{037 Ha’||L°°(Q)7 >\17 R? agl}'

Resta estimar a quantidade fOT Lo |Vu|?dz dt em fungao do termo dissipativo

(3.54)
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ST [ a(x) (u? + g(ut)2> dx dt. Para isto, construiremos outra fungao auxiliar.

Primeiro, seja 77 : R — R dada por

1 se s <0,

(s—1)* se se[1/2,1],
0 se s> 1.

e estd definida em (0, 1/2) de tal forma que 7 ¢ uma funcao nao-crescente de classe C*. Para

e >0, seja 7.(s) := ﬁ(f) Em seguida, definamos 7. : {2 — R por
€

1 se T € we,

Ne(d(z,w7)) se =€ w\ws,
caso contrario.

Ne(z) =
0

Entao, existe uma constante M > 0 que nao depende de ¢ tal que

Vnu(a)|> _ M
Rl S TTE .

De fato, se * € w. a desigualdade acima é trivial. Se z € w\w,, entao, como w; é

fechado, temos

d(z,wz) = inf{||z —yll;y € Wz} = |lx — yo(2)[|, para algum yo(z) € .

Portanto,
0 0 i1 (i — Yo, (x))a%(%' — Yo,)
—d(x,w;) = — ||z —yo(x)|| = k :
Logo, para = € w\we,
~ o / d(l’ we)) 2 n n a
= |Vn.(d(z,w; 2:‘77‘5( ; x; 2))=—(x; — yo. (2

Vi (z)]? =
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< o JHEREE S [Zu -0 (oo o) ]

|2 — yo(2)|[? k=1 |i=1

= @) Y (f( - yo,.<x>>)2.

ik=1

Como €2 é um dominio limitado do R™ com fronteira I' regular, ou seja, de classe

C, temos que se € w\w. entao yo(x) é univocamente determinado por

Yo(x) = &+ 2v(yo(2)),

onde v(yo(x)) é a normal & Jw. em yo(z), 2z €]e, ;[ e yo(x) é de classe C* e, portanto, a
2 _
quantidade >77; (%(mi — Yo, (x))) é limitada em (). Para maiores detalhes ver Lema 1.9.1

das Preliminares.

De modo a garantirmos que tal limitagao independa de € > 0 podemos supor, sem

perda de generalidade, que ¢ < 1. Entao concluimos que para = € w\w., IM* > 0 tal que
V- (2)* < M*|iL(d(z, @2))[%

ou ainda,

Vi)’ _ gl @) P

YR ) Ve w\w.. (3.56)

Agora, como 7 € C*(R) e 7] # 0 para s < 1, segue que

() -

¢ continua em (—oo, 1).
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Sendo 7(s) = 1 em (—00,0), entdo 7'(s) = 0 em (—o0,0), portanto
[7'(s)]* _ 0
— =-=0em (—00,0). 3.58
Lot -1 (~00,0) (3.58)
No intervalo compacto [0, 1/2] existe M; > 0 tal que
(7' (s))?
I < My Vs e 0,172 3.59
No intervalo |1/2,1[ temos que 7j(s) = (s — 1)?, logo
[7'(s)]* _ 4(s — 1)
O — 4 Vse(1/2,1). 3.60
Pondo M = max{Mj,4} resulta de (3.58), (3.59) e (3.60), que
~/ 2
T 37 s e (oo, 1). (3.61)
7(s)
Da definicao de 7. notemos que
NG 112 2
~ = ~l [ s =/ (S
wop 0OV Q)T 1)
L = =L = St (3.62)
) () i(z) = al)
e de (3.61) resulta que se s < € entao 21 e, portanto,
2
A0
[ ~<S)} <M; Vs<e. (3.63)
(2)

(3.64)
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Da definigao de w. e de w, observemos que se z € w\w;, entao d(x,w;) < . Logo,

de (3.64) temos
(3.65)

., T Vi
e(d(w,wz)) — &

De (3.56) e (3.65) pondo M = M*M, segue que
(3.66)

2 = o ))|?
e (=, & M
‘VU <I>| < M* |775< (JI w ))’ < 5 Ve w\w€>

B M (d(7, 7))

N ()

™

o que prova o desejado em (3.55).
Como 7. é igual a 1 em w, e tem suporte em w, tomando £ = 7. na identidade (3.23),

segue que
T T T T
/ /775|Vu|2 = — [/ U Me u dx —i—/ /7]5|ut|2 dx dt—/ /U(Vu V) dx dt
0 w w 0 0 w 0 w
T T
+/ Oyu me wdl dt — / / a(x)g(ug) ne uw dx dt.
o Jr ~ 0 Ju
(3.67)

Vamos estimar os termos do lado direito de (3.67).

T
e Estimativa para P, = / / el dx dt.
0 w

Como a(z) > ap>0q. s. em w e n. < 1, temos

T T T
Po= [ [l dvdt <ogt [ [ ateyd dodt < ogt [ [ a(e)ui dedt. (3.69)
w 0 w 0 Q

T
o [Lstimativa para Py = / / a(x)g(ug) wn. dz dt.
0 w

2
Da Desigualdade de Hélder e considerando a estimativa ab < a + b2, onde 3 é um
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nimero positivo, obtemos

Pl < [ ' | llate) () la()]* ul | n. |do dt

<1

(VAN
S—
~
VR
£
=
=
=Y
IS
N
T
oW
&
S~
(NI
P
e
=
=
=
T
QL
S
S~
IS
~

1 3 3
< alliewh [ ([ a@lg) ar) ([ 1Vaf* ar)” ar (3.69)
oron N2 T T
< llall= @ 1/ /a(m)|g(ut)|2 dx dt—l—ﬁ/ /|Vu|2 dx dt
4ﬂ 0 Jw 0 JQ
< el T gt o ar+25 [ B
406 0o Jo 0
T
e Estimativa para Py = / / u(Vu- Vn.) dz dt.
0 w
Considerando (3.55) e a Desiqualdade de Young, temos
T V|
P < / / n- |Vu u| dz dt
| Ps| Ve [Vl NG |ul
T 2
< / / — [THVUF + w]uﬂ dx dt (3.70)
0 Juw?2 Ne

1 /T M
< f/ [-/ | Vu|? d:zc—l——/ |u|2dx} dt
2 Jo w e? Jw

T
e Fstimativa para P, = / Oyu u dl' dt.
o Jry

Da condigao de fronteira do problema (3.1), isto é, d,u = Ar,u em I'y, temos

T T T
P = / O,u w dl dt = / Aryuu dl dt = —/ / Vrul2dD dt < 0. (3.71)
0 Iy 0 Iy 0 I8
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Combinando (3.67) - (3.71) chegamos a seguinte desigualdade

2/ /n5|Vu| de dt < |y|+|WHL°'%Q// 2)|g(ur)? dxdt+2ﬁ/ @t

252/ /|u| dr dt + ag’ / / (z)|u|? dx dt,

(3.72)
onde
T
y:—{/ut n. u dr (3.73)
w 0
Substituindo (3.72) em (3.54) e considerando que
1 /T , 1 /T )
o[ [ e uPdrde< [ [ v d,
2 Jo we “~ 2Jo Ju
obtemos

T )\
(1—4045)/0 Et)dt < Cylx| —|—26'4D7|+<1+2HQHL () > / / x)|g( ut| dx dt

04

T
+ / / lu|?dz dt + (2a5* +1)C’4/ /a(a:)uf dx dt.

(3.74)

Escolhendo [ suficientemente pequeno, de modo que (1 —4C,/3) > 0, deduzimos que

/OTE(t)dt < Cslx| +C5|y|+05/0T/

w

M T
;o / / ul?de dt,
£ 0 w

onde C5 é uma constante positiva que depende de Cy, [|a||L=(q), A1 € de ag L

[a(m)|g(ut)|2 + a(m)uf] dx dt
(3.75)
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Por outro lado, de (3.51) e (3.73), temos

T

T
Cslxl +CslY| = Cs L O [/Qutudx (3.76)
0

T

Cs {/ﬂut Vf - -Vudx

0

T
—[/utnaudz} )
w 0

Estimaremos cada termo do lado direito da igualdade (3.76) em funcao de E(t).

+Cs

+C5 {/wut vV f - -Vu d:n}

0

T
e FEstimativa para L, = [/ u; Vf -Vu dx
Q

0

Usando (3.45) e as desigualdade de Cauchy-Schwarz e Young, decorre que

|/utVf-Vudx
Q

< /Q|ut| V| [Vl dz

R 2 2 R 2
§/§2(|ut| +[Vuf?) da:+2/Fl Vul? dT

— RE(@).

Logo,
T
L = [/ w Vf-Vude| <R (E0)+ E(T)). (3.77)
Q 0
Analogamente, provamos que
T
L, — UQ w u de| < N2 (E(0) + E(T)), (3.78)
0

T
Ly = [/ w OV -Vudz| <R (E(0)+ E(T)), (3.79)
we 0
T
Ly = — { / s T U dx} < X2 (E(0) + E(T)), (3.80)
w 0
onde \; ¢ a constante positiva proveniente da equivaléncia das normas ||- ||g1(q) € ||V |20

em Hf (Q).
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De (3.76) - (3.80), deduzimos que

= Cs(E(0) + B(T)),

onde Cﬁ = 06{037 05, R, /\1}

Por outro lado, de (3.3) temos que

E(T) / / g(uy) g do dt,

e entao

Cs|x| + G5 < +/ / g(uy) uy do dt}

< 2/ / |g () |* + |l ) dx dt]. (3.81)

De (3.75), (3.81) e do fato que a energia é nao-crescente em rela¢do a variavel tem-

poral resulta que

TE(T) < /OTE(t)dt

IN

2/ / |g Uy |2—|—ut) dxdt}

+C5/ / z)|g(u)|* + a(z) f) dz dt + Czé\/j /OT/W|U|2dI dt (3.82)
< —|—C[/ / ]gut\ +]ut\>da:dt]
+C, /OT/QW dz dt,

onde C. ¢ uma constante positiva que depende de Cy, C5,Cg e de —.
€
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Nosso intuito agora, é estimar o iltimo termo do lado direito da desigualdade (3.82).

Lema 3.2.3. Sob as hipoteses do Teorema 5.1 e para todo T > Ty, com Ty suficientemente
grande, existe uma constante positiva C(TO, E(O)) tal que, se (u,u;) € uma solugdo fraca do

problema (5.1), temos

/ [ luPde dt < c(Ti B [/ | (ata + a(e)e?)da dt] . (3.83)

Demonstragao: Argumentaremos por contradi¢do. Para simplificarmos denotaremos v’ :=
u;. Seja Ty uma constante suficientemente grande fixa. Suponha que (3.83) nao seja verifi-
cado e seja {uk(O), uj, (O)} uma sequencia de dados iniciais onde as solugoes correspondentes

{ug }ren do problema (3.1), com Ej(0) uniformemente limitada em k, verifiquem

Jo s (t) Bt

lim = +o0, 3.84
k=t fo o (CL(@QQ(U;) + a(ﬂﬁ)uf)dm dt (3.84)
ou seja,
LI o (a(@)g () + alwyR)de dt .
ftee Jo ()3t

Como Ej(t) < E,(0) < L, onde L é uma constante positiva, obtemos uma subse-

quéncia, ainda denotada por {uy}, que verifica as seguintes convergéncias

up — u em L*(0,T; H(Q)), (3.86)
up = uem L>(0,T; V), (3.87)
up = v em L(0,T; L*(R2)). (3.88)

Além disso, como V <= L3(Q), de (3.87), (3.88) e em virtude do Teorema de Aubin

- Lions podemos extrair uma subsequéncia de {u;}, a qual ainda denotaremos pela mesma
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notacao, de modo que

ou seja,

up — w em L*(0,T; L*(2)). (3.89)

Neste ponto dividiremos a prova em dois casos, a saber: quando u # 0 e u = 0.
Caso (I): u #0.

Observe que de (3.85) e (3.89), temos

lim /OT/Q (a(m)g2(u2) + a(m)uf)dm dt = 0. (3.90)

k—+o0

Em particular,

T
li / / *(u} =0,
Jm Qa(x)g (uy)dz dt =0

azg(ul) — 0 em L*(0,T;L*()). (3.91)

Como uy, € solucao do problema (3.1), temos

uy — Aug + a(x)g(u,) =0 em Q x 0,00,
Oyup — Ar,up, = 0 em I'y x 0,00, (3.92)

up =0 em Iy x ]0,00].
Consideremos § € D(0,T) e ¢ € D(2). Compondo a equagao acima com ¢, obtemos

(uf — Aug + a(@)g(uy). 00)p@nypen = 0; V0 €D(0,T),Vo € D(Q).  (3.93)

Notemos que

<u,k/7 €S0> = _<u;g7 8/§0>7
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e de (3.88) segue que
—(uy, 0'p) — —(u',0'¢) = (u",0p).

Assim, concluimos que

<u/k/7 090>D’(QT)1D(QT) - <u”7 9(:0>D’(QT)7D(QT); Vo € D<O> T)? VQD € D(Q> (3'94>

Por outro lado, para cada ¢ €]0, T[ fixado, a seguinte igualdade é verificada

(=Auk, 00) D (Qr),p(@r) = —(Vk, V) D(01),D(@1)

e, por (3.87), segue que

(Vug, OV o)1 (o) p@r) — (VU, 0VO) D1 (or) D) = (AU, 00) D (Qr) D(Gr)

isto é,

(—Auk, 0<P>D’(QT)7D(QT) — (—Au, 090>D’(QT)7D(QT); Vo e D(O,T),\V/(,O S D(Q) (395)

Do exposto em (3.91), (3.94) e (3.95) obtemos de (3.93) apds passagem ao limite que

(u" — Au, 09)p@r)p@r) = 0; V0 € D(0,T),Yp € D(Q).

Mas, pela totalidade do espago R = {f¢;0 € D(0,T) e p € D(Q)} em D(Q x (0,7))

vem que

(u" — Au, V) prory o) =0 Vi € D(Qr).

Logo,

v — Au=0 em D'(Q7). (3.96)
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Analisemos as condigoes de fronteira. Primeiramente, da convergéncia (3.87) dedu-

zimos que

u(t) €V — Hp (Q) Vtel0,T).
Logo, you(t) = 0 em I'y, V¢ € [0,T] e, entao,

SUPESSte(0,1) | |70u(t) | |H% (To) -

e, portanto,

w=0em L=(0,T: Hz(Ty)).

Por outro lado, o operador —Ar, : H(I'y) — H~Y(T";) é definido por

(—Ary 0, ) -1y, 11 (ry) / VepVrd dTs Ve, € H\(TY).

Seja 1 € L'(0,T; H(T;)), entdo

T T T
/0 (= Apy ey ) 10y, 110 A = /O /F Vou Ve dU dt = /0 (Votuge, Vi), dt

Mas, de (3.87) decorre que

Vruy = Vou em L0, T; L2(T)).

Logo,

T T T
/O (vTuk7 VT¢)F1dt - A (VTU, VTw)Fldt = /0 < AF1 >¢> —1(T'y),H? F1)dt

e, portanto,

T
/0 (=Ary g, V) g-1(0y),m 0y At —>/ —Ar U )i et

(3.97)
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Consequentemente,

Ar,up = Ar,u em L®(0,T; HY(T'y)) — L*(0,T; H *(T})). (3.98)

Como

81/uk = AF1uk €1 L2(07 T; LQ(Fl)) - L2<07 T; Hil(rl)%

entao, de (3.98) decorre que

<auuk7 30> - <AF1u7 §0> Vgo € L2<07 T; Hl(rl))

Portanto,

dyuy, = Ar,u em L*(0,T; H1(T'y)). (3.99)

No entanto, de (3.88) temos
up, = em L*0,T;L*(Q)),
e, pela Proposicao 1.2.3 e Corolario 1.2.3.1 das Preliminares, obtemos que

up —u" em H7Y0,T; L*(Q)). (3.100)

Assim, de (3.91), (3.92), (3.96) e (3.100) resulta que
Auy, = uj +a(z)g(u),) = v’ = Au em H'0,T; L*()),
ou seja,

Aup — Au em H1(0,T; L*(Q)), (3.101)
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e, de (3.86) observamos que

up, —u em L*0,T; H(Q)) — H1(0,T; H'(Q)). (3.102)

Logo, de (3.101) e (3.102) segue que
up —u em H 0, T;H'(Q)),

onde HY() = {u € HY(Q);Au € L*()}. Pela continuidade da aplicagao traco
F1 : H0,T;HYQ)) — H1(0,T; H 2(I'y)) temos, pela Observacao 1.3.1 e pelo Teorema
1.17, que

Ti(u) = T(w) em HHO, T H3(I)),

ou seja,

Sup — Oyu em HY(0,T:H 2(I'y)) — H Y0,T;H (I1)). (3.103)

Desta forma, de (3.99), (3.103) e pela unicidade do limite fraco estrela, obtemos
du=Aru em H 0, T;H ()
e, sendo Ap,u € L2(0,T; H(I'1)) e 8,u € H1(0,T; H™2(I'y)) deduzimos que

du=Apru em L20,T:H NT)NH'(0,T; H 2(Iy)). (3.104)

Agora, mostraremos que

w=0emwx (0,7T). (3.105)

Com efeito, de (3.90) temos que
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T
/ / a(x)uddr dt — 0, k — +oo, (3.106)
0 Jo
e, de (3.88)

up, — v’ em L*(0,T; L*(Q)).
Logo,
azul, — a2u’ em L*(0,T; L2 (Q)).
Entao, pela Proposicao 1.5.1, obtemos

1 L 1
a2 u||207:220)) < minf ||a2uy||r20.1:02(0))

ou seja,
T T
0< / / a(r)u*dz dt < lim inf/ / a(x)udr dt. (3.107)
o Ja 0 Jo
Assim, do exposto em (3.106) e (3.107), obtemos

T
/ / a(x)u*dx dt = 0.
0 Ja

Contudo, notemos que

T T
0< / / a(x)udx dt < / / a(x)u*dz dt = 0. (3.108)
0 Jw 0 JQ
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De (3.108) e da hipotese (H.2) resulta que

T T
0= / / a(x)u*dx dt > ao/ / udx dt > 0,
0 w 0 w

e, portanto,

T
/ /u’Qda: dt =0,
0 w

o que prova (3.105).

Resumindo, as relagoes (3.96), (3.97), (3.104) e (3.105) nos fornecem que

uy —Au=0 em Qx (0,7),
u=0 em 'y x (0,7),
Ou—Ar,u=0 emI'; x(0,7),
u =0 emwx (0,7).

(3.109)

Derivando a primeira equagao de (3.109) no sentido das distribuigdes obtemos

Ut — Aut =0em () x (O,T),

e, considerando u; = v segue que

'Utt—A’U:O em () X (07T),
v=0 emwx (0,7).

Entao, pelo Teorema 1.20 (Teorema de Holmgren), para 7" > Ty suficientemente
grande, deduzimos que v = u; = 0 em 2 x (0,7"). Assim, u é constante em rela¢ao a variavel
temporal, logo u;; = 0 em Q x (0,7). Retornando a (3.109), obtemos o seguinte problema
eliptico

Au=0 em €,
u=0 em Iy,

Ou—Ar,u=0 em I}y,
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e sendo u € H'(Q), pela Férmula de Green segue que

— 2 _
_/QAuudx = /Q|Vu| dx (ylu,%u)H,%(Fl),H%(Fl)
= /Q|VU|205917 — (A, u, You) H-1(ry), 11 (1)
- /|Vu|2da:+/ IV pu|2dT
Q I

= [ulR

Logo, u = 0, o que é uma contradicgao.
Caso (II): u=0.

Definamos

T % 1
— [/ / |ug|*da dt} e Up = —Ug.
0 Q Ck

Observemos que ¢, # 0 pois, inicialmente, supomos que a sequéncia {uy} satisfaz

/ / lul2de dt > k(Ty, Ex(0 {/ / +ae)u?)da dt} >0,

Sendo assim, obtemos

r - 12 r |Ulc|2 e 2
/ /|uk\ dz dt:/ / au dt:—Z/ /\uk\ dr dt =1 (3.110)
0 Jo 0o Jo c ¢ Jo Ja
1
Como Ey(t /| | + /|Vﬁk\2d:€+7/ |V iy |*dl, entdo
Q 2Jr,
_ E(t
Ei(t) = zé) (3.111)

Relembrando (3.82), para T suficientemente grande, temos

/ / *(ug) + a(z )ut)dq: dt—l—/ /|u! dx dt]

)< C
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Empregando a identidade

E(T) / / g(uy)uy dx dt,

como a energia é nao-crescente, podemos escrever

E(t) < B(0) = +/ / g(us)us dz dt
l/ / (ug) + a(x )ut)dx dt+/ /|u| dx dt]

para todo t € [0, 7], com T suficientemente grande.

IN

Da tltima desigualdade e de (3.111), obtemos

(3.112)

= Ek(t) Jo fQ(() (’)+a()’2)dxdt+1
N fo Jo |ug)?dx dt '

De (3.85) e (3.112), conclufmos que existe uma constante positiva M tal que

_ E(t -
Ei(t) = ’“5 ) < M, vVt e|0,T], Vk € N,
Cr
isto é,
1 e 1 — 12 1 — 12 >
f/ A +f/ V| dx+f/ Voay|2dT < N, Vit € [0,T], Yk € N.
2 Ja 2 Ja 2 Jry
Logo, existe uma subsequéncia de {uy}, que ainda denotaremos da mesma forma, tal
que

up = u em L®(0,T;V), (3.113)
)y, > @' em L™=(0,T; L*(Q)), (3.114)
up — u em L*(0,T; L*(Q)). (3.115)
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Também, de (3.85) e (3.89) deduzimos que

T 2(0 T
lim / / wdm dt =0 e lim / / a(r)udr dt = 0.
0 Jo o 0 Jo

k—+o0 k—4o00

Além disso, uy, satisfaz a equacao

g(uy)
Ck
i, =0 emTyx(0,7),

ayﬁk—ArlﬁkZO em Fl X (O,T)

Uy — Aty + a() =0 em @ (0,7)),

Passando o limite quando k — +00, de forma andloga ao que foi feito no caso (I), e

considerando as convergéncias acima, obtemos

u" — Au = em Q x (0,7,
u=0 -em FOX(O,T),
ayl_l, — Arl'l_t =0 em Fl X (O,T),

(3.116)

W=0 emwx(0,7).

Entao, v = u, verifica, no sentido distribucional, o seguinte problema:

vy —Av=0 em Q x (0,7),
v=0 emw x (0,7).

Aplicando novamente o Teorema de Holmgren, resulta que v = u; = 0. Retornando

a (3.116), temos, para quase todo t € (0,7"), o seguinte problema eliptico:

Au=0 em ),
u=0 em I,

di—Ap,i=0 emT},

donde concluimos que ||u||y, = 0, isto é, u = 0. Mas, isto é uma contradigao, pois, de (3.115)
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temos

T T
/ /\ak\zda: dt—>/ /ya|2dx dt =0,
0 JQ 0 JQ
T
/ / (@ |2de dit = 1.
0 Q

Isto conclui a prova do Lema. O]

e, em (3.110) vimos que

As desigualdades (3.82) e (3.83) nos fornecem o seguinte resultado.

Proposicao 3.2.1. ParaT > 0 suficientemente grande,a solu¢ao u do problema (3.1) satisfaz

E(T)<C

/OT /Q (a(x)g® (ur) + a(w)uf)dx dt] , (3.117)

onde C' € uma constante positiva que depende de Ty, E(0), f, A1, R, n, ||a|| L= (), M.

62
3.2.3 Conclusao do Teorema 3.1

Para concluir a demonstracao do Teorema 3.1, faremos uso do resultado devido a

Lasiecka e Tataru [22].

Lema 3.2.4. Seja p uma fungao crescente, positiva, tal que p(0) = 0. Como p € crescente
podemos definir uma funcao crescente p(x) = x — (I + p)~'(x). Considere uma sequéncia

{sm} de nimeros positivos que satisfaz
Sma1 + D(Sma1) < S (3.118)
Entao, s, < S(m), onde S(t) € a solugdo da equagao diferencial
d
%S(t) +p(S(t)) =0, S(0) = so. (3.119)

Além disso, S(t) é mondtona ndao-crescente com lim;_o, S(t) = 0.

Demonstracao: Faremos a prova por inducao sobre m.
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De fato, para m = 0, segue de (3.118) que
(L +p)(s1) < So. (3.120)
Como (I + p)~! é crescente temos que
s1<(I+p)(s0) = so—so+ ([ +p) " (s0)
= so— p(So)- (3.121)

Por outro lado, como p é uma fungao positiva, a solugao S(t) de (3.119) é monétona

nao-crescente, ou seja,

S(t)<S(r), Vt>1>0.

Integrando (3.119) de 0 a 1 obtemos

S) = 50)+ [ plS(r))dr =0,

e, como p é crescente, de (3.122) e da hipdtese S(0) = sg, resulta que

s1) = SO) - [ pSr)ir
> S(0) - /0 L p(S(0))dr
= 5(0) ~ p(5(0))
= (1= p)(S(O0)
= (1) SO0) = (74 9) (s

= 50— p(so) = s1,

portanto S(1) > s;.

(3.122)

Suponhamos que o resultado seja verdadeiro para m, ou seja, S(m) > s,,. Portanto,
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para m + 1 de (3.118), temos

(I +p)Sms1 < Sp- (3.123)

Como (I + p)~! é crescente, resulta que

Sma1 < Sm — q(Sm)- (3.124)

Agora, integrando (3.119) de m & m + 1, obtemos

m+1
S(m +1) — S(m) + / p(S())dr = 0.

Do fato que p é crescente, de (3.122) e da hipdtese indutiva, obtemos

Stm+1) > Sm)— [ " (S(r))dr
= S(m)—p(S(m)) = (I — p)S(m)
= (I+p)7'S(m) > +p) " sm

= Sm— p(sm)- (3.125)

Das relagoes (3.124) e (3.125) resulta que
S(m+1) > Sy,

o que prova o desejado.

Para finalizarmos a prova do lema, resta-nos provar que se p(x) > 0 para z > 0 entao

lim S(t) =0.

t—+o00

De fato, por (3.119), para cada T' > 0, temos

S(T) — 8(0) + /O T (S(T)dr =0
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e por (3.122) resulta

ou seja,

S(T) < 5(0) = Tp(5(T)) (3.126)

Por (3.122) temos que S(t) ¢ uma fungdo monétona nado crescente e limitada in-
feriormente pelo 0, pois S(m) > s,,, para todo m € N e s, sdo nimeros positivos. Seja

C = inf {S(t) pt > O}. Observe que C' = tli+m S(t). Mostraremos que C' = 0.
De fato, suponhamos por absurdo que C' > 0. Logo de (3.126), obtemos que

S(T) < 8(0) — Tp(C), VT > 0 (3.127)

como p(z) > 0 para x > 0 obtemos que p(C) > 0, pois caso contrério, se 3xy > 0 tal que

p(zg) < 0, segue que
zo— (I +p) Hxo) <0 20 < (I +p) Hwo) & (I +p)(w0) < 0

ou ainda, se e somente se p(zg) < 0, o que é uma absurdo.

Portanto, tomando T € N tal que S(0) < Tp(C) resulta de (3.127) que S(T) < 0 o

que é um absurdo. Entao concluimos que tliEl S(t) =0. O
—T 00

Definamos

Qr ={(t,2) € Qrilw| < Las. em Q},  Qp = Qr\Q7.

Entao, usando o item (izi) da hipétese (H.1), obtemos

J,

(@) (o) + ()i < [

= (k'+K) /Ql a(x)g(u)udQ. (3.128)

T

a(x) (k’lg(ut)ut + Kg(ut)ut>dQ

1
T
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Por outro lado, de (3.4) e do fato que h é concava e estritamente crescente, com

h(0) = 0, e observando que

X (aﬂr)g(ugut) < h (a(a)g(ur)ur).

1+ [laf| <o

temos

olo)
s [ allim) "

h (Mg(ut)ut> dQ

L+ [la|| (@)

Jyp 2@ (f9@)P + @?)dQ < 1+ el |,

T

< (1t llallee) [,
Qr

< (1 lall o) [, hlalw)gu)u)dQ. (3.129)

T

Aplicando a Desigualdade de Jensen segue que

(14 Nallie@) [, la()g(u)u)dQ

T

< (1 o) med@r) 1 (o [ htatost)u) dQ

1
med(Qr) JQr )
= (1 flall =) med(@0) (] a(w)glun) w Q). (3.130

T

s
med(Qr)
Logo, de (3.128), (3.129) e (3.130), obtemos

onde r(s) = h < ) foi definida em (3.5).

| a@)(lg@)P + @)?)dQ < 6+ K) [ al)g(u) w dQ (3.131)

T T

+(1 + [lal| L)) med(Qr) T (/Q a(z)g(ug) uy dQ) )

T

Combinando (3.131) e a proposi¢ao 3.2.1 decorre que

EF'+ K
(1 + [la|| oo o)

a(x)g(ug) uy dQ) ] (3.132)

BT) < (14 almw) €| [ atalgton) ue dQ

+med(Qr) r (/Q

T
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Sejam

EF '+ K
(1+ [l ())med(Qr)

L= (O + lallim(e) med(@r)) . =

Entao, aplicando p em ambos os lados de (3.132) resulta que

p(E(T))

IN

1
p(per+n (] a@gtu) waq))
1
= (cI+7r)t (L <L(cl + r)) </QT a(x)g(uﬁuwi@))
= /Q a(z)g(u) uy dQ
— B(0) - E(T) (3.133)
onde a funcdo p foi definida em (3.6).
Agora, em (3.133) substituindo o intervalo de integragdo 0,7 pelo intervalo

ImT,m(T + 1)] obtemos

E(m(T +1)) + p(E(m(T + 1)) < E(mT), param =0,1,...

Aplicando o Lema 3.2.4, com s, = E(mT), obtemos

E(mT)<S(m), m=0,1,...

Finalmente, usando a dissipagao de E(t), dada pela relagao (3.3) e usando o fato que

S(t) é monétona nao-crescente; pondo t = mT + 7,0 < 7 < T, resulta que

t—rT1

T

E(t)gE(mT)gS(m)_S( )gs(%q)  parat>T.

Com isto, a prova do Teorema 3.1 esta completa.
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