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Resumo

Neste trabalho mostraremos a existéncia de atratores globais para problemas parabdlicos

unidimensionais envolvendo o operador Laplaciano e o operador p-Laplaciano, com p > 2.



Abstract

In this work we show the existence of global attractors for one-dimensional parabolic

problems involving Laplacian operator and p-Laplacian operator, with p > 2.



SUMARIO

Introducao 10
1 Preliminares 12
1.1 Semigrupos de Operadores Lineares Limitados . . . . . . .. ... ... .. 12
1.2 Operadores Setoriais e Semigrupos Analiticos . . . . ... ... ... ... 14
1.3 O Problema de Cauchy Envolvendo Operadores Setoriais . . . . . . . . .. 17
1.4 Atratores para Semigrupos . . . . . . . . ... 22
1.5 Espagos de Sobolev . . . . . . ... 27
1.6 O Espaco WEP(Q) .. . .. 28
1.7 Vizinhanga de um Ponto de Equilibrio . . . . . .. ... ... ... .... 29

2 Existéncia de Atratores Globais para o Problema de Chafee e Infante 33

2.1 Introducao . . . . . . . .. 33
2.2 Existéncia Global de Solugoes e Existéncia de Atratores Globais . . . . . . 34
2.3 As Solucgoes de Equilibrio do Problema Semilinear . . . . . ... ... ... 37
2.4 A Estabilidade dos Pontos de Equilibrio . . . . ... ... ... ... ... 46
3 Operadores Maximais Monétonos em Espacos de Hilbert 50
3.1 Nogao de Operadores Monétonos . . . . . . . . . . .. .. ... ... ... 50
3.2 Propriedades Elementares dos Operadores Maximais Monétonos . . . . . . 56
3.3 O Problema de Cauchy Envolvendo Operadores Monétonos . . . . . . . . . 63
3.4 O Operador p-Laplaciano . . . . . . . . ... .. ... .. ... ...... 64

4 Atratores Globais para Problemas Envolvendo Operadores Monétonos 73
4.1 Existéncia de Atratores Globais - Resultados Abstratos . . . . . . . .. .. 73

4.2 Existéncia de Atrator Global para o Problema de Takeuchi e Yamada (caso



5 Um Problema do Tipo Reacao-Difusao Envolvendo o p-Laplaciano De-

generado 87
5.1 Introducao . . . . . . . . 87
5.2 Existencia e Unicidade . . . . . . . . . . ... o 88
5.3 Algumas Propriedades Assintéticas . . . . . . . .. .. L. 94

Bibliografia 97



INTRODUCAO

Este trabalho tem por objetivo principal estudar a existéncia de atratores globais para
problemas parabdlicos semilineares e nao lineares. Inicialmente, estudaremos o problema
U = Ugy + Af(u),z €[0,7] e t>0
w(0,t) = u(m,t) =0 (1)
u(x,0) = ¢(x),
que envolve o operador Laplaciano em dimensao 1 e foi tratado inicialmente por N.
Chafee e E. F. Infante, [8], em 1974. Considerando hipdteses adequadas sobre a fungao f,
mostraremos que o problema (1) possui solu¢ao global nao trivial para cada dado inicial
¢ € H}[0, 7], para isso usaremos a teoria geral de semigrupos contida em [12] e [17].
Usando a teoria bésica de atratores globais para semigrupos de operadores, contidas
em [11] e [13], garantiremos que o semigrupo definido pelas solugoes globais de (1) é ponto
dissipativo, é um sistema gradiente assegurando assim a existéncia de um atrator global
para o problema (1).
Através da andlise das solugoes da equagao diferencial ordinéria u”(z) + Af(u(z)) =0
e do problema (1), garantiremos o surgimento dos pontos de equilibrio, e provaremos
que, para valores fixos de A > 0, esses pontos sao finitos e bifurcam da solugao nula aos
pares, de maneira que se A — 00, o numero de pontos de equilibrio tende ao infinito.
Estudaremos também a estabilidade desses pontos de equilibrio.
O segundo problema aqui estudado é uma generalizagdo de (1) e foi tratado por Y.
Yamada e S. Takeuchi, [18], em 1998 e pode ser escrito por
up = A(|ua [ "ue)e + [ul"?u(l — [uf"), (z,t) € (0,1) x (0,+00)
w(0,t) =u(l,t) =0, t€[0,00) (2)
u(z,0) = ug(x), € (0,1)
onde p>2,g>2e\r >0, 0 qual envolve o operador p-Laplaciano em dimensao 1. Se
tomarmos p = ¢ = 2, a funcao f(s) = s(1 — |s|"), para r > 2, satisfaz todas as hipGteses

exigidas para a funcdo f do problema (1).



Apo6s mostramos algumas propriedades que garantem a existéncia de um semigrupo
para esse problema generalizado, mostramos que ele é um sistema gradiente e, seu conjunto
w—limite para cada dado inicial em VVO1 ?(0,1), p > 2 esta contido no conjunto dos pontos
de equilibrio para o problema (2).

A existéncia de atratores globais, em L?(0,1), para o problema (2) serd feita apenas

para o caso ¢ = 2. Ficando esse problema escrito na forma

Ut = >‘(|U$|p_2u$)w + u(l - |u|r)7 (Ivt) S (07 1) X (07 +OO)
w(0,8) = u(1,£) =0, t € [0,00) (3)
u(z,0) = up(x), x € (0,1),

o qual escreveremos, na forma abstrata, como

1) + A(u(t)) + Bu(0) =0, 150
u(0) = o,

onde A é um operador maximal mondétono e B é uma funcao globalmente Lipschitziana.
A existéncia de atratores globais para esse problema foi tratada por A. N. Carvalho, J.
W. Cholewa e T. Dlotko, [6], em 1999.

Esta dissertacao esta organizada da seguinte forma: no primeiro capitulo, sao abor-
dados alguns requisitos basicos para o desenvolvimento deste trabalho tais como semi-
grupos de operadores lineares, operadores setoriais, atratores para semigrupos e espagos
de Sobolev. No segundo capitulo, estudaremos o problema (1), garantindo existéncia e
unicidade de solucoes, existéncia de solucoes globais e de atratores globais. Estudamos
também o comportamento dos pontos de equilibrio para (1), bem como o diagrama de
bifurcacao desses equilibrios. No terceiro capitulo, apresentamos a idéia de operadores
maximais monotonos e como exemplo desses operadores estudaremos com detalhes o
operador p-Laplaciano. No quarto capitulo, através de hipdteses adicionais sobre o oper-
ador, mostraremos a existéncia de atratores globais para o problema (2), no caso ¢ = 2. No
quinto capitulo, trabalhamos com o problema (2), mostrando que o semigrupo associado

a esse problema é um sistema gradiente.



CaApiTULO 1

Preliminares

Neste capitulo sera feito um breve estudo dos principais conceitos necessarios para o
desenvolvimento dos capitulos subsequentes tais como, existéncia e unicidade de solugoes,
existéncia global de solugoes e existéncia de atratores globais. Mais especificamente,
trataremos aqui de semigrupos de operadores lineares limitados, operadores setoriais,
Teoremas de estabilidade e instalibilidade de solugoes relacionados a operadores setoriais,

atratores globais, sistemas gradientes e espagos de Sobolev.

1.1 Semigrupos de Operadores Lineares Limitados

Apresentaremos nessa secao o conceito de semigrupo de operadores e seu gerador in-
finitesimal.  Exibiremos também algumas de suas principais propriedades, cujas
demonstragoes podem ser encontradas em [12] e em [17]. Algumas delas serdo omiti-
das para nao deixar a dissertacao muito extensa.

Seja X um espago de Banach e considere £(X) o espago dos operadores lineares e

T
limitados 7": X — X. Em £(X) definamos a norma ||T'[| ;) = sup I (x)H

w20 |l

Defini¢ao 1.1. Uma aplicagio T : Ry — L(X) é um semigrupo de operadores lineares

de X se satisfaz as sequintes condi¢oes:
1. T(0) =1, onde I é o operador identidade de L(X);
2. T(t+s) =T(t)T(s) para todo t,s > 0.
Dizemos que o semigrupo {T'(t);t > 0} € de classe Cy se
Tim [[7(0)r — ol x =0,

para todo x € X .
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T(h)—1
Ainda se D(A) = {x € X;hlim+ %x existe }, entdo definimos, para todo
—0
x € D(A), o operador linear denominado gerador infinitesimal do semigrupo {T'(t);t > 0}
por
(r'(h) = 1)

Ar = lim ———~— ‘2.
v hi%lJr h v

Os préximos resultados sao propriedades simples dos semigrupos de classe Cy e suas

demonstragoes podem ser encontradas em [17].

Lema 1.1. Todo semigrupo de classe Cy € fortemente continuo em R*, isto ¢, set € RT,
entao

limT'(s)z = T(t)x,

s—t

para todo x € X.

Proposigao 1.1. Seja {T'(t);t > 0} um semigrupo de classe Cy e A seu gerador infinites-

mal.

1. Para x € X temos
t+h

lim T(s)xds =T(t)x.

h—0+ p

2. Se x € D(A), entao T'(t)x € D(A) para todot >0 e

d
91ty = AT()e = (1) A

3. Se x € D(A), entao

¢ ¢
Tt)r —T(s)x = / AT (1)xdr = / T(7)Axdr.
t
4. Sex € X, entao / T(T)xdr € D(A) e

Tt)x—xz=A /tT(T)a:dT.

Definigao 1.2. Seja {T'(t);t > 0} um semigrupo de classe Cy e A o seu gerador
infinitesimal. Considerando A° = I, A' = A, e, supondo que A"~ esteja definido, vamos
definir A", para n > 1, por

Aty = A(A™ 1),

para todo x € D(A™), onde

D(A™) = {z € D(A™™Y) ¢ A" 'z € D(A)}.
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Teorema 1.1. Se {T'(t);t > 0} € um semigrupo de classe Cy, entdo existem constantes
M>1ew >0 tais que
1T < Me™

para todo t > 0.

Observacao 1.1. Se no Teorema 1.1 tivermos w = 0, dizemos que o semigrupo € uni-
formemente limitado. Se além disso, M = 1, dizemos que o semigrupo € um Semigrupo

de contracoes.

Definicao 1.3. Uma familia de operadores lineares continuos definidos em um espago de

Banach X, {T(t); t > 0}, é um semigrupo analitico se
(i) A aplicagio t — T(t)x € analitica em (0,+00), para todo x € X;

(i) T(0) =1 e lim T(t)z = x, para todo x € X;

t—0t

(ZZZ) T(tl + tz) = T(tl)T(tg) para tl, tg Z 0.

Existem vérias caraterizagoes de semigrupos analiticos que podem ser encontradas em
[17], a principal delas esté relacionada com seu gerador infinitesimal. Na préxima segao
veremos essa caracterizacao. A partir de agora, quando {7T'(¢); ¢t > 0} for um semigrupo

analitico com gerador infinitesimal A, denotaremos T'(t) = e~4!, para todo t > 0. O uso
o

n
dessa notacao é motivada pelo fato de a funcao exponencial et = E # satisfazer as
~ nl
condigoes de (7) a (¢ii) acima.

1.2 Operadores Setoriais e Semigrupos Analiticos

Nesta secao, estudaremos os operadores setoriais, suas principais propriedades e sua

relacao com semigrupos analiticos.

Defini¢ao 1.4. Um operador linear A : D(A) C X — X em um espago de Banach X
¢ dito setorial se A € fechado, densamente definido e existem constantes ¢ € (O, g) €

M > 1 tais que

Spo={A€C:p<arg (A—b)| <7 A#Db}C p(A),
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para algum b € R, onde p(A) é o conjunto resolvente de A e

M
[A—bl’

1A = A)7 <
para todo A € Sy 4. O operador (A — A)~! é chamado operador resolvente de A.

Defini¢ao 1.5. Seja A um operador setorial em X e o(A) o conjunto dos autovalores de

A. Se Re o(A) > 0, entao para todo o > 0, definimos

1 0o
Ao — _/ ta_le_Atdt,
I(a) Jo

onde I' : (0,+00) — R € definida por

[(7) = / e " Ldt.
0

Podemos verificar que se A é um operador setorial com Re o(A) > 0, entao para
a,f > 0, A7 é um operador linear, limitado em X, que é injetor e satisfaz
A=) = A=« A=B Definimos A* = (A~®)"! para a > 0. Para a = 0, definimos
A® = . Para todo a € R temos que A% é fechado e densamente definido e se o > 3,
entao D(A®) C D(AP).

As demonstragoes dos proximos dois Teoremas encontram-se em [12].

Teorema 1.2. Se A é um operador setorial, entdo —A € o gerador infinitesimal de um

semigrupo analitico {e=4%;t > 0}, onde

1
e M= _— [N+ A)teM d),

~2mi Jr
para todo t > 0, onde I' é um contorno em p(—A) com arg A\ — +60 quando |\| — oo para
algum 0 € (g,ﬂ').
Além disso, {e 4, t > 0} pode ser estendido analiticamente a um setor
{6 #0: Jarg 0] < e} contendo o eixo real positivo e se Re o(A) > a, entdo para

t > 0 seque que

C
||6—AtH S Ce—at7 HAe—AtH S ?6_at,
para alguma constante positiva C.

Teorema 1.3. Seja A um operador setorial e suponhamos que Re o(A) > 6 > 0, entdo

para todo o > 0 existe uma constante positiva C, € R tal que

A%~ || < Cut™ ™, t >0, (1.1)
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onde a constante C,, € limitada quando oo — 0F. Além disso, se a € (0,1) e x € D(A®),

entao

|(e™ — Dz| < Mt*||A%|), t >0

Demonstragao: Note que, pelo Teorema 1.2 temos |le=4|| < ce™ e ||Ade || < ct~le™®

para t > (0. Portanto, para m € N, temos
A = [[(Ae™ )| < (en) ™t e (1.2)
Seae (0,1)et>0

e = e Ao =

1 oo
At —a, —As
_ d
I'l—a«) /0 5 c s

1 oo
< A —At —a —Asd
- I'l—aw e /0 °e sl

1 o0
_ —ap —At —Asd 1.3
T —a) /o s Ae e s (1.3)
1 o0
- - —ay —A(t+s)d
wrerl PACR
< Ct e ’'T'(a)
= Ot %%,
Finalmente,
o+ ,—At a,—AL B,—AL AN —5t t - —5t
[[AvPem ]| = [[A% " [[|A%e 2| < Ca | 5 ) €20z (5| e
2 2 (1.4)

—a—f
= Can <%> tmaBe=ot = Ca0ﬁ2a+ﬁt_(a+’6)€_5t.

Assim de (1.2),(1.3) e (1.4) obtemos (1.1). Além disso, se « € (0,1) e z € D(A®) temos

[(e= = Daf = lleMw —zf| = e~z — e~
= ||/ A% M pds|| = ||/ A=A A% ds|
< / Al _ASAax||ds</0 oo™ 160 A%|ds
< Croa|A” $||/ a=lds
_ M| A%,

Portanto ||(e=4t — x| < M,t*||A%z||, e a constante C, é limitada quando a — 07,

completando a prova do Teorema. [ |
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Corolério 1.1. Seja A um operador setorial com Re o(A) > 0. Se B é um operador

linear tal que BA™ € limitado sobre X para algum o, com 0 < a < 1, entdo A+ B €

setorial.

Note que se A é um operador setorial em um espaco de Banach X, entao existe um
a € R tal que A1 = A+ al é tal que Re 0(A;) > 0. Se definirmos X* = D(A{),a>0e
a norma

lella = [[AT2]l, = e X9,

entao o Teorema do Grafico Fechado mostra que X é um espago de Banach munido da
norma | - [|o. Além disso, diferentes escolhas de a nos dao normas equivalentes em X e
assim retiramos a dependéncia do a e a hipétese de que Re o(A) > 0, pode ser suprimida
se trabalharmos com a norma definida acima.

A demonstracao dos Teoremas 1.4 e 7?7 encontram-se em [12].

Teorema 1.4. Se A € setorial em um espaco de Banach X, entdo X% € um espaco de
Banach com norma || - ||o para a > 0, X% = X, e para a < 8 < 0,X* é um subespago
denso em X? com inclusdo continua. Se A tem resolvente compacto, a inclusao X C X5
¢ compacta quando o > (3 > 0.

Se Ay, Ay sdo operadores setoriais em X com mesmo dominio e Re o(A;) > 0 para
Jj = 1,2 e se (A — A)AT® € um operador limitado para algum o« < 1, entdo com

Xf = D(Af) para j = 1,2,Xﬁ = XZB com normas equivalentes para 0 < 3 < 1.

1.3 O Problema de Cauchy Envolvendo Operadores
Setoriais

Nesta secao usaremos os resultados das se¢oes anteriores para obter propriedades de
existéncia e unicidade para um problema de Cauchy envolvendo operadores setoriais. Seja

X um espaco de Banach e consideremos o problema de Cauchy

w(t) + Au(t) = f(u(t)), t >t (1.5)

onde A é um operador setorial em X e f: U C X* — X definida em U um aberto de

X tal que f é uma funcao continua e localmente Lipschitziana, isto é, para todo limitado
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V CcU C X, existe Ky > 0 tal que
1f(w) = fF)]| < Kvllu—v[la Yu,v €V,
para algum « € [0, 1).

Defini¢ao 1.6. Para T > to, uma solugao do problema de valor inicial (1.5) em (tg,T) é

uma fungao continua u : [tg, 7) — X< tal que
e u(ty) = uo;
e u(t) € U eu(t) € D(A), para todo t € (ty, T);
e para t € (to,T) existe C;—?(t);
o u satisfaz (1.5) em (to, 7).

Teorema 1.5. Sejam A um operador setorial, o € [0,1) e f: U C X* — X wuma fun¢ao
continua e localmente lipschitziana. Entao, para todo ug € U C X®, existe uma unica

solugao de (1.5) em um intervalo (tg, 7y, ), com 7, > to.

Para essa demonstracgao, utilizaremos o seguinteLema, cuja prova pode ser encontrada

em [12].
Lema 1.2. Se u é uma solugdo de (1.5) em (%o, 1), entdo
t
u(t) = e uyg —i—/ e AU fu(s))ds (1.6)
0

Reciprocamente, se u : (to,t;) — X é uma fungao continua e a equagao acima vale para

to <t < ty, entdo u(-) é a solucao de (1.5) em (tg, ;).

Uma solugao da equagao integral (1.6) é chamada de solucao fraca de (1.5).
Demonstragao do Teorema 1.5: Para obtermos a existéncia e a unicidade é suficiente
provar que existe u : (fp,t;) — X® continua e que u tem a forma (1.6), para algum

t; > tg. Dado ug € U C X, escolha 6 > 0, tal que
V=A{ueX%|u—ullo <0} Cc X*CU.

e seja L > 0 tal que
1/ (u1) = fu2)|| < Lfus — uzfla,
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para todo uy,us € V.

Considere B = || f(ug)|| e escolha T > 0 tal que

I(e™*" = Dol <

N

para0 < h<Te
T
)
M(B + Lé)/ u “e™du < 3
0

onde ||A%e=4t| < Mt~ para t > 0. Se S denota o conjunto das funcdes continuas

y: [to,to +T] — X* tais que
Hy(t) - uO”a < demtEc€ [to,to + TL

munido da norma do supremo, ||y[| = sup ||y(t)||a, entdo S é um espaco métrico
tE[to,to+T]
completo.
Para y € S, defina G(y) : [to,to + 1] — X por
¢
G(y)(t) = ey +/ e f(y(s))ds.

to

Mostraremos que G(S) C S. Com efeito, note que

t
Gt —uolla < [[(e 1) — Dl + / |AFe 4 |(B + Lo)ds
5 to+T
< 5+ M(B+ L) / (t — s)"%et=9)ds < 6,
to
para tg <t < to+7T. Também G(y) : [to,to+ 1] — X é continua. Portanto, G(S) C S.

Agora, se y,z € S, entao para tg <t < tg+ T segue que

6600 - GO < [ Iz I te) - SC6las
< ML [ o)t sl - 2|,

to
ou seja,

166) ~ GEIT < Slly —=I”

para todo y, z € S, o que mostra que G é uma contragao.

O Teorema do Ponto Fixo de Banach implica que G tem um tnico ponto fixo u € .S,
o qual é uma solugao continua da equagao integral (1.6) e tem f(u(t)) limitado quando
t — tg. Assim, peloLema 1.2, essa ¢ a tnica solucao de (1.5) em (tg,to + T'), com valor

inicial u(ty) = uo. u
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Teorema 1.6. Sejam A e f como no Teorema anterior e suponha adicionalmente que
para todo subconjunto fechado e limitado B C U, a imagem f(B) € limitada em X. Se
up € U eu € aunica solugao de (1.5) em um intervalo (to, Tu,) € Tu, > to € mazimal, entdo
ou Ty, = +00 ou existe uma sequéncia t, — T, quando n — +oo tal que u(t,) — OU (se

U € ilimitado, o ponto no infinito estd contido na fronteira, OU, de U.)

Na pratica, usamos o Teorema 1.6 para obtermos que uma solucao é definida para
todo t > ty e para isso precisamos mostrar que a solucao u encontrada no Teorema 1.5 é
limitada na norma || - ||,

Nosso proximo resultado garante, sob hipoteses adicionais no operador setorial, um
resultado de compacidade sobre o semigrupo gerado pelas solugoes do problema (1.5).
Primeiro observemos que se assumirmos que todas as solugoes de (1.5) sdo definidas para

todo ¢t > 0, podemos considerar, para ¢t > 0,

Tt): X* — X°
uy +—— T(t)ug = u(t;up)
e definir {T'(¢);t > 0} um semigrupo fortemente continuo de operadores lineares limitados.

Nosso proximo resultado garante, sob algumas algumas condigoes, a compacidade de

semigrupos analiticos gerados por operadores setoriais.

Lema 1.3. Se A € um operador setorial com resolvente compacto em X, entio e~ ¢

compacto em X, com 0 < a <1, parat > 0.

Demonstracgao: Suponha B um conjunto limitado em X<, com 0 < a < 1. Para z € B,
le¥zly = [[Ae Mz = [|A1 e A%
< AT | A%]| < Cat~U e[| AV
k «

Portanto e 4B é limitado em X'. Como X' = X® ¢ X! C X“ é compacta (pois A tem

4t & compacto

resolvente compacto), entdao e~ B é pré-compacto em X, e portanto, e~
em X%

Teorema 1.7. Se A, f satisfazem as condi¢oes impostas acima, o resolvente de A é
compacto e T(t) leva conjuntos limitados em conjuntos limitados para todo t > 0, entao

T(t) é compacto em X para t > 0.



1.3 O Problema de Cauchy Envolvendo Operadores Setoriais 21

Demonstragao: Como T'(t)ug = u(t;ug), entdo T'(t) satisfaz a férmula da variagdo das

constantes:
t
T(t)r =e Mz +/ e AT (T (1)2)d,
0
parat > 0e x € X* Suponha M C X?%. Seja

M, = {/Ot e f(T(t — 7)x)dr; € M}.

Set>0éfixadoe N={T(t—7)x; v € M, 0 <7 <t} élimitado, escolna 0 <e <te

note que

/ e_Atf(T(t —T)z)dT = /6 e_ATf(T(t — T)z)dT + e~ 4e / e_A(T_E)f(T(t —T)z)dr

0 0

E assim

| /08 Ao‘e_ATf(T(t —71)z)dr| < /08 ||A°‘6_A7f(T(t —7)z)||dT
< / | (T — 7)) dr
_ /-—a&w a—T>ww

:CMl/—dT—

Do mesmo modo
t t
|/ Ao‘e_A(T_E)f(T(t —T1)z)dr| < / ||A°‘6_A(T_E)f(T(t —7)z)||dT
t
< [ Culr— eyt (1 - o)
: t
= CaMl/ (1 —e) %t

tl—oc

< C

1—a

—Ae

Como e é compacto, entdo a a—medida da nao-compacidade de My, «(M;) satisfaz

c 11—«

a(M;) < 5

11—«

E, sendo ¢ arbitrério, temos que o(M;) = 0 e M; é compacto. Isso prova o Teorema.
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1.4 Atratores para Semigrupos

Nesta secao vamos definir atratores globais e apresentar alguns resultados que garan-
tem a existéncia desses atratores globais. Os resultados apresentados aqui podem ser

encontrados com mais detalhes em [13] e em [11].

Defini¢ao 1.7. Um semigrupo {T'(t);t > 0} pertence a classe KC se para todo t > 0, o
operador T(t) é compacto, isto €, para todo conjunto limitado B C X, sua imagem T'(t)B

¢ pré-compacta.

Definicao 1.8. Seja {T'(t);t > 0} um semigrupo de Classe Cy. Dado x € X, defin-
imos a drbita positiva por x como sendo v (x) = {T(t)x; t > 0}, e se B C X,

v (B)=J " (@)

zeB
Dado x € X, definimos o conjunto w—limite associado a x por

w(x) = m UT(t)x.

s>0t>s

Analogamente, dado B C X, definimos o conjunto w-limite de B como

w(B) =(JT®)B.

s>0t>s

Observe que a defini¢ao acima ¢ equivalente a:

ye X;Htp} — +oo e {z} C B tal que y = klim T(ty)xy.

——400

De fato, se y € w(B), entao y € UT(t)B para todo s> 0. Assim, existe uma sequéncia
t>s

{T(tp)xr} C UT(t)B tal que T(tx)xr — y quando k — +o00, para todo s > 0, ou seja,
t>s
para k > 0, existe ty, > k e x,, € B tal que y = klim T(ty)xg. Por outro lado, se y é tal
——+00

que existe {tx} — 400 e {zx} C B tal que y = klim T(t)xy, entdo y € | | T(t)B para
— 400
t>s
todo s > 0, mostrando que y € | || | T(t)B.

s>0t>s

Defini¢ao 1.9. Dado um semigrupo {T'(t);t >0}, x € X e A C X, entdo definimos:

1A (@) = {T @)z, t €[t ta]} ey, (A = [ 7w (@)

T€EA

2. 9 (@) =9 (@) = {T(P)z, 7€ [t,00)} e (4) = [ (2).

€A
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Defini¢ao 1.10. Sejam A, M C X. Dizemos que A atrai M (ou M € atraido por A)
pelo semigrupo {T(t);t > 0} se para todo ¢ > 0, existe t; > 0 tal que T(t)M C O.(A)
para todo t > ty, onde O (A) € uma e-vizinhanga de A, isto é, O.(A) = U B(z,¢e). Se

z€A
A atrai cada ponto x € X, A é dito um atrator para o semigrupo. E ainda, A € dito um

B-atrator se A atrai cada conjunto limitado B C X.

Defini¢ao 1.11. Um semigrupo {T(t);t > 0}, € dito ser assintdticamente suave se, para
qualquer conjunto B C X nao vazio, limitado e fechado para o qual T'(t)B C B, existe

um conjunto compacto J C B tal que J atrai B.

Lema 1.4. Se um semigrupo {T'(t);t > 0} ¢ assintoticamente suave e B é um subconjunto
nao vazio de X tal que y©(B) € limitado, entao w(B) é ndao vazio, compacto, invariante

e w(B) atrai B. Além disso, se B € conexo, entio w(B) € conezo.

Demonstragao: A demonstragao deste resultado pode ser encontrada em [11] e uma

demonstracao semelhante serd apresentada logo abaixo. |
Defini¢ao 1.12. Um conjunto S C X € invariante se T(t)S = S para todo t > 0.

Definigao 1.13. Um semigrupo {T(t);t > 0} em um espaco de Banach X € dito ser
ponto dissipativo (respectivamente, B-dissipativo) se ele possui um atrator limitado em X
(respectivamente, um B-atrator limitado). Diremos que A € um atrator global se A € o

maior conjunto compacto e invariante que atrai subconjuntos limitados em X.

O préximo resultado garante a existéncia de atratores globais para semigrupos de

classe K.

Teorema 1.8. Seja {T'(t);t > 0} um semigrupo de classe K, A C X e A € RT. Suponha

que vy (A) € B, onde B é um conjunto limitado. Entdo

(i) w(A) € nao-vazio e compacto;

(ii) w(A) atrai A;

(111) w(A) € invariante, isto €, T(t)(w(A)) = w(A) para todo t > 0;
(iv) w(A) é o conjunto minimal fechado o qual atrai A;

(v) Se A € conexo e o semigrupo {T'(t);t > 0} € continuo, entao w(A) é conexo.
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Demonstragao:

(i)

(iii)

Como {T'(t);t > 0} é de classe K, o conjunto T'(¢)vy (A) = ;1\ (4), 0 <t < 400 é
pré-compacto e 7, (A) C ', (A) para todo t; > t;.  Segue que

w(A) = m YA (A) é a intersecao de uma familia ordenada de conjuntos compactos.

>0
Portanto w(A) é compacto. E além disso, w(A) é nao-vazio, pois {71 (tx)xy; v € A},

onde t; > A é uma sequéncia limitada, logo admite subsequéncia convergente para

y € w(A).

Para mostrar que w(A) atrai A, suponha que isso nao aconteca. Entao existe ¢ > 0,
uma sequéncia de inteiros t;, — +00, quando k — +00 e uma sequéncia xy € A tal
que

|| T(tr)xr — w(A)|| > e, para k=1,2...

Como {T'(tx)A, k > 1} pertence a um compacto, existe subsequéncia convergente
de {T(tx)xr}, o qual seu limite pertence a w(A), o que é absurdo. Portanto w(A)

atrai A.

Inicialmente mostremos que T'(t)w(A) C w(A). Sey € w(A), entaoy = klim T(ty)xy

para algum x; € A e ty — +00. Entao, quando k — 0

T(t)yy =T(t)(lim T(ty)xy) = 1611_%10 T(t + ty) .

k—o0
Assim, T'(t)y € w(A), o que mostra a primeira inclusao.

Para mostrar que w(A) C T(t)w(A), seja z € w(A). Entao x = kILIgO T (ty)xy, para
algum x;, € A e t;, — 0o. Podemos assumir que 1 + A+t < t; <ty < ... Os pontos
yr = T(tx — t)z), quando k — oo pertencem ao conjunto pré-compacto vy ;(A).
Portanto existe uma subsequéncia convergente y;, com jli_)rglo Yr, =y € w(A). Con-
sequentemente,

v = lim T(ty,)rp, = lim T'(t)ys, = T(t)y.

J]—00 J]—00

Assim, x € T(t)w(A) e, portanto, w(A) C T'(t)w(A).

Suponha por absurdo que exista um conjunto fechado F' C w(A) o qual atrai A.
Sendo w(A) compacto, F' é compacto. Seja y € w(A)\F. Entdo existe ¢ > 0 tal
que O.(y) N O(F) = 0. Como F atrai A, existe t. > 0 tal que para todo t > ¢,

entdo T'(t)A C O.(F). Além disso, y = klim T(ty)xy, com x, € A et — o0,
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quando k — oo. Logo T(tx) AN O.(y) # 0, para t;, suficientemente grande e, assim,
O.(y) NO(F) # 0, o que é absurdo.

Seja A conexo e o semigrupo {7'(t)} continuo. Suponha por absurdo que
w(A) = Fy U Fy, com Fy, F» ndo-vazios, fechados e disjuntos. Logo, existe ¢ > 0 tal
que O (F1) N O(Fy) = 0. E mais, O (w(A)) = O-(F1) UO.(F). Como w(A) atrai
A, existe t; = t(g, A) tal que, para t > t; entao v, (A) C O.(w(A)).

Considere a aplicagao ¢ : [t,+00) x A — X definida por ¢(7,2) = T(7)zx, a qual
é continua. Como [t, +00) x A é conexo, entdao p([t, +00) x A) = ~;7(A) é conexo.
Assim para todo t > t1, temos que v, (A) C O.(F)) ou v, (A) C O.(F), ou seja,
w(A) C Fy ouw(A) C Fy, o que implica F; = () ou F, = (), absurdo. Portanto w(A)

é conexo.

Completamos assim a prova deste resultado. [ |

Temos também o

Teorema 1.9. Se {T'(t);t > 0} € um semigrupo assintoticamente suave em um espago de

Banach X, ponto dissipativo e orbitas de conjuntos limitados sao limitadas, entao existe

um atrator global em X.

Vejamos agora uma caracterizacao dos atratores globais. Considere {T(¢);¢t > 0} um

semigrupo em um espago de Banach X e seja F o conjunto dos pontos de equilibrio de

T(t), ouseja, F={x e X;T(t)x =x Vt > 0}.

Definicao 1.14. Um semigrupo continuo {T'(t);t > 0} é um Sistema Gradiente se

(1)
(i)

Toda orbita positiva limitada é pré-compacta;

Eziste um funcional de Liapunov para T(t), isto €, existe uma fungdo continua
V. X — R com as sequintes propriedades:

o VV € limitada inferiormente;

o V(z) — +oo quando ||z| — +o0;

o V(T (t)x) é nao crescente em t para cada x € X;

o Sex étal que T(t)x estd definida para todot >0 e V(T (t)x) = V() para todo

t >0, entao x € um ponto de equilibrio.
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Lema 1.5. Se {T'(t);t > 0} é um sistema gradiente, entao o conjunto w-limite w(x) C E

para todo x € X.

Demonstracao: Dado x € X, temos que V(T'(t)z) < V(x) para todo t > 0 e assim o
subconjunto {V(T'(t)z);t > 0} C R ¢ limitado. Temos que " (z) é limitada, pois caso
contrario, existiria uma sequéncia {7T'(tx)z} tal que ||T(tx)z|| — 400, 0 que implicaria
V(T (ty)x) — +oo quando k — 00, o que é uma contradigao, ja que {V(T'(t)z)} é limitada.
Portanto 4" (x) é limitada para cada x € X.

Por este fato e pelo item (i) do Teorema 1.8 obtemos que ' (x) é pré-compacta
para cada x € X. Sendo assim, dada qualquer sequéncia {7 (tx)z} com t, — oo, existe
uma subsequéncia {T'(tg. )z} C {T(tx)x} que é convergente. Pela continuidade de V,
{V(T'(ty,)z)} converge, e como {V(T(tx,)x)} é uma sequéncia nao crescente e limitada
inferiormente, ela converge para o seu infimo, isto é, existe ¢ € R tal que

lim V(T'(t,)x) = ¢ = inf{V (T (tx,)x)}.

k,—o00

Mostremos que ¢ independe da sequéncia escolhida. De fato, sejam

c1 = inf{V(T(tg,)x)}, ty, — o0

co = Inf{V (T (ty,)x)}, tp, — oc.

Se ¢; # ¢, sem perda de generalidade, podemos considerar ¢; > ¢y. Pela definigao de ¢,
deve existir ko tal que V(T(t, )r) < ca. Logo V(T'(ty,, )x) < V(T(tr,)x) Vix,, 0 que é
uma contradigao, pois ¢y, — oo e assim existe ig € N tal que t, > ty, Vi > ig e logo
V(T (tr,,)x) < V(T (tk, )x). Portanto, V(T'(t)z) — ¢ quando t — oo.

Seja y € w(x). Entdo existe uma sequéncia {T'(ty)x}, tx — oo tal que y = kh_)rgo T(ty)x.
Pela continuidade de V', V(T'(tx)z) — V (y), e pela unicidade do limite, V' (y) = ¢. Como
7+ (z) é compacto temos que w(z) é invariante, logo y € w(z) = T(t)y € w(x),Vt > 0.
Pelo raciocionio acima, V (T'(t)y) = ¢ = V (y), para todo t > 0. Pela defini¢ao de funcional
de Liapunov, temos que y € E. Portanto w(z) C E para cada z € X. [ |

A demonstracao do préximo Teorema pode ser encontrada em [13].

Teorema 1.10. Suponha que o semigrupo {T(t),t > 0} pertenca a classe K e y"(x) €

limitada para todo x € X. Se para esse semigrupo existe uma funcgao de Liapunov, entdao
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seu atrator A € nao-vazio e coincide com o conjunto E de todos os pontos estaciondrios.
Se E € um conjunto limitado e {T'(t),t > 0} € limitado entao o semigrupo tem um atrator

global.

Nessa mesma linha temos o seguinte resultado, cuja demonstracao pode ser encontrada

em [11]

Teorema 1.11. Se o semigrupo {T(t),t > 0} € um sistema gradiente, assintdticamente

suave e o conjunto E dos pontos de equilibrio € limitado, entao existe um atrator global,

A, para {T(t),t >0} e

A={yeX; T(—t)y estd definido para t >0 e T(—t)y — E quando t — co}.

1.5 Espacos de Sobolev

Nesta secao definimos os espagos de Sobolev e enunciamos alguns Teoremas de imersoes,
como o de Rellich-Kondrachov, cujas demonstragoes podem ser encontradas em [3] e [1].
A partir de agora, considere C§°(§2) o conjunto das fungdes infinitamente
diferenciaveis de suporte compacto e €2 C R™ um conjunto aberto, limitado, conexo com

fronteira suave. Sejam k € Z, e p € R com 1 < p < oc.
Definigao 1.15. O Espaco de Sobolev W*P(Q) € definido por:
WHP(Q) = {u: Q — R mensurdvel tal que D*u € LP(Q) para |a| < k}

onde D*u é considerado no sentido fraco, ou seja, para cada « o qual satisfaz |o| < k,

existe v € LP(Q) tal que

w(z) DY (2)dx = (—1) v(x)o(x)dx
/Q<>D¢<>d (1) /<>¢<>d,

Q
para toda ¢ € C§ ().

No espaco W*P(Q) definimos as normas:

D =

T — / D% () Pda

o<k
sel <p<+4ooe
||u||proe = Z sup ess |D%u(x)|.
la|<k

se p = oco. Para p = 2, usamos a notagao W"?(Q) = H*(Q).
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Proposigao 1.2. O Espago W'P(Q) é um espaco de Banach para 1 < p < oo; W1P(Q) ¢
reflexivo para 1 < p < oo e separdvel para 1 < p < co. O espago H'(Q) € um espago de

Hilbert separdvel.

Se Q é de dimensao 1, entao W(Q2) C L>°(€2) com imersao continua. Em dimensao

n > 2 esta inclusao vale somente para p > n.
Corolario 1.2. Seja 1 < p < 0.

) 1 1
(i) Se 1 <p <n, entio WHP(Q) C L (Q2), onde —=-——
D n

1
p
(ii) Se p=n, entao W'P(Q) C LY(Q) para todo q € [p,);
(iii) Se p > n, entao WHP(Q) C L>(Q),

com imersoes continuas. Além disso, se p < n temos para todo u € WHP(Q)

u(z) = u(y)| < cllullwir@lle = ylI*

para quase todo x,y € €2, onde c¢ depende somente de Q,p,n. Em particular

WP (Q) C CQ).

Teorema 1.12 (Rellich-Kondrachov). Suponha Q limitado de classe C*. Temos

1 1 1
(i) Se p <n, entdo W'P(Q) C L9(Q) para todo q € [1,p'), onde — = — — —
p p n

(ii) Se p=n, entao W'P(Q) C LY(Q), para todo q € [1,00);
(iii) Se p > n, entio W'P(Q) C C(Q).

Além disso, as imersoes compactas. Em particular WP(Q) C LP(Q) com imersoes com-

pactas para todo p.

1.6 O Espaco W, ”(Q)

Definicdo 1.16. Seja 1 < p < co. Denotamos por WiP(Q) o fecho de C°(Q) em

WHFP(Q), ou seja,

- k,p
wer() =@ .
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O espaco W, ?(Q) munido da norma induzida por W'?(Q) é um espaco de Banach
separavel; é reflexivo se 1 < p < co. Podemos também caracterizar as fungoes de W(f P(Q)
como sendo o conjunto das fungoes em WHP(2) que possuem o traco nulo, isto é, que se

“anulam sobre 0.

Corolario 1.3 (Desigualdade de Poincaré). Suponha que 2 € um aberto limitado. Entdo

existe uma constante C' > 0, dependendo de §2 e p, tal que
|ullr < Cl[Vullrs

para todo u € WyP(Q), com 1 < p < oo. Em particular a expressio ||Vu||r» € wuma norma

sobre Wy (), que ¢ equivalente & norma [ul[we -

Denotamos por W=54(Q) o espaco dual de Wok’p(Q), para 1 < p < oo e ¢ satisfazendo

1 1
a relacao — + — = 1. Se () é limitado temos
p q

Wy (Q) € L2(Q) ¢ WH4(Q)

5 < p < oo com imersoes continuas e densas. Se {2 nao é limitado temos
n

se

W, P(Q) C L*(Q) ¢ Wh(Q)

se

<p<2.
n+2_p_

Observagao 1.2. Segue do Teorema de Rellich-Kondrachov que W, " () estd compacta-

mente imerso em L*(§2).

1.7 Vizinhanca de um Ponto de Equilibrio

Consideremos A um operador setorial em um espago de Banach X eseja f: U — X,
onde U é uma vizinhanga cilindrica em R x X* de (7,00) X {zo}. Dizemos que xy é um

ponto de equilibrio para o problema a seguir se z(t) = xo é uma solugao de

dx
A= f(t.2), t>ty

isto é, se zg € D(A) e Axg = f(t,x0), para todo t > .

Definicao 1.17. Uma solugdo u(t) sobre [ty, +00) € estdvel se para todo € > 0, existe
d > 0 tal que qualquer solug¢do u com ||u(ty) —u(to)|la < 0 estd definida para t € [to, +00)
e satisfaz

lu(t) —T(t)|la <& se t>to.
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Uma solugio u € uniformemente estdvel se xy —— u(t;ty,x1) € continua quando
xr1 — u(ty), uniformemente em t > t; > to.

Uma solugao u é uniformemente assintoticamente estavel se ela é uniformemente
estdvel e u(t;ty,x1) — u(t) — 0 quando t —t; — +o0 uniformemente em t, > to e

|z1 —@(t1)|la < 0 para alguma constante § > 0.

Teorema 1.13 (Estabilidade). Considere A e f como definidos acima e seja xo um ponto

de equilibrio. Suponha que
f(t7$0 + Z) = f(t,!lf[)) + Bz +g(t,z),

onde B é um operador linear limitado de X em X e ||g(t, )| = o(||z||a) quando ||z||o — O
uniformemente em t > 7 e f(t,x) é localmente Hélder continua em t, localmente Lips-
chitziana em x sobre U. Se o espectro de A — B permanece em {Re a > (3} para algum
B >0, entao a equacao original tem a solucao xg uniformemente assintoticamente estavel
em X*. Mais precisamente, existe p > 0, M > 1 tal que se to > 7 e ||r1 — Zo|la < ﬁ

entao existe uma unica solucao de

d
d_i + Az = f(t,z), t>ty, x(ty) =2

definida em [to, +00) e satisfazendo para t > tg

|z (t; to, 1) — Tolla < 2Me ™ PE0| |2y — ).

Demonstragao: Como A é setorial, temos A~ é limitado e sendo B também limitado
entao —BA“ é limitado e assim, pelo Corolério 1.1 que L = A— B é setorial. Consideremos
0 < B < < Reo(L), temos pelo Lema 1.3 e Teorema 1.4 que existe M > 1 tal que

paratodot >0e z € X*
le™"zllo = [[A% 2| < C||L% 2| < Mt~ 2]

e~ 2lla = A% 2] = e H A%z < Me2]l

Escolha o > 0 suficientemente pequeno tal que

e como por hipétese ||g(t, z)|| = o(]|z]|a) se ||z||la — 0 uniformemente em ¢ > 7, escolhemos

p > 0 suficientemente pequeno tal que ||g(t, 2)|| < o||z|| para ||z||o < pet>T.
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Seja z(t) = x(t; to, x1) —xo. Se ||x1—xo|la < ﬁ, existird a solucdo em algum intervalo

de tempo e ||z(t)[|o < p. Se ||z(s)]|la < p para 0 < s < t, entdo z(t) é a solucdo de

d
L= g(t, z).

dt
Assim,
t
2@ lle = HB_L“_“)Z@O)JF/ e Mg (s, 2(s))dsa
to
t
< Meﬁ(”O)Hz(to)HanUM/ (t — )" |2(s)]|ads
t fo
< g+paM/ (t —s) e P95
P
< B4 P _
= 973!

Agora, se ||z(t)]|o < p sobre t € [ty,t1] com t; maximal, entao ¢; = 400 ou ||z(¢1)]|a
assim pelo calculo feito acima segue que t; = +o00.

Se u(t) = sup ||z(s)||€”*™), entédo
s€lto,t]

t
l2(t)lae” 10 < MIIZ(to)||a+MU/(t—s)_%_(ﬁ'_ﬁ)(t_s)ds-U(t)

to

< Mlfz(to) o + )

Tomando o supremo de ambos os lados da desigualdade acima obtemos que
u(t) < 2M||z(to)]la-

Dai,

2 (t; to, 21) — Tolla < 2Me P12y — g,

completando a demonstracao.

=P

Enunciaremos agora o Teorema da instalibilidade, cuja demonstracao se encontra em

12].

Teorema 1.14 (Instalibidade). Consideremos A e f como exposto acima e seja xo um

ponto de equilibrio. suponha que
f(t,.ﬁl}‘o—i—Z) = f(tax(]) +BZ+g(t,Z)
onde B € um operador linear limitado de X em X e

ot 21) = g(t, 2l < k(o) |21 = 2]
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para ||z1]|a, |22]la < p e k(p) — 0 quando p — OF.
Se o espectro L = A—B ¢ tal que o(L)N{Re A < 0} € um conjunto espectral nao-vazio,
entdo o ponto de equilibrio xo ¢ instdvel. Mais precisamente, existe e > 0 e {z,,n > 1}

com ||z, — zollo — 0 se n — oo mas para todo n
sup ||z(t; to, xn) — Tolla > €0 >, 0

sendo o supremo tomado no intervalo mazimal de existéncia de x(-;tg, T,,).



CAPITULO 2

Existéncia de Atratores (Globais para

o0 Problema de Chafee e Infante

2.1 Introducao

Neste capitulo nosso objetivo principal é mostrar a existéncia de atratores globais para

o problema de valor inicial e de fronteira

Up = Ugye + Nf(u), 2 €[0,71] € t >0
w(0,t) = u(m,t) =0 (2.1)
u(z,0) = ¢(x)

onde A é um ntimero real nao-negativo, f € C*(R,R), ¢ € H}[0, 7] e f satisfaz

(H1) f(0) = 0;

(H2) f/(0) = a > 0

(H3) limsup () < 0;

lull—o0 U

(H4) sgnf”(u) = —sgn u, para todo u € R.

Um funcao satisfazendo as condicoes acima é f(u) = v —u> para u € R e é essa fungao
que estamos utilizando neste capitulo para fazermos os graficos das solugdes bem como o
retrato de fase para (2.1). Esse problema foi estudado por N. Chafee e E. F. Infante em
[8], 1974. Neste capitulo mostraremos também o diagrama de bifurcagdo (em fungao de

A) dos pontos de equilibrio e as propriedades de estabilidade de cada um deles.
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2.2 Existéncia Global de Solucoes e Existéncia de

Atratores Globais

Vamos usar os resultados do Capitulo 1 para obter existéncia local, unicidade e
existéncia global de solugbes para o problema (2.1) e a existéncia de atratores globais.

Seja X = L?(0,7) e A: D(A) C X — X operador linear definido por

A¢(x) = — gz,

onde D(A) = H}(0,7) N H?*(0,7). O operador A pode ser estendido a um operador
positivo definido, auto-adjunto e densamente definido em X.  Observamos que
D(AY?) = H}(0,7) = X% e como ¢ € X2, entdo |¢(z)| < |¢]l1/2, pois se x € (0, )

temos

(@) = lota) — O = | [ $)asP < [ 16(5)Pds = 1610 < 101 -
0 0
Definindo a funcio:
foo HMNO,m) — L2(0,7)
6 — SO DAl — R
P [0 = 0w,

temos que o problema (2.1) pode ser escrito na forma abstrata

w(t) + Au(t) = f(u), >0 (2.2)

u(to) = uo.

Como A é um operador setorial, vamos verificar agora que f¢: X'/2 — X é localmente
Lipschitziana, para assim aplicarmos o Teorema 1.5.

Considere ¢, € X2 com ||¢||1/2, [|¢|l1/2 < r. Entdo como mostrado acima

¢(@)], [ (x)] <7

Sendo f’ uma fungao de classe C, é limitada em um compacto, ou seja, | f'(s)| < ¢ para
todo s € [0,7]. Assim
™ ™ Y(z)
e __ re 22 — _ 2d — ! d 2d
7@ = £l = [ 10a) @ = ([ fosra
@ [ lole) = via)de < 7o - VIR
0

IN
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ou seja, f¢ é localmente Lipschitziana. Sendo f € C?, segue que f¢ é uma funcao de
classe C''. Aplicando o Teorema 1.5, temos que existe uma solugao local em Hg (0, 7) para
o problema (2.2).

E assim (2.2) define um semigrupo local C' em X'/2 = H}(0, 7). Denote por u(t, x; ¢)
a solugao de (2.1). O objetivo agora é mostrar que as solugdes dessa equacao estao

globalmente definidas. Para isso, seja o funcional dado por

Vo) = [ |56 - Aot s (23)
onde F'(u) = /Ou f(s)ds.
Note que
SVt ) = ()~ AF(u(2)), 1)
d, 1 d
= £<—§um,u)p - )\%<F(u), 1)pe
= <AU, ut>L2 - <f(u(ta E ¢))7ut>L2 (24)

= (Au— f(u(t,-,9)),us)rz — (—uy, uy) 2

1
= —/ uidt < 0.
0

A condigao (H3) do problema (2.1) implica que, para todo &,

F(s) — es? = /0 F(r)dr — s = /0 {@ - 24 rdr < C.

T

para s > 0. Se s < 0, obtém-se uma estimativa similar. Usando esse fato e também que

[9(z)| < ||l gy tem-se

V(o)

v

1 ™
Sloli = [ ed?a) + Cudo
0

1
> llolll; - eAnlgliy — AC:.

1
Assim tomando ¢ = —— segue que
4\

9135 < 4V(6) +4XC .. 25

4ANT

Sendo V(u(t, ¢)) ndo crescente em t, por (2.4), tem-se que V' (u(t,¢)) < V(¢). Logo

(2.5) implica que

Ju(t, )y < 4V (ult,0)) +40C 1 < AV(9) +40C 2.6
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Assim, pelo Teorema 1.6 as solugoes estao globalmente definidas.

Teorema 2.1. Para cada X > 0, o problema (2.1) define um Cy-semigrupo sobre H} (0, )

por
T(t): H}0,7) — H(0,7)

Demonstracao: Como u(t,-, ¢) esta globalmente definida, entdao T'(t) esta definido

para todo t > 0. Desde que sao validas a unicidade da solucao e a continuidade em relacao

aos dados iniciais, entao as propriedades de semigrupo sao satisfeitas. [ |
Teorema 2.2. O semigrupo {T'(t);t > 0} é um sistema gradiente.

Demonstracgao: Inicialmente, a orbita positiva limitada é pré-compacta. De fato, para

qualquer r > 0, por definigao de f€ e por |¢(z)| < |‘¢‘|H01(077T), existe K, tal que

£ 0 = | 116E)Par < [ Clow)Pde < Crlolfya, < 7Cr* = K,

sempre que ||o|| miom < 7. Também existird uma outra constante C; tal que

Vi(g) = / W [%cﬂ() AF(¢(z ))} dx

93)
/ || 2dx+)\/ / (s)|ds dx

< §T + Cnr=C(r

IN

sempre que [|@|| g1 o < r. A desigualdade (2.6) implica que

Ju(t, &) g0 < 4V(8) +4AC oy, < 4C(H) +4AC_ .7

Assim, obtemos que as dérbitas de conjuntos limitados s@o limitadas sob T'(t). Pelo Teo-
rema 1.8, w(¢) ¢ ndo-vazio e compacto. Como y+(¢) C w(¢), segue que a drbita positiva
é pré-compacta. A fungao definida em (2.3) é um funcional de Liapunov para o semigrupo

{T(t);t > 0} pois
(i) Por (2.5), V' ¢ limitada inferiormente e V(¢) — +o0 quando ||¢||g1(0.x) — +00;
(ii) V(u(t,¢)) é ndo-crescente em t;

(iii) Se V(T'(t)¢) = V() por (2.4) temos ¢ € E.
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Assim, pelo Lema 1.5 segue que o conjunto w(¢) estd contido no conjunto E dos
pontos de equilibrio de {T'(¢);¢ > 0}, para cada ¢ € H}(0,n). E assim o Teorema segue.
|

Teorema 2.3. O semigrupo definido no Teorema 2.1 € ponto dissipativo.

Demonstragao: Como w(¢) C FE, basta mostrar que E é limitado. De fato, considere
¢ € E C Xz. Entdo ¢ é um valor extremo do funcional V(¢), ou seja, C;—‘;(gb(x)) =0,0
que implica u; = 0 e assim

oz + M f(d(2)) =0,
para toda ¢ € H}(0, ).

Integrando obtém-se

/O " buthe — M(B(@))b(a)dz = 0,

para toda ¢ € H}(0,7).

Por (H3) segue que para todo & > 0, existe M > 0 tal que f) < ¢ para |ju|| > M.
u

Tomando ¢ = ¢ tem-se:

| = [ sownoas = [ oo+ [ oot
onde I} = {z € [0, 7] ]¢( )| > M} el =10, F]\Il Assim existe uma constante K = K.
tal que
[ e < el + K < lélyon + K
Logo ||¢||H3(077r) < EHQSHH(%(OJF) + K, ou seja, o conjunto dos pontos de equilibrio é
limitado por K (1 — Xe)~t. [

Os resultados acima e os resultados contidos na Secao 1.4 mostram o préximo Teorema.

Teorema 2.4. O problema (2.1) possui um atrator global em H}(0, ).

2.3 As Solucoes de Equilibrio do Problema Semilin-
ear

Para analisar os pontos de equilibrio do problema (2.1), é necessario analisar as solugoes

nao-triviais da equacao diferencial ordinaria:

u'(z) + Af(u(z)) =0

u(zx) =0 para =0 e x =T.

(2.8)



2.3 As Solucoes de Equilibrio do Problema Semilinear 38

Para isso, definimos a funcao:

F: R — R
wo— P = [ (e

Sejam
a_ = inf{u < 0; sgnf(x)=sgnr; Vo;u <z <0} (2.9)
ay =sup{u > 0; sgnf(z)=sgnz; Vr;0 <z < u} (2.10)
Note que —o0o < a_ < 0 < ay < +oo e também sgn f(u) = sgn use u € (a_,a,).
Pela condicao (H3) e pelas defini¢oes de a_ e a; obtém-se que a; = 400 ou f(ay) =0
e também a situacdo ou a_ = —oo ou f(a_) = 0, ou seja, hd quatro situagoes. Pela
definicao da F' e levando em conta essas afirmagoes, segue que F' é estritamente crescente

em [0,a,) e estritamente decrescente em (a_, 0], com F(0) = 0.

Defina agora £, e E_, com 0 < F,, E_ < 400 sendo

E. = lim F(u) e E_ = lim F(u)

U—A 4 U—a_

Como F' é estritamente crescente em [0, a, ), e estritamente descrescente em (a_, 0],

tem-se que F' possui as inversas:
U+ : [0,E+) — [O,a+)

U_:[0,E.) — (a_,0]

Assim desde que sejam considerados os dominios apropriados, tem-se que
F(UL(E))=FE e Us(F(u)) = u.
Se pensarmos na funcio f(u) =u —u3, temos a_ = —l,a, =1,E_ = E, = .

Defina agora as fungoes “time mapping”:
7+ : (0, By) — [0, +00)

por

Uy (E) L
(B = [ (B F)

- (B) :/ (E — F(u))~bdu.

U_(E)
Seja A > 0 fixado e tome vy € R e u solugao de

u"(z) + Af(u(z)) =0 (2.11)
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para z € [0, 7] tal que u(0) = 0 e u/(0) = vg. Multiplicando (2.11) por «/(z) e integrando,

conclui-se que u satisfaz:
N2
u'(z)
2

+ AF(u(z)) = \E (2.12)

onde E = %)\_1@8 € R. Sendo a solucao unica, se u # 0, entao vy # 0. E também
(—2MAE_)2 < vy < (2AE, )2, pois se vy > (2AE,)2, entao u(z) > 0 para todo z € [0, 7],
ou seja, nao existe solucio. Se vy < —(2AE_)z entdo u(z) < 0 para todo x € [0, 7], ou
seja, também nao existe solu¢ao. Portanto F < max{E_, E}.

As fungoes 7, e 7_ calculadas em E = %)\108 fornecem o valor v/2X vezes o z-tempo
necessario para percorrermos a solugao u(z) do ponto inicial u(0) = 0, com velocidade vy
(para 74) ou —vy (para 7_) até o ponto em que v’ (T (F)) = 0, pois se u(x) satisfaz (2.12)
e para v/ (T (F)) = 0,u = U, (F) tem-se que:

Ju dz 1 1
e~ VP E ) = = S TE =

Disto segue que

o T, (E) Uy (E) 1 (5)
2)\/ dx = ———du=71.(F
0 0 VE — F(u) "

Pela simetria do plano de fase em relagao ao eixo u, o x-tempo necessario para percorrer
u(z) do ponto (UT(E),0) ao ponto (0, —vg) é igual a Ty (F); logo se u(x) é solugao
entao 277 (E) = m, ou seja, 7H(E) = (3)"/*x. Para 7_(E) o raciocinio é andlogo, pois
também por simetria o tempo gasto para percorrer u(x) do ponto (U~ (E),0) ao ponto
(0,v9) é 0 mesmo tempo para percorrer (0, —vg) até (U_(FE),0), dai vem o nome de “time
mapping” das aplicagoes 7.

Como 7+(F) calcula o v2\z- tempo necessario para a solucao u atingir a velocidade
nula, entao se somarmos os tempos de “subidas” e “descidas” da solugao para atingir essa
velocidade nula e multiplicarmos por v/2)\, teremos o valor g Os tempos gastos para a
solugao “voltar” até os pontos onde ela se anula sao iguais e, portanto, temos que o tempo
total gasto é .

Assim, u satisfaz as condigdes de fronteira u(0) = u(m) = 0 se, e somente se, F satisfaz

exatamente uma das condicgoes, para algum 1 < k € Z:

[N

A

ko (E)+(k—1)71_(E)=m7 (§> . (2.13)
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kr (B) + (k — 1) (B) = 7 @) | (2.14)
k7 (E)+ k7 (E) =7 (%) ° (2.15)

Note que se E satisfaz (2.13) e (2.14) entdao u possui 2k zeros, enquanto que se F
satisfaz (2.15) entdo u possui 2k + 1 zeros.

Para cada valor de E estd associada uma solu¢do para o problema (2.8), assim é
necessério resolver as equagoes (2.13), (2.14) e (2.15) em funcao do parametro \.

O primeiro passo é fazer uma mudancga de variaveis e, assim, obter uma nova expressao

para 7+. Dado FF com 0 < F < E_, E,, considere a seguinte mudanca:

Ey’ = F(u); y€[0,1], uel0,Up(E),

wE
fu)

disto segue que du = dy e também E — F(u) = E(1 — y?) Dessa maneira obtém-se

as relagoes:

riE) = oE [a-y (F )y 0< B <y

fw) (2.16)
U:U+(Ey2), /S [07 1]
_(E) = 2VE 0(1 —yZ)_% (L) dy (0< E<E,)
1 f(u) (2.17)
u=U-(Ey*), y<[01]
Teorema 2.5. As fungoes 7+(F) sdo continuas em seus dominios e
lim 7. (E) = —" (2.18)
E—0t * N (204)%’ ‘

onde a = f'(0) > 0.

Demonstracao: A prova sera feita para 7_ e analogamente temos o resultado para 7.

Sendo a > 0, entao dado 0 < € < 1, existe 0 > 0 tal que
a(l—e)u < f(u) <a(l+e)u uel0,d] (2.19)

Como U4 (FE) é continua em 0, dado este d, existe n > 0 tal que para E € [0, 7] entao
Ui (E) < 6. Integrando (2.19) de 0 a u tem-se que

«

(1—e)u* < F(u) < =(1 +e)u.

DO
|2
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Usando a mudanca de varidveis proposta, y = F( ) , segue que
\/ (1-gu<y< \/ (1+e)u

o que implica
1—c¢ < Y 1+e¢ .
20E(14+¢)?2 = f(u) — \/ 2aE(1 —¢)?

Multiplicando a desigualdade acima por 2v/E(1 — y?)~'/2 e integrando de -1 a 0, resulta

que

Tomando o limite quando € — 0, segue que

lim 7 (F) = .
E‘H(HT ( ) (204)%

Teorema 2.6. As fungdes T+ sao diferencidveis em seus dominios (0, Ey) e

d
%(E) >0, E€(0,E),

ou seja, T+ sdo estritamente crescentes em (0, E.).

Demonstracao: A diferenciabilidade em (0, £ ) é dada pelas expressoes (2.16) e (2.17)

¢ além disso, para 7, tem-se
O = g 0 (g )areevE o (S ) a
= \/% 01(1 —y)e (ﬁu)) (1 - —2Eﬁfu; ) dy
e ()

Se g : R — R é uma fungdo definida por g(u) = f?(u) — 2f'(u)F(u), entao

2

g (u) = =2f"(u)F(u) e, como para todo u € R tem-se sgnf”(u)= sgnu, entdo ¢'(u) > 0
para todo u € (0,a4) e, como ¢g(0) = 0 entdo g(u) > 0, ou seja,

2/"(u) F(u)
f2(u)

< 1.

dr
Assim —= > 0. m
ssim dE>O
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Teorema 2.7.

Elir%i 7+ (E) = +o00 (2.20)

Portanto a imagem de 11 € (QL)“ +00), onde o = f'(0) > 0.
)2

Demonstragao: Sera feita apenas para 7. Suponha que a, < co. Entao f(ay) =0e

u(x) = ay é uma soluc¢do constante para o problema
u’(z) + Af(u(z)) =0

Seja By = F(ay) e E € (0, Ey) e considere u a solugao de (2.8), satisfazendo u/(0) = vy.
Pela continuidade de u com respeito as condigoes iniciais tem-se que para todo T > 0,
exsite d > 0 tal que se £, —) < E < FE, entao 7. (E) > T. Logo o resultado é valido para
0 caso ay < 00. Para o caso a; = oo, pela definigao de ay tem-se que f(u) > 0,u € (0, 00).

Por isso e por (H3) f(u)u™" — 0 quando u — oo. Logo

tim £ =0
. _ f(w) : :
Considere p = sup e note que p > 0. Assim dado qualquer 0 < ¢ < f'(0) < p,
ue(0,00) U

temos que existe ug € (0,4+00) tal que f(ug) = eug. Levando em conta (H4), f'(u) é
decrescente e existe @ > 0 tal que f/(@t) = ¢ e para u € (0,4 tem-se f(u) > eu. Agora, se
u € [u,up] temos

0< /u(f’(s) —e)ds = f(u) —eu.

uo

Disto vem que para todo u € [0, ug] entdao f(u) > eu. Integrando essa desigualdade de 0 a
u chega-se a F'(u) > guz,u € [0, up). Por (2.20), existe u € [ug, +00) tal que F(u) > gu2

para u € [0,u] e F(u) = EEQ. Calculando 7, em E = F(u) obtém-se

7 (E) = /Ou(E - F(u))*%du > /Ou (g# - §u2>_é du = 7r(2€)’%.

Pela arbitrariedade de ¢, segue o resultado.

Teorema 2.8. Seja
2

An = % n=12,.. (2.21)

Para cada n > 1, existem duas fungoes EX : [\,,+00) — [0, FL) continuas com as

sequintes propriedades:
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(i) Para cada inteiro k > 1 e para todo A\ € [Agp_1,+00), 0 valor Ej,_()\) € a tnica

solugdo das equagoes (2.13) e (2.14) respectivamente;

(ii) Para cada inteiro k > 1 e todo A € [Agx, +00) tem-se F,, (A) = E.(\) e B, ()) é a

tnica solugao da equagao (2.15);

E:t

d; (A) > 0 para A € (A, +00); e
também E (\) < EF(A\);E, 1 (\) < EX(X) para A € (Ay41, +00).

(iii) Para todo inteiro n > 1, tem-se EX(\,) =0 e

Demonstragao: Seja n > 1. Se n for impar, entao n é da forma 2k — 1, para k > 1.
Defina EX como EX(\) = E, onde E satisfaz (2.13) e (2.14), respectivamente. Essa
funcao estd bem definida, pois hy(E) = ki (E) + (K — 1)7¢(E), com E € (0, £;) é uma

funcdo crescente de E com imagem (7(22)'/?, +00). E também

s )

é uma funcio estritamente crescente de A e E € (0, E1) e por continuidade EZ()\,) = 0.
Se n é par, entao n é da forma 2k, para k > 1. Defina as fungoes Ef = E como
EF(N) = E, onde E satisfaz (2.15). Isso é possivel, pois k7 (E) + k7+(E) € (77')‘7"%, +00)
para E € (0, Ey) e por continuidade EF(\,) = 0. A prova que E,/,(\) < E}F(\) serd
feita para n fmpar, n = 2k — 1. Suponha por absurdo, que E,,(A) > E}(X). Como 7

e T_ sao crescentes, entao
R (BE(N) + (k= D7 (BEF (V) < k(B (V) + (k= D7 (B (V)

. . 1 1 . /
o que implica 7(3)2 < 7(4)2,absurdo. De maneira analoga concluem-se os outros casos.

n2

Teorema 2.9. Seja A\, = 70) e e rg = max{ar,a_}, assim 0 < ry < +o00. Entio

para todo n > 1 e A € [\,,+00), as equacgdes (2.1) tem dois pontos de equilibrio

ur(N\) € B(0,70) com as sequintes propriedades:
(i) uz (M) =0

(ii) Para todo \ € (\,,+00),u()\) tem exatamente n + 1 raizes em [0, 7. Denotando

+

2 (A) onde ¢ =0,1,...,n com

essas raizes por x

O=a2f(\) <2f(\) <..<zf\) =7

n



2.3 As Solucoes de Equilibrio do Problema Semilinear 44

temos

(=1)%uf (2;X) > 0 para zf(N) <z <z ,(A), ¢=0,1,...,n—1 (2.22)

(=1)%u, (x;X) <0 para z;(\) <z <z,,(N), ¢=0,1,...,n—1
(iii) Para cadan > 1,uE varia continuamente com X € [\, +00) relativamente a norma

|- |li, onde ||¢]|1 = sup |¢'(x)|. Em particular

z€[0,7

luw (M)l =0, A=A,
Iz (Ml — +o0, A — o0

Além disso, para todo N € [0,400), a equagdo (2.1) nao tem nenhum ponto de

equilibrio em X exceto a origem ug = 0 e os u(\);n > 1, para os quais A\, < \.

Demonstragao: Para cada n > 1 e A — ), tem-se pelo Teorema 2.21 os valores
E£()\) = E e assim temos uma solucao do problema (2.8), que serd denotada por uF(\).
Como EE(\,) = 0 temos que vy = 0 e assim u()\,) = 0. Também segue das observagoes

apos as equagoes (2.13)-(2.15) que u(\) tem exatamente n + 1 rafzes.

i3 ()

uf (A) /\1

Figura 2.1: Pontos de equilibrio com 3 zeros.

Algumas observagoes sao:

Se ||u,il()\)HHé(0,,,) — 0 quando A — A, com X\ > )\,, diz-se que as solugdes u(\)
bifurcam da origem para A\ partindo de A,,.

Se f é impar entao a_ = a, e —U ™ (FE) = U"(FE) e também 7, (E) = 7_(FE) e portanto
Uy (1) = —u, (x).

Graficamente, levando em conta o retrato de fase, note que os pontos de equilibrio

u,! e u, , juntamente com as suas respectivas derivadas, descrevem as curvas desse plano,



2.3 As Solucoes de Equilibrio do Problema Semilinear 45

Figura 2.2: Pontos de equilibrio com 4 zeros.

e

Figura 2.3: Diagrama de bifurcacgao.

curvas essas que se iniciam no ponto (0, vg) para ", que possui velocidade inicial positiva,
e (0, —vg) para u,,, que possui velocidade inicial negativa, e cujo “ntmero de voltas”que

u percorre sobre essas curvas no intervalo [0, 7] é n/2.

Teorema 2.10. Suponha que A € [0,\1]. Entdo para todo ¢ € X, a solugdo corre-
spondente u(p, ) do problema (2.1) tem a propriedade u(¢p,\)(t) — 0 se t — +oo. Se
A € (A, +00), considere N > 1 tal que A\ € [An, An11]; entdo para todo ¢ € X, temos
u(é,\)(t) — 0 se t — +oo ou para algum n € [1, N] tem-se que u(¢p,\)(t) — uZ(\) se

t — 4o0.

Demonstracao: Pelo Teorema 2.9, para cada A € [0,+00), a equagdo tem somente um
nimero finito de pontos de equilibrio, u*, onde N é o menor inteiro tal que A € [0, Ax] e n
é tal que n € (1, N). Como o conjunto w—limite de ¢ deve ser algum ponto de equilibrio,
segue que se A € [0, A\], o unico ponto de equilibrio é a origem, assim wu(¢, A)(t) — 0 se

t — 400 e, se A € (A1, +00), entdo os pontos de equilibrio sdo: a origem e as fungoes

uE(\) onde N é o menor inteiro tal que A € [0, \x] e n é tal que n € (1, N). Assim, quando

n

t — 0o ou u(¢, \)(t) — 0 ou para algum n € [1, N] tem-se que u(¢p, \)(t) — u(N).
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Figura 2.4: Plano de Fase

2.4 A Estabilidade dos Pontos de Equilibrio

Para o estudo da estabilidade dos pontos de equilibrio, é conveniente o estudo da
linearizacao da equacao no ponto de equilibrio desejado, sendo este a origem ou as fungoes
+

u (). Analisemos inicialmente a estabilidade na origem.

Teorema 2.11. O ponto de equilibrio ug = 0 do problema (2.1) € assintoticamente estdvel

para X < A1 e instavel para A > \q.

Demonstracao: O fato de a origem ser assintoticamente estdvel para A < A; segue do
Teorema 2.10, pois as solugoes u(¢, A) do problema (2.1) tendem a solugao nula se t — oo
e e [0, \].

Para A > )\, linearizando a equacao u”(z) + Af(u(z)) = 0 na origem, através da

formula de Taylor aplicada a f, obtemos
u”"(z) + Aau(x) =0

onde a = f'(0). Tomando os operadores A = 0 e B = Aq, segue que o espectro de A — B
¢ 0(A— B) = —Aa < 0 e o Teorema 1.14 nos assegura a instalibidade da origem para

)\>)\1.
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Observagao 2.1. Com o método utilizado por N. Chafee e E.F. Infante em [8], obtemos

uma solucio de classe C? para o problema (2.1).

Vamos agora analisar a estabilidade de uX(\) para n > 1. Antes sdo necessdrios o

seguintes Teoremas:

Teorema 2.12 (da Comparagao). Sejam ¢ e 1 funcoes de classe C* satisfazendo
»(0) = ¥(0) = 0 e ¢'(0) = ¢'(0) = 1. Entdo ambas sdo positivas em um intervalo

(0,21). Além disso, se ¢ e sao tais que: ou

" () + a(x)p(z) > ¢"(x) + alx)(z) =0 para x € (0,z7) (2.23)

0=¢"(x)+ a(z)p(x) > " (x) + a(z)(x) para x € (0,z1) (2.24)
entio ¢(x) > Y¥(x) para x € (0,4].

¢(x)
()

Demonstragao: Analisemos o comportamento de . Note que

d

= (@(@)9(2) =/ (2)6(2)) = ¢" ()¢ () — " (2)9(x).

Supondo que acontega (2.23), temos que ocorrem as desigualdades:

¢(2)¢"(2) + a(2)¢”(x) > ¢(x)P"(x) + a(z)d(2)v ()

V()¢ () + al@)y(z)g(x) > (@)Y (z) + az)P*(2).

Somando as desigualdades acima e utilizando (2.23) temos:

Y(2)¢" () — (@)Y (z) > (@)P"(z) + a(@))(x) — ¢(x)¢" (z) — a(z)d*(z)
> ((x) = ¢(2))(¢"(x) + a(z)¢(x)) = 0.

d
Logo d—(gzﬁ’l/z —'¢) > 0. Supondo agora que acontega (2.24), temos:
x

L (F @@ +9(@)@) = v (@) - ) (@)

dx
> (Y(z) — ¢(2))(¢"(x) + a(z)d(x))
= 0.
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Como #(0)(0) — ¢/(0)6(0) = 0 ¢ ~(&(@)(x) + W/(@)o(x)) > 0, temos que

¢ (z)(x) + ' (z)p(x) > 0 para todo = € (0, 7). Assim,

4 (8] _ gvia)s Vo)
dz \ () V2 (x) ’
para todo = € (0,21), o que mostra que a funcdo é crescente nesse intervalo. Como
_ ¢(x) ¢(x)
lim —= =1 temos que > 1 para z € (0, x4].
M 0(a) ERTET R
|
Considere z € (0,7), ¢ # 0 um ponto de equilibrio e 1) satisfazendo
" + )\ !/ — 07
0(@) + Af () (a) .

$(0) =0 e ¢/(0) = 1.
Teorema 2.13. Seja ¢ um ponto de equilibrio do problema (2.1) e considere o sequinte

problema de autovalores:
0" + (Af(¢) + )0 =0,
6(0) =0(r) =0, ¢(0) = 1.

(2.26)

Seja py o menor autovalor de (2.26) e 01 a autofuncao associada. Entao 01(z) > 0 em
(0,7). Se a solugdo 1p de (2.25) nao possui nenhum zero em (0, 7] entdo py; > 0. Se ¢
tem um zero em (0,7) entdo py < 0. Dito de outro modo, se ¢ > 0 em (0,7 entdo ¢ €

assintoticamente estdvel e se 1 tem um zero em (0,7) entdo ¢ € instdvel.

Demonstragao: Suponha que ¢ > 0 em (0,7]. Se p; = 0, entdo temos o seguinte

problema, oriundo de (2.26):

07 + Af' ()0
01(0) = 61(71') =

0
(2.27)

01(0) =1
Pelo Teorema de Existéncia e Unicidade de solucao para a equagao diferencial ordinaria
acima, devemos ter 0; = 1 em [0, 7] e assim 0 = 6,(m) = ¢(7) > 0, absurdo. Mas, se

p1 < 0, entao pi6;(z) <0 Vo € (0,7) e, pela expressao de (2.26), segue que

0 + Af'(0)01 > 0 =" + Af(¢)h

em (0,7). Pelo Teorema da Comparagao, 0;(x) > ¥(z) > 0 em (0,7]. Tomando x = 7
temos 0 = 0y (m) > ¢(m) > 0, absurdo. Portanto, y1 > 0.
Suponha agora que t(x;) = 0 para algum z; € (0,7). Se p; = 0, repetindo a

argumentacao usada acima temos que ¢ = 6, em [0, 7] e assim 0 = 1(x1) = 01(z1) > 0,
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absurdo. Se py > 0 entdo 16, (x) > 0 e disto

0 + Af'(0)01 <0 =10"+ Af(¢)h

e pelo Teorema da Comparagao ¥ (z) > 61(x) em (0,7), ou seja, 0 = P(xy) > 01(z1),
absurdo. Logo p; < 0 e concluimos que ¢ é instavel.

Teorema 2.14. Para A € (A1, Ay], onde N € o menor inteiro maior que 1 tal que A < Ay

+

+
temos que uy

(A) sdo estaveis e uz(A),n € (1, N) sdo pontos de equilibrio instdveis.

Demonstragao: Analisemos inicialmente o ponto de equilibrio ¢(x) = uj (\) quando

A > A;. Sabendo que ¢/'(0) > 0,¢(z) > 0 e f(p(x)) > 0, defina a seguinte fungao:

x(z) = =(Ad'(0).1'(0)"'¢" (x) = (¢'(0).f'(0)) " f(e(x)),
a qual satisfaz x(0) = x(7) = 0, x(z) > 0 para todo z € (0,7) e x’(0) = 1. Calculando

X" (z) segue que

X'(z) + A (o(z))x(x) =
Logo
X'(z) + Af'(o(x))x(x) <0 =1"(z) + Af (¢(x))(x)
Pelo Teorema da Comparacao obtemos que t(z) > x(z) > 0 para z € (0,7] e assim
pelo Teorema 2.13 temos que u; (\) é ponto de equilibrio estével e, procedendo da mesma
maneira, u; (A) é ponto de equilibrio estavel.

+
n

Analisemos agora u; (\), ou seja, os pontos de equilibrio nao-triviais ¢ tais que
¢'(0) > 0 e ¢(xrg) = 0 para algum zo € (0,7). Como ¢(m) = 0, entdo ¢ tem um
minimo negativo em um ponto z; € (0,7), ou seja, ¢(z1) < 0 e ¢'(x1) = 0. Note que ¢ e
¢’ satisfazem a equacao

(@) + Af (o)) =0

E também o Wronskiano Wi, ¢'] satisfaz W’ = 0, ou seja,
W =4(2)¢"(z) — ¢/(x)¢"(z) = C
onde C' é uma constante. Calculando para z = 0 e = x; concluimos que

1
vla) = _¢"($1)

e assim pelo Teorema 2.13 o ponto de equilibrio é instavel.

@' (0) <0



CAPITULO 3

Operadores Maximais Mondétonos

em Espacos de Hilbert

Neste capitulo abordaremos os operadores monétonos e maximais mondtonos, algumas
de suas caracterizagoes e o exemplo de operador maximal monétono que nos interessa: o

operador p-Laplaciano. Esses assuntos sao tratados em [4].

3.1 Nocao de Operadores Mondétonos

Nesta segao apresentaremos o conceito de operadores monoétonos e operadores maxi-
mais monotonos. Algumas demonstragoes nao serao feitas e podem ser encontradas em
[4] e [14].

Seja H um espaco de Hilbert sobre R, com produto interno (-,-). Um operador

multivoco é uma aplicagdo de H em P(H). O dominio de A é o conjunto
D(A) = {x € H; Az # 0}

e a imagem de A é o conjunto

R(A) = ] Ax.

zeH

Identificamos A com o seu gréficoem H x H, isto é, A = {(z,y) € D(A)x H; y € Ax}.
O operador A™! é o operador cujo grafico é dado por A~ = {(y,z) € Hx H; z € A 'y},

onde x € A~ 'y se, e somente se, y € Ax.

Definicao 3.1. Dizemos que um operador A em um espaco de Hilbert H é mondtono se
para todo x1,x2 € D(A),

<A2L’1 — A,I‘Q,Il — JI2> Z 0
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ou seja, se para todo y; € Axy e yo € Axo tivermos

(y1 — ya, 1 — x2) > 0.
Daremos agora um exemplo de extrema importancia na teoria dos operadores monétonos.

Definigao 3.2. Seja ¢ : H — (—o00,+00) uma fun¢io convera e propria, ou Seja,
@ # +oo e
p(tr + (1 —1)y) <tp(x) + (1 —t)e(y)

para todo x,y € H et € [0,1]. Definimos a subdiferencial, Op, de ¢ por
y € dp(z) <= ¢(&) > p(x) + (y,£ —x), para todo & € H.
Se Oy é a subdiferencial de uma funcao convexa ¢, y; € dp(z1) e y2 € dp(z2), entao
p(x2) = (1) + (Y1, 22 — 21)
p(x1) > @(x2) + (Y2, 21 — 72).
Somando estas duas desigualdades, obtemos que
(Y1 — Y2, 71 — x2) > 0.

Portanto dp é um operador mondétono. Passemos agora a definicao de Operador Maximal

Mondtono.

Definicao 3.3. Um operador mondtono A : H — P(H) € dito ser mazximal mondtono

se ele nao estd propriamente contido em qualquer outro operador mondtono de H.
Daremos a seguir uma caracterizacao para operadores maximais monotonos.

Teorema 3.1. A ¢ um operador maximal mondtono em um espaco de Hilbert H se, e

somente se, A € mondtono e, se (x,y) € H x H for tal que

<y_777$_€>207 v(gan)EAa
entdo y € Ax.

Demonstracao: (<=) Suponha, por absurdo, que o operador monétono A nao seja

maximal, ou seja, existe B : H — P(H) mondtono tal que A & B, ou seja,

Ax & Bz, (3.1)
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para algum x € D(A). Fixe xg € D(A) tal que Axqg & Bxzg. Seja yo € Bxg tal que

Yo ¢ Axg. Como B é mondtono, entao

<y1 —Y2,T1 — [L'Q) Z 07 v(l‘l;yl); (x27y2) c B

Como yg € Bz, entao

<y0_nax0_§> Zoa v(fﬂ?)GB

Em particular, por (3.1)

(Yo —n, 00 =& >0 V(& n) € A

Assim, por hipétese, yo € Azg, o que é um absurdo. Logo A é maximal.
(=) Suponha, por absurdo, que A é mondtono e, que existe (z,y) € H x H tal que
(y —m,x— &) > 0 para todo (§,n7) € Aey ¢ Ax. Tome o operador B = AU {(y,x)}.
Entao por hipétese B é monoétono e A & B, o que contradiz o fato de A ser maximal.
|
OLema enunciado a seguir serd tutil na demonstragao da proxima proposi¢ao, e sua

demostragao se encontra no Teorema 2.1 em [4].

Lema 3.1. Sejam C # 0 um subconjunto convexo fechado de H e A um operador

mondtono de H tal que D(A) C C. Entao para todo y € H, existe x € C tal que

para todo (&,1n) € A.

Proposicao 3.1. Seja A um operador em um espaco de Hilbert H. As sequintes pro-

priedades sao equivalentes:
(i) A € maximal mondtono;
(ii) A € mondtono e R(I + A) = H;
(1ii) Para todo A\ >0, (I + NA)™! € uma contragdo definida sobre todo H.

Demonstracao:
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(17) = (i) Assuma R(I+A) = H e A monétono. Suponha que B = AU{(u,v)} é uma
extensao mondtona de A, com (u,v) € H x H. Observamos que D(B) = D(A) U {u}.
Entao

<U—y7u—l'>20, V(:I:,y)EA

Se mostrarmos que (u,v) € A, entao concluiremos que A é maximal monétono. Note que,

para todo (x,y) € A, temos

lu—z+v—y|> = (u-—z+v-—yu—z+v-y)
= Jlu—zl’ +2(v = y,u — 2) + [[v =yl

> lu—=|*.

Logo,
lu—z| <lu—z+v—yl, V(zy) €A

Como R(I + A) = H, existe (£,n) € A tal que u+v =& +n. Entéo
lutv—z—yll=[{+n—z—yll,  V(z,y) €A
Em particular, para (z,y) = (§,7) temos
0<|u=¢&l <flu—&+v—ml=l¢+n—&—nl=0.

Logo, u = £. Mas u+ v = £ + n; entdao v = 7). Portanto (u,v) € A e, assim, A é maximal
monatono.

(1) = (i1) Seja C' = H convexo e fechado e tome y € H. Entao existe z € H tal que

<n+x7£_x>2<y’§_x>7 v<5,77)€14,

ou seja, (n — (y — x),§ —x) > 0 para todo (§,n) € A. Sendo A maximal monétono,
segue que y — z € Az, ou seja, y € (I + A)x, o que implica que y € R(I + A) e, assim,
H C R(I+ A), isto é, concluimos que R(I + A) = H.

(191) = (ii) Sejam x1,x9 € D(A), A > 0, wy € Az e wy € Axy. Consideremos

y1 =x1+ g € (I + MA)zy

Yo = To + Awg € (I + NA)zs.
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Entdo z; = (I + ANA)ty; e 1y = (I + AA) " lyp. Assim,

|21 — 2] = ||(I+ M)y — (I + XA) |
< lyr = g2ll = [lon + Mwr — @9 — M|
= |l(z1 — 22) + Aw1 — wy)||.

Logo,
|21 — z2||* < [|o1 — 2a||* + N2|lwr — wol]* + 2\ {wy — wy, 71 — T3),

para todo x1,z9 € D(A), para todo wy € Az, wy € Azxs e todo A > 0. Portanto,
(wy — wo, T — T2) > 0 e, assim, segue que A é mondtono. E também, como (I + \A)~?
estd definido em todo H e para todo A > 0, em particular para A = 1 temos R(/+A) = H.

(1) = (déii) Se A é maximal monétono, entdo para todo A > 0, AA é também
maximal monétono e portanto R(I + AA) = H. Além disso, para todo A > 0 e para todo
y1,Y2 € R(I + AA) temos que existem z1,xo € D(A) e wy € Axq,wy € Axs tais que

Y1 = o1 + A\wy e Yo = To + Awy. Assim,
1+ M) g1 — (T + AA) ] = a1 — 2al] < (1 — 22) + Auwn — w2)]] = Jlgs — o],

para todo y;,y2 € R(I + AA) = H. Portanto (I + AA)~! é uma contragao definida em

todo H. Em particular (I + AA)~! é um operador univoco.

|
Lema 3.2. Seja ¢ uma funcao convexa propria sobre H e a« > 0. A fung¢ao convexa
21— 6(2) + Sl =yl
atinge seu minimo em xo se, e somente se, a(y — xg) € p(xo).
Demonstracao:  Inicialmente, devemos mostrar que a funcao ¢é convexa e

aly — xg) € 0¢(xg). Para mostrar a convexidade da fun¢ao x —— ¢(x) + %Hx —ylI?
basta notar que as fungoes z — ||z]|* e ¢ sdo convexas.
Seja n € H e defina & = (1 — t)xg + tn, para t € (0,1). Como a funcdo atinge seu

minimo em xg, temos:

6(&) = dlao) = Zlao —yl” = Sl —yl’
= %K:ﬂo — Ym0 —y) — (o — 4, & — y)]

+ (2o —v,&—y) — (& — v, & —v)

a
5(% +& — 2y, 20 — &).
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A convexidade de ¢ implica que

¢(&) < (1= 1) (wo) +to(n) = ¢(x0) — tp(wo) + L (n).

Logo,

tlp(n) — d(xo)] = (&) — d(wo) > (w0 + & — 2y, 70 — &)

= 3 (2xg — txg + tn — 2y, txg — tn).

| e

Dividindo por t e fazendo ¢t — 0 temos

o(n) — ¢(xo) > aly — w0, — T0),

para todo n € H. Portanto a(y — x¢) € d¢p(xo).

Reciprocamente, se a(y — x9) € 0¢(zp), entao para todo & € H,

P(€) — ¢(x0)

v

(aly - 20).€ - a0
= oy — 20,y —y +&— o)

= aflzo —ylI* + aly — 20,£ — )

> allso = l? + a (=3l -2l - 5lé - ul?)

= Slllao —yl* = llg =9Il

Assim, para todo £ € H

6(6) — 9lxo) 2 Flleo — yll” = S 1€ — I,

ou seja,
6(6) + 5 11E =yl = (o) + 5 1o — ™
Portanto, a fungao
21— ¢(a) + Sl —y|?
atinge seu minimo em xg.
|

O préximo resultado sera utilizado para garantir a existéncia de uma solugao forte

para o problema nao-estacionario que sera enunciado no ultimo capitulo.

Proposicao 3.2. Seja ¢ uma fungdo convexa, propria sobre H. Se ¢ € uma func¢ao

semicontinua inferiormente, entao 0¢ € mazximal mondtono.
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Demonstragao: Sabemos que 0¢ é monétona. Logo é suficiente mostrar que

H =R(I + 9¢). Com efeito, seja y € H. Sabemos que a funcao
1 2
fla) = ¢(x) + 5 llz —yll

¢ convexa. Além disso, como a aplicacao = %Hﬁ — y||* é continua e, portanto,
semicontinua inferiormente, temos que f é semicontinua inferiormente e ainda, quando
|z|| — oo temos que f(z) — oco. Logo f atinge seu minimo em algum zo € H e, por-
tanto, y — xg € 0¢(xg), ou seja, y € (I + )z e disso segue que y € R(I + J¢), ou seja,
H =R(I + 0¢). Logo, o operador subdiferencial d¢ é maximal mondtono. [ |

Proposicao 3.3. Seja A uma aplicagdo mondtona, univoca de D(A) = H em H. Suponha

A hemicontinua, ou seja, para todo x,& € H,
Az +t§) — Ax,
quando t — 0. Entdo A € mazximal mondtono.

Demonstracao: Seja (z,y) € Hx H tal que (A{—y,£{—x) > 0, paratodo { € D(A) = H.
Devemos mostrar que y = Ax. Defina x; = x + t(y — Az) para t € (0,1). Entao

(A —y,xy — ) > 0.
Substituindo x; e dividindo ambos os lados por ¢, obtemos que
(A(z +t(y — Az)) —y,y — Az) > 0.
Sendo A hemicontinua entao Az; — Az, quando t — 0. Assim,
(Az —y,y — Az) > 0= [[Az —y|* <0,

ou seja, y = Ax e o resultado segue. [ |

3.2 Propriedades Elementares dos Operadores Max-
imais Mondétonos

Seja A um operador maximal monétono. Denotamos por Jy = (I +AA)~! o operador

resolvente de A que, para todo A > 0, é uma contracao de H em H. Segue da definicao
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de resolvente e do fato que R(I + AA) = H que, para todo = € H, Jyzr € D(A). Além

T T
disso, T/\ € AJyx, para todo x € H.

A partir de agora, A denotard sempre um operador maximal mondétono.

Proposicao 3.4. Sejam (z,,y,) € A tal que z, — x,y, — y e imsup(y,, z,) < (y,z).
Entao (xz,y) € A € (Yn, xn) — (y, ).

Demonstracao: Como A é mondtono e (z,,y,) € A, entao

n—yn,E—x,) >0, V(€A

Sejam 7, = (Yn,x,) € R e 7 = limsup7, < (y,z). Como limsupr, é um ponto de
aderéncia, entao existe uma subsequéncia {7, } C {7} tal que 7,, = (Yn,, Tn,) — T

Além disso, como {7, } C {7} segue que (x,,,yn,) € A. Logo

(N = Yy § = Ty) 2 0, (3.2)
para todo (£,71) € A. Assim,
Jim (7 — g € — o) = lim (,§) — lim (y,,,, &) — Tim (9, 2, )

+ hm <ynk, T,

)
= (1, — (¥, — (n,2) + (y,7)
= (n—y,{— ).

Segue de (3.2) que (n — y,& — ) > 0 para todo (§,n) € A e, sendo A maximal, entao
(z,y) € A.

Vamos agora mostrar que (y,, z,) — (y,z). De fato, como (x,y) € A, entao

(Y = Yn, T — 25) 2 0.
Logo,
<ym xn) > _<y7$> + <y7xn> + <ynvx>
Assim,
liminf(y,, z,) > lminf(—(y,z) + (y, 2n) + (Yn, 7))

> —(y,z) + liminf(y, z,) + liminf(y,, )
(y, z).
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Desta maneira, usando a hipotese, temos
(y, ) < liminf(y,, z,) < limsup(y,,z,) < (y,x)

mostrando que (Y, z,) — (y, ).

Teorema 3.2. D(A) é convexo e para todo x € H temos
/l\li% S = ijma:

Demonstracao: Considere M a intersecao de todos os conjuntos convexos que contém
— r—x

D(A) e seja C = M. Sejam x € H e x5 = Jyx, entdo (:p,\,T)‘> € A. Como A é

mondtono e A > 0, para todo (§,n) € A temos

r—X
< AA_T],I)\—£>ZO,

ou seja,
(33—9@\—)\77,:5)\—5) 207 v(fﬂ?) ED(A)
Logo,
lzall® < (2= A ey =€) + (2, €)
1 1
< Sle—xal?+ Sllas - I
1 2 Ly 1 2
= = - = - 3.3
+ Sl + Sl = Slas €l (33)
e, portanto,
1 2 _ 1 2, Lo
Z < Zlp — Z ]
Slaal? < Slle = Ml + S el

Fazendo A — 0, temos

leall® < ll= 1 + l1€]*.

Portanto, =, é limitado quando A\ — 0. Sendo {x,} uma sequéncia limitada em H,
existe {x,,} uma subsequéncia que converge fracamente em C. Assim quando A, — 0,

Ty, — Tg, com xg € C e por esse motivo,
|zo]| < liminf ||z, |. (3.4)
Logo, segue de (3.3), com A = 0, que para todo £ € D(A),

laoll* < Timinf [, |2 < (2,20 — €) + (w0, €),



3.2 Propriedades Elementares dos Operadores Maximais Mondtonos 59

ou seja,

(x — 29, & — x0) <0, V¢ € D(A). (3.5)
Como C' = M, a desigualdade (3.5) ocorre para todo ¢ € C' e, portanto, 1o = Projcx. Mas
a projecao em um convexo fechado de um espaco de Hilbert é unicamente determinada,
logo o limite independe da subsequéncia {x,,} tomada. Portanto xy — Projcz, quando
A — 0. Assim, para todo £ € C,

lilils[l)lp [za]]? < lirils(?p(@c, Ty — &) + (xx, &) + (=N, 2\ — &)))

= <ZC,CIZ0 _€> + <$0,£>-
Em particular, tomando £ = xy temos

lim sup a2 < [l %

—0
Este fato e (3.4) nos leva a concluir que }\1_{% llzA|l = |lxol]. Como x) — z, a proposigao
3.4 implica que ), — xg, ou seja, }\li% Jyr = Projex. Mas Jyz = x\ € D(A) para todo
x € H, e como Projcz = z para todo z € C, segue que }\IL% Jyz = z, logo temos que

z € D(A) e portanto C' = D(A). Logo concluimos que D(A) é convexo e
}\ii% S = Projmx

para todo x € H.
|
Denotaremos A% = Proj,0. A aplicacao  — A%z é um operador univoco chamado
secao minimal de A. Por outro lado, denotamos por

I,

Ax 3

a aproximacao de Yosida de A. E importante observar que se A é maximal mondtono e

A > 0 temos a seguinte inclusao Ayz € AJyx para todo x € H, pois

I1—J r— JJhx
A,\x:( 3 A)Q:ZT’\GAJ,\x.

Proposicao 3.5. Seja A maximal mondtono e A > 0. Entao

(i) Ax € mazimal mondtono e Lipschitziana com constante de Lipschitz igual a N

(ZZ) (A)\)H = A)\-Hu V)\,[L > 0,



3.2 Propriedades Elementares dos Operadores Maximais Mondtonos 60

(iii) Para todo © € D(A), temos ||Axz| / ||A%z] e Axz — A% quando X \, 0, com
[Axz — A%z||? < [|A%|]* — || Axa||?;

(iv) Para x ¢ D(A), [[Axz| /" +oo, quando X\, 0.

Demonstragao:
I —J,
A Y

entao Ay esta definido em todo H e A, é univoco. Para mostrarmos que A, é mondtono,

(1) Note que por hipé6tese temos D(Jy) = R(I +AA) = H. Assim, como A, =

sejam x1,ry € H. Entao,

1
(Axxry — Ayxo, 21 — x9) = X<$1 — \r1 — T2+ JaT2, 1 — T2)

1 1
XH.’L‘l — $2||2 - X|<J)\x1 - J)\xg,l’l - IE2>| Z 07

v

pois Jy é contragao. Ainda,

)\HA)\l’l — AA$2||2 = <A)\$1 — A,\ZL’Q,$1 — J>\$1 — To + J)JBQ)

IN

<A/\$1 - AA$2, X1 — $2>

< JJAsry — Asasl|||lzy — 22|,

1
mostrando que A, é Lipschitziana com constante % isto é,

1
lAz1 = Aszo|| < oy — 22

Para mostrar a maximalidade de A,, basta observar que A, sendo Lipschitziana, é
hemicontinua. Também, A, é mondtono, univoco com D(A,) = H. Segue entdo pela
proposicao 3.3 que Ay é maximal mondtono.

(i7) Note que (x,y) € Axy, se, e somente se, (x — Ay — puy, y) € A. De fato,

y=Ar & A+py=z— D
& - (A p)y = Jaur € D(A)
& (T+A+pA)z—A+py) ==
< Atpy=A+pAlz—A+py)
& (r—Ay—pyy) €A

E também (x — Ay — py,y) € A se, e somente se (z — uy,y) € A, e, por ultimo,

(x — py,y) € Ay se, e somente se, (z,y) € (A)),. Dessas trés afirmacoes segue o item (i7).
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(ii1) Sabemos que (Jyz, Ayz) € A paratodox € H e (z, A’x) € A paratodoz € D(A).

Como A é mondtono, temos que
(Aye — A%z, J\o —2) >0,
para todo x € D(A), isto é,
<A)\.17 — AO.T, )\A,\.ﬁlﬁ) S 0.

Como A > 0,
(Ayz, Ayx) — (A%, Ayx) < 0.

Logo,
[Axz]|* < [(A%2, Aya)| < [|[ A ][] Axz]l,

ou seja || Ayz| < ||A%||, para todo x € D(A). Agora, substituindo A por A, usando que

A, = Ag, pois A, é univoco e usando o item (i7) temos, para todo x € H, que
(A < (Auz, Ay < (A, (Ap)az) < JJAue[[(Ag)rzll.

Assim [[A, x| < ||Auz]| e ||[Axz| é ndo crescente em A, para todo z € X. Como

| Axz|]? < (A%, Ayz), temos

[Axe — A%2|* = ||Asal® — 2(A%, Asz) + || A" ||
< llAsal? = 2[Asal® + || A%
= [|A%]* — [[Aszf?,
para todo z € H. Por outro lado, considerando que ||Ayz|| < ||A%z|| para todo z € D(A)
e ||[Axz|| é nao crescente em A, segue que ||[Ajz|| é convergente quando A N\, 0. Seja
R = ;iiréHA,\xH, com x € D(A). Como |[Axz|| < [|[A%z| para todo A > 0, obtemos que
R < ||A%||, para todo x € D(A).

Sendo {A,z} uma sequéncia limitada em H, existe uma subsequéncia {A,, z} que

converge fracamente, ou seja, existe y € H tal que A, x — y, quando A\, — 0. Entao,
ly|] < liminf ||Ay,z| = R. (3.6)
Mas se = € D(A) temos

lim Jyz = lim(I + AA) 'z = "'z = .
A—0 A—0
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Assim, a proposicao (3.4) implica que

(n—An2,§ = hz2) — (n—y,§— 1),

quando A\, — 0 e para todo (n,§) € A. Uma vez que (Jy,z,Ay,x) € A, segue da

monotonicidade de A que

(n—y.&—x) =0,
para todo (£,n) € A. Mas A é maximal monétono, logo (z,y) € A. Isso significa que A,
converge para y, com y € Azx. A definicao de A%z implica que

lyll = 1A% > R. (3.7)

Concluimos de (3.6) e (3.7) que |ly|| = R = ||A%||. Portanto [|Axz| / ||A%|], A\, 0,

para todo x € D(A). E, por outro lado, como
0 < [[Aye — A%|* < [|[ A" — || sz

para todo x € D(A), segue que se A \, 0, entao Ayz — A%z, para todo z € D(A).

(iv) Seja x ¢ D(A). Suponha, por absurdo, que ||A z|| #— 400, quando A \, 0. Logo
existe M > 0 tal que para todo Ay > 0, existe 0 < A < Ao, com ||Ayz| < M. Fixemos
Ao > 0. Seja \} = \g. Entao existe \; < A} tal que ||Ay,z|]] < M. Defina A3 = \;.
Da mesma maneira, existe Ay < A2 = )\; tal que [|Ay,z|| < M. Seguindo este processo,
obtemos uma sequéncia {A;} tal que 0 < ... < A3 < Ay < A < Ag e [[Ay,z| < M para

todo j € N. Assim, para todo x € H, temos
[y — ol = Al Ax,all < A — 0

quando A; — 0. Logo /\limo Jy,x = x. Além disso, {A,,r} ¢ limitada, logo existe uma
j—
subsequéncia {Ay, r} e um elemento y € H tal que Ay, — y, quando );, — 0. Mas

(Jaz, Axr) € A, para todo A > 0. Em particular, (Jy, x, Ay, v) € A para todo );,. Logo,
(Ax, v —n,Jy, 2 =& >0
para todo (§,1) € A. E como Jy,  — x e Ay, — y, segue que
(Ax,,z —n, Iy, v = &) — (y —n,v—&).

Dali,
<y—77>$—§> 207
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para todo (£,1) € A, e como A é maximal monétono, entdo y € Az, o que contradiz a
hipdtese. Portanto, se x ¢ A, entao ||Ayz|| / +o0o quando A\ 0.

|

Exibiremos agora um resultado cuja demonstragao pode ser encontrada em [5] e [15]

e é utilizado para mostramos quando um operador mondtono satisfazendo algumas pro-

priedades é maximal.

Proposigao 3.6. Seja V um espaco de Banach reflexivo, V' o seu dual e H um espaco
de Hilbert com V.C H C V', com imersoes continuas e densas e A : V. — V' €
um operador mondtono, univoco, definido em todo V', hemicontinuo e coercivo. Entdo o

operador restricao Ay definido por

para todo w € D(Ag), onde D(Ag) ={u € V;Au € H}, é mazimal mondétono em H.

3.3 O Problema de Cauchy Envolvendo Operadores
Mondtonos

Nesta se¢ao vamos apresentar um resultado sobre existéncia, unicidade e regularidade
de um problema de Cauchy envolvendo operadores maximais mondétonos. Mais especifi-
camente, se A: H — H é um operador maximal mondtono e B uma aplicacao global-
mente Lipschitziana, em um espago de Hilbert H, vamos obter a existéncia e unicidade

de solugoes para o problema de Cauchy

du
<0+ A(u(t)) + B(u(t) =0, £ >0 (3.8)
u(0) = ug € H.

Inicialmente vamos definir o conceito de solugao fraca e solucao forte de (3.8).

Definicao 3.4. Uma funcao u € C([0,T]; H) é uma solugao forte de (3.8) se u é absolu-
tamente continua em qualquer subintervalo compacto de (0,7"), u(t) € D(Ay) para quase

todot € (0,7T) e
1) + Alu(t)) + Blu(t) =0,

para quase todo ¢t € (0,7"). Uma funcao v € C([0,T]; H) é dita uma solugao fraca de (3.8)

se existe uma sequéncia {u,} de solugoes fortes convergente para u em C([0,7]; H).
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A demonstragao do préximo Teorema pode ser encontrada em [4].

Teorema 3.3. Seja A um operador mazimal mondtono, w > 0, f € L' (0,T;H) e

ug € D(A) . Entao eziste uma tnica solugdo fraca da equagao

d
d—? +Au —wu=f
com u(0) = wuy. Se f é uma fungdo de variacao limitada de [0,T] em H, entdo u €

Lipschitziana se, e somente se, ug € D(A). Neste caso,

|
d

o < € [lI(£(0) + wuo — Aug)°|| + V(f3[0,T7)).

3.4 O Operador p-Laplaciano

Nesta secao, apresentaremos um operador bastante importante no estudo das equacoes
de evolugao, o operador p-Laplaciano A, e estudaremos algumas propriedades do
operador —A,, tais como a monotonicidade, coercividade, hemicontinuidade e também
mostraremos que ele é um operador do tipo subdiferencial.

Nosso objetivo é usar a proposigao 3.6 para garantirmos que o operador —A,, ¢ maximal
monétono em L?(0,1), para p > 2.

A partir de agora, considere V = W;7(0,1) com p > 2 e H = L?(0,1). Entdo V é um
espago de Banach reflexivo, V! = W~19(0, 1), onde p e ¢ sdo expoentes conjugados, isto

1 1 .
é, — 4+ — = 1. Temos as imersoes

q
WyP(0,1) c L*0,1) ¢ W90, 1),

que sao continuas e densas.

Uma desigualdade bastante 1til nesse capitulo é a seguinte:

Lema 3.3 (Desigualdade de Tartar). Seja p > 2. Entdo, para todo a,b € R™ e m € N
vale

(lalP~2a — [[6]"~*b,a = b) = 7olla — b||”

onde 7y € positivo e depende apenas de p e m.
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Demonstracao: Note que
1
{lalP~%a — ||b]|P~2b,a — b) = </ %Hsa + (1 — 8)b||P%(sa + (1 — s)b)ds,a — b>
0
1
_ / (p— 2)[lsa+ (1 — )bl (sa+ (1 — $)b, a — b)|?ds
0
1
+ / lsa + (1 — s)b||P~2||a — b||*ds.
0
Se p > 2, entao
1
(lallP~2a = [[bIP~2b,a — b) > / lsa + (1 — s)b|[P~2|la — b]|*ds.
0
Suponha |[|a|| > ||b — a||. Entao,

[sa+ (1 =s)bl = lla—(1—=s)(a—-0)

> lall = (1 = s)lla —b]| = slla — b]|.
Assim,
1
(lalP~%a —[|b]["~*b,a —b) > [la - bHQ/ Isa + (1 — s)b|[P~ds
0
1

> Jla— bl / 2 a — blP2ds
0

1
1
= Ha — pr/ sP2ds = ||a — pr,
0 p—1

1
e, portanto, basta tomar o = 7 o qual é positivo pois estamos assumindo p > 2. Se
p

la|l < ||b — al| temos
1
(lall”~*a = [IbIP~*b,a = b) > Jla— bHQ/ Isa+ (1 — s)bl["~*ds
0

1 o 2 g
_ Ha—sz/ <||SCL+(1 S>bH) dS
0

|sa + (1 — s)b||?
Mas,
[sa+ (1 —=s)b|| = [(1-35)0b—a)+al
< (I =s)lb—all + lal
< (2—=9)||b — al|-
Logo
1 2\ P 1 2\ P
+ (1 —5)b||?)> (Ilsa + (1 —5)b]?)>
a—b2/ (Isa ds > a—b2/ ds
o=t . sa s a=spp o=t = e —eTo—

1 [t »
> 4 [ (et (1= spPias
4 0
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| —

Tomando ¢’ = = 1, segue pela desigualdade de Holder que

/

N3

1
>le—+
q

R

/01 et = Uol 1%] | UOI(HSa +(1- s)b||2)5d8]i
B Uol<”3“+<1—s>bu2>€dsf

Assim,

1 _ 2)2
Ha_bHQ/ (||Sa+(1 S)b”) dS >
o llsa+(1—s)b?

/0 (llsa+ (1 — s)b|2)ds

(/01 Isa + (1 - s)b||2ds)g |

[V
I N

Por outro lado, temos
Isa + (1 = $)b]|* = s*[|a]|* + 2s(a, b) — 25*(a, b) + [|b]|* — 2s[b]|* + s°[|b]|?,

e, portanto,
[ oot (L=l = 2l + a0y + S0l
sa — S = —l||a —{a - .
; 3 30T

Entao temos

1 2\ 2 1 b
+ (1= s)b|*)2 1 :
—b2/<“8“ d >-/ + (1 - s)b|2d
oo [ SRt Cm s = L ([ s+ (- oplpas
171 5
= 1| 50al® + @+ poiP)
11 2 2\2
= 3o lall® + e, 0) + JlBlI%)=.
Como
1 1
o) < [fa.5)| < bl < 31l + 5Bl
segue que
1 1
lall* + [1o]* + {a,b) = Z[HGHQ + [1l1%] + Z[HGHQ + [[o[]?]
1
+ §[|Ia||2+||b||2]+<a,b>
1 1
> 2 2 21+
> 2lall>+ 117 5 (0.b)

1
— o=l
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Com isso temos

1—s)b
o [ ot DUREN

2 b2
e (lal? + ol +

(v
( Z (3 ni—bw)
7 (5) ta-vr

(V3
Wl Wl

v

I
I/~ = e

p+2

1\ 7 [1\?
Tomando ~" = (Z) (5) > 0 temos

(lallP=2a — [[0[[P=*b,a — b) > ~"[la — b]|",
Escolha agora vy = min{v’,+"}. Note que 79 > 0 e entao
(llalP=2a — [16]"~2b,a = b) > olla — b||”,

para todo a,b € R™.

Definicao 3.5. O operador A, :' V. — V' definido para todo w € V' por
Ayu = div(||Vul[P~*Vu)
¢ denominado operador p— Laplaciano.

Para cada u € W, (0,1), definimos:

—Aju: WyP(0,1) — R

(a,0))*

v —Apu(v):/—Apu(x)v(x)dx.

Provaremos que —A,u estd bem-definida. Para cada v € VVO1 ?(0,1) temos, pela desigual-

dade de Holder que
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—Apu(v) =

/ —Ayu - vdr = / —div(||Vu|P*Vu) - vdx

/ (IVul~2Vu) - Vodz

‘ / (IVulP-2V) - Vodz

[ 15l vul Vel s

J 19l vol s

(farwur de) (/ IIVv||7’dx)
(/ HVqudx) : (/HVvada:)p

IVl Vo] o

o0,

pois Vu, Vv € LP(0,1). Portanto, —A,u estd bem definido.

Mostraremos agora, que se u € Wy (0, 1), entéo —Ayu € W=4(0,1). De fato, como

—Ap,u estd bem definido para cada u, entao resta mostrar que —A,u ¢ linear e limitado.

A linearidade segue da definicao de —A,u e das propriedades de integral. Agora, note

que
I —ApUHW—lvq(o,l) = sup  [{(—Apu,v)|
vewy P (0,1)
[lv][ <1
= sup | —Au(v)
vewy P (0,1)
[lv][<1
< sup [[Vul5 Vol
vewy P (0,1)
[lv H<1
= ul) sup
Wo(0,1) vewyP(0,1)
lv]l<1
p

HUHWOLP(OJ)

Logo, —A,u é limitado. Mostraremos que —A,, ¢ monétono. Para todo u,v € Wol’p(O, 1),
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pela desigualdade de Tartar temos
(=Apu+ Ay, u—v) = (=div(||Vu|P2Vu) + div(||Vo|[P2Vv), u — v)
= (—div(|VulP 2 Vu — Ve[ o), u — v)
- / —div(| V|2V — [[Vo P2 V) (u — v)da
= /(||Vu||p_2Vu — [|Vo]|P2V0)(Vu — Vo)dz
= (|Vul[P?Vu — ||Vv||P"*Vv, Vu — Vv)
> %/ IV — VolPdz = 70| Vu — VolfZ, > 0.

Logo, o operador —A, é monétono. O préximo passo ¢ mostrar a coercividade desse
. 1 . . s
operador. Com efeito, se u € W;(0,1), pela desigualdade de Poincaré, encontrada em

[3], temos
(—Ajuu) = / —div(|[ V| 2Va) - udz
_ /(||Vu||p_2Vu)Vudx
= [ 19l vulPas
= [I9ulPds =9l = Clulf

onde C' depende do intervalo (0,1). Assim,

(= A, u) [ull? v B
lim ~—2272> lim CP = lim CP?|ulf;, = +oo.
lull=oo [Jullyre — ull=eo — JJullyar  Jul—oo Wy

Logo, o operador —A,, é coercivo. Agora, observe que o operador —A,, pode ser represen-

tado por
—Apju = — Z 0;a;(Vu),

=1
onde a;(&) = [|£||P72¢; para £ € R™,i = 1,2,...,n, pois

n

—Apu = —div(||Vul"?Vu) = = " 0,(|VullP?Vu) = = > diai(Vu),
i=1

i=1
pois para todo x € (0,1), Vu(z) € R™
Vamos agora mostrar que —A, é hemicontinuo, isto é, para todo u,v € Wol’p(O, 1)

temos —A,((1 — t)u + tv) — —A,u quando t — 0. De fato, sabemos que

V((1—-tu+tv)=(1—-1t)Vu+tVv — Vu,
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quando t — 0. Se & = (1 — t)u + tv, basta observar que, quando t — 0,

- Zaz'az‘(ft) — - Z@'ai(f)

que é vélido, pois 0;a;(§) é continua. Logo, quando ¢t — 0, obtemos que
—A (1 =t)hu+tv) = Z@az (1 = t)u + tv)) Zaa, (Vu) = —Apv.

Logo o operador —A, ¢ mondtono, univoco, hemicontinuo e coercivo. A proposicao 3.6
implica entao que o operador é maximal monétono em L?(0,1).
Vamos agora mostrar que o operador —A, é do tipo subdiferencial. ~Considere
¢ : L*(0,1) — R U {400} definido por
1 1p
— [ ||Vu|Pdz, se u e W,"(0,1)
¢(u) = P
se u e L*(0,1)\ Wy™(0,1).
Provaremos agora que 0¢ ¢ maximal mon6tona em L?(0, 1), mostrando que ¢ é con-
vexa, propria, semicontinua inferiormente e usando a Proposicao 3.2.

Primeiramente, note que se u,v € VVO1 (0,1), entao

IV(tu+ (1= t)v)|P = [tVu+ (1 —t)Vo|P
< (V] + Q=) Vol)?

< IVl + (1 =) Vol
pois a aplicacao A\ — AP é convexa. Assim,

btu+ (1— b)) — %/HV(tu—i—(l—t)v)dex

< ]1){t/Hvuupdx+(1_t)/|ywy|pdx]

= to(u) + (1 = 1)o(v).

Se w ou v ou u e v ndo estdo em W,P(0,1), entdo o resultado segue pois
o((1 — t)u + tv) < +oo. Portanto, concluimos que ¢ é convexa. Tomando qualquer
u € WyP(0,1) temos que Vu € LP(0,1) e ||Vull?, < 400, 0 que nos garante que ¢ é
propria.

Por tultimo, para mostrarmos que ¢ ¢ semicontinua inferiormente, devemos mostrar que

d(u) < liminf ¢(u,) sempre que u, — u em L?(0,1). Seja entao uma sequéncia u, — u
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em L%(0,1). Se liminf ¢(u,) = +oo o resultado segue. Se liminf ¢(u,) = a < +00, entdo

existe uma subsequéncia {u,, } satisfazendo lim ¢(u,;) = a, isto &,
j—00

o1
lim — [u,, |

=a.
j—oo P WP (0,1)

Logo, {un,} é uma sequéncia limitada e, assim, existe uma subsequéncia {u”m} com
Up;, — v, onde v € WyP(0,1). Como p > 2, entdo v = u pois Wy™(0,1) c L*(0,1)

continuamente. Portanto,

Logo ¢(u) < liminf ¢(u,). Usando a Proposi¢ao 3.2 concluimos que 0¢ ¢ maximal
mondtono em L?(0,1).
Como o objetivo era mostrar que —A, = J¢, e, sendo ambos os operadores monétonos

maximais, ¢ suficiente mostrar apenas uma das inclusoes. Vamos provar que —A,u C dgpu
para todo u € Wy™P(0,1).
Seja u € D((—A,)n) e v =—Ayu. Entao

(v,€—u) = (-Apu,{—u)
_ / —div (| VulP2Vu)(€ — u)da
_ / (Il V) (V€ — Var)da
= /(||Vu||p_2Vu)V§d:p—/||Vu||pdx.

Dai,

1 1

(—Apu, & —u) + / |Vu||Pdz = /(HVqu_zVu)Vfd:U < 5/”Vu|]pdx+};/HV§||pdx.
Logo,

1 1

(g )+ [ IValrds <5 [ [9elpas

p p

ou seja,
(v, € —u) + o(u) < 6(),

para todo & € W,7(0,1). Note que se £ € L2(0,1) \ W;7(0,1) entdo ¢(¢£) = +oo e a

desigualdade acima continua valida. Logo para todo & € L%(0, 1),

(0,6 = u) + ¢(u) < B(§),
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ou seja,
¢(§) = d(u) + (v, € — ).

mostrando que v € d¢(u) e, portanto, que —A, = 9¢.



CAPiTULO 4

Atratores (Globais para Problemas

Envolvendo Operadores Mond6tonos

Seja A : H — H um operador maximal monétono e B uma aplicagao globalmente
Lipschitziana, em um espaco de Hilbert H. O primeiro objetivo deste capitulo é estudar

a existéncia de atratores globais para problemas abstratos da forma

du
20+ Aw®) + Bu(t) =0, t>0 (4.1)
u(0) =uo € H.

Posteriormente vamos usar esses resultados abstratos para mostrar que o problema

Uy = A(’u$|p_2uw)$ + u(l - |u|r)7 (Ji,t) S (07 1) X (07 +OO)
u(0,t) =u(l,t) =0, t €0,00),

(4.2)

com a condigao inicial u(x,0) = ug(x), onde p > 2, r > 0 e x € (0,1), possui um atrator
global.

Os resultado deste capitulo foram obtidos por A. N. Carvalho, J. Cholewa e T. Dlotko
em [6].

4.1 Existéncia de Atratores Globais - Resultados Abs-
tratos

Para mostrarmos a existéncia de atratores globais, vamos garantir inicialmente ex-
isténcia, unicidade e regularidade do problema (4.1). Para isso vamos impor algumas

condicoes adicionais sobre o operador monétono A.

(H1) (i) Seja V um espago de Banach reflexivo tal que

VcHcCV



4.1 Existéncia de Atratores Globais - Resultados Abstratos 74

com inclusoes continuas. Suponha também que V' é denso em H.
(ii) Seja A :V — V' nao-linear, mondtono, coercivo e hemicontinuo.
(iii) Seja B : H — H uma aplicacdo globalmente Lipschitziana e considere o

operador restrigdo Ay : D(Ay) C H — H.

Proposicao 4.1. Se (H1) ¢ wvalida, entdo a equagio (4.1) define um semigrupo de

operadores nao-lineares por

U —  T(t)up = u(t; up),

parat > 0, onde T'(t)ug é a solucao global fraca de (4.1) comegando em wug. Esse semigrupo

é tal que
H

T:RYx D(Ag) — D(An)
(t,up) — T(t,uo) = T (t)ug
é uma aplicagdo continua. Adicionalmente, se uy € D(Ay) entdo u(-) = T'(-)ug é uma

solugao forte e Lipschitziana de (4.1).

Demonstragao: Pelas hip6teses (i), (ii) de (H1) e pela proposi¢ao 3.6 temos que Ay
¢ maximal mondtono em H. A existéncia e regularidade de solugoes do (4.1) segue do
Teorema 3.3 com A; = A+ B + wl sendo o operador maximal monétono, onde w > 0 é
a constante de Lipschitz do operador B. Ainda mais, se u(t;ug) = u(t) e u(t;vg) = v(t)

entao, usando a monotonicidade do operador A, obtemos que

,  1d
Slu®) =B = 5 u(t) - o), w(®) - u(t)

= (u(t) = v(t), =A(u(t)) = B(u(t)) + A(v(t)) + B(v(?)))
—(A(v(t)) = Au(®)), v(t) — u(t)) + (B(v(t)) = B(u(t)), u(t) — v(t))
1B (v(t)) = B(u(®)[l[lu(t) —v(@)]]
< Liju(t) — v

~—

IN

onde L é a constante de Lipschitz de B. Integrando de 0 a t temos que

lu(t) = @] = lluo — vol|* < L/O lu(s) — v(s)|[*ds.

Logo,
t
lu(t) — o) < L/O lu(s) = v(s)l[*ds + luo — vol|*.
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Pela forma integral da desigualdade de Gronwall temos que
lu(t) = v < (1 + Lte™)[[uo — vol|* < (1 + LTe")[Jug — vol?,

ou seja, [|T'(t)uo — T(t)voll = [Jult; uo) — ult; vo)|

< V14 LTelT||ug — vg||. Tomando o

supremo temos que

sup || (t)ug — T(t)vo < C(T)luo — vol|
te[0,T]

Assim, a solucao u(-) = T'(-)up é uma solugao forte e Lipschitziana de (3.8). u
Para obtermos a existéncia de atratores globais, precisamos impor mais algumas

condigoes sobre o operador monétono A.
(H2) Existem constantes wy,wqy > 0,C7 € R e p > 2 tal que para todo v € V' temos

(Av, v)yr vy > will||y, + Cy (4.3)

lAv]lv < wa(1+ Jollf ). (4.4)

Lema 4.1. Se sao vdlidas as hipdteses (H1) (itens (i) e (ii)) e (H2), entdo o dominio
D(Apg) é denso em H.

Demonstragao: Vamos mostrar que para v € H, existe uma sequéncia em D(Ap)
convergente para u. Seja e € (0,1) e u. = (I +eAx) " (u), que existe porque o operador

Ap é maximal monétono. Entao, (I +eAy)u. = u, ou seja,
U + eAgu. = u. (4.5)

Logo,

<u57 ue) + 5<AHu57 ue) = <Ua ua>,

ou seja,

uell3 + e(Arue, ue) = (u, ue).
Usando (4.3) obtemos que
el + e(wrf|ucll? 4+ C1) < Jluc|l? + e(Apue, ue) = (u,u) < ||ullg||uel| o

Assim,

luell; + ewilluclly < llulls|luellr — €Cr. (4.6)
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Portanto, a norma ||u.|| g é limitada e
elluclly < K, (4.7)

onde K > 0 é independente de ¢ € (0,1). Dal,

p— 1 p%
Juellv < LN [[uelly, :

Assim de (4.4),(4.5) e (4.7) temos que
p—1 K =
lue —ullyr = el Am(ue)llv < wae (14 [Jucllf) < woe [ 14 —

. 9 KE . lKE
= U}2<8+m p)—’lUg(E-FEP P).

Fazendo ¢ — 07 segue que v, — u em V'. Como H é um espaco de Hilbert e, por-
tanto, reflexivo e a sequéncia {u.} é limitada, entao qualquer sequéncia {u.,} tem uma

subsequéncia que converge fracamente em H. Usando (4.6) vemos que

luellfy < lluellfy + ewi el < llullslluellz —eCr,

ou seja,
luell? — el lluellm +eCy < 0.

—H
Assim lim sup ||uc||g < ||u||g e portanto u. — u em H. Logo u € D(Ag)

e—0

|
Apresentamos agora uma caracterizacao dos operadores compactos definidos em um

espacgo métrico X.

Lema 4.2. Seja J uma aplicagiao continua em um espago métrico (X, p) e W um sub-

conjunto denso em X. Entao as sequintes condi¢oes sao equivalentes:
(i) J é uma aplicagao compacta.
(ii) Para toda bola aberta Bx(r), a imagem J(Bx(r) N W) € pré-compacta em X.

Demonstracao: A prova de (i) = (i7) é imediata. Para provar que (ii) = (i), seja B

um subconjunto limitado de X, denote por d(B) o diametro de B e tome vy € B. Temos

Bc{veX; plvg,v)<dB)+1} =B.
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Também, como B C BeBcC X = W, entao B C BN W.Sendo J uma aplicagao continua,

entao

J(B)c JBNW) C J(BNW).

Por hipétese o conjunto J(gﬂ W) é compacto em X e, portanto, J(B) é compacto.

Lema 4.3. Seja p > 2,(H1) e (H2) vdlidas. Para todo uy € D(Ay) e T > 0 temos que:

T
[ s < Kol 7 (45)
| du 0
LG ds < Kallualln. 7, (49)
0 1%
p

onde Ky, Ky sao funcgoes localmente limitadas e 0 = 1
p —

Demonstragao: De acordo com a Proposicao 4.1 temos uma solugao fraca u(t) do proble-

a (4.1). Seja up € D(Ap). Pelo Teorema 3.3, a solugao fraca u correspondente ao dado
inicial ug ¢é tal que uw € C([0,T]; H) para todo T' > 0. Portanto para qualquer aplicagao
B : H — H Lipschitziana segue que f(t) = B(u(t)) € C([0,T]; H) C L(0,T;V"). Segue
do Teorema 2.6 de [2] que

d
we C(0,T]; H) N IP0,T;V) e d—if e L°(0,T; V")

Da equagao (4.1) segue que

(%U(t% u(®)) + (Au(t)), u(t))vrv + (B(u(t)), u(t)) g = 0.

Usando também a desigualdade (4.3) e o fato de B ser Lipschitziana temos que

1d
sl = =AW, Wy = (Bw),w)u < —wilully, = C1 + [ B(w)llllulln

IA

1
—wiflull}, = C1 + Lilullly + Collulln < —gwnllullyy = Oy + LK + K

1 _
= —§w1||u||€/ +C,

onde p > 2,Cy = ||B(0)||,L é a constante de Lipschitz e K existe pelo fato de que
u € C([0,T), H). Integrando de 0 a T, segue que

T T wy o
| 5l s < [ =Sl + s
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ou seja, .
DI = [Ol) < g [ Ju(s)fds +OT.
Logo, .
(D)1 + w1/0 lu(s)l[-ds < [lu(0)][7 +2CT,
e, portanto, .
/0 lu(s)[IVds < (u(0)|7 + 20T )wi .
Assim,

T
AwmmmgKmmmﬂ,

0 que mostra a primeira desigualdade. Agora, como u € C([0,7T]; H),

|u||Looo,r;0r) = sup ess|ju(t)|| g < max ||u(t)||x < oo. (4.10)
tG[O,T] tE[O,T]

Segue da equacao (4.1) e da desigualdade (4.4) que
‘ dul|’

IN

yn (lAully: + | Bully)” < 2°7 (| Aully, + || Bully.)

V/
< 2 w2 (U ully) + 27 (Ll + C3))

— R ulf + 2Ll + 2030 + 2
= C(llullf + llullf + 1),
onde C' = max{220-2y8, 22021 220-200 4 920-2)01  [ntegrando a expressdo acima de 0

a T e levando em conta (4.3) e (4.10), temos que
9

T d ~ T
[ G| @ < @ [ asiuol s

0 0

= CT+C/ ||u(s)||@ds+/ [u(s) | 3rds
0 0
< CT+ Ki(luolln, T) + T max [u(s)||%
< Ky(||lwollm, T),
e oLema segue. -

Vamos agora mostrar que o semigrupo associado as solugoes do problema (4.1) é um
semigrupo compacto.
Lema 4.4. Seja {T'(t);t > 0} o semigrupo associado com (4.1), definido em D(AH)H
Suponha que sao vdlidos (H1)(i),(4.8) e (4.9) para algum T > 0,p > 1,0 > 1 e assuma

que a imersao V C H é compacta. Entao

T(t): D(Ag) — DA
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¢ uma aplicagao compacta para cada t > 0.

Demonstragao: De acordo com o Lema 4.2, para mostrar que T'(¢) é compacto para todo
t > 0, é suficiente considerar bolas abertas By (0,7) e analisar a imagem de By (0,7) N X,
onde X é um conjunto denso em H.

Vamos entao considerar B = By (0,7) N D(Ag). Fixe T' > 0 e defina o subconjunto

B c C([0,T]; H) dado por

B ={T(-)uo; uo € B} ={T(-)uo; uo € Bu(0,7) N D(An)}

onde u(-) = T(-)uy € C([0,+00); H) denota a solucao fraca resultante da proposicao 4.1.

Considere o seguinte espaco de Banach

d
W ={ve D(0,T:V); = e L0, T3V,

onde p > 2, munido com a norma

dv
vllw = llv|lror;v) + o
L9(0,T;V")
dv
O Lema 4.3 nos fornece que as normas ||v{|zror;v) € g sao limitadas, e
L(0,T5V")

deste fato segue que o conjunto B ¢é limitado na norma de W, e portanto pelo Teorema
5.1, capitulo 1 de [14], temos que B é pré-compacto em LP(0,T; H).
Tome entao uma sequéncia qualquer {u,} C B e considere a sequéncia {7'(-)u,} C B.

Existe uma subsequéncia {T'(-)u,, } de {T'(-)u,} e vy € LP(0,T; H) tal que
T (-)ttn,, — Vol Lo(o,r;r) — 0 se k — o0,

ou seja,
T v
(/ |T(s)wn, — vg(s)H%ds) — 0 se k — oc. (4.11)
0
Portanto, a sequéncia {||7(:)un, — vo(+)||z} de fungodes reais
IT()tiny, = vo( )| = (0,T) — R
t = (I T@)un, = vo)|m

converge para 0 em LP(0,T;R) e, portanto, existe uma subsequeéncia {||7°(-)un, —vo(*)[|}
tal que, quando [ — oo,

IT(- )y, = o ()| — 0
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quase sempre em (0,7) e, por essa razao, existe 7 € (0,7) tal que
T(7)un,, — vo(7), quando [ — oo
em H. Portanto, para todo t > 0
T()un, =Tt =7+ T)up, =Tt —7)T(T)ttn,, — T(t — 7)vo(T)

em H, o que prova que a sequéncia {7 (t)u,} tem uma subsequéncia convergente em H e
assim, usando oLema 4.2 temos que T'(t) é um operador compacto.

Lema 4.5. Suponha que (H1) e (4.3) sdo vdlidos. Se p > 2, entdo o semigrupo associado

com o problema (4.1) é B—dissipativo limitado.

Demonstragao: Devemos mostrar que o semigrupo {7T'(t);t > 0} possui um B—atrator
limitado. Com efeito, considere um dado inicial qualquer uy € D(Ag). Da hipétese (4.3)

e do fato de B ser Lipschitziana segue que

1d
Sl = (A vy — (Bu).uha < —wlully — Gy + K(Julfy + 1)
< —Flully + K < S|l + K
onde e é a constante de imersao de V' em H. Denotando y(t) = |Ju(t)||%, entao y satisfaz

a desigualdade diferencial

1 P
SV (0 < — ey + K

ou seja,

Y (t) < —wie Py3(t) + 2K

E assim, por [19]-Lema 5.1, temos

1) = ()} < (ng) (B0

A desigualdade acima nos permite afirmar que o conjunto

—FH
F ={uy € D(Ay) ; |juollzg <r}

2
——H 2K’ \»r
atrai subconjuntos limitados de D(Ay) na norma de H para todo r > < _p> . De
wi€e

e
fato, seja M um subconjunto limitado em D(Ay) e uy € M. Dado ¢ > 0, tome t; > 0
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2 _p=2
de modo que t; > —zwfl [(7" +€)? — 7’} T Set > t1, entao
p J—

\/<w21[§—,p>i + (w1 (g - 1) t>—pfz

1T @) uollr = fult;uo)llm <
< e
< Vrt(r4e2—r

= r+e¢g,

ou seja, T'(t)ug = u(t;ug) € O(F) e, portanto, o conjunto F' é um B— atrator limitado.
|

O Teorema 1.9 mostra o

Teorema 4.1. Suponha que (H1), (4.3) e (4.9) sejam vdlidos, p > 2 e V' compactamente
imerso em H. Entao o semigrupo {T(t);t > 0} associado com o problema (4.1) possui

um atrator global em D(AH)H

4.2 Existéncia de Atrator (Global para o Problema de
Takeuchi e Yamada (caso q=2)

Nesta secao vamos mostrar a existéncia de um atrator global para o problema

ur = MJua"uz)e +u(l —[ul"), (z,1) € (0,1) x (0, +00)
u(0,t) =u(l,t) =0, t€0,00),

(4.12)

onde u(z,0) = up(z), p > 2 er > 0. Para usarmos os resultados da se¢ao anterior,
escreveremos o problema na forma abstrata.
Considere a partir de agora H = L?*(0,1). Sejam A; e A, operadores nao-lineares
definidos por
D(Ay) = {u € Wy(0,1); Alus|"?u,)s € L*(0,1)}

Ar(u) = =A|ueP~?ug ),

D(Ay) = {u € L' |ul"u € L*(0,1)}

As(u) = |ul"u.
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Defina o operador A em D(A;) N D(Ay) como sendo
A(u) = Ay (u) + As(u).

Seja f : R — R definida por f(s) = s, que é uma fungao globalmente Lipschitziana e B
o operador de Nemitskii definido por —f em L?(0,1) e V = Wy *(0,1) N L"*%(0,1). Nao

faremos a prova do préximoLema, a qual pode ser encontrada em [9].

Lema 4.6. O espaco de Banach V munido da norma

-l = [ lhweroy + 1 lzrezo

¢ um espaco reflexivo.

Teorema 4.2. O problema (4.2) possui um atrator global em L?(0,1).

Demonstragao: Para utilizar o Teorema 4.1, vamos inicialmente verificar a condicao

(H1). Pelo Lema 4.6 segue que V' é reflexivo. Além disso, como r > 0, entao
L™%(0,1) c L*(0,1).
Logo,
V C L"?%(0,1) c L*(0,1) = H.

Disto também segue que H' C V', e sendo (L?(0,1)) = L?*(0,1), entao H C V' e, portanto,
temos V C H C V. Também, é facil ver que W,7(0,1) N Lr+2(0,1) = L*(0,1) e assim, a
hipétese (H1)(7) esté satisfeita.

Para cada u € V defina:

Au:V — R
v Au(v):/Au-v dx

ou seja, o operador A : V — V' sera dado por:
(A(u), v)vr v = )\/|ux|p_2uxvx dx—i—/|u|ruv dr, YveV

Vamos agora mostrar que o operador A é coercivo, hemicontinuo e monétono definido em

V com D(Ag) denso em H, onde

D(Ag) ={v e V; —M|va]P"*vp)e + |v["v € H}.
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Comecaremos mostrando a coercividade do operador A. Note que

(Au,u) = )\/|u$|p_2uxuwdx+/|u|ru2dx

= )\/|ux\pdx+/|u|Tu2da:

>\ / g P = Al

= Aull,,
Dali,
A
im M_ lim  A|ul[”), = +oo.
lull—oe [Jullyre ™ fullmoo T Wa

A demonstracao de que o operador A é hemicontinuo foi feita na se¢ao 3.4. O préximo
passo sera mostrar que A é mondétono. De fato, usando a desigualdade de Tartar temos,

para todo u,v € V', que

(Au— Av,u —v) = (=A(|ue’ur)e + [u)"u + Ao [P %0s) e — 0] v, u — v)

= )\/(|ux|p_2u$ — |vg [P 20,) (U — v )dx 4+ (Jul"u — [v|"v, u — v)
= A/(\uxV’?ux — Ve |P 20, Uy — v )dx + (Jul"u — v v, u — v)

> )\/70|u$—vm|pdx+71]|u—v||’"+2

= Mollte = vellZo + mllu — v

Portanto, (Au — Av,u — v) > 0. Vamos agora verificar (4.3). Afirmamos que para todo
u €V vale

luallze + lull s > willullf, + Ci,

onde n = min{p,r + 2}. Com efeito, note inicialmente que demonstrar a desigualdade

acima é equivalente a mostrar que
lully < wi(luallze + ull7) + C.

Temos dois casos a considerar: n = p e n = r + 2. Suponha inicialmente n = p. Entao,

pela desigualdade de Young temos

(lusllze + Nullp=) < 277 (lluallTe + lllfe)

—1 r+2 T+2_p
2 (Iluxll’ip + lulls + ﬁ)

IN

wi([luallfy + [lull 7)) + C,
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:2p_17‘+2—p

onde wy =271 >0e C
+ 2

. Suponha agora 1 = r + 2. Temos entao
(uellze + llullrs2)™ < 27 (ug 752 + [Jull7H2.)
- p—r—2 ,
< ot <Hux|\’zp + I + HUHJEQ)

= wi([luellZ + lull7iE) + C,

2
onde w; =27+ > 0 e ¢ = 2771 27" 72 Degta maneira chegamos a (4.3).
p

Resta agora verificar a desigualdade (4.9). Observe que

1d . )
sl = Al u)e = Julu +u,w)
= (MueP"Pug) ey w) — (Ju]"u, u) + (u, u)
- —)\/|u$|p_2u$uxdm—/|u|’"uudm+<u,u>
< —)\/|um\pd:c—/]u\r+2dx+ a2
< = Mluallfe = llull iz + [lullz:
< AMuallfe = [l + Cllull
= Al = lull 2 + O (lluellee + llullpr2)?
< = Mluellfe = lJull e + 20|20 + 20" a2
T p— 2 r r
< Al =l o+ 20 (Rualty + 222) 20 (4 )
r+2 p— 2 r
= (20" = N|Jug |5, + (2C" = D|Jul|}s +2C7 (T) +2C (7" n 2)
. p—2 r
< allult, + i) + 20 (P22 + )
= —w(|luglpp + ul) + K,
—2
onde @ = max{2C" — \,2C" — 1}, w = —a e K = 2’ (p_ + %) Integrando a
P r

desigualdade acima de 0 a T" temos que

1 1 r .
(D = S lluollz < —w/o lua() 17 + llu(s) | 2ds + KT

Portanto,

1 r i 1
(D)7 + w/o lea ()17 + ) [7722ds < Slluolliy + KT = Crlfluolla, T)- - (4.13)
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[Ar(u)llw-14901) = sup [(Aju,v)| = sup |Aju(v)
'uEWl’p 'uGWl’p
lo]|<1 lvll<1
= sup /Alu-vdx = sup /—)\(Hume_zux)xvd:U
’uEW&’p UEWO’p
lloll <1 ol <1
= swp | [l 2uends) <X sup [ ol 2o da
veW P vew
ol <1 llv |\<1
< xsup ([t d) (/ ||vx||f’dx)
UGWOI’p
ol <1
= A\ sup HU:EHIi;l”UHW(}WS)‘HuwHi;l (4.14)
uEW&’p
o<1
e
r+1
42 r4+2
a0l sz = ([ 0l

= [ull

Levando em conta as estimativas (4.14) e (4.15) e usando estimativa contida em [9],

capitulo 1, secao 5, obtemos que

‘% = A gt Buly < v gl + Bl
< [ Avwulw-ra + [ Aeull gosasn + Ll + C
< Al + Il + Lilullr +C
< Mualle! + ullpis + LK g |l o + LK [[ul|pre2 + C
< Mty s + 28 (ool + 225 ) + 28 (Bl + ) + €
= (A LE)ugllfe' + (1 + LK) [Jull s +
< 04(||ua:||}£;1 + [Jullr + 1),

-1 _
onde 3 = LK’ + +Cea=max{\+ LK’ 1+ LK', (3}
p—2 r+1

Afirmamos que, para § = min{p/(p — 1), (r +2)/(r + 1)} é véalida a desigualdade
T\ du||’
J

T
r+1)0
< [+ £+ Ve < Calluoll T,
\% 0
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2
De fato, se 8 = P entio0 <6 <. + e, portanto,
p—1 r+1
r du ’ / r (p—1)0 (r+1)0
N dt = ol | (lull o™ + llull pria™ + 1)de
T
< o [l + s+ D
0 0
T
= [ Ul + aliz2at + 7
< Ci(lluolla, T).
r+2 < . , e :
Se 0 = ey entao 0 < 6 < e, de maneira analoga a argumentacao feita acima,
r p—

temos a mesma desigualdade. Assim as hipdteses do Teorema 4.1 estao satisfeitas e o

semigrupo associado a (4.12) possui um atrator global em D(AH)H = L*(0,1).



CAPITULO b

Um Problema do Tipo
Reacao-Difusao Envolvendo o

p-Laplaciano Degenerado

Neste capitulo vamos estudar rapidamente um generalizacao do problema 4.12. De-
monstraremos algumas propriedades que sao necessarias para utilizar um resultado de
existéncia local e unicidade de solugoes para problemas envolvendo diferenca de operadores
subdiferenciais contidos em [16]. Estudaremos também algumas propriedades assintéticas

do problema 4.12 que foram mostradas por S. Takeuchi e Y. Yamada em [18].

5.1 Introducao

Consideremos a partir de agora o seguinte problema:

ue = AJue [P ?uz)e + [ul??u(l = Juf"), (z,t) € (0,1) x (0, +00)
w(0,t) = u(l,t) =0, t€[0,00) (5.1)
u(z,0) = ug(x), = € (0,1)

onde p>2¢g>27r>0e)>0. O termo de reagao de (5.1) consiste de um termo fonte
|u|7"%u, e um termo de absor¢io |u|?"""2u, o qual domina o termo fonte. Este problema
foi estudado em [18] e generaliza de alguma forma os resultados obtidos em [8] e que foram
estudados no Capitulo 2 desta dissertacao.

Substituindo o p-Laplaciano por um termo de difusao linear e fazendo ¢ = 2, o prob-

lema torna-se:

Uy = )\uxx +u<1 - |u|T)7 (J},t) € (Oa 1) X (07 +OO)

(5.2)
u(0,t) =u(l,t) =0, t€0,00)
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o qual é um caso particular de (5.1) com p = @ = 2 e que foi estudado no Capitulo 2.
Nosso objetivo aqui é estudar a existéncia global de solugoes para (5.1) e mostrar que o
semigrupo gerado por (5.1) é um sistema gradiente.

Neste capitulo, || - ||, denotard a norma em LP(0,1). Para o caso particular p = 2

denotaremos simplesmente || - ||. Muniremos o espaco Wy (0,1) da norma ||ug||,.

5.2 Existéncia e Unicidade

Nesta secao demonstraremos algumas propriedades que garantem a existéncia global

de solugoes de (5.1). A nogao de solugao forte para esse problema é dada abaixo.
Definigao 5.1. Para ug € L?, uma funcao u : [0,T] — L* que possui as propriedades
(i) u e C([0,T); L?) N LP(0,T; WyP);
(ii) ug € L*(6,T; L?) e (Jug|P~%u,), € L*(6,T; L?) para todo 0 < § < T';
(111) u satisfaz

wr = MN|uz|P%ug) e + |ul?u(l — |ul"), (x,t) € (0,1) x (0,T)
uw(0,t) =u(l,t) =0, t € (0,T);

(5.3)

() u(0) = uop;
¢ chamada de solugdo forte de (5.1) em [0, 7.

A existéncia local de uma solugdo forte para o problema (5.1) serd garantida pelo

proximo Teorema, cuja demonstragao pode ser encontrada em [16].

Teorema 5.1. Considere o sequinte problema de Cauchy abstrato:

du 1 9 B
() + 907 (u(t)) — 967 (u(t)) = f(t), t €[0T, (5.4)
u(0) = wp.

onde 0¢' sdo operadores subdiferenciais de fungoes convezas e semicontinuas inferior-

mente ¢' : H — (—00,00] tais que ¢" # +0o. Se sdo vdlidas as sequintes condi¢oes
(i) Para todo L € (0,+00), o conjunto {u € H;¢'(u) < L} é compacto;

(i) D(0¢') C D(0¢%);
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(iii) Eziste uma constante ki € [0,1) tal que para todo u € D(9¢")
106* (W)l < kil 06" (w) |z + M (6" (w)),

onde (9gz~5i denota a se¢ao minimal de d¢' e M(-) uma fungao mondtona crescente

localmente limitada;
(iv) Eziste uma constante ko € [0,1) tal que ¢*(u) < ko' (u) + C para todo u € D(¢').
Entdo, para todo ug € D(¢') e f(t) € L*(0,T; H), existe uma solugdo forte u(t) de (5.4).
Observagao 5.1. Note que (5.1) é um caso particular do problema abstrato de Cauchy

acima, pois tomando ¢' : L*(0,1) — (—o0, +00] como

A 1 1 U
]_3/ |tz (x)|Pdx +/ / |9 vdvde, se uw e WyP(0,1)
= 0 o Jo

+o0, se u € L*(0,1)\ WyP(0,1),

¢' (u)
e ¢®: L*(0,1) — (—o00, +0o0] como

1 u
/ / 0|9 2vdvdz, se u € WyP(0,1)
o Jo

+o0, se u e L*0,1)\ Wy*(0,1).

¢*(u) =

Entio 0¢'u = —A(|ug|P"?uy)e + [u|??u e 0% u = |ul??u.

Observacgao 5.2. E possivel mostrar que toda solu¢ao de (5.1) é limitada em Wol’p, uni-
formemente em [0,T], para dados iniciais em limitados de W& P De fato, existem cons-

tantes co € (0,1) e ¢ > 0 tais que
¢*(u) < co¢'(u) +c, (5.5)

qualquer que seja u € Wol’p. Desta desigualdade e da equagao (5.1) seque que
t )\ 1
| he@ifar + 0= @) [ uopds < ') + o
0 0

Y 1
Como —/ lug(2)|Pdz € equivalente a norma de u em WP, entio dados B C Wy
P Jo

limitado e T > 0,  sup  ||ugs(t)|l, < co. Assim, uma vez que W,"7(0,1) estd con-
te[0,T],upeB

tinuamente imerso em C([0,1],R), temos que existe uma constante K > 0, tal que

sup lu(t)(z)| < K para dados iniciais em B.
(x,t)€[0,1]x[0,T]
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Lema 5.1. (i) Seja T > 0, ug,vo € B C Wy limitado, u e v solugdes fortes de (5.1)
em [0, 7] com u(0) = ug e v(0) = vy. Entao é valida a seguinte desigualdade
t
lut) = v(®)* + 2>\Co/ s (s) = va(s)lpds < *[luo — v, (5.6)
0
para todo t € [0, 7.
(ii) Toda solucao forte u de (5.1) em [0, 7] com u(0) = uy satisfaz
t
Atu (1)1 +p/ sl|ue(s)[*ds < C(¢ + JJuol®), (5.7)
0
para todo ¢t € [0,T]. Em particular, se uy € Wol’p, entao
1
Mu= @15 + p/o lue(s)[Pds < Ml (uo)allf + Calluollgiy + Cs, (5-8)
para todo t € [0, 7], onde C1,Cs,C5 > 0 dependem apenas de p,q e r.

Demonstracao: Sejam u e v solugoes fortes de (5.1) com u(0) = uy e v(0) = vy e

considere f(u) = |u|"?u(1 — |u|"). Entao, para t € [0, 7], temos que

% (10 = c0IF) = 50 = 0,00 - olo)
= {unft) — wu(t) u(t) — o(1)
= M OP a0 + F((8) = Mo s (0),
(e u(t) - o(t)
M P2 0), = (O 20 (0)seul®) — v(0)
) ~ F(0).ut) - v(e).

Também, para ¢ € [0, 7], temos que

ld 2 _ p—2 _ p—2 _
5zl —v@I7) = = Mo ua(t) = o () va(t), ua(t) — vs(t))

+(f(u(®) = f(o(t)), u(t) — o(t)).

Pelas desigualdades de Cauchy-Schwarz e de Tartar segue que

5o (@) —v®IF) = =Mua(O)Fus () — [oa (O va (1), ua(t) — va(t))
)

IA
|
>~
finy
<

8
—~
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(@) = fe@)[[lut) —vo@)]]
—AC0olua () = v (O + 1 (u()) = Flo@)lu@) —o@)]
—ACollua(t) — va ([} + Cullu(t) — v(®)]I,

IN

IN
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parat € [0,7],onde C; = sup |f'(u)] < 0o, com K sendo a constante cuja existéncia
ue(—K,+K)
foi enunciada na observagao (5.2). Integrando essa expressao de 0 a ¢, obtemos

1 1 t
Sllu®) = v = Slluo —wl* < / ~ACollua(s) = va(s)|5ds
t

+ [ illuts) = ot s,
para t € [0,7]. Dessa maneira, obtemos que
lu(t) —v(®)? < —2CoA / lua(s) = va(s)[pds + [Juo — vol|*
#2 [ Culuts) — (o) s
OLema de Gronwall-Bellman implica que
Ju(t)~ O < (~27C0 [ o) = v + = ) 2555
para todo ¢t € [0,7]. Dai,
lu(t) = v(®)[* < —2ACoe* /t u(5) = va(s)|[ds + €2 [|uo — vo|?,
0
para t € [0,T] e, portanto,
Jutt) = w17 + 22606 [ fua(s) = s < 2o~ vl
0
Como C; > 0 e [0,T] temos que €*“1* > 1 e concluimos que
lu(t) = v(t)[* + 2XCo /Ot lu2(s) = va(s)llbds < €2[|ug — wo|?, ¢ € [0, 7]

o que demonstra (5.6). Para mostrar (5.8), tomando v(t) = 0, que é uma solugao de (5.1),

em (5.9) temos, para t € [0,7T], que

%(inu(t)n?) = ~Mua (O Pua(t), us(8)) + (f (u(t)), u(t))
= =Mu (O] + (f(ul(t)), u(t)),

ou seja,
d 2 +r +r
SO = 2Ol +2 [ SO + O~ s
< “2Mlus ()5 + C = [lu(t)] Zi:
onde C'= sup {2f(w)u+ ||ul|} < +oo. Logo,

ue(—K,+K)

d al T
Zlu®” + 2M ua @)1l < C = u®lZr, ¢ € [0,7].
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Integrando de 0 a ¢, obtemos que

t t
()] + 27 / lua(s) [2ds < / T — Ju(s)|tds + [lu(O)[2, ¢ € [0,7),

ou ainda,

t t
lu(t)]? +2/\/O ||ua:(5)||§ds+/0 lu(s)llgirds < Ct + [luoll?, t € [0,T].

q q+r
Seja F'(u / flv |u| ﬂ . Entao,
q+r

el = (up we) = AJual”*va)e + f(u), ue)

= M(JuaP?ug)zs we) + (f(w), uy)

d( )\/1 1
= —|(—= |uxpda:+/ F(u)dx |,
i\ ) | i (u)

fudl? = 5 (~2hua0l + [ Fluteyi). (5.10)

onde t € [0,7]. Portanto,

1 ~ . ~ .
Como uy € WP, entao integrando em ¢ a expressao acima obtemos

' 2__éu p lux xéu P—lux x
/0 (o) Pds = =S 01+ / Flu(z, 0)da + S us(0) 1 / Fu(z, 0))dz,

para t € [0,7]. Assim,

p / el + Ml (D)2 = Al (to)ll? + p / Fu(e, 1))dz — p / F(u(0))d,

para t € [0,7]. Além disso,

_p/o F(u(z,0))dz = —p f(v(z,0))dvdx

/Ou lv(z, 0)]7 2v(z, 0)(1 — |v(z, 0)[")dvda
/0 lv(x,0)] v (x,0) — |v(z,0)|9""?v(z, 0)dvdx
lu

(z, 0] |u(z,0)r*
q q+r

1
= 2 [ eopar+ 2 [ o
0 0
p q p q+r
= £ 0
O + O

lu(0) 15

dx

q—i—r
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Assim, sendo Cy = e C3 = sup{pF(u);u € (—K,+K)} < 400, segue que

;
t

p/ lue(s)[1*ds + Alus (B[} < Alus ()]} + Collu(0) |32 + Cs
0

e assim wu satisfaz (5.8).
|
O préximo Teorema nos garante um resultado sobre a existéncia global de solugoes

para (5.1).

Teorema 5.2. Para todo ug € W,?(0,1), existe uma tinica solugio forte u(-) de (5.1) em

[0, 400) com u(0) = ug satisfazendo

u e C((0, +00); Wy™P) (5.11)

t2u,(t) € L*(0,T; L?) para todo T > 0. (5.12)

Demonstracao: A unicidade é consequéncia direta doLema 5.1(i), pois se u e v sdo
solugoes de (5.1) com u(0) = v(0) = ug entao ||u(t) —v(¢)]|* < 0, o que nos fornece u = v.

Estd garantida pelo Teorema 5.1 e pelas observagoes 5.1 e 5.2 a existéncia local do
problema (5.1), o qual assegura que (5.1) tem uma solugao local forte para toda fungao
uy € WyP. A existéncia global dessa solucio é mostrada com o uso da equacio (5.8), e
concluimos que ||u||Lp(O,T;WO1,p(O71)) é limitada para todo 7" > 0.

Faremos agora apenas um esboc¢o da demonstragao de (5.11) e (5.12). Seja agora
{up} € W;* uma sequéncia tal que ul} — ug em L? se n — oo. Seja u” uma solucao forte

de (5.1) em |0,00) com u™(0) = uy para todo n € N. Podemos mostrar que existe uma
0

funcao u tal que, se n — o0,
u" — u em C([0,T]; L*) N LP(0,T; W, ).
Com efeito, como u™ é solugao forte de (5.1) com u™(0) = ug, entao por (5.6),
lu"(8) — ™ ()] < e ug — ug'|]?, (5.13)

para todo m,n € N e todo t € [0,T]. Sendo uf convergente em L?, entdo ¢ uma sequéncia

de Cauchy em L2, ou seja. [|[u? — u™||?> — 0, quando m.n — oo. Assim, pela expressao
y ) ) 0 0 ) ) )

acima temos que

lim |lu™(t) —u™(t)|| =0

n,Mm— 00
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para todo t € [0, 7], ou seja, {u™(t)} é uma sequéncia de Cauchy em L?, que é um espago

de Hilbert. Logo existe u(t) em L? tal que
u™(t) — u(t) em L

para todo t € [0, T]. Portanto (5.13) implica v — wem C([0,T]; L?). Também por (5.6)

vemos que {u"} ¢ limitada em L?(0,T;W,™"), o qual é um espaco reflexivo. Portanto,
u" — u em C([0,T]; L*) N LP(0,T; W, ).

Segue da equacdo (5.7) que {t'/2u? ()} e {t'/Pu"(t)} sdo sequéncias limitadas em L?(0, T’; L?)
e L>(0,T; I/VO1 P}, respectivamente. Entdo podemos escolher uma subsequéncia de {u"},

a qual denotaremos pelo mesmo nome, tal que
u' =y, em L*(0,T;L%) e u" — u em L>(5,T;L7)
para todo 0 > 0 e ¢* > 2. Portanto, o fato do operador subdiferencial
u — —A|ug [P ?uy) .

ser fechado segue usando [16] que u é uma solugao forte de (5.1), com u(0) = ug e
satisfazendo (5.12).
Resta provar a equacao (5.11). Usando que u € C([0,00); L?) e a limitagao da norma

||us ()], em [d,400) para qualquer § > 0, podemos mostrar que
u: (0, 400) — W, P (5.14)

é fracamente continua. Além disso, por [4],Lema 3.3, vemos que [u,(-)[[} é absoluta-
mente continua. Como VVO1 P ¢ um espago de Banach uniformemente convexo, segue das
observagoes acima que u : (0, +00) — I/VO1 P ¢ fortemente continua. |

Observemos que o Teorema acima garante também a existéncia, uncidade e existéncia

global de solugoes do problema estudado no capitulo 4.

5.3 Algumas Propriedades Assintdéticas

Nesta se¢ao, garantiremos a existéncia de um semigrupo para o problema (5.1),

mostraremos que esse semigrupo ¢ um sistema gradiente e, para um dado inicial wy,
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o conjunto w—limite de ug pertence aos pontos de equilibrio de (5.1). Essas propriedades
sao necessarias na demonstragao de existéncia de um atrator global para o problema (5.1).
Levando em conta entao o Teorema 5.2, definimos uma familia de aplicagoes

T(t): Wy? — Wy, t >0 tal que

T(t) : W&’p — Wol’p

ug > T(t)ug = u(t; up)

onde u(+; ug) denota a solugao forte de (5.1), com u(0) = ug, em [0, 400).

Vamos mostrar agora {T'(t);t > 0} é um semigrupo em W,"*, conforme [13].
Lema 5.2. A familia {T(t) : Wy? — Wy t >0} tem as sequintes propriedades:
(i) T(0) =1, onde I ¢ o operador identidade em W, ;
(ii) T(t)(T(s)ug) = T(t + s)ug para todo ug € Wy e t,s > 0.

Demonstragao:
(1) Seja ug € WyP. Entao T(0)ug = u(0; ug) = ug. Assim T(0) = 1.

(i1) Sejam ug € W, ? e t, s > 0. Entao,
T()(T(s)uo) = T(t)(uls; uo)) = u(t; u(s; uo))-

E, por outro lado,

T(t + s)ug = u(t + s;up), para t,s > 0.

Defina g = u(s;up) e assim u(t;q) = u(t;u(s;ug)). Observamos que, se u(t) é solucao
de (5.1) no intervalo (a,b), entdo para qualquer s € R, u(t — s) é solucao de (5.1) em

(a+ s,b+ s), pois se y(t) = u(t — s), para t € (a + s,b+ s), temos

y(t) = u(t—s)
= AMua(t = )" 2ua(t — 5))a + flu(t — 5))
= My(t)P 2y (1) + f(y(1)),

ou seja, y(t) = u(t — s) é solugao de (5.1) em (a + s,b+ s). Consideremos agora

u(t) = u(t; q) = ult; u(s; up))

us(t) = u(t + s;uyp),
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para t,s > 0. Temos que u; é solugao de (5.1) e uy é também solugao de (5.1), pela
observagao logo acima feita. Além disso, u;(0) = u(0;q) = q e u2(0) = u(s;ug) = ¢. Logo,
uy e ug sao solucoes do mesmo PVI e este fato nos leva a concluir, através da unicidade

da solucgao, que u; = us, ou seja,
T)(T'(s)uo) = ult; q) = wa(t) = uz(t) = u(t + s;uo) = T'(t + s)uo,

e logo T(t)T(s) = T(t + s). u

A partir disso, segue o seguinte resultado
Lema 5.3. A familia {T(t) : Wy? — Wy t >0} tem as sequintes propriedades:
(i) Para cadat >0, T(t) € continua de W,” em Wy,
(ii) Para cada wy € Wy, T(-)ug € continua de [0, +00) em W™,
(i11) T(0) =1;
() T()(T(s)ue) = T(t + s)uo para todo ug € Wy e para todo t,s > 0.

Através do Lema 5.3, é possivel definir o conjunto w— limite, w(ug), associado com

{T'(t)up; t > 0} da seguinte maneira

wiuo) = YUT ()}

t>0 s>t

P

para ug € Wol’p. Sabe-se que se v € w(uy) entdo existe uma sequéncia t, — +00
tal que T'(t,)ug = u(tp;up) — v em Wol’p. Pelo Teorema 1.12, segue que a Orbita
{T(t)up;t > 0} é um conjunto pré-compacto em L? e portanto w(ug) é um conjunto

nao-vazio.

Lema 5.4. Para cada T > 0 e B C Wy” limitado, a aplicagio (ug,t) — T(t)uy €
continua em B x [0,T] e, além disso, existe Ty > 0 tal que para cada t € (Ty,T], se

{un, ()} C {un(t, B)} entao {u,(t)} tem uma subsequéncia convergente.
Demonstracao: A prova desse resultado pode ser encontrada em [7]. |

1, P , . .
Teorema 5.3. Para cada ug € Wy'', w(ug) € nao-vazio, compacto, invariante, conexo em
Wl

07p 6

d(u(t; ug), w(ug)) = veiwn(go) | (t;u0) — vl, — 0, t — +o0.
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Além disso,

w(ug) C Ex = {6 € WyPs M|dal"2¢0)a + 0] (1 — |¢]") = 0 em (0,1)}.

Demonstracao PeloLema 5.4 temos que v+ (ug) = {T'(t)ug; t > 0} é compacto, pois
¥ (up) é um conjunto pré-compacto e pelo Teorema 1.8 segue que w(ug) é nao-vazio,

compacto, invariante, atrai ugy e é conexo. Resta mostrar que w(uy) C E). Considere

Ve W,? — R
1 u(x P u(x,t)
u(t) — Viu(1) = / [AM— / £(6) ds] dr,

p

com f(u) = |u|9?u(1 — |u|"). Note que
e I/ ¢ continua;
o V(u) — +oo se HuHWOLp — +00;
e V' ¢ limitado inferiormente;

’ ~ 1 .
e V é nao-crescente em t para cada uy € Wy, pois

d _d |u$(xt “(‘“
dtv<()>_aox // ) de da

= —/0 Mg (2, )" ug (2, 1))z, ) + f(ulz, 8))uy(z,t) do
= —/01 ug(x, t)ug(x,t) doe = —/01 uy(x,t)? dz < 0.

Ainda, se V(T'(t)u) = V(u), para todo t > 0, entao %V(T(t)u) = (0 para todo t > 0, o

1
/ ui(z,t) dv =0
0

para todo ¢t > 0, ou seja, us(x,t) = 0 em quase todo ponto x € [0, 1] e para todo t > 0.

que implica

Logo u é ponto de equilibrio de (5.1). Assim temos que 7'(t) é um sistema gradiente e
pelo lema 1.5 que w(ug) C Ej. u

Nao estudaremos a existéncia de atratores globais para o problema (5.1). Isto pode
ser feito com o auxilio de algumas estimativas sobre as solugoes desse problema de modo
a garantir dissipatividade e compacidade assintotica. Uma maneira de obter estas esti-

mativas pode ser encontrada em [10].
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