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Resumo

Neste trabalho apresentamos uma introdugao a entropia topologica de aplicacoes e sua
generalizacao para agoes de semigrupos. O desenvolvimento tedrico é construido sobretudo de
acordo com os artigos de Adler, Konheim e McAndrew [1], Bowen [3] e Hofmann e Stojanov
[10]. O trabalho apresenta-se, basicamente, discutindo a nogao de entropia topologica em
cada um destes artigos, destacando suas principais defini¢oes, propriedades e teoremas. Em

particular, apresentamos comparacoes entre estas diferentes defini¢coes de entropia.

Palavras chave: Entropia, Entropia Topologica, A¢oes de Semigrupos.



Abstract

In this work we present an introduction to topological entropy of maps and its genera-
lization to semigroup actions. The theoretical development is built primarily according to
the articles of Adler, Konheim and McAndrew [1], Bowen [3| and Hofmann and Stojanov
[10]. This work presents the notion of topological entropy in each of these articles, its main
definitions, theorems and properties. In particular, we present comparisons between these

different definitions of entropy.

key words: Entropy, Topological Entropy, Semigroup Actions.
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INTRODUCAO

Historicamente, a nogao de entropia passou por um processo evolutivo e, assim como
outros ramos da Matemaética, adquiriu diferentes formas e ramificagbes. A palavra entropia,
por exemplo, foi primeiro empregada em 1864 num trabalho sobre termodinamica de Clausius.
Enquanto até entao nao havia adquirido um significado intuitivo que fosse satisfatorio, foi
com Maxwell e Boltzmann que houve a primeira grande reinterpretacao de seu conceito. Eles
elaboraram uma teoria atémica do calor com base em probabilidades, ou seja, a Mecanica

Estatistica [11].

Uma outra revolugao no seu conceito surgiu com o desenvolvimento das telecomunicacoes.
Faltava uma teoria matematica que fosse capaz de predizer a capacidade de um canal de
comunicagao e, principalmente, em como armazenar e transmitir informacgao de maneira mais
econdmica. Em 1948, Shannon [19] apresentou esta teoria, na qual a entropia desempenhava
um papel central. Nascia entao a Teoria da Informacao e com ela o conceito de entropia

ganhava nova interpretacao.

Kolmogorov e Sinai, respectivamente em 1958 e 1959, baseando-se na entropia em teoria
da informacao, introduziram o conceito de entropia em sistemas dinamicos, o que propiciou
grande crescimento da teoria ergdédica. Em particular, percebeu-se que a entropia é um
invariante util para determinar se dois sistemas dindmicos nao sao conjugados (sistemas
dindmicos conjugados tem a mesma entropia) [11]. Mais especificamente, dado um espago
de medida X e uma aplicacao mensuravel f : X — X, no qual a medida é invariante por f,

Kolmogorov introduziu a entropia desta aplicacao por meio das particoes mensuraveis de X.

O conceito de entropia, sem a necessidade de medidas invariantes, foi apresentado por
Adler, Konheim e McAndrew [1] em 1965. Eles definiram entropia de modo puramente topo-

logico para aplicagdes continuas em espacos topolégicos compactos, substituindo as particoes
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mensuraveis por coberturas abertas do espago topologico. Em 1971, Bowen [3| apresentou
uma nova definicao para a entropia em espagos métricos nao necessariamente compactos e,
em 1995, Hofmann e Stojanov [10] definiram a entropia para ag¢oes de semigrupos. Recente-
mente, devido o crescimento do emprego de sistemas de controle na resolugao de problemas
em canais de comunicagao, com especial interesse na informagcao necessaria para a conclusao
de tarefas, tem-se também uma nova nocao de entropia: a entropia invariante para sistemas
de controle [6]. Neste sentido, a entropia invariante mede com que frequéncia fungoes de
controle devem ser ajustadas de modo a evitar que as suas solugoes deixem um subconjunto

de um espaco estado.

Nesta dissertacao temos como objetivo apresentar uma introdugao a entropia topologica.
O desenvolvimento tedrico é construido sobretudo de acordo com os artigos de Adler, Ko-
nheim e McAndrew [1], Bowen [3] e Hofmann e Stojanov [10]. O trabalho desenvolve-se,
basicamente, discutindo a noc¢ao de entropia topologica em cada um destes artigos, des-
tacando suas principais defini¢oes, propriedades e teoremas. Em particular, apresentamos
comparagoes entre estas diferentes defini¢coes de entropia e, mais especificamente, temos a
evolucao do conceito de entropia topologica de aplicagoes, até sua generalizagao para acgoes

de semigrupos.

No capitulo 1 vemos alguns conceitos basicos sobre semigrupos, grupos e medidas. Eles
sao apresentados apenas no sentido de auxiliar a construcao dos resultados posteriores. Uma
introducao preliminar da entropia em teoria da probabilidade e em teoria ergédica também

surge com o intuito de motivar os desenvolvimentos seguintes em entropia topologica.

No capitulo 2 estudamos a entropia topologica tal como primeiro apresentado por Adler
et al [1]. Neste caso, para X espago topologico compacto, a entropia topologica é definida
para uma aplicacao continua f : X — X e seu célculo é efetuado em termos das coberturas

abertas de X.

No capitulo 3 temos a definigdo de entropia topolégica de Bowen [3], dada para aplica-
¢oes uniformemente continuas em espacos métricos. Provamos também a equivaléncia das
defini¢bes de Bowen e Adler para um espaco métrico compacto e, em seguida, apresentamos

a no¢ao de medidas homogéneas e calculamos a entropia de algumas aplicacoes lineares.
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No capitulo 4 apresentamos a nocao de entropia topoldgica para agoes de semigrupos com
o estudo do artigo de Hofmann e Stojanov [10]. A entropia topologica ¢ definida para uma
agao uniforme de um semigrupo (ou grupo) localmente compacto sobre um espago métrico.
Esta nova defini¢ao é consistente com a definicao de Bowen. Na verdade, a entropia topologica
de uma acao é uma generalizacao da entropia topolégica de uma aplicacao. Neste capitulo a
nocao de medida homogénea também é generalizada e temos alguns resultados referentes a

entropia de agoes lineares.

Notagao: No decorrer do texto escrevemos cl(Y') para representar o fecho de um conjunto
Y e int(Y') o seu interior. O espectro de uma matriz A é denotado por SpecA e #S denota
a cardinalidade de um conjunto S. Além disso, denotamos log = log,, no qual @ > 1 é um

numero real fixado.



CAriTULO 1

PRELIMINARES

Neste capitulo apresentamos alguns conceitos basicos sobre grupos, semigrupos e medidas.
Em particular, destacamos aqueles referentes a grupos topologicos e a medida de Haar. Nao
nos aprofundaremos nos detalhes e desenvolvimentos destes conceitos, mas os apresentamos
apenas na medida em que sao necesséarios para a construcao dos resultados posteriores. Na
sequéncia, também fazemos uma breve introducao dos conceitos de entropia em teoria da

probabilidade e em teoria ergddica.

1.1  Grupos, Semigrupos e Medidas

Aqui temos as defini¢coes de grupo topoldgico e medida de Haar. Outros resultados tam-

bém sao apresentados e maiores detalhes podem ser vistos nas referéncias 9] e [16].

Definigao 1.1. Sejam X um conjunto e A uma colecao de subconjuntos de X . Dizemos que

A € uma dlgebra se forem wvdlidas as sequintes condigoes:
(i) X e A;

(ii) Se A e A, entao X\A € A;

(iii) Se Ay, Ao, ..., A, € A, entao |J;_, A; € A.

Dizemos que uma dlgebra A é uma o-dlgebra se a condi¢do (iii) pode ser generalizada para

unioes infinitas enumerdveis.

Os conjuntos de uma éalgebra (resp. o-élgebra) A sdo chamados conjuntos mensurdveis.

Um espago mensurdvel é um par (X, A) onde A é uma o-algebra de X. A algebra gerada
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(resp. o-algebra gerada) por uma classe C' de subconjuntos de um conjunto X define-se como
a menor algebra (resp. o-algebra) de X que contém C. Uma tal dlgebra (resp. o-élgebra)
sempre existe. Para X espago topologico tem-se o que denominamos de o-dlgebra de Borel,
isto é, a o-algebra gerada pelos conjuntos abertos de X. E comum designar os elementos

desta o-algebra por borelianos.

Definigao 1.2. Se (X, A) e (Y, B) sao espagos mensurdveis, entao dizemos que uma aplica¢ao

f: X =Y é mensurdvel com respeito as o-dlgebras A e B se f~'(B) € A para todo B € B.

Para X e Y espacos topologicos, f : X — Y é mensurével se o é com respeito as o-algebras

dos borelianos. Note entao que toda funcao continua é mensuravel.

Definigao 1.3. Seja pi: A — [0, 00| uma fungao definida numa dlgebra A de algum conjunto
X, onde [0, 00| representa R U{oc}. Dizemos que é aditiva se u(0) = 0 e para Ay, As, ..., Ay,

elementos dois a dois disjuntos em A tivermos

% (U Az’) = ZM(Ai)-

Uma tal funcao diz-se o-aditiva se esta utima condi¢ao valer para familias enumerdveis de

elementos de A.

Para uma funcéo c-aditiva temos p(A) > 0 para todo A € A e dados A; C Ay em A
verifica-se p(A;) < u(As). Além disso, se Ay, Ay, ..., A, s@o elementos em A (ndo necessa-
riamente disjuntos)

p (U Ai) < ZM(Az‘)-
i=1 i=1

Por medida denominamos uma fun¢ao o-aditiva p definida numa o-algebra A. Um espago
de medida é uma terna (X, A, ), no qual (X,.A) é um espago mensuravel e ;1 é uma medida
definida em A. Se u(X) = 1 dizemos que p é uma medida de probabilidade e (X, A, i) é um
espaco de probabilidade.

Definigao 1.4. Sejam (X, A, pn) e (Y,B,v) espagos de medida. Dizemos que uma aplica¢ao
mensurdvel f : X — Y preserva medida se u(f~'B) = v(B) para todo B € B. No caso de
f: X — X, podemos dizer que a medida p € f-invariante, isto é, u(f~'A) = u(A) para todo
Aec A
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Agora apresentamos as defini¢ées de grupo topolégico e medida de Haar.

Definicao 1.5. Um grupo topologico G € um grupo munido de uma topologia compativel com

a opera¢ao no grupo, isto €, no sentido em que

(i) m: G x G — G, m(g,h) = gh, é uma aplicagao continua ao considerar G x G com a

topologia produto;
(ii) i: G — G, i(g) = g7, € continua (e, portanto, um homeomorfismo pois i~* = i).

Por sua vez, G serd um semigrupo topoldgico se possui uma opera¢ao associativa e uma

topologia de modo que (i) € satisfeita.

Exemplo 1.6. Sejam K e H grupos (no sentido algébrico) e n : H — Aut(K) um homo-
morfismo do grupo H no grupo dos automorfismo de K. Entao, conforme em [9], -, denotara

a operacao definida sobre o conjunto H x K da seguinte maneira:

(K1, ha) -y (K2, ha) = (kin(hi)k, hihs).

Segue que (K x H, ;) ¢ um grupo, chamado o produto semidireto de K por H com homomor-
fismo 7. A identidade é (eq, e2) no qual ey, e sao as identidades de K e H, respectivamente.
O inverso de um elemento (k,h) em K x, H ¢ (n(h"1)k~',h~'). Suponha agora que K e H

sao grupos topologicos e que

v: KxH — K
(k,h) = O(k,h) =n(h)k

é uma aplicacdo continua (K x H visto com a topologia produto). Em particular, cada n(h)
¢ homeomorfismo de K em K. Note que ao supormos v continua e K, H grupos topologico
temos a continuidade das aplica¢oes multiplicacao e inverso para G = K x, H na defini¢ao

1.5. Portanto, o produto semidireto K x, H com a topologia produto é um grupo topolégico.

Definicao 1.7. Um grupo G € dito um grupo de Lie se G possuit uma estrutura de variedade

diferencidvel tal que as operac¢oes multiplicagao e inversao do grupo sao diferencidves.

Para F = R ou C o grupo linear Gl(n,F) das matrizes invertiveis ¢ um exemplo de grupo

de Lie. Dados G grupo (no sentido algebrico) e Hj, Hy subgrupos de G, dizemos que H;
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1

é conjugado a H, se existe g € G tal que H; = gHyg . Neste sentido, temos o seguinte

importante teorema cuja demostra¢ao pode ser encontrada em [20].

Teorema 1.8 (Teorema de Lie). Seja G um subgrupo conezxo solivel de Gl(n,C). Entio, G

€ um conjugado a um subgrupo de matrizes tridingulares superiores.

Definicao 1.9. Sejam F um corpo, G um grupo e n = 1 um inteiro. Uma F-representa¢ao

matricial de G de grau n é um homomorfismo de grupos A : G — Gl(n,TF).

Definicao 1.10. Uma ac¢ao a esquerda de um semigrupo G com identidade e sobre um

conjunto X € uma aplicagao I' : G x X — X com as sequintes propriedades:
(i) T'(e,z) = x para todo x € X;
(ii) T'(gh,z) =T(g,T'(h,x)) para todo g,h € G e para todo x € X.

Exemplo 1.11. Considerando X um espago topoldgico e o grupo aditivo dos reais, um fluxo
continuo ou sistema dinamico continuo em X ¢é uma aplicacao continua ® : R x X — X
satisfazendo (i) e (ii) da definigdo acima. Note, portanto, que um fluxo continuo em um

espaco topologico X é uma acao de R em X. Para cada t € R temos a aplicacao
o, X — X
x — Dyx) =P(t,x).
Neste sentido, para pu medida definida na o-dlgebra de Borel A de X, dizemos que u é
invariante pelo fluxo se u(®:A) = p(A) para todo A € A e todo t € R. Nas condigdes acima,

se ao invés de R considerarmos 7Z, temos o que é denominado um fluxo discreto ou sistema

dinamico discreto.

Agora, sejam X um espaco topoldgico localmente compacto e A a o-algebra de Borel de

X. Uma medida de Borel u sobre (X, .A) é uma medida regular se
(i) Para cada B em A temos p(B) = sup{u(K); K C B, K compacto};

(ii) Para cada B em A temos u(B) = inf{u(U); B C U, U ¢ aberto}.

Defini¢ao 1.12. Sejam G um grupo (topoldgico) localmente compacto e A a o-dlgebra de

Borel de X. Seja o uma medida de Borel reqular sobre G satisfazendo:
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(i) u(K) < oo para todo subconjunto compacto K em X ;
(i) w(U) > 0 para algum subconjunto aberto U em X;

(iii) p(Ag) = u(A) para todo A€ AegeQG.

Entao, dizemos que j € uma medida de Haar invariante a direita (ou simplesmente, medida

de Haar).

Para um grupo localmente compacto G sempre podemos garantir a existéncia de uma
medida de Haar invariante a direita. Um exemplo de medida de Haar em R™ é a medida de

Lebesgue.

Observagao 1.13 (Lema de Zorn). Seja X um conjunto nao-vazio. Uma rela¢ao binaria <
em X é uma relacao de ordem parcial em X, e diz-se que X é um conjunto parcialmente
ordenado por <, se dados x,y,z € X valem as propriedades: = < z;se ¢z < y e y < x entao
r=1y;ser <yey < zentao x < 2. Um elemento x € X é um limite superior de um
subconjunto S C X se, para todo s € S, vale s < x. Um conjunto C' C X é totalmente
ordenado por < se, para todos a,b € C, tem-se a < bou b < a. Um elemento z € X é um
elemento maximal de X se, para todo y € X tal que z < y, tivermos x = y. O lema de Zorn
enuncia-se entao: Um conjunto nao-vazio parcialmente ordenado, no qual todo subconjunto

totalmente ordenado possui um limite superior, tem um elemento maximal.

1.2 Preliminares em Entropia

Aqui apresentamos alguns conceitos preliminares em entropia. Novamente nao nos preo-
cupamos com detalhes e nem com o aprofundamento das exposicoes. Contudo, destacamos
aquilo que se pode dizer o inicio da formalizacao matematica do conceito de entropia, isto é,
sua conceituagao em teoria da probabilidade. Um fato relevante é que este desenvolvimento
tedrico da entropia serve como motivacao para a introdugao da entropia em teoria ergddica

e, consequentemente, para o estudo em entropia topoldgica feito nos préximos capitulos.
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1.2.1 O conceito de Entropia na Teoria da Probabilidade

O conceito de entropia visto a seguir foi inicialmente empregado por Shannon [19] em
1948 nos seus estudos em teoria de informagao. Contudo, foi com Khinchin [12] em 1953 que
ganhou a devida formalizagao matemaética. Baseados em [11], [12] e [13] é que apresentamos

estes resultados.

Definicao 1.14. Por um sistema completo de eventos entendemos um conjunto finito de
eventos A1, Ao, ..., A, tais que um, e somente um deles, pode ocorrer em cada realizacao de
uma experiéncia aleatoria. Se aos eventos Ay, As, ..., A, aparecem associdas suas respectivas
probabilidades p1,pa, ..., pn, satisfazendo p; = 0 e > p; = 1, temos o que chamamos de

experimento finito e representamos por

A Ay oo A,

A= . (1.1)
pPr P2 - Dn
Considere os experimentos finitos
- Al A2 An ; B B, By --- Bm
pP1r P2 - DPn @1 492 ' dm

Os experimentos A e B sao ditos independentes se a probabilidade 7, de ocorréncia si-
multanea dos eventos Ay em A e By em B é prq. Entao, o conjunto dos eventos AjB;
(1 < k< n,1 <1< m)com probabilidades 7y representa outro experimento finito, o qual

chamamos o produto de A e B.

Note que todo experimento finito define um estado de incerteza. Neste sentido, é correto
pensar que a quantidade de incerteza é diferente para experimentos finitos diferentes. Para

exemplificar, considere

A A A A A A
. 1 2 . B- 1 2 o= 1 2
0,5 0,5 0,99 0,01 0,3 0,7

Observe entao que o experimento finito A tem muito mais incerteza do que o experimento

finito B, enquanto o experimento finito C' representa um caso intermediario entre A e B.

Questiona-se agora se é possivel associar um valor numérico que represente a incerteza

de um experimento e que ao mesmo tempo seja condizente com o caso acima. Neste sentido,
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vamos introduzir uma quantidade que a principio se apresenta como uma medida aceitavel
desta incerteza associada a um dado experimento finito. Para o experimento finito A em

(1.1) considere

H(A) == H(p1,pa, -, pa) = — Y plog pi, (1.2)
k=1

na qual os logaritmos sao dados em uma base fixa arbitraria e assumimos pglogp, = 0 se

pr = 0. A quantidade H(A) é entdo chamada a entropia do experimento finito A.

Um fato importante é que esta fungao é obtida de modo a satisfazer algumas propriedades
consideradas desejaveis no que se diz respeito a medida de incerteza de um experimento finito.

Dentre elas, destacamos:

(i) H(p1,p2,---,pn) = 0 se, e somente se, algum p; assume o valor um e os demais sdo zero;

(ii) H(p1,p2y---,Pn,0) = H(p1,pe,--.,Dn), OU seja, acrescentando um ou mais eventos im-

possiveis a um experimento nao mudamos sua entropia;

(iii) Se A e B sao experimentos finitos independentes, temos H(AB) = H(A)+ H(B), onde
H(AB) representa a entropia do produto AB;

(iv) Se A e B sao dependentes, temos H(AB) = H(A) + Ha(B), onde H,(B) representa
esperanga matemética de H(B) no experimento A, isto é, representa a incerteza do

experimento B dado que o experimento A ja ocorreu;

(v) Ha(B) < H(B), isto é, a incerteza do experimento finito B s6 pode diminuir com o

conhecimento do resultado ocorrido em A;

(vi) Para n fixo, a entropia assume seu valor maximo quando a probabilidade p; (1 < i < n)

é constante e igual a 1/n.

Note que ao realizarmos um experimento obtemos informagao, e com ela a incerteza é
completamente eliminada. Entao, ao medirmos a incerteza de um experimento finito por sua
entropia H(A) é natural expressar a quantidade de informagao necesséaria para remover esta
incerteza por H(A). Portanto, podemos considerar a quantidade de informagcao obtida na

realizacao de um experimento finito sendo igual a entropia do experimento.
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Considere H(p1,po, ..., p,) uma fungio definida para qualquer inteiro n e para todos os
valores pi,...,p, tais que pr, = 0 e Zzzl pe = 1. E possivel provar que se esta funcéo
é continua com respeito a todos os seus argumentos e se desejamos que ela satisfaga as

propriedades (i), (ii) e (iii) acima, entdao devemos ter necessariamente

H(p17p27 s 7pn> - _)\Zpk logpka
k=1

onde A é uma constante positiva (veja [13|, p. 9). Isto significa que a expressao acima para
a entropia de um experimento finito é a tinica possivel se desejamos que certas propriedades
sejam satisfeitas e esteja de acordo com a interpretacao do conceito de entropia (como medida

de incerteza ou como quantidade de informagao).

1.2.2 Entropia em Teoria Ergoédica (Entropia Métrica)

Seja (X, A, p1) um espago de medida. Muitos fendmenos importantes na natureza e nas
ciéncias experimentais sdo modelados por objetos matematicos (aplicagoes, fluxos, ...) em X
que deixam invariante sua medida. Neste sentido, em termos simples, a Teoria Ergodica surge
como a disciplina matemética que estuda estes objetos munidos com medidas invariantes.
Inserido neste contexto, apresentamos a seguir a definicao de entropia em Teoria Ergodica,
também em algumas literaturas denominada entropia métrica. Para uma visao mais completa

destes assuntos, recomendamos [7], [15] e [21].

Definigao 1.15. Seja (X, A, ) um espago de probabilidade. Uma particao mensurdvel de

(X, A, 1) € uma colegao finita de subconjuntos mensurdveis de X cuja uniao é X.

Denote uma tal particdo por P = {A;, As, ..., A,}. Entdo, a entropia da partigao P é

definida como
Z p(A;) log fu(A4;).

Para quaisquer duas particoes P e Q em X, dizemos que a particao Q ¢é mais fina que
P, P < Q, se cada elemento de Q estd contido em algum elemento de P. O conjunto
PvQ={ANB; AecP,B e Q} é uma nova partigao de X e podemos ver que H,(PV Q) <
H,(P) + H,(Q).
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Agora, se f : X — X é uma aplicacao mensuravel e P é uma particao arbitraria de X,
temos que a familia f~'P = {f7'A4; A € P} ¢ uma nova partigao de X. Note também que
fHPVQ) = f~YP)vf~1(Q). Além disso, se f preserva medida, temos H,(f~'P) = H,(P).
Entdo, para a particio PV f~IP V...V f""P de X, apresentamos a defini¢do abaixo.

Definigao 1.16. Sejam (X, A, ) um espago de probabilidade e f : X — X uma aplicag¢io que
preserva medida. Definimos a entropia métrica da aplicagao f com respeito a uma parti¢ao

P como sendo o nimero real
hy(f,P) = lim H (PVf'PV...vfP) /.
A entropia métrica da aplicagao f € entao definida por
hu(f) = Sup hu(f,P),
no qual o supremo € tomado sobre todas as particoes mensurdveis P de X.

O limite da definigao existe e segue por um argumento de subaditividade de modo anélogo

ao visto adiante para entropia topologica.



CAPITULO 2

ENTROPIA TOPOLOGICA

Este capitulo é dedicado ao estudo da entropia topolégica conforme apresentado por Adler,
Konheim e McAndrew [1] em 1965. Mais precisamente, aqui a entropia topologica é dada
para uma aplicacao continua f : X — X definida sobre um espaco topolégico compacto X
e ¢ calculada em termos das coberturas abertas deste espago. No que segue apresentamos
suas principais propriedades e teoremas, e os exemplos sao dados considerando-se X espaco

métrico compacto.

2.1 Entropia Topologica

2.1.1 Definicoes e Propriedades
Neste capitulo, salvo men¢ao em contrario, X designa um espago topolégico compacto.

Definigao 2.1. Para qualquer cobertura aberta A de X, N(2) denota o nimero de conjuntos
em uma subcobertura de cardinalidade minima. Uma subcobertura de uma cobertura € minima

se nenhuma outra subcobertura contém menos elementos.

Sendo X compacto e 2 uma cobertura aberta, uma tal subcobertura minimal sempre

existe. Assim, conforme na teoria ergddica, chamamos H(2) := log N(2l) a entropia de 2.

Definicao 2.2. Para quaisquer duas coberturas abertas A e B,

(i) o conjunto AV B = {ANB; A c A B € B} ¢ uma nova cobertura aberta de X e é

chamada a juncao de 2 e B;
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(ii) a cobertura B € dita ser um refinamento da cobertura 2, A < B, se cada elemento de

B esta contido em algum elemento de 2.

A seguinte proposicao resume algumas propriedades bésicas.

Proposigao 2.3. (a) A < A, B < B = AV B < A VDB Em particular, temos que
A<AVDB e B <AV B;

(b) A < B = N(®) < N(B), HRA) < H(B);
(c) A<B = N@AVB)=N(B), HAVB) = H(B);
(d) N(AVB) < N@)-N(B) e HAVB) < HRA) + N(B).

Demonstracao: (a) Seja A/NB" € A' VB’ com A’ € A' e B’ € B'. Por hipotese, existem A € 2A
e Be®Btaisque A C Ae B C B. Logo, ANB Cc AN B € 2AVB. Os casos particulares

seguem considerando a cobertura aberta { X} e fazendo-se as devidas adequagoes.

(b) Seja {B,..., Byw)} uma subcobertura minimal de B. Desde que 2 < B para cada
By existe A, € A tal que By, C Ay, k = 1,...,N(B). Entao, {A,..., Ay} ¢ uma
subcobertura de 2 ndo necessariamente minimal. Portanto, temos N () < N(*B) e, como
H () =log N(2l), concluimos que H () < H(B).
(c) Segue pelos itens (a), (b) e pelo fato de AV B < B.
(d) Sejam {Ai,...,Anw@} e {Bi,..., Bn(s)} subcoberturas minimais de A e B, respecti-
vamente. Entdo, {4, NB;;i=1,....N®)ej=1,...,N(B)} é uma subcobertura de
20V B nao necessariamente minimal e com no maximo N (2() - N(8) elementos. Logo, temos
NERAVB) < N - N(B). Além disso, log N( V B) < log N(A) + log N(B) e, portanto,
HRAVB) < HRA) + H(B). O
Sejam X um espacgo topoldgico compacto e f : X — X uma aplicagao continua. Se 2
é uma cobertura aberta de X, entao, pela continuidade da aplicacao f, também temos que

a famflia f~!12 = {f~1A; A € A} ¢ uma cobertura aberta de X. Com relagao a esta nova

cobertura apresentamos as seguintes propriedades.

Proposigao 2.4. (a) A< B = f1A < f~1B;
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(b) fHRAVB) = 1AV f719B;
(c) N(f~') < N(A), H(f'A) < H(A). Quando f € sobrejetiva, N(f12) = N(2A).

Demonstragao: Os itens (a) e (b) sdo imediatos. Seja entao {A;, ..., Ay} uma subcober-
tura minimal de 2. Note que {f'Ay,..., f'Ay@} é uma subcobertura de f~'2 possi-
velmente nao minimal. Logo, N(f™'2A) < N(2l) e, consequentemente, H(f12A) < H(2A).
Agora, para f sobrejetiva, suponha por absurdo que {f 1Ay, ..., f"' Ay} ndo é uma sub-
cobertura minimal de f~'2(. Entao, podemos encontrar {f~'By,..., f~1B,,} subcobertura

minimal de f~!% com B, € 2, k =1,...,m, e tal que m < N(2A). Mas, sendo f sobrejetiva,

temos
X=fX)=/f (Uf_lBk> = J B,
k=1 k=1
donde segue que { By, ..., B} ¢ uma subcobertura minimal de 2 com m < N(2l) elementos,
o que ¢ uma contradigao. O

Definicao 2.5. Uma sequéncia (T,)nen de nimeros reais é dita subaditiva se satisfaz a

condi¢cao Tymin < Ty + , para todo m,n € N.

Lema 2.6. Para toda sequéncia subaditiva (x,)nen, Tn = 0, o limite lim,_, In existe e €

igual a inf,cy 2.

Demonstracao: Inicialmente observamos que a condig¢ao x,, > 0 garante a existéncia do
infimo, logo tome ¢ = inf, ey #+. Pela defini¢ao de infimo, dado € > 0 existe ny € N tal que
Zng

TS cte Para n > ng existem p,q € N com ng > 0 tais que n = ngp + ¢. Assim, por

hipétese, x,, < pxy, + x4. Dal,

x Ty + X x x 1
n n nop  n N\ j=1,..n0
Portanto, quando n tende ao infinito, o resultado segue. O

Proposigao 2.7. O limite

lim H (T/ f’“Ql) /n = lim H (AV AV ) /n

n—00
k=0

existe e € finito.
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Demonstragao: Denote H, = H (AV f~12AVv ...V f~""19). Entao, (H,),en ¢ uma sequéncia

de niimeros reais. Mostraremos que esta sequéncia é subaditiva. Dados m,n € N temos

Hpsn = H AV fAV.V )
= H@AV AV vy @y fv v )
< HEAV AV V) H (7 (AV IRV R0)
< CH AV TAVV T)  H(AV STYY f)

no qual a segunda igualdade deve-se a proposigao 2.4 (b) e as desigualdades seguintes as
proposigoes 2.3 (d) e 2.4 (c), respectivamente. Além disso, pela defini¢ao de entropia de uma

cobertura, temos H,, > 0. Portanto, pelo lema 2.6, o limite acima existe e é finito. O

Definicao 2.8. Sejam X espaco topologico compacto e f : X — X aplicagio continua.
Definimos a entropia topoldgica da aplicacdo f com respeito a uma cobertura A de X como

sendo o numero real
Piop(f,2A) := lim H (AV fAV .oV ) /n,
A entropia topoldgica da aplicacao f € entdao definida por
hiop(f) = Slgllp hiop(f,24),
no qual o supremo € tomado sobre todas as coberturas abertas A de X.

A proposigao abaixo resume algumas propriedades da entropia topoldgica de uma aplica-

¢ao com respeito a uma cobertura.

Proposicao 2.9. (a) hy,(f,2A) < H(A);

(b) A <B = hiop(f,A) < hugp(f,B);

(c) Se f € um homeomorfismo, hiop(f,A) = hiop(f71,2A). Portanto, hiy(f) = hiop(f7).
Demonstragao: (a) Observe que

OSH,=H AV AV ..V <HA)+H(fTA) +... +H(fTA) <n- H),
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no qual a segunda e terceira desigualdades devem-se respectivamente as proposigoes 2.3 (d)
e 24 (c). Assim, 0 < H,/n < H(A) para todo n € N. Logo, lim, . H,/n < H(2) e,
portanto, A, (f,2A) < H ().

(b) Pela proposigao 2.4 (a) temos f~!'2 < f~'B. Logo, de maneira geral, podemos ver
f7*A < f7%B para todo k € N. Entdo, pelas proposicoes 2.3 (a) e 2.3 (b), temos

AV FAV .V FTIA<BY BV B,

HAV AV VTR KH(BY BV v fH8).

Como esta desigualdade vale para todo n € N, dividindo-se ambos os lados por n e tomando-

se o limite, resulta que hy(f, 2A) < hiop(f, B).
(c) Sendo f sobrejetiva temos N(2) = N(f~'2). Logo, H(2A) = H(f'2) e, de maneira

geral, H() = H(f" '2). Como 2A representa uma cobertura arbitraria, podemos ver

HAV AV v ) = H(MH >V Ay v )
= H(AVfAV...V ')
— H@V(YTV v ()T,

donde segue o desejado. O

Definicao 2.10. Seja X um espacgo topologico compacto. Uma sequéncia de coberturas aber-
tas (Ap)neny em X € dita ser uma sequéncia de refinamento de coberturas se 2, < A,11 e,

para cada cobertura aberta B de X, existe A, tal que B <2, .

A existéncia de uma tal sequéncia de refinamento simplifica o calculo da entropia, con-

forme podemos verificar na proposicao abaixo.

Proposicao 2.11. Se (,,)nen € uma sequéncia de refinamento de coberturas em X entdao
htop(f) = nh—>r£10 htop(fa Q[n)

Demonstracao: Dado 2 cobertura aberta de X existe n € N tal que 21 < 2(,,. Logo, pela
proposicao 2.9 (b), temos A, (f, A) < hop(f,2A,,). Assim,

htOP(f) = Slgl[p htOp(fv Ql) < Sglllp ht0p<f7 an)
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Por outro lado, ¢ claro que supg hiop(f,An) < hiop(f). Agora, observe que se (2,,)pen ¢ uma
sequéncia de refinamento, entao (A, (f,2A,))nen € uma sequéncia de nimeros reais crescente.

Portanto, limy, o hop(f, 2An) = supg, htop(f2An) = htop(f). O

2.1.2 Teoremas Principais

A partir de agora apresentamos alguns dos principais teoremas com relacao a entropia
topologica de uma aplicacao. Lembramos que aqui X ainda designa um espaco topologico

compacto.

Teorema 2.12. A entropia topologica de uma aplicagao € um invariante no sentido que
hiop(9fg™") = h(f), no qual f € uma aplicagio continua de X em si mesmo e g € um

homeomorfismo de X sobre algum X'.

Demonstragao: Se 2l é uma cobertura aberta de X, entdao g2 é uma cobertura aberta de X'.

Logo,

hiop(9fg™", 9%) = lim H (gAV (9fg ) g2V ...V (gfg") " g%) /n
= lim H (g% gf g gAV ...V gf " g g) /n

= lim H

n—o0

(
(

= JLIEOH(ngng AV.vgf ) /n
(g(AV fTAV.V ) /n
(

= lim H (AV f7AV...VfH9A) /n

n—o0

= htop(f, Ql)

Dado B cobertura aberta de X’ temos ¢g~!B ¢ uma cobertura aberta de X. Dessa forma,
tomando-se A = ¢~ 1B temos B = ¢2. Em outras palavras, como 2 se estende sobre todas
as coberturas abertas de X e g é um homeomorfismo, temos que g2l se estende sobre todas
as coberturas abertas de X’. Portanto,

hiop(9fg~") = Sup hgfg.B) =suph(gfg", gA) = sup h(f,2A) = heop(f).

g
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Os proximos dois teoremas nao serao demonstrados. As demonstragdes podem ser en-
contradas em [1|. Contudo, salientamos que um resultado analogo, e mais interessante com

relagdo ao nossos propositos, seré apresentado no proximo capitulo (Proposi¢ao 3.7).

Teorema 2.13. hy,,(f™) = mhio,(f) para m um inteiro positivo. Em particular, se f € um

homeomorfismo, entao hioy(f™) = |m| hiop(f) para qualquer inteiro m.

Teorema 2.14. Sejam X e Y espacos topologicos compactos. Considere f; : X — X e

fo: Y =Y aplicagoes continuas. Entao,

iop(f1 X f2) < Puop(f1) + Puop(f2),

sendo fi X fo: X XY — X XY aplicagio continua dada por fi X fo: (x,y) — (fi(z), f2(v)),

no qual X XY € um espago topologico compacto munido com a topologia produto.

Para a demonstracao do préoximo teorema necessitamos do seguinte lema.

Lema 2.15. Sejam (a,)nen € (bn)nen sequéncias de nimeros reais maiores ou iguais a 1 com

lim, o (loga,)/n = a e lim,_,(logb,)/n = b. Entdo, lim,_, log(a, + b,)/n = max{a, b}.

Demonstracao: Para qualquer ¢ > a, b existe um inteiro ng tal que loga, < nc e logb, < nc
sempre que n > ng. Assim, afirmamos que log(a, + b,) < nc + log2 para todo n > ng. De
fato, basta observar que a, = a'°%a% < a" e b, = a'°® < " e assim, como a,,b, > 1,

temos a,, + b,, < 2a™¢. Continuando temos

a = liminf(loga,)/n < liminf(log(a, + b,))/n e
n—oo

n—oo

b = liminf(logb,)/n <liminf(log(a, + b,))/n.
n—oo

n—oo

Além disso, limsup,,_, . (log(a, + b,))/n < limsup,,_,.. (log(nc +log2))/n = c. Portanto,

a,b < liminf(log(a, + b,))/n < limsup(log(a, + b,))/n < c.

n—0o0 n—o00

A expressdo acima ¢é valida para todo ¢ > a,b. Em particular, para ¢ = maz{a,b} + 1/m,

m € N. Entao, fazendo m tender ao infinito, obtemos o desejado. O

Embora a propria cobertura por si s6 indique o espaco que esta cobrindo, os subscritos

em N e H serao empregados no decorrer do texto a fim de se evitar qualquer confusao.
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Teorema 2.16. Sejam uma aplicacao continua f: X — X e X1, Xo subconjuntos fechados
de X com X = X1 UXs e fX; C Xy, fXo CXo. Entao, hop(f) = max{hiop(f1), hiop(f2)},

no qual f1 e fa sao as restricoes de f em X e Xo, respectivamente.

Demonstragao: Seja i = 1,2. Para uma cobertura 2 de X a familia (); = {ANX; | A € A}

define uma cobertura aberta de X;. Podemos ver que

NA(®)) < N(0); (2.1)
@VB) = (@A) V(B); (2:2)

R, = (f ) (2.3)

Para verificar (2.1) observe que se {Al, e ,AN(Q[)} ¢ uma subcobertura minimal de 2(, entao
{A1 NXi ..., Aveny N Xi} é uma subcobertura de (2();, eventualmente ndo minimal. Por

sua vez, (2.2) e (2.3) seguem respectivamente do fato de (ANB)NX; = (AN X;)N(BNX;)
e fFY(ANX;) = f'AN X, validas para todo A € A e B € B.

Agora, seja 2; uma cobertura aberta arbitraria de X;. Afirmamos que existe uma cober-
tura aberta 2 de X tal que (2); = ;. Com efeito, considere A = {AU (X — X;); A € A}
E facil ver que 2 cobre X e é aberta pois AU(X —X;) = X —(X;—A) (note que X, — A fechado
em X; e X; fechado em X implica X; — A fechado em X). Mas, como (AU(X —X;))NX; = A,
temos (A); = 2. Com isso e (2.1), (2.2) e (2.3) obtemos

n—1 n—1 n—1 n—1
N; (\/ fi_kmz) = N (\/ fi—k(gl)i> =N; <\/(f_k9[)i> = N; ((\/ f_kQ[> )
k=0 k=0 k=0 k=0 ;
n—1
< N (\/ f"“Ql) .
k=0
Disso resulta que
n—1 n—1
H; (\/ f{’“%) <H (\/ f’“m> .
k=0 k=0
LOgO, htop(fivgli) < htOP(f? Ql) €, portanto, htop(ﬁ) < htOP(f)'
Por outro lado, para 2 cobertura arbitraria de X temos N(2A) < Ny((2)1) + Na((2A)2).

De fato, sejam {Al NXy, . Anjyy N Xl} e {Bl NXa, ..., By N Xg} subcoberturas
minimais de (2A); e (A), respectivamente. E claro que {Ay, ..., Ay, @), B, - - - Bra(@s) |
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¢ uma subcobertura de 2 possivelmente ndo minimal e com no maximo Ny ((2)1) + N2((2A)2)

elementos. Assim,

k=0 k=0 1 k=0 2
Logo, da igualdade
k=0 k=0 i

n—1 n—1 n—1
log N (\/ f—km> < log <N1 (\/ f{k%) + N, (\/ f;’%)) , (2.4)
k=0 k=0

obtemos

k=0
para todo n € N. Agora, observe que

n—1
(Ni (\/ f{’“%)) i=1,2,
k=0 neN

sao sequéncias de niimeros reais maiores ou iguais a 1 tais que
n—1
lim <log N; (\/ fi_ki’li>> /1= hiop(fi, As).
n—o0
k=0
Portanto, por (2.4) e pelo lema 2.15, temos

hiop(f,2A) = lim log N (T/ f’“Ql) /n

n—00
k=0

< li_>m log <N1 (”\_/ f1k9h> + N, <”\_/ f2k2[2>> /n

k=0 k=0

= max {hop(f1, (2)1), heop(f2, (A)2)} -

Dessa forma, ao tomarmos o supremo, Ay, (f) < max {hiop(f1), hiop(f2) }- O

Teorema 2.17. Sejam X um espago topoldgico compacto e ~ uma relagao de equivaléncia
sobre X. Considere f : X — X wuma aplicagio continua tal que f(x) ~ f(y) sex ~ y e
fiX/— X/~ a aplicagao definida por fr=nf, no qual © € a projecio de X sobre X/~

Entao, hiop(f) < hiop(f)-

Demonstragao: Se € cobertura aberta de X /~, entdo 7~ '€ ¢ uma cobertura aberta de X e

Nx(7m7'€) = Nx,.(€). Com efeito, se {Cl, e CNX/N(@} ¢ uma subcobertura minimal de
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¢, entdo {71'_101, e ,W_ICNX/N(@} é uma subcobertura de 77'¢ com no maximo Nx,.(€)
elementos, ou seja, Nx(77'€) < Ny, (€). Por outro lado, seja {7 'Cy,..., 7 'Crny(m-1¢) }
subcobertura minimal de 77!'€. Entao, sendo 7 sobrejetora, temos que {C’l, .., Cny (fl@} é

uma subcobertura de € com no méximo Nx (7~ '€) elementos, isto ¢, Nx (7€) > Ny/(€).

Prosseguindo, observamos que
Ny (771 V [ a7 ) V..V f L (r1€)) = Ny /o (et VFlev...v f*““e:) . (2.5)
De fato, da igualdade mostrada acima temos
Ny /o (@ vilev...v f*nﬂc) — Ny <f1(¢ vilev... v f*"“@))

— Ny <7r—1(¢) val(fle) V... v w-l(f—"“c)) .

Por indugio podemos ver 7= 1(f7*€) = f~*(7~1€) para todo k € ZT. Dessa forma, conclui-

mos que (2.5) é valida e
n—1 n—1 ~
Hx (\/ f‘k(w_1€)> = Hx/., (\/ f—k¢> :
k=0 k=0
Logo, devemos ter hyo,(f, 7€) = hyop(f, €) e assim

htop(f) = Slgl(p h(f, Ql) Z Slip htop(fa 7T_1¢) - Slép htap(fa Q:) = htop(.];)‘

2.2 Entropia Topolbégica em Espacos Métricos

Agora X passa a designar um espac¢o métrico compacto com métrica d. Isso possibilita o
surgimento de resultados que em certo sentido simplificam o célculo da entropia e contribuem

para a apresentacao de alguns exemplos.

Definigao 2.18. Seja A C X um conjunto nao-vazio. Para cada x € X definimos a dis-
tancia de v a A por d(z, A) = inf {d(z,a); a € A}. Chamamos de didmetro de A o nimero
diam(A) = sup {d(z,y); z,y € A}. O didmetro diam(2l) de uma cobertura 2 € definido por
diam(2A) = sup g diam(A).



2.2 Entropia Topologica em Espacos Métricos 30

Lema 2.19 (Lema da cobertura de Lebesgue). Para cada cobertura aberta 20 de um espago
métrico compacto X existe € > 0 tal que se U € um conjunto com diam(U) < € entao U estd
contido em algum elemento de . O supremo de todos os numeros € para quais isto ocorre €

chamado de nimero de Lebesgue da cobertura 2.

Lema 2.20 (Reformulacao do lema da cobertura de Lebesgue). Para coberturas abertas 2 e

B de X, suponha que diam(*B) € menor do que o nimero de Lebesque de 2. Entao, A < *B.

Demonstracao: De fato, seja 0 o nimero de Lebesgue da cobertura 2. Entao, para B € B
temos diam(B) < diam(8) < J. Logo, pelo lema anterior, B esta contido em algum elemento

de 2. Portanto, 2l < ‘B. O

Corolario 2.21. Se (an)neN € uma sequéncia de coberturas abertas tais que A, < A,11 e

diam(2,,) — 0 quando n — oo, entdo (Ay), cy € uma sequéncia de refinamento de coberturas.

Este corolario assegura a existéncia de sequéncias de refinamento de coberturas em es-
pacos métricos compactos. Como exemplo considere A, = {Bl m@); zeX }, no qual
Bijn(z) = {y € X; d(z,y) <1/n}. E claro que, para cada n € N, 2, é uma cobertura
aberta de X. Note também que 2, < 2,7 e diam(2,) — 0 quando n — oo, ou seja,
(2y,),,en € uma sequéncia de refinamento de coberturas. Além disso, para qualquer sequén-
cia {B,} de coberturas satisfazendo diam(®8,) — 0 quando n — oo, podemos construir

{2, ; A, = \Vi_, B} sequéncia de refinamento de coberturas.

A partir da reformulagao do lema da cobertura de Lesbegue e, mais precisamente, da
existéncia de sequéncias de refinamento de coberturas em espacos métricos compactos torna-
se possivel a apresentacao de alguns exemplos. Lembramos que dados (X, d), (Y, o) espagos
métricos, uma aplicagao f: X — Y é uma imersao isométrica se o(f(x1), f(z2)) = d(x1, x2)

para todo x1, x5 em X. Uma isometria é uma imersao isométrica sobrejetiva.

Exemplo 2.22. Se f ¢ uma isometria de X em X, ent@o hyy,(p) = 0.

Seja 2, a familia de todos os conjuntos abertos com diametro menor do que 1/p. E claro

que esta familia satisfaz a propriedade 2(, V 2, = 2l,. Além disso, sendo f isometria, temos
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f7120, = 2A,. De modo geral, f~*2A, = 2A,. Logo, A, = A,V f712, V...V f2, Disso
resulta que

hiop(f,2A,) = lim H(2L,)/n = 0.

n—oo
Note que 2, < 2,41 e diam(2,) = sup 4o, diam(A) < 1/p tende a zero quando p tende ao in-

finito. Portanto, (le)pEN é uma sequéncia de refinamento de coberturas. Consequentemente,

htop(f) = hmp%oo htop(f7 le) = 0

Exemplo 2.23. Seja X espaco métrico compacto com métrica d e considere f : X — X um

homeomorfismo tal que o conjunto {f"} ¢ equicontinuo. Entao, hy,(f) = 0.

—oo<n<oo

Considere d'(x,y) = SUP_gcneoo A(fx, f*y). Temos que d’ é uma métrica em X e f ¢é
uma isometria com respeito a métrica d’ pois

d(z,y) = sup d(f"(2), [ y) = sup  d(f"(f(2), ["(f(y) = d'(f(2), [(y)).

—oo<n<oo —oo<n<oo

Mostraremos que as métricas d e d’ sao equivalentes e, aplicando o exemplo 2.22, teremos
hiop(f) = 0. Com efeito, a topologia gerada pela métrica d’ é mais fina do que a topolo-
gia gerada por d pois d(z,y) < d'(z,y). Por outro lado, sendo X compacto, o conjunto
{f"} _ocneoo € uniformemente equicontinuo. Entdo, dado € > 0 e z,y em X existe § > 0 tal
que d(f"z, f"y) < €/2, para todo n € N, quando d(z,y) < J. Logo, d'(z,y) < € sempre que
d(x,y) < 0. Segue-se dai que By(z,0) C B (z,€), ou seja, a topologia gerada pela métrica d

é mais fina do que a topologia gerada por d'.

Exemplo 2.24. Denote o espaco das sequéncias infinitas de 0 e 1 por X = H;;ofoo X;, no
qual X; = {0, 1} possui a topologia discreta. O espago X é compacto na topologia produto
pelo teorema de Tychonoff (veja [17]). Considere (z); o i-ésimo termo da sequéncia z € X e
o homeomorfismo f : X — X definido por (fx); = (x);11. Este homeomorfismo é chamado

de shift. Mostraremos entao que A, (f) = log 2.

Inicialmente afirmamos que

d(z,y) = > I(x)i — (y)il /2"
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¢ uma métrica em X cuja topologia gerada é a mesma que a topologia produto em X.
Nao é dificil ver que d é uma métrica em X. Para verificar a segunda parte da afirmacao,

consideramos X; com a métrica

Observe que d; induz a topologia discreta em X; e que as aplicagoes projecoes
bi - (X7 d) — (X’Hdz)a

sendo contragoes, sao continuas. Logo, para um aberto A; C X, temos pj_l(Aj) aberto em
(X,d). Mais precisamente, temos
p (A =[] X x 4 x T[] x.
i<j i>j
Entao, para A;, ..., Aj4, abertos em Xj, ..., X;;, respectivamente, temos
A=p (AN npl(A) =[] X x 45 x o x A x ] X
i<j i>j+n

aberto em (X, d). Portanto, a topologia gerada por d é mais fina do que a topologia produto.

Por outro lado, mostraremos que para um aberto U da topologia gerada por d podemos
escrevé-lo como uniao de abertos basicos da topologia produto em X. Dado x € U exister > 0
tal que B(z,r) C U. Como a série Zfz 1/2l & convergente, podemos encontrar n € N tal que
> jisn 1/2V < /3. Além disso, para cada |i| = 0,1,2,...,n seja A; = B((x);,7/3(2n + 1))
em X;. Segue entao que

A, = HXixA_nx...xAanXi
1<—n i>n

contém z e esta contido em U. De fato, se y € A,, como d;((x);, (y);) < r/3(2n + 1) para
i =0,1,2,....ne 30, dil(2)i (9)i) < Djsn 1/2l < /3, temos

d(z,y) = Z di((z)i, (y)i) + Z di((x)iv(y>i)+Zdi((x)ia<y>i>

< r/34+r/3+r/3=r.

Escrevemos U = |J_,; Az e concluimos que a topologia produto sobre X é mais fina do que

zeU

a topologia gerada por d sobre X.
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Agora, seja A = {{z; (z)o = 0},{z; (z)o = 1}}. Note que 2 é uma cobertura aberta de
X. Defina entao 2, = szp R, p € Z*. Segue que (le)p é uma sequéncia de refinamento
de coberturas. De fato, é claro que 2, < 2(,;1. Mostraremos entdo que diam(2,) — 0
quando p — oo. Note que pela definicao do shift f temos

p
Q[p: \/ fkgl:{HXZX{]—p}xX{jp}XHXZ;.]kZO,]- e —pgkgp}

k=—p 1<—p i>p

Logo, se @y, yp € [[;o_, Xi X {j—p} X ... x {Gp} X [[;x, X, temos d(zp,yp) < D21, 1/21,

Com isso, diam(,) < X215, 1/2/1 e tende a zero quando p tende ao infinito.

Mostraremos por fim que hyo,(f,2A) = heop(f,2A,). Observe que A < 2, o que implica
S7RA < 7R, para todo k € ZT. Entao,

AV ... VA <A vy R

eassim H(AV ...V 1A < H®A, V...V f7"72,). Dessa forma,

n—1
htop(fa 91) g htop(fv le) = nh_{ElOH (\/ f_kmp> /n

k=0
= lim H (( \/ f’“Ql) vl ( \/ f’%l) V.oV ( \ f’“Ql)) /n
k=-p k=—p k=—p
p p—1 p—n+1
- hmH<\/ fav o\ vy \/ f"‘Ql)/n
nee k=—p k=—p—1 k=—p—n+1
p 0
= lim H ( \/ f’“Ql) /n < lim H ( \/ f’“Q() /n = hyop(f, 21).
n—o0 ke —p—nt1 n—oo et 1

Note que a segunda desigualdade acima segue de

H( \,,/ f’@t)gﬁ( V f’“Ql)JrH(\p/ f’“QL)

k=—p—n+1 k=—p—n+1 k=—p+1

0 -p
N< \/ f’“Ql):N( \/ f’“Ql):Q”.
k=—n+1 k=—p—n+1

Observe agora que

n—1
\/f’“Ql:{HXix{jO}x...x{jn1}>< II X dr=01¢ ogkgn—1}.
k=0

<0 i>n—1
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E facil ver N (\/Z;é *le) = 2". Logo, hip(f,2A) = log2 e hy,(f,2A,) = log2. Portanto,

sendo (2,), sequéncia de refinamento de coberturas, temos hy,(f) = log2.

Observagao 2.25. Nas condigbes do exemplo acima se X; = {0,1,...,N — 1}, entao
hiop(f) = log N. Ainda, se assumirmos X; espago de Hausdorff compacto contendo um

ntmero infinito de pontos, entao hy,(f) = oo.



CAPITULO 3

ENTROPIA TOPOLOGICA DE BOWEN

Neste capitulo apresentamos a entropia topologica conforme Bowen [3|. Anteriormente,
a entropia topoldgica foi definida para uma aplicacao continua sobre um espago topologico
compacto. Aqui ela é definida para uma aplicacao uniformemente continua em um espaco
métrico nao necessariamente compacto. Um fato importante é que em certo sentido ambas
as defini¢oes coincidem. Destacamos também a relevancia desta nova defini¢ao, bem como o
que se segue, como um passo importante para a construgao dos resultados e generalizacoes

posteriores.

3.1 Entropia Topolbégica de Bowen

3.1.1 Definicoes e Propriedades

A seguir definimos os conceitos de conjuntos (n, €)-geradores e (n, €)-separados. A partir
destas nocoes é que se desenvolve nosso estudo. Salvo mengao em contrario, X designa um

espago métrico com métrica d.

Definigao 3.1. Sejam (X, d) um espago métrico e f : X — X uma aplica¢ao uniformemente

continua. Dados € > 0 e K um subconjunto compacto de X definimos:

(i) Um subconjunto F de K é chamado (n,€)-gerador de K com respeito a [ se para cada

xv € K existe y € F tal que d(f7(z), f'(y)) < € para todo 0 < j < n;

(ii) Um subconjunto E de X é chamado (n,€)-separado com respeito a f se para cada par

(z,y) de elementos distintos em E existe j € {0,1,...,n—1} tal que d(f7(x), fi(y)) > e.
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De maneira alternativa, porém inteiramente analoga, podemos definir conjuntos geradores
e separados de outra forma. Nas condigoes da definicao acima, para cada n € N defina a
métrica d, ¢, equivalente a d, por

dy s (z,y) = max d(f'(z), f(y)).

0<i<n

Entao, para cada n € N e € > 0, dizemos que um subconjunto F' de K é (n, ¢)-gerador para
K com respeito a f se, para cada x € K, existe y € F' tal que d, ¢(z,y) < e. Por sua vez,
um subconjunto F de X é chamado (n, €)-separado com respeito a f se, para cada par (z,y)

de elementos distintos em E, tivermos d, ;(z,y) > e.

Observacao 3.2. Para cada subconjunto E C K (n,e€)-separado existe um subconjunto
(n, €)-separado maximal em K contendo E. Para uma verificacdo, denote por S a familia
formada por todos os conjuntos A (n,e€)-separados em K que contém E. Note que S é
nao-vazio uma vez que E € §. Com a operacao inclusao C, S é um conjunto parcialmente
ordenado. Temos entao que qualquer subconjunto C C S totalmente ordenado possui um
limite superior. De fato, basta tomar B = |J .. A. E claro que B € S e, além disso, A C B
para todo A € C. Logo, B é um limite superior de C e, pelo Lema de Zorn, § possui um

elemento maximal.

Fixados um conjunto compacto K C X, e > 0en € N, para uma aplicacao uniformemente

continua f : X — X definimos
ro(€, f, K) :=min{#F; FF C K, F é (n,¢)-gerador para K} ;

sn(e, L, K) :=max{#F; F C K, E é (n,¢)-separado para K} .

Agora, para medirmos a taxa de crescimento exponencial dessas quantidades, denotamos

1
re, f,K):= limsupﬁlogrn(e, f, K);

n—oo

1
s(e, f, K) := limsup — log s, (€, f, K).
n

n—oo
Proposicao 3.3. (a) r,(e, f, K) < sp(e, f,K) < ro(€/2, f, K) < oo. Logo, devemos ter
r(€7 f? K) < S<€7 f’ K) < T(€/27 f? K)J‘
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(b) Se €1 > € entao ry(e1, f, K) < ry(ea, f, K) e spler, f, K) < sulea, f, K).

Demonstracao: (a) Um subconjunto E de K (n,€)-separado maximal também (n, €)-gera
K. De fato, suponha por absurdo que existe x € K tal que, para cada y € FE, existe
j€{0,1,...,n—1} com d(f’z, fy) > €. Logo, EU{x} é um conjunto (n, €)-separado em K,
o que contradiz a maximalidade de E. Portanto, E (n,€)-gera K e r,(e, f, K) < su(e, f, K).

Agora, sejam E C K (n,€)-separado ¢ F' C K (n,¢/2)-gerador. Entao, considere uma
aplicagdo g que para cada z € K associa um g(r) € F de modo que d(f’x, fig(x)) < €/2
para todo 0 < j < n. Se g(z) = g(y) entdao d(f'z, fly) < € para todo 0 < j < n.
Sendo E (n, €)-separado, note que g é injetiva sobre E. Assim, #E < #F e, em particular,

sn(€, f, K) <rle/2, f, K).

Como f é uma aplicagdo uniformemente continua, existe § > 0 tal que d(f/z, fiy) < €/2
para todo 0 < j < n sempre que d(z,y) < J. Note entdo que o conjunto {B;(y); y € K} ¢é
uma cobertura aberta de K, do qual obtemos a subcobertura finita {Bs(y;); ¢ = 1,...,k}.
Logo, {¥1,...,yx} € um conjunto (n, €/2)-gerador para K e r,(¢/2, f, K) < k < oc.

(b) Basta ver que, sendo €; > €2, um conjunto (n, €2)-gerador é (n, € )-gerador para K e um

conjunto (n, €;)-separado é (n, €3)-separado em K. O

Definicao 3.4. Sejam f : X — X uma aplicagdo uniformemente continua do espago métrico
(X,d) e K C X compacto. Definimos a entropia topoldgica de f com rela¢ao ao compacto
K por

ha(f, K) —hmr( f, K) —hms( f, K).

Entao, a entropia topologica da aplicagao [ € definida por
ha(f) :=sup {hq(f, K); K C X, K compacto} .

Note que pela proposi¢do 3.3 (a) os limites da defini¢ao acima existem (podendo ser

infinitos) e sdo iguais.

Observagao 3.5. Dizemos que duas métricas d e d’ sobre X sao uniformemente equivalentes
se as aplicagoes identidade idx : (X,d) — (X,d’) eidy : (X,d") — (X, d) sdo uniformemente

continuas. Neste caso, a aplicacdo f : (X,d) — (X,d) é uniformemente continua se, e
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somente se, f: (X,d') — (X, d) é uniformemente continua. Na defini¢do acima expressamos
a dependéncia da métrica d. Mas se d e d’ sao métricas uniformemente equivalentes em X,
temos hy(f) = ha(f). Observamos também que se existem compactos K; C X,i=1,...,m,
com K C J, K;, entao

ha(f, K) < max hy(f, K;).

Além disso, para K7 C Ky é facil ver que hy(f, K1) < hq(f, K3). Em particular, se X é
compacto, temos hy(f) = hq(f, X). Ainda para X compacto, podemos encontrar K C X,
com didmetro arbitrariamente pequeno, de modo que hy(f) = hy(f, K). A verificagdo de

alguns destes resultados é feita de modo mais geral no proximo capitulo.

Proposigao 3.6. Sejam (X, d), (Y, o) espagos métricos compactos e f: X — X, g: Y =Y
aplicagoes continuas. Suponha que exista uma aplicacao continua e sobrejetiva S :' Y — X

tal que Sog= foS. Entao, hq(f) < hs(g).

Demonstracao: Como Y é compacto, S é uniformemente continua. Entao, dado ¢ > 0
existe 6 > 0 tal que se y1,y2 € Y e o(y1,y2) < 9, temos d(S(y1), S(y2)) < €. Seja F' um
conjunto (n,d/2)-gerador para Y com respeito a g. Logo, dado y € Y existe z € F tal que
o(¢’z,¢’y) < §/2 < 3,0 < j <n. Com isso, d(f7(Sz), f/(Sy)) = d(S(¢’z), S(¢’y)) < e,
0 < j < n. Entao, sendo S sobrejetiva, S(F') é um conjunto (n,€)-gerador para X com
relagdo a f. Dessa forma, a todo conjunto (n,d/2)-gerador em Y com respeito a g podemos
associar um conjunto (n, €)-gerador em X com respeito a f. Assim, r,(¢, f, X) < 1,(6/2,9,Y)

e, portanto, hq(f) < hy(9g). O

A proposicao acima fornece uma maneira de comparar a entropia de aplicacoes continuas
f e g entre espagos métricos compactos, caso exista uma aplicacao S nas condig¢oes dadas.

Dizemos entao que S é uma semiconjugagao entre as aplicagoes f e g.

Proposicao 3.7. (a) hq(f™) = mhy(f) para qualquer aplica¢ao uniformemente continua f

de (X,d) em > 0;

(b) Sejam f1, fo aplicag¢oes uniformemente continuas de (X1,dy) e (Xa,ds), respectivamente.
Defina a métrica dy o((x1, 2), (Y1, y2)) = max{d;(z1,v1), d2(xa, y2) } em X1 xXs. Entao,
ha(fi % f2) < ha, (f1) + hay (f2)-
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Demonstracao: (a) Seja K um subconjunto campacto em X. Utilizando a defini¢do de con-
juntos geradores vemos que 7,(€, f™, K) < rmn(e, f, K), donde obtemos hq(f™) < mhqa(f).
Como f é uniformemente continua, dados =,y € X e € > 0 podemos encontrar § > 0 tal
que d(z,y) < 0 implica d(f’x, f’y) < € para todo 0 < j < m. Note entdao que conjuntos
(n,0)-geradores para K com respeito a f sdo necessariamente conjuntos (mn, €)-geradores
para K com respeito a f. Assim, rp,(€, f, K) < r,(d, f™, K) e, portanto, mha(f) < ha(f™).
(b) Seja K, i = 1,2, subconjunto compacto de X;. Se E; é um conjunto (n, €)-gerador para
K;, entdao Fy X Ey é um conjunto (n, €)-gerador para o compacto K x Ky em X; x X5. Logo,
obtemos

Tn(eafl X fo, Ky X KZ) < Tn(@fluKl) : Tn(e, f27K2)

e, portanto, hy(f1 X fa) < ha,(f1) + ha,(f2)- O

3.1.2 Equivaléncia das Definicoes de Entropia Topologica

Bowen [3| apresenta um resultado, cuja demonstragao é devido a Goodwyn [8], em que
compara a entropia métrica h, da definicao 1.16 com a entropia topoldgica hy da defini¢ao

3.4. Mais precisamente, temos o teorema abaixo.

Teorema 3.8. Sejam (X,d) um espago métrico compacto, f : X — X wuma aplicagao

continua e p uma medida de Borel f-invariante sobre X com pu(X) = 1. FEntao, temos

hy(f) < ha(f).

O que faremos agora ¢ comparar a entropia topolégica h,, da definigao 2.8 com entropia
topologica hy. Sejam entdo (X, d) um espago métrico compacto e f : X — X uma aplicacao
continua e, portanto, uniformemente continua. Mostraremos que, nestas condicoes, temos

ha(f) = hiop(f). Para tanto, antes apresentamos um resultado técnico.

Lema 3.9. (a) Se 2 € uma cobertura aberta com nimero de Lebesque § entao

N (\/ fJQl) < ral6/2, £, X) < 5a(6/2, 1, X))
§=0
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(b) Seja B cobertura aberta de X. Se € >0 e diam(*B) < € entdo

ro(e, f, X) <sple, f,X) <N (n\_/ f“B) .
=0

Demonstragao: (a) A segunda desiguadade segue pela proposi¢ao 3.3 (a). Seja entao F' C X

um subconjunto (n, §/2)-gerador para X com cardinalidade r,(§/2, f, X). Afirmamos que

x=J ﬂ F7(UB(f2,6/2))) .
zeF 7=0
De fato, dado y € X existe x € F tal que d(f’x, fly) < §/2 para todo 0 < j < n. Logo,
fly € l(B(f7z,6/2)) donde vem que y € f~7 (cI(B(f’x,d/2))) para todo 0 < j

<n.

Agora, para cada j fixado, temos que o conjunto cl(B(f’x,d/2)) esta contido em algum
elemento de 2, pois diam(cl(B(f’z,d/2))) < §. Logo, C, = ﬂ}:& [ (cl(B(fiz,8/2)))
estd contido em algum elemento da cobertura \/;.:01 f779l. Entao, para cada C, escolha

um A, € \/;L:_é [ tal que C, € A,. Como X = |J,rCs, note que {A;}, . ¢ uma

zeF

subcobertura de \/;:01 772 nao necessariamente minimal. Assim,
n—1
=0
(b) Seja E um subconjunto (n, €)-separado para X de cardinalidade s,(e, f, X). Afirmamos

que nenhum elemento da cobertura \/Tf1 f~7B pode conter dois elementos de E. De fato,

considere B = {By, ..., B,}, entdo dado B € \/}_ f 79 podemos ver
B=DB,Nf'B,N...0f "B .,

no qual 1 < k; < n. Agora, dados z # y em E temos d(f7z, f’y) > € para algum 0 < j < n.
Logo, se supormos x,y € B teremos d(f’z, f/y) < diam(By,) < diam(®B) < e para todo

0 < j < n, o que é uma contradi¢ao. Deste modo, temos
n—1
s, f,X) <N (\/ f‘j%> :
§=0

Teorema 3.10. Seja (X, d) um espago métrico compacto e f : X — X uma aplicacao

continua. Entdao, ha(f) = hiop(f).

O
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Demonstragao: Sejam 2d;. uma cobertura formada por bolas abertas de raio 2¢ > 0 e B/,
uma cobertura aberta formada por bolas de raio €/2 > 0. Observe que dado U subconjunto
de X tal que diam(U) < 2e, fixado z € U temos U C B(x,2¢) € Ay, ou seja, 2¢ > 0 é um
nimero de Lebesgue da cobertura ;.. Por outro lado, se B € B,/; temos diam(B) < € e,

portanto, diam(B./;) < €. Entdo, pelo lema anterior

n—1
N (\/ r%) <rule £ X) < sule, £.X) (\/ ! j%eﬂ) .
j=0
Logo, devemos ter
Piop(f:R™Uae) < (e, £, X) < s(e, [, X) < huop(f, Beja). (3.1)

Fixando-se n € N e tomando-se € = 1/n ¢é facil ver que (Az/n)nen € (B1/2n)nen 580 sequéncias

de refinamento de coberturas. Dessa forma,
htop(f) - nh_{IC}O htop(fa QlQ/n) = 11_133 htop(f7 Q[2e>7

htop(f) = nlggo htop(f7 %1/271) = llj}(l) htop(f: %6/2)'
Assim, por (3.1) temos hyp(f) = ha(f, X). Mas, sendo X compacto, sabemos também que
ha(f) = ha(f, X). Portanto, hey,(f) = ha(f). O

3.2 Medidas Homogéneas e Alguns Exemplos

3.2.1 Medidas Homogéneas

Considere X um espago métrico com métricade f : X — X uma aplicacao uniformemente

continua. Nestas condi¢oes denote
(x,¢, f) = ﬂ fB.(f

no qual B.(y) = {z € X; d(z,y) < €}. E claro que D,(z,¢, f) é aberto em X.

Definicao 3.11. Uma medida de Borel ;n em X serd chamada f-homogénea se as sequintes

condi¢oes sao satisfeitas:
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(i) u(K) < oo para qualquer compacto K C X e existe um compacto K C X com u(K) > 0;

(ii) Para cada € > 0 existem 6 > 0 e ¢ > 0 tais que

1(Dn(y, 0, f)) < cu(Dn(z,€, f))

para todo n = 0 e todo z,y € X.

Ainda para uma medida p f-homogénea sobre X e z € X arbitrario, definimos
k(u, f) := lim lim sup 1 log ((Dy(zy €, f)).
=0 pyeo M

Note que o limite acima estd bem definido. De fato, por (ii) vemos esta defini¢do nao
depende do z escolhido. Além disso, temos (D, (z,¢€, f)) > 0 para qualquer z € X. Para
uma verifica¢do, seja K compacto com p(K) > 0. Entao, existem xq,xs,...,, tais que
K Cc U, Du(zi, 6, f), no qual § ¢ o correspondente a ¢ > 0 conforme (ii). E claro que existe
jge{1,2,...,n} com u(D,(z;,6,f)) > 0. Logo, também pelo item (ii), existe ¢ > 0 tal que
0 < p(Dn(x5,0, f)) < cp(Dan(z, €, f)).

Para uma aplicagao uniformemente continua f : X — X, a proposi¢ao abaixo mostra que
uma medida f-homogénea p em X pode ser utilizada para calcular a entropia topolégica de

f. Sua demostragao é omitida, mas pode ser vista de modo mais geral na proposicao 4.33.

Proposicao 3.12. Sejam (X,d) um espago métrico, f : X — X uma aplicagao uniforme-

mente continua e j uma medida f-homogénea em X. Entao, hq(f) = k(u, f).

A seguir apresentamos um exemplo de uma medida f-homogénea.

Exemplo 3.13. Seja X = G um grupo compacto com uma métrica invariante a direita d e
uma medida de Haar invariante a direita p. Para g € G definimos a aplicacao Ry : G — G
dada por R,(x) = xg. Entao, considere a aplicacdo f : G — G dada por f(z) = (R,0 A)(x),
no qual g € G e A é um endomorfismo continuo e sobrejetivo de GG. Note que f é uma
aplicagao uniformemente continua e f pode representar, por exemplo, um endomorfismo
(g = e) ou uma translacao a esquerda (A(zr) = gzg~'). Afirmamos que p f-homogénea
e k(u, f) = k(p, A). Um caso particular surge quando consideramos G grupo localmente

compacto e assumimos f uniformemente continua.
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De fato, mostraremos primeiro que D, (x,¢, f) = D,(e, €, A)x para todon > 0e x € G.
Para tanto, basta provar que f*B.(f*(z)) = (A7*B.(e))z para todo 0 < k < n. Por

inducao, para k = 0 é 6bvio e
FTEIB( @) = ST TBAS (@) = FH(ATEBA() f ()]
= AT o RIM(AT"B.(e))A(x)g) = AT (A" Be(e)A(2))]
(A_(]H_l)Be(e))xa
no qual a dltima igualdade segue do fato de A~ (CA(z)) = A~Y(C)x para qualquer C' C G.
Agora, desde que p ¢ uma medida de Haar temos p(K) < oo para qualquer compacto K C X.

Além disso, existe U aberto em G tal que 0 < pu(U) = sup {u(K); K C Ue K compacto}.
Logo, deve existir K de modo que p(K) > 0. Por fim, note que dados y,z € G temos

M(Dn(yv €, f)) = M(Dn(e> €, A)y) = M(Dn<€7 €, A)yy_lx) = M(Dn(ev & A)ZL‘) = ILL(Dn($, € .f))

para todo n > 0. Portanto, p é uma medida f-homogénea. Além disso, também temos

p(Dn(w, €, f)) = p(Dnle, €, A)) e, assim, k(u, [) = k(p, A).

3.2.2 Alguns Exemplos

Em uma variedade Riemanniana M, podemos calcular o comprimento de uma curva
diferenciavel por partes. A distancia entre dois pontos p e ¢ é entao definida como o infimo
dos comprimentos das curvas diferenciaveis por partes que ligam p a q. Mais precisamente,
para M variedade Riemanniana conexa, definimos uma métrica d determinada pela métrica

Riemanniana, isto &,
d(p,q) = inf{l(v); ~ é diferenciavel por partes e liga p a ¢},
onde /() representa o comprimento de v dado por
1
()= [ I
0

Nem sempre é possivel encontrar uma curva ligando p a ¢ cujo comprimento é igual

a distancia entre p e ¢, mas quando isso ocorre, ela ¢ uma geodésica, que é chamada de
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geodésica minimizante. Neste sentido, dizemos que um subconjunto nao-vazio S de uma
variedade Riemanniana M é fortemente convexo se para quaisquer dois pontos p e g em
cl(S) existe uma tunica geodésica minimizante v : [0,1] — M tal que v(0) = p, v(1) = q e
~v((0,1)) C S. Para maiores detalhes, recomendamos [5].

Os proximos dois resultados indicam que localmente as variedades Riemannianas se com-
portam de maneira analoga ao espaco euclidiano em termos de geodésicas minimizantes. Eles
serao uteis na demonstragao da proposicao 3.16, com a qual obtém-se um limite superior para

a entropia de uma aplicacao diferenciavel entre variedades Riemannianas.

Lema 3.14. Sejam My e My variedades Riemannianas conexas. Considere U aberto em My,
S C U subconjunto fortemente convexo e uma aplicagao diferencidvel f : U C My — Ms.

Entao, sed;, 1 = 1,2, denota a métrica em M; determinada pela métrica Riemanniana, temos

da(f(p), f(q)) < Ldi(p, q) para cada p,q € S, no qual
L = sup ||df.||.
€S

Demonstragao: Se L = oo nao ha nada a provar. Suponha entao L < oo e considere p,q € S.
Sendo S fortemente convexo, existe uma tnica geodésica minimizante v, : [0, 1] — M, ligando
pa qcom v([0,1]) C S. Agora, note que o = fo~; : [0,1] — My é uma curva diferenciavel

que liga f(p) a f(q) em M. Logo, temos

12O = lldfss 0y DI < Nldf o I @ON < LI @

Dessa forma,
1 1
Ue) = / (0t < / LIvi@)lldt = L),

Com isso, concluimos que dy(f(p), f(q)) < Ldi(p, q). O

Lema 3.15. Sejam M; e My variedades Riemannianas e f : My — My uma aplica¢do
diferencidvel. Dados p,q € My considere v; : [0,1] — M curva diferencidvel por partes

ligando p a q. Denote v = f o . Entao, {(y2) < al(y1), onde a = sup,cyy, ||dfz]].

Demonstragao: Esta demonstragao segue de modo analogo a anterior. O
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Proposicao 3.16. Sejam M uma variedade Riemanniana de dimensio m e f : M — M
uma aplicacao diferencidvel. Entao, se d denota a métrica em M determinada pela métrica

Riemanniana, temos

ha( ) < max {0, mlog sup 41
xeM

Demonstragdo: Denote por d a métrica em R™ e a = sup,,, ||df.||. Se @ = oo ndo ha nada
a provar. Suponha que a < oo e tome um subconjunto compacto K C M. Considere agora
as aplicagoes diferencidveis fi,..., f. : B3(0) C R™ — M tais que U, fi(B1(0)) é uma
cobertura de K. Note entao que B(0) é um conjunto fortemente convexo em R™. Logo,

conforme lema 3.14, para cada f; podemos encontrar uma constante L; (L; < 0o) tal que

d(fi(x), fi(y)) < Lid(z,y) paratodo x,y € Bs(0).

Tome entao A = max;—;__, L;. Dessa forma, obtemos

.....

d(fi(x), fily)) < Ad(x,y) paratodo x,y € By(0) etodo i=1,...,7.

Observe que pelo lema 3.15, se a < 1 entao f nao espande distancias. Neste caso, um
conjunto (1,¢)-gerador para K é um conjunto (n,e€)-gerador. De fato, se F' é um conjunto
(1,¢e)-gerador para K, dado = € K existe y € F tal que d(f(x), f(y)) < e. Como f nao

espande distancia temos

d(f"(x), f"(y) < " 'd(f(2), f(y) < e,

donde concluimos que F' é (n, €)-gerador para K. Dessa forma, r, (¢, f, K) = ri(e, f, K) para

todon € Ner(e f, K) = 0. Portanto, hy(f) = 0.

Assuma entao que 1 < a < co. Para cada 0 < § < 1 denote
E(5) - {(Tl& s 77nm5) € Rm, r; € Z, |TZ(S‘ < 2}

Logo, podemos ver que #E(0) < (5/0)™ e existe uma constante B > 0 (que depende da
métrica usada em R™) tal que para cada y € B;(0) existe z € E(§) com d(z,y) < BJ.
Afirmamos entao que F(0) = (U<, fi£(d) é um conjunto (n,a” ABJ)-gerador para K com
relagao a f. De fato, tome z = f;(y) € K. Para este y em B;(0) existe z € E(0) tal que

d(y, z) < BS. Logo, obtemos

d(f"(x), f*(fi(2))) < a"d(w, fi(2)) = a"d(fi(y), fi(2)) < a"Ad(y, z) < a"ABS,
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donde concluimos o desejado. Além disso, temos #F(0) < (5/0)™r. Portanto, fazendo-se

d = €/a™ AB obtemos

ro(€, LK) < #F(0) < (5/0)"r = (ba"AB/e)™r = [(bAB/¢e)™r|a™.

Logo,
r(e, f, K) < limsup — log[(5AB/e)™r|a™™ = limsup — log a < mloga.
n—oo 1N n—00 n
Com isso, concluimos que hq(f) < mloga. O

Corolario 3.17. Sejam M wvariedade Riemanniana compacta de dimensao m, f: M — M

aplicagao diferencidvel e p medida de Borel f-invariante com pu(M) = 1. Entao,
) < ma {0.mlogsup [}
zeM

Demonstracao: Segue pelo teorema 3.8 e pela proposicao 3.16. O

Antes de enunciarmos o proximo resultado, considere R™ enquanto espago vetorial real e
f:R™ — R™ uma aplicacao linear. Sabemos que C™ é um espago vetorial sobre os comple-
xos, dito também o complexificado de R™. Denote entao por f : C™ — C™ o complexificado
da aplicacio f, isto &, f(z +iy) = f(z) +if(y) para todo z,y € R™. Nao é dificil ver que,
em relacao a base canoénica de R™, f e f possuem a mesma representacao matricial.

Seja || - [[cm norma em C™, na qual ||z + iy||cm é dada pela soma dos quadrados dos
modulos das coordenadas de  +iy. Logo, podemos ver que ||z + iy||z. = ||z|* + ||y||*, onde
| - || representa a norma usual em R™. Mostraremos que a norma de f é igual a norma de f,
isto &, |f]| = |If|l, sendo que

IfIF = Sup If ()]l = eR™ (3-2)

|lzfl=1

Hf” = sup Hf(x+iy)\|(cm, x,y € R™. (3.3)

z+iylcm =1

Com efeito, observe primeiro que

IFI7 = sup  [If@@) +if@)ll2n = sup  (IF @)+ [ fW)I7) -

lzllP+yl*=1 lzl*+lyl*=1
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Dessa forma, temos

1717 = sup  (IF@I+IF @) > sup [f@)* = If]

l[z]|2+lylI*=1 llz]=1

Por outro lado, se supormos y = 0 ou x = 0, temos

sup |[f(z) +if (g = I1f1*

lzlIP+lylI*=1

Além disso, se supormos = e y nao nulos, obtemos

2 2
s @) i@ = sup (w- Hf ()| i ]f (:Z) )
]2+ ly2=1 ]2+ [y 2=1 [z [yl
< sup — ([lz]l>+ lyll®) - I1£11P =[£I,

=2 +llylI>=1
donde concluimos o desejado.

O conjunto formado por todas as aplicagao lineares em C™, com rela¢ao a norma (3.3),
satisfaz as condigoes do que denomina-se uma algebra de Banach (veja [14], p. 48). A partir

disso, nesta algebra de Banach, verifica-se em particular que
L7 = AL,

no qual A representa o autovalor de f com o maior valor absoluto ([14], p. 75). Desde que

as normas de f e f sao iguais, o mesmo ocorre para f, isto é,
L7 = AL
no qual A representa o autovalor (real ou complexo) de f com o maior valor absoluto.

Corolario 3.18. Se f : R™ — R™ € uma aplicagao linear, entio hq(f) < max{0, mlog|\|},

onde \ € um autovalor (real ou complexo) de f com o maior valor absoluto.

Demonstracao: Pelas proposicoes 3.7 (a) e 3.16 temos

1 1
) = o) < max {0, miog sup 721
zeR™

n

1
=~ max{0,mlog | f"]} < max{0,mlog | f"""}.

Mas, conforme vimos, || f™||*/™ — |A| quando n — oo, donde segue o desejado. O
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Teorema 3.19. Se f: R™ — R™ € uma aplicagao linear, entao

ha(f) =) log|Ail,

[As|>1

onde Ay, ..., \p sao autovalores de f.

Demonstracao: Em algebra linear, pelo teorema da decomposi¢ao priméria, podemos escrever
f=fAx...xfeR"=FE x...x E nos quais cada E; ¢ um subespago vetorial de R™
com f(E;) C Ej, fj = fl|g, e todos os autovalores de f; tem o mesmo valor absoluto a;.
Pelo corolario 3.18, temos hg(f;) < max{0,dim E};loga;}. Entdo, pela proposi¢ao 3.7 (b),

obtemos

ha(f) <D ha(f;) < Y dimE; -loga; = > log|Adl.
j=1

a;>1 I\il>1

Para mostrarmos a outra desigualdade, considere o subespaco vetorial V' de R™ formado
pelo produto cartesiano dos espagos E; que possuem o; > 1. E claro que ha(f) = ha(f|V).
Considere também g medida de Lebesgue sobre V. Conforme exemplo 3.13 temos que p é
uma medida f|V-homogénea. Entao, pela proposigao 3.12, obtemos hy(f|V) = k(u, f|V).
Além disso, como D, (0,¢, f|]V) C (f|V)™" " B.(0,V), no qual B.(0,V) = B.(0) NV, temos

pDn(0,6, fIV)) < p((fIV) " Be(0,V) = p(Be(0,V)) - | det(f[V) "]
= p(Be(0,V)) - | det(f|V)]"*.

Dessa forma, vemos que

1
E(u, flV) = limlimsup—ﬁlog,u(Dn(O,e,f\V))

=0 nooo

1
> limlimsup - log(p(Be(0,V)) - [ det(f|V)|~")

=0 nooo

1 1
= limlimsup - log 11(B.(0,V)) + 11_r>n lim sup —— log | det(f|V)|~"**

e—0 n—o00 n—oo n
n—1

log | det(f[V)] = log] det(f|V).

= lim lim sup
=0 nooo

dim E;
J

Por outro lado, podemos ver | det(f|V)| = 51| det(f;)] = Ho, 5100 . Assim,

log | det(f|V)| = Z log(a?imEj) = Z dim E; log a;.

aj>1 aj>1
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Dessa forma,

ha(f) = ha(fIV) = k(p, f) = log | det(f|V)| = Y _ dim Ejloga; = Y  log|Ail.

a;>1 [Ai|>1

O

De maneira mais geral temos a seguinte proposicao. A demonstracao é omitida, mas pode

ser vista em [3].

Proposicao 3.20. Se A ¢ um endomorfismo de um grupo de Lie G e d € uma métrica

imvariante a direita, entao

ha(A) = ) log |\l

[Ai|>1

onde A1, ..., N\, sao autovalores de dA,.

Exemplo 3.21. Seja X o toro bidimensional, isto ¢, X = R?/~, no qual ~ ¢ a relagio
de equivaléncia que identifica dois pontos no plano se suas coordenadas correspondentes
diferem por inteiros. Uma métrica em X pode ser definida em termos de uma métrica
sobre R? tomando-se a distancia entre dois pontos de X como a minima distancia entre
quaisquer representantes destes pontos em R?. Seja a aplicacao ¢ : R? — R? dada por
o(z,y) = (ax + by, cx + dy) onde M = (¢ 3) ¢ uma matriz unimodular, ou seja, uma matriz
de inteiros com determinante +1. Seja também 7 : R? — R?/~ a aplicagao projecao e

considere 1) : R*/~ — R?/~ dada por ¢y = mp. Suponha que M tem dois autovetores

linearmente independentes v, w, associados aos autovalores A, u no qual |A\| > 1. Entao,

h(¢) = log[A].



CAPITULO 4

ENTROPIA TOPOLOGICA DE ACOES DE

(GRUPOS E SEMIGRUPOS

Inicialmente introduzida por Hofmann e Stojanov [10] em 1995, a nogdo de entropia
topologica aqui apresentada refere-se a uma agdo uniforme de um semigrupo (ou grupo)
localmente compacto sobre um espago métrico. Um aspecto importante é que esta nova
definigao é consistente com a defini¢do de Bowen [3] e, por conseguinte, com a definigao de
Adler et al [1], vistas nos capitulos anteriores. Na verdade, temos que a entropia topologica
de uma agao se apresenta como uma generalizacao da entropia topologica de uma aplicacao.

No que segue apresentamos algumas de suas propriedades basicas.

4.1 Entropia de Acoes Uniformes

No decorrer deste capitulo, salvo mencao em contrario, G sempre denota um semigrupo
localmente compacto com identidade e e X um espaco métrico com métrica d. As conside-

ragoes mais importantes, contudo, sao dadas para GG grupo topoldgico localmente compacto.

Salientamos que aqui o termo vizinhanga nao necessariamente nos remete a um conjunto
aberto e, quando houver necessidade disso, escrevemos vizinhanca aberta. Além disso, R* e
77" sao vistos enquanto os semigrupos aditivos do conjunto dos nimeros reais nao-negativos
e do conjunto dos nimeros inteiros nao-negativos, respectivamente. Denotamos também
R} = RT\{0}, isto é, R} representa o grupo multipicativo do nimeros reais positivos.
Lembramos ainda que um espaco topoldgico é chamado o-compacto se pode ser escrito como

uniao enumeravel de subconjuntos compactos.
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4.1.1 Sistemas Regulares e Entropia de Ac¢oes Uniformes

Defini¢ao 4.1. Um sistema regular em G é uma sequéncia infinita « = (N1, Na, ..., Ny, ...)

de subconjuntos compactos de G contendo a identidade tais que
(i) N;-N; C Niyj para todos os nimeros naturais i, j.

Se a ainda satisfaz a condi¢ao

(i) Uz, int(V) = G

dizemos que o € um sistema fortemente reqular em G.

Lembramos que int(/N) denota o interior do subconjunto N de G. Note que a condicao

(i) acima implica N; C N;;; para qualquer 1.

Observagao 4.2. Um semigrupo que possui um sistema fortemente regular é obviamente
o-compacto. Por outro lado, qualquer semigrupo o-compacto localmente compacto admite

um sistema fortemente regular.

Para verificar a ultima afirmacao, escreva G = |J;-, C; onde C; é um subconjunto com-
pacto de G e e € (. Além disso, dado x € C; tome V, vizinhanga aberta localmente
compacta de x (isto é, existe um compacto contendo V,.). Considere entao U?:l Ve, cobrindo
C; e seja C; = U;“Zl cl(Vz,). Desde que V,, é uma vizinhanca localmente compacta, temos

que cl(V,,) é compacto e, assim, C; é compacto. E facil ver que [J;7, int(C;) = G. Agora,

denotamos
N, = 51;
NQ = 51U62U6161;

N, - (U@>u< U éhaiz)u( U 51.1@.2@3);

1<3 i1+12<3 11+1i2+13<3

(U@)u( U @-1@2>u...u< U 52-15,-2...@-”).
<n i1+io<n i1+i2+...+1tp<n

Por construcao, N; - N; C N,y; e cada IV;, sendo uniao finita de compactos, ¢ compacto. E

Ny,

claro que G = |J;2, int(NN;). Portanto, & = (Ny, Ny, ...) é um sistema regular em G.
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Exemplo 4.3. Seja U uma vizinhanga compacta arbitraria de e em G. Entao, nao é dificil
ver que ay = (U,U% ...,U",...) é um sistema regular em G. Agora, se G ¢ um grupo
localmente compacto conexo, entao ay é um sistema fortemente regular.

Para uma verificagao, considere S = J;=, U*. Como e € int(U) temos que S contém e
em seu interior. Além disso, S é um subsemigrupo de G pois S é subconjunto de G e, pela
regularidade de oy, temos S-S C S. E facil ver entdao que SN S~ é um subgrupo de G
que contém e em seu interior. Assim, como todo subgrupo de um grupo que tem interior
nao-vazio é aberto, segue que S N S~! é aberto. Mas todo subgrupo aberto de um grupo
também é fechado. Logo, da conexidade de G, devemos ter SN S~ = G ou, ainda, S = G.
Portanto, G = |J;2, U*. Contudo, desde que U*-U C U'*!, dado = € U’ temos z-U C Ut

Em particular, z - int(U) C int(U"*1) e

U' c U z - int(U) C int(U),
zeU?
ou seja, G = |J;2, int(U") e oy & um sistema fortemente regular em G. Os sistemas regulares

da forma ap sao chamados sistemas padroes.

Observacao 4.4. Por um argumento analogo ao acima é possivel verificar que qualquer
sistema regular a de um grupo localmente compacto conexo GG ¢é fortemente regular, desde

que int(N;) é nao-vazio para pelo menos um j.

Exemplo 4.5. Seja G = R™ x Z” x K, no qual m e p sao inteiros nao-negativos e K ¢
um semigrupo compacto. Denote N,, = [—n,n|™ x [-n,n|P x K para todo n > 1 e seja
ag = (N1, Ny, ...). Note que (R™, +) e (Z?,+) sao semigrupos localmente compactos. Logo,
G & um semigrupo localmente compacto. Observe agora que N; é compacto e (0,0, ex) € Ny,
no qual ex é o elemento neutro de K. Além disso, podemos ver N,, = (N;)". Dessa forma,
ap = ap, e, pelo exemplo anterior, concluimos que o é um sistema regular padrao em
G. Um outro exemplo pode ser obtido quando consideramos 3y = (N;", N5 ,...), no qual
N;F =1[0,n]™ x [0,n]’ x K. Observamos que [y é um sistema regular padrao no semigrupo

(RT)™ x (ZT)P x K.

A seguir apresentamos a definicao de agao uniforme.
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Definigao 4.6. Sejam G um semigrupo topoldgico e (X, d) um espago métrico. Uma ag¢dao

de semigrupo (4 esquerda) continua

' dxX — X
(4.1)

(9,2) +— T(g,2) =gz
€ dita ser uma agao uniforme sobre subconjuntos compactos de G, se para cada € > 0 e cada
subconjunto compacto N de G existe & > 0 tal que se x,y sao elementos arbitrdrios de X

com d(z,y) < ¢, entiao d(gx,gy) < € para qualquer g € N.

Por brevidade denominamos tais agoes simplesmente por agoes uniformes e no decorrer

do texto I' sempre denota uma acao uniforme de semigrupo.
Exemplo 4.7. Considere o conjunto
SZ(Q,R) = {A = (aij) S MQXQ(R); det A = 1},

isto é, SI(2,R) é composto por todas as matrizes reais de ordem dois e com determinante
igual a um. Este conjunto com a operacao de multiplicacao de matrizes ¢ um grupo. Entao,

considere o subsemigrupo de SI(2,R) dado por
Si*t(2,R) = {A € SI(2,R); a;; > 0 para todo i,j = 1,2}

De maneira natural, temos a agao ¢ : SIT(2,R) x R?> — R? dada por ¢(A,r) = Az. Em

ST (2,R) podemos definir um sistema regular formado por
N, = {A € SI"2R); [|A] < 27,

Sejam entdo € > 0 e N C SIT(2,R) compacto. Note que podemos encontrar k € N tal que

N C N,. Dessa forma, para § = ¢/2* temos
|Az — Ay||lrz < ||A]| || — y||lrz < € sempre que ||z —y|| <.
Portanto, ¢ é uma agao uniforme.

Lema 4.8. Sejam ¢ > 0 e N um subconjunto compacto de G. FEntao, para cada x € X o
conjunto

Dy(z,e, 1) ={y € X ; d(gx,gy) < € para todo g € N}

€ uma vizinhanca aberta de x em X.
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Demonstracao: Suponha, por absurdo, que a afirmagao nao seja verdade. Entao, podemos
encontrar y € Dy(z,¢€,T") tal que By(y,d) ndo esta contido em Dy(x,¢, ') para todo § > 0.
Logo, é possivel obter uma sequéncia ¥, convergindo para y com y, ¢ Dy(x,¢,T") para todo
n € N. Dessa forma, existe g, € N de modo que d(g,z, g,yn) = €. Pela compacidade de N,
a sequéncia g, tem um ponto de acumulagao g. Entao, d(gz, gy) = lim, 00 d(gn, gnyn) = €,

o que é uma contradigao. O
Como consequéncia temos o resultado abaixo.

Proposicao 4.9. Seja K um subconjunto compacto de X. Para cada subconjunto compacto

N de G e cada € > 0 existe um conjunto finito F' C X tal que K C |J,cp Dn(,¢,T).

Demonstragao: Pelo lema anterior temos que {Dy(x,¢,T") ; © € K} é uma cobertura aberta

de K C X. Deste modo, sendo K compacto, obtemos x1,...,z, em K de tal forma que
{Dn(z;,e,T');i=1,...,n} ainda cobre K. Tome entdo F' = {z1,...,x,} e o resultado
segue. O

Agora apresentamos os conceitos de conjuntos (N, e€)-geradores e (N, €)-separados para
uma ac¢ao uniforme I'. Estas nog¢oes, como veremos adiante, sao completamente analogas as
nogoes de conjuntos (n, €)-geradores e (n, €)-separados, introduzidos anteriormente na se¢ao
3.1 para uma aplicagao uniformemente continua de um espago métrico. Na verdade, vemos
que o estudo da entropia topologica de aplicagoes uniformemente continuas f : X — X é

equivalente ao estudo da entropia topologica de semifluxos discretos, isto ¢, de acoes de Z*.

Definigao 4.10. Sejam G um semigrupo localmente compacto, (X, d) um espago métrico e
I': G xX — X uma agao uniforme. Dados ¢ > 0, K um subconjunto compacto de X e N

um subconjunto compacto de G definimos:

(i) Um subconjunto F de K é chamado (N,e)-gerador de K com respeito a T' se K C
User Dn(z,€,T). Em outras palavras, dado y € K existe x € I tal que d(gz, gy) < €
para todo g € N;

(ii) Um subconjunto E de X ¢é chamado (N, €)-separado com respeito a T' se para cada par

(x,y) de elementos distintos em E existe g € N tal que d(gx, gy) > €.
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Observagao 4.11. Para cada subconjunto £ C K ([N, €)-separado existe um subconjunto
(N, €)-separado maximal em K contendo F. Para uma verificagdo, utilizamos novamente o

Lema de Zorn e o resultado segue de modo anélogo a observagao 3.2.

Proposicao 4.12. Sejam ¢ > 0, N um subconjunto compacto de G e K um subconjunto

compacto de X. Entao:

(a) Se E C K € um subconjunto (N, €)-separado mazimal, entio E é (N, ¢€)-gerador de K;
(b) Eziste um subconjunto finito F' (N, €)-gerador para K ;

(c) Seja F um subconjunto (N, €/2)-gerador de K. Entio, #E < #F para cada subconjunto
E C K (N,¢)-separado.

Demonstragao: (a) Devemos mostrar que K C |, . Dn(x,€, ). Suponha entdo que exista

zeE
y € K comy ¢ Dy(x,¢6,I') para todo € E. Logo, para cada © € E existe g € N tal
que d(gx,gy) > €. Dessa forma, segue que E U {y} é (N, ¢)-separado, o que contradiz a

maximalidade de F.

(b) Segue pela proposigao 4.9.

(c) Seja E = {xy,...,x,} um subconjunto de K (N,¢)-separado. Para cada i = 1,...,k
existe y; € F tal que x; € Dy(yi,€/2,T). Logo, temos y; € Dy(w;,€¢/2,1"). Segue que
a aplicacao ¢ — y; € injetiva. De fato, suponha por absurdo y; = y; para algum i # j.
Entao, devemos ter d(gx;, gx;) < d(gxi, gyi) + d(gy;, gz;) < € para todo g € N, o que é uma

contradigao. Portanto, #F < #F. O

Considere um sistema regular « = (N7, Ny, ...) em G. Fixados um subconjunto compacto

K de X, e >0en €N, para uma acao uniforme I' : G x X — X definimos
ro(6, T, K) ;= min{#F; F C K, F & (N, €)-gerador para K},

sp(6, T, K) :=max {#FE; E C K, E é (N,, ¢)-separado para K} .

Agora, definimos as quantidades

1
r(e, I, K) ;= limsup — logr,(¢, I, K),

n—oo TN
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1
s(e, ', K) := limsup — log s,, (¢, I, K).

n—oo T

Se o compacto K for o proprio conjunto X, quando nao houver possibilidade de confusao,
podemos simplesmente escrever 7,(¢,I") ao invés de r,(e,I', X) e, analogamente, proceder

para os demais casos definidos acima.

Proposicao 4.13. (a) r,(e,I', K) < s,(, I, K) < m,(¢/2,I', K) < 00. Logo, devemos ter
T(€7F7K) < 5(€7F7K) < 7"(6/271—‘7[();

(b) Se € > € entao r,(e1, ', K) < rp(ee, I, K) e s,(€1, ', K) < sp(62, 1, K).

Demonstracao: (a) Segue pelos itens (a), (¢) e (b) da proposigao 4.12, respectivamente.
(b) Como €; > €, temos Dy, (z,€63,I') C Dy, (x,€6,1") e, portanto, um conjunto (V,, €)-
gerador é (N, €1)-gerador para K. Além disso, é claro que um conjunto (N, € )-separado é

(Np, €2)-separado em K. O

Definicao 4.14. Sejam I' : G x X — X uma acao uniforme de um semigrupo localmente
compacto G sobre um espago métrico (X,d), a = (N1, Ny, ...) um sistema regular em G e
K C X compacto. Definimos a entropia topologica de I' com relagio ao compacto K e ao

sistema reqular o por
ho(T, K) := 11_I>I(1)T(6,F, K) = ll_r%s(e,F,K).
Entao, a entropia topoldgica de I' com relacdo ao sistema reqular o € definida por

ho(T) :=sup {h(I', K); K C X, K compacto} .

Observe que pela proposi¢ao 4.13 (a) os limites da definigdo acima existem (podendo ser
infinitos) e sao iguais. Além disso, o valor h,(I") também depende da métrica d sobre X.

A seguinte proposicao resume algumas propriedades que, conforme veremos adiante, aca-
bam por generalizar muitas daquelas vistas para a entropia de aplicacoes uniformemente

continuas em um espago métrico.

Proposicao 4.15. (a) Se d e d' siao métricas em X wuniformemente equivalentes, entao

ho(T") permanece a mesma, ou seja, ho a(I') = ha.a(I');
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(b) Sejam K, C Ky subconjuntos compactos em X. Entao, ho(I', K1) < ho(T, Ks). Assim,
se X € compacto, ha(I') = ho(T', X);

(¢) Dado K; compacto em X, i=1,...,m, com K C ", K; temos

ho(T', K) < max ho(l, K;).

i=1,....m

Além disso, para X compacto, podemos encontrar K compacto em X, com didmetro

arbitrariamente pequeno, de modo que ho(I') = ho (T, K).

Demonstragao: (a) Dado €; > 0 podemos escolher €5 > €3 > 0 tais que d(z,y) < €, quando
d(z,y) < € e d(x,y) < €2 quando d(z,y) < €5. Seja K C X compacto e F' um con-
junto (N, €2)-gerador para K com respeito a d’. Entao, dado y € K existe x € F tal que
d'(gz,gy) < € para todo g € N,. Disso resulta que d(gz,gy) < €; para todo g € N,.
Portanto, F' & (N,,€;)-gerador para K com respeito a d e r,q(€, I, K) < rpa(e, I K).
De modo anélogo, vemos que um conjunto (IV,,e3)-gerador para K com respeito a d é
um conjunto (V,,ez)-gerador para K com respeito a d' e rpz(€2, I, K) < 7y4(e3, 1, K).
Dessa forma, rq(e;, I, K) < rg(e, I, K) < rg(es, I, K). Fazendo ¢, — 0, concluimos que
had(Ts K) = haa (', K) € had(I') = hoa (I').

(b) Basta ver que um conjunto (IV,,, €)-separado em K é (IV,, €)-separado em K.

(c) Seja E um conjunto (NN, €)-separado em K. Note que E; = E N K; é (N, €)-separado
em K;. Logo, temos #E < #E,+...+#E,,. Em particular, s,(¢,I', K) < > | s,(e, T, K;).
Observe entdao que para cada i = 1,...,m, (sp(6,I', K;))neny € uma sequéncia de nimeros
reais maiores ou iguais a 1 com

1
limsup — log s, (¢, I, K;) = s(¢, T, K;).

n—oo 1
Logo, pelo lema 2.15 (adaptado para limite superior), concluimos que

1 m
s(e, ', K) < limsup — log (Z sn(e,I’,Ki)) =max {s(e, I, K;); i=1,...,m}.

n—oo TN -
=1

Portanto, h(I', K) < max;—y,_m ha(T', K;). Agora, supondo X compacto, tome {By, ..., B,}

cobertura aberta de X. Note que esta cobertura pode ser tomada de modo que cada B; tenha
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didmetro arbitrariamente pequeno. Como X = cl(B;)U...Ucl(B,) e cada cl(B;) é compacto
em X, segue pelos resultados que acabamos de provar que

ha(T) = ha(T, X) < max ha(T, cl(B;)) < ha(T),

i=1,...,7

donde concluimos o desejado. O

O proximo resultado ilustra em qual sentido este conceito de entropia é consistente com
o definido para aplicagoes. Mais precisamente, a partir dele podemos concluir que a en-
tropia topologica da acoes de semigrupos é uma generalizacao da entropia topologica para

aplicagoes.

Proposicao 4.16. Sejam G = Z ou G = Z* e a acao gerada pela aplicacao f : X — X,
isto é, I'(n,x) = f™(x) no qual f* = fo...of (n vezes). Denote por h(f) a entropia
topoldgica da aplicagao f no sentido da definicao 3.4. Observe que para o caso em que G = 7
devemos assumir f aplicacao bijetiva, uniformemente continua e com inversa uniformemente
continua. Dessa forma, com as devidas adequacoes sobre f, podemos concluir que em ambos

0s casos I' € uma acao uniforme. Entao, sequem as afirmagoes:

(a) Em ambos os casos, G =7 ou G = 77T, temos ho+ () = h(f), no qual ag € um sistema

regular em G formado pelos elementos N7 = [0,n] :={0,1,...,n}.

(b) Seja G = Z. Se X é compacto, entio ha,(T') = 2h(f) = 2h(f~') = h(f) + h(f™1), no
qual oy € um sistema reqular em G formado pelos elementos N,, = [—n,n]. Para X

arbitrario, temos max{h(f), h(f 1)} < hoo(T) < h(f) + h(f71).

Demonstragdo: (a) Mostraremos que para a = ag a definigao de h,(T') coincide com h(f).
De fato, considere K C X compacto. Se F' é (n + 1,¢/2)-gerador para K com respeito a
f, no sentido da defini¢ao 3.1, dado # € K existe y € F tal que d(f’x, fiy) < €/2 < ¢
para todo 0 < j < n + 1, isto é, para todo j € N,/ = [0,n]. Logo, F & (N, ,€)-gerador
para K com respeito a I'. De modo analogo, se F' é (NI, ¢/2)-gerador para K temos que F é
(n+1,¢/2)-gerador para K. Assim, r,(¢, ', K) < r41(€/2, f, K) < rp(e/2,T, K) e, portanto,
ha(T) = h().
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(b) Considere X compacto e fixe € > 0, n € N. Tome F conjunto (2n + 1, €/2)-gerador para
X com respeito a aplicagdo f. Mostraremos que F' = f*(F) é (N,,€)-gerador para X com
respeito a I'. De fato, seja x € X e z = f~"x. Entao, x = f"z e existe y € F tal que
d(f7z, fly) < €/2 < e para todo 0 < j < 2n+ 1. Logo, v = ffy € F' e

d(fa, f1yf) = d(f 1"z, £ f"y) < € para todo |j| < n,

donde segue o desejado. De modo anélogo, se F’ é (N, €¢/2)-gerador para X com respeito a
I, temos que F' = f~™(F") é (2n + 1,¢/2)-gerador para X com respeito a f. Dessa forma,
ro(6, T, X) < rong1(e/2, f, X) < rp(e/2,T, X). Da primeira desigualdade obtemos

1
T(Ea Fa X) < lim sup — log T2n+1(€/2a f> X)
n

N—00
. n+1 1
= 11m Su

Pela segunda desigualdade, 2r(¢/2, f, X) < r(e/2,I', X). Portanto, hq, (', X) = 2h(f, X).
Mas, sendo X compacto, ha, (') = 2h(f). Neste caso, também temos h(f) = h(f~') (propo-
sigao 2.9 (c)). Assim, ho,(T) = 2h(f) = 2h(f~1) = h(f) + h(f1).

10gr2n+1(6/27 va) = 2T<E/27f7 X)

Assuma agora que X é arbitrario e fixe K C X compacto, € > 0 e n € N. Note que um
conjunto (N, €)-gerador para K com respeito a I' é (n, €)-gerador para K com respeito a f
e f~1. Disso resulta que r,(e, f, K) < rp(e, [, K) e rp(e, f71, K) < 7m,(e, T, K). Portanto,
h(f) < hao(T) € (f71) <l (T).

Para verificar a outra desigualdade, considere F' = {z1,...,z} conjunto (n,€)-gerador

para K com respeito a f e k = r,(¢, f, K). Denote
By(e,x)={y € X ; d(f'z, fy) <e 0<i<n}.
Entdo, para cada j = 1,...,k, tome K; = K N B,(¢,z;). Note que K; é compacto e
K = Ule K;. Além disso, se z,y € K, temos z,y € B, (e, z;) e assim
d(f'z, f'y) < d(f'z, f'z;) + d(f'x;, f'y) < 2¢ para todo 0 < i < n,
ou seja, y € B,(2¢,x). Agora, fixe F; C K; conjunto (n,€)-separado com respeito a f~' e

#F; = s,(e, f~1, K;). Como um conjunto (n, €)-separado maximal é (n, €)-gerador, temos

que Fj é (n,e)-gerador para K; com respeito a f~! e ainda

#F; < rn(e/2,f*1,Kj) <ra(e/2, f1K).
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Afirmamos que F’ = Ule F; é (Np—_1,3¢€)-gerador para K com respeito a I'. Com efeito,
dado x € K temos que z € K, para algum j. Consequentemente, existe y € F; tal que
d(f~'z, f~'y) < € < 3¢ para todo 0 < i < n. Por outro lado, desde que z,y € K; implica
y € B(2¢, 1), temos d(f'z, f'y) < 2¢ < 3e para todo 0 < ¢ < n. Logo, d(f'z, f'y) < 3€ para

li| < n — 1. Portanto, F’ é (IN,_1, 3¢)-gerador para K com respeito a I" e

k
136, I K) < Z#F] k-ro(e/2, f1 K)
7j=1
= rale, fK) - 1a(e/2, [ K).

Dessa forma, hg, (T, K) < h(f, K) + h(f™", K) e hoo(T) < h(f) + h(f™). O

Observacao 4.17. Note que em geral ho,(I') # 2h(f). Por exemplo, se X = Re f é
definida por f(x) = 2z, entdao h(f) =log2 > 0 e h(f~') = 0. Assim, pelo que acabamos de
provar, h,, (I') = h(f) < 2h(f).

A proxima proposicao apresenta uma relagao entre a entropia topolégica de uma agao e

a entropia topologica de uma aplicacao no caso geral.

Proposicao 4.18. Para qualquer acao uniforme I' de um semigrupo localmente compacto G
sobre um espago métrico X e qualquer sistema reqular o« = (N1, Na,...) em G temos
ha(I') 2 sup h(g),
geN1

no qual h(g) denota a entropia topoldgica da aplica¢io g : x +— gx de X em X.

Demonstracao: Fixe g € Ny e considere um subconjunto compacto K de X, e >0en € N.
Como « ¢ um sistema regular, temos (N;)" C N,,. Entdo, ¢ € N, para todo j = 1,...,n
Consequentemente, um conjunto F' (N, €)-gerador de K com respeito a I' é (n, €)-gerador
com respeito a aplicacdo g. Basta ver que d(gz,gy) < € para todo g € N, implica, em
particular, d(¢’z, g’y) < € para todo 0 < j < n. Assim, 7,(¢,g, K) < r,(¢,T, K) e, portanto,
hg) < ha(). O
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4.1.2 Exemplo: A Entropia de um Semifluxo Continuo

A seguir definimos a entropia topolégica de um semifluxo continuo. Na verdade, fixando-se
um sistema regular apropriado, vemos que esta defini¢ao é equivalente aquela dada para acgoes
de semigrupos. Entretanto, aqui sua construcao segue de maneira analoga a apresentada
anteriormente para aplicacoes. Em certo sentido, isto facilita a visao da entropia de agoes

enquanto generalizacao da entropia de aplicagoes.

Antes, porém, lembramos que um semifluxo continuo sobre o espago métrico (X, d) é uma

aplicacao continua ® : Rt x X — X satisfazendo:
(i) ®(0,x) =z para todo = € X;
(i) ®(t+ s,x) = ®(t, P(s,x)) para todo s,t € RT e para todo x € X.

Fixado ¢t € RT também temos que a aplicagao tempo-t ¢ dada por

q)t X — X
x — Dyx) =P(t,x).

O semifluxo ® é uma agao do semigrupo localmente compacto (R™, +) sobre o espa¢o métrico
(X,d). Neste caso, dizemos que a a¢do ¢ ¢ uniforme (ou uniformemente continua) se

Vitg,e >0: 30 >0: Vt € [0,t0], z,y € X : d(z,y) < = d(P(x), Pe(y)) < e. (4.2)

Exemplo 4.19. Considere ® : R* x R? — R? no qual ®(¢, (1, 22)) = (e'zy, elxy). E facil
ver que ® é um semifluxo continuo. Além disso, fixados € > 0 e ty € R, tome § = ¢/e'0.

Dessa forma, se z = (z1,%2),y = (y1,v2) € R? tais que d(x,y) < 9, temos
d(etx, ety) = max{\etazl - €th1|7 |et$2 - 6th2|} g 6t0d<$,y) <€,
para todo t € [0,t,]. Portanto, ® é um semifluxo continuo uniforme.

Agora, para cada nimero real T' > 0 podemos definir uma métrica em X, equivalente a

métrica d, por

dre(z,y) = max d(®;(z), ®:(y)).

te[0,7]
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Entao, dados € > 0 e K um suconjunto compacto de X, um subconjunto F' de K é chamado
(T, €)-gerador de K com respeito a ® se, dado y € K, existe x € F tal que dro(z,y) < €
Um subconjunto E de X é chamado (7', €)-separado com respeito a ® se dro(x,y) > € para

todo z,y € F com x # y. Assim, definimos
rr(e,®, K) .= min{#F; FF C K, F é (T, ¢)-gerador para K };

1
r(e, ®, K) := limsup T logrr(e, @, K).

T—o00

De modo anélogo, temos sy(e, ®, K) e s(e, ®, K). A entropia topologica h(®) do semifluxo

® é entao definida por

h(®, K) :=limr(e, ®, K) = lim s(e, , K);

e—0 e—0

h(®) :=sup {h(P,K); K C X, K compacto} .

O proximo teorema relaciona a entropia topologica do semifluxo ® com a entropia topo-
logica da aplicacao tempo-1 ®1. A partir dele, fixado o sistema regular a = (N, ),en com
N, = [0,n] em RT, concluimos que a definigdo de entropia de um semifluxo dada acima é

equivalente a defini¢ao de entropia de uma acao, isto é, h(P) = hy(P).

Teorema 4.20. A entropia topoldgica de um semifluzo ® € igual a entropia topoldgica da

aplicagao tempo-1, ou seja, h(®) = h(Pq).

Demonstracao: Fixe um conjunto compacto K C X e ntmeros reais T, > 0. Sejam F
um conjunto (7, €)-gerador para K com respeito ao semifluxo ® e considere n € N o maior
nimero natural com n — 1 < 7. Entao, para cada y € K, existe algum =z € F' tal que
d(Pi(z), P(y)) < € para todo t € [0,T]. Observe que, sendo ® semifluxo, temos ®; = (P;)

para todo 5 € Nj. Dessa forma,

dno, (v,y) = max d((®1)'(z), (1) (y)) < max d(Py(z), Di(y)) <e.

0<j<n—1 t€[0,T)
Assim, concluimos que F' é um conjunto (n, €)-gerador para K com respeito a aplicagao ®;.

Entao, r,(e, &1, K) < 1p(6, P, K) e

1 1
r(e,®;, K) = limsup—logr,(e,®1, K) < limsup — logr, (¢, @, K)

n—oo n n—oo n

1
< limsupflong(e,q),K) =r(e, ®, K).

T—o00
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Portanto, h(®1, K) < h(®, K) e, sendo K compacto arbitrario, temos h(®;) < (D).

Para mostrarmos a desigualdade inversa, sejam T', ¢ > 0. Como ® é uniforme, existe 6 > 0
tal que se 2,y € X e d(x,y) < d, entao d(P;(x), P:(y)) < € para todo ¢ € [0,1]. Sejam n € N
o menor ndmero natural com 7' < n—1 e F um conjunto (n, §)-gerador para K com respeito
a ®;. Entdo, para cada z € K, existe algum y € F tal que d, ¢,(x,y) < 0. Note que para

cada t € [0, 7] exitem unicos j € {0,1,...,n—1} e s € [0,1) tais que t = j+s. Disso resulta

d(@y(x), Pe(y)) = d(Ps(P;j(x)), Ps(R5(y))) = d(Ps((21) (2)), 25((P1) (y))) <&

para todo t € [0,T]. Logo, temos que F' é um conjunto (T, ¢)-gerador para K com respeito
ao semifluxo ®. Deste modo, rr(e, ®, K) < r,(6, P, K). Note que, sendo n o menor natural
com T' < n — 1, temos necessariamente 7' > n — 2. Entao, escrevemos

1 1
r(e,®, K) = limsupflong(e,CD,K) glimsupflogrn(& oy, K)

T—o0 T—o00

1 1
< limsup log 7, (0, @1, K') = lim sup — log 7, (0, &1, K) = r(, ¥y, K).
Portanto, h(®, K) < h(®y, K) e, sendo K compacto arbitrario, h(®) < h(®y). O

4.2 Acoes Conjugadas, Subacoes e Acoes Quocientes

4.2.1 Acoes Conjugadas

O objetivo principal aqui é verificar sob quais condi¢oes a entropia de duas agoes de se-
migrupos coincidem. As préximas consideragoes mostram, em particular, que h,, é invariante
por conjugacao. Isto serda importante para a demonstragao de resultados e principalmente,
em alguns casos, no que se refere a simplicacao do célculo da entropia.

Sejam entao (X, d), (Y, o) espagos métricos, G, H semigrupos localmente compactos e
F:GxX — X,A: HxY — Y agoes uniformes com a = (N1, No,...), B = (My, My, ...)
sistemas regulares em G e H, respectivamente. Finalmente, suponha a existéncia de um

homomorfismo de semigrupos ¢ : G — H e de uma aplicagao continua f : X — Y tais que
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o diagrama
G x X — X

Lo Lf Lf (4.3)
H x VY vy
comute, ou seja, fol'= Ao (p x f).

Casos especiais surgem, por exemplo, quando ¢ é uma aplicacao inclusao de um sub-
semigrupo GG de H e f é a identidade de X = Y, ou quando ¢ é a aplicagao quociente
G — H = G/N para um subgrupo normal compacto N de um grupo Ge f: X — Y = X/N
é a aplicacao oOrbita para a acao de N sobre X. No primeiro caso I' é uma subagao de A
e no segundo caso A é uma agao quociente. Ambas sao apresentadas com mais detalhes

posteriormente.

Retornando ao caso geral, apresentamos a seguinte defini¢ao.

Definigao 4.21. (i) Dizemos que conjuntos compactos sao levantados por meio de f se para

cada compacto L C'Y existe um compacto K C X com f(K) = L.

(ii) O sistema reqular o serd chamado B-rico para ¢ com respeito ag¢io A se existem a > 0

e ¢ > 0 tais que para todon € N, h € M, ey,y €Y, com o(y,y') < a, eziste g € N,

para o qual o(¢(q)y, p(9)y') = co(hy, hy').

Exemplos que ilustrem estas situacoes serao descritos adiante. Antes, porém, apresen-
tamos uma importante proposicao que apresenta condi¢oes que nos permitem comparar a

entropia das agoes I' e A definidas para o caso geral acima.

Proposigao 4.22. (a) Seja f injetiva e tal que a aplicagao f~1 : f(X) — X € uniforme-
mente continua. Se p(N,) C M, para cada n € N, entao ho(I') < hg(A).

(b) Seja f uma aplica¢io uniformemente continua tal que conjuntos compactos sao levanta-

dos por meio de f e o € B-rico para ¢ com respeito a A. Entao ho(I') = hg(A).

Demonstragao: (a) Fixe e > 0, n € N e considere um compacto arbitrario K C X com
L = f(K) CY. As hipoteses sobre f garantem a existéncia de § > 0 tal que para =,y € X,
o(f(z), f(y)) < ¢ implica d(x,y) < e. Tome F’ um subconjunto (M,, J)-gerador para L com
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respeito a A tal que #F' = r,(5, A, L). Segue que F = f~1(F’) C K e, pela injetividade de
f, F' = f(F). Além disso, temos #F = #F’. Mostraremos que F' é (N, ¢)-gerador para K
com respeito a I'. De fato, dado = € K existe v/ € F’ tal que d(hf(z),hy’) < 6 para todo
h € M,. Entao, paray = f~!(y') € F e g € N,, temos o(p(9) f(z), v(9)f(y)) < d. Logo,

o(f(gz), flgy)) = o((fol)(g,2),(foT)(g,y))
= o((Ao(px f))(g,7), (Ao (e x f))(g,v))
= o(p(g)f(z),p(9)f(y)) <é.

Portanto, d(gz, gy) < € para todo g € N,, e assim F' é (N, €)-gerador para K com respeito
a I'. Consequentemente, r,(e,I', K) < r,(0, A, L), donde vem r(e, I, K) < r(d, A, L). Dessa
forma, h,(I', K) < hg(A, L) < hg(A) e, sendo K compacto arbitrario, temos h,(I') < hg(A).

(b) Fixe um compacto L C Y e tome K C X compacto com f(K) = L. Como « é f-rico,
existem a > 0 e ¢ > 0 tais que paran € N, h € M, e y,y/ € Y, com o(y,y’) < a, existe
g € N, para o qual o(¢(9)y, v(9)y") = co(hy,hy’). Podemos assumir ¢ < 1. Dado € > 0,
¢ < a, a continuidade uniforme de f implica a existéncia de § > 0 tal que para =,y € X
d(xz,y) < 0 nos da o(f(z), f(y)) < ce. Agora, fixado n € N, seja £ C L subconjunto (M, €)-
separado com respeito a A. Entao, podemos encontrar £’ C f~'(E)N K com f(E') = E e
#E' = #E. Mostraremos que £’ C K é um subconjunto (N, §)-separado com respeito a .
Dados x # y em E’ devemos provar que d(gz, gy) > d para algum g € N,,. Se d(z,y) > ¢
tome g = e. Se d(x,y) < 0 entdo, conforme visto acima, o(f(z), f(y)) < ce < € < a. Como
f(z) # f(y) s@o elementos de E existe h € M,, com o(hf(x),hf(y)) > €. Agora, a escolha

de a e c garante a existéncia de g € N,, tal que

o(e(9)f (@), 0(9)f(y)) = co(h(f(x), hf(y))) = ce.

Entao, o(f(g9z), f(g9y)) = o(e(9)f(x),v(9)f(y)) = ce e, pela escolha de 6, d(gz,gy) > 9.
Logo, E' é (N,,d)-separado para K com respeito a I' e s,(0,T, K) > s,(¢, A, L). Portanto,
hao(T) = hs(A). O

Observacao 4.23. Em particular, se f é uma bijecao tal que ambas f e f~! sao uniforme-

mente continuas e (N, ) = M, para todo n € N, dizemos que o par (f, p) é uma conjugagao
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(ou equivaléncia) entre as a¢oes I' e A. Na existéncia de uma tal conjugacao dizemos que as

acoes I e A sao conjugadas.

Como consequéncia direta da proposicao 4.22 obtemos o seguinte:
Corolario 4.24. Se as agoes I' e A sdo conjugadas, entao ho(I') = hg(A).

Exemplo 4.25.

(a) Seja f: X — Y uma aplicagdo continua sobrejetiva, entao se f é propria (ou seja, se para
todo compacto K em Y tivermos f~!(K) compacto) temos que conjuntos compactos

sao levantados por meio de f;

(b) Sejam X um espago métrico localmente compacto e f : X — Y uma aplicacao continua,
sobrejetiva e aberta. Nestas condigoes, também temos que conjuntos compactos sao

levantados por meio de f;

(c) Para uma acado uniforme I' : G x X — X com a = (N,,)32, sistema regular em G, denote
Y =X x X, H=_G xG eseja  definido por M,, = N, x N,, para cada n € N. Defina
¢ e f como sendo inclusoes diagonais, ou seja, f(x) = (z,z) e p(g) = (g, g) e considere
a métrica em Y dada por o((z1,v1), (x2,y2)) = max {d(z1,x2),d(y1,y2)}. Entdo, para

a acao uniforme

A((.gl; 92)7 ('rlv IQ)) = (F(gh 1'1), F(g% 132))

temos que « é B-rico para ¢ com respeito a A;

(d) Sejam T'; : G x X; — X;, ¢ = 1,2, agdes uniformes de G sobre os espagos métricos
(Xi,d;). Considere o produto X = X; x X, com a métrica d = max{d;,ds}. Defina a
acao I' : G x X — X por I'(g, (21, x2)) = (921, gxs). Além disso, denote f =id, o = d,
Y =X, H =G x G e defina o sistema regular § em G e o homomorfismo ¢ como em

(b). Seja entao a a¢ao uniforme

A((g1, 92); (w1, 22)) = (T'1(g1, 71), T2(g2, 2)).

Novamente temos que « é [-rico para ¢ com respeito a A.
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O item (a) acima ¢ imediato. Para mostrarmos o item (b), considere L C Y compacto.
Devemos encontrar K C X compacto tal que f(K) = Y. De fato, sabemos que f~'(L)
¢ fechado em X. Logo, o conjunto f~!(L), visto enquanto subespago topolégico de X, é
localmente compacto (veja [17], p. 185). Dessa forma, para cada = € f~'(L), existe algum
compacto C, de X contido em f~1(L) e que contém alguma vizinhanca aberta de . Em
particular, z € int(C,) C C,. Note que, sendo f aberta, podemos obter uma subcobertura
aberta {f(int(Cy,)); ¢ = 1,...,n} de L. Denote entdo K = U;—y_ ,C,,. Segue que K ¢
compacto em X e f(K) = L.

Observe agora que o item (c) do exemplo acima é um caso particular do item (d). Para

um verificagao deste tltimo, considere o diagrama comutativo abaixo:

G x X 5 x
1o lid Lid

GxG x Y i>Y

Denote h = (g1,92) € M,,. Parai = 1,2, temos

o(p(gi) (w1, 22), 0(9:) (Y1, y2)) = max {di(giv1, givr), d2(giv2, giy2) } -

Seja entao dj(gk$j>gkyj) = maX;=12 {d1<gixlagiy1>7d2(gix279i92)}- Logo, para gr € Ny,
(xi,v;) € X temos

o(@(gr) (21, 22), 0(gk) (1, 92)) = d;(gk;, gry;)
> max {di(g121, 121), d2(g272, G2y2) }
= o(h(x1,x2), h(y1,92)),

donde segue que « é (-rico para ¢ com respeito a A.

A seguinte proposicao pode ser usada para estimar a entropia de agoes produto. Em

muitos casos, obtemos uma expressao exata.

Proposicao 4.26. Para ¢« = 1,2, seja I'; : G; x X; — X, acao uniforme do semigrupo
localmente compacto G;, com sistema reqular o;; = (fo))fle, sobre o espago métrico (X;,d;).

Considere o espago produto X = X1 X Xy com métrica d = max {dy,dy}.
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(a) Sejam G = G; = Gy, a = a1 = ay e a a¢ao uniforme I' : G x X — X dada por

(g, (x1,22)) = (921, gx2). Entao,
max {16(I'1), ha(l'2)} < ha(T) < ha(T'1) + ha(l2)

e sp(e, ', K1 X K3) 2 s,(€,1'1, K1) -sp(€, s, K3) para todo € > 0, n € N e todo compacto
K, C Xl, Ky C Xs.

(b) Sejam G = Gy x G, o sistema reqular o = (N,,)02, em G com N,, = NP x NP e a

acao uniforme I' dada por I'((g1,92), (z1,22)) = (1 (g1, 1), [a(g2, 2)). Entao,
max {hocl (Fl)v haz(FQ)} < ha(r) < hm (Fl) + hOéQ (F2)

Além disso, s,(e,T', K1 X K3) = s,(€,T'1, K1) - s,(€,T'9, K3) para todo e > 0, n € N e
todo compacto K1 C X1, Ky C X,.

Demonstragao: A afirmagdo em (a) segue de (b). De fato, primeiro denote por A a agao
do item (a) e considere G5 = G no item (b). Tome f = id e p(g9) = (g9,9). Entao,
foA=To(px f). Logo, as acdes A e I' sdo conjugadas e, portanto, h,, (A) = ha(T).
Supondo (b) valido o resultado segue.

Agora, seja K = K; x K3, no qual K; é um subconjunto compacto de X;, i = 1,2. Para
e > 0 en €N fixados, seja F; um subconjunto de K; (N,(f),e)—gerador para K;. Entao,
F = Fi X F; é um subconjunto de K (N, €)-gerador para K com #F} - #F5 elementos. De
fato, dado (x1,25) € K com z; € K;, podemos encontrar y; € F; tal que d;(g;z;, giyi) < €

para todo g; € NO. Logo, para (y;,y2) € F, temos

d((91792)($1,l‘2)7 (91792)(%;92)) = Inax {d1(91$1791I1),d2(92$2,g2$2)} <€

para todo (g1, g2) € Ny, o que conclui o desejado. E claro que r,(e,I', K) < #F, - #I e, em
particular, r,(e, I, K) < r,(e,T'1, K1) - (€, T2, K3). Portanto, ho(T') < hay (T'1) + hay(T'2).
Para obter a desigualdade contréria, seja F; um subconjunto de K; (Néi), ¢)-separado. Entao,
¢ facil ver que E = E) x Ey é¢ um subconjunto de K (IV,,, €)-separado com #FE; - # Es elementos
e assim s, (6,1, K) > s,(,'1, K1) - su(€,T9, K3). Em particular, s,(¢,I', K) > s,(¢, [y, K;)
donde vem h,, (I';) < ho(T), i =1, 2. O
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Exemplo 4.27. Para: = 1,...,k, seja f; : X; — X, aplicacao bijetiva uniformemente
continua e com inversa uniformemente continua, no qual (X;, d;) ¢ um espago métrico. Defina
X = X; x ... x X}, com métrica d = max {dy,...,d,} e considere a acdo I' : G¥ x X — X,
G = Z, definida por I'((nq, ..., ), (x1, ..., z%)) = (f1"(@1), ..., fi*(zx)). Assuma que o €
o sistema regular padrao de G dado conforme proposi¢ao 4.16 (b) e « o sistema regular em
G* definido por N,, x ... x N, (k vezes). Entao, pela proposigao 4.26 (b) temos

max he, (Ti) < ha(T) <) hay(T),

1<i<k
=1

no qual I'; : G x X; — X, ¢ a acdo gerada por f;. Note que ho(I') = hq,(I';) para todo
i=1,...,k implica h,(I') > 0 quando A(f;) > 0 para algum i = 1,..., k. De fato, também
pela proposicao 4.16 (b), temos max{h(f;), h(f; )} < hao(Ti) < h(f;) + h(f'). Logo, se

h(f;) > 0 para algum i = 1,...,k, temos hq,(I';) > 0 e, portanto, h,,(I") > 0.

4.2.2 Subacoes e Agoes Quocientes

Nesta secao consideraremos agoes de grupos. Dada uma acao uniforme I' : G x X — X
de um grupo localmente compacto G sobre um espago métrico (X, d) e um subgrupo fechado

H de G, consideremos a acao induzida, ou subacgao, dada por
Olpg:HxX — X

de H sobre X. E claro que esta acdo ainda permanece uniforme. Por outro lado, se além de

fechado, H é compacto e normal podemos considerar a acao quociente
I')’H:G/H x X/H — X/H,

de G/H sobre o espago X/H das H-6rbitas em X definida por
I')JH(Hg,Hx) = HgHx = Hgz.

E importante ressaltar que o espago topolégico X/H das H-orbitas esta bem definido no
sentido de que cada H-orbita, Hx = {hx ; h € H}, é uma classe de equivaléncia da relagao

de equivaléncia: x ~ y se, e somente se, existe h € H tal que y = hx. Assim, duas 6rbitas ou
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sao disjuntas ou coincidem. A agao I'/H também esta bem definida. De fato, dados z € X e
g1, 92 € G, se Hgy = Hgs entao existe h € H tal que go = hg;. Logo, gox = hgix e, portanto,
Hgix = Hgox. Além disso, temos que X/H é um espago métrico, basta considerar a métrica

o sobre X/H definida por

o(Hx,Hy) = minH d(hizx, hay). (4.4)

hi1,ho€
Podemos verificar que esta métrica gera a topologia quociente de X/H.

Mostraremos que I'/H é uma agao uniforme, isto é, dado ¢ > 0 existe § > 0 tal que,
para Hx,Hy € G/H, o(Hz,Hy) < ¢ implica o(Hgx, Hgy) < € para todo g € N, no
qual N é um subconjunto compacto em G. De fato, note que existem h},h), € H tais que
o(Hz, Hy) = d(hz, hyy). Além disso, como I' é uma agdo uniforme, dados N C G compacto
e € > 0, existe 6 > 0 tal que d(h\x,hhyy) < ¢ implica d(ghz, ghby) < € para todo g € N.
Logo, se o(Hz, Hy) < § temos

o(Hgw, Hgy) =  min d(higz, hagy)

= min d(ghiz, ghey) < d(gh)w, ghyy) < e
hi,ho€H

para todo g € N. Portanto, I'/H é uma acao uniforme.
Agora, considere o diagrama

G x X = X
L pu b qu L qn (4.5)
G/H x x/H "% x/n
no qual py : G — G/H é a projegao canonica e qy : X — X/H a aplicacao quociente.
Assim, temos gy o' = (I'/H) o (py X qu).
Assuma, por fim, que um sistema regular o = (NV,,), em G esta fixado. Desde que H é
fechado e py € homomorfismo continuo, dotamos H e G/H respectivamente com os seguintes

sistems regulares

ag=(N,NH), e a/g= pa(Ny))n

A seguir, temos um resultado que nos da condigdes para reduzir o célculo da entropia de
uma ac¢ao de um grupo G restringindo-se a um dos seus subgrupos. A demonstragao sera

omitida, mas pode ser encontrada em [10].



4.2 Acoes Conjugadas, Subacgoes e Ac¢oes Quocientes 71

Teorema 4.28. Seja o um sistema fortemente regular em G e H um subgrupo fechado de
G tal que o espago das classes laterais a esquerda G/H é compacto. Entao, ag = (N,NH),

¢ um sistema reqular em H e hq, (I|g) = ha(T).

Observacao 4.29. A aplicagdo qg, vista no diagrama (4.5), é uniformemente continua pois
o(Hzx,Hy) < d(z,y). Além disso, gy é uma aplicacao propria (veja [4], p. 38) e, portanto,
conjuntos compactos sao levantados por meio de gg. Por outro lado, a aplicacao py, sendo
sobrejetiva, implica que « é o/ g-rico para py com respeito a I'/H. Dessas afirmagoes, pela

proposicao 4.22 (b), concluimos que ho(I") > hqo), (I'/H).
O seguinte exemplo ilustra que h(I') = hq/, (I'/H) nao vale em geral.

Exemplo 4.30. Seja H o toro bidimensional, isto ¢, H = R?*/~, no qual ~ é a relagao de
equivaléncia que identifica dois pontos no plano se suas coordenadas correspondentes diferem
por inteiros. Entdo, podemos ver H = R?/Z?. Uma métrica bi-invariante di em H pode ser
definida em termos de uma métrica sobre R? tomando-se a distancia entre dois pontos de X
como a minima distancia entre quaisquer representantes destes pontos em R?. Considere a

matriz

A=
1 2

Como A possui entradas inteiras e det A = 1 ¢é facil ver que A(Z?) = Z?. Portanto, A induz

um endomorfismo f sobre H dado por
f+ H — H
(z,y) — flz,y) = (2 +y,z+2y).

Os autovalores de A sdo Ao = (3 ++/5)/2. Note que H é um grupo de Lie. Logo, pela
proposigao 3.20, temos h(f) = h(A) = log %5 > 0.

Agora, considere o produto semidireto G = H x; Z cuja operagao ¢ definida por
(x,m) - (y,n) = (z +n(m)y, m+n) = (z+ f"(y),m+n)

e no qual o homomorfismo 1 : Z — Aut(H) é dado por n(m) = f™. Se Z possui a topologia

discreta, observamos que G = H % Z com a topologia produto é um grupo topolégico. De
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fato, a aplicagao
v: HxZ — H
(x,m) +— Y(z,m)=n(mz = f"z

¢ continua, pois dado A aberto em H temos v 'A = |J _,(f"™A,m) aberto em H x Z

meEZ
(Exemplo 1.6). Além disso, G é localmente compacto. Note também que H é um subgrupo
aberto normal de G. Na verdade, vemos H enquanto subconjunto de G pelo isomorfismo
com H x {0} que, por sua vez, é claramente um subgrupo aberto normal de G.

Considere o grupo topolégico G/H, no qual a sua topologia ¢ a induzida pela aplicagao

quociente. Nao ¢ dificil ver que G/H é isomorfo a Z. Defina a agao

r«- GxH — H

((x,m),y) +— T((x,m),y) =z + f"(y) = 7u((z,m) - (y,0))

no qual 7y : G — H é a projecao sobre a primeira coordenada. Note que I' ¢ uma acao de
grupo continua e uniforme. A continuidade segue do fato de I" ser vista enquanto composicao
de fungoes continuas. Para verificar a uniformidade de I', observe que todo compacto N em
G esta contido num compacto da forma K = H x [—n,n|. Por outro lado, desde que f e
f~! sao aplicacoes uniformemente continuas, dado € > 0 podemos encontrar § > 0 tal que,
se x,y € H, dy(x,y) < § implica dg(f™(z), f"(y)) < € para todo m € [—n,n] C Z. Entao,

para dg(z,y) < J temos

du(gz,9y) = du((z,m)z,(z,m)y) =du(z + f"(x), 2+ f"(y))
= du(f"(2), f"(y)) <e

para todo g = (z,m) € K. Portanto, I' é uniforme. Agora, definimos o sistema regular
padrao o = (N,), em G pondo N,, = {(x,€); x € H,|¢|] < n}. Note que N,, = (N;)" para

todon >1e (0,0) € N,. Além disso, N, é compacto pois N, = ., H X {€}.

el<n
Mostraremos entao que h,(I') > 0. Para tanto, seja o subgrupo L = {(0,m); m € Z} de
G. E facil ver que que L é isomorfo a Z. Além disso, o espaco das classes laterais a esquerda

G/L & compacto. Para verificar esta ultima afirmagao, primeiro note que H é isomorfo a
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G/L. Entao, observe o diagrama

G I, H

g
I /
G/L

no qual g ¢ o isomorfismo entre H ¢ G/L dado por g(x) = (x,0)L. Como 7y ¢ uma aplicagao
quociente e py, = g o my é continua, temos que o isomorfismo ¢ é continuo. Disso concluimos
que G/L é compacto. Agora, desde que v é um sistema fortemente regular em G, L = {0} X Z
um subgrupo fechado de G e G/L compacto, pelo teorema 4.28, temos que = (N, N L), é

um sistema regular em L e h,(I") = hg(T'|.). Entao, considere

L x g M

i
Li lid Lid

7 x H 2 @

no qual i é o isomorfismo entre L e Z dado por i(0,m) = m e A a acdo gerada por f, ou
seja, A(n, 2) = f"(2). E facil ver que I' e A sdo acdes conjugadas. Logo, hg(T|1) = hay(A) e,

conforme a proposigao 4.16 (b), temos
ha(I') = hs(U|L) = hao(A) > h(f) > 0.

Por outro lado, como H age transitivamente sobre X = H, temos X € X/H e assim

X/H contém apenas uma classe. Consequentemente, a entropia de I'/H é zero e, portanto,

han(U/H) < ha(T).

4.3 Medidas Homogéneas e Acoes Lineares

No capitulo anterior definimos medida homogénea para uma medida de Borel p sobre um
espago métrico (X, d) com relagdo a uma aplicacdo uniformemente continua f : X — X.
Agora, generalizamos estes resultados para a¢oes uniformes. Em particular, também vemos
que a nogao de medida homogénea se apresenta como uma ferramente til no estudo de

algumas acoes uniformes lineares.
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4.3.1 Medidas Homogéneas

Seja I' : G x X — X uma agao uniforme do semigrupo localmente compacto G sobre o
espago métrico (X, d). No lema 4.8, dado € > 0 e N um subconjunto compacto de G, para

cada x € X definimos o conjunto
Dy(z,e,T') ={y € X ; d(gz, gy) < € para todo g € N}

e provamos que é uma vizinhanca aberta de z em X. Nestas condi¢oes, apresentamos a

defini¢ao abaixo.

Definicao 4.31. Uma medida de Borel ip em X serd chamada I'-homogénea se as sequintes

condigoes sao satisfeitas:

(i) u(K) < oo para qualquer compacto K C X e existe um compacto K C X com p(K) > 0;

(ii) Para cada € > 0 existem § > 0 e ¢ > 0 tais que

1(Dn(y,0,1)) < eu(Dy(z,€,1))
para todos os subconjuntos compactos N de G e todo x,y € X.

Dado um sistema regular v = (N1, No,...) em G e uma medida g I-homogénea sobre X,

definimos também

1
ka<r> = ka(ﬂv F) = 11_131 lim sSup _ﬁ IOg N(DNn (LU, €, F))a

n—oo

com x € X arbitrario. Segue da condigao (ii) que esta definigao nao depende do z escolhido.

A seguir apresentamos um exemplo de medida I'-homogénea.

Exemplo 4.32. Seja X um grupo localmente compacto com uma métrica invariante a
direita d e uma medida de Haar invariante & direita p. Considere uma agao uniforme linear
I' de um semigrupo G sobre X, isto é, para cada g € G a aplicacao = +— gr de X em X ¢é

um endomorfismo. Entao, afirmamos que p é I'-homogénea.

Para uma verificacao, note que para x € X, g € G e € > 0 temos

9 'Be(gz) = (97" B(1))z, (4.6)
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no qual 1 denota a identidade em X. Para a prova desta igualdade observe que yx pertence
ao lado direito da igualdade se, e somente se, gy € B.(1). Logo, como d é invariante &
direita, temos d(g(yx), gx) = d((gy)(gz), gx) = d(gy, 1) < €. Mas esta desigualdade vale se, e
somente se, g(yz) € Be(gx), o que prova (4.6). Agora, como u ¢ uma medida de Haar temos

pu(K) < oo para qualquer compacto K C X. Além disso, existe U aberto em G tal que
0<pu(U)=sup{u(K); K CUe K compacto} .

Logo, deve existir K de modo que pu(K) > 0. Por fim, pela defini¢do do conjunto Dy(x,¢,I")
e por (4.6) podemos ver que
Dy(z,e,T) = [ 7' Begz) = [\ (g ' B(1)z) = Dy(1,¢,T)z,
geN geEN
para qualquer compacto N C G. Consequentemente, u(Dy(z,€,1")) = u(Dn(1,¢,1")) para

cada x € X e cada € > 0. Portanto, p é I'-homogénea.

Como anteriormente, uma medida I'-homogénea pode ser usada para calcular entropia

topologica.

Proposicao 4.33. Sejam I' uma acao uniforme do semigrupo G localmente compacto sobre
0 espago métrico localmente compacto (X, d) e pu uma medida I'-homogénea sobre X . Entao,

para cada sistema reqular o em G, temos ho(I') = ko(T).

Demonstra¢ao: Fixe um compacto K C X com u(K) > 0. Note que existe um compacto
L C X com K C int(L). De fato, para cada x € K e U, vizinhanga aberta de x com fecho
compacto, seja V,, vizinhanca aberta contendo z tal que cl(V,) C U,. Assim, podemos ver
K c X, V,. Logo, basta tomar L = |J;-, cl(V,,). Fixe entdo € > 0 pequeno suficiente tal

que B.(K) C int(L). Como p é I'-homogénea, existem § > 0 e ¢ > 0 tais que

#(Dx(y,6.T)) < cu(Dy (e, €/2,T))

para todo compacto N C G e todo x,y € X.

Agora, considere £ C K (N, ¢)-separado com respeito a ['. Afirmamos que

U D, (2,¢/2,T) C L.

zeFE
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Além disso, se x e y sao elementos distintos de E entao
Dy, (z,¢/2,T)N Dy, (y,€/2,T) = 0.

No primeiro caso, se y € Dy, (x,€/2,T") entdo, em particular, y € B2(x) C B(K) C L.
No segundo caso, se supormos w € Dy, (x,¢/2,1') N Dy, (y,€/2,T), teremos d(z,w) < €/2,
d(y,z) < €/2ed(z,y) < d(x,z)+d(z,y) < €, o que contradiz d(gz, gy) > € para todo g € N,,.

Consequentemente,
ZM (Dy, (x,€/2,T)) (U Dy, (z,€/2, )) (L) < oo.
el el

Logo, fixado z € X concluimos que

#E - u(Dn, (2.6.1) <) u(Dy, (2,¢/2,T)) < ep(L) < oo.

zelR

Entao, para #E = s,(e,I", K), log s, (e, I, K) < —log u(Dp,, (2,6,1")) + log (cu(L)) e

1
s(e, I, K) < limsup - log (D, (2,0,T)).

n—oo
Tomando-se o limite com ¢ — 0 (§ — 0), obtemos h,(I', K') < kq(T).

Para provar a desigualdade inversa, seja F' C K (N, 0)-gerador para K com respeito a

I. Entao, K C U, .r Dn,(z,6,1) e

zeF

0< u(K) < (U Dy (z,0, r)) > u(Dy, (x,6,T)).

zeF zel

Assim, fixado z € X, podemos ver

#I - CM(DNn(27€/2’F)) > ZM(DNn(:Evé? F)) > ﬂ(K) > 0.

el
Deste modo, para #F = r, (4,1, K), logr, (5,1, K) > log(u(K)/c) — log u(Dy, (z,€/2,T)).
Isto implica

r(6,IK) > hmsup—llogu(DN (z,¢/2,1)).

n—oo

Dessa forma, ho(I', K) > ko(T"). Portanto, he (T, K) = k. (I") para todo compacto K C X

com u(K) > 0. Isto prova a afirmagao. O
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4.3.2 Acgoes Lineares

Seja F igual a R ou C. Por um espago topoldgico linear entendemos um espago vetorial X
equipado com uma topologia tal que as aplica¢oes soma s : X x X — X dada por s(z,y) =
x + y e multiplica¢do por escalar m : F x X — X dada por m(c,z) = cx sdo continuas. Se
um espago vetorial X é normado, isto ¢, possui a norma || - ||, entdo d(z,y) = ||z — y|| define
uma métrica em X. Com a topologia gerada pela métrica, X torna-se um espago topologico

linear.

Dizemos simplesmente que X é um espago linear, se ¢ um espaco topologico linear real ou
complexo com dimensao finita e munido com um produto interno (-, -), no qual || - || = \/(:, )
e d é a métrica sobre X gerada por esta norma. Além disso, consideramos ac¢oes uniformes
lineares I' : G x X — X de grupos localmente compactos G sobre X. Lembramos que uma
acao [' é linear se para cada g € G a aplicagdo = — gz é linear. Assuma também que o

sistema regular o = (Ny, No,...) em G esta fixado.

Exemplo 4.34. Sejam X,Y espacos lineares de mesma dimensao finita e f : X — Y um
isomorfismo. Considere aplicagoes lineares T: X — X e S:Y — Y taisque foT = So f.
Conforme na proposigao 4.16, seja G = Z* munido com o sistema regular o e as agoes
''GxX—=>XelA:GxY —Y geradas por T e S, respectivamente. Note que I' e A sao

agoes lineares. Além disso, como fol'= Ao (id X f), podemos ver também que as agoes I'

e A sao conjugadas. Dessa forma, concluimos que A(T') = h,+(I') = h,+(A) = h(S).

Seja agora Y um subespaco linear de X que é invariante sob I, isto é, gY = Y para todo

g € G. De maneira 6bvia definimos a restrigao
Iy :GxY —Y
de I" sobre Y. Além disso, definimos a acao quociente
'y :GxX/)Y — X/Y

por I'/Y (9,2 +Y) =gz +Y. Em Y consideramos a métrica determinada por d e em X/Y

a métrica o induzida pela norma

Y|, = inf = mi .
o+ Yy = inf llo+ | = min o + |
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Note entdo que a uniformidade da acdo I'/Y segue da uniformidade da acdo I. E comum

chamar Y um G-submodulo de X e X/Y um moédulo quociente.

Observacao 4.35. Em [10] encontramos a seguinte proposigao, cuja demonstra¢ao repro-
duzimos a seguir. Contudo, observamos que nao conseguimos demonstrar que s, (e, I'\y, K1) -
sp(6,T/Y, K3) < sp(€,T, K) implica em s(e, ')y, K1) + s(e,I'/Y, K3) < s(e,I', K). Mesmo

assim, este fato nao reduz o interesse neste estudo e nos exemplos posteriores.

Proposicao 4.36. Para cada subespaco linear invariante Y e cada sistema reqular o em G

temos ha(I') = ho(Tyy) + ho(I'/Y).

Demonstracao: Denote por Z o complemento ortogonal de Y em X, entao X =Y & Z
e a aplicagdo quociente m : X — X/Y leva Z isomorficamente sobre X/Y. Seja K um
subconjunto compacto de X. E suficiente considerar o caso K = K; + K, com K; C Y,
Ky, C Z. Fixee > 0en € N, scjam E; C K;, 1 = 1,2, com #E, = s,(¢,Iy, K1),
#E5 = s,(6,T'/Y, m(K3)) e tais que E; é um conjunto (N, ¢)-separado de K; com relagao a
I'y e m(E;) é um conjunto (N,, €)-separado de m(K3) com relagao a I'/ Y.

Mostraremos que F = Fj+ FEy é (N, €)-separado para K com respeito a I'. Sejam x; #
elementos de F. Entao, escrevemos z; = y; + z; com y; € Ey, z; € Ey. Primeiro assuma
que z1 # zo. Entao, m(z1) # m(22) s@o elementos de 7(Es) e, portanto, existe g € N,, com

o(gm(z1), gm(22)) = e. Consequentemente, temos

d(gr1, gr2) = |[lgz1 — ga2|| = |lg(z1 — z2)[| = lg((y1 + 21) — (y2 + 22)) ]
= lg(z1 — 22) + 9(y1 — w2l = llg(21 — 22) + Y[l1 = [[7(g9(21 — 22))|]x
= |[Im(g921) — 7(gz2)[lr = [lgm(21) — gm(22)[ls = €.

Agora, assuma que z; = 2o. Entdo, como 77 # x5 em E devemos ter y; # y». Logo, existe

g € N, tal que d(gy1,gy2) = €. Assim, d(gz1,922) = ||g(x1 — x2)|| = |lg(vn — vo2)|| > €

Portanto, E ¢ um conjunto (N, €)-separado de K com respeito a I" e
Sp(€, Ly, K1) - su(e, /Y, K3) = #E < s,(e, ', K).

Dessa forma, devemos ter s(e,I', K) > s(e,I'y, K1) + s(e,I'/Y, K3). Fazendo-se ¢ — 0,
obtemos ho(I') > ho(T)y) + ha(I'/Y). O
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O exemplo abaixo mostra que a igualdade acima nem sempre vale, mesmo se o sistema

regular o é o padrao.

Exemplo 4.37. Seja o grupo multiplicativo

a b
G= ;a,beR,a>0
01

Podemos ver G com a topologia induzida de R*, logo temos que G ¢ um grupo topoldgico

localmente compacto conexo. Considere o compacto

1

0

| —

e defina o sistema regular a por N,, = (IV7)". Observe que

N, = ;—n<a<2"e|b|<2"—l
0 1 2

O grupo G age naturalmente sobre o espaco linear X = R?. Podemos representar esta acao

por I : G x R? — R? no qual

a b
r Ny, 2) | = (ay + bz, 2).
01
Ao invés de utilizarmos em R? a métrica proveniente da norma | - ||, utilizamos outra que ¢

uniformemente equivalente & ela. Denotando = = (y, 2), @’ = (v/, 2) definimos
d(z,2") = max{ly — ¢/, |z — 2'[ }.

Nao é dificil ver que I' é uma acao linear. Para verificar a uniformidade de I', primeiro note
que para N compacto em G existe n € N tal que N C N,, (veja exemplo 4.3). Mostraremos
que, fixado € > 0, existe 6 > 0 tal que d(Azx, Az’) < € para toda matriz A € N,, quando
d(z,z’) < §. De fato, temos d(Azx, Az') = max{|(ay + bz) — (ay’ + b2')|,|z — 2/|} e ainda
|(ay + bz) — (ay’ + b2")| < 2"(Jy — ¥'| + |z — 2'|). Entao, basta tomar ¢ = ¢/2"1.

Observe agora que I' deixa o subespago Y = R x {0} invariante. Mostraremos que

ho(I'/Y) =0 e ho(I')y) = log2. Para tanto, novamente fixe e > 0 e um compacto K em X.
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No primeiro caso, sabemos que o conjunto X/Y é dado pela relagao de equivaléncia ~, no qual
(y,2) ~ (v, 2') se, e somente se, existe (w,0) € Y tal que (y,2) = (¢/,2') + (w,0). Note entao
que A(y, z) ~ (y,z) para todo (y,2) € X e A € G. Logo, I'/Y (A, (y,2)+Y) = (y,2) + Y.
Dessa forma, 7,(¢,I'/Y, K) ¢ constante para todo n € N e ho(I'/Y) = 0. No segundo caso,
considere a a¢ao A : Rf xR — R dada por A(c, w) = cw, no qual R} possui o sistema regular
gerado por N; = [1/2,2] . Nao é dificil ver que A e I'|y sdo acbes conjugadas e, portanto,
ha(L)y) = log 2.

Mostraremos por fim que h,(I') = 2log2. Para tanto utilizaremos a proposi¢ao 4.33 e o
fato da medida de Lebesgue p sobre X ser I'-homogénea (veja exemplo 4.32). Fixe ¢ > 0
e n € N. Por defini¢ao, Dy, (0,6, ") = {z € X; d(gx,90) < € para todo g € N,}, ou seja,
Dy, (0,€,T") consiste dos elementos z = (y,2) € X tais que d(Ax,0) < € para cada matriz

A € N,,. Considerando que Ax = (ay + bz, z) podemos ver

z € Dy, (0,¢,T) < d((ay +bz,2),(0,0)) < e paratodo A€ G

1
& Jay +bz| <, |z] < e para todo o <a<2%, b < 2"t

A partir disso, verifica-se que Dy, (0, ¢, ") esta contido no quadrilatero K em X determinado
pelas retas 2"y + (2" — 1)z = +e, 2"y — (2" — 1)z = +e. Na verdade, temos Dy, (0,¢,T") = K.

Portanto,

€ €
#(Dn, (0,6 1)) = pl(K) = 55 5o

Note que estamos nas condigoes da proposicao 4.33. Logo, temos

1
ho(I') = k(') = lim lim sup - log (D, (0,€,1))

=0 nooo

~ il 11 € €
= 51_1)% im sup Eog T

n—oo
log 21 4+ log(2" — 1
= limsup ( 8 + log( )> = 2log 2.
N—00 n

Portanto, neste caso, obtemos hq(I') > ho(I')y) + ho(I'/Y).

Este exemplo mostra que sup,¢y, i(g) < ha(I") (proposigao 4.18). De fato, nas condigdes
do exemplo acima, cada A € N representa uma aplicagdo linear em X cujos autovalores

sao a e 1. Logo, pelo teorema 3.19, temos h(A) = max{0,loga} < log2, enquanto que
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ho(T) = 2log2. Além disso, para A € N; temos também h(A) + h(A™!) < log2 o que
implica

he(T) > sup (h(A) + h(A71)). (4.7)

AEN;
Observamos que no exemplo 4.37 o elemento gerador de «, N1, nao é simétrico. O préximo

exemplo mostra que a desigualdade estrita (4.7) pode ocorrer mesmo se N; é simétrico.

Exemplo 4.38. Sejam G = X = R? ¢ a acao uniforme I' : G x X — X definida por
I'((u,v), (x,y)) = (e"x,e"y). Assim, qualquer (u,v) € G determina uma aplicagao linear em

X dada pela matriz

Guo =
0 e

Considere o sistema regular « em G gerado pelo conjunto Ny = {(u,v) € G; |u+v| < 1}.
Claramente, N; é uma vizinhanca compacta simétrica do vetor nulo em R? e podemos ver
N, = (N)" = {(u,v) € G; |[u£v| < n}. Assumindo log = In, para cada (u,v) € Ny,

afirmamos que

h(gu.v) + h(g;})) <luto| <1 e (rn)ew](V (h(Guw) + h(g;},)) =1.
u,v)eNT

Para uma verificacdo, basta observar que e*, e” sdo autovalores de g,,, 1/e*,1/e" sdo auto-
valores de g;qﬂ e, por exemplo, no caso em que u,v > 0, temos h(guyw) = u + v e h(g,,) =0
(teorema 3.19). Para os demais casos, o procedimento é analogo. Além disso, note que para
u=v=1/2 temos h(gu.) + h(g,,) = 1.

Agora, para calcular h, (") aplicaremos a proposigao 4.33. Fixe € > 0. Sendo d métrica

em X oriunda da norma, para (u,v) € N,, temos

A(guo(7, ), Guw(0,0)) = [[(e"x, e”y) — (0,0)]| = [[(e"z, e"y)].

Dessa forma, Dy, (0,¢,T) = {(z,y) € R?; ||(e"z,e"y)|| < € para todo (u,v) € N,,}. Como em

R? as normas sao equivalentes, assumimos ||(£,7)|| = max{|¢], |n|}. Logo, temos a igualdade
5 € €
Dy, (0,6,T) = {(z,9) € R |l < =, Iyl < -}

De fato, observe que fixado (z,y) em R? o maior valor de ||(e“z, e'y)|| é obtido para (0,n)

ou (n,0) em N,. Entao, ao supormos |z| < 5 e |y| < 5 obtemos

(", e’y) || < max{le"z|, [y|} <€ ou [[(e"z,e’y)| < max{lz],[e"y|} <e.
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Por outro lado, se ||(e"x, e’y)|| < € para todo (u,v) € N, em particular ||(e"z,e%)|| < € e
[(e%2, e"y)|| < e. Assim, |z| < 5 e |y| < =5 donde concluimos a igualdade. Logo, vemos que
w(Dy, (0,¢,T)) = 4e?e™?" ¢, estando satisfeitas as condigoes da proposiciao 4.33, temos

1
ho(T) = ko(T') = limlimsup - log 11(Dn;,, (0,€,T))

=0 nooo

= limlimsup —— log 4e?e ™"
n

=0 nooo

1
= limsup ——loge " = 2.
n—00 n

Este é um exemplo no qual h4(T") > maxuven, (M(guo) + h(g,,)) = 1.

Assuma agora que G é um grupo localmente compacto e conexo. Entao, dada uma
vizinhanga compacta U da identidade em G e uma agdo uniforme I' de G sobre (X, d),
denotamos por hy(I') a entropia topologica de I' com respeito ao sistema regular padrao

ay = (U,U%,U3,...). Pelo exemplo 4.3, temos que ay ¢ um sistema fortemente regular.

Observacao 4.39. Note que se hy(I') = 0 para a algum U, entdao hy(I') = 0 para toda
vizinhanga compacta V' da identidade em G. De fato, para qualquer V existe k = k(V) € N
com V C U* e assim V™ C U*" para todo n. Logo, podemos ver que hy (I') < khy(T). Dessa
forma, se G admite uma agao linear com entropia nao nula, vemos que isso nao depende da

escolha do sistema regular padrao, isto €, da escolha de U.

Cada representagao continua
A: G — Gl(k,C)
g — A,
gera de modo natural uma acao linear I' do grupo G sobre C* por
r- GxCct — CF

Dada uma vizinhanca compacta U da identidade em G, definimos a entropia topolégica da
representagao A por hy(A) = hy (D).

Para a prova do teorema 4.42 precisamos de alguma preparacao técnica.
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Observagao 4.40. Dado um inteiro arbitrario & > 1, denote 7, = T (k,C) o grupo das
matrizes k X k complexas, invertiveis e triangulares superiores. Para A > 1, p > 0 seja
Uk(X, p) o conjunto das matrizes A = (a;;) € T, tais que |a;| < A para todo i e |a;| < p
para todo i # j. Temos que Ug(\, p) é um subconjunto compacto de T contendo a matriz

indentidade I. Além disso, se supormos A > 1, entao Ug(], p) € uma vizinhanca de I em 7.

Lema 4.41. Para cada inteiro k > 1 e qualquer p > 0, A > 1 existe um polinémio real p;(x)
de graui, i =0,1,...,k—1, tal que para cada A = (a;;) € (Uk(X, p))" temos |a;j| < XN'p;—i(n),

1<i<j<k.

Demonstragao: Inicialmente observamos que Ug (A, p) = AUx(1,p/N), p > 0 e XA > 1. Entéo,
para a prova do lema é suficiente considerar o caso A = 1. De fato, assuma que o lema seja
valido para este caso (isto ¢, é vélido para toda matriz em (Ug(1,6))" com 6 > 0 qualquer).

Da igualdade acima temos
(Ur(X, p))" = (AUR(L, p/X))" = A" (Uk(1, p/A))",

para qualquer p > 0 e XA > 1. Logo, dado B = (b;;) € (Ux(A, p))" obtemos que B = A" A para
algum A = (a;;) € (Uk(1,p/N))". Mas, |bi;| = [N"ai;] = A\"|ai;| < A'pj—i(n), 1 <i<j <k
Portanto, o lema ¢é valido para qualquer \ > 1.

Sem perda de generalidade, também podemos assumir que os coeficientes dos polinémios
pj—i sao positivos. Fixe entao p > 0, assuma A = 1 e por brevidade denote U, = Uy(1, p).
Para a prova usaremos inducao sobre k. Mostraremos primeiro que ¢é valido para & = 2.
Neste caso, dado A = (a;;) em (Us)", basta tomar os polindémios p;(z) = pz e po(z) = 1.
Logo, temos |a;;| < pn = pi(n) se i # j e |ay| < 1 = po(n), 4,7 = 1,2. Assuma ent@o que
para algum k > 1 existam polindmios p; tais que |a;;| < pj—i(n), 1 <1 < j < k, para todo
n € N e todo A = (a;;) € (Ug)™

Agora, devemos encontrar polinémios P; com propriedades similires para as matrizes em

(Ugs1)™. Primeiro note que para uma matriz A € Ty podemos escrever

B
A= <.

0 p
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no qual B € Ty, £ = (&1, ..., &) vetor coluna, 0=(0,0,...,0) vetor linha com k entradas nulas
e p € C. Para uma tal matriz bloco utilizamos a notagdo A = (B | £ | 1). Em particular, se

A = (a;j) € (Up41)™ também temos

A= (B(l)\f(l)m(l)) e (B(”)|£(”)]u(")),

com (BW[¢W|u®) € Uy, para cada t = 1,...,n. Por inducio podemos verificar que

A= (C(") u) ,

e CH = (cg)) =BW...BO ¢ (U,)® parat=1,...,n. A hipétese indutiva implica

n

S =y

t=1

n)

noqualﬂ:lu(l)...lu( ,

] < pjit), 1<i<j<hk<k+1, (4.9)

para todo t = 1,...,n. Em particular, para t = n temos |a;j| < pj—i(n), 1 < i < j < k.
Ainda faltam ser verificadas as entradas a(;x41) da tltima coluna de A. Note entao que

A1) S 1e
S

para todo ¢ = 1,..., k. Note também que |c | le |§ \ < p para todo 4,5 = 1,... k.
Assim, por (4.8) e (4.9) temos

k k
-1
§ j 1< oY 1< 0> pilt — 1) < Quilt), (4.10)
j=i j=i

k

S0 <

j=i

=

dP| =

noqual pp=1e
) =p> () (411)
r=0
é um polindmio de grau s com coeficientes positivos.

E um resultado conhecido (veja, por exemplo, em [2]) que para cada inteiro m > 1 existe

um polinémio R,,.; de grau m + 1 tal que

1+2m+3"4+...+n™=Ryi1(n), neN.
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Entao, por (4.10) e (4.11) temos

n k—i
)@+ Z "] ZQk () =33 agyentt
t=1 t=1 r=0
k—i
Z a(r)(k—i) Ztk_’_r = Z arye—i)yRi—i—r1(n) < Pry1—i(n),
r=0 t=1 r=0

onde Py, 1_;(x) é um polindémio de grau k+1—i obtido do polinémio Zf;é a(ry(e—i) Ri—i—rs1(T)

trocando-se os coeficientes negativos pelos seus valores absolutos. Isto prova a afirmagao. O

Teorema 4.42. Sejam G um grupo solivel, conexo e localmente compacto, U um subconjunto

compacto contendo a identidade em G e
A:G—Gl(k,C), g— A,
uma representacao continua do grupo G tal que

A=sup max |u|>1.
geU HESpecAy

Entao, hy(I') < 2klogX. Se existe g € U com || = XA > 1 para cada p € SpecA, temos
hy(T) = 2klog A.

Demonstracao: Como G é solivel e conexo, pelo teorema 1.8 podemos assumir que, para
cada g € G, A, é uma matriz em 7. Dado M € Gl(k,C) definimos a norma em Gl(k,C)
como sendo

[M]| = sup ||Mz|,

[[=]ls=1

onde || - ||s ¢ a norma em C* definida por

[zlls = ll(z, - @) ls = max{[za], . okl }-

Mostraremos que existe p > 0 tal que A(U) C Ug(A, p). De fato, desde que Gl(k,C) é um
espago métrico, U C G compacto e A representagao continua, temos que A(U) é compacto.
Logo, existe r > 0 tal que para todo M = (my;;) em A(U), ||[M| < r. Observe entao que

dado # = (0,...,1,0,...) € C* com 1 na n-ésima coordenada 1 < n < k, temos ||z||, =1 e

M|l < [ M} <7
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Contudo, |my,| < maxici<k{|mi|} = ||Mz||s para 1 < [ < k. Portanto, |m;;| < [|[M]| < r
para todo 1 < 7,7 < k. Mas, para M triangular superior, temos m;; autovalor de M para

todo i. Assim, |m;;| < A para todo i. Tomando-se entao p = r, temos A(U) C Ug(, p).

Mostraremos agora que existe P () com coeficientes reais positivos tal que | M| < \*P(n)
para todon € Ne M € A(U™). Note que A(U™) = (A(U))™ C (Ug(\, p))™. Observe também
que para x = (z1,...,2), com ||z||s = 1, temos |z;| < 1 para todo i = 1,...,k. Logo, para

uma matriz M € T, obtemos
imixy + ..+ mpgzg| < |mal+ ...+ |mig| paratodo i=1,... k.

Entao,
| Mz||s = iirllaxk{\milxl + .o mgrk] < iirllaxk{]miﬂ + . gl }

para todo M € Ty e todo x € C* tal que ||z||s = 1. Dessa forma,

1M = sup |[Me]ls < max {Jma] +...+ [mal} <Y Imyl. (4.12)

IIIHS:]' ’l,j
Pelo lema 4.41 para cada M = (m;;) em A(U™) C (Ux(A, p))" podemos encontrar polinémios
pi(x) com coeficientes reais positivos tais que |m;;| < A"p;_;(n), 1 <i < j < k e para todo

n € N. Logo, fixando-se n, por (4.12) obtemos
1M <Y Imil <A pimi(n) = A"P(n).
2% 12

Agora, sabemos que existe um isomorfismo f : C¥ — R?*. Logo, devemos ter f unifor-
memente continua, cuja inversa é uniformemente continua. Considere entao o diagrama:
k r k
G x C* — C
Lid Lf Lf

G x R* A, R%

no qual a a¢do uniforme A é dada de modo que que fol = Ao (id x f). Deste modo,
concluimos que (f,id) é uma conjugagao para as a¢oes I' e A. Portanto, hy(I') = hy(A).
Fixe € > 0 e considere um cubo compacto K = [—a,a]?*, a € N, em R?* com a métrica

dada pela norma do méaximo. Dado n € N vamos construir um subconjunto (U", €)-gerador

m:{wpmq+L

€

para K. Para tanto denote
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no qual [z] = max{z € Z; z < x}. Além disso, considere F' = {j/m; j = 0,+1,...,+am}.
Como —am < j < am, temos F C [—a,a] CRe F?* C K.

Mostraremos que E = F?* ¢ um conjunto (U™, €)-gerador para K com respeito a A. De
fato, se tivermos = = (z1,...,29;) em K, entdo para cada x; € [—a,a] podemos encontrar
y; € F tal que |z; — y;] < 1/m. Logo, para y = (y1,...,Yy2x) em E temos

A(w.y) = o — gl = mas o —yl < -
1<i<2k m
Entao, para g € U™ temos M = A, € A(U") e
d(gz,gy) = [|Mz — Mylls = [M(z —y)lls < |M]] - [z — ylls <A"P(n) - % <e
A"P(n)

no qual a ultima desigualdade segue de € = ——+ > ’\HZ(").

Assim, F é um conjunto

(U™, €)-gerador para K com respeito a A. Dessa forma, 7,(e, A, K) < #E < (2am + 1)%* e

1
r(e, A, K) < limsup — log(2am + 1)*
n

n—oo

< limsup 2k log (2@ (L(”) + 1) + 1)
€

n—oo N
2k 2a\" P
= limsup — log (a—(n)
n—oo N

2k
= limsup — log <

—|—2a+1>
€

2a\"P(n) + 2ae + e>

n—oo TN €

Como A > 1, observe que dado ¢ > 0 podemos encontar n suficientemente grande tal que

2ae + € < €\". Entao,

2a\" P 2 2aP A" 2a P !
1og( a\"P(n) + ae+e)<log<<a (n) +¢) >:logw+nb@,
€ €
Continuando obtemos
, 2k 2aP(n) + ¢
r(e, A, K) < limsup — |log————— +nlog\
n—oo N

2k 2aP ! 2k
< limsup — log 2ab(n) +¢ + limsup —(nlog \)
n

n—oo 1 € n—o00

< 2klog .

Logo, ho(A, K) < 2klog A e, portanto, hy(I') = hy(A) < 2klog .
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Assuma agora que existe g € U com |p| = A > 1 para cada g € SpecA,. Podemos ver
A, enquanto aplicagdo linear do espago linear C*. Entao, considere a aplicago linear Ag do
espaco linear R tal que f o A, = A, o f. Logo, temos h(A,) = h(4,).

Podemos ver a aplicacao linear Ag como a aplicacao linear A, ‘“realificada”. De maneira
geral, se pj, 7 = 1,...,k, sao os autovalores de uma aplicagao linear sobre um espaco veto-
rial complexo, entao os autovalores desta aplicagao, vista enquanto aplicagao linear sobre o

realificado deste espaco, passam a ser p;, fi;, 7 = 1,...,k (veja [18], p. 108).
Entao, por hipdtese e pelo teorema 3.19 temos que
h(A,) = h(A,) = Z log || = 2k log A.
lul>1

Mas pela proposicao 4.18 também sabemos que hy(I') > h(A,). Logo, hy(I') > 2klog A e,
portanto, hy(I') = 2klog A. O
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