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Resumo

O seguinte teorema ¢ devido a S.-Y.Cheng [6]:

Seja f: M — N uma aplicacao harmonica entre variedades Riemannianas com-
pletas, e suponha que M tem curvatura de Ricci nao negativa, N tem curvatura
seccional nao positiva e N é simplesmente conexa. Se f tem crescimento sublinear

assintotico, entao f é constante.
H& uma demonstracao probabilistica deste teorema devido a Seth Stafford [25].

O objetivo deste trabalho é detalhar esta demonstracao para o caso N = R"™.



Abstract

The following theorem due to S.-Y.Cheng [6]:

Let f: M — N be a harmonic map, where M and N are complete Riemannian
manifolds. Suppose that M has nonnegative Ricci curvature, N has nonpositive
sectional curvature, and N is simply connected. If f has sublinear asymptotic

growth, then f must be a constant map.
There is a probabilistic proof of this theorem due to the Seth Stafford [25].

The aim of this work is to reproduce this proof with details for the case N = R".
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Introducao

Em 1980, S.-Y.Cheng generalizou o célebre teorema de Liouville de Analise Com-
plexa para aplicagoes harmonicas entre variedades Riemannianas completas. Mais

precisamente Cheng demonstrou o seguinte teorema:

Seja f: M — N uma aplicacao harmonica entre variedades Riemannianas com-
pletas, e suponha que M tem curvatura de Ricci nao negativa, N tem curvatura
seccional nao positiva e N é simplesmente conexa. Se f tem crescimento sublinear

assintotico, entao f é constante.
A este teorema vamos referir como teorema de Cheng-Liouville.

Dez anos mais tarde em 1990, Seth Stafford demonstrou esta generalizacao do

teorema de Liouville feita por Cheng utilizando teoria de Probabilidade.

Neste trabalho demonstraremos o teorema acima utilizando a mesma técnica
do artigo do Stafford [25], para o caso em que N = R™. Para realizar tal demons-
tragao precisaremos estudar duas grandes areas da Matematica, que sao Geometria e

Probabilidade, mais especificamente Geometria Riemanniana e Célculo Estocastico.
Dividimos este trabalho da seguinte maneira:

No primeiro capitulo estudaremos os conceitos basicos da Geometria Riemanni-

ana que serao utilizados no restante do trabalho.

No segundo capitulo abordaremos os conceitos necessarios para podermos definir

o Laplaciano em variedades Riemannianas e demonstrar a formula de Bochner.



No terceiro capitulo veremos as defini¢oes e resultados necessarios para demons-

trar o teorema da comparacao de Bishop.

No capitulo 4 apresentaremos uma introducao ao Calculo Estocastico contendo
as definicoes e os resultados bésicos dessa teoria, tais como: espaco de probabilidade,
esperanca, esperanca condicional, processos estocasticos, martingales e integragao

estocastica.

No Capitulo 5 vamos estudar um dos principais objetos do Calculo Estocastico
que é o movimento Browniano. Na tltima secao deste capitulo vamos relacionar a
geometria Riemanniana e o Calculo Estocastico definindo o movimento Browniano

em variedades Riemannianas.

Por fim, o ltimo capitulo é dedicado a demonstracao do teorema do artigo do

Stafford [25], para o caso em que N = R".



Capitulo 1

Geometria Riemanniana

Neste capitulo abordaremos os conceitos fundamentais da Geometria Riemanniana
que serao essenciais para restante do trabalho. Ressaltamos que a teoria sobre va-
riedades diferencidveis e Geometria Riemanniana apresentadas neste capitulo podem
ser encontradas em do Carmo [7], e por isso omitiremos a maioria das demonstragoes

dos resultados apresentados neste capitulo.

1.1 Variedades Diferenciaveis
Ao longo deste trabalho o termo diferenciavel significard de classe C*.

Definicao 1.1 Uma variedade diferencidvel de dimensao n € um conjunto M mu-
nido de uma familia de aplicagcoes injetoras x, : U, C R™ — M de abertos U, de

R™ em M tais que:
(1) Jza(Ua) = M.

(2) Se zq € xp sao tais que xo(Us) N 25(Us) = W # 0, entio a2 (W) e x5 (W)

sao abertos em R" e a aplicagao :c/gl 0zy:x, (W) — Us € diferencidvel.
(3) A familia {(Us, z4)} € mazimal em relagdo as condigoes (1) e (2).

Denotaremos uma variedade diferencidvel de dimensao n por M™.



Defini¢ao 1.2 Dado p € z,(U,) dizemos que (Uy, ) € uma parametrizacio (ou
sistema de coordenadas) de M em p, e chamamos x,(U,) de vizinhang¢a coordenada

em p.

Definicao 1.3 Uma estrutura diferenciavel em M é uma familia de parametrizacoes

{(Uas o)} que satisfazem (1) e (2).

Observagao 1.4 Uma estrutura diferencidvel A = {(Uy, T4)}acr dd origem a uma

unica estrutura diferencidvel mazimal A da sequinte maneira:
A={p:UCR"— M; z,'op e ¢ 'ox, sio de classe C™

em seu dominio de defini¢ao para todo « € I}.

Portanto, com um certo abuso de linguagem, podemos dizer que uma variedade

diferencidvel ¢ um conjunto munido com uma estrutura diferencidvel.

O exemplo a seguir mostra que um conjunto M pode admitir mais de uma

estrutura diferencidvel maximal.

Exemplo 1.5 Considere em R as sequintes estruturas diferencidveis: A = (R, 1),
que possui a aplicagao identidade I como tinica parametrizacao e B = (R, ¢(t) = t3).
Assim as estruturas mdzimas determinadas por A e B sao distintas, pois ¢ ol =

Y/t nao € diferencidvel em 0 e portanto o € A.

Observacao 1.6 Uma estrutura diferencidvel em um conjunto M induz de maneira
natural uma topologia em M. Para tanto basta definir que A C M € um aberto de
M se x;'(A N z24(Uy)) € um aberto de R"™ para todo . Assim com esta topologia

0s conjuntos x,(Uy) sao abertos e as aplicagoes x, sao continuas.

Observagao 1.7 No decorrer da dissertagao, vamos supor que as variedades diferen-

cidvers tém topologias naturais que satisfazem o axioma de Hausdorff e o axioma
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da base enumerdvel, isto €, dados dois pontos distintos da variedade existem vizi-
nhancas destes pontos que nao se interceptam e a variedade pode ser coberta por

uma quantidade enumerdvel de vizinhancas coordenadas.

Antes de prosseguirmos no estudo de variedades diferencidveis, vejamos alguns

exemplos.

Exemplo 1.8 O espaco euclidiano R™, com a estrutura diferencidvel dada pela iden-

tidade € uma variedade diferencidvel.

Exemplo 1.9 (Superficies regulares do R"). Um subconjunto S* C R", k <n
¢ uma superficie reqular de dimensdo k se para cada p € S* existem uma vizinhanca
V de p em R™ e uma aplicacio ¢ : U C R¥ — S* NV de um aberto U C R¥ sobre

SENV tais que:

(a) ¢ € diferencidvel. Isto significa que se escrevermos

o(x1, .y mr) = (f1(x1, ooy Tk)s ooy fu(T, s 2r)), (21, .0 xp) € U,
as fungoes f1(x1, ..., Tk), s fu(T1, ..., xK) tem derivadas parciais continuas de todas
as ordens em U.
(b) ¢ € um homeomorfismo.
(c) dp, : R¥ — R™ € injetiva para todo q € U.

Nao é dificil mostrar que superficies requlares do R™ sao variedades diferencidveis

de dimensao k < n.

Exemplo 1.10 Sejam M™ e N™ variedades diferencidveis com estruturas diferen-
cidveis A = {(Ua, ¢a)tact € B = {(Vs,v¥5)}ses respectivamente. Entdo, o produto
cartesiano M x N com a estrutura diferencidvel C = {(Ua X V3, (¢a:¥3)) }(a.p)crxs

¢ uma variedade diferencidvel de dimensao m + n.



Exemplo 1.11 Como caso particular do exemplo acima, podemos considerar o pro-

duto cartesiano T" = S* x ... x S* chamado de n-toro.
—_———

n—vezes
A proxima definigdo vem introduzir a idéia de diferenciabilidade de aplicagoes

definidas em variedades diferencidveis.

s

Definicao 1.12 Uma aplicagao entre variedades diferencidveis ¢ : M™ — N™ é
dita diferencidvel em p € M, se dada qualquer parametrizacao y: V C R® — N em
o(p), existe uma parametrizacio x : U C R™ — M em p tal que p(x(U)) C y(V)
e a aplicagio y L opox: U C R™ — R" € diferencidvel em x~1(p). Dizemos que
@ € diferencidvel em um aberto de M se for diferencidvel em todos os pontos deste

aberto.

Observacao 1.13 Pela condi¢ao (2) da Defini¢ao 1.1, temos que a defini¢ao acima

nao depende da escolha das parametrizacoes.

Definigao 1.14 Se ¢ : M — N € diferencidvel, inversivel e a sua inversa o=

¢ diferencidvel entao dizemos que ¢ é um difeomorfismo. Neste caso M ¢é dita

difeomorfa a N.

Definicao 1.15 Dizemos que ¢ : M — N é um difeomorfismo local em p € M se
existem vizinhangas U de p e V' de (p) tais que ¢ |g: U — V' € um difeomorfismo.
Se para todo ponto p € M, existe uma aplicagcao @ que seja um difeomorfismo local,

dizemos entao que M ¢ localmente difeomorfa a N.
Observacao 1.16 Toda variedade diferenciavel M™ € localmente difeomorfa ao R™.

Com os conceitos definidos acima podemos estender a nocao de vetor tangente

as variedades diferencidveis.

Definicao 1.17 Seja M uma variedade diferenciavel. Uma aplicagdo diferencidvel

a:(—e,e) = M é chamada curva diferencidvel em M.
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Definigao 1.18 Seja v : (—¢,e) — M uma curva diferencidvel em M. Suponha
que a(0) = p € M e seja D(M) o conjunto das funcoes diferenciqveis f : M — R

em M. FEntao, definimos o vetor tangente a curva o« em t = 0 como a fung¢ao

a/(0) : D(M) — R dada por o/ (0)f = do;za) , f €D(M).

Definicao 1.19 Um wvetor tangente em p € M € o vetor tangente em t = 0 de
alguma curva diferencidvel o : (—e,e) — M com a(0) = p. O conjunto dos vetores

tangentes a M em p serd indicado por T),M.

Podemos expressar o vetor tangente & uma curva a em t = 0 com «(0) = p via

uma parametrizagao ¢ : U C R" — M"™ em p = (0, ...,0) do seguinte modo:

Denote ¢! o a(t) = (z1(t),...,z,(t)). Assim pela injetividade de ¢, tem-se
vt oa(0) = (21(0), ..., 2,(0)) = (0, .., 0).

Entao podemos representar o vetor tangente a o em t = 0 por:

d(f o a(t)) d . d
S0 Y i SV — Lo aft ), an(t
a'(0)f P | fopopoa(t)) . = (fop)(@1t), .. za(t) .
Aplicando a regra da cadeia na tltima expressao obtemos
- A(f o)
H0)——= 0
> 00 010, = (Y0 51| ) 5
onde > : D(M) — R é definido como sendo o vetor tangente da curva [3;(t) =
ili=0
@(21(0), ..., z;(0) + ¢, ..., 2,(0)) em ¢ = 0, e denotaremos - f por 7+ ( ). Sendo
tlt=

assim, podemos expressar o/ (0) € T, M no sistema de Coordenadas (U, ) por

Z i 8:62

A expressao acima mostra que o vetor tangente a uma curva « em t = 0 depende

apenas das derivadas de o em um sistema de coordenadas.

Observacao 1.20 O conjunto T,M, com as operacoes usuais de soma e multi-

plicagcao por escalar, forma um R-espaco vetorial n-dimensional chamado espaco
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tangente de M em p. A escolha de uma parametrizacio (U, @) determina uma base
0
1 D,

(p)}-

para T,M . De fato, basta considerar o conjunto {%(p),.

Sendo assim dados p € M, v € T,M e f € D(M), podemos definir a derivada

direcional de f em p na direcao de v, denotada por, vf = % , onde « é

qualquer curvar diferencidvel em M com «(0) = p e o/(0) = v. A aplicagao T,M —

R dada por v — vf é linear e Vf, g € D(M) tem-se:
() v(f +9) = vf +vg.

(ii) v(fg) = g(vf) + f(vg).

Exemplo 1.21 (O fibrado tangente). Seja M™ uma variedade diferencidvel e

{(Ua,24)} sua estrutura diferencidvel mdzima. Indicaremos por (z,...,2%) as co-

ordenadas de um ponto em U, e por {%, e %} as bases associadas nos espacos
1 n

tangentes de x,(U,).

O conjunto TM = {(p,v); p € M,v € T,M} munido da familia de aplicacoes
injetoras {(Us X R™), Yo}, onde y, : Uy X R™ — T'M € definido por

n
0
(e} o (0% (e}
Yo (2T, 0 V1, ey Uy) = (xa(:pl,...,xn), E vi—axq ,

i=1 ¢

¢ uma variedade diferencidvel de dimensdao 2n, chamada de fibrado tangente de M.

Agora com a definicao de espaco tangente podemos estender as variedades dife-

renciaveis a nocao de diferencial de uma aplicagao diferenciavel.

Definicao 1.22 Sejam M, N variedades diferencidaveis, e o : M — N uma aplicagcao
diferencidavel. Se p € M e v € T,M definimos a diferencial de ¢ em p, como
sendo dyp, : T,M — T N, dada por dp,(v) = (p o a)(0), onde a : (—¢,¢)
¢ uma curva diferenciqvel com a(0) = p e o/(0) = v. Observe que a aplicagcdo

doy : TyM — T, N € linear e nao depende da escolha da curva o.



Definicao 1.23 Sejam M e N wvariedades diferencidveis e p : M™ — N"™ uma
aplicacao diferencidvel. A aplicagdao ¢ é chamada imersao se dy, € injetora Vp € M.
Além disso, se p : M — p(M) é um homeomorfismo, onde p(M) tem a topologia
induzida de N, dizemos que ¢ é um mergulho. Se M C N e a inclusiot: M — N

¢ um merqgulho, entao dizemos que M ¢é uma subvariedade de N .

Exemplo 1.24 Todo subconjunto aberto de uma variedade diferenciavel M € uma

subvariedade de M.
Exemplo 1.25 Uma superficie reqular S* C R™, k < n, é uma subvariedade de R™

Observagao 1.26 Se ¢ : M™ — N" é uma imersao, entdo seque pelo teorema do
nicleo e imagem de espacos vetoriais que m < n. A diferenca n —m € chamada a

codimensao da imersao .

Teorema 1.27 ( Whitney). Dada uma variedade diferencidvel M™, existe um mer-

gulho ¢ : M™ — R?" ™ tal que a imagem (M) € fechada em R*™1.

Demonstracao: Ver Whitney [26]. O

Definicao 1.28 Um campo de vetores X em uma variedade diferencidvel M €
uma correspondéncia que a cada ponto p € M associa um vetor X(p) € T,M.
Considerando uma parametrizacio (U, x) com x(0) = p, podemos escrever o vetor
X(p) € T,M na base {8%1(]9), o %(p)} de T,M da seguinte maneira:
- 0
X(p) =) _ai(p)5 ()

=1

onde cada a; é uma fungao real definida em x(U) isto € a; : x(U) — R.

O campo X € dito diferencidvel se cada fun¢ao a; € diferencidvel para alguma (e,

portanto para qualquer) parametrizagdo.



Denotaremos por X (M) o conjunto dos campos de vetores diferencidveis definidos
em M. Note que X (M) tem uma estrutura de D(M )-médulo além da estrutura na-

tural de R-espaco vetorial.

Definicao 1.29 Um campo de vetores X ao longo de uma curva o : I — M €
correspondencia que a cada t € I associa um vetor X, € ToyM. Dizemos que
um campo de vetores X ao longo de uma curva é diferencidvel se para toda func¢ao
diferencidvel f em M, a funcao t — X,f € diferenciavel em I. Denotaremos por

X(a) o conjunto dos campos de vetores diferencidveis ao longo de a.

Daqui em diante vamos considerar apenas campos de vetores diferencidveis.

Podemos também interpretar um campo de vetores X como sendo uma aplicacao

X : D(M) — D(M) definida do seguinte modo:

Xz

X()p) = X(n)f = (Z olp) <p>> =Y w5,

=1

Com esta interpretagao, dados campos de vetores X,Y de M, podemos considerar

as fungoes X (Y (f)) e Y(X(f)), onde f € D(M), e obter o seguinte resultado:

Lema 1.30 Dados dois campos de vetores X e Y em M, existe um unico campo
de vetores de M, denotado por [X,Y] e chamado de colchete, tal que para todo
f € D(M) tem-se [X,Y](f) = X(Y([)) = Y(X([)).

Além disso, o campo [X, Y] possui as seguintes propriedades:
Proposicao 1.31 Se XY e Z sao campos de vetores diferencidaveis em M, a,b € R
e f,g € D(M) entao:

(a) [X,Y] ==Y, X] (anticomutatividade);

(b) [aX +bY, Z] = a|X, Z] + b]Y, Z] (linearidade);

(o) [[X,Y], Z) +[IY, Z], X] + [[Z, X],Y] = 0 (identidade de Jacobi);

(d) [FX.qY] = fg[X.Y] + FX ()Y — g¥ ()X.
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1.2 Meétricas e Conexoes Riemannianas
Nesta secao estudaremos variedades diferenciaveis munidas de uma estrutura métrica.

Definigao 1.32 Uma métrica Riemanniana em uma variedade diferencidvel M €
uma correspondéncia que associa a cada ponto p de M um produto interno ( , ), no

espago tangente T,M e que varia diferenciavelmente no sequinte sentido:

Dados quaisquer dois campos de vetores diferencidvers X,Y definidos em M, a

aplicagio p € M — (X (p),Y (p)), € de classe C°.

Isto equivale a dizer que as fungoes g;; definidas em uma vizinhanga coordenada

z(U) de M pela expressio gi;(p) = (z2-(p), a%(p»p sao de classe C* em z(U).

ox;

Defini¢ao 1.33 Uma variedade M munida de uma métrica Riemanniana { , ) €
chamada variedade Riemanniana e serd denotada por (M, ( , )). E comum também

denotar a métrica Riemanniana { , ) por g.
Exemplo 1.34 R™ munido do produto interno usual é uma variedade Riemanniana.

Exemplo 1.35 (Espaco Hiperbdlico). O espago hiperbélico n-dimensional é
uma variedade Riemanniana definida como H" = {(z1,...,z,) € R"; z,, > 0}, mu-
nido da métrica (u,v), = %, onde p = (x1,...,x,) € H", u,v € T,H" e “.” denota

o produto interno usual do R™.

Exemplo 1.36 Dada uma imersio ¢ : M" — N"* onde N é uma variedade
Riemanniana com métrica ( , ) podemos definir uma métrica (, ) em M do sequinte
modo: (u,v), = (dpp(u), dey(v)) s uw,v € TyM. Nestas condigoes, a métrica ( , )

¢ dita métrica induzida por p.

O conceito de particao da unidade que definiremos a seguir tem como finalidade

garantir a existéncia de métricas Riemannianas em uma variedade diferenciavel.

11



De um modo mais geral a particao da unidade é uma ferramenta muito utilizada

para estender um objeto local de uma variedade para um objeto global.

Definicao 1.37 Seja M uma variedade diferencidvel. Uma familia de abertos V, C

M com U Vo, = M € localmente finita se todo ponto p € M possui uma vizinhanga

U tal que U NV, # () apenas para um nimero finito de indices.

Definigao 1.38 O suporte de uma funcao f : M — R é o fecho do conjunto dos

pontos onde f ¢ diferente de zero.

Defini¢ao 1.39 Dizemos que uma familia { f,} de fun¢oes diferencidveis fo : M —

R € uma particao da unidade se:

(1) Para todo o, f, > 0 e o suporte de f, estd contido em uma vizinhang¢a

coordenada V, = x4(Uy).
(2) A familia {V,}¢é localmente finita.

(3) Zfa(p) =1, para todo p € M (esta condicao faz sentido, pois em cada p,

fa(p) # 0 para apenas um nimero finito de indices).

Dizemos que a particio {f,} da unidade é subordinada a cobertura {V,}.
O teorema a seguir justifica as consideragoes feitas na Observagao 1.7.

Teorema 1.40 Uma variedade diferencidvel M possui uma particao diferencidvel
da unidade se, e somente se, toda componente conexa de M é Hausdorff e tem base
enumerduvel.

Demonstracao: Ver Brickell [2]. O

Com a teoria vista acima, podemos provar a existéncia de métricas Riemannianas

em variedades diferencidveis de Hausdorff e com base enumerdvel.
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Proposicao 1.41 Toda variedade diferencidvel de Hausdorff e com base enumerdvel

possut uma métrica Riemanniana.

Demonstragao: Como M é uma variedade diferenciavel de Hausdorff e com base
enumeravel, temos pelo teorema acima que M possui uma particao da unidade.
Seja { fo} uma parti¢ao da unidade de M subordinada a uma cobertura {V,,} de M
por vizinhancas coordenadas. Agora observe que em cada vizinhanca coordenada

o

7o(Us) podemos definir uma métrica Riemanniana ( , )5 induzida pelo sistema de

coordenadas (U,, z,) da seguinte maneira

onde ( ) é a métrica canonica de U, C R™. Portanto, podemos definir uma métrica

Riemanniana em M por meio da expressao
(u,v), = Z faP)(u,v)y, w,veT,M.
[0

E facil ver que esta expressao se trata realmente de uma métrica Riemanniana sobre

a variedade diferencidvel M. OJ

Com a teoria de campos de vetores e métrica Riemanniana, podemos definir o
gradiente de uma funcao f € D(M) como sendo um campo de vetores Vf em M
dado por (Vf, X) = X(f), VX € X(M). Usando a defini¢ao de derivada direcional

vista na segao anterior, pode-se mostrar que Vf,g € D(M) tem-se:
(i) V(f +9) =V[f+Vyg.
(i) V(fg) =gV f+ fVyg.
Além disso, o conceito de métrica Riemanniana nos permite calcular comprimen-

tos de curvas diferenciaveis e ainda nos permite definir volume em uma variedade

Riemanniana M.

Definigao 1.42 Sejam M uma variendade Riemanniana e o : I — M uma curva

diferencidvel. Definimos o comprimento de arco da curva o de a a b onde [a,b] C I
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por:

(a) = / @), @)yt

Definicao 1.43 Seja (M, g) uma variedade Riemanniana e (U, p) uma parametrizagao
com {z;} o sistema de coordenadas locais associado. Dada h : M — R uma fung¢do

continua com suporte contido em U, define-se a integral de h sobre M por

/ th—/ (y/det(gij)h) o o~ dzy...dxy,.
M w(U)

Agora se h € uma funcdao continua em M, define-se a integral de h sobre M por

/M hdV =) /M fohdV,

a€el

onde {fo, € I} € uma particao da unidade subordinada a cobertura {V,}.

Definimos o volume Vol(M) de M por

Vol(M)—/MdV—Z/MfadV.

acl

dV = \/det(g;j)dx;...dx, € chamado elemento de volume da variedade Riemanniana.

A expressao acima esta bem definida, isto é, nao depende dos sistemas de coor-

denadas escolhido nem da particao da unidade associada.

Definicao 1.44 Uma isometria entre variedades Riemannianas M e N € um difeo-
morfismo ¢ : M — N tal que para todo p € M e todo par u,v € T,M temos

(u,v)p = (dpp(u), dpp(v)) o). Neste caso dizemos que M € isométrico a N.

Definicao 1.45 Sejam M e N wvariedades Riemannianas. Uma aplicacao diferen-
cidqvel ¢ : M — N € uma isometria local em p € M se existir uma vizinhanc¢a
U C M dep tal que ¢ : U — o(U) é um difeomorfismo satisfazendo (u,v), =
(dpp(u), dep(v)) pp)-

Agora vamos introduzir o conceito de derivacao sobre campos de vetores de M

e isto é feito através da conexao afim.

14



Definicao 1.46 Uma conezxao afim V em uma variedade diferencidvel M €é uma
aplicagao V : X(M) x X(M) — X(M), a qual V(X,Y) serd denotada por VxY e

que satifaz as sequintes propriedades:
(1) VixigvZ = fVxZ +gVyZ,
2) Vx(Y+2)=VxY +VxZ,
(3) Vx(fY) = fVxY + X(f)Y,

onde X,Y,Z € X(M) e f,g € D(M).

Seja (U, ) uma parametrizacao de M em p e X; = dxz Z%Xu e

Y = Z y;Y;. Pela definicao de conexao afim, temos que
j=1

VYV = Z (Z w8 + X (y )) X, (1.1)

k=1 \i,j=1

onde Vx, X; ZI”“ Xi. As funcoes Fk» sao chamadas de simbolos de Christoffel

k=1
da conexao V.

Note que a expressao local de uma conexao afim, nos mostra que para calcular
(VxY)(p), sé prescisamos do valor de X (p) e do valor de Y ao longo de uma curva

tangente a X em p.

Aqui podemos novamente usar a particao da unidade, para garantir a existéncia
de uma conexao afim em uma variedade diferenciavel M. Para isso, basta considerar
em cada vizinhanga coordenada z,(U,) uma conexao afim V* pela expressao (1.1),

com Ffj = (0. Entao definimos a conexao afim em M por
ViY =) fVRY.

onde {f,} ¢ uma particdo da unidade de M subordinada a uma cobertura {V,} de

M por vizinhangas coordenadas. Com isso provamos a seguinte proposicao:

Proposicao 1.47 Toda variedade diferencidvel M possui uma conexao afim V.
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Exemplo 1.48 Sobre R™, temos uma conexao afim V dada por:

(VxY), = (X,(Y1), .. X,(Y,)), onde Y = (Vi,...,Y,) e p € R™.

Exemplo 1.49 Seja S* C R"! a esfera unitdria com a métrica induzida pelo R,
Entao uma conexdo afim em S™ pode ser dada por: VxY = @Xf/ — <@X}~/, N)N,
onde V ¢ a conexdo afim do R™', X e Y sdo as extensoes dos campos X e Y

respectivamente em R" ™ N € a normal de S™ e ( , ) indica a métrica do R™ .

O préximo resultado mostra que a escolha de uma conexao afim V em M origina
uma derivada de campos de vetores ao longo de curvas. E esta derivada vai nos

permitir definir paralelismo na variedade M.

Teorema 1.50 Seja M uma variedade diferencidvel munida de uma conexdo afim

V. Para cada curva o : (—€,€) — M, a conexdo V determina um inico operador

D

T X(a) = X(a) que possui as sequintes propriedades:

para todo a,b € R.

(a) B(aX +bY) = aZX + b2,

(b) 2(rX) = X+f ==, para todo f € D(M).

(c) Se X € X(M), entdo a restricio X; de X ao longo de o satisfaz % =

Via X.
dt

Tal operador é chamado de derivada covariante ao longo da curva .

Se a(t) = (x1(t), ..., x,(t)) é¢ uma expressao local de a(t), podemos representar

localmente um campo X € X(«a) por X; = Zvj(t)i(oz(t)). Entao usando a

0x;
j=1 !
definigao de conexao afim e as propriedades (a) e (b) do teorema acima temos
DX, " dv " ;AT 0
= I'; 1.2
dt kz{dt+j1 }axk (12

Definicao 1.51 Seja M uma variedade diferencidvel com uma conexao afim V.

Um campo de vetores X ao longo de uma curva o : I — M é chamado paralelo

quando =; DXi =0, para todo t € I.
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Usando a equacao (1.2) a defini¢ao de campo paralelo é equivalente a um sistema

de n equagoes diferenciais de primeira ordem em v*(#),

n

dvk e dx;
—+ Zrijvfgzo, k=1,..n. (1.3)

1,j=1
Como o sistema de equacdes acima é linear em v¥(t), entao existe uma tinica solucio
definida em todo ¢ € I satisfazendo a condicdo inicial v*(ty) = vy. Portanto temos

a seguinte proposicao:

Proposicao 1.52 Seja M uma variedade diferencidvel com uma conexao afim V.
Seja o : I — M uma curva diferenciavel em M e vy € Ty M. Entdao existe um
unico campo de vetores paralelo X ao longo de «, tal que X, = vo. X € chamado

de transporte paralelo de vy ao longo de .

Note que, até agora métricas e conexoes foram tratadas de forma independentes.
Porém, uma vez fixada uma métrica Riemanniana em uma variedade M, quere-
mos determinar uma conexao que esteja relacionada com esta métrica em um certo

sentido. Esta relacao vai determinar a conexao de maneira unica.

Defini¢ao 1.53 Uma conexdo afim V em uma variedade Riemanniana (M, { , ))

€ dita compativel com a métrica se
XY, Z)=(VxY,Z)+ (Y, VxZ), VX,Y,Z e X(M).
A conexao afim V é dita simétrica quando

VxY = VyX = [X,Y] para todo X,Y € X(M).

E importante ressaltar que em um sistema de coordenadas (U, ¢), o fato da

conexao V ser simétrica implica que para todo i,j = 1,...,n,

0
Vx, X; — Vx, Xi = [X;, X;] =0, onde X; denota .
X
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Teorema 1.54 (Levi-Civita). Dada uma variedade Riemanniana M, existe uma

unica conexao afim V em M satisfazendo as condigoes:
(a) V € simétrica.

(b) V € compativel com a métrica Riemanniana.

A conexao dada pelo teorema acima é denominada conexao de Levi-Civita ou

conexao Riemanniana de M.

Proposicao 1.55 Seja M uma variedade Riemanniana e V a conexao Riemanni-

ana. Considere a aplicacdo
Tt = Tayto,t Ta(to)M - Ta(t)M

definida por: Ta4+(v) € o transporte paralelo do vetor v ao longo da curva o de t,

at. Entao 7, € uma isometria.

Exemplo 1.56 As conexoes afins apresentadas nos exemplos 1.48 e 1.49 sao as

respectivas conexoes Riemannianas do R"™ com a métrica usual e do S™ com a métrica

induzida do R™+1,

1.3 Geodésicas

No que se segue, M sera uma variedade Riemanniana munida de sua conexao Rie-

manniana.

Definicao 1.57 Uma curva diferencidvel v : I — M é uma geodésica em ty € I se
% (Z—Z) = 0 no ponto ty. Sey € uma geodésica para todot € I, dizemos simplesmente
que 7y € uma geodésica. Se [a,b] C T e~ : I — M é uma geodésica, entao a restri¢io

de v a [a,b] € chamada segmento de geodésica que liga y(a) a y(b).
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Note que, se v é uma geodésica, entdao |y'(t)| é constante para todo ¢ € I. De

fato,

L or = Lo =22 w.4m) =0

Portanto, o comprimento de arco de uma geodésica ~y a partir de y(ty) é dado por

dwlewwww:dw%w

onde ¢ = |y/(t)] serd suposto sempre nao nulo.

Além disso, em um sistema de coordenadas (U, ¢) em torno de y(tp), v serd uma

geodésica se, e somente se, satisfazer o sistema de equacgoes diferenciais de 2° ordem

n

APz, dr; dx;
_+§:r’?._l—’ =0, k=1,..
dt Yodt dt ’ et

ij=1
onde ¥(t) = @(x1(t), ...z, (t)) na parametrizacao (U, ¢). A existéncia e unicidade da
equagao acima satisfazendo condigbes iniciais x;(tg) = ;0 € %(tg) = v;p NOs leva ao

seguinte teorema.

Teorema 1.58 (Existéncia e unicidade de geodésicas). Sejam M uma vari-
edade Riemanniana, p € M ev € T,M, v # 0. Entdo, existe um € > 0 e uma unica

geodésica 7y : (—e, €) — M tal que v(0) =p e ~'(0) = v.
Exemplo 1.59 No R", munido da métrica usual, as geodésicas sao as retas.

Exemplo 1.60 Na esfera S*, munida da métrica induzida pelo R"*!, as geodésicas

a0 0s circulos maximos.

Denotaremos a geodésica y(t) de M que no instante t = 0 passa por p com

velocidade v por (¢, p, v).

Podemos aumentar ou diminuir a velocidade de uma geodésica alterando assim

o seu intervalo de definicao. Mais precisamente, temos o seguinte resultado.
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Lema 1.61 (Homogeneidade de uma geodésica). Se a geodésica y(t,p,v) estd
definida no intervalo (—4,9), entdo a geodésica y(t,p,av) com a € Rya > 0, estd

definida no intervalo (—g, %) e vale a igualdade (t, p, av) = y(at, p,v).

No intuito de definir a aplicacao exponencial, precisaremos da seguinte proposicao.

Proposicao 1.62 Dadop € M ea > 1, existem uma vizinhanga V de p em M, um
nimero € > 0 e uma aplicacdo diferencidvel, v : (—a,a) xU — M eU = {(q,v) €
TM;qeV,veT,M,v| <e} tal quet — (t,q,v), t € (—a,a), € a unica geodésica
de M que no instante t = 0 passa por q com velocidade v, para cada q € V' e cada

veT,M, com |v| <e.

Com isto, podemos definir o conceito de aplicagao exponencial da seguinte maneira.
Sejape M el C T M um aberto dado pela proposicao anterior. Entao a aplicacao
exp : U — M dada por

v

exp(q,v) =v(1,q,v) = v(|v], ¢, m% (q,v) eU

¢ chamada a aplicacao exponencial em U.

E usual considerar a aplicacao exponencial restrita a bola aberta B.(0) C T, M,
ou seja definiremos exp, : B.(0) C T,M — M por exp,(v) = exp(q,v).
Geometricamente, se v # 0, exp,(v) é o ponto de M obtido percorrendo um

comprimento igual a |v|, a partir de ¢, sobre a geodésica que passa por ¢ com

velocidade 7. No caso em que [v| = 0 temos exp,(v) = q.

Teorema 1.63 Dado p € M, existe um € > 0 tal que exp, : B(0) C T,M — M ¢

um difeomorfismo de B.(0) sobre um aberto de M.

Definigao 1.64 Se exp, ¢ um difeomorfismo em uma vizinhanca V' da origem em
T,M, exp,V = U ¢é chamada uma vizinhanga normal de p. Se B.(0) € tal que
B(0) C V, chamamos exp,(B:(0)) = Bc(p) de bola normal ou bola geodésica de

centro p e raio €.
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Agora vamos estudar algumas propriedades minimizantes das geodésicas.

Definicao 1.65 Uma curva diferencidvel por partes na variedade Riemanniana M
¢ uma aplica¢ao continua « : [a,b] — M satisfazendo a sequinte condi¢ao: Eriste
uma particio a = tg < t; < ... < ty_1 < t = b de [a,b] tal que as restrigoes

|y tiia]: 8 = 0,...,k — 1, sao diferencidveis.

Defini¢ao 1.66 Um segmento de geodésica 7y : [a,b] — M € chamado minimizante

se l(y) < l(«), para qualquer curva a diferencidvel por partes ligando y(a) a ~y(b).

A proposicao a seguir nos diz que as geodésicas minimizam localmente o com-

primento de arco. Mais precisamente tem-se:

Proposicao 1.67 Dados p € M, U uma vizinhan¢a normal de p e B C U uma
bola geodésica de centro em p. Seja v : [0,1] — B um segmento de geodésica com
v(0) = p. Sea:[0,1] - M € uma curva diferencidvel por partes ligando v(0) a
(1), entao () < l(«) e se a igualdade vale entao ([0, 1]) = «([0, 1]).

E importante observar que se considerarmos um arco suficientemente grande de
geodésica ele pode deixar de ser minimizante. Por exemplo as geodésicas de uma
esfera que partem de um ponto p nao sao minimizantes depois que passam pelo
antipoda de p. Portanto, a proposicao acima nao é global. Mas a reciproca vale

globalmente.

Proposicao 1.68 Se uma curva « : [a,b] — M, normalizada e diferencidvel por

partes é minimizante, entao o é uma geodésica.

Definiremos agora o referencial geodésico, que sera tutil na demonstracao da

formula de Bochner.

O referencial geodésico é construido da seguinte maneira: Dados p € M, U

uma bola geodésica de centro em p, ¢ um ponto qualquer de U, v uma geodésica
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minimizante ligando p a ¢ e {ey, ..., €,} uma base ortonormal de T, M. Entao trans-
portando paralelamente cada vetor dessa base ao longo de <, obtemos uma base
ortonormal F1(q), ..., E,(q) para T, M. Estendendo esta construcao para todos pon-

tos de U, obtemos n campos de vetores diferenciaveis F1, ..., F,, em U que satisfazem:
(a) Ei(p) =¢; Yi=1,.,n.
(b) {E1(q), ..., En(q)} é uma base ortonormal de T,M, Vq € U.
(¢) Vg,E;(p) =0 Vi,j=1,..,n.

Uma n-upla de campos de vetores assim construidos é chamado de referencial

geodésico em p.

1.4 Curvaturas e Campos de Jacobi

A curvatura que definiremos a seguir tem sinal oposto a curvatura definida em do

Carmo [7].

Definigao 1.69 A curvatura R de uma variedade Riemanniana M € uma correspon-
déncia que associa a cada par X,Y € X (M) uma aplicacao R(X,Y) : X(M) —
X (M) dada por

R(X,Y)Z =VxVyZ —VyVxZ —VixyZ, 7€ X(M),

onde V é a conexao Riemanniana de M.

Proposicao 1.70 A curvatura R de uma variedade Riemanniana satisfaz as sequintes

propriedades:

(a) R € D(M)-bilinear em X(M) x X(M), isto é,
R(f X1+ 9X5, Y1) = fR(X1, Y1) + gR(X2, Y1),

R(X1, fY1+gYa) = fR(X1,Y1) + gR(X1, X3),
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frg e DIM), X1,Xo,Y1,Ys € X(M).
(b) Para todo par X,Y € X(M), o operador curvatura R(X,Y) : X(M) —
X (M)é D(M)-linear, isto é,
RX,Y)(Z +W) = R(X,Y)Z + R(X, Y)W,
R(X,Y)fZ = fR(X,Y)Z,
feDM), Z,W e X(M).
(¢) (Primeira Identidade de Bianchi).

R(X,Y)Z + R(Y,Z)X + R(Z, X)Y =0.

(d) (R(X,Y)Z,T) =—(R(Y,X)Z,T).

(e) (R(X,Y)Z,T)=—(R(X,Y)T, Z).

() (RX,YV)Z,T) = (R(Z,T)X,Y).

Em um sistema de coordenadas (U, ¢) em torno de um ponto p € M, indicaremos

por 8%2_ = X, e escrevemos R(X;, X;) X} = ZRkaS' Assim, pela linearidade de

R temos

R(X,Y)Z Z{ > Rjab; ck} (1.4)

s=1 \i,j,k=1
onde X = Z%’Xi, Y = ijXj, e / = chXk Para exprimirmos ka em

k=1
termos dos simbolos de Christoffel escrevemos,

R(Xi,Xj)Xk = VXivXij — VX‘,-VXiXk — V[Xi,Xj]Xk

(ZFle> Vx, (Zr,m)

; 3\ ( )
=D\ M)X+ T VX 6= XX +Th VX o
=1 n I=1 n
= Z I3 X - Z [HX
L s=1 y, \ s=1
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n

= Z Xi(T5) + Z %15 — X;(03,) — Z L3ls o X,
=1 I=1

s=1
NS g
TV
S
Rijk

Observe que a equagao (1.4) mostra que o valor de R(X,Y)Z no ponto p depende

somente dos valores de X, Y, Z em p e dos valores das fungoes R em p.

Definiremos agora outros tipos de curvaturas que sao importantes no estudo das

variedades Riemannianas.

Dado um espago vetorial V', indicaremos por |uAv| a expressao +/|ul?|v[> — (u, v)?

que representa a area do paralelogramo gerado por u e v.

Seja 0 C T,M um subespago bi-dimensional de T,M e u,v € o dois vetores
linearmente independentes. Entao

(R(u,v)v,u)

K(u,v) = A2

nao depende da escolha dos vetores u,v € 0. Com esse fato, a definicao abaixo é

consistente.

Definicao 1.71 Dados p € M, o C T,M um subespago bi-dimensional de T,M e
{u,v} € uma base qualquer de o. Definimos a curvatura seccional K(p,o) de o em

p pela expressao:
(R(u, v)v,u)

K(p,O')ZK(U,U>: |U/\U|2

Dada uma variedade Riemanniana (M, ( , ),V, R), podemos considerar ainda
outros tipos de curvaturas. Para isso, fixe um vetor unitario v € T,M e comple-
te-o de modo a obter uma base ortonormal {vy,...,v,_1,v, = v} de T,M. Assim

definimos:

Curvatura de Ricci na diregao de v:

n

Ric,(v) = Z(R(vi,v)v,vi% i=1,...,n—1.

i=1
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Curvatura Escalar em p:

n

K(p) = chp(vj) =Y (R(vivj)vj,0), j=1,..,n.

ij=1
As expressoes acima nao dependem das bases ortonormais escolhidas.

Agora iremos introduzir o conceito de campos de Jacobi, que tem por finalidade
relacionar curvatura e geodésicas. Conforme veremos, a curvatura K(p,o), o €

)

T,M, indica quao rapidamente “se afastam” as geodésicas que saem de p e sao
tangentes a 0. Além disso, os campos de Jacobi permitem obter uma caracterizagao

relativamente simples das singularidades da aplicacao exponencial.

Defini¢ao 1.72 Seja v : [0,a] — M uma geodésica de M. Um campo de vetores J
ao longo de v é um campo de Jacobi se para todo t € [0,a] vale a sequinte equagdao

diferencial:
D2 J(t)
dt?

+ R(J(1), 7' 1)y () = 0.

Esta equagao pode ser reduzida a um sistema de equacoes diferenciais de 2°

ordem da seguinte maneira:

Tome uma base ortonormal {F, ..., £, } de T,y M. Transporte paralelamente ao
longo de 7y cada vetor desta base; obtemos assim, uma base ortonormal { £ (t), ..., E,(t)}

de Ty M para todo t € [0, al]. Desta forma, podemos escrever

n

J(t) = ¢ (DE; ()

j=1
onde ¢;(t) s@o fungdes diferencidveis definidas em [0, a]. Como os campos E;(t) sao

paralelos ao longo de 7, temos

DJ !/ - / D2J " - !
2L = T =D GOE), )= J"() = 3 WE )
j=1 j=1
por outro lado temos que:
R(J,A ) = Z(R(J7 V), E)E; = Z Cj<R(Ej;7/)7,a E)E; = Z cjai; B
i=1 i,j=1 ij=1
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onde a;; = (R(E;,~')Y', E;). Sendo assim, a equagao que define os campos de Jacobi
(chamada de equagao de Jacobi), fica na seguinte forma

T+ RO, Iy =Y A+ cag}E; =0
=1

J=1

n

ou seja, equivalente ao sistema de equacoes diferenciais lineares c;-’ + g cjaq; = 0 com
i=1
j =1,...,n. Deste modo um campo de Jacobi é determinado pelas suas condigoes

iniciais J(0) e J'(0) ou seja, ¢;(0) e ¢}(0) com j =1,...,n.

Exemplo 1.73 Dada uma geodésicay(t) em uma variedade Riemanniana M, temos

campos de Jacobi ao longo de vy dados por J(t) = ~/'(t) e J(t) =t/ (t).

Proposicao 1.74 Seja v : [0,a] — M uma geodésica de M. Entdo um campo de

Jacobi J ao longo de v com J(0) =0 € dado por:
J(t) = (dexp,)ey(0) (tJ'(0)), t€[0,al.

Em particular se B.(y(0)) é uma bola geodésica e J'(0) € ortogonal a ~'(0), entao

J(t) € um campo coordenado angular em coordenadas polares.

Teorema 1.75 Sejap € M e~ :[0,a] — M uma geodésica com v(0) = p, 7'(0) =
v. Sejaw € T,(T,M) com |w| =1 e seja J o campo de Jacobi ao longo de v dado
por J(t) = (dexp,)w(tw), 0 <t < a. Entdo o desenvolvimento de Taylor de |J(t)[?

em torno det =0 ¢é dado por

@)= £ — é(R(w,v)v, Wt + o(th)

O corolario abaixo contém essencialmente a relagao entre geodésicas e curvatura,

que mencionamos acima.

Corolério 1.76 Nas mesmas condi¢oes do teorema anterior seja 7y : [0,a] — M

uma geodésica parametrizada pelo comprimento de arco, lw| = 1 e (w,v) = 0, a
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expressio (R(w,v)v,w) € a curvatura seccional em p sequndo o plano gerado por v
e w. Neste caso,

IOF =~ SK(p,o)t* +olt"

|J(t)| =t — éK(p, o)t3 + o(t?)

Agora iremos relacionar as singularidades da aplicacao exponencial com os cam-

pos de Jacobi.

Defini¢ao 1.77 Seja v : [0,a] — M uma geodésica. O ponto y(to) € conjugado de
~v(0) = p ao longo de v,ty € (0,a], se existe um campo de Jacobi J ao longo de 7,

nao identicamente nulo, com J(0) =0 = J(to).

Exemplo 1.78 Uma variedade Riemanniana M com curvatura seccional nao posi-

tiva, nao possui pontos conjugados.

De fato, se existisse um campo de Jacobi J nao-nulo ao longo de uma geodésica

v:[0,a] — M com v(0) =p e J(0) = J(a) =0, entdo

d /DJ D2J DJ DJ o DJ
E<E’J> - <_dt2 "]>+<E’E> = RO I+

-~

2
> 0.

Portanto a fun¢do F(t) = (52, J;) € nio decrescente em F(0) = F(a) = 0 e entdo

F =0. Mas temos que 4(J,J) = 2(22,J) = 2F = 0. Conclui-se assim que J =0,

absurdo.

Proposicao 1.79 Seja v : [0,a] — M uma geodésica com v(0) = p. O ponto v,
to € (0,a], é conjugado de p ao longo de ~y se, e somente se, vg = toy'(0) € um ponto

critico de exp,,.
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1.5 Imersoes Isométricas

Definicao 1.80 Sejam M™" e M"™* yariedades Riemannianas de dimensoes n e

n + k, respectivamente. Uma imersdo f : M™ — M"* ¢ dita isométrica se

(w, v)p = (dfy(w), dfp(V)) ) (1.5)

para todo p de M e todo u,v € T,M. Dizemos que f € um mergulho isométrico se

f € um mergulho que satisfaz (1.5) para todo p de M e todo u,v € T,M.

J& mencionamos que uma imersao f é localmente um mergulho, ou seja, para
cada p em M existe uma vizinhanca U de p tal que f|, : U — M é um mergulho.
Nesse sentido, podemos identificar U com sua imagem f(U), isto é, interpretaremos
f localmente como a aplicacao inclusao. Assim, para cada p em M o espago tangente
T, M serd considerado um subespago de TPM de dimensao n e isto induz a seguinte
decomposicao:

T,M = T,M & T,M", (1.6)

onde T,M=* é o complemento ortogonal de T,M em T, pﬂ . O espago T,M~* tem
dimensao k e é chamado de espagco normal a M em p. Assim como temos o fibrado

tangente T'M, definimos o fibrado normal TM~+ = {(p,v);p € M e v € T,M~}.

Observe que podemos definir métricas Riemannianas no fibrado normal. A
métrica induzida no fibrado normal pela imersao f é definida por (u,v) = (u,v)3;
Vu,v € T,M*, onde usamos a identificagdo (1.6). Esta métrica sera usada posteri-
ormente para estender objetos de uma subvariedade fechada M de R™ para o espaco

ambiente R"™.

1.6 Variedades Completas

De agora em diante, exceto quando explicitamente mencionado, as variedades serao

supostas conexas.
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Definicao 1.81 Uma variedade Riemanniana M € dita completa se para todo p €
M, a aplicagao exponencial exp,, estd definida para todo v € T,M, isto €, se as
geodésicas y(t) que partem de p estao definidas para todos os valores do parametro

teR.

Intuitivamente, isto significa que as variedades Riemannianas completas nao pos-

suem “furos”ou fronteiras.

Exemplo 1.82 O R" com a métrica euclidiana € uma variedade completa, uma vez

que as suas geodésicas sao as retas y(t) = at+b que estao definidas para todo t € R.

Exemplo 1.83 O semi-plano aberto R, = {(z1, ..., x,); x,, > 0} munido da métrica
induzida pelo R™ ndo é uma variedade completa. De fato, a geodésica v(t) =
(0,...,0,t) estd parametrizanda pelo comprimento de arco e no entanto, so estd

definida para t > 0.

Definicao 1.84 Seja M wma variedade Riemanniana e p,q € M. A distancia
entre p e q € definida por d(p,q) = infimo dos comprimentos de todas as curvas

diferencidveis por partes em M unindo p a q.

Definigao 1.85 Um subconjunto A de uma variedade Riemanniana M ¢é dito limi-

tado, quando existe uma constante ¢ > 0 tal que d(p,q) < ¢ para quaisquer p,q € A.

Proposicao 1.86 A distancia d é uma métrica sobre a variedade Riemanniana M.
Além disso, a topologia induzida por esta métrica coincide com a topologia natural

de M e fizado p € M, a fungdo d(x,p), x € M, é continua.

Teorema 1.87 (Hopf e Rinow). Seja M uma variedade Riemanniana e p € M.

As sequintes afirmagoes sao equivalentes:

(a) exp, estd definida em todo o T,M.
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(b) Os conjuntos fechados e limitados de M sao compactos.

(¢) (M,d) é um espago métrico completo.

(d) M € completa.

(e) Existe uma familia de compactos (K, )nen, tal que K, C int(K,+1) Yn € N

com UK” = M tal que se (qn)nen € uma sequéncia de pontos de M satisfazendo

an & K, Yn € N, entao d(p, q,) — oo.
Além disso, cada uma das afirmacgoes acima implica que

(f) Para todo q € M ezistem uma geodésica minimizante ligando p a q.

Sejam M uma variedade Riemanniana completa, p € M e 7 : [0,00) — M uma
geodésica parametrizada pelo comprimento de arco com v(0) = p e 7/(0) = v. Foi
visto na segao 1.3 que para t > 0 suficientemente pequeno ([0, ¢]) é uma geodésica
minimizante, isto é, d((0),~(t)) = t. Além disso, se v([0,¢;]) ndo é minimizante, o

mesmo acontece para todo t > t;.

Indicaremos por C'(v) = C(v(t,p,v)) = sup{t > 0;d(p,v(t)) = t}. No caso em
que C(v) < oo o ponto y(C(v)) é chamado ponto minimo ou cut point de p ao longo

de 7; caso contrario, diz-se que tal ponto minimo nao existe.

Definicao 1.88 Seja M uma variedade Riemanniana completa ep € M. Chamamos
cut locus de p o conjunto C,,(p), formado pela unidgo dos cut points de p ao longo
de todas as geodésicas que partem de p. Se o cut locus de p € vazio, dizemos que p

€ um polo de M.

Proposicao 1.89 Suponha que y(to) é o ponto minimo de p = v(0) ao longo de 7.

Entao:
(a) ou y(ty) € o primeiro ponto conjugado de v(0) ao longo de 7,

(b) ou existe uma geodésica o # vy de p a y(to) tal que l(o) = (7).
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Reciprocamente, se (a) ou (b) se verifica, entdo existe t em (0,to] tal que ~(t) é

o ponto minimo de p ao longo de .
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Capitulo 2

Calculo Tensorial

O objetivo deste capitulo ¢ demonstrar a formula de Bochner. Para isso utilizamos

essencialmente as referéncias Dubrovin [8], Luciano [18] e Spivak [24] .

2.1 Tensores em Espacos Vetoriais

Ao longo desta se¢ao consideraremos V' um R-espago vetorial de dimensao finita n

e V* seu espaco dual.

Defini¢ao 2.1 Um tensor do tipo (m,s) sobre V' € uma forma (m + s)-linear

T:y*x...thxyx...xVJ—ﬂR.

TV TV
m— fatores s— fatores

Observagao 2.2 O conjunto dos tensores do tipo (m, s) sobre V', munido das operagoes

abaizo € um R-espago vetorial (n™+*)-dimensional, denotado por V'™*.
(Tl + TQ)(fl, ceey fm, U1, ...US) = Tl(fh ceey fm, Uty eens US) + TQ(fl, ceey fm, Uty eeny ’Us)

()\.T1>(f1, ---7fm7U17 ...,’Us) = )\.Tl(fl, ...7fm,’01, ---;Us)-

Observe que V10 = V** ¢ V% = V*_ E convencionaremos V% = R.

Defini¢ao 2.3 Seja 11 um tensor de tipo (mq,s1) e To um tensor de tipo (ma, Sg).

O produto tensorial Ty & Ty entre Ty e Ty € um tensor de tipo (my + ma, S1 + So)
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definido como

(Tl ® TQ)(fla cee fmn cee fm1+m2>/01> 05 Usyy "'7U31+S2)

= T1<f17 s fmuvla '-'7US1)-T2(fm1+17 EERE) fm1+m27vsl+17 "-7U81+82>'

Agora, vamos supor que V' é um R-espaco vetoral munido de um produto interno

g. Note que g € V92,

Definigao 2.4 Sejam {ey, ...,e,} uma base ortonormal de V', {hq, ..., h,} sua base

dual e T € V™. Definimos a norma ||T|| de T por:

n

|T)1? = > T(hiy s ooy By s €41 oor €5.) %

U1yl J1seesJs =1

Observacao 2.5 Lembre-se que V' € isomorfo a V* através do isomorfismo:

PV —V
vi— f,: V—R
ur— g(v,u)
Assim v € 'V, estd em correspondéncia com f, € V* definida por f,(u) =
g(v,u),Yu € V. Edado f € V* existe um tnico vy € V tal que f(u) = g(vy,u), Yu €
V.

Seja M uma variedade Riemanniana. Como 7, M é um espaco vetorial, podemos

definir neste espago os seguintes tensores.

Exemplo 2.6 O tensor curvatura pode ser considerado como um tensor do tipo

(0,4) em T,M definido por (u,v,z,w) — (R(u,v)z,w), u,v,z,w & T,M.

A partir do tensor curvatura podemos definir o tensor de Ricci que terd um papel

fundamental em nosso trabalho.
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Definicao 2.7 Dada uma variedade Riemanniana M e p € M, consideremos uma
base ortonormal {ey, ...,e,} de T,M. Entdo, para quaisquer u,v € T,M definimos o

tensor de Ricci, denotado por Ric, como o tensor de tipo (0,2) dado por

n

Ric(u,v) = Z(R(ek, U, V), k).

k=1

E importante observar que esta definicao nao depende da escolha da base ortonor-

mal em T,M.

2.2 Campos de Tensores em uma Variedade

No capitulo anterior, observamos que dada uma variedade diferenciavel M e um
ponto p € M, o espaco tangente a M em p é um R-espaco vetorial. Neste caso,

vamos denotar o espaco vetorial dos tensores de tipo (m, s) sobre T, M por Ty M.

Definicao 2.8 Um campo de tensores T de tipo (m,s) em uma variedade diferen-
ciaqvel M € uma correspondéncia que a cada ponto p € M associa um tensor T'(p) €
Ty»*M. Um campo de formas lineares € chamado de 1-forma. O conjunto dos

campos de tensores de tipo (m,s) definidos em M serd denotado por T'(T™°M).

Definicao 2.9 Dizemos que uma 1-forma w em M € diferencidvel se e somente se

w(X) € diferencidvel para todos os campos de vetores diferencidveis X em M.

Defini¢ao 2.10 Um campo de tensores T de tipo (m,s) em M ¢ dito diferencidvel
se, e somente se, T(wi,...,wn, X1, ..., Xs) € diferencidvel para toda m-upla de 1-
formas diferencidveis wy, ...,w,, em M e toda s-upla X1, ..., X, de campos de vetores

diferencidveis em M.

Denotaremos os campos de tensores diferencidveis do tipo (m,s) em M por

(T M).
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Como T,M ¢ um espaco vetorial com produto interno, temos pela Observacao
2.5 que T, M é isomorfo a (T,M)*. Assim podemos identificar o vetor X (p) € T,,M
com o funcional linear wx ) € (T,M)* = T)}'M dado por wx()(u) = g(X(p), u).
Desta maneira um campo de vetores diferenciavel X pode ser visto como um campo
de tensores do tipo (0, 1) isto é uma 1-forma. Portanto, X' (M) pode ser identificado
com [ (TO1M).

Dada uma variedade direrencidavel M munido de uma conexao afim V. Pode-
mos estender a nocao de derivada covariante de campos de vetores aos campos de
tensores. A definicao desta derivada é motivada pela regra do produto de funcoes

reais.

Definigao 2.11 Seja w € T®(T%'M) e X e Y campos de vetores diferencidveis
em uma variedade diferencidvel M. Definimos o operador Vy : T°(T™'M) —
(T% M) por

(Vyw)(X) =Y (w(X)) = w(VyX).

Definigao 2.12 Sejam wy, ...,w,, € T®°(T' M) e Xy, ..., X,,Y campos de vetores
diferencidveis em uma variedade diferencidvel M. Definimos o operador Vy

ree(rmsM) — I°(T™*M) por
(VyT)(wry ooy Wiy X1y ey X)) = Y (T(w1, vy Wiy X1, o0y X))
—T(Vywi, oo, Wy X1y ooy Xg) — oo = T(w1, ooy Vywi, X1, ..y Xs)
—T(w1y e, Wi, Vy Xy, ooy X)) — oo = T(wr,y ooy Wi, X1,y -ony Vy X).
Chamamos VyT' de derivada covariante de T em relacdo a 'Y .
Defini¢ao 2.13 Dado um campo de tensores diferencidveis T de tipo (m, s) em uma

variedade diferencidvel M, definimos a diferencial covariante de T' como um campo

de tensores diferencidvel VT de tipo (m,s+ 1) em M dado por
VT(C(Jl, ...,wm,Y, Xl; --~7Xs> = VYT(UJh ...,wm,Xl, ~-~;Xs)-
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Exemplo 2.14 Considere g a métrica Riemanniana em M. Veja que g € um campo
de tensores de tipo (0,2) em M, e portanto Vg € de tipo (0,3). Assim, para todo
XY, Z € X(M) obtemos

Vy(Z,Y,X) = Z(g(X,Y)) —g(VzX,Y) — g(X,VzY)

= Z(X,Y) = (V,X,Y) — (X,V,Y).

Exemplo 2.15 Considere f € D(M). Sabemos que f € um campo de tensores de
tipo (0,0), e dado X € X(M), temos que df(X) = Vf(X) = X(f) = (Vf, X).
Veja que o primeiro V f € a diferencial covariante recém definida e que o ultimo V f
€ o cldssico vetor gradiente. Sendo assim, o gradiente de f wvisto como campo de
vetores pode ser identificado com a diferencial covariante da funcao f. Note ainda
que a diferencial covariante de funcoes coincide com a diferencial cldassica df e ndo

depende da métrica Riemannniana devido a primeira igualdade.

Proposicao 2.16 Seja M uma variedade diferencidvel, Ty, Ty € T>(T™*M), \ €

R e X € X(M). Entdio, se V € a diferencial covariante de tensores, temos que:
(CL) VX (/\TI + TQ) = )\VXTl + VXTQ.

(0) Vx(T' @ T3) = (VxTh) @ To + Th ® (VxT5).

Demonstracao: Os itens (a) e (b) seguem imediatamente da Observagao 2.2 e das

Definigoes 2.3 e 2.11. U

A partir de agora, V sera a conexao Riemanniana de uma variedade Riemanniana

(M, g).

Definigao 2.17 Seja f € D(M). O campo de tensores de tipo (0,2) V(V f) = V2f
em M dado por V(Vf)(X,Y)=X(VfY))-Vf(VxY),VX,Y € X(M) é chamado
de Hessiano de f.
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Proposigao 2.18 O Hessiano de f é simétrico. Isto é, V2 f(X,Y) = V2f(Y, X).

Demonstracao: De fato,
VIF(XY) = VIV, X) = X(V(Y)) = V(VxY) = Y(V(X)) + Vf(VyX)

= XY () = YX() + VA, X]) = [X, Y]() + [Y, X](f) = 0,

ou seja, V2f(X,Y) = V2f(Y, X). O

Com o objetivo de definir o Laplaciano de uma fungao f € D(M), precisaremos

primeiramente dos seguintes conceitos.

Definigao 2.19 Seja T um campo de tensores de tipo (0,m) definido em uma vari-
edade Riemanniana n-dimensional. Definimos o operador divergente de T, divT,

como um campo de tensores de tipo (0,m — 1) dado por

n

divT (va, ..., V) = Z(VekT)(ek, Vo, eeey U ),
k=1

onde {e1, ...,e,} € uma base ortonormal de T,M.

Definicao 2.20 Dada uma variedade Riemanniana M™, consideremos X € X (M),
pe M e{e,...,e,} uma base ortonormal de T,M. Entao definimos o divergente de

X em p por

n

divX(p) = > (Ve X, ex).

k=1

Pelo que ja observamos acima, é possivel associarmos a cada campo de vetores

X € M uma 1-forma wy. Afirmamos que divwy = divX. De fato,

n

divwx =Y (Vewx)(ex) = Y Ve, (wx(er) —wx(Ve,er)

k=1 k=1

n n n

=Y Ve X,er) = (X, Veer) =D en(X en) — (X, Veer) = > (Ve X ).
k=1 k=1 k=1
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Definigao 2.21 Dada f € D(M) definimos o Laplaciano de f em p € M como

3

Af = V2 f (e, ex) = div(Vf),

k=1

onde {ey,...,e,} € uma base ortonormal de T,M .

Em coordenadas locais

[ O*f . of
= i — k2

1,j=1

onde g% sdo os elementos da matriz inversa de (g;;).

Lema 2.22 Seja M uma variedade Riemanniana e f,g € D(M). Entao:
(a) A(f +9) = Af + Ag.

(b) A(fg) = fAg+2(Vf,Vg) +gAf.

Demonstragao: Basta usar as definicoes de Laplaciano e Hessiano junto com as

propriedades de gradiente vistas na secao 1.2. O

2.3 Formula de Bochner

Sejam X;, i = 1,2,3 campos de vetores em M e f € D(M). Conforme a defini¢ao

de diferencial covariante de tensores, temos que

Xi(f) =Vx, f=V[f(Xy)
XoX1(f) = Xo(Vf(X1)) = V2f( X2, X1) + Vf(Vx, X1)
X3X2X1(f) = V3f(X3, Xo, X1) + sz(VXBXQ, Xl) + VQf(XQ, VX3X1)

+V2 (X3, Vi, X0) + V (Vi Vi, X1). (2.2)
Dados T, S € T'*°(T™*M), temos pela Proposicao 2.16 que

Vx(T®S)=VxT®S+T & VyS.
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Entdao, V3 (Vf@ V)X, X;,X;,X;)=Vx,Vx,(Vfo V)(X;,X;)
= [Vx,(Vx,Vf@V[)+Vx,(Vf®Vx, V(X X;)

=[VxVx, V@ V[ +2Vx, V@ Vx V[ + VxVx, Vi@ VfI(X; X))
=2(Vf @ V) (X, X;, X;, X;) +2(V3f @ VF)(Xi, Xi, X5, Xj). (2.3)

Pela Definicao 2.4 temos que

n

IVFIP =D (Vf(e)?,

=1

n

e A|VSI? = div(V|VfI?) = Y (Ve VIVIIP)(e) = ZVQ(IIWHQ)(% e:)

=1

=Y VAV @ V(e i ej.¢5),Vf € D(M). (2.4)

i,j=1
onde {ey, ..., e, } ¢ uma base ortonormal de T, M.

Com isso, podemos demonstrar o primeiro resultado fundamental para a prova

do teorema de Cheng-Liouville.

Teorema 2.23 (Formula de Bochner). Seja M uma variedade Riemanniana e

f € D(M). Entao,
%A(HVfHQ) = [V2fII* + (V(A), Vf) + Ric(V [,V [).

Demonstragao: Para cadap € M vamos considerar o referencial geodésico { Fy, ..., E,, }

ortonormal definido em uma vizinhanga U de p. Assim, de (2.4) e (2.3) temos que

ANV = 192717 + Y VF (B, B, E) VA (E)

ij=1

= ||V2f||2+2 Ve[ (B, Ei, E).NV f(E;)+[V° f(Ei, Ei, Ej)=V° [(Ej}, Ei, E)|V f(E;)
ij=1

(2.5)
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Primeiramente observe que
VI (Ei, Ei, Ej) = (Vg V*f)(E;, Ej)
= E{(V*f(Ei, E;)) — V[ (Vg E;, E;) =V f(Ei, Vi, Ej)
= Ei(V*f(Ei, Ey)) = Ei(V* (B}, Ey))

pela simetria de V2 f e o fato de (E, ..., E,,) ser um referencial geodésico ortonormal.

Analogamente obtemos V3 f(E;, E;, E;) = E;(V2f(E;, E;)) e portanto

V3f(E;, Ei, E;) = VP f(Ei, E;, E;) (2.6)
Além disso, note que
> V(B Ei E).Vf(E;) =Y (Ve Vf)(E;, E)V f(E))
i,j=1 4,j=1

= Z Ej(V f(Bi, E)V f(E)) = V2 (V5 B, E)V f(E;) = V2 f(E;, Vi, E;).V f(Ej)

= Ej(V’f(E;, E)).Vf(E))

ij=1

pois Vg, E; = 0. Com isso, temos que

> V(B ELE)V(E;) =Y Vi, (Af).VF(E) = (V(Af),Vf). (27)

i,j=1 i,j=1

Substituindo (2.6) e (2.7) em (2.5) tem-se

%A(IIVfHQ) = IV FIPHV(AS), V)4 D IV (B, By, )=V f(E;, B, BV f(E;)
ij=1

(2.8)
Agora, usando (2.2), obtemos

VP f(E;, Ej, E;) = E;E;E{(f) — V*f(VEEj, Ei) — V*f(Ej, Vi E)

—V*f(Ei, Vi, E) =V (Ve Vg E) = EEE(f) = V{(VE Vg E) (2.9)
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De modo analogo, tem-se
Substituindo (2.9) e (2.10) em (2.8) temos que

SAUVA) = 92717 + (V(AD), V) + Y B BJE()VAE)

i,7=1

+ Y Vf(Ve Vi E — Vi Vi E).Vf(E))

ij=1

= [V I+ (V(AF), V) + > VI(R(E;, E)E)V f(E;)

ij=1

= [V fIIP + (V(ASf), V) +Z R(E;, E;)E;,V f)V f(E;)

i,7=1

= [VfII* + (V(AS), V) +Z E;)E;, EV)ELV f)

= V21" + (V(AS), Vf) + Rice(V £, V ).

o que conclui a demonstracao. 0
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Capitulo 3

Teorema da Comparacao de
Bishop

Neste capitulo demonstraremos o teorema da comparacao de Bishop que é um dos re-
sultados fundamentais na demonstracao do teorema de Cheng-Liouville. Utilizamos

aqui as referéncias Chavel [4] e [5].

3.1 Preliminares

Nesta secao introduziremos os conceitos necessarios para a demonstracao do teo-
rema da comparacao de Bishop. Comecaremos nosso estudo relembrando alguns

resultados de Algebra Linear que serao 1teis neste capitulo.

Teorema 3.1 (Desigualdade de Cauchy-Schwarz). Seja V. um espago vetorial

com produto interno. Entao

[{w, 0)| < flull - lvll, Vu,0eV.

Lema 3.2 Seja V um espaco vetorial de dimensao finita e T :'V — V um operador
linear. Entao o trago da matriz de T independe da base B de V. Portanto podemos

definir o traco trT de T

Lema 3.3 Seja V' um R-espago vetorial de dimensdo finitan eT :V — V é um

. . y ~  (trT?) 2
operador linear diagonalizdvel. Entao ~—— < trT=.
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Demonstracao: Como T é diagonalizavel, existe um base B de V' tal que a matriz

de T é da forma
ay
[Ts =
Qn
Entao pela defini¢ao da fungao traco temos que tr[T]z = Z a;, e isso implica que

=1
n

tr|T?)s = Z a?. Pela desigualdade de Cauchy-Schwarz temos que

i=1
1
n 2 n
2 _ 1 2
(E ai> —n2.<g ai>
i=1 i=1

trT = i l.a; < (i 12>
=1 =1

Portanto, (trz)Q < trT?. A igualdade é valida se, e somente se, T' é multiplo

N
N

ne. (trT2)% :

escalar da identidade. [l

Lema 3.4 Seja V' um R-espaco vetorial de dimensdo finita n com produto interno.
Sejam, A, B : 'V — V operadores lineares com adjuntos A* e B* respectivamente.

Entdo
(a) (A+ B)* = A" + B*.
(b) (A7) = 4.
(c) (AB)* = B*A*.

(d) Se A é um isomorfismo entio (A~1)* = (A*)~L.

Teorema 3.5 Seja V' um espago vetorial de dimensao finita munido de um produto
interno. Entdo para todo operador linear auto-adjunto A :'V — V, existe uma base

ortonormal de V' formada por autovetores de A

Agora vamos fixar algumas notacoes e provar alguns lemas técnicos, que vao nos

auxiliar na demonstracao do teorema da comparacao de Bishop.

Para k € R denotaremos por S; a solu¢ao da equacgao diferencial ¢” + ki = 0,

que satisfaz as condigoes iniciais Sg(0) = 0 e Si.(0) = 1. Assim
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sin vkt k > 07

vk
sinh /—kt
W, k <O.

E denotaremos por Cy a solucao da equacao diferencial 1" + ki = 0, que satisfaz

as condigoes iniciais C(0) = 1 e C,(0) = 0. Assim

cos Vkt, k> 0;
coshv—kt, k <O.

Das duas solucoes acima obtemos as seguintes relagoes:

C / S/ /
S, = Cp C,— kS, C24kSE_1, (S_:) _ (S_:) _ s (31

Indicaremos por Cty(t) = (SJL((;) e por arcCty, a fungao inversa de Cty(t), cujos
k

dominios sao respectivamente

0,7%), k>0
(0,+00), £<0

{ (—o0, +0), k> 0;

(V—k, +00), k<O0.

Defini¢ao 3.6 Seja V' um R-espaco vetorial e L(V,V) é o conjunto das trans-
formacgoes lineares de V. em V. Um caminho de transformacoes lineares é uma

aplicacao A : [a,b] — L(V, V).

Lema 3.7 Se A : [a,b] — L(V,V) € um caminho de transformagoes lineares entdo

¢ valida a sequinte propriedade:
(a) (A7Y = —A7TA’AL
Se V' € um espaco vetorial com produto interno, entao

(b) (A)" = (A7)

Demonstracao: (a) Com efeito, primeiramente note que,
0=I=(AAYY =A'/A "+ AAYY).
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Isto é, A(A™') = —A’A~!. Portanto, (A™!) =—-A"TA’AL
(b)) (Au,v) = (A'u,v) + (Au,0) = (u, (A')*v).
Mas, (Au,v) = (u, A*v) = (0, A*v) + (u, (A*)v) = (u, (A*)'v).

Portanto, (u, (A’)*v) = (u, (A*)'v), para todo u,v € V. Logo (A")* = (A*). O

Definicao 3.8 Sejam M wma variedade Riemanniana, v um vetor unitdario em
T,M, v+ o complemento ortogonal de v em T,M e~ a geodésica que satisfazv(0) = p
e (0) =wv. Seja 1, = 7y04 : TyoyM — TyyM o transporte paralelo ao longo de .
Considere o caminho de transformagées lineares A(;v) : [0,a] — L(vt v') dada
por A(t;v)u = 7,1 J(t), onde u € v*, J(t) é o campo de Jacobi ao longo de ~(t,p,v)

determinado pelas condigoes iniciais, J(0) =0, (Vy)J)(0) = wu.

Para qualquer geodésica v em M e t € R, denotamos 7'(t)* o complemento

ortogonal de /(t) em T, M. E além disso, definimos o operador curvatura:

Ry /(t)" —9'(t)" por R = R(u,v'(t))y(1).

Note ainda que pela Proposicao 1.70 R; ¢ um operador linear auto-adjunto.

Lema 3.9 Seja v € T,M, vt seu complemento ortogonal em T,M e~ a geodésica

€

que satisfaz v(0) = p e 7/(0) = v. Entdo a aplicagdo R(t) : v+ — vt definido por

R(t)u = (17 'Ry7y)(u) € linear e auto-adjunto.

Demonstragao: Basta observar que R é composta por isometrias e aplica¢oes auto-

adjuntas. 0

Lema 3.10 A aplicagio A(t;v) da definigio 3.8 satisfaz a equacio A" + RA =0

com condigoes iniciais A(0;v) =0, A'(0;v) = 1.

Demonstragao: Para tal demonstragao precisaremos do seguinte fato:
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e Sejam X e Y campos de vetores numa variedade Riemanniana M. Sejam

pE€Mea:l— Muma curva tal que aty) =p e o/(t) = X(a(t)). Entao

(VY )(p) = 4 (oY (0(1))

t=to

Para economizar notagao omitiremos o indice referente a curva a em 7;.

oA (A — It
A’(t;v)u — %(7—0,751(‘]@)) — lim (TO,t-i—At ( At) 7-O,t ( )

T(;tlJrAtJ(t + At) — T[;tlj(t)
At ’

=Tt0©° Tot hm
’ 7 At—0

Agora pela Proposicao 1.55 temos que 7y, ¢ uma isometria assim temos

t+ At — J(t DJ(t
T e e BT

(3.2)

Analogamente temos

d, ,DJ(t) _,D*J(1)
A'(t;v)u = %(To,t 7) =Tot " gm

Logo, A" +RA = (7‘&3%) + 704 Reo,4) (754 J(t)) e como J é um campo de Jacobi
entao
L D2J(t _ _ - _
(To,tIA) + o0 Reod] (7o J(8)) = =704 R(JA)Y (1) + 764 Re (2)

= —70; R(JY)Y (1) + 754 R(J, )7/ (1) = 0

Portanto A” + RA = 0. Usando (3.2) e a definicdo de A(t;v) é facil verificar que

A (t;v) satisfaz as condigoes iniciais. O

Lema 3.11 Sejam A e B dois caminhos das transformacoes lineares de V que
satisfazem as equacoes A” + RA = 0 e B”" + RB = 0 respectivamente. Entdo o
Wronskiano W(A,B) = (A’)*B — A*B’ ¢ constante.
Demonstracao: W/'(A,B) =[(A’)'B — A*B'|' = [(A’)*B]' — [A*B']

— [(Al)*]/B + (A/>*Bl o (A*)/B/ o A*BH.
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Usando o item (a) do Lema 3.7 tem-se
W'(A,B) = (A")B — A*B".
Agora como por hipétese A” +RA =0e B” + RB = 0 temos
W'(A,B) = (—RA)'B+ A*RB = [A*R — (RA)"|B = [A*R — A*R"|B
E pelo Lema 3.9, R é auto-adjunto, logo
W'(A,B) = [A*R — A"R|B = 0.
Assim W/(A,B) = 0, e consequentemente W (A, B) é constante. O

Proposicao 3.12 Seja A : [a,b] — L(R™,R™) um caminho de transformacao line-

ares de classe C*. Entao sobre um conjunto aberto tal que det(A) # 0 temos

(detA)’
detA

trA’A7! =

Demonstracao: Basta desenvolver A~! como a transposta da matriz dos cofatores

sobre o determinante de A e fazer os cdlculos. [l

3.2 Demonstracao do Teorema da Comparacao de
Bishop

Teorema 3.13 (da Comparacao de Bishop). Seja M uma variedade Riemannia-
na, Y(t,p,v) uma geodésica e k uma constante tal que Ric(v'(t),7'(t)) > (n — 1)k

para todo t € (0,C(v)]. Entdo

(detA) (S.)
ToiA <(n-1) S em (0,C(v)) (3.3)
detA < 81, em (0,C(v)] (3.4)
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A igualdade em (3.3) ocorre num ponto ty € (0,C(v)] se, e somente se,
A(t)=8.(t)I, R(t) =kl

para todo t € (0,to].

Demonstragao: Seja v € T,M e v seu complemento ortogonal em T,M. Pelo
Lema 3.10 temos que A é solucao da equacao A” + RA = 0. Assim podemos usar
o Lema 3.11 para concluir que W(A,A) é constante. Mas ainda pelo lema 3.10
temos que A satisfaz as condigbes A(0,v) = 0 e A’(0,v) = I, da onde segue-se
que W(A,A) = 0. Considere U = A’/A~! em (0,¢) C (0,C(v)). Desta forma U é
auto-adjunto. Com efeito,
U* _ U — (A/A—l)* _ A/A—l — (A—l)*(A/)* _ A/A—l
_ (A—l)*(A/)*AA—l o (A*)—lA*A/A—l — (A_l)*[(A/)*A . A*A/]A_l.
= (AT WAL AA = (A ) 0A T =0.

E ainda U é solucao da equagao

U+U>+R=0. (3.5)
De fato,

U/+U2+g% — (A/A_l)/—l—(A/A_l)Q—l—éR _ (A//A—l+A/(A—1)/>+(A1A—1A/A—1)_|_§R
=(—RAA FAANY FAATTAA T R=A (AT +AATTAAT
=A'(-ATTA'ATH +AATTAAT =0
Aplicando a funcao traco em (3.5) e usando os teoremas 3.5 e 3.3 junto com a

hipétese de que Ric(v/'(t),~'(t)) > (n — 1)k obtemos:

(trU)?

0=trU' +trU% +trR > (trU) + .
n R

+ (n — 1)k.
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(detA)’

oA Assim deno-

Além disso, segue da Proposicao 3.12 que trU = trA’A~! =

tando trU por ¢ a desigualdade acima fica

¢

/
¢+n—1

+(n—1)k<0. (3.6)

Considere ¢ = (n — 1)% Entao, 9" + nw—jl +(n—1)k=0.
k

De fato, pelas equagoes (3.1), temos que

Y

n—1

Y+ +(n—1)/€:((n—1)(sj—:),+ ! ((n—l)(sj—:)Q—l—(n—l)n:O(B.?)

n—1
Observe ainda que ¥ =: nw—jl + (n — 1)k > 0 no dominio de 9.
Note que ¢ ~ ”T_l quando ¢ | 0 assim existe ¢y > 0 tal que

¢2

n—1

o= +(n—1)k >0, em (0,¢).

A demonstracao do teorema serd feita em duas partes.

1°Parte. Suponha que ® > 0 para todo (0,t) com ¢t € (0,C(v)). Entao a

desigualdade em (3.6) implica que

— ¢
Fay > 1. (3.8)

integrando em ambos os lados obtemos

/Ot = ¢ (7)dr > t. (3.9)

2=+ (n—1)k

n—1

Mas como ZarcCt,(t) =

i a integral acima se torna

arcCt,, (%) > t. (3.10)

=1
t2+k

Entao aplicando Ct; em ambos os lados e observando que Ct, é decrescente, segue

que a desigualdade acima se inverte e assim ¢ < 1) que é (3.3). A desigualdade (3.4)
etA

n—1
k

segue do fato de que %in'é = 1 e por causa que a desigualdade (3.3) implica em

!
detA < )
(T) <0
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Agora vamos provar que a igualdade em (3.3) ocorre num ponto ¢y € (0,C(v))

se, e somente se A(t) = Si(t)] e R(t) = I para todo t € (0, .
(<) trivial.

(=) Se temos a igualdade em (3.3) no ponto ty € (0,C(v)), entao temos ¢(ty) =
(o) o que equivale a igualdade em (3.10). Mas isso implica na igualdade em (3.9)
em t =ty que por sua vez implica na igualdade em (3.6) no intervalo (0, ty]. Pois se
existisse um ponto t; € (0, o] tal que nao se verifica a igualdade em (3.6) teriamos,

refazendo as contas acima, que ¢ < 1 o que contradiz com a nossa hipdtese.

Agora observe que a igualdade em (3.6) no intervalo (0, o] implica que ¢ = 9,
trR = (n— 1)k e U é um muiltiplo escalar da identidade para cada t € (0, ty]. Entao
utilizando a equacdo (3.5) e o fato de que U é um multiplo escalar da identidade
para cada t, segue que R é um miltiplo escalar da identidade para cada t, isto é,

R(t) = I para todo t € (0, to).

Finalmente, como U é um multiplo escalar da identidade e seu trago ¢é identica-

mente igual a tr(A/A7) = WAL _ () 1) Cx temos pelo lema 3.3 que

detA S.
- Ci(t)
AAN) = I

para todo t € (0,%]. Agora note que resolver a equacao acima é equivalente a

resolver

K

{ A1) = §=(t)A),
A0) =0 e A'(0) =1,

cuja solugao é A(t) = S, (t)I para todo t € (0,%y] como queriamos demonstrar.

2°Parte. Vamos considerar o caso em que existe t € (0,C(v)) na qual a de-
sigualdade ® > 0 nao é valida para todo (0,¢]. Entao existe tg € (0,¢] tal que & > 0
em (0,0), e (tp) é igual a 0. Mas entao ¢(tg) < ¥(ty), pois ¥ > 0. Entao, usando
a 1°parte, temos que ¢ < @ para todo t € (0, o).

Se ¢ < 1 no intervalo (0,t), entdo nés ja temos (3.3) em (0,¢]. Caso contrario,

suponha por absurdo que existe um t; € (to,¢) maximal tal que ¢ < ¢ em (0,1;).
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Em particular ¢ = 1 em ¢;. Entao ®(t;) > 0 e existe €; > 0 tal que @[y, 4,4+¢) >0
que implica que (3.8) é valido de t; até qualquer s € (t1,t; + €). Integrando (3.8)
de t1 a s € (t1,t; + €1) temos que ¢ < ¢ em (t1,t; + €), 0 que é uma contradi¢ao

com a maximalidade de ¢;. Portanto temos (3.3) no intervalo (0, .

Vejamos o caso da igualdade. Entao existe ty € (0,¢] tal que ¢(tg) = ¥(ty), o

que implica ®(t;) > 0, e portanto existe € > 0 tal que ®|;y—cs, > 0.

Se ® > 0 em (0,%y), veja a parte 1. Caso contrario, suponha por absurdo que

existe t; maximal em (0,ty) tal que ®(¢;) = 0. Neste caso, sabemos que ¢(t;) <
U(t).

Por outro lado, temos que

A
y ¢ > 1.
2t (n— 1)k
no intervalo (¢1,to). Integrando, temos que
t t o —¢
arcCtRM — arcCt,fbM = / 5 ¢ >ty — ty.
n—1 n—1 J, £ 4 (n-1)k
Mas ¢(to) = 1(to) implica
t
arcCt,{M =1y.
n—1
Dai temos que
t t
—arcCt, ot) >t & ot) > Ct(t) & o(ty) > p(ty)
n—1 n—1
o que nos da a contradicao desejada. 0
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Capitulo 4

Calculo Estocastico

Neste capitulo abordaremos os conceitos essenciais do calculo estocastico que serao

utilizados nos capitulos posteriores.

4.1 Elementos da Teoria da Medida
As referéncias usadas nesta secao foram Castro [3], Fernandez [11] e Kallenberg [14].

Definigao 4.1 Uma o-dlgebra sobre um conjunto Q é uma cole¢io A # () de sub-

conjuntos de €} que possui as sequintes propriedades:
(1) Se A € A entao A° € A.

(2) Se Ay, Ay, .. € A entio | JA € A e [JAr€ A
k=1 k=1
O par (2, A) é chamado espago mensurdvel e os elementos de A de conjuntos

mensurdveis.

Note que em particular, todas o-dlgebras de €2 contém os conjuntos () e 2. Além

disso, a intersecgao arbitraria de o-algebras é uma o-algebra.

Definigao 4.2 Seja S uma classe arbitrdria de subconjuntos de ). A menor o-
dlgebra que contém S é chamada o-dlgebra gerada por S e denotada por o(S). Em

particular quando Q) € um espago métrico ou topolégico e S € a classe de todos os
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conjuntos abertos de Q, o(S) € denotada por B(S) e chamada o-dlgebra de Borel.

Os elementos de B(S) sao chamados conjuntos Borelianos.

Note que, a o-algebra gerada por S é simplesmente a interseccao de todas as

o-algebras de ) que contém S.

Daqui em diante as o-algebras consideradas sobre espagos métricos ou topolégicos

sempre sera a o-algebra de Borel.

Defini¢ao 4.3 Dados dois espagos mensurdveis (Q, A) e (', A", dizemos que uma
aplicagao [ : Q2 — Q' é A-A'-mensurdvel ou simplesmente mensurdvel, se para todo
A" e A" tem-se f71(A") € A. Denotaremos por o(f) a menor o-dlgebra em A que

torna f mensurdvel.

Proposicao 4.4 Qualquer aplica¢do continua entre dois espagos topologicos S e T

¢ mensurdvel com as respectivas o-dlgebras de Borel B(S) e B(T).

Usaremos os simbolos R e R, para denotar os conjuntos R U {+o0o} U {—oc} e

R, U {+o0} respectivamente.

Lema 4.5 Sejam (Q, A) um espaco mensurdvel, f,,f,g : Q@ — R funcées men-
surdveis e A € R. FEntao:

(a) f+qg, f—g, f.g, \f sao fungoes mensurdveis e quando g # 0 em Q tem-se

que g € mensurdvel.

(b) A composicio de fungoes mensurdveis € mensurdvel.
(¢) sup,ey fn, inf f,, lim sup f, e lim inf f,, sd@o fun¢oes mensurdveis.
neN n—00 N n—oo neN

(d) Se f, converge pontualmente a f, entao [ é mensurdvel.

(e) Se f, >0, entdo Z fn € mensurdvel.

n=1
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Definicao 4.6 Dado um subconjunto A C Q a funcdo 14 : Q2 — R definida por:

1, se weA;

Law) = { 0, se w¢gA.
¢ chamada func¢ao indicadora de A.

A combinacao linear de fungoes indicadoras é chamada funcdo simples ou funcao

escada.

Desta maneira uma funcao f : 2 — R é simples se, e somente se, existem
constantes \q, ..., A\, € R e subconjuntos Ay, ..., A, C 2 dois a dois disjuntos tais que

f=Mla+...+ A 14, Além disso, f é mensurdavel se, e somente se, Ay, ..., A, € A.

A proxima proposicao serd essencial na construcao da integral de fun¢des men-

suraveis que veremos mais adiante.

Proposicao 4.7 Seja f : Q@ — R uma funcao mensurdvel. Entdao existe uma
sequéncia de funcoes simples f, : 2 — R que converge para f. Se f > 0, a sequéncia

pode ser tomada crescente.

Definicao 4.8 Uma medida sobre (Q, A) é uma funcdo ju: A — Ry tal que:
(1) u(A) >0, para todo A € A.
(2) ,u(fj Ap) = i,u(Ak), se A, € A sao dois a dois disjuntos.
A tm'plzzl(Q,.A, ,ul;:; chamado espaco de medida.

Uma medida P na qual P(Q) = 1 é chamada medida de probabilidade. E a tripla
(Q, A, P) é denominado espago de probabilidade. Neste caso os elementos A € A

sao chamados eventos e P(A) a probabilidade do evento A ocorrer.

Definigao 4.9 Seja (2, A, ) um espago de medida. Dizemos que um subconjunto
B C Q tem medida nula se existe um conjunto mensurdvel A € A tal que B C A
e i(A) =0. A o-dlgebra A é dita completa se ela contém todos os subconjuntos de

medida nula de ).
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Defini¢ao 4.10 Diz-se que uma propriedade vale quase sempre (q.s.) em S, se o
conjunto dos pontos em que ela nao se verifica tem medida nula. Em espagos de

probabilidade, é comum usar-se a expressio quase certamente (q.c.).

Lema 4.11 Seja (2, A, ) um espago de medida e A,, € A, para todon € N. Entdo:
(a) Se AC B e u(B) < 0o entio u(B — A) = u(B) — u(A).
(b) Se A, T A entdo lim p(A,) = p(A).

n—oo

(c) Se A, | A e3ng €N tal que p(A,,) < oo entao lim p(A,) = u(A)

(d) <U An> <> u(Ay).
(e) Se Z,u(An) < 00 entao p(limsup A,) = 0.

Nosso proximo passo é definir em um espaco de medida (€2, A, 1) o conceito de

integral para funcoes mensuraveis de {2 em R.

Primeiramente vamos assumir que f seja uma funcao mensuravel simples e nao

negativa. Assim f = Z)\klAk, para algum n € N, A, ... A, € A e A\,..,\, €
k=1
R, . Define-se a integral de f como

Observe que a integral de f esta bem definida no seguinte sentido:

Se f = Za’ilAi = ijlgj, entao Zai,u(Ai) = iju(Bj).
i=1 j=1 i=1 j=1

Agora para estender a integral para qualquer funcao mensuravel nao negativa
f, utilizaremos a Proposicao 4.7 para obter uma sequéncia de fungdes mensuraveis

simples e ndo negativas {f,} tal que f, T f. E assim definimos a integral de f por:

[ fin =t [ g

O préximo resultado garante que a integral de f estd bem definida no seguinte

sentido: Se {f.} e {gn} sdo duas sequéncias de fungoes mensurdveis simples e nao
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negativas tais que f, T fe g, T f, entao lim /fndu = lim /gndu.

Lema 4.12 Se {f,} € uma sequéncia crescente de fun¢des mensurdveis simples e

nao negativas tal que f, T f e g € uma fungcao mensurdvel simples nao negativa tal

que f > g, entao lim /fndu > /gd,u.

Antes de prosseguirmos na direcao de definir a integral de uma fun¢ao mensuravel
nao necessariamente nao negativa, introduziremos mais alguns conceitos gerais sobre
funcoes. Dada uma funcao f : Q — R, podemos definir as funcées f+ e f~ chamadas,
respectivamente, parte positiva e parte negativa de f, da seguinte maneira: f* =
max{0, f} e f~ = min{0,—f}. Observe que tanto f™ quanto f~ sdo fung¢oes nao
negativas e ainda f = f* — f~ e |f| = fT + f~. Agora com esta teoria, podemos
definir em um espaco de medida (2, A, 1) o conceito de integral para uma fungao

mensuravel de  em R.

Definicao 4.13 Seja (Q, A, 1) um espaco de medida e f : Q — R uma funcdo

mensurdvel qualquer. Dizemos que f € integravel se:

/f+d/,b<006 /fdu<oo

[ 151du < .

Dado A € A definimos a integral de f sobre A por

/Afdu—/f-lAdu-

Dado um espacgo de medida (2, 4, 1) e 1 < p < oo, denotamos por LP(£2) a classe

ou seja se,

de fungdes mensurdveis f : Q — R tais que [|f[Pdu < oc.

Lema 4.14 Seja (2, A, 1) um espago de medida, f € LP(Q)) comp >1 e g€ LI(Q)

com q = L5 entdo f-g € L}(Q).
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4.2 Esperanca e Esperanca Condicional

As referéncias usadas nesta se¢ao foram Kallenberg [14] e San Martin [23]. Daqui

em diante trabalharemos essencialmente com espacos de probabilidade.

Definigao 4.15 Seja (2, A, P) um espago de probabilidade e (', A") um espago
mensurdvel. Uma aplicacdo mensurdvel £ : Q — Q' € chamada elemento aleatorio.
Quando ¥ =R, £ € dita variavel aleatéria, e no caso em que ' =R"™, £ € denomi-

nada vetor aleatdrio.

Um elemento aleatério £ de um espago de probabilidade (€2,.4,P) em um espago
mensuravel (€, A’), induz uma medida de probabilidade P¢ em (€', A") definida da

seguinte maneira: Dado um conjunto mensuravel B € A’ definimos P por:

A medida de probabilidade induzida por £ em ' é chamada distribuicao de &.

Dizemos que dois elementos aleatérias £ : Q' — Q e n : Q" — € tem a mesma

distribuicao se P = P,,.

Dado um vetor aleatério & = (&1, ...,&,), chamaremos de funcao de distribuicao

de probabilidade de £ a funcao F': R® — R definida por
F(xy,...,m,) =P (ﬂ{& < xl}) . X1,...,Tn €R.
i=1

Lema 4.16 Sejam & e n vetores aleatorios com fungoes de distribuicao de probabili-

dade F e G. Entao & en tem a mesma distribuicao se, e somente se, F' = G.
Vejamos alguns exemplos classicos de funcoes de distribuicao:

Exemplo 4.17 Distribuicao uniforme em [0, 1)

0, =<0
Flz)=¢ z, 0<z<1;
1, z>1.
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Exemplo 4.18 Distribuicao de Bernoulli com parametro p € [0, 1]

0, x < 0;
Flz)=¢ 1—p, 0<z<1;
1, x> 1.

Exemplo 4.19 Distribuicao normal (ou Gaussiana) com parametro a € R eb >0

(59 at.

D=

1 x
F(z) = e
( ) b\/ 27T /—oo
Definicao 4.20 Seja (Q, A, P) um espaco de probabilidade e € : Q — R uma

varidavel aleatoria. A esperanca ou média de & € definida pela integral:

E¢ = /fdP = /mdpf,

quando tal integral existe. Dado A € A definimos a esperanca de £ sobre A por
B¢ 4) = B(é1a) = [ &dP.
A

Um vetor aleatério £ = (&1, ..., &,) é dito integravel se cada uma de suas fungoes
coordenadas &, for integravel. Neste caso podemos definir a esperanca de um vetor

aleatério por:

E¢ = (E&, ..., EE,).

Lema 4.21 Sejam a,b € R e &, n varidveis aleatorias integrdveis. Entao sao vdlidas

as sequintes propriedades:
(a) E(a& +bn) = aEE + bEn, para todo a,b € R e {,n € L(N)
(b) Se & > n entao E¢ > En.
(c) Se & € uma varidvel aleatoria constante igual a C', entao E§ = C.

(d) Se ABC Qe ANB =0 entio E(¢; AU B) = E(¢; A) + E(&; B).

Definigao 4.22 A covariancia de duas varidveis aleatdrias £,m € L*(Q) € definida
por: cov(&,n) = Eén — EEEN, onde E&n existe por causa do Lema 4.14. E a
varidncia de uma varidvel aleatoria & € L*(Q) € definida por: var(€) = cov(&,€) =

EE — (E¢)*.
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Faremos agora a construcao da esperanca condicional através do teorema de

Radon-Nikodym.

Definicao 4.23 Seja (92, A) um espago mensurdvel e v, i medidas em (2, A). Dize-
mos que v ¢ absolutamente continua com respeito a p se todo conjunto de medida

nula em (Q, A, v) tem medida nula em (Q, A, p).

Teorema 4.24 (Radon-Nikodym). Seja (2, A, 1) um espaco de medida e v uma
medida absolutamente continua com respeito a p. Entdo existe uma fungao f A-

mensurdvel e nao negativa unica q.c. tal que para cada A € A tem-se
v(A) = / fdu.
A
Demonstracao: Ver Royden [22]. O

Seja (2,4, P) um espago de probabilidade. Para construir a esperanca condi-
cional E[¢|F] de uma varidvel aleatéria integrével ¢ com respeito a uma sub-o-

dlgebra F C A, decomponha £ = £T — £ e defina a medida u* em Q por
pr) = [ grap,
A
E claro que pt é absolutamente continua com respeito a P. Assim a restricao de pu™
a F também é absolutamente continua com respeito a (2, F, P|#). Portanto pelo

teorema de Radon-Nikodym, existe uma funcao F-mensuravel unica g.c., o qual

denotaremos por E[{T|F], tal que
() = [ BRI
para todo A € F. Do mesmo modo, podemos definir E[{™|F].
Definigao 4.25 Sejam (2, A, P) um espago de probabilidade, & uma varidvel aleatoria

integravel e F C A uma sub-c-dlgebra. Definimos a esperan¢a condicional E[£|F]

de & com respeito a o-dlgebra F, como
E[¢|F] = E[§T|F] - E[|F],
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onde E[¢1|F] e E[§™|F] sao definidos conforme anteriormente.

Lema 4.26 Seja & uma varidvel aleatoria com E|E| < oo e F C A uma sub-o-

algebra. Entao:
(a) Se & é F-mensurdvel, entio E[(|F] =& q.c.
(b) Se ¢ = C q.c., onde C é uma constante, entio E[§|F| = C q.c.
(c) Se £ >0 q.c., entao E[£|F] >0 g.c.
(d) |E[EIF]] < ElE] | F] g.c.
(e) Se n € outra varidvel aleatoria integrdvel e a e b sao constantes. Entdo,
E[(ag + bn)|F] = aE[¢|F] + bEM|F] q.c.
(f) E(E[E|F]) = EE.

(9) Se F ={0,Q}, entao E[§|F] = EE.
Para uso posterior vamos introduzir a nogao de independéncia.

Defini¢ao 4.27 Seja (2, A, P) um espaco de probabilidade e T um conjunto de
indices. Os eventos Ay € A, t € T sao ditos independentes se, para quaisquer
indices distintos ti,...,t, € T, tivermos: P(ﬂ Ay = HP(Atk)‘
k=1 k=1
Uma familia {Ci}ier C A, € independente se para cada sele¢ao de Ay € Cy os
eventos {As,t € T'} sao independentes.

Uma familia de elementos aleatorios & : (2, A) — (U, A"), t € T é independente
se para quaisquer By, ..., By € A os eventos &' (By), ...,5,;1(Bk) com k < 00, sdo

independentes.

Teorema 4.28 Uma condicao necessdria e suficiente para que as varidveis aleatorias

&y, .0, & sejam independentes é
para todo x4, ..., T, € R.
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Lema 4.29 Sejam (2, A,P) um espaco de probabilidade, F uma sub-o-dlgebra de
A e & uma varidvel aleatoria F-mensurdvel com E|E| < oco. Se o(€) € independente

de F, entao E[¢|F] = E¢ q.c..

4.3 Processos Estocasticos e Martingales
Nesta se¢ao utilizamos novamente as referéncias Kallenberg [14] e San Martin [23].

Definicao 4.30 Um processo estocastico é uma estrutura constituida de um espaco
de probabilidade (2, A, P), um conjunto nao vazio de indices T, um espago men-
surdvel (¥, A") e uma aplicagio X : Q x T — ', tal que para cada t € T, a

aplicagao X, : Q — Q' dada por X;(w) = X(w,t) € um elemento aleatdrio.

Para cada w € Q, a aplicagao X (w) : T — ', dado por X(w)(t) = X(w,t), €

chamada de trajetoria de w.

Em outras palavras, um processo estocdstico é uma colecao de elementos aleatorios
definidos num espago de probabilidade (£2,.4,P), indexadas por um conjunto de

indices T'.

Definicao 4.31 Dois processos estocdsticos X e X' definidos no mesmo espaco
de probabilidade (2, A, P) e no mesmo conjunto de indices T sao chamados modi-
ficagoes um do outro se P({w € Q; Xi(w) = X[(w)}) =1 para todo t € T, isto é,

se X; =X, q.c. para todot €T.

Definigao 4.32 Seja X : Q x T — Q' um processo estocdstico com T e Q' espacos
topoldgicos. Dizemos que o processo X € continuo se para todo w € ) a aplica¢ao
X(w): T — Q € continua. E dizemos que um processo X : Q x T — R € integrdvel

se E(|X:]) < oo para todo t € T.
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Defini¢ao 4.33 Um processo estocdstico X : Q x [a,b) — R € dito ter incrementos

independentes se para todo a <ty < t; < ... <t, <b, as varidveis aleatorias
Kigy Xty — Xitgy ooy X1, — X1,

sao independentes.

Daremos aqui os resultados bésicos sobre uma classe muito importante de pro-

cessos estocasticos chamados martingales.

Definicao 4.34 Sejam (Q, A, P) um espaco de probabilidade e T C R um conjunto

de indices. Uma filtragao sobre T' € uma familia F = {F;}, t € T nao decrescente

de sub-o-dlgebras de A. Se para todot € T, F; = mfs, dizemos que a filtracao F
s>t

€ continua a direita. Uma filtracao € dita completa se a o-dlgebra A é completa e

cada F; contém todos os subconjuntos de medida nula em A.

Definigao 4.35 Um processo X € dito adaptado a filtragio F = {F;} se X; €

Fi-mensurdvel para todo t € T.

Dado um conjunto de indices T e uma familia de espagos mensurédveis (€2;,.4;),
t € T, podemos munir o conjunto [ [,., € com a o-dlgebra produto ®;cp.A; definida
por ®@er A = o({Ar x [[,, Qi A € Ar}). Assim o conjunto ([],cq 21, ®@rerAyr)

torna-se um espago mensuravel.

Definigao 4.36 Sejam (2, A, P) um espago de probabilidade e F = {F;} uma fil-
tragao sobre R,. Dizemos que um processo X : {1 x Ry — R € progressivo se sua

restrigao a 2 x [0,t] € Fy @ B[0, t|—mensurdvel para todo t > 0.

Definigao 4.37 Um tempo de parada relativo a filtragao F = {F}, t € T é uma

varidvel aleatoria T tal que para todo t € T' o conjunto {w € §; 7(w) <t} € F;.
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Dado um tempo de parada 7 podemos associar a seguinte o-algebra

Fr={Ace L, An{r <t}e F,teT}

Definicao 4.38 Um processo estocastico M : Q) x R, — R é chamado um martin-

gale com respeito a filtracao F, ou um F-martingale se:
(1) M € integradvel.
(2) M ¢é adaptado a F.
(3) E[M|Fs] = My q.c. para todo s <t, s,t € R,.

Se a igualdade em (3) é substituida por < ou > temos o que é chamado de

supermartingale e submartingale, repectivamente.

Um processo M = (M*, ..., M™) em R™ é martingale se M*,.... M™ sdo martin-

gales unidimensionais.
Lema 4.39 Se M ¢é um martingale tal que My = 0 entdo E(M,;) =0, VteT.

Lema 4.40 Seja X : 2 x Ry — R um processo estocdstico continuo e integrdvel.

Entao € vdlida a sequinte propriedade:
t t
E(/ Xqds) = / E(X;)ds.
0 0

Demonstragao: Consequéncia imediata do Teorema de Tonelli, ver Royden [22].

O

No proximo capitulo estudaremos os movimentos Brownianos, que estao entre

os principais exemplos de martingales.

4.4 Integracao Estocastica
Nesta segao, utilizamos as referéncias Kallenberg [14] e Protter [20].
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Comecaremos esta secao definindo a integral de Stieltjes.
Seja A : R — R uma fungao continua, 7 = {0 =t < t; < ... < t,, = t} uma
particao de [0,t] e |7| = sup |t;11—t;], 7 = 0,...,n—1 a norma da parti¢cao w. Dizemos

que a funcao A tem variacao limitada em intervalos finitos se para todo t

= lim Z]A tic1)] < o0.

|m|—0 2

Nesse caso V;(A) é a variagao total de A até o tempo ¢. Para definirmos a integral
de Stieltjes considere f : R — R uma fungao continua, A : R — R uma fungao
com variacao limitada em intervalos finitos e 7 uma partigao de [0,¢]. A integral de

Stieltjes é definida por:

se o limite existir, onde ¢ é um ponto amostral no intervalo [t;_1,;].

Observe que a integral de Riemann na reta é uma integral de Stieltjes. De fato,

basta considerar a funcao A : R — R, como sendo a funcao identidade.

Definicao 4.41 Um processo X € de variagao limitada em intervalos finitos se ele

€ continuo e todas as suas trajetorias sao de variacdo limitada em intervalos finitos.

Primeiro vamos fazer a construcao da integral de It6 para processos prediziveis

do tipo escada, isto é, processos da forma:

Vi=> &lgney, t2>0,
k=1

onde &, sao varidveis aleatérias F,, -mensurdveis Vk € N, 75, sao tempos de parada

tal que 7, T o0 q.c..

Entao para qualquer processo X, definimos a integral estocastica elementar V- X

por

t [ee)
(V- X), = / VidX, = 36X, — Xinn),
0 k=1
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onde (V- X), e fot V,dX, sao apenas notagoes que representam o mesmo objeto
e a soma do lado direito converge porque para cada trajetéria existe somente um

nimero finito de termos nao nulos. Note ainda que (V- X)o = 0.

Para definirmos a integral estocédstica para processos mais gerais, precisaremos

dos seguintes conceitos:

Definicao 4.42 Um processo M é um martingale local se ele € adaptado e se existe
uma sequéncia de tempos de parada T, T oo tal que M. n, — My é um martingale

para cada n € N.

Teorema 4.43 Se M ¢é um martingale local continuo de variagao limitada em in-

tervalos finitos, entao M € constante q.c..

Teorema 4.44 Para quaisquer martingales locais e continuos M e N, existe q.c.
um tnico processo continuo [M, N| de variag¢do limitada em intervalos finitos tal
que [M,N]o =0 e MN — [M, N] = martingale local chamado de varia¢io cruzada
de M e N. Além disso, o processo [M,N| é q.c. simétrico e bilinear. No caso em
que M = N, denotamos [M, M] por [M] e chamamos [M| de varia¢ao quadrdtica
de M.

Vamos denotar por L(M) a classe de todos os processos progressivos V' tal que

(V2. [M]); exista no sentido da integragao de Stieltjes ¢.c. para todo t € T.

O teorema a seguir define e garante a existéncia e unicidade da integral es-

tocastica de um processo V' € L(M) com respeito a um martingale local continuo

M.

Teorema 4.45 Para todo martingale local continuo M e para qualquer processo
V e L(M), existe q.c. um tinico martingale local continuo V- M tal que (V-M)y =0
e[V-M,N]=V-[M,N] q.c. para todo martingale local continuo N.
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O martingale local V - M também denotado por [VdM, é chamado integral

estocastica ou integral de Ito.

Definicao 4.46 Um processo X : Q2 xR, — R € um semimartingale continuo se ele
pode ser escrito como a soma X = M + A onde M ¢é um martingale local continuo e
A € um processo adaptado, continuo de variacdo limitada em intervalos finitos com
Ag = 0.

Um processo X = (X!, ..., X™) é um semimartingale continuo no R"™ se cada um

dos processos coordenados X1, ..., X™ sdo semimartingales continuos em R.

Utilizando o Teorema 4.43 ¢ facil verificar que um semimartingale X = M + A

se decompoe de maneira tnica.

De fato, suponha que X possa ser escrito como X = M 4+ Ae X = N + B onde
M, N sao martingales locais continuos e A, B sao processos adaptados, continuos de

variacao limitada em intervalos finitos com Ag =0 e By = 0.

Assim0=X—-X=(M+A)—(N+B)=(M—N)+ (A— B) isso implica que
M — N = B — A, isto é, o martingale local continuo do lado esquerdo da equacao
¢ de variagao limitada em intervalos finitos. Logo pelo Teorema 4.43 M — N ¢é
constante g.c., mas (M — N)y = (B — A)g = By — Ay = 0. Portanto M = N e
consequentemente B = A, como queriamos demonstrar.

Agora denote por L(A) a classe dos processos progressivos V' tal que o processo
(V - A), existe no sentido da integracao de Stieltjes. Entao para qualquer semi-

martingale continuo X = M + A podemos escrever L(X) = L(M) N L(A) e assim

definir a integral de um processo V' € L(X) como asoma V- X =V - M +V - A.

Note ainda que o processo V - X é também um semimartingale continuo com

decomposicao V- M +V - A.

Podemos estender o conceito de variagao quadratica e variagao cruzada para

semimartingales X e Y com decomposicoes M + A e N + B respectivamente. Basta
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definirmos [X] = [M] e [X,Y] = [M, N].

Proposicao 4.47 Sejam X eY dois semimartingales continuos, U € L(X) eV €

L(Y). EntaoU-X eV-Y sdo semimartingales e ainda satisfazem a sequinte equagdo

U-X,V.Y|=(UV) [X,Y] q.c
A préxima proposicao estabelece a regra da cadeia para integral estocastica.

Proposicao 4.48 Considere um semimartingale continuo X e dois processos pro-
gressivos U eV, onde V € L(X). EntaoU € L(V-X) se, e somente se, UV € L(X),
e neste caso U - (V- X) = (UV) - X q.c..

Teorema 4.49 (Integracdo por partes). Para quaisquer semimartingales continuos

X eY, tem-se:

XY =XYoo+ X Y +Y - X+[X,Y] qec

Apresentaremos agora uma das principais férmulas do Célculo Estocastico devido
ao matematico Kiyosi [t0. Esta formula tem muitas aplicacoes no estudo de equagoes

diferenciais estocasticas que veremos mais adiante.

Teorema 4.50 (Férmula de Ité). Seja X = (X*',..,X™) um semimartingale

continuo em R" e f € C*(R"). Entao:

FX) = £ + A0 - X4 S L1 g

i,j=1

onde f! representa a derivada parcial de f em relagao a x;.

Qutra forma € dado pela expressao

n t 9
000 = 506+ 3 [ 5 xgax Z/%% X, X,
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Note que o resultado acima mostra que a classe de semimartingales continuos é

preservado sob aplicagoes de classe C?(R™).

Para uso posterior convém fazer uma modificacao na integral de Ito, de modo

que nesta nova integral valem as regras usuais do Célculo.

Definigao 4.51 Sejam X eY semimartingales continuos com X € L(Y'), definimos

a integral de Stratonovich por:

t
1
/XodY:(X-Y)tJrE[X,Y]t, £>0
0

onde o primeiro termo do lado direito é no sentido da integral de Ito.

Proposicao 4.52 Para qualquer semimartingale continuo X : Q@ xR, — R™ e para

qualquer fungdo f € C3(R™), temos
n t '
f(Xe) = f(Xo) + Z/ fi(X)odX", q.c., t>0.
i=1 70

A maior vantagem da integral de Stratonovich para a integral de It6 é que a
integral de Stratonovich segue as regras usuais do Calculo. No entanto, os processos
estocésticos definidos por integrais de Stratonovich em relagdo a uma martingale

local nao definem em geral uma martingale local como no caso da integral de Ito.
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Capitulo 5

Movimento Browniano

O objetivo deste capitulo é definir o movimento Browniano em uma variedade. As

referéncias utilizadas aqui foram Hsu [13] e San Martin [23].

5.1 Movimento Browniano no Espaco Euclidiano

O movimento Browniano foi introduzido em 1827 pelo botanico Robert Brown ao
observar o movimento aleatério de uma particula de pdlen imersa num liquido, mas
o tratamento matematicamente rigoroso do movimento Browniano sé foi dado quase

um século depois em 1923 pelo matematico americano Norbert Wiener.

Definicao 5.1 Um processo de Wiener ou movimento Browniano unidimensional €

uma processo estocdstico W : ) x R, — R definido em um espaco de probabilidade

(Q, A, P) que satisfaz:
(1) Todas suas trajetdrias come¢am na origem q.c.
(2) W tem incrementos independentes.

(3) Para 0 < s <t, o incremento Wy — Wy tem distribui¢ao normal (Gaussiana)

com média 0 e variancia t — s.

PW,—Wse A

= [ oo (i)
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Observacao 5.2 Um cdlculo direto mostra que Wy — Wy é uma distribuicdo com

média 0 e variancia (t — s).

Ao ler a definicao acima uma pergunta natural é: Sera que tal processo exis-
te? A resposta é afirmativa e no restante desta secao trabalharemos na direcao de

responder esta questao.

Seja T'um conjunto de fndices nao vazio e R o conjunto das funcoes de T' em R.
Um subconjunto de R da forma C(ty, ...,t,; B) = {f € RT; (f(t1), ..., f(t,)) € B}
onde n € N, ty,...,t, € T e B pertence a o-dlgebra de Borel B(R"), é chamado
cilindro de R? em ¢, ...,t, com base B. E a classe S de todos os cilindros de R,

determina uma o-algebra €(RT) em R”, onde €(R”) é a o-dlgebra gerada por S.

Para cada subconjunto u = {ty,...,t,} C T, definimos |u| = card(u) =n < oo e

a projecao m, de RT em R por 7,(f) = (f(t1), ..., f(tn)).

Note que, com esta notagao, C(u; B) = C(ty, ..., t,; B) = 7, }(B).

Agora para cada v = {t;,,...,t;, } Cucom {iy,...,ix} C{1,...,n}ev] =k <n,
definiremos a projegao m, , de Rl em R por Tuw(T1s ooy Tn) = (Tiy, oo, Ty ).

As aplicagdes 7, e m,, sdo respectivamente €(RT) — B(RI¥) e B(RM) — BRI

mensuraveis.

Definicao 5.3 Uma familia de medidas de probabilidade {P,; v C T com |u| <
oo, u # () e P, medida de probabilidade em B(RI“} € dita ser consistente no sentido
de Kolmogorov se:

Pu(7,0(B)) = Pu(B)

u,v

para todo v C u e B € B(RI)).
Um processo estocastico define uma familia de medidas de probabilidade consis-
tente no sentido de Kolmogorov.

De fato, seja X : 2 x T — R um processo estocastico definido em um espago

de probabilidade (2, A, P). Para cada subconjunto u = {t1,...,t,} C T a aplicacao
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w i (X, (W), ..., Xy, (w)), induz uma medida de probabilidade P, em (R 9B (RI/))
definida por P,(A) = Plw € Q; (X, (w), ..., X, (w)) € A] para todo A € B(RI). A
familia de medidas de probabilidade {P,; v C T com |u| < oo} é chamado conjunto

das distribuigoes de dimensao finita do processo X.

Afirmacao: Esta familia de medidas de probabilidade é consistente no sentido de

Kolmogorov.

De fato, seja v = {t;,,....,t;, } C {t1,....t,} =u e B € B(RP)) entdo

Pu(B) =P((Xt,, sy Xt, ) € B) = P(mup(Xty, -y Xi,,) € B)

ik

= P((Xyy, -, X)) € 1, L(B)) = Pu(n;1(B)).

u,v

A reciproca também é verdadeira, isto ¢é, se {P,} é uma familia de medidas de
probabilidade consistente no sentido de Kolmogorov, entao, existe um processo X
cujo conjunto das distribuicoes de dimensao finita deste processo coincide com esta

familia. E isto é, consequéncia direta do seguinte teorema:

Teorema 5.4 (de Extensao de Kolmogorov). Seja {P,; u C T com |u| < oo e
P, probabilidade em B(R"N} uma familia consistente de medidas de probabilidade.

Entdo existe uma tinica medida de probabilidade P em (RT, €(RT)) que satisfaz
P(C(u; B)) = Pu(B)

para todo w = {ty,....t,} CT,|u| =n < 0o e B € B(RM).
Pelo teorema de extensao de Kolmogorov existe uma unica medida de prob-
abilidade P em (RT,&(RY)) que satisfaz, P(C(u;A)) = P,(A) para todo u =

{t1,..,t,} CT,jul =n < oceAc BRM). Considere em (R”,&¢(R”),P) o pro-

cesso estocastico X : RT x T'— R definido por X (f,t) = f(t). Assim
Pu(A) = P(m, (A) = P{f € RNymu(f) € A}) = P((Xu, .., Xo,) € A),

como queriamos demonstrar.
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Mostremos agora a existéncia do movimento Browniano. Afirmamos que se W
é um movimento Browniano, entao o conjunto das distribuicoes de dimensao finita
do processo W é dado pela familia de medidas de probabilidade em B(R"/) definida

por

fA (50(.1’1) H?:Z \/ﬁ exXp ( (;(Ztic—;ll)> d$1 dl‘n, 0e u;

f —ex M dr dr OQU (5'1)
A (t —ti_ 1) p (tl —t; 1) 1--- ns .

onde tg = 0,20 =0 e dp : R — R é a funcao delta de Dirac definida por

1, se 0€ A;
/Aéo(:c)dx—{ 0, se 0&A.

De fato, suponha que 0 € uw e u = {t;,...,t,} onde 0 = t; < ... < t, e A € BRI
comA=A4, x ... x A,.

PU(A) - P(th c A1> ceny th c An)

- P(th < Al, VVtQ — th € AQ — th, ) th - th—l < An - th—l)

Como os incrementos de W sao independentes segue do Teorema 4.28 que a igualdade

acima ¢ igual a
PWy, € Ay)-PWy, =Wy € Ag—=Wy)) ... PW,, =Wy, , € Ay — Wy, ). (5.2)

Usando o item (3) da definicdo de movimento Browniano e observando que

P(Wt2 - th E AQ - th) —

a equagao (5.2) se torna

/(5 T d:v/ ( M)dm
Aq o ' Ao \/ tg—tl t2_t1> S

/“/ (ty — tw 1) ( <Iz —x;n 11))2)dxn

_/Al”'/ 5o(1) ﬁmexp(—%)daﬁl.“dzn

1=
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Portanto,

Pu(A) = /41---/”50(3?1)}2 mexp (—%) dey ... dz,.

O caso em que 0 € u é anédlogo.

Note que para cada u, P, em (5.1) é uma medida de probabilidade cuja funcao
de distribuicao de probabilidade coincide com o obtido pela féormula (5.3). Portanto,

pelo Lema 4.16, P, em (5.1) é a tinica medida em R/ que satisfaz (5.3).

Por outro lado, considere {P,} a familia de medidas de probabilidade em B (R/*)
definida por (5.1). Temos que esta famililia é consistente no sentido de Kolmogorov.
De fato, tome qualquer v = {t;,,...,%;, } C u com {iy,...,it} C {1,...,n} e qualquer
B € B(RP). Assim tem-se

k
1 (.Qiz — T )2
P,(B) = / do(y,) exp (—“—“1) dxy, ...dxy, .
B o 31:[2 V QW(tij B tij—1) Q(tij - tijfl) t "
Para fixar as idéias considere v = {1, ..., k} e m, 1 (B) = B x R"*. Assim temos que
Pu(myy(B)) = Pu(B x R" )
- 1 (Q?Z — $i1)2>
= do(x exp | ———— | dxy...dz,.
/Rnk/B o) H 27 (t; — tio1) P ( 2(t; — ti-1) '

Mas como

1 i — Ti1)”
exp (_u) dos — 1
R 27T<tl - ti,1> Q(tl - tifl)

temos

PN N i 1 AR CTE 7o) A W

Logo Pu(m, 1 (B)) = Pu(B). Pode-se ver facilmente que P,(7, ,(B)) = P,(B) vale

também para todo v C u e B € B(RP). Portanto esta familia de medidas de

probabilidade em B(R!“) é consistente no sentido de Kolmogorov.

Assim pelo que foi demonstrado no inicio desta secao existe um processo W
cujo conjunto das distribui¢oes de dimensao finita deste processo coincide com esta

familia. Vamos provar que este processo ¢ um movimento Browniano.
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O item (1) da defini¢do de movimento Browniano segue direto de (5.1) pois o
termo dg(z1) implica que as trajetdrias saem da origem g.c.. Para provar o item (2),

considere 0 =t; < ... <t, e A, .., A, € B(R) (O caso t; > 0 é andlogo). Assim
PWy, € Ay, Wy, =Wy, € Ay, . W, =W, | € A)

=PW,, € A, Wy, € Ay +Wt1, oWy, € A+ Wy )

(fEi - mz‘—1)2

= exp| —— | dx, ...dx;.
/Al /A2+Wt1 /n+Wt z]l \/ t — b 1) ( 2(tl - ti—l) > '

n—1

x
= (5 — | dz,...dz;.
/Al/A2 / o%H\/ t—tzlep< 2t—ti1)> v o

= 50<I1 de’l

2
—————exp
A A \/ m(ty —t1) < tz—tl))

. (s )
ex —_— Ty
27’(’ t - tn 1 P 2(tn - tn—l)

PWy, € Ay)...P(W,, —W,,_, € A,).

Logo W tem incrementos independentes. O item (3) da definicdo de movimento

Browniano ¢é imediata. Portanto o processo W é um movimento Browniano.

Vamos mostrar agora que todo movimento Browniano tem uma modificagao

continua. Para isso precisaremos primeiro de dois resultados.

Teorema 5.5 Seja (S, p) um espago métrico completo e X : Q@ x R* — S um
processo estocdstico. E suponha que para algum a,b,c > 0 tem-se

Elp(Xe, X)) < cllt = s["**, s,t € R™.
Entao X tem uma versao continua, e para qualquer d € (0, g) 0 processo X € q.c.

localmente Holder continua com expoente d.

Lema 5.6 Se & ¢ uma varidvel aleatoria com distribuicao normal e esperanca 0,

entao para todo a > 0
E([€]*) = Ca[E(1€))%,

onde C, é uma constante real positiva que depende de a.
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Seja &, uma variavel aleatoria com distribuicao normal, média 0

Demonstragao:
e variancia v. Assim
0 pa _xQ R
= exp(—)dz = C,
B(al) =2 [ el
e
2
—Y
exp(— - )dy

B(l&,]%) / \/_

Fazendo a mudanga de varidvel y = x1/v temos dy = dz+/v. E substituindo na

equagao acima obtemos

ey =2 [ VO (=

= (vt
Em particular quando a = 2 temos E(|¢,]?) = Cov. Assim [E(|¢,]?)]? = AQ%U%
a ~ g é a a
E(|&]") = Covz = —7[E (|§v| )2 = ColE(|&|7)]2.
O

Proposicao 5.7 Todo movimento Browniano W tem uma versao continua
Demonstracao: Seja W : Q@ x R, — R um movimento Browniano. Assim
as variaveis aleatérias W; — W, tem distribuicao normal e esperanca 0 para todo
s,t € Ry com s < t. Entao dado a > 0 temos pelo lema acima que

B(IW, = Wi|") = CuB(W: = WeP)]E = Colt - 5)?

onde a ultima igualdade vem do fato de que

= E(W, = W,)* = [E(W, — W,))*

————

0

t —s=wvar(W, — W)

Tomando a > 2,0 =5 — 1 e c= C, temos
E(Wy = W[*) = |t -
75
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Portanto pelo teorema anterior W tem uma versao continua. 0

Daqui em diante, sempre quando citarmos um movimento Browniano, estare-
mos nos referindo a uma versao continua do mesmo. Vamos finalizar esta segao,
mostrando que todo movimento Browniano é um martingale com respeito a uma

certa filtracao.

Teorema 5.8 Considere um movimento Browniano W : Q@ x R, — R e uma fil-
tracao F = {Fy;t € Ry} definida por Fy = o(Ws; 0 < s < t). Assim W é um

F-martingale quadrado integrdvel com variag¢do quadrdtica (W] = t.

Demonstragao: De fato, da definicao de movimento Browniano e da definicao da
filtragao F segue que W é integravel e adaptado. Agora se s <, s,t € [0, 7], temos

pela definicao de movimento Browniano e pelos Lemas 4.26 e 4.29 que
E[W,|Fs] = Wy = E[W, — W,|F,| = E(W, — W) =0.
Portanto E[W,;|F,] = W, q.c. para todo s < t, s,t € [0,T]. Donde segue que W é

um martingale com respeito a filtracao F.
Agora vamos mostrar que W é quadrado integravel. Como os incrementos de W
sao independentes, podemos usar o Lema 4.29 para obter

E[(Wt - Ws)2|f5] = E<Wt - Ws)2 = (t - S)'

Assim E(W?2) =t < oo Vt € [0,T] e portanto W ¢ quadrado integréavel .

Resta mostrar que a variagao quadratica [W;] = ¢. Para isso basta mostrar que
W2 — t =martingale, assim pela unicidade da variagao quadrética (veja o Teorema
4.44) teremos o desejado. E facil ver que W72 —t é integravel e adaptado a F . Agora
para provar que E[W?2 —t|F,] = W2 —s q.c. para todo s < t, s,t € [0,T] usaremos

novamente o Lema 4.29 juntamente com o fato de que E(W}?) =t < oo Vt € [0,T].

E[W? —t|F] = (Wi —s) = B[(W} —t) = (W = s)| ] = E(W} —t =W = 5)
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=EW}) —EW2 +E(s—t)=t—s+(s—t)=0

Portanto E[W? —t|F,] = W2 — s q.c. para todo s <t, s,t € [0,T]. O

Definicao 5.9 Um movimento Browniano no espaco euclidiano R™ € um processo
W = (W1 ...,W") tal que os processos W : QxR, — R, i = 1,...,n sdo movimentos

Brownianos unidimensionais independentes.

5.2 Equacoes Diferenciais Estocasticas

Primeiramente formularemos o tipo de equacao diferencial estocastica que iremos
trabalhar no R™. Esta por sua vez permitira definir movimento Browniano em uma

variedade Riemanniana. A referéncia utilizada nesta segao foi Hsu [13].

No que se segue (€2, .4, P) é um espago de probabilidade com filtracado F completa

e continua a direita.
Para definirmos tal equacao precisaremos:

(1) Uma aplicagao o : R" — M,y localmente lipschitziana, isto é, Ve > 0, 36, > 0

(dependendo de €) tal que |o(z)—0o(y)| < d|x—y| Vo,y € B(0) = {z € R";|z| < €}.

Vale lembrar também que no caso em que d,. independe de € dizemos que o é

globalmente lipschitziana.
(ii) Um semimartingale continuo Z : Q x R, — R
(747) Um tempo de parada 7: Q — R,

Denotaremos por 2x [0, 7) o conjunto {(w, 7) € QxRy; w € Q,t € [0,7(w))}.Entao
para um semimartingale continuo X : Q x [0,7) — R", vamos considerar a seguinte

equacao diferencial estocastica:
t
X, =X, —I—/ o(Xs)dZs, 0<t<T (5.4)
0

onde esta integral estocastica é no sentido de It6. Iremos nos referir a esta equagao

por SDE(o, Z, Xj).
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Em termos matriciais,

Ix1

l
=1

L = dnx1
Por simplicidade, restringimos nossa situacao para um caso tipico onde o semi-
martingale Z tem a forma especial Z; = (W, t) onde W é um movimento Browniano

(I = 1)-dimensional e o = (01,b) com o7 : R" — M, -1y e b: R" — R".

Neste caso a equacao torna-se:
t t
X =X —|—/ o1(Xs)dWy —|—/ b(X)ds (5.5)
0 0

Note que aqui estamos considerando que a solugao exista somente até um tempo
de parada 7, desta maneira estamos incorporando a possibilidade que a solugao
possa explodir num tempo finito. Nosso objetivo nesta secao é garantir a existéncia e

unicidade da solucao desta equacao diferencial estocéstica até seu tempo de explosao.

Para o caso em que nao se tem tempo de explosao, temos o seguinte resultado:

Teorema 5.10 Se o € globalmente lipschitziana e Xq € quadrado integrdvel. Entdo

SDE(o,Z, Xy) tem uma unica solugio X : Q x Ry — R™,

No teorema acima, a solucao X ocorre em todo tempo ¢ > 0, porque assumimos
que a matriz dos coeficientes de o é globalmente Lipschitz, e esta hipdtese implica
que a ¢ pode crescer no maximo linearmente. Agora quando a matriz o é localmente
Lipschitz, existe a possibilidade da solugao explodir num tempo finito. Para esse

caso, temos o seguinte resultado.
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Teorema 5.11 Se o : R" — M,,,; € localmente lipschitziana, Z : Q x R, — R! um
semimartingale continuo e Xog um vetor aleatorio Fo-mensurdvel. Entao existe uma

unica solugio X de SDE(o,Z, Xy) até seu tempo de explosio e(X).

Para aplicagoes futuras, tomaremos um ponto de vista mais geral e definiremos
o tempo de explosao de uma trajetéria num espaco métrico localmente compacto
M. Usaremos a notacao M=MU {OM} para denotar a compactificagdo de M por

um ponto.

Um caminho A em M com tempo de explosao e(\) > 0 é uma aplicagao continua
ARy — M tal que A\, € M para todo t € [0,e(N)) e se e(N) < oo, Ay € OM para
todo t > e(A) . O espago dos caminhos em M com tempo de explosao serd denotado
por W(M). Em W (M) estd naturalmente associado o processo X : W (M) x R, —
M dado por X (A, s) = Xs(\) = As. E consideraremos nesse espago a filtracao
B(W(M)). = {B;t >0} formada pelas o-algebras B, = o{X; s < t}.

Agora vamos formular a equacao diferencial estocastica através da integral de

Stratonovich. Esta formulacao serd bem conveniente para o estudo da equacao

diferencial estocastica em variedades diferencidveis.

Sejam V,, a = 1, ..., campos de vetores diferenciaveis em R". Assim cada V,
pode ser considerado como uma aplicagao V, : R — R" e desta maneira V =
(VA4, ..., V}) pode ser visto como uma aplicagdo de R™ em M,,,;. Entdo considerando
Z e X,y como antes, escrevemos a equacao diferencial estocastica de Stratonovich
por:

t
X, = X, +/ V(X,) o dZ, (5.6)
0

onde a integral é no sentido de Stratonovich. Como V' é um conjunto de [-campos

de vetores em R"™ podemos reescrever a equacao acima por
t
X, = X, +/ > Val(X,)odZ? (5.7)
0 a=1

Utilizando a férmula de 1t6, pode-se demonstrar a seguinte proposicao.
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Proposigao 5.12 Seja X a solugdo da equagdio (5.7) e f € C*(R™). Entdo
(X)) = / Zv f(X)o0dZ®, 0<s<e(X). (5.8)

Demonstracao: Pela férmula de It6 temos

) = f(Xo) + 3 fi(X) - X' + Z X X (5.9)

INES 1
e como X é solugao da equacao (5.7) temos

X, = X0+/ ) o dZ". (5.10)

Entao substituindo (5.10) em (5.9) e usando a defini¢ao da integral de Stratonovich

obtemos
FX) = X0 + 330 A1) >~Za>+ii§ X). 27
P e . o
+Z Z VIX) - 2% Vi(X) - Z2°)
== y )
= A+ B+ Z ~fiX X), z2°).

a=1 i=1

Agora usando a formula da integracao por partes
XY =XYo+ X -Y+Y - X+[X,Y]

para X = f/ e Y = V(X) tem-se




onde a ultima passagem em D, foi utilizado a férmula de It6 em f/(X). Usando It6

em X7 de D, observamos que B = D e concluimos que

F(X) = A C = f(X0) + Vaf(X) - 2% 4 LVaf(X), 2]

= ) + [ Vr(x) 0z

0
U

Agora com esta nova formulagao podemos iniciar o estudo das equagoes diferen-

clals estocasticas em uma variedade diferencidvel M.

Defini¢ao 5.13 Sejam M wuma variedade diferencidvel, (2, A,P) um espago de
probabilidade, F uma filtracao completa e continua a direita de A e T um F-tempo
de parada. Um processo continuo X : Qx[0,7) — M € um semimartingale continuo

se f(X) for um semimartingale continuo em R Vf € C*(M).

Observacao 5.14 O conjunto das funcgoes que devemos testar para verificar se X
¢ um semimartingale continuo em M pode ser reduzido para C°(M) ={fun¢oes
diferencidveis com suporte compacto}, isto é, se f(X) € um semimartingale continuo

real para todo f € C°(M), entdao X € um semimartingale continuo em M.

Uma equacao diferencial estocastica numa variedade M é definida por [-campos
de vetores Vi, ..., V; em M, um semimartingale Z em R! e um elemento aleatério X
com valores em M funcionando como condicao inicial da solucao. Entao definimos

a equacao diferencial estocastica numa variedade M por:
Xy = Xo+ /t Vo (Xs) o dZ¢ (5.11)
0
e referimos a esta equagao por SDE(V, ..., Vi; Z, Xo).
Defini¢ao 5.15 Um semimartingale X : Qx[0,7) — M é solu¢io de SDE(Vy, ..., Vi; Z, Xo)
até o tempo de parada T se para todo f € C°(M) temos

F(X) = f(Xo) + /Ot Vaf(X,)odZe 0<t<rt, a=1,..,L (5.12)
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Agora usaremos o teorema de Whitney (1.27) para fixar um mergulho de M em
R™. Assim podemos considerar M como uma subvariedade fechada de R™ e desta
maneira cada campo vetorial V,, pode se visto como uma funcao diferencidavel em
f: M — R". Com isso, podemos estender os campos V,, de M para campos V, em

R™ usando o teorema da vizinhanca tubular da seguinte maneira:

Teorema 5.16 (Vizinhanga Tubular). Eziste um difeomorfismo h de uma vizinhan-

ca aberta U de M C R™ no fibrado normal TM*.

Demonstracao: Ver Guillemin [12]. O
Coloque uma métrica |- || no fibrado normal 7'M+ da mesma maneira que fizemos
na secao 1.6 e defina as seguintes aplicacgoes:
h:UC M — TM+* o difeomorfismo definido no teorema da vizinhanca tubular.
i : M — R™ a aplicacao inclusao de M no R™ como subvariedade fechada.
7:TM+ — M, por 7(p,v) = p.

¥ : R — R, uma funcao diferencidvel dada por

0, se x € (—oo,—1)U(1,00);
)1, se x € (—%, %),
w(flf) - crescente em, se T € [—1, —%];
[

decrescente em, se z € [1,1].

Agora note que, V, : R" — R", dada por

= (RW)?) - dixony)(Va), se y € U;
Va(y) { 0, " se y&U,

estende o campo V,, a R".
E como a equacao

t
X, = X, +/ Vo (X,) 0dZ® (5.13)
0

tem uma tnica solugao sobre R™ até seu tempo de explosao e(X) é de se esperar

que se X comeca em M e os campos de vetores V, sao tangentes em M, entao X
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nunca deixa M até seu tempo de explosao. Mais prescisamente temos a seguinte

proposicao.

Proposicao 5.17 Seja X a solu¢ao da equacdo estendida (5.13) até seu tempo de
explosao e(X) com Xy € M. Entio, X; € M para todo t € [0,e(X)). Com isso
X (mx[o,ry) € uma solugio de SDE(VA, ..., Vi; Z, Xo).

E importante observar que a solucao nao depende nem do mergulho de M e nem

da extensao dos campos de vetores V,, de M. Isto se deve ao seguinte teorema.

Teorema 5.18 Suponha que ® : M — N seja um difeomorfismo e X uma solugao
de SDE(Vy, ..., Vi; Z, Xo). Entao ®(X) € uma solugao de SDE(P,Vy, ..., 0.V;; Z, (X))
sobre N, onde ®, : X(M) — X(N) dada por (®.V)f(y) = V(f o ®)(z), com
y=®(z) e f € C®(N).

Demonstracao: Seja Y = &(X) e f € C®(N). Aplicando (5.12) em fo ® €
C*>®(M) e usando V,(f o ®)(X;) = (®.V,) f(Y5), obtemos

=00+ [ Valf 0 @)(X.) 0 dz

= 100+ | (@.Va)f(¥a) o dz

Portanto Y = ®(X) é uma solu¢ao de SDE (P, V1, ..., 2.V;; Z, &(X,)). O

Teorema 5.19 Eziste uma unica solu¢io de SDE(Vi, ..., Vi; Z, Xy) até seu tempo

de explosao.

5.3 Movimento Browniano em Variedades

A construgdo do movimento Browniano em variedades Riemannianas sera feito

através de um processo de difusao. Ver Hsu [13].
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Para isso considere L um operador eliptico de segunda ordem sobre uma vari-
edade diferenciavel M de dimensao d, isto é, um operador que num sistema de

coordenadas z : U C M — R% é da forma:

d

d
1 o 0 N
522 8x18x]+zb( ) 3e. (5.14)

.]_

onde z; : U C M — R sdo as fungoes coordenadas de z, b = {b'} : U — R? sao
fungoes diferencidveis e a = {a¥} : U — Myyq ¢é diferencidvel, onde a matriz Myyq

¢ simétrica com autovalores nao negativos.

Além disso, tome f € C*(M), A € W(M) e defina:
MION)y = FOA) = fh) — /t LEO)ds, 0<t<e(N). (5.15)
0

Definigao 5.20 Seja (2, A, P) um espago de probabilidade e F uma filtra¢ao comple-
ta e continua a direita de A. Um processo estocdstico F-adaptado X : Q — W (M)
¢ chamado de processo de difusao gerado por L se X € um semimartingale continuo

em M até o tempo de explosio e(X) e

M (X), = f(X)) — fF(Xo) — /t Lf(Xs)ds, 0<t<e(X), (5.16)
0
¢ um F-martingale local Vf € C°(M).

Definicao 5.21 Uma medida de probabilidade p sobre a filtracdo natural do espaco
(W(M),B(W(M)).) é chamada medida de difusio gerada por L se

MY (), = Far) — fla) - / Lf(z)ds, 0<1t<e(x)

¢ um B(W (M)).-martingale local Vf € C(M).

Mergulhando M em R™ como uma subvariedade fechada através do teorema de
Whitney (1.27) podemos estender o operador L para um operador L do mesmo tipo
no espago ambiente. Isso é feito da seguinte maneira: Denote por z = (z1,...,2") as

coordenadas de um ponto no espago ambiente e denote por f* a fungao f*(z) = 2,
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z € M. Agora defina a aplicagao I'(f,g) = L(fg) — fLg — gLf, f,g € C*. Assim

fazendo célculos obtemos

i 9f 99
&xi c%vj ’

['(f,g)=a i,j=1,...,n.

Observe ainda que se ¢!, ..., ¢g" sao funcoes diferencidveis em M, entdo a matriz
{T'(g%, ¢°)} tem autovalores nao negativos em todo M. Seja a®® = T(f%, fP) e
b* = Lf* funcdes diferencidveis em M. Com isso podemos estender as funcoes
matriciais G e b ao espago ambiente e continuaremos chamando as extensoes por a e
b respectivamente. A extensao é feita de modo andlogo ao que fizemos para campos

de vetores na secao anterior. Assim o operador

n

-1 02 "9
=23 g « 7 1
2 Z ¢ 029028 +;b 0za’ (5.17)

a:ﬁzl

¢ um operador eliptico e estende L para o espago ambiente no sentido do lema

abaixo.

Lema 5.22 Seja f € C°(M). Entao para qualquer extensdo f de f para o R™
tem-se: f/f: Lf em M.

O processo de difusao X gerado por L em R” é construido por uma solucio da

equacao diferencial estocastica da forma
t t 5
X, = Xo 4+ / (X)) dW, + / b(X.)ds (5.18)
0 0

onde W é um movimento Browniano no R", X, é um vetor aleatorio em R”™ inde-
~ ~1 , N .

pendente de W e ¢ = a2. Usando a férmula de Ito verifica-se que um processo X

satisfazendo a equacao (5.18) é um processo de difusdo gerado por L se @ = 557 .

De fato, denotando a derivada parcial de f em relagiao a z* por f/, temos que

F) = F0%) + 3 A1) -5 (X) - W [ 3 0 (x)ds

+§ D SHX) - [EL(X) - WL ah(X) - W

i,5,0,0=1
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t n
= f(Xo) —|—martmgale—|—/ Zbi(X
0 =1

LS R s e W

i,J,006=1

:f(X0)+martingale+/ sz X)ds + = / Z fii( X)57 (X)ds

2,7,0=1

= f(Xo) + martingale + / Z V(X)) fI(X)ds + = / Z )a'ds.

i,j=1

onde a ultima igualdade ¢é devido a simetria de ¢. Portanto
f(X)— / Z V(X)) f(X)ds — —/ Z Ya" ds = martingale.
,j=1

Pela definicao de processo de difusao temos o desejado.

Os teoremas seguintes garantem a existéncia e a unicidade no sentido de dis-

tribuicao de um processo de difusao gerado por L com condicao inicial pqg.

Teorema 5.23 Seja L um operador diferenciavel eliptico de sequnda ordem sobre
uma variedade diferencidvel M e pg uma medida de probabilidade em M. Entao

existe uma medida de difusao gerada por L com condigcao inicial pg.

Teorema 5.24 Uma medida de difusao gerada por L com uma dada condi¢ao inicial

€ unica em distribuicao.

Como o Laplaciano é um operador diferenciavel eliptico de segunda ordem so-
bre M (isto segue de (2.1)), podemos definir um processo de difusdo gerado pelo
Laplaciano. Agora, com os conceitos vistos acima podemos finalmente definir o

movimento Browniano em uma variedade Riemanniana.

Definicao 5.25 Seja M uma variedade Riemanniana. O processo de difusdao gerado

por %A ¢ chamado movimento Browniano em M.
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Capitulo 6

Teorema de Cheng-Liouville

6.1 Preliminares

Comecaremos esse capitulo fixando as notagoes e definindo os objetos bésicos para
demonstrar alguns lemas que serao utilizados na demonstracao do teorema de Cheng-
Liouville. As referéncias que utilizamos neste capitulo foram Eells [9], Hsu [13] e

Stafford [25].

Sejam (V,g) e (U, h) espagos vetoriais com produto interno e ¢ : V. — U uma
transformacao linear. Seja {ey,...,e,} uma base ortonormal de V. A norma de ¢ é

dada implicitamente por
111> =D h(d(es), dler)-
i=1

Sejam (M, g) e (N, h) variedades Riemannianas, com M compacta e f : M — N
uma aplicacao diferencidvel. O funcional energia E(f)(z) de f no ponto z € M é

definido por E(f)(z) = ||df (x)|*>. A energia total E(f) de f é dada por

E(f) = /M df (2)[[2V,

onde dV ¢ o elemento de volume de M. Dizemos que f é harmonica se f é o ponto
critico do funcional energia. Em outras palavras, se F' : M X (—¢,¢) — N é uma

familia a um parametro de aplicagoes diferencidveis com F(-,0) = f, entao

d
S EEC)l=0 = 0.
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Facamos alguns calculos no caso N = R. Uma variacao de f pode se realizada por

F(t,z) = f(x) +tn(z), onde t € (—e,€) e n: M — R. Temos que

L (. / |V (f () + tn(x >>||2 —IVI@I

dt = lim

- / Vi) Va)dvy = - [ Apn()av,
M M
Portanto, usando argumentos variacionais usuais, temos que Af = 0. E claro que

se Af =0, entao f é ponto critico do funcional energia.

Agora considere o caso N = R". Seja f = (f1,..., fn) a decomposicao de f em

coordenadas. Faga o mesmo para = (11, ...,n,). Por um célculo direto, temos que

- /M > (@,

Se considerarmos deformagoes do tipo n = (0, ...,0,7;,0,...,0), obtemos Af; = 0.
Portanto, se f é harmoénica, entao Af; = 0 para todo i = 1,...,n. Reciprocamente,
é imediato que se Af; = 0 para todo 7 = 1,...,n, entao f é harmonica.

Se M nao é compacto, entao dizemos que f é harmonica se f for ponto critico do
funcional energia para deformacoes com suporte compacto. Neste caso, calculamos a

energia total em um dominio compacto de M que contém o suporte da deformagao.

Com isso temos a seguinte proposi¢ao

Proposicao 6.1 Seja M uma variedade Riemanniana e f = (fi,..., fn) : M — R™
uma aplicacao diferencidavel. Entao f € harmonica se, e somente se, Af; =0 Vi =

1,...,n.

Definigao 6.2 Sejam B, = {x € M;r(z) < a}, e my(a) = m%XHf(x)H Uma
rEDg

aplicacao f : M — R™ tem crescimento sublinear assintotico quando,

limsupa'my(a) = 0.

a—00
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Note que my2(a) = (my(a))?. De fato,

my2(a) = max | /2(@)]| = max | F(@)|F = max £ (@)]|. max | £ (@) = (my(a))

r€EB,
(6.1)

Teorema 6.3 Seja W um movimento Browniano na variedade Riemanniana com-
pleta M e r(z) a fungao distancia em M do ponto wg € M. Entdo existe um movi-
mento Browniano (; na reta e um processo L mao decrescente, com crescimento

somente no cut locus de wy, tal que

r(Wi) = B + % /Ot Ar(Wy)ds — L. (6.2)

Demonstracao: Ver Hsu [13] e Kendall [15]. O

O teorema a seguir mostra que as trajetorias de movimento Browniano em var-
iedades Riemannianas completas com curvatura de Ricci nao negativa tem tempo

de explosao infinito.

Definicao 6.4 Uma variedade Riemanniana é dita estocasticamente completa se

para todo p € M, um movimento Browniano comecando em p ndo explode q.c..

Teorema 6.5 Seja M uma variedade Riemanniana completa. Suponha que k(r) é

uma fungao negativa, nao crescente e continua em [0, 00) tal que
k(r) < (d —1)"tinf{Ric(p) : r(p) = r}.

Se

entao M € estocasticamente completa. Em particular, se a curvatura de Ricci é

limitada inferiormente por k < 0, entao M ¢é estocasticamente completa.

Demonstracao: Ver Hsu [13]. O
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Teorema 6.6 O tempo que um movimento Browniano passa pelo cut locus € zero

q.c..

Para o que se segue estaremos no seguinte contexto:

(Q, A, P) é um espaco de probabilidade, M é uma variedade Riemanniana com-
pleta com curvatura de Ricci nao negativa, W é um movimento Browniano na
variedade M com Wy = wyg € M, r : M — R é a funcao distancia em M do

ponto wy € M e f: M — R uma funcao diferenciavel.

Lema 6.7 Se a curvatura de Ricci de M € nao negativa e Af = 0. Entao:

E(f*(Wh)) = [*(Wo) + IV f(Wo) ||t

Demonstragao: Sabemos pelo Lema 2.22 que Afg = fAg+ 2(Vf,Vg) + gAf,
assim temos que em particular Af? = 2fAf + 2|V f]|?>. Entao usando a hipdtese
de que Af = 0 segue que

Af*=2|Vf]* (6.3)

r m 5 0 movimen rowniano na vari lemannian uj ra-
Agora como W é o mo ento Browniano na variedade Riemanniana M cujas tra
jetoérias comecam em wy € M, temos por definicao que W é um processo de difusao

gerado por 1A, Assim aplicando a férmula (5.16) em f2 € C*°(M) temos que
1 t
AWy — f2(wo) — 5/ Af*(W,)ds = martingale. (6.4)
0

Aplicando a esperanca em ambos os lados de (6.4), e usando (6.3) junto com o fato

de que a esperanga do martingale do lado direito da equagao (6.4) é zero temos:

E(P(Wy) — (wo)) = E( / IV £ (W,)[1%ds). (6.5)

Agora como ||V f|* € C®(M) podemos aplicar novamente a férmula (5.16) para

esta funcao, assim obtemos
1 [° .
IV FWI? = IV f (wo) I — 5/ AV f(W,)|*dr = martingale.
0
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Logo,
E(|VA(W)II?) = E(IV f(w)lI*) + E(5 /AHVf »)|[*dr).

Aplicando a férmula de Bochner na equagao acima e usando o fato de que Af =0,

tem-se

E(IVF(W)IP) = (HVf(wo)HQHE(/OSHVz W2 + Rie(V f(W,), V £(W,))d )

Agora como a curvatura de Ric™ > 0 = E ([ Ric(Vf(W,),Vf(W,))dr) > 0 e
como ||[V2f(W,)|[2 > 0= E ([ [[V2f(W,)|[>dr) > 0, segue que:

E(IVF(WIIIF) = [V f (wo)|I*. (6.6)

Assim de (6.5), (6.6) e do Lema 4.40 resulta que:

B(A(Wy)f / IV F(W,) 2ds) = / E(IV £ (W,)|[2)ds > / I f (o) Pds.

Logo,

E(f*(Wh)) = E(f*(wo)) +/0 IV (wo)[[Pds = f*(wo) + [V f (wo) |*t.

Donde segue o resultado. U

Lema 6.8 Suponha que a curvatura de Ricci de M é nao negativa e r é a funcao

distancia em M do ponto wy. Entdao: E(r*(W;)) < nt, onden é a dimensdo de M.

Demonstracao: A demonstracao sera feita em duas partes.

1°Parte: Vamos supor que wg € M é um polo de M. Com esta condigao
r? € C*(M). Para mostrar esse fato, basta mostrar que a fungao exp,, é um
difeomorfismo de T;,, M em M. De fato, primeiramente note que exp,,, ¢ sobrejetora
pois dado um ponto p € M, existe uma geodésica que liga wg a p. Agora suponha
por absurdo que exp,, nao seja injetora, assim deve existir dois vetores que sao

levados num mesmo ponto p e assim teriamos as seguintes possibilidades:
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(7) Uma das geodésicas que ligam wy a p (ou ambas) nao é minimizante e isso

implica que esta geodésica possui um cut point. Absurdo pois wy é polo.

(77) Ambas as geodésicas sdo minimizantes. Neste caso, ambas as geodésicas
deixam de ser minimizantes a partir de p. Com isso, p é um cut point de ambas as

geodésicas, o que ¢ um absurdo.

Portanto exp,,, € injetora. A exp,,, ¢ um difeomorfismo local pois caso contrario
terfamos uma contradi¢iao com a Proposicao 1.89. Com isso, mostra-se que exp,,
é diferencidvel. Agora note que exp;é também é diferenciavel, pois dado p € M,

existe uma vizinhanca V de exp;; (p) tal que exp,, |,, é difeomorfismo. Portanto

olv

1

¢ um difeomorfismo e com isso exp,,

exp;;}expwo(v) é diferencidvel. Logo exp,, é
um difeomorfismo. Por fim, como r? = d? o exp,! onde d? = 2% + ... + 22 ¢ a funcao
distancia de wy em T, M segue que r* € C*(M) pois é a composta de fungoes
diferenciaveis.

Como 1? € C*°(M) temos que é valida a equagao abaixo

1 t
r2(W,) — r*(wp) — 5/ Ar*(Wy)ds = martingale,
0

mas pela definigao de 7 temos que r*(wg) = 0 = E(r*(wp)) = 0. Entao aplicando a

esperanca em ambos os lados da equacao acima obtemos

E(r*W,) =F (% /Ot ArQ(WS)ds) . (6.7)

O Laplaciano em coordenadas polares é dado por A = g—; + %Z‘Z)lg + A? onde

A? denota os termos no qual ndo contém qualquer derivadas radiais, detA denota o
elemento de volume de M em coordenadas polares (vide Defini¢ao 3.8) e Proposigao

1.74 e (detA) = 2&A Entio segue que

(detA), (6.8)

Ar? =2 .
e Y

Agora note que estamos nas condi¢oes do teorema da comparcao de Bishop com

(detA)’
detA

k= 0. Assim temos que <(n-— 1)% E como Sy(r) = r, obtemos
0
(detA) n—1
< .

detA — r

(6.9)
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De (6.8) e (6.9) temos Ar? = 2 4 {dA) o, <24 212 =24 2n — 2 = 2n. Isto ¢

detA
Ar? < 2n. (6.10)
Assim de (6.10) tem-se
1 t t
5/ Ar?(W,)ds < / nds = nt. (6.11)
0 0

Portanto aplicando a esperanga em ambos os lados de (6.11) e usando (6.7) obtemos:

E(r*(Wy)) < nt.

2°Parte: Agora vamos supor que wgy nao ¢é polo de M. Neste caso vamos fazer
as seguintes convengoes: Vr = Ar = 0 em wy e no cut locus de wy. Podemos fazer
tal convencao pois o tempo que as trajetérias passam pelo cut locus é zero ¢.c.. Note

que estamos nas condicoes do Teorema 6.3 e assim é valida a seguinte equagao

r(W,) = B + % /Ot Ar(W,)ds — Ly, (6.12)

onde (; é um movimento Browniano na reta e L; é um processo nao decrescente.

. . . t P .
Desta forma (3; e L; sao semimartingales e como % fo Ar(Ws)ds também é um semi-
martingale, segue que r(W;) é um semimartingale. Portanto podemos aplicar a

férmula de Ito para r(W;) e f(z) = 2z? e obter
Fr W) = Flrtan) + [ £ )+ [ Frevadror)

mw—ﬁwmwwmw+ldwmn (6.13)
Agora note que

rmmzlnwmww& (6.14)

De fato, como r(W;) é um semimartingale temos pela defini¢ao de variagao quadrética
para semimartingale que
I I
[r(Wy)] = 6 + 5/ Ar(Wy)ds — Ly, By + 5/ Ar(Wy)ds — L] = (B, B8] = t.
0 0
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Agora como ||Vr| =1 g.c. fora do cut locus, temos que

/0 IV (W) |ds = ¢ = (W),

Assim substituindo (6.12) e (6.14) em (6.13) tem-se

r2(W,) = /0 2r(W,)d(8s + % /08 Ar(Wy,)du — L) —i—/o | Vr(W,)||*ds

_ /Ot 2r(Ws)dﬁs+/0t 27’(Ws)d(% /0 Ar(Wu)du)—/Ot QT(WS)dLSJr/Ot VP (W,)|ds.

Mas note também que pela Proposicao 4.48 temos que
t 1 s t
/ 2r(W8)d(§/ Ar(W,)du) = / r(Ws)Ar(Ws)ds.
0 0 0

Agora substituindo (6.16) na equagao (6.15) tem-se

(6.15)

(6.16)

r2(W) :/OtQT(WS)dﬁs+/0tr(WS)Ar(WS)ds—/Ot2r(W8)st+/ot||VT(WS)||2ds.

E como
1
Ar? =2rAr +2||Vr|* = §Ar2 =rAr + || Vr|?
temos que
t t 1 t
| s wds + [V ias = [ srns

0 0 0

Assim

TQ(Wt):/ ZT’(WS)dﬁS-f—%/ AT2(WS)d8—/ 2r(Ws)dLs.
0 0 0

Entao aplicando a esperanca em ambos os lados na equacao acima obtemos

E(r*(W))=FE (/Ot 2r(W,)dp, + % /Ot Ar*(Wy)ds — /Ot QT(WS)dL5>

=F (/Ot ZT(WS)dﬁs) +E G /Ot Arz(WS)ds> ~F (/Ot 2r(Ws)dLs> :
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Mas fot 2r(Ws)dps é uma integral de Ito, isto é, um martingale local continuo que

tem trajetéria comecando na origem. Assim pelo Lema 4.39 tem-se

E (/Ot 2r(Ws)dﬁs)> 0.

Logo a equagao (6.18) se torna

E(r*(W)) =F (% /Ot ArQ(WS)ds) ~FE (/Ot QT(WS)dLS)

1 t
<E (5/ Arz(Ws)ds> < nt,
0

onde a primeira desigualdade é porque L, é um processo nao decrescente. A segunda
desigualdade é devido ao Teorema 6.6 junto com a 1° parte da demonstracao. Da

1° e 2° parte temos o desejado. 0J

Lema 6.9 Se limsup a’lmf(a) =0, entao para todo ¢ > 0, existe algum C > 0 tal

a—0o0

que para todo t > 0, Ef*(W;) < ct+ C, ou seja Ef*(W;) é sublinear em t.

Demonstragao: Como lim sup a_lmf(a) = 0 temos por definicao que, para todo

e > 0 existe A > 0 tal que para todo a > A = |a~'my(a)| < e. Isto é Ve > 0 e
a > A temos my(a) < ae. Além disso, para a < A tem-se que B, C B4 logo

me (CL) S mf2 (A) (619)

Fixando ¢ e usando o item (a) do Lema 4.21 e observando que {r(W;) < A} N
{r(Wy) > A} =0 e {r(W,) < AYU{r(W;) > A} = Q temos

E(f*(Wh)) = E(f*(W,); Q) = E(f*(Wh); {r(Wh) < A} U {r(W;) > A})

= E(f*(Wa): {r(We) < A}) + E(f*(W); {r(W,) > A}). (6.20)

E claro que em {r(W,) < A}, f2(W,) < my2(A) Logo,
E(f*(Wh); {r(W:) < A}) < E(my2(A); {r(W;) < A})
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< mp(A).P({r(W,) < A}) < mp(A)1 = mp(A).
Portanto, escolhendo C' = m 2 (A) a desigualdade acima fica
E(fA(W:): {r(W;) < A}) < C. (6.21)
Agora para {r(WW;) > A} temos
B(fAW): {r(Wy) > A}) < EGA(W)e {r(Wh) > A}) < EE(2W) < Ent).
Entio escolhendo € = |/ tem-se:

E(f2(Wy); {r(Wy) > A} < ct. (6.22)

Substituindo 6.21 e 6.22 em 6.20 obtemos o desejado. 0

6.2 Demonstracao do Teorema de Cheng-Liouville
para N = R"

Teorema 6.10 (de Cheng-Liouville na reta). Se f: M — R € uma aplicagdo
harmonica com crescimento sublinear assintotico, definida em uma variedade Rie-
manniana completa M com curvatura de Ricci nao negativa, entdo f € uma aplicacdo

constante.

Demonstragao: Primeiramente note que estamos nas condicoes dos Lemas 6.7, 6.8
e 6.9. Suponha por absurdo que f nao seja constante. Assim existe um ponto

wo € M tal que V f(wg) # 0. Entao pelo Lema 6.7 temos que:
E(f*(W)) = f*(wo) + [V f(wo)|I*t.
E pelo Lema 6.9 temos que para cada ¢ > 0 fixado, existe C' > 0 tal que Vt > 0

E(f*(Wy)) < ct+C.
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Entao escolhendo ¢ < ||V f(wp)||* tem-se que existe to > 0 tal que para todo t > t,

¢ valida a seguinte desigualdade:
2 (wo) + |V f(wo)||*t > ct + C.

Logo E(f2(Wy)) > f2(wo)+ ||V f(wo)||*t > ct+C > E(f*(W,;)) para todo t > tg.
Isto é E(f2(W;)) > E(f*(W;)) para todo t > tg, o que é um absurdo. Portanto f ¢

constante. O

Agora para estender o teorema de Cheng-Liouville para o R™ precisaremos da

seguinte proposicao, cuja demonstracao é imediata.

Proposicao 6.11 Uma aplicacao f : M — R™ tem crescimento sublinear assintotico

se cada uma de suas funcoes coordenadas tem crescimento sublinear assintotico.

Teorema 6.12 (de Cheng-Liouville sobre R"). Se f : M — R™ é uma aplicagao
harmonica com crescimento sublinear assintotico, definida em uma variedade Rie-
manniana completa M com curvatura de Ricci ndo negativa. Entao f € uma aplicacdo

constante.

Demonstragao: Basta observar que cada uma das fungoes coordenadas de f estao

nas condicoes do Teorema de Cheng-Liouville na reta. U
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