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Resumo

Este trabalho tem como objetivo apresentar um método algébrico para determinar

formas normais formais para campos de vetores reverśıveis equivariantes. O procedi-

mento é uma adaptação do método clássico dado por Belitskii [8, 9] e Elphick et al. [17]

combinado com ferramentas da teoria de invariantes de grupos.

Palavras-chave: Formas normais, teoria de invariantes, simetrias, reversibilidades, ope-

rador homológico.
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Abstract

This work aims to present an algebraic method to determine formal normal forms

for reversible equivariant vector fields. We adapt the classical method given by Belitskii

[8, 9] and Elphick et al. [17] and we use tools from invariant theory of groups.

Keywords: Normal forms, invariant theory, symmetries, reversibilities, homological ope-

rator.
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3.1 Classificação de involuções . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 68

3.2 Algoritmo . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 69

3.3 Exemplos . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 73

3.3.1 O caso não ressonante . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 74
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Introdução

O termo “sistemas dinâmicos” refere-se a uma área da Matemática que estuda os

sistemas f́ısicos que evoluem e alteram sua configuração com o tempo. Estes sistemas

podem ser aplicados em muitas áreas da ciência, por exemplo, para modelar fenômenos

biológicos, problemas em Astronomia, Mecânica e Eletrônica. Na maioria das vezes, não

é posśıvel encontrar soluções exatas para tais sistemas. Por este motivo o que se procura é

uma compreensão qualitativa ou topológica das soluções. Quando o interesse é bifurcações

de pontos de equiĺıbrio ou de soluções periódicas, a redução de Lyapunov-Schmidt e a

teoria de formas normais são facilitadores no estudo de sistemas. A importância desta

última despertou o interesse de vários autores como Belitskii [8, 9], Birkhoff [10], Elphick

et al. [17] e Poincaré [29], que desenvolveram a teoria como uma ferramenta para o

estudo local do comportamento qualitativo de campos vetoriais. Outros autores têm

usado a teoria de formas normais em diferentes contextos para o estudo de ciclos limites,

famı́lias de órbitas periódicas, equiĺıbrios relativos e soluções periódicas relativas, como

por exemplo [15, 21, 24, 26, 27].

Consideramos o sistema

ẋ = h(x), (1)

definido em um espaço vetorial de dimensão finita V, onde h : V −→ V é um campo

vetorial de classe C∞ (suave). O interesse da dinâmica em teoria de formas normais é

local, em torno de um ponto singular que assumimos ser a origem. Logo, h(0) = 0 e h é

suave em torno deste ponto. O método clássico da teoria de formas normais consiste em

realizar mudanças de coordenadas em torno de x = 0 que são perturbações da identidade,

ξ = Id + ξk, onde k ≥ 2 e ξk é um polinômio homogêneo de grau k. O objetivo é,

mantendo a parte linear do sistema, extinguir o maior número posśıvel de termos de grau

k no campo vetorial original, obtendo um campo vetorial conjugado a (1) escrito em uma

forma mais simples e mais conveniente. Belitskii [8, 9] reduz este problema ao cálculo do

núcleo do chamado operador homológico. Considerando uma série de potências formal
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para o campo vetorial h como

L+ h2 + h3 + . . . ,

onde L é a linearização do campo h na origem e hk é um polinômio homogêneo de grau k,

o operador homológico está associado ao adjunto Lt da linearização L. Em cada ńıvel k,

o método consiste em restringir o operador homológico ao espaço vetorial dos polinômios

homogêneos de grau k e determinar o seu núcleo. Em [16] encontramos outro método

para fazer isto, a saber, o método de representação matricial, que considera a matriz do

operador homológico a fim de obter o seu núcleo. Ambos são eficientes se truncarmos

a série de potências de h em um baixo grau, pois os cálculos se tornam cada vez mais

complicados conforme o grau aumenta.

O foco deste trabalho é quando o campo vetorial h é reverśıvel equivariante sob a

ação de um grupo de Lie compacto Γ. Este é o caso em que as equações que regem o

sistema são invariantes pela ação de Γ, que é formado pelas simetrias e antissimetrias

do problema. Mais especificamente, dados um grupo de Lie compacto Γ agindo em V e

σ : Γ −→ Z2 = {±1} um epimorfismo (homomorfismo sobrejetor) de grupos, dizemos que

h em (1) é Γ−reverśıvel-equivariante se

h(γx) = σ(γ)γh(x), ∀γ ∈ Γ, x ∈ V. (2)

Neste caso, γ ∈ Γ+ = kerσ é chamado simetria de Γ e γ ∈ Γ\Γ+ é chamado antissimetria

ou reversibilidade de Γ. Do ponto de vista da dinâmica, γ ∈ Γ aplica trajetórias do sistema

(1) sobre outras trajetórias, preservando a direção no tempo se γ ∈ Γ+ e revertendo a

direção no tempo se γ ∈ Γ\Γ+. No caso em que σ é o homomorfismo trivial, dizemos que

h satisfazendo (2) é Γ−equivariante (Γ não possui reversibilidades).

É grande o interesse no estudo de sistemas dinâmicos que são reverśıveis equivari-

antes e o ińıcio deste estudo foi essencialmente a classificação de campos vetoriais lineares

reverśıveis equivariantes, em termos da teoria de representação de grupos, feita por Lamb

e Roberts em [22]. Muitos outros resultados apareceram desde então, como por exemplo

[2, 4, 5, 13, 14, 26], entre outros. Segue do método clássico que se h é reverśıvel equivari-

ante sob a ação de um grupo Γ, então a forma normal herda as simetrias e antissimetrias

do sistema se as mudanças de coordenadas forem Γ−equivariantes.

No contexto geral, Elphick et al.[17] fornecem um método algébrico alternativo ao

método de Belitskii, em que é posśıvel obter a forma normal escolhendo termos não lineares
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que são equivariantes sob a ação de um grupo S a um parâmetro, dado por

S = {esLt : s ∈ R}.

Quando h em (1) é Γ−equivariante, a forma normal truncada é S× Γ−equivariante ([18,

Theorem XVI 5.9]). Neste trabalho, mostramos que se h é Γ−reverśıvel-equivariante,

então a forma normal truncada é SoΓ−reverśıvel-equivariante (Teorema 2.29). Uma das

vantagens deste resultado é poder truncar a série de potências de h em qualquer grau,

pois a dificuldade de se computar os geradores para o módulo dos S o Γ−reverśıveis-

equivariantes independe do grau. Para isto, usamos ferramentas algébricas da teoria de

invariantes.

O trabalho está organizado como segue. No Caṕıtulo 1, introduzimos notações,

definições e resultados preliminares referentes à teoria de invariantes. Destacamos dentre

os resultados o algoritmo para o cálculo de geradores reverśıveis equivariantes sob a ação de

um grupo de Lie compacto. Para estabelecer o algoritmo, usamos os chamados operadores

de Reynolds, que são homomorfismos de módulos sob o anel de invariantes cuja restrição

à sua imagem é a identidade. Notamos que, em geral, o grupo S não é compacto e

compacidade é assumida nos algoritmos. Entretanto, observamos que estes podem ser

igualmente usados sempre que o anel de invariantes e o módulo dos equivariantes sob a

ação de S forem finitamente gerados.

O Caṕıtulo 2 descreve a teoria de formas normais. A primeira seção expõe o método

clássico, desenvolvido primeiramente por Belitskii. A Seção 2.2 expõe a alternativa pro-

posta por Elphick et al. estabelecida pela determinação dos geradores S−equivariantes. A

Seção 2.3 se dedica a uma adaptação do método de Elphick para se obter formas normais

para o sistema (1), impondo que h seja Γ−equivariante. A Seção 2.4 ganha destaque com

o Teorema 2.29, que é o cerne do nosso trabalho, ou seja, esta seção expõe um método

algébrico para se obter formas normais para o sistema (1) quando h é Γ−reverśıvel-

equivariante.

O Caṕıtulo 3 está dedicado a exemplos que ilustram o método exposto na Seção 2.4.

Com base no algoritmo 1.36, aplicamos o Teorema 2.29 e provamos um método para

encontrar geradores para o módulo dos S o Z2 × Z2−reverśıveis-equivariantes.
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Caṕıtulo

1

Preliminares

Como mencionamos na Introdução, as simetrias e antissimetrias de um sistema

dinâmico regido por EDOs são especificadas em termos de um grupo de transformações

que preservam a estrutura das equações. Desta forma, a descrição formal da ocorrência

de simetrias e antissimetrias em um modelo matemático se dá por meio da teoria de

representação de grupos. Neste caṕıtulo, apresentamos alguns conceitos básicos desta

teoria como o de ação de um grupo em um espaço vetorial e o de integração invariante.

Também apresentamos conceitos e resultados referentes à teoria de invariantes de grupos

compactos, que fornecem uma base teórica para muitos dos cálculos apresentados neste

trabalho. Na Seção 1.4, introduzimos definições e resultados da teoria reverśıvel equivari-

ante, destacando o Teorema 1.35, que nos fornece um método algébrico para se determinar

geradores reverśıveis equivariantes. Começamos introduzindo o conceito de germe de uma

aplicação. Para maiores detalhes, podemos ver [1, 2, 18, 19].

1.1 Germes de aplicações

Consideramos o conjunto de todas as aplicações f : U ⊂ Rn −→ Rp, de classe

C∞, definidas em alguma vizinhança U de um ponto a ∈ U. Neste conjunto, definimos

a seguinte relação: Dadas f1 : U1 −→ Rp e f2 : U2 −→ Rp aplicações suaves com U1, U2

abertos de Rn contendo a, dizemos que f1 e f2 são equivalentes, e denotamos f1 ∼ f2, se

existe um aberto U ⊂ U1∩U2 contendo a tal que f1|U e f2|U coincidem. Claramente, esta

é uma relação de equivalência.

Definição 1.1. As classes de equivalência pela relação acima são chamadas de germes

de aplicações em a. Se f é um representante do germe em a então denotamos
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f : (Rn, a) −→ Rp.

Vamos comumente confundir o representante com o germe. Nosso maior interesse

está em germes de aplicações de V em V e em germes de funções de V em R, onde V é um

R−espaço vetorial de dimensão finita. Sem perda de generalidade, assumimos a sendo a

origem.

Denotamos por PV o espaço das funções polinomiais V −→ R, por
→
PV o espaço das

aplicações polinomiais V −→ V, por EV o conjunto dos germes de funções f : (V, 0) −→ R
e por

→
E V o conjunto dos germes de aplicações g : (V, 0) −→ V. EV e

→
E V também têm

estrutura de espaço vetorial real. Além disso, EV e PV são anéis, enquanto que
→
E V e

→
PV

são módulos sobre EV e PV , respectivamente.

1.2 Teoria de representação

Nesta seção, apresentamos alguns tópicos básicos sobre grupos de Lie, dentre eles

exemplos, ação em um espaço vetorial e a existência de uma integral invariante. Daqui

em diante, assumimos familiaridade com conceitos elementares da teoria de grupos, tais

como: subgrupos, subgrupos normais, homomorfismos e grupos quocientes. Assumimos

também familiaridade com conceitos topológicos elementares em Rn, como: conjuntos

abertos, fechados e compactos.

Definição 1.2. Um grupo G munido de uma operação ∗ é dito um grupo de Lie se satisfaz

as seguintes condições:

• G é uma variedade diferenciável;

• As operações do grupo

G×G −→ G

(g, h) 7−→ g ∗ h
e

G −→ G

g 7−→ g−1

são de classe C∞.

Se a operação ∗ é comutativa, dizemos que o grupo de Lie (G, ∗) é abeliano. E se G é

uma variedade compacta dizemos que (G, ∗) é um grupo de Lie compacto.

Exemplo 1.3. Seja Gl(n) o grupo de todas as transformações lineares invert́ıveis de Rn

em Rn, que pode ser visto como o grupo das matrizes reais n× n invert́ıveis, isto é,

Gl(n) = {A ∈Mn×n(R) : det(A) 6= 0}.
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Vejamos que Gl(n) é um grupo de Lie. Temos que Mn×n(R) é um R−espaço vetorial

de dimensão n2 e, portanto, é isomorfo a Rn2
. Logo, Mn×n(R) é uma variedade diferenci-

ável. Como a função determinante dada por

det: Mn×n(R) −→ R
A 7−→ det(A)

é uma aplicação cont́ınua e Gl(n) é a imagem inversa de R\{0}, segue que Gl(n) é um

aberto de Mn×n(R). Portanto, Gl(n) é uma variedade diferenciável. Além disso, as

operações de Gl(n) são C∞. De fato, temos que a multiplicação de matrizes é polinomial

e, portanto, C∞. A inversão de matrizes é uma aplicação racional, com denominador

diferente de 0, e assim C∞. Portanto, Gl(n) é um grupo de Lie.

Em nosso contexto, estamos interessados em grupos de Lie lineares. Podemos defińı-

los da seguinte forma:

Definição 1.4. Um grupo de Lie linear é um subgrupo fechado Γ de Gl(n).

Ou seja, Γ é um subconjunto fechado de Gl(n) com estrutura de grupo. O nome

grupo de Lie linear faz sentido pois é um subgrupo do grupo de matrizes.

Proposição 1.5 ([1], Theorem 2.27). Um subgrupo fechado H de um grupo de Lie G é

um subgrupo de Lie. Se G é compacto, então H é compacto.

Segue da proposição acima que todo grupo de Lie linear é um subgrupo de Lie. Como

Gl(n) ⊂ Mn×n(R) ≡ Rn2
e Rn2

é um espaço topológico, podemos falar das propriedades

topológicas de grupos de Lie, bem como das algébricas. Em particular, dizemos que um

grupo de Lie contido em Gl(n) é compacto ou conexo se o for como subconjunto de Rn2
. De

maneira mais geral, é posśıvel provar que todo grupo de Lie compacto é topologicamente

isomorfo a um grupo de Lie linear (Bourbaki [11]).

Exemplo 1.6. (a) O grupo ortogonal O(n) consiste de todas as matrizes quadradas

n × n, com entradas em R, que satisfazem AAt = In, onde In denota a matriz

identidade de ordem n e At é a transposta de A. Isto é, O(n) consiste de todas as

matrizes quadradas que satisfazem A−1 = At, onde det(A) = ±1. É fácil verificar

que O(n) é um grupo de Lie linear compacto. Um caso particular é O(2), que é

formado pelas matrizes do tipo(
cosθ senθ

-senθ cosθ

)
ou

(
cosθ senθ

senθ -cosθ

)
,
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com θ ∈ R.

(b) O grupo ortogonal especial ou de rotações SO(n) é formado por todas as matrizes

A ∈ O(n) tal que det(A) = 1. Claramente, SO(n) é um subgrupo fechado e limitado

de O(n), donde é um subgrupo de Lie compacto de O(n). Em particular, SO(2)

consiste precisamente das rotações no plano

Rθ =

(
cosθ -senθ

senθ cosθ

)
, θ ∈ R.

Vale observar que podemos identificar SO(2) com o grupo do ćırculo S1 por

Rθ 7−→ θ. Já o grupo O(2) pode ser gerado por SO(2) juntamente com a reflexão

κ =

(
1 0

0 −1

)
.

(c) Consideramos Zn o grupo ćıclico de ordem n. Este grupo pode ser identificado com

o grupo das matrizes 2× 2 gerado por R 2π
n
, donde segue que Zn é um grupo de Lie.

(d) Consideramos o grupo diedralDn, de ordem 2n, gerado porZn junto com um elemento

de ordem 2 que não comuta com Zn. Identificamos Dn com o grupo das matrizes

2 × 2 gerado por R 2π
n

e pela reflexão κ. Logo, Dn é um grupo de Lie linear que

representa geometricamente o grupo das simetrias do poĺıgono regular de n lados.

(e) Todo grupo finito é isomorfo a um grupo de Lie linear.

(f) O n−toro T n = S1× . . .×S1 (n parcelas) é isomorfo a um grupo de Lie linear. Para

ver isto, identificamos θ = (θ1, . . . , θn) ∈ T n com a matriz
Rθ1 0 · · · 0

0 Rθ2 · · · 0
...

. . .
...

0 · · · 0 Rθn

 ∈ Gl(2n).

Definição 1.7. Sejam Γ um grupo de Lie munido de uma operação ∗ e V um espaço

vetorial real de dimensão finita. Dizemos que Γ age (linearmente) em V se existe uma

aplicação cont́ınua

φ : Γ× V −→ V

(γ, x) 7−→ γ · x

tal que:
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1. Para cada γ ∈ Γ a aplicação ργ : V −→ V dada por ργ(x) = γ · x é linear;

2. Se γ1, γ2 ∈ Γ então φ(γ1, φ(γ2, x)) = φ(γ1 ∗ γ2, x), ou seja, γ1 · (γ2 · x) = (γ1 ∗ γ2) · x.

A aplicação φ é chamada uma ação de Γ em V . A aplicação ρ que associa γ a

um elemento ργ em Gl(V ), grupo das transformações lineares invert́ıveis de V em V , é

chamada uma representação de Γ em V. Como para cada γ ∈ Γ, ργ : V −→ V é um

operador linear, podemos associar a ργ uma matriz ρ(γ) numa certa base de V. Neste

caso, a ação de γ ∈ Γ em x ∈ V pode ser vista como a multiplicação desta matriz pelo vetor

x, ou seja, γ · x = ρ(γ)x. No decorrer do texto, frequentemente omitimos o ponto “ · ”.

Naturalmente, a cada ação corresponde uma representação e vice-versa. Denotamos

por (ρ, V ) o espaço vetorial V sob a representação ρ de Γ em V. Quando não houver

dúvidas quanto a usarmos a ação ou a representação de Γ em V, escrevemos γx ou ρ(γ)x

indistintamente.

Todo grupo de Lie compacto Γ em Gl(n) pode ser identificado com um subgrupo

do grupo ortogonal O(n) (Proposição 1.10). Na prova deste resultado, os autores em [19]

usam a integral de Haar, uma forma de integração que é invariante por translação de

elementos de Γ e que pode ser definida abstratamente como uma operação que satisfaz

três propriedades:

Definição 1.8. Seja f : Γ −→ R uma função cont́ınua a valores reais. A operação∫
γ∈Γ

f(γ) ou

∫
Γ

f ou

∫
Γ

fdγ ∈ R

é uma integral de Haar em Γ se satisfaz as seguintes propriedades:

(i) Linearidade: ∫
Γ

(λf + µg) = λ

∫
Γ

f + µ

∫
Γ

g,

onde f, g : Γ −→ R são cont́ınuas e λ, µ ∈ R;

(ii) Positividade: Se f(γ) ≥ 0, para todo γ ∈ Γ, então

∫
Γ

f ≥ 0;

(iii) Invariância por translação: ∫
γ∈Γ

f(δγ) =

∫
γ∈Γ

f(γ),

para qualquer δ ∈ Γ fixado.
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Se Γ é compacto, então

∫
Γ

1 é finita e podemos considerar

∫
Γ

1 = 1. Isto define a

integral de Haar normalizada. Além disso, se Γ é compacto então a integral de Haar é

também invariante por translações à direita, isto é,∫
γ∈Γ

f(γδ) =

∫
γ∈Γ

f(γ),

para todo δ ∈ Γ fixado.

A prova da existência e unicidade da integral de Haar é um resultado sofisticado

que será omitido aqui. Para maiores detalhes podemos ver [27, II Theorem 1].

Observação 1.9. Se Γ é um grupo de Lie finito de ordem |Γ|, então a integral de Haar

normalizada em Γ é dada por ∫
Γ

f ≡ 1

|Γ|
∑
γ∈Γ

f(γ).

A definição de integral de Haar pode ser estendida para aplicações cont́ınuas

f : Γ −→ Rm, realizando a integração separadamente em cada entrada:∫
Γ

f(γ)dγ =

∫
Γ

(f1(γ), . . . , fm(γ))dγ =

(∫
Γ

f1(γ)dγ, . . . ,

∫
Γ

fm(γ)dγ

)
,

com fj : Γ −→ R. Neste caso,

∫
Γ

f(γ) dγ ∈ Rm.

A partir de agora, V e W denotam espaços vetoriais reais de dimensão finita. O

próximo resultado garante que qualquer representação de um grupo de Lie compacto pode

ser identificado com um grupo de matrizes ortogonais. Para tanto, seja 〈 , 〉 : V ×V −→ R
um produto interno em V. A ideia da demonstração do resultado é construir, através da

integral de Haar, um novo produto interno 〈 , 〉Γ invariante por Γ em V, ou seja, 〈 , 〉Γ
satisfaz

〈ρ(γ)v, ρ(γ)w〉Γ = 〈v, w〉Γ, ∀γ ∈ Γ, v, w ∈ V.

Proposição 1.10 ([19], XII Proposition 1.3). Seja Γ um grupo de Lie compacto agindo

em V e seja ρ(γ) a matriz associada a γ ∈ Γ pela representação ρ. Então existe um

produto interno em V tal que para todo γ ∈ Γ, ρ(γ) é ortogonal, ou seja, ρ(γ) ∈ O(n).

Desta forma, sem perda de generalidade assumimos que se Γ é compacto então a

ação de Γ em V é ortogonal. Um outro resultado é uma consequência do teorema de

Fubini ([12], I Proposition 5.16), que nos dá a integral de Haar em um grupo de Lie

compacto como a soma de duas integrais. O resultado é como segue:
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Teorema 1.11. Sejam Γ um grupo de Lie compacto e Σ ⊂ Γ um subgrupo de ı́ndice 2 de

Γ. Para qualquer f : Γ −→ R cont́ınua temos∫
Γ

f(γ) =
1

2

(∫
Σ

f(γ) +

∫
Σ

f(δγ)

)
,

para δ ∈ Γ\Σ fixado.

A integração de Haar também será nossa ferramenta no Caṕıtulo 2, na prova do

Teorema 2.29.

1.3 Teoria de invariantes

O objetivo desta seção é apresentar uma forma eficiente de descrever aplicações que

comutam com a ação de um grupo. Este é o primeiro passo para o estudo da estrutura

de um sistema de equações invariantes pela ação dada. Destacamos dois resultados es-

senciais na teoria de invariantes: o teorema de Hilbert-Weyl, que dá uma base teórica

para descrever os polinômios invariantes, e o Teorema 1.20, que garante que o módulo de

equivariantes é finitamente gerado.

Definição 1.12. Seja Γ um grupo de Lie compacto agindo em V. Dizemos que uma função

a valores reais f : V −→ R é invariante sob a ação de Γ, ou é Γ−invariante, se

f(ρ(γ)x) = f(x),

para todo γ ∈ Γ, x ∈ V.

Um polinômio Γ−invariante é definido da mesma maneira tomando f como po-

linômio. Para mostrar que uma função f é invariante, basta verificar a condição de

invariância para um conjunto de geradores de Γ.

Denotamos o conjunto das funções polinomiais Γ−invariantes em V por PV (Γ) e o

conjunto dos germes de funções Γ−invariantes f : (V, 0) −→ R por EV (Γ). Notamos que

PV (Γ) é um anel uma vez que somas e produtos de polinômios Γ−invariantes são ainda

Γ−invariantes. Da mesma forma, EV (Γ) tem estrutura de anel.

Definição 1.13. Dizemos que um conjunto finito {u1, . . . , us} de funções polinomiais

Γ−invariantes gera PV (Γ) se todo polinômio invariante f ∈ PV (Γ) pode ser escrito em

função de u1, . . . , us, ou seja, se existe uma função polinomial F : Rs −→ R tal que

f(x) = F (u1(x), . . . , us(x)).
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Este conjunto finito de geradores é chamado de base de Hilbert para PV (Γ) e denotamos

PV (Γ) = 〈u1, . . . , us〉.

Teorema 1.14 ([19], XII Theorem 4.2 (Hilbert-Weyl)). Seja Γ um grupo de Lie compacto

agindo em V. Então existe uma base de Hilbert para o anel PV (Γ).

Um resultado semelhante ao teorema anterior é válido para germes de funções

Γ−invariantes de classe C∞. O resultado é devido a Schwarz:

Teorema 1.15 ([19], XII Theorem 4.3). Sejam Γ um grupo de Lie compacto agindo em

V, {u1, . . . , us} uma base de Hilbert para PV (Γ) e f ∈ EV (Γ). Então existe um germe

F ∈ Es tal que

f(x) = F (u1(x), . . . , us(x)),

onde Es denota o anel dos germes de funções F : (Rs, 0) −→ R numa vizinhança de 0 de

classe C∞.

Exemplo 1.16. (a) Seja Γ = Z2 = {±1} agindo em V = R como (−1)x = −x. Assim,

qualquer função que satisfaça f(−x) = f(x) é invariante sob Z2, ou seja, f é uma

função par. Se f é um polinômio invariante então existe uma função polinomial

h : R −→ R tal que f(x) = h(x2). Neste caso, u(x) = x2 constitui uma base de

Hilbert para PR(Z2).

(b) Seja Γ = S1 agindo em V = C ≡ R2 como θz = eiθz. Uma função é invariante em

S1 se f(eiθz) = f(z), para todo θ ∈ S1 e z ∈ C. Desde que θ 7→ eiθ determina um

ćırculo de raio |z| centrado na origem, vemos que as funções que são S1−invariantes

são aquelas que são constantes no ćırculo.

Vamos agora mostrar que se f é um polinômio S1−invariante em C então existe

um polinômio h : R −→ R tal que f(z) = h(zz), ou seja, {u(z) = zz} constitui uma

base de Hilbert para PC(S1). Escrevemos f : C −→ R como

f(z) =
∑

aαβz
αzβ, aαβ ∈ C. (1.1)

Como f = f, segue que aβα = aαβ. Assim,

f(eiθz) =
∑

aαβ(eiθz)
α
(eiθz)

β
=
∑

aαβe
αiθzαe−βiθzβ.

Como f(eiθz) = f(z) segue que aαβ = aαβe
iθ(α−β), para todo θ ∈ R. Isto é sa-

tisfeito se aαβ = 0 ou eiθ(α−β) = 1, o que implica que α = β. Desta forma,
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f(z) =
∑

aαα(zz)α. Ou seja, se h(x) =
∑

aααx
α temos o resultado desejado.

(c) Seja Γ = Dn agindo em V = C ≡ R2, onde a rotação θ e a reflexão κ agem como

θz = e
2πi
n z e κz = z.

Afirmamos que para todo polinômioDn−invariante f : C −→ R existe um polinômio

g : R2 −→ R tal que f(z) = g(zz, zn + zn), isto é, {u1(z) = zz, u2(z) = zn + zn}
constitui uma base de Hilbert para PC(Dn). Para provar esta afirmação, procedemos

de modo análogo ao item anterior. Escrevemos f como em (1.1). Assim como no

exemplo anterior, f = f, o que implica que

aαβ = aβα. (1.2)

Como f(e
2πi
n z) = f(z), para todo z ∈ C, cálculos diretos nos mostram que

aαβ = e
2πi
n

(α−β)aαβ. (1.3)

Da invariância de f com relação a κ, temos f(z) = f(z), donde

aαβ = aβα. (1.4)

De (1.2) e (1.4) temos que aαβ = aβα = aαβ, donde temos

aαβ ∈ R. (1.5)

De (1.3), aαβ = 0 ou e
2πi
n

(α−β) = 1, o que implica que aαβ = 0 a menos que

α ≡ β(mod n). (1.6)

De (1.4), (1.5) e (1.6), reescrevemos (1.1) como

f(z) =
∑
α≤β

Aαβ(zαzβ + zαzβ),

onde Aαβ =

{
aαβ, α 6= β
aαβ
2
, α = β

. Agora, fatoramos as maiores potências de zz e
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usamos novamente (1.6) para obter

f(z) =
∑
α≤β

Aαβ(zz)α(zβ−α + zβ−α) =
∑
j,k

Bjk(zz)j(zkn + zkn),

com Bjk ∈ R e k ∈ Z. Finalmente, usamos indutivamente a identificação

(zkn + zkn) = (zn + zn)(z(k−1)n + z(k−1)n)− (zz)n(z(k−2)n + z(k−2)n)

para escrever f na forma

f(z) =
∑
l,m

Clm(zz)l(zn + zn)m.

Definindo g(x, y) =
∑
l,m

Clmx
lym, para certos Cl,m ∈ R, obtemos o desejado.

Observação 1.17. O cálculo para encontrar um conjunto de geradores para PV (Γ) pode

ser extremamente dif́ıcil. Em muitos casos, como no exemplo anterior, fazemos isto por

meio de cálculos diretos. Em outros casos, como quando Γ é finitamente gerado, podemos

ter o aux́ılio do software Singular [31], desde que sejam fornecidos ao programa a forma

matricial dos geradores de Γ. Observamos que, em geral, podemos encontrar mais de uma

base de Hilbert para PV (Γ).

Definição 1.18. Sejam (ρ, V ) e (η,W ) os espaços V e W sob as representações ρ e η

de Γ, respectivamente. Dizemos que uma aplicação g : V −→ W comuta com Γ, ou é

Γ−equivariante, se

g(ρ(γ)x) = η(γ)g(x), (1.7)

∀γ ∈ Γ, x ∈ V. Quando W = V e η = ρ, dizemos que g : V −→ V satisfazendo (1.7) é

puramente equivariante.

Denotamos o conjunto das aplicações polinomiais Γ−equivariantes de V em W por
→
PV,W (Γ), que é um módulo sobre o anel PV (Γ). Denotamos por

→
E V,W (Γ) o conjunto dos

germes de aplicações Γ−equivariantes de V em W, que também tem estrutura de módulo

sobre o anel EV (Γ). Quando V = W, as notações são
→
PV (Γ) e

→
EV (Γ), respectivamente.

Definição 1.19. Dizemos que as aplicações polinomiais Γ−equivariantes g1, . . . , gr :

V −→ W geram o módulo
→
PV,W (Γ) sobre o anel PV (Γ) se toda aplicação Γ−equivariante
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g ∈
→
PV,W (Γ) pode ser escrita como

g = f1g1 + . . .+ frgr,

para certos f1, . . . , fr ∈ PV (Γ). Neste caso, escrevemos
→
PV,W (Γ) = PV (Γ){g1, . . . , gr}.

Uma definição análoga é feita para
→
E V,W (Γ) sobre EV (Γ). O seguinte teorema é a

versão equivariante do Teorema 1.14.

Teorema 1.20 ([19], XII Theorem 6.8). Seja Γ um grupo de Lie compacto agindo em V

e em W. Então:

(i) O módulo
→
PV,W (Γ) é finitamente gerado sobre o anel PV (Γ);

(ii) Sejam g1, . . . , gr os geradores do módulo
→
PV,W (Γ) sobre PV (Γ). Então {g1, . . . , gr}

é um conjunto de geradores para o módulo
→
E V,W (Γ) sobre o anel EV (Γ).

1.4 Teoria reverśıvel equivariante

Em nosso trabalho, queremos determinar a forma normal de campos vetoriais em

presença simultânea de simetrias e antissimetrias, chamados campos reverśıveis equiva-

riantes. Como no caso puramente equivariante, um primeiro passo para este estudo é a

determinação das funções invariantes sob a ação do grupo Γ formado por todas as simetrias

e antissimetrias presentes no sistema. De igual importância é a obtenção dos geradores

das funções Γ−anti-invariantes em V e das aplicações Γ−reverśıveis-equivariantes em V.

Nesta seção, apresentamos alguns resultados da teoria reverśıvel equivariante de

grupos de Lie compactos. O ponto de partida é definir um homomorfismo de grupos de

Lie

σ : Γ −→ Z2 = {±1} (1.8)

e reconhecer uma aplicação Γ−reverśıvel-equivariante como uma aplicação Γ−equivariante

sob ações distintas de Γ na fonte e na meta.

Consideramos, então, um homomorfismo σ como em (1.8). Este define uma repre-

sentação unidimensional de Γ em R. Denotamos Γ+ = ker σ e Γ− = Γ\Γ+. Quando σ é

sobrejetor, temos Γ+ um subgrupo normal de Γ de ı́ndice 2. Neste caso,
Γ

Γ+

é isomorfo

a Z2 e chamamos Γ+ de grupo de simetrias de Γ. Obviamente, o grupo Γ+ depende da

escolha de σ. Além disso, chamamos o conjunto Γ− de conjunto de antissimetrias de Γ.
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Mais ainda, fixada δ ∈ Γ− uma antissimetria, temos Γ− = δΓ+ sendo a única classe la-

teral não trivial de Γ+ em Γ. De fato, obviamente δΓ+ ⊆ Γ−. Agora, se γ ∈ Γ− então

γ = δ(δ−1γ) ∈ δΓ+, uma vez que δ−1 ∈ Γ−. Logo,

Γ = Γ+∪̇ δΓ+.

Baseados na dinâmica reverśıvel equivariante, temos a seguinte definição:

Definição 1.21. Dizemos que uma aplicação h : V −→ V é reverśıvel equivariante sob

Γ, ou é Γ−reverśıvel-equivariante, se

h(ρ(γ)x) = σ(γ)ρ(γ)h(x), ∀ γ ∈ Γ, x ∈ V, (1.9)

onde σ é um epimorfismo como em (1.8). Um elemento γ ∈ Γ é chamado simetria de Γ

se γ ∈ Γ+ e é chamado antissimetria ou reversibilidade de Γ se γ ∈ Γ−.

O conjunto
→
QV (Γ) das aplicações polinomiais Γ−reverśıveis-equivariantes é um

módulo graduado sobre o anel PV (Γ). Introduzimos também o conjuntoQV (Γ) das funções

polinomiais anti-invariantes:

Definição 1.22. Uma função polinomial f : V −→ R é chamada anti-invariante sob Γ,

ou Γ−anti-invariante, se

f(ρ(γ)x) = σ(γ)f(x), ∀ γ ∈ Γ, x ∈ V,

onde σ é um epimorfismo como em (1.8).

Claramente, QV (Γ) é um módulo graduado sobre PV (Γ). Também, denotamos o

conjunto dos germes de funções f : (V, 0) −→ R que são Γ−anti-invariantes por FV (Γ) e

o conjunto dos germes de aplicações h : (V, 0) −→ V que são Γ−reverśıveis-equivariantes

por
→
FV (Γ). Analogamente, FV (Γ) e

→
FV (Γ) são módulos sobre EV (Γ).

Apresentamos, agora, o conceito de representação dual e conclúımos que os módulos

QV (Γ) e
→
QV (Γ) são finitamente gerados.

Definição 1.23. Sejam Γ um grupo de Lie compacto e ρ uma representação de Γ em V.

Dado um epimorfismo σ como em (1.8), definimos a representação

ρσ : Γ −→ Gl(V )

γ 7−→ σ(γ)ρ(γ)

15



como a representação dual de ρ. A ação correspondente é chamada de ação dual de Γ em

V e é escrita como (γ, x) 7→ ρσ(γ)x.

Notamos que (ρσ)σ = ρ. Agora, (1.9) pode ser reescrito como

h(ρ(γ)x) = ρσ(γ)h(x), ∀γ ∈ Γ, x ∈ V.

Assim, se h : V −→ V é uma aplicação Γ−reverśıvel-equivariante, então h é Γ−
equivariante de (ρ, V ) em (ρσ, V ). Do mesmo modo, se f : V −→ R é Γ−anti-invariante,

então f é equivariante de (ρ, V ) em (σ,R). Pelo Teorema 1.20, QV (Γ) e
→
QV (Γ) são módulos

finitamente gerados sobre PV (Γ).

Observação 1.24. O produto de um número ı́mpar de funções anti-invariantes é

uma função anti-invariante, enquanto que o produto de um número par de funções anti-

invariantes é invariante. Mais geralmente temos:

Lema 1.25. Seja Γ um grupo de Lie compacto agindo em V. Sejam f ∈ PV (Γ), p ∈ QV (Γ),

g ∈
→
PV (Γ) e h ∈

→
QV (Γ). Então, fp ∈ QV (Γ), fg, ph ∈

→
PV (Γ) e fh, pg ∈

→
QV (Γ).

A demonstração do lema acima segue da definição de produto de aplicações, da linearidade

da ação de Γ em V e do fato de que f(x) e p(x) são escalares, para todo x ∈ V.

Caracterizamos o anel PV (Γ) e os módulos QV (Γ),
→
PV (Γ) e

→
QV (Γ) como segue:

Lema 1.26. Sejam Γ um grupo de Lie compacto agindo em V, Γ+ o subgrupo de simetrias

de Γ e δ ∈ Γ− fixado. Então

PV (Γ) = {f ∈ PV (Γ+) : f(δx) = f(x), ∀ x ∈ V } ,

QV (Γ) = {f ∈ PV (Γ+) : f(δx) = −f(x), ∀ x ∈ V } ,
→
PV (Γ) =

{
g ∈

→
PV (Γ+) : g(δx) = δg(x), ∀ x ∈ V

}
,

→
QV (Γ) =

{
g ∈

→
PV (Γ+) : g(δx) = −δg(x), ∀ x ∈ V

}
.

Demonstração: Seja f ∈ PV (Γ+) tal que f(δx) = f(x), ∀x ∈ V. Se γ ∈ Γ+, então

f(γx) = f(x), ∀x ∈ V. Agora, se γ ∈ Γ− = δΓ+, então γ = δγ1 com γ1 ∈ Γ+. Assim,

f(γx) = f(δγ1x) = f(γ1x) = f(x).
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Logo, f(γx) = f(x), ∀γ ∈ Γ, x ∈ V, ou seja,

{f ∈ PV (Γ+) : f(δx) = f(x), ∀ x ∈ V } ⊆ PV (Γ).

A outra inclusão é clara.

As demais igualdades seguem de modo análogo, das definições de QV (Γ),
→
PV (Γ),

→
QV (Γ) e do fato de Γ− = δΓ+.

1.4.1 Calculando geradores

Esta subseção descreve um algoritmo simbólico que estabelece os geradores de
→
QV (Γ),

para um dado grupo de Lie compacto Γ, usando os elementos de uma base de Hilbert para

PV (Γ+) e os geradores de
→
PV (Γ+) sobre PV (Γ+). Para isto, usamos a teoria de invariantes

polinomial e mostramos como a estrutura algébrica do subgrupo normal Γ+ C Γ pode ser

usada para estabelecer as decomposições

PV (Γ+) = PV (Γ)⊕QV (Γ) e
→
PV (Γ+) =

→
PV (Γ)⊕

→
QV (Γ)

como somas diretas de módulos sobre PV (Γ). Estas decomposições são a base para a cons-

trução do algoritmo, juntamente com a existência dos chamados operadores de Reynolds.

Começamos observando que PV (Γ) é um subanel de PV (Γ+), pois Γ+ ≤ Γ, gerando

em PV (Γ+) uma estrutura de PV (Γ)−módulo. Olhamos então para PV (Γ) e QV (Γ) como

PV (Γ)−submódulos finitamente gerados de PV (Γ+). Além disso, PV (Γ),QV (Γ) ⊂ PV (Γ+)

são R−espaços vetoriais.

Definição 1.27. Sejam Γ um grupo de Lie compacto e σ um epimorfismo como em (1.8).

Consideramos Γ+ = kerσ e fixamos δ ∈ Γ−. Os operadores de Reynolds sobre PV (Γ+) e
→
PV (Γ+), denotados por R :PV (Γ+) −→PV (Γ+) e

→
R:
→
PV (Γ+) −→

→
PV (Γ+), respectivamente,

são dados por:

R(f)(x) =
1

2
(f(x) + f(δx)) e

→
R (g)(x) =

1

2

(
g(x) + δ−1g(δx)

)
. (1.10)

Os σ−operadores de Reynolds sobre PV (Γ+) e
→
PV (Γ+), denotados por

S :PV (Γ+) −→PV (Γ+) e
→
S :
→
PV (Γ+) −→

→
PV (Γ+), respectivamente, são dados por:

S(f)(x) =
1

2
(f(x)− f(δx)) e

→
S (g)(x) =

1

2

(
g(x)− δ−1g(δx)

)
, (1.11)
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onde o sinal “− ” é devido ao valor de σ(δ).

Proposição 1.28. Os operadores de Reynolds R e
→
R definidos em (1.10) e S e

→
S definidos

em (1.11) satisfazem as seguintes propriedades:

(i) Eles são homomorfismos de PV (Γ)−módulos e

R + S = IdPV (Γ+) e
→
R +

→
S= Id→

PV (Γ+)
,

onde IdPV (Γ+) e Id→
PV (Γ+)

denotam os operadores identidade em PV (Γ+) e
→
PV (Γ+),

respectivamente;

(ii) Eles são projeções idempotentes com

kerR = Im S = QV (Γ) e kerS = Im R = PV (Γ),

ker
→
R = Im

→
S =

→
QV (Γ) e ker

→
S = Im

→
R =

→
PV (Γ);

(iii) Valem as seguintes decomposições:

PV (Γ+) = kerR⊕ Im R = kerS ⊕ Im S

e

→
PV (Γ+) = ker

→
R⊕ Im

→
R = ker

→
S ⊕ Im

→
S.

Demonstração:

(i) Fixamos δ ∈ Γ− e consideramos f, g ∈ PV (Γ+) e p ∈ PV (Γ). Assim, para todo x ∈ V
temos

R(f + g)(x) =
1

2
((f + g)(x) + (f + g)(δx)) =

1

2
(f(x) + g(x) + f(δx) + g(δx))

=
1

2
(f(x) + f(δx)) +

1

2
(g(x) + g(δx)) = R(f)(x) +R(g)(x),

R(pg)(x) =
1

2
((pg)(x) + (pg)(δx))

=
1

2
(p(x)g(x) + p(δx)g(δx)) =

1

2
(p(x)g(x) + p(x)g(δx))

= p(x)

(
1

2
(g(x) + g(δx))

)
= p(x)R(g)(x) = (pR(g))(x).
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Logo, R é um homomorfismo de PV (Γ)−módulos. Analogamente, podemos mostrar

que S,
→
R e

→
S também são. Além disso, para todo f ∈ PV (Γ+) e x ∈ V,

R(f)(x) + S(f)(x) =
1

2
(f(x) + f(δx)) +

1

2
(f(x)− f(δx)) = f(x),

donde R + S = IdPV (Γ+). Que
→
R +

→
S= Id→

PV (Γ+)
também segue diretamente das

definições de
→
R e

→
S dadas em (1.10) e (1.11), respectivamente.

(ii) Vamos mostrar somente que kerR = Im S = QV (Γ). As demais igualdades seguem

de forma análoga. Consideramos f ∈ kerR e fixamos δ ∈ Γ−. Assim, f ∈ PV (Γ+)

satisfaz R(f)(x) =
1

2
(f(x) + f(δx)) = 0, donde f(δx) = −f(x), ∀ x ∈ V. Pelo Lema

1.26, f ∈ QV (Γ). Por outro lado, se f ∈ QV (Γ) então f(δx) + f(x) = 0, ∀ x ∈ V,
isto é, f ∈ kerR. Portanto, kerR = QV (Γ).

Consideramos, agora, f ∈ PV (Γ+). Então S(f) ∈ PV (Γ+) e vamos mostrar

que S (PV (Γ+)) ⊆ QV (Γ). Como δ2 ∈ Γ+,

S(f)(δx) =
1

2

(
f(δx)− f(δ2x)

)
=

1

2
(f(δx)− f(x)) = −S(f)(x),

donde pelo Lema 1.26 segue o resultado. Reciprocamente, se f ∈ QV (Γ) temos

S(f)(x) =
1

2
(f(x)− f(δx)) =

1

2
(f(x) + f(x)) = f(x).

Assim, f ∈ S (PV (Γ+)) . Portanto, Im S = QV (Γ) como desejado.

Para mostrar que S é uma projeção, basta usar que Im S = QV (Γ) e que

S|QV (Γ) = IdQV (Γ), como mostrado acima. Portanto, S2 = S. A prova que R,
→
R e

→
S

são projeções segue de forma análoga.

(iii) A prova deste item decorre do fato de R, S,
→
R e

→
S serem projeções idempotentes.

Corolário 1.29. Sejam Γ um grupo de Lie compacto agindo em V e Γ+ o subgrupo das

simetrias de Γ. Valem as seguintes decomposições de módulos sobre o anel PV (Γ) :

PV (Γ+) = PV (Γ)⊕QV (Γ) (1.12)

e
→
PV (Γ+) =

→
PV (Γ)⊕

→
QV (Γ). (1.13)
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Demonstração: Consequência direta da proposição anterior.

Agora, provamos uma sequência de resultados que nos dão um algoritmo simbólico

para o cálculo de geradores para o módulo
→
QV (Γ) dos reverśıveis equivariantes. A ideia

básica é tirar proveito das decomposições em somas diretas do Corolário 1.29. Finalizamos

esta subseção aplicando o algoritmo em alguns exemplos.

Primeiro, vamos mostrar como obter um conjunto de geradores para o móduloQV (Γ)

dos anti-invariantes sobre o anel PV (Γ), a partir de uma base de Hilbert para PV (Γ+).

Teorema 1.30. Seja Γ um grupo de Lie compacto agindo em V. Consideramos {u1, . . . , us}
uma base de Hilbert para PV (Γ+) e S o operador de Reynolds definido em (1.11). O con-

junto

{S(u1), . . . , S(us)}

é um conjunto de geradores para QV (Γ) como módulo sobre o anel PV (Γ).

Demonstração: Fixamos δ ∈ Γ− e {u1, . . . , us} uma base de Hilbert para PV (Γ+). Seja

f ∈ QV (Γ). Como R+S = IdPV (Γ+), para cada i ∈ {1, . . . , s} vale que ui = R(ui)+S(ui).

Para simplificar a notação, denotamos aqui
∼
ui = S(ui). Logo,

{R(u1), . . . , R(us),
∼
u1, . . . ,

∼
us}

é uma outra base de Hilbert para PV (Γ+). Como f ∈ QV (Γ) ⊂ PV (Γ+), temos

f(x) =
∑
α

aα [R(u1)(x)]α1 . . . [R(us)(x)]αs
∼
u1 (x)

β1
. . .

∼
us (x)

βs
, (1.14)

onde α = (α1, . . . , αs, β1, . . . , βs) ∈ N2s e aα ∈ R. Pela Proposição 1.28 (ii), R(ui) ∈ PV (Γ)

e
∼
ui ∈ QV (Γ). Agora,

f(δx) =
∑
α

aα [R(u1)(δx)]α1 . . . [R(us)(δx)]αs
∼
u1 (δx)

β1
. . .

∼
us (δx)

βs

=
∑
α

(−1)β1+...+βsaα [R(u1)(x)]α1 . . . [R(us)(x)]αs
∼
u1 (x)

β1
. . .

∼
us (x)

βs
.

Deste modo, como f(δx) = −f(x), para todo x ∈ V, temos que aα = 0 ou (−1)β1+...+βs =

−1. Ou seja, aα = 0 ou β1 + . . . + βs é um número ı́mpar. Neste caso, β1 + . . . + βj−1 +

(βj − 1) + βj+1 + . . .+ βs é par. Quando aα = 0, a parcela referente a α em (1.14) é nula.
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Caso contrário, temos a parcela

Kα(x)
∼
uj (x), (1.15)

onde

Kα(x) = aαR(u1)(x)α1 . . . R(us)(x)αs
∼
u1 (x)

β1
. . .
∼
uj−1 (x)

βj−1 ∼
uj (x)

βj−1∼
uj+1 (x)

βj+1
. . .
∼
us (x).

βs

Como β1 + . . .+ βj−1 + (βj − 1) + βj+1 + . . .+ βs é par, o produto

∼
u1 (x)

β1
. . .
∼
uj−1 (x)

βj−1 ∼
uj (x)

βj−1∼
uj+1 (x)

βj+1

. . .
∼
us (x)

βs

é Γ−invariante, pela Observação 1.24. Logo, Kα ∈ PV (Γ).

Escrevemos hj para a soma de todas as funções Kα que acompanham
∼
uj como em

(1.15). Assim,

f(x) =
s∑
j=1

hj(x)
∼
uj (x) =

(
s∑
j=1

hjS(uj)

)
(x),

com hj ∈ PV (Γ). Portanto, {S(u1), . . . , S(us)} é um conjunto de geradores para QV (Γ)

como módulo sobre o anel PV (Γ).

Exemplo 1.31. Consideramos a ação do grupo Γ = S2 em R2 pela permutação das

coordenadas. Fixamos δ = (1 2) ∈ Γ−, de modo que Γ+ = {(1)}. Assim, uma base de

Hilbert para PR2(Γ+) é {u1(x, y) = x, u2(x, y) = y}. Dáı

S(u1)(x, y) =
1

2
(u1(x, y)− u1(δ(x, y)) =

1

2
(x− y) e

S(u2)(x, y) =
1

2
(u2(x, y)− u2(δ(x, y)) =

1

2
(y − x) = −1

2
(x− y).

Logo, {u(x, y) = x− y} gera QR2(S2).

Corolário 1.32. Nas condições do Teorema 1.30, o conjunto

{S(u0) ≡ 1, S(u1), . . . , S(us)}

gera o módulo PV (Γ+) sobre o anel PV (Γ).

Demonstração: Segue diretamente da decomposição (1.12) e do Teorema 1.30, uma vez

que {1} gera PV (Γ) como módulo sobre si mesmo.
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Um fato interessante e que surge naturalmente em teoria de invariantes é que co-

nhecida uma base de Hilbert para PV (Γ+), podemos construir uma base de Hilbert para

o anel PV (Γ). A demonstração do resultado também faz uso dos operadores de Reynolds

R e S.

Teorema 1.33. Sejam Γ um grupo de Lie compacto agindo em V e R, S os operadores

de Reynolds definidos em (1.10) e (1.11), respectivamente. Seja {u1, . . . , us} uma base de

Hilbert para PV (Γ+). Então o conjunto

{R(ui), S(ui)S(uj) : 1 ≤ i, j ≤ s}

é uma base de Hilbert para o anel PV (Γ).

Demonstração: A prova pode ser feita de forma análoga à prova do Teorema 1.30,

impondo agora a condição f(δx) = f(x), para todo x ∈ V, e usando novamente que o

produto de um número par de funções anti-invariantes é invariante (Observação 1.24).

O Teorema 1.20 nos garante a existência de um conjunto finito de geradores para
→
PV (Γ+) sobre PV (Γ+). No lema abaixo, estendemos este conjunto a um conjunto de

geradores para
→
PV (Γ+) como um PV (Γ)−módulo. Usamos o lema juntamente com a

decomposição (1.13) para obter o principal resultado desta subseção, o Teorema 1.35, que

nos fornece um conjunto de geradores para
→
QV (Γ) como módulo sobre PV (Γ).

Lema 1.34. Sejam Γ um grupo de Lie compacto agindo em V e

{S(u0) ≡ 1, S(u1), . . . , S(us)} um conjunto de geradores para PV (Γ+) como no Corolário

1.32. Seja {H0, . . . , Hr} um conjunto de geradores para o módulo
→
PV (Γ+) sobre o anel

PV (Γ+). Então

{Hij = S(ui)Hj, i = 0, . . . , s e j = 0, . . . , r}

é um conjunto de geradores para o módulo
→
PV (Γ+) sobre o anel PV (Γ).

Demonstração: Se G ∈
→
PV (Γ+) existem pj ∈ PV (Γ+) tais que

G =
r∑
j=0

pjHj. (1.16)
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Como {S(u0), . . . , S(us)} gera PV (Γ+) como um módulo sobre o anel PV (Γ), para cada

j ∈ {0, . . . , r} existem pij ∈ PV (Γ) tais que

pj =
s∑
i=0

pijS(ui). (1.17)

De (1.16) e (1.17),

G =
r∑
j=0

pjHj =
r∑
j=0

(
s∑
i=0

pijS(ui)

)
Hj =

s,r∑
i,j=0

pij (S(ui)Hj) ,

onde pij ∈ PV (Γ) e S(ui)Hj ∈
→
PV (Γ+). Portanto,

{Hij = S(ui)Hj, i = 0, . . . , s e j = 0, . . . , r}

gera
→
PV (Γ+) sobre PV (Γ).

Teorema 1.35. Sejam Γ um grupo de Lie compacto agindo em V e {H00, . . . , Hsr} um

conjunto de geradores para
→
PV (Γ+) sobre PV (Γ), como no lema anterior. Consideramos

o σ−operador de Reynolds
→
S definido em (1.11). Então,{→
S (Hij) , i = 0, . . . , s e j = 0, . . . , r

}
é um conjunto de geradores para

→
QV (Γ) sobre PV (Γ).

Demonstração: Sejam {H00, . . . , Hsr} um conjunto de geradores para o módulo
→
PV (Γ+)

sobre o anel PV (Γ) e
∼
G ∈

→
QV (Γ). Pela Proposição 1.28 (ii),

→
QV (Γ) = Im

→
S . Logo, existe

G ∈
→
PV (Γ+) tal que

∼
G =

→
S(G). Mas G =

s,r∑
i,j=0

pijHij, com pij ∈ PV (Γ). Logo,

∼
G =

→
S(G) =

→
S

(
s,r∑
i,j=0

pijHij

)
=

s,r∑
i,j=0

pij
→
S(Hij),

com pij ∈ PV (Γ) e
→
S(Hij) ∈

→
QV (Γ), como desejado.

Com base no teorema anterior, descrevemos um algoritmo que estabelece um con-

junto de geradores para o módulo
→
QV (Γ) das aplicações Γ−reverśıveis-equivariantes sobre

PV (Γ). Como os módulos
→
PV (Γ+),

→
PV (Γ) e

→
QV (Γ) têm estrutura de módulos graduados

sobre PV (Γ), podemos supor que seus geradores são homogêneos.
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Algoritmo 1.36. Geradores dos reverśıveis equivariantes:

1. Consideramos Γ um grupo de Lie compacto;

2. Fixamos um epimorfismo σ : Γ −→ Z2 com kernel Γ+;

3. Fixamos uma antissimetria δ ∈ Γ− = Γ\Γ+;

4. Consideramos uma base de Hilbert homogênea {u1, . . . , us} para PV (Γ+);

5. Consideramos {H0, . . . , Hr} um conjunto de geradores para
→
PV (Γ+) sobre PV (Γ+);

6. Definimos S(u0) ≡ 1. Para i ∈ {0, . . . , s} e j ∈ {0, . . . , r}, fazemos Hij = S(ui)Hj;

7. Para i ∈ {0, . . . , s} e j ∈ {0, . . . , r}, fazemos
∼
H ij =

→
S (Hij).

Resultado: Conjunto de geradores homogêneos {
∼
H ij: 0 ≤ i ≤ s, 0 ≤ j ≤ r} para

→
QV (Γ)

sobre PV (Γ).

Exemplo 1.37. (a) Consideramos Γ = Dn agindo em C como

θz = e
2πi
n z e κz = z.

Vamos supor n par e fixar δ = R 2π
n
∈ Γ−. Assim Γ+ = Dn

2
. Por [18, XII Example

4.1(c)], temos que u1(z) = zz e u2(z) = z
n
2 + z

n
2 formam uma base de Hilbert para

PC(Dn
2
). Por [18, XII Example 5.4(c)], H0(z) = z e H1(z) = z

n
2
−1 geram

→
PC(Dn

2
)

como PC(Dn
2
)−módulo. Assim, S(u1) ≡ 0 e S(u2) ≡ u2, onde S é definido em

(1.11). Tomando S(u0) ≡ 1, temos

H00 ≡ S(u0)H0 ≡ H0 ∈
→
PC(Dn),

H01 ≡ S(u0)H1 ≡ H1 ∈
→
QC(Dn),

H10 ≡ S(u1)H0 ≡ 0,

H11 ≡ S(u1)H1 ≡ 0,

H20(z) = S(u2)H0(z) = (z
n
2 + z

n
2 )z ∈

→
QC(Dn),

H21(z) = S(u2)H1(z) = (z
n
2 + z

n
2 )z

n
2
−1 ∈

→
PC(Dn).

Deste modo, a projeção
→
S como em (1.11) nos dá

→
S (H00) ≡ 0,

→
S(H01)(z) = H1(z) = z

n
2
−1,

→
S(H10) ≡

→
S(H11) ≡ 0,

24



→
S(H20)(z) = (z

n
2 + z

n
2 )z e

→
S(H22) ≡ 0.

Mas (z
n
2 + z

n
2 )z = z

n
2

+1 + (zz)z
n
2
−1 e como zz ∈ PC(Dn), temos que o conjunto

{
z
n
2
−1, z

n
2

+1
}

gera
→
QC (Dn) como PC(Dn)−módulo.

(b) Consideramos Γ = Z2 agindo em R2 como

−1(x, y) = (−x,−y).

Fixamos δ = −1 ∈ Γ− de modo que Γ+ = {1}. Temos que u1(x, y) = x e u2(x, y) = y

formam uma base de Hilbert para PR2 . Além disso, H0(x, y) = (1, 0) e H1(x, y) =

(0, 1) geram o módulo
→
PR2 sobre o anel PR2 . Pela definição em (1.11), segue que

S(u1)(x, y) = u1(x, y) = x,

S(u2)(x, y) = u2(x, y) = y.

Assim, tomando S(u0) ≡ 1 e definindo Hij = S(ui)Hj, para i = 0, 1, 2 e j = 0, 1,

temos

H00(x, y) = (1, 0), H01(x, y) = (0, 1), H10(x, y) = (x, 0),

H11(x, y) = (0, x), H20(x, y) = (y, 0) e H21(x, y) = (0, y).

Como H00, H01 ∈
→
QR2(Z2) e os demais pertencem a

→
PR2(Z2),

→
S(H00)(x, y) = H00(x, y) = (1, 0),

→
S(H01)(x, y) = H01(x, y) = (0, 1)

e
→
S (Hij) ≡ 0, i = 1, 2, j = 0, 1, onde

→
S é definido em (1.11). Portanto,

{(1, 0), (0, 1)}

é um conjunto de geradores para o módulo
→
QR2(Z2) sobre o anel PR2(Z2).

(c) Consideramos Γ = Z2 ⊕ Z2 agindo em R2 como

κ1(x, y) = (x,−y) e κ2(x, y) = (−x, y).

25



Fixamos δ = κ1 ∈ Γ− e κ2 ∈ Γ+ de modo que Γ+ = {1, κ2}. Temos que u1(x, y) = x2

e u2(x, y) = y formam uma base de Hilbert para PR2(Γ+). Por definição, S(u1) ≡ 0 e

S(u2)(x, y) = u2(x, y) = y. Além disso, H0(x, y) = (x, 0) e H1(x, y) = (0, 1) formam

um conjunto de geradores para o módulo
→
PR2 (Γ+) sobre o anel PR2(Γ+). Tomando

S(u0) ≡ 1 e definindo Hij = S(ui)Hj, para i = 0, 1, 2 e j = 0, 1, temos

H00 ≡ H0, H01 ≡ H1, H10 ≡ H11 ≡ 0, H20(x, y) = (xy, 0) e H21(x, y) = (0, y).

Logo,
→
S (H01)(x, y) = (0, 1),

→
S (H20)(x, y) = (xy, 0) e as demais projeções são

nulas. Portanto,

{(0, 1), (xy, 0)}

é um conjunto de geradores para o módulo
→
QR2(Z2⊕Z2) sobre o anel PR2(Z2⊕Z2).

(d) Consideramos Γ = O(2) agindo em V = C × R, onde as rotações θ ∈ SO(2) e a

reflexão κ agem como

θ(z, x) = (eiθz, x) e κ(z, x) = (z,−x).

Consideramos Γ+ = SO(2) e fixamos δ = κ ∈ Γ−. Uma base de Hilbert para

PC×R(SO(2)) é {u1(z, x) = zz, u2(z, x) = x}. Temos também que

H0(z, x) = (iz, 0), H1(z, x) = (z, 0) e H2(z, x) = (0, 1)

formam um conjunto de geradores para o módulo
→
PC×R (SO(2)) sobre o anel dos

invariantes por SO(2). Além disso, H0, H2 ∈
→
QC×R(O(2)) e H1 ∈

→
PC×R(O(2)).

Agora, por definição, S(u1) ≡ 0 e S(u2)(z, x) = u2(z, x) = x. Deste modo, tomando

S(u0) ≡ 1 e sendo Hij = S(ui)Hj temos

H00 ≡ H0, H01 ≡ H1, H02 ≡ H2, H10 ≡ H11 ≡ H12 ≡ 0, H20(z, x) = (izx, 0),

H21(z, x) = (zx, 0) e H22(z, x) = (0, x).

Como H00, H02 e H21 ∈
→
QV (Γ) e os demais são Γ−equivariantes, temos{→

S (H00)(z, x) = (iz, 0),
→
S (H02)(z, x) = (0, 1),

→
S (H21)(z, x) = (zx, 0)

}
é um conjunto de geradores para

→
QC×R(O(2)) sobre o anel dos invariantes por O(2).
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1.5 Teoria de invariantes para o produto direto

Nosso objetivo, nesta seção, é descrever as ferramentas da teoria de invariantes para

os produtos direto e semidireto de dois grupos arbitrários, necessárias para a obtenção de

formas normais no contexto reverśıvel equivariante. O produto semidireto de dois grupos

é uma construção que generaliza o produto direto e que depende da existência de um

homomorfismo. Denotamos por Aut(Γ) o grupo dos automorfismos de Γ com a operação

de composição.

Dados dois grupos Γ1 e Γ2, o produto semidireto de Γ1 e Γ2, denotado por Γ1 o Γ2,

é o produto direto Γ1 × Γ2 como conjunto munido de uma operação induzida por um

homomorfismo

µ : Γ2 −→ Aut(Γ1), (1.18)

onde

(γ1, γ2)·µ(τ1, τ2) = (γ1µ(γ2)τ1, γ2τ2).

Por construção, Γ1 C Γ1 o Γ2. Se µ é o homomorfismo trivial, que leva γ2 ∈ Γ2 no

automorfismo identidade de Γ1, então Γ1 o Γ2 = Γ1 × Γ2.

Para o próximo resultado, consideramos (ρ, V ) e (η, V ) representações de Γ1 e Γ2

em V , respectivamente, e a operação (Γ1 o Γ2)× V −→ V dada por

(γ1, γ2)x = γ1(γ2x). (1.19)

Então, temos:

Proposição 1.38. A operação definida em (1.19) define uma ação do produto semidireto

Γ1 o Γ2 em V se, e somente se, a representação de µ(γ2)γ1 é uma conjugação, isto é,

ρ(µ(γ2)γ1) = η(γ2)ρ(γ1)η(γ2)−1.

Em particular, quando Γ1 o Γ2 = Γ1 × Γ2 como grupo, a operação em (1.19) define uma

ação se, e somente se, as ações de Γ1 e de Γ2 comutam.

Demonstração: A operação (1.19) define uma ação se, e somente se,

(i) Para cada (γ1, γ2) ∈ Γ1 o Γ2, a aplicação %(γ1,γ2) : V −→ V, definida por

%(γ1,γ2)(x) = γ1(γ2x),
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é linear;

(ii) (γ1, γ2)((τ1, τ2)x) = ((γ1, γ2) ·µ (τ1, τ2))x, ∀(γ1, γ2), (τ1, τ2) ∈ Γ1 o Γ2, ∀x ∈ V.

É simples ver que (i) ocorre, pois as ações de Γ1 e Γ2 em V são lineares. Assim, (1.19)

define uma ação se, e somente se, vale (ii). Mas

(γ1, γ2)((τ1, τ2)x) = γ1(γ2(τ1(τ2x)))

e
((γ1, γ2) ·µ (τ1, τ2))x = (γ1µ(γ2)τ1, γ2τ2)x

= γ1µ(γ2)τ1(γ2τ2)x.

Portanto, em termos de representação, (ii) vale se, e somente se,

ρ(γ1)η(γ2)ρ(τ1)η(τ2) = ρ(γ1)ρ(µ(γ2)τ1)η(γ2)η(τ2),

o que ocorre se, e somente se, η(γ2)ρ(τ1) = ρ(µ(γ2)τ1)η(γ2), ou seja,

ρ(µ(γ2)τ1) = η(γ2)ρ(τ1)η(γ2)−1,

para todo γ1, τ1 ∈ Γ1, γ2, τ2 ∈ Γ2.

É de nosso interesse considerarmos grupos Γ1 e Γ2 que admitam um produto semidi-

reto com uma ação nas condições da Proposição 1.38 e, por isto, assumimos esta hipótese.

Neste caso, escrevemos % : Γ1 oΓ2 −→ Gl(V ) para a representação de Γ1 oΓ2 em V, onde

%(γ1, γ2)x = ρ(γ1)η(γ2)x.

Supomos agora que o grupo Γ1 possua somente simetrias e consideramos um epi-

morfismo σ2 : Γ2 −→ Z2 como em (1.8). Definimos outro epimorfismo
∼
σ: Γ1 o Γ2 −→ Z2

por
∼
σ (γ1, γ2) = σ2(γ2). (1.20)

O próximo resultado relaciona a teoria de invariantes para Γ1 o Γ2 com a teoria de inva-

riantes para cada grupo, Γ1 e Γ2, separadamente. Tal resultado será usado para deduzir

formas normais de campos vetoriais Γ−reverśıveis-equivariantes, onde a teoria de invari-

antes é aplicada a S o Γ, para um grupo de simetrias S conveniente.

Proposição 1.39. Sejam Γ1 e Γ2 grupos de Lie compactos agindo linearmente em V e

consideramos o epimorfismo
∼
σ definido em (1.20). Então
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(i) PV (Γ1 o Γ2) = PV (Γ1) ∩ PV (Γ2);

(ii)
→
PV (Γ1 o Γ2) =

→
PV (Γ1) ∩

→
PV (Γ2);

(iii) QV (Γ1 o Γ2) = PV (Γ1) ∩QV (Γ2);

(iv)
→
QV (Γ1 o Γ2) =

→
PV (Γ1) ∩

→
QV (Γ2).

Demonstração: Demonstramos somente o item (iii). Os demais seguem de maneira

análoga. Sejam f ∈ QV (Γ1 o Γ2), (γ1, γ2) ∈ Γ1 o Γ2 e x ∈ V arbitrários. Assim,

f(γ1(γ2x)) = f((γ1, γ2)x) =
∼
σ(γ1, γ2)f(x) = σ2(γ2)f(x).

Tomando γ1 = Id, temos f(γ2x) = σ2(γ2)f(x), ou seja, f ∈ QV (Γ2). Se tomarmos γ2 = Id,

temos f(γ1x) = f(x), ou seja, f ∈ PV (Γ1). Por outro lado, se f ∈ PV (Γ1)∩QV (Γ2), então

f(γ1x) = f(x) e f(γ2x) = σ2(γ2)f(x), ∀γ1 ∈ Γ1, γ2 ∈ Γ2, x ∈ V. Logo,

f((γ1, γ2)x) = f(γ1(γ2x)) = f(γ2x) = σ2(γ2)f(x) =
∼
σ(γ1, γ2)f(x),

donde f ∈ QV (Γ1 o Γ2). Portanto, vale a igualdade dada em (iii).

Observação 1.40. Se supormos que Γ1 possui também antissimetrias, ou seja, existe um

epimorfismo σ1 : Γ1 −→ Z2 como em (1.8), podemos definir
∼
σ: Γ1 o Γ2 −→ Z2 por

∼
σ (γ1, γ2) = σ1(γ1)σ2(γ2). (1.21)

Neste caso, os itens (iii) e (iv) da Proposição 1.39 ficam como:

QV (Γ1 o Γ2) = QV (Γ1) ∩QV (Γ2) e
→
QV (Γ1 o Γ2) =

→
QV (Γ1) ∩

→
QV (Γ2).

Além disso, as igualdades da Proposição 1.39 também valem para o produto direto.

1.5.1 Ação diagonal

Sejam Γ1 e Γ2 grupos quaisquer agindo em V e W, respectivamente. As ações

naturais de Γ1 e Γ2 induzidas em V ×W são da forma

γ1(x, y) = (γ1x, y) e (1.22)
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γ2(x, y) = (x, γ2y), (1.23)

respectivamente. A ação diagonal do grupo Γ1 × Γ2 em V ×W é dada por

(γ1, γ2)(x, y) = (γ1x, γ2y).

Neste caso, se ρ e η são as representações de Γ1 em V e de Γ2 em W, respectivamente, a

representação diagonal de (γ1, γ2) ∈ Γ1 × Γ2 é denotada por (ρ(γ1), η(γ2)) e corresponde

à matriz

(
ρ(γ1) 0

0 η(γ2)

)
∈ Gl(V ×W ).

Lema 1.41. Sejam Γ1 e Γ2 grupos de Lie compactos agindo linearmente em V e W,

respectivamente. Sejam {u1, . . . , ur} e {α1, . . . , αs} bases de Hilbert para

PV (Γ1) e PW (Γ2), respectivamente. Consideramos
→
PV (Γ1) = PV (Γ1){f1, . . . , fm} e

→
PW (Γ2) = PW (Γ2){g1, . . . , gn}. Definimos Uc : V × W −→ R e Ad : V × W −→ R
como Uc(x, y) = uc(x) e Ad(x, y) = αd(y), c = 1, . . . , r, d = 1, . . . , s. Também definimos

Fi : V ×W −→ V e Gj : V ×W −→ W como Fi(x, y) = fi(x) e Gj(x, y) = gj(y), i =

1, . . . ,m, j = 1, . . . , n. Então

{U1, . . . , Ur, A1, . . . , As}

é uma base de Hilbert para PV×W (Γ1 × Γ2) e

→
PV×W (Γ1 × Γ2) = PV×W (Γ1 × Γ2)

{(
F1

0

)
, . . . ,

(
Fm

0

)
,

(
0

G1

)
, . . . ,

(
0

Gn

)}
.

Demonstração: Sabemos da Proposição 1.39 (i) que

PV×W (Γ1 × Γ2) = PV×W (Γ1) ∩ PV×W (Γ2). (1.24)

Escrevemos CV e CW para os conjuntos das funções V ×W −→ R que dependem apenas

de x ∈ V e de y ∈ W, respectivamente. Como {u1, . . . , ur} é uma base de Hilbert para

PV (Γ1) segue que

{U1, . . . , Ur} ∪ CW

é uma base de Hilbert para PV×W (Γ1), segundo a ação dada em (1.22). Analogamente,

{A1, . . . , As} ∪ CV

30



é uma base de Hilbert para PV×W (Γ2), segundo a ação dada em (1.23). Logo, de (1.24),

temos que {U1, . . . , Ur, A1, . . . , As} é uma base de Hilbert para PV×W (Γ1 × Γ2), como

queŕıamos.

Para provarmos a segunda parte do lema, tomamos H ∈
→
PV×W (Γ1×Γ2). Escrevemos

H ≡ (p, q), com p : V × W −→ V e q : V × W −→ W. Desta forma, para quaisquer

(x, y) ∈ V ×W e (γ1, γ2) ∈ Γ1 × Γ2 temos

H(γ1x, γ2y) = H((γ1, γ2)(x, y)) = (γ1, γ2)H(x, y) = (γ1p(x, y), γ2q(x, y)),

o que implica em

p(γ1x, γ2y) = γ1p(x, y) e q(γ1x, γ2y) = γ2q(x, y). (1.25)

Para cada y ∈ W, definimos py : V −→ V por py(x) = p(x, y). De (1.25),

py(γ1x) = p(γ1x, y) = γ1p(x, y) = γ1py(x),

para todo γ1 ∈ Γ1 e x ∈ V. Ou seja, py ∈
→
PV (Γ1). Logo, podemos escrever py(x) =

m∑
i=1

hyi (x)fi(x), onde hyi ∈ PV (Γ1). Agora, definindo hi : V ×W −→ R por hi(x, y) = hyi (x)

vale que

p(x, y) =
m∑
i=1

hi(x, y)Fi(x, y).

Como hyi ∈ PV (Γ1), hi ∈ PV×W (Γ1), segundo a ação dada em (1.22). Vamos mostrar que

hi ∈ PV×W (Γ2) e assim, por 1.24, temos hi ∈ PV×W (Γ1 × Γ2).

Como V é um espaço vetorial finitamente gerado escrevemos p = (p1, . . . , pt) e

Fi = (Fi1, . . . , Fit), com pi, Fii : V ×W −→ R, i = 1, . . . , t, para algum t. Assim para

cada i = 1, . . . , t vale

pi(x, y) =
m∑
i=1

hi(x, y)Fii(x, y). (1.26)

Por (1.25), p(x, γ2y) = p(x, y), donde pi(x, γ2y) = pi(x, y), para todo (x, y) ∈ V × W.

Notamos aqui que

Fi(x, γ2y) = fi(x) = Fi(x, y),

para todo (x, y) ∈ V × W, 1 ≤ i ≤ m. Logo, Fii (x, γ2y) = Fii (x, y), para todo

(x, y) ∈ V × W. Por (1.26), segue que hi(x, γ2y) = hi(x, y), ou seja, hi ∈ PV×W (Γ2),

segundo a ação dada em (1.23), como desejado.
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Analogamente, provamos que

q(x, y) =
n∑
j=1

kj(x, y)Gj(x, y),

onde kj ∈ PV×W (Γ1 × Γ2). Portanto,

H(x, y) =
m∑
i=1

hi(x, y)

(
Fi(x, y)

0

)
+

n∑
j=1

kj(x, y)

(
0

Gj(x, y)

)
,

com hi, kj ∈ PV×W (Γ1 × Γ2) e (Fi, 0)t , (0, Gj)
t ∈

→
PV×W (Γ1 × Γ2), i = 1, . . . ,m, j =

1, . . . , n.

O próximo exemplo ilustra o Lema 1.41 e será usado para calcularmos determinadas

formas normais reverśıveis equivariantes no Caṕıtulo 3.

Exemplo 1.42. Consideramos a ação de Γ = S1 em V = C dada por θz = eiθz. Por [18,

XII Examples 4.1(b), 5.4(a)], PC(S1) = 〈zz〉 e
→
PC (S1) = PC(S1){z, iz}. Consideramos a

ação diagonal do toro n−dimensional T n em Cn dada por

(θ1, . . . , θn)(z1, . . . , zn) = (eiθ1z1, . . . , e
iθnzn),

com θj ∈ S1 e zj ∈ C, 1 ≤ j ≤ n. Pelo Lema 1.41 vale

PCn(T n) = 〈z1z1, . . . , znzn〉

e

→
PCn (T n) = PCn(T n)




z1

0
...

0

 ,


iz1

0
...

0

 , . . . ,


0
...

0

zn

 ,


0
...

0

izn




.
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Caṕıtulo

2

Teoria de formas normais

Como mencionamos na Introdução, a teoria de formas normais é uma ferramenta

para o estudo local de campos vetoriais na vizinhança de um ponto singular do campo. A

teoria clássica consiste em encontrar mudanças de coordenadas próximas à identidade que

deixam o campo vetorial em uma forma “mais simples”ou mais conveniente para o estudo

que desejamos fazer. No caso de um sistema de equações diferenciais lineares ẋ = Ax,

uma mudança linear de coordenadas da forma x = Py pode transformá-lo em um sistema

ẏ = (P−1AP )y,

onde P−1AP é uma matriz que está em sua forma canônica de Jordan. Este processo não

altera a estrutura topológica das órbitas. Um procedimento análogo pode ser realizado

em um sistema de equações diferenciais não lineares a fim de obter equações mais simples,

chamadas de formas normais. Neste caso, as mudanças de coordenadas são não lineares

e as formas normais não são únicas.

Do mesmo modo, existe um interesse cient́ıfico na teoria de formas normais para

campos vetoriais reverśıveis equivariantes, ou seja, em presença simultânea de simetrias e

antissimetrias. O conjunto Γ formado por estes elementos tem estrutura de grupo e, neste

caso, as mudanças de coordenadas próximas à identidade devem ser Γ−equivariantes.

Além disso, a forma normal introduz um novo grupo de simetrias, que juntamente com Γ

forma um produto semidireto.

Neste caṕıtulo, apresentamos a teoria de formas normais para campos reverśıveis

equivariantes como uma adaptação da teoria desenvolvida por Belitskii [8, 9] e Elphick

et al. [17]. Para isto, usamos ferramentas algébricas das teorias de invariantes e de

representação de grupos. O caṕıtulo é dividido como segue: a Seção 2.1 expõe o método
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clássico desenvolvido por Belitskii [8, 9].

Na Seção 2.2, introduzimos o grupo de simetrias S e apresentamos um método

alternativo devido a Elphick et al. [17], que reduz o problema de encontrar a forma normal

de um campo de vetores ao de determinar geradores do módulo dos S−equivariantes.

Na Seção 2.3, impomos condições de simetrias ao sistema e adaptamos o método de

Elphick et al. a este caso. Por fim, a Seção 2.4 dedica-se ao tema central do trabalho, com

a apresentação do método algébrico para encontrar formas normais no contexto reverśıvel

equivariante.

2.1 O método do operador adjunto

Descrevemos aqui o método clássico para encontrar formas normais para sistemas

de equações diferenciais não lineares. Nossa principal referência é [16].

Sejam V um espaço vetorial real de dimensão n, com n ≥ 1, e h ∈
→
E V , com h(0) = 0.

Consideramos o sistema de equações diferenciais de classe Cr+1, r ≥ 2, dado por

ẋ = h(x), x ∈ V. (2.1)

Um primeiro passo no estudo da dinâmica do sistema é obter resultados que determinam a

forma normal de (2.1). O método clássico consiste de sucessivas mudanças de coordenadas

na fonte da forma Id+ξk, onde Id é o germe da identidade e ξk é o germe de um polinômio

homogêneo de grau k.

Começamos introduzindo o espaço vetorial real das aplicações polinomiais homogê-

neas g : V −→ V de grau k, denotado por
→k
PV . Um monômio em

→k
PV é uma expressão da

forma xαej, onde α = (α1, . . . , αn) é um multi-́ındice com inteiros não negativos αi, x
α =

x1
α1 . . . xn

αn e ej = (0, . . . , 1, . . . , 0)t é o j-ésimo elemento da base canônica de V ≡ Rn.

Uma base para
→k
PV é dada por

{xαej : |α| = k, 1 ≤ j ≤ n},

onde |α| = α1 + . . .+ αn, de modo que
→k
PV é um espaço vetorial de dimensão finita igual

a n

(
n+ k − 1

k

)
. Podemos definir um produto interno em

→k
PV como segue:

Definição 2.1. Consideramos p, q ∈
→k
PV dados por p(x) =

n∑
j=1

∑
|α|=k

pαjx
αej e q(x) =
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n∑
j=1

∑
|α|=k

qαjx
αej, onde pαj, qαj ∈ R. Definimos o produto interno 〈 , 〉 :

→k
PV ×

→k
PV −→ R

por

〈p, q〉 =
n∑
j=1

∑
|α|=k

pαjqαjα!, (2.2)

onde α! = α1! . . . αn!.

Exemplo 2.2. Sejam |α| = |β| = k, p(x) = xαei e q(x) = xβej monômios em
→k
PV com

1 ≤ i, j ≤ n. Assim

〈p, q〉 =


1 · 1 · α!, se i = j e α = β

1 · 0 · α! + 0 · 1 · β!, se i = j e α 6= β

1 · 0 · α! + 0 · 1 · β!, se i 6= j e α = β

1 · 0 · α! + 0 · 1 · β!, se i 6= j e α 6= β

=

{
α!, se i = j e α = β

0, nos demais casos.

Definição 2.3. Seja L : V −→ V um operador. Para cada k ≥ 2, definimos o operador

linear AdkL :
→k
PV −→

→k
PV por

AdkLα(y) = dα(y)Ly − Lα(y), (2.3)

onde α ∈
→k
PV e dα(y) denota a derivada de α em y ∈ V.

Como
→k
PV admite um produto interno e sua dimensão é finita, AdkL tem um operador

adjunto (AdkL)∗. O próximo teorema caracteriza este operador.

Teorema 2.4. Sejam L : V −→ V um operador e AdkL como em (2.3). Para cada k ≥ 2,

o operador AdkL∗ é o operador adjunto de AdkL com respeito ao produto interno definido

em (2.2), onde L∗ é o adjunto de L com respeito ao produto canônico (·, ·) em V.

Demonstração: Sejam p, q ∈
→k
PV e escrevemos

p(x) =
n∑
i=1

∑
|α|=k

pαix
αei e q(x) =

n∑
j=1

∑
|β|=k

qβjx
βej.

Usando a linearidade de AdkL, de AdkL∗ e as propriedades de produto interno, temos
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〈AdkLp, q〉 =

〈
AdkL

 n∑
i=1

∑
|α|=k

pαix
αei

 ,

n∑
j=1

∑
|β|=k

qβjx
βej

〉

=
n∑
j=1

∑
|β|=k

qβj

〈
n∑
i=1

∑
|α|=k

pαiAd
k
L (xαei) , x

βej

〉

=
n∑

i,j=1

∑
|α| = k

|β| = k

pαiqβj〈AdkL(xαei), x
βej〉

e

〈p,AdkL∗q〉 =

〈
n∑
i=1

∑
|α|=k

pαix
αei, Ad

k
L∗

 n∑
j=1

∑
|β|=k

qβjx
βej

〉

=
n∑
i=1

∑
|α|=k

pαi

〈
xαei,

n∑
j=1

∑
|β|=k

qβjAd
k
L∗

(
xβej

)〉

=
n∑

i,j=1

∑
|α| = k

|β| = k

pαiqβj〈xαei, AdkL∗(xβej)〉.

Queremos mostrar que 〈AdkLp, q〉 = 〈p,AdkL∗q〉. Para isto, basta provarmos que

〈AdkLf, g〉 = 〈f, AdkL∗g〉,

onde f(x) = xαei e g(x) = xβej, para todos α, β, i, j, com |α| = |β| = k, e 1 ≤ i, j ≤ n.

Aqui, confundimos L com sua matriz e escrevemos L = (alm), com 1 ≤ l,m ≤ n. Agora,

AdkLf(x) = df(x)Lx− Lf(x)

=



0 . . . 0
...

. . .
...

0 . . . 0
n∑
l=1

αlal1
xα

xl
. . .

n∑
l=1

αlaln
xα

xl

0 . . . 0
...

. . .
...

0 . . . 0




x1

...

xn

−


a1ix
α

...

anix
α
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=



0
...

0
n∑
l=1

n∑
m=1

αlalm
xαxm
xl

0
...

0


−


a1ix

α

...

anix
α

 .

Ou melhor, AdkLf(x) =

(
n∑
l=1

n∑
m=1

αlalm
xαxm
xl

)
ei − [a1ix

αe1 + . . .+ anix
αen]

=

(
n∑
l=1

n∑
m=1

αlalm
xαxm
xl

)
ei −

n∑
l=1

alix
αel.

Analogamente, como L∗ = Lt, onde Lt é a transposta de L,

AdkLtg(x) = dg(x)Ltx− Ltg(x)

=

(
n∑
l=1

n∑
m=1

βmalm
xβxl
xm

)
ej −

n∑
m=1

ajmx
βem.

Deste modo,

〈AdkLf(x), g(x)〉 =

〈(
n∑
l=1

n∑
m=1

αlalmx
αxm
xl

)
ei −

n∑
l=1

alix
αel, x

βej

〉

=
n∑
l=1

n∑
m=1

αlalm

〈
xα
xm
xl
ei, x

βej

〉
−

n∑
l=1

ali〈xαel, xβej〉

=
n∑
l=1

(
αlal1

〈
xα
x1

xl
ei, x

βej

〉
+ . . .+ αlaln

〈
xα
xn
xl
ei, x

βej

〉)
−(a1i〈xαe1, x

βej〉+ . . .+ ani〈xαen, xβej〉)

=



(
n∑

l=1

αlall − aii

)
α!, se i = j e α = β;

αlalmβ!,
se i = j, βl = αl − 1, βm = αm + 1, βs = αs,

para algum l 6= m e todo s 6= l,m;

−ajiα!, se i 6= j e α = β;

0, nos demais casos.
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De forma análoga,

〈f(x), AdkL∗g(x)〉 =



(
n∑

l=1

βlall − aii

)
β!, se i = j e α = β;

βlalmα!,
se i = j, αl = βl + 1, αm = βm − 1, βs = αs,

para algum l 6= m e todo s 6= l,m;

−ajiβ!, se i 6= j e α = β;

0, nos demais casos.

Como na segunda linha de cada expressão temos

αlalmβ! = αlalmβ1! . . . βl! . . . βm! . . . βn!

= αlalmα1! . . . (αl − 1)! . . . (αm + 1)! . . . αn!

= (αm + 1)almα1! . . . αl! . . . αm! . . . αn!

= βmalmα!,

segue o resultado desejado.

Nosso intuito, agora, é encontrar uma mudança de coordenadas x = ξ(y) que man-

tenha a parte linear de (2.1) e a dinâmica do fluxo numa vizinhança da origem. Seja

L = dh(0) a linearização de h na origem e consideramos uma série de potências formal

em torno deste ponto:

L+ h2 + h3 + . . . ,

onde para cada k ≥ 2, hk ∈
→k
PV . Assim, (2.1) pode ser reescrito como

ẋ = Lx+H(x), (2.4)

onde H(x) = h2(x) + h3(x) + . . . , para x em torno da origem.

Consideramos x = ξ(y) uma mudança de coordenadas Cr numa vizinhança Ω da

origem, na qual dξ(y) é invert́ıvel, com ξ(0) = 0. Então, ẋ = dξ(y)ẏ e de (2.4) temos

ẏ = dξ(y)−1 (Lξ(y) +H(ξ(y))) , y ∈ Ω, (2.5)

onde dξ(y)−1 é a inversa de dξ(y) em Ω. Denotamos por ϕ(y) o lado direito da equação

(2.5) e por K a derivada de dξ(y)−1 com respeito a y. Assim, a Jacobiana de ϕ(y) é dada

por

Jϕ(y)(y) = K(Lξ(y) +H(ξ(y))) + dξ(y)−1(Ldξ(y) + dH(ξ(y))dξ(y)).
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Aplicando na origem,

Jϕ(y)(0) = dξ(0)−1Ldξ(0) + dξ(0)−1dH(0)dξ(0)

= dξ(0)−1Ldξ(0),

pois dH(0) = 0. Logo, a parte linear de (2.5) é dξ(0)−1Ldξ(0)y.

Assumindo que L já está na forma canônica e que a mudança de coordenadas ξ(y)

tem a forma ξ(y) = y + O(|y|2), com y → 0, temos que dξ(0) = dξ(0)−1 = Id. Ou

seja, a parte linear de (2.5) é Ly. Assim, através da mudança de coordenadas x = ξ(y),

escrevemos (2.5) como

ẏ = Ly + g(y), y ∈ Ω, (2.6)

com g(y) tendo termos de ordem ≥ 2.

A ideia é determinar a mudança de coordenadas de modo que (2.6) seja a forma mais

simples posśıvel. Por “mais simples”queremos dizer que as caracteŕısticas essenciais do

fluxo perto da origem são mais evidentes. Esta simplificação pode ser obtida, até termos

de ordem espećıfica, considerando uma sequência indutiva de mudanças de coordenadas

próximas à identidade da forma

ξ(y) = y + ξk(y), y ∈ Ωk, (2.7)

onde ξk : (V, 0) −→ V é um germe de polinômio homogêneo de grau k ≥ 2 e Ωk é uma

vizinhança da origem em V. Pelo Teorema da aplicação inversa, qualquer aplicação da

forma (2.7) é um difeomorfismo em alguma vizinhança da origem, pois dξ(0) 6= 0 e ξ é

continuamente diferenciável. Além disso, para cada k ≥ 2, a mudança de coordenadas

(2.7) transforma o campo h de (2.1) no campo conjugado

q(y) = dξ(y)−1h(ξ(y)) (2.8)

do sistema ẏ = q(y), y ∈ Ω. Mais especificamente:

Definição 2.5. Dois campos vetoriais h, q : V −→ V são conjugados se existe um difeo-

morfismo Φ : V −→ V tal que q = Φ∗h, onde

Φ∗h(x) = dΦ(x)−1h(Φ(x)), x ∈ V.

Nos referimos ao campo Φ∗h como o pull-back de h por Φ.
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De (2.7), para cada y ∈ Ωk,

dξ(y) = Id + dξk(y),

donde

dξ(y)−1 = Id− dξk(y) + (dξk(y))2 − (dξk(y))3 + . . . = Id− dξk(y) +O(|y|2(k−1)),

com y ∈ Ωk. Deste modo, truncando a série de h em k e lembrando que dξk(y) tem grau

k − 1, podemos reescrever (2.5) como

ẏ = dξ(y)−1(Lξ(y) +H(ξ(y)))

= (Id− dξk(y) +O(|y|2k−2))(Ly + Lξk(y) + h2(y + ξk(y)) + . . .+ hk(y + ξk(y)))

= (Ly + Lξk(y) + h2(y) + . . .+ hk(y))+

(−dξk(y)Ly − dξk(y)Lξk(y)− dξk(y)h2(ξ(y))− . . .− dξk(y)hk(ξ(y)) +O(|y|2k−1))

= Ly + h2(y) + . . .+ hk−1(y) +
{
hk(y)− (dξk(y)Ly − Lξk(y))

}
+O(|y|k+1),

com y ∈ Ωk. Portanto,

ẏ = Ly + h2(y) + . . .+ hk−1(y) + (hk(y)− AdkLξk(y)) +O(|y|k+1), (2.9)

onde AdkL é como em (2.3). Observamos que no novo sistema os termos de ordem k são

da forma gk = hk − AdkLξk, para algum ξk ∈
→k
PV .

Consideramos agora Ck um subespaço complementar de AdkL(
→k
PV ) em

→k
PV , isto é,

→k
PV = AdkL(

→k
PV )⊕ Ck, k ≥ 2. (2.10)

Portanto, gk = hk − AdkLξk ∈ Ck, para algum complementar Ck apropriado.

Observação 2.6. Veremos na demonstração do Teorema 2.7 que é posśıvel escolher ade-

quadamente ξk(y) em (2.7) de modo a simplificar (anular) o termo hk(y) em (2.9). Nota-

mos também que uma mudança de coordenadas deste tipo fixa a parte linear L, simplifica

os termos de ordem k sem alterar os termos de ordem menor do que k, e altera os termos

de ordem maior do que k.

Obtemos, então, a simplificação desejada de (2.4):

40



Teorema 2.7. Seja h ∈
→
EV um campo de vetores com h(0) = 0 e dh(0) = L. Conside-

ramos a decomposição (2.10) de
→k
PV , para k = 2, . . . , r. Então existe uma sequência de

transformações polinomiais próximas à identidade da forma x = y + ξk(y), y ∈ Ωk, onde

ξk ∈
→k
PV e Ωk é uma vizinhança da origem, com Ωk+1 ⊆ Ωk, tal que nas novas coordenadas

o sistema (2.4) tem a forma

ẏ = Ly + g2(y) + . . .+ gr(y) +O(|y|r+1), y ∈ Ωr, (2.11)

onde gk ∈ Ck para k = 2, . . . , r.

Demonstração: Seja h como nas hipóteses do teorema e consideramos

Lx+ h2(x) + . . .+ hr(x) +O(|x|r+1)

uma série de potências formal de h. Para k = 2, a equação (2.9) é dada por

ẏ = Ly + (h2(y)− Ad2
Lξ

2(y) +O(|y|3)), y ∈ Ω2,

onde Ω2 é pequena o suficiente para que Id + dξ2(y) seja invert́ıvel. Por (2.10), existem

f 2 ∈ Ad2
L(
→2

PV ) e g2 ∈ C2 tais que h2 = f 2 + g2. Escolhemos ξ2 ∈
→2

PV de forma que

Ad2
Lξ

2 = f 2. Logo,

ẏ = Ly + (f 2(y) + g2(y)− f 2(y) +O(|y|3))

= Ly + g2(y) +O(|y|3), y ∈ Ω2.

Agora procedemos por indução, lembrando que transformações da forma (2.7)

não alteram termos de ordem menor que k. Assumimos o teorema válido para

2 ≤ k ≤ s− 1 < r, ou seja, existe uma mudança de coordenadas que transforma (2.4) em

ẋ = Lx+ g2(x) + . . .+ gs−1(x) + hs(x) +O(|x|s+1), x ∈ Ωs−1,

onde gk ∈ Ck para k = 2, . . . , s − 1, hs ∈
→s
PV e Ωs−1 é uma vizinhança da origem. Seja

x = y + ξs(y), y ∈ Ωs, onde escolhemos ξs ∈
→s
PV de modo que hs = AdsLξ

s + gs para

algum gs ∈ Cs. Além disso, Ωs ⊆ Ωs−1 é uma vizinhança da origem na qual Id + dξs(y) é
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invert́ıvel. Desta forma, a equação (2.9) para k = s torna-se

ẏ = Ly + g2(y) + . . .+ gs−1(y) + (hs(y)− AdsLξs(y)) +O(|y|s+1)

= Ly + g2(y) + . . .+ gs−1(y) + (AdsLξ
s(y) + gs(y)− AdsLξs(y)) +O(|y|s+1)

= Ly + g2(y) + . . .+ gs−1(y) + gs(y) +O(|y|s+1),

com y ∈ Ωs, o que conclui a prova.

Definição 2.8. Para cada k ≥ 2, consideramos a decomposição (2.10). A seguinte

equação truncada de (2.11)

ẏ = Ly + g2(y) + . . .+ gr(y), (2.12)

onde gk ∈ Ck, k = 2, . . . , r, é chamada uma forma normal de (2.4) de ordem r.

Observação 2.9. Neste trabalho, não estamos assumindo que as aplicações sejam

anaĺıticas, de forma que o novo sistema (2.11) obtido após as mudanças de coordenadas

é formalmente conjugado a (2.4), no sentido de que as suas correspondentes séries de

Taylor são conjugadas entre si. Desta maneira, um problema técnico surge quando o

campo h é flat, ou seja, h e suas derivadas de todas as ordens se anulam na origem. Por

este motivo, vamos desconsiderar este caso.

Pelo Teorema 2.7, uma forma normal não é única para um dado L. Obviamente,

ela depende da escolha dos subespaços complementares Ck, k = 2, . . . , r. Em [16] são

apresentados dois métodos para determinar tal espaço. O primeiro é o método do operador

adjunto, pois uma posśıvel escolha para Ck é o complemento ortogonal de AdkL(
→k
PV ),

caracterizado como ker
(
AdkL

)∗
. O segundo método é o de representação matricial, no

qual usamos a matriz Mk do operador linear AdkL com respeito a uma dada base de
→k
PV ,

para k ≥ 2 fixado. O método consiste em ver Mk como um operador linear em Rdk ,

com dk = dimR
→k
PV , e encontrar um subespaço complementar para a sua imagem em Rdk .

Uma desvantagem destes dois métodos é que os seus cálculos se tornam mais complicados

conforme o grau que truncamos a série de potências do campo aumenta. Descrevemos

aqui apenas o método do operador adjunto, que foi primeiro introduzido por Belitskii

[8, 9].

Consideramos o espaço vetorial
→
PV das aplicações polinomiais g : V −→ V e obser-

vamos que
→k
PV⊂

→
PV . Além disso,

→
PV é uma álgebra graduada dada por
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→
PV =

∞⊕
k=1

→k
PV .

Definimos o operador linear AdL :
→
PV−→

→
PV , chamado operador homológico, por

AdLξ(x) = dξ(x)Lx− Lξ(x), ξ ∈
→
PV , (2.13)

onde L : V −→ V é um operador. Claramente, AdkL = AdL|→k
PV
, visto que AdL é linear e

preserva a graduação de
→
PV . Uma posśıvel escolha proposta por Belitskii [8, 9] consiste

em considerar o subespaço Ck, em (2.10), como o complemento ortogonal kerAdkL∗ , onde

AdkL∗ é o operador adjunto de AdkL. Isto porque se W é um espaço vetorial de dimensão

finita, para qualquer operador A : W −→ W, temos

kerA∗ = (A(W ))⊥,

onde A∗ é o operador adjunto de A e ⊥ indica o subespaço ortogonal segundo algum

produto interno definido em W. Assim, como
→k
PV é de dimensão finita,

→k
PV = AdkL(

→k
PV )⊕ (AdkL(

→k
PV ))⊥

= AdkL(
→k
PV )⊕ ker(AdkL)∗

= AdkL(
→k
PV )⊕ kerAdkL∗ ,

a última igualdade seguindo do Teorema 2.4. Ou seja, um posśıvel espaço complementar

de AdkL(
→k
PV ) em

→k
PV é dado por kerAdkL∗ . Segue, pelo Teorema 2.7, que o sistema (2.4) é

formalmente conjugado a

ẋ = Lx+ g2(x) + g3(x) + . . . ,

onde gk ∈ kerAdkL∗ , k ≥ 2.

Portanto, o método do operador adjunto consiste em determinar soluções polinomiais

gk para AdkL∗g
k ≡ 0. Mostramos agora que este processo equivale a encontrar os polinômios

de um dado grau sem termos constantes e lineares que estão em kerAdL∗ . Para isto,

consideramos um polinômio de grau r da forma

g = g2 + . . .+ gr,
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onde gk ∈
→k
PV , k = 2, . . . , r. Então g ∈ kerAdL se, e somente se, gk ∈ kerAdkL. De fato,

temos que

AdLg = AdL(g2 + . . .+ gr)

= AdLg
2 + . . .+ AdLg

r

= Ad2
Lg

2 + . . .+ AdrLg
r.

Se gk ∈ kerAdkL, k = 2, . . . , r, então AdLg ≡ 0. Por outro lado, se g ∈ kerAdL, então

0 = Ad2
Lg

2 + . . .+ AdrLg
r.

ComoAdkLg
k ∈

→k
PV , 2 ≤ k ≤ r, então cadaAdkLg

k é identicamente nulo. Logo, gk ∈ kerAdkL,

para todo 2 ≤ k ≤ r. Assim, uma forma normal de ordem r é obtida se determinarmos as

soluções polinomiais ξ de grau r, sem constantes e termos lineares, da equação diferencial

parcial AdL∗ξ ≡ 0. Em geral, esta não é uma tarefa fácil, uma vez que isto envolve resolver

uma EDP. Um método alternativo para determinar Ck foi proposto por Elphick et al. [17]

e é apresentado na próxima seção.

Exemplo 2.10. Consideramos V = R2 e o sistema (2.4) com

(
0 1

0 0

)
a matriz de

L = dh(0). Tomamos ξ(x) = (ξ1(x), ξ2(x))t , onde x = (x1, x2)t ∈ R2 e ξi são polinômios

escalares de grau r ≥ 2. Então

AdL∗ξ(x) =


∂ξ1

∂x1

(x)
∂ξ1

∂x2

(x)

∂ξ2

∂x1

(x)
∂ξ2

∂x2

(x)


(

0 0

1 0

)(
x1

x2

)
−

(
0 0

1 0

)(
ξ1(x)

ξ2(x)

)

=

 x1
∂ξ1

∂x2

(x)

x1
∂ξ2

∂x2

(x)− ξ1(x)

 .

Para encontrarmos as soluções polinomiais de AdL∗ξ(x) = 0, resolvemos o sistema
x1
∂ξ1

∂x2

(x) = 0

x1
∂ξ2

∂x2

(x)− ξ1(x) = 0,

para todo x ∈ R2.
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Da primeira equação, temos que
∂ξ1

∂x2

(x) = 0. Logo, ξ1 é constante em x2 e como

queremos as soluções polinomiais de grau r sem termos constantes e lineares podemos

escrever

ξ1(x1, x2) = x2
1φ1(x1),

onde φ1 é um polinômio de grau r− 2. A segunda equação nos dá
∂ξ2

∂x2

= x1φ1(x1), donde

segue que

ξ2(x1, x2) + ψ1(x1) = x1φ1(x1)x2 + ψ2(x1),

onde tomamos ψ1 e ψ2 polinômios quaisquer de grau r sem termos constantes e lineares.

Portanto,

ξ2(x1, x2) = x1x2φ1(x1) + x2
1φ2(x1),

onde φ2 é um polinômio de grau r− 2. Assim uma forma normal para (2.4) de ordem r é

dada por

ẋ =

(
0 1

0 0

)(
x1

x2

)
+

(
x2

1φ1(x1)

x1x2φ1(x1) + x2
1φ2(x1)

)
,

ou seja, {
ẋ1 = x2 + x2

1φ1(x1)

ẋ2 = x1x2φ1(x1) + x2
1φ2(x1),

onde r ≥ 2 é qualquer inteiro e φ1, φ2 são polinômios arbitrários de grau r − 2. Logo,

uma forma normal de ordem 2 é da forma{
ẋ1 = x2 + bx2

1

ẋ2 = ax2
1 + bx1x2,

com a, b ∈ R.

Observação 2.11. Se considerarmos o espaço Hk
n dos polinômios homogêneos de grau k

em n variáveis com valores em Cn, podemos definir um produto interno de forma análoga

a (2.2), como segue:

〈p, q〉 =
n∑
j=1

∑
|α|=k

pαjqαjα!,

com p, q ∈ Hn
k . A teoria de formas normais também pode ser estudada neste contexto

desde que V seja um espaço vetorial complexo. Neste caso, são válidos os Teoremas 2.4

e 2.7, com L∗ = L
t
.
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2.2 O método de Elphick et al.

Como vimos até agora, existem muitas escolhas posśıveis para o complemento Ck

em (2.10). Em [17], Elphick et al. nos mostram que existe uma escolha canônica para Ck

em que os seus elementos comutam com um grupo S de aplicações a um parâmetro real,

definido a partir da linearização L do campo de vetores (Teorema 2.17). Nesta seção,

apresentamos este método alternativo, que nos permite usar ferramentas da teoria de

invariantes e da teoria de representação de grupos para se obter uma forma normal para

(2.1). Nossa principal referência aqui é [19].

Primeiramente, definimos o grupo S de simetrias a partir da matriz de L = dh(0),

onde h em (2.1) é o campo de vetores. Para isto, enunciamos o seguinte resultado:

Proposição 2.12. Consideramos G um grupo topológico e H ≤ G um subgrupo.

(i) ([30], Proposição 2.11). O fecho H é também um subgrupo de G;

(ii) Se p ∈ G comuta com H então p comuta com H.

Lembramos que V denota um espaço vetorial real de dimensão finita n ≥ 1. Além

disso, daqui em diante, confundimos L = dh(0) com sua matriz que é uma matriz quadrada

de ordem n. Definimos

R =
{
esL

t

: s ∈ R
}
⊂ Gl(n).

O conjunto R é um grupo abeliano quando munido da operação de produto de matrizes,

pois dados es1L
t
, es2L

t ∈ R temos

es1L
t

es2L
t

= e(s1+s2)Lt ∈ R,

com e(s1+s2)Lt = e(s2+s1)Lt = es2L
t
es1L

t
. Mas R pode não ser um grupo de Lie linear, uma

vez que ele pode não ser fechado como vemos no Exemplo 2.14 (b). Entretanto, pela

Proposição 2.12 (i), R ⊂ Gl(n) é um grupo fechado e, portanto, um subgrupo de Lie de

Gl(n).

Definição 2.13. Definimos o grupo de Lie S como

S = R = {esLt : s ∈ R}. (2.14)

Como R é abeliano, S também é. De fato, sejam P,Q ∈ S\R. Então existem
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sequências não constantes (xn), (yn) ⊂ R tais que limxn = P e lim yn = Q. Dáı

PQ = (lim xn)(lim yn) = lim xnyn

= lim ynxn = (lim yn)(limxn) = QP.

Pela Proposição 2.12 (ii), S comuta com a matriz Lt, uma vez que esL
t
Lt = LtesL

t
,

para todo s ∈ R. Além disso, S é um grupo com ação natural em V dada pelo produto

de matriz por vetor.

Exemplo 2.14. (a) Consideramos a matriz L =

(
0 1

−1 0

)
. Escrevemos B = sLt,

s ∈ R, e denotamos por I2 a matriz identidade de ordem 2. Logo, Bi = siI2, se

i = 4n; Bi = siLt, se i = 4n+ 1; Bi = −siI2 se i = 4n+ 2; Bi = siL, se i = 4n+ 3,

para n ∈ N. Assim,

eB =
∞∑
i=0

Bi

i!
=


∞∑
i=0

(−1)is2i

(2i)!
−
∞∑
i=0

(−1)is2i+1

(2i+ 1)!

∞∑
i=0

(−1)is2i+1

(2i+ 1)!

∞∑
i=0

(−1)is2i

(2i)!

 =

(
cos s −sen s

sen s cos s

)

denota a matrizRs de rotação de ângulo s no plano. Portanto, S = R = {Rs : s ∈ R}
é isomorfo ao grupo do ćırculo S1.

(b) Consideramos a matriz

L =


0 1 0 0

−1 0 0 0

0 0 0
√

2

0 0 −
√

2 0

 .

Assim, para s ∈ R,

B = sLt =


0 −s 0 0

s 0 0 0

0 0 0 −
√

2s

0 0
√

2s 0

 , B2 =


−s2 0 0 0

0 −s2 0 0

0 0 −(
√

2s)2 0

0 0 0 −(
√

2s)2

 ,

47



B3 =


0 s3 0 0

−s3 0 0 0

0 0 0 (
√

2s)3

0 0 −(
√

2s)3 0

 , B4 =


s4 0 0 0

0 s4 0 0

0 0 (
√

2s)4 0

0 0 0 (
√

2s)4

 ,

e assim por diante, donde

eB =
∞∑
i=0

Bi

i!

=



∞∑
i=0

(−1)i
s2i

(2i)!
−

∞∑
i=1

(−1)i
s2i+1

(2i+ 1)!
0 0

∞∑
i=0

(−1)i
s2i+1

(2i+ 1)!

∞∑
i=0

(−1)i
s2i

(2i)!
0 0

0 0

∞∑
i=0

(−1)i
(
√

2s)2i

(2i)!
−

∞∑
i=0

(−1)i
(
√

2s)2i+1

(2i+ 1)!

0 0

∞∑
i=0

(−1)i
(
√

2s)2i+1

(2i+ 1)!

∞∑
i=0

(−1)i
(
√

2s)2i

(2i)!



=


coss −sens 0 0

sens coss 0 0

0 0 cos
√

2s −sen
√

2s

0 0 sen
√

2s cos
√

2s

 =

(
Rs 0

0 R√2s

)
.

Portanto,

R =

{(
Rs 0

0 R√2s

)
: s ∈ R

}
.

Consideramos T 2 = S1 × S1, o toro bidimensional. Como R 6= T 2 e R = T 2 ([22,

VI Seção 7]), segue que R não é fechado, ou seja, R não é um subgrupo de Lie de

Gl(n).
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(c) Em geral, S como definido em (2.14) pode não ser compacto. Por exemplo, se

L =

(
0 1

0 0

)
,

então B = sLt =

(
0 0

s 0

)
, s ∈ R, o que implica em Bi =

(
0 0

0 0

)
, para todo

i ∈ N, i ≥ 2. Assim,

eB =
∞∑
i=0

Bi

i!
=

(
1 0

s 1

)
.

Desta forma, conclúımos que R =

{(
1 0

s 1

)
: s ∈ R

}
≡ R é um conjunto ilimi-

tado e, assim, não é compacto.

Quando a linearização L tem apenas autovalores puramente imaginários, podemos

caracterizar S de uma maneira particular, como um l-toro T l = S1× . . .×S1 (l parcelas),

onde l é o número de autovalores algebricamente independentes de L. Mais especifica-

mente, suponhamos que os autovalores não nulos de L sejam puramente imaginários.

Podemos decompor L de maneira única como

L = D +N, (2.15)

onde D é diagonal e N é nilpotente com DN = ND. A decomposição (2.15) é chamada

de decomposição de Jordan-Chevalley. Então temos o seguinte resultado:

Teorema 2.15 ([19], XVI Proposition 5.7). Consideramos o grupo S como definido em

(2.14) e a decomposição (2.15) de L. Então

S =

{
T l, se N = 0

R× T l, se N 6= 0,

onde l é o número de autovalores algebricamente independentes de L, T l = {esD : s ∈ R}
e R =

{
esN

t
: s ∈ R

}
.

Provamos agora o seguinte lema, do qual depende a prova do principal teorema desta

seção, o Teorema 2.17. O resultado nos mostra que o grupo S introduz, de fato, simetrias

no problema, uma vez que os elementos de kerAdkL∗ são S−equivariantes. Como V é um

espaço vetorial real, tomamos L∗ = Lt, onde Lt é a transposta da matriz L.
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Lema 2.16. Seja p ∈
→k
PV , para k ≥ 2 fixado. Sejam L = dh(0) a parte linear do campo

de vetores h em (2.1) e o operador AdkLt como em (2.3). Então,

(i) AdkLtp(x) =
d

ds
e−sL

t

p(esL
t

x)|s=0;

(ii)
→k
PV (S) = kerAdkLt , onde

→k
PV (S) =

{
p ∈

→k
PV : p comuta com S

}
.

Demonstração:

(i) Como Lt comuta com a exponencial esL
t
, s ∈ R, temos

d

ds
e−sL

t

p(esL
t

x) = −Lte−sLtp(esLtx) + e−sL
t
(dp)(esL

t
x)LtesL

t
x

= e−sL
t (

(dp)(esL
t
x)LtesL

t
x− Ltp(esLtx)

)
= e−sL

t
AdkLtp(e

sLtx).

Quando s = 0, segue que

d

ds
e−sL

t

p(esL
t

x)|s=0 = AdkLtp(x).

(ii) Se p comuta com S, então p(esL
t
x) = esL

t
p(x), para todo s ∈ R, x ∈ V. Pelo item

(i),

AdkLtp(x) =
d

ds
e−sL

t

p(esL
t

x)|s=0 =
d

ds
p(x)|s=0 = 0,

para todo x ∈ V. Logo, p ∈ kerAdkLt . Reciprocamente, se AdkLtp ≡ 0, então, pela

demonstração do item (i), temos que e−sL
t
p(esL

t
x) é uma função constante em s.

Assim,

e−sL
t

p(esL
t

x) = e0p(e0x) = p(x),

ou seja, p(esL
t
x) = esL

t
p(x), para todo s ∈ R e x ∈ V. Logo, p comuta com R. Pela

Proposição 2.12 (ii) segue que p comuta com S = R. Portanto, p ∈
→k
PV (S).

O próximo teorema é devido a Elphick et al. [17]. Ele nos fornece uma posśıvel

escolha para o complementar Ck de (2.10).

Teorema 2.17 ([19], XVI Theorem 5.3). Seja S como em (2.14). Então para k ≥ 2,

→k
PV =

→k
PV (S)⊕ AdkL(

→k
PV ).
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Demonstração: Pelo lema anterior temos
→k
PV (S) = kerAdkLt . O resultado segue pelo

método do operador adjunto.

Portanto, o método de Elphick et al. nos permite usar ferramentas da teoria de

invariantes para se obter uma forma normal de um campo de vetores como em (2.11). Ele

consiste em determinarmos os geradores de grau k do módulo
→
PV (S) dos S−equivariantes

sobre o anel PV (S).

2.3 Formas normais equivariantes

O objetivo desta seção é apresentar um método algébrico (Teorema 2.20) para a ob-

tenção de formas normais para o sistema (2.1) impondo que h ∈
→
EV seja Γ−equivariante,

para um dado grupo de Lie compacto Γ. Neste contexto, o processo de encontrar uma

forma normal pode ser feito pelo método do operador adjunto, primeiro resolvendo uma

equação diferencial parcial e, então, impondo as simetrias do campo de vetores na forma

normal. Apresentamos aqui um método alternativo, que é a versão equivariante do Teo-

rema 2.17, com base no conhecimento da teoria de invariantes para Γ e S. Nossa aborda-

gem, na presente seção, baseia-se em [19].

Começamos com alguns resultados preliminares. Para tanto, consideramos o sistema

(2.1) com h ∈
→
EV (Γ) e h(0) = 0, onde Γ é um grupo de Lie compacto. Tomamos S

como em (2.14), onde L = dh(0) é a linearização de h na origem. Observamos que

L é Γ−equivariante. De fato, como h(γx) = γh(x), para todo γ ∈ Γ, x ∈ V, temos

dh(γx)γ = γdh(x). Em x = 0, dh(0)γ = γdh(0), ∀γ ∈ Γ. Logo,

Lγx = dh(0)γx = γdh(0)x = γLx, ∀γ ∈ Γ, x ∈ V,

ou seja, L ∈
→
EV (Γ).

As ações de Γ e de S em V comutam. De fato, como a ação de Γ comuta com L, ou

seja, Lγ = γL para todo γ ∈ Γ, temos Ltγt = γtLt. Agora, usamos que a ação de Γ em V

é ortogonal para obter Ltγ−1 = γ−1Lt, donde Ltγ = γLt, para todo γ ∈ Γ. Consequente-

mente, Γ comuta com R =
{
esL

t
, s ∈ R

}
e, portanto, com S = R (Proposição 2.12 (ii)).

Pela Proposição 1.38, temos definida uma ação % : (Γ× S)× V −→ V por

%
(

(γ, esL
t

), v
)

= γ(esL
t

v), (2.16)

para todo s ∈ R.
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Para os próximos resultados, definimos a aplicação linear

? : Γ×
→
PV −→

→
PV

(γ, g) 7→ γ ? g
(2.17)

por γ ? g(x) = γ−1g(γx), para todo γ ∈ Γ, x ∈ V.

Definição 2.18. Sejam Γ um grupo de Lie compacto e ? a aplicação dada em (2.17).

Definimos π :
→k
PV−→

→k
PV como

π(Y ) =

∫
Γ

γ ? Y dγ, (2.18)

onde

∫
Γ

é a integral de Haar normalizada em Γ.

A aplicação π comuta com S. De fato, dado s ∈ R,

esL
t
π(Y ) = esL

t

∫
Γ

γ ? Y dγ =

∫
Γ

esL
t

γ ? Y dγ

=

∫
Γ

esL
t

γ−1Y γdγ =

∫
Γ

γ−1esL
t

Y γdγ

=

∫
Γ

γ ? esL
t

Y dγ = π(esL
t

Y ),

a quarta igualdade seguindo pois Γ e S comutam. Pela Proposição 2.12 (ii), segue o

desejado.

Lema 2.19. Para cada k ≥ 2, π :
→k
PV −→

→k
PV (Γ) é uma projeção linear.

Demonstração: Pela linearidade da integral de Haar e da aplicação ? segue que π é

linear. Agora, notamos que

τ ? γ ? Y = (γτ) ? Y, (2.19)

para todo τ, γ ∈ Γ, Y ∈
→k
PV . De fato, se τ, γ ∈ Γ,

τ ? γ ? Y (x) = τ ? (γ−1Y (γx))

= τ−1(γ−1Y (γτx))

= (γτ)−1Y (γτx)

= (γτ) ? Y (x),
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para todo x ∈ V. Assim, para τ ∈ Γ temos

τ ? π(Y ) =

∫
Γ

τ ? γ ? Y dγ

=

∫
Γ

(γτ) ? Y dγ

=

∫
Γ

(γτ) ? Y d(γτ)

= π(Y ).

Dáı,

π(Y )(x) = τ ? π(Y )(x) = τ−1π(Y )(τx),

ou seja, π(Y ) (τ(x)) = τπ(Y )(x), para todo τ ∈ Γ, x ∈ V. Portanto, π(Y ) ∈
→k
PV (Γ).

Agora se Y ∈
→k
PV (Γ), então γ ? Y (x) = γ−1Y (γx) = γ−1γY (x) = Y (x), para todo

γ ∈ Γ, x ∈ V. Neste caso,

π(Y ) =

∫
Γ

γ ? Y dγ =

∫
Γ

Y dγ = Y

∫
Γ

dγ = Y. (2.20)

Portanto, π(Y ) = Y para todo Y ∈
→k
PV (Γ) = Im π, isto é, π é uma projeção.

Teorema 2.20. Sejam S como em (2.14) e Γ um grupo de Lie compacto agindo em V .

Então para k ≥ 2,
→k
PV (Γ) =

→k
PV (Γ× S)⊕ AdkL(

→k
PV (Γ)), (2.21)

onde a ação de Γ× S em V é dada em (2.16).

Demonstração: Começamos mostrando que

π|→k
PV (S)

:
→k
PV (S) −→

→k
PV (Γ× S)

é uma projeção. De fato, seja Y ∈
→k
PV (S) ⊂

→k
PV . Pelo Lema 2.19, π(Y ) ∈

→k
PV (Γ). Além

disso, Y (esL
t
x) = esL

t
Y (x), para todo s ∈ R, x ∈ V. Como π comuta com S temos

π(Y )(esL
t
x) = π(esL

t
Y )(x) = esL

t
π(Y )(x),

para todo s ∈ R, x ∈ V. Portanto, π(Y ) ∈
→k
PV (S). Assim, π(Y ) ∈

→k
PV (Γ) ∩

→k
PV (S), ou

seja, π(Y ) ∈
→k
PV (Γ× S), pela Proposição 1.39 (i). Além disso, se Y ∈

→k
PV (Γ× S), então
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Y ∈
→k
PV (Γ) e, por (2.20), π(Y ) = Y. Assim, π(Y ) = Y, para todo Y ∈

→k
PV (Γ × S) =

Im π|→k
PV (S)

, ou seja, π|→k
PV (S)

é uma projeção. Agora, aplicamos π em

→k
PV =

→k
PV (S)⊕ AdkL(

→k
PV )

para obter
→k
PV (Γ) = π(

→k
PV (S)) + π(AdkL(

→k
PV ))

=
→k
PV (Γ× S) + π(AdkL(

→k
PV )).

(2.22)

Para Y ∈
→k
PV e γ ∈ Γ, temos d(γ ? Y )(x) = γ−1(dY )(γx)γ. Segue que

γ ? AdkLY (x) = γ−1AdkLY (γx)

= γ−1 ((dY )(γx)Lγx− LY (γx))

= γ−1(dY )(γx)Lγx− γ−1LY (γx)

= γ−1(dY )(γx)γLx− Lγ−1Y (γx)

= d(γ ? Y )(x)Lx− Lγ ? Y (x)

= AdkL(γ ? Y )(x),

para todo γ ∈ Γ, x ∈ V. Assim,

π(AdkLY ) =

∫
Γ

γ ? AdkLY dγ =

∫
Γ

AdkL(γ ? Y )dγ = AdkL

∫
Γ

γ ? Y dγ = AdkL(π(Y )),

para todo Y ∈
→k
PV , onde a terceira igualdade segue da linearidade do operador AdkL, k ≥ 2.

Logo, π(AdkL(
→k
PV )) = AdkL(π(

→k
PV )) = AdkL(

→k
PV (Γ)). Portanto, (2.22) torna-se

→k
PV (Γ) =

→k
PV (Γ× S) + AdkL(

→k
PV (Γ)). (2.23)

Como
→k
PV (Γ×S) =

→k
PV (Γ) ∩

→k
PV (S) e

→k
PV (S)∩AdkL (

→k
PV ) = {0}, pelo Teorema 2.17,

segue que a soma em (2.23) é direta.

Com base no teorema anterior, podemos agora obter uma forma normal de (2.1)

para h ∈
→
EV (Γ) que preserva as simetrias de h. Para cada k fixado, k ≥ 2, consideramos

a mudança de coordenadas próxima à identidade x = ξ(y), com ξ(y) dado em (2.7).

Queremos que após tais mudanças de coordenadas, o novo sistema preserve as simetrias

do sistema original (2.1), ou seja, se h em (2.1) é Γ−equivariante, então q em (2.8) também

é. Para isto, precisamos que ξk em (2.7) seja Γ−equivariante, ou seja, ξk ∈
→k
PV (Γ). De

fato, se

ξk(γy) = γξk(y), ∀γ ∈ Γ, y ∈ V,
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então, pela regra da cadeia,

dξk(γy)γ = γdξk(y), ∀γ ∈ Γ, y ∈ V.

Além disso, de (2.7) ξ(γy) = γξ(y), donde

dξ(γy)γ = γdξ(y), ∀γ ∈ Γ, y ∈ V.

De (2.8),

q(γy) = (dξ(γy))−1h(ξ(γy)) = γdξ(y)−1γ−1h(γξ(y))

= γdξ(y)−1γ−1γh(ξ(y)) = γdξ(y)−1h(ξ(y)) = γq(y),

como desejado. Portanto, podemos assumir que ξk ∈
→k
PV (Γ). Neste caso, AdkLξ

k como em

(2.3) também é Γ−equivariante. De fato, para todo γ ∈ Γ, y ∈ V,

AdkLξ
k(γy) = (dξk)(γy)Lγy − Lξk(γy)

= (dξk)(γy)γLy − Lγξk(y)

= γdξk(y)Ly − γLξk(y)

= γ
(
dξk(y)Ly − Lξk(y)

)
= γAdkLξ

k(y),

a penúltima igualdade seguindo da linearidade da ação de Γ em V. Deste modo,

AdkL|→kPV (Γ)
⊂
→k
PV (Γ) e consideramos AdkL restrito às aplicações Γ−equivariantes de grau k.

Como na prova do Teorema 2.7, quando h ∈
→
EV (Γ), podemos eliminar qualquer

termo em

Lx+ h2(x) + h3(x) + . . .+ hr(x) + . . .

que esteja em AdkL(
→k
PV (Γ)), com 2 ≤ k ≤ r, ou seja, gk em (2.11) pertence ao subespaço

complementar de AdkL(
→k
PV (Γ)). Por (2.21), gk ∈

→k
PV (S×Γ). Está provado, assim, o seguinte

resultado:

Teorema 2.21. Seja Γ um grupo de Lie compacto agindo em V e consideramos h ∈
→
EV (Γ),

com h(0) = 0 e L = dh(0). Seja S definido como em (2.14). Então a forma normal de

ẋ = h(x), x ∈ V, é dada por

ẋ = Lx+ g2(x) + g3(x) + . . . ,
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onde para cada k ≥ 2, gk ∈
→k
PV (S× Γ).

Portanto, para encontrarmos a forma normal de um campo de vetores Γ−equivariante,

basta calcularmos os geradores para o módulo
→
PV (S× Γ) sobre o anel PV (Γ× S).

2.4 Formas normais reverśıveis equivariantes

De modo análogo ao que fizemos na seção anterior, nesta seção apresentamos um

método algébrico (Teorema 2.28) para a obtenção de uma forma normal para (2.1) im-

pondo agora que o campo de vetores seja Γ−reverśıvel-equivariante, para um grupo de Lie

compacto Γ. Como no caso equivariante, neste contexto o processo de encontrar formas

normais pode ser feito pelo método do operador adjunto, resolvendo primeiro uma equação

diferencial parcial, e depois impondo as simetrias e antissimetrias na forma normal. O

método desenvolvido aqui fornece uma alternativa a este processo, levando novamente em

consideração a teoria de invariantes para Γ e S. A ideia é reconhecer o subespaço com-

plementar para AdkL(
→k
PV (Γ)) no espaço

→k
QV (Γ) dos Γ−reverśıveis-equivariantes de grau k

como
→k
QV (S o Γ), onde o denota o produto semidireto de S e Γ.

No decorrer desta seção, Γ é um grupo de Lie compacto e σ : Γ −→ Z2 é um

epimorfismo, com Γ+ = kerσ. Consideramos o sistema (2.1), com h ∈
→
QV (Γ) e h(0) = 0.

Observamos que como h é Γ−reverśıvel-equivariante, L = dh(0) também é. De fato, se

h(γx) = σ(γ)γh(x), então

dh(γx)γ = σ(γ)γdh(x), ∀γ ∈ Γ, x ∈ V.

Logo, dh(0)γx = σ(γ)γdh(0)x, para todo γ ∈ Γ, x ∈ V como desejado.

Começamos com alguns resultados preliminares:

Lema 2.22. Para cada k ≥ 2, o operador AdkL, definido em (2.3), permuta as parcelas da

decomposição em soma direta

→
P
k

V (Γ+) =
→
P
k

V (Γ)⊕
→
Q
k

V (Γ).

Demonstração: Seja g ∈
→k
PV (Γ). Assim, dg(γx)γ = γdg(x), para todo γ ∈ Γ, x ∈ V.
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Como L = dh(0) é Γ−reverśıvel-equivariante, temos

AdkLg(γx) = dg(γx)L(γx)− Lg(γx)

= γdg(x)γ−1σ(γ)γLx− Lγg(x)

= σ(γ)γ (dg(x)Lx− Lg(x))

= σ(γ)γAdkLg(x),

para todo γ ∈ Γ, x ∈ V. Logo, AdkLg ∈
→
Q
k

V (Γ).

Agora, se p ∈
→
Q
k

V (Γ), dp(γx)γ = σ(γ)γdp(x), para todo γ ∈ Γ, x ∈ V. Como L é

Γ−reverśıvel-equivariante,

Lp(γx) = σ(γ)Lγp(x) = σ(γ)2γLp(x) = γLp(x),

uma vez que σ2(γ) = 1, para todo γ ∈ Γ. Desta forma,

AdkLp(γx) = dp(γx)L(γx)− Lp(γx)

= σ(γ)γdp(x)γ−1σ(γ)γLx− γLp(x)

= γ (dp(x)Lx− Lp(x))

= γAdkLp(x),

para todo γ ∈ Γ, x ∈ V. Logo, AdkLp ∈
→k
P V (Γ), concluindo a prova.

Lembramos que Γ− = Γ\Γ+ denota o conjunto de antissimetrias de Γ. Além disso,

Γ− = δΓ+, para algum δ ∈ Γ− fixado (porém arbitrário).

Lema 2.23. Sejam
→
R e

→
S os operadores de Reynolds definidos em (1.10) e (1.11), respec-

tivamente, e seja AdkL o operador definido em (2.3). Para todo p ∈
→k
P V (Γ+), com k ≥ 2,

temos
→
S
(
AdkL(p)

)
= AdkL

(→
R (p)

)
.

Demonstração: Seja ? a aplicação definida em (2.17). Para todo p ∈
→k
PV , γ ∈ Γ e x ∈ V,

temos d(γ ? p)(x) = γ−1dp(γx)γ. Como L é Γ−reverśıvel-equivariante,
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AdkL(γ ? p)(x) = d(γ ? p)(x)Lx− L(γ ? p)(x)

= γ−1dp(γx)γLx− Lγ−1p(γx)

= γ−1dp(γx)γLx− σ(γ−1)γ−1Lp(γx)

= σ(γ)2γ−1dp(γx)γLx− σ(γ)γ−1Lp(γx)

= σ(γ)γ−1 (dp(γx)σ(γ)γLx− Lp(γx))

= σ(γ)γ−1 (dp(γx)L(γx)− Lp(γx))

= σ(γ)γ ? AdkLp(x),

para todo γ ∈ Γ, x ∈ V. Assim, para δ ∈ Γ− fixado e p ∈
→k
PV (Γ+) temos

→
S (AdkLp)(x) =

1

2

(
AdkLp(x)− δ−1AdkLp(δx)

)
=

1

2

(
AdkLp− δ ? AdkLp

)
(x)

=
1

2

(
AdkLp+ σ(δ)δ ? AdkLp

)
(x) =

1

2

(
AdkLp+ AdkL(δ ? p)

)
(x)

= AdkL

(
1

2
(p(x) + δ−1p(δx))

)
= AdkL

(→
R (p)

)
(x),

para todo x ∈ V.

Precisamos agora garantir que temos uma ação bem definida de S o Γ em V. Con-

sideramos o produto semidireto S o Γ dos grupos S e Γ induzido pelo homomorfismo

µ : Γ −→ Aut(S) de (1.18) definido por

µ(γ)(esL
t

) = eσ(γ)sLt .

Para cada γ ∈ Γ, a aplicação µ(γ) : S −→ S é claramente um automorfismo. De fato, se

γ ∈ Γ+ então µ(γ) ≡ Id e se γ ∈ Γ− então µ(γ)(esL
t
) = (esL

t
)−1,∀s ∈ R. Além disso, µ é

um homomorfismo de grupos, pois dados γ1, γ2 ∈ Γ e s ∈ R, temos

µ(γ1γ2)(esL
t
) = eσ(γ1γ2)sLt = eσ(γ1)σ(γ2)sLt

= µ(γ1)(eσ(γ2)sLt)

= µ(γ1)(µ(γ2)(esL
t
))

= µ(γ1) ◦ µ(γ2)(esL
t
).

Pela Proposição (1.38), µ define uma ação de S o Γ em V dada por

S o Γ × V −→ V

((esL
t
, γ) , x) 7→ esL

t
(γx)

.
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De fato, como L é Γ−reverśıvel-equivariante e γt = γ−1, Ltγ = σ(γ)γLt, para todo γ ∈ Γ.

Assim,

µ(γ)(esL
t

) = eσ(γ)sLt = eγsL
tγ−1

= γesL
t

γ−1,

para todo γ ∈ Γ. Portanto, µ(γ) é uma conjugação, como desejado. Neste caso, a ação de

S o Γ em V fica como

(esL
t

, γ)x = esL
t

(γx) = γeσ(γ)sLtx,

para todo γ ∈ Γ, x ∈ V.

Definição 2.24. Consideramos a aplicação ? definida em (2.17) e fixamos δ ∈ Γ−. De-

finimos a aplicação π :
→
PV−→

→
PV como

π(p) =
1

2

(∫
Γ+

τ ? p dτ −
∫

Γ+

(δτ) ? p dτ

)
, (2.24)

onde

∫
Γ+

é a integral de Haar normalizada em Γ+.

Observamos que a aplicação π é uma extensão do operador
→
S . De fato, mostramos

que π| →
PV (Γ+)

=
→
S . Seja p ∈

→
PV (Γ+). Se τ ∈ Γ+ temos δτ =

∼
τ δ, para algum

∼
τ∈ Γ+, pois

Γ+ é normal em Γ. Neste caso, para todo x ∈ V ,

τ ? p(x) = τ−1p(τx) = τ−1τp(x) = p(x) e

(δτ) ? p(x) = (δτ)−1p(δτx) = (δτ)−1p(
∼
τ δx) = (δτ)−1 ∼τ p(δx) = δ−1p(δx) = δ ? p(x).

Logo,

π(p) =
1

2

(∫
Γ+

τ ? p dτ −
∫

Γ+

(δτ) ? p dτ

)
=

1

2

(∫
Γ+

p dτ −
∫

Γ+

δ ? p dτ

)
=

1

2
(p− δ ? p)

∫
Γ+

dτ =
→
S(p),

visto que

∫
Γ+

é uma integral normalizada. Além disso, π e
→
S tem a mesma imagem, como

mostra o seguinte resultado:

Lema 2.25. A aplicação π :
→k
PV −→

→k
QV (Γ) é uma projeção linear.

Demonstração: Seja δ ∈ Γ− fixado. Pela linearidade da integral de Haar e da aplicação

? segue que π é linear. Além disso, se p tem grau k então π(p) também tem grau k.
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Vamos mostrar que π(p) ∈
→k
QV (Γ), ou seja, π(p)(γx) = σ(γ)γπ(p)(x), para todo p ∈

→k
PV ,

γ ∈ Γ, x ∈ V.
Primeiro, lembramos da demonstração do Lema 2.19 que τ ? (γ ? p) = (γτ) ? p, para

todo p ∈
→k
PV , γ, τ ∈ Γ. Assim,

σ(γ)γ ? π(p) = σ(γ)γ ?

(
1

2

(∫
Γ+

τ ? p dτ −
∫

Γ+

(δτ) ? p dτ

))
= σ(γ)

1

2

(∫
Γ+

γ ? τ ? p dτ −
∫

Γ+

γ ? (δτ) ? p dτ

)
= σ(γ)

1

2

(∫
Γ+

(τγ) ? p dτ −
∫

Γ+

(δτγ) ? p dτ

)
.

Se γ ∈ Γ+, então pela invariância da integral de Haar temos

σ(γ)γ ? π(p) =
1

2

(∫
Γ+

(τγ) ? p dτ −
∫

Γ+

(δτγ) ? p dτ

)
=

1

2

(∫
Γ+

τ ? p dτ −
∫

Γ+

(δτ) ? p dτ

)
= π(p).

Se γ ∈ Γ− = δΓ+, então γ = δλ, para algum λ ∈ Γ+. Além disso, para cada τ ∈ Γ+, τδ =

δ
∼
τ , para algum

∼
τ ∈ Γ+. Agora, usando novamente a invariância da integral de Haar segue

que

σ(γ)γ ? π(p) = −1

2

(∫
Γ+

(τδλ) ? p dτ −
∫

Γ+

(δτδλ) ? p dτ

)
=

1

2

(
−
∫

Γ+

(δ
∼
τ λ) ? p d

∼
τ +

∫
Γ+

(δ2 ∼τ λ) ? p d
∼
τ

)
=

1

2

(∫
Γ+

(
∼
τ λ) ? p d

∼
τ −

∫
Γ+

(δ
∼
τ λ) ? p d

∼
τ

)
=

1

2

(∫
Γ+

∼
τ ?p d

∼
τ −

∫
Γ+

(δ
∼
τ ) ? p d

∼
τ

)
= π(p),

onde na terceira igualdade usamos que δ2 ∈ Γ+. Desta forma, π(p) = σ(γ)γ ? π(p)(x),

para todo γ ∈ Γ. Logo,

π(p)(x) = σ(γ)(γ−1π(p)(γx)),

de onde σ(γ)γπ(p)(x) = π(p)(γx), para todo γ ∈ Γ, x ∈ V, p ∈
→k
PV , como queŕıamos.

Mostramos assim que π(
→k
PV ) ⊆

→k
QV (Γ).
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Agora tomamos p ∈
→k
QV (Γ). Então para τ ∈ Γ+ valem

τ ? p(x) = τ−1p(τx) = σ(τ)τ−1τp(x) = p(x) e

(δτ) ? p(x) = (δτ)−1p(δτx) = σ(δτ)(δτ)−1(δτ)p(x) = −p(x),

para todo x ∈ V. Assim,

π(p) =
1

2

(∫
Γ+

τ ? p dτ −
∫

Γ+

(δτ) ? p dτ

)
=

1

2

(∫
Γ+

p dτ +

∫
Γ+

p dτ

)
= p

∫
Γ+

dτ = p.

Logo, p ∈ π (
→k
PV ) , ou seja, π (

→k
PV ) =

→k
QV (Γ). Além disso, π|→k

QV (Γ)
= Id. Portanto, π é

uma projeção.

Lema 2.26. A projeção π definida em (2.24) satisfaz

π(
→k
PV (S)) =

→k
QV (S o Γ).

Demonstração: Seja g ∈
→k
QV (S o Γ). Então, g ∈

→k
PV (S) ∩

→k
QV (Γ), pela Proposição 1.39

(iii). Pelo Lema 2.25, temos g = π(g) ∈ π (
→k
PV (S) ) . Logo,

→
QV (S o Γ) ⊆ π (

→
PV (S) ) .

Por outro lado, seja p ∈
→k
PV (S). Queremos mostrar que π(p) ∈

→k
QV (S o Γ), ou seja,

π(p)(esL
t
(γx)) = σ(γ)esL

t
γπ(p)(x), para todo γ ∈ Γ, x ∈ V. Para isto, mostramos que

para todo p ∈
→
PV (S), γ ∈ Γ e s ∈ R vale

π(p) = σ(γ)esL
t

γ ? π(p) = σ(γ)
(
γeσ(γ)sLt

)
? π(p), (2.25)

onde ? é a aplicação definida em (2.17). Como γesL
t

= eσ(γ)sLtγ, para todo γ ∈ Γ, temos

que

γesL
t

= esL
t

γ,

para γ ∈ Γ+ e

γesL
t

= e−sL
t

γ,
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para γ ∈ Γ−. Assim, se p ∈
→k
PV (S), τ ∈ Γ+ e s ∈ R, temos

(τesL
t
) ? p(x) = (τesL

t
)−1p(τesL

t
x) = (esL

t
τ)−1p(esL

t
τx)

= τ−1e−sL
t
esL

t
p(τx) = τ−1p(τx)

= τ ? p(x).

Analogamente, temos (δτesL
t
) ? p(x) = (δτ) ? p(x), para todo τ ∈ Γ+. Ainda de (2.19),

temos que

(γeσ(γ)sLt) ? τ ? f = (τγeσ(γ)sLt) ? f,

para todo f ∈
→
PV , τ, γ ∈ Γ. Deste modo, dado γ ∈ Γ, temos

σ(γ)
(
γeσ(γ)sLt

)
? π(p) = σ(γ)

(
γeσ(γ)sLt

)
?

(
1

2

(∫
Γ+

τ ? p dτ −
∫

Γ+

(δτ) ? p dτ

))
=

1

2
σ(γ)

(∫
Γ+

(τγeσ(γ)sLt) ? p dτ −
∫

Γ+

(δτγeσ(γ)sLt) ? p dτ

)
.

Se γ ∈ Γ+, então

σ(γ)
(
γeσ(γ)sLt

)
? π(p) =

1

2

(∫
Γ+

(τγesL
t

) ? p dτ −
∫

Γ+

(δτγesL
t

) ? p dτ

)
=

1

2

(∫
Γ+

(τesL
t

) ? p dτ −
∫

Γ+

(δτesL
t

) ? p dτ

)
=

1

2

(∫
Γ+

τ ? p dτ −
∫

Γ+

(δτ) ? p dτ

)
= π(p),

onde a segunda igualdade segue da invariância de

∫
Γ+

. Caso contrário, γ ∈ Γ− = δΓ+.

Logo, existe λ ∈ Γ+ tal que γ = δλ. Além disso, para cada τ ∈ Γ+ existe α ∈ Γ+ tal que

τδ = δα. Assim,
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σ(γ)
(
γeσ(γ)sLt

)
? π(p) = −1

2

(∫
Γ+

τγe−sL
t

? p dτ −
∫

Γ+

(
δτγe−sL

t
)
? p dτ

)
= −1

2

(∫
Γ+

(τδλe−sL
t

) ? p dτ −
∫

Γ+

(δτδλe−sL
t

) ? p dτ

)
= −1

2

(∫
Γ+

(δαλe−sL
t

) ? p dα−
∫

Γ+

(δ2αλe−sL
t

) ? p dα

)
=

1

2

(∫
Γ+

(δ2αλe−sL
t

) ? p dα−
∫

Γ+

(δαλe−sL
t

) ? p dα

)
.

Como δ2αλ, αλ ∈ Γ+, temos

σ(γ)(γeσ(γ)sLt)π(p) =
1

2

(∫
Γ+

(δ2αλ) ? p dα−
∫

Γ+

(δαλ) ? p dα

)
=

1

2

(∫
Γ+

α ? p dα−
∫

Γ+

(δα) ? p dα

)
= π(p),

onde na segunda igualdade usamos a invariância à direita e à esquerda de

∫
Γ+

. Logo, a

igualdade (2.25) é satisfeita, ou seja, π(p) ∈
→k
QV (S o Γ). Portanto,

π(
→k
P V (S)) =

→k
QV (S o Γ).

Lema 2.27. A projeção π definida em (2.24) satisfaz

π(AdkL(
→k
PV )) = AdkL(

→k
PV (Γ)).

Demonstração: Segue diretamente da linearidade de AdkL, k ≥ 2, que∫
Γ

AdkL(γ ? p) dγ = AdkL

∫
Γ

γ ? p dγ.

Consideramos p ∈
→k
PV e lembramos da demonstração do Lema 2.23 que σ(γ)γ ?AdkLp(x) =

AdkL(γ ? p)(x), ou seja,

γ ? AdkLp = σ(γ)AdkL(γ ? p),
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para todo γ ∈ Γ, p ∈
→k
PV . Assim,

π
(
AdkLp

)
=

1

2

(∫
Γ+

γ ? AdkLp dγ −
∫

Γ+

(δγ) ? AdkLp dγ

)
=

1

2

(∫
Γ+

σ(γ)AdkL(γ ? p) dγ −
∫

Γ+

σ(δγ)AdkL(δγ ? p) dγ

)
=

1

2

(∫
Γ+

AdkL(γ ? p) dγ +

∫
Γ+

AdkL(δγ ? p) dγ

)

= AdkL

(
1

2

(∫
Γ+

γ ? p dγ +

∫
Γ+

(δγ) ? p dγ

))
= AdkL

(∫
Γ

γ ? p dγ

)
,

onde a última igualdade segue do Teorema 1.11. Do Lema 2.19,

∫
Γ

γ ? p dγ ∈
→k
PV (Γ), ou

seja, π(AdkL(
→k
PV )) ⊂ AdkL(

→k
PV (Γ)).

Ainda do Lema 2.19, se q ∈
→k
PV (Γ), então q =

∫
Γ

γ ? q dγ. Logo,

AdkLq = AdkL

(∫
Γ

γ ? q dγ

)
= π

(
AdkLq

)
,

donde AdkL (
→k
PV (Γ) ) ⊆ π ( AdkL (

→k
PV ) ) .

Com isto temos a versão reverśıvel equivariante do Teorema 2.17:

Teorema 2.28. Sejam S como em (2.14) e Γ um grupo de Lie compacto agindo em V.

Para cada k ≥ 2, temos

→k
QV (Γ) =

→k
QV (S o Γ)⊕ AdkL(

→k
PV (Γ)). (2.26)

Demonstração: Aplicando a projeção π em ambos os lados de

→k
PV =

→k
PV (S)⊕ AdkL (

→k
PV )

e usando os Lemas 2.25, 2.26 e 2.27, temos

→k
QV (Γ) =

→k
QV (S o Γ) + AdkL (

→k
PV (Γ) ) .
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Como
→k
QV (So Γ) =

→k
PV (S) ∩

→k
QV (Γ) e

→k
PV (S)∩AdkL (

→k
PV ) = {0}, temos que a soma

acima é direta.

Como consequência direta do teorema anterior, obtemos o principal resultado deste

trabalho, que exibe uma maneira de encontrar formas normais reverśıveis equivariantes,

usando a teoria de invariantes para S o Γ. O resultado é como segue:

Teorema 2.29. Seja Γ um grupo de Lie compacto agindo em V e consideramos h ∈
→
FV (Γ),

com h(0) = 0 e L = dh(0). Seja S definido como em (2.14). Então a forma normal de

ẋ = h(x), x ∈ V é dada por

ẋ = Lx+ g2(x) + g3(x) + . . . ,

onde para cada k ≥ 2, gk ∈
→k
QV (S o Γ).

Demonstração: Para cada k fixado, k ≥ 2, consideramos a mudança de coordenadas

próxima à identidade x = ξ(y), com ξ(y) dado em (2.7). Queremos que após tais mu-

danças de coordenadas, o novo sistema preserve as simetrias e as antissimetrias do sistema

original, ou seja, se h é Γ−reverśıvel-equivariante, então q em (2.8) também é. Para isto,

ξk em (2.7) deve ser Γ−equivariante, ou seja, ξk ∈
→k
PV (Γ). Neste caso, AdkLξ

k como em

(2.3) é Γ−reverśıvel-equivariante. Deste modo, AdkL|→kPV (Γ)
⊂
→k
QV (Γ) e consideramos AdkL

restrito às aplicações Γ−equivariantes de grau k.

Como na prova do Teorema 2.7, quando h ∈
→
FV (Γ), podemos eliminar qualquer

termo em

Lx+ h2(x) + h3(x) + . . .+ hr(x) + . . .

que esteja em AdkL(
→k
PV (Γ)), com k = 2, . . . , r, ou seja, gk em (2.11) pertence ao subespaço

complementar de AdkL(
→k
PV (Γ)). Por (2.26), gk ∈

→k
QV (S o Γ).

Portanto, para encontrarmos uma forma normal para o sistema (2.1) sob a ação de

um grupo de simetrias e antissimetrias Γ, basta encontrarmos geradores para o módulo
→
QV (SoΓ) sobre o anel PV (SoΓ). Para isto, usamos os métodos algébricos apresentados

na Subseção 1.4.1 (Algoritmo 1.36) para o cálculo de geradores reverśıveis equivariantes.

Como já mencionamos na Introdução, quando o grupo S não é compacto, o Algoritmo 1.36

ainda pode ser aplicado, desde que o anel de invariantes PV (S) e o módulo de equivariantes
→
PV (S) sejam finitamente gerados.
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O próximo caṕıtulo explora alguns exemplos usando o Teorema 2.29, onde a linea-

rização L do campo de vetores tem autovalores puramente imaginários.
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Caṕıtulo

3

Formas normais

Z2 × Z2−reverśıveis-equivariantes

Neste caṕıtulo, aplicamos o método algébrico desenvolvido na Seção 2.4 a fim de

obter formas normais de campos de vetores Γ−reverśıveis-equivariantes. O nosso interesse

é em campos de vetores cuja linearização na origem tenha uma parte nilpotente e uma

parte diagonal com n pares distintos de autovalores puramente imaginários ±iωj,

1 ≤ j ≤ n. Esta classe de campos aparece com frequência na literatura, em particular na

teoria de sistemas dinâmicos.

Em [24], os autores usam o método do operador adjunto para encontrar formas

normais para o estudo de ocorrências de famı́lias de órbitas periódicas de duas classes de

sistemas reverśıveis, sendo uma ressonante e outra não. Para o caso ressonante, a forma

normal é truncada em um baixo grau, pois os cálculos ficam cada vez mais complicados

conforme este grau aumenta. Aqui, através do método exposto na Seção 2.4, fornecemos

de maneira direta a forma normal que aparece em [24] para qualquer grau que se deseje

truncar a série de potências do campo de vetores. Lembramos que estamos confundindo

L com sua matriz.

Nosso objetivo, então, é deduzir formas normais para sistemas do tipo

ẋ = h(x) (3.1)

com h : (R2n+2, 0) −→ R2n+2, h ∈ C∞, h(0) = 0, cuja linearização L = dh(0) na origem

tem a forma matricial
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0 1

0 0

0 ω1

−ω1 0
. . .

0 ωn

−ωn 0


, (3.2)

para certos valores reais ω1, . . . , ωn maiores que zero tais que ω2
i 6= ω2

j para i 6= j em

{1, . . . , n}. Assumimos que h em (3.1) seja Γ−reverśıvel-equivariante, onde Γ é um grupo

de Lie compacto gerado por duas antissimetrias que são involuções lineares e que tornam

Γ um grupo abeliano. Por este motivo, na Seção 3.1 investigamos quais são os posśıveis

pares de involuções que anticomutam com L como em (3.2).

Na Seção 3.2, desenvolvemos um algoritmo para calcular um conjunto de geradores

para o módulo dos reverśıveis equivariantes sob a ação de SoZ2 ×Z2, onde S é definido

em (2.14). Finalmente, na Seção 3.3 aplicamos o método desenvolvido na Seção 2.4,

objetivando encontrar formas normais do sistema (3.1) para diferentes possibilidades de

pares de involuções estabelecidas na Seção 3.1.

3.1 Classificação de involuções

Nesta seção, classificamos os pares de involuções que anticomutam com a matriz L

em (3.2). Nossa abordagem é breve e para maiores detalhes nos referimos a [25].

Definição 3.1. Uma involução é um germe de difeomorfismo ϕ : (Rn, 0) −→ (Rn, 0) que

satisfaz ϕ ◦ ϕ = Id. Dois pares de involuções (ϕ1, ϕ2) e (ϕ1, ϕ2) em Rn são equivalentes

se existe um germe de difeomorfismo H : (Rn, 0) −→ Rn tal que ϕi = H ◦ ϕi ◦H−1, para

i = 1, 2.

Queremos encontrar as posśıveis involuções ϕ de R2n+2 tais que

ϕL = −Lϕ, (3.3)

com L definida em (3.2). Cálculos diretos nos levam à forma matricial de ϕ como
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ϕ =


ϕ0 0

. . .

0 ϕn

 , (3.4)

onde

ϕ0 =

(
a0 0

0 −a0

)
e ϕi =

(
ai bi

bi −ai

)
, (3.5)

com a2
0 = 1 e a2

i + b2
i = 1 para 1 ≤ i ≤ n.

Agora, consideramos φ e ψ involuções lineares distintas que comutam e que sa-

tisfaçam (3.3). Denotamos por Zφ2 e Zψ2 os grupos gerados por φ e ψ, respectivamente.

Por [24, Teorema 6.2] segue que, a menos de equivalência, existem 2n pares de involuções

(φ, ψ) nas condições acima, a saber:

φ =



1

−1 0
. . .

0 1

−1


e ψ =



a0

−a0 0
. . .

0 an

−an


, (3.6)

com ai = ±1 para todo 0 ≤ i ≤ n. Podemos ver que φ e ψ geram o grupo Zφ2×Z
ψ
2 .

Quando ai = 1 para todo i, temos φ = ψ. Neste caso, as formas normais determina-

das na Seção 3.3 correspondem às formas normais Zφ2−reverśıveis-equivariantes.

3.2 Algoritmo

Na presente seção, desenvolvemos um algoritmo simbólico para calcular um conjunto

de geradores para o módulo
→
QV (SoΓ) dos reverśıveis equivariantes, quando Γ = Zφ2× Zψ2 ,

onde φ e ψ são involuções lineares em V que comutam e S é como em (2.14). Lembramos

que V é um espaço vetorial real de dimensão finita.

Pelo Algoritmo 1.36, é posśıvel determinar geradores para o módulo
→
QV (S o Γ)

sobre PV (S o Γ), uma vez conhecida uma base de Hilbert para o anel PV ((S o Γ)+) e

fixando uma antissimetria δ ∈ (So Γ)−. O que mostramos aqui é que este processo pode

ser simplificado ainda mais quando o grupo Γ é gerado por um par de involuções que

comutam.

Consideramos a ação de Zφ2 × Zψ2 dada em (1.19). Suponhamos que φ e ψ são an-
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tissimetrias, ou seja, existem epimorfismos σ1 : Zφ2−→ Z2 e σ2 : Zψ2−→ Z2 tais que

σ1(φ) = σ2(ψ) = −1. Consideramos o epimorfismo

σ : Zφ2 × Zψ2 −→ Z2 (3.7)

como em (1.21). Neste caso, o grupo de simetrias de Γ é Γ+ = Zφψ2 . Nestas condições,

temos:

Lema 3.2. O operador linear T :
→
QV (Zφ2) −→

→
QV (Zφ2×Z

ψ
2 ), definido como

T (G)(x) =
1

2
(G(x)− ψG(ψx)), (3.8)

é uma projeção. Além disso, T é um homomorfismo de PV (Zφ2×Z
ψ
2 )−módulos.

Demonstração: Seja G ∈
→
QV (Zφ2). Então G(φx) = −φG(x). Assim, para todo x ∈ V ,

T (G)(φx) =
1

2
(G(φx)− ψG(ψφx)) e

=
1

2
(−φG(x) + φψG(ψx))

= −φ(
1

2
(G(x)− ψG(ψx)))

= −φT (G)(x).

T (G)(ψx) =
1

2
(G(ψx)− ψG(ψ2x))

=
1

2
(G(ψx)− ψG(x))

= −ψ(
1

2
(G(x)− ψG(ψx)))

= −ψT (G)(x).

Logo, T (G) ∈
→
QV (Zφ2 )∩

→
QV (Zψ2 ) =

→
QV (Zφ2×Z

ψ
2 ) , pela Observação 1.40. Agora, seja

G ∈
→
QV (Zφ2×Z

ψ
2 ) . Em particular, G ∈

→
QV (Zψ2 ) e temos

G(x) = G(ψ2x) =
1

2

(
G(ψ2x) +G(ψ2x)

)
=

1

2
(G(x)− ψG(ψx)) = T (G)(x),

para todo x ∈ V . Logo, G ∈ Im T. Portanto, Im T =
→
QV (Zφ2 × Zψ2 ) e T |ImT = Id.

Assim, T :
→
QV (Zφ2)−→

→
QV (Zφ2 × Zψ2 ) é uma projeção. Por fim, sejam f ∈ PV (Zφ2×Z

ψ
2 ) e

G ∈
→
QV (Zφ2). Assim,

T (fG)(x) =
1

2
(fG(x)− ψfG(ψx))

=
1

2
(f(x)G(x)− ψf(ψx)G(ψx))
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=
1

2
(f(x)G(x)− ψf(x)G(ψx))

=
1

2
f(x) (G(x)− ψG(ψx)) = fT (G)(x),

para todo x ∈ V. A prova de que T (G + H) = T (G) + T (H), para todo G,H ∈
→
QV (Zφ2)

segue diretamente de (3.8), uma vez que a ação de ψ em V é linear.

Consideramos agora o homomorfismo
∼
σ: Zφ2×Z

ψ
2−→ Z2 como em (1.20). Neste caso,

obtemos um novo grupo Γ+, denotado aqui por
∼
Γ+, dado por

∼
Γ+= ker

∼
σ = Zφ2 . Toda a

teoria desenvolvida na Subseção 1.4.1 se aplica também para o homomorfismo
∼
σ e para

∼
Γ+= Zφ2 . Consideramos então o operador

∼
S: PV (Z2

φ) −→ PV (Z2
φ) (3.9)

definido em (1.11), com δ ∈ Γ\
∼
Γ+, ou seja, δ = ψ ou δ = φψ. Pela Proposição 1.28 (ii),

ker
∼
S = PV (Zφ2×Z

ψ
2 ), Im

∼
S = QV (Zφ2×Z

ψ
2 ) e vale a decomposição

PV (Zφ2) = PV (Zφ2×Z
ψ
2 )⊕ QV (Zφ2×Z

ψ
2 )

como uma soma direta de PV (Zφ2×Z
ψ
2 )−módulos. Considerando {u1, . . . , us} uma base

de Hilbert para PV (Zφ2), o Teorema 1.30 nos diz que{∼
S (u1), . . . ,

∼
S (us)

}
gera o módulo QV (Zφ2×Z

ψ
2 ) sobre o anel PV (Zφ2×Z

ψ
2 ) e o Corolário 1.32 garante que{∼

S (u0) ≡ 1,
∼
S (u1), . . . ,

∼
S (us)

}
gera o módulo PV (Zφ2) sobre o anel PV (Zφ2×Z

ψ
2 ).

Lema 3.3. Sejam {u1, . . . , us} uma base de Hilbert para PV (Zφ2) e {L0, . . . , Lr} um con-

junto de geradores para o módulo
→
QV (Zφ2) sobre o anel PV (Zφ2). Tomamos

∼
S (u0) ≡ 1,

então {∼
S (ui)Lj, i = 0, . . . , s e j = 0, . . . , r

}
é um conjunto de geradores para o módulo

→
QV (Zφ2) sobre o anel PV (Zφ2×Z

ψ
2 ).

Demonstração: Seja G ∈
→
QV (Zφ2). Assim existem pj ∈ PV (Zφ2) tais que G =

r∑
j=0

pjLj.

Como
{∼
S (u0), . . . ,

∼
S (us)

}
gera PV (Zφ2) sobre o anel PV (Zφ2 × Zψ2 ), para cada j existem
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pij ∈ PV (Zφ2 × Zψ2 ) tais que pj =
s∑
i=0

pij
∼
S (ui). Logo,

G =
r∑
j=0

pjLj =
r∑
j=0

s∑
i=0

pij
∼
S (ui)Lj,

onde pij ∈ PV (Zφ2 × Zψ2 ) e
∼
S (ui)Lj ∈

→
QV (Zφ2).

Teorema 3.4. Nas condições dos Lemas 3.2 e 3.3, o conjunto{
Lij = T (

∼
S (ui)Lj), i = 0, . . . , s e j = 0, . . . , r

}
gera o módulo

→
QV (Zφ2×Z

ψ
2 ) sobre o anel PV (Zφ2×Z

ψ
2 ).

Demonstração: Seja
∼
G ∈

→
QV (Zφ2 × Zψ2 ). Pelo Lema 3.2, Im T =

→
QV (Zφ2 × Zψ2 ). Logo,

existe G ∈
→
QV (Zφ2) tal que

∼
G = T (G). Pelo Lema 3.3,

G =

s,r∑
i,j=0

pij
∼
S (ui)Lj,

para pij ∈ PV (Zφ2 × Zψ2 ) adequados. Logo,

∼
G = T (G) = T

(
s,r∑
i,j=0

pij
∼
S (ui)Lj

)
=

s,r∑
i,j=0

pijT
(∼
S (ui)Lj

)
,

com pij ∈ PV (Zφ2 × Zψ2 ) e T
(∼
S (ui)Lj

)
∈
→
QV (Zφ2 × Zψ2 ).

Com isto, podemos descrever o seguinte algoritmo simbólico:

Algoritmo 3.5. Geradores reverśıveis equivariantes sob Zφ2×Z
ψ
2 :

1. Consideramos uma base de Hilbert {u1, . . . , us} para o anel PV (Zφ2);

2. Fazemos
∼
S (u0) ≡ 1 e calculamos

∼
S (ui), i ∈ {1, . . . , s}, onde

∼
S é como em (3.9);

3. Consideramos {L0, . . . , Lr} um conjunto de geradores para o módulo
→
QV (Zφ2) sobre

o anel PV (Zφ2);

4. Consideramos a projeção T definida em (3.8) e calculamos Lij = T (
∼
S (ui)Lj), i =

0, . . . , s, j = 0, . . . , r.
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Resultado: O conjunto {Lij, i = 0, . . . , s e j = 0, . . . , r} gera o módulo
→
QV (Zφ2×Z

ψ
2 )

sobre o anel PV (Zφ2×Z
ψ
2 ).

Como o grupo S é um grupo apenas de simetrias, os resultados apresentados nos

Lemas 3.2, 3.3 e no Teorema 3.4 podem ser facilmente adaptados para encontrarmos um

conjunto de geradores para o módulo
→
QV (SoZφ2×Z

ψ
2 ) sobre o anel PV (SoZφ2×Z

ψ
2 ) . Para

tanto, consideramos agora o operador

S : PV (S o Z2
φ × Z2

ψ) −→ PV (S o Z2
φ × Z2

ψ) (3.10)

definido como em (1.11), com δ = ψ ou δ = φψ. Consideramos também a projeção

T :
→
QV (SoZφ2) −→

→
QV (SoZφ2×Z

ψ
2 )

definida como em (3.8).

Algoritmo 3.6. Geradores reverśıveis equivariantes sob SoZφ2×Z
ψ
2 :

1. Consideramos uma base de Hilbert {u1, . . . , us} para o anel PV (SoZφ2);

2. Fazemos S(u0) ≡ 1 e calculamos S(ui), i ∈ {1, . . . , s}, onde S é como em (3.10);

3. Consideramos {L0, . . . , Lr} um conjunto de geradores para o módulo
→
QV (SoZφ2)

sobre o anel PV (SoZφ2);

4. Consideramos a projeção T e calculamos Lij = T (S(ui)Lj), i = 0, . . . , s, j =

0, . . . , r.

Resultado: O conjunto {Lij, i = 0, . . . , s e j = 0, . . . , r} gera o módulo
→
QV (SoZφ2×Z

ψ
2 )

sobre o anel PV (SoZφ2×Z
ψ
2 ).

3.3 Exemplos

Como já mencionamos, nesta seção vamos encontrar formas normais para sistemas

Γ−reverśıveis-equivariantes como em (3.1) e L como em (3.2), onde Γ = Zφ2 ×Zψ2 é gerado

pelas involuções φ e ψ como em (3.6). Lembramos que φ e ψ são antissimetrias e o

homomorfismo σ : Γ −→ Z2 fixado é dado em (1.21). Por conveniência usamos aqui

coordenadas complexas (x, z) = (x1, x2, z1, . . . , zn) ∈ R2 × Cn. Consideramos as ações de

Zφ2 e Zψ2 em R2 × Cn como segue:

φ(x1, x2, z1, . . . , zn) = (x1,−x2, z1, . . . , zn) (3.11)

73



e

ψ(x1, x2, z1, . . . , zn) = (a0x1,−a0x2, a1z1, . . . , anzn), (3.12)

onde ai = ±1, 0 ≤ i ≤ n.

3.3.1 O caso não ressonante

Neste caso ω1, . . . , ωn são algebricamente independentes. Mais especificamente, se

L é da forma (3.2), dizemos que L é ressonante se existem inteiros não nulos k1, . . . , kn

tais que

k1ω1 + . . .+ knωn = 0.

Caso contrário, L é não ressonante e dizemos que ω1, . . . , ωn são algebricamente indepen-

dentes.

Pelo Teorema 2.15, S = R × T n, onde R =

{(
1 0

s 1

)
: s ∈ R

}
. A ação consi-

derada em R × T n é a diagonal dada a partir das seguintes ações de R em R2 e T n em

Cn:

s(x1, x2) = (x1, sx1 + x2) e (θ1, . . . , θn)(z1, . . . , zn) = (eiθ1z1, . . . , e
iθnzn), (3.13)

para s ∈ R e (θ1, . . . , θn) ∈ T n. Por [18, XVI Example 5.6 (b)],
→
PR2(R) é gerado por

{(x1, x2), (0, 1)} sobre o anel PR2(R) = 〈x1〉. Desta forma, o Lema 1.41 e o Exemplo 1.42

nos garantem que

PR2×Cn(R× T n) = 〈v1, v2, . . . , vn+1〉,

onde v1(x, z) = x1, v2(x, z) = |z1|2, . . . , vn+1(x, z) = |zn|2. Além disso, os geradores de
→
PR2×Cn(R× T n) sobre o anel PR2×Cn(R× T n) são

H0(x, z) = (x1, x2, 0, . . . , 0), H1(x, z) = (0, 1, 0, . . . , 0), H2(x, z) = (0, 0, z1, . . . , 0),

H3(x, z) = (0, 0, iz1, . . . , 0), . . . , H2n(x, z) = (0, . . . , 0, zn) e

H2n+1(x, z) = (0, . . . , 0, izn).

Pelo Teorema 2.29, queremos encontrar geradores para
→
QV (S o Zφ2 × Zψ2 ) sobre o anel

PV (S o Zφ2 × Zψ2 ). Para isto, usamos o Algoritmo 3.6.

1. Precisamos de uma base de Hilbert para PV (S o Zφ2). Notamos que vi ∈ PV (Zφ2)
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para todo i = 1, . . . , n+ 1. Consideramos R, S : PV (S×{1}) −→PV (S×{1}) como

em (1.10) e (1.11), respectivamente, com δ = φ. Logo, usando o Teorema 1.33 temos

PV (S o Zφ2) = 〈u1, . . . , un+1〉,

onde ui ≡ vi, 1 ≤ i ≤ n+ 1.

2. Consideramos S como em (3.10). Para i ≥ 2, ui é invariante por ψ. Portanto,

S(ui) ≡ 0, i ≥ 2. Mas S(u1) ≡
(

1− a0

2

)
u1.

3. Queremos um conjunto de geradores para
→
QV (S o Zφ2) sobre o anel PV (S o Zφ2),

onde (S oZφ2)+ = S× {1}, uma vez que δ = φ é antissimetria. Para isto, usamos o

Algoritmo 1.36. Neste caso,

PV (S× {1}) = PV (S) ∩ PV ({1}) = PV (S) = 〈v1, . . . , vn+1〉.

Como
→
PV (S×{1}) =

→
PV (S), conclúımos que {H0, . . . , H2n+1} gera

→
PV (S×{1}) sobre

o anel PV (S × {1}). Pelo passo 1, sabemos que S(vi) ≡ 0, i = 1, . . . , n + 1 e por

definição S(v0) ≡ 1. Logo, precisamos calcular apenas a imagem de {H0, . . . , H2n+1}
por

→
S, onde

→
S :

→
PV (S × {1}) −→

→
PV (S × {1}) é como em (1.11) com δ = φ. Para

j par, Hj é equivariante por φ e para j ı́mpar, Hj é reverśıvel equivariante por φ.

Logo,

{L0 ≡ H1, L1 ≡ H3, . . . , Ln ≡ H2n+1}

gera
→
QV (S o Zφ2) sobre o anel PV (S o Zφ2).

4. Pelo passo 2, como S(ui) ≡ 0, i ≥ 2, precisamos encontrar apenas L0j = T (Lj) e

L1j = T (S(u1)Lj), j = 0, . . . , n. Para j ≥ 1, Lj é reverśıvel equivariante por ψ.

Logo, L0j ≡ Lj quando j ≥ 1. Temos ainda que

L00 ≡
(1 + a0)

2
L0, L10 ≡

(1− a0)

2
u1L0

e L1j ≡ 0 para j ≥ 1.

Assim, quando a0 = 1, o conjunto

{L0, . . . , Ln}
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gera
→
QV (SoZφ2 × Zψ2 ) sobre o anel PV (SoZφ2 × Zψ2 ). No entanto, se a0 = −1 temos que

{u1L0, L1, . . . , Ln}

gera
→
QV (S o Zφ2 × Zψ2 ) sobre o anel PV (S o Zφ2 × Zψ2 ).

Para calcularmos a forma normal desejada, resta encontrarmos uma base de Hilbert

para PV (S o Zφ2 × Zψ2 ). Para isto, tomamos a base de Hilbert {u1, . . . , un+1} para

PV (S o Zφ2), dada no passo 1, e aplicamos o Teorema 1.33 usando os operadores

R̆, S̆ : PV (SoZφ2) −→PV (SoZφ2) como em (1.10) e (1.11), respectivamente, com δ = ψ.

Temos

R̆(u1) ≡
(

1 + a0

2

)
u1 e S̆(u1) ≡

(
1− a0

2

)
u1.

Além disso, R̆(ui) ≡ ui e S̆(ui) ≡ 0 para i ≥ 2. Deste modo, para a0 = 1 temos

PV (S o Zφ2 × Zψ2 ) = 〈u1, . . . , un+1〉

e para a0 = −1

PV (S o Zφ2 × Zψ2 ) = 〈u2
1, u2, . . . , un+1〉.

Se a0 = 1, pelo Teorema 2.29, temos a forma normal Zφ2×Z
ψ
2−reverśıvel-equivariante:

ẋ =



0 1

0 0

−iω1

. . .

−iωn





x1

x2

z1

...

zn


+ f0(X)



0

1

0
...

0



+f1(X)



0

0

iz1

...

0


+ . . .+ fn(X)



0

0
...

0

izn


,
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onde X = (u1, . . . , un+1) e fi : (Rn+1, 0) −→ R, 0 ≤ i ≤ n. Portanto, obtemos

ẋ1 = x2

ẋ2 = f0(x1, |z1|2, . . . , |zn|2)

ż1 = −iω1z1 + iz1f1(x1, |z1|2, . . . , |zn|2)

ż2 = −iω2z2 + iz2f2(x1, |z1|2, . . . , |zn|2)
...

żn = −iωnzn + iznfn(x1, |z1|2, . . . , |zn|2),

para fi : (Rn+1, 0) −→ R, 0 ≤ i ≤ n.

Se a0 = −1, novamente pelo Teorema 2.29, temos a forma normal Zφ2×Z
ψ
2−reverśıvel-

equivariante:

ẋ =



0 1

0 0

−iω1

. . .

−iωn





x1

x2

z1

...

zn


+ f0(Z)



0

x1

0
...

0



+f1(Z)



0

0

iz1

...

0


+ . . .+ fn(Z)



0

0
...

0

izn


,

onde Z = (u2
1, u2, . . . , un+1) e fi : (Rn+1, 0) −→ R, 0 ≤ i ≤ n. Assim, obtemos

ẋ1 = x2

ẋ2 = x1f0(x2
1, |z1|2, . . . , |zn|2)

ż1 = −iω1z1 + iz1f1(x2
1, |z1|2, . . . , |zn|2)

ż2 = −iω2z2 + iz2f2(x2
1, |z1|2, . . . , |zn|2)

...

żn = −iωnzn + iznfn(x2
1, |z1|2, . . . , |zn|2),

para fi : (Rn+1, 0) −→ R, 0 ≤ i ≤ n.

Observação 3.7. Notamos que as formas normais obtidas neste exemplo dependem ape-
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nas de a0. Isto ocorre pois cada ui, 2 ≤ i ≤ n + 1, é invariante na coordenada z pela

ação de ψ. Quando a0 = 1, obtemos, em particular, a forma normal Zφ2−reverśıvel-

equivariante (φ = ψ). Esta também foi obtida em [24], onde os autores usam o método do

operador adjunto para obter uma pré forma normal e, depois, impõem a reversibilidade

de φ. Aqui, usamos o método alternativo apresentado no Teorema 2.29, onde impomos a

reversibilidade de φ desde o ińıcio dos cálculos.

3.3.2 Ressonância do tipo (k1 : k2) em R2 × C2

Nesta subseção, a matriz L em (3.2) é ressonante, com n = 2 e ω1 e ω2 satisfazendo

k1ω1 + k2ω2 = 0, para certos k1, k2 ∈ Z não nulos. Sob estas condições, o sistema (3.1) é

chamado (k1 : k2)−ressonante. Uma observação interessante é que o método clássico se

torna cada vez mais complicado à medida que os valores k1 e k2 crescem. Podemos ver

isto em [24] e [27], onde os autores lidam com alguns valores particulares de k1 e k2. Com

o método usado aqui, encontramos formas normais para quaisquer valores de k1 e k2.

Pelo Teorema 2.15, S = R× S1. Aqui, a ação de R× S1 em R2 × C2 é a diagonal,

mas difere do exemplo da subseção anterior pois S1 age em C2 da seguinte forma:

θ(z1, z2) = (eik1θz1, e
ik2θz2).

Por [18, XIX Theorem 4.2] sabemos que

PC2(S1) = 〈|z1|2, |z2|2,Re(zk21 z
k1
2 ), Im(zk21 z

k1
2 )〉

e

(z1, 0), (iz1, 0), (zk2−1
1 zk12 , 0), (izk2−1

1 zk12 , 0), (0, z2), (0, iz2), (0, zk21 z
k1−1
2 ) e (0, izk21 z

k1−1
2 )

geram
→
PC2(S1) sobre PC2(S1). Lembramos que

→
PR2(R) é gerado por {(x1, x2), (0, 1)} sobre

PR2(R) = 〈x1〉. Assim, pelo Lema 1.41,

PV (R× S1) = 〈v1, v2, v3, v4, v5〉,

onde v1(x, z) = x1, v2(x, z) = |z1|2, v3(x, z) = |z2|2, v4(x, z) = Re(zk21 z
k1
2 ), v5(x, z) =

Im(zk21 z
k1
2 ). Além disso,

H0(x, z) = (x1, x2, 0, 0), H1(x, z) = (0, 1, 0, 0), H2(x, z) = (0, 0, z1, 0),

H3(x, z) = (0, 0, iz1, 0), H4(x, z) = (0, 0, zk2−1
1 zk12 , 0), H5(x, z) = (0, 0, izk2−1

1 zk12 , 0),
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H6(x, z) = (0, 0, 0, z2), H7(x, z) = (0, 0, 0, iz2), H8(x, z) = (0, 0, 0, zk21 z
k1−1
2 )

e H9(x, z) = (0, 0, 0, izk21 z
k1−1
2 )

geram
→
PV (R× S1) sobre o anel PV (R× S1).

Pelo Teorema 2.29, precisamos encontrar um conjunto de geradores para
→
QV (SoZφ2 ×Zψ2 ) sobre o anel PV (SoZφ2 ×Zψ2 ). Vamos usar novamente o Algoritmo 3.6.

1. Queremos uma base de Hilbert para PV (SoZφ2). Assim, da subseção anterior sabe-

mos que v1, v2, v3 ∈ PV (Zφ2). Agora,

v4(φ(x, z)) = Re(zk2
1 z

k1
2 ) = Re(zk2

1 z
k1
2 ) e

= Re(zk2
1 zk1

2 )

= v4(x, z)

v5(φ(x, z)) = Im(zk2
1 z

k1
2 ) = −Im(zk2

1 z
k1
2 )

= σ1(φ)Im(zk2
1 zk1

2 )

= σ1(φ)v5(x, z),

onde σ1 : Zφ2 −→ Z2 é o epimorfismo definido no ińıcio da Seção 3.2. Logo,

v4 ∈ PV (Zφ2) e v5 ∈ QV (Zφ2). Consideramos R, S : PV (S × {1}) −→PV (S × {1})
como em (1.10) e (1.11), respectivamente, com δ = φ. Assim, R(vi) ≡ vi, R(v5) ≡
0, S(vi) ≡ 0, S(v5) ≡ v5, para 1 ≤ i ≤ 4. Usando o Teorema 1.33, {u1, . . . , u5} é

uma base de Hilbert para PV (S o Zφ2), onde u1 ≡ v1, . . . , u4 ≡ v4, u5 ≡ v2
5. Como

u5 ≡ uk22 u
k1
3 − u2

4, uma outra base de Hilbert para PV (S o Zφ2) é

{u1, . . . , u4}.

2. Consideramos S como em (3.10). Como u2, u3 ∈ PV (Zψ2 ) segue que S(u2) ≡ S(u3) ≡

0. Além disso, S(u1) ≡ (1− a0)

2
u1 e S(u4) ≡ (1− ak21 a

k1
2 )

2
u4.

3. Queremos um conjunto de geradores para
→
QV (S o Zφ2) sobre o anel PV (S o Zφ2),

onde (S o Zφ2)+ = S × {1}. Neste caso, δ = φ é a antissimetria fixada e usamos o

Algoritmo 1.36. Temos que

PV (S× {1}) = PV (S) = 〈v1, . . . , v5〉 e

→
PV (S× {1}) = PV (S× {1}){H0, . . . , H9}.

Pelo passo 1, sabemos que S(vi) ≡ 0, i = 1, . . . , 4, S(v5) ≡ v5 e, por definição,

S(v0) ≡ 1. Logo, precisamos calcular apenas a imagem de

{H0, . . . , H9, v5H0, . . . , v5H9}
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por
→
S, onde

→
S :

→
PV (S × {1}) −→

→
PV (S × {1}) é como em (1.11) com δ = φ. Para

j par, Hj é equivariante por φ e para j ı́mpar, Hj é reverśıvel equivariante por φ.

Como v5 ∈ QV (Zφ2), segue que para j par, v5Hj é reverśıvel equivariante por φ e

para j ı́mpar, v5Hj é equivariante por φ. Logo,

{L0 ≡ H1, L1 ≡ v5H0, L2 ≡ H3, L3 ≡ H5, L4 ≡ v5H2,

L5 ≡ v5H4, L6 ≡ H7, L7 ≡ H9, L8 ≡ v5H6, L9 ≡ v5H8}

gera
→
QV (S o Zφ2) sobre o anel PV (S o Zφ2).

4. Pelo passo 2, precisamos encontrar apenas L0j, L1j e L4j para j = 0, . . . , 9, onde

Lij = T (S(ui)Lj). Temos:

L00 ≡
(1 + a0)

2
L0, L0l ≡

(1 + ak21 a
k1
2 )

2
Ll, L0k ≡ Lk,

L10 ≡
(1− a0)

2
u1L0, L1l ≡

(1 + a0a
k2
1 a

k1
2 )

2

(1− a0)

2
u1Ll, L1k ≡ 0,

L40 ≡
(1− a0)

2

(1− ak21 a
k1
2 )

2
u4L0, L4l ≡

(1− ak21 a
k1
2 )

2
u4Ll e L4k ≡ 0,

para l = 1, 3, 4, 7, 8 e k = 2, 5, 6, 9.

Agora temos quatro casos a considerar. Em cada caso, para encontrarmos uma base de

Hilbert para PV (S o Zφ2 × Zψ2 ), usamos o Teorema 1.33, com δ = ψ e

R̆, S̆ : PV (SoZφ2) −→PV (SoZφ2)

como em (1.10) e (1.11), respectivamente.

Caso 1: Quando a0 = 1 e ak21 a
k1
2 = 1. Neste caso, um conjunto de geradores para

→
QV (S o Zφ2 × Zψ2 ) sobre o anel PV (S o Zφ2 × Zψ2 ) é

{L0, . . . , L9},

onde PV (S o Zφ2 × Zψ2 ) = 〈u1, u2, u3, u4〉.

Caso 2: Quando a0 = 1 e ak21 a
k1
2 = −1. Neste caso, um conjunto de geradores para

→
QV (S o Zφ2 × Zψ2 ) sobre o anel PV (S o Zφ2 × Zψ2 ) é

{L0, u4L1, L2, u4L3, u4L4, L5, L6, u4L7, u4L8, L9},

80



onde PV (S o Zφ2 × Zψ2 ) = 〈u1, u2, u3, u
2
4〉.

Caso 3: Quando a0 = −1 e ak21 a
k1
2 = 1. Neste caso, um conjunto de geradores para

→
QV (S o Zφ2 × Zψ2 ) sobre o anel PV (S o Zφ2 × Zψ2 ) é

{u1L0, L1, . . . , L9},

onde PV (S o Zφ2 × Zψ2 ) = 〈u2
1, u2, u3, u4〉.

Caso 4: Quando a0 = −1 e ak21 a
k1
2 = −1. Neste caso, um conjunto de geradores para

→
QV (S o Zφ2 × Zψ2 ) sobre o anel PV (S o Zφ2 × Zψ2 ) é

{ u1L0, u4L0, u1L1, u4L1, L2, u1L3, u4L3, u1L4,

u4L4, L5, L6, u1L7, u4L7, u1L8, u4L8, L9 } ,

onde PV (S o Zφ2 × Zψ2 ) = 〈u2
1, u2, u3, u

2
4, u1u4〉.

Portanto, pelo Teorema 2.29, temos as seguintes formas normais Zφ2×Z
ψ
2−reverśıveis-

equivariantes:

Caso 1 :

ẋ1 = x2 + x1Im(zk21 z
k1
2 )f0 (X)

ẋ2 = f1 (X) + x2Im(zk21 z
k1
2 )f0 (X)

ż1 = −iω1z1 + iz1f2 (X) + izk2−1
1 zk12 f3 (X) + z1Im(zk21 z

k1
2 )f4 (X)

+zk2−1
1 zk12 Im(zk21 z

k1
2 )f5 (X)

ż2 = −iω2z2 + iz2f6 (X) + izk21 z
k1−1
2 f7 (X) + z2Im(zk21 z

k1
2 )f8 (X)

+zk21 z
k1−1
2 Im(zk21 z

k1
2 )f9 (X) ,

para fi : (R4, 0) −→ R, 0 ≤ i ≤ 9 e X =
(
x1, |z1|2, |z2|2,Re(zk21 z

k1
2 )
)
.
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Caso 2 :

ẋ1 = x2 + x1Re(zk21 z
k1
2 )Im(zk21 z

k1
2 )f0 (X)

ẋ2 = f1 (X) + x2Re(zk21 z
k1
2 )Im(zk21 z

k1
2 )f0 (X)

ż1 = −iω1z1 + iz1f2 (X) + zk2−1
1 zk12 Im(zk21 z

k1
2 )f3 (X) + izk2−1

1 zk12 Re(zk21 z
k1
2 )f4 (X)

+z1Re(zk21 z
k1
2 )Im(zk21 z

k1
2 )f5 (X)

ż2 = −iω2z2 + iz2f6 (X) + zk21 z
k1−1
2 Im(zk21 z

k1
2 )f7 (X) + izk21 z

k1−1
2 Re(zk21 z

k1
2 )f8 (X)

+z2Re(zk21 z
k1
2 )Im(zk21 z

k1
2 )f9 (X) ,

para fi : (R4, 0) −→ R, 0 ≤ i ≤ 9 e X =
(
x1, |z1|2, |z2|2,Re2(zk21 z

k1
2 )
)
.

Caso 3 :

ẋ1 = x2 + x1Im(zk21 z
k1
2 )f0 (X)

ẋ2 = x1f1 (X) + x2Im(zk21 z
k1
2 )f0 (X)

ż1 = −iω1z1 + iz1f2 (X) + izk2−1
1 zk12 f3 (X) + z1Im(zk21 z

k1
2 )f4 (X)

+zk2−1
1 zk12 Im(zk21 z

k1
2 )f5(X)

ż2 = −iω2z2 + iz2f6 (X) + izk21 z
k1−1
2 f7 (X) + z2Im(zk21 z

k1
2 )f8 (X)

+zk21 z
k1−1
2 Im(zk21 z

k1
2 )f9(X),

para fi : (R4, 0) −→ R, 0 ≤ i ≤ 9 e X =
(
x2

1, |z1|2, |z2|2,Re(zk21 z
k1
2 )
)
.

Caso 4 :



ẋ1 = x2 + x2
1Im(zk21 z

k1
2 )f0(X) + x1Re(zk21 z

k1
2 )Im(zk21 z

k1
2 )f1 (X)

ẋ2 = x1f2 (X) + x1x2Im(zk21 z
k1
2 )f0 (X) + Re(zk21 z

k1
2 )f3 (X)

+x2Re(zk21 z
k1
2 )Im(zk21 z

k1
2 )f1 (X)

ż1 = −iω1z1 + iz1f4 (X) + zk2−1
1 zk12 Im(zk21 z

k1
2 )f5 (X) + ix1z

k2−1
1 zk12 f6 (X)

+x1z1Im(zk21 z
k1
2 )f7 (X) + izk2−1

1 zk12 Re(zk21 z
k1
2 )f8 (X) +

z1Re(zk21 z
k1
2 )Im(zk21 z

k1
2 )f9 (X)

ż2 = −iω2z2 + iz2f10 (X) + zk21 z
k1−1
2 Im(zk21 z

k1
2 )f11 (X) + ix1z

k2
1 z

k1−1
2 f12 (X)

+x1z2Im(zk21 z
k1
2 )f13 (X) + izk21 z

k1−1
2 Re(zk21 z

k1
2 )f14 (X)

+z2Re(zk21 z
k1
2 )Im(zk21 z

k1
2 )f15 (X) ,
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para fi : (R5, 0) −→ R, 0 ≤ i ≤ 15 e X =
(
x2

1, |z1|2, |z2|2,Re2(zk21 z
k1
2 ), x1Re(zk21 z

k1
2 )
)
.

3.3.3 Ressonância do tipo (k1 : k2 : 0) em R2 × C3

Aqui, a matriz L em (3.2) é ressonante com n = 3, ω1 e ω2 satisfazendo

k1ω1 + k2ω2 = 0 e ω3 algebricamente independente em relação a ω1 e ω2. Neste caso,

dizemos que o sistema (3.1) é (k1 : k2 : 0)−ressonante.

Pelo Teorema 2.15, S = R× T 2. A ação de R× T 2 em R2 × C3 é a diagonal, onde

T 2 age em C3 da seguinte forma

(θ1, θ2)(z1, z2, z3) = (eik1θ1z1, e
ik2θ1z2, e

iθ2z3).

Pelo Lema 1.41, pelo Exemplo 1.42 e por [18, XIX Theorem 4.2], uma base de

Hilbert para PV (S) é formada por

v1(x, z) = x1, v2(x, z) = |z1|2, v3(x, z) = |z2|2, v4(x, z) = Re(zk21 z
k1
2 ),

v5(x, z) = Im(zk21 z
k1
2 ) e v6(x, z) = |z3|2.

Além disso,

H0(x, z) = (x1, x2, 0, 0, 0), H1(x, z) = (0, 1, 0, 0, 0), H2(x, z) = (0, 0, z1, 0, 0),

H3(x, z) = (0, 0, iz1, 0, 0), H4(x, z) = (0, 0, zk2−1
1 zk12 , 0, 0), H5(x, z) = (0, 0, izk2−1

1 zk12 , 0, 0),

H6(x, z) = (0, 0, 0, z2, 0), H7(x, z) = (0, 0, 0, iz2, 0), H8(x, z) = (0, 0, 0, zk21 z
k1−1
2 , 0),

H9(x, z) = (0, 0, 0, izk21 z
k1−1
2 , 0), H10(x, z) = (0, 0, 0, 0, z3) e H11(x, z) = (0, 0, 0, 0, iz3)

geram
→
PV (S) sobre o anel PV (S).

Pelo Teorema 2.29, precisamos encontrar um conjunto de geradores para
→
QV (S o Zφ2 × Zψ2 ) sobre o anel PV (S o Zφ2 × Zψ2 ). Pelos passos do Algoritmo 3.6, temos:

1. Queremos uma base de Hilbert para PV (SoZφ2). Do exemplo anterior sabemos que

vi ∈ PV (Zφ2), i = 1, . . . , 4, 6 e v5 ∈ QV (Zφ2). Logo, R(vi) ≡ vi, R(v5) ≡ 0, S(vi) ≡
0, S(v5) ≡ v5, para i = 1, . . . , 4, 6, onde R, S : PV (S × {1}) −→PV (S × {1}) é

como em (1.10) e (1.11), respectivamente, com δ = φ. Usando o Teorema 1.33,

{v1, . . . , v4, v
2
5, v6} é uma base de Hilbert para PV (S oZφ2). Como v2

5 ≡ vk22 v
k1
3 − v2

4,

uma outra base de Hilbert para o anel é

{u1 ≡ v1, . . . , u4 ≡ v4, u5 ≡ v6}.
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2. Por definição S(u0) ≡ 1. Agora como u2, u3, u5 ∈ PV (Zψ2 ) segue que S(u2) ≡ S(u3) ≡

S(u5) ≡ 0. Além disso, S(u1) ≡ (1− a0)

2
u1 e S(u4) ≡ (1− ak11 a

k1
2 )

2
u4.

3. Queremos um conjunto de geradores para
→
QV (S o Zφ2) sobre o anel PV (S o Zφ2),

onde (S o Zφ2)+ = S× {1}. Como nos exemplos anteriores, δ = φ é a antissimetria

fixada e usamos o Algoritmo 1.36. Além disso,

PV (S× {1}) = PV (S) = 〈v1, . . . , v6〉 e

→
PV (S× {1}) =PV (S× {1}){H0, . . . , H11}.

Pelo passo 1, sabemos que S(vi) ≡ 0, i = 1, . . . , 4, 6, S(v5) ≡ v5 e, por definição,

S(v0) ≡ 1. Logo, precisamos calcular apenas a imagem de {H0, . . . , H11, v5H0, . . . , v5H11}
por

→
S, onde

→
S :

→
PV (S× {1}) −→

→
PV (S× {1})

é como em (1.11) com δ = φ. Para j par, Hj é equivariante por φ e para j ı́mpar,

Hj é reverśıvel equivariante por φ. Como v5 ∈ QV (Zφ2), segue que para j par v5Hj

é reverśıvel equivariante por φ e para j ı́mpar, v5Hj é equivariante por φ. Logo,

{L0 ≡ H1, L1 ≡ v5H0, L2 ≡ H3, L3 ≡ H5, L4 ≡ v5H2, L5 ≡ v5H4, L6 ≡ H7,

L7 ≡ H9, L8 ≡ v5H6, L9 ≡ v5H8, L10 ≡ H11, L11 ≡ v5H10}

gera
→
QV (S o Zφ2) sobre o anel PV (S o Zφ2).

4. Pelo passo 2, como S(ui) ≡ 0, i = 2, 3, 5, precisamos encontrar L0j, L1j e L4j para

j = 0, . . . , 11. Temos

L00 ≡
(1 + a0)

2
L0, L0l ≡

(1 + ak21 a
k1
2 )

2
Ll, L0k ≡ Lk,

L10 ≡
(1− a0)

2
u1L0, L1l ≡

(1 + a0a
k2
1 a

k1
2 )

2

(1− a0)

2
u1Ll, L1k ≡ 0,

L40 ≡
(1− a0)

2

(1− ak21 a
k1
2 )

2
u4L0, L4l ≡

(1− ak21 a
k1
2 )

2
u4Ll e L4k ≡ 0,

para l = 1, 3, 4, 7, 8, 11 e k = 2, 5, 6, 9, 10.
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Novamente, temos quatro casos a considerar. Como fizemos no exemplo da subseção

anterior, em cada caso encontramos uma base de Hilbert para PV (S o Zφ2 × Zψ2 ), usando

o Teorema 1.33, com δ = ψ e R̆, S̆ : PV (SoZφ2) −→PV (SoZφ2) como em (1.10) e (1.11),

respectivamente.

Caso 1: Quando a0 = 1 e ak21 a
k1
2 = 1. Neste caso, um conjunto de geradores para

→
QV (S o Zφ2 × Zψ2 ) sobre o anel PV (S o Zφ2 × Zψ2 ) é

{L0, . . . , L11},

onde PV (S o Zφ2 × Zψ2 ) = 〈u1, u2, u3, u4, u5〉.

Caso 2: Quando a0 = 1 e ak21 a
k1
2 = −1. Aqui, um conjunto de geradores para

→
QV (S o Zφ2 × Zψ2 ) sobre o anel PV (S o Zφ2 × Zψ2 ) é

{L0, u4L1, L2, u4L3, u4L4, L5, L6, u4L7, u4L8, L9, L10, u4L11},

onde PV (S o Zφ2 × Zψ2 ) = 〈u1, u2, u3, u
2
4, u5〉.

Caso 3: Quando a0 = −1 e ak21 a
k1
2 = 1. Neste caso, um conjunto de geradores para

→
QV (S o Zφ2 × Zψ2 ) sobre o anel PV (S o Zφ2 × Zψ2 ) é

{u1L0, L1, . . . , L11},

onde PV (S o Zφ2 × Zψ2 ) = 〈u2
1, u2, u3, u4, u5〉.

Caso 4: Quando a0 = −1 e ak21 a
k1
2 = −1. Agora, um conjunto de geradores para

→
QV (S o Zφ2 × Zψ2 ) sobre o anel PV (S o Zφ2 × Zψ2 ) é

{ u1L0, u4L0, u1L1, u4L1, L2, u1L3, u4L3, u1L4, u4L4,

L5, L6, u1L7, u4L7, u1L8, u4L8, L9, L10, u1L11, u4L11 } ,

onde PV (S o Zφ2 × Zψ2 ) = 〈u2
1, u2, u3, u

2
4, u1u4, u5〉.

Portanto, temos as seguintes formas normais Zφ2×Z
ψ
2−reverśıveis-equivariantes:
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Caso 1 :

ẋ1 = x2 + x1Im(zk21 z
k1
2 )f0 (X)

ẋ2 = f1 (X) + x2Im(zk21 z
k1
2 )f0 (X)

ż1 = −iω1z1 + iz1f2 (X) + izk2−1
1 zk12 f3 (X) + z1Im(zk21 z

k1
2 )f4 (X)

+zk2−1
1 zk12 Im(zk21 z

k1
2 )f5 (X)

ż2 = −iω2z2 + iz2f6 (X) + izk21 z
k1−1
2 f7 (X) + z2Im(zk21 z

k1
2 )f8 (X)

+zk21 z
k1−1
2 Im(zk21 z

k1
2 )f9 (X)

ż3 = −iω3z3 + iz3f10 (X) + z3Im(zk21 z
k1
2 )f11 (X) ,

para fi : (R5, 0) −→ R, 0 ≤ i ≤ 11 e X =
(
x1, |z1|2, |z2|2,Re(zk21 z

k1
2 ), |z3|2

)
.

Caso 2 :

ẋ1 = x2 + x1Re(zk21 z
k1
2 )Im(zk21 z

k1
2 )f0 (X)

ẋ2 = f1 (X) + x2Re(zk21 z
k1
2 )Im(zk21 z

k1
2 )f0 (X)

ż1 = −iω1z1 + iz1f2 (X) + zk2−1
1 zk12 Im(zk21 z

k1
2 )f3 (X) + izk2−1

1 zk12 Re(zk21 z
k1
2 )f4 (X)

+z1Re(zk21 z
k1
2 )Im(zk21 z

k1
2 )f5 (X)

ż2 = −iω2z2 + iz2f6 (X) + zk21 z
k1−1
2 Im(zk21 z

k1
2 )f7 (X) + izk21 z

k1−1
2 Re(zk21 z

k1
2 )f8 (X)

+z2Re(zk21 z
k1
2 )Im(zk21 z

k1
2 )f9 (X)

ż3 = −iω3z3 + iz3f10 (X) + z3Re(zk21 z
k1
2 )Im(zk21 z

k1
2 )f11 (X) ,

para fi : (R5, 0) −→ R, 0 ≤ i ≤ 11 e X =
(
x1, |z1|2, |z2|2,Re2(zk21 z

k1
2 ), |z3|2

)
.

Caso 3 :

ẋ1 = x2 + x1Im(zk21 z
k1
2 )f0 (X)

ẋ2 = x1f1 (X) + x2Im(zk21 z
k1
2 )f0 (X)

ż1 = −iω1z1 + iz1f2 (X) + izk2−1
1 zk12 f3 (X) + z1Im(zk21 z

k1
2 )f4 (X)

+zk2−1
1 zk12 Im(zk21 z

k1
2 )f5(X)

ż2 = −iω2z2 + iz2f6 (X) + izk21 z
k1−1
2 f7 (X) + z2Im(zk21 z

k1
2 )f8 (X)

+zk21 z
k1−1
2 Im(zk21 z

k1
2 )f9(X)

ż3 = −iω3z3 + iz3f10 (X) + z3Im(zk21 z
k1
2 )f11 (X) ,

para fi : (R5, 0) −→ R, 0 ≤ i ≤ 11 e X =
(
x2

1, |z1|2, |z2|2,Re(zk21 z
k1
2 ), |z3|2

)
.
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Caso 4 :



ẋ1 = x2 + x2
1Im(zk21 z

k1
2 )f0(X) + x1Re(zk21 z

k1
2 )Im(zk21 z

k1
2 )f1 (X)

ẋ2 = x1f2 (X) + x1x2Im(zk21 z
k1
2 )f0 (X) + Re(zk21 z

k1
2 )f3 (X)

+x2Re(zk21 z
k1
2 )Im(zk21 z

k1
2 )f1 (X)

ż1 = −iω1z1 + iz1f4 (X) + zk2−1
1 zk12 Im(zk21 z

k1
2 )f5 (X) + ix1z

k2−1
1 zk12 f6 (X)

+x1z1Im(zk21 z
k1
2 )f7 (X) + izk2−1

1 zk12 Re(zk21 z
k1
2 )f8 (X) +

z1Re(zk21 z
k1
2 )Im(zk21 z

k1
2 )f9 (X)

ż2 = −iω2z2 + iz2f10 (X) + zk21 z
k1−1
2 Im(zk21 z

k1
2 )f11 (X) + ix1z

k2
1 z

k1−1
2 f12 (X)

+x1z2Im(zk21 z
k1
2 )f13 (X) + izk21 z

k1−1
2 Re(zk21 z

k1
2 )f14 (X)

+z2Re(zk21 z
k1
2 )Im(zk21 z

k1
2 )f15 (X)

ż3 = −iω3z3 + iz3f16 (X) + x1z3Im(zk21 z
k1
2 )f17 (X) + z3Re(zk21 z

k1
2 )Im(zk21 z

k1
2 )f18 (X) ,

para fi : (R6, 0) −→ R, 0 ≤ i ≤ 18 e

X =
(
x2

1, |z1|2, |z2|2,Re2(zk21 z
k1
2 ), x1Re(zk21 z

k1
2 ), |z3|2

)
.

Podemos observar que o valor de a3 em (3.12) não influencia nos geradores de
→
QV (SoZφ2×Z

ψ
2 ) para a obtenção da forma normal. Isto ocorre pois a3 está na parte

de ψ que age na parte algebricamente independente de L. Logo, este exemplo pode ser

estendido para sistemas em R2 × Cn, com n > 3, como fazemos a seguir.

3.3.4 Ressonância do tipo (k1 : k2 : 0) em R2 × Cn

Aqui, tomamos L em (3.2) com n > 3, ω1 e ω2 satisfazendo k1ω1 + k2ω2 = 0 e

ω3, . . . , ωn algebricamente independentes em relação a ω1 e ω2. Neste caso, o sistema

(3.1) também é dito ser (k1 : k2 : 0)−ressonante. Pelo Teorema 2.15, S = R × T n−1. A

ação em R× T n−1 é a diagonal, onde T n−1 age em Cn da seguinte forma:

(θ2, . . . , θn)(z1, z2, z3, . . . , zn) = (eik1θ2z1, e
ik2θ2z2, e

iθ3z3, . . . , e
iθnzn).

De forma análoga ao que fizemos no exemplo anterior, obtemos uma base de Hilbert

para PV (S) formada por

v1(x, z) = x1, v2(x, z) = |z1|2, v3(x, z) = |z2|2, v4(x, z) = Re(zk21 z
k1
2 ),
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v5(x, z) = Im(zk21 z
k1
2 ), v6(x, z) = |z3|2, . . . , vn+3(x, z) = |zn|2.

Além disso,

H0(x, z) = (x1, x2, 0, . . . , 0), H1(x, z) = (0, 1, 0, . . . , 0), H2(x, z) = (0, 0, z1, . . . , 0),

H3(x, z) = (0, 0, iz1, . . . , 0), H4(x, z) = (0, 0, zk2−1
1 zk12 , . . . , 0),

H5(x, z) = (0, 0, izk2−1
1 zk12 , . . . , 0), H6(x, z) = (0, 0, 0, z2, . . . , 0),

H7(x, z) = (0, 0, 0, iz2, . . . , 0), H8(x, z) = (0, 0, 0, zk21 z
k1−1
2 , . . . , 0),

H9(x, z) = (0, 0, 0, izk21 z
k1−1
2 , . . . , 0), H10(x, z) = (0, 0, 0, 0, z3, . . . , 0),

H11(x, z) = (0, 0, 0, 0, iz3, . . . , 0), . . . , H2n+4(x, z) = (0, . . . , 0, zn)

e H2n+5(x, z) = (0, . . . , 0, izn)

geram
→
PV (S) sobre o anel PV (S).

Queremos encontrar um conjunto de geradores para
→
QV (S o Zφ2 × Zψ2 ) sobre o anel

PV (S o Zφ2 × Zψ2 ). Como usual, seguimos os passos do Algoritmo 3.6.

1. Procuramos por uma base de Hilbert para PV (S o Zφ2). Temos que vi ∈ PV (Zφ2),

para i ∈ {1, . . . , n + 3}\{5} e v5 ∈ QV (Zφ2). Logo, R(vi) ≡ vi, R(v5) ≡ 0, S(vi) ≡
0, S(v5) ≡ v5, para i ∈ {1, . . . , n + 3}\{5}, onde R e S são como no exemplo

anterior. Pelo Teorema 1.33, {v1, . . . , v4, v
2
5, v6, . . . , vn+3} é uma base de Hilbert

para PV (S o Zφ2). Mas v2
5 ≡ vk22 v

k1
3 − v2

4. Assim tomamos a base de Hilbert

PV (SoZφ2) = 〈u1 ≡ v1, . . . , u4 ≡ v4, u5 ≡ v6, . . . , un+2 ≡ vn+3〉.

2. Por definição, S(u0) ≡ 1. Pelo exemplo anterior, S(ui) ≡ 0, exceto quando i = 1, 4.

Além disso, S(u1) ≡ (1− a0)

2
u1 e S(u4) ≡ (1− ak21 a

k1
2 )

2
u4.

3. Queremos um conjunto de geradores para
→
QV (S o Zφ2) sobre o anel PV (S o Zφ2).

Neste caso, (S o Zφ2)+ = S× {1} e aplicamos o Algoritmo 1.36 para δ = φ. Temos

PV (S× {1}) = PV (S) = 〈v1, . . . , vn+3〉 e

→
PV (S× {1}) =PV (S× {1}){H0, . . . , H2n+5}.
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Pelo passo 1, S(vi) ≡ 0, i 6= 5, S(v5) ≡ v5 e, por definição, S(v0) ≡ 1. Logo,

precisamos calcular a imagem de

{H0, . . . , H11, v5H0, . . . , v5H11}

por
→
S, onde

→
S :

→
PV (S × {1}) −→

→
PV (S × {1}) é como em (1.11). Para j par, Hj é

equivariante por φ e para j ı́mpar, Hj é reverśıvel equivariante por φ. Como v5 ∈
QV (Zφ2), segue que para j par v5Hj é reverśıvel equivariante por φ e para j ı́mpar

v5Hj é equivariante por φ. Logo,

{L0 ≡ H1, L1 ≡ v5H0, L2 ≡ H3, L3 ≡ H5, L4 ≡ v5H2, L5 ≡ v5H4, L6 ≡ H7,

L7 ≡ H9, L8 ≡ v5H6, L9 ≡ v5H8, L10 ≡ H11, L11 ≡ v5H10, . . . , L2n+4 ≡ H2n+5,

L2n+5 ≡ v5H2n+4}

gera
→
QV (S o Zφ2) sobre o anel PV (S o Zφ2).

4. Com base no que obtivemos no passo 2, precisamos encontrar apenas L0j, L1j e L4j

para j = 0, . . . , 2n+ 5. Temos

L00 ≡
(1 + a0)

2
L0, L0l ≡

(1 + ak21 a
k1
2 )

2
Ll, L0k ≡ Lk,

L10 ≡
(1− a0)

2
u1L0, L1l ≡

(1 + a0a
k2
1 a

k1
2 )

2

(1− a0)

2
u1Ll, L1k ≡ 0,

L40 ≡
(1− a0)

2

(1− ak21 a
k1
2 )

2
u4L0, L4l ≡

(1− ak21 a
k1
2 )

2
u4Ll e L4k ≡ 0,

para l = 1, 3, 4, 7, 8, 11, 13, 15, . . . , 2n+ 5 e k = 2, 5, 6, 9, 10, 12, 14, . . . , 2n+ 4.

Temos, portanto, quatro casos a considerar. Em cada caso, apresentamos também uma

base de Hilbert para PV (SoZφ2×Z
ψ
2 ), que é determinada usando o Teorema 1.33. No-

vamente δ = ψ e os operadores R̆, S̆ : PV (SoZφ2) −→PV (SoZφ2) são como em (1.10) e

(1.11), respectivamente.

Caso 1: Quando a0 = 1 e ak21 a
k1
2 = 1. Neste caso, um conjunto de geradores para

→
QV (S o Zφ2 × Zψ2 ) sobre o anel PV (S o Zφ2 × Zψ2 ) é

{L0, . . . , L2n+5},

onde PV (S o Zφ2 × Zψ2 ) = 〈u1, . . . , un+2〉.
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Caso 2: Quando a0 = 1 e ak21 a
k1
2 = −1. Neste caso, um conjunto de geradores para

→
QV (S o Zφ2 × Zψ2 ) sobre o anel PV (S o Zφ2 × Zψ2 ) é

{Lk, u4Ll},

onde k = 0, 2, 5, 6, 9, 10, 12, 14, . . . , 2n + 4, e l = 1, 3, 4, 7, 8, 11, 13, 15, . . . , 2n + 5 e

pelo Teorema 1.33, PV (S o Zφ2 × Zψ2 ) = 〈u1, u2, u3, u
2
4, u5, . . . , un+2〉.

Caso 3: Quando a0 = −1 e ak21 a
k1
2 = 1. Neste caso, um conjunto de geradores para

→
QV (S o Zφ2 × Zψ2 ) sobre o anel PV (S o Zφ2 × Zψ2 ) é

{u1L0, L1, . . . , L2n+5},

onde PV (S o Zφ2 × Zψ2 ) = 〈u2
1, u2, . . . , un+2〉.

Caso 4: Quando a0 = −1 e ak21 a
k1
2 = −1. Neste caso, um conjunto de geradores para

→
QV (S o Zφ2 × Zψ2 ) sobre o anel PV (S o Zφ2 × Zψ2 ) é

{ u1Ll, u4Ll, Lk } ,

onde k = 2, 5, 6, 9, 10, 12, 14, . . . , 2n + 4, e l = 0, 1, 3, 4, 7, 8, 11, 13, 15, . . . , 2n + 5.

Pelo Teorema 1.33, PV (S o Zφ2 × Zψ2 ) = 〈u2
1, u2, u3, u

2
4, u1u4, u5, . . . , un+2〉.

Portanto, pelo Teorema 2.29, temos as seguintes formas normais Zφ2×Z
ψ
2−reverśıveis-

equivariantes:

Caso 1 :

ẋ1 = x2 + x1Im(zk21 z
k1
2 )f0 (X)

ẋ2 = f1 (X) + x2Im(zk21 z
k1
2 )f0 (X)

ż1 = −iω1z1 + iz1f2 (X) + izk2−1
1 zk12 f3 (X) + z1Im(zk21 z

k1
2 )f4 (X)

+zk2−1
1 zk12 Im(zk21 z

k1
2 )f5 (X)

ż2 = −iω2z2 + iz2f6 (X) + izk21 z
k1−1
2 f7 (X) + z2Im(zk21 z

k1
2 )f8 (X)

+zk21 z
k1−1
2 Im(zk21 z

k1
2 )f9 (X)

ż3 = −iω3z3 + iz3f10 (X) + z3Im(zk21 z
k1
2 )f11 (X)

...

żn = −iωnzn + iznf2n+4 (X) + znIm(zk21 z
k1
2 )f2n+5 (X) ,
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para fi : (Rn+2, 0) −→ R, 0 ≤ i ≤ 2n+ 5 e

X =
(
x1, |z1|2, |z2|2,Re(zk21 z

k1
2 ), |z3|2, . . . , |zn|2

)
.

Caso 2 :



ẋ1 = x2 + x1Re(zk21 z
k1
2 )Im(zk21 z

k1
2 )f0 (X)

ẋ2 = f1 (X) + x2Re(zk21 z
k1
2 )Im(zk21 z

k1
2 )f0 (X)

ż1 = −iω1z1 + iz1f2 (X) + zk2−1
1 zk12 Im(zk21 z

k1
2 )f3 (X) + izk2−1

1 zk12 Re(zk21 z
k1
2 )f4 (X)

+z1Re(zk21 z
k1
2 )Im(zk21 z

k1
2 )f5 (X)

ż2 = −iω2z2 + iz2f6 (X) + zk21 z
k1−1
2 Im(zk21 z

k1
2 )f7 (X) + izk21 z

k1−1
2 Re(zk21 z

k1
2 )f8 (X)

+z2Re(zk21 z
k1
2 )Im(zk21 z

k1
2 )f9 (X)

ż3 = −iω3z3 + iz3f10 (X) + z3Re(zk21 z
k1
2 )Im(zk21 z

k1
2 )f11 (X)

...

żn = −iωnzn + iznf2n+4 (X) + znRe(zk21 z
k1
2 )Im(zk21 z

k1
2 )f2n+5 (X) ,

para fi : (Rn+2, 0) −→ R, 0 ≤ i ≤ 2n+ 5 e

X =
(
x1, |z1|2, |z2|2,Re2(zk21 z

k1
2 ), |z3|2, . . . , |zn|2

)
.

Caso 3 :



ẋ1 = x2 + x1Im(zk21 z
k1
2 )f0 (X)

ẋ2 = x1f1 (X) + x2Im(zk21 z
k1
2 )f0 (X)

ż1 = −iω1z1 + iz1f2 (X) + izk2−1
1 zk12 f3 (X) + z1Im(zk21 z

k1
2 )f4 (X)

+zk2−1
1 zk12 Im(zk21 z

k1
2 )f5(X)

ż2 = −iω2z2 + iz2f6 (X) + izk21 z
k1−1
2 f7 (X) + z2Im(zk21 z

k1
2 )f8 (X)

+zk21 z
k1−1
2 Im(zk21 z

k1
2 )f9(X)

ż3 = −iω3z3 + iz3f10 (X) + z3Im(zk21 z
k1
2 )f11 (X)

...

żn = −iωnzn + iznf2n+4 (X) + znIm(zk21 z
k1
2 )f2n+5 (X) ,

para fi : (Rn+2, 0) −→ R, 0 ≤ i ≤ 2n+ 5 e

X =
(
x2

1, |z1|2, |z2|2,Re(zk21 z
k1
2 ), |z3|2, . . . , |zn|2

)
.
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Caso 4 :



ẋ1 = x2 + x2
1Im(zk21 z

k1
2 )f0(X) + x1Re(zk21 z

k1
2 )Im(zk21 z

k1
2 )f1 (X)

ẋ2 = x1f2 (X) + x1x2Im(zk21 z
k1
2 )f0 (X) + Re(zk21 z

k1
2 )f3 (X)

+x2Re(zk21 z
k1
2 )Im(zk21 z

k1
2 )f1 (X)

ż1 = −iω1z1 + iz1f4 (X) + zk2−1
1 zk12 Im(zk21 z

k1
2 )f5 (X) + ix1z

k2−1
1 zk12 f6 (X)

+x1z1Im(zk21 z
k1
2 )f7 (X) + izk2−1

1 zk12 Re(zk21 z
k1
2 )f8 (X) +

z1Re(zk21 z
k1
2 )Im(zk21 z

k1
2 )f9 (X)

ż2 = −iω2z2 + iz2f10 (X) + zk21 z
k1−1
2 Im(zk21 z

k1
2 )f11 (X) + ix1z

k2
1 z

k1−1
2 f12 (X)

+x1z2Im(zk21 z
k1
2 )f13 (X) + izk21 z

k1−1
2 Re(zk21 z

k1
2 )f14 (X)

+z2Re(zk21 z
k1
2 )Im(zk21 z

k1
2 )f15 (X)

ż3 = −iω3z3 + iz3f16 (X) + x1z3Im(zk21 z
k1
2 )f17 (X)

+z3Re(zk21 z
k1
2 )Im(zk21 z

k1
2 )f18 (X)

...

żn = −iωnzn + iznf3n+7 (X) + x1znIm(zk21 z
k1
2 )f3n+8 (X)

+znRe(zk21 z
k1
2 )Im(zk21 z

k1
2 )f3n+9 (X) ,

para fi : (Rn+3, 0) −→ R, 0 ≤ i ≤ 3n+ 9 e

X =
(
x2

1, |z1|2, |z2|2,Re2(zk21 z
k1
2 ), x1Re(zk21 z

k1
2 ), |z3|2, . . . , |zn|2

)
.

É posśıvel considerar o sistema (3.1) com a parte linear L tendo apenas autovalores

puramente imaginários, isto é, L não tem a parte nilpotente. Neste caso, para os exemplos

feitos aqui basta desconsiderarmos as variáveis x1 e x2 e os geradores que dependem delas.

Além disso, na Seção 3.1 usamos a hipótese de que ω2
i 6= ω2

j , para i 6= j em {1, . . . , n},
para encontrarmos os pares de involução que anticomutam com L. No entanto, quando

a igualdade vale, tais pares ainda anticomutam com L. Observamos que esta condição, a

saber, ωi = ±ωj, i 6= j, corresponde ao caso (1 : 1)−ressonante e que as formas normais

obtidas aqui também são válidas para este caso.
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[21] Lamb, J. S. W. e Melbourne, I. Normal form theory for relative equilibrio and

relative periodic solutions. Trans. Amer. Math. Soc. 359 (9) (2007), 4537-4556.

[22] Lamb, J. S. W. e Roberts, R. M., Reversible equivariant linear systems. J. Diff. Eq.

159 (1999), 239-279.
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Índice de notações

V,W : Espaços vetoriais finitamente gerados;

Gl(V ) : Grupo das transformações lineares invert́ıveis V 7−→ V ;

Γ : Grupo de Lie compacto;

Γ+ : Subgrupo de Γ de ı́ndice 2, formado pelas simetrias de Γ;

Γ− = Γ\Γ+ : Subconjunto formado pelas antissimetrias de Γ;

δ : Antissimetria fixada de Γ−;

σ : Γ −→ Z2 : Epimorfismo;

(ρ, V ) : V sob a representação ρ de Γ;

ρσ : Representação dual de ρ;∫
Γ

: Integral de Haar normalizada em Γ;

PV : Anel das funções polinomiais f : V −→ R;

PV (Γ) : Anel das funções polinomiais Γ−invariantes f : V −→ R;

PkV : Espaço vetorial das funções polinomiais homogêneas f : V −→ R de grau k;

PkV (Γ): Espaço vetorial das funções polinomiais homogêneas Γ−invariantes f : V −→ R
de grau k;

→
PV,W : Módulo sobre PV das aplicações polinomiais g : V −→ W ;

→
PV,W (Γ) : Módulo sobre PV (Γ) das aplicações polinomiais Γ−equivariantes

g : V −→ W ;
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→k
P V,W : Espaço vetorial das aplicações polinomiais homogêneas g : V −→ W de grau k;

→k
P V,W (Γ) : Espaço vetorial das aplicações polinomiais homogêneas

Γ−equivariantes g : V −→ W de grau k;

QV (Γ) : Módulo sobre PV (Γ) das funções polinomiais Γ−anti-invariantes f : V −→ R;

QkV (Γ) : Espaço vetorial das aplicações polinomiais homogêneas Γ−anti-invariantes

f : V −→ R de grau k;

→
QV (Γ) : Módulo sobre PV (Γ) das aplicações polinomiais Γ−reverśıveis-equivariantes g :

V −→ V ;

→k
QV (Γ) : Espaço vetorial das aplicações polinomiais homogêneas Γ−reverśıveis-equivariantes

g : V −→ V de grau k;

EV : Anel dos germes de funções f : (V, 0) −→ R;

EV (Γ) : Anel dos germes de funções Γ−invariantes f : (V, 0) −→ R;

→
E V,W : Módulo sobre EV dos germes de aplicações g : (V, 0) −→ W ;

→
E V,W (Γ) : Módulo sobre EV (Γ) dos germes de aplicações Γ−equivariantes

g : (V, 0) −→ W ;

FV (Γ) : Módulo sobre EV (Γ) dos germes de funções Γ−anti-invariantes f : (V, 0) −→ R;

→
FV (Γ) : Módulo sobre EV (Γ) dos germes de aplicações Γ−reverśıveis-equivariantes

h : (V, 0) −→ V ;

AdL : Operador homológico definido em
→
PV ;

AdkL : Restrição de AdL a
→k
PV .
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