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Resumo

Este trabalho tem como objetivo apresentar um método algébrico para determinar
formas normais formais para campos de vetores reversiveis equivariantes. O procedi-
mento é uma adaptagao do método classico dado por Belitskii [8, 0] e Elphick et al. [17]

combinado com ferramentas da teoria de invariantes de grupos.

Palavras-chave: Formas normais, teoria de invariantes, simetrias, reversibilidades, ope-

rador homoldgico.
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Abstract

This work aims to present an algebraic method to determine formal normal forms
for reversible equivariant vector fields. We adapt the classical method given by Belitskii

[8, 9] and Elphick et al. [I7] and we use tools from invariant theory of groups.

Keywords: Normal forms, invariant theory, symmetries, reversibilities, homological ope-

rator.
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Introducao

O termo “sistemas dinamicos” refere-se a uma area da Matematica que estuda os
sistemas fisicos que evoluem e alteram sua configuracao com o tempo. Estes sistemas
podem ser aplicados em muitas areas da ciéncia, por exemplo, para modelar fenomenos
biol6gicos, problemas em Astronomia, Mecanica e Eletronica. Na maioria das vezes, nao
é possivel encontrar solugoes exatas para tais sistemas. Por este motivo o que se procura é
uma compreensao qualitativa ou topoldgica das solugoes. Quando o interesse é bifurcacoes
de pontos de equilibrio ou de solugoes periddicas, a redugao de Lyapunov-Schmidt e a
teoria de formas normais sao facilitadores no estudo de sistemas. A importancia desta
ultima despertou o interesse de vérios autores como Belitskii [§, O], Birkhoff [10], Elphick
et al. [I7] e Poincaré [29], que desenvolveram a teoria como uma ferramenta para o
estudo local do comportamento qualitativo de campos vetoriais. Outros autores tém
usado a teoria de formas normais em diferentes contextos para o estudo de ciclos limites,
familias de orbitas periddicas, equilibrios relativos e solugoes peridédicas relativas, como
por exemplo [15], 211, 24, 26 27].

Consideramos o sistema

t = h(x), (1)

definido em um espaco vetorial de dimensao finita V, onde A : V — V é um campo

[©N

vetorial de classe C*° (suave). O interesse da dinamica em teoria de formas normais

[©N

local, em torno de um ponto singular que assumimos ser a origem. Logo, h(0) =0 e h
suave em torno deste ponto. O método classico da teoria de formas normais consiste em
realizar mudancas de coordenadas em torno de x = 0 que sao perturbagcoes da identidade,
€ =1d+ €% onde k > 2 e £ é um polindmio homogéneo de grau k. O objetivo &,
mantendo a parte linear do sistema, extinguir o maior niimero possivel de termos de grau
k no campo vetorial original, obtendo um campo vetorial conjugado a escrito em uma
forma mais simples e mais conveniente. Belitskii [8, 9] reduz este problema ao célculo do

nucleo do chamado operador homolégico. Considerando uma série de poténcias formal



para o campo vetorial h como
L+h*+h*+...,

onde L é a linearizacao do campo h na origem e h* é um polinomio homogéneo de grau k,
o operador homoldgico estd associado ao adjunto L! da linearizacao L. Em cada nivel £,
o método consiste em restringir o operador homolégico ao espago vetorial dos polinomios
homogéneos de grau k e determinar o seu niicleo. Em [16] encontramos outro método
para fazer isto, a saber, o método de representacao matricial, que considera a matriz do
operador homoldgico a fim de obter o seu nicleo. Ambos sao eficientes se truncarmos
a série de poténcias de h em um baixo grau, pois os calculos se tornam cada vez mais
complicados conforme o grau aumenta.

O foco deste trabalho é quando o campo vetorial h é reversivel equivariante sob a
acao de um grupo de Lie compacto I'. Este é o caso em que as equacoes que regem o
sistema sao invariantes pela acao de I', que é formado pelas simetrias e antissimetrias
do problema. Mais especificamente, dados um grupo de Lie compacto I' agindo em V e

0 : T — Zy = {£1} um epimorfismo (homomorfismo sobrejetor) de grupos, dizemos que

h em é I'—reversivel-equivariante se
h(yz) = o(y)vh(z), Vy €T, z € V. (2)

Neste caso, 7 € I'y = ker o é chamado simetria de I' e v € I'\I';. é chamado antissimetria
ou reversibilidade de I'. Do ponto de vista da dinamica, v € I" aplica trajetorias do sistema
sobre outras trajetérias, preservando a direcao no tempo se v € I'y e revertendo a
diregao no tempo se v € I'\I';.. No caso em que ¢ é o homomorfismo trivial, dizemos que
h satisfazendo ¢ I'—equivariante (I' ndo possui reversibilidades).

E grande o interesse no estudo de sistemas dinamicos que sao reversiveis equivari-
antes e o inicio deste estudo foi essencialmente a classificacao de campos vetoriais lineares
reversiveis equivariantes, em termos da teoria de representacao de grupos, feita por Lamb
e Roberts em [22]. Muitos outros resultados apareceram desde entao, como por exemplo
[2, 4, 5, 13, 14, 26], entre outros. Segue do método classico que se h é reversivel equivari-
ante sob a agao de um grupo I', entao a forma normal herda as simetrias e antissimetrias
do sistema se as mudancgas de coordenadas forem I'—equivariantes.

No contexto geral, Elphick et al.[17] fornecem um método algébrico alternativo ao

método de Belitskii, em que é possivel obter a forma normal escolhendo termos nao lineares



que sao equivariantes sob a agao de um grupo S a um parametro, dado por

S ={esl": seR}.

Quando h em é I'—equivariante, a forma normal truncada é S x I'—equivariante ([18,
Theorem XVI 5.9]). Neste trabalho, mostramos que se h é I'—reversivel-equivariante,
entdo a forma normal truncada é S x I'—reversivel-equivariante (Teorema[2.29). Uma das
vantagens deste resultado é poder truncar a série de poténcias de h em qualquer grau,
pois a dificuldade de se computar os geradores para o modulo dos S x I'—reversiveis-
equivariantes independe do grau. Para isto, usamos ferramentas algébricas da teoria de
invariantes.

O trabalho esta organizado como segue. No Capitulo 1, introduzimos notagoes,
definicoes e resultados preliminares referentes a teoria de invariantes. Destacamos dentre
os resultados o algoritmo para o calculo de geradores reversiveis equivariantes sob a acao de
um grupo de Lie compacto. Para estabelecer o algoritmo, usamos os chamados operadores
de Reynolds, que sao homomorfismos de mdédulos sob o anel de invariantes cuja restricao
a sua imagem ¢é a identidade. Notamos que, em geral, o grupo S nao é compacto e
compacidade é assumida nos algoritmos. Entretanto, observamos que estes podem ser
igualmente usados sempre que o anel de invariantes e o modulo dos equivariantes sob a
acao de S forem finitamente gerados.

O Capitulo 2 descreve a teoria de formas normais. A primeira secao expoe o método
classico, desenvolvido primeiramente por Belitskii. A Secao 2.2 expoe a alternativa pro-
posta por Elphick et al. estabelecida pela determinacao dos geradores S—equivariantes. A
Secao 2.3 se dedica a uma adaptacao do método de Elphick para se obter formas normais
para o sistema , impondo que h seja I'—equivariante. A Secao 2.4 ganha destaque com
o Teorema [2.29] que é o cerne do nosso trabalho, ou seja, esta segdo expde um método
algébrico para se obter formas normais para o sistema quando h é I'—reversivel-
equivariante.

O Capitulo 3 esta dedicado a exemplos que ilustram o método exposto na Secao 2.4.
Com base no algoritmo [1.36] aplicamos o Teorema [2.29] e provamos um método para

encontrar geradores para o modulo dos S X Zy X Zy—reversiveis-equivariantes.



Capitulo
1

Preliminares

Como mencionamos na Introducao, as simetrias e antissimetrias de um sistema
dinamico regido por EDOs sao especificadas em termos de um grupo de transformagoes
que preservam a estrutura das equagoes. Desta forma, a descricao formal da ocorréncia
de simetrias e antissimetrias em um modelo matemético se da por meio da teoria de
representacao de grupos. Neste capitulo, apresentamos alguns conceitos bésicos desta
teoria como o de agao de um grupo em um espaco vetorial e o de integracao invariante.
Também apresentamos conceitos e resultados referentes a teoria de invariantes de grupos
compactos, que fornecem uma base tedrica para muitos dos calculos apresentados neste
trabalho. Na Secao 1.4, introduzimos defini¢oes e resultados da teoria reversivel equivari-
ante, destacando o Teoremal|l.35] que nos fornece um método algébrico para se determinar
geradores reversiveis equivariantes. Comecamos introduzindo o conceito de germe de uma

aplicacdo. Para maiores detalhes, podemos ver [I, 2] 18] [19].

1.1 Germes de aplicacoes

Consideramos o conjunto de todas as aplicagoes f : U C R" — RP, de classe
C*°, definidas em alguma vizinhanca U de um ponto a € U. Neste conjunto, definimos
a seguinte relagao: Dadas f; : Uy — RP e fy : Uy — RP aplicagoes suaves com Uy, U,
abertos de R™ contendo a, dizemos que f; e fo sao equivalentes, e denotamos f; ~ fs, se
existe um aberto U C U; NU, contendo a tal que fi|y e f2|y coincidem. Claramente, esta

¢ uma relagao de equivaléncia.

Definicao 1.1. As classes de equivaléncia pela relagao acima sdo chamadas de germes

de aplicacoes em a. Se f € wm representante do germe em a entdo denotamos



f:(R" a) — RP.

Vamos comumente confundir o representante com o germe. Nosso maior interesse
estd em germes de aplicagoes de V em V' e em germes de fungoes de V em R, onde V' é um
R—espaco vetorial de dimensao finita. Sem perda de generalidade, assumimos a sendo a
origem.

Denotamos por Py o espaco das funcgoes polinomiais V' — R, por 77—;/ o espaco das
aplicagoes polinomiais V' — V, por &y o conjunto dos germes de fungoes f : (V,0) — R
e por EV o conjunto dos germes de aplicagoes g : (V,0) — V. &y e EV também tém

— —

estrutura de espaco vetorial real. Além disso, &y e Py s@o anéis, enquanto que £y e Py

sao modulos sobre &y e Py, respectivamente.

1.2 Teoria de representacao

Nesta secao, apresentamos alguns topicos basicos sobre grupos de Lie, dentre eles
exemplos, acdo em um espago vetorial e a existéncia de uma integral invariante. Daqui
em diante, assumimos familiaridade com conceitos elementares da teoria de grupos, tais
como: subgrupos, subgrupos normais, homomorfismos e grupos quocientes. Assumimos
também familiaridade com conceitos topologicos elementares em R"™, como: conjuntos

abertos, fechados e compactos.

Definicao 1.2. Um grupo G munido de uma operacao *x € dito um grupo de Lie se satisfaz

as sequintes condigoes:

e (G € uma variedade diferencidvel;
e As operacoes do grupo

GxGd@ — G G — d
(g.h) — gx*h g — g~

sao de classe C°.

Se a operagdo x € comutativa, dizemos que o grupo de Lie (G,*) é abeliano. E se G €

uma variedade compacta dizemos que (G, ) € um grupo de Lie compacto.

Exemplo 1.3. Seja Gl(n) o grupo de todas as transformagoes lineares invertiveis de R”

em R"  que pode ser visto como o grupo das matrizes reais n X n invertiveis, isto ¢,

Gl(n) = {A € Myyn(R) : det(A) # 0}.
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Vejamos que Gl(n) é um grupo de Lie. Temos que M, ., (R) é um R—espago vetorial
de dimensdo n? e, portanto, é isomorfo a R". Logo, M, «n(R) é uma variedade diferenci-

avel. Como a fungao determinante dada por

det: M,x,(R) — R
A — det(A)

é uma aplicagao continua e Gl(n) é a imagem inversa de R\{0}, segue que Gl(n) é um
aberto de M, y,(R). Portanto, Gl(n) é uma variedade diferenciavel. Além disso, as
operagoes de Gl(n) sao C*°. De fato, temos que a multiplicagdo de matrizes é polinomial
e, portanto, C°. A inversao de matrizes é uma aplicagdo racional, com denominador

diferente de 0, e assim C*°. Portanto, Gl(n) é um grupo de Lie.

Em nosso contexto, estamos interessados em grupos de Lie lineares. Podemos defini-

los da seguinte forma:
Definigao 1.4. Um grupo de Lie linear é um subgrupo fechado T de Gl(n).

Ou seja, I' é um subconjunto fechado de Gl(n) com estrutura de grupo. O nome

grupo de Lie linear faz sentido pois é um subgrupo do grupo de matrizes.

Proposicao 1.5 ([I], Theorem 2.27). Um subgrupo fechado H de um grupo de Lie G é

um subgrupo de Lie. Se G € compacto, entao H é compacto.

Segue da proposicao acima que todo grupo de Lie linear é um subgrupo de Lie. Como
Gl(n) C Muxn(R) = R™ e R™ é um espaco topoldgico, podemos falar das propriedades
topoldgicas de grupos de Lie, bem como das algébricas. Em particular, dizemos que um
grupo de Lie contido em Gl(n) é compacto ou conexo se o for como subconjunto de R". De
maneira mais geral, é possivel provar que todo grupo de Lie compacto é topologicamente

isomorfo a um grupo de Lie linear (Bourbaki [11]).

Exemplo 1.6. (a) O grupo ortogonal O(n) consiste de todas as matrizes quadradas
n X n, com entradas em R, que satisfazem AA' = I,, onde I, denota a matriz
identidade de ordem n e A* é a transposta de A. Isto é, O(n) consiste de todas as
matrizes quadradas que satisfazem A~1 = Af, onde det(A) = +1. E fcil verificar
que O(n) é um grupo de Lie linear compacto. Um caso particular é O(2), que é

formado pelas matrizes do tipo

cosf  senf cosf send
ou ,
-senf cosf senf -cosf

6



com 0 € R.

(b) O grupo ortogonal especial ou de rotagoes SO(n) é formado por todas as matrizes
A € O(n) tal que det(A) = 1. Claramente, SO(n) é um subgrupo fechado e limitado
de O(n), donde é um subgrupo de Lie compacto de O(n). Em particular, SO(2)

consiste precisamente das rotagoes no plano

cosf -senf
Ry = , 0 €R.

senf cosf

Vale observar que podemos identificar SO(2) com o grupo do circulo S* por

Ry — 0. J& o grupo O(2) pode ser gerado por SO(2) juntamente com a reflexao

(c¢) Consideramos Z,, o grupo ciclico de ordem n. Este grupo pode ser identificado com

o grupo das matrizes 2 x 2 gerado por R2x, donde segue que Z,, ¢ um grupo de Lie.

(d) Consideramos o grupo diedral D,,, de ordem 2n, gerado por Z, junto com um elemento
de ordem 2 que nao comuta com Z,. Identificamos D, com o grupo das matrizes
2 x 2 gerado por Rz e pela reflexao . Logo, D, é um grupo de Lie linear que

representa geometricamente o grupo das simetrias do poligono regular de n lados.
(e) Todo grupo finito ¢é isomorfo a um grupo de Lie linear.

(f) O n—toro T™ = S1 x ... x S (n parcelas) é isomorfo a um grupo de Lie linear. Para

ver isto, identificamos 6 = (6y,...,60,) € T™ com a matriz
Rs, O 0
0 M e Gi(2n).
0 -+ 0 Ry,

Definicao 1.7. Sejam I' um grupo de Lie munido de uma operagcao x e V um espaco
vetorial real de dimensdo finita. Dizemos que I' age (linearmente) em V se existe uma
aplicacao continua

p: I'xV — V

(v,2) — 7z

tal que:



1. Para cada v € I' a aplicagao p, : V. — V dada por p,(x) = -z € linear;

2. Seyi,v2 €T entao ¢(71, ¢(72, 7)) = ¢(71 % Y2, ), ou seja, v - (y2- 1) = (71 %72) - 2.

A aplicagao ¢ é chamada uma acao de I' em V. A aplicagdo p que associa v a
um elemento p, em GI(V'), grupo das transformagoes lineares invertiveis de V em V, é
chamada uma representacao de I' em V. Como para cada v € I', p, : V — V é um
operador linear, podemos associar a p, uma matriz p(y) numa certa base de V. Neste
caso,aacaodey € 'emz € V podeser vista como a multiplicagao desta matriz pelo vetor
x, ou seja, v - x = p(7)x. No decorrer do texto, frequentemente omitimos o ponto “- 7.

Naturalmente, a cada agao corresponde uma representacao e vice-versa. Denotamos
por (p,V) o espago vetorial V' sob a representagao p de I' em V. Quando nao houver
davidas quanto a usarmos a a¢ao ou a representacao de I' em V| escrevemos vz ou p(7y)x
indistintamente.

Todo grupo de Lie compacto I' em Gl(n) pode ser identificado com um subgrupo
do grupo ortogonal O(n) (Proposi¢ao [1.10]). Na prova deste resultado, os autores em [19]
usam a integral de Haar, uma forma de integragao que ¢é invariante por translacao de

elementos de I' e que pode ser definida abstratamente como uma operagao que satisfaz

trés propriedades:

Definicao 1.8. Seja f: ' — R wma funcao continua a valores reais. A operagao

Aerf(v) ou [ 1ou [ farer

¢ uma integral de Haar em T se satisfaz as sequintes propriedades:

/F(Af+ug)=k/rf+u/FQ,

onde f,g: ' — R sao continuas e \, u € R;

(i) Linearidade:

(ii) Positividade: Se f() > 0, para todo vy € ', entao /f > 0;
r

(i) Inwvariancia por translagao:

/7 ) = / 1),

para qualquer § € T" fixado.



Se I' é compacto, entao / 1 é finita e podemos considerar / 1 = 1. Isto define a
r r
integral de Haar normalizada. Além disso, se I' é compacto entao a integral de Haar é

também invariante por translagoes a direita, isto é,
JIRCURY B!
yel ~yel'

A prova da existéncia e unicidade da integral de Haar é um resultado sofisticado

para todo 0 € T fixado.

que sera omitido aqui. Para maiores detalhes podemos ver [27, IT Theorem 1].

Observagao 1.9. Se I' € um grupo de Lie finito de ordem |I'|, entdo a integral de Haar

normalizada em I' é dada por

1
/FfEme(V)-

yel
A definicao de integral de Haar pode ser estendida para aplicacoes continuas

f: T — R™, realizando a integra¢do separadamente em cada entrada:

AfhﬂszUwawﬁﬂwMWZ(Aﬁhﬂ%~w£ﬁﬂw®>,

com f; : I' — R. Neste caso, /f(’y) dy e R™.
r

A partir de agora, V e W denotam espagos vetoriais reais de dimensao finita. O
proximo resultado garante que qualquer representacao de um grupo de Lie compacto pode
ser identificado com um grupo de matrizes ortogonais. Para tanto, seja (, ) : VxV — R
um produto interno em V. A ideia da demonstracao do resultado é construir, através da
integral de Haar, um novo produto interno ( , )r invariante por I' em V, ou seja, (, )r

satisfaz

(p(V)v, p(V)w)r = (v,w)p, Vy €T, v,w € V.

Proposigao 1.10 ([19], XII Proposition 1.3). Seja I' um grupo de Lie compacto agindo
em V e seja p(vy) a matriz associada a v € T pela representacdo p. Entdo existe um

produto interno em V' tal que para todo v € I', p(v) € ortogonal, ou seja, p(7y) € O(n).

Desta forma, sem perda de generalidade assumimos que se I' é compacto entao a
acao de I' em V é ortogonal. Um outro resultado é uma consequéncia do teorema de
Fubini ([I2], T Proposition 5.16), que nos d& a integral de Haar em um grupo de Lie

compacto como a soma de duas integrais. O resultado é como segue:



Teorema 1.11. Sejam I' um grupo de Lie compacto e ¥ C I' um subgrupo de indice 2 de

I'. Para qualquer f :T' — R continua temos

Lo =5( [0+ [16).

para § € T\X fizado.

A integracao de Haar também sera nossa ferramenta no Capitulo 2, na prova do

Teorema 2.29

1.3 Teoria de invariantes

O objetivo desta secao é apresentar uma forma eficiente de descrever aplicagoes que
comutam com a ac¢ao de um grupo. Este é o primeiro passo para o estudo da estrutura
de um sistema de equagoes invariantes pela acao dada. Destacamos dois resultados es-
senciais na teoria de invariantes: o teorema de Hilbert-Weyl, que da uma base tedrica
para descrever os polinomios invariantes, e o Teorema [1.20] que garante que o médulo de

equivariantes é finitamente gerado.

Definicao 1.12. Seja I' um grupo de Lie compacto agindo em V. Dizemos que uma fung¢ao

a valores reais f :'V — R € invariante sob a acao de I', ou é I'—invariante, se

para todo vy € ', x € V.

Um polinémio I'—invariante é definido da mesma maneira tomando f como po-
linobmio. Para mostrar que uma funcao f é invariante, basta verificar a condicao de
invariancia para um conjunto de geradores de I'.

Denotamos o conjunto das fungoes polinomiais I'—invariantes em V' por Py (I') e o
conjunto dos germes de fungoes I'—invariantes f : (V,0) — R por &y (I"). Notamos que
Py (I') é um anel uma vez que somas e produtos de polinomios I'—invariantes sao ainda

I'—invariantes. Da mesma forma, Ey(I") tem estrutura de anel.

Definigao 1.13. Dizemos que um conjunto finito {us,...,us} de fungoes polinomiais
I'—invariantes gera Py (T') se todo polinémio invariante f € Py (L) pode ser escrito em

funcao de uq, ..., us, ou seja, se existe uma funcao polinomial F : R® — R tal que

f(x) = F(ui(z),. .., us(x)).
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FEste conjunto finito de geradores é chamado de base de Hilbert para Py (I') e denotamos

Py (T) = (uq, ..., us).

Teorema 1.14 ([19], XII Theorem 4.2 (Hilbert-Weyl)). Seja I um grupo de Lie compacto

agindo em V. Entao existe uma base de Hilbert para o anel Py (I).

Um resultado semelhante ao teorema anterior ¢é valido para germes de fungoes

I'—invariantes de classe C°. O resultado é devido a Schwarz:

Teorema 1.15 ([19], XII Theorem 4.3). Sejam I'" um grupo de Lie compacto agindo em
V, {uy,...,us} uma base de Hilbert para Py(I') e f € Ey(I'). Entao existe um germe
F e & tal que

f(x) = Flui(2), ... us()),

onde Es denota o anel dos germes de funcoes F : (R*,0) — R numa vizinhan¢a de 0 de

classe C°.

Exemplo 1.16. (a) Seja ' = Zy = {£+1} agindo em V =R como (—1)x = —z. Assim,
qualquer func¢ao que satisfaga f(—xz) = f(z) é invariante sob Zs, ou seja, f é uma
funcao par. Se f é um polinémio invariante entao existe uma fungao polinomial
h : R — R tal que f(z) = h(2?). Neste caso, u(z) = 22 constitui uma base de
Hilbert para Pg(Zs).

(b) Seja I' = S agindo em V = C = R? como 0z = 2. Uma fungao é invariante em
St se f(e%2) = f(z), para todo 6 € S* e z € C. Desde que 6 — €' determina um
circulo de raio |z| centrado na origem, vemos que as fungoes que sao S'—invariantes

sao aquelas que sao constantes no circulo.

Vamos agora mostrar que se f ¢ um polinomio S'—invariante em C entdo existe
um polinémio h : R — R tal que f(z) = h(2Z), ou seja, {u(z) = zZ} constitui uma

base de Hilbert para Pc(S?). Escrevemos f: C — R como
f(z)= Zaagzaiﬂ, aqnp € C. (1.1)
Como f = f, segue que g = Gop. Assim,
f(e?2) = Z aaﬁ(eiez)a(m)ﬁ = Z anpe™? 2% P0ZP

Como f(e2) = f(z) segue que an5 = ane?@ P para todo § € R. Isto é sa-

tisfeito se a,s = 0 ou €@ = 1 o que implica que a = B. Desta forma,

11



f(z) = Z taa(2Z)”. Ou seja, se h(z) = Z Aoax® temos o resultado desejado.

(c) Seja I' = D,, agindo em V = C = R?, onde a rotacio 6 e a reflexdo x agem como
fz=enz e Kz=72.
Afirmamos que para todo polinomio D,,—invariante f : C — R existe um polinomio
g : R? — R tal que f(2) = g(2z,2" + 2z"), isto ¢, {ui(2) = 2z, us(z) = 2" + 2"}
constitui uma base de Hilbert para Pc(D,,). Para provar esta afirmagao, procedemos

de modo andlogo ao item anterior. Escrevemos f como em ([1.1). Assim como no

exemplo anterior, f = f, o que implica que
Gng = Ggo- (1.2)
Como f(eQTWi z) = f(z), para todo z € C, cdlculos diretos nos mostram que
Uap = e%ﬂ(a_ﬁ)aag. (1.3)
Da invariancia de f com relagao a k, temos f(z) = f(Z), donde
Aap = Ugg. (1.4)

De (1.2)) e (1.4) temos que Gnp = Gpq = Gap, donde temos

Aap € R. (15)
De 1D aqg = 0 ou eZ(@=b) = 1, o que implica que a,g = 0 a menos que
a = f(mod n). (1.6)

De ((1.4)), (1.5) e (1.6]), reescrevemos (|1.1)) como

f(2) =) Aap(2°7" +7°27),

a<p

Qqp, 7& ﬁ
onde A,z = a Agora, fatoramos as maiores poténcias de zZ e
B af o= ﬁ
27
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usamos novamente (|1.6|) para obter

f(2) =) Aup(z2)*(Z 0+ 277 = Y Bu(22) (2 +2),

as<p Jk

com Bj; € R e k € Z. Finalmente, usamos indutivamente a identificacao
(an + Ek") — (Zn + zn) (Z(k_l)n + E(k_l)n) . (Zz)n(z(k:—Z)n + z(k—Q)n)
para escrever f na forma

f(z) =) Cin(z2)'(z" +2")™

Lm

Definindo g(z,y) = Z Cim@'y™, para certos Cp,, € R, obtemos o desejado.
I,m
Observagao 1.17. O cdlculo para encontrar um conjunto de geradores para Py (I") pode
ser extremamente dificil. Em muitos casos, como no exemplo anterior, fazemos isto por
meio de cdlculos diretos. Em outros casos, como quando I' € finitamente gerado, podemos
ter o auzilio do software Singular [31)], desde que sejam fornecidos ao programa a forma

matricial dos geradores de I'. Observamos que, em geral, podemos encontrar mais de uma
base de Hilbert para Py (T).

Definicao 1.18. Sejam (p,V') e (n,W) os espacos Ve W sob as representacoes p e n
de T', respectivamente. Dizemos que uma aplicacao g : V. — W comuta com I, ou é
I'—equivariante, se

g(p(y)z) = n(v)g(z), (1.7)

Vyel, x € V. Quando W =V en = p, dizemos que g : V — V satisfazendo é

puramente equivariante.

Denotamos o conjunto das aplicagoes polinomiais ['—equivariantes de V' em W por
— —
Pvw (), que é um médulo sobre o anel Py (I'). Denotamos por £yw (') o conjunto dos
germes de aplicagoes I'—equivariantes de V' em W, que também tem estrutura de médulo

— —
sobre o anel &y (I"). Quando V' = W, as notagoes sao Py (I') e Ev(I'), respectivamente.

Definicao 1.19. Dizemos que as aplicacoes polinomiais I'—equivariantes gi,...,¢q, :

V — W geram o mddulo 7_3>V,W(F) sobre o anel Py (I') se toda aplicagio I'—equivariante
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R
g € Pyw(D) pode ser escrita como

g=fign+...+ fror,

para certos fi,..., fr € Py(I'). Neste caso, escrevemos 7_3)V,W(F) =Pv(){g1,---,9-}

.
Uma definicdo andloga ¢ feita para £y (L) sobre &y (I'). O seguinte teorema ¢é a

versao equivariante do Teorema [1.14

Teorema 1.20 ([19], XII Theorem 6.8). Seja I' um grupo de Lie compacto agindo em V

e em W. Entao:
(i) O médulo 73V,W(F) ¢ finitamente gerado sobre o anel Py (T');

(ii) Sejam g1,..., g, 0s geradores do mddulo 7_D)V,W(F) sobre Py (). Entao {g1,...,9:}

ﬁ
¢ um congunto de geradores para o moédulo Eyw (I') sobre o anel Ey(I).

1.4 Teoria reversivel equivariante

Em nosso trabalho, queremos determinar a forma normal de campos vetoriais em
presenca simultanea de simetrias e antissimetrias, chamados campos reversiveis equiva-
riantes. Como no caso puramente equivariante, um primeiro passo para este estudo é a
determinacao das fungoes invariantes sob a agao do grupo I' formado por todas as simetrias
e antissimetrias presentes no sistema. De igual importancia é a obtengao dos geradores
das funcoes I'—anti-invariantes em V' e das aplicacoes I'—reversiveis-equivariantes em V.

Nesta secao, apresentamos alguns resultados da teoria reversivel equivariante de
grupos de Lie compactos. O ponto de partida é definir um homomorfismo de grupos de
Lie

o: 1 — Zy={£1} (1.8)
e reconhecer uma aplicagao I'—reversivel-equivariante como uma aplicagao I'—equivariante
sob acoes distintas de I' na fonte e na meta.

Consideramos, entao, um homomorfismo o como em ([1.8). Este define uma repre-

sentagao unidimensional de I' em R. Denotamos I'y = kero e I'_ = I'\I";. Quando o é
sobrejetor, temos 'y um subgrupo normal de I'" de indice 2. Neste caso, T é isomorfo
a Zs e chamamos 'y de grupo de simetrias de I'. Obviamente, o grupo I'y depende da

escolha de o. Além disso, chamamos o conjunto I'_ de conjunto de antissimetrias de I'.
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Mais ainda, fixada 6 € I'_ uma antissimetria, temos I'_ = 0", sendo a tunica classe la-
teral nao trivial de I'y em I'. De fato, obviamente 0I'y C I'_. Agora, se v € I'_ entao

v =68(6"1y) € 6T, uma vez que 6! € T'_. Logo,
F - F+U (5F+

Baseados na dinamica reversivel equivariante, temos a seguinte definicao:

Definicao 1.21. Dizemos que uma aplicacao h : V. — V € reversivel equivariante sob

I', ou é I'—reversivel-equivariante, se

h(p(y)z) = o(v)p(V)h(z), Vv €T, z €V, (1.9)

onde o € um epimorfismo como em (@ Um elemento v € I' é chamado simetria de T’

sey € 'y e é chamado antissimetria ou reversibilidade de I' se v € I'_.

R
O conjunto Qy(I') das aplicagoes polinomiais I'—reversiveis-equivariantes é um
modulo graduado sobre o anel Py (I'). Introduzimos também o conjunto Qy (I') das fungoes

polinomiais anti-invariantes:

Definicao 1.22. Uma fung¢ao polinomial f : V — R € chamada anti-invariante sob T,

ou I'—anti-invariante, se

flp(m)z) =) f(x), VyeT, z €V,

onde o € um epimorfismo como em (@

Claramente, Qy (I') é um mddulo graduado sobre Py (I'). Também, denotamos o
conjunto dos germes de fungoes f : (V,0) — R que sao ['—anti-invariantes por Fy (I') e
o conjunto dos germes de aplicagoes h : (V,0) — V que sao I'—reversiveis-equivariantes
por ;V(F). Analogamente, Fy (') e }V(I‘) sao médulos sobre Ey (I).

Apresentamos, agora, o conceito de representacao dual e concluimos que os médulos

%
Qy(I') e Qy(I') sao finitamente gerados.

Definicao 1.23. Sejam I' um grupo de Lie compacto e p uma representacao de I' em V.

Dado um epimorfismo o como em (@, definimos a representagao

po: ' —  GIV)
v — a(y)p(y)
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como a representacao dual de p. A agao correspondente é chamada de ac¢ao dual de I' em

V' e é escrita como (7, z) — py(7)x.

Notamos que (p,), = p. Agora, (1.9) pode ser reescrito como

hMp(v)x) = ps(V)h(z), Vy €T, z € V.

Assim, se h:V — V ¢é uma aplicacao I'—reversivel-equivariante, entao h é I'—

equivariante de (p, V') em (p,, V). Do mesmo modo, se f: V — R é '—anti-invariante,
N

entdo f é equivariante de (p, V') em (o, R). Pelo Teoremall.20, Qv (T") e Qi (I") sdo médulos

finitamente gerados sobre Py ().

Observacao 1.24. O produto de um mniumero impar de fungoes anti-invariantes ¢é
uma fungdo anti-invariante, enquanto que o produto de uwm niumero par de funcoes anti-

mvariantes € invariante. Mais geralmente temos:

Lema 1.25. Seja " um grupo de Lie compacto agindo em V. Sejam f € Py (I'),p € Qu(I),
— — — —
g€ Pv(T) eh e Qu(T). Entio, fp € Qv(T), fg, ph € Pv(T) e fh, pg € Qv ().

A demonstracao do lema acima seque da definicao de produto de aplicagoes, da linearidade
da a¢ao de ' em V' e do fato de que f(z) e p(x) sdo escalares, para todo x € V.

— —
Caracterizamos o anel Py (I') e os médulos Qv (T'), Py (') e Qy(I') como segue:

Lema 1.26. Sejam I' um grupo de Lie compacto agindo em V, T o subgrupo de simetrias
del' ed € I'_ fixado. Entao

Py(l) ={f e Pv(l'y): f(dz) = f(x), V2 eV},
Qu(l) ={f ePv(l'y): f(ox) = —f(z), V2 eV},

—

Pu(D) = {g € Pr(ls) : g(ow) = dgla), ¥ w € V],

Oy (T) = {g € Pv(ly): glow) = —dglx), Yz €V},

Demonstracao: Seja f € Py(I') tal que f(dz) = f(z), Vx € V. Se v € Ty, entdo
f(yz) = f(z), Ve € V. Agora, se y € I'_ = §I";, entdao v = §y; com y; € I'y. Assim,

fyz) = f(onr) = f(nmr) = f(z).
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Logo, f(yx) = f(z), Vy € I, x € V, ou seja,
{fePy(ly): f(ox) = f(x), V2 eV} CPy).

A outra inclusao é clara.
_>
As demais igualdades seguem de modo andlogo, das defini¢oes de Qy(T'), Py (T),
.
Qy (') e do fato de I'_ = oT',.. |

1.4.1 Calculando geradores

Esta subsegao descreve um algoritmo simbélico que estabelece os geradores de JV(F),
para um dado grupo de Lie compacto I', usando os elementos de uma base de Hilbert para
Py (I'y) e os geradores de 75;/ (TI'y) sobre Py (I'y). Para isto, usamos a teoria de invariantes
polinomial e mostramos como a estrutura algébrica do subgrupo normal I'y <<T" pode ser
usada para estabelecer as decomposicoes

— — —
Pv(ly) =Py @ Q) e Py(ly)=Pv(l) o Q)
como somas diretas de médulos sobre Py (I'). Estas decomposicoes sao a base para a cons-
trucao do algoritmo, juntamente com a existéncia dos chamados operadores de Reynolds.

Comegamos observando que Py (I') é um subanel de Py ('), pois 'y < T, gerando
em Py (I';) uma estrutura de Py (I') —moddulo. Olhamos entao para Py (I') e Qy (I') como
Py (I') —submodulos finitamente gerados de Py (I'y). Além disso, Py (I'), Qu(I') € Py (I'y)

sao R—espagos vetoriais.

Definicao 1.27. Sejam I' um grupo de Lie compacto e o um epimorfismo como em (@
Consideramos I'y = kero e fitamos § € I'_. Os operadores de Reynolds sobre Py(I'y) e
— — —

Py (I'y), denotados por R Py (I'y) —Py(I'y) e ]_%>:73V(I’+) —Pv ('), respectivamente,

sao dados por:

R(f)(x) = 5 (f(x) + f(0x)) e R (9)(x) = 5 (9(x) + 07" g(ox)) . (1.10)

N | —

Os o—operadores de Reynolds sobre Py(I'y) e 7;V(F+), denotados  por
S Py(ly) —Py(ly) e g:PV(F+) —Py(I'}), respectivamente, sao dados por:
(f(z) = f(0x)) ¢ S (9)(x) =

S(F)(x) = (9(x) =07 g(0x)),  (1.11)

N | —
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onde o sinal “ =7 ¢ devido ao valor de o(9).

Proposicao 1.28. Os operadores de Reynolds R e ]_é definidos em (1.10}) e S e § definidos
em satisfazem as sequintes propriedades:

(i) Eles sao homomorfismos de Py (I')—mddulos e

- =

R+S5=ldpyry e RES=ldg

—
onde Idp, (r,) € Id7—9> denotam os operadores identidade em Py (I'y) e Py (I'4),

v(ly)
respectivamente;

(ii) Eles sao projegoes idempotentes com
ker R=1Im S = Qy(I) e ker S =Im R = Py(I),
— — — — N —
ker R =Im § = Qy(I") e ker § =Im R = Py ([);
(iii) Valem as seguintes decomposi¢ioes:
Py(I'y)=kerR&Im R=ker S & Im S

(&

—

Py(ly) = ker?{@ Im 1?{ = kerg@lm §

Demonstracgao:

(i) Fixamos d € I'_ e consideramos f,g € Py(I'y) e p € Py(I'). Assim, para todo x € V/

temos
R +9)w) = 5 (7 +9)@) +(F +9)(00) = 5 (F(2) + 9(a) + F(0x) + g(52)
= 2 (@) + f62)) + 5 (9(x) + 9(0m)) = R()(x) + R(g)(x),
R(pg)(z) = 5 ((pg)(z)+ (pg)(0x))



Logo, R é um homomorfismo de Py (I')—mdédulos. Analogamente, podemos mostrar

que S, ]—% e 5') também sao. Além disso, para todo f € Py(I'y) ex €V,
R(F) () + S(F)(x) = 5(7(x) + 7(62)) + £ (Fa) ~ F(52)) = f(),

donde R + S = Idp,(r,). Que R + 5= Id

— também segue diretamente das
Pv(T4)

definicoes de 7{ e § dadas em ({1.10)) e (|1.11]), respectivamente.

(ii) Vamos mostrar somente que ker R = Im S = Qy (I"). As demais igualdades seguem
de forma andloga. Consideramos f € ker R e fixamos § € I'_. Assim, f € Py(I'y)
satisfaz R(f)(z) = % (f(z)+ f(ox)) = 0,donde f(éx) = —f(z),V x € V. Pelo Lema
[1.26] f € Qv(I). Por outro lado, se f € Qy(I) entdo f(dz) + f(z) =0, Vz €V,
isto é, f € ker R. Portanto, ker R = Qy (I').

Consideramos, agora, f € Py(I'}). Entao S(f) € Py(I';) e vamos mostrar
que S (Py(T'y)) C Qp(T). Como 6* € Ty,

S(f)(ox) = (f(0x) = f(x)) = =S(f)(x),

DN | —

(f(0x) = f(6%2)) =

DO | —

donde pelo Lema segue o resultado. Reciprocamente, se f € Qv (I') temos

Sx) = 5 (f(x) = f(0x)) = 5 (f(x) + f(2)) = f(2).

N | —
N | =

Assim, f € S(Py(I'y)). Portanto, Im S = Qy(I') como desejado.

Para mostrar que S é uma projegao, basta usar que Im S = Qy(I') e que
- =
S|oym = Idg, (), como mostrado acima. Portanto, S* = S. A prova que R, Re S

sao projecoes segue de forma analoga.

- =
(iii) A prova deste item decorre do fato de R, S, R e S serem projegoes idempotentes. B

Corolario 1.29. Sejam I' um grupo de Lie compacto agindo em V e I'y o subgrupo das

simetrias de I'. Valem as sequintes decomposi¢oes de modulos sobre o anel Py (I') :

Pv(l'y) = Py(l) @ Qv(T) (1.12)
Py (T,) = Po(T) & Qu(T). (1.13)



Demonstracao: Consequéncia direta da proposicao anterior. [ |

Agora, provamos uma sequéncia de resultados que nos dao um algoritmo simbdlico
para o célculo de geradores para o moédulo §V(F) dos reversiveis equivariantes. A ideia
bésica é tirar proveito das decomposicoes em somas diretas do Corolario[1.29] Finalizamos
esta subsecao aplicando o algoritmo em alguns exemplos.

Primeiro, vamos mostrar como obter um conjunto de geradores para o médulo Qy (T")

dos anti-invariantes sobre o anel Py (I'), a partir de uma base de Hilbert para Py (I';).

Teorema 1.30. Seja " um grupo de Lie compacto agindo em V. Consideramos {uy, . .., us}
uma base de Hilbert para Py (I'y) e S o operador de Reynolds definido em . O con-

Junto

{S(u1),...,S(us)}

¢ um conjunto de geradores para Qv (I') como mddulo sobre o anel Py (T).

Demonstracao: Fixamos 6 € I'_ e {uy,...,us} uma base de Hilbert para Py (I'}). Seja
f e QyI). Como R+ S = Idp, (r,), para cadai € {1,..., s} vale que u; = R(u;) +S(u;).

Para simplificar a notacio, denotamos aqui u; = S(u;). Logo,

~

{R(uy),...,R(us),uy, ..., 0}

¢ uma outra base de Hilbert para Py (I';). Como f € Qy(I") C Py (I'y), temos

B1 ~ Bs

f(z) = Z o [R(u) ()] .. [R(us) (@)™ uy () .. s (2) (1.14)

(&7

onde a = (a1, ..., a5, B1,. .., 5) € N¥ ea, € R. Pela Proposicao[L.28| (i), R(u;) € Py (T)
e u; € Qu(T). Agora,

F@x) =3 an [R(u) (02)]*" .. [Rlu,)(02)]* 4y (52)" ... (52)

= > (U [Ru) (@)™ L [R(u) ()] uy (x)

«

Deste modo, como f(dx) = —f(x), para todo z € V, temos que a, = 0 ou (—1)71FFF =
—1. Ou seja, a, = 0 ou B1 + ... + B, ¢ um numero impar. Neste caso, 51 + ...+ B;_1 +

(Bj — 1)+ Bj11+ ...+ Bs é par. Quando a, = 0, a parcela referente a a em (.14} é nula.
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Caso contrario, temos a parcela
Ko(2) @ () (L.15)

onde

Bi-1 ~

—1~
i (2)”

ﬁ' 1 ~ Bs
Uiy (x) 7 :

ujy (z)

Como fy + ...+ Bi—1+ (B; — 1) + Bjt1 + ... + Bs é par, o produto

~ B ~ Bi-1 ~ Bj—1~ Bj
a (x) 7y (@) () e ()T

us ()

¢ I'—invariante, pela Observacao Logo, K, € Py(I).

Escrevemos h; para a soma de todas as fungoes K, que acompanham u; como em

. Assim,
f(z) = Zhj(l’) uj (z) = (Z hjS(uj)> (2),

com h; € Py(I'). Portanto, {S(u1),...,S5(us)} é um conjunto de geradores para Qy (I')

como médulo sobre o anel Py (T). |

Exemplo 1.31. Consideramos a acdo do grupo I' =S, em R? pela permutacao das
coordenadas. Fixamos § = (12) € I'_, de modo que I'y = {(1)}. Assim, uma base de

Hilbert para Prz(I'}) é {ui(z,y) = z, us(z,y) = y}. Dai

Sun)(wy) = Hln(w0) —w@(y) = Se—y) e

S(ua)(,9) = 5 ual ) — wa(6(2,)) = 5y~ 2) = —5(2 ).
Logo, {u(z,y) = x — y} gera Qg2(.Ss).

Corolério 1.32. Nas condigoes do Teorema[1.30, o conjunto

{S(ug) = 1,8 (uy),...,S(us)}

gera o modulo Py (I'y) sobre o anel Py ().

Demonstragao: Segue diretamente da decomposicao ((1.12)) e do Teorema uma vez

que {1} gera Py (I') como médulo sobre si mesmo. |
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Um fato interessante e que surge naturalmente em teoria de invariantes é que co-
nhecida uma base de Hilbert para Py (I'y), podemos construir uma base de Hilbert para

o anel Py (I'). A demonstragao do resultado também faz uso dos operadores de Reynolds

ReS.

Teorema 1.33. Sejam I' um grupo de Lie compacto agindo em V e R, S os operadores

de Reynolds definidos em e , respectivamente. Seja {uy,...,us} uma base de
Hilbert para Py (I'y). Entao o conjunto

{R(u;), S(w;)S(u;): 1<14,j<s}

¢ uma base de Hilbert para o anel Py (T).

Demonstracao: A prova pode ser feita de forma andloga a prova do Teorema [1.30],
impondo agora a condigdo f(dx) = f(z), para todo x € V, e usando novamente que o

produto de um nimero par de fungoes anti-invariantes é invariante (Observagao [1.24]). B

O Teorema [1.20| nos garante a existéncia de um conjunto finito de geradores para
7;V(F+) sobre Py (I'y). No lema abaixo, estendemos este conjunto a um conjunto de
geradores para 75>V(F+) como um Py (I')—mddulo. Usamos o lema juntamente com a
decomposicao ([1.13]) para obter o principal resultado desta subsecao, o Teorema|1.35] que

N
nos fornece um conjunto de geradores para Qy (I') como médulo sobre Py ().

Lema 1.34. Sejam I'  um  grupo de Lie compacto agindo em 'V e

{S(up) =1,S(u1),...,S(us)} um conjunto de geradores para Py (I'y) como no Coroldrio

—
1.34. Seja {Hy, ..., H,} um conjunto de geradores para o mddulo Py (I'y) sobre o anel
Py(I'}). Entdo

(Hy = S(u)H,, i=0,..sej=0..r}
H
¢ um conjunto de geradores para o modulo Py(I'y) sobre o anel Py ().

H
Demonstracao: Se G € Py (') existem p; € Py (I'y) tais que

G=> piH;. (1.16)
j=0
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Como {S(u),...,S(us)} gera Py(I';) como um médulo sobre o anel Py (I'), para cada

Jj€{0,...,r} existem p;; € Py () tais que
i=0
De (T10) ¢ (LT7).

i,j=0
.
onde p;; € Py(I') e S(u;)H; € Py(I'y). Portanto,
{H;j = S(u;))H;, 1=0,...,5sej=0,...,7r}
o
gera Py (I'}) sobre Py (I). -

Teorema 1.35. Sejam T' um grupo de Lie compacto agindo em V' e {Hy,. .., Hg} um

%
conjunto de geradores para Py (I'y) sobre Py ('), como no lema anterior. Consideramos

o o—operador de Reynolds § definido em (1.11)). Entdo,

N
{S(Hij), i=0,...,8 ej:O,...,'r}

—
¢ um congunto de geradores para Qv (I') sobre Py (T).

%
Demonstracao: Sejam {Hyo, ..., Hs} um conjunto de geradores para o médulo Py (I'y)
~ — —
sobre o anel Py (') e G € Qy(I'). Pela Proposigao |1.28| (ii), Qy(I") = Im S Logo, existe

. N . s,T
G e Py(I'y) tal que G = S(G). Mas G = Z pijHij, com p;; € Py(I'). Logo,

i,j=0
G=5(G)=S <Z Pinz’j> = Z pi; S(Hij),
i,j=0 i,j=0
com py; € Py(l) e g(Hw) € JV(T), como desejado. m

Com base no teorema anterior, descrevemos um algoritmo que estabelece um con-
—
junto de geradores para o médulo Qy (I") das aplica¢oes I'—reversiveis-equivariantes sobre
—

— —
Py (I'). Como os médulos Py (I'y), Py(I') e Qp(I") tém estrutura de médulos graduados

sobre Py (I'), podemos supor que seus geradores sdo homogeéneos.
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Algoritmo 1.36. Geradores dos reversiveis equivariantes:

1.

6.

7.

Consideramos I" um grupo de Lie compacto;

Fixamos um epimorfismo o : I' — Zy com kernel I';;

Fixamos uma antissimetria § € I'_ = I'\I'y;
Consideramos uma base de Hilbert homogénea {us, ..., us} para Py (I );

. Consideramos {Hy, ..., H,} um conjunto de geradores para 75>V(F+) sobre Py (I'});
Definimos S(ug) = 1. Parai € {0,...,s} e j €{0,...,r}, fazemos H;; = S(u;)H;;

Para i€ {0,...,s} e je{0,...,r}, fazemos [:Tij ~3 (Hij).

~ —
Resultado: Conjunto de geradores homogéneos {H;;: 0 <7 <s, 0 < j <r} para Qy(I')
sobre Py (I).

Exemplo 1.37. (a) Consideramos I' = D,, agindo em C como

fz=en 2z e Kz = Z.

Vamos supor n par e fixar 6 = Rz% € I'_. Assim ['y = Duz. Por [18, XII Example
4.1(c)], temos que ui(z) = 2% € ug(z) = 22 +Z2 formam uma base de Hilbert para
Pe(Dx). Por [18, XII Example 5.4(c)], Ho(z) = z e Hi(z) = z2 ' geram ﬁc(Dg)
como Pc(Dn)—médulo. Assim, S(u;) = 0 e S(ug) = ug, onde S ¢ definido em

(1.11)). Tomando S(ug) = 1, temos

Ho = S(ug)Hy = Hy € Pc(D,),

Hoy = S(uo)Hy = Hy € Oc(Dy),

Hyy = S(u1)Hy =0,

Hy1 = S(up)Hy =0,

Hao(2) = S(us)Ho(2) = (23 +23)2 € Qu(Dy),
Hao(2) = S(us)Hi(2) = (2% +25)25 1 € Pe(D,)

_>
Deste modo, a projecao S como em (|1.11)) nos da

— —

S (Ho) =0, S(Ho)(2) = Hi(2) = zs L §(H10) = g(Hn) =0,
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—

S(Ha)(2) = (2

|3

n —
+z2)z e S(Hyp)=0.
Mas (22 +22)z = 2271 + (22)22 7! e como 2%z € Pc(D,,), temos que o conjunto
(7871, 5+
.
gera Qc (D,,) como P¢(D,,)—mdbdulo.

Consideramos I' = Z; agindo em R? como

—1($,y) = (—JI, _y)'

Fixamos § = —1 € I'_ de modo que I'y. = {1}. Temos que u;(z,y) = x e uz(z,y) =y
formam uma base de Hilbert para Pge. Além disso, Ho(z,y) = (1,0) e Hy(x,y) =

(0,1) geram o médulo 7_3)]1@2 sobre o anel Pgr2. Pela definicao em (|1.11)), segue que

Su)(z,y) = wry) =
S(ua)(w,y) = walz,y) = y.

Assim, tomando S(up) = 1 e definindo H;; = S(u;)H;, parai =0,1,2 e j = 0,1,

temos
Hy(z,y) = (1,0), Hoi(z,y) = (0,1), Hip(z,y) = (x,0),
Hll(xay) = (va)a HQO(CE7y) = (y,O) € HQl(Ivy) = (O7y)
— —
Como Hyy, Ho1 € Or2(Zs) e os demais pertencem a Pgz(Zs),

— —

S(Hoo)(l’,y) - H00<xvy) - (170)7 S(H()l)(xﬂy) - HOl(x7y> = (07 1)

e § (Hij) =0,i=1,2, j=0,1, onde § é definido em (|1.11)). Portanto,

{(1,0), (0,1)}

—
é um conjunto de geradores para o médulo Qg2(Zsy) sobre o anel Pgz(Zs).

(c) Consideramos I' = Zy @ Zy agindo em R? como

K1(1’,y) = (ZL‘, _y) e lﬂlg(ﬂ?,g) = (—l’,y).
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Fixamos § = k1 € I'_ e kg € I’y de modo que 'y = {1, ky}. Temos que u;(z,y) = z*
e ug(z,y) = y formam uma base de Hilbert para Pgrz(I'; ). Por definigao, S(u1) =0 e
S(ug)(z,y) = ug(z,y) = y. Além disso, Hy(x,y) = (z,0) e Hy(x,y) = (0,1) formam
um conjunto de geradores para o médulo 7_5]1@ (") sobre o anel Pg2(I";). Tomando
S(ug) =1 e definindo H;; = S(w;)H;, parai=0,1,2 e j =0, 1, temos

Ho = Ho, Hoy = Hy, Hio= Hi1 =0, Hoo(z,y) = (2y,0) e Hax(x,y) = (0,y).

Logo, S (Ho1)(z,y) = (0,1), S (Hy)(x,y) = (2y,0) e as demais projegoes sao
nulas. Portanto,

{(0,1), (zy,0)}

%
é um conjunto de geradores para o médulo Qg2(Zs @ Zs) sobre o anel Pg2(Zo ® Zs).

Consideramos I' = O(2) agindo em V = C x R, onde as rotacoes § € SO(2) e a

reflexdo k agem como
0(z,x) = (2, z) e k(z,z) = (Z,—x).

Consideramos I'y = SO(2) e fixamos 6 = k € I'_. Uma base de Hilbert para
Pexr(SO(2)) é {ui(z,x) = 2Z,us(z, ) = x}. Temos também que

Ho(z,z) = (iz,0), Hi(z,2) = (2,0) e Ha(z,z)=(0,1)

formam um conjunto de geradores para o médulo 7—5ch§ (SO(2)) sobre o anel dos
invariantes por SO(2). Além disso, Hy, Hy € é@XR(OQ)) e H € ECXR(O(Q)).
Agora, por defini¢ao, S(u;) =0 e S(ug)(z,x) = uz(z,x) = x. Deste modo, tomando
S(ug) =1 e sendo H;; = S(u;)H; temos

Hy = Hy, Hy = Hi, Hp = Hy, Hig= Hiyn = Hi2 =0, Hy(z,2) = (izx,0),
Ho(z,z) = (22,0) e Ha(z,z) =(0,z).

R
Como Hyy, Hoe € Hyp € Qy (') e os demais sao I'—equivariantes, temos
— . — —
{S (HOO)(Z7'T> = (1270)7 S (HOQ)(ZWT;) = (07 ]-)7 S (HQI)(zax> - (ZI',O)}
—
é um conjunto de geradores para Qcyr(O(2)) sobre o anel dos invariantes por O(2).
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1.5 Teoria de invariantes para o produto direto

Nosso objetivo, nesta secao, é descrever as ferramentas da teoria de invariantes para
os produtos direto e semidireto de dois grupos arbitrarios, necessarias para a obtencao de
formas normais no contexto reversivel equivariante. O produto semidireto de dois grupos
é uma construcao que generaliza o produto direto e que depende da existéncia de um
homomorfismo. Denotamos por Aut(I') o grupo dos automorfismos de I' com a operagao
de composicao.

Dados dois grupos I'y e I's, o produto semidireto de I'y e I'y, denotado por I'y x I's,
é o produto direto I'y x I'y como conjunto munido de uma operagao induzida por um

homomorfismo
JIa FQ — Aut(F1>, (118)

onde

(71, 72)'u(717 72) = (Y1p(72) 71, 7272)-

Por construcao, I'y < I'y x I's. Se g é o homomorfismo trivial, que leva v € T's no
automorfismo identidade de I'y, entao I'y x 'y = 1"y x I's.
Para o préximo resultado, consideramos (p, V') e (n, V) representagoes de I'y e I'y

em V| respectivamente, e a operacao (I'y x I'y) x V' — V dada por

(71, 72) = 11(722). (1.19)

Entao, temos:

Proposicao 1.38. A operacao definida em define uma a¢ao do produto semidireto

[y x Ty em V se, e somente se, a representacao de ju(v2)y1 € uma conjugacao, isto €,

p(p(v2)n) = n(v)p(r)n(2) "

Em particular, quando I'y x T'ys =Ty x I'y como grupo, a operacio em define uma

acao se, e somente se, as acoes de I'y e de I's comutam.
Demonstragao: A operagao (1.19) define uma agao se, e somente se,

(i) Para cada (y1,72) € I't x I'y, a aplicacdo 0(y, ) : V — V, definida por
Q(’y1ﬁ2)<x) = ’71(’72:E),
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¢ linear;
(i) (y1,72) (11, 72)2) = ((71,72) - (11, 72)) %, V(71,72), (71, 72) € Ty X Iy, Vo € V.

E simples ver que (i) ocorre, pois as a¢oes de I'1 e 'y em V' sdo lineares. Assim, (|1.19))

define uma agao se, e somente se, vale (ii). Mas

(71, 72) (71, 72)7) = 71(72(T1(T27)))

((v1,72) u (1, 2)e = (Mp(r2) 11, 72m2)T
= np(y2)7(y272)T.

Portanto, em termos de representacao, (ii) vale se, e somente se,

p(r)n(v2)p(1)n(m2) = (1) p(r(r2)T1)n(72)1(72),
o que ocorre se, e somente se, 7(72)p(11) = p(p(y2)71)n(72), ou seja,

p((2)71) = n(v2)p(r)n(r2) ",
para todo vy, 71 € 'y, Yo, 10 € I's. [ |

E de nosso interesse considerarmos grupos I'y e I's que admitam um produto semidi-
reto com uma agao nas condicoes da Proposicao [1.38|e, por isto, assumimos esta hipdtese.
Neste caso, escrevemos g : I'y x 'y — GI(V') para a representacao de I'y x I's em V, onde
o(v1,72)x = p(r)n(re)z.

Supomos agora que o grupo I['; possua somente simetrias e consideramos um epi-
morfismo oy : I'y — Zy como em ([1.8]). Definimos outro epimorfismo o ' xI'y — Z,
por

7 (11,72) = 02(72). (1.20)

O préximo resultado relaciona a teoria de invariantes para I’y x I's com a teoria de inva-
riantes para cada grupo, I'y e I'y, separadamente. Tal resultado serd usado para deduzir
formas normais de campos vetoriais I'—reversiveis-equivariantes, onde a teoria de invari-

antes ¢ aplicada a S x I', para um grupo de simetrias S conveniente.

Proposicao 1.39. Sejam I'y e I'y grupos de Lie compactos agindo linearmente em V' e
consideramos o epimorfismo o definido em . Entao
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() Py(Ty % Ta) = Py (T1) N Py (T2);
(i) Py (1 % Ta) = Py(L1) N Py(La);
(iii) Qu(I'y x Ty) = Py (1) N Qy(Ty);
(iv) Qv (1 % ) = Py (1) N Qu(T).

Demonstracao: Demonstramos somente o item (iii). Os demais seguem de maneira

andloga. Sejam f € Qy(I'y x T'y), (7,72) € 'y x 'y e x € V arbitrdrios. Assim,

Fri(ner)) = f((n,72)z) = 5(71,72)/:(95) = 0a2(72) f(2).

Tomando v; = Id, temos f(y2x) = 02(72) f(x), ou seja, f € Qy(I'y). Se tomarmos v, = 1d,
temos f(112) = f(x), ouseja, f € Py(I'1). Por outro lado, se f € Py (I'1) N Qy(I'y), entdo
f(’)/lx) = f(.fE) € f(")/gl’) = 0—2(’}/2).}0(1")7 v71 € F1772 € F27 reV. LOgO,

F(n,12)2) = F(n(122)) = f(1ez) = 02(2) f(2) = (1, 72) f(2),

donde f € Qy(I'y x I'y). Portanto, vale a igualdade dada em (iii). |

Observacao 1.40. Se supormos que I'y possui também antissimetrias, ou seja, existe um

epimorfismo oy : I'y — Zo como em , podemos definir o: Ty x Ty — Zsy por
7 (11,72) = 01(11)02(72)- (1.21)
Neste caso, os itens (iii) e (iv) da Proposi¢do ﬁcam como:
— — —
Qu(T1 xTe) =Qu(I)NQy(T2) e Qu(l'h xTy) = Qu(I') N Qy(I).

Além disso, as iqualdades da Proposicdo também valem para o produto direto.

1.5.1 Acao diagonal

Sejam I'y e I'y grupos quaisquer agindo em V e W, respectivamente. As agoes

naturais de I'y e I'y induzidas em V' x W sao da forma

n(z,y) = (mr,y) e (1.22)
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Y2, y) = (z,729), (1.23)

respectivamente. A acao diagonal do grupo I'y x I'y em V' x W é dada por

(v, 72)(7,9) = (nT,729)-

Neste caso, se p e 1) sao as representacoes de I'y em V' e de I'y em W, respectivamente, a

representagao diagonal de (7y1,72) € I'y x I'y é denotada por (p(y1),n(72)) e corresponde

A matriz ( p(gl) 77(: | ) e GI(V x W).

Lema 1.41. Sejam I'y e I'y grupos de Lie compactos agindo linearmente em V e W,
respectivamente.  Sejam  {uy,...,u.} e {aq,...,as} bases de Hilbert para
Py(I'y) e Pw (), respectivamente.  Consideramos 7_3>V(F1) =Pyl ){f1,.--, fm} e
;W(Fz) = Pw(l2){a1,.--,9.} Definimos U. : VXW — ReA; : VW — R
como Ug(x,y) = uc(x) e Ag(z,y) = aq(y), c=1,...,r, d=1,...,s. Também definimos
F:VxW —VeG:VxW-—W como Fj(z,y) = fi(z) e Gj(z,y) = g;(y), i =

1,....m, j=1,...,n. Entao
{U1,..., U, Ay, .. A}

¢ uma base de Hilbert para Py w (I x T'y) e

;VXW(FIXFQ):PVXW(FIXFQ){<};1>""’<P(;m)7<GO )’7(6(; )}

Demonstragao: Sabemos da Proposigao [1.39] (i) que
vaw(rl X FQ) = vaw(rl) N vaw(rg). (124)

Escrevemos Cy e Cyy para os conjuntos das fungoes V' x W — R que dependem apenas
de z € V e de y € W, respectivamente. Como {uy,...,u,} é uma base de Hilbert para
Py (I'y) segue que

{U1,..., U} UCWw

é uma base de Hilbert para Py (I'1), segundo a acao dada em ([1.22). Analogamente,

{Ar,..., AYUCy
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é uma base de Hilbert para Py« (I'2), segundo a acao dada em . Logo, de ,
temos que {Ui,...,U,, A;,..., A} é uma base de Hilbert para Py (I'; x I'g), como
queriamos.

Para provarmos a segunda parte do lema, tomamos H € 7_5V><W(F1 xT'5). Escrevemos
H = (p,q),comp:VxW — Veq:VxW — W. Desta forma, para quaisquer
(x,y) € Vx W e (71,72) € I't x 'y temos

H(nz,v2y) = H((71,7%)(2,y) = (71, 72)H(z,y) = (mp(z,v), 72q0(2,9)),

o que implica em

p(mz,v2y) = np(z,y) e q(mz, v2y) = 12q(z,y). (1.25)

Para cada y € W, definimos p, : V- — V por p,(z) = p(z,y). De (L.25)),

py(m) = p(nz,y) = np(r,y) = n1py(z),

N
para todo 73 € I'1 e 2 € V. Ou seja, p, € Py(I'1). Logo, podemos escrever p,(z) =
> h¥(x)fi(x), onde hY € Py(Ty). Agora, definindo h; : V x W — R por hi(x,y) = hf(x)
i=1

vale que
m

i=1
Como h! € Py (T1), hi € Pvyxw(T1), segundo a acdo dada em (1.22)). Vamos mostrar que
hi € Pyxw([3) e assim, por , temos h; € Pyxw (1 x T's).

Como V' é um espago vetorial finitamente gerado escrevemos p = (p1,...,p;) €
Fy = (Fy,...,Fy), com p;, Fz : V. x W — R, i = 1,...,t, para algum t. Assim para

cadai=1,...,t vale
m

pil,y) =) hile,y)Fa(z,y). (1.26)

=1

Por (1.25)), p(z,72y) = p(x,y), donde p;(x,v2y) = p;(x,y), para todo (z,y) € V x W.
Notamos aqui que

E(xa72y) = fz(m) = E(ff,y),

para todo (z, y) € V. x W, 1 < i < m.Logo, Fj; (z, 2y) = F; (z, y), para todo

(x,y) € V x W. Por (1.26)), segue que h;(x,vy) = hi(z,y), ou seja, h; € Py w([2),
segundo a agao dada em (|1.23)), como desejado.
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Analogamente, provamos que

g(,y) =D kix,9)Gy(x,y),
=1
onde k; € Py w(I'y x I'y). Portanto,

H(z,y) =Y hi(z,y) ( E(:g,y) ) +ij(:v7y) ( G'(O ) ,

i=1 z, ?J)

com B, k; € Prww (D1 x Ta) e (F,0),(0,G,)" € Pysw(@y x Ta), i = 1,....m, j =
1,...,n. |

O proximo exemplo ilustra o Lema e sera usado para calcularmos determinadas

formas normais reversiveis equivariantes no Capitulo 3.

Exemplo 1.42. Consideramos a acdo de I' = S' em V = C dada por 0z = ¢'2. Por [18,
XII Examples 4.1(b), 5.4(a)], Pc(S') = (22) e Pe (SY) = Pc(S'){z,iz}. Consideramos a
acao diagonal do toro n—dimensional 7™ em C" dada por

(01, .., 0) (21, s 2n) = (%21, ... €2,

com 0; € St e z; € C, 1 < j <n. Pelo Lema [1.41| vale

Pen(T) = (2121, -« -, ZnZn)

e
4 3\
21 iz 0 0
g n " 0 0 :
P(C”(T):P(C”(T) . ; . P )
: : 0 0
0 0 Zn 1z,
\ v
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Capitulo
2

Teoria de formas normais

Como mencionamos na Introducao, a teoria de formas normais é uma ferramenta
para o estudo local de campos vetoriais na vizinhanga de um ponto singular do campo. A
teoria classica consiste em encontrar mudancas de coordenadas proximas a identidade que
deixam o campo vetorial em uma forma “mais simples”ou mais conveniente para o estudo
que desejamos fazer. No caso de um sistema de equacoes diferenciais lineares & = Az,

uma mudanca linear de coordenadas da forma x = Py pode transformé-lo em um sistema
y = (P APy,

onde P71 AP é uma matriz que estd em sua forma canodnica de Jordan. Este processo nao
altera a estrutura topoldgica das orbitas. Um procedimento andlogo pode ser realizado
em um sistema de equagoes diferenciais nao lineares a fim de obter equagoes mais simples,
chamadas de formas normais. Neste caso, as mudancas de coordenadas sao nao lineares
e as formas normais nao sao unicas.

Do mesmo modo, existe um interesse cientifico na teoria de formas normais para
campos vetoriais reversiveis equivariantes, ou seja, em presenca simultanea de simetrias e
antissimetrias. O conjunto I" formado por estes elementos tem estrutura de grupo e, neste
caso, as mudancas de coordenadas proximas a identidade devem ser I'—equivariantes.
Além disso, a forma normal introduz um novo grupo de simetrias, que juntamente com I’
forma um produto semidireto.

Neste capitulo, apresentamos a teoria de formas normais para campos reversiveis
equivariantes como uma adaptacao da teoria desenvolvida por Belitskii [8, 9] e Elphick
et al. [I7]. Para isto, usamos ferramentas algébricas das teorias de invariantes e de

representacao de grupos. O capitulo ¢ dividido como segue: a Segao 2.1 expde o método

33



classico desenvolvido por Belitskii [8], 9.

Na Secao 2.2, introduzimos o grupo de simetrias S e apresentamos um método
alternativo devido a Elphick et al. [I7], que reduz o problema de encontrar a forma normal
de um campo de vetores ao de determinar geradores do médulo dos S—equivariantes.

Na Secao 2.3, impomos condic¢oes de simetrias ao sistema e adaptamos o método de
Elphick et al. a este caso. Por fim, a Secao 2.4 dedica-se ao tema central do trabalho, com
a apresentacao do método algébrico para encontrar formas normais no contexto reversivel

equivariante.

2.1 O método do operador adjunto

Descrevemos aqui o método classico para encontrar formas normais para sistemas
de equagoes diferenciais nao lineares. Nossa principal referéncia é [16].
N
Sejam V' um espago vetorial real de dimensao n, comn > 1,e h € £y, com h(0) = 0.

Consideramos o sistema de equacoes diferenciais de classe C™1, r > 2, dado por
t =h(x), zeV. (2.1)

Um primeiro passo no estudo da dinamica do sistema é obter resultados que determinam a
forma normal de . O método classico consiste de sucessivas mudancas de coordenadas
na fonte da forma Id +¢&*, onde Id é o germe da identidade e £* é o germe de um polinoémio
homogéneo de grau k.

Comecamos introduzindo o espaco vetorial real das aplicagoes polinomiais homoge-
—k —k
neas g : V. — V de grau k, denotado por Py. Um monomio em Py é uma expressao da

forma xz%e;, onde o = (o, . . ., ,) € um multi-indice com inteiros nao negativos o, = =
™. ap ee; = (0,...,1,...,0)" é 0 j-ésimo elemento da base canonica de V = R™.
—k

Uma base para Py é dada por

{a%; Jal =k, 1< j <n},

—k
onde |a] = ay + ... + a,, de modo que Py é um espago vetorial de dimensao finita igual

n+k—1 . ) —k
an . Podemos definir um produto interno em Py como segue:

~ —k n
Definicao 2.1. Consideramos p,q € Py dados por p(z) = Z Z Pajre; e q(x) =
7=1 |a|=k
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—k —k

Z Z dajrej, onde poj,qa; € R. Definimos o produto interno ( , ) : Py x Py — R
J=1 |a|=k

por
i=1 |a|=k
onde a! = aq!. ..l
—k
Exemplo 2.2. Sejam |a| = || = k, p(z) = 2%; e q(x) = 2°¢; mondémios em Py com

1 <14,7 <n.Assim

calset=jea=0

cal+0-1-plser=jea# B | al,sei=jea=p
cal4+0-1-8!,sei#jea=0 {

cal4+0-1-8!, sei£jea#p

b,q) =
P.4) 0, nos demais casos.

e e e
o O O =

Definicao 2.3. Seja L : V — V' um operador. Para cada k > 2, definimos o operador

—k —k
linear Ad% : Py — Py por

Adja(y) = da(y)Ly — La(y), (2.3)

—k
onde a € Py e da(y) denota a derivada de o em y € V.

—k
Como Py admite um produto interno e sua dimensao é finita, Ad} tem um operador

adjunto (Ad¥)*. O préximo teorema caracteriza este operador.

Teorema 2.4. Sejam L : V — V um operador e Ad% como em . Para cada k > 2,
o operador Ad%. é o operador adjunto de Adk com respeito ao produto interno definido

em , onde L* € o adjunto de L com respeito ao produto canonico (-,-) em V.

—k
Demonstragao: Sejam p,q € Py e escrevemos

p(z) = Z Z PaiT®e; e q(z) = Z Z Q5j$ﬁ€j.

i=1 |a|=k J=118|=k

Usando a linearidade de Ad%, de Ad%. e as propriedades de produto interno, temos
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(Adip,q) = <Ad’z SN paire ,ZZqﬁjxﬂej>

i=1 |a|=k j=1 |8|=k
n n
- Y Y <z S (261 >
J=L |8=h i=1 [al=k

= > Y Paigsi{Adf(x%e;), 27¢;)
W=l o) = k

Bl =k

(p, Adk.q) = <Z Z Paite;, AdE. Z Z qpiv’e; >

i=1 |a/=k =1 8=k
n n
- Z Z Pai <xaei, Z Z qp; Adk.. (xﬁej)>
i=1 [al=k =1 |Bi=k

n

= Z Z Pai%j@a@ufldlz*@ﬁ@j»-
W= o] = k

18l =k

Queremos mostrar que (Adkp, q) = (p, Ad%.q). Para isto, basta provarmos que

(Ad} f,g) = (f, Ad}.g),

onde f(z) = z%; e g(x) = 2P¢;, para todos «, 3,4,7, com |a| = || =k, e 1 < i,j < n.

Aqui, confundimos L com sua matriz e escrevemos L = (a;,), com 1 <[, m < n. Agora,

Adpf(z) = df(z)La — Lf(z)

0 .. 0
0 . 0
o
n a n o T a1;T
T T
= 041&113;— E alalnx_ —
I=1 ! I=1 ! N
0 . 0 n ni®
0 o 0
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Ou melhor, Ad% f(x)

0
«
n n a1;T
%%,
== E E A1Qm, x -
I=1 m=1 ! N
0 Ay T
0
n n
%z, o o
= E E o, " e; — [anz®er + ... + anize,
!

E aix®ey.

Analogamente, como L* = L, onde L! é a transposta de L,

Deste modo,

(Ad] f(=),

Ad’ztg(x) =

g9())

dg(x)Lizx —

n n xﬁxl
= Z Z Bmalmﬂ

=1 m=1

E E 0y TS —

=1 m=1

>3 e (3

=1 m=1

L'g(x)

n

€j — E CijI"Bem.
m=1

E CLh.T 61,33 €;

n
o
xmei,xﬁej>— E ali<xael,xﬁej>
!

=1

n

I T
E aap ( x%—e;, xﬁej + . oga, ( ey, xﬁej
=1 T T

—(ay(z%e, 2%€;) + ...

n
E agay — aqi | o,
=1

alalmﬂ!v

—aj;ol,
0,

\

+ ani{zen, 2Pe;))

sei=jea=/;

Sei:ja 5l:al7
para algum [ # m e todo s # [, m;
sei#jea=p;

nos demais casos.
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De forma analoga,

( n
<Zﬂlallaii) B, sei=jea=/70;
=1

Sei:j7 al:ﬂl+1a Oémzﬁm—l, 6520557
para algum [ # m e todo s #£ I, m;

—ajifBl, sei#jea=/p;
L 0, nos demais casos.

(f(z), Ad’i*g(:c» =< Biamal,

Como na segunda linha de cada expressao temos

qamB = agamBil. . Bl Bl ... Bl

aapmaq!. (o = Do (1)
(m + Dagnan! ..ol oa! L ag!
= Bmalmala
segue o resultado desejado. [ |

Nosso intuito, agora, é encontrar uma mudanga de coordenadas x = £(y) que man-
tenha a parte linear de (2.1) e a dinamica do fluxo numa vizinhanga da origem. Seja
L = dh(0) a linearizacdo de h na origem e consideramos uma série de poténcias formal

em torno deste ponto:
L+h>+h+. ..,

—k
onde para cada k > 2, h¥ € Py . Assim, 1} pode ser reescrito como
& = Lz + H(z), (2.4)

onde H(z) = h*(z) + h3(x) + ..., para z em torno da origem.
Consideramos x = £(y) uma mudanga de coordenadas C" numa vizinhanga 2 da
origem, na qual d¢(y) é invertivel, com £(0) = 0. Entao, & = d{(y)y e de (2.4]) temos

g = ds(y) " (LE(y) + H(E(y)), yEQ, (2.5)

onde d¢(y)~! é a inversa de dé(y) em Q. Denotamos por ¢(y) o lado direito da equagao
(2.5) e por K a derivada de d¢(y)~! com respeito a y. Assim, a Jacobiana de ¢(y) é dada
por

Tot) () = K(LE(Y) + H(E(y))) + d€(y) " (LdS(y) + dH (E(y))d (y))-
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Aplicando na origem,

To(0) = d&(0)"Ld£(0) + d€(0)~*dH (0)d(0)
= dg(0)7"Ldg(0),

pois dH (0) = 0. Logo, a parte linear de é d&(0)~1Ld<(0)y.

Assumindo que L ja estd na forma canonica e que a mudanca de coordenadas £(y)
tem a forma &(y) = y + O(|y|?), com y — 0, temos que dé(0) = d€(0)~! = Id. Ou
seja, a parte linear de é Ly. Assim, através da mudanca de coordenadas z = £(y),
escrevemos como

y =Ly+gy), ye, (2.6)

com ¢(y) tendo termos de ordem > 2.

A ideia é determinar a mudanca de coordenadas de modo que seja a forma mais
simples possivel. Por “mais simples”queremos dizer que as caracteristicas essenciais do
fluxo perto da origem sao mais evidentes. Esta simplificacao pode ser obtida, até termos
de ordem especifica, considerando uma sequéncia indutiva de mudancas de coordenadas

préximas a identidade da forma

) =y+EY), y e, (2.7)

onde ¢¥ : (V,0) — V é um germe de polindmio homogéneo de grau k > 2 e Q; é uma
vizinhanga da origem em V. Pelo Teorema da aplicacao inversa, qualquer aplicacao da
forma (2.7) é um difeomorfismo em alguma vizinhanca da origem, pois d§(0) # 0 e £ é

continuamente diferenciavel. Além disso, para cada k& > 2, a mudanca de coordenadas
(2.7) transforma o campo h de ([2.1) no campo conjugado

q(y) = d&(y) " h((y)) (2.8)

do sistema §y = q(y), y € 2. Mais especificamente:

Definicao 2.5. Dois campos vetoriais h,q : V — V sao conjugados se existe um difeo-

morfismo ® : V. — V tal que g = ®,h, onde
O, h(z) = d®(z) h(®(z)), z € V.

Nos referimos ao campo ®.h como o pull-back de h por P.
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De (2.7), para cada y €

dé(y) = 1d + d&"(y),

donde

df(y)*l =1Id — dfk(y) + (dfk(y))Q _ (dfk(y))g‘ 4. =1d— dfk(y) + O(’y|2(k71))’

com y € . Deste modo, truncando a série de h em k e lembrando que dé*(y) tem grau
k — 1, podemos reescrever ([2.5)) como

g = d&(y) " (LE(y) + H(E(y)))
= (Id —d&"(y) + O(Jyl*" ) (Ly + L& (y) + P*(y + £ (y) + ... + h*(y + " ()
= (Ly+ LE¥y) + h*(y) + ... + WM (y)+
(—d&*(y) Ly — d€*(y) LE*(y) — dE*(y)h*(E(y)) — - .. — dE¥(y)h*(E(y)) + O(ly[**1))
= Ly+h*(y)+ ...+ W y) + {PF(y) — (d€¥(y) Ly — LEF(y)) } + O(ly|F),

com y € . Portanto,

§=Ly+h(y) +...+ 8 (y) + (h*(y) — Adi"(y)) + O(|yl**), (2.9)

onde Ad¥ é como em ([2.3). Observamos que no novo sistema os termos de ordem k sao
—k
da forma g* = h* — Ad¥¢*, para algum &F € Py .

—k —k
Consideramos agora C* um subespaco complementar de Ad¥ (Py) em Py, isto é,

—k —k
Py = Adi(Py) o CF, k> 2. (2.10)

Portanto, g* = h* — Ady¢F € C*, para algum complementar C* apropriado.

Observacgao 2.6. Veremos na demonstragao do Teorema[2.7] que € possivel escolher ade-
quadamente £*(y) em de modo a simplificar (anular) o termo h*(y) em (2.9). Nota-
mos também que uma mudanca de coordenadas deste tipo fixa a parte linear L, simplifica
0s termos de ordem k sem alterar os termos de ordem menor do que k, e altera os termos

de ordem maior do que k.

Obtemos, entao, a simplificagdo desejada de (2.4)):
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%
Teorema 2.7. Seja h € &y um campo de vetores com h(0) = 0 e dh(0) = L. Conside-

—k
ramos a decomposicao (2.10) de Py, para k = 2,...,r. Entao existe uma sequéncia de

transformagoes polinomiais prézimas a identidade da forma x =y + &*(y), y € Q, onde
—k
&8 € Py e Qu, € uma vizinhanca da origem, com Q1 C Q, tal que nas novas coordenadas

o0 sistema tem a forma
gy =Ly+gy)+...+g W) +0(y™), y e, (2.11)
onde g* € C* para k =2,...,r.
Demonstragao: Seja h como nas hipéteses do teorema e consideramos
Lz + h*(z) + ...+ h'(z) + O(|z|)
uma série de poténcias formal de h. Para k = 2, a equacao ¢é dada por

g = Ly+ (h*(y) — Ad;€(y) + O(ly*)), v € o,

onde Qy é pequena o suficiente para que Id + d&?(y) seja invertivel. Por (2.10)), existem
—2 —2

f? € Ad2(Py) e g* € C? tais que h? = f? + g°. Escolhemos &2 € Py de forma que

Ad3&% = f2. Logo,

gy = Ly+(f*(y)+9*w) — fy) +O(lyP))
Ly +g*(y) + O(lyl*), y € Q.

Agora procedemos por indugao, lembrando que transformagoes da forma ([2.7)
nao alteram termos de ordem menor que k. Assumimos o teorema valido para

2 <k <s—1<r, ouseja, existe uma mudanga de coordenadas que transforma (2.4)) em
i =Lr+g*x)+...+ 9" (z) + h*(x) + O(Jz*t!), 2 € Qyy,
—s
onde g¥ € C¥ para k =2,...,5s —1, h®* € Py e ,_; é uma vizinhanca da origem. Seja

—S
r=y+E&Y), y € Qs onde escolhemos £° € Py de modo que h* = Ad;&° + ¢° para
algum ¢® € C*. Além disso, Qs C Q, 1 é uma vizinhanga da origem na qual Id + d&°(y) é
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invertivel. Desta forma, a equagao (2.9 para k = s torna-se

y = Ly+g*y)+... +9 () + (P°(y) — Ad;&°(y)) + O(|y[**)
= Ly+g*(y) + ...+ 9" (y) + (Adi&(y) + 9°(y) — Ad3E°(y)) + O(lyl*t)
= Ly+¢*(y)+...+9 () +g°(y) + O(lyl**"),

com y € (), o que conclui a prova. [ |

Definicao 2.8. Para cada k > 2, consideramos a decomposi¢ao (2.1(}). A sequinte

equacao truncada de (2.11

y =Ly+g*(y)+...+9 (), (2.12)

onde g8 € C*, k=2,...,r, é chamada uma forma normal de de ordem r.

Observacao 2.9. Neste trabalho, nao estamos assumindo que as aplicacoes sejam
analiticas, de forma que o novo sistema obtido apds as mudancas de coordenadas
¢ formalmente conjugado a , no sentido de que as suas correspondentes séries de
Taylor sao conjugadas entre si. Desta maneira, um problema técnico surge quando o
campo h € flat, ou seja, h e suas derivadas de todas as ordens se anulam na origem. Por

este motivo, vamos desconsiderar este caso.

Pelo Teorema [2.7] uma forma normal nao é tnica para um dado L. Obviamente,
ela depende da escolha dos subespacos complementares C*, k = 2,...,7. Em [I6] sdo

apresentados dois métodos para determinar tal espaco. O primeiro é o método do operador

—k
adjunto, pois uma possivel escolha para C¥ é o complemento ortogonal de Adk (Py),

. * , , ~ o« .
caracterizado como ker (Ad’z) . O segundo método é o de representacao matricial, no
—k
qual usamos a matriz My do operador linear Ad¥ com respeito a uma dada base de Py,

para k > 2 fixado. O método consiste em ver M, como um operador linear em R%,
—k
com dj, = dimgPy, e encontrar um subespaco complementar para a sua imagem em R%.

Uma desvantagem destes dois métodos é que os seus calculos se tornam mais complicados
conforme o grau que truncamos a série de poténcias do campo aumenta. Descrevemos
aqui apenas o método do operador adjunto, que foi primeiro introduzido por Belitskii
18, 9].

_>
Consideramos o espaco vetorial Py, das aplicagoes polinomiais g : V' — V e obser-
—k — —
vamos que Py C Py. Além disso, Py é uma algebra graduada dada por
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— Xk
Pv = PPy
k=1
— —
Definimos o operador linear Ady :Py— Py, chamado operador homoldgico, por
—
Adpé(z) = dé(x)Lx — LE(x), € € Py, (2.13)

onde L : V — V ¢ um operador. Claramente, Ad} = AdL|73>k, visto que Ady, é linear e
Vv

4>
preserva a graduacgao de Py. Uma possivel escolha proposta por Belitskii [8, O] consiste
em considerar o subespaco C*, em ({2.10]), como o complemento ortogonal ker Ad%., onde
Ad%. é o operador adjunto de Ad¥. Isto porque se W é um espaco vetorial de dimensao

finita, para qualquer operador A : W — W, temos
ker A* = (A(W))*,

onde A* é o operador adjunto de A e L indica o subespago ortogonal segundo algum
—k
produto interno definido em W. Assim, como Py é de dimensao finita,

—k —k —k
Pv = Adi(Pv)® (Adi(Py))*
—k
—  Ad(Py) @ ker(Ad5)*

k
— AdY(Py) @ ker Adk.,

a ultima igualdade seguindo do Teorema [2.4, Ou seja, um possivel espago complementar

—k —k
de Ad%(Py) em Py é dado por ker Ad¥.. Segue, pelo Teorema , que o sistema 1} é

formalmente conjugado a
i =Lz +g*(r)+g*(x)+...,

onde g* € ker Ad%., k> 2.

Portanto, o método do operador adjunto consiste em determinar solugoes polinomiais
g* para Ad¥.g" = 0. Mostramos agora que este processo equivale a encontrar os polinomios
de um dado grau sem termos constantes e lineares que estao em ker Adp-. Para isto,

consideramos um polinomio de grau r da forma

g=9"+...+¢,
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—k
onde g* € Py, k=2,...,7. Entdo g € ker Ady, se, e somente se, g* € ker Ad¥. De fato,

temos que

Adpg = Adp(¢*+...+9")
= AdLg2++AdLgr
= Ad2g’+ ...+ Ad}g".

Se g* € ker Ad¥, k=2,...,r, entdo Adrg = 0. Por outro lado, se g € ker Ady, entao
0=Ad;g*+...+ Ad}g".

Como Adh g* € 7_3)5, 2 < k < r, entao cada Ad¥ g* é identicamente nulo. Logo, g* € ker Ad~
para todo 2 < k < r. Assim, uma forma normal de ordem r é obtida se determinarmos as
solugoes polinomiais £ de grau r, sem constantes e termos lineares, da equagao diferencial
parcial Adp £ = 0. Em geral, esta nao é uma tarefa facil, uma vez que isto envolve resolver
uma EDP. Um método alternativo para determinar C* foi proposto por Elphick et al. [17]

e é apresentado na proxima se¢ao.

01
Exemplo 2.10. Consideramos V = R? e o sistema 1) com ( 00 ) a matriz de

L = dh(0). Tomamos &(z) = (&,(x), & ()", onde z = (21, 25)" € R? e & sdo polindmios

escalares de grau r > 2. Entao

%y %y,
ity — | <0 0)<x1)_<0 0)(&(@)
%(m) %(x) 10 To 10 & ()

96

xla—ﬁ(w)

- 3
I1a—x2($) —&i(2)

Para encontrarmos as solugoes polinomiais de Adr-£(x) = 0, resolvemos o sistema

xlg—i(:ﬁ) =0
PG e) ~ &(a) = 0

para todo z € R?.
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o . & ,
Da primeira equacao, temos que a—(x) = 0. Logo, & é constante em x5 e como
X2

queremos as solugoes polinomiais de grau r sem termos constantes e lineares podemos

escrever

& (21, 22) = 231 (1),

9)
onde ¢ é um polinomio de grau r — 2. A segunda equagao nos da 8_& = z1¢1(x1), donde
X2

segue que

§o(1, m2) + Y1(21) = 2101 (21) T2 + Ya(21),

onde tomamos 11 e ¥y polindmios quaisquer de grau r sem termos constantes e lineares.

Portanto,

o1, m2) = 212201 (21) + 272 (21),

onde ¢, é um polindémio de grau r — 2. Assim uma forma normal para (2.4)) de ordem r é

IL’:<O 1><x1)+< x%¢l(x1) )7
00 To 212201 (21) + 232 (1)

{ Ty = x9 + $%¢1($1)

dada por

ou seja,

Ty =TT (1) + 23 (1),

onde r > 2 é qualquer inteiro e ¢;, ¢o sao polinomios arbitrarios de grau r — 2. Logo,

uma forma normal de ordem 2 é da forma

{L.Clzl'g—i‘bl’%

Ty = ax? + by,
com a,b € R.

Observagao 2.11. Se considerarmos o espa¢o H* dos polindmios homogéneos de grau k
em n varidveis com valores em C", podemos definir um produto interno de forma andloga
a , como seque:
n
P.a) =D Pajlajal,
J=1 |ol=k
com p,q € H}. A teoria de formas normais também pode ser estudada neste contexto

desde que V' seja um espago vetorial complexo. Neste caso, sao vdlidos os Teoremas [2.4)
t

e comL*=1".
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2.2 O método de Elphick et al.

Como vimos até agora, existem muitas escolhas possiveis para o complemento C*
em . Em [17], Elphick et al. nos mostram que existe uma escolha canénica para C*
em que os seus elementos comutam com um grupo S de aplicagoes a um parametro real,
definido a partir da linearizagdo L do campo de vetores (Teorema . Nesta secao,
apresentamos este método alternativo, que nos permite usar ferramentas da teoria de
invariantes e da teoria de representacao de grupos para se obter uma forma normal para
(2-1). Nossa principal referéncia aqui é [19].

Primeiramente, definimos o grupo S de simetrias a partir da matriz de L = dh(0),

onde h em é o campo de vetores. Para isto, enunciamos o seguinte resultado:
Proposicao 2.12. Consideramos G um grupo topolégico e H < G um subgrupo.
(i) ([30], Proposicao 2.11). O fecho H ¢ também um subgrupo de G;
(i) Se p € G comuta com H entdo p comuta com H.

Lembramos que V' denota um espaco vetorial real de dimensao finita n > 1. Além
disso, daqui em diante, confundimos L = dh(0) com sua matriz que é uma matriz quadrada
de ordem n. Definimos

R = {65Lt D s € R} C Gl(n).

O conjunto R é um grupo abeliano quando munido da operagao de produto de matrizes,

. t t
pois dados et ezl € R temos
t t t
ele 682L — 6(81+82)L c R7
t t t t ~ . .
com e(s1+52)L" — gls2ts1)L8 — ps2lfes1l” ©as R pode ndo ser um grupo de Lie linear, uma
vez que ele pode nao ser fechado como vemos no Exemplo (b). Entretanto, pela

Proposicao - , R C GI(n) é um grupo fechado e, portanto, um subgrupo de Lie de
Gl(n).

Definicao 2.13. Definimos o grupo de Lie S como

S=R={esl': scR}. (2.14)

Como R é abeliano, S também é. De fato, sejam P, € S\R. Entao existem
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sequéncias nao constantes (x,), (y,) C R tais que limz,, = P e limy, = Q. Dai

PQ = (limz,)(limy,) = limz,y,
= limy,z, = (limy,)(limz,) = QP.

Pela Proposicao m (i), S comuta com a matriz L, uma vez que e** Lt = Ltes’,
para todo s € R. Além disso, S é um grupo com acao natural em V dada pelo produto

de matriz por vetor.

0
—1
s € R, e denotamos por I, a matriz identidade de ordem 2. Logo, B* = s'I,, se
i=4n; B'=s'L' sei=4n+1; B' = —s'ly sei = 4n+2; B* = s'L, sei = 4n+ 3,

para n € N. Assim,

1
Exemplo 2.14. (a) Consideramos a matriz L = ( 0 ) . Escrevemos B = sL,

0o (—1)is? o0 (—1)is2it1

. © pi ; (24)! _; (2 +1)! cos s —sen s

e = ;Z—, = i (_1)1'32“'1 i (_1)7;321' - < sen s cos s >
L2l A (20

denota a matriz R, de rotacao de angulo s no plano. Portanto, S = R = {Rs;: s € R}

¢ isomorfo ao grupo do circulo S*.

(b) Consideramos a matriz

0 1 0 0
-1 0 0 0
L =
0 0 V2
0 —v2 0
Assim, para s € R,
0 —s —s2 0 0 0

0 ) 0
B? = ,
—/2s 0 0 —(v2s)? 0

0
V2s 0 0 0 0 —(v/25)?

B=sL!=

o O
[a)
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0 s3 0 0 st 0 0 0
3 —s2 0 0 0 4 0 s 0 0
B - 7B e
0 0 0 (v2s)? 0 0 (v29)* 0
0 0 —(28)° 0 0 0 0 (v2s)!
e assim por diante, donde
GB: —'
-0
> ;5% 0 . 2l
;(_1) (2i)! _;(_1) (20 +1)! 0 0
0 2i+1 0 2
(—1)i-2 (1) 0 0
; @+l = @0
= S VR (V)
0 0 (—1)P 2 — Y (1)
; (20)! ; (2i+ 1)
o '(\/55)%#1 > l(ﬂ )Qi
0 0 ;(71) (20 +1)! 21 (2i)!
COSS —sens 0 0
| sens coss 0 0 B R, O
0 0 cosv2s —seny/2s 0 R\/is '
0 0  senv2s cosv/2s
Portanto,

R, 0
0 Ry,

“f

VI Secao 7)), segue que R nao é fechado, ou seja, R nao é um subgrupo de Lie de

Gl(n).
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(c) Em geral, S como definido em (2.14) pode nao ser compacto. Por exemplo, se
01
L= ,
0 0
O 0 . . .
0/’ s € R, o que implica em B =

>, B 10
B Z
e = —_— = .
= <Sl>

10
. ) D s € ]R} = R é um conjunto ilimi-
s

0

entao B = st = ( 0

0
, para todo
5 0

1 €N, > 2. Assim,

Desta forma, concluimos que R = { (

tado e, assim, nao é compacto.

Quando a linearizacao L tem apenas autovalores puramente imaginarios, podemos
caracterizar S de uma maneira particular, como um [-toro 7% = S x ... x St (I parcelas),
onde [ é o nimero de autovalores algebricamente independentes de L. Mais especifica-
mente, suponhamos que os autovalores nao nulos de L sejam puramente imaginarios.

Podemos decompor L de maneira tinica como
L=D+N, (2.15)

onde D é diagonal e N é nilpotente com DN = ND. A decomposicao (2.15) é chamada

de decomposicao de Jordan-Chevalley. Entao temos o seguinte resultado:

Teorema 2.15 ([19], XVI Proposition 5.7). Consideramos o grupo S como definido em

e a decomposi¢do de L. Entao

g T se N=0
RxT se N#O,

onde | é o mimero de autovalores algebricamente independentes de L, T' = {esP : s € R}
e R = {eSNt: s € R}.

Provamos agora o seguinte lema, do qual depende a prova do principal teorema desta
se¢ao, o Teorema 2.17] O resultado nos mostra que o grupo S introduz, de fato, simetrias
no problema, uma vez que os elementos de ker Ad%. sio S—equivariantes. Como V' é um

espaco vetorial real, tomamos L* = L!, onde L' é a transposta da matriz L.
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—k
Lema 2.16. Seja p € Py, para k > 2 fizado. Sejam L = dh(0) a parte linear do campo
de vetores h em e o operador Adlzt como em . Entao,

d
_esttp(esLtm) ‘s:O;

(i) Ad¥.p(z) = 7

—k —k —k
(ii) Py (S) = ker Ad%,, onde Py (S) = {p € Py: p comuta com S} :
Demonstracgao:

. . t
(i) Como L! comuta com a exponencial 1", s € R, temos

d t t
sk p(esL x) _ _Lte—sLtp(esth) + e_SLt(dp) (eSLta:)LteSth

ds
— st ((dp)(eSLt:c)LteSth — Ltp(eSth))

= e Adk ples ).

Quando s = 0, segue que

d o
ae_SL p(e*F x)|smo = Adhip(x).

(ii) Se p comuta com S, entdo p(e’'z) = L p(z), para todo s € R, z € V. Pelo item

(i),

d ¢ : d
Adb ip(z) = —e L p(e’l 2)|s—0 = —p(2)] 520 = 0
pp(x) = e p(e™ a0 = - p(2)]s=0 =0,
para todo = € V. Logo, p € ker Ad%,. Reciprocamente, se Ad%,p = 0, entdo, pela
demonstracio do item (i), temos que e~*'p(e*'z) é uma funcio constante em s.

Assim,

st SLt
e sk p(e L x) = eop(eox) = p(x),

sLt

ou seja, p(e’t' ) = e p(x), para todo s € R e x € V. Logo, p comuta com R. Pela

_ —k
Proposigao [2.12] (ii) segue que p comuta com S = R. Portanto, p € Py (S). [ |

O préximo teorema é devido a Elphick et al. [I7]. Ele nos fornece uma possivel

escolha para o complementar C* de (2.10)).

Teorema 2.17 ([19], XVI Theorem 5.3). Seja S como em . Entao para k > 2,

—k —k

—k
Py = Py(S) @ Adk (Py).
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—k
Demonstragao: Pelo lema anterior temos Py (S) = ker Ad%;. O resultado segue pelo

método do operador adjunto. [ |

Portanto, o método de Elphick et al. nos permite usar ferramentas da teoria de
invariantes para se obter uma forma normal de um campo de vetores como em (2.11]). Ele
consiste em determinarmos os geradores de grau k£ do médulo 7;‘/(8) dos S—equivariantes
sobre o anel Py (S).

2.3 Formas normais equivariantes

O objetivo desta se¢ao é apresentar um método algébrico (Teorema [2.20]) para a ob-
tengao de formas normais para o sistema impondo que h € S_\; seja '—equivariante,
para um dado grupo de Lie compacto I'. Neste contexto, o processo de encontrar uma
forma normal pode ser feito pelo método do operador adjunto, primeiro resolvendo uma
equacao diferencial parcial e, entao, impondo as simetrias do campo de vetores na forma
normal. Apresentamos aqui um método alternativo, que é a versao equivariante do Teo-
rema [2.17, com base no conhecimento da teoria de invariantes para I e S. Nossa aborda-
gem, na presente se¢ao, baseia-se em [19].

Comecamos com alguns resultados preliminares. Para tanto, consideramos o sistema
com h € g/(F) e h(0) = 0, onde I" é um grupo de Lie compacto. Tomamos S
como em ([2.14)), onde L = dh(0) é a linearizagdo de h na origem. Observamos que
L é I'—equivariante. De fato, como h(yz) = ~vh(zx), para todo v € ', = € V, temos
dh(yz)y = vdh(z). Em x = 0, dh(0)y = vdh(0), Vv € T". Logo,

Lyz = dh(0)yz = vdh(0)x = yLz, Vy €T, z €V,

ou seja, L € (‘?V(F)

As agoes de I' e de S em V' comutam. De fato, como a acao de I' comuta com L, ou
seja, Ly = vL para todo v € T, temos L'y* = ~* L. Agora, usamos que a acao de I' em V'
é ortogonal para obter Liy~! = ~~1L! donde L'y = vL!, para todo v € I'. Consequente-
mente, I' comuta com R = {eSLt, s € R} e, portanto, com S = R (Proposicio m (i1)).
Pela Proposicao , temos definida uma acdo g : (I' x S) x V.— V por

0 ((% e, v) = (e"'v), (2.16)

para todo s € R.
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Para os proximos resultados, definimos a aplicacao linear

— —
*:I'x Py — Py

2.17
(7.9) = Y%y (217)

por v % g(z) = v tg(yx), paratodoy €T, z € V.

Definicao 2.18. Sejam I' um grupo de Lie compacto e * a aplicacao dada em .
—k —k
Definimos 7 :Py—"Py como

7Y) = /F XY, (2.18)

onde / ¢ a integral de Haar normalizada em T".
r

A aplicacao T comuta com S. De fato, dado s € R,

eVT(Y) = eSLt/fy*Ydﬁy:/eSLtfy*Ydfy
r r
= /eSLt7_1Y7d7: /7_165LtY'yd'y
r
= jv*eSLtYdyzf(eSLtY),
r

a quarta igualdade seguindo pois I" e S comutam. Pela Proposicao (ii), segue o

desejado.

—k —k
Lema 2.19. Para cada k > 2, T : Py — Py (I') é uma projecao linear.

Demonstracgao: Pela linearidade da integral de Haar e da aplicagao x segue que 7 é
linear. Agora, notamos que
Txy*xY = (y7)+ Y, (2.19)

—k
para todo 7,7 € I', Y € Py. De fato, se 7,y € T,

THky*xY(zx) = 7
-
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para todo x € V. Assim, para 7 € I temos

Tx7(Y) = Txy*Ydy
(y7) * Ydy
(y7) * Yd(y7)
Y).

|

Dali,
T(Y)(2) = 77 (Y)(zx) = 777 (Y)(72),

—k
ou seja, 7(Y) (7(x)) = 77(Y)(z), para todo 7 € I', x € V. Portanto, 7(Y) € Py (I).
—k
Agora se Y € Py(I), entdo v+ Y (z) = v 'Y (yz) = v Y (z) = Y(z), para todo
v eI, x € V. Neste caso,

f(Y):/y*Ydyz/dezY/dyzY. (2.20)
r r r

—k
Portanto, 7(Y) =Y para todo Y € Py (I") = Im 7, isto é, T é uma projegao. [ |

Teorema 2.20. Sejam S como em e I' um grupo de Lie compacto agindo em V.
Entao para k > 2,

—k —k & —k

Pv(F) = Pv(r X S) S5 AdL<Pv(F)), (2.21)

onde a acio de ' xS em V € dada em .

Demonstracao: Comecamos mostrando que

7 Pe(S) — Po(I' x S
W\;é(s)~ v(S) — Py (I x S)

—k

—k —k
¢ uma projecdo. De fato, seja Y € Py (S) C Py. Pelo Lema [2.19, 7(Y) € Py(I'). Além

disso, Y (eX'z) = e**'Y (z), para todo s € R, z € V. Como 7 comuta com S temos

T(Y) (e a) = 7(eHY)(x) = eV T (Y)(2),

—k —k —k
para todo s € R, x € V. Portanto, 7(Y) € Py(S). Assim, 7(Y) € Py(I') N Py (S), ou
—k —k
seja, m(Y') € Py(I' x S), pela Proposigao |1.39| (i). Além disso, se Y € Py (' x S), entao
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k —k
Y € 7_7>V(F) e, por (2.20), 7(Y) = Y. Assim, 7(Y) = Y, para todo Y € Py(I' x S) =

Im 7|, , ouseja, T|x € uma projegdo. Agora, aplicamos 7 em
Pv(S) Pv(S)

—k

—k —k
Py =Pv(S) ® Ad}(Pv)
para obter
-k . K —k
Py(') = m(Pv(8)) +7(AdL(Py))

i v) (2.22)
= Py(l x S) + 7(Ads(Py)).

Para Y € E\Ij evy €T, temos d(y*xY)(x) =~y 1(dY)(yx)y. Segue que
vxAdY (z) = ALY (yz)
= 77 ((dY)(yz)Lyx — LY (y))
Yy HdY)(yx) Lyx — 4 LY (yx)
v HdY) (ya)yLa — Ly~'Y (yz)
= d(y*Y)(z)Lx — Ly * Y (x)
= Adj(y*Y)(2),
para todo v € I', x € V. Assim,

T(AdLY) = /F yx AdYY dy = /F Adb (yxY)dy = Ad /F yxYdy = Ads (7(Y)),

—k

para todo Y € Py, onde a terceira igualdade segue da linearidade do operador Ad¥, k > 2.
—k —k —k
Logo, T(Adk (Py)) = Adk (7(Py)) = Adk (Py(T)). Portanto, (2.22)) torna-se

Po(T) = Po(T x S) + Adt (Py(T)). (2.23)

—k —k —k —k —k
Como Py (T' x S) = Py (T') N Py (S) e Pv(S)NAdk (Pv) = {0}, pelo Teorema [2.17
segue que a soma em (2.23) é direta. |

p

Com base no teorema anterior, podemos agora obter uma forma normal de ({2.1])
para h € g/(F) que preserva as simetrias de h. Para cada k fixado, k > 2, consideramos
a mudanga de coordenadas préxima & identidade z = £(y), com &(y) dado em (2.7).
Queremos que apos tais mudangas de coordenadas, o novo sistema preserve as simetrias
do sistema original , ou seja, se h em é I'—equivariante, entao g em também
é. Para isto, precisamos que &¥ em (2.7) seja I'—equivariante, ou seja, ¥ € Ex]j(F) De
fato, se

E(vy) =y (y), vy el, y eV,
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entao, pela regra da cadeia,
d§"(vy)y =d€"(y), VY €T, y € V.
Além disso, de £(vy) = v€(y), donde
dg(vy)y = vdé(y), vy e, yeV.

De 25

a(vy) = (d€(vy) Th(E(vy)) = vdE(y) "yt h(7E(y))
= d&(y) Iy IR(E(y)) = vdE(y) T R(E(Y)) = va(y),

—k
como desejado. Portanto, podemos assumir que ¥ € Py (T'). Neste caso, Adk&F como em
(2.3) também é I"'—equivariante. De fato, para todo y € ', y € V,

Adpe*(vy) = (d€F)(vy)Lyy — LE* ()
= (d€")(vy)yLy — LyE*(y)
= yd¢*(y)Ly — vLE*(y)
= v (dg*(y) Ly — Lek(y)) = vAdEER(y),

a penultima igualdade seguindo da linearidade da acao de I' em V. Deste modo,

—k
Adﬂﬁk(r) C Py(I') e consideramos AdF¥ restrito as aplicagoes I'—equivariantes de grau k.
Vv

_>.
Como na prova do Teorema , quando h € &y (I'), podemos eliminar qualquer
termo em
Lz + h*(x) + B3 (x) + ...+ A" (z) + ...

—k
que esteja em Ad (Py(T)), com 2 < k < r, ou seja, g* em (2.11)) pertence ao subespaco

—k —k
complementar de Ad¥ (Py(I)). Por (2.21)), g* € Py (SxT). Estd provado, assim, o seguinte

resultado:

ﬁ
Teorema 2.21. Seja I’ um grupo de Lie compacto agindo em 'V e consideramos h € Ey(I'),
com h(0) =0 e L = dh(0). Seja S definido como em (2.14). Entdo a forma normal de
& = h(zx), z €V, é dada por

i =Lx+g*(z) + g (x)+ ...,
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—k
onde para cada k > 2, g* € Py(S x ).

Portanto, para encontrarmos a forma normal de um campo de vetores I'—equivariante,

i
basta calcularmos os geradores para o médulo Py (S x I') sobre o anel Py (I" x S).

2.4 Formas normais reversiveis equivariantes

De modo andlogo ao que fizemos na secao anterior, nesta secao apresentamos um
método algébrico (Teorema para a obtencao de uma forma normal para im-
pondo agora que o campo de vetores seja I'—reversivel-equivariante, para um grupo de Lie
compacto I'. Como no caso equivariante, neste contexto o processo de encontrar formas
normais pode ser feito pelo método do operador adjunto, resolvendo primeiro uma equacao
diferencial parcial, e depois impondo as simetrias e antissimetrias na forma normal. O
método desenvolvido aqui fornece uma alternativa a este processo, levando novamente em
consideracao a teoria de invariantes para I' e S. A ideia é reconhecer o subespaco com-
plementar para Ad,’{(ﬁé(F)) no espago é)xk;(l“) dos I'—reversiveis-equivariantes de grau k
como éxk/(s x I'), onde x denota o produto semidireto de S e I'.

No decorrer desta se¢ao, I' é um grupo de Lie compacto e 0 : [' — Zy é um
epimorfismo, com I'y = ker 0. Consideramos o sistema ([2.1)), com h € JV(F) e h(0) = 0.
Observamos que como h é I'—reversivel-equivariante, L = dh(0) também é. De fato, se

h(yx) = o(vy)yh(z), entdo
dh(yx)y = o(y)ydh(z), Vy e, z € V.

Logo, dh(0)yx = o(y)vdh(0)x, para todo v € I', € V' como desejado.

Comecamos com alguns resultados preliminares:

Lema 2.22. Para cada k > 2, o operador Ad%, definido em , permuta as parcelas da

decomposicao em soma direta

—k

Py(Ts) = Py(T) @ Oy (I).

Demonstragao: Seja g € Py(I'). Assim, dg(vx)y = vdg(zx), para todo vy € I, = € V.
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Como L = dh(0) é I'—reversivel-equivariante, temos

Adfg(yz) = dg(yz)L(yx) — Lg(yz)
vdg(z)y~to(y)yLr — Lyg(z)
o(v)y (dg(x)Lr — Lg(x))
= o(y)vAdyg(z),

k
para todo v € ', z € V. Logo, Adkg € év(r).
k
Agora, se p € éV(F), dp(yx)y = o(v)vdp(z), para todo v € ', x € V. Como L é

I'—reversivel-equivariante,

Lp(yz) = o(y)Lyp(x) = o(7)*yLp(x) = vLp(x),
uma vez que 02(y) = 1, para todo v € I'. Desta forma,

Adjp(yr) = dp(yr)L(yz) — Lp(yz)
o(y)ydp(x)y~ o (y)yLa — v Lp(z)
v (dp(z) Lz — Lp(z))

= yAdjp(z),
—k
para todo v € ', z € V. Logo, Ad%p € P(T), concluindo a prova. [ |
Lembramos que I'_ = I'\I"; denota o conjunto de antissimetrias de I". Além disso,

[ =Ty, para algum ¢ € I'_ fixado (porém arbitrario).

Lema 2.23. Sejam 7{ 2 § 0s operadores de Reynolds definidos em (1.10) e (1.11]), respec-

—k
tivamente, e seja Ady o operador definido em (2.9). Para todop € Pv(I'y), com k > 2,
L

temos

S (Adf(p) = Ad; (R ().

—k
Demonstracao: Seja x a aplicacao definida em (2.17). Paratodop € Py,y €l ex €V,

temos d(y* p)(z) = v 'dp(yz)y. Como L é T —reversivel-equivariante,
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Adf(yxp)(x) = d(yp)(x)La — L(y*p)(z)
vyt dp(ya)yLa — Ly~ p(yz)
v ldp(yz)yLa — o(y )y Lp(yz)
o(v)* v tdp(ya)yLe — o(y)y~ ' Lp(vx)
o)y (dp(yx)o(y)yLa — Lp(yr))
= o(y)y " (dp(yz) L(yx) — Lp(yz))
= o(y)yx Adpp(z),

—k
para todo v € I', x € V. Assim, para § € I'_ fixado e p € Py (I'}) temos

(Adip(z) — 6 " Adip(0x)) = = (Adfp — 6 x Ad;p) (2)

N | —
N | =

S (Adsp)(x) =

B %(Ad’;p+a(6)6*f1d’ip) (2) = % (Adtp + Ad (6% p)) ()

= s (30l) + 6790600 ) = Adt (B (1)) (),

para todo x € V. [ |

Precisamos agora garantir que temos uma agao bem definida de S x I" em V. Con-

sideramos o produto semidireto S x I' dos grupos S e I' induzido pelo homomorfismo

p: ' — Aut(S) de (|1.18]) definido por
sLt) _ ea(v)sLt‘
Para cada v € T, a aplicagao u(vy) : S — S é claramente um automorfismo. De fato, se

v €T, entdo pu(y) =1Id e se vy € T'_ entdo u(y) () = (eL)~1,Vs € R. Além disso, ju é

um homomorfismo de grupos, pois dados 71,72 € I' e s € R, temos

() () = ertnmskt — goln)o(r)sl!

o) (e
() (pe(72) (e°2))

= p(n) o plre)(e).

Pela Proposicao ((1.38), x4 define uma acao de S x I' em V' dada por

SxTI x V — Vv
((ey) , 7)) = et(ya)
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De fato, como L é I'—reversivel-equivariante e v = y~!, L'y = o(y)yL!, para todo v € T.
Assim,

M(’Y)(GSLt) _ ea(v)sLt _ e'ysLtq/’l _ 'YQSLt'Y_l,

para todo v € I'. Portanto, u(y) é uma conjugagao, como desejado. Neste caso, a acao de
S xI'em V fica como

(e, 7z = e (yz) = ye" g,

paratodoy e, x € V.

Definicao 2.24. Consideramos a aplicagao x definida em e fitamos 6 € I'_. De-

— —
finimos a aplicacao m “Py—"Py como

W(p):%(/mT*p dT—/m(aT)*p df), (2.24)

onde / € a integral de Haar normalizada em I';.
Ly

5
Observamos que a aplicagao 7 é uma extensao do operador S . De fato, mostramos

— — ~ ~
que 7r|7)—‘>/ )= S . Sejap € Py(l'y). Se T € 'y temos 07 = T 4, para algum 7€ I',, pois

T+
'y é normal em I'. Neste caso, para todo x € V,

Txp(z) =7"'p(re) =7 '7p(x) = p(2) e

(67) xp(x) = (67) 'p(é7x) = (57‘)_1p(? dx) = (07)* ;p(éx) =6 'p(dx) = 5 * p(x).

Logo,
1 1
m(p) = —(/ T*pd’/‘—/ ((57)*pd7) = —(/ pdT—/ (5*pd7>
2 \Jr, r, 2 \Ur, r.
1 —
= 5=0xp) [ d7=35(p),

5
visto que / é uma integral normalizada. Além disso, 7 e S tem a mesma imagem, como
Ty

mostra o seguinte resultado:

—k —k
Lema 2.25. A aplicagcio m: Py — Qy(I') é uma projecdo linear.

Demonstracao: Seja § € I'_ fixado. Pela linearidade da integral de Haar e da aplicagao

* segue que 7 é linear. Além disso, se p tem grau k entdo m(p) também tem grau k.
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—k

—k
Vamos mostrar que m(p) € Qv (T'), ou seja, m(p)(vx) = o(y)ym(p)(x), para todo p € Py,
vel, zeV.
Primeiro, lembramos da demonstragao do Lema que 7 (yxp) = (y7) * p, para

—k
todo p € Py, v, 7 € I'. Assim,

oy x7(p) = ()v*(l(/ T*pdf—/m(m*pdr))
_ %( 7*T*pd7‘—/r+’y*(57')*pd7')
_ %( (T *pdT—/m_((ST’y)*pdT).

Se v € I'y, entao pela invariancia da integral de Haar temos

coyeno) = 5 ([ @vepar= [ @ epr)
%(/ T*pdT—/u(aT)*pdT)
= 7(p)-

SeyeI'_ =0I'} entao vy = dA, para algum A € I'y. Além disso, paracada 7 € I'y, 70 =

0 7, para algum 7 € I',. Agora, usando novamente a invariancia da integral de Haar segue

(/F+(7'5)\)*p dr — /F+(5T(5/\)*p dT)

((57‘)\)*pd7'+/ (52;A)*pd7w'>
T, r

(- +
(/F+(FA)*pd?—/F+(5?A)*pd?)
(

/ 7N'*pd7N'—/ (5?)*pd?)
'+

Ty

que

o(y)y*m(p) =

|
N —

N~ DN~ DN —

onde na terceira igualdade usamos que §* € I'y. Desta forma, 7(p) = o(7)y * 7(p)(z),
para todo v € I'. Logo,
7(p)(x) = o(M (v 7 (p)(v2)),

—k

de onde o(y)ym(p)(x) = 7(p)(yx), para todo v € I', = € V, p € Py, como queriamos.

—k —k
Mostramos assim que 7(Py) C Qv ().
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Agora tomamos p € Qy(I'). Entao para 7 € I'y valem

Txp(x) =7 'p(rr) = o(7)r rp(z) = p(2) e

(07) % p(x) = (07) " 'p(dra) = o(67)(67) " (67)p(x) = —p(x),

para todo x € V. Assim,

() = %(/mf*pdT—L(aT)*pdT)
_ %(/MpdeL/mpdT)
_ p/F+dT:p.

—k

—k —k
Logo, p € m(Pyv), ou seja, m(Py) = Qp(I'). Além disso, W‘ak(r) = Id. Portanto, 7 é
v

uma projecao. [ |

Lema 2.26. A projecio 7 definida em satisfaz

7(Py(S)) = O (S n T).

—k —k —k
Demonstracao: Seja g € Qy (S x I'). Entao, g € Py(S) N Qy(I'), pela Proposigao [1.39
—k — —
(iii). Pelo Lema [2.25, temos g = m(g) € w (Py(S) ). Logo, Qy(S xT') C 7 (Py(S)).

—k —k
Por outro lado, seja p € Py (S). Queremos mostrar que m(p) € Qy (S x I'), ou seja,

7(p) (e’ (yx)) = o(y)et yn(p)(z), para todo v € I', z € V. Para isto, mostramos que
—
para todo p € Py(S), v €' e s € R vale

©(p) = o(y)e yxm(p) = o (7) (76””’”) *(p), (2.25)

onde x é a aplicacao definida em 1. Como e’ = e?™MsL' para todo v € T, temos

que

sLt _  sLt
e =e 9,

paray el e
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paray € I'_. Assim, se p € Py(S), T €' e s € R, temos

(res!)p(rest x) = (e 1) p(est )

1 gt t
16 sLesL

(re*™) % p(a)

T p(tr) = 7 p(72)

= Txp(x).

Analogamente, temos (67e%X") % p(x) = (67) % p(x), para todo 7 € T',. Ainda de (2.19),
temos que
() s 75 f = (79 D) ,

%
para todo f € Py, 7,7 € I'. Deste modo, dado v € I', temos

o) (e ) wm(p) = o) (76 (% ( / rapdr - / @ d))
= %0(7) ( /F ) (rye” Y s p dr — /F +((smewsﬂ) *p dT) .

Se v €'y, entao

o(1) (rer D) wn(p) = %( / (et xpdr / <6me8”>*pdr)

T+

= %(/F+(768Lt)*p df—/m(amw)*p dT)
_ %(LT*pdT—/F+(5T)*pdT) — (),

onde a segunda igualdade segue da invariancia de / . Caso contrario, v € I'_ = §I',.
Ly
Logo, existe A € I'y tal que v = d\. Além disso, para cada 7 € [', existe a € ', tal que

70 = dav. Assim,
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o () (ve? @) 5w (p)

(T(SA@‘SU) *p dr —

Como §%a\, aX € 'y, temos

igualdade

a(7) (e’

2.25

sLt)

(.

(6%aX) * p da — /

N | —

m(p)

—k
é satisfeita, ou seja, m(p) € Qy(S x T'). Port

(Pr(S) = Ov(S = T),

Lema 2.27. A projecio 7 definida em satisfaz

r(AdS (Py)) = Ad (Py(T)).

%(/ma*p da—/r+(5a)*p da) = 7(p),

onde na segunda igualdade usamos a invariancia a direita e a esquerda de /

ry

(SaX) % p da)

anto,

Demonstragao: Segue diretamente da linearidade de Ad¥, k > 2, que

/Ad’i('y*p) d’yzAd’Z/’y*p dr.
T T

—k

Consideramos p € Py e lembramos da demonstracao do Lema

Adf (v x p)(x), ou seja,

v+ Adjp = o(v)Adj (v * p),
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ry

que o(y)yxAdjp(z)

—sL* *pdr — / (577@’3”) * P dT)
Ly

(670X ) % p dT)

. Logo, a



k
paratodoy eI, pe 7_5\/- Assim,
1
m(Adp) = 5 ( / v x Adpp dy — / (67) x Adfp dv)
r, r,

(/ oAdL{y +p) dv - / o(69)AdS (67 % p) dv)

N | —

Ady (07 * p) dv)

| —

( Adk (v % p) dy +
Ly

ry

1
= Adp (5 </ v*pdwr/ (M)*pdv))
r, r,
= Adp (/’V*pdv),
T

—k
onde a ultima igualdade segue do Teorema |1.11, Do Lema [2.19| /7 *xp dy € Py(l), ou
r

—k —k
seja, m(Adk (Py)) C Adk(Pv(T)).
k
Ainda do Lema [2.19] se ¢ € 73V(F), entao q = /7*(] dv. Logo,
r

Adyq = Adj (/v*q dv) =7 (Ad}q),
I

—k —k
donde Ady (Py(T')) Cw( Ad% (Py) ). [ |
Com isto temos a versao reversivel equivariante do Teorema [2.17}

Teorema 2.28. Sejam S como em e I' um grupo de Lie compacto agindo em V.

Para cada k > 2, temos
—k —k i —k
Qy(l) =9y (S xT) @ Adj (Py(I)). (2.26)

Demonstracao: Aplicando a projecao m em ambos os lados de

—k —k

—k
Py = Pv(S) & Ady (Py)

e usando os Lemas [2.25] 2.26] e 2.27] temos

Ov(T) = Oy(S xT) + Ads (Pr(T) ).
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—k —k —k —k
Como Qy (S xT) = Py(S) N Qu(T) e Py (S) N Adk (Py ) = {0}, temos que a soma

acima é direta. [ ]

Como consequéncia direta do teorema anterior, obtemos o principal resultado deste
trabalho, que exibe uma maneira de encontrar formas normais reversiveis equivariantes,

usando a teoria de invariantes para S x I'. O resultado é como segue:

_)
Teorema 2.29. Seja " um grupo de Lie compacto agindo em 'V e consideramos h € Fy (T),

com h(0) =0 e L = dh(0). Seja S definido como em . Entao a forma normal de
& =h(x), v €V € dada por

i =Lr+g*(x) +¢*(x)+ ...,

—k
onde para cada k > 2, g8 € Qu(S xT).

Demonstracao: Para cada k fixado, £ > 2, consideramos a mudanca de coordenadas
proxima a identidade x = £(y), com &(y) dado em . Queremos que apds tais mu-
dancas de coordenadas, o novo sistema preserve as simetrias e as antissimetrias do sistema
original, ou seja, se h é I'—reversivel-equivariante, entao ¢ em também é. Para isto,
€% em (2.7) deve ser I'—equivariante, ou seja, £¥ € B\Ij(F) Neste caso, Adk&F como em
(2.3)) é I'—reversivel-equivariante. Deste modo, Adﬁ\;‘;;(m Céc(f‘) e consideramos Adk

restrito as aplicacoes ['—equivariantes de grau k.

—
Como na prova do Teorema , quando h € Fy(I'), podemos eliminar qualquer

termo em

Lz + h*(x) + k3 (x) + ...+ h"(z) + ...
que esteja em Ad’z(ﬁé(l“)), com k =2,...,r, ouseja, ¢g¢ em (2.11)) pertence ao subespaco
complementar de Adf(ﬁé(f‘)) Por (2.26), ¢* € éé(s x I). [

Portanto, para encontrarmos uma forma normal para o sistema sob a acao de
um grupo de simetrias e antissimetrias I', basta encontrarmos geradores para o modulo
JV(S x I') sobre o anel Py (S x I'). Para isto, usamos os métodos algébricos apresentados
na Subsegao 1.4.1 (Algoritmo para o calculo de geradores reversiveis equivariantes.
Como ja mencionamos na Introduc¢ao, quando o grupo S nao é compacto, o Algoritmo |(1.36
ainda pode ser aplicado, desde que o anel de invariantes Py (S) e o médulo de equivariantes

5
Py (S) sejam finitamente gerados.
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O proximo capitulo explora alguns exemplos usando o Teorema [2.29] onde a linea-

rizagao L do campo de vetores tem autovalores puramente imaginarios.
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Capitulo
3

Formas normais

Lo X Zo—reversiveis-equivariantes

Neste capitulo, aplicamos o método algébrico desenvolvido na Secao 2.4 a fim de
obter formas normais de campos de vetores I'—reversiveis-equivariantes. O nosso interesse
¢ em campos de vetores cuja linearizagao na origem tenha uma parte nilpotente e uma
parte diagonal com n pares distintos de autovalores puramente imagindrios =iwj,
1 < 7 <n. Esta classe de campos aparece com frequéncia na literatura, em particular na
teoria de sistemas dinamicos.

Em [24], os autores usam o método do operador adjunto para encontrar formas
normais para o estudo de ocorréncias de familias de érbitas periddicas de duas classes de
sistemas reversiveis, sendo uma ressonante e outra nao. Para o caso ressonante, a forma
normal é truncada em um baixo grau, pois os cdlculos ficam cada vez mais complicados
conforme este grau aumenta. Aqui, através do método exposto na Segao 2.4, fornecemos
de maneira direta a forma normal que aparece em [24] para qualquer grau que se deseje
truncar a série de poténcias do campo de vetores. Lembramos que estamos confundindo
L com sua matriz.

Nosso objetivo, entao, é deduzir formas normais para sistemas do tipo
= h(x) (3.1)

com h: (R*"2 0) — R?""2 h € C*, h(0) = 0, cuja linearizacio L = dh(0) na origem

tem a forma matricial
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0 0
0 w1
—w, 0 , (3.2)
0  w,
—w, 0
para certos valores reais wy, ...,w, maiores que zero tais que w? # wf para i # j em
{1,...,n}. Assumimos que h em ({3.1)) seja I'—reversivel-equivariante, onde I' é um grupo

de Lie compacto gerado por duas antissimetrias que sao involugoes lineares e que tornam
I' um grupo abeliano. Por este motivo, na Se¢ao 3.1 investigamos quais sao os possiveis
pares de involugoes que anticomutam com L como em ([3.2]).

Na Secao 3.2, desenvolvemos um algoritmo para calcular um conjunto de geradores
para o médulo dos reversiveis equivariantes sob a acao de S x Zs X Zs, onde S é definido
em ([2.14]). Finalmente, na Segao 3.3 aplicamos o método desenvolvido na Secao 2.4,
objetivando encontrar formas normais do sistema para diferentes possibilidades de

pares de involucoes estabelecidas na Secao 3.1.

3.1 Classificacao de involucoes

Nesta secao, classificamos os pares de involugoes que anticomutam com a matriz L

em (13.2). Nossa abordagem é breve e para maiores detalhes nos referimos a [25].

Definig¢ao 3.1. Uma involugao é um germe de difeomorfismo ¢ : (R™,0) — (R™,0) que
satisfaz p o @ = 1d. Dois pares de involugioes (p1,p2) € (P1,92) em R™ sao equivalentes
se existe um germe de difeomorfismo H : (R™,0) — R" tal que p; = H o p; 0 H™', para
1=1,2.

Queremos encontrar as possiveis involucoes ¢ de R?"*2 tais que
oL = — L, (3.3)

com L definida em ([3.2]). Calculos diretos nos levam a forma matricial de ¢ como
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onde

Qo 0 a; bl
©o < 0 —a > @ ( b —a, ) (3.5)

comai=1lea?+b?=1paral <i<n.

Agora, consideramos ¢ e 1 involucoes lineares distintas que comutam e que sa-
tisfacam . Denotamos por Zf e Z;p os grupos gerados por ¢ e 1, respectivamente.
Por [24, Teorema 6.2] segue que, a menos de equivaléncia, existem 2" pares de involugoes

(¢,1) nas condigbes acima, a saber:

—1 —a,

com a; = +1 para todo 0 < i < n. Podemos ver que ¢ e ¢ geram o grupo Z?ng.
Quando a; = 1 para todo ¢, temos ¢ = 1). Neste caso, as formas normais determina-

das na Secao 3.3 correspondem as formas normais Z;b—reversiveis—equivariantes.

3.2 Algoritmo

Na presente se¢ao, desenvolvemos um algoritmo simbdlico para calcular um conjunto

—
de geradores para o médulo Qy (S xI") dos reversiveis equivariantes, quando I = fo Zg’,
onde ¢ e 1 sao involugoes lineares em V' que comutam e S é como em ([2.14)). Lembramos

que V' é um espacgo vetorial real de dimensao finita.

H
Pelo Algoritmo |1.36] é possivel determinar geradores para o médulo Qy (S x I)

sobre Py (S x I'), uma vez conhecida uma base de Hilbert para o anel Py ((S x I');) e
fixando uma antissimetria 6 € (S x I')_. O que mostramos aqui é que este processo pode
ser simplificado ainda mais quando o grupo I' é gerado por um par de involugoes que
comutam.

Consideramos a acao de Zg X Z;D dada em . Suponhamos que ¢ e ¥ sao an-
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tissimetrias, ou seja, existem epimorfismos o : Z§—> Zo € o9 : Zg’—> Zs tais que

o1(¢) = 02(¢) = —1. Consideramos o epimorfismo
0 LY X LY — Ty (3.7)

como em (|1.21)). Neste caso, o grupo de simetrias de I' é I', = Zgw. Nestas condicoes,

temos:

Lema 3.2. O operador linear T :Q_>V(Z§)) —>Q_>V(Z§5><Z§)), definido como
1
T(G)(2) = 5(G(z) = ¥G(Ya)), (3.8)

€ uma projecio. Além disso, T € um homomorfismo de Py (Z3xZY)—mddulos.

—
Demonstracio: Seja G € Qy(Z9). Entdo G(¢z) = —pG(x). Assim, para todo = € V,

T(G)(6r) = 5(Gon) ~vGWer) o TOr) = L(G(a)—bG(Wr)

_ %(—gbG(a:)—i—qfﬂﬁG(iﬁm)) = %(wa)—w(x))
— U5 (C) — vG(n)) = —U(G(G) —IG)
= —¢T(G)(x). = —YT(G)(x).

— — —
Logo, T(G) € Qu(Z)N Qu(ZY) = Qu(ZIxZY), pela Observacio [1.40, Agora, seja
— —
G € Qy(Z$xZY) . Em particular, G € Qv (ZY) e temos

(G(x) —9G(Yr)) = T(G)(x),

N | —

(GWz) + G(Wx)) =

DN | —

—
para todo x € V. Logo, G €ImT. Portanto, Im T = Qy(Z3 x Z%) e Ty = Id.
— —
Assim, T : Qy(Z2)— Qv (Z% x ZY) é uma projecao. Por fim, sejam f € Py (ZIxZY) e
%
G € Qy(Z9). Assim,

T(fO)x) = = (fC(r) - dfC(4a))

D= N

(f(2)G(z) = ¢ f ()G (Yx))
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(f(2)G(x) = f(2)G()z))

N~ N =

f(2) (G(z) — G (r)) = fT(G)(x),

para todo z € V. A prova de que T(G + H) = T(G) + T(H), para todo G, H € Q_;/(Zg))

segue diretamente de (3.8), uma vez que a agdo de 1) em V' ¢é linear. [ |

Consideramos agora o homomorfismo o Z¢ xZw—> Zo como em (| - Neste caso,
obtemos um novo grupo I';, denotado aqui por F+, dado por 1“+_ ker 0 = Z¢’ Toda a
teoria desenvolvida na Subsecao 1.4.1 se aplica também para o homomorfismo o e para

Ii= Zf. Consideramos entao o operador

St Py(Z:%) — Py (Z,7) (3.9)

definido em (|1.11]), com § € F\ﬁr, ou seja, 6 = ¥ ou § = ¢1). Pela Proposigao |1.28| (ii),
ker § = Py (ZxZY), Tm S = Qy (ZYxZY) e vale a decomposicao

Pv(Z3) = Pv(ZXZy)® Qv (Z§ <L)

como uma soma direta de Py (ZJxZ4)—mébdulos. Considerando {us,...,u,} uma base
de Hilbert para PV(ZS), o Teorema nos diz que

{E; (w),...,S (us)}

gera o médulo Qy (ZYxZY) sobre o anel Py (Z3xZY) e o Corolario m garante que

{8 () = 1.5 (). 5 (u)}

gera 0 médulo Py (Z3) sobre o anel Py (Z5xZ3).

Lema 3.3. Sejam {uy, ..., u,} uma base de Hilbert para Py (Z3) e {Lo,...,L,} um con-
— ~
junto de geradores para o mddulo QV(ZS) sobre o anel PV(Zg). Tomamos S (ug) = 1,

entao

{§(ui)L]~, i=0,...,8 ej:O,...,r}
—
¢ um conjunto de geradores para o médulo Qy (Z3) sobre o anel Py (Z5xZY).

%
Demonstragio: Seja G € Qy(Z3). Assim existem p; € Py (Z3) tais que G = ijLj
=0

Como {S (up)y-.., S (us)} gera Py (Z3) sobre o anel Py (Z3 x ZY), para cada j existem
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pij € Py(Z§ x 7Y) tais que p; = Zp” ). Logo,

G= ZPJL =S

7=0 =0

de . 79 5« 79 o & (u\L: € O (7%
onde py; € Py(Zy x Zy) e S (u;)L; € Qv (Z3). u

Teorema 3.4. Nas condicoes dos Lemas e o conjunto
{Zij :T(g (uj)L;), i=0,....,s¢ej :0,...,7"}

: (79 % 7Y b 7Y
gera o modulo Qv (Z§xZ5) sobre o anel Py (Zx7Zs).

~ — —
Demonstragao: Seja G € Qy(Z) x ZY). Pelo Lema , Im T = Qu(Z) x Z¥). Logo,
= ~
existe G € Qy(Z3) tal que G = T(G). Pelo Lema

i,j=0
para p;; € 771/(235 X Z;p) adequados. Logo,

5=T<G)=T<§:pz~j ui) ) pr< )

2,7=0 1,7=0
qb ~ —
com p;; € Py (Z3 x Z;p) eT (S (ui)LJ) € Qv(Zg X Z;") [ |

Com isto, podemos descrever o seguinte algoritmo simbdlico:
Algoritmo 3.5. Geradores reversiveis equivariantes sob Z$xZY:
1. Consideramos uma base de Hilbert {us,...,u,} para o anel Py (Z9);
2. Fazemos § (ug) = 1 e calculamos S (uwi), i € {1,...,s}, onde S é como em 1}

—
3. Consideramos {Ly, ..., L,} um conjunto de geradores para o médulo Qy (Z3) sobre
o anel Py (Z3);

4. Consideramos a projecao 1" definida em 1’ e calculamos L;; = T(g‘ (wi)Lj), i =
0,...,8, 7=0,...,r
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Resultado: O conjunto {L;;, ¢ =0,...,s e j =0,...,r} gera o médulo QV(foZ;p)
sobre o anel Py (Z3xZY).

Como o grupo S é um grupo apenas de simetrias, os resultados apresentados nos

Lemas e no Teorema [3.4] podem ser facilmente adaptados para encontrarmos um
%

conjunto de geradores para o médulo Qy (Sx ngZg) sobre o anel Py (Sx Zg’ng’) . Para

tanto, consideramos agora o operador
S Pu(S X Zy? X Za¥) — Py (S x Zy? x Zy¥) (3.10)

definido como em (|1.11)), com 6 = v ou § = ¢p. Consideramos também a projegao
_ = —
T : Qy(SXNZE) —Qy (SNZEXZY)

definida como em ((3.8]).

Algoritmo 3.6. Geradores reversiveis equivariantes sob szing’:

1. Consideramos uma base de Hilbert {us,...,u,} para o anel Py (SxZ):;
2. Fazemos S(ug) = 1 e calculamos S(u;), i € {1,...,s}, onde S é como em (3.10));

H
3. Consideramos {Ly,...,L,} um conjunto de geradores para o médulo QV(SNZ@
sobre o anel Py (SXZJ);

4. Consideramos a proje¢io T e calculamos L;; = T(S(u;)L;), i = 0,...,s, j =
0,...,7.

_— —
Resultado: O conjunto {L;;, i =0,...,se¢j=0,...,7} gera o médulo Qy (SxZjxZ8)
sobre o anel Py (SxZyxZY).

3.3 Exemplos

Como ja mencionamos, nesta secao vamos encontrar formas normais para sistemas
['—reversiveis-equivariantes como em e L como em , onde I' = Zf X Zg) é gerado
pelas involucoes ¢ e 1 como em . Lembramos que ¢ e v sao antissimetrias e o
homomorfismo ¢ : ' — Z, fixado é dado em (|1.21). Por conveniéncia usamos aqui
coordenadas complexas (z,z) = (x1, 3, 21, - . ., 2,) € R? x C". Consideramos as agoes de

73 e 7Y em R? x C" como segue:

¢($1,IL’2721, Ce ,Zn> = (1’1, —Jfg,zl, e 7§n> (31].)
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W(xy, T, 21, -+ oy 2n) = (a0T1, —A0T2, A1Z1, - - -, AnZn), (3.12)

onde a; = £1, 0 <i < n.

3.3.1 O caso nao ressonante

Neste caso wy,...,w, sao algebricamente independentes. Mais especificamente, se
L é da forma (3.2), dizemos que L é ressonante se existem inteiros nao nulos ki, ..., k,
tais que

klwl—l—...—l—l{:nwn:O.

Caso contrario, L é nao ressonante e dizemos que wy, .. .,w, sao algebricamente indepen-
dentes.
10 . .
Pelo Teorema [2.15, S = R x T, onde R = . :se€R . A acao consi-
s

derada em PR x T™ ¢ a diagonal dada a partir das seguintes acoes de S8 em R? ¢ 7" em
(O

s(xy,29) = (w1, 801 +29) e (O1,...,00) (21, .., 20) = (€%21,...,e%2,), (3.13)

para s € Re (04,...,6,) € T". Por [18, XVI Example 5.6 (b)], 7_D)R2(%) é gerado por
{(z1,2),(0,1)} sobre o anel Pg2(R) = (x1). Desta forma, o Lema e o Exemplo[1.42]
nos garantem que

PR2X(Cn(m X Tn> = <?}1,/02, e ,’UnJrl),

onde vy(z,2) = x1, vao(w,2) = |21, ..., vpp1(2,2) = |2,]2. Além disso, os geradores de
7_D>R2X(Cn (R x T™) sobre o anel Pgeycn (R X T™) sao

Ho(z,2) = (x1,22,0,...,0), Hi(z,z) =(0,1,0,...,0), Ho(z,z) =(0,0,2q,...,0),

Hs(z,2) =(0,0,iz1,...,0), ..., Hop(z,2)=(0,...,0,2,) e

Hopi1(z,2) = (0,...,0,iz,).

5
Pelo Teorema [2.29, queremos encontrar geradores para Qy (S X Zf x 7¥) sobre o anel
Py (S x 73 x 7.Y). Para isto, usamos o Algoritmo .

1. Precisamos de uma base de Hilbert para Py (S x Zg) Notamos que v; € PV(ZS)
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para todoi =1,...,n+ 1. Consideramos R, S : Py (S x {1}) —Py (S x {1}) como
em (|1.10) e (1.11]), respectivamente, com 6 = ¢. Logo, usando o Teorema temos

PV(S X Zg) = <U1, s 7un+1>7

onde u; =v;, 1 <i<n+1.

. Para ¢ > 2, u; é invariante por . Portanto,
1-— ap
Uq.
5 1

R
3. Queremos um conjunto de geradores para Qy (S x Z3) sobre o anel Py (S x Z3),

2. Consideramos S como em

S(u;) =0, i >2. Mas S(u;) =

onde (S X Z%), =S x {1}, uma vez que § = ¢ ¢é antissimetria. Para isto, usamos o

Algoritmo [1.36] Neste caso,
Pv(S x {1}) = Pv(S) N Pv({1}) = Pv(S) = (v, . .., Unt1).

Como 75>V(S><{1}) = 7;V(S), concluimos que {Hy, ..., Hop41} gera ﬁv(Sx {1}) sobre
o anel Py (S x {1}). Pelo passo 1, sabemos que S(v;) =0, i = 1,...,n+ 1 e por
definigao S(vy) = 1. Logo, precisamos calcular apenas a imagem de {Hy, ..., Hopy1}
por §, onde §: 7;1/(8 x {1}) —>7;V(S x {1}) é como em (|1.11)) com § = ¢. Para

J par, H; é equivariante por ¢ e para j impar, H; é reversivel equivariante por ¢.

Logo,
{Lo=H,, Li=Hs, ..., L, = Hypp1}

gera Q—;/(S x Z3) sobre o anel Py (S x Z3).

4. Pelo passo 2, como S(u;) = 0, i > 2, precisamos encontrar apenas Lo; = T(L;) e
Lyj = T(S(uy)L;), j = 0,...,n. Para j > 1, L; é reversivel equivariante por .
Logo, foj = L; quando j > 1. Temos ainda que

- (14 ao)

1 —
Lo = ( ao)

Lo, Z10 =

U1L0

e Li; =0 para j > 1.

Assim, quando ag = 1, o conjunto

{Lo,...,L,}
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_)
gera Qv (S x Z$ x ZY) sobre 0 anel Py (S x Z$ x ZY). No entanto, se ag = —1 temos que
{UlLQ, Ll, Ce ,Ln}

gera Q—;/(S X Z35 x ZY) sobre o anel Py (S x Z§ x ZY).

Para calcularmos a forma normal desejada, resta encontrarmos uma base de Hilbert
para Py (S 3 Z§ x ZY). Para isto, tomamos a base de Hilbert {us,..., u,41} para
Py (S x Zg), dada no passo 1, e aplicamos o Teorema usando os operadores

R, S : Py(SXNZE) —Py(SXZY) como em (1.10) e (1.11)), respectivamente, com § = 1.

Temos
o 1+a 9 l1—a
R(uy) ( 5 O>u1 e S(u1)5< 5 O)ul.

Além disso, R(u;) = u; e S(u;) = 0 para i > 2. Deste modo, para ag = 1 temos

Pu(S X Z§ X ZY) = (uy, ..., Uni1)
e para ag = —1
Pu(S % ZY x ZY) = (U2, ug, . . ., Uns1).

Se ag = 1, pelo Teoremam temos a forma normal Z x Z§ —reversivel-equivariante:

T 0
)
T = —iwl 21 +f0(X) 0
—iwy, Zn 0
0
0 0
+AX) | iz [+ X |
: 0
0 iz,
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onde X = (uy,...,ups1) e fi : (R".0) — R, 0 <4 < n. Portanto, obtemos

/

Z).’Jl = X9

j72 = fO(x17|Zl|27"-7|Zn|2)

2= —iwz +izfi(en 2P )P

Zy = —lwazo +izafo(a, |21% ..., |20l?)
L Zn = _iwnzn+iznfn(3:la|Zl‘27"-7|zn|2)7

para f; : (R"™10) — R, 0<i<n.

Se ap = —1, novamente pelo Teorema , temos a forma normal Zg X Zf—reversivel—

equivariante:

T 0
i) T
T = —iwl 21 -+ fQ(Z) 0
—iwy, Zn, 0
0
0 0
+(2) | i [+ D)) ],
: 0
0 iz,

onde Z = (u?,ug, ..., Uups1) € fi : (R"10) — R, 0 <14 < n. Assim, obtemos

(

3.31 = T2

iy = wzifolal ol lzl)

Z.l = —iwlzl +i21f1(x%7|Zl|27"'7|zn|2)

2'/’2 = —i(,UQZQ—|—iZ2f2($%,|Zl|27"'7|zn|2)
\ 2y = —iwnzn—t—iznfn(x%,|Z1|2,---a|Zn|2)a

para f; : (R"™10) — R, 0 <i<mn.

Observagao 3.7. Notamos que as formas normais obtidas neste exemplo dependem ape-
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nas de ag. Isto ocorre pois cada w;, 2 < i < n+ 1, € invariante na coordenada z pela
acdo de . Quando ay = 1, obtemos, em particular, a forma normal Zf—revers{vel—
equivariante (¢ =1)). Esta também foi obtida em [24], onde os autores usam o método do
operador adjunto para obter uma pré forma normal e, depois, impoem a reversibilidade
de ¢. Aqui, usamos o método alternativo apresentado no Teorema |2.29, onde impomos a

reversibilidade de ¢ desde o inicio dos calculos.

3.3.2 Ressonancia do tipo (k; : ko) em R? x C?

Nesta subsecao, a matriz L em é ressonante, com n = 2 e w; e wy satisfazendo
kiwi + kewy = 0, para certos ki, ko € Z nao nulos. Sob estas condicoes, o sistema é
chamado (k; : ko)—ressonante. Uma observacdo interessante é que o método cldssico se
torna cada vez mais complicado a medida que os valores k; e ko crescem. Podemos ver
isto em [24] e [27], onde os autores lidam com alguns valores particulares de ky e ky. Com

o método usado aqui, encontramos formas normais para quaisquer valores de ki e ks.
Pelo Teorema S =R x St Aqui, a acdo de R x S* em R? x C? é a diagonal,

mas difere do exemplo da subsecao anterior pois S' age em C? da seguinte forma:
k10, iks0
0(z1,29) = (€™ 21, €% 29).

Por [18, XIX Theorem 4.2] sabemos que

Pe(8") = (|21, |22, Re(21°25"), Im(21°23"))

(21,0), (iz1,0), (Z12 71251, 0), (71> 25, 0), (0, 22), (0,122), (0, 21275 1) e (0,215 1)

geram 7_5@2 (S1) sobre Pez(S1). Lembramos que 73_]1;2 (R) é gerado por {(x1,x2), (0,1)} sobre
Prz2(R) = (x1). Assim, pelo Lema [1.41}

73V<£Yi X Sl) - <U17U27U37U47U5>7

onde vy (z,2) = 21, va(x,2) = |21|?, vs(x,2) = |2|? vz, 2) = Re(2225), wvs(z,2) =

Im(2225"). Além disso,
Ho(x, z) = (x1,22,0,0), Hy(x,z)=1(0,1,0,0), Ho(x,z) = (0,0,2,0),

Hs(x,z) = (0,0,iz1,0), Hy(z,2) = (0,0,7?271251,0), Hs(x,z) = (0,0,iE’lezgl,O),
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Hg(x,z) = (0,0,0, 22), Hy(z,2) =(0,0,0,iz9), Hg(x,z) = (O,O,O,zfQEgl_l)
e Hy(z,2) = (0,0,0,izF2z5 1)

—
geram Py (R x S') sobre o anel Py (R x ST).

Pelo Teorema [2.29, precisamos encontrar um conjunto de geradores para
5
Qv (S x Zf X Z;b) sobre o anel Py (S x Zf X Zg’) Vamos usar novamente o Algoritmo .

1. Queremos uma base de Hilbert para Py (S x Z%). Assim, da subsecio anterior sabe-

mos que vy, Vg, U3 € PV(ZS). Agora,

va(d(z,2)) = Re(z1 22 = Re(z’fQZgl) e wus(d(x,2)) = Im(z’f%él) = —Im(z]fzzgl)
Re(zF2zh) = o1(¢)Im(275")
= wy4(z,2) = o1(P)vs(w, 2),

onde oy : Zg — Zo ¢é o epimorfismo definido no inicio da Secao 3.2. Logo,
vy € Py(ZY) e vs € Qu(Z3). Consideramos R, S : Py (S x {1}) —Py (S x {1})
como em e , respectivamente, com § = ¢. Assim, R(v;) = v;, R(vs) =
0, S(v;) =0, S(vs) = vs, para 1 < i < 4. Usando o Teoremam {uy, ..., us} é
uma base de Hilbert para Py (S x Zf), onde u; = vy,...,us = vy, us = vZ. Como

us = ub?uf' — 42, uma outra base de Hilbert para Py (S x Z3) é
{Ul, ce ,U4}.

2. Consideramos S como em (3.10)). Como uy, uz € Py (ZY) segue que S(uy) = S(us) =

— 1 — _ 1 — ak2qf
0. Além disso, S(u) = ( 2a0)u1 e S(uy) = ( a21 ay )u4.

—
3. Queremos um conjunto de geradores para Qy (S x Zg) sobre o anel Py (S x Zf),
onde (S x Z3), = S x {1}. Neste caso, § = ¢ é a antissimetria fixada e usamos o

Algoritmo [1.36] Temos que
Py (S x {1}) = Py(S) = (v, ..., v5) e
P(S x {1}) = Py(S x {1}){Ho,. ... Hy}.

Pelo passo 1, sabemos que S(v;) =0, i = 1,...,4, S(vs) = vs e, por definigao,

S(vp) = 1. Logo, precisamos calcular apenas a imagem de

{H(), ey Hg, U5H(), e ,U5H9}

79



por §, onde S 75>V(S x {1}) —>75‘>/(S x {1}) é como em (1.11) com 6 = ¢. Para

J par, H; é equivariante por ¢ e para j impar, H; ¢ reversivel equivariante por ¢.

Como vs € QV(Zg), segue que para j par, vsH; é reversivel equivariante por ¢ e

para j impar, vsH; é equivariante por ¢. Logo,

{Lo Hy, Ly =vsHy, Ly = H3, Ly = Hs, Ly = v5H>,
Ls =vsHy, L¢ = Hy7, Ly = Hy, Lg = vs5Hg, Lg —U5H8}

N
gera Qv (S x Z3) sobre o anel Py (S x Z3).

4. Pelo passo 2, precisamos encontrar apenas Zoj, le e f4j para 7 = 0,...,9, onde
Zij = T(?(uz)L]) Temos:

— 1+a — 1+ ay?a —

LooE( 5 O)Lo, LOZEMIM Loy, = Ly,

— 1—a — 1+ apa®af) (1 —a

L105—< 5 O)U1L07 LUE( 021 2 )( 5 O)U1Ll, Ly, =0,

(1—ao) (1 - ay*ay')

Ly =
40 9 9

ugLy, Ly =

paral=1,3,4,7,8e k=2,5,6,9.

Agora temos quatro casos a considerar. Em cada caso, para encontrarmos uma base de
Hilbert para Py (S x Z3 x ZY), usamos o Teorema [1.33, com § = 1) e

R, S : Py(SXZE) —Py (SXZS)

como em (|1.10]) e (1.11)), respectivamente.

Caso 1: Quando ag=1 e a’angl = 1. Neste caso, um conjunto de geradores para

-
Qv (S % Z3 x ZY) sobre o anel Py (S x Z3 x ZY) é

{Lo,..., Lo},
onde Py (S x Z x ZY) = (uy, us, usz, us).

Caso 2: Quando ag = 1 e alangl = —1. Neste caso, um conjunto de geradores para

-
Qv (S % Z3 x ZY) sobre o anel Py (S x Z3 x ZY) é

{Lo, usly, Lo, usls, usLy, Ls, Lg, uslz, usls, Lg},
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onde Py (S x Z3 x ZY) = (uy, uy, uz, u2).

Caso 3: Quando ag = —1 e alf2a’§1 = 1. Neste caso, um conjunto de geradores para

—

Qv (S % Z2 x ZY) sobre o anel Py (S x Z x ZY) é
{u1L07 L17 s 7L9}7

onde Py (S x Z3 x 7Y) = (u2, uy, usz, uy).

Caso 4 Quando ay = —1 e ay agl = —1. Neste caso, um conjunto de geradores para

QV(S x 73 x 7.3) sobre o anel Py (S x Z§ x 7Y) é

{U1L0, usLo, ui Ly, usly, Lo, uiLs, usls, uyLy,
ugLy, Ls, Lg, uiLq, ugLz, uiLs, uslg, Lo },

onde Py (S x Z x ZY) = (U2, us, uz, u2, uyuy).

Portanto, pelo Teorema , temos as seguintes formas normais foZg’—reversiveiS—

equivariantes:
Caso 1:
¢
T = @Tp+ :cllm(zl 22 )fO( )
Ty = fi(X)+ x21m(21 22 )fO( )
2 = —dwiz +izfo(X)+ 121 z21f3 (X) + zllm(zl2 kl)f4( )
A b 1 ()
Zy = —lwgze +izfs(X) + 12’{322]2“ Lt (X) + zglm(zfQEgl)fS (X)
| b mEER ),

para f;: (R*,0) — R, 0<i<9e X = (z1, |21, |22]%, Re(2}2251)).
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Caso 2 :

#1 = xy+ mRe(21*25 ) Im(2}*Z5 )fO( )
Ty = fi(X )+x2Re(Zl 22 Pl (Zl Zz ) fo (X)
] & = —laa +121f2( )+_k2 Loyt Im(21725") f5 (X) + 12127 25 Re(21°25") fu (X)
+21Re(21 2’2 Bl (Z1 22 ) fs (X)
Z = —1w2z2+122f6( )+21 Zy (2725 fr (X) + 121725 Re(21225") fs (X)
L +Z2Re(21 22 Pl (Zl Z2 D fe (X)),

para fi: (R, 0) — R, 0<i<9eX = (21, |21]% |2/*, Re? (zk2Z’§1)).

Caso 3:
( iy = 94 o Im(2F2Z) £ (X)
iy = i fi1(X)+ fQIm(Zl 22 ) fo (X)
b o= —iwiz iz fo (X) 727 A f3 (X) + 21 Im(212250) f4 (X)
2 2y Im()°25") f5(X)
Zy = —iwpz +izfs (X) + 12f2512€1 L (X) + Z2Im(zf2§§1)f8 (X)
+2172y T m(°2y") fo (X)),

\

para f; : (RY,0) — R, 0<i<9e X = (xl, |21 |2, | 222, Re(z1 zgl))

Caso 4 :

Ty = Ty —i—x%lm(zl 22 ") fo(X )"‘lee(zl Z2 Pl (Zl Z2 1) fi(X)
Ty = x1fo(X )+$1$21m(21 Z51) fo (X) + Re(21*25") f3 (X)
+$2Re(21 22 Pl (Z]fzzgl)fl( )

2 = —lwiz +i21f4( )“‘3]1§2 1Z§1Im(zf23]2ﬂ>f5( )+ 13712]{:2 ! 1f6 (X)
‘HUlZlIm(Zl 22 N fr (X) + 12]1€2 ! 1Re(21 z2 ) fs (X) +
ZlRe(Zl 752 Bl (Zfzzgl)f9( )

Zg = —lwezg + i22f10( ) + Zimz]zﬂ 1Im(z’f2z’§1)f11 (X) + 15’3121 Zgl 1f1 (X)
—|—x1z21m(zl )f13( )+121 321 1Re(21 22 ) fia (X)
L +Z2R8(Z1 22 I (Z1 Z2 ") fis5 (X)),
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para fi: (R%,0) — R, 0<i<15e X = (22, |z1]% |22]% Re?(21225'), 21 Re(21225")).

3.3.3 Ressonancia do tipo (k; : ks : 0) em R? x C?

Aqui, a matriz L em é ressonante com n =3, w; e wy satisfazendo
kiwi + kows = 0 e w3 algebricamente independente em relacao a w; e wy. Neste caso,
dizemos que o sistema ¢ (ky : ko : 0)—ressonante.

Pelo Teorema , S=NRxT? A acio de R x T? em R? x C? é a diagonal, onde

T? age em C? da seguinte forma
(01,02)(21, 22, 23) = (eiklalzl, elf201 4, elf2, 3).
Pelo Lema [1.41] pelo Exemplo e por [18, XIX Theorem 4.2], uma base de
Hilbert para Py (S) é formada por
vi(z,2) = 21, vo(x,2) = |21, vs(,2) = |2]% va(x, z) = Re(2)725"),
vs(, 2) = Im(22225) e wg(x, 2) = |25]2.
Além disso,

Hy(z, z) = (x1,22,0,0,0), Hi(x,z)=(0,1,0,0,0), Hy(z,z)=(0,0,z,0,0),
Hs(z,z) = (0,0,iz1,0,0), Hy(x,2) = (0,0,ZF71251 0,0), Hs(z,z) = (0,0,izt27 125, 0,0),
Hg(z,2) = (0,0,0,2,0), Hr(x,2) = (0,0,0,iz,0), Hg(x,z) = (0,0,0, 282251 0),
Hy(x,z) = (0,0,0,izF2251 0), Hyo(x,2) = (0,0,0,0,23) e Hy(z,2) =(0,0,0,0,iz)

o
geram Py (S) sobre o anel Py (S).
Pelo Teorema [2.29, precisamos encontrar um conjunto de geradores para

%
Qv (S x Z2 x ZY) sobre o anel Py (S x Z3 x ZY). Pelos passos do Algoritmo , temos:

1. Queremos uma base de Hilbert para Py (S % Zg’) Do exemplo anterior sabemos que
v € Py(Z3), i =1,...,4,6 e v5 € Qu(Z3). Logo, R(v;) = v, R(vs) =0, S(v;) =
0, S(vs) = vs, para i = 1,...,4,6, onde R, S : Py(S x {1}) —Py(S x {1}) é
como em e , respectivamente, com 6 = ¢. Usando o Teorema
{v1,..., 04,02, 06} é uma base de Hilbert para Py (S x Z3). Como v = vh2ob — 2,

uma outra base de Hilbert para o anel é

{ug = vy,...,uy = vy, u5 = vg}.
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2. Por definicio S(ug) = 1. Agora como us, us, us € Py (Z8) segue que S(uy) = S(us) =

- _ ki ki
S(us) = 0. Além disso, S(u;) = {a 2a0)u1 e S(ug) = w

Uy.

R
3. Queremos um conjunto de geradores para Qy (S x Z3) sobre o anel Py (S x Z3),
onde (S % Z3), =S x {1}. Como nos exemplos anteriores, § = ¢ é a antissimetria

fixada e usamos o Algoritmo Além disso,

Py (S x {1}) = Py(S) = (vy, ..., v6) e
Pu(S x {1}) =Py (S x {1}){Ho, ..., Hy1}.

Pelo passo 1, sabemos que S(v;) =0, i = 1,...,4,6, S(vs) = v5 e, por definigao,
S(vp) = 1. Logo, precisamos calcular apenas a imagem de {Hy, . .., Hy1,vsHy, ..., vsHy1}
H

por S, onde

—

S: Py (S x {1}) —Pu(S x {1})

é como em ([1.11)) com 0 = ¢. Para j par, H; é equivariante por ¢ e para j impar,
H; é reversivel equivariante por ¢. Como vs € QV(Z?), segue que para j par vsH;
¢ reversivel equivariante por ¢ e para j impar, vsH; ¢é equivariante por ¢. Logo,
{Lo Hy, Ly =wvsHy, Ly = Hj, Ly = Hs, Ly =vsHs, Ly =vsHy, Le = Hy,
L7 = Hy, Ly =vsHg, Ly =vsHsg, Lig = Hyy, Ly =vsHio}

N
gera Qy (S % Z3) sobre o anel Py (S x Z5).

4. Pelo passo 2, como S(u;) =0, i = 2,3,5, precisamos encontrar Lg;, L;; e Ly; para

7 =20,...,11. Temos

_ 14+a 1+ aa
Lo = ( 5 0>L0, Lo = ( 21 2 >Ll7 Loy = Ly,
_ 1— _ 1 M) (1 -
Ly = ( aO)ulLo, Ly = 1+ aoal a2') { aO)UlLla Ly, =0,
2 2 2
— 1—ap) (1 —at2a — 1 —agh _
Ly = ( > 0)( 21 2 )U4Lo, Luz%u@l e Ly, =0,

paral=1,3,4,7,8 11 e k=2,5,6,9,10.
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Novamente, temos quatro casos a considerar. Como fizemos no exemplo da subsecao

anterior, em cada caso encontramos uma base de Hilbert para Py (S x Zg’ X Zg), usando

o Teorema [1.33), com § = v e R, S : Py (SNZE) —Py(SXZS) como em (1.10) e (1.11),

respectivamente.

Caso 1: Quando ag=1 e a’fzagl = 1. Neste caso, um conjunto de geradores para

-
Qv (S x Z3 x ZY) sobre o anel Py (S x Z3 x ZY) é

{LOa s 7L11}7

onde Py (S x Zg X Z;ﬁ) = (uq, Ug, ug, Ug, Us).

Caso 2: Quando a9 = 1 e a’angl = —1. Aqui, um conjunto de geradores para

N
Qv (S x Z3 x ZY) sobre o anel Py (S x Z3 x ZY) é

{Lo, usly, Lo, usls, usLy, Ls, Lg, usLly7, uslg, Ly, Lo, U4L11}>
onde Py (S x Zg X Z;ﬁ) = (uy, ug, uz, u3, us).

Caso 3: Quando qp = —1 e alf2a§1 = 1. Neste caso, um conjunto de geradores para

.
Qv (S % Z% x ZY) sobre o anel Py (S x Z8 x ZY) é
{ulLOa L17 R L11}7

onde Py (S x Z3 x ZY) = (u?, ug, us, uy, us).

Caso 4: Quando ap = —1 e alangl = —1. Agora, um conjunto de geradores para

>
Qv (S % Z% x ZY) sobre o anel Py (S x Z8 x ZY) é

{U1L0, ugLo, w1 Ly, ugly, Lo, uiLs, usls, Ly, usly,
L57 L67 u1L77 U4L7, ulLSJ U4L8, L97 L107 u1L117 U4L11 }7

onde Py (S % Z3 x ZY) = (U2, uy, uz, u2, uyy, us).

Portanto, temos as seguintes formas normais Zg’><Zg’—reversiveis—equivariantes:
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Caso 1:

#1 = o+ x1Im(2)?7) )fO( )
iy = fi(X )+$2Im(zl 22 ) fo (X )
2 o= —lwz +izfo (X )+121 b2yt f3 (X) 4 21 Im(21225") f4 (X)
+Z]f2 1z§IIm(zl Zz ) fs (X)
Zy = —lwezy +izfs (X) + 121 212“ 1f7( )+ Z21111(21 z2 ) fs (X)
+21 7521 111’“(*’5522’51)](9( )
[ 23 = —lwszz +izfio (X)+ zIm(2F2 28 £ (X))

para f;: (R%,0) — R, 0<i<1le X = (z1,]2% |22/ Re(212%5"), [ 23]).-

Caso 2:
(i = s + 21 Re(2225 ) Im (212251 ) fo (X)
¥ = fi(X)+zaRe(2?25" Im(2y°25") fo (X)
2 = —iw121+izlf2( )+Zlf2 ' 1Im(zf2,z’2“)f3( )"‘lzllw ' lRe(zl Zz D fa(X)
+21Re(21 22 Bl (31 22 )5 (X)
Zy = —lwgze + 129 f5 (X )+z 22 m (28220 f7 (X)) 4 120228 T Re (212250 £ (X)
+25Re(21225" ) Im(21225") fo (X)
| &3 = —iwszz +izsfio (X) + zgRe(2F2 2 Im (2225 f11 (X))

para fz : (R570) — R7 0 S i S 11e X = ('rlv |Zl| |Z2|2 Re (Zl 22 ) |Z3| )

Caso 3 :
(& = Ty + zIm(28225) £ (X)
by = x1fi (X)+ zIm(2225") fo (X)
2 = —iwiz tinfo (X ) + 1Z’1€2 ! 1fs (X) + ZlIm<ZIfQZ§1)f4 (X)
+_k2 lzgllm(zl 22 ) f5(X)
Zo = —lwgze +izofs (X ) +izP2 T (X)) + 2,Im (282 F8) £ (X)
+Z1 221 1Im(21 22 4) fo(X)
| &3 = —lwzzz +izzfio (X ) + zslm(21225") fir (X)),

para fi 1 (R5,0) — R, 0<i<1le X = (2, [1]2 |, Re(27251), |24%).
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Caso 4 :

T = @To +$%Im(21 22 ) fo(X )—i—wlRe(zl 22 I (21 32 Y)f1(X)

By = w1fo(X )—I—a:lxglm(zl 22 ) fo (X) +Re(zl 32 ") f3(X)
+raRe(21225 ) Im(2225") f1 (X)

2"1 = —iw121+121f4< )+Zk2 12511m<252§§1)f5( )+1I12k2 ! klfﬁ( )
+x1z11m(z1 Z5') f7 (X) + iz 25 Re(21225" ) fis (X) +

21R6(21 22 I (21 22 ) fo (X)

2y = —lwzm + iszlo( )+ Z]Q_Izﬁ1 1Im(zl 22 )fll (X) + imlzl 212“ 'fia (X)
+r120Im(21225") fuz (X) + 12225 Re(21275") fua (X)
+2Re(21225" ) Im(21225" ) f15 (X)

23 = —iwszs +izsfie (X) + 2rzslm(21225") fir (X) + 23Re(21225" ) Im(2225") fis (X)),

\

para f; : (RS 0) — R, 0<i<18e¢
X = (3317 |Zl|2 |Z2’2 Re’ (21 leﬁ) lee(zl 22 DAE )

Podemos observar que o valor de asz em (3.12) nao influencia nos geradores de
5
Qy (SNZEXZY) para a obtencdo da forma normal. Isto ocorre pois as estd na parte
de 1 que age na parte algebricamente independente de L. Logo, este exemplo pode ser

estendido para sistemas em R? x C", com n > 3, como fazemos a seguir.

3.3.4 Ressonancia do tipo (k; : ks : 0) em R? x C"

Aqui, tomamos L em (3.2) com n > 3, w; e wy satisfazendo kyw; + kows = 0 e

w3, ...,w, algebricamente independentes em relacao a w; e wy. Neste caso, o sistema
(3.1) também ¢é dito ser (k; : kg : 0)—ressonante. Pelo Teorema [2.15, S = R x T 1. A

acao em R x T" 1 é a diagonal, onde 77! age em C" da seguinte forma:

(Og, ..., 0,)(21, 22, 23, . . ., 2n) = (W12 eF2025, W3, elfny ),

De forma anéloga ao que fizemos no exemplo anterior, obtemos uma base de Hilbert

para Py (S) formada por
Ul(iE,Z) = I, 1}2(93',2) = |Zl|27 Ug(iE,Z) = |Z2|2a ( ) Re(zl Z2 )a
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vs(, 2) = Im (28228, wg(x, 2) = |23]%, ..., Ungs(z,2) = 2|2

Além disso,

Hy(z,2) = (x1,22,0,...,0), Hi(x,2) =(0,1,0,...,0), Ho(x,z) =(0,0,2,...,0),
Hs(x,2) = (0,0,iz1,...,0), Hy(z,z) = (00,2128 ... 0),
Hy(x,2) = (0,0,iz827 25 0 0)0), Hg(z,2) = (0,0,0,2,...,0),
H:(x,2) = (0,0,0,iz,...,0), Hg(z,z)=(0,0,0, 22zt . 0),
Hy(z,z) = (0,0,0,izF2z8 1 ... 0), Hyo(z,2) = (0,0,0,0,2,...,0),
Hii(z,2) = (0,0,0,0,iz3,...,0), ..., Hopia(z,2)=1(0,...,0,2,)

e Hopys(x,2) = (0,...,0,iz,)

geram 7;V(S) sobre o anel Py (S).

H
Queremos encontrar um conjunto de geradores para Qy (S x Zg x Z.3) sobre o anel

Py (S x Z%S X Z;p) Como usual, seguimos os passos do Algoritmo .

1. Procuramos por uma base de Hilbert para Py (S x Z5). Temos que v; € Py (Z3),
para i € {1,...,n+ 3}\{5} e vs € Qu(Z3). Logo, R(v;) = v;, R(vs) = 0, S(v;) =
0, S(vs) = vs, para i € {1,...,n + 3}\{5}, onde R e S sao como no exemplo
anterior. Pelo Teorema , {vi,..., 4,03 v6,...,U,13} é uma base de Hilbert

para Py (S x Z3). Mas v2 = vk20f — v2. Assim tomamos a base de Hilbert

,PV(SX]ZS) = (U1 = V1, ..., U1 = Vg, Up = Vg, . . ., Unta = Upts).
. Por definicao, S(ug) = 1. Pelo exemplo anterior, S(u;) = 0, exceto quando i = 1, 4.

(1 — ao) (1-ayay')
2

Além disso, S(uy) = 5

up e S(uy) =

%
. Queremos um conjunto de geradores para Qy (S x Z3) sobre o anel Py (S x Z3).
Neste caso, (S x Z3), =S x {1} e aplicamos o Algoritmo para 0 = ¢. Temos

Py (S x {1}) = Pv(S) = (v, ..., Vny3) e

75>V(S x {1}) =Py (S x {1}){Ho, ..., Hypys}-
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Pelo passo 1, S(v;)) = 0, i # 5, S(vs) = vs e, por defini¢ao, S(vg) = 1. Logo,

precisamos calcular a imagem de

{H07 ..., Hy,vsH, . .. ,U5H11}

— - = —
por S, onde S: Py (S x {1}) —Py (S x {1}) é como em (1.11). Para j par, H; é

equivariante por ¢ e para j impar, H; é reversivel equivariante por ¢. Como vs €

QV(ZS), segue que para j par vsH; ¢ reversivel equivariante por ¢ e para j impar

vsH; é equivariante por ¢. Logo,

{Lo H,, Ly =vsHy, Ly = H3, L3 = Hs, Ly =vsHy, Ls =vsH,, L¢ = Hy,
L; = Hy, Lg =vsHg, Lo =vsHg, Lo = Hy1, L1y = vsHy, ..., L2n+4 H2n+57

Lopis = vsH. 2n+4}

N
gera Qv (S x Z3) sobre o anel Py (S x Z3).

. Com base no que obtivemos no passo 2, precisamos encontrar apenas Lg;, Li;j e La;

para 7 =0,...,2n + 5. Temos

— 1+a — 1+ a2 ak —
Lo = ( 0>L0, Ly = ( 21 2 )Lz, Loy = Ly,
_ 1— _ 1 k2gky (1 —
Ly = —< aO)ulLO: Ly = ( T ot ) ( aO)ulLla Ly, =0,
2 2 2
— 1—ag) (1 —a%2am 1 —a™2d"
Ly = ( o) { — )U4L0, Ly = ( L= >U4Ll e Ly=0

2 2

paral=1,3,4,7,811,13,15,....2n+5e k = 2,5,6,9,10,12, 14, ..., 2n + 4.

Temos, portanto, quatro casos a considerar. Em cada caso, apresentamos também uma
base de Hilbert para PV(SNZSXZQ;), que é determinada usando o Teorema [1.33, No-
vamente § = ¢ e os operadores R, S : Py (SXZY) —Py(SxZY) sao como em (1.10) e

(1.11]), respectivamente.

Caso 1: Quando ap=1 e a;

kzagl = 1. Neste caso, um conjunto de geradores para

-
Qv (S % Z3 x ZY) sobre o anel Py (S x Z3 x ZY) é

{Lo, RN L2n+5}7
onde Py (S X ZY x ZY) = (uy, ..., upi2).
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Caso 2: Quandoag = 1 e alf2a’§1 = —1. Neste caso, um conjunto de geradores para

-
Qv (S x Z§ x ZY) sobre o anel Py (S x Z3 x 73) é
{Lk, U4Lz},

onde k = 0,2.5,6,9,10,12,14,... 2n+4, ¢ [ = 1,3,4,7,8,11,13,15,... 2n+5 e
pelo Teorema Py (S % Z3 x ZY) = (uy, usg, ug, 42, Us, . . ., Up2).

Caso 3: Quando qp = —1e alan;“ = 1. Neste caso, um conjunto de geradores para

-
Qv (S % Z3 x ZY) sobre o anel Py (S x Z3 x ZY) é

{urLo, Ly, ..., Lanis},
onde Py (S % ZY x ZY) = (U2, us, . . ., Uny2).

Caso 4: Quandoay = —1e a’angl = —1. Neste caso, um conjunto de geradores para

=
Qv (S % Z3 x ZY) sobre o anel Py (S x Z5 x ZY) é
{ ulLla U4Ll7 Lk } )

onde k = 2,5,6,9.10,12,14, ... 2n+4, e | = 0,1,3,4,7,8,11,13,15, ..., 2n + 5.
Pelo Teorema [1.33, Py (S x Z3 x ZY) = (U2, ug, us, u2, Uytig, Us, . . . , Unso).

Portanto, pelo Teorema , temos as seguintes formas normais ngzg—reversiveis—

equivariantes:
Caso 1:
( .
i1 = T+ xIm(2)*75 )fO( )
Ty = f1(X)+ 1’2Im(z1 32 )fO( )
2 = —lwizg +izfo (X ) +iZ T2 £ (X) 4 2l (212 750) fa (X)
+Z02 A Im (225 fs (X))
Z o= —iwzy +izafe (X) + 1212257 f7 (X) + 2oIm(2)225") fs (X)
+2172y " Im(2y725") fo (X)
Z3 = —iwszg +izsfio (X) + Z3Im(zf2z§l)f11 (X)
L Zn — _iwnzn + iznf2n+4 (X) + Zn1m<zf2§]2ﬂ)f2n+5 (X) )
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para f; : (R"20) — R, 0<i<2n+5e

X = (1, 21 [22]*, Re(2225Y), |2s)%, - |2al?) -
Caso 2:
( .
T = T2 —l—lee(zl 22 I (21 22 )fO( )
ty = fi(X )+$2Re(2’1 22 ) (21 2’2 ") fo (X )
4 o= —iwzn +121f2( )+ 20 25 I (212251 fs (X) + 1212 25 Re(21225) fa (X)
+ZlRe(zl Z2 Bl (Zfzzlzcl)fS( )
o= —iwaz +1fo6( )+Z’“2"§1 Tm(212250) f (X) + 12225 'Re(2225") fs (X)
+Z2Re(zl 2’2 I (Z1 22 )f9( )
Z3 = —iwszg +iz3fi0 (X) + ZsRe(ZTQZIQQ) (21 22 ) fi (X)
Z'n == _iwnzn + iznf2n+4 (X) + ZnRe<Zl Z2 )Im(zl 22 )f2n+5 (X>

\

para f; : (R"20) — R, 0<i<2n+5e

X = (21, |21, |22 Re® (212250, 28], [2a]?) -
Caso 3:
(. _ ko—k1
T = xp+ xIm(2)°Z5") fo (X)
Ty = w1 fi (X> + xﬂm(zl 32 )fO( )
o= —dwizm iz fe (X) + 1232720 f (X) 4 2 Im(22250) fa (X)
+212 7 2 Im (22750 f5(X)
{ F2 = —iwezs +izafs (X) +1i2y225 7 f7 (X) + zolm (22251 f5 (X)
+217225  Im (212 25") fo(X)
23 = —iwyzs +izsfio (X) + 23Im(2}?25!) fu1 (X)
bn = —iwnzn F iz fonea (X) 4 22Im (272250 fonis (X))

\

para f; : (R"20) — R, 0<i<2n+5e

X = (af, s, [22® Re(21°23"), |25, . [2al?)
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Caso 4 :

T

To

Z

2

Z3

L2 —|—x11m(21 22 ) fo(X )‘i‘lee(ZfQZgl) (21 Z2 ) f1(X)

r1fo (X )+x1x21m(21 22 ) fo (X) +Re(z1 22 ) f3(X)
+aaRe (212251 ) Im (24225 ) f1 (X)

—iwy 2y +izfa (X) + 207 lzgllm(Z??'Sl)fs)( ) + iz Z2 25 fe (X)
4—9512’1Im(212 kl)f?( ) + IZIfQ ! kl (21 22 N fs (X) +

21R6(21 22 Bl (Zl 22 ") fo (X)

—iw 2y + iz f10 (X) + 2F2Z0 1 Im(2F2 28 )fn( ) + iz 2P E Ty (X)
+x1221m(212 kl)flii( ) + 121 221 1Re(21 22 Y) fia (X)

+Z2Re(21 752 Pl (21 22 ") fis (X)

—iwszz +iz3 f16 (X) + xlzglm(zf ) fir (X)

+»’«':Z»RG(Zlfzz];l) (21 22 ") fis (X)

_iwnzn + iznf3n+7 (X) + xlznlm(zf2zl2ﬂ)f3n+8 (X)
+2nRe(21 32 )Im(zfQ,zQ ) fan+o (X)

para f;: (R"™30) — R, 0<i<3n+9e

E possivel considerar o sistema |D com a parte linear L tendo apenas autovalores
puramente imaginarios, isto é, L nao tem a parte nilpotente. Neste caso, para os exemplos

feitos aqui basta desconsiderarmos as varidveis x; e x5 e os geradores que dependem delas.

X = (21|21 |2, Re® (21°25"), w1 Re(21°25"), |25, [al?) -

Além disso, na Se¢ao 3.1 usamos a hipétese de que w? # w?, para i # j em {1,...,

para encontrarmos os pares de involucao que anticomutam com L. No entanto, quando
a igualdade vale, tais pares ainda anticomutam com L. Observamos que esta condigao, a

saber, w; = fwj, 1 # j, corresponde ao caso (1 : 1)—ressonante e que as formas normais

obtidas aqui também sao vélidas para este caso.
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Indice de notacoes

V, W : Espacos vetoriais finitamente gerados;
GI(V) : Grupo das transformagoes lineares invertiveis V —— V/;
I' : Grupo de Lie compacto;
I'y : Subgrupo de I' de indice 2, formado pelas simetrias de I’
I'_ =T'\I'y : Subconjunto formado pelas antissimetrias de I’
0 : Antissimetria fixada de I'_;
o : ' — Zs : Epimorfismo;
(p, V) : V sob a representacao p de I’;
po : Representagao dual de p;
/ : Integral de Haar normalizada em T
r
Py Anel das fungoes polinomiais f: V — R;
Py (T') : Anel das fungoes polinomiais I'—invariantes f : V — R;
Pk Espago vetorial das fungdes polinomiais homogéneas f : V — R de grau k;

PE(T): Espaco vetorial das fungdes polinomiais homogéneas I'—invariantes f : V — R

de grau k;
_)
Pvw : Médulo sobre Py das aplicagoes polinomiais g : V- — W;

BV,W(F): Médulo sobre Py (I') das aplicagdes polinomiais I'—equivariantes
g:V—W;
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—k
Pvw : Espacgo vetorial das aplicacoes polinomiais homogéneas g : V. — W de grau k;

—k
Pvw(l): Espaco vetorial das aplicagoes polinomiais homogéneas

['—equivariantes g : V. — W de grau k;
Qv (I') : Médulo sobre Py (I') das fungdes polinomiais I'—anti-invariantes f : V — R;

OF(T) : Espago vetorial das aplicagoes polinomiais homogéneas I'—anti-invariantes

f:V — R de grau k;

H
Qy (I') : Mddulo sobre Py (I') das aplicagdes polinomiais I'—reversiveis-equivariantes g :

V —V;

—k
Qv (T') : Espago vetorial das aplicagoes polinomiais homogéneas I'—reversiveis-equivariantes

g:V — V de grau k;
Ey : Anel dos germes de fungoes f: (V,0) — R;
Ev(T") : Anel dos germes de fungoes I'—invariantes f : (V,0) — R;
E vaw © Modulo sobre &y dos germes de aplicagoes g : (V,0) — W;

EV’W(F): Médulo sobre &y (I') dos germes de aplicagoes I'—equivariantes

g:(V.0) — W;
Fy(I') : Médulo sobre &y (I') dos germes de fungoes I'—anti-invariantes f : (V,0) — R;

]—-iv(l“): Médulo sobre &y (I') dos germes de aplicagoes I'—reversiveis-equivariantes

h:(V,0) — V;
_>
Ady, : Operador homolégico definido em Py ;

—k
AdY : Restrigao de Ady, a Py.
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