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Resumo

Neste trabalho provaremos a existéncia de solucao e fornecemos taxas de decai-
mento para a energia associada ao problema
uy — Au = |ulfu em Q x (0,4+00)
u=0 em T§x(0,+00)
ou
% + ﬁ(ut) =0 em Fl X (O, +OO)
u(z,0) = u’(z), w(z,0) =u(z), z €

onde €2 é um dominio limitado do R™, 92 = I’y UT'; e B é uma funcao nao linear

que nao possui necessariamente um crescimento polimonial proximo a origem.



Abstract

In this work we prove the existence of solution and we give decay rates for the
energy associated to the problem
uy — Au = |ulfu in Q x (0,+00)
u=0 on Tyx (0,+00)

%—{—ﬁ(ut)zo on Iy x (0,400)

u(z,0) = u’(z), w(x,0)=u(z), z €
where () is a bounded domain of R", 92 = I'y UT'; and 3 is a nonlinear function

which has necessarily not a polynomial growth near the origin.
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Introducao

Este trabalho é dedicado ao estudo da existéncia de solu¢gao bem como das taxas
de decaimento da energia associada a equacao da onda com um termo de fonte e

sujeita a uma dissipa¢ao nao linear na fronteira

uy — Au = |ulfu em Q x (0,+00)
u=0 em Ty x(0,+00)

0
a—z +B(u) =0 em Iy x (0,+00)

u(z,0) = u’(x), u(x,0) = ul(x), v € Q;
onde 2 é um dominio limitado e estrelado do R™, n > 1, com fronteira regular
I' = 'y U T verificando as seguintes condigoes: med(I'y) > 0; Iy e I'; sao fechadas

e disjuntas, e v representa o vetor normal unitario exterior a I'.

A equacao da onda linear sujeita & uma dissipacao nao linear na fronteira tem
sido amplamente estudada. Quando ((s) = s?, s € [0, 1], para algum p > 1, Zuazua
[41] obteve taxas de decaimento exponencial se p = 1 e polinomial se p > 1. Quando
nenhuma hipétese de crescimento na origem é imposta sobre a funcao (3, Lasiecka e
Tataru [19] estudaram a equagao da onda nao linear sujeita a uma dissipagao nao
linear atuando na parte I'y da fronteira I' = 'y UT';. O método por eles introduzido
é utilizado na secao 3.3 para obtencao de taxas de decaimento mais gerais, posto

que nenhuma condigao geométrica é imposta na parte I'y.

Na seqiiéncia, Martinez [23] exibiu taxas de decaimento explicitas para a energia
mesmo que a funcao [ nao possua um comportamento polinomial na origem. O
método apresentado por Martinez [23] nos fornece um grande nimero de taxas de

decaimento explicitas, considerando o grande espectro de escolhas que temos para a



funcao g, que define o comportamento de 3 na origem. Embora em alguns casos este
método nos forneca taxas étimas, uma aplicacao direta do mesmo nos mostra que,
em outros casos, as taxas obtidas nao sao as melhores possiveis; podemos considerar,

por exemplo, o caso [(s) = sP, p > 1.

Neste trabalho, apresentamos uma abordagem didatica do artigo dos autores
Cavalcanti, Domingos Cavalcanti e Martinez [9], que generaliza os resultados de [23]
no que se refere a obtencao de taxas explicitas de decaimento da energia, mesmo
que [ nao possua crescimento polinomial na origem, associada a equacao da onda

com uma nao linearidade atuando no dominio.

A organizacao deste trabalho é o seguinte: No Capitulo 1 apresentaremos algu-
mas notacoes e resultados basicos, necessario ao desenvolvimento do estudo feito. No
Capitulo 2 provaremos a existéncia e unicidade de solugao para o problema proposto

e no Capitulo 3 exibimos as taxas de decaimento de energia.



Capitulo 1

Resultados preliminares

No presente capitulo serao fixadas as notacoes e enunciados as definicoes e

resultados fundamentais ao desenvolvimento deste trabalho.

1.1 Distribuicoes e espacos funcionais
1.1.1 Nocgao de derivada fraca

No estudo de problemas descritos pelas equacoes diferenciais parciais cujos dados
iniciais nao sao regulares o suficiente para possuirem derivada no sentido classico,

faz-se necessaria a introducao de um novo conceito de derivada.
Para entendermos tal conceito necessitamos de algumas definigoes:
1°) Espago das fungoes testes

Dados a = (g, a9, ...,ap) € N" e © = (21, 29,...,1,) € R", representaremos

por D% o operador derivacao de ordem « definido por

olel

8l’1a18I2a2 . 8xn‘"n ’

D =

onde |a| = Zai. Se a = (0,0,...,0), defini-se D = u.
i=1

Seja 2 um aberto do R”. Denotaremos por C5°(€2) como o conjunto das fungoes

¢ :Q — K (onde K=R ouK = C) que s@o infinitamente diferenciaveis em §2



e que possuem suporte compacto, onde o suporte de ¢ é, por defini¢ao, o fecho do

conjunto {z € Q;¢(x) # 0} em Q. Denotamos supp(p) = {x € Q; p(x) # OI}Q.

Dizemos que uma seqiiéncia {p,} C C5°(Q2) converge para zero, e denotamos

v, — 0, se, e somente se, existe um subconjunto compacto K de €2, tal que:
(1) supp(p,) C K,Yv € N;
(ii) D%y, — 0 uniformemente sobre K, Va € N™.

Dizemos que uma seqiiéncia {¢,} C C5°(Q2) converge para ¢ C C§°(£2) quando

a seqliéncia {¢, — ¢} converge para zero no sentido acima definido.

O espago C§°(£2), munido desta nogao de convergéncia , ¢ denominado espago

das fungoes testes, e denotado por D(£2).
2°) Distribuigao sobre um aberto 2 C R"

Uma distribui¢ao sobre €2 é uma forma linear e continua definida em D(Q2). O
conjunto de todas as distribuic¢oes sobre 2 é um espaco vetorial, o qual representamos
por D'(Q) e denominamos espaco das distribuicdes sobre . Munimos D'(Q) da
seguinte nocdo de convergéncia: Seja (7)) uma sucessio em D'(Q) e T € D'(Q).
Diremos que T, — T em D'(Q) se a seqiiéncia numérica {(T},, )} converge para
(T, @) em R, qualquer que seja ¢ € D(12).

1

3°) Denotaremos por L,

(©) o espago das (classes de) fungoes u : 2 — K tais

que |u| é integravel no sentido de Lebesgue sobre cada compacto K de €.

De posse destas defini¢oes estamos aptos a entender este novo conceito de derivada.
S. Sobolev introduziu, em meados de (1936), uma nocao global de derivada a qual

denominou derivada fraca, cuja construcao dar-se-a a seguir:

Sejam u, v definidas num aberto limitado €2 do R", cuja fronteira I' é regular.
Suponhamos que u e v possuam derivadas parciais continuas em Q = QUT. Se u

ou v se anulam sobre I', obtemos do lema de Gauss que



A expressao anterior motivou a definigdo de derivada fraca dada por Sobolev:

1

loe(£2) é derivavel no sentido fraco em €2, quando existe uma fungao

Uma funcaowu € L

v e L} (Q) tal que

para toda ¢ € D(Q).

Embora tal conceito de derivada tenha sido um marco na evolucao do conceito de

solugao de uma equacao diferencial, ele apresenta uma grave restricao posto que nem

1

1e(§2) possui derivada neste sentido. No intuito de sanar este tipo

toda funcao de L
de problema, Laurent Schwartz, em meados de 1945, introduziu a nocao de derivada
no sentido das distribuigoes, a qual generaliza a nocao de derivada formulada por

Sobolev, como segue:

Seja T' uma distribuigao sobre €2 e o € N". a derivada de ordem « de T, no

sentido das distribuigoes, é definida por:

(DT, p) = (=1)*UT, D*p); Vi € D(Q).

Verificamos que D®T ¢é ainda uma distribuicito e que o operador

/

D :D'(Q) — D'(Q), tal que a cada T associa DT, é linear e continuo.

1.1.2 Os espagos LP(12)

Seja 2 um aberto do R™. Representaremos por LP(2), 1 < p < +00, 0 espago
vetorial das (classes de) fungbes u definidas em € com valores em K, mensuraveis,

tais que |ul? é integravel no sentido de Lebesgue em (.

Representaremos por L>(£2) o espago vetorial das (classes de) fungoes u definidas
em () com valores em K, mensuraveis e essencialmente limitadas em €2, ou seja, o
supremo essencial de |u| é finito onde supremo essencial de |u| é o infimo do conjunto

{A>0; |u(x)| <\, para quase todo x € Q}.



O espago LP(§2) munido da norma

1
p
|l r ) = (/ |u(x)|pdx) , paral <p < 400
Q

[wl[ (@) = supess|u(z)], parap = +ooc,
€]
¢ um espaco de Banach.

No caso p = 2, L*(Q) é um espago de Hilbert munido do produto interno
(u,v) = / u(z)v(z)de.
Q

Teorema 1.1.1 (Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue) - Seja
(uy)ven uma seqiiéncia de fungoes integrdveis num aberto 0 C R™, convergente quase
sempre para uma funcdo u. Se existir uma fungdao uy € L' () tal que |u,| < vy quase

sempre, Vv € N entao u € integravel e tem-se

u = lim Uy
Q v—oe Ja

Demonstragao: Ver [26].

Proposicao 1.1.2 (Desigualdade de Young) - Sejam 1 < p,q < oo tal que
%—i—%zl ea,b>0. Entao
ab? b

ab < — + —.
p q

Demonstracao: Ver [4].

Proposicao 1.1.3 (Desigualdade de Minkowski) - Sejam 1 <p< oo e f,g €
LP(Q), entdo

1f + gllze) < 1flle) + l9llzr@)-

Demonstragao: Ver [26].



Proposicao 1.1.4 (Desigualdade de Hélder) - Sejam u € LP(QQ) e v € LI(Q)

coml<p<ooe % + % = 1. Entao uwv € L'(Q) e temos a desigualdade
| tuol < o ol

Demonstracao: Ver [4].

Segue como corolario da proposi¢ao anterior o seguinte resultado:

Corolério 1.1.5 (Desigualdade de Holder generalizada) - Sejam fi1, fo, ..., fx

fungaoes tais que f; € LP (), p; > 1,1 <i <k, ondepil—l—p%%—...jti: e=<1.

1
Pk P
Entao o produto f = fifa... fr € LP(Q) e

1
p

| fllze) < I filleev @l fellzeac) - - - 1 fkll 2ok -

Proposicao 1.1.6 (Desigualdade de interpolagao) - Se u € LP(Q2)NLI(2) com

1 <p<qg< oo entiou € L'(Q) para todo p < r < q e se tem a desigualdade

[ull L) < NlllTogo lull Lo
Q)

ondeogﬁglvemﬁca%zg%—%.

Demonstracao: Ver [28].

Além dos resultados acima, temos que:

(1) LP(§2) é reflexivo para todo 1 < p < 4o0;

(ii) LP(Q2) é separdvel para todo 1 < p < +o0;

(iii) D(Q?) tem imersao continua e densa em LP(2) para todo 1 < p < 400;

(iv) Se € ¢ limitado e 1 < p; < py < 400 entao LP2(Q2) — LP1(€2), onde —
denota que a identidade é uma injecao continua.

(v) Se (f,) é uma seqiiéncia em LP(Q) e f € LP(2) sdo tais que || f, — f|zr@) — 0

entdo existe uma subseqiiéncia (f,,, ) tal que f,, (r) — f(x) quase sempre em (2.



Proposicao 1.1.7 (Teorema da Representagcao de Riesz) - Sejam
l<p<+4o0, e (LP(Q))I com % + zl) = 1. Entao existe uma tinica uw € L(Q2), tal
que

(,v) = / u(@)o(@)dz, Yo € L) ¢ [ull e = 1] 1o

A aplicagao ¢ — u € um operador linear isométrico e sobrejetivo que permite iden-

tificar o dual de LP(2) com L%(§2).

Demonstragao: Ver [4].

Quando p = oo, temos:

/

Proposigao 1.1.8 Seja ¢ € (L'(Q)), entdo existe uma tinica u € L>®(Q) tal que
(g0} = [ ulaoade. Vo€ L'(@) ¢ Jullom = ¢ oy

Demonstracao: Ver [4].

p

Denotaremos por L.

(Q), 1 < p < +o00 o espago das (classes de) fungoes
u: Q — K tais que |ul? é integravel no sentido de Lebesgue sobre cada compacto K
de €2, munido da seguinte nocao de convergéncia: Uma sucessao u, converge para

u e LT (Q) se para cada compacto K de 2 tivermos

1
P (U, —u) = </ |uy (z) — u(x)\pda:) - 0, quando v — +o00.
K

Proposigao 1.1.9 (Lema de Du Bois Raymond) - Seja u € L .(Q), entdo

loc

T, = 0 se, e somente se, u = 0 quase sempre em 2. Onde T, € a distribuicao

definida por (T, ¢) = [, u(x)p(x)dz, Yo € D(RQ).

Demonstracao: Ver [27].

Desta proposigao tem-se que T, fica univocamente determinada por u € L}, (),

loc

1

isto é, se u,v € L,

(), entdao T,, = T, se, e somente se, u = v quase sempre em §).



Proposicao 1.1.10 Seja (u,)yen C L] (), 1 < p < 400, tal que u, — u em
Lp

loc

(Q), entio u, — u em D' ().
Demonstragao: Ver [27].

1.1.3 Espacos de Sobolev

Seja 2 um aberto do R", 1 <p < 4+ooem € N. Se u € LP()), entdo u possui
derivadas de todas as ordens no sentido das distribuicoes, mas nao é verdade, em
geral, que D%u seja uma distribuigdo definida por uma fungao de LP(2). Quando
D>y é definida por uma fungao de LP(2) definimos um novo espago denominado
espago de Sobolev. Representamos por W™P(Q)) o espago vetorial de todas as fungoes
u € LP(Q), tais que para todo o € N onde |a| < m, D% pertence a LP(£2), sendo

D*u a derivada no sentido das distribuicoes.

O espago W™P(Q2) munido da norma

|w||mp = / |D%u|Pdx | , paral < p < oo,

la|<m

[t .00 = Z supess|D°‘ x)|, para p = oo

| |<m
¢ um espaco de Banach.
Representamos W™2(Q2) por H™(£2), devido a sua estrutura hilbertiana, ou seja,

os espagos H™({2) sao espacos de Hilbert.

E sabido que C5°(€2) é denso em LP(£2), mas nio é verdade que C°(2) é denso
em W™P(Q), param > 1. Motivado por este fato definimos o espago Wy"*(£2) como

sendo o fecho de C§°(€2) em W™P(Q), isto é,

WP ()

G (%) = Wy (%),



Observacgao 1.1.11 Quando ) é um aberto limitado em alguma direcao z; de R™

e 1 <p < oo consideramos Wi (Q2) munido da norma

= 3 / Du(a) P

laj=m

que € equivalente a norma ||ul|m -

Suponha que 1 < p < owel < g < oo tal que ]l) —l—% = 1. Representa-se por
W~"14(Q) o dual topolégico de Wy*(2). O dual topoldégico de HJ*(€2) denota-se
por H™(Q2).

Prosseguindo nas defini¢coes dos espagos nos quais trabalharemos caracterizare-
mos os espagos H*(Q2), s € R. Consideremos S = {¢ € C>*(R"); ”ml‘i‘gloop(x)Dacp(x) =
0, para todo polinomio p de n varidveis reais e @« € N"} o espago das fungoes
rapidamente decrescente no infinito, S o dual topoldgico de S e para cada funcao

u € LY(R™) a transformada de Fourier de u definida por

afx) = (2m) F / @D (y)dy,

n

onde (z,y) = ixjyj.
=1
Deﬁnimos,jpara todo s € R
H*(R") = {u €Sy (1+|z))iae L2(Rn)} .
Além disso, se s > 0 temos que H*(R") = (H*(R")) e H*(R") — LXR") —
H-5(R").

Seja €2 um aberto bem regular do R", ou o semi-espaco R’!. Consideremos a

aplicacgao:
ro: L*(R") —  L*Q)

U = rou = u|q

que associa u a sua restricao rou a 2. Assim, para s > 0 temos que
() = {vla; v € H*(R")}

10



H(Q) = (H3(%)) onde H(Q) = D(@)"

Teorema 1.1.12 (Imersao de Sobolev) - Seja Q um aberto do R™, entdo
H™(Q) — C*(Q), sem > g +k,

onde C*(Q) € o espagco de Banach das restricoes a Q das fungées pertencentes a

C*(R").

Demonstragao: Ver [25].

Proposicao 1.1.13 Sejam €2 um conjunto aberto do R™, de classe C™, com fron-
teira limitada; m um inteiro tal que m > 1 e 1 < p < oco. Temos as segintes

imersoes continuas:

se  — ™ >0 entio W™P(Q) — LUQ), onde =1 ™
p n q p n
se % — ™ =0 entdo W™P(Q) — L(Q), Vq € [p, +oc],
se L — ™ <0 entio W™P(Q) — L>=(Q).
p n

Demonstracao: Ver [7].

Teorema 1.1.14 (Teorema de Rellich Kondrachov) - Seja Q um subconjunto

aberto limitado do R™, Q de classe C* e 1 < p < co. Entdo:

sep <n, Whr(Q) < L1(Q), Vq € [1,p*], onde I% = ;lo - %;

se p=n, W(Q) < L1(Q), Vg € [1,+oo[;

sep>n, WH(Q) < C(Q).
Demonstragao: Ver [7].

Observacgao 1.1.15 <% indica imersao compacta.

11



1.1.4 Espacos funcionais a valores vetoriais

Seja X um espago de Hilbert. Denotaremos por D(0,T; X) o espago localmente
convexo das fungoes vetoriais ¢ :]0,T[— X indefinidamente diferencidveis com su-
porte compacto em |0, 7[. Diremos que ¢, — ¢ em D(0,7T; X) se
i) 3K compacto de |0, T[ tal que supp(yp,) e supp(p) estao contidos em K, Vv;

ii) Para cada k € N, P (t) — o™ (t) em X uniformemente em ¢ €]0, T7.

O espago das aplicagoes lineares e continuas de D(0,7) = D(0,T;R) em X serd
denotado por D'(0,T; X), isto é, S € D'(0,T;X) se S : D(0,T) — X ¢é linear e
se §, — 0 em D(0,T) entao (S,0,) — (S,0) em X. Diremos que S, — S em
D'(0,T;X) se (S,,0) — (S,0) em X, V9 € D(0,T). O espaco D'(0,T; X) equipado
com a convergéncia acima é denominado espago das distribuigoes vetoriais de ]0, T'[

com valores em X.
Observamos que o conjunto {0¢, 0 € D(Q2),£ € X} é total em D(0,T; X).

Denotaremos por LP(0,7; X) o espago de Banach das (classes) de fungoes ve-
toriais u :]0, T[— X fortemente mensurdveis em |0, 7[, ]0,7] dotado da medida de

Lebesgue, tais que
T
/ lu(t)|Bdt < .
0

Entao L?(0,T;X) ¢ um espaco de Hilbert munido do produto interno
T
(u,v) :/ (u(t),v(t))xdt. Denotaremos por H}(0,T; X) o espaco de Hilbert
0

Hy(0,T;X) = {ve L*0,T;X);v" € L*(0,T; X),v(0) = v(T) = 0}
munido do produto interno
() = [ o)+ [ @@

Identificando L2(0,T; X) com o seu dual (L*(0,T; X)), via teorema de Riesz,
obtemos entao
D(0,T; X) — HL0,T;X) — L*(0,T; X) — H*0,T;X) — D(0,T; X)

12



onde
!

HY(0,T; X) = (HL(0,T; X))

Proposigao 1.1.16 Sejau € L*(0,T; X). Entdo existe um tinico f € H-(0,T; X)
que verifica

(f,06) = ((/,0),8)x, VO € D(0,T), V¢ € X.

Baseado na proposicao anterior, identificamos f com «'. Em razao disto, diremos

que se u € L*(0,T; X) entao u' € H1(0,T; X).

Teorema 1.1.17 (Teorema da Média) - Sew : [0,7] — X € integrdvel em [0,T],

entao para quase todo t € (0,T)

h—0 h

t+h
lim ! /t u(T)dT = u(t).

Demonstragao: Ver [13].

1.1.5 Fungoes escalarmente continuas (ou fracamente continuas)

Seja Y um espaco de Banach. Definimos o espago das funcoes escalarmente
continuas (ou fracamente continuas) como o conjunto das fungdes f € L>(0,7;Y)
tais que a aplicacdo t — (f(t),z) é continua sobre [0,7], Vo € Y, onde Y’ é o dual

de Y. Denotamos tal espaco por Cs(0,7;Y") ou C,(0,7;Y).

Denotaremos C(0,T;Y) = {u € C,(0,T;Y);u € C,(0,T;Y)}, onde v’ é a derivada
de u no sentido das distribui¢oes. Da mesma forma, usaremos a seguinte notagao:

C2(0,T;Y) = {u € Cy(0,T;Y);u/ € CH0,T;Y)}.
Observagao 1.1.18 Seu € L>*(0,T;Y) eu € C([0,T];Y) entao u € C5(0,T;Y).

Lema 1.1.19 Sejam X e Y dois espacos de Banach, X — Y e X reflexivo. Entao

L0, T; X)NCs(0,T;Y) = Cs(0,T; X).

Demonstragao: Ver [22].
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1.2 Teoria de Traco

Consideremos {2 = R’} ou {2 um aberto limitado bem regular do R" com fronteira
I'. Por D(I") representamos o espago vetorial das fungoes reais w definidas em T,
possuindo derivadas parciais continuas de todas as ordens. Dada uma funcao u

definida em €2, representa-se you a restricao de u a I'.

Proposicao 1.2.1 FExiste uma constante positiva C' tal que

Ioull 3y < Cllwllie

para toda u € D(Q).

Demonstragao: Ver [28].
Considerando D(£2) com a topologia induzida por H'(), segue pela proposicio
1.2.1 que a aplicacao
Y0 : D(Q) — H2(T)
é continua. Sendo D(Q) denso em H'(f), esta aplicacdo se prolonga por con-

tinuidade a uma aplicagao linear e continua, ainda representada por vy, tal que
1
v HY(Q) — H (D),
a qual denomina-se funcao trago.

Teorema 1.2.2 A fungio trago aplica H*(Q) sobre Hz(D)e o nicleo de vy ¢ o
espaco H ().

Demonstragao: Ver [28].

Consideremos, agora, {) um aberto limitado do R" com fronteira I' bem regular
e seja v a normal unitdria exterior em I'. Para todo j =1,...,m —1eu € D(Q),
seja yju = gj—:j L derivada normal de ordem j de u e yyu = u|p. Da densidade do
espaco (D(I'))™ no espaco de Hilbert H™ 2 (') x H™ 2(T') x ... x Hz(T') temos o

seguinte resultado:
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Teorema 1.2.3 FEziste uma unica aplica¢ao linear e continua vy do espago H™(S2)
sobre o espaco H;”:_Ole_j_%(F) com niicleo v~1(0) = HJ'(Y), verificando a sequinte
condicao

Tu = (You, MU - .., Ym-1u) , Yu € D(Q).

Tal aplicagao admite uma inversa a direita linear e continua.

Demonstragao: Ver [28].

Além desses resultados, considerando os espagos de Hilbert H°(2) = {u € L?(Q);
Aue L*(Q)} e HY(Q) = {ue H(Q); Au € L*(©2)} munidos dos produtos inter-
nos (u,v)o = (u,v)r2) + (Au, Av)p20);Vu,v € HO(Q) e (u,v)1 = (u,v) @) +

(Au, Av)200); Yu, v € H!(2), respectivamente, temos os seguintes resultados:

Proposigio 1.2.4 A aplicagio linear ~ : D(Q) — H~2(T') x H~2(T) definida por
u — yu = (Yu,1u) se estende por continuidade a uma unica aplicagdo linear e
continua
v HYQ) — H2(I)x H:(I)
u = yu = (You,yu).

Além disso, a aplicacdo v acima coincide com a aplicacao trago de ordem dois.
Demonstracao: Ver [8].

Proposicao 1.2.5 A aplicacio linear v, : D(Q) — H_%(F) definida  por

U — YU = % ¢ se estende por continuidade a uma tdnica aplicagao linear e continua

Wi HN Q) — H (T,

Demonstragao: Ver [§].

As demonstracoes dos resultados enunciados no restante desta secao podem ser

encontrados em [31].
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1.2.1 Trago em L*(0,7; H™(Q)).

Pelo visto anteriormente temos que existe uma aplicagao traco
m—1
i1
v H™Q) — [[ H™72(1) (1.1)
Jj=0
que ¢é linear, continua, sobrejetora, com nicleo HJ'(Q2), e admite uma inversa a
direita linear e continua.

Definamos a aplicagao

v L0, TH™Q) — L2 (0,3 TS B 3(T)) 12)
u — vu, (yu)(t) = yu(t)
onde yu(t) é a aplicagao (1.1) aplicado em u(t) € H™(2). Denotamos as aplicagdes
(1.1) e (1.2) com o mesmo simbolo para nao sobrecarregar a notagdo. A aplicagao
definida em (1.2) é uma aplicagao linear, continua, sobrejetora, com nicleo L?(0, T'; H'(Q)),
que admite uma inversa a direita 7 linear e continua, isto é,
m—1
ror? (o,T; 1 Hmf%m) LT @), ) = (13)
=0

De forma andloga podemos definir

v HY0,T;H™(Q) — H; (o,T;HT;Ble_j_é(F)) (1.4)

u = Yu, (Yu)(t) = yu(t)

que tem as mesmas propriedades da aplicagao (1.2).

Proposigao 1.2.6 Seja u € L*(0,T; H™(Q)) com «' € L*0,T; H™()) entdo

yu' = (yu)".
1.2.2 Trago em H1(0,7; H™(Q))

Seja KC = L?(0,T; H™(2)) x L*(0,T; H™(2)) e M o subespago fechado de K dos

vetores {«, 5} tais que

(Oé, U)Lz(O,T;Hm(Q)) + (ﬁa U/)L2(O,T;H"”(Q))7
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para todo v € H}(0,T; H™(Q)). Entao a aplicagao

HH0,T; H™(Q)) — M+
S — {d},vp}

onde {¢3, 97} € Ef étal que || fIIH+-I{ e}, ¥3} e & = {{or, s} € K (05, 0) + (¢, 0)
= (f,v) Vv € H}(Q)}, isto é, o conjunto dos {¢, ¥} € K tais que f = ¢y — ;. A

(1.5)

aplicagao definida em (1.5) é uma isometria linear sobrejetora.

Para f € H (0, T; H™(Q)) defini-se 5 f na forma:

T T
~ — 0 0,/
</7f7 U)> - /0' (fy(bf7 w)n]m:BI Hm—j—%(r)dt + /0 (7¢f7 w )HJm:Bl Hm—j—%(r‘)dt (16)

w € H} (O, T; H;”;OI Hm*j*%(f‘)), que ¢ linear e continua.
Assim temos estabelecido uma aplicagao

. HY0,T;H™(Q) — H! (O,T;HT:?HWJ'*%(F)>
f — vf

~ f definido por (1.6), que é linear e continua. Esta aplica¢ao é denominada aplicagao

(1.7)

trago para as fungoes de H~1(0,T; H™(2)). Assim sao validos os seguintes resulta-

dos:

Proposigao 1.2.7 Se u € L*(0,T; H™(2)) entdo

Yl gy ormrgt ey = T
Proposigao 1.2.8 Se u € L*(0,T; H™(Q)) entdo
Ju' = (yu).

Teorema 1.2.9 A aplicagdo trago (1.7) é sobrejetora, seu niicleo ¢ H1(0,T; H"(Q)),
e admite uma inversa d direita 7 : H='(0, T} H?:_Ol H™==3()) — H=Y0,T; H™())

linear e continua.

Observacao 1.2.10 Além desses resultados se considerarmos os espacos de Hilbert

HO(Q) ={u e L*Q); Aue L*(Q)} ou HY(Q) = {ue HY(Q); Au € L*(Q)} em vez
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de H™(Q)) em conjunto com as propoicoes 1.2.4 e 1.2.5 obteremos a ezisténcia das
aplicagoes

v H Y0, T;H(Q)) — H Y0, T; H 2(T) x H 2(T))

v HH0, Ty HY Q) — HH(0,T; H2(T)).

1.3 Teorema de Carathéodory

Nesta secao enunciaremos o teorema de Carathéodory que sera utilizado no
capitulo 2. O teorema nos fornece a existéncia de solu¢ao para um problema de
Cauchy em um intervalo [0, ¢,,], para cada m € N. A demonstragao deste resultado

pode ser encontrada em [10].

Seja 2 € R™! um conjunto aberto cujos elementos sao denotados por (¢,z),

teR, z€R"eseja f: ) — R" uma funcao.
Consideremos o problema de valor inicial

{ o) = f(t,a(t), (1.8)

z(to) = o,
Dizemos que f : Q2 — R" satisfaz as condi¢oes de Carathéodory sobre € se:
(i) f(t,z) é mensurdvel em ¢ para cada x fixado;
(ii) f(t,x) é continua em x para quase todo t fixado;

(iii) para cada compacto K C €2, existe uma funcao real mg(t), integravel, tal que

£t x)||gn < mi(t), V(t,2) € K.

Teorema 1.3.1 (Teorema de Carathéodory) - Seja f : Q — R™ satisfazendo
as condi¢oes de Carathéodory sobre Q). Entdo existe uma solu¢ao x(t) de (1.8) sobre

algum intervalo |t — to| < B, > 0.
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Corolério 1.3.2 Sejam Q = [0,T[xB com T > 0, B = {z € R™;|z| < b} onde
b>0c¢ef:Q— R" nas condigoes de Carathéodory sobre 2. Suponhamos que x(t) é
uma solugcao de (1.8) tal que |zo| < b e que em qualquer intervalo I, onde x(t) estd
definida, se tenha |z(t)] < M, ¥Vt € I, M independente de I e M < b. Entao x(t)

possui um prolongamento a todo [0,T7].

1.4 Resultados auxiliares

Nesta se¢ao enunciaremos resultados importantes que serao utilizados ao longo

de todo o trabalho.

Proposicao 1.4.1 (Desigualdade de Cauchy-Schwarz) - Sejam z,y € R",

entao

lz.y| < |z|lyl.

Defini¢ao 1.4.2 Seja E um espaco de Banach. A topologia fraca o(E, E') sobre E

€ a topologia menos fina sobre E que torna continuas todas as aplicagoes f € E'.

Seja (x,)nen uma seqiiéncia de E a qual converge para x em E na topologia fraca

o(E, E'). Utilizamos, neste caso, a seguinte notacao:

T, —xemF.

Proposicao 1.4.3 Seja (x,)neny uma seqiiéncia em E, entdo:

(i) ©, = x em E se, e somente se, (f,x,) — (f,x), Vf € E'.

(ii) Se x,, — x em E, entdo x, — vem E.

(111) Se x,, — xem E, entao |z,||g € limitada e ||z||p < lim infl|z,| g

(iv) Se x,, = xzem E e f, — f em E', entio (fn,x,) — (f,z).

Demonstracao: Ver [4].
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Seja E' um espaco de Banach e seja x € E fixo. Definamos J, : E' — R por

(Jor f) = (f, ).
As aplicacoes J, sao lineares e continuas, portanto J, € E”, Vo € E.

Definamos, agora, J : E — E” tal que J(z) = J,.

Definigao 1.4.4 A topologia fraca %, também designada por o(E', E), € a topologia

menos fina sobre E' que torna continuas todas as aplicacoes J,.

Proposicao 1.4.5 Seja (f,)nen uma seqiiéncia em E', entao:
(i) fn =f em E' se, e somente se, (fn,x) — (f,z), Vo € E.
(ii) Se f, — f em E', entao f, — f em E'.

(i1i) Se f, — f em E', entao f, =f em E'.

Demonstragao: Ver [4].

Lema 1.4.6 Sejam E um espa¢o de Banach reflexivo e (T,)neny wma seqiiéncia
limitada em E, entdo eziste uma subseqiéncia (T, )ren de (Tp)neny € x € E, tal
que

T, — T fracamente em E.

Demonstragao: Ver [4].

Lema 1.4.7 Sejam E um espa¢o de Banach separdvel e (f,)nen uma seqiéncia

limitada em E', entao existe uma subseqiéncia (f,, )ken € f € E', tal que

fn, =f em E.

Demonstracao: Ver [4].
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Lema 1.4.8 (Desigualdade de Jensen)- Seja B um hipercubo do R™, entao para

toda func¢ao concava F e toda funcao integrdvel g € L*(B), teremos

F (@/Bg(x)dx) > @/BF(Q(@)C&U.

Demonstragao: Ver [35].

Lema 1.4.9 (Lema de Gronwall) - Sejam z € L>=(0,T) e f € L'(0,T) tais que
z(t) >0, f(t) > 0 e seja ¢ uma constante nao negativa. Se

ft) <c+ /Otz(s)f(s)ds, vt € (0,77,

entao

f(t) < ceho #=)ds it ¢ [0, 7.
Demonstracao: Ver [25].

Lema 1.4.10 Seja €2 um aberto do R™ de classe C*. Sejam si, Sy € s3 numeros
reais tais que

S1 > S9 > S3.

Entao, para todo n > 0 existe uma constante C(n) tal que

[l 52 () < mllull s @) + C)llull s @), Vu € H*(Q).
Demonstragao: Ver [22].

Proposicao 1.4.11 (Teorema de Aubin-Lions) - Sejam By, B, By trés espagos

de Banach tais que By <B — By, onde By e By sao reflexivos. Definamos

d
W = {v;v € L7 (0,T; By), v' = d—: € L”(0,T; Bl)},

onde 1 < pg,p1 < 00, e consideremos W munido da norma

vl zeo (0,7:80) + 10| o1 0,73 B1),

0 que o torna um espago de Banach. Entdo, a imersio de W em LP(0,T;B) ¢

compacta.
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Proposicao 1.4.12 (Lema de Lions) - Seja (u,) uma sucessio de fungoes per-

tencentes a LI(Q) com 1 < g < 00. Se
(i) u, — u quase sempre em Q)
(i) ||y || aq) < C, Vv €N;

entdo u, — u fraco em L(Q).

Proposicao 1.4.13 (Férmula de Gauss) - Seja 2 um aberto limitado bem reqular

do R™. Seu,v € H(Q), entio para 1 <1i < n temos que

ov ou
u—dr = — vdx + w)(yov)v;dl,
onde v = (v1,Vs,...,v,) e v denota o vetor normal unitdrio exterior a I.

Seu e H*(Q) ev e HY(Q), temos a férmula de Green:

/Vqudx: —/Auvdw%—/v@dﬂ
Q Q r Ov

Demonstracao: Ver [8].

Proposigao 1.4.14 (Férmula de Green generalizada) - Para todo u € H'(Q)e
v e HY(Q), tem-se

(Au,v) o) + (Vu, Vu)r2) = <71“’70U>H*%(r)xz{%(r)’

onde I' = 0f2.
Demonstragao: Ver [§].

Proposicao 1.4.15 (Regularidade para problemas elipticos) - Seja Q um
aberto de classe C* com fronteira T limitada. Sejam f € L*(Q) e u € H(Q),

verificando

/Vquo—l—/ugo:/fgp, Vi € Hy ().
Q Q 0
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Entio, v € H*(Q) e |Jullp2@ < c||flli2@), onde ¢ é uma constante que sé

depende de Q2. Além disso, se Q € de classe C™2 e f € H™(Q), entao u € H™ ()

com ||u| grm+2(0y < || fllum); em particular, se m > % entio u € C*(Q). Ainda, se

Q € de classe C e f € C™(Q2), entao u € C™(2).
Demonstracao: Ver [4].

Lema 1.4.16 Sejam H eV espagos de Banach, tais que H — V. Seu € L'(0,T; H)
eu € LY0,T;V) entiou e C([0,T];V).

Demonstracao: Ver [34].

Considere €2 um dominio limitado do R™, n > 1, com fronteira suave I' = I'¢UI';
onde med(I'g) > 0; 'y e I'y sdo fechados disjuntos e v representa o vetor normal

unitario exterior a I'.

Sejam
V={veH(Q);v=0emD} e H={veV;Ave L*N)}. (1.9)

Entdao, V munido da norma induzida por H'(€2) é um espaco de Hilbert.

()

il
Com efeito, sejam u € v e (tn)nen C V tal que u,, — u na norma de H'().

Como u,, € V entao you, = 0 em ['y. Da continuidade da aplicacao traco temos que

(Youn)(z) — You(z) q.s. em T,

assim

(Youn)(x) — you(zr) q.s. em Ty,

Mas, (Youn)(z) =0, Vo € I'y e n € N. Dal,
(you)(z) =0 q.s. em I'y (1.10)

donde obtemos que u € V.
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Portanto V' é um subespago fechado de H'(2) e sendo H'(2) um espaco de

Hilbert segue que V munido da norma induzida de H'(f2) é um espaco de Hilbert.

Consideremos V' e H munidos das seguintes normas, respectivamente,

lully = [IVull 22

[ullz = llullv + | Aull z2(0)-
Provaremos a seguir que em V' as normas
[ull o e [lullv

sao equivalentes.

Com efeito, que ||ully < ||u||g1 @) é imediato. Resta-nos mostrar que existe uma

constante ¢ > 0 tal que

ullz2@) < cllully, Yu e V. (1.11)

Se u = 0 nada temos a provar. Agora, se u # 0 de (1.11) temos que

1
- < ‘ v s Yu e V.
¢ = Hlullze Iy
Portanto, basta mostrarmos que
1
Je > 0 tal que para todo u € V' com |[[ul|;2() = 1, tenhamos [july > —.  (1.12)
c

Suponhamos o contrario, ou seja, que para cada n € N exista u, € V com

|tn|[22(0) = 1 € no entanto

1
nllv < —. 1.13
funlly < (1.13)
Tomando o limite na desigualdade acima quando n — 400 resulta que

lim [[un||y = 0. (1.14)

n—-+4o0o
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Agora, de (1.13) e do fato que ||u,|[z2(0) = 1; Vn € N, temos:
1
ez = Nz + lunlly <1+~ <2 (1.15)

o que implica que a seqiiéncia (u,) é limitada no espago topoldgico (V; Il Hl(Q)).
Sendo V' um espago de Hilbert com a topologia induzida de H'(Q2), existirdo (u,)

subseqiiéncia de (u,) e u € V tais que

u, — u fraco em V. (1.16)

Sendo a aplicagdo v € V — |lv||y uma norma, ela é convexa e semi-continua

inferiormente. Logo, de (1.14) e (1.16) obtemos:

[ully < Tim[Ju, [l = 0.

Assim, ||lully = 0 e portanto u = 0.

Por outro lado, em virtude da imersao de H*(Q2) — L?(Q) ser compacta, de

(1.15), apds extragao de uma eventual subseqiiéncia, obtemos
u, — uem L*(Q)
o que implica que
luwll2@) = llullr2()
e como ||u, |2 = 1, Vv € N, vem que |[ul[z2) = 1 o que é absurdo!

Conseqiientemente, fica provado (1.12) e, por conseguinte, que as normas ||u||z1(q) € |lully

sao equivalentes.
Desta equivaléncia segue que o espago (V;]|.|v) é um espaco de Hilbert.
Por outro lado, observemos que H é um espacgo de Hilbert.

Com efeito, como a norma em V' e em L?(§)) sdo provenientes de produto interno,

entao a norma em H é proveniente de produto interno.
Seja (v,) C H uma seqiiéncia de Cauchy em H. Como
v — Omllar = |lvn — villv + [[Av, — AUmHL?(Q)
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segue que (v,) é uma seqiiéncia de Cauchy em V' e (Av,,) é uma seqiiéncia de Cauchy

em L%(Q). Como V e L*(Q) sdo completos, existem v € V e u € L?(Q) tais que

v, —vemV

Av,, — uem L*(Q).

Resulta que Av = u em D' (Q) e, portanto, em L?*(Q2). Logo, v € H, mostrando

que H é um espaco de Hilbert.

Suponhamos que

2
0<p< 286n236p>()sen:1,2. (1.17)
n_

De acordo com (1.17), temos das imersoes de Sobolev e da limitagao de © que

V o L2e(Q). (1.18)

Seja By a menor constante relativa a imersao de Sobolev que satisfaz a inequacao

H’UHL;H-Q(Q) < BluvaLz(Q); Yv e V. (1.19)

Da inequagao acima obtemos

Tl Bt
p+2 if; @ < 5 YveV, v#0.
||VU||L2(Q) p+
Conseqilientemente,
[l 7522 B
ko := sup <p+2 if: 2D < _1'_2. (1.20)
veV, v£0 ||VU||L2(Q 1Y
Notemos que kg > 0 e
1
— [0ll772 ) < Foll Vol 73, Yo € V. (1.21)

p+2
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Counsideremos o funcional

1

1 2
J(u) = §||VU||L2(Q) P

[ull}52: ), Yu €V, (1.22)
que estd bem definido em vista da imersao dada em (1.18).

Pondo
1
fN) = 5)\2 — koA A >0 (1.23)

entao

o=

MZ(E?%E) (1.24)

¢ o ponto de méximo absoluto de f.

Definiremos

d:= f(\) > 0. (1.25)

1.5 Teoria Espectral

Consideremos V' e H dois espacos de Hilbert tais que V < H e V é denso em H.
Seja a(u,v) uma forma bilinear, continua e coerciva em V x V., isto é,

Ja > 0; |a(v,v)| > a||v||, Vv e V.
Consideremos
D(A) = {u € V; a forma linear v — a(u,v) é continua},
onde V estd munido com a topologia induzida de H.

Pelo Teorema de Riesz, para cada u € D(A) existe um tnico Au € H tal que
a(u,v) = (Au,v)y, Yo € V. Notemos que desta forma definimos um operador A

com dominio

D(A) ={u e V; 3f € H tal que a(u,v) = (f,v)g, Vv € V} e Au= f.

Temos que D(A) é um subespago linear de H e A : D(A) C V — H é um

operador de H. O operador A acima é denominado o operador determinado pela

terna {V, H, a(u,v)}.
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Pelo Teorema Espectral ([30], pg. 127) existe {w,} C D(A) tal que o conjunto
das combinagdes lineares finitas dos w, é denso em V', o que implica que D(A) é

denso em V.
Consideremos
V ={u€ H(Q); you = 0sobre [y}
H=L*Q)
a(u,v) :/QVqudx.
Como |lully = [|Vu| 2@ ¢ uma norma em V vem que a(u,v) é coerciva e,
portanto, para u € D(A),
(Au,v)g = /QVqudw

= (Vu, Vo)2q); Yo € V.

Se v € C§°(£2) obtemos

(Au,v) = (=Au,v); Yo € C5°(Q).

Assim, Au, = —Au em D'(Q), o que implica, Au = —Au, Yu € D(A), isto 6,
€L2(Q)
A=—-A, onde D(—A) = {u e VnH*(Q); §=0sobreT}.

Com efeito, lembremos que

D(-A) ={ueV; —Au € L*(Q) e verifica a(u,v) = (—Au,v), v € V'}.

0
Mostremos, inicialmente, que {u eV nH*Q); % — 0 sobre Fl} C D(—A).

ov

0
Seja u € {uEVﬂH2(Q); —u:OSObrefl} e v € V. Entao, u €V,

v
—Au e L*(Q) e
ou ou
a(u,v) = /Vquda:—/Vqudx— v vdl' — Ey ar
N~ To =0

-0
= /Vqudx—/—dF /—Auvdx:(—Au,v),
Q
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o que prova o desejado.
Mostremos, agora, a inclusdo D(—A) C {u € V N H*(Q); %% = 0 sobre I'; }.

Seja u € V tal que a(u,v) = (—Au,v); Yv € V. Entao, pela férmula de Green

generalizada temos

/QVuVUda::/Q—Auvda::/QVqudx—<71u,’yov>H_%(F)’H%(F),

o que implica

<'71U,’70U> = 07 Vo e V.

Sendo © limitado de classe C2 temos que u € H2(2). Portanto, yu € Hz ().

Assim,

=0em I'g

0
Logo, fpl yuyv = 0, Vv € V, ou melhor, yyu = 0 em L*(T';), ou ainda, a—u =0
v

q.s. em I'y, o que conclui a prova.
Como V = {u € H(Q); ~ou = 0 sobre Iy} é denso em H = L*(Q2) e o dominio do
operador —A, definido pela terna {V, H; (Vu, Vv) 12}, é 0 conjunto {u € V N H*(Q);

% = 0 sobre Fl}, resulta do Teorema Espectral que o conjunto {u € VN H 2(Q);
% = 0 sobre Fl} ¢é denso em V.
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Capitulo 2

Existéncia e Unicidade de Solucao

Nos resultados a seguir, omitiremos eventualmente, as variaveis das funcoes de

modo a nao sobrecarregarmos a notagao.

Seja 2 um dominio limitado e estrelado do R™, n > 1, com fronteira suave
I'=TyUT; tal que med(T'y) > 0, T'y e I'; sao fechados e disjuntos; e seja v o vetor
normal unitario exterior a I'. Consideremos o seguinte problema

gy — Au = |ulPu em Q x (0, 4+00)

u=0em [y x (0,+00)

% + B(us) =0 em Ty x (0, 400) 21)

w(x,0) = u’(z) , w(z,0) =u(z), z € Q.

A energia associada ao problema (2.1) vem dada pela seguinte expressao

1 1

No que segue utilizamos as seguintes notagoes:

(u,v):/gu(x)v(x)dx, (u,v)r, :/ u(x)v(x)dl,

'
Jully = [ Ju@Pds, Jullt,, = [ Ju@pr.
Q Iy

Logo, considerando o funcional J definido em (1.22), temos
1
E®t) = glw®lz+J () = J(u)
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1 1 v
= §||Vu(t)||§ - m”u(t)ﬂzn

2 %HVU(t)H% — kol Vu(®)ll5™* = F(IVu(®)]2). (2:3)

onde kg e f(\) sao definidas em (1.20) e (1.23), respectivamente.

Agora, se considerarmos

[Vu(t)]l2 < Ar, (2.4)

onde \; é definido em (1.24), entao de (2.3) obtemos

B = Ju) 2 IVl |5 - hlTulf

> Va5~ ] = 19013 |5 - ]
= IVl [~ 1) (2.5

Assim, se (2.4) é satisfeito obtemos de (2.5) que

2(p +2)
p

J(t) >0 (J(t) = 0 se, e somente se, u = 0) e ||Vu(t)|]5 < E(t). (2.6)

Consideremos V' e H definidos em (1.9), isto é, V = {v € H'(Q); v =0em [y}
e H={veV;Ave L*Q)}. Suponhamos que

0<p<

2
25en23,p>Osen:1,2 (H.1)

e consideremos as seguintes hipdteses:

(A.1) - Hipdteses sobre 3: Considere f : R — R uma funcao nao decrescente
de classe C' tal que 3(0) = 0 e suponha que exista uma funcio g estritamente

crescente, fmpar e de classe C! em [—1, 1] tal que

9() < 1B(s)] < lg~'(s)| se [s| < 1, (H.2)
Cils| < |B(s)| < Chls|se |s| > 1, (H.3)

onde ¢! denota a inversa da funcao g e C; e C sdo constantes positivas.
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Consideremos, ainda, que exista C'3 > 0 tal que
18'(s)| < Cs(|s]” +1) sels| > 1. (H.4)
(A.2) - Hipdteses sobre as condigdes iniciais: Assuma que
{u’u'} € (VNH?* Q) xV (H.5)

verificando a condigao de compatibilidade

ou®
E—i—ﬁ(ul) =0emTI;. (H.6)
Além disso, suponha que
E0)<d e |Vu°lz <A, (H.7)

onde \; e d estdo definidos em (1.24) e (1.25), respectivamente.

Para efeito de ilustracao daremos alguns exemplos de fungao g que serao uti-
lizados em (H.2) e que interferem diretamente nas taxas de decaimento que serao

obtidas no capitulo 3.

Exemplo 2.0.1 Consideremos g(y) = CyP, para algum p > 1 e C' uma constante

positiva. Se (3 satisfaz

g(y) = Cy* < By) < g '(y) =C'y», para0<y <1,

entao

E(t)<C(1+t)"r, Wt>0. (2.7)

Com efeito, notemos que g satisfaz as hipdteses dadas em (A.1). Além disso,

9(y)

como ¢'(0) = 0 e === € crescente em [0, 1] entdo aplicando os resultados do Capitulo

3 obtemos que




1
Como t > §(t + 1) para todo t > 1 temos que existe Cy > 0 tal que
E(t)<Ci(1+8) 75, Vt>1,

da continuidade de g~* provamos (2.7).

Exemplo 2.0.2 Consideremos g(y) = eiyip, para algum p > 0. Se 3 satisfaz

_ 1 _ —1
gly) =e v <By) < g '(y) = (@) para 0 <y <1,

entao aplicando os resultados do Capitulo 3 obtemos

C

) < (Int)

, VYVt >2.

LSAIN)

Nas se¢oes que seguem, demonstraremos a existéncia e unicidade de solucao para
o problema (2.1) utilizando o método de Galerkin para a prova da existéncia. Os
principais resultados véem enunciados nos teoremas abaixo, onde os espacos V e H

estao definidos em (1.9)

Teorema 2.0.3 Sob as hipdteses (A.1), (A.2) e (H.1) o problema (2.1) possui uma
unica solucao u na classe

u € L (0,00; V) ; up € L2 (0,00; V)

loc loc

(2.8)
e € L2 (0,00 L2(Q)) , [[Vu(®)]lz < At

para todo t > 0.

Proposicao 2.0.4 Sob as hipdteses (A.1), (A.2) e (H.1) o problema (2.1) admite

uma unica solugcao u na classe
u€ CY0,T; H)NnCH0,T;V)NC20,T; L*(Q)), VT > 0.
Teorema 2.0.5 Suponha que as hipdteses (A.1) e (H.1) sejam verificadas. Além
disso, suponha que {u®,u'} pertenca a V x L*(Q) e verifiquem
V[l < A1 e E(0) <d.
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Entao, o problema (2.1) possui uma unica solu¢ao u na classe
ue C”([0,00); V)N C* ([0, 00); L*())

tal que ||Vu(t)||a < Ay para todo t > 0.

No que segue usaremos u’ para designar a derivada da funcao u em relagao a
du

%:

variavel t, ou seja, v’ = Uy.

2.1 Solucao Regular
2.1.1 Existéncia de solugao regular

Seja {w;} uma base de V. Desta base contruiremos uma base especial {w,},
relativa ao problema (2.1), da seguinte forma:

0

Se u’ e u! sdo linearmente independentes definimos w; = u°, wy = u' e para

0

w;, 1 > 3, tomamos w; vetores de {wy} de forma que sejam [.i. com u’ e ul. Se os

0 1 0

vetores u” e u' sao [.d. definimos w; = u’ e os demais w;, i > 2 sao tomados como

vetores de {w?} que sejam Li. com u°.

Seja,
Vin = (w1, ..., Wy (2.9)

e consideremos o seguinte problema aproximado
(

n(t) = D Yy ()0 € Vin
j=1

(up (1), w) + (Vum(t), Vw) + (B(ur, (1)), w)r, = (|um ()| un(t), w),
Yw €V,

(2.10)

que por Carathéodory possui solugao local em um intervalo [0,t,,), onde wu,, e u,
sao absolutamente continuas e w existe quase sempre. A primeira estimativa a

priori permitird estender a solucao a todo intervalo [0, +00).
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Primeira estimativa a priori:

Considerando w = u/, (t) em (2.10) temos
B () = = | Bluy, (8)u, (£)dl < 0. (2.11)
I'

Com efeito, notemos inicialmente que sao validas as seguintes igualdades no

sentido das distribuigoes:

[ wnoinde = 5 gl 01 (212)
! 1d 2
/QVum(t)Vum(t)dx = & 2 IVun ()3 (2.13)
) , 1 d io
[ 0Pt 00 = 5 555 (214)

De fato, seja 6 € D(0,t,,). Entao, pelo Teorema de Fubini,

< /Q u;(t)u;n(t)dx,e> _ / " / " 0(t)dudt
_ //tmic‘; ))206(t)dtdz

_ _/ {(u (1)) 0(t) t:t’"—/tm (! (2, 6))2 0/t )dt} dz

tm
_ __/ / (a, )20/ (t)dadt = ——<|| ()13, 6"

o que mostra a igualdade (2.12).

Utilizando o mesmo raciocinio feito para provar (2.12) decorre que

| V(09 e = 5 5 1V 01

provando (2.13).

Finalmente, seja 6 € D(0,t,,). Logo, pelo Teorema de Fubini,

</Q|u’”<t)’p“m() t)d 9> /tm / [t (8) 17 0 () 0y, (£) d0(£) it
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= // p—i—th‘um(x O |PT20(t)dtdw
= 3 @yl

p+2

tm
— / \um(x,t)\pﬂe'(t)dt}dx
0

tm
_ __p+2 /\um (8)[P+26 (t)dudt

1 d
- (513 dt||um<>||,€i§,e>
o que prova (2.14).

No entanto, de (2.2) segue que

, 1d 1 d
Blt) = 5 3 10Ol + 5 3 IVun Ol ~ —5 Zhen@ls 215

Do problema aproximado (2.10), (2.12)-(2.15) segue que

/ﬂ (t)dl <0,

o que implica que E,,(t) é nao crescente.

O préximo Lema darda uma importante regra para estender a solugao a todo

intervalo (0, +00).

Lema 2.1.1 Suponha que (H.5) e (H.7) sejam verificadas. Entao,

IVt ()2 < A1, VE € [0, ). (2.16)

Demonstragao: Observemos, inicialmente, que decorre de (2.3) que
1
En(t) = §||Vum(t)||3 — kol | V()57 = £ Vum(8)]l2), (2.17)

onde f é definida em (1.23).

Notemos que f é crescente para 0 < A < A; e decrescente para A > A\;. Com

efeito, temos que
) =XA—(p+2)koN = X1 —ko(p+2)N), VA >0
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e f'(\) = 0.

Assim, se 0 < A < A\ temos
F'A) = A1 =ko(p+2)N) > A (1= ko(p+ 2)AT) = 0.

Portanto, f/(A) > 0, ou seja, f é crescente para 0 < A < Aj.

Agora, se A > \; temos
F'N) =21 = ko(p+2)N) < A(1 = ko(p+2)A]) = 0.

Portanto, f/(\) < 0, ou seja, f é decrescente para A > A;.

f()‘l):d*

N

Figura 2.1: Grafico da funcao f.

Além disso, como f(A\;) = d temos que f(A) — —oo quando A — +oo.

De fato, para cada M < 0, tomando
1
A ax <1+ A L M LI’
= max - — —
M Ll o

fOA) <M, X> Ay,

temos que
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pois sendo A > Aj; decorre que A > Ay > A; e, entao, pelo fato de f ser decrescente

f) < fAu)

= Ol (5 okt )
our(n(i))
= (A\w)*M < M,

onde a ultima desigualdade é proveniente do fato que M < 0 e Ay, > 1.

Entao, sendo Ey := E,,(0) < d, existem X, < A\; < g tais que f(A\2) = f(N) =
Ey.

Com efeito, sendo f(||[Vu®||s) < Ey < d = f(\1), como f é continua, segue
do Teorema do Valor Intermedidrio que existe A\, com [[Vu|y < X, < Ay tal que
f(X,) = Ey. Também, como f(A) — —oo quando A — +o0o, f é decrescente para
A > A e f(A\) = d entdo, novamente pelo Teorema do Valor Intermediario, existe

Ay > Aq tal que f(/\g) = Ey.

Por outro lado, de (2.11) decorre que E,,(t) é nao crescente para todo t € [0, t,,),
ou seja,

En(t) < By, V€ [0,tn). (2.18)

Vamos mostrar que ||Vu,,(t)|]2 < A, para todo t € [0,t,,), o que finaliza a prova
do lema. Suponhamos, por absurdo, que ||V, (to)|l2 > A; para algum 0 < ty < tp,.
Da continuidade da norma [|[Vu(.)||2 em V podemos supor que ||Vu,(to)|l2 < A1,
pois caso contrario, se ||Vun,(to)|| > A1, do fato que A\, < Ay segue que existe
to € (0,t0) tal que N, < [|[Vu(to)|| < A1. Entédo, por (2.17) e do fato que f ¢é

crescente no intervalo ]0, Aq],

En(to) = f(IVmu(to)ll2) > f(A3) = Eo

o que contradiz (2.18). Logo, ||V,u(t)|l2 < A, para todo t € [0,%,,), 0 que prova o

Lema.
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Considerando o resultado estabelecido acima, de (1.19), segue que
[tm ()l p+2 < Bil|[Vun(t)]l2 < Bid
e, sendo € limitado, existe ¢; > 0 tal que

[um (B2 < erllum®)]lpr2 < Bidrer = C. (2.19)

Portanto, como C' independe de t e de m segue do corolario do Teorema de
Caratheédory que para todo m € N, u,,(t) pode prolongada a todo [0,7]. Além
disso, ||V nu(t)]l2 < X, Vt € [0,7] e Vm € N. Com efeito, segue do mesmo raciocinio
feito anteriormente que se existisse ¢y € [0,7] tal que Xy < ||Vu(ty)|l2 < A1, entdo

terfamos E(ty) > E(0), o que seria um absurdo!. Portanto,

lum(t)]|2 < C, ¥t € [0,T]. (2.20)

Retornemos ao problema aproximado considerando w = u/, (¢). Entao
(U (8); i (8)) + (Vi (£), Vi, () + (B (£)), 3 ()11 = ([t (8) P (£), 20, (£)),
ou seja,
/ wr (u, (t)dz + / Vo, (t)Vu,, (t)dx
Q Q
+/F Bl @) ()AL = | i ()1t ()11, (E)

Logo, de (2.11), (2.12) e (2.14) obtemos:

1d 1d

| P 2 2
2Cthum(t)HQ + thHVum(t)Hz
1 d
< — |, (8)]|72. 2.21
< p+2dtl|u 1573 (2.21)

Integrando (2.21) no intervalo [0,t), com ¢ € (0,7), obtemos

1 ["d 1 [td
3 a5 [ V(s s

1 td
T EHUm(S)MEdS- (2.22)
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Logo,

[l 2 = 1 O3 + Ve (D112 = |V (0)]13

2 2
< P+2 O P+2
—p+2|| U ()|l — +2|| um (0) 512,

ou seja,

2 2
b (13 + IV (B)]15 + mﬂuollﬁig

2
<l + IVe’l3 + — lum @575 (2.23)

p+2

De (H.7), (1.19) e (2.23) resulta que
2
@5 < M O + [ Vum @5 + mHUOHzE

< '3+ + By | Vun (t)II57.

+2
Aplicando o Lema 2.1.1 obtemos

2
o, ()2 < A2 + m(Bl/\l)p“ F W2 VE>0 e YmeN. (2.24)

Segunda estimativa a priori:

Inicialmente, estimaremos ||u (0)]]2 utilizando a condi¢ao de compatibilidade

dada em (H.6) e a base especial {w,,}.
Considerando ¢t = 0 e w = w7, (0) no problema aproximado (2.10) temos
i Oz = = (Vum(0), Vi, (0)) = (B(ui,(0)), up, (0))r,
+ (lum(0)[Pum(0), 1;,,(0)) (2.25)

De (H.5) decorre que v’ € H?*(Q) e como u/,(0) € V vem pela férmula de Green

que
(Vi (0), Vur (0) = — (Au®, ul,(0)) + (aaly,u;%(O))F . (2.26)

Substituindo (2.26) em (2.25) obtemos

O = (B 0)6,(0) = (G- + ). 6,0))

(It (0)[Pum 0), i, (0))
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De (H.6) e da equacao acima chegamos a

e (0)13 = (A, (0)) + (Julu, i (0)) (2:27)
ou ainda,
O < [ A 0)da+ [ 1o 0)da
Q
< Auallu )2 + N5 I (0) 2
= (12l + 1155 ) T () o
Portanto,
e Oz < 1AW ]Iy + 5. (2.:28)

Derivando o problema aproximado dado em (2.10) com respeito a ¢t e con-

siderando w = u! (t) obtemos

%{%Hu;;(t)ng + %Hw;n(t)ug}+/Flﬁ’(u;n(t)><ui§1<t>>2df

< (pt1) / [t (B) P (8] (8 (2.29)

Observemos que a integral 6( L) (ul()?dl < +oo, pois sejam
Ay ={z el |u,(z,5)] >1} e Ay = {x ey |ul,(z,s)| <1} entdo

B (17 (1)) (i (1)) D < : 3 (1 (£)) (i (1)) *dL” + A 3 (1 (£)) (i, (1)) *dT

It

< o / (W00 + Cy [l (8)]°(ul (£))?dT

Aq
+ M [ (up,(t)%dl,
Ao
onde M = max {|5'(s)],|s| < 1}.
1 n—2

Logo, pela Desigualdade de Holder com ] + T = 1 vem que
n— n—

/ﬁ’(u;(t))(u;@(t))ZdF < (Co+ M) | Jup(OPAD+Cy [ [, (0172 [y, (£) PdT
Iy I'1 Al
< Ci | fup,()*dr

Iy

1 n—2

2(n—1 n—1 n—1 n—1
(n—2)dI‘> ( (1) 5= z’dr) .
I

Lo ( (1)
'
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. - 2(n—1)
No entanto, pelas imersoes de Sobolev temos que H %(F) — [ -2

(), n>2
e H2(I') — LP(I), 1 < p < +oo0, n = 2. Como o, (t),u’ (t) € V;Vm € N e

r'm

Vvt € [0, 7], decorre que Yo, (t), voul (t) € Hz(T'y) e entdo:

A B (1 (1)) (i (1)) D < C4||um(t)ll%1,2+C’5||u;z(t)||?<n:;)

< +o0

i B2 20
L -2

(1) n=2 " (T)

Verifiquemos a expressao dada em (2.29).

Seja 6 € D(0,T), entao

(G0.0.0) = (00,8 = (~{u0). )0

ou seja,

i(u;%(t),w) = (u”(t),w) emD(0,T).

m

m m

d
Como (u (), w) € L*(0,T) temos que E(UH (t),w) € H(0,T) e, conseqiien-
temente, (u/(t),w) € H(0,T).Logo,
i (0),0) = (1)) em HO,T). (2.30)

Analogamente, provamos que

%(Vum(t), Vw) = (Vu,,(t), Vw). (2.31)

— (B(uy, (), w), = : B (ul, (t))ul (t)wdl. (2.32)

Resta-nos calcular % (|t (8) P (t), w).
Considere F(A) = |[A[?A; A € R. Entao F'(\) = (p+ 1)|A|”.

De fato, notemos inicialmente que para todo A # 0 temos que

d d
F'O) = pAPT = (D A+ A = Al (V) 2

d\
L 12) IA[P1N2
= AP AP = p T AP
pIIQW Al P Al
= (p+1LAP.

42



Para A = 0, notemos que sendo

A, A>0
F“*‘{pqyx <0,
entao o
v F()—F@©) ) Jim===0
FO) = jim == (=h)’h ’
Iim ——— =0
h—0— h

ou seja, F'(0) = 0. O que conclui a prova de que F'(\) = (p+ 1)|\|*.

Assim,
((F oum)(t))" = F'(un (), () = (p + 1)|un (t)[ ", (1). (2.33)

Logo, se 6§ € D(0,T), temos pelo Teorema de Fubini

d

(5 Qm@Pun@). )8} = = (01 (010,

_ —A?AFWMUMH@MW
_ iLAZWMMMWWMx
= — [ {Fam@mwoi;
—-tATUTOWQKﬂuﬁ@ﬁﬁ}dx
= [ [ 04 Dm0 rustoyivas
= [ [+ Dt @udssioy
= (o+ ) [ (O Oz
Portanto,

G (O un(®)0) = (p-41) [ Jun 0P (0w (2:34)

Assim, derivando o problema aproximado (2.10) em relagao a t, de (2.30)-(2.32)
e (2.34) obtemos

(i (), w) 4 (Vg (8), Vo) + |3 (u, (8) ), (H)wdl

m
IS
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= (p+1) /Q |t ()P, () wd. (2.35)
Considerando w = u/ (t) em (2.35) temos
(U (1), 1 (1)) + (Vg (£), Vg, () + : 3 (tr (1)) (uy, (£)) T

< (p+1)/QIum(t)\p\u;@(t)!!%(t)ldw- (2.36)

Utilizando o mesmo argumento utilizado na prova de (2.12) obtemos

" 1d

(1t (1), 1, (2)) = 5@”%@)”5 (2.37)
/ " 1 d / 2
(Va, (£), Vu, (£) = 5 =V, (t)]l2- (2.38)

Substituindo (2.37) e (2.38) em (2.36) resulta (2.29).

O préximo passo é analisar o termo do lado direito da desiguladade dada em
(2.29).

Estimativa para I, := (p+ 1) /Q [t (8)|° [, () ||ult (2) | dx.

Notemos que u,(t),u., (t),u” (t) € V, e como V < LX) (Q) < L?(Q) temos

2(p+1)

[ (8)]” € L™ (), |uy, (£)] € L27FD(Q) e Juy, (1)] € L*(€2). (2.39)

1 1
Como p + +

20+ 1) 20+ 1) 3 = 1 pela desigualdade de Holder generalizada

obtemos

11| < (o + Dllm 155 1 D204l (O - (2.40)
De (1.18) temos que existe By > 0 tal que
[ull2pr2 < Bi[|Vullz, Yu €V, (2.41)
e, portanto, existe k; = B?(p + 1) tal que

2] < R [V ()15 11V 2, (8) 2t () ] 2- (2.42)
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Pelo lema 2.1.1 temos que ||[Vu,,(t)]|5 < A{ e como
Vg, ()3 + (D112 = 20V, () ll2llwm, ()2,
entao existe uma constante ko > 0 independente de t € [0, 7] e m tal que
L] < Ko (Ve (D113 + [y, (9)]13) - (2.43)

De (2.29) e (2.43) segue que
d 1 " 2 1 ! 2 i " 2
— 1 5llum@Nz + IV Oz ¢ 4 | 5 (1w, (£)) (ug, (£))°dD
dt | 2 2 r

< ke (Ve ()15 + lup, (0)]13) -

Integrando a dltima equagao sobre (0,t), t € [0,7T) e de (2.28) resulta que
lum @2+ [V, @)z + 2/; A B (ur, () (1, (5)) *dTdls
< Jup ()3 + 1Vur, (013 + 2k /Ot(||Vu§n(5)||§+||U§§L(S)||§) ds
< (Il + 5L )+ 193
+ 2 [ (9 G+l )1E) . (241
Sendo 3 nao decrescente entao G'(s) > 0, Vs € R. Assim
| [ pteraterards = o (2.45)
1
e, portanto, de (2.44) obtemos
lum @12+ [Vu, @)z + Z/t B (tn, (5)) (1, (5)) *dTdls
0o Jr )
< (Iaulls + Il ))” + Va3
b 2 [ WG+ 1900
v f ﬁ'(u;n@))(u;;(f))?drdf] ds. (2.46)
!
Aplicando o Lema de Gronwall em (2.46) segue que

[l (113 + 1V, (8113 +2/0 A B (ur(5)) (up (5))*dlds < L, (2.47)
4
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onde L é uma constante positiva independente de m e t € [0, T7.
De (2.47) temos que u!, € L>(0,T;V), como a aplicacio trago 7o : H*(Q2) —
L*(T") é continua segue que you!, (t) € L*(T'y). Assim,

[t D] 2001) = N[t ()| 220y < bl ()22 < Dol Vg, (8)]2,

onde by e by sao constantes positivas independentes de m e t. Portanto,

t
L/‘nu;<snﬁugdss;L1, (2.48)
0

com L; > 0 independente de m e t.
Por outro lado, das hipéteses (H.2), (H.3) e tomando A; = {z € I'y; |u,,(z,s)|
> 1}, Ay ={z €ly; |u,(x,s)| <1} segue que
|ﬁ( (@, 8)Pdl = A |B8(uy, (2, 5))[dl + Iﬁ( (@, s))[?dl
1

< C3 [ |u(z,s)Pd0 + | |g7 (ul, (2, s))|%dT,
A1 A2

onde Cy é a constante definida em (H.3).

Como g~! é continua e A, é compacto entao existe M4, > 0 tal que |[¢7(u!, (2, s))| <

M ,,. Substituindo na expressao acima resulta que

Awwmeﬂ

IN

022/ |up, (2, s)]2dl + M3, .med(As)
I8

< Csl|Vup, (s)|3 + M, med(Az)

< C5L+ M3,.med(As,),
onde C3 > 0 e L é dado em (2.47). Disto segue que existe Ly > 0 tal que

/Wﬂ NI 5ds < Lo, (2.49)

qualquer que sejam € N e t € [0,T].

Das 1% e 2* estimativas a priori, de (2.16), (2.48) e (2.49) podemos extrair uma
subseqiiéncia de (u,,) que de agora em diante também denotaremos por (u,,) e uma

fungao u : Q x (0,00) — R satisfazendo:

Um = u  fraco® em L5 (0,00;V); (2.50)
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u,, = u' fraco® em  Lj$.(0,00;V); (2.51)

ul, =y’ fraco* em  L72.(0,00; L*(Q)); (2.52)

u, —u'  fracoem L7 (0,00; L*(T})); (2.53)

Bul ) —x fracoem L2 (0,00;L*(T'1)). 2.54
m loc

Notemos que V < L%(Q) e V é reflexivo.

Com efeito, desde que V- C H(Q) e H*(Q) < L*(Q) resulta a primeira afirmacao

acima. Além disso, V' é reflexivo posto que V' é um espago de Hilbert.

Como L*(2) também é reflexivo entao, definindo para cada T' > 0,
W ={w; ue L*0,T;V), v € L*(0,T; L*(2)) }

com a norma
lullw = llull2ozv) + W]l 2 0.2:22(0),

resulta de (2.50) e (2.51) que

() é limitada em . (2.55)

Logo, pelo teorema de Aubin-Lions obtemos uma subseqiiéncia de (u,,) tal que
Uy, — u  fortemente em L*(0, T; L*(€2)) (2.56)
e, conseqientemente,

Uy — u  quase sempre em 2x|0, T, VT > 0. (2.57)
Portanto, da continuidade da fungao F(\) = |A|?A, decorre que
|t [Pt — |u|’u  quase sempre em 2 x [0, 7], VT > 0. (2.58)

Pelo Lema de Lions, temos:

U |t — |u|u  fracamente em L7 (0, 00; L*(R)). (2.59)

47



As convergeéncias (2.50)-(2.54) e (2.59) permitem-nos passar o limite no problema

aproximado (2.10), donde resulta para 6 € D(0,7T) que

/0 (W (1), w;)0(t)dt + /0 (Vu(t), Vaw,)0(t)dt + /0 (x, w;)r, O(t)dt

T
= / (|u(®)|Pu(t), w;) 0(t)dt, Vj € N. (2.60)
0
Da totalidade do conjunto {w;, j € N} em V segue que

/0 (W), 0 dE + /0 (Vut), Vo)o(t)dt + /0 (6, ) O(8)dt

= /T (Ju(®)|Pu(t),v) 6(t)dt; Yv € V e § € D(0,T).(2.61)

Considerando v € D(Q2) em (2.61) obtemos:
/0 Lu”(w,t)v(x)@(t)dxdt — /0(Au(t)v)H1(9),H6(Q)0(t)dt
_ /0 /Q u(z, ) Pu(e, Ho(x)0(E) dadt, (2.62)

para todo 0 € D(0,T).

Assim, pela totalidade do conjunto {v#; v € D), # € D0, T)} em
D(Q x (0,T)) segue que

v — Au=|ulfu em D (Qx (0,T)). (2.63)

Como ", |u|Pu € L2.(0, 00; L*(£2)), temos que Au € L2 (0, 00; L2(2)). Logo,

loc

u” — Au = |ulfu em L2 (0,00; L*()). (2.64)

De (2.64) obtemos, para todo T'>0e h € {v.0; v € V,0 € D(0,T)}, que

/0 (" (t), h(t))dt + /0 (—Au(t), h(t))dt
= [ (orut.noy (2.65)

48



Aplicando a férmula de Green generalizada' em (2.65), segue que

/OT(U/’(t),h(t))dt N /OT(vu(t),Vh(t))dt_ /OT <%, h(t)>H%(F)7H%(F)dt
= [ Qoo nn,

ou seja,

/OT(U/’(t),h(t))dt N /OT(vu(t),Vh(t))dt_ /OT <%’h<t>>Hé<rl>,H%<mdt

_ /0 (Ju(t)[Pu(t), (1)) dt. (2.66)

Por outro lado, para cada t € (0,7, x(t) € L*(T'y) e h(t) € V. C H'(Q), ou seja,
x(t) € H=2(I'1) e oh(t) € H2(I1). Logo, substituindo h(z,t) = v(z)0(t) em (2.66)

resulta de (2.61) que 2

T/ ou(t) > T
S(t dt:/ @), S®) .1 1 dt,
/0 < v ) e b XSOy ) b

para todo S € D(0,T; Hz(T'y)).

Isto é,

% +x=0 em D(0,T;H 2(Iy)). (2.67)

loc loc

9,
Como x € L} (0, 00; L*(T)), temos que a—u € L} ,.(0,00; L*(I'y)) e
v

0
—u—f—X:O em L}

o (0, 00; L*(T')). (2.68)

loc

No que segue, nosso objetivo é mostrar que x = 3(u’). Com efeito, considerando
W = U, no problema aproximado (2.10) e integrando a expressdo sobre (0,7),

resulta que
A(%ﬁﬂm@ﬂt+tAHW%WMﬁ+A(m%ﬁDmanﬁ
= /0 (|t (&) [P (£), (1)) dt. (2.69)

pois u € H1(Q) e h € HY(Q).
2pois yoh € D(0,T; H= (1)) e {(70v)8; v € V,0 € D(Q)} é total em D(0,T; H=(T'y)).
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De (2.56) temos que (u,,) possui uma subseqiiéncia tal que

U, — u fortemente em L?(0,T; L*(Q)).

(2.70)

Analogamente, de (2.51), (2.52) e aplicando o teorema de Aubin-Lions con-

cluimos que

ul — ' fortemente em L*(0,T; L*()).

Pelo lema (2.1.1), temos que

IA
B
S

it (D)3 (3 gy < Cllien(8) L1

< o[ Vum(t)[l2 < CaA,
e, como Hz2(I'y) < LA(T'y), de (2.47) obtemos
4 (®)lles 2 < Csllun (O g ) < Cal Vi (O)ll2 < CiL,
onde L é a constante dada em (2.47).

De (2.72) e (2.73) obtemos a existéncia de uma subseqiiéncia tal que

U, — u  fracamente em L7 (0, oo; H%(Fl));

/ / 2
u,, — u fracamente em L;,,

(0, 00; L*(T'1)).
Definindo
W= {u; we LX0,T; H3(IY)): o € L2(0,T; LQ(PI))} ,
munido da norma

ol = Tl g gy + I N30 ms500
segue de (2.74) e (2.75) que

() ¢ limitada em W.

20

(2.71)

(2.72)

(2.73)

(2.74)

(2.75)

(2.76)



Assim, gracas ao teorema de Aubin-Lions temos que

U, — u fortemente em L*(0,T; L*(T})). (2.77)

Agora, das convergéncias em (2.52), (2.54), (2.59), (2.70) e (2.77) podemos passar
o limite em (2.69) e, pela Proposigao 1.4.3, obtemos:

T

im [ [ Va2t = — / (" (£), u(t))dt — / ((t), (b)) dt

m—-+00 0

4 /0 (Ju(t)|Pult), u(t))dt. (2.78)

Por outro lado, como u € L2 (0, 00; L*(€2)) entao de (2.64) obtemos

loc

/O (" (t), u(t))dt — /0 (Au(t), u(t))dt = /O (Ju(t)|Pu(t), u(t))dt. (2.79)

Aplicando a férmula de Green generalizada em (2.79) e observando que a_u €
v

L*(0,T; L*(T',)), decorre que

[ e+ [Ciwaoiga- [ (Gi.u0)

- / (lu(t) Pu(t), u(t))dt

e, de (2.68), segue que

/0 IVu(t)2at = — / (" (8), u(t))dt — / (), (),

T
+ / (Ju(t)[Pu(t), u(t))dt. (2.80)
0
Portanto, de (2.78) e (2.80) concluimos
T T
tim [ [V ()3 / IVu(t)||2dt. (2.81)

Logo, pelo Lema 2.1.1 e de (2.81) chegamos a

Vu, — Vu fortemente em L*(0,T; L*(Q)). (2.82)
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Considerando w = /], no problema aproximado (2.10) e integrando sobre (0, 7T)

segue que
/0 (ul(t), ol (1))t + / (Vtn(t), Vil ()t + / (Bl (1)), i (8)p, dt
= /O(|um(t)|pum(t),u;n(t))dt. (2.83)

Das convergéncias (2.51), (2.52), (2.53), (2.71), (2.82) e pela Proposi¢ao 1.4.3

segue que

T

i [ (O, it = = [ o= [ (T, v @)

m—-+00 0

+ /0 () Pu(t), ' (£))dt. (2:84)

Por outro lado, de (2.64) e do fato de v’ € L?

loc

(0, 00; L*(€)) temos que
T T T
|- [C@uwaa = [ quorao.omae @)
0 0 0
e, aplicando a férmula de Green generalizada, resulta

/0 (u"(t),u'(t))dt + /0 (Vu(t), Vu'(t))dt —/0 (%(t),u’(t))F dt
= /0 (Ju(®)|Pu(t), u'(t))dt. (2.86)
Substituindo (2.68) em (2.86) obtemos

/0 () ()dt = — / (" (), ol (8))dE — / (Vut), V' (1))t

+ /o (|u(t)|Pu(t), ' (t))dt. (2.87)
De (2.84) e (2.87) segue que
Jim B, w0t = [ 0. (2.85)

Como (8 é uma fung¢ao mondétona nao decrescente temos
T
/ (Bum (1)) = B(), u(t) = ¥)rydt > 0, Vo € L*(0,T; L*(Ty)) (2.89)
0
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e, portanto,
T T T
| G0 ondes [ 30, 0-rd < [ (3,00 0)rdr. 290
0 0 0
Aplicando as convergéncias (2.53), (2.54) e (2.88) chegamos a

A(Mw—mwﬂmw—wnﬁzo (2.01)

e isto implica que
x = Bu) em L*(0,T; L*(Q)). (2.92)
Com efeito, mostremos, inicialmente, que

T T
/ B(u" — \v)vdldt — / B(u")vdldt, quando A — 0,
0 F1 0 1—‘1

Yo € L*0,T; L*(I'y)). (2.93)
De fato, como
u'(z,t) — Mv(z,t) — u'(z,t) quando A — 0,¢q.s. em Qx]0,T[, T > 0
e [ é continua, entao
B (x,t) — Mv(z,t)) — B(u'(x,t)) gq.s. em Qx]0,T[, quando A — 0.  (2.94)

Agora, das hipdteses (H.2) e (H.3) segue que

, g7 (W (2, t) — Mo(z, t))]; |/ (2, t) — Mo(z,t
18w (=, 8) = Av(z, 1))] < { gg|u’(x,t) — oz, )], (@, t) — Moz, )] > 1

(2.95)

) <1
|

1

Mas, como g~! é uma fungao crescente entdo se |u'(z,t) — Av(z,t)| < 1 temos

que |g7 (v (z,t) — M(z,t))] < g71(1). Logo, de (2.95)

/ g7 (V)] |/ (2, t) — Av(z, t)| <1
B (@, ) = Av(z, 1))] < { gﬂu’(w,t) — (@bt [W(zt) — Aot >1

ou seja,

1B(u' (z,t) — Mv(x, )] < g‘l(l) + Colu/(x,t)| + Calv(z,t)], A <1, (2.96)

/

~~

€L2(0,T;L2(T'1))=L2(I"y x]0,TT)
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posto que g~ (1) > 0.

De (2.94), (2.96) e pelo Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue segue
(2.93).

Consideremos, 1 = v’ — \v, onde v € L?(0,T; L*(T';)). Segue de (2.91) que

T
)\/ (x = B = M), v)p dt > 0.
0
Assim,

T
(i) / (x — Bt — \v),v)r,dt > 0 se A > 0. Tomando o limite quando A — 0
0

vem de (2.93) que

/T (x = B(u), v)p, dt >0, Vve L*(0,T; L*(T)). (2.97)

T
(i) / (x — B — M), v)r,dt <0 se X< 0. Tomando o limite quando A — 0~
0
decorre de (2.93) que

T
/ (x — ﬁ(u’),v)Fl dt <0, Yve L*0,T;L*T,)). (2.98)
0
De (2.97) e (2.98) resulta
T
| sty =0, voe L0.7:14r))
0
Tomando v = y — B(u') segue (2.92).
2.1.2 Unicidade de solucao regular
Sejam 11 e uy duas solugoes do problema (2.1). Entao, z = u; — uy verifica
(Z"(t),w) — (Az(t), w) = (|ur|Pur — |uz|Pus, w), Yw € V. (2.99)

Aplicando a férmula de Green, (2.68) e lembrando que x = ((u’), resulta que
(Z"(),w) + (Vz(t), Vw) + (B(uy) — B(uy), w)r,
= (Jui|fus — |uglfuz, w), Yw € V. (2.100)
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Também, temos que

[lur|Pus — fug|"us| < k(p) (Jua]” + |uzl) |2(#)]. (2.101)

Com efeito, como vimos anteriormente a fungao F(\) = |A\[’A, A € R, é tal que
F'(X) = (p+1)|\|]*. Logo, dados «, 3 € R com « < 3 existe, em virtude do Teorema
do Valor Médio, £ €la, 5] tal que

|F(8) — F(a)| < [F'(OIIB — o,

ou ainda,

[F(B) = F(a)] < (p+ 1)[E]]5 = al. (2.102)
Seja 0 € (0,1) tal que satisfaga

E=(1-0)a+08=a+0(0— ). (2.103)

Tomando a = uy(x,t) e f = ug(z,t), resulta de (2.102) e (2.103) que

IN

[ua[Pur — |uz|"us] (p+ 1) Jur + (u2 — u1)0]" [ur — ual

A

(04 1) {lu| + [uz] + |ua]}" |2]

IN

(p+ 1) {2[ua] + 2Jua}” [2]

= (p+ D2 {|ua] + [u2]}" |2]

IN

k(p) (Jur|” + |uzl”) |2],

o que prova (2.101).

Substituindo w = 2/(t) em (2.100), observando que  é uma funcao nao decres-

cente e considerando a desiguladade dada em (2.101) resulta

(0, 40) + (70.90) < | [ (uPur = o) 0o
< hlp) [ (b + fual) Ol lde
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ou ainda,
& IR+ ST} < 100) [ Gl + )0l e, (2101

Como uy (1), us(t), 2(t), 2 (t) € Ve V — L2P+D(Q) — L2(Q) segue que |uy(t)|?,

2(p+1)

lug(t)|P € L™+ (), |2(t)] € L*PHD(Q) e 2/(t) € L*(). Da relagio Q(Pp+ 1) +

1 1
20+ 1) + 3= 1 e aplicando a desigualdade de Holder generalizada na desigualdade
p

(2.104), temos que existe ki(p) > 0 tal que

d(1,, 1 ,
% {51 OB+ 1700 | < 1000) (I OBy + 102OEyy) 10O

(2.105)

Integrando a inequagao dada em (2.105) em (0,¢), ¢ € (0,7), obtemos
Loz o 1 SR STUPRNITI. 2
SIZ @+ SIVa@z = S120)z + 5 1V20)ll2
¢
+ k’1(p)/0 <||U1(s)||’2)(p+1) + ||“2(3)||g(p+1)> l2(8)||2¢p+1) 112" (8) || 2ds. (2.106)
Da imersio V < L**+1(Q) segue que existe C' > 0 tal que

[ua ($)ll5ps1y < ClUIVur()Nl3 5 Mua(s)llz0) < CliVua(s)ll3
e [l2(s)llaorry < ClIV(s)l2 (2.107)

e aplicando o Lema 2.1.1 resulta que

et ()1 1) + Nz ()5 1) < 20N, (2.108)

Assim, substituindo (2.107) e (2.108) em (2.106), segue que existe uma constante
ka2(p) > 0 tal que

ION+ V=15 < 120z + 1V20)113

t
+ k2(ﬂ)/ IV2(s)l|2]|2'(5) ] 2ds. (2.109)
0
Portanto, de (2.109) existe uma constante ks(p) > 0 tal que

1203 + [IV2()]3 < HZ’(O)H%+\!VZ(O)!|§+ks(p)/0 (IVz(s)lz + 112/ (s)13) ds.
(2.110)
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Como u; e up sao solugdoes do problema (2.1) entdo uy(0) = u2(0) = ug e

u)(0) = ub(0) = uy, tem-se que

Vz(0)=0 e 2(0)=0. (2.111)

Logo, aplicando (2.110), (2.111) e do Lema de Gronwall resulta que

1@ + IV=@)]5 < 0.

Donde segue que

IVz(8)]l2 = 0,

o que mostra a unicidade de solucao e finaliza a demonstragao do Teorema 2.0.3.

2.1.3 Prova da Proposicao 2.0.4

Para demonstrar a proposigao 2.0.4, notemos inicialmente que de (2.8) para todo
T > 0, temos

u€ L*0,T;V) e o € L*0,T;V),

ou seja,

u€ HY0,T;V). (2.112)
Pelo Teorema de imersao de Sobolev decorre que

ueC(0,T);V), (2.113)

Além disso, de (2.8) temos que u € L*(0,T;V) e de (2.64) segue que Au €
L>(0,T; L*(2)). Lembrando que H = {u € V; Au € L*(Q)}, obtemos que

ue L>0,T;H). (2.114)

Assim, de (2.113) e (2.114) obtemos

u € L*=(0,T; H) N C°([0,T); V),
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o que implica pelo Lema 1.1.19 que

u e Cy(0,T; H). (2.115)

De maneira andloga, de (2.8) decorre que
u' € C°([0,T); L*(Q)) N L*=(0,T; V), (2.116)
e, novamente, pelo Lema 1.1.19 segue que

u' € Cy(0,T;V). (2.117)

Por outro lado, a aplicacao —A : H'(Q) — H'(Q) é continua, assim por
(2.113)
—Au € C°([0,T); H (). (2.118)
Mostremos, agora, que |ulfu € C°([0,T]; H ().
Com efeito, temos de (2.59) que |u|fu € L*(0,T; L*(Q)) e, para cada t € (0,T),

a aplicacao

d
o (ulfw) = (p+ Diul?u" s Hy(Q) — R
v = (p+1) [, |ulfu'vdx

¢é linear e continua.

Além disso, pela desigualdade de Holder generalizada

d
<E(|u\”u),v> < (p+ Dl 1 2lv 2oy
H*l(Q),Hé(Q)

< Clp+ Dl ll2lv] a3 0.
onde C' é uma constante proveniente das imersoes
Hy(Q) — V — HY(Q) — LXT)(Q).

Portanto,

d /
H@”“lpu) < Clp+ Dlullf Il (2.119)

H=1(Q)

o8



Logo, de (2.113), (2.116) e (2.119) segue que
d 0 —1 2 ~1
o (ulPu) € OO0, T]; () € L0, T5 H(9))-
Do exposto acima e pelo teorema de imersao de Sobolev obtemos que
lu|Pu € C°([0, T); H1(Q)), (2.120)
De (2.63),(2.118) e (2.120) vem que
u” € C°([0,T); H (). (2.121)
Logo, de (2.52), (2.121) e do Lema 1.1.19 concluimos que
u" € C(0,T; L*(Q)),

o que conclui a prova da proposicao.

2.2 Solucao Fraca
2.2.1 Existéncia de solucgao fraca

No intuito de obter solugoes fracas usaremos argumentos de densidade. Assuma

que
{u’,u'} €V x L*(Q)
verifiquem
IVl|la < A1 e E(0) <d. (2.122)
Entao,

para ¢;, ¢ = 1,2 nimeros positivos.
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ov

secdo 1.5, e H} () é denso em L?(2) segue que existe

Como D(—A) = {v e VnH*Q); ov =0em Fl} ¢ denso em V, conforme

{u), u,} € D(—=A) x Hy(Q) (2.124)

tal que

ug —u’emV e uL — u' em L*(Q); quando p — oo. (2.125)

De (2.123) e (2.124) {uf, u)} satisfaz a condi¢io de compatibilidade (H.6) e,
além disso,

IVuplls < Avy El(0) < d;  para p > po. (2.126)

Para cada p > fi9 seja u, a solugao regular do problema (2.1) com a condigao

inicial {ug, ui}, isto é, para todo T" > 0
u, € CY(0,T; H)N CL0,T; V) N C2(0,T; L*(2))

e verifica
uy, — Auy, = |uy|Pu,  g.s.em Q x (0, +00),

u, =0 em Iy x (0,400),

0 2.127
i}/ﬂ +B(u,) =0 em Ty x (0,+00), ( )
u,(0) =up, 5 uw,(0) =u,.

Por outro lado, como u; e |u,|u, pertencem a L*(0,T; L*(Q)) entdo a primeira

igualdade em (2.127) verifica

up — Auy, = |uy|Pu, em L2(0,T; L*(€2)).

Como u), € L*(0,T; L*(2)), compondo a equacao acima com ), segue que

(uz,ulﬂ) - (Aumup = (|u“|pu“,u' ). (2.128)

Aplicando a férmula de Green generalizada obtemos:

1d 1d ou
Ldyror + 14va <t>||2—<—“<t>,u'<t>>
2dp! N2 g N2 v SR T P
1L d +2
= malluu@)lm.
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Da terceira equacao de (2.127) resulta

1d 1d

L3+ ST+ (BO0). w0 e
L d +2
= m@”%(ﬂ”ﬁn

e, como ((u),(t)) € L*(Ty), segue que

1d ., 1d o
55“%(75)”% + §%||Vuu(t)||g+(5(%@));%(15))“
1 d
= ma”%(ﬂ”ﬁig- (2.129)

Considerando os mesmos argumentos que foram utilizados para provar (2.24),

obtemos a existéncia de uma constante C3 > 0 tal que

[, (D112 + [V @)]3 < Cs. (2.130)

De maneira andloga & prova de (2.48), concluimos, para p > pg, que existe uma

constante Cy > 0 tal que

t t
Ammwmwsa; Awwmm@s& (2.131)

Definindo

Zpo = Uy —Ug 5 f,0 €N, 0 > pg

temos que z, , € L*(0,T; L*(2)) e, como em (2.128), obtemos

(Z:I/,,cﬂ Z;:,,a) - (AZ%O’? Z;,cr) = (|uﬂ|puﬂ - ’u0|pu07 Z//,L,O') . (2132)

De (2.132) resulta

1d,, 1d , , ,
5@”%,6(75)\@ + §%|]Vzu,a(t)|]§+ (B (1) = Bug(t)), 2,.0(8) 1,
< /||uu|puﬂ o lPug| |2 ()] da (2.133)
Q

Como [ é monétona, segue de (2.101) que existe k3(p) > 0 tal que

% {%Hz,&,a(t)H% + %I\Vzu,a(t)!\i} < ks(p) /Q ([ ()] + o (D)) |20 (£)]12] o ()|,

(2.134)
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e, da desiguladade de Holder generalizada resulta que

d (1 1
B OB+ 192008

< ko(p) (a1 + o ()l ) 20 (Ol | 2o 1)z
Da imersdao V < L2t (Q) temos

d (1 1
S OB + 31901}

< ky(p) (nuu(t)ng(pﬂ) + ||ua<t>||z<p+l>) 1V 20 ()12 12, (82 (2.135)

P

Integrando (2.135) sobre (0,¢) obtemos

12,0 (D12 + 1V 200 015 < 112,005 + V2.0 (0)5

t
+2k(p) [ (Huu<s>||§(,,m + ||ug<s>||';<p+u) 19200 () al] ) ) s (2.136)
0

P

De maneira andloga a que foi feito em (2.108) concluimos de (2.136) que existe

ky > 0 tal que

12,0 O3+ IV20e O < 112,602 + V2.0 (0)13

t
ok [ (Ve @B+ O @ e
Aplicando o Lema de Gronwall em (2.137) resulta que para todo t € [0, 7] temos

e, () =I5+ [IVu(t) = Vue (B3

< Cp.T) (Il — uglls + IV, — Vugll3) . (2.138)

onde C(p,T) é uma constante positiva independente de p, o € N.

Logo,

sup [|uy,(t) —up(t)l; +  sup [Vuu(t) — Vue()]3
te[0,T] t€[0,T

< C(p.T) (Il — gl + IV, — Vugl3) - (2.139)
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De (2.125) e (2.139) temos que (u,,) é uma seqiiéncia de Cauchy em C°([0,T]; V) e
(u},) é uma seqiiéncia de Cauchy em C°([0, T; L*(2)). Da completude de C°([0, T7; V)
e C°([0,T7; L*(Q)) segue que

u, — u fortemente em C°([0,T]; V) (2.140)
e
w, — v’ fortemente em C°([0, T]; L*(12)). (2.141)
De (2.131) temos
w, = v’ fracamente em L7, (0, 00; L*(I'1)) (2.142)
e
B(u),) = x fracamente em Lj, (0, 00; L*(T'y)). (2.143)

Também, por (2.140), temos que
|wu|Pu, — Julfu g.s.em Q x [0,T] (2.144)

e existe C' > 0 tal que

[l 20,7522 0)) < C. (2.145)
Assim, de (2.144), (2.145) e pelo Lema de Lions segue que

lu,|Pu, — |ulfu  fracamente em L*(0,T; L*(9)). (2.146)

Das convergéncias anteriores resulta que o problema (2.1) possui uma solugao

fraca. Mais precisamente, obtemos
u” — Au = |ulfu em C°([0,T]; H1()). (2.147)
Com efeito, temos da 1* equagao de (2.127) que
up — Ay = |uy|Pu, em L*(0,T; L*()), VT > 0. (2.148)
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Sejam 6 € D(0,T) e £ € D(Q2). Entao, de (2.148) decorre que
(tt, 08) — (A, 06) = (Juu| ., ).
Agora, pelo Teorema de Fubini, segue que
(t,,08) = ((upy, O)prpy €) = (= (1w, 0) prp, §) = —(u,, 0S),
e, pela férmula de Green generalizada, obtemos
(A, 06) = —(Vu,, 6VC).
Substituindo (2.150) e (2.151) em (2.149) resulta

—(u, 06) 4 (Vuy, 0VE) = (Jupl umu, 05).

(2.149)

(2.150)

(2.151)

(2.152)

Tomando limite p — oo em (2.152) de (2.140), (2.141) e (2.146) segue que

— (W, 0'¢) + (Vu, 0VE) = (|ul’u, 65).

Aplicando a Proposigao 1.1.16 resulta que u” € H~1(0,T; L*(Q)) e

(', 08 p (ax o). pexor) = U 08) > x 0.1)) DX (0.1))-

Substituido a expressao acima em (2.153) e gracas a igualdade

(Vu,0VE) = (Vu,0VE)p qxo1) Do 0.1)

(o a5>
— Z .0
Ox; Ox; "(Qx(0,T)),D(Q2x(0,T))

_ —z (Ge0€)
(QX(O,T)),D(QX(O,T))

= (AU 0) b (x (0,1)) DX (0.T))-

obtemos

(u" — Aua95>D’(Qx(o,T)),D(Qx(0T = ([ul’u, 0) v (2% (0,T)),D(Q2x(0,T))*
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Da totalidade do conjunto {0¢; 0 € D(0,T), £ € D)} em
D(Q x (0,7)) obtemos

' — Au=|ulfu em D (Qx(0,T)). (2.154)
Agora, sendo u € C°([0,T];V), concluimos como anteriormente que Au €
CO[0, 7] H7H(Q)) e [ulu € CO([0, T]; H~H(42)).
Do exposto acima e de (2.154) conluimos a prova de (2.147).

Da igualdade (2.147) e fazendo o uso da integral de Bochner em H~!(Q) obtemos

u'(t)—u’(O):/ Au(s)ds—i—/o |u(s)[Pu(s)ds. (2.155)

0
t
Definindo z(t) = / u(s)ds segue que
0
z € C°[0,T); L*(2)). (2.156)

¢
Com efeito, como u € CY([0,T]; L*(Q)) entao z(t) = / u(s)ds € L*(Q) e,
0

considerando t,, — t em [0, T],temos pela desigualdade de Hélder,

et — =008 = [ | [ utspas
de
_ /ﬂ (/tt |u(s)|2ds) i, — t]da

tn tn
/ / lu(s)|*ds / lds
a|l/e t
< |]uHiz(07T;L2(Q))]tn —t| — 0, quando n — oo

2

dx

1
2

IN

o que prova (2.156).
De maneira andloga prova-se que z € C°([0,T]; H'(Q)).

Assim, de (2.155) podemos escrever
t
u'(t) —u'(0) = Az(t) +/ |u(s)[Pu(s)ds em H ().
0

De (2.141) temos que v € C°([0,T]; L*()) e de (2.140) temos que |u|’u €

Co([0,T); L*(2)). Portanto, de maneira andloga ao que foi feito para obtermos
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t

(2.156), decorre que / lu(s)|Pu(s) € C°([0,T); L*(2)). Conseqiientemente, Az €
0

Co([0,7); L*()).

Do exposto acima e do fato que v € C°([0, T]; H*(2)) obtemos
z € C[0, T); HY(Q)), (2.157)

onde H'(Q) = {v € H'(Q); Av € L*(Q)}.

Portanto z € L*(0,T;H'(Q2)) e pela Proposicao 1.1.16 resulta que 2/ = u €
H=(0,T;H*(Q2)). Donde segue pela subsegao 1.2.2

8u 1 . 1
%EH (0,7, H 2(I'y)).

t
Agora, definindo z,(t) = / u,(s)ds temos que
0

Az, — Az em C°([0,T); L*(2)). (2.158)

De fato, de (2.148) e fazendo o uso da integral de Bochner temos

00 =0 = [ Au(s)ds+ [ fulus)ds,

ou ainda,

00 = 0) = 85,0+ [ (o) Puy (s

Notemos que de (2.140) temos que, para todo ¢ € [0, 7],

a1 = lu@llarn| < lua®) = w®)ll2oe)
< Cllu(t) —u®)lv
S CHU’M — UHCO([O,T];V) — O, o — —+00.

Logo, para todo t € [0, 7] e uniformemente em t,

[ (Oll2(pr1) = N[ ll2(p41), # — Fo0.
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Da convergéncia acima segue que

O (1 — (@) P3| = / (B2 dr — / ()PP d
2 1 2 1
= @500 = @583 = 0, p— +oo,
(p+1) (
e, portanto, para todo t € [0, T,
()P, (D12 = M) Pu(B)][2, 1 — +oo. (2.159)

Por outro lado,
[ O - puol ds
= (Jun )P, (t) = [u(®)["u(t), Ju. () u(t) = ut)|Pu(t))
= [l ()P (B3 + w13 = 2 ([ ()P (2), Jut) Pu(t))
De (2.146), de (2.159) e da igualdade acima obtemos que
[ 00 = @ puo) ds
— [[lu(®)[Pu(t )H§ +llu@ w3 — 2 (lu(®)"u(t), [u@®)|Pu(t)) =0, (2.160)

para todo t € [0, 7.

Portanto,

/0 [t (3)[P11(5) — [u(5) ()] dis

2

S/ I ($)[Puu(s) = [u(s)|Puls)ll2ds

/[/”u“ )un(s) = u(s )|pu(8)|2dxrds
([4) ([ worsor o)

De (2.160), da limitagao da seqiiéncia {u,} em C°([0,T];V) e do Teorema da

Convergéncia Dominada de Lebesgue segue que

/ [ s)P,) = o) dads = 0, = o 2.161)
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De (2.140) e (2.161) concluimos que

sup [[Az,(t) — Az(t)[2 = sup IIUL(t)—UL(O)—/O |uu(8)|Puu(s)ds

te[0,T] t€[0,T]
t
~ W)+ (0) + / fu(s) Pu(s)ds]|s
0
< sup () — ' (B)l2 + sup [1(0) =/ (O)];
te[0,7) t€[0,7)

t
+ sup || [ (Juu(s)[Puu(s) = [u(s)[Pu(s))ds|2 — 0, p — +o0,
t€[0,T] 0
o que prova (2.158).

Além disso, por (2.140) obtemos também que
z, — 2z em C°([0,T]; H'(2)). (2.162)

Das convergéncias (2.158) e (2.162) obtemos

120 = Zllcoqorinay = sup |lzu(t) = 2()[l @)
t€[0,T
< sup [|zu(t) = 2(8)|m(0)
te[0,7)
+  sup [[Az,(t) — Az(t)|l2 — 0; p— +oo,
te[0,7)
ou seja,
z,— 2z em  C°([0,T); H'(Q)), (2.163)
Conseqiientemente,
z,— 2 em H'0,T;H'(Q)). (2.164)

Com efeito, sejam 6 € D(0,T) e £ € H' (). Entéo,

(20 08 i1 oo @) myorace) = (50 00 orae )0 @)
= (=20 0190 ) DOTHLOQ)
= = (5 0O 2009220750 @)

= — (%08 201 @).L201m @)

= (7, 9€>D'(O,T;Hl(Q)),D(O,T;Hl(Q))

= (508 g 010 @), HL (0,151 (@)



Da totalidade do conjunto {0¢; 6 € D(0,T), £ € H'(Q)} em D(0,T; H'(Q)) e da
densidade desse tltimo em H}(0,T;H'(Q)) resulta (2.164).

De (2.164) obtemos

u, —u em H'(0,T;HY(Q)) (2.165)
e, portanto,
N 8uu ou . P
Blu,) = — 5 Ty, om H (0,7; H™2(I'y)). (2.166)

De (2.143) e (2.166) segue que

?:-X em L*(0,T;L*(Ty)). (2.167)
1%

De (2.141) temos que v’ € C°([0,T]; L*(2)) e, portanto, pela Proposi¢ao 1.1.16
u”" € H7Y(0,T; L*()).

Por (2.140) temos que |u|’u € C°([0,T]; L*(Q)) e, conseqiientemente, |u|’u €

H=Y0,T; L*(R2)). Logo, a igualdade (2.154) se dd em H~1(0,T; L*(2)), isto é,

u’" — Au=|ulfu em H'(0,T;L*Q)). (2.168)
Da igualdade (2.168) e de (2.167) obtemos

(—=Auw, U)H—l(o,T;L2(Q)),H3(o,T;L2(Q))

ou
= (VU, VU>L2(O,T;L2(Q)) - (a—,v)
v L2(0,7;L2(T1))

Com efeito, seja u, a solugdo do problema (2.127). Utilizando a férmula de

, Yv € Hy(0,T; L*(Q)). (2.169)

Green generalizada, com ¢ € D(0,T), v € V, temos

/ /Auw@da:dt / /VUN,VU dedt—/ / —Efdldt.
I

Tomando o limite ;1 — 400 na expressao acima, de (2.140), (2.143) e (2.166),

segue que

T T T oy
lim —/ /Auuiﬁdzdt :/ /(Vu,Vv)dedt—/ —uvfdl'dt. (2.170)
p=ooJo o Ja 0o Ja o Jr, v
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Por outro lado, como w,, é solucao de (2.127) temos:
Uy — Auy = [uy|Pu,  em L*(0,T; L*(2)),

ou seja,

T T T
/ /uﬁv@dwdt—/ /Auu(v@dmdt:/ /|uulpu,ﬂ;9dacdt. (2.171)
o Ja o Ja o Ja

Além disso,

T
lim/ /uﬁv@dajdt = lim — / /u vl dxdt = / /u’v@’dmdt
= Jo  Ja 00 Q

= (—u,v0)p D' (0,T;L2(Q)),D(0,T5L2())

= (u",v0)p "(0,T;L2(Q)),D(0,T;L2(2))

T T
/ /]u#|pu#(v9)dxdt—>/ /]u|pu(v0)dxdt.
o Ja o Ja

Tomando limite p — oo em (2.171) e das igualdades acima resulta:

T T
lim —/ /Auuvgdl‘dt = / /\u|pu(?’9)d$dt— (", v0) (0. 1:22 () D(0.1:22(2))
n=ooJo Jo

= (Jul’u —u",v0) - 1(0,T5L2(2)),HL (0,T;L2(52))

e de (2.146)

= (—Au,vl)y- 1(0,T5L2(Q)),HL (0,T;L2(Q)) - (2.172)
De (2.170) e (2.172) segue que

T T
0
<_AuuU9>H*1(O,T;LQ(Q)),Hl(O,T;LQ(Q)) = / /(VU, VU)le’dt —/ —uvﬁdfdt
0 o Ja o Jr, Ov
(2.173)
para todo § € D(0,T) ev € V.

Como {vh; v € V, § € D(0,T)} é total em D(0,T; V) que é denso em H}(0,T;V)
temos que (2.173) ¢ vélido para todo v € H}(0,7;V) o que prova (2.169).

Por outro lado, da desigualdade de Holder obtemos

IN

(Vu, VU)L2(0,T;L2(Q)) HVU||L2(0,T;L2(Q)) ||VU||L2(0,T;L2(Q))

A

< NVullezorcz@pllvllczorv) (2.174)
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ou
o [vllz20,7522(r1))-
VilL2(0,1;L2(ry))

(57) \
—.v <
ov L2(0,T;L2(T'y))

Da continuidade da aplicacdo trago o : L2(0,T;V) — L2(0,T; Hz(I';)) segue

que
vl 20,200y < Cllvll L2010y (2.175)
e, portanto,
0 0
(a—“,v> < C‘ a—“ V]l z207:0)- (2.176)
v L2(0,7;L2(1)) L2(0,T;L2(T1))

De (2.169), (2.174) e (2.176) segue que
‘(—Au, U)H*l(O,T;LQ(Q)),H(%(O,T;LQ(Q))‘ < C(U)HUHLQ(O,T;V); Yu € H&(O,T, V)

A desigualdade acima implica em —Awu admitir uma extensao continua a todo

L*(0,T;V). Logo,
u' — Au=|ulfu em L2 (0,00;V"). (2.177)

Nosso objetivo agora é mostrar que y = ((u'). Assim, multiplicando a 1* equagao

de (2.127) por u), e integrando sobre () resulta

(u;:a u;,l,) + (—Auu,u;) = (Jup| uy, u,).

Up

Aplicando a férmula de Green e utilizando o fato que 5 = I} (u;l) na igualdade
v

acima, obtemos

(o) + (T, V) + (B, e )y = (),

o Yy AR 1
ou ainda,
1d 1d
5@”%@)“% + §E||Vuu(t)||§+(5(%(75));%(?5))&
1 d
= m@”%(ﬂ”ﬁié (2.178)
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Integrando (2.178) sobre (0,t) chegamos a

1 1 1 t
@I+ SIVm®IE - ——lu Ol + / (B, (5)), ) (8))rds

0

1 112 1 0112 1 0 +2

= luplle + SIVlE = Il

Das convergéncias (2.125), (2.140) e (2.141) resulta
t

1 1
Jim O(ﬁ(UL(S)),UL(S))ndS = @I = 51 V@l

1 4o 1
+ m||u(t)\|2+2+§|ful\|§

p+2°

1 1
SVl — 0||p+2
I = )

(2.179)

Por outro lado, como u € C°([0,T7];V) N C*([0,T]; L*()) é uma solugao fraca

para o problema

u” — Au = ’u‘pu em Ll206(07 005 Vl)’

u=0 em FO X (0700)7

0

a_u +x=0 em L},(0,00; L)),
14
u(0)=u’ ; W(0)=u' em Q.

loc

Entao u verifica a seguinte identidade de energia:®

t 1 1
[ einds = ~Jlu@l - SIvul?
1 +2 1 1112
+ mllu(t)ll,’;z + §||U 1B
1 012 1 0(1p+2
+ §HVU 2 — m”u 1575-

De (2.179) e (2.181) obtemos

t

tim [ (B (5)), (), ds = / (x(), 2 (5)) .

u—+o0 [

Desta ultima convergéncia, de (2.142) e (2.143) temos,
w S L2(07T7 Lz(rl))v que

/0 ((8) — BE). ' (5) — P)rydt > 0,

3A prova da identidade de energia serd dada no apéndice deste capitulo.
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o que implica que

x = B(u). (2.183)

Observacao 2.2.1 As demonstragoes de (2.182) e (2.183) sao andlogas aquelas

feitas para provar (2.91) e (2.92), respectivamente.

Do exposto anteriormente segue que u satisfaz:

loc(()? Q3 Vl)v

u=0 em Ty x(0,4+00),

0

5, +O) =0 em L, (0,00 L(I),
v

w0)=u"eV ; J(0)=u' e L*Q),

v — Au=|ulfu em L}

(2.184)

com ||Vu(t)||2 < A1 para todo t > 0, pois ||Vu,(t)||2 < Ai; para todo t > 0 e todo
we N.

2.2.2 Unicidade de solucgao fraca

Sejam u; e ug solugoes de (2.184). Entao w = uy—ug € C°([0, T); V)NCH([0, T]; L*(Q))

e verifica
w'— Aw =60 em L?

loc(()?T; V/),
w=0 em Ix(0,00)

2.185
g_llf—i‘X:O em Lj,.(0, 00; L*(I'1)), ( )

loc

w(0)=0 ; w'(0)=0,

onde, x = B(uy) — B(up) e 0 = fur|Puy — |us|*us.

Como w satisfaz as hipéteses da identidade de energia dada em (2.181) resulta

| s onrds = =3Il - FIvwl;

4 /0 (0(s), w'(5))ds. (2.186)

Da monotonia de 3, de (2.101) e aplicando a desigualdade de Holder generalizada

segue que
SO+ 5IVe01 = [ () - (o)l ). v - w)d
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- / (Bludy(5)) — Bludy(s)), 1ty (5) — y(s)) dis
e / / (s ()P + [ua(s)]) [w(s) [ () dirds

IN

Co(0) [ (1o My + (5 ) 1)t (5 s,

Como ||[Vuglla < A, i =1,2 e V — L2PTD(Q), concluimos que existe Ca(p) > 0
tal que

1

Sl @Iz + %HVw(t)H% < 02(/))/0 (' ()15 + [IVw(s)]3) ds. (2.187)

Aplicando o Lema de Gronwall obtemos que
[ (t)]l2 = [[Vw(t)]|2 =0,

o que mostra a unicidade de solucao fraca.

2.3 Apéndice

Nesta secao faremos a prova da existéncia de solucao para o problema aproxi-

mado (2.10) via teorema de Carathéodory e da identidade de enrgia dada em (2.181).

2.3.1 Existéncia de solugao para o problema aproximado
(2.10)

Para cada m € N, denotemos por
Vm = [wl, Ce ,wm]

o espago gerado pelos m primeiros vetores da base especial {w,} de V' definida na

secao 2.1.1.

Definamos

um(t) € Vi se, e somente se, 1, (t) = nyjm(t)wj.
j=1
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Obtemos, assim, o seguinte problema aproximado

(U (1), w) + (Vum(t), Vo) + (B(t, (£)), w)ry = ([t (8) [P um (£), w) =

Agora, vamos obter um problema equivalente ao problema aproximado para que

esteja nas condi¢oes do Teorema de Carathéodory.

Consideremos no problema aproximado w = wj, j = 1,...,m. Entao,

(U (), w5)+ (Vi (8), Vi) + (B (£)), w5)r, = (fum () um (8), w;) = 0; § = 1,...,m.

Logo,
[ (w17 wl) (w27 wl) s (U)m, U)1> me(t)
(wi,we)  (wo,wy) ... (Wm,ws) Yo (t)
| (Wi, wp)  (wa,wi) e (Wi W) v (t)
[ (Vwy, Vuy)  (Vwy, V) ... (Vwm, Vuy) Yim ()
N (V'wl, va) (va, V’LUQ) ce (Vwma ng) '72m(t)
(le,Vwm) (Vwse, Vwy,) ... (Vwy,, Vwy,) Yo (1)
fr £)wrdl = [o [t ()]t () wr da
N fr wzdF Joy [ttan () [Pt (8) wodex g
fF1 wmdF fQ |y, (8) [P () Wi d
Denotando
[ (w17w1) (w27w1) (wmuwl)
C = (w1;w2) (w2;w2) e (wm, w2)
| (Wi, wp)  (wo,wi) e (Wi W)
[ (Vwy, Vuy)  (Vwy, V) ... (Vwm, Vuy)
A (Vwy, Vwy)  (Vwg, Vws) ... (Vwpy, Vws)
| (Vwi, Vwg) (Vwe, V) ... (Vwg, Vo)
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B = [wl Wy ... wm},

Yim (t)
Yom (t)

Yo (t)
obtemos o seguinte sistema de equagoes diferenciais oridnarias:

C2"(t) + Az(t) + G(Z'(t)) — H(z(t)) =0
{ 2(0)2° ., Z(0) =z, (2.188)

onde
I ﬁ(B (£))wydT [, | B2(t)|P Bz (t)w, dx
Gl (1)) = Jr, B( :t ))wadl H(a() = fQ]Bz(t)]sz(t)de:v |
Ji, BB (8))wdl o B0V B0y
1 0
ZO = ! e Zl = !
0 0

Inicialmente, vamos mostrar que a matriz m x m C' é inversivel.

Com efeito, sendo C' uma matriz real e simétrica entao C' é auto-adjunta e,

portanto, diagonalizavel, isto é, existe uma matriz M inversivel tal que
D=M"'CM

¢ uma matriz diagonal.

Logo, para mostrar que C' ¢é inversivel basta mostrar que D o é, ou equivalente-

mente, que zero nao é autovalor de D.

Suponhamos, por absurdo, que zero é um autovalor de D. Entao existe um vetor

U1
(%
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nao nulo do R” tal que Dv = 0. Sendo M ™! uma matriz inversivel e, portanto,
M=) =0« ¢ =0, resulta que o vetor CMuv ¢é igual a zero. Denotando
¥1
Mv=¢p= SO,Z

om
D pi(ws,w) (Z Piw;, w1>
=1 j
> owilwiws) | (Z p;W;, wl)
j=1 =

temos:

0=Cp= j=1
> 0i(wj, wn) (Z pjw;, w1>
Jj=1 j=1
Logo, (Z cpjwj7w1> = 0, para todo 1 < i < m; donde resulta que o vetor
j=1
a= Z @;w; é ortogonal a todo vetor de V,,. Assim, (o, a) = 0, o que implica que
j=1
a=0.

m
Portanto, Z pjw; = 0.
j=1

Mas, sendo {w;} uma base entdo temos que ¢; = 0, Vj = 1,...,m; ou seja,
© = 0. Desde que M é inversivel e, portanto, a transformacao linear definida por
M ¢é injetora resulta que v = 0 o que contradiz o fato de v ser autovetor de D e

concluimos entao que a matriz C' é inversivel.

Assim, de (2.188) podemos escrever

{ () + O VAz(t) + CIG( (1) — C H(2(t)) = 0

2(0)=2" | 2(0) =z (2.189)

Definamos



Entao

ve = |0 =10 ] = | —omane - ccm + crame |

{ —C‘lG(Yz(t))OJr C H(Ya(t)) } i { —CO_lA é } [ 1}223 } ‘

Donde temos o seguinte problema de valor inicial

) 0 0 1
YO = | g omomm | | ca 0]70 ey
Y(0) = Y

Provaremos a seguir que o problema acima possui solucao local utilizando o

Teorema de Carathéodory. Consideremos a aplicagao
h:[0,T] x R* — R*"  definida por

M6V = | o6+ ) } * [ o ] v (2190)
onde y =Y = (&o ooy &ns Gt Som)s 1= (1, &) @ Y2 = (G- o).
Inicialmente, vamos verificar que a aplicacao h esta nas condicoes de Carathéodory.
Com efeito,

(i) Sejam y € R?™ fixado. A fungdo h é mensuravel como fungao de ¢ € [0, 7],

uma vez que esta nao depende de t.
(7i) Para cada t € [0,T], h é continua como fungao de y.

De fato, notemos primeiramente qua a aplicacao

N: R>™m R2m
. 0 I (2.192)
y —C'A 0

é linear e, conseqilientemente, continua.
Por outro lado, seja (y,),eny uma seqiiéncia tal que
u, — 1y em R*™,
dai,
Uy, — 1y emR™ e wuy — ys em R™.
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Da continuidade das aplicagoes 3 e f(s) = |s|’s e do fato que, para quase todo

x € (), temos
B(z)ya, — B(z)y2 e B(x)y, — B(z)y; em R
segue que, para quase todo x € €,

B(B(x)ya)w;(z) — B(B(x)y2)w;(z) emR, ¥j=1,....,m (2.193)

B(B(z)y1,)w;(z) — B(B(x)y1)wi(xr) em R, Vj=1,...,m. (2.194)

Como y, — y entdo (y,)yen € limitada e, conseqiientemente, cada componente

de (yu)ven € limitada. Isto é, |€,.| < M;, 1 <i < 2m, onde y, = (&, ...,&,,,) Seja

M = max {M;}.

1<i<2m

Logo, da hipotese (A.1) resulta:

Se |B(x)ys| <1

B(B(2)y2)w;(@)] < 197" (B(@)yzn)|lw; ()] < Nlw; ()]

onde N = sup |g~*(s)|;

s|<1

Se |B(x)ysy| > 1

|B(B(2)yar )w;(x)] < Co| B(x)yay|lw; (x)] < MZ |wi ()| [w; (

e, portanto,
|B(B(2)yay Jw;(x)] < N|w;(z)] + MZ |wi()||w; (= (2.195)

com N |w;(x)] + M 32, fwi(x)|Jw; ()] € LH(T).

Combinando (2.193), (2.195) e o Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue

resulta que

A B(B(z)ya)w;(z)dl — B(B(z)y2)w;(z)dl’, Vj=1,...,m,

Iy
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isto é,

G(ya) — G(y2) em R™.

Conseqiientemente
C'G(ya) — C'G(y2) em R™. (2.196)
Por outro lado, para cada j =1,...,m
1B(2)y1|*B(2)ynwi(@)] = |B@)y | ij(33+)1!
m p
< (Z M!U}i(«f)\) |w; ()|
i+1

< MmN ()P ()] (2.197)

=1

Como |w;|[P™ € L*(Q), Vi=1,...,m e w; € L*(Q) resulta que

MmN " g | € L),

i=1
De (2.194), (2.197) e aplicando o Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue

resulta que

/Q | B(2)y1,|° B(z)yr,wj(x)dr — /Q |B(z)y1 [P B(x)yiwj(x)dz, Yj=1,...,m,

isto é,

H(yi,) — H(y1) em R™.

Logo,
C'H(y,,) — C'H(y;) emR™. (2.198)

De (2.192), (2.196) e (2.198) resulta que a aplicagdo h é continua como funcao
de y para t € [0,T].
(i17) Seja K C [0,T] x R?*™ um conjunto compacto, entao
1h(t, y)llzzm < 1CT G y2)lrem + [1CT H (y1) [ + | Nyl (2.199)
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Pelo que provamos em (2.192), (2.196) e (2.198) temos que G, H e N sao
continuas em R™, logo sao continuas em qualquer K compacto de R*™ e, portanto,

existira um M > 0 tal que
IC7 G (yo) lrm + 1O H (y1) e < M (2.200)

para todo (¢,y) € K, onde y = (y1, y2).

Entao, segue de (2.199) e (2.200) que existe uma constate positiva My satis-
fazendo

[2(t, ) lgzm < M.

Assim, dos itens (i), (i) e (ii7) temos que as condigoes de Carathéodory estao
satisfeitas e, como conseqiiéncia, existe uma solu¢ao Y (¢) do problema de valor
inicial

Y'(t) = h(t,y)

Y(0)=Y?"
em algum intervalo [0, ¢,,), com t,, > 0. Além disso, Y (¢) é absolutamente continua
e, portanto, derivavel quase sempre em [0,%,,). Resulta deste fato que z(t) e 2/(¢)

sao absolutamente continuas e, conseqiientemente, z”(t) existe em quase todo ponto

do intervalo [0, t,,).

2.3.2 Identidade da energia

Nosso intuito é provar a seguinte identidade de energia dada em (2.181):

t

Sl + FIVuOE+ [ (o) u()eds

1 9 1 1 1 )
= eI+ Sl S)E + S IVu(S)IE = 5 (S,

para 0 < S <t < T, onde u é uma solucao fraca do problema (2.180).

Seja 0y a fungao caracteristica do intervalo [S,t]. Para § > 0 suficientemente
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pequeno definamos

1 seTe[S+,t—1
B 0 seteR\|S, ¢
0s(7) = r_S serclSS+0] (2.201)

5
TH+% seTet—0,1

=

1
0

cujo grafico é dado pela figua abaixo:

kl 05/(75) \
0 S S+6 t_§ ¢ ]

Figura 2.2: Fungao 6.

Consideremos 7, uma sucessdo regularizante par, isto é, 7. € C>(R),
“+o0o

supp(ne) C (—¢€,e), / ne = 1, ne par e n. > 0; para todo € > 0.

—00

Para nao sobrecarregarmos a notagao denotaremos 65 =6 e n. = .

Denotaremos por zz a extensao de 1 como sendo zero fora do intervalo [0, 7.

Assim, v :=n* (0u) € C(R; V) e n x (0uy) € C°(R; L*(2))*. Dal, obtemos

+oo d _
0 = [ (e GRIE + IVelR) s
+o0
= 2 [ {0+ (67, 0% (67 + (V0. V). (2.202)
Como
v =n* (0'0) +nx (0u;) em CO(R; L*(2))
e
(n* (0)), = 0 (0'G) + 0 x (Buy)  em C°(R; V'),
temos que

nx (0) € CP(R; V) e nx (uw) € CF°(R; L*(Q));

4Como u € L*(0,T;V) e u; € L?(0,T; L*(Q)) temos que Ou, fu, € L*(0,T;V) com supp(fu) e
supp(fuy) contidos no intervalo [S,t] e n € C(R).
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pois 1 (0u;) = vy — 0 (') = n' = (0u) — n = (') € CC(R;V) e n* (Quy) =
0 * (0uy) —n* (0'u;) € C5°(R; L2(Q2)).

Entao, por (2.202) segue que

+o0 . . +00 .
0 = / (77 x (0Vu),n * (9’Vu)) ds + / (?7 x (0Vu), V(n * (Hﬁt))) ds
NG :7Vl J
—+oco —+oco .
o [ @ @@ ds+ [ e 6T BT ds. (2203
Z ~ y
Definamos
(A, w)y oy, = / ViyVwdz; ,w e V. (2.204)
Q
Por (2.180) resulta que
Uy + Au+x = |ulfu em L*(0,T;V"), (2.205)

onde (X, w)y = / xwdl'; w e V.

I

Assim, de (2.204) e (2.205) segue que

<Et_£7 S0>V/,V = <_A,ﬁ7 @)V’,V - (5(/7 @)1"1 + (‘ﬂ|ﬁ,&’7 QO)

— ~(Vu. Vo) + (PTe) - [ Tedr, (2.200)

Iy
para todo ¢ € CP(R; V).
Pondo ¢ = n xn* (fu;) em (2.206) e observando que 1 é uma func¢do par que

depende unicamente da variavel temporal ¢, podemos calcular N; + Ny

+o0 _ 400
N+ Ny = / / OVuV (n*n* (6uy)) + / 0{ust, )y v
—oo JQ — —o0
=
+o0 o B
= / 0[(lul"u, ¢) — (X, ¢)r] ds. (2.207)

De (2.203), (2.207) e lembrando que € = 5 obtemos a primeira identidade

—+00

0 = /m (n s« (05Vu), )+ (93%)> ds+/ (n * (O5t0z),  * (O510z)) ds

—0o0 —0o0
N J/ N J/

g g

=1 =1
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+o00 400
+/ 95(|ﬂ!”ﬁ,s@)d8—/ 05(X, ) ds . (2.208)

oo —0oQ0
J/ N
~~ ~

=13 =14

O nosso préximo passo é estimar cada termo de (2.208) separadamente quando

0 — 0 e n permanece fixo.

+0o0
Estimativa de I := / / (n* (05X)) (n * (6suz)) dUdt.
—00 I
Desde que 05 — 0, quase sempre em R e |05(¢)|? < 0y(t) entdo, pelo Teorema da

Convergéncia Dominada de Lebesgue, temos que 05 — 6, em L?(R). Logo,
17 % (05X)Iry.2 = [ % (0oX)|Iry.2, g5 em R. (2.209)
Com efeito, para cada t € R fixo temos

(ln* (05X lIer 2 =+ (BoX) Iy 2)” < Nl (65%) — n % (BoX)IIF, 2

—‘A Anu—owwxo—%@WM

dl’
CA;{(Aﬂxﬁ%)(ATWKO—ﬂdOV%)}ﬂl

e a tltima expressao acima converge para zero quando § — 0, o que mostra (2.209).

IN

De maneira analoga segue que
17 % (Osue)l[r,2 — [In * (Qotie)|Iry 2, g-s. em R. (2.210)

Além disso, temos que
Ins @R)I2 2 <N e lnx@si)lb o <M, gs emE, (2.211)

onde M, N sao constantes positivas indenpendentes de ¢.

Com efeito,

I+ 0s3)F,2 = [ [n*(0%)|*d0

2

ar

/0 Tx(z)dz

Iy
g[ﬁﬂ%@%%w
1
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< Naliltslio | ([ @) ([ nearas)ar

Tl 652 / / 2)[2dzdr
1

< T||77||L00(R)||96||L1(R)||XHL2(0,T;L2(F1)) <N

Analogamente, provamos a segunda afirmacao de (2.211).

Assim, pelo Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue resulta que

7% (05X) |lry2 — |7 * (0oX)|lr,2 fortemente em L*(R) (2.212)

|n* (0sur)||ry 2 — |7 * (Bouz)||r, 2 fortemente em LQ(R). (2.213)
Além disso, temos que
x (0sX) — n*(05x) ¢.s.em 'y x R. (2.214)
De fato, seja (z,t) € 'y x R,

/R 0t — €)[05(€) — 0o(&)) T, €)de
- / 0t — €)[05(€) — Bo(€)]R(x, €)de

< |l L1605 — Ool| 20,0 |x ()| L2¢0,7) — 0, & — 0.

Também,

L@l e = [ [/ [t = 080%.) ]
- [/ [/ —6))las(¢ >Hx<x,s>|dsrdrdt.

Como supp n C] — €,¢[C] — 1,1, para ¢ > 0 suficientemente pequeno temos

que n(7) # 0 se, e somente se, 7 €] — 1,1 e, entdao n(t — &) # 0 se, e somente se,

€-14+T,1+T]
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Logo, a expressao acima se torna

Aynw%@%ﬁm

14T T
oo T
é/_w 1l 0 105 1 (/O df) (/0 (2,6)] d&)d at

1+T T
= lllo~mlsloe T [ (/ /|xxs%W%)ﬁ
—1+T I'1

< [Inllr~m) 2T||X||L2(0,T;L2(r1))- (2.215)
——

<1

De (2.212), (2.213) e do Lema de Lions decorre que

* (05%) — n* (fpX) fracamente em L*(0,T; L*(T})). (2.216)

De maneira analoga obtemos que

% (051;) — m* (0u;)  fracamente em L*(0,T; L*(T1)). (2.217)

Combinando (2.212) com (2.216) e (2.213) com (2.217) obtemos

* (05%) — n* (6pX) fortemente em L*(0,T; L*(Ty)) (2.218)
e
% (051;) — m * (6pti;) fortemente em L*(0,7T; L*(Ty)). (2.219)
Disso segue que
+o00
Iy — / (1 * (6oX),n * (Ootiz))p, ds, quando § — 0. (2.220)
+oo
Estimativa de I3 := / / Os|u|Pu(n * n * (O5uy))dLdt.
—00 Iy
Utilizando argumentos analogos aqueles feitos na Estimativa de I, concluimos
que

+oo
I3 — / (% (Bolul?w),n * (Bouz))p, ds, quando § — 0. (2.221)

+o0 . __
Estimativa de I; := / / (n % (05Vu))(n * (05)Vu)dldt.
o) I
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Vamos decompor o termo [; como segue

I = / :O (% (60Vu),m + (65V0) ) ds + / ) (% (05 — 60)Vul,n + (65V0) ) dis.

J/ (. 7

+oo

g ~~

=I5 =Ig

(2.222)

Desde que 65 — 6y em L'(R) e como u € L*(0,T;V) temos que
n*[(0s — 60)%] — 0 fortemente em L>°(0,T; L*(f2)). Também,

— T N 1
|n % (05Vu)| Lror2 ) = / (/Q UE: (93Vu)|2da:> dr
0

T 2 %
< / (/ AT dx) ar
0

T

/ Vu(zx, z)dz
0

T

< Tl ([ ([ a=) /OT|w<m,z>|2dz) )

3
= T2l 1651 1) [Vl 20,7522 )

3
< CT2||nll ey 165] 21wy |Vl oo 0,122 (02))-
——

=2

Do observado anteriormente segue que

Is — 0 quando § — 0. (2.223)

Agora, pela defini¢ao de 05 temos

+o0 .
I = / 05 (n*n*(GOVu),Vu) ds

[e.9]

1 S+6 __ . 1 t _ _
= 5/5 (17 k1) * (HOVu),Vu) ds — 5 /t—6 <77 x 1 % (0o Vu), Vu> ds.

Como u € C°([0,T7]; V) entao a fungao s +— (77 * 1) * (90%(5)), %(s)) ¢ continua,

e portanto integravel. Logo, pelo Teorema da Média obtemos que

Is = (> (0V0)(S), Vul(S)) = (1 + (BoVu)) (1), Vu(t)) . (2:224)

quando § — 0.
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Portanto,

I = (e (00V0)(S), Vul(S) ) = ((n+n + (BoVu)) (1), Vu(t)) . (2:225)

quando 6 — 0.
“+oo

Estimativa de I := / (n * (O5uz),n = (05uz)) ds.

—0o0

Procedendo de maneira andloga ao que foi feito em [I; concluimos que

Iy — ((n*n* (Oour))(S), ur(S)) — ((n*n* (Gour)) (1), ue(t)), (2.226)
quando § — 0.

Das convergéncias (2.220), (2.221), (2.225) e (2.226), lembrando que n = 7. e

tomando p. = 7. * 1. obtemos a segunda identidade:
_ t
[(pe+ @0F0)90) (o)l = [ 60 (ulPu s Gu)) ds
s

_ /joo /F ((6%)) (pe * (Boii))y, dTds. (2.227)

Tomaremos ¢ — 0 na expressao acima. Observemos que p. * (Qot;) — Gouy

fortemente em L?(0,T; L?(T'y)) e 6gx € L*(0,T; L*(T'y)). Disso segue que

+oo +o0 t
/ / (Me % (60X)) (ne * (Bouy)) dT'ds — / / Hgiﬁtdl“dt = / / xudldt,
— 00 Fl —00 Fl S F1
(2.228)

quando € — 0. Também, p. * (6pu;) — Oyu; fortemente em L?(0,T; L*(Q2)). Assim,
t ¢

/ (|u|Pu, pe * (Botz)) ds — / (lu|fu,u;) ds, quando e — 0. (2.229)
s S

Resta-nos estimar os dois primeiros termos de (2.227).

Notemos que supp(p.) C (—2¢,2¢), p. > 0 e

—+oo 0 1 “+o00 1
/ peds = / peds = —/ peds = —. (2.230)
0 —00 2 —o00 2

Queremos mostrar que

((pex(Bo ) (£), V() +((pex(Boii)) (1), we(1)) = = (IVu®)[3 + [lue(D)]3) , € — 0.

N | =
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De fato, para ¢ > 0 suficientemente pequeno, de (2.230) e como 6y é a funcao

caracteristica do intervalo [S,t] segue que 6y(t —7) = O paraT < 0eT >t —S.

Assim, para 0 < € < ebo(t—7)=1para0 <7 <t-—S5,

—~

(pe * (Bour)) (1), u(t)) — % (Va3 + llu(B)]13)

pe(T)0o(t — 7)(Vu(t — 7), Vu(t))dr

(e B0V (), Vult)) +

pe(1)00(t = 7)(ur(t — 7), wi(t))dr

pe(T)(Vu(t), Vu(t))dr

+
3

pe(T) (i), i (t))dr

T
w

|
Nﬁc\r%\%\
8

-
O\H.
|
n
)
a
—~
\]
~—
D
(=)
—~
~
|
\]
~—
—~
S
—~
~
|
ﬂ
-
S
Y
—~
~
~—
~—
QU
ﬂ

[\
o

pe(T)(VU(t),VU(t))dT—/O EPE(T)(Ut(t)aut(t))dT

pe(T) [(Vult = 7) = Vu(t), Vu(t))

Il

4+ (u(t — 1) —we(t), we(t))] dr (2.231)

Como u € C°[0,T];V) e uy € C°([0,T]; L*(Q)) entdao sup {Vu(t —7) —
T€supp(pe)
Vu(t)} = 0e sup {w(t—7)—u(t)} — 0 quando € — 0 pois neste caso 7 — 0.
TEsupp(pe)
Assim, as expressoes do lado direito da igualdade acima converge para zero quando

e — 0. Portanto,

((pe = (BT (1), Tu(t)) + (o Boii (), Bou(t)) — 3 (IFu(t)]3 + (1))
(2.232)

quando € — 0.

Procedendo da mesma forma feita acima, com a modificacdo que a integral na

89



expressao (2.231) serd calculada no intervalo (—oo, 0], resulta

(0 = (65)(S), Tu()) + (e » (66))(S), Bou(S)) = 5 (IVu(S)I3 + Jue(S)I).

(2.233)
quando € — 0.
Passando o limite € — 0 em (2.227), de (2.228)-(2.233) resulta que
1 . t t
3 ([IV u(t)]|3 + Hut(t)H%)Lg +/S /F xudl'ds = / (|ulPu, uy) ds
1
2
- / p+2 ds HZIst
ol
= gl

o que mostra a identidade de energia (2.181).
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Capitulo 3

Taxas de Decaimento

No inicio deste capitulo, apresentaremos resultados que serao de grande utilidade
para estimar as taxas de decaimento da energia associada o ao problema (2.1). O

primeiro resultado pode ser encontrado em [36] e os demais em [23].

Teorema 3.0.1 Suponha que u € L*(2 x (0,T)) é uma solugdo fraca de

0%u
Er Au~+v(z,t)u=0

em Q x (0,T), onde T > diam()) e v € L=(0,T; L""1(Q)). Seu =0 em algum
conjunto S x (0,7, S C R"™ entdo u=0 em Q x (0,T).

Demonstragao: Ver [36]

No que segue, g é a funcao dada em (H.2) e E(t) é a energia associada ao

problema (2.1).

Lema 3.0.2 (Martinez [23], p.428) - Seja E : R, — R, uma fun¢do ndo cres-

cente e v : Ry — R, uma funcdo de classe C estritamente crescente tal que

©(0) =0e @(t) — 400 quando t — +o0. (3.1)

Suponha que exista o >0, o’ >0 e ¢ > 0 tal que

(14 ¢(5))”
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Entao, existe C' > 0 tal que

E(t) < E(0)

= 1+o! 0

(T+(t) -

vt > 0. (3.3)

Lema 3.0.3 (Martinez [23], p.435) Euxiste uma fungio ¢ : [1,4+00) — R de
classe C? crescente tal que ¢ € concava, o(t) — +oo quando t — +o0o, ¢'(t) — 0

quando t — 400 e

/1 " o' t) (g7 ((,0’(t)))2 dt < 4o0. (3.4)

Demonstragao: Assumamos, por um momento, que tal funcao exista. Podemos
considerar, sem perda de generalidade, que ¢(1) = 1, pois caso contrério basta
definirmos @(t) = ¢(t) + (1 —(1)). Deste fato, considerando a mudanga de variavel

s = p(t), temos:

/1 T oW (G 0) e = / T (e () ds

[

Para provarmos a existéncia de uma funcao que satisfaca as hipdteses acima,

definamos a seguinte funcao auxiliar v

b1
Entao,
Y(t) = L (3.7)
9(4) |

e, de acordo com as hipdteses feitas sobre g, temos que 1 é uma funcao crescente de

classe C? que satisfaz

Y (t) — +oo0 quando t— +oo, U(t) — 400 quando t— +oo.  (3.8)

Com efeito, sendo g : [~1,1] — R de classe C! entao, para t > 1, ¢/ também

o é. Logo, v é de classe C%([1,+00)). Como g é crescente e g(0) = 0 segue que
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1
g (Z) > 0, para todo t > 1. Assim, ¢’ > 0, Vt > 1, donde segue que 1) é crescente.

Além disso,

| 1
P(t) = 1+/ dle—i—/—ds
1 9 (%) 1 9(1)
1
= 14 (t—1)—.
( )9(1)
Da desigualdade acima segue que ¥ (t) — 400 quando ¢ — +00.

Também, como ¢'(t) = e g é crescente decorre que v’ é crescente. Além

L
9(3)

disso, do fato de g ser continua e g(0) = 0 obtemos que ¥'(t) — +oo quando

t — 4o0.

Temos ainda que " > 0, pois

ALY g0
T (96)) "o’

o que implica que ¢’ é nao decrescente e que 1 é convexa. Assim, de (3.7) obtemos

/1+OO (9_1 (w't@))zds - /lm s < 20, (3.9)

A seguir, vamos provar que »~! é concava. De fato, como

Y(WH(s)) = s

temos

T ) (@) ()
()
e
W W)

Assim, tomando (t) = 1 1(t) para todo t > 1, de (3.5), (3.8)-(3.10) concluimos

(w™)'(s) =

(3.10)

que ¢ verifica todas as hipéteses do Lema 3.0.3, o que finaliza a demonstracao.

Para estabelecermos nossos proximos resultados consideremos as seguintes funcgoes

H : [—171] — R+
9(y)

Y = 5
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G: [-1,1] - Ry
y o= ygy)
onde g é definida em (A.1).

Teorema 3.0.4 Suponhamos que (A.1), (A.2) e (H.1) se verifiquem. Entdo, a

energia associada ao problema (2.1) satisfaz a sequinte estimativa

Elt)<C (Gl <%))2 vt > 1,

onde a constante C > 0 depende somente da energia inicial E(0).

Além disso, se H(0) =0 e se H é ndo decrescente em [0,7] para algum n > 0,

entdo tal energia satisfaz

Et)<C <g1 (%))2 V> 1,

onde a constante C > 0 depende somente da energia inicial E(0).

Teorema 3.0.5 Suponhamos que (A.1) e (H.1) se verifiquem e que {u’,u'} € V x
L*(Q) sao tais que |[Vu®|ls < A\ e E(0) < d, onde A\; e d sio dadas em (1.24) e
(1.25), respectivamente. Enlao, a energia associada ao problema (2.1) satisfaz as

mesmas estimativas do Teorema anterior.

0

No que segue, z” serd um ponto fixado no R" onde

Fo={zel; mx) v() <0} e I'i={zxel;m)- v(x)>0},
com m(z) = x — 2°. Definamos, também

R := max ||z — 2°||.

e
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3.1 Prova do teorema 3.0.4

Consideremos, inicialmente, o seguinte resultado:

Lema 3.1.1 Para quaisquer que sejam 0 < S < T < 0o, temos

E(S)—E(T):/ST/F B(u")u'dldt > 0,

onde u € uma solu¢ao regular do problema (2.1). Como conseqiiéncia, seque que

E(t) é uma fungdo nao crescente.

Demonstracao:

Considerando 0 < S < T < o0, (2.64), (2.68), (2.92) e aplicando a férmula de

Green generalizada, obtemos

1d
_ . . p - / 2
0 // (v — Au — |u|Pu) dxdt = /thHu(t)Hth
—u'dldt — padt
v [ G- [ G- [F S

= / E'(t)dt + / / pu'u'dTdt.
S S JIh

Como f(s)s < 0 segue que

E(T)—-E(S) = —/ST : B(u")u'dldt <0,

0 que prova o lema.

3.1.1 Método dos Multiplicadores

Utilizaremos nesta parte do trabalho o método dos multiplicadores em busca de
uma desigualdade de energia que verifique as hipéteses do Lema 3.0.2. Para isto,
multiplicamos a equagao (2.64) por F¢'Mu, onde ¢ : R, — R, é uma fungao
crescente, de classe C? e concava; e Mu é definida por

Mu :=2(m - Vu) + (n — 1)u. (3.11)
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Entao, aplicando a férmula de Green generalizada resulta que
T
0 = / Egp'/ (v — Au — |u|Pu) Mudzdt
S Q
T
= / Egp’/ (u" — Au — |ulPu) (2m - Vu + (n — 1)u) dzdt
S Q

T T
= / Egp’/ 2u”(m-Vu)dxdt—|—/ Ecp'/ZVuV(m-Vu)dwdt
S Q

J/

—N1 ‘],VQ
— / /2— m - Vu)dl'dt — / E¢ /2\u!pu m - Vu)dxdt
- (n—l)/ Ego’/u”udavdt—i—(n—l)/ E@’/|Vu|2dxdt
s Q B s 0
—N3

T ou T
- (n— 1)/ Ey¢' | —udldt — (n — 1)/ Ecp// lu|??dxdt.  (3.12)
s r, 0 s Q

14

Integrando por partes temos que

T T
N, = {E@’/Qu'(m-VU)d:p] —/ (E’gp’—i—Egp”)/2u’(m-Vu)dxdt
0 s Js Q

T
— / Ego’/ 2u'(m - Vu')dxdt . (3.13)
=Ny
Denotando m(x) = (mq(z),...,my(z)), v = (1,...,,) e aplicando o lema de
Gauss temos, para cada ¢ =1,...,n que

0 i
/2um,axl /a% mdm—/|u|2 T g — |u'|2miuz~df,

ou seja,
a /
—/Qu’mi “ /\u’|2dx—/ mgvg|u'|*dT.
Q Ox; Q I

n

—/QQU’(m-Vu')dx = Z(/Q |u’|2dx—/rl(miyz~)|u'|2) dl

i=1

= n/|u’|2d$—/ (m - v)|u'|*dl. (3.14)
Q Ty

Logo,

96



Substituindo (3.14) em (3.13) resulta
T T
N = {Ecp /2u (m - Vu)dx} —/ (E'<p/+Eg0/’)/2u (m - Vu)dzdt
+ n/ Eg0/|u|2dxdt—/ Eg [ (m-v)|Pdldt. (3.15)
I

Também,

r - ou 0
Ny = EJ 2 .
2 /S P ;1 / o1, 0%, (m - Vu)dzdt

T u ou [ ou " 9%u
= Ey 2 ——— | dadt :
/S 1 E;/Q ox; ((%i + jz_;m] 8@01@) o (3.16)
= E 2 dxdt E
/ @ / |Vu|*dx +/S 17 ZZ/ 8xzm](9xj8xldx dt.

zljl

J/

= N5
Calculo de Ns.

Pelo lema de Gauss temos que
- ou 0%u
Ny = 2—m;———
; Z Z/ 2" 90w,
2
(3;) ] m;dx

du |2 om; o\’
9| O, dx + /Fl/jmj (8_951) dF]

J

Dai,
_ 2 2
N5 = ZJZ/ axa ———dx ——n/Q]Vu| dx+/r(m-u)|vu| dr.  (3.17)
Substituindo (3.17) em (3.16) resulta que
T T
Ny = (2 - n) / By / IV dadt + / By / (m-v)|Vul2dTdt.  (3.18)
S Q S r
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Integrando por partes N3 obtemos:

T T
Ny = (n—1) {Ecp'/u’udx} —(n—l)/ (E'¢'+E<p")/u'udxdt
Q S S

Q

T
— (n—l)/S Ecp’/ﬂ\u’|2dxdt. (3.19)

Substituindo (3.15), (3.18) e (3.19) em (3.12) e considerando a definigao de Mu
dada em (3.11) obtemos:

T T
0 = {Egp’/2u'(m-Vu)dx] —/ (E'g0’+Ego”)/2u'(m-Vu)d:z:dt
0 s Js 0

T T
+ n/ E(p’/|u’\2dxdt—/ Eo | (m-v)|*dldt
s Q s r
T T
+ (2—n)/ Egp’/ |Vu|2d:vdt+/ Egp’/(m-y)|Vu|2dth
s 0 s r

T 8/& T
- / E¢’/2—(m-vu)dth—/ Eﬁp'/2|u|pu(m-Vu)dxdt
s r Ov s Q

T T
+ (n—1) [E(p’/ u’udx} —(n— 1)/ (E'¢' + E¢") / u'udzdt
Q s s Q
T T ou
— (n—1 %) u' |“drdt — (n — 1 %) —udl'dt
E¢ | |u'|*dxd Ey' dl'd
s Q 5 r, 0

14

T T
— (n—l)/ Egp’/ \u]p+2dxdt—|—(n—1)/ Egp’/ |Vul*dzdt
s Q s Q

T T
= [E@'/U’Mudx] —/ (E'(p/—i-Ego/')/u/Mudxdt
0 s Js 0

T T
- / E¢ | (m-v)(Ju)* = |Vul?) dldt +/ By [ (m-v)|Vu|*dTdt
S S

Fl I‘0

T T
+ (n—(n—l))/ Egp’/ |u’\2dxdt+(2—n+n—1)/ Egp’/ |Vul*dzdt

— / EY Mudfdt—/ Egp/ 2—m Vu)dl'dt
Fl l_‘0

— 2/ Egp’/ \u|pu(m-Vu)dxdt—(n—1)/ Egp’/ |u|P 2 dadt. (3.20)
s Q S Q

0
De (3.20), observando que o —B(u') em I'y e Vu = 2 em [y e tendo em

ov ov

mente a defini¢do de energia dada em (2.2) segue que
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2 /S E2(t)¢(t)dt

+

_|_

2/TE¢ (G101 + SITuOI - 5oz d

/ Egp/\u |dxdt+/ Ego/]Vu]Qda:dt
,0+2/ /|u (t)[PT2dxdt

—/ EJ Muﬁ( dth—l—/ Eo | (m-v)|Vul2dDdt

T'o
/ Egp/ m-v) (|u'|* = |Vul?) dldt
/ (E/gol—i-Ego")/uMudxdt— {E(p /u’Mudx}
S Q Q

T

S

T
2/ Ecp'/ |ulPu(m - Vu)dxdt
S

[(n— 1) — m} / / lu(t)|P2dxdt. (3.21)

O nosso préximo passo € estimar os dois ultimos termos da igualdade em (3.21).

Estimativa de I :

—1-— E P2
ot [ e

Aplicando a desigualdade de interpolagao

1 a 11—«

« l—a, —
Iolle < llellzllvlle™ 2 =5 +—— «cl01] (3.22)
para os espacos P, comp=p+2ea= gt obtemos para todo t > 0
)52 < a5 ut 6, onde g =2(p+ 1). (3.23)

Entao, colocando v =n —1—

e considerando \ a constante de imersao de

p+

V e L2rt1(Q), da desigualdade de Young chegamos a:

glidol

pt2
p+2

< nllu®)l2llu®)ll5

< N ()2 Va5

([ e () ||)(\f vuceig”)

2)\2 p+1)

n 2, & 2(p+1)
< O @l + 55 IVe®) 2, (3.24)
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(p+2)
P
Considerando a desigualdade (2.6), que é valida para t € (0,4+00), temos que

para todo e > 0 e C = [2(p+2)p L E(0)])”

IVu(®)llz < E(t). (3.25)

Substituindo (3.25) em (3.24) e observando que E(t) < E(0), obtemos

CN2Pt)p2 e (2p+2) P
+2 2
@l = Cg e+ g (22w
= Cflu(t)|5+eE(1), (3.26)
2p+1),,2
onde C. = C’)\—n
2e

De (3.26) decorre que
T T
ho= [ Bl <e [ Eore o
T
+ C'g/ E(p’/|u(t)|2dxdt, Ve > 0. (3.27)
S Q

T
Estimativa para I := 2/ Ey' / (m - Vu)|u|Pudxdt.
s Q

Temos:

T
Ll < 2 / By / (- V)| [ul P dedt
S Q

T
< 2/ Ego’/|m||Vu||u|p+1dxdt
S Q
T
< 2R/ E@'/|Vu||u|p+1dxdt
S Q
g 1
< 2R [ EOFOIVU0 a5 (3.29)
Vamos analisar o termo ||u(t)||’2’z;1+1). Para isto, consideremos 0 < p < —

2
(sen>3),0<s< _n2 —2(p+1) e a desigualdade de interpolagao (3.22) com
n p—

p=2(p+1)eq=2(p+1)+s. Assim, para todo ¢t > 0 temos:

a2y < a2 N 15p41)40 (3.29)
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1 11—« o
onde 0 < a < 1 ¢ tal que = + , ou seja, a é dado por
Mot~ 2 T2+ +s ) P

a=1+

B2+ 1) =5
De (3.29) segue que

a5y < Ta(®lls ™" la@) 507 (3.30)

2(p+1)+

2
Considerando a escolha de s resulta que 2(p+1) 4+ s < n27 o que implica que
n p—

V e L2HDF3(Q). Se p é a constante relativa & esta imersdo, obtemos

(1-« 1) « « 1
(@)l < Ju@)]|S D oD | Tu(e) 57, (3.31)

De (3.28) e (3.31) concluimos que

T
|I] < 2R+ /S E@)e' @) [[u®)|ls =V [ Vut) |5 dt. (3.32)

Por outro lado, da desigualdade de Young temos, para todo € > 0, que

1 1 a? 1

ab= —-bev’ < -— + —WPe, (3.33)
er’ Pevr P
1 1
onde p,p’ >1le—+— =1
b p
Aplicando a  desigualdade (3.33) com a = 2Ru*PHV|ju(t )H2 (P‘H)’
el 2 2 )
b= Hvu(t)’b(pﬂ)ﬂa p= ep = , onde «a é dado

T—a)p+1) 2-(-a)p+1)

m (3.29), resulta que

[ZRMa(P-‘rl)} 2(1-a) " H(p+1)7!

o l1—a 1 « 1)+1
2R [lu(t) S|Vt |3V < pgEIE lu(®ll2
pE (I—a)(p+1)
€ 22[?1(’)2)1()::]1
+ SlIvul; (3.34)
De (3.25) e (3.34) segue que
2R Ju(e) |5~ [ Vu() |57 < Cue)llub)| + keE(E),  (3.35)

onde
[2Rpe(e )] 2(1=a) = (p+ 1)~

2—(1=a)(p+1)
j23 (I—a)(p+1)

Cl (E) =
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k::—( o+ )E(O)) |

Substituindo (3.35) em (3.32) resulta que

I < ck /S (B(0)25 (1)t + Cy (o) /S Bl (1) /Q wldedt.  (3.36)

Substituindo (3.27) e (3.36) em (3.21) e observando que m-v < 0 em I'y, obtemos
T T

) / (E@)2e (0t < — / By [ Mug()drdt

s S

I8

T
+ / Ego'/ (m-v) (Ju|* = |Vu|?) dTdt
S 'y

T

+ / (E'go'—l—E(p”)/u’Mud:cdt
s Q
T

- [Egp’/ﬂu’Mude+5/ST(E(t))2<p’(t)dt
+ C. /ST Ego’/Q]u(t)|2dmdt—|—ks/ST(E(t))ng’(t)dt

T
+ 01(5)/ Ego'/ u|?dxdt. (3.37)
s Q

Assim, tomando e suficientemente pequeno em (3.37), segue que existem

01,09 > 0 que verificam
T

51/3 (B(t)*0'(t)dt < _/s E¢' | MuB(u)dldt

I

T
+ / E(p’/ (m-v) (JW']* = |Vul?) dTdt
s ry
T T
- / (E'gp’+E<p”)/u’Mudxdt— {Egp’/u’]\/fudx]
s Q Q s
T
+ by / Ey / lu(t)|*dxdt. (3.38)
s Q

Por outro lado, temos que

d !/ !
%E@) = —/F1 B(u)u'dr.
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Multiplicando por E(t), obtemos

(
1d 2 _ N,/
5T [E*(t)] = —E(t) [ Bu)u'dl.

I

Portanto, integrando sobre [S, T resulta que
T
E*(T) = E*(S) — 2 / E(t) | B/ dldt. (3.39)
s I
De (3.39) e observando o Lema 3.1.1 temos que

/S B () (Hdt > /S B (T)g (t)dt = EXT)[p(T) — o(S)]
= [o(T) — o(S)EX(S)
— 9p(T) — (S)] / Bt [ Baywdrde.  (3.40)

S I't

Substituindo Mu = 2(m - Vu) + (n — 1)u na expressao (3.38) segue que

T
(51/ E?Qdt < —2/ E¢' [ (m-Vu)p(u)dldt
s r

e b [

+ / Eo | (m-v)|*dldt — / E¢ | (m-v)|Vu|*dldt
Iy Iy

+ /(E’gp’+Egp” /Muudzdt
s

T T
— {2E<p’/u’(m-Vu)dx] — {Egp’(n—l)/u’udm}
Q S Q s
T
+ 52/ Egp’/|u|2dxdt. (3.41)
s Q

T
Estimativa de I3 := —2/ E¢' [ (m-Vu)p(u")dDdt.
s

I

Temos, para todo n > 0, que

ho<zf By f\Vu|7!6( )| drdt

< / By / (Brvup+ |5 aras

T
= n/ Egp’/ |Vu|2dfdt—|——/ By | |B(u)|*dldt. (3.42)
S I nJs ry
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Por outro lado, da desigualdade (2.6), para todo t > 0 temos que

‘—QE(t)gp’(t)/u’(t)(m - Vu(t))dx

Q

< 2E(t)LR /Q |/ (t)]|Vu(t)|dz
< 2E(t)LR%/Q(|u’(t)|2+|Vu(t)|2) dx

— 2E(t)LR/%(!u’]2+|Vu]2) dx
Q

2
< 2LRE(t) <1 + i) E(t) = CE(t),
P
4(p+1) , .. . ,
onde C = ————=LR e L é uma constante positiva que verifica |¢'(t)| < L, para
p
todo t € R,.

Conseqiientemente, do fato da energia E(t) ser nao crescente

— [2E<p//gu'(m-Vu)dx}: < CE*(T)+ CE*(9)
< 2CE*(S). (3.43)

De maneira analoga,

‘—Egp’(n— 1)/u'udw
Q 2

< (n—1>E(t)L1/Q(|u'\2+|u|2) du

1
< (n—l)E(t)Li/ (W + C2|Vul?) de
Q
< (n—l)E(t)L/ (l|u'|2+lc§|vu|2) da
o \2 2

< (n—1)E@)LCE()

= C.F*(t),

2
onde Cy é a constante de imersao de V em L*(Q), C3 = 2max {1, (= )6’22} e
p
04 = (n - 1)L03

Logo,

- [Egp’(n -1) /Q u'udx]T < CsE?(9). (3.44)

Além disso,

/ Muv'dx
Q

= /Q‘(Q(m-Vu) + (n—1u) | dx
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IA

CeE(t).
Logo, de (3.45), obtemos

T
/ (E/gol—irEgo”)/Muu’dxdt <
s 0

T
< LC6/ (—E’E)dt+06E2(S)/
S S
LCq

2

R ([IVull + [lv/15)

2/ |(m - Vu)||u'|dx + (n — 1)/ lu||u|dx
Q Q
2R[|Vull2[lw[l2 + (n = DfJufl2]lu]l2

(n

D (g + )
(3.45)

T
Cﬁ/ |E'¢’ + EY"|E(t)dt
s

(=" (t))dt

ST (—%Ez( )) dt

+ GCsE*(S)[¢'(S) — ¢ (T)]

L06

IN

2

Finalmente, para ¥ > 0 temos

n—l/ Egp/uﬁ )aldt <
I

Da continuidade da aplicagao trago vy :

tal que [|v||r, < ¢||Vvl2, para todo v € V.

—(n—1) /5 TEQD' /F | wB(u)dldt <

+
<

+
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—{E*(S) -

+ CGE2( He'(9)

LG g2 (5 + CoB(S)9(9).

E*(T)}
— (1)}
(3.46)

19/ By /Fl|u| drdt
”_1)/ /\5 )[2dTdt. (3.47)

49
V — L*(T';) existe uma constante ¢ > 0

Entao, de (3.47) resulta que

T
S /S By |[Vu2dt

(n—1)* /TE
s

49
T
I3y / E2(t)¢(t)dt
S

1)2 /TE
S

|B(u')[PdTdt
INT

(n —
49

(/) [2dTdt. (3.48)
I



Como I'; é compacto e m, v sao suficientemente regulares, existe § > 0 tal que
m(z) - v(z) > 0 > 0, para todo = € I'y. Assim, substituindo (3.42)-(3.44), (3.46) e
(3.48) em (3.41) resulta que

T n [T R2 [T
51/ E*odt < —/ E¢' (m-i/)|Vu|2dth+—/ By | |B())|?dldt
S 5 S I '
o [1 (”
+ ot | B¢ (t)dt + Iﬁ )|2dldt
S

+ / By | (m-v)/Pdldt — / By | (m-v)|Vul*dldt
Fl F1

+ (52/ E<p/|u| dxdt,

para todo n, v > 0.

Tomando 7, ¥ suficientemente pequenos de forma que 6; —C79¢? > 0e 1 — g >0

obtemos
T T
| moenn < o [ B [ seorara
s s I
—_— T —_—
b G / By [ |drdt + CyE(S)
s r,
- T
b CLEAS)H(S) + Cs / By’ / wldedt,  (3.49)
s Q
onde C;, i=1,...,5 sdo constantes positivas.

De (3.40) e (3.49) resulta que
(G(T) = (SNES) < T [ B [ |a0)para

T
+ Cy / By | |u/[?dTdt + C3E*(S)
s Iy
N T
+ 04@'(S)E2(S)+C5/ Egp’/\u!zdazdt
s Q
1

@'(T)/S E(1) A |B(u)|[w|dTdt.

Agora, desde que ¢ é concava e de classe C? temos que ¢’ é uma funcao nao
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crescente. Disso segue que

[o(T) = (S) = Cag'(S) — T3] E*(S)

IN

(61+ 9”((?)) /S TEgo’ 3 B(u)2dTdt

2
- QO(T>>/T / 12
+ Csy + E u'|?dDdt
(2 o) Js B9

T
+ 65/ Ego’/ |u|*dwxdt.
S Q

Como ¢(t) — +oo quando t — +oo, temos para um 7 > 0 suficientemente

grande que ¢(T) — p(S) — Cy'(S) —C3 >0 e
T

B(S) < 0<S,T,so,¢>{ [ ¢ [ 15)para

T T
+ / ¢'(t) |u'|2dfdt—|—/ go'(t)/ |u|2dmdt}. (3.50)
S I s Q

O nosso préximo passo € estimar o ltimo termo de (3.50). Neste sentido provare-

mos o seguinte lema, onde Ty é uma constante positiva suficientemente grande.

Lema 3.1.2 Sob as hipdteses (A.1), (A.2) e (H.1) temos que para todo T > Ty,
existe C(Ty, E(0)) tal que se (u,u') € a solu¢io de (2.1) com condig¢des iniciais
{u®,u'} regulares, temos que
T T
/ gp’/|u|2d:rdt < C(TO,E(O)){/ ¢ | |p()Pdldt
s 0 S I,
T
+ / ¢ |u’|2dth} (3.51)
s r

para 0 < S < T < +o0.

Demonstragao: Vamos fazer a prova por contradi¢do. Suponhamos que (3.51) nao
seja verificado e que {ux(0)u)(0)} seja uma seqiiéncia de condigoes iniciais cujas
solugbes correspondentes {uy tren de (2.1), com Eji(0) uniformemente limitada em
k, verifique

fg 74 fQ |ug |Pdxdt

7 , 7 , = +00 (3.52)
hoteo fo ¢! frl 8(up,)[2dldt + [ o' fFl |u) [2dDdt
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Como Fi(0) é uniformemente limitada em k e Ej é uma funcdo ndo decrescente

entao existe M > 0 tal que Ei(t) < M, para todo k € N e para todo t > 0.

Por (2.5) e (2.2) temos

B0 2 IVl |5 - ) (3.59
Fi(t) > 5l (1)1 (3.54)

e, portanto, de (3.53) e (3.54) segue que

Vur(t)]3, e |[uy.(t)]|5 sdo limitadas V¢ > 0, Vk € N. (3.55)

De (3.55) resulta que {ux} possui uma subseqiiéncia tal que

up — u fracamente em H'(Q), (3.56)
up = u  fraco estrela em L>°(0,7;V), (3.57)
uf, > u’ fraco estrela em L™®(0,T; L*(9)). (3.58)

Aplicando argumentos de compacidade resulta que {uy} possui uma subseqiiéncia
tal que
up — u  fortemente em L*(0,T; L*(2)). (3.59)

Assumamos que u # 0. De acordo com (3.59) temos que {uj} possui uma

subseqiiéncia tal que

|ug|Pup — |u|’u  quase sempre em  Q2x]0,T7.

Desta convergéncia e como a seqiiéncia {|ug|’uy} ¢ limitada em L*(0,T; L*(Q))

concluimos, pelo lema de Lions, que

lug|Pup — |ul’u  fracamente em L*(0,T; L*(9)). (3.60)
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T
Também, temos que o termo / o' / |ug|*dxdt é limitado.! Conseqiientemente,
s Q

de (3.52) resulta que

/ / V2dDdt + / / luj,|*dldt — 0, quando k — +oco.  (3.61)
Fl F1

Em particular, temos que

/ / )2dTdt — 0, quando k — +oo0. (3.62)

Desde que ¢ ¢ de classe C? e concava, segue que ¢ (t) > ¢'(T), t € [0,T], T > 0.
Logo,
T T
o< [ eppira< [Co [ ppra. @
s s r

De (3.62) e (3.63) resulta que

T
lim |B(u},)[2dTdt = 0. (3.64)
k—=+oo Jo Jr,

Como S é qualquer tomado no intervalo [0, 7], obtemos, em particular,

T
lim 6(ul)PdTdt = 0
ry

k—+o00 0

e, portanto,

B(uy) — 0 fortemente em L*(0,T; L*(T1)). (3.65)
De maneira andloga, obtemos de (3.61) que

uj, — 0 fortemente em L*(0,T; L*(Ty)). (3.66)

Como uy, é solugao do problema (2.1) temos que

Auk = |ug|fur em Q x (0,7),
6uk

uk—O em I'gx(0,7).

Pois Ex(t) < M;Vk € N, Vt > 0 e ||uk(t)]|3 < C3Ek(t), onde C5 é uma constante independente
de k e t.
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Tomando o limite quando k — 400 em (3.67) e das convergéncias anteriores

obtemos:

uy — Au = |ulfu em Qx (0,7,
u
eV =0 w=0 em Iyx(0,7), (3.68)

u=0 em TI(yx(0,7).

Derivando a primeira expressao de (3.68) em relagao a varidvel ¢ e tomando

v = u; resulta

vy —Av=(p+1)|uffr em Qx(0,7),
ov
8u_0 v=0 em Iyx(0,7),

v=0 em TIyx(0,7).
Observemos que (p + 1)|ul? € L*(0,T; L"(2)), uma vez que u € L*(0,T;V) e
V— L%(Q) Entao, usando o Teorema 3.0.1 concluimos que v = 0, isto é, u; = 0

para T" > 0 suficientemente grande.
Retornando a (3.68) obtemos a seguinte equagao eliptica para u:
—Au = |u|fu  em Q,

u=0 em Iy,

ou
5 =0 em Fl-

Multiplicando por u a equacao acima, obtemos

/ Vuldz — / P 2dz = 0, (3.69)
Q Q

ou seja,
J . 3.70
(1) = 5 (3.10)
Mas, de acordo com (2.5), se u # 0 temos que J(u(t)) > ﬁ”VUH% e de
P
(3.69) segue que Hquig = ||Vul|3, o que contradiz (3.70).

Agora, vamos assumir que u = 0. Definindo

_ [/gT¢’/§2]uk]2dxdt]é (3.71)

110



obtemos

T ) T ’Uk|2
/ ¢ / || “dxdt = /
s Q Q Ck

Logo, definindo

segue que

E@:§ﬁ£WWWM+LWW@W%.

De (2.5) resulta que

IV gy < Tuslt) = 5 V(O] = 5 (o]

p+2) p+2

ou seja,
P + 2|1 1 p+2

1
—IVur(®)|? <
2|| ui(t)]]3 < 2

Assim, de (3.74) e (3.75) obtemos

_ 1 2
Bi(t) < C(p)Bu(t), m@amz%}>L
k
Também,
T _ 1 — |2 — 2
Ex(t) = [ur |7dxe + | |Vug(t)|“de
2 /o Q
> ! 5 Eg(t).
el Ck k

De (3.59) e como u = 0 temos que

T T
= / go// |uk|2dxdt§<p/(5)/ /\uk|2dxdt
s Q s Ja

T
< @’(S)/ / |ug|*dxdt — 0; quando k — +oo,
o Ja
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ou seja,

cx — 0 quando k — +o0.

Por outro lado, aplicando (3.50) a solu¢do uy e dividindo ambos membros da
desigualdade resultante por /T (p’/ lug|?dxdt, temos, para todo t € [S,T],
0<S5S<T< 400, que ’ ’

By (1)
fST @ [, lug)|?dzdt

S 0(57 T7 S07 SO,) {

Js & Jp, Bu)PdTat + 5 fp iParar
fg o fQ |uk|2dl’dt | |

De (3.52) segue que

s ¢ 1BG)PATAL + g & fr, i PdTdE

Jm T o 2o (3.79)
e, conseqiientemente, existe M > 0 tal que
D < 05T )0 + 1)
para todo t € [S,T] e k € N.
De (3.76) segue que
Ei(t) < C(p)C(S, T, 0,¢') (M +1),
para todo t € [S,T], 0 < S <T < 400 e k € N; 0 que equivale a dizer que
VR ()2 + [ar ()]|2 < 2C(p)C(S, T, 0, ') (M + 1), (3.80)
para todot € [S,T],0< S <T <+4oc0ekeN.
Entao, em particular, para uma subseqiiéncia de {uy} obtemos
ur =u  fraco estrela em L*(0,7;V), (3.81)
Uy = fraco estrela em L*°(0,T; L*(1)), (3.82)
up —u fortemente em L*(0, T; L*(9)). (3.83)
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Também, uy, satisfaz

uy” — Aug, = |ug|Pug em Q x (0,7),
u, =0 em Lo x (0,7,

ot (3.84)
-, + ﬁ(u;) =0 em I'yx(0,7).
De (3.79) resulta que
T r\|2
wy)|7dldt
iy L0 P -
k
Desde que
T /
’T)// Plui) dth<—/ ul,)|drdt,
s Jr
concluimos de (3.85) que
T /
Jim / / B gpgr — o,
T Js Jry
Em particular, para S = 0, obtemos:
M—m em L*(0,T; L*(T1)) do k 3.86
o T 1)), quando k — +oo. (3.86)

Como
T )
| ldredza = s
o Jo
e de (3.80) temos que {ux} é limitada em L>(0,T;V) — L>(0,T; L>P+1(Q)), do

fato que ¢, — 0 quando k — 400, resulta que

lug|Pur — 0 em L*(0,T; L*(2)), quando k — +oo. (3.87)

Tomando o limite quando k& — 400 em (3.84), de (3.86) e (3.87) segue que

7' —Au=0 em Qx(0,7),

o
aly‘_o em F1><(0T)
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Assim, derivando o problema (3.88) com respeito a variavel ¢ e tomando v = @

obtemos
V' —Av=0 em Qx(0,7),
v=0 em Tqgx(0,7),
0
8—Z —0 em T, x(0,T).
Aplicando o Teorema 3.0.1, como feito anteriormente, segue que v = @ = 0.

Retornando a (3.88) temos

Au=0 em Qx(0,7),
=0 em T[yx(0,7), (3.89)

ou
520 em F1X(0,T).

Multiplicando a primeira equagao de (3.89) por @ resulta pela férmula de Green

0 = —/Aﬂﬂdx

Q
oa
= Vilrdx — = . @ dr=|ul?
Jiwapa— [ G0 o ar =l
~~~ =0emry
=0€em I

que

ou seja, u = 0 quase sempre. Desse fato, de (3.73) e (3.83) obtemos uma contradigao.

O que termina a prova do lema 3.1.2.

T

3.1.2 Estimativa para / E*(t)¢'(t)dt, 1 < S < T < +oo.
s

No que segue, estaremos considerando 1 < § < T < +00 e ¢ como definida na

demonstracio  do  lema 3.0.3, mais precisamente, ©(t) = ¥ ~'(f) onde

@/}(t)1+/1tﬁds,t>l.
g

s
Substituindo (3.51) na desigualdade (3.49) obtemos, para todo T" > 0 suficiente-

mente grande, que

—/

| Bagne < S Eo)ES) [ o [ ppad
S S T
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!

+ TUEO)E(S) /S @) [ udrat

Iy
+ CO3E*(S) + Cu'(S)E*(9). (3.90)
T
Estimativa para J; := / O'(t) | |ufdldt, 1 <SS <T < +oo.
s I

Para cada t > 1 definamos a seguinte particao de I'y:

Ip={zely; [W]<h()},
Fio={xely; ) <|u|<h(1)},
3= {zely |u]>h(1)},

onde cada I'y; depende de t e h(t) = g7'(¢/(t)), t > 1, é uma fungdo positiva nao
crescente e que satisfaz h(t) — 0 quando t — +o0.

Estimativa de Ji(t) sobre I'y3: Temos que h(l) = 0 se, e somente se,
g (' (1)) = 0 se, e somente se, ¢'(1) = g(0) = 0. Mas, se ¢'(1) = 0 segue que
0<¢(t) < ¢ (1) =0 para todo t > 1 e, portanto, ¢'(t) = 0 para todo t > 1, o que

contradiz o fato de ¢ ser estritamente crescente. Entao, h(1) > 0.

Se |[u/| > 1 temos por (H.3) que |B(u')| > Cy|v/|.

Se |u/| < 1 entao h(1) < 1. Observe que a fungao y — Bly) é positiva e continua
Y
em [ = [—1,—h(1)] U [h(1),1] o que implica que existe uma constante positiva d;
y)

tal que —== > d; em [, ou seja, para y = u’ obtemos |3(u')| > dy|u'].
Yy

1
Assim, para Cy = min {C, d; } temos |u'| < F\ﬁ(u')]
0

T
/ go'/ |u/|*dTdt
S F1,3

Logo,

IN

1 T
5/ go’/ |u/||B(u")|dTdt
0Js F1’3

OLOgO’(S)/S /Fu’ﬁ(u’)dth
- 2 [ epa

AC)
Co

IA

< E(S). (3.91)

Estimativa para Ji(t) sobre I'1o: Se x € I'12, como g é crescente, temos que
¢'(t) = g(h(t)) < g(|u']) = [g(u')].
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Se [u/| < 1, por (H.2), segue que [g(u')] < |B(u)| < g~ (u/)]. Logo,
! Plg(u)] < ' PIB)] < o l|3(u)] < /B,

Se |u'| > 1 entao h(1) > 1 e || € [1,h(1)]. Dai, —h(1) < u' < h(1). Como g é

uma fungao crescente e impar segue que |g(u’)| < g(h(1)). Entao, de (H.3), resulta

que
L1 Bl wllAW))
g(h(1)) ~ lg()| = Cilwllg(w)] — Culu/Plg(u)]’
ou seja,
h
' Ploter)) < L8 g
1
Tomando dy = max {1, g(fgl))} concluimos que [«/|?|g(v)| < dou/3(u’). Con-
1

seqiientemente, como ¢’ = g(h(t)) < |g(u')|, obtemos

T T
/ o / W2dTdt < / / ()| [2dT
S F1,2 S F1,2

T
< do// o' B(u')dldt
S F1‘2
T

— 4 / (—E'())dt < doE(S). (3.92)

Estimativa para Ji(t) sobre I'; ;:

T T
/ ¢’ / [/ |2dTdt < / ¢ / (h(t))* dUdt
S Ti1 S IET

< med(T) /5 S (g () d. (3.93)

Assim, de (3.91)-(3.93) obtemos que existem constantes positivas Lq, Ly que
verificam
T T )
/ ¢ | |W]PdUdt < LiE(S) + Lg/ ') (971 (' (1)) at. (3.94)
S r S

T
Estimativa para J; := / ¢ | |8()Pdldt, 1 < S < T < +o0.
Iy

S

116



Para cada t > 1 definamos a seguinte particao de I'y:

Dia={zely; [W| <)},
Dis={zely o) << (1)},
Ieg={z el |v|>¢(1)}.

Utilizando um calculo andlogo ao feito na prova de (3.91) concluimos que existem

C3 > 0, C4 > 0 tais que

T
/ / )2dldt < 03/ go'/ u'B(u)dldt
I'ie S I'ie

< / T(—E’(t))dt < CLE(S). (3.95)
S

Da monotonia de [ segue que existe C5 > 0 tal que

/ / )2dldt < /qT/r1,5 /|| B(u')|*dTdt

T
e /S /F BT < CoB(S). (399

Finalmente, de (H.2) e do fato de g=! ser crescente, garantimos a existéncia de

Cs > 0 tal que

T
/ / y2drdt < Cg / ¢ / [u/|*dTdt
S {zel a;|u/ (z,t)|>1}
r 2
+ / cp’/ (97" (Jo]))" dldt
{zel 4;lu/ (z,t)|<1}

< 06/ / |u/|*dTdt
T1,4

+ med(T) /S St (97 () dt. (3.97)

De (3.94)-(3.97) resulta que

T

/S ¥’ A Iﬁ(U')IQdthSLi‘E(SHLS/ F(t) (97 (' (1)) dt, (3.98)

S

onde L7, L} sao constantes positivas.

De (3.90), (3.94) e (3.98) segue que

T

[ Bocoa < ceonps (BEs 4z [ 4066 0) )

S
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b CUEONES) (LE®) + 1 [ 407 (00) )
+ 63E2(S)+64@/(S)E2(S),

ou seja, existe C' > 0 tal que para 1 < S < T < +o0 temos

| B0t < crs)+ cEoES) [ ¢06 o) (399

S

3.1.3 Prova da primeira estimativa de energia

No que segue ¢ é a funcao definida no Lema 3.0.3 e tomando limite quando

T — 400 em (3.99) segue que

+oo

+o0
/S () (Hdt < CE(S) + C(E(0)E(S) / ()97 (0 (6))dt

_ CE2(S)+C(E(O))E(S)/(S) (97 (1)) dr

_ CEYS) + C(E(0)E(S) L : <g—1 (W))Qdf
_ CEYS) + C(E(0)E(S) / L

o(s) T°

= CE*S) + C(E(0)——=~. (3.100)

Definindo F': Ry — R, dada por F(t) = E(t+1) e p(t) = p(t+1) — (1) entao
para todo S; > 0 temos que

+00 +oo
/ F2OF (O dE - / 20 (E+ 1)dE
S S

1 1

+oo
_ / BT+ 1)/ (T + 1)di.
S

1
Fazendo a mudanca de varidvel t = t+1 na expressao acima e tomando S = S;+1

resulta que
+o0 B o 00
| Povei- [ Bodod
S s
o que por (3.100) é menor ou igual a

C(E(0)E(S)

C(E(0)) F(0)
©(95) 1

CE*(S) + 1 205)

= CE*(S) +
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Assim, pondo C* = W segue que
/S TPOROE < CES) + f[ f((so))? (521)]
= CF*(S)) + %F(Sg, VS >0.  (3.101)

Observemos que F' : Ry — R, é uma funcao nao crescente e » é uma funcao
crescente, de classe C', $(0) = 0, p(f) — +oo quando ¢ — +o0 e satisfaz (3.101),

entao pelo Lema 3.0.2 segue que existe C’ > 0 tal que

_ C’ _
F() < F(0)———, Vi>0. 3.102
(1) < ()(1+¢®) > (3.102)
Fazendo t =t + 1 e lembrando que ¢(1) = 1 obtemos por (3.102) que
o '’
E(t) < E(1) PRI < E(0) CoB vt > 1. (3.103)

1
Seja 1y tal que g (—) < 1. Entao, existe to > 1 tal que 79 = ¢(ty). Pela
70

monotonia de g temos que

1 1
<T =

1
9(3) 7 9(7) G
onde 1 é definida na demonstracao do lema 3.0.3 ¢ G(y) = yg(y).

Vr>m1, (1) <14+(t-1)

Assim, como 7 = ¢(t) = 1 ~1(t), da desigualdade anterior resulta que

t < !
S GG

ou ainda, do fato que a funcao G~1 é crescente,

Logo, de (3.103)

E(t)<C (Gl (%))2 Yt > t,

e da continuidade de G™! resulta que

Et)<C (Gl (%))2 vt > 1.
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3.1.4 Prova da segunda estimativa de energia

Suponha que H(0) = 0 e que H é crescente em [0, 7] para algum n > 0. Sejam
¢ uma funcao de classe C?, crescente, concava, tal que ¢'(t) — 0 quando t — +00;
e T7 > 0 tal que

vt>Ty;, H (%) <. (3.104)

1
Seja To > max {Tl, E} tal que
Vi>Ty; ¢'(t)<n e ¢'(t) < Hn). (3.105)
Entao, definamos
h(t) = H ' (¢ (1)). (3.106)

Desde que H é crescente em [0, 7] segue que h é uma funcao nao crescente que

satisfaz

ht)<n, Vt>Ty (3.107)

h(t) - 0 quando t — 4o0. (3.108)

No que segue estaremos considerando 7o < S < T < 4o00.

Nosso objetivo agora é, através da desigualdade (3.90), obter uma melhor esti-

T
mativa para/ E%(t)¢ (t)dt.
s
T
Estimativa de .J; ::/ ¢ [ ||*dldt.
s I

Para cada ¢t > T, definamos

T={zel; vl < ﬁ(t)} ,
To={zely; hit) < |u| < %(TQ)} :
Tis={zer; ju|> %(Tg)} .

Estimativa de J; sobre fl,gi Temos que %(Tg) = 0 se, e somente se,
H='(¢'(Ty)) = 0, ou ainda, se, e somente se, ©'(Ty) = H(0) = 0. Mas, se ©'(T3) =0

entdo ¢'(t) = 0 para todo t > T o que contradiz o fato de ¢ ser crescente.
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Se |u/| > 1 entao obtemos de (H.3) que |B(u’)| > Cy|v/|.

Se |W/| <1 entio h(Ty) < 1 e da continuidade da funcdo H em

[—1, —h(T%)] U [h(T3), 1] implica que existe dy > 0 tal que |3(u')] > do|u/].

Assim, tomando Cy = min{C}, dy} obtemos que

B()] = Cole|.

Disso segue que

T 1 /T
/ gp’/ |/ |*dTdt < 7/ gp’/ o' B(u')dldt
S fl’g CO S f1,3

¢S [t

/S (—E' (1))t

IA

Co
¢'(5)
) E(S). (3.109)

IA

Estimativa de J; sobre f1,23 Sezr € 1:172, considerando que H é crescente em
[0, 1] obtemos
¢'(t) = H(h(t)) < H(Ju|) = H(x/). (3.110)

Se |[u/| <1 entao de (H.2) segue que

g(u')

_ 18w)

‘H(u/)’ - "U,I| ‘

Assim,

pla) < e () = s

/|
Se |[«/| > 1 entdo h(T3) > 1. Conseqiientemente, |/| € [1,h(T3)] o que resulta

que

H(|u']) < H(M(T)).

Segue de (H.3) que

L1 1B iAW)
H(T,) ~ () = Gl (w]) ~ CilwPH(w)

121



ou seja,

/12 / H<E<T2)) ’ /

H(n(T3))

T do dy = 1
omando d; max{ , o

} concluimos que
o/ PH(|u']) < dy'B(u).

Consequentemente, de (3.110) resulta

T T
/ gp’/ [W/|?dldt < / H(|u))|u/[*dTdt
S T2 S JTis

T
< d / o' B(u")dUdt
S JIis

T
< dl/ /u/ﬁ(u')dth
s Jr

— 4 /T(—E’(t))dtgaiE(S). (3.111)
S

Estimativa de J; sobre fl,l:

T T » 2
/ % / W/|2d0dt < / % / (h(t)) drdt
S f1,1 S f1,1

< med() /S o (H ' (p(t))) dt. (3.112)

Assim, de (3.109), (3.111) e (3.112) segue que existem constantes positivas L; e

Zg tais que

/S SOl/F |ul‘2dfdt§51E(S)+Z2/S o (1) (Hil(w/(t))fdt. (3.113)

T

Estimativa de J, := / ¢ [ |8(u)*dldt.
I

s
Para cada t > T5 definamos

Ty ={z el 18w) <ht)},
Tis = {z €Ty h(t) < 1B < T(B) |
Fio={z el 18] > h(T) }
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Estimativa de J; sobre fLG:
Se |u/| > 1 entdo |B(u)]| < Cy|u/].

Se |u/| < 1; como |B(W)] > W(Ty) > 0, B(0) = 0 e 3 é continua segue que
8y)

existe 0 < C' < 1 tal que |[u/| > C. Assim, da continuidade da aplica¢ao y — —=—=
m [—1,—C] U [C, 1] resulta que existe ds tal que |B(y)| < da|y|. Logo, tomanydo
C3 = max{Cs, dy} obtemos

B(u)] < Cslu].

Dai,

T
/ / W) 2drdt < / nCs /~ || B ()Tt
I'ie S I'ie
T
< 7703/ /u'ﬁ(u')dfdt
S T

e /ST(—E’(t))dtgfr;C’gE(S). (3.114)

Estimativa de .J, sobre f1751 Desde que H é crescente em [0, 1] temos para |u'| <1
que:
¢'(t) = H(h(t) < H(|B()|) =

< 9 @) _glg (WD) _ [v]
] |6(w))] 6]’

e para |u'| > 1, de (H.3), segue que |B(u')] < Cs|u’|. Dal,

/ / J)Pdrdt < / [ Colu||B () drdt
F15 F15
+ // ‘“' o) [2drdt
I115
< o / [ wlis)arde
S T'is

< ¢ /T(—E’(t))dt CCES).  (3.115)
S

Estimativa de J; sobre fl 4

T - 2
/ / N2drdt < / o [ (h(t)) drdt
F14 S 1—‘1,4
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onde C'y é uma constante positiva.

Assim, de (3.114)-(3.116) segue que existe Cg > 0 tal que

T

/ ¢ [ 8@ Pdrdt < CsE(S) + Cg / ¢ (H (') dt. (3.117)
S I S

Substituindo (3.113) e (3.117) em (3.90) segue que existe C; > 0 tal que

T T
/ E2(t) (t)dt < O7E2(S)+C7E(S)/ ¢ (H_l(tp'(t)))2dt, VT, < S <T < +oo.
S S
(3.118)
Definamos
|
G =T+ | ———dr.

n H(7)

-~ 1
Entao, Vt > T, temos que @(t) > Ty > —. Também,
n

Vi>Ty,, ¢@(t)=H (%) < H(n)
e Vt>Ty, Ft)<P(Th)=H (@(;2)) =H (T%) <H <Ti1) <n.

Assim, @ estd nas hipéteses da demonstragao do Lema 3.0.3 com H substituindo
a fungao g. Argumentando de maneira andloga a obtencao da desigualdade (3.103),

resulta:

E(t) < BO) (3.119)

1
Tomando T35 > 15 tal que H <T> < 1 segue que
3

C
5

T—="1T T

H<%><H(1>g<1%>’

T

o) < T+ v > T,

Como ¢(t) = 7 resulta da expressao acima que

1
9(z)’
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ou seja,

1 S 1
t g T)°
Pelo crescimento da funcao g obtemos que
1 1
—— <g* (—) . 3.120
() t (8120)

De (3.119) e (3.120) segue que

s < 50e (5 (3))

o que prova a segunda estimativa do teorema 3.0.4.

3.2 Prova do Teorema 3.0.5

Nosso objetivo nesta secao provar o Teorema 3.0.5. Para isso usaremos argu-

mentos de densidade e o Teorema 3.0.4.

Seja u uma solugdo fraca do problema (2.1) com condigbes iniciais
{u®,u'} € V x L*(Q). Da unicidade de solugao fraca, por (2.140) e (2.141) segue

que existe uma seqiiéncia (u,) de solugoes regulares de (2.1) tal que

u, — u fortemente em  C°([0,T]; V)

w, — v’ fortemente em C° ([0,T]; L*(Q)),
para todo T" > 0.

Assim, para todo t > 0 obtemos:

Vu,(t) — Vu(t) em L*(),
uf) = u(t) em 1P2(Q),
w,(t) —'(t) em L*(Q).

Disso segue que, para todo ¢t > 0,
Bu(t) = Slluu()]2 + 21V — —— [lun ()12
12 2 m 2 12 p+ D) H© p+
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converge para

1 1 1 )
E(t) = §HU’(t)H§ + §HVU(t)H§ - ml!%(t)\lﬁig,

quando pr — +o00. Logo, como E,(0) < d, para todo p, segue do Teorema 3.0.4 as

mesmas estimativas enunciadas no Teorema 3.0.5.

3.3 Estimativas mais gerais

Observemos que nas estimativas anteriores para a energia associada ao problema
(2.1), consideramos €2 um dominio limitado do R™ com fronteira I' = I'yUI'; de classe
C?, med(Ty) > 0 e Ty, 'y partes fechadas e disjuntas de I'. Além disso, tinhamos
que

Fo={zel;m(z) v(z) <0} e I'i={zel;m(z) v(z)>0},
onde m(z) = x — xg, o um vetor fixo do R™.

No que segue, iremos considerar {2 como descrito acima, exceto satisfazendo a
condi¢ao I'y = {z € I';m(x) - v(x) > 0}, ou seja, estaremos considerando dominios
mais gerais do que os anteriores. No que segue, seguiremos o raciocinio introduzido

por Lasiecka e Tataru em [19].

Seja h(s) uma funcdo a valores reais, concava, crescente e definida em (0, 400)

satisfazendo h(0) = 0 e h(s3(s)) > s* + 3%(s); |s| < N, para algum N > 0.

X

Definamos h(z) = h (W@l)

), x >0, onde ¥; =Ty x (0,+00) e T é uma
constante positiva.

Como h é uma funcao mondtona crescente, para cada C' > 0, temos que C' + h
é inversivel. Seja

p(x) = (CI + h) " (kx), (3.121)
onde k é uma constante positiva. Entao, p é uma funcao positiva, continua, crescente

e p(0) = 0. Assim, definamos
q(z) =z — (I +p)*(z), 2> 0. (3.122)
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Observemos que a funcao ¢ definida acima é positiva e nao decrescente.

Utilizando as notacoes acima temos o seguinte resultado:

Teorema 3.3.1 Suponhamos que as hipdteses (A.1), (A.2) e (H.1) se verifiquem.
Entao a energia E(t) associada ao problema (2.1) possui a sequinte taza de decai-

mento

E(t)< S (T - 1) (3.123)

0

para todo t > Ty > 0, onde Ty € uma constante positiva suficientemente grande e

S(t) € a solugdo da sequinte equagdo diferencial
S'(t) +q(S(t) =0 (3.124)
com q definida em (3.122).

No decorrer da prova do Teorema 3.3.1 necessitaremos do seguinte resultado:

Lema 3.3.2 Seja € > 0 arbitrariamente pequeno. Seja w uma solugao de
wy = Aw  em  x (0, +00),

ou, mais geralmente, de uma equacgao hiperbolica de sequnda ordem com coeficientes

requlares dependendo da varidavel espacial. Entao

[ wwraaze.| [ /(

onde € no lado esquerdo de (3.125) nao precisa ser o mesmo do lado direito de

+ !wﬁ) AE 10l o b

(3.125)

0-
(3.125), V- denota o gradiente tangencial e — denota a derivada normal.

ov

Demonstragao: Ver [20]
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3.3.1 Prova do Teorema 3.3.1

Lema 3.3.3 Suponhamos que m(z) = x — xg, xo € R"™ satisfazm -v < 0 em Iy
e seja u uma solugao reqular do problema (2.1) definida no teorema 3.0.4. Entao,
para todo k € N*,
kT —a
2 2 2
[ @B+ IVu®Bldt < O [0 eorarao
(k—1)T+a
+ HVU||%00((1€—1)T,1§T;L2(Q))]

u

0
"2
/Zm <|u| * v

4 / |u|2<p+l>dc2k}
Qrk

+ C |U|p+2ko
Qk
+ Craglull

+ OT,a,5

2
) s

(3.126)

L2((k=1)T,kT;H3 43 (Q))’

onde Qr = QX (k—1T,kT), Xy =T x (k= 1)T,kT), X1 =11 x (k—1)T,kT)
1
e as constantes C,C, s sao independentes de T'. Além disso, 0 < p < 5 a,0 >0

sao arbitrariamente pequenos, porém fixados.

Demonstracgao: Fixemos £ € N*. Usaremos o método dos multiplicadores. Com

efeito, multiplicando a equagao
' — Au = |u|fu
por 2(m - Vu) e integrando em @ = Q x ((k — 1)T, kT") obtemos
kT kT
2/ / u"(m - Vu)dxdt — 2/ / Au(m - Vu)dzdt
(k-1 JO (k—1)T JO
kT
= 2/ / |ulPu(m - Vu)dxdt.  (3.127)
(k-1 JQ

kT
Esitmativa de J; := / u"(m - Vu)dadt.

(k—1)T
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Integrando por partes e aplicando o lema de Gauss resulta que

Jp =2 [/ "(m - Vu) dm} +n/ /(u')Zda:dt—/ (m-v)(u')*dldt.
Q Q (k—1)T JTy

(3.128)
kT
Estimativa de Jy := —2/ / Au(m - Vu)dzdt.

0
Pela férmula de Green generalizada, como u € H?(Q) e a—u € L*(0,T; L*(I'y)),
v

segue que

kT kT ou
= / / VuV(m - Vu)dzdt — 2/ / —(m - Vu)dl'dt.
(k—1)T JQ (k—1)T JT v

De maneira andloga ao feito na prova de (3.18) resulta

Jo = (2—n) / /|Vu| dxdt+/ /(m-y)|Vu|2dth
)T
2/ /—(m-Vu)dth. (3.129)
(k—=1)T JT v

Multiplicando a equacdo u” — Au = |u|’u por (n—1)u e integrando sobre

Qr=Q x ((k—1)T,kT) resulta

KT KT
(n — 1)/ /u"udwdt - (n— 1)/ /Auudxdt
(k—1)T J @ (k—1)T J©

kT
= (n—l)/ /|u|p+2dxdt. (3.130)
(k—1)T JQ

Analogamente, temos

kT
(n—1) / /u”udmdt = (n—1) [/ u’ud:c}
—)T

(k—1)T

- n—l/ /|u]dxdt (3.131)
T

kT kT
—(n—l)/ /Auudwdt = (n—l)/ /|Vu|2dxdt
(k-1)T JQ
— (n—-1) / / o udrdt. (3.132)
Fl
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Substituindo (3.128) e (3.129) em (3.127); (3.131) e (3.132) em (3.130) e somando

as expressoes obtemos

kT kT
/ / [+ |[Vul*] dedt + 2 {/ u'(m - Vu)dm}
(k—=1)T JQ Q (k—1)T
kT
+ (n—1) [/uuda:}
(k=1)T

- / (m - v)|u'|*dTdt
Iy
+ / /(m V)| Vu|*dTdt
— / (m - Vu)dDdt
-7

— n—l/ —udth
1)T F1

= n—l/ /|u|p+2d:cdt
k—1)T

+ 2/ /|u|pu(m-Vu)da:dt. (3.133)
(k—1)T J©

Do fato que

9
+ | Voul?,

ou ou
Vu = V,u+ 0 © conseqiientemente, |Vu|? = ‘—

ov

onde V,u é o gradiente tangencial de u; resulta de (3.133) que

kT kT
/ / [ + [Vul?] dedt + 2 [/ u'(m - Vu)d:c]
(k=1)T JQ Q (k—1)T
kT
+ (n—1) [/ u/udx}
Q (k=0T
kT
— / (m - v)|u/|*dDdt
(k—1)T J1,
kT
— / /(m . y)
(k=1)T JT
kT
+ / /(m V)|V u2dldt
yr Jr

- (n—=1) / —udth
E—1)T r, 0
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kT
— (n_1)/ /|u|p+2dxdt

+ 2/ /|u|pum Vu)dzdt. (3.134)
k—1)T

Utilizando que m - v <0 em 'y e V,u = 0 em I'y, da igualdade acima obtemos

kT
/ / [0/ * + |Vul?] dedt <
(k=1)T JQ

_|_

+

_|_

+

Chll| %oo (k—1)T,kT;L2(Q))

Co|| V| %oo((kq)T,kT;L?(Q))

kT

Cg/ ]u’|2dth
kT 2

Cy / / %u\” irar
(k—1)T JT4 v
kT

05/ ]VUu\2dth

ar’dt

/kT / ou 2
€) —
(k—1)T JT4 ov
kT
e/ /]Vu\%ixdt—l—(%/ /\u\p”dxdt
k—1)T
Cs(e) / /|u|2(p+1)dxdt
/ /|Vu| dxdt,

onde € é uma constante positiva arbitraria.

Da desigualdade acima e considerando € suficientemente pequeno, obtemos:

[, e wedsar < ¢ {Emr o

+ HvuH%OO((k—l)T,kT;LQ(Q))

kT
+ / |u/|*dTdt
kT 2
|2
(k—1)T JT4 v
kT
+ / |V u|*dldt

kT
+ / / |u|? 2 dxdt
(k—1)T JQ
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kT
/ / |u|2(p+1)dxdt}, (3.135)
(k—1)T JQ

1
Por outro lado, pelo Lema 3.3.2, para o > 0 e 0 < § < — suficientemente

onde C é uma constante positiva.

pequenos, temos, procedendo iterativamente, para todo k € N*,

kT—« 2
/ / |VUU|2dth S CT,a,(S / + |U,|2 dEk
1)T+CM Fk,l Ek,l

- CTHUHL? (k=D)TkT;H3+3(Q)) +/Q |u|2(p+1)ko} (3.136)
k

@
ov

Considerando em (3.135) o intervalo ((k — )T 4+ o, kT — «) no lugar de
[((k—1)T,kT)] e aplicando a tltima desigualdade resulta (3.126), o que prova o

Lema.
Agora, observemos que por (2.2) e (2.5) temos
[/ (®)[5 + Vu(t)|; < CE(t) < CE(0), t >0, (3.137)

onde C' depende apenas de p. Tomando o supremo essencial em (3.137) sobre

[((k—1)T,kT)], resulta
“u,||2L°°((k_1)T7kT%L2(Q)) + ”vu||2L°°((k—1)T,kT;L2(Q)) < CE((’ﬁ' — 1)T) (3138)

Por outro lado, da relacao

E'(t)y=— [ pu)udl <0, t >0,

1N

segue que

t) + /t B(u")u'dlds = E(s). (3.139)
s I

Substituindo (3.139) em (3.138) com s = (k — 1)T e t = kT', obtemos

{ (kT) + / Nu dth}
)T

CE(KT

/Z (182 + ['[?) de]. (3.140)

IN

Hu/H%oo((k_l)T,kT;B(Q)) + HVUH%M((k_nT,kT;L?(Q))

IN

_|_
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0
De (3.136), (3.140) e observando que a—u = —f(u') em I'y concluimos que
v

kT —«
/( @2+ V@I dt < Cras

E—1)T+o
+ / |u|2(0+1)ko + / |u|p+2ko:|
Qk Qk

+ Craslull

E(KT) + / (1B + o' ?) Sy

L2((k=D)TT;H3 Q)" (3.141)

Usando novamente (3.137) e (3.139) com s = (k — 1)T e t = kT e considerando

a > 0 anteriormente escolhido, obtemos

(k—1)T+a LT
[ R v+ [ ol 9l a

CEE(k; -DD)[((k=1)TH+a)— ((k—1)T)

IN

+ (KT — (KT — a))] = 2aCE((k — 1)T)

< 2aC [E(KT)

+/E (\ﬁ(u’)|2+|u’]2)d2k]. (3.142)

De (3.141) e (3.142) resulta que

kT
/ I OIE+ [Va®)2] dt < Cras
(k—1)T

+ / 2D a0, + / |uyp+2ko]
Qr Qr
+ Crasllull

E(T) + / (1B + ') dS

(3.143)

L2((k—1)T,kT; H2+5(Q))

Observemos que pelo teorema 1.4.10 temos

2¢?
F”“Hm (k=1)T,kT;H(Q))

IA

CTQCSHUHLQ (k—1)T.kT; H7+5(Q))

Coe)||ull L2(r—1yr wr;L2(02))

kT
92 / IVu(t)|2dt
(k—1)T

IN -+

+

Ce) / | (t)||5dt (3.144)

(k—1)T

onde C7 > 0 ¢ tal que ||[Vully < Ci||ul go)
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Substituindo (3.144) em (3.143) com € > 0 suficientemente pequeno, resulta

kT
/( O+ [Va®)2] dt < Cros

k—1)T

E(k;T)+/E‘ (18P + ') dS

+ / 2D g0, + / |u!p+2ko]
Qk Qr

© Cras / u?dQy.
Qk
Da desigualdade acima concluimos que

N ' 5 _2 p+2
/(kl)T[”“(t)”Q + |]Vu(t)||2—p+2|| o2t

S CT,a,(S

E(T) + / (1B + [o[?) dsy + / WECRFo
Y1

Qk

+ / |U|p+2ko+CT,a,5/ lu?dQy,
Qk Qk

ou, equivalentemente, obtemos o seguinte resultado:

Lema 3.3.4 Sob as hipoteses do Lema 3.53.3 temos, para todo k € N*,

kT
/ E(t)dt < Cpos
(

k—1)T

E(kT) + /2 (|ﬁ(u')|2 + |u'|2) Xy, + /Q u|?dQy,
+ /Qk lu|P2dQy, +/Qk |u|2(p+1)ko} : (3.145)

O nosso proximo passo é estimar os dois ltimos termos do lado direito de (3.145).
kT
Estimativa para I; := / / |u|P 2 dxdt.

De (3.23) segue que
Ju(®)[[pr2 < Jlult )H"”Hu( )Hﬂil (3.146)

Entdo, considerando A a constante de imersdo de V em L***)(Q) temos, pela

desigualdade de Young, que

CN\2(p+1) €
+2 2 2(p+1)
lu@®)iprz < ——llu®lz + 55 IVa@ll",
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para todo € > 0 e C' =
((k—1)T,kT), resulta:

p+2 [2(,0—1—2)

p
E(O)] . De (2.6) e integrando sobre
p p

kT

kT
€
b oo [ Va0 CeBO) [ fute) e
(k=T (k=1)T
kT kT
< . / E(t)dt + C(e, E(0)) / u(®) 24, (3.147)
(k—=1)T (k—1)T
para todo € > 0.
. . L = 2(p+1
Estimativa para Iy := 2 ||u(t )||2( +1
(k—=1)T
Por (3.31) temos
2 1 2(l—« 1 o 2a 1
() 15017 < lu(t) |34V p2ee D | T )32 (3.148)

2
onde j é a constante da imersio V < L2PTD+5(Q), 56 tal que 2(p+1) +s < _n2

e a ¢ dada em (3.29).

Da desigualdade (3.33), para todo € > 0, tomando a = p2@+0 ||y(¢)]| 20T
1 1

b= ||Vau()|2t, p = ep = , segue de (3.148
Vel P = v O T T a1y R e O
que
sprn U ), € (ot D][1-(1—a)(p+ 1))
@ 3(041) < —amaer L@z + S Va@)]): . (3.149)
pe (I—a)(p+1) p
2a(p+1) 2p
Como =2+ , de (3.149) resulta
I1—-(1—-a)(p+1) 1-(1-a)(p+1) ( )
2 1 7
lu®)5651) < CO) @I + ke (2), (3.150)
onde
2a(1—a)~ !
1
Cle) = ——aamm
pe (I—a)(p+1)
e

2p
1-(1-a)(p+1)

T 120012 {2(p+2)
poop p

£(0)
Integrando (3.150) sobre ((k — 1)7’, kT) obtemos

kT kT
Iy < 2ke / E(t)dt + C(e) / () |)2dt, Ve > 0. (3.151)
( (k=1)T

k—1)T
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Substituindo (3.147) e (3.151) em (3.145) e considerando € > 0 suficientemente

pequeno concluimos que

/M E(t)dt < C(E(0))
(

k—1)T

E(kT)+/E (|8 + ') dth+C’T/

Qk

|U|2ko:] .
(3.152)

Lema 3.3.5 Sob as hipdteses (A.1), (A.2) e (H.1) existe C(E(0)) tal que se {u,u’}
¢ a solugio do problema (2.1) entao, para Ty suficientemente grande e T > Ty,

temos

kT
/ /|u| dxdt < C(E {/ / dth+/ |u’|2dth}.
I (k—1)T JT1

(3.153)

Demonstracgao: Procedendo de maneira analoga a prova do Lema 3.1.2, concluimos

o desejado.
[
Combinando (3.152) e o Lema 3.3.5 obtemos o seguinte resultado:
Lema 3.3.6 Seja T > 0 suficientemente grande. Entao,
BT) < C(TBO) [ (187 + o) ds
k1
Demonstracao: De (3.152) e (3.153) segue que
TE(KT) < C(E(0)) | BE(kKT) + CT/E (|6 + [u']?) dSy
k1
Entao
[T~ CEBONIEGET) < CT.B0) [ (80P + ') ds
k1
e para T" > 0 suficientemente grande o resultado segue.
[
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Lema 3.3.7 Com p(s) definida em (3.121) e T' > 0 suficientemente grande, temos:

p(E(KT)) + E(kT) < E((k — 1)T).

Demonstracao: Denotaremos

Y= {u € L*(Sk1); |u| > N quase sempre}

Yp =Yg — X4
onde N > 0 é definido no inicio desta secao.

Da hipétese (H.3), isto é,
Cils| < |B(s)] < Cols|, s > 1,
temos:

/E(!ﬁ(U’)\er!u’IZ)dEk < /E (CalB()|'| + CrH B u])

— (@O [ s (3.154)

Za

Por outro lado, da defini¢ao de h dada no inicio desta segdo e como (3(s)s > 0,

se s # 0, obtemos:

/E(|ﬁ(u’)l2+|u’|2)d2k < /E h (18| |[W]) dSy,
= /E h(u'B(u'))dEy. (3.155)

Pela desigualdade de Jensen resulta

/2 h(u'B)dEp < med(Xg1)h <m/2 u’ﬁ(u’)d2k>

DI
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Combinando as desigualdades (3.154)-(3.156) com o Lema 3.3.6 segue que

E(kT) < Cr(£(0) (/E (IU’|2+|ﬁ(U’)|2)dEk>

< Cr(E(0)) ((02 +Cf1)/ u'B(u)dEy,
k1
+ med(Seq)h ( / u'ﬁ(u’)d2k>> . (3.157)
g1
~ -1
Tomando k = mmed(&c,l) e C = %, e aplicando p em ambos

lados de (3.157) resulta

p(B(KT)) < p(% (c1+7) ( /E u’ﬁ(u’)d2k>>
_ (01+E)_1 ('15 (%(CHE))) (/Ek u’ﬁ(u’)d2k>
- /Z dz,:d_ / /F o' B(u')dldt

- /kT —E'(t)dt = E((k —1)T) — E(KT),
(k-1)T

o que prova o Lema.

Para concluir a prova do Teorema 3.3.1, precisaremos do seguinte resultado:

Lema 3.3.8 Seja p uma fungao crescente, positiva, tal que p(0) = 0. Desde que
p € crescente podemos definir uma fungdo crescente q, q(x) = x — (I + p)~!(z).

Considere uma sequéncia s, de numeros positivos que satisfaz
Sm+1 +p(8m+1) S Sm- (3158)
Entao s, < S(m) onde S(t) é uma solu¢do da equacdo diferencial

C8(0) +a(S(1) = 0, S(0) = 5, (3.159)

Além disso, se p(x) > 0 para x > 0 entdo lim S(t) = 0.

t——+o0
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Demonstragao: Faremos a prova por inducao sobre m. Com efeito, para m = 0
segue de (3.158) que
(I +p)81 < . (3160)

Desde que (I + p)~! é crescente temos que s; — so < —¢q(sg), ou seja,

s1 < so — q(so)- (3.161)

Por outro lado, como ¢ é uma fungao crescente, a solugao S(t) de (3.159) é tal

que

S(t) < S(r), YVt > > 0. (3.162)
Integrando (3.159) de 0 & 1 obtemos:
S(1) = S(0) + /0 (S =0,
Como ¢ é crescente, de (3.162) e da hipétese S(0) = s, resulta
S(1) = 5(0) —q(5(0)) = (I —¢)5(0)

= (I+p)7'S00)=(I+p) s

= so—q(s0) > s1.

Portanto S(1) > s;.

Suponha, por indugao matemdtica, que S(m) > s,,. Assim, para m + 1 e de
(3.158) temos
(I +Dp)sSmi1 < Sm. (3.163)

Como (I + p)~! é crescente, resulta:

Sma1 < Sm— q(Sm)- (3.164)

Agora, integrando (3.159) de m a m + 1 obtemos que

m+1

S(m+1) — S(m) +/ o(S(7))dr = 0.

m
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Desde que g é crescente, de (3.162) e da hipdtese indutiva obtemos:

Sim+1) = S(m)—q(S(m)) = (I —q)S(m)
= (I +p)"'S(m) > (I +p) s,

= Sm—q(Sm)- (3.165)
De (3.164) e (3.165) resulta

S(m+1) > spmar,

0 que prova a indugao.
Para finalizarmos a prova do lema resta-nos provar que se p(x) > 0 para = > 0

entdo lim S(t) =0.

t——+oo

Com efeito, por (3.159), para cada T > 0, temos

e por (3.162) resulta

ou seja,

S(T) < S(0) — Tq(S(T)). (3.166)

Por (3.162) temos que S(t) é uma fun¢do mondtona nao crescente e limitada
inferiormente pelo 0, pois S(m) > s,,, Ym € N e s, sdo numeros positivos. Seja

C =inf {S(t); t > 0}. Observe que C' = tliin S(t). Agora mostraremos que C' = 0.

De fato, suponhamos, por absurdo, que C' > 0. Logo, de (3.166) obtemos que

S(T) < S(0) — Tq(C),¥T > 0. (3.167)

Como p(x) > 0 para « > 0 obtemos que ¢(C') > 0, pois caso contrario, se

Jdrg > 0 tal que g(zg) < 0 segue que zo — (I + p)~H(zo) < 0, se, e somente se,
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zo < (I + p)~1(xg), se, e somente se, (I + p)(zg) < xo, ou ainda, se, e somente se,
p(z9) < 0, o que é absurdo!
Portanto, tomando T € N tal que S(0) < T'q(C) resulta de (3.167) que S(T) < 0

o que é absurdo.

Logo, lim S(t) = 0.

t——+o00
|
Aplicando o Lema 3.3.7 obtemos
EkT)+p(EET)) < E((k—1)T), VE=1,2,.... (3.168)
Pondo
sk =E(E—=1)T), so = E(0)
e aplicando o Lema 3.3.8 segue que
E(k—1DT)<Sk-1), k=1,2,....
Tomando t = (k — 1)T+ 7, 0 < 7 < T resulta
t— t
E(t) < E((k—1)T) gS(k—l):S< TT) SS(T_l) , parat >T
o que finaliza a prova do Teorema 3.3.1.
[ |
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