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Resumo

Neste trabalho provaremos a existência de solução e fornecemos taxas de decai-

mento para a energia associada ao problema





utt −∆u = |u|ρu em Ω× (0, +∞)
u = 0 em Γ0 × (0, +∞)
∂u

∂ν
+ β(ut) = 0 em Γ1 × (0, +∞)

u(x, 0) = u0(x), ut(x, 0) = u1(x), x ∈ Ω;

onde Ω é um domı́nio limitado do Rn, ∂Ω = Γ0 ∪ Γ1 e β é uma função não linear

que não possui necessariamente um crescimento polimonial próximo à origem.
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Abstract

In this work we prove the existence of solution and we give decay rates for the

energy associated to the problem





utt −∆u = |u|ρu in Ω× (0, +∞)
u = 0 on Γ0 × (0, +∞)
∂u

∂ν
+ β(ut) = 0 on Γ1 × (0, +∞)

u(x, 0) = u0(x), ut(x, 0) = u1(x), x ∈ Ω;

where Ω is a bounded domain of Rn, ∂Ω = Γ0 ∪ Γ1 and β is a nonlinear function

which has necessarily not a polynomial growth near the origin.
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Introdução

Este trabalho é dedicado ao estudo da existência de solução bem como das taxas

de decaimento da energia associada à equação da onda com um termo de fonte e

sujeita à uma dissipação não linear na fronteira





utt −∆u = |u|ρu em Ω× (0, +∞)
u = 0 em Γ0 × (0, +∞)
∂u

∂ν
+ β(ut) = 0 em Γ1 × (0, +∞)

u(x, 0) = u0(x), ut(x, 0) = u1(x), x ∈ Ω;

onde Ω é um domı́nio limitado e estrelado do Rn, n ≥ 1, com fronteira regular

Γ = Γ0 ∪ Γ1 verificando às seguintes condições: med(Γ0) > 0; Γ0 e Γ1 são fechadas

e disjuntas, e ν representa o vetor normal unitário exterior à Γ.

A equação da onda linear sujeita à uma dissipação não linear na fronteira tem

sido amplamente estudada. Quando β(s) = sp, s ∈ [0, 1], para algum p > 1, Zuazua

[41] obteve taxas de decaimento exponencial se p = 1 e polinomial se p > 1. Quando

nenhuma hipótese de crescimento na origem é imposta sobre a função β, Lasiecka e

Tataru [19] estudaram a equação da onda não linear sujeita à uma dissipação não

linear atuando na parte Γ1 da fronteira Γ = Γ0 ∪Γ1. O método por eles introduzido

é utilizado na seção 3.3 para obtenção de taxas de decaimento mais gerais, posto

que nenhuma condição geométrica é imposta na parte Γ0.

Na seqüência, Martinez [23] exibiu taxas de decaimento expĺıcitas para a energia

mesmo que a função β não possua um comportamento polinomial na origem. O

método apresentado por Martinez [23] nos fornece um grande número de taxas de

decaimento expĺıcitas, considerando o grande espectro de escolhas que temos para a
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função g, que define o comportamento de β na origem. Embora em alguns casos este

método nos forneça taxas ótimas, uma aplicação direta do mesmo nos mostra que,

em outros casos, as taxas obtidas não são as melhores posśıveis; podemos considerar,

por exemplo, o caso β(s) = sp, p > 1.

Neste trabalho, apresentamos uma abordagem didática do artigo dos autores

Cavalcanti, Domingos Cavalcanti e Martinez [9], que generaliza os resultados de [23]

no que se refere à obtenção de taxas expĺıcitas de decaimento da energia, mesmo

que β não possua crescimento polinomial na origem, associada à equação da onda

com uma não linearidade atuando no domı́nio.

A organização deste trabalho é o seguinte: No Caṕıtulo 1 apresentaremos algu-

mas notações e resultados básicos, necessário ao desenvolvimento do estudo feito. No

Caṕıtulo 2 provaremos a existência e unicidade de solução para o problema proposto

e no Caṕıtulo 3 exibimos as taxas de decaimento de energia.
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Caṕıtulo 1

Resultados preliminares

No presente caṕıtulo serão fixadas as notações e enunciados as definições e

resultados fundamentais ao desenvolvimento deste trabalho.

1.1 Distribuições e espaços funcionais

1.1.1 Noção de derivada fraca

No estudo de problemas descritos pelas equações diferenciais parciais cujos dados

iniciais não são regulares o suficiente para possuirem derivada no sentido clássico,

faz-se necessária a introdução de um novo conceito de derivada.

Para entendermos tal conceito necessitamos de algumas definições:

1o) Espaço das funções testes

Dados α = (α1, α2, . . . , αn) ∈ Nn e x = (x1, x2, . . . , xn) ∈ Rn, representaremos

por Dα o operador derivação de ordem α definido por

Dα =
∂|α|

∂x1
α1∂x2

α2 . . . ∂xn
αn

,

onde |α| =
n∑

i=1

αi. Se α = (0, 0, . . . , 0), defini-se Dαu = u.

Seja Ω um aberto do Rn. Denotaremos por C∞
0 (Ω) como o conjunto das funções

ϕ : Ω → K ( onde K = R ou K = C) que são infinitamente diferenciáveis em Ω
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e que possuem suporte compacto, onde o suporte de ϕ é, por definição, o fecho do

conjunto {x ∈ Ω; ϕ(x) 6= 0} em Ω. Denotamos supp(ϕ) = {x ∈ Ω; ϕ(x) 6= 0|}Ω
.

Dizemos que uma seqüência {ϕν} ⊂ C∞
0 (Ω) converge para zero, e denotamos

ϕν → 0, se, e somente se, existe um subconjunto compacto K de Ω, tal que:

(i) supp(ϕν) ⊂ K, ∀ν ∈ N;

(ii) Dαϕν → 0 uniformemente sobre K, ∀α ∈ Nn.

Dizemos que uma seqüência {ϕν} ⊂ C∞
0 (Ω) converge para ϕ ⊂ C∞

0 (Ω) quando

a seqüência {ϕν − ϕ} converge para zero no sentido acima definido.

O espaço C∞
0 (Ω), munido desta noção de convergência , é denominado espaço

das funções testes, e denotado por D(Ω).

2o) Distribuição sobre um aberto Ω ⊂ Rn

Uma distribuição sobre Ω é uma forma linear e cont́ınua definida em D(Ω). O

conjunto de todas as distribuições sobre Ω é um espaço vetorial, o qual representamos

por D′
(Ω) e denominamos espaço das distribuições sobre Ω. Munimos D′

(Ω) da

seguinte noção de convergência: Seja (Tν) uma sucessão em D′
(Ω) e T ∈ D′

(Ω).

Diremos que Tν → T em D′
(Ω) se a seqüência numérica {〈Tν , ϕ〉} converge para

〈T, ϕ〉 em R, qualquer que seja ϕ ∈ D(Ω).

3o) Denotaremos por L1
loc(Ω) o espaço das (classes de) funções u : Ω → K tais

que |u| é integrável no sentido de Lebesgue sobre cada compacto K de Ω.

De posse destas definições estamos aptos a entender este novo conceito de derivada.

S. Sobolev introduziu, em meados de (1936), uma noção global de derivada a qual

denominou derivada fraca, cuja construção dar-se-á a seguir:

Sejam u, v definidas num aberto limitado Ω do Rn, cuja fronteira Γ é regular.

Suponhamos que u e v possuam derivadas parciais cont́ınuas em Ω = Ω ∪ Γ. Se u

ou v se anulam sobre Γ, obtemos do lema de Gauss que

∫

Ω

u
∂v

∂xk

dx = −
∫

Ω

v
∂u

∂xk

dx.
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A expressão anterior motivou a definição de derivada fraca dada por Sobolev:

Uma função u ∈ L1
loc(Ω) é derivável no sentido fraco em Ω, quando existe uma função

v ∈ L1
loc(Ω) tal que

∫

Ω

u(x)
∂ϕ(x)

∂xk

dx = −
∫

Ω

v(x)ϕ(x)dx,

para toda ϕ ∈ D(Ω).

Embora tal conceito de derivada tenha sido um marco na evolução do conceito de

solução de uma equação diferencial, ele apresenta uma grave restrição posto que nem

toda função de L1
loc(Ω) possui derivada neste sentido. No intuito de sanar este tipo

de problema, Laurent Schwartz, em meados de 1945, introduziu a noção de derivada

no sentido das distribuições, a qual generaliza a noção de derivada formulada por

Sobolev, como segue:

Seja T uma distribuição sobre Ω e α ∈ Nn. a derivada de ordem α de T , no

sentido das distribuições, é definida por:

〈DαT, ϕ〉 = (−1)|α|〈T, Dαϕ〉; ∀ϕ ∈ D(Ω).

Verificamos que DαT é ainda uma distribuição e que o operador

Dα : D′
(Ω) → D′

(Ω), tal que a cada T associa DαT , é linear e cont́ınuo.

1.1.2 Os espaços Lp(Ω)

Seja Ω um aberto do Rn. Representaremos por Lp(Ω), 1 ≤ p < +∞, o espaço

vetorial das (classes de) funções u definidas em Ω com valores em K, mensuráveis,

tais que |u|p é integrável no sentido de Lebesgue em Ω.

Representaremos por L∞(Ω) o espaço vetorial das (classes de) funções u definidas

em Ω com valores em K, mensuráveis e essencialmente limitadas em Ω, ou seja, o

supremo essencial de |u| é finito onde supremo essencial de |u| é o ı́nfimo do conjunto

{λ > 0; |u(x)| ≤ λ, para quase todo x ∈ Ω}.
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O espaço Lp(Ω) munido da norma

‖u‖Lp(Ω) =

(∫

Ω

|u(x)|pdx

) 1
p

, para 1 ≤ p < +∞

e

‖u‖L∞(Ω) = sup
x∈Ω

ess|u(x)|, para p = +∞,

é um espaço de Banach.

No caso p = 2, L2(Ω) é um espaço de Hilbert munido do produto interno

(u, v) =

∫

Ω

u(x)v(x)dx.

Teorema 1.1.1 (Teorema da Convergência Dominada de Lebesgue) - Seja

(uν)ν∈N uma seqüência de funções integráveis num aberto Ω ⊂ Rn, convergente quase

sempre para uma função u. Se existir uma função u0 ∈ L1(Ω) tal que |uν | ≤ u0 quase

sempre, ∀ν ∈ N então u é integrável e tem-se

∫

Ω

u = lim
ν→∞

∫

Ω

uν .

Demonstração: Ver [26].

Proposição 1.1.2 (Desigualdade de Young) - Sejam 1 < p, q < ∞ tal que

1
p

+ 1
q

= 1 e a, b > 0. Então

ab ≤ ap

p
+

bq

q
.

Demonstração: Ver [4].

Proposição 1.1.3 (Desigualdade de Minkowski) - Sejam 1 ≤ p ≤ ∞ e f, g ∈
Lp(Ω), então

‖f + g‖Lp(Ω) ≤ ‖f‖Lp(Ω) + ‖g‖Lp(Ω).

Demonstração: Ver [26].
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Proposição 1.1.4 (Desigualdade de Hölder) - Sejam u ∈ Lp(Ω) e v ∈ Lq(Ω)

com 1 ≤ p ≤ ∞ e 1
p

+ 1
q

= 1. Então uv ∈ L1(Ω) e temos a desigualdade

∫

Ω

|uv| ≤ ‖u‖Lp(Ω)‖v‖Lq(Ω).

Demonstração: Ver [4].

Segue como corolário da proposição anterior o seguinte resultado:

Corolário 1.1.5 (Desigualdade de Hölder generalizada) - Sejam f1, f2, . . . , fk

funções tais que fi ∈ Lpi(Ω), pi ≥ 1, 1 ≤ i ≤ k, onde 1
p1

+ 1
p2

+ . . . + 1
pk

= 1
p

e 1
p
≤ 1.

Então o produto f = f1f2 . . . fk ∈ Lp(Ω) e

‖f‖Lp(Ω) ≤ ‖f1‖Lp1 (Ω)‖f2‖Lp2 (Ω) . . . ‖fk‖Lpk (Ω).

Proposição 1.1.6 (Desigualdade de interpolação) - Se u ∈ Lp(Ω)∩Lq(Ω) com

1 ≤ p ≤ q ≤ ∞ então u ∈ Lr(Ω) para todo p ≤ r ≤ q e se tem a desigualdade

‖u‖Lr(Ω) ≤ ‖u‖θ
Lp(Ω)‖u‖1−θ

Lq(Ω)

onde 0 ≤ θ ≤ 1 verifica 1
r

= θ
p

+ 1−θ
q

.

Demonstração: Ver [28].

Além dos resultados acima, temos que:

(i) Lp(Ω) é reflexivo para todo 1 < p < +∞;

(ii) Lp(Ω) é separável para todo 1 ≤ p < +∞;

(iii) D(Ω) tem imersão cont́ınua e densa em Lp(Ω) para todo 1 ≤ p < +∞;

(iv) Se Ω é limitado e 1 ≤ p1 < p2 ≤ +∞ então Lp2(Ω) ↪→ Lp1(Ω), onde ↪→
denota que a identidade é uma injeção cont́ınua.

(v) Se (fn) é uma seqüência em Lp(Ω) e f ∈ Lp(Ω) são tais que ‖fn−f‖Lp(Ω) → 0

então existe uma subseqüência (fnk
) tal que fnk

(x) → f(x) quase sempre em Ω.
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Proposição 1.1.7 (Teorema da Representação de Riesz) - Sejam

1 < p < +∞, ϕ ∈ (Lp(Ω))
′
com 1

q
+ 1

p
= 1. Então existe uma única u ∈ Lq(Ω), tal

que

〈ϕ, v〉 =

∫

Ω

u(x)v(x)dx, ∀v ∈ Lp(Ω) e ‖u‖Lq(Ω) = ‖ϕ‖
(Lp(Ω))

′ .

A aplicação ϕ 7→ u é um operador linear isométrico e sobrejetivo que permite iden-

tificar o dual de Lp(Ω) com Lq(Ω).

Demonstração: Ver [4].

Quando p = ∞, temos:

Proposição 1.1.8 Seja ϕ ∈ (L1(Ω))
′
, então existe uma única u ∈ L∞(Ω) tal que

〈ϕ, v〉 =

∫

Ω

u(x)v(x)dx, ∀v ∈ L1(Ω) e ‖u‖L∞(Ω) = ‖ϕ‖
(L1(Ω))

′ .

Demonstração: Ver [4].

Denotaremos por Lp
loc(Ω), 1 ≤ p < +∞ o espaço das (classes de) funções

u : Ω → K tais que |u|p é integrável no sentido de Lebesgue sobre cada compacto K

de Ω, munido da seguinte noção de convergência: Uma sucessão uν converge para

u ∈ Lp
loc(Ω) se para cada compacto K de Ω tivermos

pK(uν − u) =

(∫

K

|uν(x)− u(x)|pdx

) 1
p

→ 0, quando ν → +∞.

Proposição 1.1.9 (Lema de Du Bois Raymond) - Seja u ∈ L1
loc(Ω), então

Tu = 0 se, e somente se, u = 0 quase sempre em Ω. Onde Tu é a distribuição

definida por 〈Tu, ϕ〉 =
∫

Ω
u(x)ϕ(x)dx, ∀ϕ ∈ D(Ω).

Demonstração: Ver [27].

Desta proposição tem-se que Tu fica univocamente determinada por u ∈ L1
loc(Ω),

isto é, se u, v ∈ L1
loc(Ω), então Tu = Tv se, e somente se, u = v quase sempre em Ω.
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Proposição 1.1.10 Seja (uν)ν∈N ⊂ Lp
loc(Ω), 1 ≤ p < +∞, tal que uν → u em

Lp
loc(Ω), então uν → u em D′

(Ω).

Demonstração: Ver [27].

1.1.3 Espaços de Sobolev

Seja Ω um aberto do Rn, 1 ≤ p ≤ +∞ e m ∈ N. Se u ∈ Lp(Ω), então u possui

derivadas de todas as ordens no sentido das distribuições, mas não é verdade, em

geral, que Dαu seja uma distribuição definida por uma função de Lp(Ω). Quando

Dαu é definida por uma função de Lp(Ω) definimos um novo espaço denominado

espaço de Sobolev. Representamos por Wm,p(Ω) o espaço vetorial de todas as funções

u ∈ Lp(Ω), tais que para todo α ∈ N onde |α| ≤ m, Dαu pertence à Lp(Ω), sendo

Dαu a derivada no sentido das distribuições.

O espaço Wm,p(Ω) munido da norma

‖u‖m,p =


 ∑

|α|≤m

∫

Ω

|Dαu|pdx




1
p

, para 1 ≤ p < ∞,

e

‖u‖m,∞ =
∑

|α|≤m

sup
x∈Ω

ess|Dαu(x)|, para p = ∞

é um espaço de Banach.

Representamos Wm,2(Ω) por Hm(Ω), devido a sua estrutura hilbertiana, ou seja,

os espaços Hm(Ω) são espaços de Hilbert.

É sabido que C∞
0 (Ω) é denso em Lp(Ω), mas não é verdade que C∞

0 (Ω) é denso

em Wm,p(Ω), para m ≥ 1. Motivado por este fato definimos o espaço Wm,p
0 (Ω) como

sendo o fecho de C∞
0 (Ω) em Wm,p(Ω), isto é,

C∞
0 (Ω)

W m,p(Ω)
= Wm,p

0 (Ω).
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Observação 1.1.11 Quando Ω é um aberto limitado em alguma direção xi de Rn

e 1 ≤ p < ∞ consideramos Wm,p
0 (Ω) munido da norma

‖u‖ =


 ∑

|α|=m

∫

Ω

|Dαu(x)|pdx




1
p

que é equivalente a norma ‖u‖m,p.

Suponha que 1 ≤ p < ∞ e 1 < q ≤ ∞ tal que 1
p

+ 1
q

= 1. Representa-se por

W−m,q(Ω) o dual topológico de Wm,p
0 (Ω). O dual topológico de Hm

0 (Ω) denota-se

por H−m(Ω).

Prosseguindo nas definições dos espaços nos quais trabalharemos caracterizare-

mos os espaços Hs(Ω), s ∈ R. Consideremos S = {ϕ ∈ C∞(Rn); lim
‖x‖→∞

p(x)Dαϕ(x) =

0, para todo polinômio p de n variáveis reais e α ∈ Nn} o espaço das funções

rapidamente decrescente no infinito, S
′
o dual topológico de S e para cada função

u ∈ L1(Rn) a transformada de Fourier de u definida por

û(x) = (2π)
−n
2

∫

Rn

e−i(x,y)u(y)dy,

onde (x, y) =
n∑

j=1

xjyj.

Definimos, para todo s ∈ R

Hs(Rn) =
{

u ∈ S
′
; (1 + ‖x‖2)

s
2 û ∈ L2(Rn)

}
.

Além disso, se s ≥ 0 temos que H−s(Rn) = (Hs(Rn))
′

e Hs(Rn) ↪→ L2(Rn) ↪→
H−s(Rn).

Seja Ω um aberto bem regular do Rn, ou o semi-espaço Rn
+. Consideremos a

aplicação:

rΩ : L2(Rn) → L2(Ω)
u 7→ rΩu = u|Ω

que associa u à sua restrição rΩu à Ω. Assim, para s ≥ 0 temos que

Hs(Ω) = {v|Ω; v ∈ Hs(Rn)}
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e

H−s(Ω) = (Hs
0(Ω))

′
onde Hs

0(Ω) = D(Ω)
Hs(Ω)

.

Teorema 1.1.12 (Imersão de Sobolev) - Seja Ω um aberto do Rn, então

Hm(Ω) ↪→ Ck(Ω), se m >
n

2
+ k,

onde Ck(Ω) é o espaço de Banach das restrições a Ω das funções pertencentes a

Ck(Rn).

Demonstração: Ver [25].

Proposição 1.1.13 Sejam Ω um conjunto aberto do Rn, de classe Cm, com fron-

teira limitada; m um inteiro tal que m ≥ 1 e 1 ≤ p < ∞. Temos as segintes

imersões cont́ınuas:

se 1
p
− m

n
> 0 então Wm,p(Ω) ↪→ Lq(Ω), onde 1

q
= 1

p
− m

n
,

se 1
p
− m

n
= 0 então Wm,p(Ω) ↪→ Lq(Ω), ∀q ∈ [p, +∞[,

se 1
p
− m

n
< 0 então Wm,p(Ω) ↪→ L∞(Ω).

Demonstração: Ver [7].

Teorema 1.1.14 (Teorema de Rellich Kondrachov) - Seja Ω um subconjunto

aberto limitado do Rn, Ω de classe C1 e 1 ≤ p ≤ ∞. Então:

se p < n, W 1,p(Ω) ↪→c Lq(Ω), ∀q ∈ [1, p∗], onde 1
p∗ = 1

p
− 1

n
;

se p = n, W 1,p(Ω) ↪→c Lq(Ω), ∀q ∈ [1, +∞[;

se p > n, W 1,p(Ω) ↪→c C(Ω).

Demonstração: Ver [7].

Observação 1.1.15 ↪→c indica imersão compacta.
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1.1.4 Espaços funcionais à valores vetoriais

Seja X um espaço de Hilbert. Denotaremos por D(0, T ; X) o espaço localmente

convexo das funções vetoriais ϕ :]0, T [7→ X indefinidamente diferenciáveis com su-

porte compacto em ]0, T [. Diremos que ϕν → ϕ em D(0, T ; X) se

i) ∃K compacto de ]0, T [ tal que supp(ϕν) e supp(ϕ) estào contidos em K, ∀ν;

ii) Para cada k ∈ N, ϕ
(k)
ν (t) → ϕ(k)(t) em X uniformemente em t ∈]0, T [.

O espaço das aplicações lineares e cont́ınuas de D(0, T ) = D(0, T ;R) em X será

denotado por D′
(0, T ; X), isto é, S ∈ D′

(0, T ; X) se S : D(0, T ) 7→ X é linear e

se θµ → θ em D(0, T ) então 〈S, θµ〉 → 〈S, θ〉 em X. Diremos que Sν → S em

D′
(0, T ; X) se 〈Sν , θ〉 → 〈S, θ〉 em X, ∀θ ∈ D(0, T ). O espaço D′

(0, T ; X) equipado

com a convergência acima é denominado espaço das distribuições vetoriais de ]0, T [

com valores em X.

Observamos que o conjunto {θξ, θ ∈ D(Ω), ξ ∈ X} é total em D(0, T ; X).

Denotaremos por Lp(0, T ; X) o espaço de Banach das (classes) de funções ve-

toriais u :]0, T [→ X fortemente mensuráveis em ]0, T [, ]0, T [ dotado da medida de

Lebesgue, tais que ∫ T

0

‖u(t)‖p
Xdt < ∞.

Então L2(0, T ; X) é um espaço de Hilbert munido do produto interno

(u, v) =

∫ T

0

(u(t), v(t))Xdt. Denotaremos por H1
0 (0, T ; X) o espaço de Hilbert

H1
0 (0, T ; X) =

{
v ∈ L2(0, T ; X); v′ ∈ L2(0, T ; X), v(0) = v(T ) = 0

}

munido do produto interno

((v, w)) =

∫ T

0

(v(t), w(t))Xdt +

∫ T

0

(v′(t), w′(t))Xdt.

Identificando L2(0, T ; X) com o seu dual (L2(0, T ; X))
′
, via teorema de Riesz,

obtemos então

D(0, T ; X) ↪→ H1
0 (0, T ; X) ↪→ L2(0, T ; X) ↪→ H−1(0, T ; X) ↪→ D′

(0, T ; X)
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onde

H−1(0, T ; X) =
(
H1

0 (0, T ; X)
)′

.

Proposição 1.1.16 Seja u ∈ L2(0, T ; X). Então existe um único f ∈ H−1(0, T ; X)

que verifica

〈f, θξ〉 = (〈u′, θ〉, ξ)X , ∀θ ∈ D(0, T ), ∀ξ ∈ X.

Baseado na proposição anterior, identificamos f com u′. Em razão disto, diremos

que se u ∈ L2(0, T ; X) então u′ ∈ H−1(0, T ; X).

Teorema 1.1.17 (Teorema da Média) - Se u : [0, T ] → X é integrável em [0, T ],

então para quase todo t ∈ (0, T )

lim
h→0

1

h

∫ t+h

t

u(τ)dτ = u(t).

Demonstração: Ver [13].

1.1.5 Funções escalarmente cont́ınuas (ou fracamente cont́ınuas)

Seja Y um espaço de Banach. Definimos o espaço das funções escalarmente

cont́ınuas (ou fracamente cont́ınuas) como o conjunto das funções f ∈ L∞(0, T ; Y )

tais que a aplicação t → 〈f(t), x〉 é cont́ınua sobre [0, T ], ∀x ∈ Y
′
, onde Y

′
é o dual

de Y . Denotamos tal espaço por Cs(0, T ; Y ) ou Cw(0, T ; Y ).

Denotaremos C1
s (0, T ; Y ) = {u ∈ Cs(0, T ; Y ); u′ ∈ Cs(0, T ; Y )}, onde u′ é a derivada

de u no sentido das distribuições. Da mesma forma, usaremos a seguinte notação:

C2
s (0, T ; Y ) = {u ∈ Cs(0, T ; Y ); u′ ∈ C1

s (0, T ; Y )}.

Observação 1.1.18 Se u ∈ L∞(0, T ; Y ) e u ∈ C([0, T ]; Y ) então u ∈ Cs(0, T ; Y ).

Lema 1.1.19 Sejam X e Y dois espaços de Banach, X ↪→ Y e X reflexivo. Então

L∞(0, T ; X) ∩ Cs(0, T ; Y ) = Cs(0, T ; X).

Demonstração: Ver [22].
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1.2 Teoria de Traço

Consideremos Ω = Rn
+ ou Ω um aberto limitado bem regular do Rn com fronteira

Γ. Por D(Γ) representamos o espaço vetorial das funções reais w definidas em Γ,

possuindo derivadas parciais cont́ınuas de todas as ordens. Dada uma função u

definida em Ω, representa-se γ0u a restrição de u à Γ.

Proposição 1.2.1 Existe uma constante positiva C tal que

‖γ0u‖H
1
2 (Γ)

≤ C‖u‖H1(Ω)

para toda u ∈ D(Ω).

Demonstração: Ver [28].

Considerando D(Ω) com a topologia induzida por H1(Ω), segue pela proposição

1.2.1 que a aplicação

γ0 : D(Ω) → H
1
2 (Γ)

é cont́ınua. Sendo D(Ω) denso em H1(Ω), esta aplicação se prolonga por con-

tinuidade à uma aplicação linear e cont́ınua, ainda representada por γ0, tal que

γ0 : H1(Ω) → H
1
2 (Γ),

a qual denomina-se função traço.

Teorema 1.2.2 A função traço aplica H1(Ω) sobre H
1
2 (Γ)e o núcleo de γ0 é o

espaço H1
0 (Ω).

Demonstração: Ver [28].

Consideremos, agora, Ω um aberto limitado do Rn com fronteira Γ bem regular

e seja ν a normal unitária exterior em Γ. Para todo j = 1, . . . , m − 1 e u ∈ D(Ω),

seja γju = ∂ju
∂νj

∣∣∣
Γ

a derivada normal de ordem j de u e γ0u = u|Γ. Da densidade do

espaço (D(Γ))m no espaço de Hilbert Hm− 1
2 (Γ)×Hm− 3

2 (Γ)× . . .×H
1
2 (Γ) temos o

seguinte resultado:
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Teorema 1.2.3 Existe uma única aplicação linear e cont́ınua γ do espaço Hm(Ω)

sobre o espaço Πm−1
j=0 Hm−j− 1

2 (Γ) com núcleo γ−1(0) = Hm
0 (Ω), verificando a seguinte

condição

γu = (γ0u, γ1u, . . . , γm−1u) , ∀u ∈ D(Ω).

Tal aplicação admite uma inversa à direita linear e cont́ınua.

Demonstração: Ver [28].

Além desses resultados, considerando os espaços de HilbertH0(Ω) = {u ∈ L2(Ω);

∆u ∈ L2(Ω)} e H1(Ω) = {u ∈ H1(Ω); ∆u ∈ L2(Ω)} munidos dos produtos inter-

nos (u, v)0 = (u, v)L2(Ω) + (∆u, ∆v)L2(Ω);∀u, v ∈ H0(Ω) e (u, v)1 = (u, v)H1(Ω) +

(∆u, ∆v)L2(Ω);∀u, v ∈ H1(Ω), respectivamente, temos os seguintes resultados:

Proposição 1.2.4 A aplicação linear γ : D(Ω) → H− 1
2 (Γ) ×H− 3

2 (Γ) definida por

u 7→ γu = (γ0u, γ1u) se estende por continuidade a uma única aplicação linear e

cont́ınua

γ : H0(Ω) → H− 1
2 (Γ)×H− 3

2 (Γ)

u 7→ γu = (γ0u, γ1u).

Além disso, a aplicação γ acima coincide com a aplicação traço de ordem dois.

Demonstração: Ver [8].

Proposição 1.2.5 A aplicação linear γ1 : D(Ω) → H− 1
2 (Γ) definida por

u 7→ γ1u = ∂u
∂ν

∣∣
Γ

se estende por continuidade a uma única aplicação linear e cont́ınua

γ1 : H1(Ω) → H− 1
2 (Γ).

Demonstração: Ver [8].

As demonstrações dos resultados enunciados no restante desta seção podem ser

encontrados em [31].
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1.2.1 Traço em L2(0, T ; Hm(Ω)).

Pelo visto anteriormente temos que existe uma aplicação traço

γ : Hm(Ω) →
m−1∏
j=0

Hm−j− 1
2 (Γ) (1.1)

que é linear, cont́ınua, sobrejetora, com núcleo Hm
0 (Ω), e admite uma inversa à

direita linear e cont́ınua.

Definamos a aplicação

γ : L2(0, T ; Hm(Ω)) → L2
(
0, T ;

∏m−1
j=0 Hm−j− 1

2 (Γ)
)

u 7→ γu, (γu)(t) = γu(t)
(1.2)

onde γu(t) é a aplicação (1.1) aplicado em u(t) ∈ Hm(Ω). Denotamos as aplicações

(1.1) e (1.2) com o mesmo śımbolo para não sobrecarregar a notação. A aplicação

definida em (1.2) é uma aplicação linear, cont́ınua, sobrejetora, com núcleo L2(0, T ; Hm
0 (Ω)),

que admite uma inversa à direita τ linear e cont́ınua, isto é,

τ : L2

(
0, T ;

m−1∏
j=0

Hm−j− 1
2 (Γ)

)
7→ L2(0, T ; Hm(Ω)), ; γ(τ(η)) = η. (1.3)

De forma análoga podemos definir

γ : H1
0 (0, T ; Hm(Ω)) → H1

0

(
0, T ;

∏m−1
j=0 Hm−j− 1

2 (Γ)
)

u 7→ γu, (γu)(t) = γu(t)
(1.4)

que tem as mesmas propriedades da aplicação (1.2).

Proposição 1.2.6 Seja u ∈ L2(0, T ; Hm(Ω)) com u′ ∈ L2(0, T ; Hm(Ω)) então

γu′ = (γu)′.

1.2.2 Traço em H−1(0, T ; Hm(Ω))

Seja K = L2(0, T ; Hm(Ω))×L2(0, T ; Hm(Ω)) e M o subespaço fechado de K dos

vetores {α, β} tais que

(α, v)L2(0,T ;Hm(Ω)) + (β, v′)L2(0,T ;Hm(Ω)),
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para todo v ∈ H1
0 (0, T ; Hm(Ω)). Então a aplicação

H−1(0, T ; Hm(Ω)) → M⊥

f 7→ {φ0
f , ψ

0
f} (1.5)

onde {φ0
f , ψ

0
f} ∈ Ef é tal que ‖f‖+‖{φ0

f , ψ
0
f}‖ e Ef = {{φf , ψf} ∈ K; (φf , v) + (ψf , v

′)

= 〈f, v〉 ∀v ∈ H1
0 (Ω)}, isto é, o conjunto dos {φf , ψf} ∈ K tais que f = φf − ψf . A

aplicação definida em (1.5) é uma isometria linear sobrejetora.

Para f ∈ H−1(0, T ; Hm(Ω)) defini-se γ̃f na forma:

〈γ̃f, w〉 =

∫ T

0

(γφ0
f , w)Qm−1

j=0 Hm−j− 1
2 (Γ)

dt +

∫ T

0

(γψ0
f , w

′)Qm−1
j=0 Hm−j− 1

2 (Γ)
dt (1.6)

w ∈ H1
0

(
0, T ;

∏m−1
j=0 Hm−j− 1

2 (Γ)
)
, que é linear e cont́ınua.

Assim temos estabelecido uma aplicação

γ̃ : H−1(0, T ; Hm(Ω)) → H−1
(
0, T ;

∏m−1
j=0 Hm−j− 1

2 (Γ)
)

f 7→ γ̃f
(1.7)

γ̃f definido por (1.6), que é linear e cont́ınua. Esta aplicação é denominada aplicação

traço para as funções de H−1(0, T ; Hm(Ω)). Assim são válidos os seguintes resulta-

dos:

Proposição 1.2.7 Se u ∈ L2(0, T ; Hm(Ω)) então

γu|
H1

0 (0,T ;
Qm−1

j=0 Hm−j− 1
2 (Γ))

= γ̃u.

Proposição 1.2.8 Se u ∈ L2(0, T ; Hm(Ω)) então

γ̃u′ = (γu)′.

Teorema 1.2.9 A aplicação traço (1.7) é sobrejetora, seu núcleo é H−1(0, T ; Hm
0 (Ω)),

e admite uma inversa à direita τ̃ : H−1(0, T ;
∏m−1

j=0 Hm−j− 1
2 (Γ)) → H−1(0, T ; Hm(Ω))

linear e cont́ınua.

Observação 1.2.10 Além desses resultados se considerarmos os espaços de Hilbert

H0(Ω) = {u ∈ L2(Ω); ∆u ∈ L2(Ω)} ou H1(Ω) = {u ∈ H1(Ω); ∆u ∈ L2(Ω)} em vez
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de Hm(Ω) em conjunto com as propoições 1.2.4 e 1.2.5 obteremos a existência das

aplicações

γ : H−1(0, T ;H0(Ω)) → H−1(0, T ; H− 1
2 (Γ)×H− 3

2 (Γ))

e

γ1 : H−1(0, T ;H1(Ω)) → H−1(0, T ; H− 1
2 (Γ)).

1.3 Teorema de Carathéodory

Nesta seção enunciaremos o teorema de Carathéodory que será utilizado no

caṕıtulo 2. O teorema nos fornece a existência de solução para um problema de

Cauchy em um intervalo [0, tm], para cada m ∈ N. A demonstração deste resultado

pode ser encontrada em [10].

Seja Ω ⊂ Rn+1 um conjunto aberto cujos elementos são denotados por (t, x),

t ∈ R, x ∈ Rn e seja f : Ω → Rn uma função.

Consideremos o problema de valor inicial

{
x′(t) = f(t, x(t)),
x(t0) = x0,

(1.8)

Dizemos que f : Ω → Rn satisfaz as condições de Carathéodory sobre Ω se:

(i) f(t, x) é mensurável em t para cada x fixado;

(ii) f(t, x) é cont́ınua em x para quase todo t fixado;

(iii) para cada compacto K ⊂ Ω, existe uma função real mK(t), integrável, tal que

‖f(t, x)‖Rn ≤ mK(t), ∀(t, x) ∈ K.

Teorema 1.3.1 (Teorema de Carathéodory) - Seja f : Ω → Rn satisfazendo

as condições de Carathéodory sobre Ω. Então existe uma solução x(t) de (1.8) sobre

algum intervalo |t− t0| ≤ β, β > 0.
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Corolário 1.3.2 Sejam Ω = [0, T [×B com T > 0, B = {x ∈ Rn; |x| ≤ b} onde

b > 0 e f : Ω → Rn nas condições de Carathéodory sobre Ω. Suponhamos que x(t) é

uma solução de (1.8) tal que |x0| ≤ b e que em qualquer intervalo I, onde x(t) está

definida, se tenha |x(t)| ≤ M , ∀t ∈ I, M independente de I e M < b. Então x(t)

possui um prolongamento à todo [0, T ].

1.4 Resultados auxiliares

Nesta seção enunciaremos resultados importantes que serão utilizados ao longo

de todo o trabalho.

Proposição 1.4.1 (Desigualdade de Cauchy-Schwarz) - Sejam x, y ∈ Rn,

então

|x.y| ≤ |x||y|.

Definição 1.4.2 Seja E um espaço de Banach. A topologia fraca σ(E,E ′) sobre E

é a topologia menos fina sobre E que torna cont́ınuas todas as aplicações f ∈ E ′.

Seja (xn)n∈N uma seqüência de E a qual converge para x em E na topologia fraca

σ(E, E
′
). Utilizamos, neste caso, a seguinte notação:

xn ⇀ x em E.

Proposição 1.4.3 Seja (xn)n∈N uma seqüência em E, então:

(i) xn ⇀ x em E se, e somente se, 〈f, xn〉 → 〈f, x〉, ∀f ∈ E ′.

(ii) Se xn → x em E, então xn ⇀ xem E.

(iii) Se xn ⇀ xem E, então ‖xn‖E é limitada e ‖x‖E ≤ lim inf‖xn‖E.

(iv) Se xn ⇀ xem E e fn → f em E ′, então 〈fn, xn〉 → 〈f, x〉.

Demonstração: Ver [4].
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Seja E um espaço de Banach e seja x ∈ E fixo. Definamos Jx : E ′ → R por

〈Jx, f〉 = 〈f, x〉.

As aplicações Jx são lineares e cont́ınuas, portanto Jx ∈ E ′′, ∀x ∈ E.

Definamos, agora, J : E → E ′′ tal que J(x) = Jx.

Definição 1.4.4 A topologia fraca ∗, também designada por σ(E ′, E), é a topologia

menos fina sobre E ′ que torna cont́ınuas todas as aplicações Jx.

Proposição 1.4.5 Seja (fn)n∈N uma seqüência em E ′, então:

(i) fn ⇀∗ f em E ′ se, e somente se, 〈fn, x〉 → 〈f, x〉, ∀x ∈ E.

(ii) Se fn → f em E ′, então fn ⇀ f em E ′.

(iii) Se fn ⇀ f em E ′, então fn ⇀∗ f em E ′.

Demonstração: Ver [4].

Lema 1.4.6 Sejam E um espaço de Banach reflexivo e (xn)n∈N uma seqüência

limitada em E, então existe uma subseqüência (xnk
)k∈N de (xn)n∈N e x ∈ E, tal

que

xnk
⇀ x fracamente em E.

Demonstração: Ver [4].

Lema 1.4.7 Sejam E um espaço de Banach separável e (fn)n∈N uma seqüência

limitada em E ′, então existe uma subseqüência (fnk
)k∈N e f ∈ E ′, tal que

fnk
⇀∗ f em E ′.

Demonstração: Ver [4].
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Lema 1.4.8 (Desigualdade de Jensen)- Seja B um hipercubo do Rn, então para

toda função côncava F e toda função integrável g ∈ L1(B), teremos

F

(
1

med(B)

∫

B

g(x)dx

)
≥ 1

med(B)

∫

B

F (g(x))dx.

Demonstração: Ver [35].

Lema 1.4.9 (Lema de Gronwall) - Sejam z ∈ L∞(0, T ) e f ∈ L1(0, T ) tais que

z(t) ≥ 0, f(t) ≥ 0 e seja c uma constante não negativa. Se

f(t) ≤ c +

∫ t

0

z(s)f(s)ds, ∀t ∈ [0, T ],

então

f(t) ≤ ce
R t
0 z(s)ds, ∀t ∈ [0, T ].

Demonstração: Ver [25].

Lema 1.4.10 Seja Ω um aberto do Rn de classe C∞. Sejam s1, s2 e s3 números

reais tais que

s1 > s2 > s3.

Então, para todo η > 0 existe uma constante C(η) tal que

‖u‖Hs2 (Ω) ≤ η‖u‖Hs1 (Ω) + C(η)‖u‖Hs3 (Ω), ∀u ∈ Hs1(Ω).

Demonstração: Ver [22].

Proposição 1.4.11 (Teorema de Aubin-Lions) - Sejam B0, B,B1 três espaços

de Banach tais que B0 ↪→c B ↪→ B1, onde B0 e B1 são reflexivos. Definamos

W =

{
v; v ∈ Lp0(0, T ; B0), v′ =

dv

dt
∈ Lp1(0, T ; B1)

}
,

onde 1 < p0, p1 < ∞, e consideremos W munido da norma

‖v‖Lp0 (0,T ;B0) + ‖v′‖Lp1 (0,T ;B1),

o que o torna um espaço de Banach. Então, a imersão de W em Lp0(0, T ; B) é

compacta.
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Proposição 1.4.12 (Lema de Lions) - Seja (uν) uma sucessão de funções per-

tencentes à Lq(Q) com 1 < q < ∞. Se

(i) uν → u quase sempre em Q

(ii) ‖uν‖Lq(Q) ≤ C, ∀ν ∈ N;

então uν ⇀ u fraco em Lq(Q).

Proposição 1.4.13 (Fórmula de Gauss) - Seja Ω um aberto limitado bem regular

do Rn. Se u, v ∈ H1(Ω), então para 1 ≤ i ≤ n temos que

∫

Ω

u
∂v

∂xi

dx = −
∫

Ω

∂u

∂xi

vdx +

∫

Γ

(γ0u)(γ0v)νidΓ,

onde ν = (ν1, ν2, . . . , νn) e ν denota o vetor normal unitário exterior à Γ.

Se u ∈ H2(Ω) e v ∈ H1(Ω), temos a fórmula de Green:

∫

Ω

∇u∇vdx = −
∫

Ω

∆uvdx +

∫

Γ

v
∂u

∂ν
dΓ.

Demonstração: Ver [8].

Proposição 1.4.14 (Fórmula de Green generalizada) - Para todo u ∈ H1(Ω)e

v ∈ H1(Ω), tem-se

(∆u, v)L2(Ω) + (∇u,∇v)L2(Ω) = 〈γ1u, γ0v〉H− 1
2 (Γ)×H

1
2 (Γ)

,

onde Γ = ∂Ω.

Demonstração: Ver [8].

Proposição 1.4.15 (Regularidade para problemas eĺıpticos) - Seja Ω um

aberto de classe C2 com fronteira Γ limitada. Sejam f ∈ L2(Ω) e u ∈ H1
0 (Ω),

verificando ∫

Ω

∇u∇ϕ +

∫

Ω

uϕ =

∫

Ω

fϕ, ∀ϕ ∈ H1
0 (Ω).
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Então, u ∈ H2(Ω) e ‖u‖H2(Ω) ≤ c‖f‖L2(Ω), onde c é uma constante que só

depende de Ω. Além disso, se Ω é de classe Cm+2 e f ∈ Hm(Ω), então u ∈ Hm+2(Ω)

com ‖u‖Hm+2(Ω) ≤ c‖f‖Hm(Ω); em particular, se m > n
2

então u ∈ C2(Ω). Ainda, se

Ω é de classe C∞ e f ∈ C∞(Ω), então u ∈ C∞(Ω).

Demonstração: Ver [4].

Lema 1.4.16 Sejam H e V espaços de Banach, tais que H ↪→ V . Se u ∈ L1(0, T ; H)

e u′ ∈ L1(0, T ; V ) então u ∈ C([0, T ]; V ).

Demonstração: Ver [34].

Considere Ω um domı́nio limitado do Rn, n ≥ 1, com fronteira suave Γ = Γ0∪Γ1

onde med(Γ0) > 0; Γ0 e Γ1 são fechados disjuntos e ν representa o vetor normal

unitário exterior à Γ.

Sejam

V =
{
v ∈ H1(Ω); v = 0 em Γ0

}
e H =

{
v ∈ V ; ∆v ∈ L2(Ω)

}
. (1.9)

Então, V munido da norma induzida por H1(Ω) é um espaço de Hilbert.

Com efeito, sejam u ∈ V
H1(Ω)

e (un)n∈N ⊂ V tal que un → u na norma de H1(Ω).

Como un ∈ V então γ0un = 0 em Γ0. Da continuidade da aplicação traço temos que

(γ0un)(x) → γ0u(x) q.s. em Γ,

assim

(γ0un)(x) → γ0u(x) q.s. em Γ0.

Mas, (γ0un)(x) = 0, ∀x ∈ Γ0 e n ∈ N. Dáı,

(γ0u)(x) = 0 q.s. em Γ0 (1.10)

donde obtemos que u ∈ V .
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Portanto V é um subespaço fechado de H1(Ω) e sendo H1(Ω) um espaço de

Hilbert segue que V munido da norma induzida de H1(Ω) é um espaço de Hilbert.

Consideremos V e H munidos das seguintes normas, respectivamente,

‖u‖V = ‖∇u‖L2(Ω)

e

‖u‖H = ‖u‖V + ‖∆u‖L2(Ω).

Provaremos a seguir que em V as normas

‖u‖H1(Ω) e ‖u‖V

são equivalentes.

Com efeito, que ‖u‖V ≤ ‖u‖H1(Ω) é imediato. Resta-nos mostrar que existe uma

constante c > 0 tal que

‖u‖L2(Ω) ≤ c‖u‖V , ∀u ∈ V. (1.11)

Se u = 0 nada temos a provar. Agora, se u 6= 0 de (1.11) temos que

1

c
≤

∥∥∥∥
u

‖u‖L2(Ω)

∥∥∥∥
V

; ∀u ∈ V.

Portanto, basta mostrarmos que

∃c > 0 tal que para todo u ∈ V com ‖u‖L2(Ω) = 1, tenhamos ‖u‖V ≥ 1

c
. (1.12)

Suponhamos o contrário, ou seja, que para cada n ∈ N exista un ∈ V com

‖un‖L2(Ω) = 1 e no entanto

‖un‖V <
1

n
. (1.13)

Tomando o limite na desigualdade acima quando n → +∞ resulta que

lim
n→+∞

‖un‖V = 0. (1.14)
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Agora, de (1.13) e do fato que ‖un‖L2(Ω) = 1; ∀n ∈ N, temos:

‖un‖2
H1(Ω) = ‖un‖2

L2(Ω) + ‖un‖2
V ≤ 1 +

1

n
≤ 2 (1.15)

o que implica que a seqüência (un) é limitada no espaço topológico
(
V ; ‖.‖H1(Ω)

)
.

Sendo V um espaço de Hilbert com a topologia induzida de H1(Ω), existirão (uν)

subseqüência de (un) e u ∈ V tais que

uν ⇀ u fraco em V. (1.16)

Sendo a aplicação v ∈ V 7→ ‖v‖V uma norma, ela é convexa e semi-cont́ınua

inferiormente. Logo, de (1.14) e (1.16) obtemos:

‖u‖V ≤ lim ‖uν‖V = 0.

Assim, ‖u‖V = 0 e portanto u = 0.

Por outro lado, em virtude da imersão de H1(Ω) ↪→ L2(Ω) ser compacta, de

(1.15), após extração de uma eventual subseqüência, obtemos

uν → u em L2(Ω)

o que implica que

‖uν‖L2(Ω) → ‖u‖L2(Ω)

e como ‖uν‖L2(Ω) = 1, ∀ν ∈ N, vem que ‖u‖L2(Ω) = 1 o que é absurdo!

Conseqüentemente, fica provado (1.12) e, por conseguinte, que as normas ‖u‖H1(Ω) e ‖u‖V

são equivalentes.

Desta equivalência segue que o espaço (V ; ‖.‖V ) é um espaço de Hilbert.

Por outro lado, observemos que H é um espaço de Hilbert.

Com efeito, como a norma em V e em L2(Ω) são provenientes de produto interno,

então a norma em H é proveniente de produto interno.

Seja (vn) ⊂ H uma seqüência de Cauchy em H. Como

‖vn − vm‖H = ‖vn − vm‖V + ‖∆vn −∆vm‖L2(Ω)
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segue que (vn) é uma seqüência de Cauchy em V e (∆vn) é uma seqüência de Cauchy

em L2(Ω). Como V e L2(Ω) são completos, existem v ∈ V e u ∈ L2(Ω) tais que

vn → v em V

e

∆vn → u em L2(Ω).

Resulta que ∆v = u em D′
(Ω) e, portanto, em L2(Ω). Logo, v ∈ H, mostrando

que H é um espaço de Hilbert.

Suponhamos que

0 < ρ <
2

n− 2
se n ≥ 3 e ρ > 0 se n = 1, 2. (1.17)

De acordo com (1.17), temos das imersões de Sobolev e da limitação de Ω que

V ↪→ L2(ρ+1)(Ω). (1.18)

Seja B1 a menor constante relativa à imersão de Sobolev que satisfaz a inequação

‖v‖Lρ+2(Ω) ≤ B1‖∇v‖L2(Ω); ∀v ∈ V. (1.19)

Da inequação acima obtemos

1
ρ+2
‖v‖ρ+2

Lρ+2(Ω)

‖∇v‖ρ+2
L2(Ω)

≤ Bρ+2
1

ρ + 2
, ∀v ∈ V, v 6= 0.

Conseqüentemente,

k0 := sup
v∈V, v 6=0

(
1

ρ+2
‖v‖ρ+2

Lρ+2(Ω)

‖∇v‖ρ+2
L2(Ω)

)
≤ Bρ+2

1

ρ + 2
. (1.20)

Notemos que k0 > 0 e

1

ρ + 2
‖v‖ρ+2

Lρ+2(Ω) ≤ k0‖∇v‖ρ+2
L2(Ω), ∀v ∈ V. (1.21)
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Consideremos o funcional

J(u) =
1

2
‖∇u‖2

L2(Ω) −
1

ρ + 2
‖u‖ρ+2

Lρ+2(Ω), ∀u ∈ V, (1.22)

que está bem definido em vista da imersão dada em (1.18).

Pondo

f(λ) =
1

2
λ2 − k0λ

ρ+2, λ > 0 (1.23)

então

λ1 =

(
1

k0(ρ + 2)

) 1
ρ

(1.24)

é o ponto de máximo absoluto de f .

Definiremos

d := f(λ1) > 0. (1.25)

1.5 Teoria Espectral

Consideremos V e H dois espaços de Hilbert tais que V ↪→c H e V é denso em H.

Seja a(u, v) uma forma bilinear, cont́ınua e coerciva em V × V , isto é,

∃α > 0; |a(v, v)| ≥ α‖v‖2
V , ∀v ∈ V .

Consideremos

D(A) = {u ∈ V ; a forma linear v 7→ a(u, v) é cont́ınua} ,

onde V está munido com a topologia induzida de H.

Pelo Teorema de Riesz, para cada u ∈ D(A) existe um único Au ∈ H tal que

a(u, v) = (Au, v)H , ∀v ∈ V . Notemos que desta forma definimos um operador A

com domı́nio

D(A) = {u ∈ V ; ∃f ∈ H tal que a(u, v) = (f, v)H , ∀v ∈ V } e Au = f.

Temos que D(A) é um subespaço linear de H e A : D(A) ⊂ V → H é um

operador de H. O operador A acima é denominado o operador determinado pela

terna {V, H, a(u, v)}.
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Pelo Teorema Espectral ([30], pg. 127) existe {wν} ⊂ D(A) tal que o conjunto

das combinações lineares finitas dos wν é denso em V , o que implica que D(A) é

denso em V .

Consideremos

V = {u ∈ H1(Ω); γ0u = 0 sobre Γ0}

H = L2(Ω)

a(u, v) =

∫

Ω

∇u∇vdx.

Como ‖u‖V = ‖∇u‖L2(Ω) é uma norma em V vem que a(u, v) é coerciva e,

portanto, para u ∈ D(A),

(Au, v)H =

∫

Ω

∇u∇vdx

= (∇u,∇v)L2(Ω); ∀v ∈ V.

Se v ∈ C∞
0 (Ω) obtemos

(Au, v) = 〈−∆u, v〉; ∀v ∈ C∞
0 (Ω).

Assim, Au︸︷︷︸
∈L2(Ω)

= −∆u em D′
(Ω), o que implica, Au = −∆u, ∀u ∈ D(A), isto é,

A = −∆, onde D(−∆) =
{
u ∈ V ∩H2(Ω); ∂u

∂ν
= 0 sobre Γ1

}
.

Com efeito, lembremos que

D(−∆) =
{
u ∈ V ; −∆u ∈ L2(Ω) e verifica a(u, v) = (−∆u, v), v ∈ V

}
.

Mostremos, inicialmente, que

{
u ∈ V ∩H2(Ω);

∂u

∂ν
= 0 sobre Γ1

}
⊂ D(−∆).

Seja u ∈
{

u ∈ V ∩H2(Ω);
∂u

∂ν
= 0 sobre Γ1

}
e v ∈ V . Então, u ∈ V ,

−∆u ∈ L2(Ω) e

a(u, v) =

∫

Ω

∇u∇vdx =

∫

Ω

∇u∇vdx−
∫

Γ1

∂u

∂ν︸︷︷︸
=0

vdΓ−
∫

Γ0

∂u

∂ν
v︸︷︷︸
=0

dΓ

=

∫

Ω

∇u∇vdx−
∫

Γ

∂u

∂ν
dΓ =

∫

Ω

−∆uvdx = (−∆u, v),
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o que prova o desejado.

Mostremos, agora, a inclusão D(−∆) ⊂ {
u ∈ V ∩H2(Ω); ∂u

∂ν
= 0 sobre Γ1

}
.

Seja u ∈ V tal que a(u, v) = (−∆u, v); ∀v ∈ V . Então, pela fórmula de Green

generalizada temos

∫

Ω

∇u∇vdx =

∫

Ω

−∆uvdx =

∫

Ω

∇u∇vdx− 〈γ1u, γ0v〉H− 1
2 (Γ),H

1
2 (Γ)

,

o que implica

〈γ1u, γ0v〉 = 0, ∀v ∈ V.

Sendo Ω limitado de classe C2 temos que u ∈ H2(Ω). Portanto, γ1u ∈ H
1
2 (Γ).

Assim,

〈γ1u, γ0v〉H− 1
2 (Γ),H

1
2 (Γ)

=

∫

Γ

γ1u γ0v︸︷︷︸
=0 em Γ0

= 0.

Logo,
∫
Γ1

γ1uγ0v = 0, ∀v ∈ V , ou melhor, γ1u = 0 em L2(Γ1), ou ainda,
∂u

∂ν
= 0

q.s. em Γ1, o que conclui a prova.

Como V = {u ∈ H1(Ω); γ0u = 0 sobre Γ0} é denso em H = L2(Ω) e o domı́nio do

operador−∆, definido pela terna {V,H; (∇u,∇v)L2(Ω)}, é o conjunto {u ∈ V ∩H2(Ω);

∂u
∂ν

= 0 sobre Γ1

}
, resulta do Teorema Espectral que o conjunto {u ∈ V ∩H2(Ω);

∂u
∂ν

= 0 sobre Γ1

}
é denso em V .
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Caṕıtulo 2

Existência e Unicidade de Solução

Nos resultados a seguir, omitiremos eventualmente, as variáveis das funções de

modo a não sobrecarregarmos a notação.

Seja Ω um domı́nio limitado e estrelado do Rn, n ≥ 1, com fronteira suave

Γ = Γ0 ∪ Γ1 tal que med(Γ0) > 0, Γ0 e Γ1 são fechados e disjuntos; e seja ν o vetor

normal unitário exterior à Γ. Consideremos o seguinte problema





utt −∆u = |u|ρu em Ω× (0, +∞)
u = 0 em Γ0 × (0, +∞)
∂u

∂ν
+ β(ut) = 0 em Γ1 × (0, +∞)

u(x, 0) = u0(x) , ut(x, 0) = u1(x) , x ∈ Ω.

(2.1)

A energia associada ao problema (2.1) vem dada pela seguinte expressão

E(t) =
1

2

∫

Ω

(|ut|2 + |∇u|2)dx− 1

ρ + 2

∫

Ω

|u|ρ+2dx. (2.2)

No que segue utilizamos as seguintes notações:

(u, v) =

∫

Ω

u(x)v(x)dx, (u, v)Γ1 =

∫

Γ1

u(x)v(x)dΓ,

‖u‖p
p =

∫

Ω

|u(x)|pdx, ‖u‖p
Γ1,p =

∫

Γ1

|u(x)|pdΓ.

Logo, considerando o funcional J definido em (1.22), temos

E(t) =
1

2
‖ut(t)‖2

2 + J(u(t)) ≥ J(u(t))
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=
1

2
‖∇u(t)‖2

2 −
1

ρ + 2
‖u(t)‖ρ+2

ρ+2

≥ 1

2
‖∇u(t)‖2

2 − k0‖∇u(t)‖ρ+2
2 = f(‖∇u(t)‖2), (2.3)

onde k0 e f(λ) são definidas em (1.20) e (1.23), respectivamente.

Agora, se considerarmos

‖∇u(t)‖2 < λ1, (2.4)

onde λ1 é definido em (1.24), então de (2.3) obtemos

E(t) ≥ J(u(t)) ≥ ‖∇u(t)‖2
2

[
1

2
− k0‖∇u(t)‖ρ

2

]

> ‖∇u(t)‖2
2

[
1

2
− λρ

1k0

]
= ‖∇u(t)‖2

2

[
1

2
− k0

k0(ρ + 2)

]

= ‖∇u(t)‖2
2

[
1

2
− 1

ρ + 2

]
. (2.5)

Assim, se (2.4) é satisfeito obtemos de (2.5) que

J(t) ≥ 0 (J(t) = 0 se, e somente se, u = 0) e ‖∇u(t)‖2
2 ≤

2(ρ + 2)

ρ
E(t). (2.6)

Consideremos V e H definidos em (1.9), isto é, V = {v ∈ H1(Ω); v = 0 em Γ0}
e H = {v ∈ V ; ∆v ∈ L2(Ω)}. Suponhamos que

0 < ρ <
2

n− 2
se n ≥ 3 , ρ > 0 se n = 1, 2 (H.1)

e consideremos as seguintes hipóteses:

(A.1) - Hipóteses sobre β: Considere β : R → R uma função não decrescente

de classe C1 tal que β(0) = 0 e suponha que exista uma função g estritamente

crescente, ı́mpar e de classe C1 em [−1, 1] tal que

|g(s)| ≤ |β(s)| ≤ |g−1(s)| se |s| ≤ 1, (H.2)

C1|s| ≤ |β(s)| ≤ C2|s| se |s| > 1, (H.3)

onde g−1 denota a inversa da função g e C1 e C2 são constantes positivas.
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Consideremos, ainda, que exista C3 > 0 tal que

|β′(s)| ≤ C3(|s|ρ + 1) se |s| > 1. (H.4)

(A.2) - Hipóteses sobre as condições iniciais: Assuma que

{
u0, u1

} ∈ (
V ∩H2(Ω)

)× V (H.5)

verificando a condição de compatibilidade

∂u0

∂ν
+ β(u1) = 0 em Γ1. (H.6)

Além disso, suponha que

E(0) < d e ‖∇u0‖2 < λ1, (H.7)

onde λ1 e d estão definidos em (1.24) e (1.25), respectivamente.

Para efeito de ilustração daremos alguns exemplos de função g que serão uti-

lizados em (H.2) e que interferem diretamente nas taxas de decaimento que serão

obtidas no caṕıtulo 3.

Exemplo 2.0.1 Consideremos g(y) = Cyp, para algum p > 1 e C uma constante

positiva. Se β satisfaz

g(y) = Cyp ≤ β(y) ≤ g−1(y) = C ′y
1
p , para 0 ≤ y ≤ 1,

então

E(t) ≤ C(1 + t)−
2
p , ∀t ≥ 0. (2.7)

Com efeito, notemos que g satisfaz as hipóteses dadas em (A.1). Além disso,

como g′(0) = 0 e
g(y)

y
é crescente em [0, 1] então aplicando os resultados do Caṕıtulo

3 obtemos que

E(t) ≤ C

(
g−1

(
1

t

))2

= C

[(
1

t

) 1
p

]2

= Ct−
2
p , ∀t ≥ 1.
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Como t ≥ 1

2
(t + 1) para todo t ≥ 1 temos que existe C1 > 0 tal que

E(t) ≤ C1(1 + t)−
2
p , ∀t ≥ 1,

da continuidade de g−1 provamos (2.7).

Exemplo 2.0.2 Consideremos g(y) = e−
1

yp , para algum p > 0. Se β satisfaz

g(y) = e−
1

yp ≤ β(y) ≤ g−1(y) =

(−1

ln y

)
, para 0 ≤ y ≤ 1,

então aplicando os resultados do Caṕıtulo 3 obtemos

E(t) ≤ C

(ln t)
2
p

, ∀t ≥ 2.

Nas seções que seguem, demonstraremos a existência e unicidade de solução para

o problema (2.1) utilizando o método de Galerkin para a prova da existência. Os

principais resultados vêm enunciados nos teoremas abaixo, onde os espaços V e H

estão definidos em (1.9)

Teorema 2.0.3 Sob as hipóteses (A.1), (A.2) e (H.1) o problema (2.1) possui uma

única solução u na classe

u ∈ L∞loc(0,∞; V ) ; ut ∈ L∞loc(0,∞; V )

utt ∈ L∞loc(0,∞; L2(Ω)) , ‖∇u(t)‖2 < λ1

(2.8)

para todo t ≥ 0.

Proposição 2.0.4 Sob as hipóteses (A.1), (A.2) e (H.1) o problema (2.1) admite

uma única solução u na classe

u ∈ C0
s (0, T ; H) ∩ C1

s (0, T ; V ) ∩ C2
s (0, T ; L2(Ω)), ∀T > 0.

Teorema 2.0.5 Suponha que as hipóteses (A.1) e (H.1) sejam verificadas. Além

disso, suponha que {u0, u1} pertença a V × L2(Ω) e verifiquem

‖∇u0‖2 < λ1 e E(0) < d.
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Então, o problema (2.1) possui uma única solução u na classe

u ∈ C0 ([0,∞); V ) ∩ C1
(
[0,∞); L2(Ω)

)

tal que ‖∇u(t)‖2 < λ1 para todo t ≥ 0.

No que segue usaremos u′ para designar a derivada da função u em relação à

variável t, ou seja, u′ =
du

dt
= ut.

2.1 Solução Regular

2.1.1 Existência de solução regular

Seja {w∗
µ} uma base de V . Desta base contrúıremos uma base especial {wµ},

relativa ao problema (2.1), da seguinte forma:

Se u0 e u1 são linearmente independentes definimos w1 = u0, w2 = u1 e para

wi, i ≥ 3, tomamos wi vetores de {w∗
µ} de forma que sejam l.i. com u0 e u1. Se os

vetores u0 e u1 são l.d. definimos w1 = u0 e os demais wi, i ≥ 2 são tomados como

vetores de {w∗
µ} que sejam l.i. com u0.

Seja,

Vm = [w1, . . . , wm] (2.9)

e consideremos o seguinte problema aproximado





um(t) =
m∑

j=1

γjm(t)wj ∈ Vm

(u′′m(t), w) + (∇um(t),∇w) + (β(u′m(t)), w)Γ1 = (|um(t)|ρum(t), w),
∀w ∈ Vm

um(0) = u0 , u′m(0) = u1;
(2.10)

que por Carathéodory possui solução local em um intervalo [0, tm), onde um e u′m

são absolutamente cont́ınuas e u′′m existe quase sempre. A primeira estimativa à

priori permitirá estender a solução à todo intervalo [0, +∞).
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Primeira estimativa à priori:

Considerando w = u′m(t) em (2.10) temos

E ′
m(t) = −

∫

Γ1

β(u′m(t))u′m(t)dΓ ≤ 0. (2.11)

Com efeito, notemos inicialmente que são válidas as seguintes igualdades no

sentido das distribuições:

∫

Ω

u′′m(t)u′m(t)dx =
1

2

d

dt
‖u′m(t)‖2

2 (2.12)

∫

Ω

∇um(t)∇u′m(t)dx =
1

2

d

dt
‖∇um(t)‖2

2 (2.13)

∫

Ω

|um(t)|ρum(t)u′m(t)dx =
1

ρ + 2

d

dt
‖um(t)‖ρ+2

ρ+2 (2.14)

De fato, seja θ ∈ D(0, tm). Então, pelo Teorema de Fubini,

〈∫

Ω

u′′m(t)u′m(t)dx, θ

〉
=

∫ tm

0

∫

Ω

u′′m(t)u′m(t)θ(t)dxdt

=

∫

Ω

∫ tm

0

1

2

d

dt
[(u′m(t))2]θ(t)dtdx

=
1

2

∫

Ω

{
(u′m(x, t))

2
θ(t)

∣∣∣
t=tm

t=0
−

∫ tm

0

(u′m(x, t))
2
θ′(t)dt

}
dx

= −1

2

∫ tm

0

∫

Ω

(u′m(x, t))
2
θ′(t)dxdt = −1

2

〈‖u′m(t)‖2
2, θ

′〉

=

〈
1

2

d

dt
‖u′m(t)‖2

2, θ

〉
,

o que mostra a igualdade (2.12).

Utilizando o mesmo racioćınio feito para provar (2.12) decorre que

∫

Ω

∇um(t)∇u′m(t)dx =
1

2

d

dt
‖∇um(t)‖2

2,

provando (2.13).

Finalmente, seja θ ∈ D(0, tm). Logo, pelo Teorema de Fubini,

〈∫

Ω

|um(t)|ρum(t)u′m(t)dx, θ

〉
=

∫ tm

0

∫

Ω

|um(t)|ρum(t)u′m(t)dxθ(t)dt
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=

∫

Ω

∫ tm

0

1

ρ + 2

d

dt
|um(x, t)|ρ+2θ(t)dtdx

=
1

ρ + 2

∫

Ω

{
(u′m(t))ρ+2θ(t)

∣∣t=tm

t=0

−
∫ tm

0

|um(x, t)|ρ+2θ′(t)dt

}
dx

= − 1

ρ + 2

∫ tm

0

∫

Ω

|um(t)|ρ+2θ′(t)dxdt

=

〈
1

ρ + 2

d

dt
‖um(t)‖ρ+2

ρ+2, θ

〉
,

o que prova (2.14).

No entanto, de (2.2) segue que

E ′
m(t) =

1

2

d

dt
‖u′m(t)‖2

2 +
1

2

d

dt
‖∇um(t)‖2

2 −
1

ρ + 2

d

dt
‖um(t)‖ρ+2

ρ+2. (2.15)

Do problema aproximado (2.10), (2.12)-(2.15) segue que

E ′
m(t) = −

∫

Γ1

β(u′m(t))u′m(t)dΓ ≤ 0,

o que implica que Em(t) é não crescente.

O próximo Lema dará uma importante regra para estender a solução à todo

intervalo (0, +∞).

Lema 2.1.1 Suponha que (H.5) e (H.7) sejam verificadas. Então,

‖∇um(t)‖2 < λ1, ∀t ∈ [0, tm). (2.16)

Demonstração: Observemos, inicialmente, que decorre de (2.3) que

Em(t) ≥ 1

2
‖∇um(t)‖2

2 − k0‖∇um(t)‖ρ+2
2 = f(‖∇um(t)‖2), (2.17)

onde f é definida em (1.23).

Notemos que f é crescente para 0 < λ < λ1 e decrescente para λ > λ1. Com

efeito, temos que

f ′(λ) = λ− (ρ + 2)k0λ
ρ+1 = λ (1− k0(ρ + 2)λρ) , ∀λ > 0
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e f ′(λ1) = 0.

Assim, se 0 < λ < λ1 temos

f ′(λ) = λ (1− k0(ρ + 2)λρ) > λ (1− k0(ρ + 2)λρ
1) = 0.

Portanto, f ′(λ) > 0, ou seja, f é crescente para 0 < λ < λ1.

Agora, se λ > λ1 temos

f ′(λ) = λ (1− k0(ρ + 2)λρ) < λ (1− k0(ρ + 2)λρ
1) = 0.

Portanto, f ′(λ) < 0, ou seja, f é decrescente para λ > λ1.

-

6

0 λ1 λ

f(λ1) = d
f

Figura 2.1: Gráfico da função f .

Além disso, como f(λ1) = d temos que f(λ) → −∞ quando λ → +∞.

De fato, para cada M < 0, tomando

λM = máx

{
1 + λ1,

[(
1

2
−M

)
1

k0

] 1
ρ

}

temos que

f(λ) < M, λ > λM ,
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pois sendo λ > λM decorre que λ > λM > λ1 e, então, pelo fato de f ser decrescente

f(λ) < f(λM)

= (λM)2

(
1

2
− k0λ

ρ
M

)

< (λM)2

(
1

2
− k0

(
1

2
−M

)
1

k0

)

= (λM)2M < M ;

onde a última desigualdade é proveniente do fato que M < 0 e λM > 1.

Então, sendo E0 := Em(0) < d, existem λ′2 < λ1 < λ2 tais que f(λ2) = f(λ′2) =

E0.

Com efeito, sendo f(‖∇u0‖2) ≤ E0 < d = f(λ1), como f é cont́ınua, segue

do Teorema do Valor Intermediário que existe λ′2 com ‖∇u0‖2 ≤ λ′2 < λ1 tal que

f(λ′2) = E0. Também, como f(λ) → −∞ quando λ → +∞, f é decrescente para

λ > λ1 e f(λ1) = d então, novamente pelo Teorema do Valor Intermediário, existe

λ2 > λ1 tal que f(λ2) = E0.

Por outro lado, de (2.11) decorre que Em(t) é não crescente para todo t ∈ [0, tm),

ou seja,

Em(t) ≤ E0, ∀t ∈ [0, tm). (2.18)

Vamos mostrar que ‖∇um(t)‖2 ≤ λ′2 para todo t ∈ [0, tm), o que finaliza a prova

do lema. Suponhamos, por absurdo, que ‖∇um(t0)‖2 > λ′2 para algum 0 < t0 < tm.

Da continuidade da norma ‖∇u(.)‖2 em V podemos supor que ‖∇um(t0)‖2 < λ1,

pois caso contrário, se ‖∇um(t0)‖ ≥ λ1, do fato que λ′2 < λ1 segue que existe

t0 ∈ (0, t0) tal que λ′2 < ‖∇mu(t0)‖ < λ1. Então, por (2.17) e do fato que f é

crescente no intervalo ]0, λ1[,

Em(t0) ≥ f(‖∇mu(t0)‖2) > f(λ′2) = E0

o que contradiz (2.18). Logo, ‖∇mu(t)‖2 ≤ λ′2 para todo t ∈ [0, tm), o que prova o

Lema.
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¥

Considerando o resultado estabelecido acima, de (1.19), segue que

‖um(t)‖ρ+2 ≤ B1‖∇um(t)‖2 < B1λ1

e, sendo Ω limitado, existe c1 > 0 tal que

‖um(t)‖2 ≤ c1‖um(t)‖ρ+2 < B1λ1c1 = C. (2.19)

Portanto, como C independe de t e de m segue do corolário do Teorema de

Caratheódory que para todo m ∈ N, um(t) pode prolongada a todo [0, T ]. Além

disso, ‖∇mu(t)‖2 ≤ λ′2, ∀t ∈ [0, T ] e ∀m ∈ N. Com efeito, segue do mesmo racioćınio

feito anteriormente que se existisse t0 ∈ [0, T ] tal que λ′2 < ‖∇u(t0)‖2 < λ1, então

teŕıamos E(t0) > E(0), o que seria um absurdo!. Portanto,

‖um(t)‖2 < C, ∀t ∈ [0, T ]. (2.20)

Retornemos ao problema aproximado considerando w = u′m(t). Então

(u′′m(t), u′m(t)) + (∇um(t),∇u′m(t)) + (β(u′m(t)), u′m(t))Γ1 = (|um(t)|ρum(t), u′m(t)),

ou seja,
∫

Ω

u′′m(t)u′m(t)dx +

∫

Ω

∇um(t)∇u′m(t)dx

+

∫

Γ1

β(u′m(t))u′m(t)dΓ =

∫

Ω

|um(t)|ρum(t)u′m(t)dx.

Logo, de (2.11), (2.12) e (2.14) obtemos:

1

2

d

dt
‖u′m(t)‖2

2 +
1

2

d

dt
‖∇um(t)‖2

2

≤ 1

ρ + 2

d

dt
‖um(t)‖ρ+2

ρ+2. (2.21)

Integrando (2.21) no intervalo [0, t), com t ∈ (0, T ), obtemos

1

2

∫ t

0

d

ds
‖u′m(s)‖2

2ds +
1

2

∫ t

0

d

ds
‖∇um(s)‖2

2ds

≤ 1

ρ + 2

∫ t

0

d

ds
‖um(s)‖ρ+2

ρ+2ds. (2.22)
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Logo,

‖u′m(t)‖2
2 − ‖u′m(0)‖2

2 + ‖∇um(t)‖2
2 − ‖∇um(0)‖2

2

≤ 2

ρ + 2
‖um(t)‖ρ+2

ρ+2 −
2

ρ + 2
‖um(0)‖ρ+2

ρ+2,

ou seja,

‖u′m(t)‖2
2 + ‖∇um(t)‖2

2 +
2

ρ + 2
‖u0‖ρ+2

ρ+2

≤ ‖u1‖2
2 + ‖∇u0‖2

2 +
2

ρ + 2
‖um(t)‖ρ+2

ρ+2. (2.23)

De (H.7), (1.19) e (2.23) resulta que

‖u′m(t)‖2
2 ≤ ‖u′m(t)‖2

2 + ‖∇um(t)‖2
2 +

2

ρ + 2
‖u0‖ρ+2

ρ+2

≤ ‖u1‖2
2 + λ2

1 +
2

ρ + 2
Bρ+2

1 ‖∇um(t)‖ρ+2
2 .

Aplicando o Lema 2.1.1 obtemos

‖u′m(t)‖2
2 ≤ λ2

1 +
2

ρ + 2
(B1λ1)

ρ+2 + ‖u1‖2
2, ∀t ≥ 0 e ∀m ∈ N. (2.24)

Segunda estimativa à priori:

Inicialmente, estimaremos ‖u′′m(0)‖2 utilizando a condição de compatibilidade

dada em (H.6) e a base especial {wµ}.

Considerando t = 0 e w = u′′m(0) no problema aproximado (2.10) temos

‖u′′m(0)‖2
2 = − (∇um(0),∇u′′m(0))− (β(u′m(0)), u′′m(0))Γ1

+ (|um(0)|ρum(0), u′′m(0)) . (2.25)

De (H.5) decorre que u0 ∈ H2(Ω) e como u′′m(0) ∈ V vem pela fórmula de Green

que

(∇um(0),∇u′′m(0)) = − (
∆u0, u′′m(0)

)
+

(
∂u0

∂ν
, u′′m(0)

)

Γ1

. (2.26)

Substituindo (2.26) em (2.25) obtemos

‖u′′m(0)‖2
2 = (∆um(0), u′′m(0))−

(
∂u0

∂ν
+ β(u1), u′′m(0)

)

Γ1

+ (|um(0)|ρum(0), u′′m(0)) .
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De (H.6) e da equação acima chegamos à

‖u′′m(0)‖2
2 =

(
∆u0, u′′m(0)

)
+

(|u0|ρu0, u′′m(0)
)
, (2.27)

ou ainda,

‖u′′m(0)‖2
2 ≤

∫

Ω

∆u0u′′m(0)dx +

∫

Ω

|u0|ρ+1|u′′m(0)|dx

≤ ‖∆u0‖2‖u′′m(0)‖2 + ‖u0‖ρ+1
2(ρ+1)‖u′′m(0)‖2

=
(
‖∆u0‖2 + ‖u0‖ρ+1

2(ρ+1)

)
‖u′′m(0)‖2.

Portanto,

‖u′′m(0)‖2 ≤ ‖∆u0‖2 + ‖u0‖ρ+1
2(ρ+1). (2.28)

Derivando o problema aproximado dado em (2.10) com respeito a t e con-

siderando w = u′′m(t) obtemos

d

dt

{
1

2
‖u′′m(t)‖2

2 +
1

2
‖∇u′m(t)‖2

2

}
+

∫

Γ1

β′(u′m(t))(u′′m(t))2dΓ

≤ (ρ + 1)

∫

Ω

|um(t)|ρ|u′m(t)||u′′m(t)|dx. (2.29)

Observemos que a integral

∫

Γ1

β′(u′m(t))(u′′m(t))2dΓ < +∞, pois sejam

A1 = {x ∈ Γ1; |u′m(x, s)| > 1} e A2 = {x ∈ Γ1; |u′m(x, s)| ≤ 1} então
∫

Γ1

β′(u′m(t))(u′′m(t))2dΓ ≤
∫

A1

β′(u′m(t))(u′′m(t))2dΓ +

∫

A2

β′(u′m(t))(u′′m(t))2dΓ

≤ C3

∫

A1

(u′′m(t))2dΓ + C3

∫

A1

|u′m(t)|ρ(u′′m(t))2dΓ

+ M

∫

A2

(u′′m(t))2dΓ,

onde M = máx {|β′(s)|, |s| ≤ 1}.

Logo, pela Desigualdade de Hölder com
1

n− 1
+

n− 2

n− 1
= 1 vem que

∫

Γ1

β′(u′m(t))(u′′m(t))2dΓ ≤ (C3 + M)

∫

Γ1

|u′′m(t)|2dΓ + C3

∫

A1

|u′m(t)| 2
n−2 |u′′m(t)|2dΓ

≤ C4

∫

Γ1

|u′′m(t)|2dΓ

+ C3

(∫

Γ1

|u′m(t)| 2(n−1)
n−2 dΓ

) 1
n−1

(∫

Γ1

|u′′m(t)| 2(n−1)
n−2 dΓ

)n−2
n−1

.
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No entanto, pelas imersões de Sobolev temos que H
1
2 (Γ) ↪→ L

2(n−1)
n−2 (Γ), n > 2

e H
1
2 (Γ) ↪→ Lp(Γ), 1 ≤ p < +∞, n = 2. Como u′m(t), u′′m(t) ∈ V ; ∀m ∈ N e

∀t ∈ [0, T ], decorre que γ0u
′
m(t), γ0u

′′
m(t) ∈ H

1
2 (Γ1) e então:

∫

Γ1

β′(u′m(t))(u′′m(t))2dΓ ≤ C4‖um(t)‖2
Γ1,2 + C5‖u′m(t)‖

n−2
2

L
2(n−1)

n−2 (Γ1)

‖u′′m(t)‖2

L
2(n−1)

n−2 (Γ1)

< +∞

Verifiquemos a expressão dada em (2.29).

Seja θ ∈ D(0, T ), então
〈

d

dt
(u′′m(t), w), θ

〉
= −〈(u′′m(t), w), θ′〉 = (−〈u′′m(t), θ′〉, w)

= (〈u′′′m(t), θ〉, w) = 〈(u′′′m(t), w), θ〉,

ou seja,

d

dt
(u′′m(t), w) = (u′′′m(t), w) em D′

(0, T ).

Como (u′′m(t), w) ∈ L2(0, T ) temos que
d

dt
(u′′m(t), w) ∈ H−1(0, T ) e, conseqüen-

temente, (u′′′m(t), w) ∈ H−1(0, T ).Logo,

d

dt
(u′′m(t), w) = (u′′′m(t), w) em H−1(0, T ). (2.30)

Analogamente, provamos que

d

dt
(∇um(t),∇w) = (∇u′m(t),∇w). (2.31)

d

dt
(β(u′m(t)), w)Γ1

=

∫

Γ1

β′(u′m(t))u′′m(t)wdΓ. (2.32)

Resta-nos calcular
d

dt
(|um(t)|ρum(t), w).

Considere F (λ) = |λ|ρλ, λ ∈ R. Então F ′(λ) = (ρ + 1)|λ|ρ.

De fato, notemos inicialmente que para todo λ 6= 0 temos que

F ′(λ) = ρ|λ|ρ−1 d

dλ
(|λ|) λ + |λ|ρ = ρ|λ|ρ−1 d

dλ

(√
λ2

)
λ

= ρ|λ|ρ−1 1

2

2λ√
λ2

λ + |λ|ρ = ρ
|λ|ρ−1λ2

|λ| + |λ|ρ

= (ρ + 1)|λ|ρ.
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Para λ = 0, notemos que sendo

F (λ) =

{
λρλ, λ ≥ 0
(−λ)ρλ, λ < 0.

então

F ′(0) = lim
h→0

F (h)− F (0)

h
=





lim
h→0+

hρh

h
= 0

lim
h→0−

(−h)ρh

h
= 0

,

ou seja, F ′(0) = 0. O que conclui a prova de que F ′(λ) = (ρ + 1)|λ|ρ.

Assim,

((F ◦ um)(t))′ = F ′(um(t))u′m(t) = (ρ + 1)|um(t)|ρu′m(t). (2.33)

Logo, se θ ∈ D(0, T ), temos pelo Teorema de Fubini
〈

d

dt
(|um(t)|ρum(t), w) , θ

〉
= −〈(|um(t)|ρum(t), w), θ′〉

= −
∫ T

0

∫

Ω

F (um(t))wθ′(t)dxdt

= −
∫

Ω

∫ T

0

F (um(t))wθ′(t)dtdx

= −
∫

Ω

{
F (um(t))wθ(t)|T0

−
∫ T

0

(F ◦ um)′(t)wθ(t)dt

}
dx

=

∫

Ω

∫ T

0

(ρ + 1)|um(t)|ρu′m(t)wθ(t)dtdx

=

∫ T

0

∫

Ω

(ρ + 1)|um(t)|ρu′m(t)wdxθ(t)dt

=

〈
(ρ + 1)

∫

Ω

|um(t)|ρu′m(t)wdx, θ

〉
.

Portanto,

d

dt
(|um(t)|ρum(t), w) = (ρ + 1)

∫

Ω

|um(t)|ρu′m(t)wdx. (2.34)

Assim, derivando o problema aproximado (2.10) em relação à t, de (2.30)-(2.32)

e (2.34) obtemos

(u′′′m(t), w) + (∇u′m(t),∇w) +

∫

Γ1

β′(u′m(t))u′′m(t)wdΓ
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= (ρ + 1)

∫

Ω

|um(t)|ρu′m(t)wdx. (2.35)

Considerando w = u′′m(t) em (2.35) temos

(u′′′m(t), u′′m(t)) + (∇u′m(t),∇u′′m(t)) +

∫

Γ1

β′(u′m(t))(u′′m(t))2dΓ

≤ (ρ + 1)

∫

Ω

|um(t)|ρ|u′m(t)||u′′m(t)|dx. (2.36)

Utilizando o mesmo argumento utilizado na prova de (2.12) obtemos

(u′′′m(t), u′′m(t)) =
1

2

d

dt
‖u′′m(t)‖2

2 (2.37)

e

(∇u′m(t),∇u′′m(t)) =
1

2

d

dt
‖∇u′m(t)‖2

2. (2.38)

Substituindo (2.37) e (2.38) em (2.36) resulta (2.29).

O próximo passo é analisar o termo do lado direito da desiguladade dada em

(2.29).

Estimativa para I1 := (ρ + 1)

∫

Ω

|um(t)|ρ|u′m(t)||u′′m(t)|dx.

Notemos que um(t), u′m(t), u′′m(t) ∈ V , e como V ↪→ L2(ρ+1)(Ω) ↪→ L2(Ω) temos

|um(t)|ρ ∈ L
2(ρ+1)

ρ (Ω), |u′m(t)| ∈ L2(ρ+1)(Ω) e |u′′m(t)| ∈ L2(Ω). (2.39)

Como
ρ

2(ρ + 1)
+

1

2(ρ + 1)
+

1

2
= 1 pela desigualdade de Hölder generalizada

obtemos

|I1| ≤ (ρ + 1)‖um(t)‖ρ
2(ρ+1)‖u′m(t)‖2(ρ+1)‖u′′m(t)‖2. (2.40)

De (1.18) temos que existe B1 > 0 tal que

‖u‖2ρ+2 ≤ B1‖∇u‖2, ∀u ∈ V, (2.41)

e, portanto, existe k1 = B2
1(ρ + 1) tal que

|I1| ≤ k1‖∇um(t)‖ρ
2‖∇u′m(t)‖2‖u′′m(t)‖2. (2.42)
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Pelo lema 2.1.1 temos que ‖∇um(t)‖ρ
2 < λρ

1 e como

‖∇u′m(t)‖2
2 + ‖u′′m(t)‖2

2 ≥ 2‖∇u′m(t)‖2‖u′′m(t)‖2,

então existe uma constante k2 > 0 independente de t ∈ [0, T ] e m tal que

|I1| ≤ k2

(‖∇u′m(t)‖2
2 + ‖u′′m(t)‖2

2

)
. (2.43)

De (2.29) e (2.43) segue que

d

dt

{
1

2
‖u′′m(t)‖2

2 +
1

2
‖∇u′m(t)‖2

2

}
+

∫

Γ1

β′(u′m(t))(u′′m(t))2dΓ

≤ k2

(‖∇u′m(t)‖2
2 + ‖u′′m(t)‖2

2

)
.

Integrando a última equação sobre (0, t), t ∈ [0, T ) e de (2.28) resulta que

‖u′′m(t)‖2
2 + ‖∇u′m(t)‖2

2 + 2

∫ t

0

∫

Γ1

β′(u′m(s))(u′′m(s))2dΓds

≤ ‖u′′m(0)‖2
2 + ‖∇u′m(0)‖2

2 + 2k2

∫ t

0

(‖∇u′m(s)‖2
2 + ‖u′′m(s)‖2

2

)
ds

≤
(
‖∆u0‖2 + ‖u0‖ρ+1

2(ρ+1)

)2

+ ‖∇u1‖2
2

+ 2k2

∫ t

0

(‖∇u′m(s)‖2
2 + ‖u′′m(s)‖2

2

)
ds. (2.44)

Sendo β não decrescente então β′(s) ≥ 0, ∀s ∈ R. Assim
∫ s

0

∫

Γ1

β′(u′m(ξ))(u′′m(ξ))2dΓdξ ≥ 0 (2.45)

e, portanto, de (2.44) obtemos

‖u′′m(t)‖2
2 + ‖∇u′m(t)‖2

2 + 2

∫ t

0

∫

Γ1

β′(u′m(s))(u′′m(s))2dΓds

≤
(
‖∆u0‖2 + ‖u0‖ρ+1

2(ρ+1)

)2

+ ‖∇u1‖2
2

+ 2k2

∫ t

0

[‖u′′m(s)‖2
2 + ‖∇u′m(s)‖2

2

+ 2

∫ s

0

∫

Γ1

β′(u′m(ξ))(u′′m(ξ))2dΓdξ

]
ds. (2.46)

Aplicando o Lema de Gronwall em (2.46) segue que

‖u′′m(t)‖2
2 + ‖∇u′m(t)‖2

2 + 2

∫ t

0

∫

Γ1

β′(u′m(s))(u′′m(s))2dΓds ≤ L, (2.47)
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onde L é uma constante positiva independente de m e t ∈ [0, T ].

De (2.47) temos que u′m ∈ L∞(0, T ; V ), como a aplicação traço γ0 : H1(Ω) →
L2(Γ) é cont́ınua segue que γ0u

′
m(t) ∈ L2(Γ1). Assim,

‖u′m(t)‖L2(Γ1) = ‖u′m(t)‖L2(Γ) ≤ b1‖u′m(t)‖H1(Ω) ≤ b2‖∇u′m(t)‖2,

onde b1 e b2 são constantes positivas independentes de m e t. Portanto,
∫ t

0

‖u′m(s)‖2
Γ1,2ds ≤ L1, (2.48)

com L1 > 0 independente de m e t.

Por outro lado, das hipóteses (H.2), (H.3) e tomando A1 = {x ∈ Γ1; |u′m(x, s)|
> 1}, A2 = {x ∈ Γ1; |u′m(x, s)| < 1} segue que

∫

Γ1

|β(u′m(x, s))|2dΓ =

∫

A1

|β(u′m(x, s))|2dΓ +

∫

A2

|β(u′m(x, s))|2dΓ

≤ C2
2

∫

A1

|u′m(x, s)|2dΓ +

∫

A2

|g−1(u′m(x, s))|2dΓ,

onde C2 é a constante definida em (H.3).

Como g−1 é cont́ınua e A2 é compacto então existe MA2 > 0 tal que |g−1(u′m(x, s))| ≤
MA2 . Substituindo na expressão acima resulta que

∫

Γ1

|β(u′m(x, s))|2dΓ ≤ C2
2

∫

Γ1

|u′m(x, s)|2dΓ + M2
A2

.med(A2)

≤ C3‖∇u′m(s)‖2
2 + M2

A2
.med(A2)

≤ C3L + M2
A2

.med(A2),

onde C3 > 0 e L é dado em (2.47). Disto segue que existe L2 > 0 tal que
∫ t

0

‖β(u′m(s))‖2
Γ1,2ds ≤ L2, (2.49)

qualquer que seja m ∈ N e t ∈ [0, T ].

Das 1a e 2a estimativas à priori, de (2.16), (2.48) e (2.49) podemos extrair uma

subseqüência de (um) que de agora em diante também denotaremos por (um) e uma

função u : Ω× (0,∞) → R satisfazendo:

um ⇀∗ u fraco* em L∞loc(0,∞; V ); (2.50)
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u′m ⇀∗ u′ fraco* em L∞loc(0,∞; V ); (2.51)

u′′m ⇀∗ u′′ fraco* em L∞loc(0,∞; L2(Ω)); (2.52)

u′m ⇀ u′ fraco em L2
loc(0,∞; L2(Γ1)); (2.53)

β(u′m) ⇀ χ fraco em L2
loc(0,∞; L2(Γ1)). (2.54)

Notemos que V ↪→c L2(Ω) e V é reflexivo.

Com efeito, desde que V ⊂ H1(Ω) e H1(Ω) ↪→c L2(Ω) resulta a primeira afirmação

acima. Além disso, V é reflexivo posto que V é um espaço de Hilbert.

Como L2(Ω) também é reflexivo então, definindo para cada T > 0,

W =
{
u; u ∈ L2(0, T ; V ), u′ ∈ L2(0, T ; L2(Ω))

}

com a norma

‖u‖W = ‖u‖L2(0,T ;V ) + ‖u′‖L2(0,T ;L2(Ω)),

resulta de (2.50) e (2.51) que

(um) é limitada em W. (2.55)

Logo, pelo teorema de Aubin-Lions obtemos uma subseqüência de (um) tal que

um → u fortemente em L2(0, T ; L2(Ω)) (2.56)

e, conseqüentemente,

um → u quase sempre em Ω×]0, T [, ∀T > 0. (2.57)

Portanto, da continuidade da função F (λ) = |λ|ρλ, decorre que

|um|ρum → |u|ρu quase sempre em Ω× [0, T ], ∀T > 0. (2.58)

Pelo Lema de Lions, temos:

|um|ρum ⇀ |u|ρu fracamente em L2
loc(0,∞; L2(Ω)). (2.59)
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As convergências (2.50)-(2.54) e (2.59) permitem-nos passar o limite no problema

aproximado (2.10), donde resulta para θ ∈ D(0, T ) que

∫ T

0

(u′′(t), wj)θ(t)dt +

∫ T

0

(∇u(t),∇wj)θ(t)dt +

∫ T

0

(χ,wj)Γ1θ(t)dt

=

∫ T

0

(|u(t)|ρu(t), wj) θ(t)dt, ∀j ∈ N. (2.60)

Da totalidade do conjunto {wj, j ∈ N} em V segue que

∫ T

0

(u′′(t), v)θ(t)dt +

∫ T

0

(∇u(t),∇v)θ(t)dt +

∫ T

0

(χ, v)Γ1θ(t)dt

=

∫ T

0

(|u(t)|ρu(t), v) θ(t)dt; ∀v ∈ V e θ ∈ D(0, T ).(2.61)

Considerando v ∈ D(Ω) em (2.61) obtemos:

∫ T

0

∫

Ω

u′′(x, t)v(x)θ(t)dxdt −
∫ T

0

〈∆u(t)v〉H−1(Ω),H1
0 (Ω)θ(t)dt

=

∫ T

0

∫

Ω

|u(x, t)|ρu(x, t)v(x)θ(t)dxdt, (2.62)

para todo θ ∈ D(0, T ).

Assim, pela totalidade do conjunto {vθ; v ∈ D(Ω), θ ∈ D(0, T )} em

D(Ω× (0, T )) segue que

u′′ −∆u = |u|ρu em D′
(Ω× (0, T )). (2.63)

Como u′′, |u|ρu ∈ L∞loc(0,∞; L2(Ω)), temos que ∆u ∈ L∞loc(0,∞; L2(Ω)). Logo,

u′′ −∆u = |u|ρu em L∞loc(0,∞; L2(Ω)). (2.64)

De (2.64) obtemos, para todo T > 0 e h ∈ {v.θ; v ∈ V, θ ∈ D(0, T )}, que

∫ T

0

(u′′(t), h(t))dt +

∫ T

0

(−∆u(t), h(t))dt

=

∫ T

0

(|u(t)|ρu(t), h(t))dt. (2.65)
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Aplicando a fórmula de Green generalizada1 em (2.65), segue que

∫ T

0

(u′′(t), h(t))dt +

∫ T

0

(∇u(t),∇h(t))dt−
∫ T

0

〈
∂u

∂ν
, h(t)

〉

H− 1
2 (Γ),H

1
2 (Γ)

dt

=

∫ T

0

(|u(t)|ρu(t), h(t))dt,

ou seja,

∫ T

0

(u′′(t), h(t))dt +

∫ T

0

(∇u(t),∇h(t))dt−
∫ T

0

〈
∂u

∂ν
, h(t)

〉

H− 1
2 (Γ1),H

1
2 (Γ1)

dt

=

∫ T

0

(|u(t)|ρu(t), h(t))dt. (2.66)

Por outro lado, para cada t ∈ (0, T ), χ(t) ∈ L2(Γ1) e h(t) ∈ V ⊂ H1(Ω), ou seja,

χ(t) ∈ H− 1
2 (Γ1) e γ0h(t) ∈ H

1
2 (Γ1). Logo, substituindo h(x, t) = v(x)θ(t) em (2.66)

resulta de (2.61) que 2

∫ T

0

〈
∂u(t)

∂ν
, S(t)

〉

H− 1
2 (Γ1),H

1
2 (Γ1)

dt =

∫ T

0

〈χ(t), S(t)〉
H− 1

2 (Γ1),H
1
2 (Γ1)

dt,

para todo S ∈ D(0, T ; H
1
2 (Γ1)).

Isto é,

∂u

∂ν
+ χ = 0 em D′

(0, T ; H− 1
2 (Γ1)). (2.67)

Como χ ∈ L2
loc(0,∞; L2(Γ1)), temos que

∂u

∂ν
∈ L2

loc(0,∞; L2(Γ1)) e

∂u

∂ν
+ χ = 0 em L2

loc(0,∞; L2(Γ1)). (2.68)

No que segue, nosso objetivo é mostrar que χ = β(u′). Com efeito, considerando

w = um no problema aproximado (2.10) e integrando a expressão sobre (0, T ),

resulta que

∫ T

0

(u′′m(t), um(t))dt +

∫ T

0

‖∇um(t)‖2
2dt +

∫ T

0

(β(u′m(t)), um(t))Γ1
dt

=

∫ T

0

(|um(t)|ρum(t), um(t)) dt. (2.69)

1pois u ∈ H1(Ω) e h ∈ H1(Ω).
2pois γ0h ∈ D(0, T ; H

1
2 (Γ1)) e {(γ0v)θ; v ∈ V, θ ∈ D(Ω)} é total em D(0, T ;H

1
2 (Γ1)).
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De (2.56) temos que (um) possui uma subseqüência tal que

um → u fortemente em L2(0, T ; L2(Ω)). (2.70)

Analogamente, de (2.51), (2.52) e aplicando o teorema de Aubin-Lions con-

clúımos que

u′m → u′ fortemente em L2(0, T ; L2(Ω)). (2.71)

Pelo lema (2.1.1), temos que

‖um(t)‖
H

1
2 (Γ1)

≤ ‖um(t)‖
H

1
2 (Γ)

≤ C1‖um(t)‖H1(Ω)

≤ C2‖∇um(t)‖2 ≤ C2λ1, (2.72)

e, como H
1
2 (Γ1) ↪→c L2(Γ1), de (2.47) obtemos

‖u′m(t)‖Γ1,2 ≤ C3‖u′m(t)‖
H

1
2 (Γ)

≤ C4‖∇u′m(t)‖2 ≤ C4L, (2.73)

onde L é a constante dada em (2.47).

De (2.72) e (2.73) obtemos a existência de uma subseqüência tal que

um ⇀ u fracamente em L2
loc(0,∞; H

1
2 (Γ1)); (2.74)

u′m ⇀ u′ fracamente em L2
loc(0,∞; L2(Γ1)). (2.75)

Definindo

W =
{

u; u ∈ L2(0, T ; H
1
2 (Γ1)); u′ ∈ L2(0, T ; L2(Γ1))

}
,

munido da norma

‖u‖W = ‖u‖
L2(0,T ;H

1
2 (Γ1))

+ ‖u′‖L2(0,T ;L2(Γ1)),

segue de (2.74) e (2.75) que

(um) é limitada em W. (2.76)
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Assim, graças ao teorema de Aubin-Lions temos que

um → u fortemente em L2(0, T ; L2(Γ1)). (2.77)

Agora, das convergências em (2.52), (2.54), (2.59), (2.70) e (2.77) podemos passar

o limite em (2.69) e, pela Proposição 1.4.3, obtemos:

lim
m→+∞

∫ T

0

‖∇um(t)‖2
2dt = −

∫ T

0

(u′′(t), u(t))dt−
∫ T

0

(χ(t), u(t))Γ1dt

+

∫ T

0

(|u(t)|ρu(t), u(t))dt. (2.78)

Por outro lado, como u ∈ L2
loc(0,∞; L2(Ω)) então de (2.64) obtemos

∫ T

0

(u′′(t), u(t))dt−
∫ T

0

(∆u(t), u(t))dt =

∫ T

0

(|u(t)|ρu(t), u(t))dt. (2.79)

Aplicando a fórmula de Green generalizada em (2.79) e observando que
∂u

∂ν
∈

L2(0, T ; L2(Γ1)), decorre que

∫ T

0

(u′′(t), u(t))dt +

∫ T

0

‖∇u(t)‖2
2dt−

∫ T

0

(
∂u

∂ν
(t), u(t)

)

Γ1

=

∫ T

0

(|u(t)|ρu(t), u(t))dt

e, de (2.68), segue que

∫ T

0

‖∇u(t)‖2
2dt = −

∫ T

0

(u′′(t), u(t))dt−
∫ T

0

(χ(t), u(t))Γ1

+

∫ T

0

(|u(t)|ρu(t), u(t))dt. (2.80)

Portanto, de (2.78) e (2.80) conclúımos

lim
m→+∞

∫ T

0

‖∇um(t)‖2
2dt →

∫ T

0

‖∇u(t)‖2
2dt. (2.81)

Logo, pelo Lema 2.1.1 e de (2.81) chegamos à

∇um → ∇u fortemente em L2(0, T ; L2(Ω)). (2.82)
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Considerando w = u′m no problema aproximado (2.10) e integrando sobre (0, T )

segue que

∫ T

0

(u′′m(t), u′m(t))dt +

∫ T

0

(∇um(t),∇u′m(t))dt +

∫ T

0

(β(u′m(t)), u′m(t))Γ1
dt

=

∫ t

0

(|um(t)|ρum(t), u′m(t))dt. (2.83)

Das convergências (2.51), (2.52), (2.53), (2.71), (2.82) e pela Proposição 1.4.3

segue que

lim
m→+∞

∫ T

0

(β(u′m(t)), u′m(t))Γ1
dt = −

∫ T

0

(u′′(t), u′(t))dt−
∫ T

0

(∇u(t),∇u′(t))dt

+

∫ T

0

(|u(t)|ρu(t), u′(t))dt. (2.84)

Por outro lado, de (2.64) e do fato de u′ ∈ L2
loc(0,∞; L2(Ω)) temos que

∫ T

0

(u′′(t), u′(t))dt−
∫ T

0

(∆u(t), u′(t))dt =

∫ T

0

(|u(t)|ρu(t), u′(t))dt (2.85)

e, aplicando a fórmula de Green generalizada, resulta

∫ T

0

(u′′(t), u′(t))dt +

∫ T

0

(∇u(t),∇u′(t))dt−
∫ T

0

(
∂u

∂ν
(t), u′(t)

)

Γ1

dt

=

∫ T

0

(|u(t)|ρu(t), u′(t))dt. (2.86)

Substituindo (2.68) em (2.86) obtemos

∫ T

0

(χ(t), u′(t))Γ1dt = −
∫ T

0

(u′′(t), u′(t))dt−
∫ T

0

(∇u(t),∇u′(t))dt

+

∫ T

0

(|u(t)|ρu(t), u′(t))dt. (2.87)

De (2.84) e (2.87) segue que

lim
m→+∞

∫ T

0

(β(u′m(t)), u′m(t))dt =

∫ T

0

(χ(t), u′(t))dt. (2.88)

Como β é uma função monótona não decrescente temos

∫ T

0

(β(u′m(t))− β(ψ), u′m(t)− ψ)Γ1dt ≥ 0, ∀ψ ∈ L2(0, T ; L2(Γ1)) (2.89)

52



e, portanto,

∫ T

0

(β(u′m(t)), ψ)Γ1dt+

∫ T

0

(β(ψ), u′m(t)−ψ)Γ1dt ≤
∫ T

0

(β(u′m(t)), u′m(t))Γ1dt. (2.90)

Aplicando as convergências (2.53), (2.54) e (2.88) chegamos à

∫ T

0

(χ(t)− β(ψ), u′(t)− ψ)Γ1dt ≥ 0 (2.91)

e isto implica que

χ = β(u′) em L2(0, T ; L2(Ω)). (2.92)

Com efeito, mostremos, inicialmente, que

∫ T

0

∫

Γ1

β(u′ − λv)vdΓdt →
∫ T

0

∫

Γ1

β(u′)vdΓdt, quando λ → 0,

∀v ∈ L2(0, T ; L2(Γ1)). (2.93)

De fato, como

u′(x, t)− λv(x, t) → u′(x, t) quando λ → 0, q.s. em Ω×]0, T [, T > 0

e β é cont́ınua, então

β(u′(x, t)− λv(x, t)) → β(u′(x, t)) q.s. em Ω×]0, T [, quando λ → 0. (2.94)

Agora, das hipóteses (H.2) e (H.3) segue que

|β(u′(x, t)− λv(x, t))| ≤
{ |g−1(u′(x, t)− λv(x, t))|; |u′(x, t)− λv(x, t)| ≤ 1

C2|u′(x, t)− λv(x, t)|; |u′(x, t)− λv(x, t)| > 1
.

(2.95)

Mas, como g−1 é uma função crescente então se |u′(x, t) − λv(x, t)| ≤ 1 temos

que |g−1(u′(x, t)− λv(x, t))| ≤ g−1(1). Logo, de (2.95)

|β(u′(x, t)− λv(x, t))| ≤
{ |g−1(1)|; |u′(x, t)− λv(x, t)| ≤ 1

C2|u′(x, t)− λv(x, t)|; |u′(x, t)− λv(x, t)| > 1
,

ou seja,

|β(u′(x, t)− λv(x, t))| ≤ g−1(1) + C2|u′(x, t)|+ C2|v(x, t)|︸ ︷︷ ︸
∈L2(0,T ;L2(Γ1))=L2(Γ1×]0,T [)

, λ < 1, (2.96)

53



posto que g−1(1) > 0.

De (2.94), (2.96) e pelo Teorema da Convergência Dominada de Lebesgue segue

(2.93).

Consideremos, ψ = u′ − λv, onde v ∈ L2(0, T ; L2(Γ1)). Segue de (2.91) que

λ

∫ T

0

(χ− β(u′ − λv), v)Γ1
dt ≥ 0.

Assim,

(i)

∫ T

0

(χ − β(u′ − λv), v)Γ1dt ≥ 0 se λ > 0. Tomando o limite quando λ → 0+

vem de (2.93) que

∫ T

0

(χ− β(u′), v)Γ1
dt ≥ 0, ∀v ∈ L2(0, T ; L2(Γ1)). (2.97)

(ii)

∫ T

0

(χ− β(u′ − λv), v)Γ1dt ≤ 0 se λ < 0. Tomando o limite quando λ → 0−

decorre de (2.93) que

∫ T

0

(χ− β(u′), v)Γ1
dt ≤ 0, ∀v ∈ L2(0, T ; L2(Γ1)). (2.98)

De (2.97) e (2.98) resulta

∫ T

0

(χ− β(u′), v)Γ1
dt = 0, ∀v ∈ L2(0, T ; L2(Γ1)).

Tomando v = χ− β(u′) segue (2.92).

2.1.2 Unicidade de solução regular

Sejam u1 e u2 duas soluções do problema (2.1). Então, z = u1 − u2 verifica

(z′′(t), w)− (∆z(t), w) = (|u1|ρu1 − |u2|ρu2, w), ∀w ∈ V. (2.99)

Aplicando a fórmula de Green, (2.68) e lembrando que χ = β(u′), resulta que

(z′′(t), w) + (∇z(t),∇w) + (β(u′1)− β(u′2), w)Γ1

= (|u1|ρu1 − |u2|ρu2, w) , ∀w ∈ V. (2.100)
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Também, temos que

||u1|ρu1 − |u2|ρu2| ≤ k(ρ) (|u1|ρ + |u2|ρ) |z(t)|. (2.101)

Com efeito, como vimos anteriormente a função F (λ) = |λ|ρλ, λ ∈ R, é tal que

F ′(λ) = (ρ+1)|λ|ρ. Logo, dados α, β ∈ R com α < β existe, em virtude do Teorema

do Valor Médio, ξ ∈]α, β[ tal que

|F (β)− F (α)| ≤ |F ′(ξ)||β − α|,

ou ainda,

|F (β)− F (α)| ≤ (ρ + 1)|ξ|ρ|β − α|. (2.102)

Seja θ ∈ (0, 1) tal que satisfaça

ξ = (1− θ)α + θβ = α + θ(β − α). (2.103)

Tomando α = u1(x, t) e β = u2(x, t), resulta de (2.102) e (2.103) que

||u1|ρu1 − |u2|ρu2| ≤ (ρ + 1) |u1 + (u2 − u1)θ|ρ |u1 − u2|

≤ (ρ + 1) {|u1|+ |u2|+ |u1|}ρ |z|

≤ (ρ + 1) {2|u1|+ 2|u2|}ρ |z|

= (ρ + 1)2ρ {|u1|+ |u2|}ρ |z|

≤ k(ρ) (|u1|ρ + |u2|ρ) |z|,

o que prova (2.101).

Substituindo w = z′(t) em (2.100), observando que β é uma função não decres-

cente e considerando a desiguladade dada em (2.101) resulta

(z′′(t), z′(t)) + (∇z(t),∇z′(t)) ≤
∣∣∣∣
∫

Ω

(|u1|ρu1 − |u2|ρu2)z
′(t)dx

∣∣∣∣

≤ k(ρ)

∫

Ω

(|u1|ρ + |u2|ρ) |z(t)||z′(t)|dx,
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ou ainda,

d

dt

{
1

2
‖z′(t)‖2

2 +
1

2
‖∇z(t)‖2

2

}
≤ k(ρ)

∫

Ω

(|u1|ρ + |u2|ρ) |z(t)||z′(t)|dx. (2.104)

Como u1(t), u2(t), z(t), z′(t) ∈ V e V ↪→ L2(ρ+1)(Ω) ↪→ L2(Ω) segue que |u1(t)|ρ,
|u2(t)|ρ ∈ L

2(ρ+1)
ρ (Ω), |z(t)| ∈ L2(ρ+1)(Ω) e z′(t) ∈ L2(Ω). Da relação

ρ

2(ρ + 1)
+

1

2(ρ + 1)
+

1

2
= 1 e aplicando a desigualdade de Hölder generalizada na desigualdade

(2.104), temos que existe k1(ρ) > 0 tal que

d

dt

{
1

2
‖z′(t)‖2

2 +
1

2
‖∇z(t)‖2

2

}
≤ k1(ρ)

(
‖u1(t)‖ρ

2(ρ+1) + ‖u2(t)‖ρ
2(ρ+1)

)
‖z(t)‖2(ρ+1)‖z′(t)‖2.

(2.105)

Integrando a inequação dada em (2.105) em (0, t), t ∈ (0, T ), obtemos

1

2
‖z′(t)‖2

2 +
1

2
‖∇z(t)‖2

2 ≤
1

2
‖z′(0)‖2

2 +
1

2
‖∇z(0)‖2

2

+ k1(ρ)

∫ t

0

(
‖u1(s)‖ρ

2(ρ+1) + ‖u2(s)‖ρ
2(ρ+1)

)
‖z(s)‖2(ρ+1)‖z′(s)‖2ds. (2.106)

Da imersão V ↪→ L2(ρ+1)(Ω) segue que existe C > 0 tal que

‖u1(s)‖ρ
2(ρ+1) ≤ C‖∇u1(s)‖ρ

2 , ‖u2(s)‖ρ
2(ρ+1) ≤ C‖∇u2(s)‖ρ

2

e ‖z(s)‖2(ρ+1) ≤ C‖∇z(s)‖2 (2.107)

e aplicando o Lema 2.1.1 resulta que

‖u1(s)‖ρ
2(ρ+1) + ‖u2(s)‖ρ

2(ρ+1) ≤ 2Cλρ
1. (2.108)

Assim, substituindo (2.107) e (2.108) em (2.106), segue que existe uma constante

k2(ρ) > 0 tal que

‖z′(t)‖2
2 + ‖∇z(t)‖2

2 ≤ ‖z′(0)‖2
2 + ‖∇z(0)‖2

2

+ k2(ρ)

∫ t

0

‖∇z(s)‖2‖z′(s)‖2ds. (2.109)

Portanto, de (2.109) existe uma constante k3(ρ) > 0 tal que

‖z′(t)‖2
2 + ‖∇z(t)‖2

2 ≤ ‖z′(0)‖2
2 + ‖∇z(0)‖2

2 + k3(ρ)

∫ t

0

(‖∇z(s)‖2
2 + ‖z′(s)‖2

2

)
ds.

(2.110)
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Como u1 e u2 são soluções do problema (2.1) então u1(0) = u2(0) = u0 e

u′1(0) = u′2(0) = u1, tem-se que

∇z(0) = 0 e z′(0) = 0. (2.111)

Logo, aplicando (2.110), (2.111) e do Lema de Gronwall resulta que

‖z′(t)‖2
2 + ‖∇z(t)‖2

2 ≤ 0.

Donde segue que

‖∇z(t)‖2 = 0,

o que mostra a unicidade de solução e finaliza a demonstração do Teorema 2.0.3.

2.1.3 Prova da Proposição 2.0.4

Para demonstrar a proposição 2.0.4, notemos inicialmente que de (2.8) para todo

T > 0, temos

u ∈ L2(0, T ; V ) e u′ ∈ L2(0, T ; V ),

ou seja,

u ∈ H1(0, T ; V ). (2.112)

Pelo Teorema de imersão de Sobolev decorre que

u ∈ C0 ([0, T ]; V ) , (2.113)

Além disso, de (2.8) temos que u ∈ L∞(0, T ; V ) e de (2.64) segue que ∆u ∈
L∞(0, T ; L2(Ω)). Lembrando que H = {u ∈ V ; ∆u ∈ L2(Ω)}, obtemos que

u ∈ L∞(0, T ; H). (2.114)

Assim, de (2.113) e (2.114) obtemos

u ∈ L∞(0, T ; H) ∩ C0([0, T ]; V ),
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o que implica pelo Lema 1.1.19 que

u ∈ Cs(0, T ; H). (2.115)

De maneira análoga, de (2.8) decorre que

u′ ∈ C0([0, T ]; L2(Ω)) ∩ L∞(0, T ; V ), (2.116)

e, novamente, pelo Lema 1.1.19 segue que

u′ ∈ Cs(0, T ; V ). (2.117)

Por outro lado, a aplicação −∆ : H1(Ω) → H−1(Ω) é cont́ınua, assim por

(2.113) ,

−∆u ∈ C0([0, T ]; H−1(Ω)). (2.118)

Mostremos, agora, que |u|ρu ∈ C0([0, T ]; H−1(Ω)).

Com efeito, temos de (2.59) que |u|ρu ∈ L2(0, T ; L2(Ω)) e, para cada t ∈ (0, T ),

a aplicação

d

dt
(|u|ρu) = (ρ + 1)|u|ρu′ : H1

0 (Ω) −→ R
v 7→ (ρ + 1)

∫
Ω
|u|ρu′vdx

é linear e cont́ınua.

Além disso, pela desigualdade de Hölder generalizada
∣∣∣∣∣
〈

d

dt
(|u|ρu), v

〉

H−1(Ω),H1
0 (Ω)

∣∣∣∣∣ ≤ (ρ + 1)‖u‖ρ
2(ρ+1)‖u′‖2‖v‖2(ρ+1)

≤ C(ρ + 1)‖u‖ρ
V ‖u′‖2‖v‖H1

0 (Ω),

onde C é uma constante proveniente das imersões

H1
0 (Ω) ↪→ V ↪→ H1(Ω) ↪→ L2(ρ+1)(Ω).

Portanto, ∥∥∥∥
d

dt
(|u|ρu)

∥∥∥∥
H−1(Ω)

≤ C(ρ + 1)‖u‖ρ
V ‖u′‖2. (2.119)
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Logo, de (2.113), (2.116) e (2.119) segue que

d

dt
(|u|ρu) ∈ C0([0, T ]; H−1(Ω)) ⊂ L2(0, T ; H−1(Ω)).

Do exposto acima e pelo teorema de imersão de Sobolev obtemos que

|u|ρu ∈ C0([0, T ]; H−1(Ω)), (2.120)

De (2.63),(2.118) e (2.120) vem que

u′′ ∈ C0([0, T ]; H−1(Ω)). (2.121)

Logo, de (2.52), (2.121) e do Lema 1.1.19 conclúımos que

u′′ ∈ C0
s (0, T ; L2(Ω)),

o que conclui a prova da proposição.

2.2 Solução Fraca

2.2.1 Existência de solução fraca

No intuito de obter soluções fracas usaremos argumentos de densidade. Assuma

que
{
u0, u1

} ∈ V × L2(Ω)

verifiquem

‖∇u0‖2 < λ1 e E(0) < d. (2.122)

Então,

‖∇u0‖2 = λ1 − δ1 e E(0) = d− δ2 (2.123)

para δi, i = 1, 2 números positivos.
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Como D(−∆) =

{
v ∈ V ∩H2(Ω);

∂v

∂ν
= 0 em Γ1

}
é denso em V , conforme

seção 1.5, e H1
0 (Ω) é denso em L2(Ω) segue que existe

{
u0

µ, u
1
µ

} ⊂ D(−∆)×H1
0 (Ω) (2.124)

tal que

u0
µ → u0 em V e u1

µ → u1 em L2(Ω); quando µ →∞. (2.125)

De (2.123) e (2.124)
{
u0

µ, u
1
µ

}
satisfaz a condição de compatibilidade (H.6) e,

além disso,

‖∇u0
µ‖2 < λ1 , Eµ(0) < d; para µ ≥ µ0. (2.126)

Para cada µ ≥ µ0 seja uµ a solução regular do problema (2.1) com a condição

inicial
{
u0

µ, u
1
µ

}
, isto é, para todo T > 0

uµ ∈ C0
s (0, T ; H) ∩ C1

s (0, T ; V ) ∩ C2
s (0, T ; L2(Ω))

e verifica 



u′′µ −∆uµ = |uµ|ρuµ q.s. em Ω× (0, +∞),
uµ = 0 em Γ0 × (0, +∞),
∂uµ

∂ν
+ β(u′µ) = 0 em Γ1 × (0, +∞),

uµ(0) = u0
µ ; u′µ(0) = u1

µ.

(2.127)

Por outro lado, como u′′µ e |uµ|ρuµ pertencem a L2(0, T ; L2(Ω)) então a primeira

igualdade em (2.127) verifica

u′′µ −∆uµ = |uµ|ρuµ em L2(0, T ; L2(Ω)).

Como u′µ ∈ L2(0, T ; L2(Ω)), compondo a equação acima com u′µ segue que

(u′′µ, u
′
µ)− (∆uµ, u

′
µ) = (|uµ|ρuµ, u

′
µ). (2.128)

Aplicando a fórmula de Green generalizada obtemos:

1

2

d

dt
‖u′µ(t)‖2

2 +
1

2

d

dt
‖∇uµ(t)‖2

2 −
〈

∂uµ

∂ν
(t), u′µ(t)

〉

H− 1
2 (Γ1),H

1
2 (Γ1)

=
1

ρ + 2

d

dt
‖uµ(t)‖ρ+2

ρ+2.
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Da terceira equação de (2.127) resulta

1

2

d

dt
‖u′µ(t)‖2

2 +
1

2

d

dt
‖∇uµ(t)‖2

2 +
〈
β(u′µ(t)), u′µ(t)

〉
H− 1

2 (Γ1),H
1
2 (Γ1)

=
1

ρ + 2

d

dt
‖uµ(t)‖ρ+2

ρ+2

e, como β(u′µ(t)) ∈ L2(Γ1), segue que

1

2

d

dt
‖u′µ(t)‖2

2 +
1

2

d

dt
‖∇uµ(t)‖2

2 +
(
β(u′µ(t)), u′µ(t)

)
Γ1

=
1

ρ + 2

d

dt
‖uµ(t)‖ρ+2

ρ+2. (2.129)

Considerando os mesmos argumentos que foram utilizados para provar (2.24),

obtemos a existência de uma constante C3 > 0 tal que

‖u′µ(t)‖2
2 + ‖∇uµ(t)‖2

2 ≤ C3. (2.130)

De maneira análoga à prova de (2.48), conclúımos, para µ ≥ µ0, que existe uma

constante C4 > 0 tal que

∫ t

0

‖u′µ(t)‖2
Γ1,2ds ≤ C4 ;

∫ t

0

‖β(u′µ)‖2
Γ1,2ds ≤ C4. (2.131)

Definindo

zµ,σ = uµ − uσ ; µ, σ ∈ N, µ, σ ≥ µ0

temos que z′µ,σ ∈ L2(0, T ; L2(Ω)) e, como em (2.128), obtemos

(z′′µ,σ, z
′
µ,σ)− (∆zµ,σ, z

′
µ,σ) =

(|uµ|ρuµ − |uσ|ρuσ, z
′
µ,σ

)
. (2.132)

De (2.132) resulta

1

2

d

dt
‖z′µ,σ(t)‖2

2 +
1

2

d

dt
‖∇zµ,σ(t)‖2

2 +
(
β(u′µ(t))− β(u′σ(t)), z′µ,σ(t)

)
Γ1

≤
∫

Ω

||uµ|ρuµ − |uσ|ρuσ|
∣∣z′µ,σ(t)

∣∣ dx. (2.133)

Como β é monótona, segue de (2.101) que existe k3(ρ) > 0 tal que

d

dt

{
1

2
‖z′µ,σ(t)‖2

2 +
1

2
‖∇zµ,σ(t)‖2

2

}
≤ k3(ρ)

∫

Ω

(|uµ(t)|ρ + |uσ(t)|ρ) |zµ,σ(t)||z′µ,σ(t)|dx,

(2.134)
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e, da desiguladade de Hölder generalizada resulta que

d

dt

{
1

2
‖z′µ,σ(t)‖2

2 +
1

2
‖∇zµ,σ(t)‖2

2

}

≤ k3(ρ)
(
‖|uµ(t)|ρ + |uσ(t)|ρ‖ 2(ρ+1)

ρ

)
‖zµ,σ(t)‖2(ρ+1)‖z′µ,σ(t)‖2.

Da imersão V ↪→ L2(ρ+1)(Ω) temos

d

dt

{
1

2
‖z′µ,σ(t)‖2

2 +
1

2
‖∇zµ,σ(t)‖2

2

}

≤ k3(ρ)

(
‖uµ(t)‖ρ

2(ρ+1) + ‖uσ(t)‖ρ
2(ρ+1)

ρ

)
‖∇zµ,σ(t)‖2‖z′µ,σ(t)‖2. (2.135)

Integrando (2.135) sobre (0, t) obtemos

‖z′µ,σ(t)‖2
2 + ‖∇zµ,σ(t)‖2

2 ≤ ‖z′µ,σ(0)‖2
2 + ‖∇zµ,σ(0)‖2

2

+2k3(ρ)

∫ t

0

(
‖uµ(s)‖ρ

2(ρ+1) + ‖uσ(s)‖ρ
2(ρ+1)

ρ

)
‖∇zµ,σ(s)‖2‖z′µ,σ(s)‖2ds. (2.136)

De maneira análoga a que foi feito em (2.108) conclúımos de (2.136) que existe

k4 > 0 tal que

‖z′µ,σ(t)‖2
2 + ‖∇zµ,σ(t)‖2

2 ≤ ‖z′µ,σ(0)‖2
2 + ‖∇zµ,σ(0)‖2

2

+ k4

∫ t

0

(‖∇zµ,σ(t)‖2
2 + ‖z′µ,σ(t)‖2

2

)
dt. (2.137)

Aplicando o Lema de Gronwall em (2.137) resulta que para todo t ∈ [0, T ] temos

‖u′µ(t)− u′σ(t)‖2
2 + ‖∇uµ(t)−∇uσ(t)‖2

2

≤ C(ρ, T )
(‖u1

µ − u1
σ‖2

2 + ‖∇u0
µ −∇u0

σ‖2
2

)
, (2.138)

onde C(ρ, T ) é uma constante positiva independente de µ, σ ∈ N.

Logo,

sup
t∈[0,T ]

‖u′µ(t)− u′σ(t)‖2
2 + sup

t∈[0,T ]

‖∇uµ(t)−∇uσ(t)‖2
2

≤ C(ρ, T )
(‖u1

µ − u1
σ‖2

2 + ‖∇u0
µ −∇u0

σ‖2
2

)
. (2.139)

62



De (2.125) e (2.139) temos que (uµ) é uma seqüência de Cauchy em C0([0, T ]; V ) e

(u′µ) é uma seqüência de Cauchy em C0([0, T ]; L2(Ω)). Da completude de C0([0, T ]; V )

e C0([0, T ]; L2(Ω)) segue que

uµ → u fortemente em C0([0, T ]; V ) (2.140)

e

u′µ → u′ fortemente em C0([0, T ]; L2(Ω)). (2.141)

De (2.131) temos

u′µ ⇀ u′ fracamente em L2
loc(0,∞; L2(Γ1)) (2.142)

e

β(u′µ) ⇀ χ fracamente em L2
loc(0,∞; L2(Γ1)). (2.143)

Também, por (2.140), temos que

|uµ|ρuµ → |u|ρu q.s. em Ω× [0, T ] (2.144)

e existe C > 0 tal que

‖|uµ|ρuµ‖L2(0,T ;L2(Ω)) ≤ C. (2.145)

Assim, de (2.144), (2.145) e pelo Lema de Lions segue que

|uµ|ρuµ ⇀ |u|ρu fracamente em L2(0, T ; L2(Ω)). (2.146)

Das convergências anteriores resulta que o problema (2.1) possui uma solução

fraca. Mais precisamente, obtemos

u′′ −∆u = |u|ρu em C0([0, T ]; H−1(Ω)). (2.147)

Com efeito, temos da 1a equação de (2.127) que

u′′µ −∆uµ = |uµ|ρuµ em L2(0, T ; L2(Ω)), ∀T > 0. (2.148)
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Sejam θ ∈ D(0, T ) e ξ ∈ D(Ω). Então, de (2.148) decorre que

(u′′µ, θξ)− (∆uµ, θξ) = (|uµ|ρuµ, θξ). (2.149)

Agora, pelo Teorema de Fubini, segue que

(u′′µ, θξ) = (〈u′′µ, θ〉D′D, ξ) = (−〈u′µ, θ′〉D′D, ξ) = −(u′µ, θ
′ξ), (2.150)

e, pela fórmula de Green generalizada, obtemos

(∆uµ, θξ) = −(∇uµ, θ∇ξ). (2.151)

Substituindo (2.150) e (2.151) em (2.149) resulta

−(u′µ, θ
′ξ) + (∇uµ, θ∇ξ) = (|uµ|ρumu, θξ). (2.152)

Tomando limite µ →∞ em (2.152) de (2.140), (2.141) e (2.146) segue que

−(u′, θ′ξ) + (∇u, θ∇ξ) = (|u|ρu, θξ). (2.153)

Aplicando a Proposição 1.1.16 resulta que u′′ ∈ H−1(0, T ; L2(Ω)) e

−(u′, θ′ξ)D′ (Ω×(0,T )),D(Ω×(0,T )) = 〈u′′, θξ〉D′ (Ω×(0,T )),D(Ω×(0,T )).

Substituido a expressão acima em (2.153) e graças a igualdade

(∇u, θ∇ξ) = 〈∇u, θ∇ξ〉D′ (Ω×(0,T )),D(Ω×(0,T ))

=
n∑

i=1

〈
∂u

∂xi

, θ
∂ξ

∂xi

〉

D′ (Ω×(0,T )),D(Ω×(0,T ))

= −
n∑

i=1

(
∂2u

∂x2
i

, θξ

)

D′ (Ω×(0,T )),D(Ω×(0,T ))

= −〈∆u, θξ〉D′ (Ω×(0,T )),D(Ω×(0,T )).

obtemos

〈u′′ −∆u, θξ〉D′ (Ω×(0,T )),D(Ω×(0,T )) = 〈|u|ρu, θξ〉D′ (Ω×(0,T )),D(Ω×(0,T )).
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Da totalidade do conjunto {θξ; θ ∈ D(0, T ), ξ ∈ D(Ω)} em

D(Ω× (0, T )) obtemos

u′′ −∆u = |u|ρu em D′
(Ω× (0, T )). (2.154)

Agora, sendo u ∈ C0([0, T ]; V ), conclúımos como anteriormente que ∆u ∈
C0([0, T ]; H−1(Ω)) e |u|ρu ∈ C0([0, T ]; H−1(Ω)).

Do exposto acima e de (2.154) conlúımos a prova de (2.147).

Da igualdade (2.147) e fazendo o uso da integral de Bochner em H−1(Ω) obtemos

u′(t)− u′(0) =

∫ t

0

∆u(s)ds +

∫ t

0

|u(s)|ρu(s)ds. (2.155)

Definindo z(t) =

∫ t

0

u(s)ds segue que

z ∈ C0([0, T ]; L2(Ω)). (2.156)

Com efeito, como u ∈ C0([0, T ]; L2(Ω)) então z(t) =

∫ t

0

u(s)ds ∈ L2(Ω) e,

considerando tn → t em [0, T ],temos pela desigualdade de Hölder,

‖z(tn)− z(t)‖2
2 =

∫

Ω

∣∣∣∣
∫ tn

t

u(s)ds

∣∣∣∣
2

dx

≤
∫

Ω

[∣∣∣∣
∫ tn

t

|u(s)|2ds

∣∣∣∣
1
2
∣∣∣∣
∫ tn

t

1ds

∣∣∣∣
1
2

]2

dx

=

∫

Ω

(∫ tn

t

|u(s)|2ds

)
|tn − t|dx

≤ ‖u‖2
L2(0,T ;L2(Ω))|tn − t| → 0, quando n →∞

o que prova (2.156).

De maneira análoga prova-se que z ∈ C0([0, T ]; H1(Ω)).

Assim, de (2.155) podemos escrever

u′(t)− u′(0) = ∆z(t) +

∫ t

0

|u(s)|ρu(s)ds em H−1(Ω).

De (2.141) temos que u′ ∈ C0([0, T ]; L2(Ω)) e de (2.140) temos que |u|ρu ∈
C0([0, T ]; L2(Ω)). Portanto, de maneira análoga ao que foi feito para obtermos
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(2.156), decorre que

∫ t

0

|u(s)|ρu(s) ∈ C0([0, T ]; L2(Ω)). Conseqüentemente, ∆z ∈
C0([0, T ]; L2(Ω)).

Do exposto acima e do fato que u ∈ C0([0, T ]; H1(Ω)) obtemos

z ∈ C0([0, T ];H1(Ω)), (2.157)

onde H1(Ω) = {v ∈ H1(Ω); ∆v ∈ L2(Ω)}.

Portanto z ∈ L2(0, T ;H1(Ω)) e pela Proposição 1.1.16 resulta que z′ = u ∈
H−1(0, T ;H1(Ω)). Donde segue pela subseção 1.2.2

∂u

∂ν
∈ H−1(0, T ; H− 1

2 (Γ1)).

Agora, definindo zµ(t) =

∫ t

0

uµ(s)ds temos que

∆zµ → ∆z em C0([0, T ]; L2(Ω)). (2.158)

De fato, de (2.148) e fazendo o uso da integral de Bochner temos

u′µ(t)− u′µ(0) =

∫ t

0

∆uµ(s)ds +

∫ t

0

|uµ(s)|ρuµ(s)ds,

ou ainda,

u′µ(t)− u′µ(0) = ∆zµ(t) +

∫ t

0

|uµ(s)|ρuµ(s)ds.

Notemos que de (2.140) temos que, para todo t ∈ [0, T ],

∣∣‖uµ(t)‖2(ρ+1) − ‖u(t)‖2(ρ+1)

∣∣ ≤ ‖uµ(t)− u(t)‖2(ρ+1)

≤ C‖uµ(t)− u(t)‖V

≤ C‖uµ − u‖C0([0,T ];V ) → 0, µ → +∞.

Logo, para todo t ∈ [0, T ] e uniformemente em t,

‖uµ(t)‖2(ρ+1) → ‖u(t)‖2(ρ+1), µ → +∞.
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Da convergência acima segue que

∣∣‖|uµ(t)|ρuµ(t)‖2
2 − ‖|u(t)|ρu(t)‖2

2

∣∣ =

∣∣∣∣
∫

Ω

|uµ(t)|2(ρ+1)dx−
∫

Ω

|u(t)|2(ρ+1)dx

∣∣∣∣
=

∣∣∣‖uµ(t)‖2(ρ+1)
2(ρ+1) − ‖u(t)‖2(ρ+1)

2(ρ+1)

∣∣∣ → 0, µ → +∞,

e, portanto, para todo t ∈ [0, T ],

‖|uµ(t)|ρuµ(t)‖2
2 → ‖|u(t)|ρu(t)‖2

2, µ → +∞. (2.159)

Por outro lado,

∫

Ω

||uµ(t)|ρuµ(t)− |u(t)|ρu(t)|2 dx

= (|uµ(t)|ρuµ(t)− |u(t)|ρu(t), |uµ(t)|ρuµ(t)− |u(t)|ρu(t))

= ‖|uµ(t)|ρuµ(t)‖2
2 + ‖|u(t)|ρu(t)‖2

2 − 2 (|uµ(t)|ρuµ(t), |u(t)|ρu(t)) .

De (2.146), de (2.159) e da igualdade acima obtemos que

∫

Ω

||uµ(t)|ρuµ(t)− |u(t)|ρu(t)|2 dx

−→ ‖|u(t)|ρu(t)‖2
2 + ‖|u(t)|ρu(t)‖2

2 − 2 (|u(t)|ρu(t), |u(t)|ρu(t)) = 0, (2.160)

para todo t ∈ [0, T ].

Portanto,
∥∥∥∥
∫ t

0

[|uµ(s)|ρuµ(s)− |u(s)|ρu(s)] ds

∥∥∥∥
2

≤
∫ T

0

‖|uµ(s)|ρuµ(s)− |u(s)|ρu(s)‖2ds

=

∫ T

0

[∫

Ω

||uµ(s)|ρuµ(s)− |u(s)|ρu(s)|2 dx

] 1
2

ds

≤
(∫ T

0

ds

) 1
2
(∫ T

0

∫

Ω

||uµ(s)|ρuµ(s)− |u(s)|ρu(s)|2 dxds

) 1
2

.

De (2.160), da limitação da seqüência {uµ} em C0([0, T ]; V ) e do Teorema da

Convergência Dominada de Lebesgue segue que

∫ T

0

∫

Ω

||uµ(s)|ρuµ(s)− |u(s)|ρu(s)|2 dxds → 0, µ → +∞. (2.161)
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De (2.140) e (2.161) conclúımos que

sup
t∈[0,T ]

‖∆zµ(t)−∆z(t)‖2 = sup
t∈[0,T ]

‖u′µ(t)− u′µ(0)−
∫ t

0

|uµ(s)|ρuµ(s)ds

− u′(t) + u′(0) +

∫ t

0

|u(s)|ρu(s)ds‖2

≤ sup
t∈[0,T ]

‖u′µ(t)− u′(t)‖2 + sup
t∈[0,T ]

‖u′µ(0)− u′(0)‖2

+ sup
t∈[0,T ]

‖
∫ t

0

(|uµ(s)|ρuµ(s)− |u(s)|ρu(s))ds‖2 → 0, µ → +∞,

o que prova (2.158).

Além disso, por (2.140) obtemos também que

zµ → z em C0([0, T ]; H1(Ω)). (2.162)

Das convergências (2.158) e (2.162) obtemos

‖zµ − z‖C0([0,T ];H1(Ω)) = sup
t∈[0,T ]

‖zµ(t)− z(t)‖H1(Ω)

≤ sup
t∈[0,T ]

‖zµ(t)− z(t)‖H1(Ω)

+ sup
t∈[0,T ]

‖∆zµ(t)−∆z(t)‖2 → 0; µ → +∞,

ou seja,

zµ → z em C0([0, T ];H1(Ω)), (2.163)

Conseqüentemente,

z′µ → z′ em H−1(0, T ;H1(Ω)). (2.164)

Com efeito, sejam θ ∈ D(0, T ) e ξ ∈ H1(Ω). Então,

〈z′µ, θξ〉H−1(0,T ;H1(Ω)),H1
0 (0,T ;H1(Ω)) = 〈z′µ, θξ〉D′ (0,T ;H1(Ω)),D(0,T ;H1(Ω))

= 〈−zµ, θ
′ξ〉D′ (0,T ;H1(Ω)),D(0,T ;H1(Ω))

= −(zµ, θ
′ξ)L2(0,T ;H1(Ω)),L2(0,T ;H1(Ω))

−→︸︷︷︸
µ→∞

−(z, θ′ξ)L2(0,T ;H1(Ω)),L2(0,T ;H1(Ω))

= 〈z′, θξ〉D′ (0,T ;H1(Ω)),D(0,T ;H1(Ω))

= 〈z′, θξ〉H−1(0,T ;H1(Ω)),H1
0 (0,T ;H1(Ω)).
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Da totalidade do conjunto {θξ; θ ∈ D(0, T ), ξ ∈ H1(Ω)} em D(0, T ;H1(Ω)) e da

densidade desse último em H1
0 (0, T ;H1(Ω)) resulta (2.164).

De (2.164) obtemos

uµ → u em H−1(0, T ;H1(Ω)) (2.165)

e, portanto,

β(u′µ) = −∂uµ

∂ν
→ −∂u

∂ν
em H−1(0, T ; H− 1

2 (Γ1)). (2.166)

De (2.143) e (2.166) segue que

∂u

∂ν
= −χ em L2(0, T ; L2(Γ1)). (2.167)

De (2.141) temos que u′ ∈ C0([0, T ]; L2(Ω)) e, portanto, pela Proposição 1.1.16

u′′ ∈ H−1(0, T ; L2(Ω)).

Por (2.140) temos que |u|ρu ∈ C0([0, T ]; L2(Ω)) e, conseqüentemente, |u|ρu ∈
H−1(0, T ; L2(Ω)). Logo, a igualdade (2.154) se dá em H−1(0, T ; L2(Ω)), isto é,

u′′ −∆u = |u|ρu em H−1(0, T ; L2(Ω)). (2.168)

Da igualdade (2.168) e de (2.167) obtemos

〈−∆u, v〉H−1(0,T ;L2(Ω)),H1
0 (0,T ;L2(Ω))

= (∇u,∇v)L2(0,T ;L2(Ω)) −
(

∂u

∂ν
, v

)

L2(0,T ;L2(Γ1))

, ∀v ∈ H1
0 (0, T ; L2(Ω)). (2.169)

Com efeito, seja uµ a solução do problema (2.127). Utilizando a fórmula de

Green generalizada, com θ ∈ D(0, T ), v ∈ V , temos

−
∫ T

0

∫

Ω

∆uµvθdxdt =

∫ T

0

∫

Ω

(∇uµ,∇v)θdxdt−
∫ T

0

∫

Γ1

∂uµ

∂ν
vθdΓdt.

Tomando o limite µ → +∞ na expressão acima, de (2.140), (2.143) e (2.166),

segue que

lim
µ→∞

−
∫ T

0

∫

Ω

∆uµvθdxdt =

∫ T

0

∫

Ω

(∇u,∇v)θdxdt−
∫ T

0

∫

Γ1

∂u

∂ν
vθdΓdt. (2.170)
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Por outro lado, como uµ é solução de (2.127) temos:

u′′µ −∆uµ = |uµ|ρuµ em L2(0, T ; L2(Ω)),

ou seja,

∫ T

0

∫

Ω

u′′µvθdxdt−
∫ T

0

∫

Ω

∆uµ(vθ)dxdt =

∫ T

0

∫

Ω

|uµ|ρuµvθdxdt. (2.171)

Além disso,

lim
µ→∞

∫ T

0

∫

Ω

u′′µvθdxdt = lim
µ→∞

−
∫ T

0

∫

Ω

u′µvθ′dxdt = −
∫ T

0

∫

Ω

u′vθ′dxdt

= 〈−u′, vθ′〉D′ (0,T ;L2(Ω)),D(0,T ;L2(Ω))

= 〈u′′, vθ〉D′ (0,T ;L2(Ω)),D(0,T ;L2(Ω))

e de (2.146) ∫ T

0

∫

Ω

|uµ|ρuµ(vθ)dxdt →
∫ T

0

∫

Ω

|u|ρu(vθ)dxdt.

Tomando limite µ →∞ em (2.171) e das igualdades acima resulta:

lim
µ→∞

−
∫ T

0

∫

Ω

∆uµvθdxdt =

∫ T

0

∫

Ω

|u|ρu(vθ)dxdt− 〈u′′, vθ〉D′ (0,T ;L2(Ω)),D(0,T ;L2(Ω))

= 〈|u|ρu− u′′, vθ〉H−1(0,T ;L2(Ω)),H1
0 (0,T ;L2(Ω))

= 〈−∆u, vθ〉H−1(0,T ;L2(Ω)),H1
0 (0,T ;L2(Ω)). (2.172)

De (2.170) e (2.172) segue que

〈−∆u, vθ〉H−1(0,T ;L2(Ω)),H1
0 (0,T ;L2(Ω)) =

∫ T

0

∫

Ω

(∇u,∇v)θdxdt−
∫ T

0

∫

Γ1

∂u

∂ν
vθdΓdt

(2.173)

para todo θ ∈ D(0, T ) e v ∈ V .

Como {vθ; v ∈ V, θ ∈ D(0, T )} é total emD(0, T ; V ) que é denso em H1
0 (0, T ; V )

temos que (2.173) é válido para todo v ∈ H1
0 (0, T ; V ) o que prova (2.169).

Por outro lado, da desigualdade de Hölder obtemos

(∇u,∇v)L2(0,T ;L2(Ω)) ≤ ‖∇u‖L2(0,T ;L2(Ω))‖∇v‖L2(0,T ;L2(Ω))

≤ ‖∇u‖L2(0,T ;L2(Ω))‖v‖L2(0,T ;V ) (2.174)
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e (
∂u

∂ν
, v

)

L2(0,T ;L2(Γ1))

≤
∥∥∥∥
∂u

∂ν

∥∥∥∥
L2(0,T ;L2(Γ1))

‖v‖L2(0,T ;L2(Γ1)).

Da continuidade da aplicação traço γ0 : L2(0, T ; V ) → L2(0, T ; H
1
2 (Γ1)) segue

que

‖v‖L2(0,T ;L2(Γ1)) ≤ C‖v‖L2(0,T ;V ) (2.175)

e, portanto,

(
∂u

∂ν
, v

)

L2(0,T ;L2(Γ1))

≤ C

∥∥∥∥
∂u

∂ν

∥∥∥∥
L2(0,T ;L2(Γ1))

‖v‖L2(0,T ;V ). (2.176)

De (2.169), (2.174) e (2.176) segue que

∣∣∣〈−∆u, v〉H−1(0,T ;L2(Ω)),H1
0 (0,T ;L2(Ω))

∣∣∣ ≤ C(u)‖v‖L2(0,T ;V ); ∀v ∈ H1
0 (0, T ; V ).

A desigualdade acima implica em −∆u admitir uma extensão cont́ınua a todo

L2(0, T ; V ). Logo,

u′′ −∆u = |u|ρu em L2
loc(0,∞; V

′
). (2.177)

Nosso objetivo agora é mostrar que χ = β(u′). Assim, multiplicando a 1a equação

de (2.127) por u′µ e integrando sobre Ω resulta

(u′′µ, u
′
µ) + (−∆uµ, u

′
µ) = (|uµ|ρuµ, u

′
µ).

Aplicando a fórmula de Green e utilizando o fato que
∂uµ

∂ν
= −β(u′µ) na igualdade

acima, obtemos

(u′′µ, u
′
µ) + (∇uµ,∇u′µ) + (β(u′µ), u′µ)Γ1 = (|uµ|ρuµ, u

′
µ),

ou ainda,

1

2

d

dt
‖u′µ(t)‖2

2 +
1

2

d

dt
‖∇uµ(t)‖2

2 + (β(u′µ(t)), u′µ(t))Γ1

=
1

ρ + 2

d

dt
‖uµ(t)‖ρ+2

ρ+2. (2.178)
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Integrando (2.178) sobre (0, t) chegamos à

1

2
‖u′µ(t)‖2

2 +
1

2
‖∇uµ(t)‖2

2 −
1

ρ + 2
‖uµ(t)‖ρ+2

ρ+2 +

∫ t

0

(β(u′µ(s)), u′µ(s))Γ1ds

=
1

2
‖u1

µ‖2
2 +

1

2
‖∇u0

µ‖2
2 −

1

ρ + 2
‖u0

µ‖ρ+2
ρ+2.

Das convergências (2.125), (2.140) e (2.141) resulta

lim
µ→+∞

∫ t

0

(β(u′µ(s)), u′µ(s))Γ1ds = −1

2
‖u′(t)‖2

2 −
1

2
‖∇u(t)‖2

2

+
1

ρ + 2
‖u(t)‖ρ+2

ρ+2 +
1

2
‖u1‖2

2

+
1

2
‖∇u0‖2

2 −
1

ρ + 2
‖u0‖ρ+2

ρ+2. (2.179)

Por outro lado, como u ∈ C0([0, T ]; V ) ∩ C1([0, T ]; L2(Ω)) é uma solução fraca

para o problema




u′′ −∆u = |u|ρu em L2
loc(0,∞; V

′
),

u = 0 em Γ0 × (0,∞),
∂u

∂ν
+ χ = 0 em L2

loc(0,∞; L2(Γ1)),

u(0) = u0 ; u′(0) = u1 em Ω.

(2.180)

Então u verifica a seguinte identidade de energia:3

∫ t

0

(χ(s), u′(s))Γ1ds = −1

2
‖u′(t)‖2

2 −
1

2
‖∇u(t)‖2

2

+
1

ρ + 2
‖u(t)‖ρ+2

ρ+2 +
1

2
‖u1‖2

2

+
1

2
‖∇u0‖2

2 −
1

ρ + 2
‖u0‖ρ+2

ρ+2. (2.181)

De (2.179) e (2.181) obtemos

lim
µ→+∞

∫ t

0

(β(u′µ(s)), u′µ(s))Γ1ds =

∫ t

0

(χ(s), u′(s))Γ1ds.

Desta última convergência, de (2.142) e (2.143) temos, para toda

ψ ∈ L2(0, T ; L2(Γ1)), que

∫ T

0

(χ(s)− β(ψ), u′(s)− ψ)Γ1dt ≥ 0, (2.182)

3A prova da identidade de energia será dada no apêndice deste caṕıtulo.

72



o que implica que

χ = β(u′). (2.183)

Observação 2.2.1 As demonstrações de (2.182) e (2.183) são análogas àquelas

feitas para provar (2.91) e (2.92), respectivamente.

Do exposto anteriormente segue que u satisfaz:

∣∣∣∣∣∣∣∣∣

u′′ −∆u = |u|ρu em L2
loc(0,∞; V

′
),

u = 0 em Γ0 × (0, +∞),
∂u

∂ν
+ β(u′) = 0 em L2

loc(0,∞; L2(Γ1)),

u(0) = u0 ∈ V ; u′(0) = u1 ∈ L2(Ω),

(2.184)

com ‖∇u(t)‖2 < λ1 para todo t ≥ 0, pois ‖∇uµ(t)‖2 < λ1; para todo t ≥ 0 e todo

µ ∈ N.

2.2.2 Unicidade de solução fraca

Sejam u1 e u2 soluções de (2.184). Então w = u1−u2 ∈ C0([0, T ]; V )∩C1([0, T ]; L2(Ω))

e verifica ∣∣∣∣∣∣∣∣∣

w′′ −∆w = θ em L2
loc(0, T ; V

′
),

w = 0 em Γ0 × (0,∞)
∂w

∂ν
+ χ = 0 em L2

loc(0,∞; L2(Γ1)),

w(0) = 0 ; w′(0) = 0,

(2.185)

onde, χ = β(u′1)− β(u′2) e θ = |u1|ρu1 − |u2|ρu2.

Como w satisfaz as hipóteses da identidade de energia dada em (2.181) resulta

∫ t

0

(χ(s), w′(s))Γ1ds = −1

2
‖w′(t)‖2

2 −
1

2
‖∇w(t)‖2

2

+

∫ t

0

(θ(s), w′(s))ds. (2.186)

Da monotonia de β, de (2.101) e aplicando a desigualdade de Hölder generalizada

segue que

1

2
‖w′(t)‖2

2 +
1

2
‖∇w(t)‖2

2 =

∫ t

0

(|u1(s)|ρu1(s)− |u2(s)|ρu2(s), u
′
1(s)− u′2(s)) ds
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−
∫ t

0

(β(u′1(s))− β(u′2(s)), u
′
1(s)− u′2(s)) ds

≤ C1(ρ)

∫ t

0

∫

Ω

(|u1(s)|ρ + |u2(s)|) |w(s)||w′(s)|dxds

≤ C1(ρ)

∫ t

0

(
‖u1(s)‖ρ

2(ρ+1) + ‖u2(s)‖ρ
2(ρ+1)

)
‖w(s)‖2(ρ+1)‖w′(s)‖2ds.

Como ‖∇ui‖2 < λ1, i = 1, 2 e V ↪→ L2(ρ+1)(Ω), conclúımos que existe C2(ρ) > 0

tal que

1

2
‖w′(t)‖2

2 +
1

2
‖∇w(t)‖2

2 ≤ C2(ρ)

∫ t

0

(‖w′(s)‖2
2 + ‖∇w(s)‖2

2

)
ds. (2.187)

Aplicando o Lema de Gronwall obtemos que

‖w′(t)‖2 = ‖∇w(t)‖2 = 0,

o que mostra a unicidade de solução fraca.

2.3 Apêndice

Nesta seção faremos a prova da existência de solução para o problema aproxi-

mado (2.10) via teorema de Carathéodory e da identidade de enrgia dada em (2.181).

2.3.1 Existência de solução para o problema aproximado
(2.10)

Para cada m ∈ N, denotemos por

Vm = [w1, . . . , wm]

o espaço gerado pelos m primeiros vetores da base especial {wµ} de V definida na

seção 2.1.1.

Definamos

um(t) ∈ Vm se, e somente se, um(t) =
m∑

j=1

γjm(t)wj.
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Obtemos, assim, o seguinte problema aproximado

(u′′m(t), w) + (∇um(t),∇w) + (β(u′m(t)), w)Γ1 − (|um(t)|ρum(t), w) = 0

um(0) = u0 ; u′m(0) = u1.

Agora, vamos obter um problema equivalente ao problema aproximado para que

esteja nas condições do Teorema de Carathéodory.

Consideremos no problema aproximado w = wj, j = 1, . . . ,m. Então,

(u′′m(t), wj)+(∇um(t),∇wj)+(β(u′m(t)), wj)Γ1−(|um(t)|ρum(t), wj) = 0; j = 1, . . . , m.

Logo,



(w1, w1) (w2, w1) . . . (wm, w1)
(w1, w2) (w2, w2) . . . (wm, w2)

...
...

. . .
...

(w1, wm) (w2, wm) . . . (wm, wm)







γ′′1m(t)
γ′′2m(t)

...
γ′′mm(t)




+




(∇w1,∇w1) (∇w2,∇w1) . . . (∇wm,∇w1)
(∇w1,∇w2) (∇w2,∇w2) . . . (∇wm,∇w2)

...
...

. . .
...

(∇w1,∇wm) (∇w2,∇wm) . . . (∇wm,∇wm)







γ1m(t)
γ2m(t)

...
γmm(t)




+




∫
Γ1

β(u′m(t))w1dΓ− ∫
Ω
|um(t)|ρum(t)w1dx∫

Γ1
β(u′m(t))w2dΓ− ∫

Ω
|um(t)|ρum(t)w2dx

...
...

...∫
Γ1

β(u′m(t))wmdΓ− ∫
Ω
|um(t)|ρum(t)wmdx


 = 0.

Denotando

C :=




(w1, w1) (w2, w1) . . . (wm, w1)
(w1, w2) (w2, w2) . . . (wm, w2)

...
...

. . .
...

(w1, wm) (w2, wm) . . . (wm, wm)


 ,

A :=




(∇w1,∇w1) (∇w2,∇w1) . . . (∇wm,∇w1)
(∇w1,∇w2) (∇w2,∇w2) . . . (∇wm,∇w2)

...
...

. . .
...

(∇w1,∇wm) (∇w2,∇wm) . . . (∇wm,∇wm)


 ,
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B :=
[

w1 w2 . . . wm

]
,

z(t) =




γ1m(t)
γ2m(t)

...
γmm(t)


 ,

obtemos o seguinte sistema de equações diferenciais oridnárias:
{

Cz′′(t) + Az(t) + G(z′(t))−H(z(t)) = 0
z(0)z0 , z′(0) = z1,

(2.188)

onde

G(z′(t)) =




∫
Γ1

β(Bz′(t))w1dΓ∫
Γ1

β(Bz′(t))w2dΓ
...∫

Γ1
β(Bz′(t))wmdΓ


 , H(z(t)) =




∫
Ω
|Bz(t)|ρBz(t)w1dx∫

Ω
|Bz(t)|ρBz(t)w2dx

...∫
Ω
|Bz(t)|ρBz(t)wmdx


 ,

z0 =




1
0
...
0


 e z1 =




0
1
...
0


 .

Inicialmente, vamos mostrar que a matriz m×m C é inverśıvel.

Com efeito, sendo C uma matriz real e simétrica então C é auto-adjunta e,

portanto, diagonalizável, isto é, existe uma matriz M inverśıvel tal que

D = M−1CM

é uma matriz diagonal.

Logo, para mostrar que C é inverśıvel basta mostrar que D o é, ou equivalente-

mente, que zero não é autovalor de D.

Suponhamos, por absurdo, que zero é um autovalor de D. Então existe um vetor

v =




v1

v2
...

vn
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não nulo do Rn tal que Dv = 0. Sendo M−1 uma matriz inverśıvel e, portanto,

M−1ψ = 0 ⇔ ψ = 0, resulta que o vetor CMv é igual a zero. Denotando

Mv = ϕ =




ϕ1

ϕ2
...

ϕm




temos:

0 = Cϕ =




m∑
j=1

ϕj(wj, w1)

m∑
j=1

ϕj(wj, w2)

...
m∑

j=1

ϕj(wj, wm)




=




(
m∑

j=1

ϕjwj, w1

)

(
m∑

j=1

ϕjwj, w1

)

...(
m∑

j=1

ϕjwj, w1

)




.

Logo,

(
m∑

j=1

ϕjwj, w1

)
= 0, para todo 1 ≤ i ≤ m; donde resulta que o vetor

α =
m∑

j=1

ϕjwj é ortogonal à todo vetor de Vm. Assim, (α, α) = 0, o que implica que

α = 0.

Portanto,
m∑

j=1

ϕjwj = 0.

Mas, sendo {wj} uma base então temos que ϕj = 0, ∀j = 1, . . . , m; ou seja,

ϕ = 0. Desde que M é inverśıvel e, portanto, a transformação linear definida por

M é injetora resulta que v = 0 o que contradiz o fato de v ser autovetor de D e

conclúımos então que a matriz C é inverśıvel.

Assim, de (2.188) podemos escrever
{

z′′(t) + C−1Az(t) + C−1G(z′(t))− C−1H(z(t)) = 0
z(0) = z0 , z′(0) = z1.

(2.189)

Definamos

Y1(t) = z(t) , Y2(t) = z′(t)

e

Y (t) =

[
Y1(t)
Y2(t)

]
.
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Então

Y ′(t) =

[
Y ′

1(t)
Y ′

2(t)

]
=

[
z′(t)
z′′(t)

]
=

[
Y2(t)

−C−1AY1(t)− C−1G(Y2(t)) + C−1H(Y1(t))

]

=

[
0

−C−1G(Y2(t)) + C−1H(Y2(t))

]
+

[
0 I

−C−1A 0

] [
Y1(t)
Y2(t)

]
.

Donde temos o seguinte problema de valor inicial




Y ′(t) =

[
0

−C−1G(Y2(t)) + C−1H(Y1(t))

]
+

[
0 I

−C−1A 0

]
Y (t)

Y (0) = Y 0

. (2.190)

Provaremos a seguir que o problema acima possui solução local utilizando o

Teorema de Carathéodory. Consideremos a aplicação

h : [0, T ]× R2m → R2m, definida por

h(t, y) =

[
0

−C−1G(y2) + C−1H(y1)

]
+

[
0 I

−c−1A 0

]
y, (2.191)

onde y = Y = (ξ1, . . . , ξm, ξm+1, . . . , ξ2m), y1 = (ξ1, . . . , ξm) e y2 = (ξm+1, . . . , ξ2m).

Inicialmente, vamos verificar que a aplicação h está nas condições de Carathéodory.

Com efeito,

(i) Sejam y ∈ R2m fixado. A função h é mensurável como função de t ∈ [0, T ],

uma vez que esta não depende de t.

(ii) Para cada t ∈ [0, T ], h é cont́ınua como função de y.

De fato, notemos primeiramente qua a aplicação

N : R2m → R2m

y 7→
[

0 I
−C−1A 0

]
(2.192)

é linear e, conseqüentemente, cont́ınua.

Por outro lado, seja (yν)ν∈N uma seqüência tal que

uν → y em R2m,

dáı,

u1ν → y1 em Rm e u2ν → y2 em Rm.
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Da continuidade das aplicações β e f(s) = |s|ρs e do fato que, para quase todo

x ∈ Ω, temos

B(x)y2ν → B(x)y2 e B(x)y1ν → B(x)y1 em R

segue que, para quase todo x ∈ Ω,

β(B(x)y2ν)wj(x) → β(B(x)y2)wj(x) em R, ∀j = 1, . . . , m (2.193)

e

β(B(x)y1ν)wj(x) → β(B(x)y1)wj(x) em R, ∀j = 1, . . . , m. (2.194)

Como yν → y então (yν)ν∈N é limitada e, conseqüentemente, cada componente

de (yν)ν∈N é limitada. Isto é, |ξνi
| ≤ Mi, 1 ≤ i ≤ 2m, onde yν = (ξν1 . . . , ξν2m). Seja

M = max
1≤i≤2m

{Mi}.

Logo, da hipótese (A.1) resulta:

Se |B(x)y2ν | ≤ 1

|β(B(x)y2ν)wj(x)| ≤ |g−1(B(x)y2ν)||wj(x)| ≤ N |wj(x)|

onde N = sup
|s|≤1

|g−1(s)|;

Se |B(x)y2ν | > 1

|β(B(x)y2ν)wj(x)| ≤ C2|B(x)y2ν ||wj(x)| ≤ M

m∑
i=1

|wi(x)||wj(x)|

e, portanto,

|β(B(x)y2ν)wj(x)| ≤ N |wj(x)|+ M

m∑
i=1

|wi(x)||wj(x)|, (2.195)

com N |wj(x)|+ M
∑m

i=1 |wi(x)||wj(x)| ∈ L1(Γ1).

Combinando (2.193), (2.195) e o Teorema da Convergência Dominada de Lebesgue

resulta que

∫

Γ1

β(B(x)y2ν)wj(x)dΓ →
∫

Γ1

β(B(x)y2)wj(x)dΓ, ∀j = 1, . . . , m,
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isto é,

G(y2ν) → G(y2) em Rm.

Conseqüentemente

C−1G(y2ν) → C−1G(y2) em Rm. (2.196)

Por outro lado, para cada j = 1, . . . , m

||B(x)y1ν |ρB(x)y1νwj(x)| = |B(x)y1ν |ρ+1 |wj(x)|

≤
(

m∑
i+1

M |wi(x)|
)ρ+1

|wj(x)|

≤ Mρ+1mρ+1

m∑
i=1

|wi(x)|ρ+1|wj(x)|. (2.197)

Como |wi|ρ+1 ∈ L2(Ω), ∀i = 1, . . . , m e wj ∈ L2(Ω) resulta que

Mρ+1mρ+1

m∑
i=1

|wi|ρ+1|wj| ∈ L1(Ω).

De (2.194), (2.197) e aplicando o Teorema da Convergência Dominada de Lebesgue

resulta que

∫

Ω

|B(x)y1ν |ρB(x)y1νwj(x)dx →
∫

Ω

|B(x)y1|ρB(x)y1wj(x)dx, ∀j = 1, . . . ,m,

isto é,

H(y1ν) → H(y1) em Rm.

Logo,

C−1H(y1ν) → C−1H(y1) em Rm. (2.198)

De (2.192), (2.196) e (2.198) resulta que a aplicação h é cont́ınua como função

de y para t ∈ [0, T ].

(iii) Seja K ⊂ [0, T ]× R2m um conjunto compacto, então

‖h(t, y)‖R2m ≤ ‖C−1G(y2)‖Rm + ‖C−1H(y1)‖Rm + ‖Ny‖R2m . (2.199)
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Pelo que provamos em (2.192), (2.196) e (2.198) temos que G, H e N são

cont́ınuas em Rm, logo são cont́ınuas em qualquer K compacto de R2m e, portanto,

existirá um Mk > 0 tal que

‖C−1G(y2)‖Rm + ‖C−1H(y1)‖Rm ≤ Mk (2.200)

para todo (t, y) ∈ K, onde y = (y1, y2).

Então, segue de (2.199) e (2.200) que existe uma constate positiva Mk satis-

fazendo

‖h(t, y)‖R2m ≤ Mk.

Assim, dos ı́tens (i), (ii) e (iii) temos que as condições de Carathéodory estão

satisfeitas e, como conseqüência, existe uma solução Y (t) do problema de valor

inicial {
Y ′(t) = h(t, y)
Y (0) = Y 0

em algum intervalo [0, tm), com tm > 0. Além disso, Y (t) é absolutamente cont́ınua

e, portanto, derivável quase sempre em [0, tm). Resulta deste fato que z(t) e z′(t)

são absolutamente cont́ınuas e, conseqüentemente, z′′(t) existe em quase todo ponto

do intervalo [0, tm).

2.3.2 Identidade da energia

Nosso intuito é provar a seguinte identidade de energia dada em (2.181):

1

2
‖ut(t)‖2

2 +
1

2
‖∇u(t)‖2

2 +

∫ t

S

(χ(s), ut(s))Γ1ds

=
1

ρ + 2
‖u(t)‖ρ+2

ρ+2 +
1

2
‖ut(S)‖2

2 +
1

2
‖∇u(S)‖2

2 −
1

ρ + 2
‖u(S)‖ρ+2

ρ+2,

para 0 ≤ S < t ≤ T , onde u é uma solução fraca do problema (2.180).

Seja θ0 a função caracteŕıstica do intervalo [S, t]. Para δ > 0 suficientemente
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pequeno definamos

θδ(τ) =





1 se τ ∈ [S + δ, t− δ]
0 se τ ∈ R\]S, t[
1
δ
τ − S

δ
se τ ∈ [S, S + δ]

−1
δ
τ + t

δ
se τ ∈ [t− δ, t]

, (2.201)

cujo gráfico é dado pela figua abaixo:

-

6

0

1

S S + δ

θδ(t)

t− δ t
´

´
´

´
´́ Q

Q
Q

Q
QQ

Figura 2.2: Função θδ.

Consideremos ηε uma sucessão regularizante par, isto é, ηε ∈ C∞(R),

supp(ηε) ⊂ (−ε, ε),

∫ +∞

−∞
ηε = 1, ηε par e ηε ≥ 0; para todo ε > 0.

Para não sobrecarregarmos a notação denotaremos θδ = θ e ηε = η.

Denotaremos por ψ̃ a extensão de ψ como sendo zero fora do intervalo [0, T ].

Assim, v := η ∗ (θũ) ∈ C∞
0 (R; V ) e η ∗ (θũt) ∈ C∞

0 (R; L2(Ω))4. Dáı, obtemos

0 =

∫ +∞

−∞

d

dt

(‖η ∗ (θũt)‖2
2 + ‖∇v‖2

2

)
ds

= 2

∫ +∞

−∞
[(η ∗ (θũt), (η ∗ (θũt))t) + (∇v,∇vt)] . (2.202)

Como

vt = η ∗ (θ′ũ) + η ∗ (θũt) em C∞
0 (R; L2(Ω))

e

(η ∗ (θũt))t = η ∗ (θ′ũt) + η ∗ (θũtt) em C∞
0 (R; V

′
),

temos que

η ∗ (θũt) ∈ C∞
0 (R; V ) e η ∗ (θũtt) ∈ C∞

0 (R; L2(Ω));

4Como u ∈ L2(0, T ; V ) e ut ∈ L2(0, T ; L2(Ω)) temos que θu, θut ∈ L2(0, T ; V ) com supp(θu) e
supp(θut) contidos no intervalo [S, t] e η ∈ C∞0 (R).
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pois η ∗ (θũt) = vt − η ∗ (θ′ũ) = η′ ∗ (θũ) − η ∗ (θ′ũ) ∈ C∞
0 (R; V ) e η ∗ (θũtt) =

η′ ∗ (θũt)− η ∗ (θ′ũt) ∈ C∞
0 (R; L2(Ω)).

Então, por (2.202) segue que

0 =

∫ +∞

−∞

(
η ∗ (θ∇̃u), η ∗ (θ′∇̃u)

)
ds +

∫ +∞

−∞

(
η ∗ (θ∇̃u),∇(η ∗ (θũt))

)
ds

︸ ︷︷ ︸
=N1

+

∫ +∞

−∞
(η ∗ (θũt), η ∗ (θ′ũt)) ds +

∫ +∞

−∞
(η ∗ (θũt), (η ∗ (θũtt))) ds

︸ ︷︷ ︸
=N2

. (2.203)

Definamos

〈Aψ, w〉V ′ ,V =

∫

Ω

∇ψ∇wdx; ψ, w ∈ V. (2.204)

Por (2.180) resulta que

utt + Au + χ = |u|ρu em L2(0, T ; V
′
), (2.205)

onde 〈χ,w〉V ′ ,V =

∫

Γ1

χwdΓ; w ∈ V .

Assim, de (2.204) e (2.205) segue que

〈ũtt, ϕ〉V ′ ,V = 〈−Aũ, ϕ〉V ′ ,V − (χ̃, ϕ)Γ1
+ (|ũ|ρũ, ϕ)

= −(∇̃u,∇ϕ) + (|ũ|ρũ, ϕ)−
∫

Γ1

χ̃ϕdΓ, (2.206)

para todo ϕ ∈ C∞
0 (R; V ).

Pondo ϕ = η ∗ η ∗ (θũt) em (2.206) e observando que η é uma função par que

depende unicamente da variável temporal t, podemos calcular N1 + N2

N1 + N2 =

∫ +∞

−∞

∫

Ω

θ∇̃u∇(η ∗ η ∗ (θũt)︸ ︷︷ ︸
=ϕ

) +

∫ +∞

−∞
θ〈ũtt, ϕ〉V ′ ,V

=

∫ +∞

−∞
θ [(|ũ|ρũ, ϕ)− (χ̃, ϕ)Γ1 ] ds. (2.207)

De (2.203), (2.207) e lembrando que θ = θδ obtemos a primeira identidade

0 =

∫ +∞

−∞

(
η ∗ (θδ∇̃u), η ∗ (θ′δ∇̃u)

)
ds

︸ ︷︷ ︸
=I1

+

∫ +∞

−∞
(η ∗ (θδũt), η ∗ (θ′δũt)) ds

︸ ︷︷ ︸
=I2
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+

∫ +∞

−∞
θδ(|ũ|ρũ, ϕ)ds

︸ ︷︷ ︸
=I3

−
∫ +∞

−∞
θδ(χ̃, ϕ)Γ1ds

︸ ︷︷ ︸
=I4

. (2.208)

O nosso próximo passo é estimar cada termo de (2.208) separadamente quando

δ → 0 e η permanece fixo.

Estimativa de I4 :=

∫ +∞

−∞

∫

Γ1

(η ∗ (θδχ̃)) (η ∗ (θδũt)) dΓdt.

Desde que θδ → θ0 quase sempre em R e |θδ(t)|2 ≤ θ0(t) então, pelo Teorema da

Convergência Dominada de Lebesgue, temos que θδ → θ0 em L2(R). Logo,

‖η ∗ (θδχ̃)‖Γ1,2 → ‖η ∗ (θ0χ̃)‖Γ1,2, q.s. em R. (2.209)

Com efeito, para cada t ∈ R fixo temos

(‖η ∗ (θδχ̃)‖Γ1,2 − ‖η ∗ (θ0χ̃)‖Γ1,2)
2 ≤ ‖η ∗ (θδχ̃)− η ∗ (θ0χ̃)‖2

Γ1,2

=

∫

Γ1

∣∣∣∣
∫

R
η(t− ξ)|χ̃||θδ(ξ)− θ0(ξ)|dξ

∣∣∣∣
2

dΓ

≤ C

∫

Γ1

[(∫ T

0

|χ|2dξ

)(∫ T

0

(θδ(ξ)− θ0(ξ))
2dξ

)]
dΓ,

e a última expressão acima converge para zero quando δ → 0, o que mostra (2.209).

De maneira análoga segue que

‖η ∗ (θδũt)‖Γ1,2 → ‖η ∗ (θ0ũt)‖Γ1,2, q.s. em R. (2.210)

Além disso, temos que

‖η ∗ (θδχ̃)‖2
Γ1,2 ≤ N e ‖η ∗ (θδũt)‖2

Γ1,2 ≤ M, q.s. em R, (2.211)

onde M, N são constantes positivas indenpendentes de δ.

Com efeito,

‖η ∗ (θδχ̃)‖2
Γ1,2 =

∫

Γ1

|η ∗ (θδχ̃)|2dΓ

≤
∫

Γ1

‖η‖2
L∞(R)‖θδ‖2

L1(R)

∣∣∣∣
∫ T

0

χ(z)dz

∣∣∣∣
2

dΓ
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≤ ‖η‖2
L∞(R)‖θδ‖2

L1(R)

∫

Γ1

(∫ T

0

dz

)(∫ T

0

|χ(z)|2dz

)
dΓ

= T‖η‖2
L∞(R)‖θδ‖2

L1(R)

∫

Γ1

∫ T

0

|χ(z)|2dzdΓ

≤ T‖η‖2
L∞(R)‖θδ‖2

L1(R)‖χ‖2
L2(0,T ;L2(Γ1)) < N

Analogamente, provamos a segunda afirmação de (2.211).

Assim, pelo Teorema da Convergência Dominada de Lebesgue resulta que

‖η ∗ (θδχ̃)‖Γ1,2 → ‖η ∗ (θ0χ̃)‖Γ1,2 fortemente em L2(R) (2.212)

e

‖η ∗ (θδũt)‖Γ1,2 → ‖η ∗ (θ0ũt)‖Γ1,2 fortemente em L2(R). (2.213)

Além disso, temos que

η ∗ (θδχ̃) → η ∗ (θδχ̃) q.s. em Γ1 × R. (2.214)

De fato, seja (x, t) ∈ Γ1 × R,

∫

R
η(t− ξ)[θδ(ξ)− θ0(ξ)]χ̃(x, ξ)dξ

=

∫ T

0

η(t− ξ)[θδ(ξ)− θ0(ξ)]χ̃(x, ξ)dξ

≤ ‖η‖L∞(R)‖θδ − θ0‖L2(0,T )‖χ(x)‖L2(0,T ) → 0, δ → 0.

Também,

∫

R
‖η ∗ (θδχ̃)‖2

Γ1,2dt =

∫

R

[∫

Γ1

∣∣∣∣
∫

R
η(t− ξ)θδ(ξ)χ̃(x, ξ)dξ

∣∣∣∣
2

dΓ

]
dt

=

∫

R

∫

Γ1

[∫ T

0

|η(t− ξ)||θδ(ξ)||χ(x, ξ)|dξ

]2

dΓdt.

Como supp η ⊂] − ε, ε[⊂] − 1, 1[, para ε > 0 suficientemente pequeno temos

que η(τ) 6= 0 se, e somente se, τ ∈] − 1, 1[ e, então η(t − ξ) 6= 0 se, e somente se,

t ∈]− 1 + T, 1 + T [.
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Logo, a expressão acima se torna

∫

R
‖η ∗ (θδχ̃)‖2

Γ1,2dt

≤
∫ 1+T

−1+T

∫

Γ1

‖η‖L∞(R)‖θδ‖R
(∫ T

0

dξ

)(∫ T

0

|χ(x, ξ)|2dξ

)
dΓdt

= ‖η‖L∞(R)‖θδ‖L1(R)T

∫ 1+T

−1+T

(∫ T

0

∫

Γ1

|χ(x, ξ)|2dΓdξ

)
dt

≤ ‖η‖L∞(R)︸ ︷︷ ︸
≤1

2T‖χ‖L2(0,T ;L2(Γ1)). (2.215)

De (2.212), (2.213) e do Lema de Lions decorre que

η ∗ (θδχ̃) ⇀ η ∗ (θ0χ̃) fracamente em L2(0, T ; L2(Γ1)). (2.216)

De maneira análoga obtemos que

η ∗ (θδũt) ⇀ η ∗ (θ0ũt) fracamente em L2(0, T ; L2(Γ1)). (2.217)

Combinando (2.212) com (2.216) e (2.213) com (2.217) obtemos

η ∗ (θδχ̃) → η ∗ (θ0χ̃) fortemente em L2(0, T ; L2(Γ1)) (2.218)

e

η ∗ (θδũt) → η ∗ (θ0ũt) fortemente em L2(0, T ; L2(Γ1)). (2.219)

Disso segue que

I4 →
∫ +∞

−∞
(η ∗ (θ0χ̃), η ∗ (θ0ũt))Γ1

ds, quando δ → 0. (2.220)

Estimativa de I3 :=

∫ +∞

−∞

∫

Γ1

θδ|ũ|ρũ(η ∗ η ∗ (θδũt))dΓdt.

Utilizando argumentos análogos àqueles feitos na Estimativa de I4, conclúımos

que

I3 →
∫ +∞

−∞
(η ∗ (θ0|ũ|ρũ), η ∗ (θ0ũt))Γ1

ds, quando δ → 0. (2.221)

Estimativa de I1 :=

∫ +∞

−∞

∫

Γ1

(η ∗ (θδ∇̃u))(η ∗ (θ′δ)∇̃u)dΓdt.
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Vamos decompor o termo I1 como segue

I1 =

∫ +∞

−∞

(
η ∗ (θ0∇̃u), η ∗ (θ′δ∇̃u)

)
ds

︸ ︷︷ ︸
=I5

+

∫ +∞

−∞

(
η ∗ [(θδ − θ0)∇̃u], η ∗ (θ′δ∇̃u)

)
ds

︸ ︷︷ ︸
=I6

.

(2.222)

Desde que θδ → θ0 em L1(R) e como u ∈ L∞(0, T ; V ) temos que

η ∗ [(θδ − θ0)∇̃u] → 0 fortemente em L∞(0, T ; L2(Ω)). Também,

‖η ∗ (θ′δ∇̃u)‖L1(0,T ;L2(Ω)) =

∫ T

0

(∫

Ω

|η ∗ (θ′δ∇̃u)|2dx

) 1
2

dτ

≤
∫ T

0

(∫

Ω

‖η‖2
L∞(R)‖θ′δ‖2

L1(R)

∣∣∣∣
∫ T

0

∇u(x, z)dz

∣∣∣∣
2

dx

) 1
2

dτ

≤ T‖η‖L∞(R)‖θ′δ‖L1(R)

(∫

Ω

(∫ T

0

dz

)(∫ T

0

|∇u(x, z)|2dz

)
dx

) 1
2

= T
3
2‖η‖L∞(R)‖θ′δ‖L1(R)‖∇u‖L2(0,T ;L2(Ω))

≤ CT
3
2‖η‖L∞(R) ‖θ′δ‖L1(R)︸ ︷︷ ︸

=2

‖∇u‖L∞(0,T ;L2(Ω)).

Do observado anteriormente segue que

I6 → 0 quando δ → 0. (2.223)

Agora, pela definição de θδ temos

I5 =

∫ +∞

−∞
θ′δ

(
η ∗ η ∗ (θ0∇̃u), ∇̃u

)
ds

=
1

δ

∫ S+δ

S

(
η ∗ η ∗ (θ0∇̃u), ∇̃u

)
ds− 1

δ

∫ t

t−δ

(
η ∗ η ∗ (θ0∇̃u), ∇̃u

)
ds.

Como u ∈ C0([0, T ]; V ) então a função s 7→
(
η ∗ η ∗ (θ0∇̃u(s)), ∇̃u(s)

)
é cont́ınua,

e portanto integrável. Logo, pelo Teorema da Média obtemos que

I5 →
(
(η ∗ η ∗ (θ0∇̃u))(S),∇u(S)

)
−

(
(η ∗ η ∗ (θ0∇̃u))(t),∇u(t)

)
, (2.224)

quando δ → 0.
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Portanto,

I1 →
(
(η ∗ η ∗ (θ0∇̃u))(S),∇u(S)

)
−

(
(η ∗ η ∗ (θ0∇̃u))(t),∇u(t)

)
, (2.225)

quando δ → 0.

Estimativa de I2 :=

∫ +∞

−∞
(η ∗ (θδũt), η ∗ (θ′δũt)) ds.

Procedendo de maneira análoga ao que foi feito em I1 conclúımos que

I2 → ((η ∗ η ∗ (θ0ũt))(S), ut(S))− ((η ∗ η ∗ (θ0ũt))(t), ut(t)) , (2.226)

quando δ → 0.

Das convergências (2.220), (2.221), (2.225) e (2.226), lembrando que η = ηε e

tomando ρε = ηε ∗ ηε obtemos a segunda identidade:

[(
ρε ∗ (θ0∇̃u),∇u

)
+ (ρε(θ0ũt), ut)]

t
S =

∫ t

S

θ0 (|u|ρu, ρε ∗ (θ0ũt)) ds

−
∫ +∞

−∞

∫

Γ1

((θ0χ̃)) (ρε ∗ (θ0ũt))Γ1
dΓds. (2.227)

Tomaremos ε → 0 na expressão acima. Observemos que ρε ∗ (θ0ũt) → θ0ut

fortemente em L2(0, T ; L2(Γ1)) e θ0χ ∈ L2(0, T ; L2(Γ1)). Disso segue que

∫ +∞

−∞

∫

Γ1

(ηε ∗ (θ0χ̃)) (ηε ∗ (θ0ũt)) dΓds →
∫ +∞

−∞

∫

Γ1

θ2
0χ̃ũtdΓdt =

∫ t

S

∫

Γ1

χutdΓdt,

(2.228)

quando ε → 0. Também, ρε ∗ (θ0ũt) → θ0ut fortemente em L2(0, T ; L2(Ω)). Assim,

∫ t

S

(|u|ρu, ρε ∗ (θ0ũt)) ds →
∫ t

S

(|u|ρu, ut) ds, quando ε → 0. (2.229)

Resta-nos estimar os dois primeiros termos de (2.227).

Notemos que supp(ρε) ⊂ (−2ε, 2ε), ρε ≥ 0 e

∫ +∞

0

ρεds =

∫ 0

−∞
ρεds =

1

2

∫ +∞

−∞
ρεds =

1

2
. (2.230)

Queremos mostrar que

((ρε∗(θ0∇̃u))(t),∇u(t))+((ρε∗(θ0ũt))(t), ut(t)) → 1

2

(‖∇u(t)‖2
2 + ‖ut(t)‖2

2

)
, ε → 0.
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De fato, para ε > 0 suficientemente pequeno, de (2.230) e como θ0 é a função

caracteŕıstica do intervalo [S, t] segue que θ0(t − τ) = 0 para τ < 0 e τ > t − S.

Assim, para 0 < ε <
t− S

2
e θ0(t− τ) = 1 para 0 ≤ τ ≤ t− S,

(
(ρε ∗ (θ0∇̃u))(t),∇u(t)

)
+ ((ρε ∗ (θ0ũt))(t), u(t))− 1

2

(‖∇u(t)‖2
2 + ‖ut(t)‖2

2

)

=

∫

R
ρε(τ)θ0(t− τ)(∇̃u(t− τ),∇u(t))dτ

+

∫

R
ρε(τ)θ0(t− τ)(ũt(t− τ), ut(t))dτ

−
∫ +∞

0

ρε(τ)(∇u(t),∇u(t))dτ

−
∫ +∞

0

ρε(τ)(ut(t), ut(t))dτ

=

∫ t−S

0

ρε(τ) θ0(t− τ)︸ ︷︷ ︸
=1

(∇u(t− τ),∇u(t))dτ

+

∫ t−S

0

ρε(τ) θ0(t− τ)︸ ︷︷ ︸
=1

(ut(t− τ), ut(t))dτ

−
∫ 2ε

0

ρε(τ)(∇u(t),∇u(t))dτ −
∫ 2ε

0

ρε(τ)(ut(t), ut(t))dτ

=

∫ 2ε

0

ρε(τ) [(∇u(t− τ)−∇u(t),∇u(t))

+ (ut(t− τ)− ut(t), ut(t))] dτ (2.231)

Como u ∈ C0([0, T ]; V ) e ut ∈ C0([0, T ]; L2(Ω)) então sup
τ∈supp(ρε)

{∇u(t − τ) −
∇u(t)} → 0 e sup

τ∈supp(ρε)

{ut(t− τ)− ut(t)} → 0 quando ε → 0 pois neste caso τ → 0.

Assim, as expressões do lado direito da igualdade acima converge para zero quando

ε → 0. Portanto,

(
(ρε ∗ (θ0∇̃u))(t),∇u(t)

)
+ ((ρε ∗ (θ0ũt))(t), θ0u(t)) → 1

2

(‖∇u(t)‖2
2 + ‖ut(t)‖2

2

)
,

(2.232)

quando ε → 0.

Procedendo da mesma forma feita acima, com a modificação que a integral na
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expressão (2.231) será calculada no intervalo (−∞, 0], resulta

(
(ρε ∗ (θ0∇̃u))(S),∇u(S)

)
+((ρε ∗ (θ0ũt))(S), θ0u(S)) → 1

2

(‖∇u(S)‖2
2 + ‖ut(S)‖2

2

)
,

(2.233)

quando ε → 0.

Passando o limite ε → 0 em (2.227), de (2.228)-(2.233) resulta que

1

2

(‖∇ u(t)‖2
2 + ‖ut(t)‖2

2

)∣∣t
S

+

∫ t

S

∫

Γ1

χutdΓds =

∫ t

S

(|u|ρu, ut) ds

=

∫ t

S

1

ρ + 2

d

ds
‖u(s)‖ρ+2

ρ+2ds

=
1

ρ + 2
‖u(s)‖ρ+2

ρ+2

∣∣∣∣
t

S

,

o que mostra a identidade de energia (2.181).
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Caṕıtulo 3

Taxas de Decaimento

No ińıcio deste caṕıtulo, apresentaremos resultados que serão de grande utilidade

para estimar as taxas de decaimento da energia associada o ao problema (2.1). O

primeiro resultado pode ser encontrado em [36] e os demais em [23].

Teorema 3.0.1 Suponha que u ∈ L2(Ω× (0, T )) é uma solução fraca de

∂2u

∂t2
−∆u + v(x, t)u = 0

em Ω × (0, T ), onde T > diam(Ω) e v ∈ L∞(0, T ; Ln−1(Ω)). Se u = 0 em algum

conjunto S × (0, T ), S ⊂ Rn então u = 0 em Ω× (0, T ).

Demonstração: Ver [36]

No que segue, g é a função dada em (H.2) e E(t) é a energia associada ao

problema (2.1).

Lema 3.0.2 (Martinez [23], p.428) - Seja E : R+ → R+ uma função não cres-

cente e ϕ : R+ → R+ uma função de classe C1 estritamente crescente tal que

ϕ(0) = 0 e ϕ(t) → +∞ quando t → +∞. (3.1)

Suponha que exista σ > 0, σ′ ≥ 0 e c > 0 tal que

∫ +∞

S

E(t)1+σϕ′(t)dt ≤ cE(S)1+σ +
c

(1 + ϕ(S))σ′E(0)σE(S), 0 ≤ S < +∞. (3.2)
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Então, existe C > 0 tal que

E(t) ≤ E(0)
C

(1 + ϕ(t))
1+σ′

σ

, ∀t > 0. (3.3)

Lema 3.0.3 (Martinez [23], p.435) Existe uma função ϕ : [1, +∞) → R+ de

classe C2 crescente tal que ϕ é côncava, ϕ(t) → +∞ quando t → +∞, ϕ′(t) → 0

quando t → +∞ e ∫ +∞

1

ϕ′(t)
(
g−1 (ϕ′(t))

)2
dt < +∞. (3.4)

Demonstração: Assumamos, por um momento, que tal função exista. Podemos

considerar, sem perda de generalidade, que ϕ(1) = 1, pois caso contrário basta

definirmos ϕ(t) = ϕ(t)+(1−ϕ(1)). Deste fato, considerando a mudança de variável

s = ϕ(t), temos:

∫ +∞

1

ϕ′(t)
(
g−1(ϕ′(t))

)2
dt =

∫ +∞

1

(
g−1(ϕ′(ϕ−1(s)))

)2
ds

=

∫ +∞

1

(
g−1

(
1

(ϕ−1)′(s)

))2

ds. (3.5)

Para provarmos a existência de uma função que satisfaça as hipóteses acima,

definamos a seguinte função auxiliar ψ

ψ(t) = 1 +

∫ t

1

1

g
(

1
s

)ds, t ≥ 1. (3.6)

Então,

ψ′(t) =
1

g
(

1
t

) (3.7)

e, de acordo com as hipóteses feitas sobre g, temos que ψ é uma função crescente de

classe C2 que satisfaz

ψ′(t) → +∞ quando t → +∞ , ψ(t) → +∞ quando t → +∞. (3.8)

Com efeito, sendo g : [−1, 1] → R de classe C1 então, para t ≥ 1, ψ′ também

o é. Logo, ψ é de classe C2([1, +∞)). Como g é crescente e g(0) = 0 segue que
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g

(
1

t

)
> 0, para todo t ≥ 1. Assim, ψ′ > 0, ∀t ≥ 1, donde segue que ψ é crescente.

Além disso,

ψ(t) = 1 +

∫ t

1

1

g
(

1
s

)ds ≥ 1 +

∫ t

1

1

g(1)
ds

= 1 + (t− 1)
1

g(1)
.

Da desigualdade acima segue que ψ(t) → +∞ quando t → +∞.

Também, como ψ′(t) =
1

g(1
t
)

e g é crescente decorre que ψ′ é crescente. Além

disso, do fato de g ser cont́ınua e g(0) = 0 obtemos que ψ′(t) → +∞ quando

t → +∞.

Temos ainda que ψ′′ ≥ 0, pois

ψ′′(t) =
d

dt

(
1

g
(

1
t

)
)

=
g′

(
1
t

)
1
t2[

g
(

1
t

)]2 ≥ 0,

o que implica que ψ′ é não decrescente e que ψ é convexa. Assim, de (3.7) obtemos

∫ +∞

1

(
g−1

(
1

ψ′(s)

))2

ds =

∫ +∞

1

1

s2
ds < +∞. (3.9)

A seguir, vamos provar que ψ−1 é côncava. De fato, como

ψ(ψ−1(s)) = s

temos

(
ψ−1

)′′
(s) = −ψ′′(ψ−1(s)) ((ψ−1)′(s))2

ψ′(ψ−1(s))

= − ψ′′(ψ−1(s))

(ψ′ (ψ−1(s)))3 ≤ 0. (3.10)

Assim, tomando ϕ(t) = ψ−1(t) para todo t ≥ 1, de (3.5), (3.8)-(3.10) conclúımos

que ϕ verifica todas as hipóteses do Lema 3.0.3, o que finaliza a demonstração.

¥

Para estabelecermos nossos próximos resultados consideremos as seguintes funções

H : [−1, 1] → R+

y 7→ g(y)
y
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e

G : [−1, 1] → R+

y 7→ yg(y)
,

onde g é definida em (A.1).

Teorema 3.0.4 Suponhamos que (A.1), (A.2) e (H.1) se verifiquem. Então, a

energia associada ao problema (2.1) satisfaz a seguinte estimativa

E(t) ≤ C

(
G−1

(
1

t

))2

, ∀t ≥ 1,

onde a constante C > 0 depende somente da energia inicial E(0).

Além disso, se H(0) = 0 e se H é não decrescente em [0, η] para algum η > 0,

então tal energia satisfaz

E(t) ≤ C

(
g−1

(
1

t

))2

, ∀t ≥ 1,

onde a constante C > 0 depende somente da energia inicial E(0).

Teorema 3.0.5 Suponhamos que (A.1) e (H.1) se verifiquem e que {u0, u1} ∈ V ×
L2(Ω) são tais que ‖∇u0‖2 < λ1 e E(0) < d, onde λ1 e d são dadas em (1.24) e

(1.25), respectivamente. Então, a energia associada ao problema (2.1) satisfaz as

mesmas estimativas do Teorema anterior.

No que segue, x0 será um ponto fixado no Rn onde

Γ0 = {x ∈ Γ; m(x) · ν(x) ≤ 0} e Γ1 = {x ∈ Γ; m(x) · ν(x) > 0} ,

com m(x) = x− x0. Definamos, também

R := max
x∈Ω

‖x− x0‖.
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3.1 Prova do teorema 3.0.4

Consideremos, inicialmente, o seguinte resultado:

Lema 3.1.1 Para quaisquer que sejam 0 ≤ S < T < ∞, temos

E(S)− E(T ) =

∫ T

S

∫

Γ1

β(u′)u′dΓdt ≥ 0,

onde u é uma solução regular do problema (2.1). Como conseqüência, segue que

E(t) é uma função não crescente.

Demonstração:

Considerando 0 ≤ S < T < ∞, (2.64), (2.68), (2.92) e aplicando a fórmula de

Green generalizada, obtemos

0 =

∫ T

S

∫

Ω

u′ (u′′ −∆u− |u|ρu) dxdt =

∫ T

S

1

2

d

dt
‖u′(t)‖2

2dt

+

∫ T

S

1

2

d

dt
‖∇u(t)‖2

2 −
∫ T

S

∫

Γ1

∂u

∂ν
u′dΓdt−

∫ T

S

1

ρ + 2

d

dt
‖u(t)‖ρ+2

ρ+2dt

=

∫ T

S

E ′(t)dt +

∫ T

S

∫

Γ1

βu′u′dΓdt.

Como β(s)s ≤ 0 segue que

E(T )− E(S) = −
∫ T

S

∫

Γ1

β(u′)u′dΓdt ≤ 0,

o que prova o lema.

¥

3.1.1 Método dos Multiplicadores

Utilizaremos nesta parte do trabalho o método dos multiplicadores em busca de

uma desigualdade de energia que verifique as hipóteses do Lema 3.0.2. Para isto,

multiplicamos a equação (2.64) por Eϕ′Mu, onde ϕ : R+ → R+ é uma função

crescente, de classe C2 e côncava; e Mu é definida por

Mu := 2(m · ∇u) + (n− 1)u. (3.11)
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Então, aplicando a fórmula de Green generalizada resulta que

0 =

∫ T

S

Eϕ′
∫

Ω

(u′′ −∆u− |u|ρu) Mudxdt

=

∫ T

S

Eϕ′
∫

Ω

(u′′ −∆u− |u|ρu) (2m · ∇u + (n− 1)u) dxdt

=

∫ T

S

Eϕ′
∫

Ω

2u′′(m · ∇u)dxdt

︸ ︷︷ ︸
=N1

+

∫ T

S

Eϕ′
∫

Ω

2∇u∇(m · ∇u)dxdt

︸ ︷︷ ︸
=N2

−
∫ T

S

Eϕ′
∫

Γ

2
∂u

∂ν
(m · ∇u)dΓdt−

∫ T

S

Eϕ′
∫

Ω

2|u|ρu(m · ∇u)dxdt

+ (n− 1)

∫ T

S

Eϕ′
∫

Ω

u′′udxdt

︸ ︷︷ ︸
=N3

+(n− 1)

∫ T

S

Eϕ′
∫

Ω

|∇u|2dxdt

− (n− 1)

∫ T

S

Eϕ′
∫

Γ1

∂u

∂ν
udΓdt− (n− 1)

∫ T

S

Eϕ′
∫

Ω

|u|ρ+2dxdt. (3.12)

Integrando por partes temos que

N1 =

[
Eϕ′

∫

Ω

2u′(m · ∇u)dx

]T

S

−
∫ T

S

(E ′ϕ′ + Eϕ′′)
∫

Ω

2u′(m · ∇u)dxdt

−
∫ T

S

Eϕ′
∫

Ω

2u′(m · ∇u′)dxdt

︸ ︷︷ ︸
=N4

. (3.13)

Denotando m(x) = (m1(x), . . . , mn(x)), ν = (ν1, . . . , νn) e aplicando o lema de

Gauss temos, para cada i = 1, . . . , n que

−
∫

Ω

2u′mi
∂u′

∂xi

dx = −
∫

Ω

∂

∂xi

[u′]2midx =

∫

Ω

|u′|2∂mi

∂xi

dx−
∫

Γ1

|u′|2miνidΓ,

ou seja,

−
∫

Ω

2u′mi
∂u′

∂xi

dx =

∫

Ω

|u′|2dx−
∫

Γ1

miνi|u′|2dΓ.

Logo,

−
∫

Ω

2u′(m · ∇u′)dx =
n∑

i=1

(∫

Ω

|u′|2dx−
∫

Γ1

(miνi)|u′|2
)

dΓ

= n

∫

Ω

|u′|2dx−
∫

Γ1

(m · ν)|u′|2dΓ. (3.14)
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Substituindo (3.14) em (3.13) resulta

N1 =

[
Eϕ′

∫

Ω

2u′(m · ∇u)dx

]T

S

−
∫ T

S

(E ′ϕ′ + Eϕ′′)
∫

Ω

2u′(m · ∇u)dxdt

+ n

∫ T

S

Eϕ′
∫

Ω

|u′|2dxdt−
∫ T

S

Eϕ′
∫

Γ1

(m · ν)|u′|2dΓdt. (3.15)

Também,

N2 =

∫ T

S

Eϕ′
n∑

i=1

∫

Ω

2
∂u

∂xi

∂

∂xi

(m · ∇u)dxdt

=

∫ T

S

Eϕ′
n∑

i=1

∫

Ω

2
∂u

∂xi

∂

∂xi

(
n∑

j=1

mj
∂u

∂xj

)
dxdt

=

∫ T

S

Eϕ′
n∑

i=1

∫

Ω

2
∂u

∂xi

(
∂u

∂xi

+
n∑

j=1

mj
∂2u

∂xi∂xj

)
dxdt (3.16)

=

∫ T

S

Eϕ′
∫

Ω

2|∇u|2dxdt +

∫ T

S

Eϕ′
n∑

i=1

n∑
j=1

∫

Ω

2
∂u

∂xi

mj
∂2u

∂xj∂xi

dx

︸ ︷︷ ︸
=N5

dt.

Cálculo de N5.

Pelo lema de Gauss temos que

N5 =
n∑

i=1

n∑
j=1

∫

Ω

2
∂u

∂xi

mj
∂2u

∂xj∂xi

dx

=
n∑

i=1

n∑
j=1

∫

Ω

∂

∂xj

[(
∂u

∂xi

)2
]

mjdx

= −
n∑

i=1

n∑
j=1

[∫

Ω

∣∣∣∣
∂u

∂xi

∣∣∣∣
2
∂mj

∂xj

dx +

∫

Γ

νjmj

(
∂u

∂xi

)2

dΓ

]

= n

(
−

∫

Ω

|∇u|2dx

)
+

∫

Γ

(m · ν)|∇u|2dΓ.

Dáı,

N5 =
n∑

i=1

n∑
j=1

∫

Ω

2
∂u

∂xi

mj
∂2u

∂xi∂xj

dx = −n

∫

Ω

|∇u|2dx +

∫

Γ

(m · ν)|∇u|2dΓ. (3.17)

Substituindo (3.17) em (3.16) resulta que

N2 = (2− n)

∫ T

S

Eϕ′
∫

Ω

|∇u|2dxdt +

∫ T

S

Eϕ′
∫

Γ

(m · ν)|∇u|2dΓdt. (3.18)
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Integrando por partes N3 obtemos:

N3 = (n− 1)

[
Eϕ′

∫

Ω

u′udx

]T

S

− (n− 1)

∫ T

S

(E ′ϕ′ + Eϕ′′)
∫

Ω

u′udxdt

− (n− 1)

∫ T

S

Eϕ′
∫

Ω

|u′|2dxdt. (3.19)

Substituindo (3.15), (3.18) e (3.19) em (3.12) e considerando a definição de Mu

dada em (3.11) obtemos:

0 =

[
Eϕ′

∫

Ω

2u′(m · ∇u)dx

]T

S

−
∫ T

S

(E ′ϕ′ + Eϕ′′)
∫

Ω

2u′(m · ∇u)dxdt

+ n

∫ T

S

Eϕ′
∫

Ω

|u′|2dxdt−
∫ T

S

Eϕ′
∫

Γ1

(m · ν)|u′|2dΓdt

+ (2− n)

∫ T

S

Eϕ′
∫

Ω

|∇u|2dxdt +

∫ T

S

Eϕ′
∫

Γ

(m · ν)|∇u|2dΓdt

−
∫ T

S

Eϕ′
∫

Γ

2
∂u

∂ν
(m · ∇u)dΓdt−

∫ T

S

Eϕ′
∫

Ω

2|u|ρu(m · ∇u)dxdt

+ (n− 1)

[
Eϕ′

∫

Ω

u′udx

]T

S

− (n− 1)

∫ T

S

(E ′ϕ′ + Eϕ′′)
∫

Ω

u′udxdt

− (n− 1)

∫ T

S

Eϕ′
∫

Ω

|u′|2dxdt− (n− 1)

∫ T

S

Eϕ′
∫

Γ1

∂u

∂ν
udΓdt

− (n− 1)

∫ T

S

Eϕ′
∫

Ω

|u|ρ+2dxdt + (n− 1)

∫ T

S

Eϕ′
∫

Ω

|∇u|2dxdt

=

[
Eϕ′

∫

Ω

u′Mudx

]T

S

−
∫ T

S

(E ′ϕ′ + Eϕ′′)
∫

Ω

u′Mudxdt

−
∫ T

S

Eϕ′
∫

Γ1

(m · ν)
(|u′|2 − |∇u|2) dΓdt +

∫ T

S

Eϕ′
∫

Γ0

(m · ν)|∇u|2dΓdt

+ (n− (n− 1))︸ ︷︷ ︸
=1

∫ T

S

Eϕ′
∫

Ω

|u′|2dxdt + (2− n + n− 1)︸ ︷︷ ︸
=1

∫ T

S

Eϕ′
∫

Ω

|∇u|2dxdt

−
∫ T

S

Eϕ′
∫

Γ1

∂u

∂ν
MudΓdt−

∫ T

S

Eϕ′
∫

Γ0

2
∂u

∂ν
(m · ∇u)dΓdt

− 2

∫ T

S

Eϕ′
∫

Ω

|u|ρu(m · ∇u)dxdt− (n− 1)

∫ T

S

Eϕ′
∫

Ω

|u|ρ+2dxdt. (3.20)

De (3.20), observando que
∂u

∂ν
= −β(u′) em Γ1 e ∇u =

∂u

∂ν
ν em Γ0 e tendo em

mente a definição de energia dada em (2.2) segue que
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2

∫ T

S

E2(t)ϕ′(t)dt = 2

∫ T

S

Eϕ′
(

1

2
‖u′(t)‖2

2 +
1

2
‖∇u(t)‖2

2 −
1

ρ + 2
‖u(t)‖ρ+2

ρ+2

)
dt

=

∫ T

S

Eϕ′
∫

Ω

|u′(t)|2dxdt +

∫ T

S

Eϕ′
∫

Ω

|∇u|2dxdt

− 2

ρ + 2

∫ T

S

Eϕ′
∫

Ω

|u(t)|ρ+2dxdt

= −
∫ T

S

Eϕ′
∫

Γ1

Muβ(u′)dΓdt +

∫ T

S

Eϕ′
∫

Γ0

(m · ν)|∇u|2dΓdt

+

∫ T

S

Eϕ′
∫

Γ1

(m · ν)
(|u′|2 − |∇u|2) dΓdt

+

∫ T

S

(E ′ϕ′ + Eϕ′′)
∫

Ω

u′Mudxdt−
[
Eϕ′

∫

Ω

u′Mudx

]T

S

+ 2

∫ T

S

Eϕ′
∫

Ω

|u|ρu(m · ∇u)dxdt

+

[
(n− 1)− 2

ρ + 2

] ∫ T

S

Eϕ′
∫

Ω

|u(t)|ρ+2dxdt. (3.21)

O nosso próximo passo é estimar os dois últimos termos da igualdade em (3.21).

Estimativa de I1 :=

[
n− 1− 2

ρ + 2

] ∫ T

S

Eϕ′
∫

Ω

|u|ρ+2dx.

Aplicando a desigualdade de interpolação

‖y‖p ≤ ‖u‖α
2‖y‖1−α

q ;
1

p
=

α

2
+

1− α

q
, α ∈ [0, 1] (3.22)

para os espaços Lp, com p = ρ + 2 e α =
1

ρ + 2
, obtemos para todo t ≥ 0

‖u(t)‖ρ+2 ≤ ‖u(t)‖
1

ρ+2

2 ‖u(t)‖
ρ+1
ρ+2
q , onde q = 2(ρ + 1). (3.23)

Então, colocando γ = n− 1− 2

ρ + 2
e considerando λ a constante de imersão de

V ↪→ L2(ρ+1)(Ω), da desigualdade de Young chegamos à:

γ‖u(t)‖ρ+2
ρ+2 ≤ n‖u(t)‖2‖u(t)‖ρ+1

2(ρ+1)

≤ nλρ+1‖u(t)‖2‖∇u(t)‖ρ+1
2

=

(√
C

ε
nλρ+1‖u(t)‖2

) (√
ε

C
‖∇u(t)‖ρ+1

2

)

≤ C
n2λ2(ρ+1)

2ε
‖u(t)‖2

2 +
ε

2C
‖∇u(t)‖2(ρ+1)

2 , (3.24)
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para todo ε > 0 e C = [2(ρ + 2)ρ−1E(0)]
ρ (ρ + 2)

ρ
.

Considerando a desigualdade (2.6), que é válida para t ∈ (0, +∞), temos que

‖∇u(t)‖2
2 ≤

2(ρ + 2)

ρ
E(t). (3.25)

Substituindo (3.25) em (3.24) e observando que E(t) ≤ E(0), obtemos

γ‖u(t)‖ρ+2
ρ+2 ≤ Cλ2(ρ+1)n2

2ε
‖u(t)‖2

2 +
ε

2C

(
2(ρ + 2)

ρ
E(t)

)ρ+1

= Cε‖u(t)‖2
2 + εE(t), (3.26)

onde Cε =
Cλ2(ρ+1)n2

2ε
.

De (3.26) decorre que

I1 =

∫ T

S

Eϕ′γ‖u(t)‖ρ+2
ρ+2dt ≤ ε

∫ T

S

(E(t))2ϕ′(t)dt

+ Cε

∫ T

S

Eϕ′
∫

Ω

|u(t)|2dxdt, ∀ε > 0. (3.27)

Estimativa para I2 := 2

∫ T

S

Eϕ′
∫

Ω

(m · ∇u)|u|ρudxdt.

Temos:

|I2| ≤ 2

∫ T

S

Eϕ′
∫

Ω

|(m · ∇u)||u|ρ+1dxdt

≤ 2

∫ T

S

Eϕ′
∫

Ω

|m||∇u||u|ρ+1dxdt

≤ 2R

∫ T

S

Eϕ′
∫

Ω

|∇u||u|ρ+1dxdt

≤ 2R

∫ T

S

E(t)ϕ′(t)‖∇u(t)‖2‖u(t)‖ρ+1
2(ρ+1)dt. (3.28)

Vamos analisar o termo ‖u(t)‖ρ+1
2(ρ+1). Para isto, consideremos 0 < ρ <

2

n− 2

(se n ≥ 3), 0 < s <
2n

n− 2
− 2(ρ + 1) e a desigualdade de interpolação (3.22) com

p = 2(ρ + 1) e q = 2(ρ + 1) + s. Assim, para todo t ≥ 0 temos:

‖u(t)‖2(ρ+1) ≤ ‖u(t)‖1−α
2 ‖u(t)‖α

2(ρ+1)+s (3.29)
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onde 0 < α < 1 é tal que
1

2(ρ + 1)
=

1− α

2
+

α

2(ρ + 1) + s
, ou seja, α é dado por

α = 1 +
s

(ρ + 1)[2− 2(ρ + 1)− s]
.

De (3.29) segue que

‖u(t)‖ρ+1
2(ρ+1) ≤ ‖u(t)‖(1−α)(ρ+1)

2 ‖u(t)‖α(ρ+1)
2(ρ+1)+s. (3.30)

Considerando a escolha de s resulta que 2(ρ + 1) + s <
2n

n− 2
, o que implica que

V ↪→ L2(ρ+1)+s(Ω). Se µ é a constante relativa à esta imersão, obtemos

‖u(t)‖ρ+1
2(ρ+1) ≤ ‖u(t)‖(1−α)(ρ+1)

2 µα(ρ+1)‖∇u(t)‖α(ρ+1)
2 . (3.31)

De (3.28) e (3.31) conclúımos que

|I2| ≤ 2Rµα(ρ+1)

∫ T

S

E(t)ϕ′(t)‖u(t)‖(1−α)(ρ+1)
2 ‖∇u(t)‖α(ρ+1)+1

2 dt. (3.32)

Por outro lado, da desigualdade de Young temos, para todo ε > 0, que

ab =
a

ε
1
p′

bε
1
p′ ≤ 1

p

ap

ε
p
p′

+
1

p′
bp′ε, (3.33)

onde p, p′ > 1 e
1

p
+

1

p′
= 1.

Aplicando a desigualdade (3.33) com a = 2Rµα(ρ+1)‖u(t)‖(1−α)(ρ+1)
2 ,

b = ‖∇u(t)‖α(ρ+1)+1
2 , p =

2

(1− α)(ρ + 1)
e p′ =

2

2− (1− α)(ρ + 1)
, onde α é dado

em (3.29), resulta que

2Rµα(ρ+1)‖u(t)‖(1−α)(ρ+1)
2 ‖∇u(t)‖α(ρ+1)+1

2 ≤
[
2Rµα(ρ+1)

]2(1−α)−1(ρ+1)−1

pε
2−(1−α)(ρ+1)
(1−α)(ρ+1)

‖u(t)‖2
2

+
ε

p′
‖∇u(t)‖

2[α(ρ+1)+1]
2−(1−α)(ρ+1)

2 . (3.34)

De (3.25) e (3.34) segue que

2Rµα(ρ+1)‖u(t)‖(1−α)(ρ+1)
2 ‖∇u(t)‖α(ρ+1)+1

2 ≤ C1(ε)‖u(t)‖2
2 + kεE(t), (3.35)

onde

C1(ε) =

[
2Rµα(ρ+1)

]2(1−α)−1(ρ+1)−1

pε
2−(1−α)(ρ+1)
(1−α)(ρ+1)
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e

k =
1

p′

(
2(ρ + 2)

ρ
E(0)

) ρ
2−(1−α)(ρ+1)

.

Substituindo (3.35) em (3.32) resulta que

I2 ≤ εk

∫ T

S

(E(t))2ϕ′(t)dt + C1(ε)

∫ T

S

E(t)ϕ′(t)
∫

Ω

|u|2dxdt. (3.36)

Substituindo (3.27) e (3.36) em (3.21) e observando que m·ν ≤ 0 em Γ0, obtemos

2

∫ T

S

(E(t))2ϕ′(t)dt ≤ −
∫ T

S

Eϕ′
∫

Γ1

Muβ(u′)dΓdt

+

∫ T

S

Eϕ′
∫

Γ1

(m · ν)
(|u′|2 − |∇u|2) dΓdt

+

∫ T

S

(E ′ϕ′ + Eϕ′′)
∫

Ω

u′Mudxdt

−
[
Eϕ′

∫

Ω

u′Mudx

]T

S

+ ε

∫ T

S

(E(t))2ϕ′(t)dt

+ Cε

∫ T

S

Eϕ′
∫

Ω

|u(t)|2dxdt + kε

∫ T

S

(E(t))2ϕ′(t)dt

+ C1(ε)

∫ T

S

Eϕ′
∫

Ω

|u|2dxdt. (3.37)

Assim, tomando ε suficientemente pequeno em (3.37), segue que existem

δ1, δ2 > 0 que verificam

δ1

∫ T

S

(E(t))2ϕ′(t)dt ≤ −
∫ T

S

Eϕ′
∫

Γ1

Muβ(u′)dΓdt

+

∫ T

S

Eϕ′
∫

Γ1

(m · ν)
(|u′|2 − |∇u|2) dΓdt

+

∫ T

S

(E ′ϕ′ + Eϕ′′)
∫

Ω

u′Mudxdt−
[
Eϕ′

∫

Ω

u′Mudx

]T

S

+ δ2

∫ T

S

Eϕ′
∫

Ω

|u(t)|2dxdt. (3.38)

Por outro lado, temos que

d

dt
E(t) = −

∫

Γ1

β(u′)u′dΓ.
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Multiplicando por E(t), obtemos

1

2

d

dt

[
E2(t)

]
= −E(t)

∫

Γ1

β(u′)u′dΓ.

Portanto, integrando sobre [S, T ] resulta que

E2(T ) = E2(S)− 2

∫ T

S

E(t)

∫

Γ1

β(u′)u′dΓdt. (3.39)

De (3.39) e observando o Lema 3.1.1 temos que

∫ T

S

E2(t)ϕ′(t)dt ≥
∫ T

S

E2(T )ϕ′(t)dt = E2(T )[ϕ(T )− ϕ(S)]

= [ϕ(T )− ϕ(S)]E2(S)

− 2[ϕ(T )− ϕ(S)]

∫ T

S

E(t)

∫

Γ1

β(u′)u′dΓdt. (3.40)

Substituindo Mu = 2(m · ∇u) + (n− 1)u na expressão (3.38) segue que

δ1

∫ T

S

E2ϕ′dt ≤ −2

∫ T

S

Eϕ′
∫

Γ1

(m · ∇u)β(u′)dΓdt

− (n− 1)

∫ T

S

Eϕ′
∫

Γ1

uβ(u′)dΓdt

+

∫ T

S

Eϕ′
∫

Γ1

(m · ν)|u′|2dΓdt−
∫ T

S

Eϕ′
∫

Γ1

(m · ν)|∇u|2dΓdt

+

∫ T

S

(E ′ϕ′ + Eϕ′′)
∫

Ω

Mu.u′dxdt

−
[
2Eϕ′

∫

Ω

u′(m · ∇u)dx

]T

S

−
[
Eϕ′(n− 1)

∫

Ω

u′udx

]T

S

+ δ2

∫ T

S

Eϕ′
∫

Ω

|u|2dxdt. (3.41)

Estimativa de I3 := −2

∫ T

S

Eϕ′
∫

Γ1

(m · ∇u)β(u′)dΓdt.

Temos, para todo η > 0, que

I3 ≤ 2

∫ T

S

Eϕ′
∫

Γ1

√
η|∇u| R√

η
|β(u′)|dΓdt

≤ 2

∫ T

S

Eϕ′
∫

Γ1

(
η

2
|∇u|2 +

R2

2η
|β(u′)|2

)
dΓdt

= η

∫ T

S

Eϕ′
∫

Γ1

|∇u|2dΓdt +
R2

η

∫ T

S

Eϕ′
∫

Γ1

|β(u′)|2dΓdt. (3.42)
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Por outro lado, da desigualdade (2.6), para todo t ≥ 0 temos que

∣∣∣∣−2E(t)ϕ′(t)
∫

Ω

u′(t)(m · ∇u(t))dx

∣∣∣∣ ≤ 2E(t)LR

∫

Ω

|u′(t)||∇u(t)|dx

≤ 2E(t)LR
1

2

∫

Ω

(|u′(t)|2 + |∇u(t)|2) dx

= 2E(t)LR

∫

Ω

1

2

(|u′|2 + |∇u|2) dx

≤ 2LRE(t)

(
1 +

ρ + 2

ρ

)
E(t) = CE2(t),

onde C =
4(ρ + 1)

ρ
LR e L é uma constante positiva que verifica |ϕ′(t)| ≤ L, para

todo t ∈ R+.

Conseqüentemente, do fato da energia E(t) ser não crescente

−
[
2Eϕ′

∫

Ω

u′(m · ∇u)dx

]T

S

≤ CE2(T ) + CE2(S)

≤ 2CE2(S). (3.43)

De maneira análoga,

∣∣∣∣−Eϕ′(n− 1)

∫

Ω

u′udx

∣∣∣∣ ≤ (n− 1)E(t)L
1

2

∫

Ω

(|u′|2 + |u|2) dx

≤ (n− 1)E(t)L
1

2

∫

Ω

(|u′|2 + C2
2 |∇u|2) dx

≤ (n− 1)E(t)L

∫

Ω

(
1

2
|u′|2 +

1

2
C2

2 |∇u|2
)

dx

≤ (n− 1)E(t)LC3E(t)

= C4E
2(t),

onde C2 é a constante de imersão de V em L2(Ω), C3 = 2 max

{
1,

(ρ + 2)

ρ
C2

2

}
e

C4 = (n− 1)LC3.

Logo,

−
[
Eϕ′(n− 1)

∫

Ω

u′udx

]T

S

≤ C5E
2(S). (3.44)

Além disso,

∣∣∣∣
∫

Ω

Muu′dx

∣∣∣∣ ≤
∫

Ω

|(2(m · ∇u) + (n− 1)u) u′| dx
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≤ 2

∫

Ω

|(m · ∇u)||u′|dx + (n− 1)

∫

Ω

|u||u′|dx

≤ 2R‖∇u‖2‖u′‖2 + (n− 1)‖u‖2‖u′‖2

≤ R
(‖∇u‖2

2 + ‖u′‖2
2

)
+

(n− 1)

2

(‖u‖2
2 + ‖u′‖2

2

)

≤ C6E(t). (3.45)

Logo, de (3.45), obtemos

∫ T

S

(E ′ϕ′ + Eϕ′′)
∫

Ω

Muu′dxdt ≤ C6

∫ T

S

|E ′ϕ′ + Eϕ′′|E(t)dt

≤ LC6

∫ T

S

(−E ′E)dt + C6E
2(S)

∫ T

S

(−ϕ′′(t))dt

=
LC6

2

∫ T

S

(
− d

dt
E2(t)

)
dt

+ C6E
2(S)[ϕ′(S)− ϕ′(T )]

=
LC6

2
{E2(S)− E2(T )}

+ C6E
2(S){ϕ′(S)− ϕ′(T )}

≤ LC6

2
E2(S) + C6E

2(S)ϕ′(S). (3.46)

Finalmente, para ϑ > 0 temos

−(n− 1)

∫ T

S

Eϕ′
∫

Γ1

uβ(u′)dΓdt ≤ ϑ

∫ T

S

Eϕ′
∫

Γ1

|u|2dΓdt

+
(n− 1)2

4ϑ

∫ T

S

Eϕ′
∫

Γ1

|β(u′)|2dΓdt.(3.47)

Da continuidade da aplicação traço γ0 : V → L2(Γ1) existe uma constante ζ > 0

tal que ‖v‖Γ1 ≤ ζ‖∇v‖2, para todo v ∈ V . Então, de (3.47) resulta que

−(n− 1)

∫ T

S

Eϕ′
∫

Γ1

uβ(u′)dΓdt ≤ ϑζ2

∫ T

S

Eϕ′‖∇u‖2
2dt

+
(n− 1)2

4ϑ

∫ T

S

Eϕ′
∫

Γ1

|β(u′)|2dΓdt

≤ ϑζ2C7

∫ T

S

E2(t)ϕ′(t)dt

+
(n− 1)2

4ϑ

∫ T

S

Eϕ′
∫

Γ1

|β(u′)|2dΓdt.(3.48)
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Como Γ1 é compacto e m, ν são suficientemente regulares, existe δ > 0 tal que

m(x) · ν(x) ≥ δ > 0, para todo x ∈ Γ1. Assim, substituindo (3.42)-(3.44), (3.46) e

(3.48) em (3.41) resulta que

δ1

∫ T

S

E2ϕ′dt ≤ η

δ

∫ T

S

Eϕ′
∫

Γ1

(m · ν)|∇u|2dΓdt +
R2

η

∫ T

S

Eϕ′
∫

Γ1

|β(u′)|2dΓdt

+ C7ϑζ2

∫ T

S

E2(t)ϕ′(t)dt +
(n− 1)2

4ϑ

∫ T

S

Eϕ′
∫

Γ1

|β(u′)|2dΓdt

+

∫ T

S

Eϕ′
∫

Γ1

(m · ν)|u′|2dΓdt−
∫ T

S

Eϕ′
∫

Γ1

(m · ν)|∇u|2dΓdt

+

(
LC6

2
+ C1 + C5

)
E2(S) + C6E

2(S)ϕ′(S)

+ δ2

∫ T

S

Eϕ′
∫

Ω

|u|2dxdt,

para todo η, ϑ > 0.

Tomando η, ϑ suficientemente pequenos de forma que δ1−C7ϑζ2 > 0 e 1− η

δ
> 0

obtemos

∫ T

S

E2(t)ϕ′(t)dt ≤ C1

∫ T

S

Eϕ′
∫

Γ1

|β(u′)|2dΓdt

+ C2

∫ T

S

Eϕ′
∫

Γ1

|u′|2dΓdt + C3E
2(S)

+ C4E
2(S)ϕ′(S) + C5

∫ T

S

Eϕ′
∫

Ω

|u|2dxdt, (3.49)

onde C i, i = 1, . . . , 5 são constantes positivas.

De (3.40) e (3.49) resulta que

[ϕ(T )− ϕ(S)]E2(S) ≤ C1

∫ T

S

Eϕ′
∫

Γ1

|β(u′)|2dΓdt

+ C2

∫ T

S

Eϕ′
∫

Γ1

|u′|2dΓdt + C3E
2(S)

+ C4ϕ
′(S)E2(S) + C5

∫ T

S

Eϕ′
∫

Ω

|u|2dxdt

+ 2[ϕ(T )− ϕ(S)]
1

ϕ′(T )
ϕ′(T )

∫ T

S

E(t)

∫

Γ1

|β(u′)||u′|dΓdt.

Agora, desde que ϕ é côncava e de classe C2 temos que ϕ′ é uma função não
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crescente. Disso segue que

[ϕ(T )− ϕ(S)− C4ϕ
′(S)− C3]E

2(S) ≤
(

C1 +
ϕ(T )

ϕ′(T )

) ∫ T

S

Eϕ′
∫

Γ1

|β(u′)|2dΓdt

+

(
C2 +

ϕ(T )

ϕ′(T )

) ∫ T

S

Eϕ′
∫

Γ1

|u′|2dΓdt

+ C5

∫ T

S

Eϕ′
∫

Ω

|u|2dxdt.

Como ϕ(t) → +∞ quando t → +∞, temos para um T > 0 suficientemente

grande que ϕ(T )− ϕ(S)− C4ϕ
′(S)− C3 > 0 e

E(S) ≤ C(S, T, ϕ, ϕ′)
{∫ T

S

ϕ′(t)
∫

Γ1

|β(u′)|2dΓdt

+

∫ T

S

ϕ′(t)
∫

Γ1

|u′|2dΓdt +

∫ T

S

ϕ′(t)
∫

Ω

|u|2dxdt

}
. (3.50)

O nosso próximo passo é estimar o último termo de (3.50). Neste sentido provare-

mos o seguinte lema, onde T0 é uma constante positiva suficientemente grande.

Lema 3.1.2 Sob as hipóteses (A.1), (A.2) e (H.1) temos que para todo T > T0,

existe C(T0, E(0)) tal que se (u, u′) é a solução de (2.1) com condições iniciais

{u0, u1} regulares, temos que

∫ T

S

ϕ′
∫

Ω

|u|2dxdt ≤ C(T0, E(0))

{∫ T

S

ϕ′
∫

Γ1

|β(u′)|2dΓdt

+

∫ T

S

ϕ′
∫

Γ1

|u′|2dΓdt

}
(3.51)

para 0 ≤ S < T < +∞.

Demonstração: Vamos fazer a prova por contradição. Suponhamos que (3.51) não

seja verificado e que {uk(0)u′k(0)} seja uma seqüência de condições iniciais cujas

soluções correspondentes {uk}k∈N de (2.1), com Ek(0) uniformemente limitada em

k, verifique

lim
k→+∞

∫ T

S
ϕ′

∫
Ω
|uk|2dxdt∫ T

S
ϕ′

∫
Γ1
|β(u′k)|2dΓdt +

∫ T

S
ϕ′

∫
Γ1
|u′k|2dΓdt

= +∞. (3.52)
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Como Ek(0) é uniformemente limitada em k e Ek é uma função não decrescente

então existe M > 0 tal que Ek(t) ≤ M , para todo k ∈ N e para todo t ≥ 0.

Por (2.5) e (2.2) temos

Ek(t) ≥ ‖∇uk(t)‖2
2

[
1

2
− 1

ρ + 2

]
(3.53)

e

Ek(t) ≥ 1

2
‖u′k(t)‖2

2, (3.54)

e, portanto, de (3.53) e (3.54) segue que

‖∇uk(t)‖2
2, e ‖u′k(t)‖2

2 são limitadas ∀t ≥ 0, ∀k ∈ N. (3.55)

De (3.55) resulta que {uk} possui uma subseqüência tal que

uk ⇀ u fracamente em H1(Q), (3.56)

uk ⇀∗ u fraco estrela em L∞(0, T ; V ), (3.57)

u′k ⇀∗ u′ fraco estrela em L∞(0, T ; L2(Ω)). (3.58)

Aplicando argumentos de compacidade resulta que {uk} possui uma subseqüência

tal que

uk → u fortemente em L2(0, T ; L2(Ω)). (3.59)

Assumamos que u 6= 0. De acordo com (3.59) temos que {uk} possui uma

subseqüência tal que

|uk|ρuk → |u|ρu quase sempre em Ω×]0, T [.

Desta convergência e como a seqüência {|uk|ρuk} é limitada em L2(0, T ; L2(Ω))

conclúımos, pelo lema de Lions, que

|uk|ρuk ⇀ |u|ρu fracamente em L2(0, T ; L2(Ω)). (3.60)
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Também, temos que o termo

∫ T

S

ϕ′
∫

Ω

|uk|2dxdt é limitado.1 Conseqüentemente,

de (3.52) resulta que

∫ T

S

ϕ′
∫

Γ1

(β(u′k))
2dΓdt +

∫ T

S

ϕ′
∫

Γ1

|u′k|2dΓdt → 0, quando k → +∞. (3.61)

Em particular, temos que

∫ T

S

ϕ′
∫

Γ1

(β(u′k))
2dΓdt → 0, quando k → +∞. (3.62)

Desde que ϕ é de classe C2 e côncava, segue que ϕ′(t) ≥ ϕ′(T ), t ∈ [0, T ], T > 0.

Logo,

0 ≤ ϕ′(T )

∫ T

S

∫

Γ1

|β(u′k)|2dΓdt ≤
∫ T

S

ϕ′
∫

Γ1

|β(u′k)|2dΓdt. (3.63)

De (3.62) e (3.63) resulta que

lim
k→+∞

∫ T

S

∫

Γ1

|β(u′k)|2dΓdt = 0. (3.64)

Como S é qualquer tomado no intervalo [0, T ], obtemos, em particular,

lim
k→+∞

∫ T

0

∫

Γ1

|β(u′k)|2dΓdt = 0

e, portanto,

β(u′k) → 0 fortemente em L2(0, T ; L2(Γ1)). (3.65)

De maneira análoga, obtemos de (3.61) que

u′k → 0 fortemente em L2(0, T ; L2(Γ1)). (3.66)

Como uk é solução do problema (2.1) temos que





u′′k −∆uk = |uk|ρuk em Ω× (0, T ),
∂uk

∂ν
+ β(u′k) = 0 em Γ1 × (0, T ),

uk = 0 em Γ0 × (0, T ).

(3.67)

1Pois Ek(t) ≤ M ; ∀k ∈ N, ∀t ≥ 0 e ‖uk(t)‖22 ≤ C3Ek(t), onde C3 é uma constante independente
de k e t.
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Tomando o limite quando k → +∞ em (3.67) e das convergências anteriores

obtemos: 



utt −∆u = |u|ρu em Ω× (0, T ),
∂u

∂ν
= 0 ut = 0 em Γ1 × (0, T ),

u = 0 em Γ0 × (0, T ).

(3.68)

Derivando a primeira expressão de (3.68) em relação a variável t e tomando

v = ut resulta





vtt −∆v = (ρ + 1)|u|ρv em Ω× (0, T ),
∂v

∂ν
= 0 v = 0 em Γ1 × (0, T ),

v = 0 em Γ0 × (0, T ).

Observemos que (ρ + 1)|u|ρ ∈ L∞(0, T ; Ln(Ω)), uma vez que u ∈ L∞(0, T ; V ) e

V ↪→ L
2n

n−2 (Ω). Então, usando o Teorema 3.0.1 conclúımos que v ≡ 0, isto é, ut ≡ 0,

para T > 0 suficientemente grande.

Retornando a (3.68) obtemos a seguinte equação eĺıptica para u:





−∆u = |u|ρu em Ω,
u = 0 em Γ0,
∂u

∂ν
= 0 em Γ1.

Multiplicando por u a equação acima, obtemos

∫

Ω

|∇u|2dx−
∫

Ω

|u|ρ+2dx = 0, (3.69)

ou seja,

J(u) =
ρ

2(ρ + 2)
‖u‖ρ+2

ρ+2. (3.70)

Mas, de acordo com (2.5), se u 6= 0 temos que J(u(t)) >
ρ

2(ρ + 2)
‖∇u‖2

2 e de

(3.69) segue que ‖u‖ρ+2
ρ+2 = ‖∇u‖2

2, o que contradiz (3.70).

Agora, vamos assumir que u ≡ 0. Definindo

ck =

[∫ T

S

ϕ′
∫

Ω

|uk|2dxdt

] 1
2

(3.71)
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e

uk =
1

ck

uk, (3.72)

obtemos

∫ T

S

ϕ′
∫

Ω

|uk|2dxdt =

∫ T

S

ϕ′
∫

Ω

|uk|2
c2
k

=
1

c2
k

∫ T

S

ϕ′
∫

Ω

|uk|2dxdt = 1. (3.73)

Logo, definindo

Ek(t) :=
1

2

{∫

Ω

|uk
′(t)|2dx +

∫

Ω

|∇uk(t)|2dx

}
,

segue que

Ek(t) =
1

2c2
k

{∫

Ω

|u′k(t)|2dx +

∫

Ω

|∇uk(t)|2dx

}
. (3.74)

De (2.5) resulta que

‖∇uk(t)‖2
2

ρ

2(ρ + 2)
≤ J(uk(t)) =

1

2
‖∇uk(t)‖2

2 −
1

ρ + 2
‖uk(t)‖ρ+2

ρ+2,

ou seja,

1

2
‖∇uk(t)‖2

2 ≤
ρ + 2

ρ

[
1

2
‖∇uk(t)‖2

2 −
1

ρ + 2
‖uk(t)‖ρ+2

ρ+2

]
. (3.75)

Assim, de (3.74) e (3.75) obtemos

Ek(t) ≤ 1

c2
k

C(ρ)Ek(t), onde C(ρ) =
ρ + 2

ρ
> 1. (3.76)

Também,

Ek(t) =
1

2

{∫

Ω

|uk
′|2dx +

∫

Ω

|∇uk(t)|2dx

}

≥ 1

c2
k

Ek(t). (3.77)

De (3.59) e como u ≡ 0 temos que

c2
k =

∫ T

S

ϕ′
∫

Ω

|uk|2dxdt ≤ ϕ′(S)

∫ T

S

∫

Ω

|uk|2dxdt

≤ ϕ′(S)

∫ T

0

∫

Ω

|uk|2dxdt → 0; quando k → +∞,

111



ou seja,

ck → 0 quando k → +∞.

Por outro lado, aplicando (3.50) à solução uk e dividindo ambos membros da

desigualdade resultante por

∫ T

S

ϕ′
∫

Ω

|uk|2dxdt, temos, para todo t ∈ [S, T ],

0 ≤ S < T < +∞, que

Ek(t)∫ T

S
ϕ′

∫
Ω
|uk|2dxdt

≤ C(S, T, ϕ, ϕ′)

{∫ T

S
ϕ′

∫
Γ1
|β(u′k)|2dΓdt +

∫ T

S
ϕ′

∫
Γ1
|u′k|2dΓdt

∫ T

S
ϕ′

∫
Ω
|uk|2dxdt

+ 1

}
. (3.78)

De (3.52) segue que

lim
k→+∞

∫ T

S
ϕ′

∫
Γ1
|β(u′k)|2dΓdt +

∫ T

S
ϕ′

∫
Γ1
|u′k|2dΓdt

∫ T

S
ϕ′

∫
Ω
|uk|2dxdt

= 0 (3.79)

e, conseqüentemente, existe M > 0 tal que

Ek(t)

c2
k

≤ C(S, T, ϕ, ϕ′)(M + 1)

para todo t ∈ [S, T ] e k ∈ N.

De (3.76) segue que

Ek(t) ≤ C(ρ)C(S, T, ϕ, ϕ′)(M + 1),

para todo t ∈ [S, T ], 0 ≤ S < T < +∞ e k ∈ N; o que equivale a dizer que

‖∇uk(t)‖2
2 + ‖uk

′(t)‖2
2 ≤ 2C(ρ)C(S, T, ϕ, ϕ′)(M + 1), (3.80)

para todo t ∈ [S, T ], 0 ≤ S < T < +∞ e k ∈ N.

Então, em particular, para uma subseqüência de {uk} obtemos

uk ⇀∗ u fraco estrela em L∞(0, T ; V ), (3.81)

uk
′ ⇀∗ u′ fraco estrela em L∞(0, T ; L2(Ω)), (3.82)

uk → u fortemente em L2(0, T ; L2(Ω)). (3.83)
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Também, uk satisfaz





uk
′′ −∆uk = |uk|ρuk em Ω× (0, T ),

uk = 0 em Γ0 × (0, T ),
∂uk

∂ν
+

1

ck

β(u′k) = 0 em Γ1 × (0, T ).
(3.84)

De (3.79) resulta que

lim
k→+∞

∫ T

S
ϕ′

∫
Γ1
|β(u′k)|2dΓdt

c2
k

= 0. (3.85)

Desde que

0 ≤ ϕ′(T )

∫ T

S

∫

Γ1

∣∣∣∣
β(u′k)

ck

∣∣∣∣
2

dΓdt ≤ 1

c2
k

∫ T

S

ϕ′
∫

Γ1

|β(u′k)|2dΓdt,

conclúımos de (3.85) que

lim
k→+∞

∫ T

S

∫

Γ1

∣∣∣∣
β(u′k)

ck

∣∣∣∣
2

dΓdt = 0.

Em particular, para S = 0, obtemos:

β(u′k)
ck

→ 0 em L2(0, T ; L2(Γ1)), quando k → +∞. (3.86)

Como ∫ T

0

∫

Ω

||uk|ρuk|2dxdt = c2ρ
k ‖uk‖2(ρ+1)

2(ρ+1)

e de (3.80) temos que {uk} é limitada em L∞(0, T ; V ) ↪→ L∞(0, T ; L2(ρ+1)(Ω)), do

fato que ck → 0 quando k → +∞, resulta que

|uk|ρuk → 0 em L2(0, T ; L2(Ω)), quando k → +∞. (3.87)

Tomando o limite quando k → +∞ em (3.84), de (3.86) e (3.87) segue que





u′′ −∆u = 0 em Ω× (0, T ),
u = 0 em Γ0 × (0, T ),
∂u

∂ν
= 0 em Γ1 × (0, T ).

(3.88)
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Assim, derivando o problema (3.88) com respeito a variável t e tomando v = u′

obtemos 



v′′ −∆v = 0 em Ω× (0, T ),
v = 0 em Γ0 × (0, T ),
∂v

∂ν
= 0 em Γ1 × (0, T ).

Aplicando o Teorema 3.0.1, como feito anteriormente, segue que v = u′ = 0.

Retornando à (3.88) temos





∆u = 0 em Ω× (0, T ),
u = 0 em Γ0 × (0, T ),
∂u

∂ν
= 0 em Γ1 × (0, T ).

(3.89)

Multiplicando a primeira equação de (3.89) por u resulta pela fórmula de Green

que

0 = −
∫

Ω

∆u udx

=

∫

Ω

|∇u|2dx−
∫

Γ

∂u

∂ν︸︷︷︸
=0 em Γ1

. u︸︷︷︸
=0 em Γ0

dΓ = ‖u‖2
V ,

ou seja, u = 0 quase sempre. Desse fato, de (3.73) e (3.83) obtemos uma contradição.

O que termina a prova do lema 3.1.2.

¥

3.1.2 Estimativa para

∫ T

S

E2(t)ϕ′(t)dt, 1 ≤ S < T < +∞.

No que segue, estaremos considerando 1 ≤ S < T < +∞ e ϕ como definida na

demonstração do lema 3.0.3, mais precisamente, ϕ(t) = ψ−1(t) onde

ψ(t) = 1 +

∫ t

1

1

g

(
1

s

)ds, t ≥ 1.

Substituindo (3.51) na desigualdade (3.49) obtemos, para todo T > 0 suficiente-

mente grande, que

∫ T

S

E2(t)ϕ′(t)dt ≤ C
′
1 (E(0)) E(S)

∫ T

S

ϕ′(t)
∫

Γ1

|β(u′)|2dΓdt
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+ C
′
2(E(0))E(S)

∫ T

S

ϕ′(t)
∫

Γ1

|u′|2dΓdt

+ C3E
2(S) + C4ϕ

′(S)E2(S). (3.90)

Estimativa para J1 :=

∫ T

S

ϕ′(t)
∫

Γ1

|u′|2dΓdt, 1 ≤ S < T < +∞.

Para cada t ≥ 1 definamos a seguinte partição de Γ1:

Γ1,1 = {x ∈ Γ1; |u′| ≤ h(t)} ,
Γ1,2 = {x ∈ Γ1; h(t) < |u′| ≤ h(1)} ,
Γ1,3 = {x ∈ Γ1; |u′| > h(1)} ,

onde cada Γ1,j depende de t e h(t) = g−1(ϕ′(t)), t ≥ 1, é uma função positiva não

crescente e que satisfaz h(t) → 0 quando t → +∞.

Estimativa de J1(t) sobre Γ1,3: Temos que h(1) = 0 se, e somente se,

g−1(ϕ′(1)) = 0 se, e somente se, ϕ′(1) = g(0) = 0. Mas, se ϕ′(1) = 0 segue que

0 ≤ ϕ′(t) ≤ ϕ′(1) = 0 para todo t ≥ 1 e, portanto, ϕ′(t) = 0 para todo t ≥ 1, o que

contradiz o fato de ϕ ser estritamente crescente. Então, h(1) > 0.

Se |u′| > 1 temos por (H.3) que |β(u′)| ≥ C1|u′|.

Se |u′| ≤ 1 então h(1) < 1. Observe que a função y 7→ β(y)

y
é positiva e cont́ınua

em I = [−1,−h(1)] ∪ [h(1), 1] o que implica que existe uma constante positiva d1

tal que
β(y)

y
≥ d1 em I, ou seja, para y = u′ obtemos |β(u′)| ≥ d1|u′|.

Assim, para C0 = min {C1, d1} temos |u′| ≤ 1

C0

|β(u′)|.

Logo,
∫ T

S

ϕ′
∫

Γ1,3

|u′|2dΓdt ≤ 1

C0

∫ T

S

ϕ′
∫

Γ1,3

|u′||β(u′)|dΓdt

≤ 1

C0

ϕ′(S)

∫ T

S

∫

Γ1

u′β(u′)dΓdt

=
ϕ′(S)

C0

∫ T

S

(−E ′(t))dt

≤ ϕ′(S)

C0

E(S). (3.91)

Estimativa para J1(t) sobre Γ1,2: Se x ∈ Γ1,2, como g é crescente, temos que

ϕ′(t) = g(h(t)) ≤ g(|u′|) = |g(u′)|.
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Se |u′| ≤ 1, por (H.2), segue que |g(u′)| ≤ |β(u′)| ≤ |g−1(u′)|. Logo,

|u′|2|g(u′)| ≤ |u′|2|β(u′)| ≤ |u′||u′||β(u′)| ≤ u′β(u′).

Se |u′| > 1 então h(1) > 1 e |u′| ∈ [1, h(1)]. Dáı, −h(1) ≤ u′ ≤ h(1). Como g é

uma função crescente e ı́mpar segue que |g(u′)| ≤ g(h(1)). Então, de (H.3), resulta

que

1

g(h(1))
≤ 1

|g(u′)| ≤
|β(u′)|

C1|u′||g(u′)| =
|u′||β(u′)|

C1|u′|2|g(u′)| ,

ou seja,

|u′|2|g(u′)| ≤ g(h(1))

C1

u′β(u′).

Tomando d0 = max

{
1,

g(h(1))

C1

}
conclúımos que |u′|2|g(u′)| ≤ d0u

′β(u′). Con-

seqüentemente, como ϕ′ = g(h(t)) ≤ |g(u′)|, obtemos

∫ T

S

ϕ′
∫

Γ1,2

|u′|2dΓdt ≤
∫ T

S

∫

Γ1,2

|g(u′)||u′|2dΓdt

≤ d0

∫ T

S

∫

Γ1,2

u′β(u′)dΓdt

= d0

∫ T

S

(−E ′(t))dt ≤ d0E(S). (3.92)

Estimativa para J1(t) sobre Γ1,1:

∫ T

S

ϕ′
∫

Γ1,1

|u′|2dΓdt ≤
∫ T

S

ϕ′
∫

Γ1,1

(h(t))2 dΓdt

≤ med(Γ)

∫ T

S

ϕ′
(
g−1(ϕ′(t))

)2
dt. (3.93)

Assim, de (3.91)-(3.93) obtemos que existem constantes positivas L1, L2 que

verificam

∫ T

S

ϕ′
∫

Γ1

|u′|2dΓdt ≤ L1E(S) + L2

∫ T

S

ϕ′(t)
(
g−1(ϕ′(t))

)2
dt. (3.94)

Estimativa para J2 :=

∫ T

S

ϕ′
∫

Γ1

|β(u′)|2dΓdt, 1 ≤ S < T < +∞.
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Para cada t ≥ 1 definamos a seguinte partição de Γ1:

Γ1,4 = {x ∈ Γ1; |u′| ≤ ϕ′(t)} ,
Γ1,5 = {x ∈ Γ1; ϕ′(t) < |u′| ≤ ϕ′(1)} ,
Γ1,6 = {x ∈ Γ1; |u′| > ϕ′(1)} .

Utilizando um cálculo análogo ao feito na prova de (3.91) conclúımos que existem

C3 > 0, C4 > 0 tais que

∫ T

S

ϕ′
∫

Γ1,6

(β(u′))2dΓdt ≤ C3

∫ T

S

ϕ′
∫

Γ1,6

u′β(u′)dΓdt

≤ C4

∫ T

S

(−E ′(t))dt ≤ C4E(S). (3.95)

Da monotonia de β segue que existe C5 > 0 tal que

∫ T

S

ϕ′
∫

Γ1,5

(β(u′))2dΓdt ≤
∫ T

S

∫

Γ1,5

|u′||β(u′)|2dΓdt

≤ C5

∫ T

S

∫

Γ1,5

u′β(u′)dΓdt ≤ C5E(S). (3.96)

Finalmente, de (H.2) e do fato de g−1 ser crescente, garantimos a existência de

C6 > 0 tal que

∫ T

S

ϕ′
∫

Γ1,4

(β(u′))2dΓdt ≤ C6

∫ T

S

ϕ′
∫

{x∈Γ1,4;|u′(x,t)|>1}
|u′|2dΓdt

+

∫ T

S

ϕ′
∫

{x∈Γ1,4;|u′(x,t)|≤1}

(
g−1(|u′|))2

dΓdt

≤ C6

∫ T

S

ϕ′
∫

Γ1,4

|u′|2dΓdt

+ med(Γ)

∫ T

S

ϕ′(t)
(
g−1(ϕ′(t))

)2
dt. (3.97)

De (3.94)-(3.97) resulta que

∫ T

S

ϕ′
∫

Γ1

|β(u′)|2dΓdt ≤ L∗1E(S) + L∗2

∫ T

S

ϕ′(t)
(
g−1(ϕ′(t))

)2
dt, (3.98)

onde L∗1, L
∗
2 são constantes positivas.

De (3.90), (3.94) e (3.98) segue que

∫ T

S

E2(t)ϕ′(t)dt ≤ C
′
1(E(0))E(S)

(
L∗1E(S) + L∗2

∫ T

S

ϕ′(t)
(
g−1(ϕ′(t))

)2
dt

)
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+ C
′
2(E(0))E(S)

(
L1E(S) + L2

∫ T

S

ϕ′(t)
(
g−1 (ϕ′(t))

)2
dt

)

+ C3E
2(S) + C4ϕ

′(S)E2(S),

ou seja, existe C > 0 tal que para 1 ≤ S < T < +∞ temos

∫ T

S

E2(t)ϕ′(t)dt ≤ CE2(S) + C(E(0))E(S)

∫ T

S

ϕ′(t)
(
g−1(ϕ′(t))

)2
dt. (3.99)

3.1.3 Prova da primeira estimativa de energia

No que segue ϕ é a função definida no Lema 3.0.3 e tomando limite quando

T → +∞ em (3.99) segue que

∫ +∞

S

E2(t)ϕ′(t)dt ≤ CE2(S) + C(E(0))E(S)

∫ +∞

S

ϕ′(t)(g−1(ϕ′(t)))2dt

= CE2(S) + C(E(0))E(S)

∫ +∞

ϕ(S)

(
g−1(ϕ′(ϕ−1(τ)))

)2
dτ

= CE2(S) + C(E(0))E(S)

∫ +∞

ϕ(S)

(
g−1

(
1

(ϕ−1)′(τ)

))2

dτ

= CE2(S) + C(E(0))E(S)

∫ +∞

ϕ(S)

1

τ 2
dτ

= CE2(S) + C(E(0))
E(S)

ϕ(S)
. (3.100)

Definindo F : R+ → R+ dada por F (t) = E(t+1) e ϕ(t) = ϕ(t+1)−ϕ(1) então

para todo S1 ≥ 0 temos que

∫ +∞

S1

F 2(t)ϕ′(t)dt =

∫ +∞

S1

F 2(t)ϕ′(t + 1)dt

=

∫ +∞

S1

E2(t + 1)ϕ′(t + 1)dt.

Fazendo a mudança de variável t = t+1 na expressão acima e tomando S = S1+1

resulta que ∫ +∞

S1

F 2(t)ϕ′(t)dt =

∫ +∞

S

E2(t)ϕ′(t)dt

o que por (3.100) é menor ou igual a

CE2(S) +
C(E(0))E(S)

ϕ(S)
= CE2(S) +

C(E(0))

E(1)

F (0)

ϕ(S)
E(S)
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Assim, pondo C∗ =
C(E(0))

E(1)
segue que

∫ +∞

S1

F 2(t)ϕ′(t)dt ≤ CE2(S) +
C∗F (0)E(S)

1 + [ϕ(S)− ϕ(1)]

= CF 2(S1) +
C∗F (0)

1 + ϕ(S1)
F (S1), ∀S1 ≥ 0. (3.101)

Observemos que F : R+ → R+ é uma função não crescente e ϕ é uma função

crescente, de classe C1, ϕ(0) = 0, ϕ(t) → +∞ quando t → +∞ e satisfaz (3.101),

então pelo Lema 3.0.2 segue que existe C ′ > 0 tal que

F (t) ≤ F (0)
C ′

(
1 + ϕ(t)

)2 , ∀t > 0. (3.102)

Fazendo t = t + 1 e lembrando que ϕ(1) = 1 obtemos por (3.102) que

E(t) ≤ E(1)
C ′

(
1 + [ϕ(t + 1)− ϕ(1)]

)2 ≤ E(0)
C ′

(ϕ(t))2
, ∀t ≥ 1. (3.103)

Seja τ0 tal que g

(
1

τ0

)
≤ 1. Então, existe t0 ≥ 1 tal que τ0 = ϕ(t0). Pela

monotonia de g temos que

∀τ ≥ τ0, ψ(τ) ≤ 1 + (τ − 1)
1

g( 1
τ
)
≤ τ

1

g( 1
τ
)

=
1

G( 1
τ
)
,

onde ψ é definida na demonstração do lema 3.0.3 e G(y) = yg(y).

Assim, como τ = ϕ(t) = ψ−1(t), da desigualdade anterior resulta que

t ≤ 1

G( 1
τ
)
,

ou ainda, do fato que a função G−1 é crescente,

1

ϕ(t)
=

1

τ
≤ G−1

(
1

t

)
.

Logo, de (3.103)

E(t) ≤ C

(
G−1

(
1

t

))2

, ∀t ≥ t0,

e da continuidade de G−1 resulta que

E(t) ≤ C

(
G−1

(
1

t

))2

, ∀t ≥ 1.
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3.1.4 Prova da segunda estimativa de energia

Suponha que H(0) = 0 e que H é crescente em [0, η] para algum η > 0. Sejam

ϕ uma função de classe C2, crescente, côncava, tal que ϕ′(t) → 0 quando t → +∞;

e T1 > 0 tal que

∀t ≥ T1; H

(
1

t

)
≤ η. (3.104)

Seja T2 ≥ max

{
T1,

1

η

}
tal que

∀t ≥ T2; ϕ′(t) ≤ η e ϕ′(t) ≤ H(η). (3.105)

Então, definamos

h̃(t) = H−1 (ϕ′(t)) . (3.106)

Desde que H é crescente em [0, η] segue que h̃ é uma função não crescente que

satisfaz

h̃(t) ≤ η, ∀t ≥ T2 (3.107)

e

h̃(t) → 0 quando t → +∞. (3.108)

No que segue estaremos considerando T2 ≤ S < T < +∞.

Nosso objetivo agora é, através da desigualdade (3.90), obter uma melhor esti-

mativa para

∫ T

S

E2(t)ϕ′(t)dt.

Estimativa de J1 :=

∫ T

S

ϕ′
∫

Γ1

|u′|2dΓdt.

Para cada t ≥ T2 definamos

Γ̃1,1 =
{

x ∈ Γ1; |u′| ≤ h̃(t)
}

,

Γ̃1,2 =
{

x ∈ Γ1; h̃(t) < |u′| ≤ h̃(T2)
}

,

Γ̃1,3 =
{

x ∈ Γ1; |u′| > h̃(T2)
}

.

Estimativa de J1 sobre Γ̃1,3: Temos que h̃(T2) = 0 se, e somente se,

H−1(ϕ′(T2)) = 0, ou ainda, se, e somente se, ϕ′(T2) = H(0) = 0. Mas, se ϕ′(T2) = 0

então ϕ′(t) = 0 para todo t ≥ T2 o que contradiz o fato de ϕ ser crescente.
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Se |u′| > 1 então obtemos de (H.3) que |β(u′)| ≥ C1|u′|.

Se |u′| ≤ 1 então h̃(T2) < 1 e da continuidade da função H em

[−1,−h̃(T2)] ∪ [h̃(T2), 1] implica que existe d̃0 > 0 tal que |β(u′)| ≥ d̃0|u′|.

Assim, tomando C̃0 = min{C1, d̃0} obtemos que

|β(u′)| ≥ C̃0|u′|.

Disso segue que

∫ T

S

ϕ′
∫
eΓ1,3

|u′|2dΓdt ≤ 1

C̃0

∫ T

S

ϕ′
∫
eΓ1,3

u′β(u′)dΓdt

≤ ϕ′(S)

C̃0

∫ T

S

(−E ′(t))dt

≤ ϕ′(S)

C̃0

E(S). (3.109)

Estimativa de J1 sobre Γ̃1,2: Se x ∈ Γ̃1,2, considerando que H é crescente em

[0, η] obtemos

ϕ′(t) = H(h̃(t)) ≤ H(|u′|) = H(u′). (3.110)

Se |u′| ≤ 1 então de (H.2) segue que

|H(u′)| =
∣∣∣∣
g(u′)
u′

∣∣∣∣ ≤
|β(u′)|
|u′| .

Assim,

|u′|2|H(u′)| ≤ |u′|2
( |β(u′)|

|u′|
)

= u′β(u′).

Se |u′| > 1 então h̃(T2) > 1. Conseqüentemente, |u′| ∈ [1, h̃(T2)] o que resulta

que

H(|u′|) ≤ H(h̃(T2)).

Segue de (H.3) que

1

H(h̃(T2))
≤ 1

H(|u′|) ≤
|β(u′)|

C1|u′|H(|u′|) =
u′β(u′)

C1|u′|2H(u′)
,
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ou seja,

|u′|2H(|u′|) ≤ H(h̃(T2))

C1

u′β(u′).

Tomando d̃1 = max

{
1,

H(h̃(T2))

C1

}
conclúımos que

|u′|2H(|u′|) ≤ d̃1u
′β(u′).

Consequentemente, de (3.110) resulta

∫ T

S

ϕ′
∫
eΓ1,2

|u′|2dΓdt ≤
∫ T

S

∫
eΓ1,2

H(|u′|)|u′|2dΓdt

≤ d̃1

∫ T

S

∫
eΓ1,2

u′β(u′)dΓdt

≤ d̃1

∫ T

S

∫

Γ1

u′β(u′)dΓdt

= d̃1

∫ T

S

(−E ′(t))dt ≤ d̃1E(S). (3.111)

Estimativa de J1 sobre Γ̃1,1:

∫ T

S

ϕ′
∫
eΓ1,1

|u′|2dΓdt ≤
∫ T

S

ϕ′
∫
eΓ1,1

(
h̃(t)

)2

dΓdt

≤ med(Γ)

∫ T

S

ϕ′
(
H−1(ϕ(t))

)2
dt. (3.112)

Assim, de (3.109), (3.111) e (3.112) segue que existem constantes positivas L̃1 e

L̃2 tais que

∫ T

S

ϕ′
∫

Γ1

|u′|2dΓdt ≤ L̃1E(S) + L̃2

∫ T

S

ϕ′(t)
(
H−1(ϕ′(t))

)2
dt. (3.113)

Estimativa de J2 :=

∫ T

S

ϕ′
∫

Γ1

|β(u′)|2dΓdt.

Para cada t ≥ T2 definamos

Γ̃1,4 =
{

x ∈ Γ1; |β(u′)| ≤ h̃(t)
}

,

Γ̃1,5 =
{

x ∈ Γ1; h̃(t) < |β(u′)| ≤ h̃(T2)
}

,

Γ̃1,6 =
{

x ∈ Γ1; |β(u′)| > h̃(T2)
}

.
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Estimativa de J2 sobre Γ̃1,6:

Se |u′| > 1 então |β(u′)| ≤ C2|u′|.

Se |u′| ≤ 1; como |β(u′)| > h̃(T2) > 0, β(0) = 0 e β é cont́ınua segue que

existe 0 < C < 1 tal que |u′| ≥ C. Assim, da continuidade da aplicação y 7→ β(y)

y
em [−1,−C] ∪ [C, 1] resulta que existe d2 tal que |β(y)| ≤ d2|y|. Logo, tomando

C3 = max{C2, d2} obtemos

|β(u′)| ≤ C3|u′|.

Dáı,
∫ T

S

ϕ′
∫
eΓ1,6

|β(u′)|2dΓdt ≤
∫ T

S

ηC3

∫
eΓ1,6

|u′||β(u′)|dΓdt

≤ ηC3

∫ T

S

∫

Γ1

u′β(u′)dΓdt

= ηC3

∫ T

S

(−E ′(t))dt ≤ ηC3E(S). (3.114)

Estimativa de J2 sobre Γ̃1,5: Desde que H é crescente em [0, η] temos para |u′| ≤ 1

que:

ϕ′(t) = H(h̃(t)) ≤ H(|β(u′)|) =
g (|β(u′)|)
|β(u′)|

≤ g (|g−1(u′)|)
|β(u′)| =

g (g−1(|u′|))
|β(u′)| =

|u′|
|β(u′)| ,

e para |u′| > 1, de (H.3), segue que |β(u′)| ≤ C2|u′|. Dáı,
∫ T

S

ϕ′
∫
eΓ1,5

|β(u′)|2dΓdt ≤
∫ T

S

η

∫
eΓ1,5

C2|u′||β(u′)|dΓdt

+

∫ T

S

∫
eΓ1,5

|u′|
|β(u′)| |β(u′)|2dΓdt

≤ C4

∫ T

S

∫
eΓ1,5

|u′||β(u′)|dΓdt

≤ C4

∫ T

S

(−E ′(t))dt ≤ C4E(S). (3.115)

Estimativa de J2 sobre Γ̃1,4:
∫ T

S

ϕ′
∫
eΓ1,4

|β(u′)|2dΓdt ≤
∫ T

S

ϕ′
∫
eΓ1,4

(
h̃(t)

)2

dΓdt
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≤ med(Γ)

∫ T

S

ϕ′
(
H−1(ϕ′(t))

)2
dt, (3.116)

onde C4 é uma constante positiva.

Assim, de (3.114)-(3.116) segue que existe C6 > 0 tal que

∫ T

S

ϕ′
∫

Γ1

|β(u′)|2dΓdt ≤ C6E(S) + C6

∫ T

S

ϕ′
(
H−1(ϕ′(t))

)2
dt. (3.117)

Substituindo (3.113) e (3.117) em (3.90) segue que existe C7 > 0 tal que

∫ T

S

E2(t)ϕ′(t)dt ≤ C7E
2(S)+C7E(S)

∫ T

S

ϕ′
(
H−1(ϕ′(t))

)2
dt, ∀T2 ≤ S < T < +∞.

(3.118)

Definamos

ϕ̃−1(t) = T2 +

∫ t

T2

1

H
(

1
τ

)dτ.

Então, ∀t ≥ T2 temos que ϕ̃(t) ≥ T2 ≥ 1

η
. Também,

∀t ≥ T2, ϕ̃′(t) = H

(
1

ϕ̃(t)

)
≤ H(η)

e

∀t ≥ T2, ϕ̃′(t) ≤ ϕ̃′(T2) = H

(
1

ϕ̃(T2)

)
= H

(
1

T2

)
≤ H

(
1

T1

)
≤ η.

Assim, ϕ̃ está nas hipóteses da demonstração do Lema 3.0.3 com H substituindo

a função g. Argumentando de maneira análoga à obtenção da desigualdade (3.103),

resulta:

E(t) ≤ E(0)
C

(ϕ̃)2
. (3.119)

Tomando T3 ≥ T2 tal que H

(
1

T3

)
≤ 1 segue que

ϕ̃−1(τ) ≤ T2 +
τ − T2

H
(

1
τ

) ≤ τ

H

(
1

τ

) =
1

g
(

1
τ

) , ∀τ ≥ T3.

Como ϕ̃(t) = τ resulta da expressão acima que

t ≤ 1

g
(

1
τ

) ,
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ou seja,

1

t
≥ g

(
1

τ

)
.

Pelo crescimento da função g obtemos que

1

ϕ̃(t)
≤ g−1

(
1

t

)
. (3.120)

De (3.119) e (3.120) segue que

E(t) ≤ E(0)C

(
g−1

(
1

t

))2

,

o que prova a segunda estimativa do teorema 3.0.4.

¥

3.2 Prova do Teorema 3.0.5

Nosso objetivo nesta seção provar o Teorema 3.0.5. Para isso usaremos argu-

mentos de densidade e o Teorema 3.0.4.

Seja u uma solução fraca do problema (2.1) com condições iniciais

{u0, u1} ∈ V × L2(Ω). Da unicidade de solução fraca, por (2.140) e (2.141) segue

que existe uma seqüência (uµ) de soluções regulares de (2.1) tal que

uµ → u fortemente em C0 ([0, T ]; V )

e

u′µ → u′ fortemente em C0
(
[0, T ]; L2(Ω)

)
,

para todo T > 0.

Assim, para todo t > 0 obtemos:

∇uµ(t) → ∇u(t) em L2(Ω),
uµ(t) → u(t) em Lρ+2(Ω),
u′µ(t) → u′(t) em L2(Ω).

Disso segue que, para todo t > 0,

Eµ(t) =
1

2
‖u′mu(t)‖2

2 +
1

2
‖∇uµ(t)‖2

2 −
1

ρ + 2
‖uµ(t)‖ρ+2

ρ+2
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converge para

E(t) =
1

2
‖u′(t)‖2

2 +
1

2
‖∇u(t)‖2

2 −
1

ρ + 2
‖u(t)‖ρ+2

ρ+2,

quando µ → +∞. Logo, como Eµ(0) ≤ d, para todo µ, segue do Teorema 3.0.4 as

mesmas estimativas enunciadas no Teorema 3.0.5.

3.3 Estimativas mais gerais

Observemos que nas estimativas anteriores para a energia associada ao problema

(2.1), consideramos Ω um domı́nio limitado do Rn com fronteira Γ = Γ0∪Γ1 de classe

C2, med(Γ0) > 0 e Γ0, Γ1 partes fechadas e disjuntas de Γ. Além disso, t́ınhamos

que

Γ0 = {x ∈ Γ; m(x) · ν(x) ≤ 0} e Γ1 = {x ∈ Γ; m(x) · ν(x) > 0} ,

onde m(x) = x− x0, x0 um vetor fixo do Rn.

No que segue, iremos considerar Ω como descrito acima, exceto satisfazendo a

condição Γ1 = {x ∈ Γ; m(x) · ν(x) > 0}, ou seja, estaremos considerando domı́nios

mais gerais do que os anteriores. No que segue, seguiremos o racioćınio introduzido

por Lasiecka e Tataru em [19].

Seja h(s) uma função à valores reais, côncava, crescente e definida em (0, +∞)

satisfazendo h(0) = 0 e h(sβ(s)) ≥ s2 + β2(s); |s| ≤ N , para algum N > 0.

Definamos h̃(x) = h

(
x

med(Σ1)

)
, x ≥ 0, onde Σ1 = Γ1 × (0, +∞) e T é uma

constante positiva.

Como h̃ é uma função monótona crescente, para cada C ≥ 0, temos que C + h̃

é inverśıvel. Seja

p(x) = (CI + h̃)−1(k̃x), (3.121)

onde k̃ é uma constante positiva. Então, p é uma função positiva, cont́ınua, crescente

e p(0) = 0. Assim, definamos

q(x) = x− (I + p)−1(x), x > 0. (3.122)
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Observemos que a função q definida acima é positiva e não decrescente.

Utilizando as notações acima temos o seguinte resultado:

Teorema 3.3.1 Suponhamos que as hipóteses (A.1), (A.2) e (H.1) se verifiquem.

Então a energia E(t) associada ao problema (2.1) possui a seguinte taxa de decai-

mento

E(t) ≤ S

(
t

T0

− 1

)
, (3.123)

para todo t ≥ T0 > 0, onde T0 é uma constante positiva suficientemente grande e

S(t) é a solução da seguinte equação diferencial

S ′(t) + q(S(t)) = 0 (3.124)

com q definida em (3.122).

No decorrer da prova do Teorema 3.3.1 necessitaremos do seguinte resultado:

Lema 3.3.2 Seja ε > 0 arbitrariamente pequeno. Seja w uma solução de

wtt = ∆w em Ω× (0, +∞),

ou, mais geralmente, de uma equação hiperbólica de segunda ordem com coeficientes

regulares dependendo da variável espacial. Então

∫ T−ε

ε

∫

Γ1

(∇σw)2 dΓdt ≤ CT,ε

[∫ T

0

∫

Γ1

(∣∣∣∣
∂w

∂ν

∣∣∣∣
2

+ |wt|2
)

dΣ + ‖w‖2

L2(0,T ;H
1
2+ε(Ω))

]
,

(3.125)

onde ε no lado esquerdo de (3.125) não precisa ser o mesmo do lado direito de

(3.125), ∇σ· denota o gradiente tangencial e
∂·
∂ν

denota a derivada normal.

Demonstração: Ver [20]
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3.3.1 Prova do Teorema 3.3.1

Lema 3.3.3 Suponhamos que m(x) = x − x0, x0 ∈ Rn satisfaz m · ν ≤ 0 em Γ0

e seja u uma solução regular do problema (2.1) definida no teorema 3.0.4. Então,

para todo k ∈ N∗,
∫ kT−α

(k−1)T+α

[‖u′(t)‖2
2 + ‖∇u(t)‖2

2

]
dt ≤ C

[
‖u′‖2

L∞((k−1)T,kT ;L2(Ω))

+ ‖∇u‖2
L∞((k−1)T,kT ;L2(Ω))

]

+ CT,α,δ

[∫

Σk,1

(
|u′|2 +

∣∣∣∣
∂u

∂ν

∣∣∣∣
2
)

dΣk

+

∫

Qk

|u|2(ρ+1)dQk

]

+ C

∫

Qk

|u|ρ+2dQk

+ CT,α,δ‖u‖L2((k−1)T,kT ;H
1
2+δ(Ω))

, (3.126)

onde Qk = Ω× ((k− 1)T, kT ), Σk = Γ× ((k− 1)T, kT ), Σk,1 = Γ1× ((k− 1)T, kT )

e as constantes C, Cα,δ são independentes de T . Além disso, 0 < ρ <
1

2
, α, δ > 0

são arbitrariamente pequenos, porém fixados.

Demonstração: Fixemos k ∈ N∗. Usaremos o método dos multiplicadores. Com

efeito, multiplicando a equação

u′′ −∆u = |u|ρu

por 2(m · ∇u) e integrando em Qk = Ω× ((k − 1)T, kT ) obtemos

2

∫ kT

(k−1)T

∫

Ω

u′′(m · ∇u)dxdt − 2

∫ kT

(k−1)T

∫

Ω

∆u(m · ∇u)dxdt

= 2

∫ kT

(k−1)T

∫

Ω

|u|ρu(m · ∇u)dxdt. (3.127)

Esitmativa de J1 :=

∫ kT

(k−1)T

u′′(m · ∇u)dxdt.
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Integrando por partes e aplicando o lema de Gauss resulta que

J1 = 2

[∫

Ω

u′(m · ∇u)dx

]kT

(k−1)T

+n

∫ kT

(k−1)T

∫

Ω

(u′)2dxdt−
∫ kT

(k−1)T

∫

Γ1

(m ·ν)(u′)2dΓdt.

(3.128)

Estimativa de J2 := −2

∫ kT

(k−1)T

∫

Ω

∆u(m · ∇u)dxdt.

Pela fórmula de Green generalizada, como u ∈ H2(Ω) e
∂u

∂ν
∈ L2(0, T ; L2(Γ1)),

segue que

J2 =

∫ kT

(k−1)T

∫

Ω

∇u∇(m · ∇u)dxdt− 2

∫ kT

(k−1)T

∫

Γ

∂u

∂ν
(m · ∇u)dΓdt.

De maneira análoga ao feito na prova de (3.18) resulta

J2 = (2− n)

∫ kT

(k−1)T

∫

Ω

|∇u|2dxdt +

∫ kT

(k−1)T

∫

Ω

(m · ν)|∇u|2dΓdt

− 2

∫ kT

(k−1)T

∫

Γ

∂u

∂ν
(m · ∇u)dΓdt. (3.129)

Multiplicando a equação u′′ −∆u = |u|ρu por (n− 1)u e integrando sobre

Qk = Ω× ((k − 1)T, kT ) resulta

(n− 1)

∫ kT

(k−1)T

∫

Ω

u′′udxdt − (n− 1)

∫ kT

(k−1)T

∫

Ω

∆uudxdt

= (n− 1)

∫ kT

(k−1)T

∫

Ω

|u|ρ+2dxdt. (3.130)

Analogamente, temos

(n− 1)

∫ kT

(k−1)T

∫

Ω

u′′udxdt = (n− 1)

[∫

Ω

u′udx

]kT

(k−1)T

− (n− 1)

∫ kT

(k−1)T

∫

Ω

|u′|2dxdt (3.131)

e

−(n− 1)

∫ kT

(k−1)T

∫

Ω

∆uudxdt = (n− 1)

∫ kT

(k−1)T

∫

Ω

|∇u|2dxdt

− (n− 1)

∫ kT

(k−1)T

∫

Γ1

∂u

∂ν
udΓdt. (3.132)
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Substituindo (3.128) e (3.129) em (3.127); (3.131) e (3.132) em (3.130) e somando

as expressões obtemos

∫ kT

(k−1)T

∫

Ω

[|u′|2 + |∇u|2] dxdt + 2

[∫

Ω

u′(m · ∇u)dx

]kT

(k−1)T

+ (n− 1)

[∫

Ω

u′udx

]kT

(k−1)T

−
∫ kT

(k−1)T

∫

Γ1

(m · ν)|u′|2dΓdt

+

∫ kT

(k−1)T

∫

Γ

(m · ν)|∇u|2dΓdt

− 2

∫ kT

(k−1)T

∫

Γ

∂u

∂ν
(m · ∇u)dΓdt

− (n− 1)

∫ kT

(k−1)T

∫

Γ1

∂u

∂ν
udΓdt

= (n− 1)

∫ kT

(k−1)T

∫

Ω

|u|ρ+2dxdt

+ 2

∫ kT

(k−1)T

∫

Ω

|u|ρu(m · ∇u)dxdt. (3.133)

Do fato que

∇u = ∇σu +
∂u

∂ν
ν e, conseqüentemente, |∇u|2 =

∣∣∣∣
∂u

∂ν

∣∣∣∣
2

+ |∇σu|2,

onde ∇σu é o gradiente tangencial de u; resulta de (3.133) que

∫ kT

(k−1)T

∫

Ω

[|u′|2 + |∇u|2] dxdt + 2

[∫

Ω

u′(m · ∇u)dx

]kT

(k−1)T

+ (n− 1)

[∫

Ω

u′udx

]kT

(k−1)T

−
∫ kT

(k−1)T

∫

Γ1

(m · ν)|u′|2dΓdt

−
∫ kT

(k−1)T

∫

Γ

(m · ν)

∣∣∣∣
∂u

∂ν

∣∣∣∣
2

dΓdt

+

∫ kT

(k−1)T

∫

Γ

(m · ∇u)|∇σu|2dΓdt

− (n− 1)

∫ kT

(k−1)T

∫

Γ1

∂u

∂ν
udΓdt
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= (n− 1)

∫ kT

(k−1)T

∫

Ω

|u|ρ+2dxdt

+ 2

∫ kT

(k−1)T

∫

Ω

|u|ρu(m · ∇u)dxdt. (3.134)

Utilizando que m · ν ≤ 0 em Γ0 e ∇σu = 0 em Γ0, da igualdade acima obtemos

∫ kT

(k−1)T

∫

Ω

[|u′|2 + |∇u|2] dxdt ≤ C1‖u′‖2
L∞((k−1)T,kT ;L2(Ω))

+ C2‖∇u‖2
L∞((k−1)T,kT ;L2(Ω))

+ C3

∫ kT

(k−1)T

∫

Γ1

|u′|2dΓdt

+ C4

∫ kT

(k−1)T

∫

Γ1

∣∣∣∣
∂u

∂ν

∣∣∣∣
2

dΓdt

+ C5

∫ kT

(k−1)T

∫

Γ1

|∇σu|2dΓdt

+ C6(ε)

∫ kT

(k−1)T

∫

Γ1

∣∣∣∣
∂u

∂ν

∣∣∣∣
2

dΓdt

+ ε

∫ kT

(k−1)T

∫

Ω

|∇u|2dxdt + C7

∫ kT

(k−1)T

∫

Ω

|u|ρ+2dxdt

+ C8(ε)

∫ kT

(k−1)T

∫

Ω

|u|2(ρ+1)dxdt

+ ε

∫ kT

(k−1)T

∫

Ω

|∇u|2dxdt,

onde ε é uma constante positiva arbitrária.

Da desigualdade acima e considerando ε suficientemente pequeno, obtemos:

∫ kT

(k−1)T

∫

Ω

[|u′|2 + |∇u|2] dxdt ≤ C
{
‖u′‖2

L∞((k−1)T,kT ;L2(Ω))

+ ‖∇u‖2
L∞((k−1)T,kT ;L2(Ω))

+

∫ kT

(k−1)T

∫

Γ1

|u′|2dΓdt

+

∫ kT

(k−1)T

∫

Γ1

∣∣∣∣
∂u

∂ν

∣∣∣∣
2

dΓdt

+

∫ kT

(k−1)T

∫

Γ1

|∇σu|2dΓdt

+

∫ kT

(k−1)T

∫

Ω

|u|ρ+2dxdt
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+

∫ kT

(k−1)T

∫

Ω

|u|2(ρ+1)dxdt

}
, (3.135)

onde C é uma constante positiva.

Por outro lado, pelo Lema 3.3.2, para α > 0 e 0 < δ <
1

2
suficientemente

pequenos, temos, procedendo iterativamente, para todo k ∈ N∗,
∫ kT−α

(k−1)T+α

∫

Γk,1

|∇σu|2dΓdt ≤ CT,α,δ

{∫

Σk,1

(∣∣∣∣
∂u

∂ν

∣∣∣∣
2

+ |u′|2
)

dΣk

+ CT‖u‖L2((k−1)T,kT ;H
1
2+δ(Ω))

+

∫

Qk

|u|2(ρ+1)dQk

}
(3.136)

Considerando em (3.135) o intervalo ((k − 1)T + α, kT − α) no lugar de

[((k − 1)T, kT )] e aplicando a última desigualdade resulta (3.126), o que prova o

Lema.

Agora, observemos que por (2.2) e (2.5) temos

‖u′(t)‖2
2 + ‖∇u(t)‖2

2 ≤ CE(t) ≤ CE(0), t ≥ 0, (3.137)

onde C depende apenas de ρ. Tomando o supremo essencial em (3.137) sobre

[((k − 1)T, kT )], resulta

‖u′‖2
L∞((k−1)T,kT ;L2(Ω)) + ‖∇u‖2

L∞((k−1)T,kT ;L2(Ω)) ≤ CE((k − 1)T ). (3.138)

Por outro lado, da relação

E ′(t) = −
∫

Γ1

β(u′)u′dΓ ≤ 0, t ≥ 0,

segue que

E(t) +

∫ t

s

∫

Γ1

β(u′)u′dΓds = E(s). (3.139)

Substituindo (3.139) em (3.138) com s = (k − 1)T e t = kT , obtemos

‖u′‖2
L∞((k−1)T,kT ;L2(Ω)) + ‖∇u‖2

L∞((k−1)T,kT ;L2(Ω)) ≤ C

[
E(kT ) +

∫ kT

(k−1)T

∫

Γ1

β(u′)u′dΓdt

]

≤ C [E(kT )

+

∫

Σk,1

(|β(u′)|2 + |u′|2) dΣk

]
. (3.140)
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De (3.136), (3.140) e observando que
∂u

∂ν
= −β(u′) em Γ1 conclúımos que

∫ kT−α

(k−1)T+α

[‖u′(t)‖2
2 + ‖∇u(t)‖2

2

]
dt ≤ CT,α,δ

[
E(kT ) +

∫

Σk,1

(|β(u′)|2 + |u′|2) dΣk

+

∫

Qk

|u|2(ρ+1)dQk +

∫

Qk

|u|ρ+2dQk

]

+ CT,α,δ‖u‖L2((k−1)T,kT ;H
1
2+δ(Ω))

. (3.141)

Usando novamente (3.137) e (3.139) com s = (k − 1)T e t = kT e considerando

α > 0 anteriormente escolhido, obtemos

∫ (k−1)T+α

(k−1)T

[‖u′(t)‖2
2 + ‖∇u(t)‖2

2

]
dt +

∫ kT

kT−α

[‖u′(t)‖2
2 + ‖∇u(t)‖2

2

]
dt

≤ CE((k − 1)T ) [((k − 1)T + α)− ((k − 1)T )

+ (kT − (kT − α))] = 2αCE((k − 1)T )

≤ 2αC [E(kT )

+

∫

Σk,1

(|β(u′)|2 + |u′|2) dΣk

]
. (3.142)

De (3.141) e (3.142) resulta que

∫ kT

(k−1)T

[‖u′(t)‖2
2 + ‖∇u(t)‖2

2

]
dt ≤ CT,α,δ

[
E(kT ) +

∫

Σk,1

(|β(u′)|2 + |u′|2) dΣk

+

∫

Qk

|u|2(ρ+1)dQk +

∫

Qk

|u|ρ+2dQk

]

+ CT,α,δ‖u‖L2((k−1)T,kT ;H
1
2+δ(Ω))

. (3.143)

Observemos que pelo teorema 1.4.10 temos

CT,α,δ‖u‖2

L2((k−1)T,kT ;H
1
2+δ(Ω))

≤ 2ε2

C1

‖u‖L2((k−1)T,kT ;H1(Ω))

+ C2(ε)‖u‖L2((k−1)T,kT ;L2(Ω))

≤ 2ε2

∫ kT

(k−1)T

‖∇u(t)‖2
2dt

+ C(ε)

∫ kT

(k−1)T

‖u(t)‖2
2dt (3.144)

onde C1 > 0 é tal que ‖∇u‖V ≤ C1‖u‖H1(Ω).
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Substituindo (3.144) em (3.143) com ε > 0 suficientemente pequeno, resulta

∫ kT

(k−1)T

[‖u′(t)‖2
2 + ‖∇u(t)‖2

2

]
dt ≤ CT,α,δ

[
E(kT ) +

∫

Σk,1

(|β(u′)|2 + |u′|2) dΣk

+

∫

Qk

|u|2(ρ+1)dQk +

∫

Qk

|u|ρ+2dQk

]

+ CT,α,δ

∫

Qk

|u|2dQk.

Da desigualdade acima conclúımos que

∫ kT

(k−1)T

[‖u′(t)‖2
2 + ‖∇u(t)‖2

2 −
2

ρ + 2
‖u(t)‖ρ+2

ρ+2]dt

≤ CT,α,δ

[
E(kT ) +

∫

Σk,1

(|β(u′)|2 + |u′|2) dΣk +

∫

Qk

|u|2(ρ+1)dQk

+

∫

Qk

|u|ρ+2dQk + CT,α,δ

∫

Qk

|u|2dQk,

ou, equivalentemente, obtemos o seguinte resultado:

Lema 3.3.4 Sob as hipóteses do Lema 3.3.3 temos, para todo k ∈ N∗,
∫ kT

(k−1)T

E(t)dt ≤ CT,α,δ

[
E(kT ) +

∫

Σk,1

(|β(u′)|2 + |u′|2) dΣk +

∫

Qk

|u|2dQk

+

∫

Qk

|u|ρ+2dQk +

∫

Qk

|u|2(ρ+1)dQk

]
. (3.145)

O nosso próximo passo é estimar os dois últimos termos do lado direito de (3.145).

Estimativa para I1 :=

∫ kT

(k−1)T

∫

Ω

|u|ρ+2dxdt.

De (3.23) segue que

‖u(t)‖ρ+2 ≤ ‖u(t)‖
1

ρ+2

2 ‖u(t)‖
ρ+1
ρ+2

2(ρ+1). (3.146)

Então, considerando λ a constante de imersão de V em L2(ρ+1)(Ω) temos, pela

desigualdade de Young, que

‖u(t)‖ρ+2
ρ+2 ≤

Cλ2(ρ+1)

2ε
‖u(t)‖2

2 +
ε

2C
‖∇u(t)‖2(ρ+1)

2 ,
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para todo ε > 0 e C =
ρ + 2

ρ

[
2(ρ + 2)

ρ
E(0)

]ρ

. De (2.6) e integrando sobre

((k − 1)T, kT ), resulta:

I1 ≤ ε

2C

∫ kT

(k−1)T

‖∇u(t)‖2(ρ+1)
2 dt + C(ε, E(0))

∫ kT

(k−1)T

‖u(t)‖2
2dt

≤ ε

∫ kT

(k−1)T

E(t)dt + C(ε, E(0))

∫ kT

(k−1)T

‖u(t)‖2
2dt, (3.147)

para todo ε > 0.

Estimativa para I2 := 2

∫ kT

(k−1)T

‖u(t)‖2(ρ+1)
2(ρ+1)dt.

Por (3.31) temos

‖u(t)‖2(ρ+1)
2(ρ+1) ≤ ‖u(t)‖2(1−α)(ρ+1)

2 µ2α(ρ+1)‖∇u(t)‖2α(ρ+1)
2 (3.148)

onde µ é a constante da imersão V ↪→ L2(ρ+1)+s(Ω), s é tal que 2(ρ+1)+ s <
2n

n− 2
e α é dada em (3.29).

Da desigualdade (3.33), para todo ε > 0, tomando a = µ2α(ρ+1)‖u(t)‖2(1−α)(ρ+1)
2 ,

b = ‖∇u(t)‖2α(ρ+1)
2 , p =

1

(1− α)(ρ + 1)
e p′ =

1

1− (1− α)(ρ + 1)
, segue de (3.148)

que

‖u(t)‖2(ρ+1)
2(ρ+1) ≤

µ2α(1−α)−1

pε
1−(1−α)(ρ+1)
(1−α)(ρ+1)

‖u(t)‖2
2 +

ε

p′
‖∇u(t)‖[2α(ρ+1)][1−(1−α)(ρ+1)]−1

2 . (3.149)

Como
2α(ρ + 1)

1− (1− α)(ρ + 1)
= 2 +

2ρ

1− (1− α)(ρ + 1)
, de (3.149) resulta

‖u(t)‖2(ρ+1)
2(ρ+1) ≤ C(ε)‖u(t)‖2

2 + kεE(t), (3.150)

onde

C(ε) =
µ2α(1−α)−1

pε
1−(1−α)(ρ+1)
(1−α)(ρ+1)

e

k =
1

p′
2(ρ + 2)

ρ

[
2(ρ + 2)

ρ
E(0)

] 2ρ
1−(1−α)(ρ+1)

.

Integrando (3.150) sobre ((k − 1)T, kT ) obtemos

I2 ≤ 2kε

∫ kT

(k−1)T

E(t)dt + C(ε)

∫ kT

(k−1)T

‖u(t)‖2
2dt, ∀ε > 0. (3.151)
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Substituindo (3.147) e (3.151) em (3.145) e considerando ε > 0 suficientemente

pequeno conclúımos que

∫ kT

(k−1)T

E(t)dt ≤ C(E(0))

[
E(kT ) +

∫

Σk,1

(|β(u′)|2 + |u′|2) dΓdt + CT

∫

Qk

|u|2dQk

]
.

(3.152)

Lema 3.3.5 Sob as hipóteses (A.1), (A.2) e (H.1) existe C(E(0)) tal que se {u, u′}
é a solução do problema (2.1) então, para T0 suficientemente grande e T > T0,

temos

∫ kT

(k−1)T

∫

Ω

|u|2dxdt ≤ C(E(0))

{∫ kT

(k−1)T

∫

Γ1

(β(u′))2dΓdt +

∫ kT

(k−1)T

∫

Γ1

|u′|2dΓdt

}
.

(3.153)

Demonstração: Procedendo de maneira análoga à prova do Lema 3.1.2, conclúımos

o desejado.

¥

Combinando (3.152) e o Lema 3.3.5 obtemos o seguinte resultado:

Lema 3.3.6 Seja T > 0 suficientemente grande. Então,

E(kT ) ≤ C(T,E(0))

∫

Σk,1

(|β(u′)|2 + |u′|2) dΣk.

Demonstração: De (3.152) e (3.153) segue que

TE(kT ) ≤ C(E(0))

[
E(kT ) + CT

∫

Σk,1

(|β(u′)|2 + |u′|2) dΣk

]
.

Então

[T − C(E(0))]E(kT ) ≤ C(T, E(0))

∫

Σk,1

(|β(u′)|2 + |u′|2) dΣk

e para T > 0 suficientemente grande o resultado segue.

¥
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Lema 3.3.7 Com p(s) definida em (3.121) e T > 0 suficientemente grande, temos:

p(E(kT )) + E(kT ) ≤ E((k − 1)T ).

Demonstração: Denotaremos

ΣA :=
{
u ∈ L2(Σk,1); |u| ≥ N quase sempre

}

e

ΣB := Σk,1 − ΣA

onde N > 0 é definido no ińıcio desta seção.

Da hipótese (H.3), isto é,

C1|s| ≤ |β(s)| ≤ C2|s|, |s| > 1,

temos:

∫

ΣA

(|β(u′)|2 + |u′|2) dΣk ≤
∫

ΣA

(
C2|β(u′)||u′|+ C−1

1 |β(u′)||u′|)

= (C2 + C−1
1 )

∫

ΣA

u′β(u′)dΣk. (3.154)

Por outro lado, da definição de h dada no ińıcio desta seção e como β(s)s > 0,

se s 6= 0, obtemos:

∫

ΣB

(|β(u′)|2 + |u′|2) dΣk ≤
∫

ΣB

h (|β(u′)||u′|) dΣk

=

∫

ΣB

h(u′β(u′))dΣk. (3.155)

Pela desigualdade de Jensen resulta

∫

ΣB

h (u′β(u′)) dΣB ≤ med(Σk,1)h

(
1

med(Σk,1)

∫

Σk,1

u′β(u′)dΣk

)

= med(Σk,1)h̃

(∫

Σk,1

u′β(u′)dΣk

)
. (3.156)
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Combinando as desigualdades (3.154)-(3.156) com o Lema 3.3.6 segue que

E(kT ) ≤ CT (E(0))

(∫

Σk,1

(|u′|2 + |β(u′)|2) dΣk

)

≤ CT (E(0))

(
(C2 + C−1

1 )

∫

Σk,1

u′β(u′)dΣk

+ med(Σk,1)h̃

(∫

Σk,1

u′β(u′)dΣk

))
. (3.157)

Tomando k̃ =
1

CT (E(0))
med(Σk,1) e C =

C2 + C−1
1

medΣk,1

, e aplicando p em ambos

lados de (3.157) resulta

p(E(kT )) ≤ p

(
1

k̃

(
CI + h̃

) (∫

Σk,1

u′β(u′)dΣk

))

=
(
CI + h̃

)−1
(

k̃

(
1

k̃
(CI + h̃)

))

︸ ︷︷ ︸
=Id

(∫

Σk,1

u′β(u′)dΣk

)

=

∫

Σk,1

u′β(u′)dΣk =

∫ kT

(k−1)T

∫

Γ1

u′β(u′)dΓdt

=

∫ kT

(k−1)T

−E ′(t)dt = E((k − 1)T )− E(kT ),

o que prova o Lema.

¥

Para concluir a prova do Teorema 3.3.1, precisaremos do seguinte resultado:

Lema 3.3.8 Seja p uma função crescente, positiva, tal que p(0) = 0. Desde que

p é crescente podemos definir uma função crescente q, q(x) = x − (I + p)−1(x).

Considere uma seqüência sn de números positivos que satisfaz

sm+1 + p(sm+1) ≤ sm. (3.158)

Então sm ≤ S(m) onde S(t) é uma solução da equação diferencial

d

dt
S(t) + q(S(t)) = 0, S(0) = s0. (3.159)

Além disso, se p(x) > 0 para x > 0 então lim
t→+∞

S(t) = 0.
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Demonstração: Faremos a prova por indução sobre m. Com efeito, para m = 0

segue de (3.158) que

(I + p)s1 ≤ s0. (3.160)

Desde que (I + p)−1 é crescente temos que s1 − s0 ≤ −q(s0), ou seja,

s1 ≤ s0 − q(s0). (3.161)

Por outro lado, como q é uma função crescente, a solução S(t) de (3.159) é tal

que

S(t) ≤ S(τ), ∀t ≥ τ ≥ 0. (3.162)

Integrando (3.159) de 0 à 1 obtemos:

S(1)− S(0) +

∫ 1

0

q(S(τ))dτ = 0.

Como q é crescente, de (3.162) e da hipótese S(0) = s0, resulta

S(1) ≥ S(0)− q(S(0)) = (I − q)S(0)

= (I + p)−1S(0) = (I + p)−1s0

= s0 − q(s0) ≥ s1.

Portanto S(1) ≥ s1.

Suponha, por indução matemática, que S(m) ≥ sm. Assim, para m + 1 e de

(3.158) temos

(I + p)sm+1 ≤ sm. (3.163)

Como (I + p)−1 é crescente, resulta:

sm+1 ≤ sm − q(sm). (3.164)

Agora, integrando (3.159) de m à m + 1 obtemos que

S(m + 1)− S(m) +

∫ m+1

m

q(S(τ))dτ = 0.

139



Desde que q é crescente, de (3.162) e da hipótese indutiva obtemos:

S(m + 1) ≥ S(m)− q(S(m)) = (I − q)S(m)

= (I + p)−1S(m) ≥ (I + p)−1sm

= sm − q(sm). (3.165)

De (3.164) e (3.165) resulta

S(m + 1) ≥ sm+1,

o que prova a indução.

Para finalizarmos a prova do lema resta-nos provar que se p(x) > 0 para x > 0

então lim
t→+∞

S(t) = 0.

Com efeito, por (3.159), para cada T > 0, temos

S(T )− S(0) +

∫ T

0

q(S(τ))dτ = 0

e por (3.162) resulta

S(T ) ≤ S(0)−
∫ T

0

q(S(τ))dτ,

ou seja,

S(T ) ≤ S(0)− Tq(S(T )). (3.166)

Por (3.162) temos que S(t) é uma função monótona não crescente e limitada

inferiormente pelo 0, pois S(m) ≥ sm, ∀m ∈ N e sm são números positivos. Seja

C = inf {S(t); t ≥ 0}. Observe que C = lim
t→+∞

S(t). Agora mostraremos que C = 0.

De fato, suponhamos, por absurdo, que C > 0. Logo, de (3.166) obtemos que

S(T ) ≤ S(0)− Tq(C), ∀T > 0. (3.167)

Como p(x) > 0 para x > 0 obtemos que q(C) > 0, pois caso contrário, se

∃x0 > 0 tal que q(x0) ≤ 0 segue que x0 − (I + p)−1(x0) ≤ 0, se, e somente se,
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x0 ≤ (I + p)−1(x0), se, e somente se, (I + p)(x0) ≤ x0, ou ainda, se, e somente se,

p(x0) ≤ 0, o que é absurdo!

Portanto, tomando T ∈ N tal que S(0) < Tq(C) resulta de (3.167) que S(T ) < 0

o que é absurdo.

Logo, lim
t→+∞

S(t) = 0.

¥

Aplicando o Lema 3.3.7 obtemos

E(kT ) + p(E(kT )) ≤ E((k − 1)T ), ∀k = 1, 2, . . . . (3.168)

Pondo

sk−1 = E((k − 1)T ) , s0 = E(0)

e aplicando o Lema 3.3.8 segue que

E((k − 1)T ) ≤ S(k − 1), k = 1, 2, . . . .

Tomando t = (k − 1)T + τ , 0 ≤ τ < T resulta

E(t) ≤ E((k − 1)T ) ≤ S(k − 1) = S

(
t− τ

T

)
≤ S

(
t

T
− 1

)
, para t > T

o que finaliza a prova do Teorema 3.3.1.

¥
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globais para um sistema de evolução com dissipação localizada. Dis-

sertação (mestrado), DMA/UEM, 2004.

[34] RAVIART, P.A.; THOMAS, J.M. Introduction à l’Ánalyse Numérique
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