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Estadual de Maringá, como requisito para obtenção

do t́ıtulo de Mestre em Matemática.
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Resumo

Neste trabalho estudamos o semigrupo de uma hipersuperf́ıcie quase ordinária.

Dada f ∈ C[[X1, . . . , Xd]][Y ] um polinômio quase ordinário, isto é, ∆Y (f) =

Xδ1
1 · · ·X

δd
d u onde u é uma unidade e ξ, ξ′ ∈ C[[X

1
k
1 , . . . , X

1
k
d ]] ráızes de f , temos que

ξ− ξ′ = Xλ1
1 · · ·X

λd
d ε com ε uma unidade de C[[X

1
k
1 , . . . , X

1
k
d ]], k ≤ degY (f) e λ1, . . . , λd ∈

( 1
k
)Nd. Chamamos (λ1, . . . , λd) ∈ ( 1

k
)Nd de expoentes caracteŕıticos de ξ.

O principal resultado destas notas permite obter um semigrupo de Nd a partir dos

expoentes caracteŕısticos de ξ.



Abstract

In this work we study the semigroup of a quasi-ordinary hypersuface.

Given f ∈ C[[X1, . . . , Xd]][Y ] a quasi-ordinary polynomial that is ∆Y (f) = Xδ1
1 · · ·X

δd
d u

for a unit u and ξ, ξ′ ∈ C[[X
1
k
1 , . . . , X

1
k
d ]] roots os f , we have that ξ − ξ′ = Xλ1

1 · · ·X
λd
d ε

whit a unit ε ∈ C[[X
1
k
1 , . . . , X

1
k
d ]], k ≤ degY (f) and λ1, . . . , λd ∈ ( 1

k
)Nd. The (λ1, . . . , λd) ∈

( 1
k
)Nd we called characteristic exponents of ξ.

The main result of this notes allow us to obtain a semigroup of Nd from the characte-

ristc exponents of ξ.
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Introdução

Um modo de caracterizar o tipo topológico de um germe de uma curva algébrica

plana irredut́ıvel definido por uma equação f = 0 com f ∈ C[[X]][Y ] é, como mostra-

ram Brauner, Burau e Zariski por meio de certos expoentes, chamados expoentes carac-

teŕısticos, de uma raiz ξ de f ∈ C[[X]][Y ], que pelo Teorema de Newton-Puiseux, tem-se

ξ(X
1
n ) ∈ C[[X

1
n ]] com n = degY (f). O par (T n, ξ(T )) é chamado uma parametrização de

f .

Zariski mostrou posteriormente que o semigrupo Γ(f) ⊂ N obtido ao considerarmos

os ı́ndices de interseção de I(f, h) ∈ N com h ∈ C[[X]][Y ]\〈f〉 reserva informações equi-

valentes aos expoentes caracteŕısticos, ou seja, Γ(f) e os expoentes caracteŕısticos se

determinam mutuamente.

Uma vez que I(f, h) = mult(h(T n, ξ(T ))) := vf (h), ou seja, o ı́ndice de interseção é

igual à valoração associada a f , temos que,

Γ(f) = {vf (h);h ∈ C[[X]][Y ]\〈f〉}.

Os fatos acima, que também são válidos para o anel C[[X]], bem como todos os

resultados relacionados a curvas planas irredut́ıveis que utilizamos podem ser encontrados

em [He].

Germes de curvas planas são casos particulares de germes de hipersuperf́ıcies quase

ordinárias. Um germe de uma hipersuperf́ıcie quase ordinária pode ser definido por uma

equação f = 0, com f ∈ C{X1, . . . , Xd}[Y ] mônico tal que seu discriminante ∆Y (f) é da

forma Xδ1
1 · · ·X

δd
d u com u ∈ C{X1, . . . , Xd} unidade e δi ∈ N∗.

O Teorema de Jung-Abhyankar (veja [A]) garante que as ráızes de um polinômio

quase ordinário f ∈ C{X1, . . . , Xd}[Y ], chamadas ramos quase ordinários, pertencem a

C{X
1
k
1 , . . . , X

1
k
d } para algum natural k ≤ n = degY (f) não nulo. Dadas duas ráızes

de f , ξ e ξ′, temos que ξ − ξ′ divide ∆Y (f). Deste modo ξ − ξ′ = Xλ1
1 · · ·X

λd
d ε com
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ε ∈ C{X
1
k
1 , . . . X

1
k
d } unidade e (λ1, . . . λd) ∈ Qd

+. Os monômios Xλ1
1 · · ·X

λd
d são chamados

de monômios caracteŕısticos e os expoentes (λ1, . . . λd) são chamados expoentes carac-

teŕısticos generalizados.

Lipman e Gau (veja [L] e [Ga]) mostram que dois germes de hipersuperf́ıcies quase or-

dinárias são topologicamente equivalentes se, e somente se, possuem os mesmos expoentes

caracteŕısticos generalizados.

Uma questão natural que surge é: podemos, como no caso plano, associar a um germe

de hipersuperf́ıcie quase ordinária um semigrupo que determina e é determinado pelos

expoentes caracteŕısticos generalizados, ou seja, um semigrupo que determine a topologia

de um germe de hipersuperf́ıcie quase ordinária?

O objetivo deste trabalho é responder afirmativamente à questão anterior. Mais es-

pecificamente, estudamos como associar a um germe de hipersuperf́ıcie quase ordinária,

determinado por f ∈ C[[X1, . . . , Xd]][Y ], um semigrupo Γ(f) ⊂ Nd cujo sistema mı́nimo

de geradores é obtido por meio dos expoentes caracteŕısticos usando uma relação similar

da que temos no caso plano. Notemos que abordaremos que o caso formal ao invés do

caso convergente.

As principais referências para este trabalho foram [Go1] e [Go2]. Uma vez que o ı́ndice

de interseção, tal qual é definido para curvas planas, não faz sentido no caso quase or-

dinário, González Pérez observa que para uma raiz ξ ∈ C[[X
1
k
1 , . . . , X

1
k
d ]] de um polinômio

quase ordinário f ∈ C[[X1, . . . , Xd]][Y ] os vértices do poliedro de Newton de h(ξ) com

h ∈ C[[X1, . . . , Xd]]\〈f〉 generalizam o conceito de valoração no caso plano. Podemos

mostrar que o conjunto dos vértices do poliedro de Newton corresponde a um semigrupo

ΓN (f) ⊂ ( 1
k
)Nd.

Tal semigrupo possui um conjunto mı́nimo de geradores que pode ser obtido conside-

rando o vértice do poliedro de Newton da resultante em Y de f e dos polinômios minimais

de truncamentos convenientes de ξ, os quais são chamados semirráızes de f . Como o trun-

camento conveniente de ξ para obter uma semirraiz está relacionado com os expoentes

caracteŕısticos de f , a conexão entre Γ(f) e os expoentes caracteŕısticos fica estabelecida.

Este trabalho está assim organizado:

No caṕıtulo 1 reunimos os resultados gerais para séries de potências em várias variáveis

que utilizamos no decorrer do texto, o principal resultado do caṕıtulo é o Teorema de
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Preparação de Weierstrass.

O caṕıtulo 2 contém conceitos e resultados referentes a hipersuperf́ıcies quase or-

dinárias. Em particular apresentaremos os conceitos de monômios e expoentes carac-

teŕısticos, bem como o de ramo quase ordinário normalizado cuja existência é garantida

pelo Lema de Inversão para o qual dedicamos a última seção do caṕıtulo.

Finalmente, no caṕıtulo 3, introduzimos o semigrupo Γ(f) de uma hipersuperf́ıcie

quase ordinária irredut́ıvel, para tanto se faz necessário apresentar o conceito de polie-

dro de Newton e o de semirráızes os quais permitem obter geradores para o semigrupo

Γ(f) bem como relacioná-los com os expoentes caracteŕısticos. O caṕıtulo termina com

exemplos para os quais exibimos o semigrupo estudado.

Uma lista com as principais referências bibliográficas utilizadas encerra este trabalho.



Caṕıtulo 1

Teorema de Preparação de

Weierstrass

Neste caṕıtulo, apresentaremos alguns resultados sobre séries de potências que utilizare-

mos ao longo do trabalho. Os dois principais são: o Teorema da Divisão de Weierstrass

e o Teorema de Preparação de Weierstrass. Tais resultados permitirão considerar uma

hipersuperf́ıcie quase ordinária definida por um polinômio de Weierstrass.

1.1 Anel das Séries de Potências

Nesta seção apresentaremos propriedades gerais de séries de potências formais. No que

segue K denota um corpo e X1, . . . , Xr são indeterminadas sobre K.

Definição 1.1. Seja f ∈ K[X1, . . . , Xr]. O grau de f é definido como a maior soma das

potências de X1, . . . , Xr que ocorrem nos termos de f . Dizemos que f é um polinômio

homogêneo se é uma soma de termos que possuem o mesmo grau.

Denotamos por K[[X1, . . . , Xr]] o conjunto de todas as somas formais do tipo

f =
∞∑
i=0

Pi = P0 + P1 + P2 + · · ·

onde cada Pi é um polinômio homogêneo de grau i nas indeterminadas X1, . . . , Xr, com

coeficientes em K.

Definição 1.2. Os elementos de K[[X1, . . . , Xr]] são chamados de séries de potências

formais nas indeterminadas X1, . . . , Xr com coeficientes em K.

Consideremos f = P0 + P1 + · · · , h = Q0 + Q1 + · · · ∈ K[[X1, . . . , Xr]] com Pi e Qi
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polinômios homogêneos de grau i. Por definição temos,

f = h se, e somente se, Pi = Qi para todo i ∈ N.

Em K[[X1, . . . , Xr]] definimos as seguintes operações,

f + h =
∞∑
i=0

(Pi +Qi) e fh =
∞∑
i=0

i∑
j=0

PjQi−j.

Com essas operações, K[[X1, . . . , Xr]] é um anel comutativo com unidade chamado

anel das séries de potências formais nas indeterminadas X1, . . . , Xr com coeficientes em

K.

Podemos escrever os elementos de K[[X1, . . . , Xr]] de uma forma mais expĺıcita, a

saber,

f =
∞∑
i=0

∑
i1+···+ir=i

ai1,...,irX
i1
1 · · ·X ir

r .

O próximo resultado descreve os elementos inverśıveis de K[[X1, . . . , Xr]].

Proposição 1.3. O elemento f =
∞∑
i=0

Pi ∈ K[[X1, . . . , Xr]] com Pi polinômio homogêneo

de grau i é inverśıvel se, e somente se, P0 6= 0.

Demonstração. Seja h = Q0 +Q1 +· · · com Qi polinômio homogêneo de grau i e considere

a equação 1 = fh = P0Q0 + (P1Q0 +P0Q1) + · · · . Essa equação é equivalente ao sistema,

P0Q0 = 1

P1Q0 + P0Q1 = 0 (1.1)

...

PnQ0 + Pn−1Q1 + · · ·+ P0Qn = 0

...

Segue que f é inverśıvel se, e somente se, o sistema (1.1) possui solução em Qi.

Se f é inverśıvel, então existe Q0 tal que P0Q0 = 1 e consequentemente P0 6= 0.

Por outro lado, suponhamos que P0 6= 0. Então o sistema (1.1) possui uma solução



1.1 Anel das Séries de Potências 12

dada pelas seguintes relações recursivas,

Q0 = P−1
0

Q1 = −P−1
0 P1Q0

...

Qn = −P−1
0 (PnQ0 + · · ·+ P1Qn−1).

Dois elementos f, h ∈ K[[X1, . . . , Xr]] são chamados associados se existe uma unidade

u ∈ K[[X1, . . . , Xr]] tal que f = uh.

Definição 1.4. Seja f ∈ K[[X1, . . . , Xr]]\{0}. Suponha que f = Pn + Pn+1 + · · · , onde

cada Pj é um polinômio homogêneo de grau j e Pn 6= 0. O polinômio homogêneo Pn é

chamado forma inicial de f . O inteiro n é chamado de multiplicidade de f e é denotado

por mult(f). Se f = 0, então convencionamos que mult(f) =∞.

A demonstração da próxima proposição pode ser obtida diretamente das operações

com séries de potências e por isso a omitimos.

Proposição 1.5. Sejam f, h ∈ K[[X1, . . . , Xr]]\{0}. Temos,

1. mult(fh) = mult(f) +mult(h),

2. mult(f±h) ≥ min{mult(f),mult(h)} com igualdade sempre que mult(f) 6= mult(h).

Podemos constatar que o anel K[[X1, . . . , Xr]] é um domı́nio de fatoração única, para

uma prova desse fato indicamos [He].

Definição 1.6. Dizemos que f ∈ K[[X1, . . . , Xr]] é regular de ordem m , com

respeito à indeterminada Xj, se f(0, . . . , Xj, . . . , 0) é diviśıvel por Xm
j onde m é o maior

inteiro não negativo com essa propriedade. Denotaremos a ordem de f em Xj por

ordXj(f(0, . . . , Xj, . . . , 0)). Se f é regular de ordem m = mult(f) com respeito à in-

determinada Xj, então diremos simplesmente que f é regular com respeito à Xj.

Notemos que f(0, . . . , Xj, . . . , 0) é uma série de potências em uma variável, então da

definição anterior temos que ordXj(f(0, . . . , Xj, . . . , 0)) = mult(f(0, . . . , Xj, . . . , 0)).
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Definição 1.7. Um polinômio de Weierstrass em Y é uma série de potências em

K[[X1, . . . , Xr, Y ]] da forma,

P (X1, . . . , Xr, Y ) = Y n+a1(X1, . . . , Xr)Y
n−1 + · · ·+an(X1, . . . , Xr) ∈ K[[X1, . . . , Xr]][Y ]

onde n ≥ 1 e mult(ai(X1, . . . , Xr)) ≥ i para todo i = 1, . . . , n.

1.2 Teorema de Preparação de Weierstrass

Nesta seção, apresentaremos dois resultados que permitirão considerar uma hipersuperf́ıcie

quase ordinária como sendo um polinômio de Weierstrass.

Teorema 1.8. (Teorema da Divisão de Weierstrass)

Sejam F (X1, . . . , Xn), H(X1, . . . , Xn) ∈ K[[X1, . . . , Xn]]. Suponhamos que

mult(F (0, . . . , 0, Xn)) = d > 0, então existem únicos A e B tais que H = AF + B

com A ∈ K[[X1, . . . , Xn]], B ∈ K[[X1, . . . , Xn−1]][Xn] e degXnB < d.

Demonstração. A demonstração será feita por indução sobre n.

O caso n = 1 segue do algoritmo da divisão para séries de potências em uma variável.

Suponhamos o resultado válido para n−1 indeterminadas e vamos mostrar o resultado

para n variáveis. Para n > 1 escrevamos,

H = H0(X2, . . . , Xn) +H1(X2, . . . , Xn)X1 +H2(X2, . . . , Xn)X2
1 + · · ·

A = A0(X2, . . . , Xn) + A1(X2, . . . , Xn)X1 + A2(X2, . . . , Xn)X2
1 + · · ·

F = F0(X2, . . . , Xn) + F1(X2, . . . , Xn)X1 + F2(X2, . . . , Xn)X2
1 + · · ·

B = B0(X2, . . . , Xn) +B1(X2, . . . , Xn)X1 +B2(X2, . . . , Xn)X2
1 + · · ·

Deste modo, a equação H = AF +B é equivalente a,

H0 = A0F0 +B0

H1 = A0F1 + A1F0 +B1

...

Hi = A0Fi + · · ·+ Ai−1F1 + AiF0 +Bi

...
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Como F (0, . . . , 0, Xn) 6= 0, segue que F0(0, . . . , 0, Xn) 6= 0 e

mult(F (0, . . . , 0, Xn)) = d implica que mult(F0(0, . . . , 0, Xn)) = d. Sendo cada

Bi(X2, . . . , Xn) ∈ K[[X2, . . . , Xn−1]][Xn] com degXnBi < d para todo i = 1, 2 . . . , vem

que degXnB < d.

Por indução, os Ai e Bi são encontrados sucessivamente e são únicos por construção.

Portanto, temos o resultado para A e B.

Dado F (X1, . . . , Xn) ∈ K[[X1, . . . , Xn]] não regular podemos, por meio de uma trans-

formação linear, torná-la regular na última indeterminada.

Lema 1.9. Seja K um corpo infinito. Dada uma famı́lia finita F de polinômios ho-

mogêneos não nulos em K[Y1, ..., Yr], existe uma transformação linear inverśıvel

T : K[X1, . . . , Xr]→ K[Y1, . . . , Yr] tal que para todo F ∈ F , de grau n, existe cF ∈ K\{0}

tal que

F (T (X1, . . . , Xr)) = cFX
n
r + ( termos de menor grau em Xr).

Demonstração. Como F é finito e K é infinito, existe (α1, . . . , αr) ∈ Kr, com αr 6= 0, tal

que F (α1, . . . , αr) 6= 0 para todo F ∈ F .

Usando a transformação linear T definida por
Y1

Y2

...

Yr

 =


1 0 · · · 0 α1

0 1 · · · 0 α2

...
... · · · ...

...

0 0 · · · 0 αr

 ·


X1

X2

...

Xr


que é inverśıvel pois αr 6= 0, temos que

Y m1
1 · · ·Y mr

r = (X1 + α1Xr)
m1 · · · (Xr−1 + αr−1Xr)

mr−1(αrXr)

= αm1 · · ·αmrr Xm1+···+mr
r + ( termos de grau menor em Xr)

Portanto, para todo F ∈ F , temos que

F (T (X1, . . . , Xr)) = F (α1, . . . , αr)X
n
r + (termos de grau menor em Xr)

e o resultado segue tomando cF = F (α1, . . . , αr).

Corolário 1.10. Seja K um corpo infinito. Dada uma famı́lia finita F de elementos não

nulos em K[[X1, . . . , Xr]] existe um automorfismo linear T de K[[X1, . . . , Xr]] tal que o

elemento de F ◦ T é regular com respeito a Xr para todo F ∈ F .
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Demonstração. Sejam F1, ..., Fk os elementos de F dados por

F1 = P1n1 + P1n1+1 + · · ·

F2 = P2n2 + P2n2+1 + · · ·
...

Fk = Pknk + Pknk+1 + · · ·

onde Pij é polinômio homogêneo de grau j que ocorre em Fi.

Aplicando o lema anterior aos polinômios homogêneos P1n1 , P2n2 , . . . , Pknk , temos que

existe um automorfismo linear T : K[X1, . . . , Xr]→ K[X1, . . . , Xr] tal que

F1 ◦ T = cF1X
n1
r + ( termos de menor grau em Xr) + P1n1+1 ◦ T + · · ·

...

Fk ◦ T = cFkX
nk
r + ( termos de menor grau em Xr) + Pknk+1 ◦ T + · · · .

Sendo assim, os elementos Fi ◦ T são regulares em Xr para 1 ≤ i ≤ k.

Teorema 1.11. (Teorema de Preparação de Weierstrass)

Seja F (X1, . . . , Xn) ∈ K[[X1, . . . , Xn]] com mult(F ) = d e regular com respeito à Xn, ou

seja, mult(F (0, . . . , 0, Xn)) = d = mult(F ) > 0. Existe um único A ∈ K[[X1, . . . , Xn]]

inverśıvel tal que,

AF = Xd
n + A1(X1, . . . , Xn−1)Xd−1

n + · · ·+ Ad(X1, . . . , Xn−1) (1.2)

com Ai(X1, . . . , Xn−1) ∈ K[[X1, . . . , Xn−1]] e mult(Ai(X1, . . . , Xn−1)) ≥ i para todo

i = 1, . . . , d.

Demonstração. Tomemos H = Xd
n. Como mult(F (0, . . . , 0, Xn)) = d > 0. Segue

do Teorema 1.8, que existem A ∈ K[[X1, . . . , Xn]] e B ∈ K[[X1, . . . , Xn−1]][Xn] com

degXnB < d tais que H = AF + B. Podemos escrever essa última igualdade na forma

AF = Xd
n −B = Xd

n + A1(X1, . . . , Xn−1)Xd−1
n + · · ·+ Ad(X1, . . . , Xn−1).

Como mult(F ) = mult(F (0, . . . , 0, Xn)) = d > 0, segue que mult(AF ) ≥ d. Sendo

AF (0, . . . , 0, Xn) = Xd
n + A1(0, . . . , 0)Xd−1

n + · · · + Ad(0, . . . , 0) devemos ter que

Ai(0, . . . , 0) = 0 para i = 1, . . . , d. , ou seja, AF (0, . . . , 0, Xn) = Xd
n. Notemos que

F (0, . . . , 0, Xn) = Xd
nC onde C ∈ K[[Xn]] é inverśıvel, logo

AF (0, . . . , 0, Xn) = C−1F (0, . . . , 0, Xn) o que implica em A = C−1, ou seja, A é inverśıvel.
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Uma vez que d = mult(F ) = mult(AF ) = Xd
n + A1(X1, . . . , Xn−1)Xd−1

n + · · · +

Ad(X1, . . . , Xn) segue que mult(Ai(X1, . . . , Xn−1)) ≥ i.

Assim conclúımos a demonstração do teorema.



Caṕıtulo 2

Hipersuperf́ıcies Quase Ordinárias

2.1 Variedades Anaĺıticas

Nesta seção vamos considerar o conjunto C{X1, . . . , Xn} constitúıdo das séries conver-

gentes nas indeterminadas X1, . . . , Xn que é um subanel C[[X1, . . . , Xn]].

Definição 2.1. Seja U um subconjunto aberto de Cn. Um subconjunto S ⊂ U é chamado

uma variedade anaĺıtica em U , se para todo x ∈ U existem uma vizinhança aberta U ′ de

x em U e f1, . . . , fr : U ′ → C funções anaĺıticas tais que

S ∩ U ′ = {p ∈ Cn; f1(p) = · · · = fr(p) = 0}.

Se r = 1, isto é, S ∩ U ′ = {p ∈ Cn; f1(p) = 0}, dizemos que S é uma hipersuperf́ıcie

anaĺıtica.

Temos que I(S) = {h ∈ C{X1, . . . , Xn};h(p) = 0 para todo p ∈ S} é um ideal de

C{X1, . . . , Xn}. Assim definimos:

Definição 2.2. A álgebra anaĺıtica de S é o anel quociente A = C{X1,...,Xn}
I(S)

.

Definição 2.3. Duas variedades anaĺıticas S1 ⊂ U1 e S2 ⊂ U2 com 0 ∈ U1∩U2 são equiva-

lentes se existe um aberto U ′ ⊂ U1 ∩ U2, com 0 ∈ U ′ aberto, tal que

S1 ∩ U ′ = S2 ∩ U ′. Cada classe de equivalência com respeito à relação acima é cha-

mada de germe de variedade anaĺıtica em 0 ∈ Cn e denotamos por (S, 0). Dizemos que

(S, 0) é irredut́ıvel se dados germes de variedades anaĺıticas (S1, 0) e (S2, 0) tais que

(S, 0) = (S1, 0) ∪ (S2, 0), então (S, 0) = (S1, 0) ou (S, 0) = (S2, 0).

Se (S, 0) é um germe de hipersuperf́ıcie anaĺıtica irredut́ıvel, então (S, 0) é definida por

f ∈ C{X1, . . . , Xn} irredut́ıvel. De fato, temos que (S, 0) = (S1, 0)∪ (S2, 0) se, e somente
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se,

{p ∈ Cn; f(p) = 0} = {p ∈ Cn; f1(p) = 0} ∪ {p ∈ Cn; f2(p) = 0}

= {p ∈ Cn; (f1f2)(p) = 0}.

Um assunto de interesse é o estudo de germes de hipersuperf́ıcies anaĺıticas irredut́ıveis

em Cd+1, isto é, definidas por f ∈ C{X1, . . . , Xd, Y } irredut́ıvel.

Neste trabalho, consideraremos uma situação mais geral: hipersuperf́ıcies algebróides.

Definição 2.4. Uma hipersuperf́ıcie algebróide é uma classe de equivalência de elementos

de C[[X1, . . . , Xd, Y ]] módulo a relação de associados.

Doravante vamos nos referir a uma hipersuperf́ıcie algebróide simplesmente por hiper-

superf́ıcie.

Dado f ∈ C[[X1, . . . , Xd, Y ]] podemos por meio de um automorfismo (linear),

considerar f regular em Y e pelo Teorema de Preparação de Weierstrass, existe uma

unidade u ∈ C[[X1, . . . , Xd, Y ]] tal que,

uf = Y n + A1Y
n−1 + · · ·+ An−1Y + An ∈ C[[X1, . . . , Xd]][Y ] (2.1)

com Ai ∈ C[[X1, . . . , Xd]] e mult(Ai(X1, . . . , Xd)) ≥ i para todo i = 1, . . . , n. Deste

modo, a hipersuperf́ıcie definida por f é a mesma definida por uf . No que segue, sempre

assumiremos que uma hipersuperf́ıcie seja definida por um polinômio de Weierstrass como

em (2.1).

2.2 Hipersuperf́ıcie Quase Ordinária

Consideremos dois polinômios, p = yn + a1y
n−1 + · · · + an−1y + an e

q = ym + b1y
m−1 + · · ·+ bm−1y + bm em A[y] com A um anel comutativo com unidade.

O resultante em y dos polinômios p e q é definido por Ry(p, q) = det(R) onde R é a

matriz (n+m)× (n+m)
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R =



1 a1 . . an−1 an 0 . . 0 0

0 1 a1 . . an−1 an 0 . . 0

. . . . . . . . . . .

0 . . 1 a1 . . . . an−1 an

1 b1 . . . . bm−1 bm . 0 0

0 1 b1 . . . . bm−1 bm . 0

. . . . . . . . . . .

0 0 . . . 0 1 b1 . bm−1 bm



.

Podemos calcular o resultante de p e q da seguinte maneira,

Ry(p, q) =
n∏
i=1

m∏
j=1

(ri − sj) (2.2)

onde ri são as ráızes de p e sj são as ráızes de q.

Notemos que o resultate é zero se, e somente se, p e q tenham ao menos uma raiz

comum.

Podemos ainda reescrever o resultante como,

Ry(p, q) =
n∏
i=1

q(ri) ou Ry(p, q) = (−1)nm
m∏
j=1

p(sj). (2.3)

O discriminante de um polinômio p = yn +a1y
n−1 + · · ·+an−1y+an ∈ A[y] é definido

como

∆yp = det



1 a1 . . an−1 a0 0 . . 0 0

0 1 a1 . . an−1 a0 0 . . 0

. . . . . . . . . . .

0 . . 1 a1 . . . . an−1 a0

n (n− 1)a1 . . . an−1 0 0 . 0 0

0 n (n− 1)a1 . . 2an−2 an−1 0 . 0 0

. . . . . . . . . . .

0 0 . . . 0 n (n− 1)a1 . 2an−2 an−1



.

Observemos que ∆yp ∈ A. Além disso, podemos escrever

∆yp = (−1)
n(n−1)

2 Ry(p, py) =
∏
i 6=j

(ξi − ξj) (2.4)
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onde ξi, ξj são ráızes de p e py é a derivada de p em relação à y.

Para justificativas das propriedades de resultante e discriminante apresentadas acima

indicamos [He].

Definição 2.5. Dizemos que uma hipersuperf́ıcie dada por

f = Y n + A1Y
n−1 + · · ·+ An−1Y + An ∈ C[[X1, . . . , Xd]][Y ]

é quase ordinária se,

∆Y f = Xδ1
1 X

δ2
2 · · ·X

δd
d u

com u unidade em C[[X1, . . . , Xd]] e δi ∈ N para i = 1, . . . , d.

Um polinômio f com a propriedade acima é chamado de polinômio quase ordinário.

Exemplo 2.6. Consideremos

f(X1, X2, Y ) = Y 4 − 8X2Y
3 + (24X2

2 − 2X3
2 − 2X1X

4
2 )Y 2 + (−32X3

2 + 8X4
2 + 8X1X

5
2 )Y

+ 16X4
2 − 8X5

2 +X6
2 + 2X1X

7
2 − 8X1X

6
2 +X2

1X
8
2 − 4X1X

7
2

pertencente a C[[X1, X2]][Y ]. O polinômio f é quase ordinário pois

∆Y f = 4096X2
1X

20
2 (X2

1X
2
2 − 2X1X2 + 1).

Observação 2.7. Qualquer curva algebróide plana é quase ordinária. Dada uma curva

definida por f ∈ C[[X1, Y ]], por meio de uma mudança de coordenadas e aplicando o

Teorema de Preparação de Weierstrass, podemos assumir f como em (2.1) com d = 1.

Visto que cada Ai ∈ C[[X1]] com i = 1, . . . , n não é unidade e que ∆Y f é uma soma de

produtos dos Ai, segue que ∆Y f é uma série não inverśıvel em C[[X1]], ou seja, pode ser

escrita na forma ∆Y f = Xa
1u(X1) com a ∈ N∗ e u(X1) unidade em C[[X1]].

2.3 Monômios e Expoentes Caracteŕısticos

Deste ponto em diante consideraremos f ∈ C[[X1, . . . , Xd]][Y ] um polinômio de Weiers-

trass quase ordinário irredut́ıvel.

No caso plano, o teorema de Newton-Puiseux garante que, dado f ∈ C[[X1]][Y ], suas

ráızes pertencem a C[[X
1
n
1 ]] com n = degY (f).
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No caso de uma hipersuperf́ıcie quase ordinária irredut́ıvel f ∈ C[[X1, . . . , Xd]][Y ] o te-

orema de Jung-Abhyankar (veja [A]) garante que se ξ é raiz de f , isto é,

f(X1, . . . , Xd, ξ) = 0, então ξ ∈ C[[X
1
k
1 , . . . , X

1
k
d ]] para algum k ∈ N∗. Em contraste

com o caso plano, k não é necessariamente degY (f) como ilustrado no exemplo a seguir.

No entanto, se f é irredut́ıvel, podemos tomar k = n e faremos isso sempre que for

conveniente.

Uma raiz de um polinômio quase ordinário é chamada de ramo quase ordinário.

Exemplo 2.8. A existência de ráızes em C[[X
1
k
1 , . . . , X

1
k
d ]] para uma hipersuperf́ıcie não

é garantia de que esta seja uma hipersuperf́ıcie quase ordinária. De fato, a hipersuperf́ıcie

definida por

f(X1, X2, Y ) = (Y 2 −X1 −X2)2 − 4X1X2 = Y 4 − 2(X1 +X2)Y 2 + (X1 −X2)

tem ráızes ξ = ±X
1
2
1 ±X

1
2
2 mas não é quase ordinária pois,

∆Y f = −256(X2 −X1)(X2 + (2X1 + 1)X2 +X2
1 −X1)2.

Exemplo 2.9. Seja f ∈ C[[X1, X2]][Y ] como no exemplo 2.6. Uma raiz de f é dada por

ξ = 2X2 +X
3
2
2 +X

1
2
1 X

2
2 , temos então, degY (f) = 4 e ξ ∈ C[[X

1
2
1 , X

1
2
2 ]].

Observemos que, se f ∈ C[[X1, . . . , Xd]][Y ] é um polinômio quase ordinário e

degY f = n, então de (2.4) temos que

∆Y f =
∏
i 6=j

(ξi − ξj) = Xδ1
1 X

δ2
2 · · ·X

δd
d u ∈ C[[X1, . . . , Xd]]

com u ∈ C[[X1, . . . , Xd]] uma unidade. Como C[[X1, . . . , Xd]] ⊂ C[[X
1
n
1 , . . . , X

1
n
d ]] e estes

anéis são domı́nios fatoriais, segue que,

ξi − ξj = X
λ1(i,j)
n

1 X
λ2(i,j)
n

2 · · ·X
λd(i,j)

n
d uij

onde uij é unidade em C[[X
1
n
1 , . . . , X

1
n
d ]] e λl(i, j) ∈ N para l = 1, . . . , d.

Definição 2.10. Os monômios Mij = X
λ1(i,j)
n

1 X
λ2(i,j)
n

2 · · ·X
λd(i,j)

n
d para todos i, j são cha-

mados de monômios caracteŕısticos de f e as d-uplas

(
λ1(i, j)

n
, . . . ,

λd(i, j)

n

)
para todos

i, j distintos são chamados de expoentes caracteŕısticos (generalizados) de f .
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Exemplo 2.11. Vamos calcular os monômios caracteŕısticos e os expoentes caracteŕısticos

generalizados da hipersuperf́ıcie quase ordinária f do Exemplo 2.6. As ráızes de f são

ξ0 = 2X2 +X
3
2
2 +X

1
2
1 X

2
2 , ξ1 = 2X2 +X

3
2
2 −X

1
2
1 X

2
2 ,

ξ2 = 2X2 −X
3
2
2 +X

1
2
1 X

2
2 , ξ3 = 2X2 −X

3
2
2 −X

1
2
1 X

2
2 .

Assim, temos os monômios caracteŕısticos

M01 = ξ0 − ξ1 = 2X
1
2
1 X

2
2

M02 = ξ0 − ξ2 = 2X
3
2
2

M03 = ξ0 − ξ3 = 2X
3
2
2 (1 +X

1
2
1 X

1
2
2 )

M12 = ξ1 − ξ2 = 2X
3
2
2 (1−X

1
2
1 X

1
2
2 )

M13 = ξ1 − ξ3 = 2X
3
2
2

M23 = ξ2 − ξ3 = 2X
1
2
1 X

2
2

e os expoentes caracteŕısticos generalizados são (0, 3
2
) e (1

2
, 2).

Sejam ξ um ramo quase ordinário e

L ⊂ L(ξ) ⊂ Ln

os respectivos corpos de frações de

C[[X1, . . . , Xd]] ⊂ C[[X1, . . . , Xd]][ξ] ⊂ C[[X
1
n
1 , . . . , X

1
n
d ]].

O corpo Ln é uma extensão finita galoisiana de L e a ação do grupo de Galois G dessa

extensão é dada pela ação das d-uplas (η1, . . . , ηd) das ráızes n-ésimas da unidade dada

por X
1
n
i 7→ ηiX

1
n
i (veja [A]).

Diferentemente do caso de hipersuperf́ıcies, no caso plano, sabemos qual é o grupo

de Galois da extensão dos respectivos corpos de frações de C[[X1]] e C[[X
1
n
1 ]], a saber, o

grupo ćıclico Un das ráızes n-ésimas da unidade. Seja α =
∑
i≥m

biX
1
n
1 , m ∈ N uma raiz

de uma curva plana irredut́ıvel definida por um polinômio de Weierstrass f de grau n.

Dado σj ∈ Un temos αj = σj(α) =
∑
i≥m

bi

(
σjX

1
n
1

)i
. Notemos que αj é raiz de f para

j = 1, . . . , n.
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Ainda no caso plano, definimos duas sequências (εj) e (βj) de números naturais asso-

ciados a f ou a
∑
i≥m

biX
1
n
1 como segue,

ε0, β0 = n

βj = min{i; i 6≡ 0 mod εj−1 e bi 6= 0} se εj−1 6= 1 (2.5)

εj = mdc(εj−1, βj) = mdc(β0, . . . , βj).

As duas sequências, definidas acima, não dependem da escolha de α e são finitas.

Podemos observar que a sequência (εj) é estritamente decrescente, enquanto a sequência

(βj) é estritamente crescente. A sequência (βj) está bem definida e os βj são os expoentes

caracteŕısticos de α. Para maiores informações sobre o caso plano sugerimos [He]. A priori,

os expoentes caracteŕısticos no caso de várias variáveis não parecem ser uma generalização

do caso plano. Porém, temos no caso plano que, se f ∈ C[[X1]][Y ] é um polinômio

de Weierstrass irredut́ıvel de grau n e αk com k = 1, . . . , n são as ráızes de f , então

mult(αi − αj) = βk
n

onde βk é um expoente caracteŕıstico. Isso justifica o nome de

expoentes caracteŕısticos generalizados no caso de várias variáveis.

Voltemos ao caso de uma hipersuperf́ıcie quase ordinária.

Sejam ξ = ξ0, ξ1, . . . , ξn−1 ∈ Ln os conjugados de ξ. Para calcular os monômios ou os

expoentes caracteŕısticos, basta fixar uma raiz ξ e avaliar a diferença com as outras ráızes.

De fato, consideremos Z = {ξi; 0 ≤ i ≤ n− 1} ráızes distintas de f . Se G = Gal(Ln : L)

é o grupo de Galois de Ln sobre L então, fixando a raiz ξ e variando os elementos de G,

temos que Z = {ϕ(ξ);ϕ ∈ G}. Assim, vem que ξi = ϕi(ξ) e ξj = ϕj(ξ) para ϕi, ϕj ∈ G e

disso segue que,

ξi − ξj = ϕi(ξ)− ϕj(ξ) = ϕjϕ
−1
j ϕi(ξ)− ϕj(ξ)

= ϕj(ϕ
−1
j ϕi(ξ)− ξ) = ϕj(ξk − ξ),

para algum ϕk ∈ G e ϕk(ξ) = ξk.

Por definição ξi− ξj = Mijuij e ξk − ξ = Mk0uk0. Denotando Mk0 = Mk e levando em
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conta como agem os elementos ϕj = (η1j, . . . , ηdj) de G nos elementos de Ln temos que,

ϕj(Mk) = ϕj(X
λ1(k,0)

n
1 X

λ2(k,0)
n

2 · · ·X
λd(k,0)

n
d )

= η
λ1(k,0)

n
1j X

λ1(k,0)
n

1 · · · η
λd(k,0)

n
dj X

λd(k,0)

n
d

= (η
λ1(k,0)

n
1j · · · η

λd(k,0)

n
dj )X

λ1(k,0)
n

1 · · ·X
λd(k,0)

n
d

= αMk

onde α = η
λ1(k,0)

n
1j · · · η

λd(k,0)

n
dj 6= 0. Isto nos diz que os monômios caracteŕısticos e, conse-

quentemente os expoentes caracteŕısticos, não se alteram pela ação de um elemento de G

e sendo assim, conclúımos que Mk = Mij, isto é,

{Mij; 0 ≤ i, j ≤ n− 1} = {Mk; 1 ≤ k ≤ g}

para algum g ≤ n.

Proposição 2.12. O conjunto {Mk}1≤k≤g dos monômios caracteŕısticos de um ramo

quase ordinário ξ é totalmente ordenado pela relação de divibilidade �, isto é, Mi � Mj

se Mi divide Mj em C[[X
1
n
1 , . . . , X

1
n
d ]].

Demonstração. Notemos que

Miui0 −Mjuj0 = (ξi − ξ0)− (ξj − ξ0) = ξi − ξj = Mijuij,

ou ainda,

Xα1
1 · · ·X

αd
d ui0 −Xγ1

1 · · ·X
γd
d uj0 = Xδ1

1 . . . Xδd
d uij.

Se tivermos αi ≤ γi para todo 1 ≤ i ≤ d, então Mi divide Mj. Se tivermos αi ≥ γi

para todo 1 ≤ i ≤ d, então Mj divide Mi. Agora, se tivermos αi < γi e αj > γj para

algum par de ı́ndices i, j com 1 ≤ i, j ≤ d não seria posśıvel escrever a igualdade acima

com uij unidade. Portanto Mi divide Mj ou Mj divide Mi.

Notemos que o resultado anterior, quando restrito ao caso d = 1, ou seja, ao caso

plano, nos indica que β1
n
< · · · < βg

n
, isto é, β1 < · · · < βg como já sab́ıamos.

A partir deste ponto, vamos denotar os expoentes caracteŕısticos de uma hipersu-

perf́ıcie quase ordinária por λi = (λ1i, . . . , λdi) para i = 1, . . . , g. Observemos que

λi ∈ ( 1
n
)N para todo i = 1, . . . , g.



2.3 Monômios e Expoentes Caracteŕısticos 25

Exemplo 2.13. Considere

f(X1, X2, X3, Y ) = Y 4 − 2(X3
1X

2
2 +X4

1X
3
2X

2
3 )Y 2 +X8

1X
6
2X

4
3 − 2X7

1X
5
2X

2
3 +X6

1X
4
2 .

O polinômio f admite quatro ráızes em C[[X
1
4
1 , X

1
4
2 , X

1
4
3 ]].

Temos fY (X1, X2, X3, Y ) = 4Y 3 − 4(X3
1X

2
2 +X4

1X
3
2X

2
3 )Y .

Reescrevendo f(X1, X2, X3, Y ) = Y 4 + a1Y
3 + a2Y

3 + a3Y + a4, temos

a2 = −2(X3
1X

2
2 +X4

1X
3
2X

2
3 ), a4 = X8

1X
6
2X

4
3 − 2X7

1X
5
2X

2
3 +X6

1X
4
2 e a1 = a3 = 0.

Desse modo fY = 4Y 3 + 2a2Y . Sendo assim,

∆Y f = det



1 0 a2 0 a4 0 0

0 1 0 a2 0 a4 0

0 0 1 0 a2 0 a4

4 0 2a2 0 0 0 0

0 4 0 2a2 0 0 0

0 0 4 0 2a2 0 0

0 0 0 4 0 2a2 0


= 4096X20

1 X
14
2 X

4
3 (1− 2X1X2X

2
3 +X2

1X
2
2X

4
3 ).

Portanto f é quase ordinária. Vamos agora calcular as ráızes de f . Fazendo

Y 2 = W , obtemos f = W 2 + a2W + a4. Donde obtemos,

W =
−a2 ±

√
a2

2 − 4a4

2
= X3

1X
3
2X

3
2 ± 2X

7
2
1 X

5
2
2 X3.

Com isso temos então,

Y 2 = X3
1X

2
2 +X4

1X
3
2X

2
3 ± 2X

7
2
1 X

5
2
2 X3 = (X

3
2
1 X2 ±X2

1X
3
2
2 X3)2.

O que implica em Y = ±(X
3
2
1 X2 ±X2

1X
3
2
2 X3), ou seja, as ráızes de f são,

ξ0 = X
3
2
1 X2 +X2

1X
3
2
2 X3 ξ1 = X

3
2
1 X2 −X2

1X
3
2
2 X3

ξ2 = −X
3
2
1 X2 −X2

1X
3
2
2 X3 ξ3 = −X

3
2
1 X2 +X2

1X
3
2
2 X3.

O grupo de Galois G da extensão L ⊂ Ln está contido em U4 × U4 × U4 que possui

ordem 43 = 64. Notemos que, sendo ξ0 = X
3
2
1 X2 +X2

1X
3
2
2 X3 ∈ C[[X

1
4
1 , X

1
4
2 , X

1
4
3 ]] uma raiz

de f , um elemento (a, b, c) ∈ U4 × U4 × U4 age em ξ0 da forma,

a3bX
3
2
1 X2 + a2b3cX1X

3
2
2 X3 = a2X

3
2
1 X2 + b2X1X

3
2
2 X3.
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Assim, se G = G0 ∪G1 ∪G2 ∪G3 onde

G0 = {(±1,±1, α);α ∈ U4} G1 = {(±1,±i, α);α ∈ U4}

G2 = {(±i,±i, α);α ∈ U4} G3 = {(±i,±1, α);α ∈ U4},

então a ação dos elementos do grupo G sobre ξ0 é dada por ωξ0 = ξi com ω ∈ Gi.

Calculando os monômios caracteŕısticos temos,

ξ0 − ξ1 = 2X2
1X

3
2
2 X3

ξ0 − ξ2 = 2X
3
2
1 X2(1 +X

1
2
1 X

1
2
2 X3)

ξ0 − ξ3 = 2X
3
2
1 X2.

Obtemos os monômios caracteŕısticos M1 = X
3
2
1 X2 e M2 = X2

1X
3
2
2 X3 com M1 �M2 e

os expoentes caracteŕısticos são λ1 = (3
2
, 1, 0) e λ2 = (2, 3

2
, 1).

Observação 2.14. Notemos que ϕ ∈ Gal(Ln : L) implica em ϕ(ξ) ∈ {ξ = ξ0, ξ1, . . . , ξn−1}.

Assim, se ξi = ϕ(ξ) 6= ξ = ξ0 temos

0 6= ϕ(ξ)− ξ = ξi − ξ = Miui.

Isso mostra que Mi é um monômio presente em ξ e em ϕ(ξ), pois se não estivesse nos

dois, a igualdade acima não seria posśıvel e seria um absurdo estar em apenas um deles em

virtude do automorfismo ϕ ∈ Gal(Ln : L). Em paricular, temos que ϕ(Mi) = αMi 6= Mi

(α ∈ C não nulo).

Lema 2.15. Se {Mk}1≤k≤g é o conjunto dos monômios caracteŕısticos distintos de um

ramo quase ordinário ξ, então

L(ξ) = L(M1,M2, . . . ,Mg).

Demonstração. Seja ϕ um L-automorfismo de Ln. Vamos mostrar que se ϕ é um

L(M1, . . . ,Mg)-automorfismo de Ln, então ϕ é um L(ξ)-automorfismo de Ln, ou seja,

Gal(Ln : L(M1, . . . ,Mg)) ⊂ Gal(Ln : L(ξ)), ou equivalentemente L(ξ) ⊂ L(M1, . . . ,Mg).

De fato, se ϕ /∈ Gal(Ln : L(ξ)) temos que ξi = ϕ(ξ) 6= ξ (i 6= 1). Assim,

ϕ(ξ) − ξ = Miui 6= 0 com ui(0) 6= 0. Deste modo, pela Observação 2.14, temos

que ϕ(Mi) 6= Mi. Com isso ϕ /∈ Gal(Ln : L(M1, . . . ,Mg)). Pela contrapositiva, se

ϕ ∈ Gal(Ln : L(M1, . . . ,Mg)), então ϕ ∈ Gal(Ln : L(ξ)) e L(ξ) ⊂ L(M1, . . . ,Mg).
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Reciprocamente, como ξk = ϕ(ξ) para algum ϕ L-automorfismo de Ln, se

ϕ ∈ Gal(Ln : L(ξ)), então ϕ(ξ) = ξ, deste modo ϕ(Mi) = Mi para todo i = 1, . . . , g.

Assim, ϕ ∈ Gal(Ln : L(M1, . . . ,Mg)), ou seja, L(M1, . . . ,Mg) ⊂ L(ξ).

Observação 2.16. Sejam M1, . . . ,Mg os monômios caracteŕısticos distintos de ξ. Temos

que Mi|Mj para i < j, isto é, Mj = (Xγ1
1 · · ·X

γd
d )Mi com γi ∈ ( 1

n
)N. Note que se

ϕi ∈ Gal(Ln : L) tal que ϕi(ξ)− ξ = Miui com ui(0) 6= 0, então ϕi(Mk) = Mk para k < i.

Temos que L(M1, . . . ,Mi−1) ⊂ L(M1, ...,Mi) e são diferentes para todo i = 2, . . . , g.

De fato, se ϕ ∈ Gal(Ln : L(M1, . . . ,Mi)), então ϕ ∈ Gal(Ln : L(M1, . . . ,Mi−1)),

isto é, L(M1, . . . ,Mi−1) ⊂ L(M1, . . . ,Mi). Além disso, Mi /∈ L(M1, . . . ,Mi−1), pois se

ϕi ∈ Gal(Ln : L(M1, . . . ,Mi−1)) tal que ϕi(ξ) − ξ = Miui segue que, ϕ(Mi) 6= Mi, isto

é, ϕi /∈ Gal(Ln : L(M1, . . . ,Mi)). Isso implica que L(M1, . . . ,Mi) 6⊂ L(M1, . . . ,Mi−1), ou

seja, Mi /∈ L(M1, . . . ,Mi−1).

Para simplificar a notação vamos denotar X = (X1, . . . , Xd) tornando

C[[X1, . . . , Xd]] = C[[X]] e Xλ = Xλ1
1 · · ·X

λd
d para qualquer λ ∈ Qd. Denotaremos

também Xa = Xa
1 · · ·Xa

d para qualquer a ∈ Q. Em Qd consideraremos as seguintes

ordens: Dados (α1, . . . , αd), (β1, . . . , βd) ∈ Qd, dizemos que

α < β ⇔ αi ≤ βi para todo i = 1, . . . , d e αj < βj para algum j ∈ {1, . . . , d}.

α ≥lex β ⇔ existe j ∈ {1, . . . , d} tal que αj > βj e αi = βi para todo i < j.

Lema 2.17. Seja ξ =
∑
cλX

λ ∈ C[[X
1
n ]] não unidade. Então ξ é um ramo quase

ordinário se, e somente se, existem elementos λi ∈ ( 1
n
)Nd, para i = 1, . . . , g, tais que:

(i) λ1 < λ2 < · · · < λg e cλi 6= 0 para 1 ≤ i ≤ g.

(ii) Se cλ 6= 0, então λ pertence ao subgrupo de Qd dado por Zd +
∑
λi≤λ

Zλi.

(iii) λj não pertence ao subgrupo de Qd dado por Zd +
∑
λi<λj

Zλi para j = 1, . . . , g.

Demonstração. Sejam ξ = ξ1, ξ2, . . . , ξn ∈ C[[X
1
n ]] os conjugados de ξ, ou seja, ϕi(ξ) = ξi

com ϕi ∈ Gal(Ln : L). Desse modo, temos os monômios caracteŕısticos

Mi = Xλi = Xλi1
1 · · ·X

λid
d que são obtidos por meio das diferenças

ϕi(ξ) − ξ = ξi − ξ = Miui com ui(0) 6= 0, ui ∈ C[[X
1
n ]]. Usando a Proposição 2.12
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temos que o conjunto {Ml}1≤l≤g dos monômios caracteŕısticos distintos é totalmente or-

denado por divisibilidade e renomeando-os podemos assumir que M1 ≺ · · · ≺Mg. Assim,

temos que λ1 < · · · < λg. Temos cλi 6= 0, pois se fosse cλi = 0 em ξ , teŕıamos cλi = 0

em ξj para todo j = 1, . . . , n, logo Mi não seria monômio caracteŕıstico. Como cada

Mi ∈ C[[X
1
n ]], segue que λi ∈ ( 1

n
)Nd. Temos assim o item (i).

Suponhamos cλ 6= 0. Se ϕi(cλX
λ) 6= cλX

λ, segue que Xλ é um monômio presente em

ξi − ξ = ϕi(ξ) − ξ = Miui e deste modo Mi|Xλ. Isso nos mostra que

Xλ ∈ L(Mi) ⊂ L(M1, . . . ,Mi). Sendo Xλ um monômio, deve ter a forma

Xλ = (M1)a1 · · · (Mi)
aiM com M um monômio em L e a1, . . . , ai ∈ N. Temos então

que λ ∈ Zd +
∑
λi≤λ

Zλi.

Se ϕ(cλX
λ) = cλX

λ, então como todos os monômios de ξ pertencem a L(M1, . . . ,Mg)

temos que existe um ı́ndice i tal que cλX
λ ∈ L(M1, . . . ,Mi)\L(M1, . . . ,Mi−1). Sendo

assim, Xλ = (M1)b1 · · · (Mi)
biM ′ com M ′ um monômio em L e b1, . . . , bi ∈ N, o que implica

λ ∈ Zd +
∑
λi≤λ

Zλi. Assim, temos o item (ii).

Pela Observação 2.16 temos que Mj /∈ L(M1, . . . ,Mj−1), isto é, Mj não pode ser da

forma Mj = (M1)d1 · · · (Mi)
diM ′′ com d1, . . . , di ∈ N e M ′′ um monômio em L, ou seja,

λj /∈ Zd +
∑
λi<λj

Zλj para j = 1, . . . , g. Assim, segue o item (iii).

Vamos assumir agora os três itens do lema e mostrar que ξ é um ramo quase ordinário.

Denotemos Xλi = Mi para i = 1, . . . , g. Consideremos as seguintes extensões,

L ⊂ L(M1) ⊂ L(M1,M2) ⊂ · · · ⊂ L(M1, . . . ,Mg) ⊂ Ln.

Essas inclusões são estritas pelo item (iii). Assim, temos as seguintes cadeias de

grupos,

Gal(Ln : Ln) ⊂ Gal(Ln : L(M1, ...,Mg)) ⊂ · · · ⊂ Gal(Ln : L(M1)) ⊂ Gal(Ln : L).

Para que ξ seja um ramo quase ordinário, primeiramente vamos mostrar que

ξi − ξ = Miui onde ξi = ϕi(ξ) é um conjugado de ξ, Mi um monômio e ui uma uni-

dade em C[[X
1
n ]] com i = 1, . . . , n (ξ1 = ξ) e ϕi ∈ Gal(Ln : L). Sejam {M1, . . . ,Mg} os

monômios distintos obtidos como anteriormente.

Pelo item (ii), se ϕ ∈ Gal(Ln : L(M1, . . . ,Mg)) então ϕ(ξ) − ξ = 0. Assim, basta

analizarmos os casos em que ϕ ∈ Gal(Ln : L)\Gal(Ln : L(M1)) e

ϕ ∈ Gal(Ln : L(M1, . . . ,Ml))\Gal(Ln : L(M1, . . . ,Ml+1)) com l = 1, . . . , g − 1.
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Se ϕ ∈ Gal(Ln : L)\Gal(Ln : L(M1)), então segue que na diferença ϕ(ξ) − ξ não há

nenhum monômio em L. Pelo item (ii) e o fato de M1|Mj com j = 1, . . . , g vem que

ϕ(ξ)− ξ = M1u1 onde u1(0) 6= 0 pois ϕ(M1) 6= M1.

Se ϕ ∈ Gal(Ln : L(M1, . . . ,Ml))\Gal(Ln : L(M1, . . . ,Ml+1)) com l = 1, . . . , g − 1,

então na diferença ϕ(ξ)− ξ não ocorrem os monômios M1, . . . ,Ml. Novamente pelo item

(ii) e o fato de Ml+1|Mj para j = l + 1, . . . , g segue que ϕ(ξ) − ξ = Ml+1ul+1 com

ul+1(0) 6= 0 pois ϕ(Ml+1) 6= Ml+1.

Para concluir que ξ é um ramo quase ordinário, vamos analizar o que ocorre com as

diferenças ξi−ξj com i, j = 1, . . . , n. Para isso, observemos que ξi−ξj = (ξ−ξj)−(ξ−ξi),

ou seja, cada diferença ξi − ξj é da forma Mαuα para algum α = 1, . . . , g.

Deste modo, se f ∈ C[[X1, . . . , Xd]][Y ] é o polinômio minimal de ξ, então

∆Y f =
∏

1≤i<j≤n

(ξi − ξj) = Xa1
1 · · ·X

ad
d u onde n = degY (f), a1, . . . , ad ∈ N e u(0) 6= 0

com u ∈ C[[X1, . . . , Xd]], ou seja, f é um polinômio quase ordinário e consequentemente

ξ é um ramo quase ordinário.

Observação 2.18. O Lema 2.17 permite obter os monômios e os expoentes caracteŕısticos

sem a necessidade de explicitar todas as ráızes de um polinômio

f(X1, . . . , Xd, Y ) ∈ C[[X1, . . . , Xd]][Y ] quase ordinário.

Vamos analizar o resultado anterior no caso de curvas planas.

De (2.5), dado um ramo (quase ordinário) plano ξ =
∑

biX
i
n
1 , temos que εj|i para

todo βj−1 ≤ bi < βj e disso segue que i ∈
j−1∑
k=0

Zβk e βj /∈
j−1∑
k=0

Zβk. Reciprocamente,

dada qualquer sequência crescente de naturais relativamente primos β0, . . . , βg, tais que

os inteiros definidos por εj = mdc(β0, . . . , βj) são estritamente decrescente, então existe

um ramo plano que admite β0, β1, . . . , βg como expoentes caracteŕısticos.

Observação 2.19. O Lema 2.17 nos dá um modo de escrever os termos de um ramo

quase ordinário ξ, a saber,

ξ = p0 + p1 + · · ·+ pg

onde p0 ∈ C[[X]] e para todo Xλ que ocorre em pi com coeficiente não nulo, temos λi ≤ λ

e λi+1 6≤ λ.

Observação 2.20. Qualquer truncamento ζk = p0 +p1 + · · ·+pk do ramo quase ordinário
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ξ = p0 + p1 + · · ·+ pg com k = 0, . . . , g− 1 também é um ramo quase ordinário pelo Lema

2.17.

Exemplo 2.21. Consideremos ξ ∈ C[[X
1
2
1 , X

1
2
2 ]] dado por ξ = X2 +X

3
2
2 +X

1
2
1 X

2
2 .

Temos os seguintes expoentes (0, 1), (0, 3
2
) e (1

2
, 2). Como (0, 1) ∈ Z2, (0, 3

2
) /∈ Z2 e

(1
2
, 2) /∈ Z2 + (0, 3

2
)Z, pelo Lema 2.17, temos λ1 = (0, 3

2
) < λ2 = (1

2
, 2). Assim, ξ é raiz de

uma hipersuperf́ıcie f(X1, X2, Y ) quase ordinária. Fazendo alguns cálculos obtemos que

ξ é raiz do polinômio quase ordinário irredut́ıvel

f(X1, X2, Y ) = ((Y −X2)2 −X3
2 −X1X

4
2 )2 − 4X1X

7
2

onde ∆Y f = 4096X2
1X

20
2 (X2

1X
2
2 − 2X1X2 + 1).

Definição 2.22. Dizemos que o ramo quase ordinário ξ tem variáveis bem ordenadas

se as g-uplas λi = (λ1i, . . . , λgi) das i-ésimas coordenadas dos expoentes caracteŕısticos

λ1, . . . , λg são ordenados por ≥lex, ou seja,

λi = (λ1i, . . . , λgi) ≥lex (λ1j, . . . , λgj) = λj para 1 ≤ i < j ≤ d.

As i-ésimas coordenadas dos expoentes caracteŕısticos λ1, . . . , λg podem ser visuali-

zadas como segue,

λ1 = (λ11, λ12, . . . , λ1d)

λ2 = (λ21, λ22, . . . , λ2d)
...

λg = (λg1, λg2, . . . , λgd)

↓ ↓ ↓

λ1 λ2 λd

Dado um ramo quase ordinário ξ, podemos renomear as variáveis X1, . . . , Xd de modo

a obter um ramo com variáveis bem ordenadas.

Exemplo 2.23. Pelo Exemplo 2.11, os expoentes caracteŕıstico de f dada no Exemplo

2.6 são λ1 = (0, 3
2
) e λ2 = (1

2
, 2). Temos então, λ2 = (3

2
, 2) ≥lex (0, 1

2
) = λ1, ou seja, as

variáveis não estão bem ordenadas. Fazendo a mudança de variáveis X1 7→ X2, X2 7→ X2

obtemos,

f(X1, X2, Y ) = Y 4 − 8X1Y
3 + (24X2

1 − 2X3
1 − 2X4

1X2)Y 2 + (−32X3
1 + 8X4

1 + 8X5
1X2)Y

+ 16X4
1 − 8X5

1 +X6
1 + 2X7

1X2 − 8X6
1X2 +X8

1X
2
2 − 4X7

1X2
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com variáveis bem ordenadas e ξ = 2X1 +X
3
2
1 +X2

1X
1
2
2 . Os expoentes caracteŕısticos agora

são λ1 = (3
2
, 0) e λ2 = (2, 1

2
).

Sejam ξ ∈ C[[X
1
n
1 , . . . , X

1
n
d ]] um ramo quase ordinário e λ1, . . . , λg seus expoentes carac-

teŕısticos. Vamos definir indutivamente os grupos abelianos Q = Q0 := Zd,

Qi := Qi−1 + Zλi para todo i = 1, 2, . . . , g e ni = ](Qi/Qi−1). Vamos mostrar que ni

é finito.

Temos que,

Qi

Qi−1

= {q +Qi−1 : q ∈ Qi} = {zλi +Qi−1 : z ∈ Z}.

Lembremos que z1λi + Qi−1 = z2λi + Qi−1 se, e somente se, λi(z1 − z2) ∈ Qi−1 =

Zd+λ1Z+ · · ·+λi−1Z. Mas λi ∈ (1/k)Zd+ para algum inteiro positivo k e, sendo assim, se

(z1 − z2) = lk com l ∈ Z então λi(z1 − z2) ∈ Zd ⊂ Qi−1. Como o conjunto das classes de

inteiros, módulo k, é finito, segue que, existem no máximo k classes distintas em Qi/Qi−1.

Portanto, ni é finito.

No que segue denotaremos ej−1 = nj · · ·ng para j = 1, . . . , g e n0 = 1.

Observação 2.24. Os inteiros ej e nj são os graus das extensões de corpos,

ej := [L(ξ) : L(M1, . . . ,Mj)] para j=1,. . . ,g

nj := [L(M1, . . . ,Mj) : L(M1, . . . ,Mj−1)] para j=2,. . . ,g

e n1 = [L(M1) : L].

De fato, considere a extensão [L(M1, . . . ,Mj) : L(M1, . . . ,Mj−1)]. O grau desta ex-

tensão é o grau do polinômio minimal de Mj sobre L(M1, . . . ,Mj−1). Por definição,

nj = ](Qj/Qj−1) é o menor inteiro tal que njλj ∈ Qj−1. Deste modo, o polinômio

Y nj−Mnj
j é o polinômio minimal de Mj sobre L(M1, . . . ,Mj−1) e assim, [L(M1, . . . ,Mj) :

L(M1, . . . ,Mj−1)] = nj para j = 1, . . . , g. Além disso,

ej = nj+1 · · ·ng = [L(M1, . . . ,Mj+1) : L(M1, . . . ,Mj)] · · · [L(ξ) : L(M1, . . . ,Mg−1)]

= [L(ξ) : L(M1, . . . ,Mj)]

lembrando que L(ξ) = L(M1, . . . ,Mg).
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Definamos os vetores γ1, . . . , γg ∈ Qd
+ por,

γ1 = λ1;

γi = ni−1γi−1 + λi − λi−1 para todo i = 2, . . . , g; (2.6)

γg+1 := ∞.

Notemos que λi com i = 1, . . . , g possui n como denominador comum. Desse modo,

podemos definir também,

γ̄1 = nλ1 = nγ1;

γ̄i = ni−1γ̄i−1 + nλj − nλj−1 para i = 1, . . . , g; (2.7)

γ̄g+1 = ∞.

Observe que γ̄1, . . . , γ̄g ∈ N.

De (2.7) podemos escrever,

γ̄k+1 = n(nk · · ·n2(n1 − 1)λ1 + nk · · ·n3(n2 − 1)λ2 + · · ·+ (nk − 1)λk + λk+1)(2.8)

= n1 · · ·nk+1((e0 − e1)λ1 + (e1 − e2)λ2 + · · ·+ (ek−1 − ek)λk + ekλk+1).

Podemos observar, por (2.6), que γk+1 pode ser escrito da seguinte forma,

γk+1 = nk · · ·n2(n1 − 1)λ1 + nk · · ·n3(n2 − 1)λ2 + · · ·+ (nk − 1)λk + λk+1 (2.9)

para k = 1, . . . , g. Também dessa relação, conclúımos que γk+1 ∈ Qk+1.

Lema 2.25. Todo elemento h de Qj pode ser escrito de uma forma única como γ+ i0γ1 +

· · ·+ij−1γj, onde γ ∈ Q0 e 0 ≤ ik ≤ nk+1−1 para todo k = 0, . . . , g−1 e todo j = 0, . . . , g.

Demonstração. Por definição ni = ](Qi/Qi−1), desse modo como γk ∈ Qk temos que

nkγk ∈ Qk−1 para todo k = 1, . . . , g.

Mostraremos por indução sobre j que os elementos de Qj podem ser escritos como

descrito no enunciado. Inicialmente lembremos que temos as seguintes inclusões

Zd = Q0 ⊂ Q1 ⊂ · · · ⊂ Qg−1 ⊂ Qg.
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Para k = 0, isto é, para h ∈ Q0 o resultado é imediato. Vamos supor o resultado válido

para k e consideremos h ∈ Qk+1 = Qk + Zλk+1. Assim, h é da forma h = mk + αλk+1

com mk ∈ Qk e α ∈ Z. Por (2.6), podemos escrever

h = mk + α(γk+1 − nkγk + λk) = mk + αγk+1 − αnkγk + αλk.

Observemos que αλk ∈ Qk e αnkγk ∈ Qk−1 ⊂ Qk. Dessa forma, h pode ser escrito na

forma h = m′k + αγk+1 com m′k ∈ Qk. Usando o algoritmo da divisão, podemos escrever

α = qnk+1 + ik com q ∈ Z e 0 ≤ ik ≤ nk+1 − 1. Desse modo, h tem a forma

h = m′k + (qnk+1 + ik)γk+1 = m′k + qnk+1γk+1 + ikγk+1.

Notemos que qnk+1γk+1 ∈ Qk. Segue assim, que h = m′′k + ikγk+1 com m′′k ∈ Qk e

0 ≤ ik ≤ nk+1−1. Por hipótese de indução podemos escrever m′′k = γ+ i0γ1 + · · ·+ ik−1γk,

segue que,

h = γ + i0γ1 + · · ·+ ik−1γk + ikγk+1

onde γ ∈ Q0 e 0 ≤ ij ≤ nj+1 − 1 para todo j = 0, . . . k.

Resta mostrarmos a unicidade. Observemos inicialmente que,

ni = min{k ∈ N∗; kλi ∈ Qi−1} = min{k ∈ N∗; kγi ∈ Qi−1} (2.10)

para i = 1, . . . , g.

De fato, por (2.9), temos que,

niγi = ni · · ·n2(n1 − 1)λ1 + ni · · ·n3(n2 − 1)λ2 + · · ·+ ni(ni−1 − 1)λi−1 + niλi.

Como λ1, . . . , λi−1 ∈ Qi e nk é o menor natural não nulo tal que niλi ∈ Qi−1, segue

que ni = min{k ∈ N∗; kγi ∈ Qi−1}.

Suponhamos que γ + i0γ1 + · · · + ij−1γj = β + l0γ1 + · · · + lj−1γj. Se (i0, . . . , ij−1) =

(l0, . . . , lj−1) devemos ter γ = β. Assim, vamos supor que γ + i0γ1 + · · · + ij−1γj =

β + l0γ1 + · · ·+ lj−1γj mas (i0, . . . , ij−1) 6= (l0, . . . , lj−1). Definamos p = max{ k; ik 6= lk}.

Então p ≤ j − 1 e

(ip − lp)γp+1 = (γ − β) +

p−1∑
k=0

(lk − ik)γk+1 ∈ Qp.

Mas, 0 < |ip − lp| ≤ np+1 − 1, o que contradiz o fato de np+1 = min{k ∈ N∗; kγp+1 ∈

Qp}.
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2.4 Lema de Inversão

Nesta seção motraremos que, apesar de não ser tão evidente, qualquer hipersuperf́ıcie

quase ordinária admite como raiz um ramo quase ordinário normalizado, no sentido

abaixo:

Definição 2.26. Um ramo quase ordinário ξ =
∑
cλX

λ é normalizado se:

(i) cλ 6= 0 então λ ≥ λ1, isto é, ξ = cλ1X
λ1H com H ∈ C[[X

1
n
1 , . . . , X

1
n
d ]] e H(0) 6= 0.

(ii) ξ tem variáveis bem ordenadas.

(iii) Se λ1 = (λ11, 0, . . . , 0), então λ11 > 1.

A condições (i) e (ii) são facilmente conseguidas por meio de mudança de coordenadas.

De fato, vimos como proceder para obter (ii). Agora se existe
∑
bλX

λ em ξ com bλ 6= 0

e λ < λ1 então, considerando a mudança de coordenadas Xi 7→ Xi e Y 7→ Y +
∑
cλX

λ,

temos um ramo satisfazendo o item (i) da definição acima.

Exemplo 2.27. No Exemplo 2.23, o ramo ξ = 2X1 + X
3
2
1 + X2

1X
1
2
2 não é normalizado

pois não satisfaz a condição (i) da Definição 2.26. Efetuando a mudança de variáveis

X1 7→ X1, X2 7→ X2, Y 7→ Y + 2X1, obtemos

f(X1, X2, Y ) = Y 4 + (−2X4
1X2 − 2X3

1 )Y 2 − 2X7
1X2 +X6

1 +X8
1X

2
2

e ξ = X
3
2
1 +X2

1X
1
2
2 .

A condição (iii), apesar de não ser evidente, não é restritiva como indica o lema a

seguir.

Lema 2.28. (Lema de Inversão) Se uma hipersuperf́ıcie quase ordinária em Cd+1 possui

uma raiz ξ = X
k
r1
1 H(X

1
r1
1 , . . . , X

1
rd
d ) com H(0) 6= 0, então também possui uma raiz da

forma τ = Y
r1
k H ′(Y

1
k , X

1
r2
2 , . . . , X

1
rd
d ) com H ′(0) 6= 0.

Demonstração. Seja f ∈ C[[X1, . . . , Xd]][Y ] o polinômio minimal de ξ. Os conjugados

de ξ sobre C[[X1, . . . , Xd]] são da forma ξi = X
k
r1
1 Hi(X

1
r1
1 , . . . , X

1
rd
d ) com Hi(0) 6= 0,

i = 1, 2, . . . , n onde n = degY f . Assim,
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f(X1, . . . , Xd, Y ) =
n∏
i=1

(
Y −X

k
r1
1 Hi(X

1
r1
1 , . . . , X

1
rd
d )

)

e f(X1, 0, . . . , 0) = X
kn
r1

1 ε1, onde kn
r1

é um inteiro positivo e ε1 ∈ C[[X1]] é uma unidade.

Pelo Teorema de Preparação de Weierstrass, existe um polinômio de Weierstrass irre-

dut́ıvel h ∈ C[[X2, . . . , Xd, Y ]][X1] de grau kn
r1

e uma unidade ε2 ∈ C[[X1, . . . , Xd, Y ]], tal

que ε2f = h.

O ramo quase ordinário ξ é da forma ξ = X
k
r1
1 F k(X

1
r1
1 , . . . , X

1
rd
d ) para uma série

F ∈ C[[X1, . . . , Xd]] tal que F k = H. A série W − X1F ∈ C[[X1, . . . , Xd,W ]] possui

ordem um em X1, pois temos F k(0) = H(0) 6= 0 que implica em F (0) 6= 0 visto que

C[[X1, . . . , Xd]] é um domı́nio de integridade. Portanto, pelo Teorema de Preparação de

Weierstrass, existe uma unidade ε3 ∈ C[[X1, . . . , Xd,W ]] tal que,

ε3(W −X1F ) = X1 + P (X2, . . . , Xd,W ).

Notemos que, fazendo W = 0 na igualdade acima temos

−X1ε3F = X1 + P (X2, . . . , Xd, 0),

isto é, o segundo membro desta última igualdade deve ser múltiplo de X1, que só é posśıvel

se tivermos P (X2, . . . , Xd, 0) = 0. Logo, todos os termos de P são múltiplos de W . Sendo

assim, podemos escrever,

ε3(W −X1F ) = X1 −WG

com G ∈ C[[X2, . . . , Xd,W ]] uma unidade tal que ε3(0, X2, . . . , Xd,W ) = −G.

Substituamos Xi por X
1
ri
i , para i = 1, . . . , d, W por Y

1
k e denotemos por O o anel

C[[X
1
r1
1 , . . . , X

1
rd
d , Y

1
k ]].

As séries Y
1
k−X

1
r1
1 F (X

1
r1
1 , . . . , X

1
rd
d ) eX

1
r1
1 −Y

1
kG(Y

1
k , X

1
r2
2 , . . . , X

1
rd
d ) definem o mesmo

ideal I em O. Desse modo, temos os isomorfismos de C-álgebras:

C[[X
1
r1
1 , . . . , X

1
rd
d ]] ' O/I → O/I ' C[[Y

1
k , X

1
r2
2 , . . . , X

1
rd
d ]] (2.11)

Para o primeiro isomorfismo, defina o seguinte homomorfismo,

ϕ : O → C[[X
1
r1
1 , . . . , X

1
rd
d ]]

X
1
ri
i 7→ X

1
ri
i (2.12)

Y
1
k 7→ X

1
r1
1 F (X

1
r1
1 , . . . , X

1
rd
d )
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Notemos que ϕ é sobrejetor. Mostraremos que Ker(ϕ) = 〈Y 1
k−X

1
r1
1 F (X

1
r1
1 , . . . , X

1
rd
d )〉.

Claramente temos 〈Y 1
k − X

1
r1
1 F (X

1
r1
1 , . . . , X

1
rd
d )〉 ⊂ Ker(ϕ). Observemos que

C[[X1, . . . , Xd, Y ]] ' C[[X
1
r1
1 , . . . , X

1
rd
d , Y

1
k ]] por meio do isomorfismo dado por Xi 7→ X

1
ri
i

e Y 7→ Y
1
k .

Consideremos h, Y −X1F (X1, . . . , Xd) ∈ C[[X1, . . . , Xd, Y ]]. Pelo Teorema da Divisão

de Weierstrass temos que existem únicos q ∈ C[[X1, . . . , Xd, Y ]] e r ∈ C[[X1, . . . , Xd]] tais

que h = q(Y−X1F (X1, . . . , Xd))+r. Assim, podemos escrever todo h(X
1
r1
1 , . . . , X

1
rd
d , Y

1
k ) ∈

O da forma,

h(X
1
r1
1 , . . . , X

1
rd
d , Y

1
k ) = q(X

1
r1
1 , . . . , X

1
rd
d , Y

1
k )[Y

1
k−X

1
r1
1 F (X

1
r1
1 , . . . , X

1
rd
d )]+r(X

1
r1
1 , . . . , X

1
rd
d ).

Se h(X
1
r1
1 , . . . , X

1
rd
d , Y

1
k ) ∈ Ker(ϕ), então temos que r = 0. Logo Ker(ϕ) ⊂

〈Y 1
k −X

1
r1
1 F (X

1
r1
1 , . . . , X

1
rd
d )〉 e desse modo, Ker(ϕ) = 〈Y 1

k −X
1
r1
1 F (X

1
r1
1 , . . . , X

1
rd
d )〉. Por-

tanto, O/I ' C[[X
1
r1
1 , . . . , X

1
rd
d ]].

Para mostrar o segundo isomorfismo, basta considerar o homomorfismo,

ϕ′ : O → C[[Y
1
k , X

1
r2
2 , . . . , X

1
rd
d ]]

X
1
ri
i 7→ X

1
ri
i i 6= 1

Y
1
k 7→ Y

1
k (2.13)

X
1
r1
1 7→ Y

1
kG(Y

1
k , X

1
r2
2 , . . . , X

1
rd
d )

e proceder analogamente como no isomorfismo anterior.

A imagem inversa da classe de Y sob o isomorfismo (2.11) é igual a ξ e a imagem da

classe de X1 é igual a τ := Y
r1
k Gr1(Y

1
k , X

1
r2
2 , . . . , X

1
rd
d ). Assim, a imagem pelo isomorfismo

(2.11) de h(X1, . . . , Xd, ξ) é igual a h(τ,X2, . . . , Xd, Y ), portanto a série τ é uma raiz de

h e consequentemente de f .

Para concluir basta mostrarmos que ∆X1(h) = Y aXa1
2 · · ·X

ad
d ε com ε uma unidade

em C[[X2, . . . , Xd, Y ]].

A inclusão C[[Y,X2, . . . , Xd]] ⊂ C[[Y
1
k , X

1
r2
2 , . . . , X

1
rd
d ]] induz uma extensão de Ga-

lois finita dos seus respectivos corpos de frações. Como o polinômio h é irredut́ıvel sobre

C[[Y,X2, . . . , Xd]] e tem raiz τ ∈ C[[Y
1
k , X

1
r2
2 , . . . , X

1
rd
d ]], ele se fatora em

C[[Y
1
k , X

1
r2
2 , . . . , X

1
rd
d ]]. Portanto, todas as outras ráızes são obtidas pela ação das ráızes

da unidade sobre as variáveis. O discriminante do polinômio h com respeito à X1 é igual
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a ∆X1(h) =
∏ ∂h

∂X1

(τs) onde τs percorre as ráızes de h. Assim, é suficiente mostrarmos

que
∂h

∂X1

(τ) é da forma Y
a1
k X

a2
r2

2 · · ·X
ad
rd
d ε4 para uma unidade ε4 ∈ O/I e inteiros não

negativos a1, . . . , ad.

Quando diferenciamos h(τ,X2, ..., Xd, Y ) = 0, com respeito a indeterminada Y
1
k obte-

mos,

∂h

∂X1

(τ,X2, . . . , Xd, Y )
∂τ

∂Y
1
k

+ kY
k−1
k
∂h

∂Y
(τ,X2, . . . , Xd, Y ) = 0 (2.14)

onde
∂τ

∂Y
1
k

é da forma Y
r1−1
k ε5, para uma unidade ε5 ∈ O/I.

Como
∂h

∂Y
= f

∂ε2

∂Y
+ ε2

∂f

∂Y
e o polinômio f é quase ordinário, a imagem inversa de

∂h

∂Y
(τ,X2, . . . , Xd, Y ) pelo isomorfismo (2.11) é da forma,

(
f
∂ε2

∂Y
+ ε2

∂f

∂Y

)
(X1, . . . , Xd, ξ) =

(
ε2
∂f

∂Y

)
(X1, . . . , Xd, ξ) = X

b1
r1
1 · · ·X

bd
rd
d ε6

para uma unidade ε6 ∈ O/I. Portanto, hY (τ,X2, . . . , Xd, Y ) é da forma Y
b1
k X

b2
r2
2 · · ·X

bd
rd
d ε7,

para uma unidade ε7 ∈ O/I e inteiros não negativos b1, . . . , bd. Pela igualdade (2.14),

temos
∂h

∂X1

(τ,X2, . . . , Xd, Y ) = Y
k−r1
k
∂h

∂Y
(τ,X2, . . . , Xd, Y )ε8

para uma unidade ε8 ∈ O/I.



Caṕıtulo 3

Semigrupo de uma Hipersuperf́ıcie

Quase Ordinária

Neste caṕıtulo apresentaremos o semigrupo associado a uma hipersuperf́ıcie quase or-

dinária. Do mesmo modo que para curvas planas, tal semigrupo é um invariante topológico

completo no caso de germes anaĺıticos (veja [L] e [Ga]).

No caso plano, para obtermos o semigrupo associado a uma curva plana, usamos

a valoração associada a f , ou seja, vf (h) = multT (h(T n, φ(T ))) com h ∈ C[[X1]]\(f) e

(T n, φ(T )) uma parametrização de f , ou equivalentemente, calculamos n·multX1(h(X1, ξ))

com ξ ∈ C[[X
1
n
1 ]] uma raiz de f . Isto é o mesmo que calcular o expoente dominante de

h(T n, φ(T )). Já no caso de hipersuperf́ıcies, nem sempre um ramo quase ordinário possui

expoente dominante e, por esse fato, usaremos o Poliedro de Newton.

3.1 Poliedro de Newton

Definição 3.1. Seja η =
∑
cαX

α ∈ C[[X
1
n
1 , . . . , X

1
n
d ]]. Se η pode ser escrito na forma

η = Xmu(X) com m ∈ Qd
+ e u ∈ C[[X

1
n
1 , . . . , X

1
n
d ]], u(0) 6= 0, dizemos que η possui

expoente dominante m e denotamos este expoente por vX(η) = m.

Definição 3.2. Seja η =
∑
cαX

α ∈ C[[X
1
n
1 , . . . , X

1
n
d ]]. Definimos o poliedro de Newton

NX(η) de η como sendo Supp(η) + Rd
+, ou seja, o fecho convexo em Rd do conjunto

Supp(η) + Rd
+ onde Supp(η) = {α ∈ Qd; cα 6= 0} é o suporte de η. Os vértices de

Supp(η) + Rd
+ são chamados de vértices do poliedro de Newton .

Exemplo 3.3. O poliedro de Newton de

η = X
1
2
1 X

3
2 +X

3
2
1 X

3
2
2 +X3

1X
1
2 ∈ C[[X

1
2
1 , X

1
2
2 ]]
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é

6

-

r
(1

2
, 3)

r
(3

2
, 3

2
) r

(3, 1)

J
J
J
J
JPPPPP

com Supp(η) = {(3
2
, 3), (3

2
, 3

2
), (3, 1)}.

Se η possui expoente dominante, então NX(η) = vX(η)+Rd
+, o que sugere que poliedro

de Newton é uma generalização de expoente dominante.

3.2 Semirráızes

Como antes, vamos denotar o conjunto de todas as ráızes de f por Z(f) e γ1, . . . , γg+1 os

vetores dados em (2.6).

Definição 3.4. Sejam ξ ∈ Z(f) e k ∈ {0, . . . , g}. Um polinômio mônico fk ∈ C[[X]][Y ]

é chamado uma k-semirraiz de f se degY (fk) = n0n1 · · ·nk e fk possui um expoente

dominante vX(fk(ξ)) = γk+1 onde fk(ξ) = fk(X, ξ). Uma (g+1)-upla (f0, . . . , fg) tal que,

para todo k ∈ {0, . . . , g}, fk é uma k-semirraiz de f , é chamado um sistema completo de

semirráızes para f . Observemos que podemos tomar f como sendo a g-ésima semirraiz

de f .

Notemos que as semirráızes de f não dependem da escolha de ξ.

Sempre existe um sistema completo de semirráızes para f . Os polinômios minimais

de truncamentos adequados de ξ formam um sistema completo de semirráızes para f .

Introduziremos agora algumas definições e resultados para provarmos essa afirmação.

Definição 3.5. Sejam f, h ∈ C[[X]][Y ] de graus positivos. Dizemos que f e h são com-

paráveis se o discriminante de fh com respeito a variável Y é da forma

∆Y (fh) = Xλε com λ ∈ Nd e ε unidade em C[[X]].
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Se f e h são comparáveis, o produto fh é uma hipersuperf́ıcie quase ordinária e,

então, dadas ξ ∈ Z(f) e τ ∈ Z(h) quaisquer, a diferença entre ξ e τ é da forma Xδε com

ε ∈ C[[X
1
n ]] unidade e δ ∈ ( 1

n
)Nd. Pela Proposição 2.12 o conjunto

{δ; ξ − τ = Xδε, δ ∈ (
1

n
)Nd, ε ∈ C[[X

1
n ]] unidade}

é totalmente ordenado. Assim, temos a seguinte definição:

Definição 3.6. Sejam f e h polinômios comparáveis pertencentes a C[[X]][Y ]. Dizemos

que f e h tem ordem de coincidência α ∈ ( 1
n
)N se α é o maior expoente, com respeito a

ordem <, do conjunto {δ; ξ − τ = Xδu(X
1
n ), com u unidade, f(ξ) = h(τ) = 0}.

Observação 3.7. Sejam f, h dois polinômios em C[[X]][Y ] com deg(f) = n e deg(h) =

m. De (2.3) temos,

NX(RY (f, h)) = NX

(
n∏
i=1

h(ξi)

)
= deg(f)NX(h(ξi))

e

NX(RY (f, h)) = NX

(
m∏
j=1

f(τj)

)
= deg(q)NX(f(τj))

onde ξi, com i = 1, . . . , n, são as ráızes de f e τj, com j = 1, . . . ,m, são as ráızes de h.

Proposição 3.8. Sejam f, h ∈ C[[X]][Y ] dois polinômios quase ordinários irredut́ıveis

com ordem de coincidência α tais que deg(f) = n, λj, com j = 1, . . . , g, são os expoentes

caracteŕısticos de ξ ∈ Z(f) e i = max{j;λj < α}. Então RY (f, h) = Xβu(X) com

u(X) ∈ C[[X]] unidade e β = deg(h)((e0− e1)λ1 + (e1− e2)λ2 + · · ·+ (ei−1− ei)λi + eiα).

Demonstração. Por hipótese, f tem ordem de coincidência α com h. Sendo assim,

considerando τ ∈ Z(h), podemos tomar ξ ∈ Z(f), tal que ξ − τ = Xαu1(X
1
n ) com

u1(X
1
n ) ∈ C[[X

1
n ]] unidade. Notemos que, se existem expoentes caracteŕısticos de τ que

sejam menores que α, eles são iguais a λk com 1 ≤ k ≤ i. As ráızes de f que verificam a

propriedade ξ−τ = Xαu1(X
1
n ) são obtidas de ξ pela ação do grupo de Galois da extensão

L(Xλ1 , . . . , Xλi) ⊂ L(ξ). Assim,

]{ráızes de f tais que ξ − τ = Xα(unid.)} = [L(ξ) : L(Xλ1 , . . . , Xλi)] = ei (3.1)

Pela diferença ξ − τ = Xαu1(X
1
n ), vem que os expoentes caracteŕısticos de ξ que são

menores que α, de alguma forma aparecem em τ podendo não serem expoentes carac-

teŕısticos de τ . Com isso,

]{ráızes de f tais que ξ − τ = Xλk(unid.)} = ek−1 − ek para k = 1, . . . , i. (3.2)
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Consideremos ξl as ráızes de f para l = 1, . . . , n. Escrevendo f(X, Y ) =
n∏
l=1

(Y − ξi),

temos que f(X, τ) =
n∏
l=1

(τ − ξi). Agora, por (3.1) e (3.2) segue que f(X, τ) = Xβ′u2(X
1
n )

com u2(X
1
n ) unidade em C[[X]] e

β′ = (e0 − e1)λ1 + (e1 − e2)λ2 + · · ·+ (ei−1 − ei)λi + eiα.

Assim, pela Observação 3.7 segue que RY (f, h) = Xβu3(X), u3(X) ∈ C[[X]] unidade,

com

β = deg(h)((e0 − e1)λ1 + (e1 − e2)λ2 + · · ·+ (ei−1 − ei)λi + eiα).

Portanto, temos o resultado.

Proposição 3.9. Sejam f ∈ C[[X]][Y ] uma hipersuperf́ıcie quase ordinária irredut́ıvel de

grau n com ráızes ξk, k = 1, . . . , n, expoentes caracteŕısticos λj para j = 1, . . . , g e q ∈

C[[X]][Y ] um polinômio quase ordinário irredut́ıvel de grau n0n1 . . . nj para 0 ≤ j ≤ g−1.

As seguintes afirmações são equivalentes:

(1) O polinômio q tem ordem de coincidência λj+1 com f .

(2) RY (f, q) = X γ̄j+1εj para uma unidade εj ∈ C[[X]].

(3) q(ξk) = Xγj+1εj para uma unidade εj ∈ C[[X
1
n ]] e k = 1, . . . , g.

Demonstração. Primeiramente mostraremos o resultado para j = 0. Assim, q tem grau

n0 = 1 e é da forma q(Y ) = Y − Xδu1(X) com u1(X) unidade em C[[X]] e δ ∈ Nd já

que q é quase ordinário. Vamos assumir (1), ou seja, que q tem ordem de coincidência λ1

com f . Seja ξk uma raiz de f tal que ξk − Xδu1(X) = Xλ1u2(X
1
n ) onde u2(X

1
n ) é uma

unidade em C[[X
1
n ]]. Como os elementos do grupo de Galois da extensão L ⊂ L(ξ) fixam

os elementos de C[[X]], segue que ξk −Xδu1(X) = Xλ1u′k(X
1
n ) para todo k = 1, . . . , g e

u′k(X
1
n ) unidade em C[[X

1
n ]]. Temos então,

RY (f, q) =
n∏
k=1

q(ξk) =
n∏
k=1

(ξk −Xδu1(X)) = Xnλ1u′′(X) = X γ̄1u′′(X)

onde u′′(X) ∈ C[[X]] unidade. Segue assim, o item (2).
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Vamos assumir o item (2). Pela igualdade anterior, temos que NX(RY (f, q)) =

nNX(q(ξk)) para um k qualquer. Por hipótese, o vértice de NX(RY (f, q)) é γ̄1 e, sendo as-

sim, o vértice deNX(q(ξk)) é λ1 = γ1. Logo, q(ξk) = Xγ1ε1 para uma unidade ε1 ∈ C[[X
1
n ]]

e todo k = 1, . . . , n. Portanto, temos o item (3).

Supondo (3), isto é, q(ξk) = ξk−Xδu1(X) = Xγ1ε1 para todo k = 1, . . . , n, temos pela

definição de ordem de coincidência, o item (1).

Suponhamos agora que q é um polinômio quase ordinário irredut́ıvel de grau maior ou

igual a 1 comparável com f e tendo ordem de coincidência α.

Vamos mostrar que (2) é equivalente a (3). Se RY (f, q) = X γ̄j+1εj com εj unidade

em C[[X]], temos que NX(RY (f, q)) tem vértice γ̄j+1. Da Observação 3.7, vem que

NX(RY (f, q)) = nNX(q(ξk)) e assim, NX(q(ξk)) tem como vértice ( 1
n
)γ̄j+1 = γj+1. Logo,

q(ξk) = Xγj+1εj com εj ∈ C[[X
1
n ]] e k = 1, . . . , n. Reciprocamente, se q(ξk) = Xγj+1εj,

da Observação 3.7, segue que NX(RY (f, q)) tem como vértice nγj+1 = γ̄j+1 e portanto

RY (f, q) = X γ̄j+1εj, com εj ∈ C[[X]] unidade. Assim, (2) é equivalente a (3).

Mostraremos agora que (1) é equivalente a (2).

Inicialmente consideremos o caso em que existe i = max{j;λj < α}. Consideremos τ

uma raiz qualquer do polinômio q. Tomemos uma raiz ξk de f tal que ξk−τ = Xαu3(X
1
n )

com u3(X
1
n ) ∈ C[[X

1
n ]] unidade. Pela Proposição 3.8 RY (f, q) = Xβu3(X) com u3(X) ∈

C[[X]] unidade e

β = n0n1 . . . nj((e0 − e1)λ1 + (e1 − e2)λ2 + · · ·+ (ei−1 − ei)λi + eiα). (3.3)

Assumindo (1), ou seja, se α = λj+1, então temos que i = j e γ = γ̄j+1 por (2.8).

Reciprocamente, assumir (2) é o mesmo que dizer que β = γ̄j+1. Se mostarmos que

i = j vamos ter α = λj+1. Suponha 1 ≤ i < j. De (2.8) e (3.3) vem que,

eiλj+1 < ejλj+1 < (ei − ei+1)λi+1 + · · ·+ (ej+1 − ej)λj + ej = eiα,

ou seja, λj+1 < α. Isso implica que λj é menor que α e é também um expoente ca-

racteŕıstico de τ , uma contradição. Se j < i, obtemos de (2.8) e (3.3) que β > γ̄j+1.

Se tivermos ainda α menor ou igual a qualquer expoente caracteŕıstico de τ , em

particular temos α ≤ λ1, onde λ1 é o primeiro expoente caracteŕıtico de ξ. Desse modo,

por (3.3) temos β = deg(q) · e0 · α. Assim,

deg(q) · e0 · α = β = γ̄j+1 = deg(q)((e0 − e1)λ1 + · · ·+ (ej−1 − ej)λj) + ejλj+1



3.2 Semirráızes 43

o que implica em

e0λ1 ≥ e0α = e0λ1 + e1(λ2 − λ1) + · · ·+ ej−1(λj − λj−1) + ej(λj+1 − λj),

ou seja,

0 ≥ e1(λ2 − λ1) + · · ·+ ej−1(λj − λj−1) + ej(λj+1 − λj)

que é um absurdo.

Portanto, β = γ̄j+1 implica que i = j e α = λj+1. Conclúımos assim a demonstração.

Observação 3.10. O expoente δ do discriminante de f , ∆Y f = Xδε com ε unidade em

C[[X1, . . . , Xd]] é dado por δ =

g∑
k=1

(ek−1 − ek)λk. Esse fato segue usando (3.2) para as

ráızes de f e a relação dada em (2.4).

Com esses resultados, podemos mostrar que os polinômios minimais de truncamentos

adequados de ξ raiz de f formam um sistema completo de semirráızes para f . De fato,

vamos considerar ζk = p0 + p1 + · · · + pk os truncamentos de ξ = p0 + p1 + · · · + pg para

k = 0, . . . , g − 1. Para k = 0, basta tomar f0 = Y − p0, pois degY (f0) = n0 = 1 e

f0(ξ) = Xγ1u(X
1
n ) com u(X

1
n ) unidade em C[[X

1
n ]]. Consideremos agora 0 < k ≤ g − 1.

Desse modo, chamando fk o polinômio minimal de ζk sobre L, temos pela Observação

2.24 que fk é irredut́ıvel quase ordinário e degY (fk) = n0n1 · · ·nk. Vamos mostrar que f

tem ordem de coincidência λk+1 com fk. Consideremos o conjunto

A = {α; ξi − ζ(j)
k = Xαu(X

1
n ), u unidade em C[[X

1
n ]]}

onde ξi são as ráızes de f para i = 1, . . . , n e ζ
(j)
k são as ráızes de fk para

j = 1, . . . , n0n1 · · ·nk. Sendo assim, o maior elemento, com respeito a ordem <, do

conjunto A é λk+1 e, pela Proposião 3.9, segue que fk(ξ) = Xγk+1εk com εk unidade em

C[[X
1
n ]]. Portanto, os polinômios minimais dos truncamentos ζk com k = 0, . . . , g − 1

formam um sistema completo de semirráızes para f .

Antes de enunciarmos o próximo resultado, faremos uma observação.

Observação 3.11. Sejam K um corpo e f, h ∈ K[Y ] com deg(f) ≥ deg(h). Efetuando a

divisão de f por h e dos sucessivos quocientes até obtermos um quociente de grau menor
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que o grau de h, obtemos

f = q1h+ r0, deg(r0) < deg(h)

q1 = q2h+ r1, deg(r1) < deg(h)

...

qp−1 = rph+ rp−1, deg(rp−1), deg(rp) < deg(h).

Desse modo, podemos escrever f na forma,

f = rph
p + rp−1h

p−1 + rp−2h
p−2 + · · ·+ r1h+ r0 =

p∑
i=0

rih
i.

Notemos que cada ri tem grau menor que o grau de h.

Os termos dessa soma possuem graus dois a dois distintos. De fato, sejam α, β ∈

{0, . . . , p} com α 6= β e rα 6= 0 6= rβ. Sem perda de generalidade suponhamos que α > β e

deg(rαh
α) = deg(rβh

β). Desse modo, obtemos deg(rα)+αdeg(h) = deg(rβ)+βdeg(h), ou

ainda, deg(rα) + (α−β)deg(h) = deg(rβ), o que é um absurdo, pois essa última igualdade

implica em deg(rβ) ≥ deg(h), visto que α − β > 0. Portanto, os graus dos termos da

expansão de f em relação a h são todos distintos.

Lema 3.12. Sejam f ∈ C[[X]][Y ] uma hipersuperf́ıcie quase ordinária com n = degY (f)

e f0, . . . , fg ∈ C[[X]][Y ] com deg(fi) = n0n1 · · ·ni para todo i ∈ {0, . . . , g}. Qualquer h ∈

C[[X]][Y ] pode ser escrito de modo único como uma soma finita h =
∑

ci0...igf
i0
0 · · · f igg

com ci0...ig ∈ C[[X]], onde as (g+ 1)-uplas (i0, . . . , ig) ∈ Ng+1 verificam 0 ≤ ik ≤ nk+1− 1,

para todo k ∈ {0, . . . , g − 1} e ig ≤
[
degY (h)

n

]
.

Demonstração. Façamos a divisão euclidiana de h por fg e os sucessivos quocientes por

fg até obtermos um quociente de grau em Y menor que degY (fg).

Assim, podemos escrever,

h = rpf
p
g + r(p−1)f

p−1
g + r(p−2)f

p−2
g + · · ·+ r1fg + r0 =

p∑
i=0

rigf
ig
g

onde deg(rig) < deg(fg) = n. Pela Observação 3.11 segue que degY (h) ≥ ign, ou seja,

ig ≤
[
degY (h)

n

]
.

Repetindo o processo para cada rig , ou seja, dividindo rig por fg−1 e seus sucessi-

vos quocientes até que tenhamos um quociente de grau menor que degY (rig), podemos
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escrever,

rig = r
(ig)
l f lg−1 + r

(ig)
l−1f

l−1
g−1 + r

(ig)
l−2f

l−2
g−1 + · · ·+ r

(ig)
1 fg−1 + r

(ig)
0 .

Já vimos que degY (rig) < n, então devemos ter h =
∑

cig−1igf
ig−1

g−1 f
ig
g com 0 ≤ ig−1 ≤

ng − 1 e degY (cig−1ig) < deg(fg−1) = n0n1 · · ·ng−1.

Prosseguindo deste modo, dividindo em cada passo cik...ig por fk−1 obtemos h =∑
ci0...igf

i0
0 · · · f igg com ci0...ig ∈ C[[X]] e 0 ≤ ik ≤ nk+1 − 1 para k ∈ {0, . . . , g − 1}.

A unicidade da representação vem da observação de que os graus em Y dos termos

ci0...igf
i0
0 · · · f

ig
g são dois a dois distintos. De fato, suponha que existam (i0, . . . , ig) 6=

(j0, . . . , jg) e degY (ci0...igf
i0
0 · · · f

ig
g ) = degY (cj0...jgf

j0
0 · · · f

jg
g ). Então existe s ∈ {0, . . . , g}

tal que ik = jk para todo k > s e is 6= js. Vamos supor, sem perda de generalidade que

is > js. Assim,

i0n0 + i1n0n1 + · · ·+ ign0 · · ·ng = j0n0 + j1n0n1 + · · ·+ jgn0 · · ·ng

o que implica em

(is − js)n0 · · ·ns =
s−1∑
k=0

(jk − ik)n0 · · ·nk.

Como 0 ≤ ik ≤ nk+1 − 1 e 0 ≤ jk ≤ nk+1 − 1, segue que jk − ik ≤ nk+1 − 1 e assim,

(is − js)n0 · · ·ns ≤
s−1∑
k=0

(nk+1 − 1)n0 · · ·nk

= (n0n1 − n0) + (n0n1n2 − n0n1) + · · ·+ (n0...ns − n0 · · ·ns−1)

= n0n1 · · ·ns − 1.

Temos então (is− js)n0 · · ·ns < n0 · · ·ns o que implica em 0 < is− js < 1, o que é um

absurdo.

Para concluir a prova da unicidade suponha que existam duas expansões de h como

desejado, a saber, ∑
ci0...igf

i0
0 · · · f igg = h =

∑
dj0...jgf

j0
0 · · · f jgg ,

ou seja, ∑
ci0...igf

i0
0 · · · f igg −

∑
dj0...jgf

j0
0 · · · f jgg = 0.

Renomeando os termos podemos reescrever a igualdade acima como∑
ek0...kgf

k0
0 · · · fkgg = 0. Para as (g + 1)-uplas que satisfazem (i0, . . . , ig) = (j0, . . . , jg)
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vamos ter ci0...ig = dj0...jg . Se tivermos (g + 1)-uplas (i0, . . . , ig) 6= (j0, . . . , jg), do fato

de cada termo ter grau distinto um do outro, vem que, para tais (g + 1)-uplas temos

ci0...ig = dj0...jg = 0. Logo, a expansão é única. Conclúımos assim a demonstração.

Definição 3.13. Seja (f0, . . . , fg) um sistema completo de semirráızes para f . A expansão

anterior h =
∑

ci0...igf
i0
0 · · · f igg é chamada expansão (f0, . . . , fg)-ádica de h. O conjunto

finito {(i0, . . . , ig); ci0...ig 6= 0} é chamado o suporte (f0, . . . , fg)-ádico de h e denotado por

Supp(f0,...,fg)(h).

Lema 3.14. Seja (f0, . . . , fg) um sistema completo de semirráızes para f . Se h =∑
ci0...igf

i0
0 · · · f igg é a expansão (f0, . . . , fg)-ádica de h ∈ C[[X]][Y ], então para

todo ξ ∈ Z(f), os conjuntos dos vértices do poliedro de Newton

NX(ci0...ig(f0(ξ))i0 · · · (fg(ξ))ig) são dois a dois disjuntos quando (i0, . . . , ig) varia no

suporte (f0, . . . , fg)-ádico de h.

Demonstração. Primeiramente notemos que fg(ξ) = 0 e, consequentemente, podemos

considerar ig = 0.

Sabemos que vX(fk(ξ)) = γk+1, que é equivalente a afirmar que fk(ξ) = Xγk+1uk(X
1
n )

onde uk(0, . . . , 0) 6= 0. Assim, temos que (fk(ξ))
ik = X ikγk+1(uk(X

1
n ))ik com

(uk(0, . . . , 0))ik 6= 0. Desse modo,

(f0(ξ))i0 · · · (fg−1(ξ))ig−1 = X i0γ1+···+ig−1γgu(X
1
n )

com u(X
1
n ) ∈ C[[X

1
n ]] unidade.

Notemos que ci0...ig =
∑
γ

dγX
γ ∈ C[[X]]. Então,

ci0...ig(f0(ξ))i0 · · · (fg−1(ξ))ig−1 =

(∑
γ

dγX
γ

)
X i0γ1+···+ig−1γgu(X

1
n )

=
∑
γ

dγX
γ+i0γ1+···+ig−1γgu(X

1
n ).

Isso mostra que os vértices de NX(ci0...ig(f0(ξ))i0 · · · (fg−1(ξ))ig−1) são da forma γ +

i0γ1 + · · ·+ ig−1γg onde γ ∈ Nd e 0 ≤ ij ≤ nj+1−1 com j = 0, . . . , g−1. Assim, para cada

ci0...ig(f0(ξ))i0 · · · (fg−1(ξ))ig−1) com (i0, . . . , ig−1, 0) variando no suporte (f0, . . . , fg)-ádico

de h, vamos ter os conjuntos dos vértices de NX(ci0...ig(f0(ξ))i0 · · · (fg−1(ξ))ig−1) dois a

dois distintos por consequência do Lema 2.25. Portanto, temos o resultado desejado.
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Finalizamos essa seção com um resultado que auxiliará na descrição do semigrupo

associado a uma hipersuperf́ıcie quase ordinária.

Lema 3.15. Sejam h1, ..., hp ∈ C[[X
1
n ]] tais que o conjunto dos vértices dos poliedros de

Newton NX(h1), . . . ,NX(hp) são dois a dois disjuntos, então NX(h1 + · · ·+ hp) é o fecho

convexo da união NX(h1)∪· · ·∪NX(hp). Em particular, cada vértice de NX(h1 + · · ·+hp)

é um vértice de um dos poliedros NX(h1), . . . ,NX (hp).

Demonstração. Se h := h1+· · ·+hp, então é imediato queNX(h) ⊂ NX(h1) ∪ · · · ∪ NX(hp),

visto que cada monômio de h é também um monômio de algum dos hi com i = 1, . . . , p.

Por outro lado, cada vértice de NX(h1) ∪ · · · ∪ NX(hp) é um vértice de algum NX(hi)

com i = 1, . . . , p. A hipótese de que os conjuntos dos vértices dos poliedros de Newton

NX(h1), . . . ,NX(hp) são dois a dois disjuntos, implica que cada vértice de

NX(h1) ∪ · · · ∪ NX(hp) é necessariamente um vértice de NX(h), o que prova

NX(h1) ∪ · · · ∪ NX(hp) ⊂ NX(h) . Portanto NX(h) = NX(h1) ∪ · · · ∪ NX(hp). Dessa

igualdade, segue que cada vértice de NX(h1 + · · ·+ hp) é um vértice de um dos poliedros

NX(h1), . . . ,NX(hp).

3.3 Semigrupos

Nesta seção vamos introduzir o semigrupo associado a uma hipersuperf́ıcie quase ordinária

definida por f ∈ C[[X]][Y ]. Para isso, consideremos ξ ∈ Z(f), ou seja, ξ um ramo quase

ordinário e usaremos os vértices do poliedro de Newton NX(h(ξ)) com h variando em

C[[X]][Y ]\(f).

Definamos o seguinte conjunto,

ΓN (f) = {γ ∈ Qd
+; γ é um vértice de NX(h(ξ)), h ∈ C[[X]][Y ]\(f)}.

A proposição a seguir garante que ΓN (f) é um semigrupo aditivo de Qd
+.

Proposição 3.16. Seja f ∈ C[[X]][Y ] um polinômio quase ordinário com degY (f) = n e

ξ ∈ Z(f). Temos a seguinte igualdade de conjuntos:

ΓN (f) = Nd + Nγ1 + · · ·+ Nγg,

onde γi, para i = 1, . . . , g, são como em (2.6).
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Demonstração. Mostraremos primeiramente que ΓN (f) ⊂ Nd + Nγ1 + · · · + Nγg. Seja

δ ∈ ΓN (f), ou seja δ é um vértice de NX(h(ξ)) para algum h ∈ C[[X]][Y ]\(f). Con-

siderando {f0, . . . , fg} um sistema completo de semirráızes para f podemos escrever a

expansão (f0, . . . , fg)-ádica de h como h =
∑
ci0...igf

i0
0 · · · f

ig
g e, sendo assim, h(ξ) =∑

ci0...ig(f0(ξ))i0 · · · (fg(ξ))ig =
∑
ci0...ig(f0(ξ))i0 · · · (fg−1(ξ))ig−1 pois fg(ξ) = 0. Pelo

Lema 3.14 segue que os conjuntos dos vértices de NX(ci0...ig(f0(ξ))i0 · · · (fg−1(ξ))ig−1) são

dois a dois disjuntos quando (i0, . . . , ig) varia no suporte (f0, . . . , fg)-ádico de h. Agora,

pelo Lema 3.15, temos que δ é um dos vértices de algumNX(ci0...ig(f0(ξ))i0 · · · (fg−1(ξ))ig−1),

ou seja, δ = γ + i0γ1 + · · ·+ ig−1γg com γ ∈ Nd e 0 ≤ ik ≤ nk+1 − 1 com k = 0, . . . , g − 1.

Logo, temos a inclusão desejada.

Por outro lado, seja δ = γ + α1γ1 + · · · + αgγg pertencente a Nd + Nγ1 + · · · + Nγg.

Tomando h(X, Y ) = Xγ(f0(Y ))α1 · · · (fg−1(Y ))αg em C[[X]][Y ]\(f) temos,

h(ξ) = h(X, ξ) = Xγ(f0(ξ))α1 · · · (fg−1(ξ))αg

= Xγ+α1γ1+···+αgγgu(X
1
n )

com u(X
1
n ) unidade. Assim, NX(h(ξ)) = δ+Rd

+, isto é, o vértice do poliedro de Newton de

h(ξ) é δ, ou seja, δ ∈ ΓN (f). Portanto, temos a igualdade ΓN (f) = Nd+Nγ1+· · ·+Nγg.

Vamos considerar somente as séries que possuem expoente dominante e definamos o

seguinte conjunto:

ΓD(f) = {vX(h(ξ));h ∈ C[[X]][Y ]\(f), h possui expoente dominante}.

Contrariamente a ΓN (f) é fácil constatar que ΓD(f) é um semigrupo de Qd
+. Ob-

viamente 0 ∈ ΓD uma vez que vX(1) = (0, . . . , 0) ∈ Qd
+. Além disto, sejam h1, h2 ∈

C[[X]][Y ]\(f) tais que h1(ξ) e h2(ξ) tenham expoentes dominantes vX(h1(ξ)) = m1 e

vX(h2(ξ)) = m2, então temos que h = h1h2 ∈ C[[X]][Y ]\(f), pois C[[X]][Y ]
(f)

é um domı́nio

já que f é irredut́ıvel e

h(ξ) = h1(ξ)h2(ξ) =
(
Xm1u1(X

1
2 )
)(

Xm2u2(X
1
n )
)

= Xm1+m2u(X
1
n )

onde m1,m2 ∈ Qd
+ e u1, u2, u unidades em C[[X

1
n ]]. Disso, segue que h(ξ) possui expoente

dominante vX(h(ξ)) = vX(h1(ξ)h2(ξ)) = m1 +m2 = vX(h1(ξ)) + vX(h2(ξ)) e que ΓD(f) é

fechado para a adição. A associatividade de ΓD(f) segue do fato de que ΓD(f) ⊂ Qd
+.
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Proposição 3.17. Com as mesmas notações da Proposição 3.16 temos a seguinte igual-

dade de semigrupos:

ΓD(f) = Nd + Nγ1 + · · ·+ Nγg.

Demonstração. Seja δ ∈ ΓD(f). Assim, δ = vX(h(ξ)) para algum h ∈ C[[X]][Y ]\(f)

tal que h(ξ) tem expoente dominante. Desse modo δ é vértice de NX(h(ξ)). Consi-

derando um sistema completo de semirráızes (f0, . . . , fg) para f e tomando a expansão

(f0, . . . , fg)-ádica de h podemos escrever h =
∑
ci0,...igf

i0
0 · · · f

ig
g e assim

h(ξ) =
∑
ci0,...ig(f0(ξ))i0 · · · (fg−1(ξ))ig−1 . Como, pelo Lema 3.14, o conjunto dos vértices

de NX(ci0,...ig(f0(ξ))i0 · · · (fg−1(ξ))ig−1) são dois a dois disjuntos com (i0, . . . , ig) variando

no suporte (f0, . . . , fg)-ádico de h, segue que δ é vértice de algum dos poliedros de Newton

NX(ci0,...ig(f0(ξ))i0 · · · (fg−1(ξ))ig−1) e portanto, δ = γ + i0γ1 + · · · + ig−1γg com γ ∈ Nd.

Logo, temos ΓD(f) ⊂ Nd + Nγ1 + · · ·+ Nγg.

A prova de que Nd + Nγ1 + · · · + Nγg ⊂ ΓD(f) é a mesma feita na Proposição 3.16

para provar que Nd + Nγ1 + · · · + Nγg ⊂ ΓN (f). Portanto, temos a igualdade ΓD(f) =

Nd + Nγ1 + · · ·+ Nγg.

Definição 3.18. O semigrupo ΓN (f) = ΓD(f) é chamado simplesmente de semigrupo de

f e será denotado por Γ(f).

Observação 3.19. No caso de uma curva plana definida por f ∈ C[[X1]][Y ] temos que

Γ(f) ⊂ N enquanto que para uma hipersuperf́ıcie quase ordinária f ∈ C[[X]][Y ] temos

Γ(f) ⊂ Qd
+. Porém, observando que os expoentes caracteŕısticos de um ramo quase or-

dinário possuem um denominador comum k ≤ n e consequentemente o mesmo vale para

γ1, . . . , γg, temos que Γ(f) ⊂ ( 1
k
)Nd ⊂ ( 1

n
)Nd.

Em virtude da observação anterior, podemos definir o semigrupo Γ(f) de outra ma-

neira. Como os elementos de Γ(f) tem o mesmo denominador, podemos considerar Γ(f),

que a prinćıpio está contido em ( 1
n
)Nd, como sendo um semigrupo de Nd definindo

Γ(f) = nNd + Nγ̄1 + · · ·+ Nγ̄g ⊂ Nd (3.4)

onde γ̄i = nγi.
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De (2.6) e (3.4), podemos ainda escrever os geradores do semigrupo Γ(f) como:

νi = (0, . . . , 0, n, 0, . . . , 0) para i = 1, . . . , d (n na i-ésima coordenada)

νd+1 = γ̄1 (3.5)

νd+j+1 = njνd+j + nλj+1 − nλj para j = 1, . . . , g − 1.

Assim, o semigrupo Γ(f) ⊂ Nd é gerado por {ν1, . . . , νd+g}, ou seja, Γ(f) = 〈ν1, . . . , νd+g〉.

Para j = 0, . . . , g − 1 podemos escrever,

νd+j+1 =n((n1 − 1)n2 · · ·njλ1 + (n2 − 1)n3 · · ·njλ2 + · · ·+ (nj − 1)λj + λj+1) (3.6)

=n0n1 · · ·nj((e0 − e1)λ1 + (e1 − e2)λ2 + · · ·+ (ej−1 − ej)λj + ejλj+1).

Denotaremos por Γj(f) o subsemigrupo 〈ν1, . . . , νd+j〉 de Γ(f) para j = 0, . . . , g.

Várias propriedades do semigrupo de curvas planas (veja [He]) também são válidas

para o semigrupo de hipersuperf́ıcies quase ordinárias em Cd+1 como constatamos no

resultado abaixo.

Proposição 3.20. Com as notações anteriores temos:

1. O subgrupo de Zd gerado por ν1, . . . , νd+j é igual a nQj para 0 ≤ j ≤ g.

2. A ordem da classe de νd+j no grupo
nQj
nQj−1

é igual a nj para j = 1, . . . , g.

3. Temos que νd+j > nj−1νd+j−1 para j = 2, . . . , g.

4. Se o vetor uj ∈ nQj possui coordenadas não negativas, então uj + njνd+j ∈ Γj(f)

para j = 1, . . . , g.

5. O vetor njνd+j pertence ao semigrupo Γj−1 para j = 2, . . . , g.

Demonstração. 1. De (3.6) fica claro que 〈ν1, . . . , νd+j〉 ⊂ nQj para todo j = 0, . . . , g.

Para mostrar a inclusão contrária, usaremos indução sobre j. Para j = 0 é claro que

nZd = nQ0 ⊂ 〈ν1, . . . , νd〉. Suponha a inclusão válida para todo k < j. Para qualquer

v ∈ nQj, temos v = v′ + anλj com a ∈ Z e v′ ∈ nQj−1 ⊂ 〈ν1, . . . , νd+j−1〉. Desse modo,

de (3.5) temos

v = v′ + a(νd+j − nj−1νd+j−1 + nλj−1)

= (v′ − anj−1νd+j−1 + anλj−1) + aνd+j.
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Como nλj−1 ∈ nQj−1 = 〈ν1, . . . νd+j−1〉, temos v′−anj−1νd+j−1+anλj−1 ∈ 〈ν1, . . . , νd+j−1〉

e segue que v ∈ 〈ν1, . . . , νd+j〉.

2. De (2.10) e (3.6) temos que

nj = min{k ∈ N∗; kλj ∈ Qj−1} = min{k ∈ N∗; kγj ∈ Qj−1}

= min{k ∈ N∗; kνd+j ∈ nQj−1}.

Disso segue o item 2.

3. De (3.5) e da igualdade (3.6) temos que

njνd+j − nj−1νd+j−1 = nj−1(nj − 1)νd+j−1 + nj(nλj − nλj−1)

> (nj − 1)(nj−1νd+j−1 + nλj − nλj−1) (3.7)

= (nj − 1)νd+j,

ou seja, νd+j > nj−1νd+j−1 para j = 2, . . . , g.

4. Mostraremos a afirmação 4 por indução sobre j. Para j = 1 temos que se u1 ∈ nQ1

possui coordenadas não negativas, então u1 = na + bnλ1 com a ∈ Nd e b ∈ N. Assim,

como νd+1 = γ̄1 = nγ1 = nλ1 temos que u1 + n1νd+1 = na+ (b+ n1)νd+1 ∈ Γ1(f).

Suponhamos o resultado verdadeiro para todo 1 ≤ k < j. Pelo Lema 2.25 e de (3.5)

podemos escrever uj = u′j + ajνd+j com u′j ∈ nQj−1 com coordenadas não negativas

e 0 ≤ aj < nj de modo único. Pelo item 2 e por (3.7), temos que o vetor uj−1 :=

u′j + njνd+j − nj−1νd+j−1 ∈ nQj−1 e não possui coordenadas negativas. Pela hipótese de

indução, o vetor uj−1 +nj−1νd+j−1 = u′j +njνd+j pertence ao subgrupo Γj−1(f), portanto

o vetor uj + njνd+j = u′j + ajνd+j + njνd+j petence ao semigrupo Γj(f).

5. Provaremos por indução sobre j. Para j = 2 temos por (3.5) que n2νd+2 =

n2n1νd+1 + n2nλ2 − n2nλ1. Como νd+1 = nλ1 e n2λ2 ∈ Q1 temos que n2νd+2 = n(n2λ2 +

n2(n1 − 1)λ1) ∈ nQ1 = Γ1(f). Vamos supor o resultado válido para todo 2 ≤ k < j. Te-

mos, por (3.5), que njνd+j = njnj−1νd+j−1+njn(λj−λj−1). Como nj = min{k ∈ N∗; kλj ∈

Qj−1}, njn(λj − λj−1) pertence ao semigrupo nQj−1 e, sendo λj−1 < λj, não possui coor-

denadas negativas. Assim, temos que njνd+j − njnj−1νd+j−1 = njn(λj − λj−1) ∈ nQj−1 e

não possui coordenadas negativas. Usando o item 4, temos que njνd+j − njnj−1νd+j−1 +

nj−1νd+j−1 ∈ Γj−1(f), ou seja, njνd+j +(1−nj)nj−1νd+j−1 ∈ Γj−1(f). Como, por hipótese

de indução, nj−1νd+j−1 ∈ Γj−2(f), segue que

njνd+j = a+ nj−1νd+j−1(nj − 1) ∈ Γj−1(f)
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onde a ∈ Γj−1(f).

Assim, conclúımos a demonstração.

Proposição 3.21. Se ξ ∈ Z(f) ⊂ C[[X
1
n ]] é um ramo quase ordinário normalizado,

então o conjunto {ν1, . . . , νd+g} dado em (3.5) é o único conjunto mı́nimo de geradores

do semigrupo Γ(f).

Demonstração. Inicialmente vamos mostrar que {ν1, . . . , νd+g} é um conjunto mı́nimo

de geradores de Γ(f). Como ξ é normalizado segue que ν1, . . . , νd devem pertencer ao

conjunto de geradores e não podem ser retirados de modo a preservar Γ(f).

Além disso, temos que νd+j /∈ nNd para todo j = 1, . . . , g. Se νd+k =

g∑
i=1
i 6=k

aiνd+i com

ai ∈ N então, pelo item 3 da proposição anterior devemos ter ai = 0 para todo i > k.

Desse modo, νd+k =
k−1∑
i=1

aiνd+i ∈ nQk−1 pelo item 1 da proposição anterior. Mas isto

contradiz o item 2 da mesma proposição. Desse modo, segue que {ν1, . . . , νd+g} é um

conjunto mı́nimo de geradores para Γ(f).

Agora sejam {α1, . . . , αr} e {β1, . . . , βs} conjuntos mı́nimos de geradores de um mesmo

semigrupo Γ ⊂ nNd. Temos para k ∈ {1, . . . , r} e para todo i ∈ {1, . . . , s} que

αk =
s∑
i=1

biβi e βi =
r∑
j=1

aijαj.

bi, aij ∈ N

Das igualdades acima podemos escrever,

αk =
s∑
i=1

bi

r∑
j=1

aijαj =
s∑
i=1

r∑
j=1

biaijαj (3.8)

=
r∑
j=1

s∑
i=1

(biaij)αj.

Como {α1, . . . , αr} é um conjunto mı́nimo de geradores, a igualdade (3.8) implica em

biaij = 0 para i = 1, . . . , s e j = 1, . . . , k − 1, k + 1, . . . , r, bl = alk = 1 para algum

l ∈ {1, . . . , s} e biaik = 0 para i = 1, . . . , l − 1, l + 1, . . . , s.

Fixando i e variando j em {1, . . . , r} vamos ter bi = 0 pois não podemos ter aij = 0

para todo j = 1, . . . , r. Desse modo bi = 0 para todo i 6= l e bl = 1. Assim, temos αk = βl

e assim, {α1, . . . , αr} ⊂ {β1, . . . , βs}.
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Repetindo o argumento para os elementos de {β1, . . . , βs} conclúımos que

{α1, . . . , αr} = {β1, . . . , βs}, provando assim a unicidade.

Observação 3.22. Pela Observação 3.19 podemos ainda escrever o semigrupo Γ(f) ⊂ Nd

de outra maneira, a saber

Γ̄(f) = kN + Nw1 + · · ·+ Nwg (3.9)

onde k = min{q ∈ N∗; ξ ∈ C[[X
1
q ]] e f(ξ) = 0} e wi = kγi para i = 1, . . . , g.

Desse modo vamos ter os geradores

ν̄i = (0, . . . , 0, k, 0, . . . , 0) para i = 1, . . . , d (k na i-ésima coordenada)

ν̄d+1 = w1 (3.10)

ν̄d+j+1 = njνd+j + kλj+1 − kλj para j = 1, . . . , g − 1.

Exemplo 3.23. Consideremos f ∈ C[[X1, X2]][Y ] dada como no Exemplo 2.27. Vamos

calcular o semigrupo Γ(f). Temos Q0 = Z2 e Q1 = Z2 + Z(3
2
, 0). Para obtermos γ1, γ2

precisamos calcular n1. Temos,

n1 = ]

(
Q1

Q0

)
= min{k ∈ N∗; k

(
3

2
, 0

)
∈ Z2} = 2.

Desse modo,

γ1 = λ1 =

(
3

2
, 0

)
γ2 = n1γ1 + λ2 − λ1

= 2

(
3

2
, 0

)
+

(
2,

1

2

)
−
(

3

2
, 0

)
=

(
7

2
,
1

2

)
.

Logo, Γ(f) = N2 + N(3
2
, 0) + N(7

2
, 1

2
).

Como vimos anteriormente, podemos considerar Γ(f) como sendo um semigrupo de

N2. Temos n = 4 = deg(f), porém as ráızes de f estão em C[[X
1
2
1 , X

1
2
2 ]]. Sendo assim,

para obter Γ(f) como semigrupo de N2 podemos tomar k = 2 em (3.10). Assim,

γ̄1 = 2λ1 = (3, 0)

γ̄2 = n1γ̄1 + nλ2 − nλ1

= 2(3, 0) + 2

(
2,

1

2

)
− 2

(
3

2
, 0

)
= (7, 1).
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Obtemos então,

Γ̄(f) = 2N2 + N(3, 0) + N(7, 1)

com os geradores ν̄1 = (2, 0), ν̄2 = (0, 2), ν̄3 = (3, 0) e ν̄4 = (7, 1).

Notemos que todo par na forma (9 + a, b) com a, b ∈ N pertence a Γ̄(f). Para verifi-

carmos essa afirmação, analizemos quatro casos:

1. a, b pares. Assim, a = 2k e b = 2l com k, l ∈ N e

(9 + a, b) = (9 + 2k, 2l) = (6 + 2k + 3, 2l) = (2(k + 3) + 3, 2l)

= (k + 3)(2, 0) + l(0, 2) + (3, 0) ∈ Γ(f).

2. a par e b ı́mpar. Segue que a = 2k e b = 2l + 1 com k, l ∈ N e

(9 + a, b) = (9 + 2k, 2l + 1) = (7 + 2 + 2k, 2l + 1) = (2(k + 1) + 7, 2l + 1)

= (k + 1)(2, 0) + l(0, 2) + (7, 1) ∈ Γ(f).

3. a ı́mpar e b par. Temos, a = 2k + 1 e b = 2l com k, l ∈ N e

(9 + a, b) = (9 + 2k + 1, 2l) = (10 + 2k, 2l) = (2(k + 5), 2l)

= (k + 5)(2, 0) + l(0, 2) ∈ Γ(f).

4. a, b ı́mpares. Escrevendo, a = 2k + 1 e b = 2l + 1 com k, l ∈ N temos que

(9 + a, b) = (9 + 2k + 1, 2l + 1) = (7 + 3 + 2k, 2l + 1)

= k(2, 0) + l(0, 2) + (3, 0) + (7, 1) ∈ Γ(f).

Portanto, de 1,2,3 e 4, segue que todo par na forma (9 + a, b) ∈ Γ̄(f) para quaisquer

a, b ∈ N.

Podemos representar graficamente o semigrupo Γ̄(f) ⊂ N2 como segue:

6

-0
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Exemplo 3.24. Como vimos no Exemplo 2.13, a hipersuperf́ıcie dada por meio de

f(X1, X2, X3, Y ) = Y 4 − 2(X3
1X

2
2 +X4

1X
3
2X

2
3 )Y 2 +X8

1X
6
2X

4
3 − 2X7

1X
5
2X

2
3 +X6

1X
4
2

é quase ordinária. Uma das ráızes de f é ξ = X
3
2
1 X2 + X2

1X
3
2
2 X3 e os expoentes carac-

teŕısticos são λ1 = (3
2
, 1, 0) e λ2 = (2, 3

2
, 1).

Como o polinômio mı́nimo de X
3
2
1 X2 é f0(X, Y ) = Y 2 − X3

1X
2
2 temos que n1 = 2 e

por (2.6) temos que

γ1 = λ1 =

(
3

2
, 1, 0

)
γ2 = n1γ1 + λ2 − λ1

= 2

(
3

2
, 1, 0

)
+

(
2,

3

2
, 1

)
−
(

3

2
, 1, 0

)
=

(
7

2
,
5

2
, 1

)
.

Deste modo, obtemos o semigrupo Γ(f) = N3 + (3
2
, 1, 0)N + (7

2
, 5

2
, 1)N.

Podemos identificar Γ(f) com o semigrupo de N3 dado por

Γ̄(f) = (2, 0, 0)N + (0, 2, 0)N + (0, 0, 2)N + (3, 2, 0)N + (7, 5, 2)N.

Observe que se (a, b, c) ∈ Γ̄(f), então c deve ser par. Deste modo, diferentemente do

que ocorre no exemplo anterior, neste exemplo, não existe γ ∈ Γ̄(f) tal que γ+N3 ⊂ Γ̄(f).
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Álgebra Anaĺıtica, 15
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Ramo Quase Ordinário, 18

Ramo Quase Ordinário Normalizado, 31

Resultante, 16

Série de Potência Regular , 11
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