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Resumo

Neste trabalho estudamos o semigrupo de uma hipersuperficie quase ordinaria.

Dada f € C[[Xy,...,X4]][Y] um polinémio quase ordindrio, isto é, Ay(f) =
X ... X%y onde u é uma unidade e & & € (C[[X%,...,Xd%]] raizes de f, temos que
E—&=XM".. -Xc)l‘ds com ¢ uma unidade de C[[XI%, o ,Xf]], k <degy(f)eA,..., \q €
(3)N?. Chamamos (X1,...,Aq) € (3)N* de expoentes caracteriticos de .

O principal resultado destas notas permite obter um semigrupo de N¢ a partir dos

expoentes caracteristicos de &.



Abstract

In this work we study the semigroup of a quasi-ordinary hypersuface.

Given f € C[[X1,. .., X4]][Y] a quasi-ordinary polynomial that is Ay (f) = X' - - X4y
for a unit u and &,¢ € (C[[XI%, . ,Xd%]] roots os f, we have that £ — & = X' .- X%
whit a unit € € C[[Xlé, . ,Xd%]], k < degy(f) and Ay,..., Aq € (£)N% The (A1,...,Aa) €
(+)N% we called characteristic exponents of .

The main result of this notes allow us to obtain a semigroup of N¢ from the characte-

ristc exponents of &.
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INTRODUCAO

Um modo de caracterizar o tipo topolégico de um germe de uma curva algébrica
plana irredutivel definido por uma equagao f = 0 com f € C[[X]][Y] é, como mostra-
ram Brauner, Burau e Zariski por meio de certos expoentes, chamados expoentes carac-
teristicos, de uma raiz £ de f € C[[X]][Y], que pelo Teorema de Newton-Puiseux, tem-se
£(X %) € C[[X*]] com n = degy (f). O par (IT™,&(T)) é chamado uma parametrizacao de
f.

Zariski mostrou posteriormente que o semigrupo I'(f) C N obtido ao considerarmos
os indices de intersecao de I(f,h) € N com h € C[[X]][Y]\(f) reserva informacoes equi-
valentes aos expoentes caracteristicos, ou seja, I'(f) e os expoentes caracteristicos se
determinam mutuamente.

Uma vez que I(f,h) = mult(h(T",&(T))) := vg(h), ou seja, o indice de intersecao é

igual a valoracao associada a f, temos que,
I'(f) = {vy(h); h € CIXNYT\(f)}-

Os fatos acima, que também sao validos para o anel C[[X]], bem como todos os
resultados relacionados a curvas planas irredutiveis que utilizamos podem ser encontrados
em [He].

Germes de curvas planas sao casos particulares de germes de hipersuperficies quase
ordindrias. Um germe de uma hipersuperficie quase ordinaria pode ser definido por uma
equagao f =0, com f € C{Xy,..., X}[Y] monico tal que seu discriminante Ay (f) é da
forma X7 .. -ngu com u € C{Xj,..., X} unidade e ¢; € N*.

O Teorema de Jung-Abhyankar (veja [A]) garante que as raizes de um polinémio
quase ordindrio f € C{Xjy,..., Xy}[Y], chamadas ramos quase ordindrios, pertencem a

C{X},...,X}F} para algum natural £ < n = degy(f) nao nulo. Dadas duas raizes

de f, € e €, temos que & — ¢ divide Ay (f). Deste modo & — & = X} - ~X§‘d€ com
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1 1

® ® : d N A1 Ad oz
e € C{X},... X} unidade e (A, ... A\g) € Q}. Os monomios X;" --- X ;¢ sdo chamados
de monomios caracteristicos e os expoentes (\j,...\s) sdo chamados expoentes carac-

teristicos generalizados.

Lipman e Gau (veja [L] e [Ga]) mostram que dois germes de hipersuperficies quase or-
dinérias sao topologicamente equivalentes se, e somente se, possuem os mesmos expoentes

caracteristicos generalizados.

Uma questao natural que surge é: podemos, como no caso plano, associar a um germe
de hipersuperficie quase ordinaria um semigrupo que determina e é determinado pelos
expoentes caracteristicos generalizados, ou seja, um semigrupo que determine a topologia

de um germe de hipersuperficie quase ordinaria?

O objetivo deste trabalho é responder afirmativamente a questao anterior. Mais es-
pecificamente, estudamos como associar a um germe de hipersuperficie quase ordinaria,
determinado por f € C[[X1,..., X4]][Y], um semigrupo I'(f) C N¢ cujo sistema minimo
de geradores é obtido por meio dos expoentes caracteristicos usando uma relagao similar
da que temos no caso plano. Notemos que abordaremos que o caso formal ao invés do

caso convergente.

As principais referéncias para este trabalho foram [Gol] e [Go2]. Uma vez que o indice
de intersecao, tal qual é definido para curvas planas, nao faz sentido no caso quase or-
dinario, Gonzélez Pérez observa que para uma raiz € C[| 1%, X f ]] de um polindémio
quase ordindrio f € C[[Xy,..., X ]][Y] os vértices do poliedro de Newton de h(£) com
h € C[[Xy,...,X4)]\(f) generalizam o conceito de valoragao no caso plano. Podemos
mostrar que o conjunto dos vértices do poliedro de Newton corresponde a um semigrupo
Ta(f) € ()N

Tal semigrupo possui um conjunto minimo de geradores que pode ser obtido conside-
rando o vértice do poliedro de Newton da resultante em Y de f e dos polinomios minimais
de truncamentos convenientes de £, os quais sao chamados semirraizes de f. Como o trun-
camento conveniente de £ para obter uma semirraiz estd relacionado com os expoentes

caracteristicos de f, a conexao entre I'(f) e os expoentes caracteristicos fica estabelecida.
Este trabalho esta assim organizado:

No capitulo 1 reunimos os resultados gerais para séries de poténcias em varias variaveis

que utilizamos no decorrer do texto, o principal resultado do capitulo é o Teorema de
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Preparacao de Weierstrass.

O capitulo 2 contém conceitos e resultados referentes a hipersuperficies quase or-
dinarias. Em particular apresentaremos os conceitos de monomios e expoentes carac-
teristicos, bem como o de ramo quase ordinario normalizado cuja existéncia é garantida

pelo Lema de Inversao para o qual dedicamos a tltima secao do capitulo.

Finalmente, no capitulo 3, introduzimos o semigrupo I'(f) de uma hipersuperficie
quase ordinaria irredutivel, para tanto se faz necessario apresentar o conceito de polie-
dro de Newton e o de semirraizes os quais permitem obter geradores para o semigrupo
I'(f) bem como relaciond-los com os expoentes caracteristicos. O capitulo termina com

exemplos para os quais exibimos o semigrupo estudado.

Uma lista com as principais referéncias bibliograficas utilizadas encerra este trabalho.



CapiTULO 1

Teorema de Preparacao de

Welerstrass

Neste capitulo, apresentaremos alguns resultados sobre séries de poténcias que utilizare-
mos ao longo do trabalho. Os dois principais sao: o Teorema da Divisao de Weierstrass
e o Teorema de Preparacao de Weierstrass. Tais resultados permitirao considerar uma

hipersuperficie quase ordinaria definida por um polinémio de Weierstrass.

1.1 Anel das Séries de Poténcias

Nesta segao apresentaremos propriedades gerais de séries de poténcias formais. No que

segue K denota um corpo e Xy, ..., X, sao indeterminadas sobre K.

Defini¢ao 1.1. Seja f € K[Xy,...,X,]. O grau de f € definido como a maior soma das
poténcias de X1, ..., X, que ocorrem nos termos de f. Dizemos que f € um polindbmio

homogéneo se é uma soma de termos que possuem o mesmo grau.

Denotamos por K[[X7,...,X,]] o conjunto de todas as somas formais do tipo

oo
f:ZH:P0+P1+P2+“'
i=0
onde cada P; é um polinomio homogéneo de grau ¢ nas indeterminadas Xy, ..., X,., com

coeficientes em K.

Definicao 1.2. Os elementos de K[[Xi,...,X,]] sao chamados de séries de poténcias

formais nas indeterminadas X1, ..., X, com coeficientes em K.

Consideremos f = P+ P+ - ,h = Qo+ Q1+ -+ € K[[X1,...,X,]] com P; e Q;
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polinomios homogéneos de grau ¢. Por definicao temos,

f = h se, e somente se, P, = (); para todo 7 € N.

Em K[[X3,...,X,]] definimos as seguintes operagoes,

f+h=> (Pi+Q)efh=> > PQi;
=0

i=0 j=0
Com essas operagoes, K[[X1,...,X,]] é um anel comutativo com unidade chamado
anel das séries de poténcias formais nas indeterminadas X1, ..., X, com coeficientes em
K.
Podemos escrever os elementos de K[[Xy,...,X,]] de uma forma mais explicita, a
saber,
o
— i1 i
F=> > an i X X
i=0 i1+ tip=i
O préximo resultado descreve os elementos inversiveis de K[[ X7, ..., X,]].

Proposicao 1.3. O elemento f = Z P, e K[[Xy,...,X,]] com P; polinémio homogéneo
i=0
de grau i € inversivel se, e somente se, Py # 0.

Demonstracao. Seja h = Qo+ Q1+ -+ com ; polinomio homogéneo de grau 7 e considere

aequagao 1 = fh = PyQo+ (P1Qo + Py@Q1) + - - . Essa equacao é equivalente ao sistema,

PyQo = 1
PQy + PQi=0 (1.1)

PnQO + Pn—1Q1++POQn:0

Segue que f é inversivel se, e somente se, o sistema (1.1) possui solugao em @);.
Se f é inversivel, entao existe @)y tal que FyQy = 1 e consequentemente Py # 0.

Por outro lado, suponhamos que Py # 0. Entao o sistema (1.1) possui uma solugao
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dada pelas seguintes relacoes recursivas,

Q = B!
Q1 = —F'PQ
Qn = _P(]il(PnQO_'_"'—{'Planl)-
[
Dois elementos f, h € K[[X1,..., X,]] sdo chamados associados se existe uma unidade

ue K[[Xy,...,X,]] tal que f = uh.

Definicao 1.4. Seja f € K[[X;y,..., X, ]]\{0}. Suponha que f = P, + P41+ ---, onde
cada P; é um polinomio homogéneo de grau j e P, # 0. O polinémio homogéneo P, é
chamado forma inicial de f. O inteiro n é chamado de multiplicidade de f e é denotado

por mult(f). Se f =0, entao convencionamos que mult(f) = oc.

A demonstracao da préxima proposicao pode ser obtida diretamente das operagoes

com séries de poténcias e por isso a omitimos.

Proposigao 1.5. Sejam f,h € K[[X1,...,X,]]\{0}. Temos,

1. mult(fh) = mult(f) + mult(h),

2. mult(f+h) > min{mult(f), mult(h)} com igualdade sempre que mult(f) # mult(h).

Podemos constatar que o anel K[[X7,..., X,]] é um dominio de fatoracao tnica, para

uma prova desse fato indicamos [He].

Definicao 1.6. Dizemos que f € K[[Xi,...,X,]] € regular de ordem m , com
respeito a indeterminada X;, se f(0,...,X;,...,0) € divisivel por X" onde m é o maior
inteiro ndao negativo com essa propriedade. Denotaremos a ordem de f em X; por
ordx,(f(0,...,Xj,...,0)). Se f € reqular de ordem m = mult(f) com respeito a in-

determinada X;, entao diremos simplesmente que f € reqular com respeito a X;.

Notemos que f(0,...,X;,...,0) é uma série de poténcias em uma varidvel, entdo da

definicao anterior temos que ordx,(f(0,...,X;,...,0)) = mult(f(0,...,X},...,0)).
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Definicao 1.7. Um polinomio de Weierstrass em Y ¢é uma série de poténcias em

K[[Xy,...,X,, Y]] da forma,
P(X1,.. ., X Y) =Y " +ay (X, ..., X )Y" e tan(Xy,..., X)) € K[[X1,..., X,|[Y]

onden > 1 e mult(a;(Xy,...,X,)) > i para todoi=1,...,n.

1.2 Teorema de Preparacao de Weierstrass

Nesta secao, apresentaremos dois resultados que permitirao considerar uma hipersuperficie

quase ordinaria como sendo um polinomio de Weierstrass.

Teorema 1.8. (Teorema da Divisio de Weierstrass)

Sejam  F(Xq,...,X,),H(Xy,...,X,) € K[Xi,...,X,]] Suponhamos  que
mult(F(0,...,0,X,)) = d > 0, entdao ezistem unicos A e B tais que H = AF + B
com A € K[[Xq,...,X,]], B e K[[Xy,...,X,1]|][X,] e degx,B < d.

Demonstracao. A demonstracao serd feita por indugao sobre n.
O caso n = 1 segue do algoritmo da divisao para séries de poténcias em uma variavel.

Suponhamos o resultado vélido para n—1 indeterminadas e vamos mostrar o resultado

para n variaveis. Para n > 1 escrevamos,

H = Hy(Xo,..., X))+ Hi(Xo,..., X)) X1+ Ho(Xo, ..., X)) X2 4 - -
A = A(Xos. ., X)) + A1(Xos o, X)X 4 As(Xoy oo, X)) X2+ -
F = Fy(Xo,..., X))+ F1( X, ..., X)X + Fo( Xy, .., X)) X2+
B = By(Xa,.... X))+ B1(Xs, ..., X)X, + Bo(Xo, ..., X)) X2+

Deste modo, a equacao H = AF + B é equivalente a,

HO - A(]Fo -+ BO

H = AF+AF+ DB

H = AFi+--+ A Fi+ Ak, + B
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Como  F(0,...,0,X,) #* 0, segue que Fp(0,...,0,X,) +# 0 e
mult(F(0,...,0,X,)) = d implica que mult(Fy(0,...,0,X,)) = d. Sendo cada
Bi(Xs,..., X,) € K[[Xa,..., X, 1]][X,] com degy, B; < d para todo i = 1,2..., vem
que degx, B < d.

Por inducao, os A; e B; sao encontrados sucessivamente e sao Uinicos por construcao.

Portanto, temos o resultado para A e B. O

Dado F(Xy,...,X,) € K[[X,...,X,]] ndo regular podemos, por meio de uma trans-

formacao linear, torna-la regular na ultima indeterminada.

Lema 1.9. Seja K um corpo infinito. Dada uma familia finita F de polinomios ho-
mogéneos nao nulos em KIY1,....Y,], existe uma transformacio linear inversivel
T:K[Xy,...,X,]| = K[Y1,...,Y,] tal que para todo F € F, de graun, existe cp € K\{0}
tal que

F(T(Xy,...,X,)) = cr X' + ( termos de menor grau em X,).

Demonstra¢ao. Como F é finito e K é infinito, existe (a, ..., ) € K", com a, # 0, tal

que F(aq,...,a,) # 0 para todo F € F.

Usando a transformacao linear 1" definida por

Yi 1 0 --- 0 aq X1
Yo 01 -+ 0 ao X
Y, 0 0 0 a X,

que é inversivel pois a, # 0, temos que

Ylml R Y;mr = (Xl + aer)ml ... (Xr_l + Oér—er)mril(arXJ

= ™ ... XM 4 ((termos de grau menor em X,

Portanto, para todo F' € F, temos que

F(T(Xy,...,X,))=F(a,...,a.) X' + (termos de grau menor em X,)

e o resultado segue tomando cp = F(ayq, ..., q;). ]

Corolario 1.10. Seja K um corpo infinito. Dada uma familia finita F de elementos nao
nulos em K[[X1,...,X,]] existe um automorfismo linear T de K[[X,...,X,]] tal que o

elemento de F' oT" € reqular com respeito a X, para todo F' € F.
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Demonstragcao. Sejam Fi, ..., F}, os elementos de F dados por

Fi = Py + P+

Fy = Pouy+ Popyyq + -

F, = Py, + Prnpr1 + -

onde F;; é polinomio homogeneo de grau j que ocorre em Fj.

Aplicando o lema anterior aos polinémios homogéneos P, , Pay,, . . ., Py, , temos que

existe um automorfismo linear 7' : K[Xy,..., X,] = K[X1,..., X,] tal que

FioT = cp XM+ ( termos de menor grau em X,.) + Py i1 0T+ -+

FyoT = cp X" + ( termos de menor grau em X,) + Py, 101 + -+ .

Sendo assim, os elementos F; o T sao regulares em X, para 1 <1 < k. O

Teorema 1.11. (Teorema de Preparag¢ao de Weierstrass)
Seja F(Xy,...,X,) € K[[X1,...,X,]] com mult(F) = d e reqular com respeito a X,,, ou
seja, mult(F(0,...,0,X,)) = d = mult(F) > 0. Existe um unico A € K[[X1,...,X,]]

inversivel tal que,
AF = X3+ A/(Xy, . X)X b - Ag(X, o Xs) (1.2)

com Aj(X1,...,Xn1) € K[[X1,..., Xn-1]] e mult(A;( Xy, ..., Xno1)) > @ para todo
i=1,....d

Demonstragdo. Tomemos H = X2 Como mult(F(0,...,0,X,)) = d > 0. Segue
do Teorema 1.8, que existem A € K[[X1,...,X,]] e B € K|[[Xy,...,X,1]][X,] com
degx, B < d tais que H = AF + B. Podemos escrever essa ultima igualdade na forma
AF = X1 - B=X1+ A(Xy,..., X )X 4o+ Ag(Xy, ., X))

Como mult(F) = mult(F(0,...,0,X,)) = d > 0, segue que mult(AF) > d. Sendo
AF(0,...,0,X,) = X3 4+ A;(0,...,0)X¢ 1 + -+ + Ay(0,...,0) devemos ter que
A;(0,...,0) = 0 para i = 1,...,d. , ou seja, AF(0,...,0,X,) = X2 Notemos que
F(0,...,0,X,) = X4C  onde C € K[[X,]] ¢é inversivel, logo
AF(0,...,0,X,)=C7'F(0,...,0,X,) o que implica em A = C~!, ou seja, A é inversivel.
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Uma vez que d = mult(F) = mult(AF) = X? + Ay(Xy,..., X, ) X3+ -0 +
Ay( X, ..., X,,) segue que mult(A;( Xy, ..., X,-1)) > i.

Assim concluimos a demonstracao do teorema. O]



CAPITULO 2

Hipersuperficies Quase Ordinarias

2.1 Variedades Analiticas

Nesta segao vamos considerar o conjunto C{Xj, ..., X,,} constituido das séries conver-

gentes nas indeterminadas X, ..., X, que é um subanel C[[X7, ..., X,]].

Definigao 2.1. Seja U um subconjunto aberto de C". Um subconjunto S C U é chamado
uma variedade analitica em U, se para todo x € U existem uma vizinhanc¢a aberta U’ de

xemUefr,....,f: U — C funcéoes analiticas tais que
SNU ={peCfilp)=-=f(p) =0}

Ser =1, isto é, SNU" = {p € C"; f1(p) = 0}, dizemos que S é uma hipersuperficie

analitica.

Temos que 1(S) = {h € C{Xy,...,X,};h(p) = 0 para todo p € S} é um ideal de
C{X1,...,X,}. Assim definimos:

Definigao 2.2. A algebra analitica de S € o anel quociente A = £

Definicao 2.3. Duas variedades analiticas S1 C Uy e Sy C Uy com 0 € UyNU, sao equiva-
lentes se existe um aberto U’ C U; N Uy, com 0 € U' aberto, tal que
SiNU = S NU. Cada classe de equivaléncia com respeito a relagio acima € cha-
mada de germe de variedade analitica em 0 € C" e denotamos por (S,0). Dizemos que

(S,0) € irredutivel se dados germes de variedades analiticas (S1,0) e (Sa,0) tais que

(S,0) = (S1,0) U (S,0), entdo (S,0) = (S1,0) ou (S,0) = (S5,0).

Se (S,0) é um germe de hipersuperficie analitica irredutivel, entao (S, 0) é definida por

f e C{Xy,..., X,} irredutivel. De fato, temos que (S5,0) = (S1,0) U (52,0) se, e somente
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se,

{peC f(p)=0} = {pecCfilp) =0} U{peC" fo(p) =0}
= {peC"(fif2)(p) = 0}.

Um assunto de interesse é o estudo de germes de hipersuperficies analiticas irredutiveis

em C?! isto ¢, definidas por f € C{X},..., Xy, Y} irredutivel.

Neste trabalho, consideraremos uma situacao mais geral: hipersuperficies algebroides.

Definicao 2.4. Uma hipersuperficie algebroide € uma classe de equivaléncia de elementos

de C[[X1, ..., X4, Y]] médulo a relagao de associados.

Doravante vamos nos referir a uma hipersuperficie algebrdide simplesmente por hiper-
superficie.
Dado f € C[[Xy,...,Xs Y]] podemos por meio de um automorfismo (linear),

considerar f regular em Y e pelo Teorema de Preparacao de Weierstrass, existe uma

unidade u € C[[X7, ..., X4, Y]] tal que,
uf =Y "+ A Y 4 ALY A, € C[X, .., XY (2.1)

com A; € C[[Xy,...,X4]] e mult(A;(Xy,...,X4)) > i para todo i = 1,...,n. Deste
modo, a hipersuperficie definida por f é a mesma definida por uf. No que segue, sempre
assumiremos que uma hipersuperficie seja definida por um polinémio de Weierstrass como

em (2.1).

2.2 Hipersuperficie Quase Ordinaria

Consideremos dois polindmios, p = y" + awy" ' + - + a1y + a, e
q=y" + by + -+ b1y + by em Afy] com A um anel comutativo com unidade.

O resultante em y dos polinomios p e ¢ é definido por R,(p,q) = det(R) onde R ¢ a

matriz (n +m) X (n +m)
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1 ay Ap—1 Qp 0 0 0
0 1 ay Ap—1 (079 0 0
R 0 1 Ap—1 Qp
1 bl bm,1 bm 0 0
0 1 b bm—1 b, 0
o o0 . . . 0 1 by . b1 by,

Podemos calcular o resultante de p e ¢ da seguinte maneira,

n m

Ry(p.q) =[]0 —s5) (2.2)

i=1 j=1
onde r; sao as raizes de p e s; sao as raizes de g.
Notemos que o resultate é zero se, e somente se, p e ¢ tenham ao menos uma raiz
comum.

Podemos ainda reescrever o resultante como,

n

R,(p.q) = [ a(r:) ou Ry(p,q) = (=1)"" Hp(sj)- (2.3)

i=1

O discriminante de um polinémio p = y" +a1y" '+ - +a, 1y +a, € Aly] é definido

como
0 1 aq Ap—1 Qo 0 0
0 1 a oy a
Ayp = det ' ' 0
n (n—1)a 1 0 0 0 0
n (n—1)ay 20y_9 Qp_q 0 0 0
0 0 ) . ) 0 n  (n—1Da; . 20,9 ap

Observemos que Ayp € A. Além disso, podemos escrever

A= (-1 Ry(p.p,) = [[(& ~ &) (2.4)
i#£j
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onde &, {; sao raizes de p e p, ¢é a derivada de p em relagao a y.

Para justificativas das propriedades de resultante e discriminante apresentadas acima
indicamos [He].
Definicao 2.5. Dizemos que uma hipersuperficie dada por

f = Yn + Alynil + -+ An—IY + An S (CHXh s 7Xd]”Y]

¢ quase ordindria se,
Ayf=X1X502. .. Xy
com u unidade em C[[X1,...,Xy]] ed; € N parai=1,...,d.

Um polinomio f com a propriedade acima é chamado de polinomio quase ordinario.

Exemplo 2.6. Consideremos

f(X1,X5,Y) = Y —8XoY? + (24X5 — 2X5 — 2X1Xy)Y? + (—=32X; + 8X, +8X, X3)Y

+ 16X5 — 8X5 4+ XS4+ 2X, X7 — 88X, X5 + X2X§ —4X, X7
pertencente a C[[X1, X5]][Y]. O polinémio f € quase ordindrio pois

Ay f =4096 X7 X2 (X2X2 —2X, X, + 1).

Observacgao 2.7. Qualquer curva algebroide plana é quase ordindria. Dada uma curva
definida por f € C[[X1,Y]], por meio de uma mudanca de coordenadas e aplicando o
Teorema de Prepara¢ao de Weierstrass, podemos assumir f como em (2.1) com d = 1.
Visto que cada A; € C[[X1]] comi=1,...,n nao é unidade e que Ay f é uma soma de
produtos dos A;, seque que Ay f € uma série nao inversivel em C[[X1]], ou seja, pode ser

escrita na forma Ay f = X{u(Xy) com a € N* e u(X;) unidade em C[[X}]].

2.3 Monomios e Expoentes Caracteristicos

Deste ponto em diante consideraremos f € C[[ Xy, ..., X,]][Y] um polinémio de Weiers-

trass quase ordinario irredutivel.

No caso plano, o teorema de Newton-Puiseux garante que, dado f € C[[X;]|[Y], suas

raizes pertencem a C[[X[']] com n = degy (f).
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No caso de uma hipersuperficie quase ordindria irredutivel f € C[[X7, ..., X4]|[Y] o te-
orema de Jung-Abhyankar (veja [A]) garante que se £ ¢é raiz de f, isto §,
f(Xy, ..., Xg,€) = 0, entao & € C[[X%,...,Xd%]] para algum k € N*. Em contraste
com o caso plano, k nao é necessariamente degy (f) como ilustrado no exemplo a seguir.
No entanto, se f é irredutivel, podemos tomar k = n e faremos isso sempre que for

conveniente.

Uma raiz de um polinomio quase ordinario é chamada de ramo quase ordindrio.

1 1
Exemplo 2.8. A ezisténcia de raizes em C[[ X}, ..., X}]] para uma hipersuperficie nao
¢ garantia de que esta seja uma hipersuperficie quase ordindria. De fato, a hipersuperficie

definida por
f(X1,X2,Y) = (Y2 = X1 — Xo)? —4X1 X0 =Y* = 2(X; + Xo)V? + (X1 — X)
tem raizes £ = j:Xlé + XQ% mas nao € quase ordindria pois,
Ay f = —256(Xy — X1)(Xo + (2X; + 1) X + X7 — X3)°

Exemplo 2.9. Seja f € C[[ X1, X5]][Y] como no exemplo 2.6. Uma raiz de f é dada por
3 1 11
E=2X,+ X2 + X2 X2, temos entdo, degy(f) =4 e £ € C[[X?, XZ]].

Observemos que, se f € C[[Xi,...,X4]][Y] é um polinémio quase ordindrio e

degy f = n, entao de (2.4) temos que

Avf=]E-&) =x0XP - Xjue X, .., X,
i#j

com u € C[[X7,...,Xy]] uma unidade. Como C[[Xy,...,X,]] C C[[X*,..., X ]| e estes
anéis sao dominios fatoriais, segue que,
M) Ag(d) 2Aq(i.4)
G—&G=X1 " Xy X"
1 1
onde u;; é unidade em C[[X*,..., X ]| e \i(¢,7) € Nparal=1,...,d.

A1(8,9) Ao (4,5) Agq(,3)

Definicao 2.10. Os monoémios M;; = X, * X, " ---X, ™ para todos i,j sao cha-
\ofi ]
d(l’])> para todos

A (i,
mados de monomios caracteristicos de f e as d-uplas (M, cee
n

i,7 distintos sao chamados de expoentes caracteristicos (generalizados) de f.
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Exemplo 2.11. Vamos calcular os monomios caracteristicos e os expoentes caracteristicos

generalizados da hipersuperficie quase ordindria f do Exemplo 2.6. As raizes de [ sao

3 1 3 1
fo=2X+ X7 + X7 X3, &=2X+X7 - X7 X7,

3 1 3 1
52:2X2—X22 +X12X22, 63:2X2—X22 —X12X22.

Assim, temos 0s monomios caracteristicos

My = &—& =2X7 X3

My = &—&= 2X2%

Moz = 50_53:2X2%(1+X1%X2%)
My, = €1_€2:2X2%(1_X1%X2%)
Mz = & —&= 2X2%

1
My = & —& =2X2X;
e 0s expoentes caracteristicos generalizados sdo (0,3) e (3,2).

Sejam & um ramo quase ordinario e

LcL¢cClL,

os respectivos corpos de fragoes de
Cl[X1,..., X4]] C C[[Xy,..., XJJ[¢] Cc C[[ Xy, ..., X))

O corpo L, é uma extensao finita galoisiana de L e a agao do grupo de Galois G dessa
extensao é dada pela agdo das d-uplas (71,...,7n4) das raizes n-ésimas da unidade dada
1 1
por X* — n; X" (veja [A]).

Diferentemente do caso de hipersuperficies, no caso plano, sabemos qual é o grupo
1
de Galois da extensao dos respectivos corpos de fragoes de C[[X1]] e C[[X']], a saber, o

1
grupo ciclico U,, das raizes n-ésimas da unidade. Seja a = E b; Xy, m € N uma raiz
i>m
de uma curva plana irredutivel definida por um polinomio de Weierstrass f de grau n.

1\ ¢
Dado o; € U, temos a; = 0;(a) = Zbi (an1”> . Notemos que «a; é raiz de f para
>m

jg=1,...,n.
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Ainda no caso plano, definimos duas sequéncias () e (/;) de niimeros naturais asso-

1
ciados a f ou a E b; X{* como segue,

>m
e, o = n
Bi = min{i;iZ0 modej_1eb #0}see;j_q#1 (2.5)

8j = de(gj_l,ﬂj):de(ﬁo,...7ﬁj).

As duas sequéncias, definidas acima, nao dependem da escolha de « e sdo finitas.
Podemos observar que a sequéncia (g;) é estritamente decrescente, enquanto a sequéncia
(B;) é estritamente crescente. A sequéncia (f;) estda bem definida e os /3; sdo os expoentes
caracteristicos de a. Para maiores informagdes sobre o caso plano sugerimos [He|. A priori,
os expoentes caracteristicos no caso de varias variaveis nao parecem ser uma generaliza¢ao

do caso plano. Porém, temos no caso plano que, se f € C[[X;]][Y] é um polinomio

de Weierstrass irredutivel de grau n e ap com k = 1,...,n sao as raizes de f, entao
mult(a; — o) = %’“ onde [ ¢ um expoente caracteristico. Isso justifica o nome de

expoentes caracteristicos generalizados no caso de varias variaveis.
Voltemos ao caso de uma hipersuperficie quase ordinaria.

Sejam & = &y, &1, ...,&,-1 € L, os conjugados de £. Para calcular os monomios ou os
expoentes caracteristicos, basta fixar uma raiz ¢ e avaliar a diferenca com as outras raizes.
De fato, consideremos Z = {§;;0 < i < n — 1} raizes distintas de f. Se G = Gal(L,, : L)
¢ o grupo de Galois de L,, sobre L entao, fixando a raiz £ e variando os elementos de G,

temos que Z = {p({); ¢ € G}. Assim, vem que § = ¢;(§) e § = ¢;(£) para p;, p; € G e
disso segue que,
§—& = wil€) —9i(&) = iy wil€) — vi(€)
0i (05 pi(€) — &) = (& — £),

para algum ¢, € G e ¢1(§) = &

Por defini¢ao & — & = M;ju;j e & — & = Myougo. Denotando My = M}, e levando em
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conta como agem os elementos ¢; = (115, . ..,nq) de G nos elementos de L,, temos que,
A1 (k,0) Aa (k,0) Ag(k,0)
ei(Mp) = @i(X; » Xy v - Xy )
A (k,0)  Aq(k,0) Ag(k,0)  Ag(k,0)
= ’]’]1]" Xl n ...ndj" Xd n
Ay (k,0) Ag(k0)  Aj(k,0) Aq(k,0)
= (n; " omg " )Xyt Xyt
= OéMk
A1(K,0) Ag(k,0)
onde a =ny; " --+my " # 0. Isto nos diz que os monomios caracteristicos e, conse-

quentemente os expoentes caracteristicos, nao se alteram pela acao de um elemento de G

e sendo assim, concluimos que Mj, = M;;, isto é,
{Mi;0<i,j <n—-1}={My1<k<g}

para algum g < n.

Proposigao 2.12. O conjunto {Mj}1<k<, dos mondomios caracteristicos de um ramo
quase ordindrio § € totalmente ordenado pela relacao de divibilidade =, isto ¢, M; = M;

1 1
se M; diwide M; em C[[X],..., X}]].
Demonstracao. Notemos que
Miuio — Mjujo = (& — &) — (fj — &) =& — & = Mijuyy,

ou ainda,

ai a4 " Yd _ vyt g
Xl Xd uig—Xl Xd ujO_Xl Xd Usj -

Se tivermos o; < vy; para todo 1 <7 < d, entao M; divide M;. Se tivermos «; > 7;
para todo 1 < i < d, entao M; divide M;. Agora, se tivermos o; < ; e oj > 7y, para
algum par de indices 7,7 com 1 < 4,5 < d nao seria possivel escrever a igualdade acima

com u;; unidade. Portanto M; divide M; ou M, divide M;. O

Notemos que o resultado anterior, quando restrito ao caso d = 1, ou seja, ao caso
By

. . 51 . , .z ’

plano, nos indica que - < --- < =2 isto €, f; < -+ < 3, como ja sabfamos.
A partir deste ponto, vamos denotar os expoentes caracteristicos de uma hipersu-
perficie quase ordindria por \; = (A;,...,Ag) para ¢ = 1,...,g. Observemos que

Ai € ()N para todoi=1,...,g.
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Exemplo 2.13. Considere

F(X1, Xo, X3, Y) =YV = 2(X3X2 4+ X{X3X2) Y24+ XPXSXT — 2XT X0 X2 + XOX3.

11 1
O polinémio f admite quatro raizes em C[[ X', X5, X4']].

Temos fy (X1, X2, X3,Y) =43 — 4(X3X2 + X4X3X2)Y.

Reescrevendo f(X1, X9, X3,Y) =Y*+a1Y3 + a2Y3 + azY + ay, temos

ay = —2(XP X3+ X{X3X3), ay = X{XEXS — 2XT X0 X2 + XPX3 ea; = a3 =0.

Desse modo fy = 4Y3 + 2a,Y . Sendo assim,

10 aa 0 a 0 0
01 0 Qs 0 ay O
00 1 0 ay 0 a4
Ayf = det] 4 0 2a0 0 0 0 0
04 0 2, 0 0 0
00 4 0 2y 0 0
00 0 4 0 2 0

= 4096 XX 1 X3(1 —2X 1 X0 X2 + XPX2X3).

Portanto f ¢ quase ordindria. Vamos agora calcular as raizes de f.

Y2 =W, obtemos f = W? + a;W + ay. Donde obtemos,

—ag /a3 — 4ay

W= 9

_ X3XEXD +2XE XS X
Com isso temos entao,

Y2 = X3XZ 4+ XAXBXZ £ 2X2 X3 Xy = (X2 Xo + X2X3 X,)2.
O que implica em Y = j:(XI%XQ + X12X2%X3), ou seja, as raizes de f sdo,

3 3 3 3
So =X Xo+ X{X7 X5 &1 =X Xy — XiX3 X5
3 3 3 3
o= XXy — X12X22X3 §3=—XXo+ X12X22X3-

Fazendo

O grupo de Galois G da extensao L C L, estd contido em Uy X Uy X Uy que possui
3 3 11 1
ordem 4% = 64. Notemos que, sendo & = X7 Xy + X7 X} X3 € C[[X{, Xy, XJ]] uma raiz

de f, um elemento (a,b,c) € Uy x Uy x Uy age em &, da forma,

3 3 3 3
a’b X2 Xy + b’ X1 X3 X3 = a* X7 Xy + b X, X7 X.
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Assim, se G = Gy UG UGy U G5 onde

Gy = {(il,il,a);a S U4} G = {(il,ii,a);a S U4}
Gy = {(&i, +i,a);a € Uy} Gs = {(&i,£1,0);a € Uy},

entdo a agao dos elementos do grupo G sobre &, é dada por w&y = &; com w € G;.

Calculando os monomios caracteristicos temos,

3
-6 = 2XiX7 X3
3 1
o — & = 2X12X2(1+X12X22X3)

3
50 - 53 = 2X12X2-

3 3
Obtemos os monémios caracteristicos My = X2 Xy e My = X2 X2 X3 com My < My e

os expoentes caracteristicos sao A = (3,1,0) e Ay = (2,2,1).

Observacao 2.14. Notemos que p € Gal(L,, : L) implica em o(&) € {{ = &, &1, -+, &n—1}-
Assim, se & = p(&) # & = & temos

0# (&) ==& —§ = Mu,.

Isso mostra que M; é um mondmio presente em & e em (&), pois se nao estivesse nos
dots, a tqualdade acima nao seria possivel e seria um absurdo estar em apenas um deles em
virtude do automorfismo ¢ € Gal(L, : L). Em paricular, temos que p(M;) = aM; # M,

(a € C nao nulo).

Lema 2.15. Se {M;}1<k<y € 0 conjunto dos mondmios caracteristicos distintos de um

ramo quase ordindrio &, entao
L(§) = L(My, M, ..., M,).

Demonstracao. Seja ¢ um L-automorfismo de L,. Vamos mostrar que se ¢ é um
L(My, ..., M,)-automorfismo de L,, entdo ¢ é um L(§)-automorfismo de L,, ou seja,
Gal(Ly, : L(M, ..., M,)) C Gal(L, : L(§)), ou equivalentemente L(§) C L(M;,..., M,).
De fato, se ¢ ¢ Gal(L, : L(§)) temos que & = @(&) # & (i # 1). Assim,
o) — & = Mu; # 0 com u;(0) # 0. Deste modo, pela Observagao 2.14, temos
que @(M;) # M,;. Com isso ¢ ¢ Gal(L, : L(M,...,M,)). Pela contrapositiva, se
o € Gal(Ly, : L(M, ..., M,)), entdo ¢ € Gal(L,, : L(§)) e L(§) C L(M;, ..., M,).
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Reciprocamente, como & = ¢(§) para algum ¢ L-automorfismo de L,, se
¢ € Gal(L, : L(£)), entdao p(§) = &, deste modo p(M;) = M, para todo i = 1,...,g.
Assim, ¢ € Gal(L,, : L(My, ..., M,)), ou seja, L(M;, ..., M,) C L(§).

Observacao 2.16. Sejam M, ..., M, 0os monomios caracteristicos distintos de {. Temos
que M;|M; para i@ < j, isto é, M; = (X{'---X]*)M; com ; € (+)N. Note que se
w; € Gal(Ly, : L) tal que p;(§) — & = Mu; com u;(0) # 0, entao @;(My) = My, para k < 1.

Temos que L(My,...,M;—1) C L(M,...,M;) e sdo diferentes para todo i = 2,...,g.
De fato, se ¢ € Gal(L, : L(M,...,M;)), entio ¢ € Gal(L, : L(Mi,...,M;_1)),
isto €, L(My,...,M; 1) C L(My,...,M;). Além disso, M; ¢ L(Mj,..., M;_1), pois se
wi € Gal(Ly, : L(My,...,M;_1)) tal que p;(§) — & = Mu; seque que, w(M;) # M;, isto
¢, i ¢ Gal(Ly, : L(M, ..., M,)). Isso implica que L(My,...,M;) ¢ L(M,...,M;_1), ou
seja, M; ¢ L(My, ..., M; 1).

Para simplificar a notagdo vamos denotar X = (Xj,...,Xy) tornando
C[[X1,...,X4] = C[[X]] e X* = X" X} para qualquer A € Q% Denotaremos
também X% = X¢...X? para qualquer a € Q. Em Q7 consideraremos as seguintes
ordens: Dados (ay,...,aq), (81, ..., Bd) € Q¢ dizemos que

a<f < o <pfiparatodoi=1,...,dea; <pf; paraalgum j € {1,...,d}.

Q> b & existe j € {1,...,d} tal que a; > B, e a; = 3; para todo i < j.

Lema 2.17. Seja € = Y exX* € C[[X#]] ndo unidade. Entio & é um ramo quase

ordindrio se, e somente se, existem elementos \; € (%)Nd, para i =1,...,q, tais que:

(1)) My <X <---<Agecy, #0paral <i<g.

(ii) Se cy # 0, entdo \ pertence ao subgrupo de Q¢ dado por 74 + Z 7\;.
A <A

(i) N;j nao pertence ao subgrupo de Q¢ dado por Z¢ + Z ZX\ para j=1,...,g.
)\i<)\j

Demonstracao. Sejam & = &1, &, ...,&, € (C[[X%H os conjugados de &, ou seja, p;(§) = ¢&;
com ¢; € Gal(L, : L) Desse modo, temos os monomios caracteristicos
M, = XM = X f‘“ ¢ gid que sao obtidos por meio das diferencas

i) — & = & — € = Myu; com 4;(0) # 0, u; € C[[X=]]. Usando a Proposicao 2.12
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temos que o conjunto {M;}1<<, dos mondémios caracteristicos distintos é totalmente or-
denado por divisibilidade e renomeando-os podemos assumir que M; < --- < M,. Assim,
temos que A\; < --- < Ay, Temos ¢y, # 0, pois se fosse ¢y, = 0 em & , terfamos ¢, = 0
em ; para todo j = 1,...,n, logo M; nao seria monomio caracteristico. Como cada
M; € C[[X%]], segue que \; € (%)Nd. Temos assim o item (i).

Suponhamos ¢y # 0. Se @;(cxX?) # cxX?, segue que X* é um mondmio presente em
& — & = i) — & = Mpu; e deste modo M;|X*  Isso nos mostra que
X* € L(M;) C L(My,...,M;). Sendo X* um mondmio, deve ter a forma
XX = (My)® -+ (M;)*M com M um monémio em L e ay,...,a; € N. Temos entao

que A € Z4 + Z ;.
Xi<A
Se p(cxX?) = ¢, X*, entdo como todos os monomios de ¢ pertencem a L(My, ..., M,)

temos que existe um indice i tal que cxX* € L(M,..., M;)\L(My,...,M;_ ;). Sendo
assim, X* = (My)b -+ (M;)% M’ com M’ um monémio em Le b, ...,b; € N, o que implica

A€ Z4+ Z ZA;. Assim, temos o item (7).
A <A
Pela Observagao 2.16 temos que M; ¢ L(M,..., M;_;), isto é, M, nao pode ser da

forma M; = (My)% --- (M) M" com dy,...,d; € N e M” um monoémio em L, ou seja,

N ¢ 7%+ E Z\; para j =1,...,g. Assim, segue o item (7).
>\i<)\j
Vamos assumir agora os trés itens do lema e mostrar que £ ¢ um ramo quase ordinario.

Denotemos X* = M, para i = 1,...,g. Consideremos as seguintes extensoes,
L C L(My) C L(My, M) C --- C L(My,...,M,) C L.

Essas inclusdes sao estritas pelo item (ii7). Assim, temos as seguintes cadeias de

grupos,
Gal(L, : L,) C Gal(L,, : L(M,,...,M,)) C --- C Gal(L,, : L(M,)) C Gal(L,, : L).

Para que & seja um ramo quase ordinario, primeiramente vamos mostrar que
& — & = Mu; onde & = ¢;(§) é um conjugado de &, M; um mondémio e u; uma uni-
dade em C[[X#]] comi=1,...,n (& =€) e ¢; € Gal(L, : L). Sejam {Mj, ... .M} os
monomios distintos obtidos como anteriormente.

Pelo item (it), se ¢ € Gal(L, : L(M;,...,M,)) entdao p(§) — & = 0. Assim, basta
analizarmos os casos em que ¢ € Gal(L, : L)\Gal(L, : L(M)) e
o € Gal(Ly,, : L(My, ..., M)))\Gal(L, : L(My,...,M;;1))coml=1,...,g—1.
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Se ¢ € Gal(L,, : L)\Gal(L,, : L(M,)), entao segue que na diferenga ¢(£) — £ nao ha
nenhum monémio em L. Pelo item (i7) e o fato de M;|M; com j = 1,...,g vem que
©(&) — & = Mjuy onde u1(0) # 0 pois (M) # M.

Se ¢ € Gal(L,, : L(My,...,M)))\Gal(L,, : L(My,...,M;11)) com | = 1,...,9 — 1,
entao na diferenga (&) — & ndo ocorrem os monodmios My, ..., M;. Novamente pelo item
(i1) e o fato de M;1|M; para j = I+ 1,...,9 segue que p(§) — & = Mu4q com
u141(0) # 0 pois o(Miy1) # My

Para concluir que £ é um ramo quase ordinario, vamos analizar o que ocorre com as

diferencas {; —&; com i, j = 1,...,n. Para isso, observemos que §; —&; = (£ —&;) — (£ —&),

ou seja, cada diferenca & — &; é da forma M,u, para algum a =1,...,¢.
Deste modo, se f € C[[Xi,...,X4]][Y] é o polindbmio minimal de &, entao
Ayf = H (& — &) = X - XJ%u onde n = degy(f), a1,...,aq € N e u(0) # 0
1<i<j<n
com u € C[[Xy,...,X,]], ou seja, f é um polindmio quase ordindrio e consequentemente
& é um ramo quase ordinario. O

Observacao 2.18. O Lema 2.17 permite obter os monomios e os expoentes caracteristicos
sem a necessidade de  explicitar todas as raizes de um  polinomio

f(X1,..., X, Y) € C[[Xy, ..., X4]][Y] quase ordindrio.

Vamos analizar o resultado anterior no caso de curvas planas.

De (2.5), dado um ramo (quase ordinério) plano & = ZbiXI%, temos que ¢;|i para
7j—1 7j—1

todo 8,1 < b; < B; e disso segue que @ € ZZBk e B ¢ ZZﬁk Reciprocamente,

dada qualquer sequéncia crescente de naturals relatlvamente prlmos Bo, - - -, By, tais que
os inteiros definidos por €; = mdc(fo, . .., §;) sdo estritamente decrescente, entdo existe
um ramo plano que admite Sy, 5, ..., By como expoentes caracteristicos.

Observacao 2.19. O Lema 2.17 nos dd um modo de escrever os termos de um ramo

quase ordindrio &, a saber,

E=po+pi+---+pg

onde py € C[[X]] e para todo X* que ocorre em p; com coeficiente nao nulo, temos Ay < \

€ Ai+1 g .

Observagao 2.20. Qualquer truncamento (x = po+p1+---+pr do ramo quase ordindrio
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E=po+pi+--+p;, comk=0,...,9—1também é um ramo quase ordindrio pelo Lema
2.17.
11 3 1
Exemplo 2.21. Consideremos & € C[[ X, X2]] dado por & = Xy + X3 + X2 X3.
Temos os sequintes expoentes (0,1),(0,3) e (1,2). Como (0,1) € Z2, (0,3) ¢ Z? ¢
(3,2) ¢ Z* + (0, %)Z, pelo Lema 2.17, temos Ay = (0, %) <X =(3,2). Assim, & € raiz de
uma hipersuperficie f(X1, Xs,Y) quase ordindria. Fazendo alguns cdlculos obtemos que

& € raiz do polinomio quase ordindrio irredutivel
F(X1, X0,Y) = (Y — X)) — X5 — X1 X9)? —4X, X7
onde Ay f = 4096 X7 X20( X2 X2 — 2X, X, + 1).

Definicao 2.22. Dizemos que o ramo quase ordindrio & tem variaveis bem ordenadas
se as g-uplas \' = (Ay;, ..., A\yi) das i-ésimas coordenadas dos expoentes caracteristicos

A1, ..., Ag 8G0 ordenados por >, ou seja,
)\i = ()\u,...,)\gi) Zleaz ()\ljy"-a)\gj) :>\j para 1 SZ <j < d.

As i-ésimas coordenadas dos expoentes caracteristicos Aq,...,A; podem ser visuali-

zadas como segue,

>\1 = (>\11> )\127 RIS )\1d)
)\2 = ()\217 >\227 SR /\Qd)
Ay = (Ag1, Mgz, ooy Aga)
\J \J 3
AL A2 A\
Dado um ramo quase ordinario £, podemos renomear as variaveis X1, ..., X; de modo

a obter um ramo com variaveis bem ordenadas.

Exemplo 2.23. Pelo Fxemplo 2.11, os expoentes caracteristico de f dada no FExemplo
2.6 sio A = (0,2) e Ay = (3,2). Temos entio, \* = (3,2) >0, (0,2) = N, ou seja, as
varidveis nao estao bem ordenadas. Fazendo a mudanca de varidveis X1 — Xo, Xo — Xo

obtemos,

f(X1,X0,Y) = Y —8X1Y? + (24X7 — 2X7 — 2X[ Xo)Y? + (—32X7 + 8X| +8X7 X,)Y

+ 16X} —8X) 4+ X0 4+ 2XT X, — 8X0X, + XPX7 — 4XT X,
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3 1
com varidveis bem ordenadas e £ = 2X,+ X2 + X XZ2. Os expoentes caracteristicos agora

sdo A\ = (2,0) e Xy = (2,3).

27 2

1 1
Sejam & € C[[X7", ..., X}']] um ramo quase ordindrio e Ay, . .., A, seus expoentes carac-

teristicos. ~ Vamos definir indutivamente os grupos abelianos Q = Qo := Z,
Qi = Qi1 + ZX\; para todo i = 1,2,...,g e n; = £(Q;/Q;_1). Vamos mostrar que n;
é finito.
Temos que,
Qi
Qi1

={qg+Qic1:q€Qi} ={2\+Qi_1: 2 € Z}.

Lembremos que z1\; + Q;—1 = 29)\; + Q;_1 se, e somente se, \;(z1 — 23) € Q1 =
ZP+MZA+ -+ Xi—1Z. Mas \; € (1/k)Z% para algum inteiro positivo k e, sendo assim, se
(21 — ) = lk com | € Z entao \;(z1 — 20) € Z¢ C Q;_;. Como o conjunto das classes de
inteiros, médulo k, é finito, segue que, existem no méximo k classes distintas em Q;/Q;_;.

Portanto, n; é finito.

No que segue denotaremos e;_y =n;---ng para j=1,...,geny = 1.
Observacao 2.24. Os inteiros e; e n; sao o0s graus das extensoes de corpos,

e; = [L(&) : L(My, ..., M;)] para j=1,...,9
nj = [L(My,...,M;) : L(My,...,M;_1)] para j=2,....9
eny = [L(M,): L].

De fato, considere a extensao [L(M;,...,M;) : L(My,...,M;_1)]. O grau desta ex-
tensao € o grau do polinomio minimal de M; sobre L(Mj, ..., M;_1). Por definigao,
n; = $(Q;/Q;-1) € o menor inteiro tal que n;\; € Q;—1. Deste modo, o polindmio
Y™ —ij € o polinomio minimal de M; sobre L(My, ..., M;_1) e assim, [L(My, ..., M;) :
L(My,...,M;_1)] =n; para j=1,...,g. Além disso,

e =njp1-ny = [L(Mi,...,Mje1): L(M, ..., M)] - [L(€) : L(Mi,..., M, )]

= [L(g) . L(Ml, Ce ,Mj)]

lembrando que L(§) = L(My, ..., M,).
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Definamos os vetores vi,...,v, € Q% por,
Mno= A
Yi = Ni—17i—1 + )\Z — /\i—l para todo 7 = 2, -y 3, (26)
Yg+1 = O0.
Notemos que A\; com ¢ = 1,...,¢g possui n como denominador comum. Desse modo,

podemos definir também,

Y1 = nA=ny;
Vi = Ni—1%Vi—1 + n)\j — TL)\j_l para 1= ]_, .y 3; (27)

Vg+1 = OO.

Observe que 71,...,7%, € N.

De (2.7) podemos escrever,

Vier1 = n(ng---na(ng — DA +ng - -ng(na — DAa 4 -+ 4+ (g — A + Aig1) (2.8)

= ny- o npga((eo —e) A+ (e —ex) Ao + -+ (er—1 — ex) Ae + exAr1).
Podemos observar, por (2.6), que yx41 pode ser escrito da seguinte forma,
Veer = mgccona(ng — DA+ ngona(ne — DAg+ -+ (g — DA + Mg (2.9)

para k =1,..., 9. Também dessa relagao, concluimos que vx11 € Qpy1-

Lema 2.25. Todo elemento h de (); pode ser escrito de uma forma unica como v+ iy, +

i1, ondey € Qp e 0 < iy <ngqr—1 para todok =0,...,9—1etodoj=0,...,g.

Demonstragao. Por definicao n; = #(Q;/Qi—1), desse modo como 7, € @ temos que

e € Qr_1 paratodo k=1,...,g.

Mostraremos por indugao sobre j que os elementos de (); podem ser escritos como

descrito no enunciado. Inicialmente lembremos que temos as seguintes inclusoes

Z'=QyC Qi1 C  CQy1 CQ,
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Para k = 0, isto é, para h € )y o resultado ¢ imediato. Vamos supor o resultado valido
para k e consideremos h € Qi1 = Qr + ZA11. Assim, h é da forma h = my + algy

com my € Qr e a € Z. Por (2.6), podemos escrever
h =my + a(Yrr1 — Ve + Ak) = Mg + QY1 — angYk + Qg

Observemos que a\, € Qr € angy, € Qr—1 C Q. Dessa forma, h pode ser escrito na
forma h = m) + avyr41 com m), € Q. Usando o algoritmo da divisdo, podemos escrever

a=qngy1 +ig com q € Z e 0 < i, <ngy1 — 1. Desse modo, h tem a forma
h=my, 4 (i1 + ix) Ve = My + @1 Ves1 + i Vet

Notemos que qnii17e+1 € Qk. Segue assim, que h = mj + ixyer1 com my € Qp e
0 < < ngs1— 1. Por hipétese de indugdo podemos escrever mj = vy +igy1+- - -+ ik—17k,
segue que,

h=7+i071 + -+ 1Yk + Vit

onde v € Qo e 0 <i; <njy — 1 paratodo j=0,...k.

Resta mostrarmos a unicidade. Observemos inicialmente que,
n;, = MZH{I{? c N*; kX; € Qi—l} = mm{k S N*; /{3’)/1 € Qz’—l} (210)

parai=1,...,g.

De fato, por (2.9), temos que,
niYi = niona(nyg — DA +ni-ng(ng — DAg + -+ ni(nio — DA + i

Como Ay, ..., N1 € Q; e ni é o menor natural nao nulo tal que n;\; € @Q;_1, segue
que n; = min{k € N*; kvy; € Q;_1}.

Suponhamos que v +igy1 + -+ - + 417 = B+ loyr + -+ + [j_175. Se (do,...,1-1) =
(lo,...,l;—1) devemos ter v = [. Assim, vamos supor que v + igy1 + -+ + 4j_17; =
B+loy + -+ 1j—1vy; mas (i, ..., 55-1) # (lo, .., lj—1). Definamos p = maz{ k; i), # I }.
Entaop<j—1le

p—1

(ip = lp)Vps1 = (v — B) + Z(lk — i) Ykt1 € Q-

k=0
Mas, 0 < |i, — lp| < nye1 — 1, 0 que contradiz o fato de n,1 = min{k € N*; ky,41 €

@p}- ]
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2.4 Lema de Inversao

Nesta secao motraremos que, apesar de nao ser tao evidente, qualquer hipersuperficie
quase ordinaria admite como raiz um ramo quase ordinario normalizado, no sentido

abaixo:

Definigao 2.26. Um ramo quase ordindrio € =Y cxX* é normalizado se:

(i) cx # 0 entdo A > Ny, isto é, € = cy, X" H com H € C[[Xy",...,X;]] e H(0) # 0.
(i) & tem varidveis bem ordenadas.

(ZZZ) Se )\1 = ()\1170, .. .,0), entao )\11 > 1.

A condigoes (i) e (i7) sao facilmente conseguidas por meio de mudanga de coordenadas.
De fato, vimos como proceder para obter (ii). Agora se existe Y byX* em & com by # 0
e A < )\ entdo, considerando a mudanga de coordenadas X; — X; e Y = Y + 5"y X?,

temos um ramo satisfazendo o item (7) da definigdo acima.

3 1
Exemplo 2.27. No Ezemplo 2.23, o ramo & = 2X; + X2 + X X2 ndo é normalizado
pois ndo satisfaz a condigao (i) da Defini¢ao 2.26. Efetuando a mudan¢a de varidveis

X| — Xl, Xy — XQ, Y—Y+ 2X1, obtemos
F(X1, X0, Y) =Y 4+ (—2X{ Xy — 2X3) Y2 — 2X7 Xy + X0 4+ X X2
3 1
eé=X2+X2XJ.

A condigao (iii), apesar de nao ser evidente, nao é restritiva como indica o lema a
seguir.
Lema 2.28. (Lema de Inversio) Se uma hipersuperficie quase ordindria em C¥L possui
& a1 1
uma raiz § = X" H(X{", ..., X;*) com H(0) # 0, entdo também possui uma raiz da
1

forma T = Y%H’(Y%,XE,...,XE) com H'(0) # 0.

Demonstragao. Seja f € C[[Xy,...,X4]][Y] o polindmio minimal de . Os conjugados
& 1 a1
de & sobre C[[Xy,..., X ]| sdo da forma & = X' H;(X{",...,X;*) com H;(0) # 0,

i=1,2,...,n onde n = degyf. Assim,
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n

L2 1 1
XX Y) =]] (Y — X[VH (X[ ,X;d))

=1

kn
e f(X1,0,...,0) = X" &1, onde qu—;‘ é um inteiro positivo e &1 € C[[X;]] é uma unidade.

Pelo Teorema de Preparacao de Weierstrass, existe um polinomio de Weierstrass irre-
dutivel h € C[[Xs, ..., X4, Y]][X;] de grau i—? e uma unidade e € C[[X1,..., Xy, Y]], tal
que eof = h.

1 1
1

O ramo quase ordinario ¢ é da forma ¢ = X{ilF’“(X1 ,...,Xdrd) para uma série
F € C[[Xy,...,X4)] tal que F¥ = H. A série W — X, F € C[[Xy,..., Xq, W]] possui
ordem um em X, pois temos F*(0) = H(0) # 0 que implica em F(0) # 0 visto que
C[[X1,...,X4]] é um dominio de integridade. Portanto, pelo Teorema de Preparagao de

Weierstrass, existe uma unidade e3 € C[[ X7, ..., X4, W]] tal que,
63<W —XlF) = X1 + P(XQ, Ce ,Xd,W).
Notemos que, fazendo W = 0 na igualdade acima temos

_X1€3F = Xl + P<X27 R 7Xd70>7

isto é, o segundo membro desta tltima igualdade deve ser miltiplo de X, que sé é possivel
se tivermos P(Xs, ..., X4,0) = 0. Logo, todos os termos de P sao multiplos de W. Sendo
assim, podemos escrever,

e3(W—-X\F)=X, - WG

com G € C[[Xy, ..., Xy, W]] uma unidade tal que £3(0, Xs,..., X4, W) = —G.

1

Substituamos X; por Xﬁ, para i = 1,...,d, W por Y# e denotemos por O o anel

1 1 1
Cl[X]*,..., X4, Y#].
1 1 1

L T e L 1 1 o L
As séries Yi—X " F(X[" ... XM ) e X' =YrG(Y*r, X2, ..., X,;") definem o mesmo

ideal I em O. Desse modo, temos os isomorfismos de C-algebras:

1 1
. 1

Cl[X,*, ..., X" | ~0/I - O/I ~C[[Y¥,Xy2,...,X,]] (2.11)

1

Para o primeiro isomorfismo, defina o seguinte homomorfismo,

1 1
e O—=C[X]", ..., X"
1 1
X X (2.12)

YE = XTF(XT X))
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1 1 1
Notemos que ¢ é sobrejetor. Mostraremos que Ker(¢) = (Yr— X F(X]", ..., X))
1 1 1
Claramente temos (Y& — X[ F(X]',... X)) C Ker(yp). Observemos que
1

1 1

C[[Xy,..., X4, Y]] ~ C[[X,*,..., X, Y]] por meio do isomorfismo dado por X; — X,*
eY — Y.

Consideremos h,Y — X, F(X,...,Xy) € C[[Xy,..., X4, Y]]. Pelo Teorema da Divisao
de Weierstrass temos que existem tnicos g € C[[Xy,..., Xy, Y]] e r € C[[Xy,..., X]] tais
queh = q(Y—-X1F(Xy,...,Xy))+r. Assim, podemos escrever todo h(Xl%l, o ,de, Y%) €
O da forma,

1 1 1 1 1 1

hX]E X YR = (X, X YR Y =XV R(X L X)X X ).

1
Se h(X|*,...,
1

1 1 . 1 1 1
(Yr—XTF(X{", ... . X,1)) e desse modo, Ker(yp) = (Y — X" F(X*,..., X;*)). Por-
tanto, O/I ~ C[[X]",..., X,;]].

1
X, Y%) € Ker(p), entdo temos que r = 0. Logo Ker(p) C
1 1 1

Para mostrar o segundo isomorfismo, basta considerar o homomorfismo,

1 1

¢ - O ClYE X%, ... X
1 1

V¥ YE (2.13)

1 1 1

XU YEG(Y R, X2, X))

e proceder analogamente como no isomorfismo anterior.

A imagem inversa da classe de Y sob o isomorfismo (2.11) é igual a £ e a imagem da

1 1
classe de X; éigualar:=Y & G" (Y%7 X5?, ..., X,"). Assim, a imagem pelo isomorfismo
(2.11) de h(Xy,..., Xy, &) éigual a h(7, Xy, ..., Xy, Y), portanto a série 7 é uma raiz de

h e consequentemente de f.

Para concluir basta mostrarmos que Ay, (h) = Y*X3'--- X% com ¢ uma unidade

em C[[Xy,..., X4, Y]]

1

1
A inclusao C[[Y, Xo,..., Xy]] C C[[Y%,XQTQ,...,X;d]] induz uma extensao de Ga-
lois finita dos seus respectivos corpos de fracoes. Como o polinémio A é irredutivel sobre

1 1
CllY, Xs,...,X4)] e tem raiz 7 € C[[Y*, X;2,...,X;%])], ele se fatora em
1 1

C[[Y*,X,2,...,X,%]]. Portanto, todas as outras raizes sdo obtidas pela acdo das rafzes

da unidade sobre as variaveis. O discriminante do polinomio A com respeito a X; ¢é igual
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oh

alAx, (h) =1]] a_Xl(TS) onde 74 percorre as raizes de h. Assim, é suficiente mostrarmos
ad

ah a 2 T, . . . ~
que 87(7) é da forma Y& X2 .-+ X;%ey para uma unidade ¢4 € O/I e inteiros nao
1

negativos aq, ..., aq.

Quando diferenciamos h(T, Xs, ..., X4, Y) = 0, com respeito a indeterminada Yk obte-

mos,

Oh or k-1 Oh
— (1, Xo,...,. X4, Y Y * —(1,Xq,..., X3, Y) = 2.14
aXl (7—7 2 y “3d )8)/% +k k 8Y<7—’ 2 y “Md ) 0 ( )

or r—-1 .
onde - é da forma Y "% g5, para uma unidade 5 € O/1I.
%
Oh 02 of L L : .
Como — = f——= + €3—— e o polinomio f é quase ordindrio, a imagem inversa de

B ) 4 oY
oh

8_Y(T’ Xo, ..., Xy, Y) pelo isomorfismo (2.11) é da forma,

Oz ) 0 nx
(fa_; +€2_f) (le.--,Xdyg) - (628_{./) (Xlw"aXd)g) :Xll '..degﬁ

bq

by bg
para uma unidade s € O/I. Portanto, hy (7, Xs, ..., X4, Y) é da forma Y%X;2 - X e,

para uma unidade 7 € O/ e inteiros nado negativos by,...,bs. Pela igualdade (2.14),
temos

oh k=ry oh

— (1, Xo,...,. Xy, Y) =Y+ —(1,Xy,..., Xy, Y

8X1 (Ta 2, y “3d ) k oY (T7 2, y “3d )58

para uma unidade g € O/I. O



CAPITULO 3

Semigrupo de uma Hipersuperficie

Quase Ordinaria

Neste capitulo apresentaremos o semigrupo associado a uma hipersuperficie quase or-
dinaria. Do mesmo modo que para curvas planas, tal semigrupo é um invariante topolégico

completo no caso de germes analiticos (veja [L] e [Gal).

No caso plano, para obtermos o semigrupo associado a uma curva plana, usamos
a valoragao associada a f, ou seja, vs(h) = multy(h(T™, ¢(T))) com h € C[[Xi]]\(f) e
(T™, ¢(T')) uma parametrizacao de f, ou equivalentemente, calculamos n-multx, (h(Xi,€))
com & € (C[[Xﬁ ]] uma raiz de f. Isto é o mesmo que calcular o expoente dominante de
R(T™, ¢(T)). Ja no caso de hipersuperficies, nem sempre um ramo quase ordindrio possui

expoente dominante e, por esse fato, usaremos o Poliedro de Newton.

3.1 Poliedro de Newton

1 1
Definigao 3.1. Seja n = > ¢, X* € C[[Xy,...,X]]]. Sen pode ser escrito na forma
1

1
n = X"u(X) comm € QL eu € C[[X/,...,X7]], u(0) # 0, dizemos que 1 possui

expoente dominante m e denotamos este expoente por vx(n) = m.

Definicao 3.2. Sejan = > co, X* € C[[Xy,..., X }]]. Definimos o poliedro de Newton

Nx(n) de n como sendo Supp(n) + R, ou seja, o fecho convexo em R do conjunto

Supp(n) + RL onde Supp(n) = {a € Q%c, # 0} € o suporte de n. Os vértices de

Supp(n) + R sdo chamados de vértices do poliedro de Newton .

Exemplo 3.3. O poliedro de Newton de

1 3 3 11
n=X{ X3+ X7 X7+ X7X, € C[[X7, X7]]



3.2 Semirraizes 39

SN

—
N[
w
SN—

—~~
N
N

N—,

com Supp(ﬁ) = {(%7 3)7 (%’ %)7 (37 1)}

Se 7 possui expoente dominante, entao Nx (1) = vx(n) —HRE’H o que sugere que poliedro

de Newton é uma generalizacao de expoente dominante.

3.2 Semirraizes

Como antes, vamos denotar o conjunto de todas as raizes de f por Z(f) e v1,..., V41 08

vetores dados em (2.6).

Definicao 3.4. Sejam £ € Z(f) e k € {0,...,g9}. Um polinomio ménico fr, € C[[X]][Y]

¢ chamado uma k-semirraiz de [ se degy(fx) = moni---ng e fi possui um expoente
dominante vx (fi(§)) = 1 onde fi,(§) = fu(X,§). Uma (g+1)-upla (fo, ..., f,) tal que,
para todo k € {0,...,g}, fx € uma k-semirraiz de f, é chamado um sistema completo de

semirraizes para f. Observemos que podemos tomar f como sendo a g-ésima semirraiz

de f.

Notemos que as semirraizes de f nao dependem da escolha de .

Sempre existe um sistema completo de semirraizes para f. Os polinomios minimais
de truncamentos adequados de ¢ formam um sistema completo de semirraizes para f.

Introduziremos agora algumas defini¢oes e resultados para provarmos essa afirmacao.

Defini¢ao 3.5. Sejam f,h € C[[X]][Y] de graus positivos. Dizemos que f e h sao com-

paraveis se o discriminante de fh com respeito a varidvel Y € da forma

Ay (fh) = X*e com A € N e ¢ unidade em C[[X]].
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Se f e h sao comparaveis, o produto fh é uma hipersuperficie quase ordindria e,
entdo, dadas € € Z(f) e 7 € Z(h) quaisquer, a diferenca entre £ e 7 é da forma X°e com

e € C[[X#]] unidade e 6 € (£)N?. Pela Proposi¢ao 2.12 o conjunto

{(6;6—T7=X%,6¢ (1)Nd,€ € C[[X#]] unidade}

n
¢ totalmente ordenado. Assim, temos a seguinte definigao:
Defini¢ao 3.6. Sejam f e h polinomios compardveis pertencentes a C[[X]|[Y]. Dizemos

que f e h tem ordem de coincidéncia o € (%)N se a € o maior expoente, com respeito a

ordem <, do conjunto {0;6 — T = X°u(Xx), com u unidade, f(€) = h(t) = 0}.

Observacao 3.7. Sejam f,h dois polinomios em C[[X]][Y] com deg(f) = n e deg(h) =
m. De (2.3) temos,

NX(RY(fa h)) = Nx (H h(fi)) = deg(f)NX(h(fi))

e
Nx(Ry(f,h)) = Nx (H f(Tj)) = deg(q)Nx(f(7;))
j=1
onde &, com i =1,...,n, sao as raizes de f e T;, com j=1,...,m, sdo as raizes de h.

Proposicao 3.8. Sejam f,h € C[[X]][Y] dois polindmios quase ordindrios irredutiveis
com ordem de coincidéncia o tais que deg(f) =mn, A\j, com j=1,...,g, sao os expoentes
caracteristicos de & € Z(f) e i = max{j;\; < a}. Entio Ry(f,h) = XPu(X) com
w(X) € C[[X]] unidade e B = deg(h)((eg — e1)A\1 + (e1 — €2)Aa + - - + (€;_1 — €;)\; + €;).

Demonstracao. Por hipotese, f tem ordem de coincidéncia o com h. Sendo assim,
considerando 7 € Z(h), podemos tomar ¢ € Z(f), tal que £ — 7 = X%uy(X#) com
u (X +) € C[[X+]] unidade. Notemos que, se existem expoentes caracteristicos de 7 que
sejam menores que «, eles sao iguais a A\, com 1 < k <. As raizes de f que verificam a
propriedade £ —7 = X ®uy (X %) sao obtidas de £ pela acao do grupo de Galois da extensao

L(XM .., XM) C L(€). Assim,
#{raizes de f tais que £ — 7 = X*(unid.)} = [L(€) : L(X™,..., X")] = ¢ (3.1)
Pela diferenga & — 7 = X%uy (X %), vem que os expoentes caracteristicos de £ que sao

menores que «, de alguma forma aparecem em 7 podendo nao serem expoentes carac-

teristicos de 7. Com isso,

#{raizes de f tais que & — 7 = X (unid.)} = ex_1 — e para k= 1,...,1i. (3.2)
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Consideremos ¢; as raizes de f para [ = 1,...,n. Escrevendo f(X,Y) = H (Y = &),

1

temos que f(X, 1) H 7—&). Agora, por (3.1) e (3.2) segue que f(X,7) = X% uy(X7)

com uy(X ) umdade em C[[X]] e
ﬁ/ = (60 — 61))\1 + (61 — 62))\2 + - (€i_1 — 61))\1 + €;x.

Assim, pela Observagao 3.7 segue que Ry (f,h) = X u3(X), uz(X) € C[[X]] unidade,
com

B =deg(h)((eg — e1)A\1 + (e1 — e2)Ag + - -+ + (6,1 — €i)\i + ;).
Portanto, temos o resultado. [

Proposigao 3.9. Sejam f € C[[X]][Y] uma hipersuperficie quase ordindria irredutivel de
grau n com raizes &, k = 1,...,n, expoentes caracteristicos \; para j = 1,...,9 e q €
C[[X]][Y] um polinomio quase ordindrio irredutivel de grau nony ...n; para 0 < j < g—1.

As sequintes afirmacoes sao equivalentes:

(1) O polinémio q tem ordem de coincidéncia Aj+1 com f.
(2) Ry(f,q) = X7ite; para uma unidade €; € C[[X]].

(3) q(€x) = X7+ ¢; para uma unidade e; € C[[Xn)] ek =1,...,g.

Demonstrag¢ao. Primeiramente mostraremos o resultado para j = 0. Assim, ¢ tem grau
ng = 1 e é da forma q(Y) = Y — X°uy(X) com u;(X) unidade em C[[X]] e § € N? j&
que ¢ é quase ordindrio. Vamos assumir (1), ou seja, que ¢ tem ordem de coincidéncia A\
com f. Seja & uma raiz de f tal que & — X%uy(X) = XMuy(X ) onde ug(Xn) ¢ uma
unidade em C[[X#]]. Como os elementos do grupo de Galois da extensdo L C L(€) fixam
os elementos de C[[X]], segue que & — X%ui(X) = XM} (X=) para todo k =1,...,g e
). (X =) unidade em C[[X#]]. Temos entéo,

n

Ry (f,q) = H(J(fk) = H(ék — X’u (X)) = X" (X) = X7"(X)

k=1 k=1

onde u”(X) € C[[X]] unidade. Segue assim, o item (2).
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Vamos assumir o item (2). Pela igualdade anterior, temos que Nx(Ry(f,q)) =
nNx(q(&)) para um k qualquer. Por hip6tese, o vértice de Nx(Ry (f,q)) é 7 e, sendo as-
sim, o vértice de Ny (¢(&)) é Ay = v. Logo, q(&,) = X7e; para uma unidade ¢, € C[[X ]
e todo k =1,...,n. Portanto, temos o item (3).

Supondo (3), isto é, ¢(&) = & — X°uy (X) = X e paratodo k = 1,...,n, temos pela
defini¢ao de ordem de coincidéncia, o item (1).

Suponhamos agora que ¢ ¢ um polinomio quase ordinario irredutivel de grau maior ou
igual a 1 comparavel com f e tendo ordem de coincidéncia a.

Vamos mostrar que (2) é equivalente a (3). Se Ry(f,q) = X%+'¢; com ¢; unidade
em C[[X]], temos que Nx(Ry(f,q)) tem vértice J;41. Da Observacao 3.7, vem que
Nx(Ry(f,q)) = nNx(q(&)) e assim, Ny (q(&)) tem como vértice (£)7;41 = vj41. Logo,
q(&) = Xitle; com €; € (C[[X%]] e k =1,...,n. Reciprocamente, se q(§) = X+1¢;,
da Observacao 3.7, segue que Nx(Ry(f,q)) tem como vértice ny;+1 = 541 € portanto
Ry (f,q) = X7itg;, com ¢; € C[[X]] unidade. Assim, (2) é equivalente a (3).

Mostraremos agora que (1) é equivalente a (2).

Inicialmente consideremos o caso em que existe ¢ = maz{j; \; < a}. Consideremos 7
uma raiz qualquer do polinomio g. Tomemos uma raiz &, de f tal que & —7 = X %ug(X %)
com uz(X =) € C[[X+]] unidade. Pela Proposicio 3.8 Ry (f,q) = X u3(X) com ug(X) €
C[[X]] unidade e

6 = Nony ... ’I’Lj((eo — 61))\1 + (61 - 62))\2 —+ 4 (67;_1 — ez)/\z + 67;06). (33)

Assumindo (1), ou seja, se & = A;41, entao temos que i = j e v = 7,41 por (2.8).
Reciprocamente, assumir (2) é o mesmo que dizer que = 7;41. Se mostarmos que
i = j vamos ter v = \j4q. Suponha 1 <7 < j. De (2.8) e (3.3) vem que,
61')\j+1 < ej)\j+1 < (61' — €i+1>)\i+1 + 4 (€j+1 — €j)>\j -+ €; = e,
ou seja, Aj11 < a. Isso implica que A; é menor que a e ¢ também um expoente ca-
racteristico de 7, uma contradi¢do. Se j < i, obtemos de (2.8) e (3.3) que 5 > 7,41.

Se tivermos ainda « menor ou igual a qualquer expoente caracteristico de 7, em
particular temos o < A1, onde A\ é o primeiro expoente caracteritico de £&. Desse modo,

por (3.3) temos 5 = deg(q) - eg - . Assim,

deg(q) - eo-a = =711 = deg(q)((eo — €)M\ + -+ (ej_1 — €5)Aj) + €A 41
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o que implica em
eoA1 > eoar = egAp +e1(Ag — A1) + - g1 (A — Ajo1) + (N — Aj),

ou seja,

0 Z 61()\2 — )\1) + -+ ejfl()\j — )\jfl) + ej(>‘j+1 — )\])

que é um absurdo.

Portanto, 8 = 7,41 implica que i = j e @ = A;4;1. Concluimos assim a demonstragao.

]

Observacgao 3.10. O expoente § do discriminante de f, Ay f = X% com € unidade em
g

Cl[X1,...,X4]] € dado por 6 = Z(ek_l — ex) . Esse fato seque usando (3.2) para as
raizes de f e a relagao dada em 1?214)

Com esses resultados, podemos mostrar que os polindmios minimais de truncamentos
adequados de £ raiz de f formam um sistema completo de semirraizes para f. De fato,
vamos considerar (; = po + p1 + - -+ + pp os truncamentos de § = pg + p; + - - + py para
k=0,...,9— 1. Para k = 0, basta tomar fy = Y — pg, pois degy(fo) = no = 1 e
fo(€) = XM u(Xw) com w(X ) unidade em C[[X#]]. Consideremos agora 0 < k < g — 1.
Desse modo, chamando f; o polindbmio minimal de (; sobre L, temos pela Observacao
2.24 que fy é irredutivel quase ordindrio e degy (fy) = nony - - - ng. Vamos mostrar que f

tem ordem de coincidéncia Ax4+1 com fj. Consideremos o conjunto
A={a;6— ¢ = X°u(X7),u unidade em C[[X7]]}

onde & sao as raizes de f para ¢ = 1,...,n e lgj) sao as raizes de fp para
j =1,...,n9n1---ng. Sendo assim, o maior elemento, com respeito a ordem <, do
conjunto A é A\y11 e, pela Proposiao 3.9, segue que fi(§) = X"+1¢; com € unidade em
C[[X*]]. Portanto, os polinémios minimais dos truncamentos ¢, com k = 0,...,g — 1

formam um sistema completo de semirraizes para f.

Antes de enunciarmos o proximo resultado, faremos uma observacao.

Observacao 3.11. Sejam K um corpo e f,h € K[Y] com deg(f) > deg(h). Efetuando a

divisao de f por h e dos sucessivos quocientes até obtermos um quociente de grau menor



3.2 Semirraizes 44

que o grau de h, obtemos

f = @ah+ry, deg(rg) < deg(h)

@ = qh+r, deg(r) <deg(h)

Qp—1 — Tph + T'p—1, deg(rp—l)a deg(rp) < deg<h)

Desse modo, podemos escrever f na forma,

P
f=mrph? + Tp_lhp_l + ’I“p_ghp_Q + o+ rih+rg= z:rzhZ
i=0

Notemos que cada r; tem grau menor que o grau de h.

Os termos dessa soma possuem graus dois a dois distintos. De fato, sejam o, €
{0,....p} coma # B er, # 0 # rz. Sem perda de generalidade suponhamos que o > 3 e
deg(roh®) = deg(rgh®). Desse modo, obtemos deg(r,) +adeg(h) = deg(rg) + Bdeg(h), ou
ainda, deg(ry) + (a— B)deg(h) = deg(rg), o que é um absurdo, pois essa iltima igualdade
implica em deg(rg) > deg(h), visto que o — 3 > 0. Portanto, os graus dos termos da

expansao de f em relacdo a h sao todos distintos.

Lema 3.12. Sejam f € C[[X]][Y] uma hipersuperficie quase ordindria com n = degy (f)
e fo,..., fy € C[[X]][Y] com deg(fi) = nony ---n; para todo i € {0,...,g}. Qualquer h €
C[[X]|[Y] pode ser escrito de modo tinico como uma soma finita h = Zcio,.,ig 00 flo
com ¢;,..;, € C[[X]], onde as (g+1)-uplas (o, . .., 1y) € N9 verificam 0 < i, < npyr —1,
para todo k € {0,...,9g—1} ei, < [deg+(h)].

Demonstracao. Facamos a divisao euclidiana de h por f, e os sucessivos quocientes por

f, até obtermos um quociente de grau em Y menor que degy (f,).

Assim, podemos escrever,
p .
h=rpf? 1) [0 + 1o [0+ i fy o= ) ri [0
=0

onde deg(r;,) < deg(fy;) = n. Pela Observagao 3.11 segue que degy(h) > ign, ou seja,

iy < [demm] .

n
Repetindo o processo para cada r;,, ou seja, dividindo r;, por f, ;1 e seus sucessi-

vos quocientes até que tenhamos um quociente de grau menor que degy (r;,), podemos



3.2 Semirraizes 45

escrever,

T :Tl(ig) +rl(zg1) + (Zg) l 2+ +7nllg)fg 1_'_70(()29).

g

J& vimos que degy (r;,) < n, entdo devemos ter h = Z cigfl,;gfgi‘ff fgig com 0 < i, 1 <
ng — 1 e degy(ci,_i,) < deg(fy—1) = nony---ng_1.

Prosseguindo deste modo, dividindo em cada passo ¢;,..;, por fr—1 obtemos h =
ZCZO iy o -~fgig com ¢;,..q, € C[[X]] € 0 < iy < npyq — 1 para k € {0,...,9—1}.

A unicidade da representacao vem da observacao de que os graus em Y dos termos
Cig...ig 80 . --fgi" sdo dois a dois distintos. De fato, suponha que existam (i, ...,i,) #
(Jos---+Jg) € degy(ci.., 80 e ;g) = degy (cjo...j, go e gg). Entao existe s € {0,...,¢g}
tal que i = jj para todo k > s e iy # j;,. Vamos supor, sem perda de generalidade que

s > Js. Assim,
i0n0+i1n0n1 + - +Z'gn0---ng :j()no +j1n0n1 + - +jgn0-~-n

o que implica em
s—1

(is — Js)no -+ ns = Z(]k —dg)Ng -+ Ny

k=0

Como 0 < i <ngyp —1e0 < gk <ngyr — 1, segue que Jx — i < ngy1 — 1 e assim,

s—1
o= gdmo+ns < 3 (st — Do
k=0
= (n0n1 — ’fl(]) + (n0n1n2 — nonl) + -+ (ng...ns —MNg--- ns,l)

= nony---ns— L.

Temos entao (is — js)ng -+ ns < ng---ngs o que implica em 0 < is — j; < 1, 0 que é um
absurdo.

Para concluir a prova da unicidade suponha que existam duas expansoes de h como

desejado, a saber,

E o flo L fig _E 5 [ ¥
Clo...’Lg 0 fgg - h - d]Om]g 0 gg7
ou seja,
§ o flo i_§ Cpdo L flg —
Czo...zg 0 fgg djo...jg 0 fgg - O

Renomeando os termos podemos reescrever a igualdade acima como

Z eko__k,gfém e f;g = 0. Para as (g + 1)-uplas que satisfazem (i, ...,i5) = (Jo, .-, Jg)
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vamos ter c;,..i, = dj,..j,- Se tivermos (g + 1)-uplas (ig,...,15) # (Jo,-.-,Jg), do fato

de cada termo ter grau distinto um do outro, vem que, para tais (g + 1)-uplas temos

Cig...iy = djy...j, = 0. Logo, a expansao ¢ tinica. Concluimos assim a demonstracao. O
Definigao 3.13. Seja (fo, ..., fy) um sistema completo de semirraizes para f. A expansao
anterior h = E Cig..igfo” "+ 3¢ € chamada expansao (fo,--., fy)-4dica de h. O conjunto

finito {(io, ... ,ig); Cig..i, # 0} € chamado o suporte (fy, ..., fy)-ddico de h e denotado por

Lema 3.14. Seja (fo,..., f;) um sistema completo de semirraizes para f. Se h =
Zcio...ig 60---]”;9 ¢ a expansio (fo,..., fy)-ddica de h € C[X]][Y], entao para
todo & € Z(f), os conjuntos dos wvértices do poliedro de Newton
Nx (Cig..iy (fo(E)) -+ (f4(£))) sao dois a dois disjuntos quando (ig,..., i) varia no
suporte (fo, ..., fy)-ddico de h.

Demonstragao. Primeiramente notemos que f,(§) = 0 e, consequentemente, podemos

considerar i, = 0.

Sabemos que vx (fx(£)) = Vr+1, que é equivalente a afirmar que f(§) = X7k+1uk(X%)
onde uy(0,...,0) # 0. Assim, temos que (fp(€))* = X#¥+1(uu(Xn))* com
(ux(0,...,0))* = 0. Desse modo,

(Fo(€))7 -+ (fya(€))'ot = Xiomt=Hio oy (X )

com u(X#) € C[[X#]] unidade.

Notemos que ¢;,..;, = Zd,YX7 € C[[X]]. Entao,
v

Cineig (Jo(€)) -+ (fg—1 (€)'t = (Zdﬁ(”) Xt tig 17 (X )

—_ Z’Yd_yX’Y-‘rio’Yl+"'+ig_1’Ygu(X,1L).
vy
Isso mostra que os vértices de Nx(ciy...i,(fo(€)) - - (fg—1(£))"s~") sao da forma v +
oY1+ +ig17,0ondey ENTe 0 <i; <nj,;—1comj=0,...,g—1. Assim, para cada
Cigig (J0(£))0 - -+ (fg=1(§)) =) com (io, . .., i4—1,0) variando no suporte (fo, ..., fy)-ddico
de h, vamos ter os conjuntos dos vértices de Nx/(ci,..i, (f0(£))™ - (fg—1(€))"s") dois a

dois distintos por consequéncia do Lema 2.25. Portanto, temos o resultado desejado. [
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Finalizamos essa se¢ao com um resultado que auxiliarda na descricao do semigrupo

associado a uma hipersuperficie quase ordinéaria.

Lema 3.15. Sejam hy, ..., h, € C[[X#]] tais que o conjunto dos vértices dos poliedros de
Newton Nx(hi),...,Nx(hy) sao dois a dois disjuntos, entio Nx(hy +---+hy,) € o fecho
convexo da uniio Nx(hi)U---UNx(h,). Em particular, cada vértice de Nx(hy+---+h,)

¢ um vértice de um dos poliedros Nx(h1), ..., Nx (hy).

Demonstragdo. Se h := hi+- - -+h,, entdo é imediato que Nx(h) C Nx(hi)U---UNx(h,),

visto que cada monomio de h é também um monomio de algum dos h; com ¢ =1,...,p.

Por outro lado, cada vértice de Nx(hy) U --- U Nx(h,) é um vértice de algum Ny (h;)
com ¢ = 1,...,p. A hipdtese de que os conjuntos dos vértices dos poliedros de Newton

Nx(hi),...,Nx(h,) sado dois a dois disjuntos, implica que cada vértice de

Nx(hy)U---UNx(h,) ¢é necessariamente um vértice de Nx(h), o que prova
Nx(hi)U---UNx(h,) € Nx(h) . Portanto Nx(h) = Nx(hy)U---UNx(h,). Dessa
igualdade, segue que cada vértice de Nx(hy + -+ hy,) é um vértice de um dos poliedros

Nx(hy), ..., Nx(hy). O

3.3 Semigrupos

Nesta secao vamos introduzir o semigrupo associado a uma hipersuperficie quase ordinaria
definida por f € C[[X]][Y]. Para isso, consideremos £ € Z(f), ou seja, & um ramo quase

ordindrio e usaremos os vértices do poliedro de Newton Nx(h(£)) com h variando em

CIXTIYIN()-

Definamos o seguinte conjunto,
Cy(f)={~ € Qi;’y é um vértice de Nx(h(€)),h € C[[X][YI\(f)}

A proposigao a seguir garante que I'y(f) é um semigrupo aditivo de Q<.

Proposigao 3.16. Seja f € C[[X]|[Y] um polinémio quase ordindrio com degy (f) =n e

&€ Z(f). Temos a sequinte igualdade de conjuntos:
Tar(f) =N+ Ny + -+ + Ny,

onde y;, para i =1,...,g, sio como em (2.6).
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Demonstragio. Mostraremos primeiramente que Tp(f) € N + Ny, + -+ + Nv,. Seja
d € Tu(f), ou seja ¢ é um vértice de Nx(h(€)) para algum h € C[[X]][Y]\(f). Con-
siderando {fy,..., f,;} um sistema completo de semirraizes para f podemos escrever a
expansio (fo,..., fy)-ddica de h como h = ¢ i, fo - .- fi e, sendo assim, h(€) =
> Cio...z’g(fo(f))io ([ = X Cio,..ig(fO(S))iO - (fg-1(§))'et pois fy(§) = 0. Pelo
Lema 3.14 segue que os conjuntos dos vértices de Nx(ciq..i, (f0(£)) -+ (fo—1(£))™~*) sdo
dois a dois disjuntos quando (i, .. .,1,) varia no suporte (fo,..., f,)-ddico de h. Agora,
pelo Lema 3.15, temos que 0 é um dos vértices de algum N (c;.., (fo(§)) - - (fg-1(£))"),
ouseja, 6 =y +igy +-+ig 17, comy €N e <iy <mpyy—lcomk=0,...,9—1.
Logo, temos a inclusao desejada.

Por outro lado, seja § = v+ a1 + - -+ + a7, pertencente a N? + Nvy; + -+ + Ny,
Tomando h(X,Y) = X7(fo(Y))* - (fy—1(Y))* em C[[X]][Y]\(f) temos,

h(§) = h(X,&) = X7(fo(€))™ - (fg-1(£)™

_ X7+a171+--~+agwgu(X% )

com u(X ) unidade. Assim, Ny (h(£)) = §+R?, isto é, o vértice do poliedro de Newton de
h(€) é 6, ouseja, d € [y (f). Portanto, temos a igualdade Ty (f) = N4+Ny;+- - -+Nv,. O

Vamos considerar somente as séries que possuem expoente dominante e definamos o

seguinte conjunto:

Cp(f) = {vx(h(§)); h € C[[X]][Y]\(f), h possui expoente dominante}.

Contrariamente a I'y(f) é facil constatar que I'p(f) ¢ um semigrupo de Q1. Ob-
viamente 0 € I'p uma vez que vy(l) = (0,...,0) € Q4. Além disto, sejam hq, hy €
C[XNJ[Y\(f) tais que hi(&) e hy(§) tenham expoentes dominantes vx(hi(§)) = my e
vx (ha(§)) = ma, entdo temos que h = hihy € C[[X]|[Y]\(f), pois % ¢ um dominio
ja que f é irredutivel e

h(E) = hi(©ha(§) = (X ur(X)) (X™ua(XH)) = XM 2u(X )

1
n

onde my, my € Q% e uy, uz, w unidades em C[[X = ]]. Disso, segue que h(£) possui expoente

dominante vx (h(£)) = vx (hi()h2(§)) = m1 +my = vx(hi(€)) +vx (h2(£)) e que I'p(f) é
fechado para a adigao. A associatividade de I'p(f) segue do fato de que I'n(f) C Q<.
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Proposicao 3.17. Com as mesmas notagoes da Proposicao 3.16 temos a sequinte igual-
dade de semigrupos:

Tp(f) = NT4+ Ny + -+« + Ny,

Demonstracao. Seja 6 € I'p(f). Assim, 6 = vx(h(§)) para algum h € C[X]][Y\(f)
tal que h(§) tem expoente dominante. Desse modo § é vértice de Ny (h(€)). Consi-
derando um sistema completo de semirraizes (fo, ..., f,) para f e tomando a expansao
(fo,.--, fy)-4dica de h podemos escrever h = Y ¢ i fo0e ¢ assim
h(&) =3 Cigyig (fo(€)) - -+ (fy=1(§))»~. Como, pelo Lema 3.14, o conjunto dos vértices
de Nx (cig,..i, (fo(§)) -+ - (fy—1(£))"s—*) s@o dois a dois disjuntos com (i, ..., i,) variando
no suporte (fo, ..., fy)-adico de h, segue que 9 é vértice de algum dos poliedros de Newton
Nx (Ci,..iy (fo(€)) - (fg=1(€))'s~") e portanto, & = v+ igy1 + -+ + ig_17, com v € N«
Logo, temos I'p(f) C N? + Ny + -+ + Nr,.

A prova de que N? + Nv; + -+ + Ny, C I'p(f) é a mesma feita na Proposigao 3.16
para provar que N? + Ny, + -+ + Ny, C Tx(f). Portanto, temos a igualdade I'p(f) =

N% + Nv; + -+ + Ny, u

Definigao 3.18. O semigrupo I'n/(f) = I'p(f) é chamado simplesmente de semigrupo de
f e serd denotado por I'(f).

Observacao 3.19. No caso de uma curva plana definida por f € C[[X4]][Y] temos que
['(f) € N enquanto que para wma hipersuperficie quase ordindria f € C[[X]][Y] temos
L(f) € QL. Porém, observando que os expoentes caracteristicos de um ramo quase or-
dindrio possuem um denominador comum k < n e consequentemente o mesmo vale para

Vi, .-, temos que T(f) C (3)N? C (£)N,

Em virtude da observagao anterior, podemos definir o semigrupo I'(f) de outra ma-
neira. Como os elementos de I'(f) tem o mesmo denominador, podemos considerar T'(f),

que a principio estd contido em (%)Nd, como sendo um semigrupo de N? definindo
I'(f) = nN? + Ny, + -+ + Ny, C N* (3.4)

onde 7; = nv;.
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De (2.6) e (3.4), podemos ainda escrever os geradores do semigrupo I'(f) como:

vi = (0,...,0,n,0,...,0) parai=1,...,d (n na i-ésima coordenada)
Vati = M (3.5)
Vitvj4l = MNjVarj +nAjp —nAjparaj=1,...,9— 1.
Assim, o semigrupo I'(f) € N¢ é gerado por {v1, ..., Vs, }, ouseja, [(f) = (v1, ..., Virg)-
Para j =0,...,9 — 1 podemos escrever,

Vd+j+1 :n((m — 1)712 cee nj)\l + (n2 - 1)’03 s nj)\g + -+ (nj — 1))\J + )‘j—i-l) (36)

=nNgNq - nj((eo — 61))\1 -+ (61 — 62))\2 + -+ (ej,1 — ej))\j -+ €j)\j+1>~

Denotaremos por I';(f) o subsemigrupo (v1,...,v44;) de I'(f) para j =0,...,g.

Vérias propriedades do semigrupo de curvas planas (veja [He]) também sdo validas
para o semigrupo de hipersuperficies quase ordinarias em C%*! como constatamos no

resultado abaixo.

Proposicao 3.20. Com as notagoes anteriores temos:

1. O subgrupo de Z% gerado por v, ...,vas; € igual a nQ; para 0 < j < g.

2. A ordem da classe de v4.; no grupo nZQle ¢ igual an; para j=1,...,¢.
i

3. Temos que Vgy; > nj_1Vgrj—1 para j =2,...,49.

4. Se o vetor u; € nQ; possui coordenadas ndo negativas, entao u; + n;var; € Ii(f)

para j=1,...,g.

5. O wvetor njvyy; pertence ao semigrupo I';_y para j =2,...,9.

Demonstragao. 1. De (3.6) fica claro que (vq,...,v4;) C n@Q); para todo j = 0,...,g.
Para mostrar a inclusao contréria, usaremos inducao sobre j. Para j7 = 0 é claro que
nZ? = nQy C (11,...,v4). Suponha a inclusdo vélida para todo k < j. Para qualquer
v € n@j, temos v = v +an; coma € Z e v’ € nQj—1 C (v1,...,V41j-1). Desse modo,

de (3.5) temos

/
Vo= U+ G(Vd+j —Nj1Vd4j-1 + n>\j_1)

. /
= (V' —anj_1vgrj—1 +ankj_q) + avgy;.
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/
ComonA;_1; € nQj_1 = (V1, ... Varj—1), temos v'—an;_1Vqy;—1+ankj_1 € (v1,..., Varj_1)
e segue que v € (v, ..., Vayj)-

2. De (2.10) e (3.6) temos que
n; = mm{k S N*, k)\] S ijl} = mm{k S N*, k’}/] S ijl}

= min{k € N kvg; € nQj_1}.

Disso segue o item 2.

3. De (3.5) e da igualdade (3.6) temos que

NjVat; = Nj-1Varj—1 = Nj—1(nj — DVasjo1 +nj(nd; —nj1)
> (nj — 1)(nj_1Varj—1 +nAj —nXj_1) (3.7)
= (n; = Dvay,

ou seja, Vgij > Nj_1Vayj—1 para j =2,...,¢.

4. Mostraremos a afirmacao 4 por inducao sobre j. Para j = 1 temos que se u; € n()
possui coordenadas nao negativas, entdao u; = na + bni; com a € N e b € N. Assim,
COMO Vg1 = 1 = N7y = nAy temos que uy + nyvg = na + (b + ny)vger € Ti(f).

Suponhamos o resultado verdadeiro para todo 1 < k < j. Pelo Lema 2.25 e de (3.5)
podemos escrever u; = u} + a;vgy; com u; € n@)j 1 com coordenadas nao negativas
e 0 < a; < n; de modo tnico. Pelo item 2 e por (3.7), temos que o vetor u;_; :=
u; + NjVar; — Nj_1Vayj—1 € nQj—1 e nao possui coordenadas negativas. Pela hipétese de
indugdo, o vetor u;_1 +n;_1Vay ;-1 = U+ n;vay; pertence ao subgrupo I';_1(f), portanto
o vetor u; + n;vi4; = u; + ajv4+j + njvay petence ao semigrupo I';(f).

5. Provaremos por inducao sobre j. Para j = 2 temos por (3.5) que novgis =
NaNiVgi1 + Nandg — nanAy. Como vy = nA; e ngdy € Q1 temos que novy o = n(ngls +
na(ny — 1)A1) € nQ1 = I'1(f). Vamos supor o resultado valido para todo 2 < k < j. Te-
mos, por (3.5), que n;Vg; = njnj_1Vgrj—1+n;n(Aj—A;_1). Comon; = min{k € N k); €
Qj-1}, njn(Aj — Aj_1) pertence ao semigrupo n@);_; e, sendo \;_; < A;, ndo possui coor-
denadas negativas. Assim, temos que n;jVgy; — njn;_1Vgsj—1 = n;n(Aj — A\j_1) € nQ,;_1 e
nao possui coordenadas negativas. Usando o item 4, temos que n;Vgy; — NjNj—1Vitj—1 +
nj_1Vayj—1 € Ijo1(f), ou seja, nvgr; + (1 —nj)nj_1var—1 € I'j—1(f). Como, por hipdtese

de inducdo, nj_1vayj—1 € I'j_o(f), segue que

NiVar; = a+nj v (ng —1) € T (f)
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onde a € I';_1(f).

Assim, concluimos a demonstragao. [

Proposicio 3.21. Se ¢ € Z(f) € C[[X#]] é um ramo quase ordindrio normalizado,
entdo o conjunto {v1,...,Varg} dado em (3.5) é o tnico conjunto minimo de geradores

do semigrupo T'(f).

Demonstragao. Inicialmente vamos mostrar que {vy,...,v4,} é um conjunto minimo
de geradores de T'(f). Como £ é normalizado segue que vy, ...,v; devem pertencer ao

conjunto de geradores e ndo podem ser retirados de modo a preservar I'(f).

g
Além disso, temos que vqy; ¢ nN¢ para todo j = 1,...,9. Se vgp = Zai’/d-i-i com

=1

z;ék
a; € N entao, pelo item 3 da proposicao anterior devemos ter a; = 0 para todo ¢ > k.

k—1

Desse modo, vg., = E a;iVqr; € nQr_1 pelo item 1 da proposicao anterior. Mas isto
i=1

contradiz o item 2 da mesma proposicao. Desse modo, segue que {v1,..., 444} é um

conjunto minimo de geradores para ['(f).

Agora sejam {aq,...,a,} e {f1,..., s} conjuntos minimos de geradores de um mesmo

semigrupo I' € nN¢. Temos para k € {1,...,r} e para todo i € {1,...,s} que

S T
o = E bi i € Bi = E Qi Q5.
i=1 j=1
bi, Qi eN
Das igualdades acima podemos escrever,

Qp = ZbiZaijozj = Zzbiaijaj (38)
=1 =1

i=1 j=1

= ) ) (b

j=1 i=1
Como {ay,...,a,} é um conjunto minimo de geradores, a igualdade (3.8) implica em
bia;j = Oparat =1,...,sej=1,....k—1Lk+1,...,r, by = agp = 1 para algum
le{l,...;s}ebjag=0parai=1,...,.1—1,1+1,...,s.
Fixando i e variando j em {1,...,r} vamos ter b; = 0 pois ndo podemos ter a;; = 0
para todo j = 1,...,r. Desse modo b; = 0 para todo i # [ e by = 1. Assim, temos a;, = f3;

e assim, {aq,..., .} C{f1,..., 0}
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Repetindo o argumento para os elementos de {fi,...,03s} concluimos que

{ai,...,a,} ={pb1,...,Bs}, provando assim a unicidade. ]

Observacgao 3.22. Pela Observagdo 3.19 podemos ainda escrever o semigrupo I'(f) C N4

de outra maneira, a saber

L(f) = kN + Nw; + - - + Nuw, (3.9)

1
onde k = min{q € N;¢ € C[[X4]] e f({) =0} ew; =ky; parai=1,...,g.
Desse modo vamos ter os geradores
v, = (0,...,0,k,0,...,0) parai=1,...,d (k nai-ésima coordenada)
Dd—&—l = Wi (310)
Ugyje1r = NjVarj + kXN — kX paraj=1,...,9g— 1.
Exemplo 3.23. Consideremos f € C[[X1, Xo]|[Y] dada como no Ezemplo 2.27. Vamos

calcular o semigrupo T'(f). Temos Qy = Z* e Q, = Z*> + Z(%,O). Para obtermos 71, v2

precisamos calcular ny. Temos,

ny =1 (%) =min{k € N*; k <;,O> €7’} =2.

3
Y= >\1:<§70>

Yo = it A— A\
3 1 3 71
= 2(2 2.-) = (2,0)=(%2).
(30)+ (23) - (3) = (5:3)

Logo, T'(f) = N? + N(%,O) + N(%, %)

Desse modo,

Como vimos anteriormente, podemos considerar I'(f) como sendo um semigrupo de
11
N2, Temos n = 4 = deg(f), porém as raizes de f estio em C[[X?, X2]]. Sendo assim,

para obter T'(f) como semigrupo de N? podemos tomar k =2 em (3.10). Assim,

’71 - 2)\1 - (3,0)

Vo = a1+ ndy —nX\;

— 2(3,0) 42 (2%) 9 (go) —(7,1).
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Obtemos entao,
[(f) = 2N* +N(3,0) + N(7,1)
com os geradores vy = (2,0),5 = (0,2),73 = (3,0) e vy = (7,1).
Notemos que todo par na forma (9 + a,b) com a,b € N pertence a I'(f). Para verifi-
carmos essa afirmagdo, analizemos quatro casos:
1. a,b pares. Assim, a =2k eb =2l com k,l € N e
9+a,b) = (942k,20)=(6+2k+3,2]) = (2(k+3)+3,2])
= (k+3)(2,0)+1(0,2) + (3,0) € I'(f).
2. a par e b impar. Seque que a =2k eb=2l+1 com k,l € N e
9+ab) = (94+2k20+1)=(T+24+2k20+1)=2(k+1)+7,20+1)
= (k+1)(2,0)+1(0,2) +(7,1) € T'(f).
3. a impar e b par. Temos, a =2k +1 eb=2 com k,l €N e
9+a,b) = (94+2k+1,2]) = (10+ 2k,2l) = (2(k +5),2])
= (k+5)(2,0)+1(0,2) € I'(f).
4. a,b impares. Escrevendo, a =2k+1eb=2l+1 com k,l € N temos que
9+4a,b) = (9+2k+1,20+1)=(7T+3+2k,20+1)
= k(2,0) +1(0,2) + (3,0) + (7,1) € T'(f).

Portanto, de 1,2,3 e 4, seque que todo par na forma (9 + a,b) € T'(f) para quaisquer
a,b e N.

Podemos representar graficamente o semigrupo I'(f) C N? como seque:

D =W WG X ©
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Exemplo 3.24. Como vimos no Exemplo 2.13, a hipersuperficie dada por meio de
FX1, Xo, X3, V) =Y —2(X3X2 4+ XTI X3X2)YV2 4+ XSXSXS — 2XTX)X2 + X3X3

3 3
¢ quase ordindria. Uma das raizes de f é € = X2 Xy + X2 X} X3 e 0s expoentes carac-
teristicos sio A\; = (3,1,0) e Ay = (2,2, 1).
3
Como o polinomio minimo de X2 Xy € fo(X,Y) = Y? — X} X2 temos que ny = 2 e

por (2.6) temos que

3
"o o= >\1=(§,170>

Yoo = mvi A — A
3 3 3 75
— 2(=Z.1 2, -1 —(=,1 =|{s51)-
(2, ,o)+( 2 ) (2, ,o) (2,2, )

Deste modo, obtemos o semigrupo I'(f) = N* + (2,1,0)N + (£, 2, 1)N.

Podemos identificar T'(f) com o semigrupo de N* dado por
L(f) = (2,0,0)N+(0,2,0)N + (0,0,2)N + (3,2,0)N + (7,5, 2)N.

Observe que se (a,b,c) € T(f), entdo ¢ deve ser par. Deste modo, diferentemente do

que ocorre no exemplo anterior, neste exemplo, ndo existe v € T'(f) tal que v+N3 C T'(f).
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