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RESUMO

Neste trabalho, estudamos girogrupos e espacos girovetoriais. A dissertagao consiste em
apresentar uma estrutura vetorial para o espaco hiperbdlico, que, até entao, s6 tinha uma

estrutura de espago métrico.

O trabalho se inicia com a defini¢ao de girogrupo, que consiste em introduzir uma estru-
tura de soma em determinados conjuntos, que em geral nao sao grupos. Essa soma ¢é nao

associativa, mas essa nova estrutura tem a vantagem de corrigir a associatividade.

Em seguida, definimos entao o que é um vetor para esta nova estrutura e assim natural-

mente o espaco girovetorial também é definido.

A importancia dessa nova estrutura é notada e valorizada quando vemos que a geometria

diferencial dos espagos girovetoriais de Mdbius coincidem com a dos espagos hiperbdlicos.

A partir de entao, comecamos analisar as analogias que os dois espacos compartilham.
Conferimos que uma curva geodésica coincide com uma girroreta e que o angulo formado
entre a interseccao de duas curvas geodésicas coincide com o angulo das respectivas girorretas.
Além disso, verificamos também que as propriedades da trigonometria hiperbdlica coincidem
com as da girotrigometria.

Observamos também que, quando o giroautomorfismo é trivial, o espago girovetorial

transforma-se em um espaco vetorial euclidiano e todas as propriedades do espaco girovetorial

mantém-se e sao iguais as do espago vetorial euclidiano.



ABSTRACT

In the current work we study gyrogroupos and gyrovetor spaces. The research consists
in to present a vector structure for the hyperbolic space, which until now had only metric

space structure.

The work begins by defining gyrogroups, which consists to introduce additive structure
in certain sets, which are generally not groups. This additivety is not associative, but this

new structure has the advantage of correcting the associativity.

Next we define what is a vector for this new structure and then, naturally gyrovector

spaces is also defined.

The importance of this new structure is noticed and appreciated when we verify that the

differential geometry of Mobius gyrovector spaces coincides with the hyperbolic spaces.

After this, we begin to analyze the similarities that the two spaces share. We obtain that
a geodesic curve coincides with a gyroline and that the angle between the intersection of two
geodesic curves coincides with the angle of the respective gyrolines. In addition, we also found

that the properties of hyperbolic trigonometry coincides with those of the gyrotrigometry.

We also observe when a gyroautomorphism is trivial, the gyrovector space becomes a
Euclidian vector space and all properties of the gyrovector space remains and they are equal

to the Euclidean vector space.
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INTRODUCAO

O desenvolvimento da algebra de vetores e da andlise vetorial, como conhecemos hoje,
foram revelados pela primeira vez, em conjuntos de anotacoes feitas por J. Willard Gibbs

(1839-1903) para seus alunos na Universidade de Yale.

Os métodos sintéticos e analiticos para o estudo da geometria euclidiana sao bastante
acessiveis para o estudo da geometria hiperbédlica. Mas o método vetorial havia sido consi-

derado inacessivel a esse estudo.

Os anos entre 1908 e 1914, formaram um periodo em que se experimentou um flores-
cimento dramatico e criativo na teoria especial da relatividade. O fisico croata e também
matemdatico Vladimir Varicak (1865 - 1942), professor e reitor da universidade de Zagreb,
mostrou que essa teoria tem uma interpretacao natural na geometria hiperbédlica. Para seu
desgosto, no entanto, Varicak teve de admitir, em 1924 que a adaptagao da algebra vetorial,

para uso em geometria hiperbédlica, nao era viavel, como Walter Scott observou.

Apos as observacoes de Varicak em 1924, ao contrario da geometria euclidiana, a ge-
ometria hiperbédlica de Bolyai e Lobachevsky nao admite vetores e nao ha, na literatura,
nenhuma tentativa para tratar vetorialmente a geometria hiperbdlica. Existem, no entanto,
algumas tentativas de tratamento da geometria hiperbdlica analitica. Tais tratamentos sao
encontrados nos livros de Sommerville de 1914.

Por conseguinte, apés Bolyai e Lobachevsky, mais estudos sobre geometria hiperbdlica
trataram da geometria de forma sintética. Alguns o fizeram analiticamente, mas nenhum

deles trataram de forma vetorial.

Felizmente, depois de aproximadamente 80 anos desde o trabalho de Varicak de 1924, foi

realizada a adaptacao de vetores em [9, Ungar| e [8, Ungar| para utilizagdo em geometria
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hiperbdlica, na qual eles sao chamados girovetores. Com isto, permitiu-se que a geometria

euclidiana e a geometria hiperbdlica ficassem unidas.

Apos a adaptacao da algebra vetorial para uso em geometria hiperbdlica, a geometria hi-
perbdlica de Bolyai e Lobachevsky agora estd efetivamente embasada por espacos girovetoriais
do mesmo modo que geometria euclidiana é embasada por espacos vetoriais. Assim, desen-
volvemos, neste texto, uma abordagem do espago girovetorial para a geometria hiperbdlica
que € totalmente anadloga a abordagem comum do espago vetorial para Geometria euclidiana.
Em particular, estabelecemos que girovetores sao classes de equivaléncia de girosegmentos.
Isto possibilita a soma de girovetores de acordo com a lei giroparalelogramo, assim como
vetores, que sao classes de equivaléncia de segmentos, tem a sua soma de acordo com a lei

do paralelogramo comum.

Da mesma forma que os espacos vetoriais sao grupos comutativos de vetores que admitem
a multiplicacao por escalar, espagos girovetoriais sao girogrupos girocomutativos de girove-
tores que admitem multiplicacao por escalar. Por conseguinte, a dlgebra nao associativa de
espacos girovetoriais é o nosso quadro analitico para a geometria hiperbdlica, assim como
a algebra associativa de espacos vetoriais é o quadro analitico para a geometria euclidiana
analitica. Além disso, espacos girovetoriais incluem espacos vetoriais como casos especiais.
Portanto, a abordagem do espaco na forma de girovetores constitui o arcabougo tedrico para

unir a geometria euclidiana e a hiperbélica.

O primeiro capitulo consiste na definigao de girogrupo, de girogrupo girocomutativo e de
alguns exemplos de girogrupos. Além disso, apresenta também os resultados obtidos os quais
serao uteis no decorrer da dissertagao.

No segundo capitulo, apresentamos a propriedade inversa que nos auxiliard na hora de
decidirmos se um girogrupo é ou nao girocomutativo. Os girogrupos de Mobius e de Einstein
sao enfatizados. O fato de haver um isomorfismo entre eles também recebe destaque.

No terceiro capitulo, definimos os girovetores e um teorema que nos permite confirmar a

existéncia da translagao de girovetores.

No quarto capitulo, definimos quais sao as condi¢oes que um grupoide deve apresentar

para ser um espagco girovetorial. Definimos também a girométrica, o girosegmento e a giror-
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reta. Mostramos ainda que a girorreta é equivalente a curva geodésica do espaco hiperbdlico
e, por fim, concluimos que a geometria diferencial do espaco girovetorial coincide com a ge-
ometria diferencial do espaco hiperbdlico, ou seja, os dois espagos compartilham as mesmas
analogias. Ademais, verificamos que um grupoide com a adicao de Mobius e de Einstein jun-
tamente com a multiplicacao por escalar, satisfazem as condi¢oes de um espaco girovetorial,

assim como a lei do giroparalelogramo, que ¢ uma analogia a lei do paralelograma.

No quinto capitulo, definimos giroangulos de um espacgo girovetorial, obtemos um re-
sultado que garante a nao variagao dos giroangulos sob movimentos rigidos em um espago
girovetorial. Definimos o paralelismo de girosemirretas e notamos que girorretas nao sao
paralelas. Por fim, definimos também o girotriangulo em um espaco girovetorial, além da lei
do girocosseno no espaco girovetorial de Mobius e suas analogias com os espagos hiperbdlicos

e euclidianos.



CapiTULO 1

Girogrupos

Neste capitulo apresentaremos a definicao de girogrupo e enunciaremos alguns teoremas
que servirao de base para o desenvolvimento da teoria. Apresentaremos também alguns
exemplos, como o girogrupo finito nao girocomutativo K, o girogrupo de matrizes Ty, e
girogrupo de mobius na bola, que sera o principal exemplo da dissertacao. Lembrando que

qualquer grupo também é um exemplo de girogrupo.

Definicao 1.1. (Operag¢ao Bindria, Grupoide e Automorfismos). Uma operagio
bindria + em um conjunto S € uma fungio + : S x S — S. Usamos a notagdo +(a,b) para
denotar a + b para algum a,b € S. Um grupoide (S,+) é um conjunto nao vazio, S, com a
opera¢ao bindria, +. Um automorfismos ¢ de um grupoide (S,+) € um bijecao , ¢ : S — S,
que preserva a opera¢do do grupoide, ou seja, ¢(a + b) = ¢(a) + ¢(b) para todo a,b € S. O

conjunto de todos os automorfismos de (S,+) serd denotado por Aut(S,+).

1.1 Definicao

Defini¢ao 1.2. (Girogrupo). Um grupdide (G,®) é um girogrupo se a opera¢ao bindria

satisfaz os sequintes ariomas:
(G1) em G existe um elemento a esquerda,(, chamado identidade a esquerda, tal que
0da=a, Va € G; (1.1)

(G2) para todo a € G existe um elemento ©a € G, chamado inverso a esquerda de a,

satisfazendo

©a ® a = 0; (1.2)
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(G3) para todos a,b,c € G existe um tnico elemento gyrla,blc € G tal que a operagao

bindria obedece a lei da giroassociatividade a esquerda, satisfazendo

a®(b®c)=(a®db)® gyrla,blc; (1.3)

(G4) a funcao gyrla,b] : G — G dada por ¢ — gyrla,blc é um automorfismo do grupdide
(G,®), isto ¢,
gyrla,b] € Aut(G, ®), (1.4)

e o automorfismo gyrla,b] de G é chamado de giroautomorfismo de G gerado por a, b €

G. A aplicagio gyr : G x G — Aut(G,®) é a chamada girador de G;

(G5) o giroautomorfismo gyrla,b|, gerado por a,b € G, possui a propriedade do lago a
esquerda

gyrla,b] = gyrla & b, ). (1.5)

Defini¢ao 1.3. Um lago é um grupdide (S, ®) com um elemento identidade em que cada par

de equacoes a b x =b ey ®da=>b, com incognitas x ey, possuem solucoes unicas.

Definicao 1.4. (Girogrupo Girocomutativo). Um girogrupo (G,®) € girocomutativo se

a operacao bindria obedece a lei da girocomutatividade,
a® b= gyrla,bl(b® a), Va,b e G. (1.6)

Definigao 1.5. (Coadi¢do). Seja (G,®) um girogrupo com a operacao &. A sequnda

operac¢do bindria, denotada por B em (G, ®) e definida por
aBb=ad® gyr[a, Sb]b, Va,be (G,®), (1.7)
¢ a chamada Coadi¢ao.

Exemplo 1.6. Qualquer grupo é um girogrupo, basta tomar o girador como o giroautomor-

fismo identidade.

Definicao 1.7. O disco unitdrio é o conjunto A = {z € C||z| < 1}.
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Exemplo 1.8. (Girogrupo do Disco Unitdrio Girocomutativo). O conjunto de todas
as transformacao de Mobius g : A — A € um grupo com a operacdo composicdao e, portanto,

um girogrupo. Mas a transformagao de Mobius também € uma operacao no A, denotada por

a—+z . ) .
a®dz = 122 Va, z € A, que age como uma rotagao do disco. Fsta nova operagao no
az

disco gera um outro girogrupo que € um dos girogrupos mais importantes nesta dissertacao.

Seja g : A — A tal que g(z) = (az +¢)/(cz + a) com lal* —|c|?* =1, entao

c
az+e ttaz A5 +2)
9(z) = = = ,

czta ater g1y Sy
a

c
chamando m = —, temos que
a

(2) = az+c am+z _ it m+z  nt+z
= va attme C 1+me 1+ne

Lembrando que existe § € [0,27) tal que e = g , que |g] = @ = M =1 e que

a a |a| al

2 Cla [ |cf?
[ |a‘ lal> 14 |c]?
Definicao 1.9. A Adicdao de Mdbius € definida por:

a®z= a_—i—_z’ Va,z € A. (1.8)
1+az

Algumas consequéncias da defini¢cao 1.9. Naturalmente, a subtracao de Mobius,
©,édadapora©z=a®(—z2),pois 262z=0e02=002=0®(—2) = —=z.

A adicao de Mobius possui a propriedade inversa dada por:

S(a®b) =6caob, Va,b € A. (1.9)
A lei do cancelamento a esquerda é

0ad (adz) =z, Va,z € A. (1.10)

Cuidados devem ser tomados com seu homélogo direito, pois

(a®2)6z+#a. (1.11)
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Definicao 1.10. O girador de Mobius é dado por:

a@b_ 1+ ab
bda 1+ab

gyria, b] = Va,be A (1.12)

Algumas consequéncias da defini¢cao 1.10. O girador de Mobius representa a rotagao

do disco A sobre seu centro. Temos que |gyr[a,b]] = 1 Va,b € A, pois |gyr|a,b]| =
|]. + (CLl — bl’i)(ag — b22)| . |1 “+ aqa; + b2b1 + ((lgbl — bQGl)i|

|1 + ((11 + b1i>(a2 + bgl)| a |1 -+ a1a9 + blbg — (a2b1 — bgal)ﬂ
representar um girador de Mobius uma vez que a equacao gyrla,b] = —1 nao tem solucao

= 1. O numero —1 nao pode

para a e b no disco A. De fato:

1+ab _ - =
TP _ 1 4 abtab——2 = ab+ab=—2 = Re(ab) = —1,

1+ab

Re(ab) = zc + yd = (z,y)(c,d) = |a||b| cos§ < cos® = —1 < cosd, para todo 6. Absurdo!

O girador de Mobius respeita a adigao de Mobius,
gyrla,bl(c & d) = gyr|a,blc ® gyr|a,bld, Va,bc,d € A. (1.13)

Portanto, os giradores de Mdobius sao automorfismos especiais do grupdide de Mobius
(A, ®). O conjunto de todos os automorfismos de um grupdide (A, @) forma um grupo

denotado por Aut(A,®). Para enfatizar que os giradores de Mébius sao automorfismos,

chamaremos de giroautomorfismos. O automorfismo ¢ : A — A tal que ¢(z) = —z nao é um
giroautomorfismo, pois a equacio z(1 + ab)/(1 + ab) = —z para a,b € A ndo tem solucdes
no disco.

Consequentemente, o conjunto dos giroautomorfismos do disco formam um grupo com
a operacao de composicao, diferente do grupo formado pelos automorfismos, ja que nem
todo automorfismo é um giroautomorfismo. Um exemplo disto foi dado acima e o inverso

gyr—a, b] de um girador gyr|a, b] é o girador de Mobius gyr|[b, al, ou seja,
gyr~'[a,b] = gyr(b, a]. (1.14)
A propriedade do lago (& esquerda e a direita) é dada por:

gyrla®b,b] = gyr|a,b], (1.15)

gyrla,b@al = gyrfa,b].
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A identidade do girador de Mobius é
gyrb, Sgyr(b, ala] = gyr|a,b]. (1.16)

Os giradores de Mobius sao expressos em termos da adicao de Mobius, pois isolando
gyrla, b|z na primeira identidade em (1.3), por meio da lei do cancelamento & esquerda (1.10)

temos:

gyrla,b]z=(a®b) ®{a® (b®d 2)}. (1.17)

Com as Definigoes 1.9 e 1.10, temos que o disco A é um girogrupo. De fato,

0+a
1) 0 — —
(1) 0&a 1+ Oa “
—a+a
2 = =0.
(2) Ga®a 1—aa

+(b+c)
a — _
b+ c 1+ be a+ abc+ b+ c
3 b == — = e —
(3) a® (b ®c) a@1+bc [ b+c 1+ bc+ ab+ ac’
1+a -
1+ be
— a+b 1+ab —
a+b 1+ ab (1:¢‘zb)+<liab>c a+b+c+abc
C = = —.
1+ ab 1+ ab 1+(a+b)(1+a5)c 1+ ab+ ac + be
1+ab

(aeb)®gyria,ble — (

T+ab
1+ ab
1+ab

e dado w € A, basta tomar ¢ = 1f p aue gyrla,blc = w onde |c| < 1, pois
a

1+ ab
1+ab

|wl] —| < 1. Vamos mostrar que gyr|a, b] abre para a operacao & do girogrupo,

1+ ab _
ayrlabl(ce d) = (1—|—ab> <c+d)7

1+ab 1+cd

(1+ab>c+(1+ab)d
a a 1+ ab 1+ab)d
gyrla,blc ® gyr(a,bld = t+ab) \l+ab :( +ab) ¢+ (1 + ab)

- (1—|—a5>c ] (1+ab) (1 + cd)
1+ab

~ (1+ab) (c+a) (1+ab) <c+d)_

~ (1+ab) (1+e&d)

(4) O gyr[a,blc = ¢ é injetor e sobrejetor. De fato, gyr|a,blc = gyr|a,bld = ¢ = d

| I |
| — |
VR
=] =
+ [+
QD
S S
~
ISH
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1+(a+b>b 1+ ab+ ab+ bb
(5) gyrla®b,b] =

1+ab 1+ ab 1+ab
= - 07— = = gyr|a,b).
. a+b ; l+ab+ab+0bb 1+ ab
* 1+ab> 1+ ab

Pelos items (1), (2), (3), (4) e (5), temos que o disco A com as operagoes definidas em

(1.9) e (1.10) é um girogrupo. E mais, é um girogrupo girocomutativo. De fato:

a-+b
1 b =
(1) a® Lab )
l+a +a +a
2 b](b = o A '
(2) gyrla,b](b & a) (1+ab) <1+ba) 1+ ab

De (1), (2), temos o desejado.

Defini¢ao 1.11. (Coadi¢do de Mobius). A coadi¢ao € definida em termos da adi¢ao de

Moébius e do girador de Mobius pela equacao
aBb=a® gyrla, Sbb, Va,b € A. (1.18)

A coadi¢ao de Mobius é comutativa, mas nao é associativa, pois

(-2 G-R]e (32 Co)e 3= 3)]

E, utilizando a defini¢oes 1.9, temos a seguinte expressao para a equacao 1.18

(1 —la*)b+ (1 = [b]*)a

Hb=
¢ 1= [aPlp?

Va,b, € A. (1.19)
Como o girogrupo ¢ girocomutativo, temos a seguinte lei do cancelamento a direita
(aBb)ob=a. (1.20)

Exemplo 1.12. (Girogrupo em um Espag¢o com Produto Interno). A estrutura de
girogrupo, que parece ser feita sob medida para adi¢ao de Mobius no disco A pode ser expan-
dida para uma bola em um espaco que tenha produto interno. Para ver isto, vamos identificar
o numero complexo u = uy + iug do plano complezo C com o ponto w = (uy,us) do plano

euclidiano R?, considerando no plano complezo o sequinte produto

(w1, uz) - (v1,v2) = (U1 — UgVa, U V2 + UgVY),



1.1 Definicao 11

e em R? o produto interno canénico. Fornecendo assim algumas identidades,

w = uv, (1.21)

ul = [lu. (1.22)

Desenvolvendo a adicao de Mobius temos:

U+ v

14+ uv

(1 + uv)(u+v)

(14 av)(1 + ud)

(1+ v+ uv + |[v]*)u + (1 — |ul*)v
1+ av + ud + |ul?|v]?

udbv =

Utilizando (1.21) e (1.22), temos a sequinte equagao vetorial restrita a bola do espago

euclidiano bi-dimensional

(I+av+uo+ vP)u+ (1 —|uP)r (142w v+ o|)ut+(1-] u|?)v
1+ av +uv + |u|?|v|? 1+2u-v+ || wl?]v]?
= u@vEng:l, Yu,v € A, Yu,v € ]R%:l7

de modo que a adicao de Mobius do disco A torna-se adi¢io de Mobius do disco RE_, =
{veR?*:||v]| < 1} do R%. Como estes resultados podem ser generalizados para dimensdes

maiores, isto sugere uma definicao formal.

Defini¢ao 1.13. (Adicao de Mobius na Bola). Seja V um espaco com produto interno

real e seja Vg uma s-bola de 'V,
Vi={v e V] uv|< s} (1.23)

para algum s > 0 fizo. A adi¢ao de Mébius @ € uma operacao bindria em Vg dada por:

A+ Fu-vtgllofP)ut (-5 ul?)v

S

I+ Zuvr & [uf[ o

udv= , (1.24)

onde - e || - || sao o produto interno e norma que a bola V4 herda do espago V e onde, +

denota a adi¢cao de nimeros reais na reta real R e adicao de vetores em V.

Defini¢ao 1.14. (Girador de Mobius na Bola). Seja (V, @) um grupdide de Mébius

como definido em 1.13.
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O girador € a fungao gyrla,b] : V4 x Vg — Aut(V,, &) dada por:
2z gyrla,blz=S(a® b) ® {a® (bd 2)}, Va,b,ze V.. (1.25)
Os automorfismos gyr|a,b] de Vg, sao chamados de giroautomorfismos da bola V.

Pela Definicao 1.14, esperamos que o girador de Mobius da bola sejam automorfismos do
grupdide (Vs, @). Para ver que este € realmente o caso, nota-se que 1.25 pode ser manipulado

por meio da adicao de Mobius definida em 1.13, assim

Au+ Bv
gyrlu,vjw=S(udv) & {ud (v w)} = w+ ZT’ (1.26)
onde
1 1 2
A = —8—4u-w||'v||2+¥'v-w+;(u-v)(v-w),
1 1
B = v w | u|? AU W (1.27)
2 1 9 9
D = 1+—2u-v+—4||u|| Il v~ Vu, v, w € V,.
s s

Devido a desigualdade de Cauchy-Schwarz, D > 0 para uw e v pertencente a bola V. De

fato:
2 1 9 9
D = l—i—gu-v—l—g | w|] v
2 1
2 1+ |l vl + || v (1.28)
1

= (=5 llullvl

> 0, VYu,v € V,.

Observagao 1.15. Ao expandir o dominio de w da bola V¢ para o espagoV em 1.26 e 1.27,
podemos estender o girador gyr{w,v] para funcées lineares inversiveis de V.em V para todo

u,v € V.

O caso especial ocorre quando u =0, ou v =10, ou u || v e o girador de Mdébius gyr|u,v|

€ trivial. Seque direto de 1.26 e 1.27 que

gyr{v,u](gyr{u,vjw) = w, Vu, v, w € V,. (1.29)
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Assim os giradores de Mobius da bola sao inversiveis, o inversor gyr—[u,v] de gyr{u,v] é
dado por:
gyr~ [u,v] = gyrlv,ul. (1.30)

Além disso, seque direto de (1.26) e (1.27) que o girador de Mdébius da bola preserva o

produto interno que a bola V4 herda do espaco com produto interno real de V, isto é,
gyrlu,vla - gyr{u,v]b=a- b, Va,b u veV, (1.31)

Isto implica, por sua vez, que o girador de Mobius mantém invariante a norma que a bola

Vs herda do espago com produto interno real V, ou seja,
I gyrlw,vla =[] a]l . (1.32)

Exemplo 1.16. (Girogrupo de Matrizes). O conjunto Ty, formado pelas matrizes trian-

gulares superiores de ordem 4, com entradas reais ou complexas e com diagonal unitaria,

1 21 29 z3
0 1 x4 x5
00 1 a5 |
0 0 0 1

formam um grupo com a opera¢ao multiplicacao de matrizes. O par (Ty,®) € um girogrupo

nao girocomutativo com a operag¢ao & dada por
A®B=A*-B- A"
O girador gyr[A,B] do girogrupo (Ty,®) € dado pela equagao
gyr[A,B|Z=(A0B) ' © (A0 (B® Z), VABZeT,.
A construgao deste e de outros exemplos de girogrupos é apresentado em [4].

Exemplo 1.17. (Girogrupo Finito nao Girocomutativo). Apresentamos, neste exem-
plo, a tabela de multiplicagao de um girogrupo finito nao girocomutativo com 16 elementos,
que foi gerado pelo pacote de software MAGMA e por sua biblioteca [2], utilizando um método

desenvolvido em [4]. Denotamos este girogrupo com 16 elementos por K.
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No girogrupo Kig, hd somente um giroautomorfismo que € diferente do giroautomorfismo

identidade, que denotaremos por A, este giroautomorfismo € dado pela tabela abaixo

1—-1 5—-5 9—-10 13— 14
2—-2 6—-6 10—-9 14 —13

(1.33)
3—3 7T—=7 11 =12 15— 16

4—-4 8—=8 12—=11 16 — 15.

Os dois giroautomorfismos de Kig formam o conjunto {I, A}, que é um grupo de ordem
2. Em geral, entretanto, o conjunto de todos giroautomorfismos de um girogrupo nao forma
um grupo. Assim, por exemplo, o0s giroautomorfismos do girogrupo (D, +) com a operagdo
® sao rotacoes do plano euclidiano R? sobre a origem, mas hd giroautomorfismos que ndo
giram o plano euclidiano sobre sua origem em p radianos, como vemos na Tabela 1.2. Como
uma ilustracdao, usamos as Tabelas 1.1, 1.2 e o giroautomorfismo A de Kig, como definido
em 1.33. Vamos dar uma demonstracao de como funciona a lei da giroassociatividade a
esquerda, ou seja,

a®(boc)=(ae®b)® gyr|a,blc.

Tomando a =6, b =19 e c =12 em Kiyg, temos que

a®(boe) = 60(9612)
= 604
= 7

e (a ®b) ® gyrla,blc = (6©9)® gyr|[6,9]12
= 150 A(12)
= 15011
= T

1.2 Primeiros Teoremas sobre Girogrupos

Na definicao de Girogrupo, a existéncia de inverso a direita e identidade a direita nao é

assumida. Na verdade, a existéncia de um tnico elemento identidade e um tnico inverso,
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®©|1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 gyrfab] |1 2 34 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16
11 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 1 |1 1 I 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
2(2 1 4 3 6 5 8 7 10 9 12 11 14 13 16 15 > lrrrrrr 1111111111
3(3 4 2 1 7 8 6 5 12 11 9 10 16 15 13 14 R T
4/4 3 1 2 8 7 5 6 11 12 10 9 15 16 14 13 4 11111111 111111
505 6 7 8 4 3 1 2 16 15 13 14 10 9 12 11 s T 1T 11 1 11 1AAGATAAA A A
6|6 5 8 7 3 4 2 1 15 16 14 13 9 10 11 12 6 |1 1 111 11 1AAARARAA A A
707 8 6 5 1 2 3 4 14 13 16 15 11 12 10 9 7 11111 1 1 1AAARAAA A A
818 7 5 6 2 1 4 3 13 14 15 16 12 11 9 10 8 1 1 1 1 1 1 11 AAAAUAA A A
99 10 11 12 13 14 15 16 1 3 4 5 6 7 8 9 I 1T 1 1 AAAATTITI 1 I A A A A
10(10 9 12 11 14 13 16 15 2 1 4 3 6 5 8 7 0 1T 1T 1 1 AAAAT T 1 1 A A A A
111 12 10 9 15 16 14 13 4 3 1 2 8 7 5 6 N 1T 1 1 AAAATTITI I 1 A A A A
12012 11 9 10 16 15 13 14 3 4 2 1 7 8 6 5 2 1 1T 1 1 AAAATTI I I A A A A
13/13 14 16 16 12 11 9 10 7 8 6 5 1 2 3 4 B 1T 1T 11 AAAAAAAGATITI I 1
1414 13 16 15 11 12 10 9 8 7 5 6 2 1 4 3 4 T 1 11 AAAAAAARATTI 1 1
15/15 16 14 13 9 10 11 12 5 6 7 8 4 3 1 2 5 |1 1 1 1 AAAAAAAGATITI I 1
1616 15 13 14 10 9 12 11 6 5 8 7 3 4 2 1 16 1 1 1 1 AAAAAAGAGATITI 1 1

Figura 1.1: Tabela de Multiplicacao do gi-
rogrupo nao girocomutativo de ordem 16.
O canto superior esquerdo forma um sub-

grupo de ordem 8. nido em 1.33.

ambos a esquerda e a direita é uma consequéncia dos axiomas de girogrupo, como se mostra

no seguinte teorema.

Figura 1.2: Tabela do Girador do giro-
grupo Kis. Os giroautomorfismos sao a

identidade denotada por I e A como defi-

Teorema 1.18. Seja (G, @) um girogrupo. Para quaisquer elementos a,b,c,x € G, temos:

(1) sea®@b=a®c, entio b= c;

(2) gyr]0,a] = I para qualquer identidade a esquerda 0 € G;
(3) gyrlz,a] = I para qualquer inverso a esquerda x de a em G,
(4) gyrla,a] = I;

(5) toda identidade a esquerda, € uma identidade a direita;

(6) hd um unico elemento identidade a esquerda;

(7) todo inverso a esquerda € inverso a direita;

(8) hd um tnico inverso a esquerda, Sa, de a, e S(Sa) = a;

(9) Ca® (a®b) =0 (lei do cancelamento a esquerda);
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(10) gyrla, bz =S(a@b) @ {a® (b®x)};
(11) gyrfa,bl0 = 0;

(12) gyrfa,bl(cx) = ©gyrla, blz;

(13) gyrfa,0] = 1.

Demonstragao. (1) Seja x o elemento inverso a esquerda de a , ou seja, * @ a = 0. Entao
@ (a®db) =x® (aDc). Pela lei da giroassociatividade, (z®a) ® gyr(z,alb = (zPa) ®
gyr|x,ale. Como 0 é um elemento identidade a esquerda, temos gyr|z, alb = gyr|z, alc.

Os giradores gyr sao automorfismos, assim a bijecao garante que b = c.

(2) Pela lei da giroassociatividade, temos que, para algum elemento identidade & esquerda
0€eGadz=0®(a®x)=(0®a)dgyr|0,alx =a® gyr|0,alx. Portanto, por (1),
temos que x = gyr[0,alx, Vo € G. Assim, gyr[0,a] = I.

(3) Pela propriedade do lago a esquerda e por (2), temos que gyr|x,a] = gyr[x & a,a] =
gyr[0,a] = 1.

(4) Segue de uma aplicagao da propriedade do lago a esquerda e de (2).

(5) Seja z o inverso a esquerda de a, ou seja, x@a = 0. Entdo, pela lei da giroassociatividade
e por (3), obtemos, x @ (a & 0) = (z @ a) ® gyr[r,a]0 =0® 0 =0 = x & a. Portanto,
por (1),a®0=a,V € G. Assim, 0 é uma identidade a direita.

(6) Suponhamos que 0 e 0* sejam dois elementos identidade, um dos quais, digamos 0, é

também identidade a direita. Entao 0 = 0* @ 0 = 0*.

(7) Seja x um elemento inverso a esquerda de a, ou seja, + @ a = 0. Entao = @& (a ® z) =
(x®a)®gyr[r,alr =0dz =2 =2xd0, que segue de (G3), (G2), Definigao 1.2, (3),

(5) e (6). Por (1), temos que a @ x = 0 de modo que x é o inverso a direita de a.

(8) Suponhamos que = e y sao inversos a esquerda de a. Por (7), obtemos que eles também
sao inversos a direita, assim a ®x =0 = a®y. E, por (1), z = y. Seja Sa tnico inverso

de a. Entao, ©a @ a = 0, assim o inverso ©(6a) de Sa é a.
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(9) Pela lei da giroassociatividade e por (3), temos que ©a® (a®b) = (Sada)Dgyr[Oa, alb =
b.

(10) Pela aplicagao da lei do cancelamento a esquerda (9) e da giroassociatividade, obtemos

(10).
(11) Obtemos (11) de (10) com x = 0.

(12) J& que gyria, b] é um automorfismo de (G, @), temos de (11) gyr|a, b](©x) D gyr|a, blx =
gyrla,bl(6x @ x) = gyrla, b]0 = 0.

(13) Obtemos (13) de (10) com b= 0 e a lei de cancelamento em (9). O

Teorema 1.19. (Lei da Inversao da Girosoma). Sejam (G, ®) um girogrupo e a,b €

(G,®). Entao, a lei da inversao da girosoma € dada por:
S(a®b) = gyrla,bl(cb S a). (1.34)

Demonstragao. Pelo Teorema 1.18 item (10), lei da giroassociatividade a esquerda e o Teo-

rema 1.18 item (3), temos

gyrla,bj(ebea) = Sa®b)® (a® (b (SbEa)))
= S(a®b)® (aSa)
= S(a®b) O

Corolario 1.20. Temos que ©(a ® a) = Sa © a, para qualquer a € (G, D).
Demonstracao. Temos pelo item (4) do Teorema 1.18 e Teorema 1.19 o desejado. O

Teorema 1.21. Sejam a,b € (G,®). Entao,

gyrla, bl e{e(a®b) @ a}, (1.35)

gyrla,©blb = S(a©b) @ a. (1.36)
Demonstracao. A primeira identidade (1.35) segue do item (10) do Teorema 1.18 com x = &b,

Teorema 1.18 item (12) e a segunda parte do Teorema 1.18 item (8). A segunda identidade
(1.36) segue da primeira por subtituigao de b por ©b. O]
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Teorema 1.22. Sejam a,b,c € (G,®), entao

gyrla,b® clgyr[b,c] = gyrla®b, gyr|a,blclgyr(a,b], (1.37)
I = gyrla® b, ogyra, blblgyr|a,b], (1.38)
I = gyrla,Sgyr|a,blblgyra, b], (1.39)
I = gyrlea,a ® blgyra, bl (1.40)
I = gyrlb,a® blgyrfa,b]. (1.41)

Demonstracao. Aplicando sucessivamente a lei da giroassociatividade, temos o seguinte:

Dbd(chx))

e a®bd(cdr) =

= a® ((b®c)®gyr(b, cz) (1.42)

= (a® (b®c)) @ gyrla,bd clgyrb, clx

(a @ b) ® gyrla,b](c © x)

(a ®b) @ (gyr[a, blc ® gyr|a,b]z) (1.43)
((a ® b) ® gyr|a,blc) ® gyrla ® b, gyr|a, blclgyr|a, bz
(

a® (b®c)) ® gyrla® b, gyr|a,blclgyr|a, blx.

Comparando (1.42) e (1.43) e aplicando a lei do cancelamento, (Teorema 1.18 item (1)),

obtemos

gyrla,b & clgyr(b, cJz = gyrla & b, gyr(a, b]cgyr(a, bz, Vz € G.

Isto verifica (1.37) e (1.38), pois (1.37) reduz-se a (1.38), quando ¢ = &b (Teorema 1.18 itens

(2) e (3)).

A identidade (1.39) segue de (1.38), propriedade do lago e de a®(bSb) = (a®b)Sgyr|a, b]b.

De fato,

I = gyrla®b,ogyr|a,blblgyr|a,b]

= gyr[(a ®b) © gyrla, blb, ©gyr|a, blb|gyr|a, ]

= gyrla® (bob),ogyr|a, blblgyr|a,b]

= gyrla

, ©gyra, blblgyra, b].



1.2 Primeiros Teoremas sobre Girogrupos 19

Para verificar (1.40), consideremos o caso especial de (1.37) quando b = Sa e obtemos

gyrla, ©a @ clgyr(©a,c] = gyr[0, gyrla, ©alcgyr|a, Sal
- I (1.44)

Agora, subtituindo a por Sa e ¢ por b em (1.44), obtemos (1.40). Para finalizar, (1.41)
segue de (1.40) aplicando a propriedade do lago & esquerda e a lei do cancelamento do Teorema
1.18 item (9),

I = gyrlca,a ® blgyr|a, b
= gyrl©a® (a®b),a® blgyrfa, b]
= gyr[b,a @& blgyr|a,b]. L

Teorema 1.23. Sejam (G, ®) um girogrupo e B a opera¢ao dada pela Definicao 1.11, ou
seja,

aBb=a® gyr[a, Sb]b. (1.45)

Entao,

a®b=at gyra,blb. (1.46)
Demonstrac¢ao. Sejam a e b dois elementos quaisquer de G. Por (1.45) e (1.39), temos
a8 gyr(a,b]b = a © gyrla, Sgyrla, b]blgyr|a,b]b = a S b. 0

Observacgao 1.24. Os giroautomorfismos gyrfa,b] e gyrfa,©b] podem ser considerados duais

um do outro.

Observacao 1.25. Usamos a opera¢ao
aBb=at(ch) (1.47)

no girogrupo (G,®). Tal operagdo estd bem definida, ja que por (1.45) e pelo Teorema 1.18
item (12), temos
aBHb = o (ch)
= a® gyr|a,bl(Sh) (1.48)
= a© gyr|a,blb.
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Assim,

aHa=a5a=0.

Mostrando que Ba e Sa sao o inverso de a € G em relagdo as operagoes B e @, respec-

tivamente.

Teorema 1.26. Seja (G,®) um girogrupo. Entao,
(©a®b) & gyr[©a,b](0b® ¢) = Ga @ c, Va,b ceG. (1.49)
Demonstracao.
©as b)Bgyr(Sa,b]Ebsc) = Gadb s Egyrba, blb & gyrpa, ble)
= {Ba®b)ogyrba, bb}® gyra®b, ©gyrpablblgyrba, ble
= {Ead b)o gyrpablb} @ c

= {Bad(bob)}dc

= cadc.
Foram aplicadas as seguintes operagoes: Teorema 1.18 item (12), lei da giroassociatividade

a esquerda, (1.38) e lei da giroassociatividade a esquerda. O

Teorema 1.27. Seja (G, @) um girogrupo. Entao,
S5(6a @ b) B (Sa ® c) = gyr[ca, b)(6b & ¢), Ya,b, ced. (1.50)

Demonstracao. A identidade (1.50) é uma forma de apresentarmos a identidade (1.49) obtida

com a lei do cancelamento. ]

Teorema 1.28. (As duas equacgoes bdsicas). Sejam (G,®) um girogrupo, com a, b € G.
A equacao

adr=>= (1.51)
com incognita x tem wma unica solugao dada por:
r=06a®db.

A equacao

r@a=>b (1.52)
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com incognita x tem uma unica solug¢ao dada por:
r=bHa.

Demonstra¢ao. Primeiramente, vamos achar a solugao de (1.51). Sabemos que b =a @ = e

pela lei do cancelamento a esquerda (Teorema 1.18 item (9)), temos que
©ad (adzx)=uw.
Portanto, x = ©a @ b é solugao de (1.51). De fato, substituindo z = ©a @ b em (1.51) e

aplicando a lei de cancelamento a esquerda (Teorema 1.18 item (9)), temos o desejado.

Vamos achar agora a solugao de (1.52). Como a lei do cancelamento a direita no girogrupo

nem sempre vale, x = bH a seria uma possivel solugao de (1.52). Antes, vamos ver se existe
r=0bHa,
r = xz®0

= z®(a6a)

= (z®a)®gyrlz, a)(Sa)

= (z®a) S gyrlz,da (1.53)

= (x®a)ogyrlx ®a,ala

= bogyr[b,ala=>bHa.
((1.53) segue das seguintes passagens: do Teorema 1.18 item (6), Teorema 1.18 item (8),

Axioma G3 da Definicao 1.2, Teorema 1.18 item (12), Axioma G5 da Definicdo 1.2 e a
identidade (1.48)).

Vamos testar nossa solucgao:

r®a = (bHa)Da
= (bogyr[b,ala) ®a
= (bogyr[b,ala) ® gyr[b, ©gyrb, alalgyr(b, ala
= b® (Ogyr[b,ala ® gyr[b, ala) (1.54)
= b0
= b
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((1.54) segue de que z = bHa, (1.48) e da lei da giroassociatividade a esquerda, ou seja,
(a®b) @ gyrja,blz=a® (bD 2))

Portanto, por (1.54) temos que x = bH a é solugao de (1.52). O

Observacao 1.29. Pelo Teorema 1.18 item (9), temos a lei do cancelamento a esquerda.

Utilizando (1.52), podemos agora definir a lei do cancelamento a direita.

Definicao 1.30. A lei do cancelamento a direita da teoria de girogrupo € obtida por in-
termédio da equagdo basica (1.52). Substituindo a solug¢ao de (1.52), temos a lei do cancela-

mento a direita, ou seja,
(bBa)®a =0, Va,beG.

Observacao 1.31. Devido a dualidade da coadicao, a lei do cancelamento a direita pode ser

também da forma,

(boa)Ba =0, Va, beqd,
(1.55)
(a®b)Bb=ua Va,bedG.
De fato,
b = b0
= bd (Cada)
= (b©a)® gyr[b,Oaa) (1.56)
= (boa)®gyr[bo a,cala)
= (boa)Ha.
(lei da giroassociatividade a esquerda, propriedade do lago e definigao de coadigao), e
a = ad(bob)
= (a®b)® gyr[a,b](cb)
= (a®b)®gyrja®b,bl(ed) (1.57)

= (apb)Bb.

(lei da giroassociatividade a esquerda, propriedade do lago e a equacao (1.48))
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A lei do cancelamento (1.20) nao vale para girogrupo em geral, uma vez que, utilizando o

Ezxemplo 1.17, temos que:
(148B9)09= (140 A(10)) 9= (1409 c9=849 =13.

O que implica que

(aBb)SbF#a.
Teorema 1.32. Dados a, b € (G,®) e A € Aut(G, ®), entio
Agyrla,b] = gyr[Aa, AbJA. (1.58)

Demonstragao. Sejam a,b,x € (G,®) e A € Aut(G,®), pela lei da giroassociatividade a

esquerda, podemos afirmar que
(Aa @ Ab) ® Agyrfa, bz = A((a ®b) ® gyr|a, blz)
= Ale@ (0o )
= Aa® (Ab® Ax) (1.59)
= (Aa® Ab) & gyr[Aa, Ab]Ax.
Portanto, pela lei do cancelamento a esquerda (Teorema 1.18 item (1)), temos
Agyrla,blz = gyr[Aa, Ab| Az, VredG. O
Teorema 1.33. Dados a, b € (G, ®) e A € Aut(G, ®), entdo
gyrla, bl = gyr[Aa, Ab] (1.60)

se, e somente se, o automorfismo A e gyr|a,b] sao comutativos.

Demonstracao. (=) Se gyr|a,b] = gyr[Aa, Ab], entdo pelo Teorema 1.32 o automorfismo
gyrla,b] e A sdo comutativos, pois Agyr|a,b] = gyr[Aa, Ab]A = gyr[a, b]A.

(<) Reciprocamente, se gyr|a,b] e A sdo comutativos, entao pelo Teorema 1.32, temos
gyr[Aa, Ab] = Agyrla,b]A™" = gyrla,JAA™" = gyr[a, b]. 0
Exemplo 1.34. Usando o Teorema 1.32, pode-se mostrar que

gyrlgyrla,bla, gyrla, b]b] = gyr|a,b]. (1.61)
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1.3 Produto Girosemidireto

O produto girosemidireto é uma generalizacao do conceito de produto semidireto da teoria

de grupo.

Defini¢ao 1.35. Sejam G = (G, ®) um girogrupo e Aut(G) = Aut(G,®) o grupo dos auto-
morfismos de G. Um grupo de giroautomorfismos de G é um subgrupo de Aut(G) que contém

todos os giroautomorfismos gyrla,b| de G com a,b € G. O produto girosemidireto
G~ AUto(G)

de um girogrupo G e um grupo de giroautomorfismos Auto(G) € o grupo formado pelos pares

(x,X), onde x € G e X € Auto(G), com operagao dada pelo produto girosemidireto
(2, X)(y,Y) = (z & Xy, gyrz, Xy|XY). (1.62)

Teorema 1.36. Sejam (G, ®) um girogrupo e Auty(G,H) um grupo de giroautomorfismos
de G. O produto girosemidireto G X Auty(G) é um grupo com a operagdo dada pelo produto

girosemidireto de (1.62).

Demonstra¢ao. Vamos mostrar que o conjunto G x Auty(G) com a operagao bindria de (1.62)

satisfaz os axiomas de grupo.

1. Existéncia da identidade a esquerda: um elemento identidade a esquerda de G'x Auty(G)
éopar (0,1), onde 0 € G é o elemento identidade de G, e I € Auty(G) é o automorfismo
identidade.

(0,I)(a,A) = (0 Ia, gyr[0, [a]lA) = (a, A).

2. Existéncia do inverso a esquerda: seja A™! € Auto(G) o automorfismo inverso de

A € Auty(G). Pelo produto girosemidireto (1.62), temos
(©A'a, A (a, A) = (A7 'a® A la, gyr[oA ™ a, A a]ATTA = (0, ).
Portanto, um inverso a esquerda de (a, A) € G x Auto(G) é o par (A a, A7),

(a,A)~t = (A a, ATY). (1.63)
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3. Validade da associatividade: Vamos mostrar que as operagoes sucessivas em (1.64) e

em (1.65) sdo iguais.
(a1, A1)((ag, Az)(as, As))
= (a1, A1) (a2 ® Asas, gyrlas, Asas]AsAs)
= (a1 ® Ai(ay ® Asas), gyrlar, Ai(ay & Asas)|Argyr(as, Asasz] Az As) (1.64)

= (0,1 ) (A16L2 >, A1A26L3), gyr[al, A1a2 e, A1A2a3]gyr[A1a2, AlAQCLg]AlAQAg),
((1.64) segue do uso do produto girosemidireto (1.62) e da lei da comutatividade (1.58))

((a1, A1)(az, A2))(as, As)
= (a1 ® Aras, gyr|ar, Ajas]) A1 As)(as, A3) (1.65)
= (a1 ® Ajay ® gyrfar, Aras]) A1 Asas,

gyrlay & Ajas, gyrlar, Ajas] Ay Asas|gyr|ar, Araz) A1 Az As).

((1.65) segue do uso de (1.62))

Para mostrar que os produtos girosemidiretos (1.64) e (1.65) sao iguais, usamos a

notagao
a; = a
Al gy = b ( 1 66)
A1A2 as = C,

observando que

a® (b®c)=(adb) & gyrla,blc,
gyrla,b@® clgyrb, c| = gyr[a & b, gyr[a, b]c]gyr|a, b].
Temos a seguinte igualdade:
@® 059, gyrla,bodgyr(b,cAiAAy) = (adb) @ gyrinble, gyra®b, gyri,blclgyrp,blAiAsAs).

Intuitivamente, a segunda prova do Teorema 1.36 é dada por:

Considere S o conjunto de todas as bijecoes de GG, ou seja,

S:={a:G— G| a ébijegao}.
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Vamos mostrar que Sy = G X Auty(G, @) é um subgrupo de S, com a operagao a seguir.
Dado (z, X) € Sy, temos
(2, X):G—=G

g— (x,X)g=2® Xg.

A funcao (z, X)g estd bem definida, pois, se g =h =2 ® Xg =2 @ Xh = (2,X)g =
(z, X)h. A (z, X)g é uma bijegao. De fato, (6X 'z, X~1) é o inverso de (x, X), pois

(z, X)X o, X g = (z, X)(eX roX 'g)=zeX(0X te X g)=r0rdg=yg
X 'z, X Nz, X)g= (X 'z, X 20X g)=0X 120X (20X g)=0X 20X 'adg=g.
Além disso, Sy tem elemento neutro,

(z, X)X o, X ) = (X 'z, X Nz, X) = (0,1).

Assim, Sy é fechado na operagado composigao, visto que dados (z, X), (y,Y) € Spe g € G,
temos

(2, X)(y,Y)g= (. X)(y@Yg) =z X(ydYyg) =2 ® (Xy® XYy)
= (z ® Xy) ® gyr|z, Xy|XYg = (z ® Xy, gyr[r, Xy]|XY)g.

E como (x & Xy, gyrx, Xy]|XY) € Sy, entdao a operagao é fechada. Logo, como todo
elemento de Sy tem inverso, elemento neutro e é fechado, entao Sy é um subgrupo de S. A

operacao em Sy dada por:
(z, X)(y,Y) = (z & Xy, gyr[z, Xy XY),
¢ exatamente a operacao definida em G x Auty(G, @). O

Teorema 1.37. Sejam (G, ®) um girogrupo, a,b € G, e Y € Aut(G) um automorfismo
qualquer de (G, ®). Entao, a equagdo

Y = ogyr[b, Xa] X
cuja varidvel € um automorfismo, tem unica solucao dada por:

X = ogyrb, YalY.
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Demonstra¢ao. Suponhamos que X é solucao, com isto x = bH Xa é a unica solugao da
equagdo b = x & Xa (lei do cancelamento, Definigao 1.30). Mostremos que existe solugao X

e esta é unica. De fato, temos que

(,X)(a,I) = (x& Xa,gyr[z, Xa]X)
= (z® Xa, gyr[z ® Xa, Xa|X)
= (b, gyr[zr, Xa]X) (1.67)
= (b,eY)

(2, X) = (b,0Y)(a, )"

= (hoY)elta, I
= (b,eY)(ea,I) (1.68)
= (b®Ya,ogyrh, Ya]Y)

Logo, X = &gyr[b,YalY. E, como
Sgyr[b, XalX = ogyr(b, ogyr(b,Y a]Y a](Sgyr[b,Ya]Y) =Y,
entdo X = Ogyr[b, YalY é solucao e é tnica. O

Teorema 1.38. (Inversao da Girosoma, Inversao do Giroautomorfismo). Sejam

(G,®) um girogrupo e a,b € (G,®). Entao, a lei da inversao da girosoma € dada por:
S(a @ b) = gyr|a,b](6b o a). (1.69)
E a lei da inversao do giroautomorfismo € dada por:
gyrta,b] = gyr[ob, Sal. (1.70)

Demonstrag¢ao. Sejam Auto(G) algum grupo de giroautomorfismos de (G, ®) e G x Auty(G)
o grupo do produto girosemidireto do girogrupo (G,®) com o grupo Auto(G), como na

Definigao 1.35. G x Auto(G) sendo um grupo, o produto de dois de seus elementos tem um
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Unico inverso. Este inverso pode ser calculado de dois modos diferentes. No primeiro modo,

o inverso a esquerda do produto
(a,1)(b,I) = (a® b, gyr|a,b]) (1.71)
em G X Auty(G) é

(b, ) Ya, )" = (cb,I)(Ca,l)

= (6boa,gyr(ob, ©al). (1.72)
Por outro lado, o inverso a direta do produto (1.71) é dado por (1.63):
(©gyr~a,b](a & b), gyr—'[a, b)), Va,beG. (1.73)
Comparando (1.72) e (1.73), temos

cboa = ogyr a,bl(a®b), (1.74)

gyr[eb,cal = gyr[a,b]. (1.75)
Substituindo gyr~![a,b] em (1.74) por (1.75), temos
ob S a = ogyr[eb, ©al(a © b). (1.76)
Chamando (&b, 5a) de (a,b) em (1.76), obtemos
a®b=0Sgyrfa,b](6bS a). 0

Teorema 1.39. Seja (G, @) um girogrupo. Para todo a, b € (G, D)

gyr ta,b] = gyrla, ©gyra, b)b] (1.77)
gyr~'a,b] = gyr[ca,a ® b (1.78)
gyr a,b] = gyrb,a @] (1.79)
gyrla,b] = gyr[b,obS a] (1.80)
gyrla,b] = gyr[©a,©b S a (1.81)
gyrla,b] = gyr[S(a®b),d] (1.82)
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Demonstragao. A identidade (1.77) segue de (1.39). A identidade (1.78) segue de (1.40). A
identidade (1.79) resulta da aplicacao de (1.78), da propriedade de lago a esquerda, seguida
pela lei do cancelamento. A identidade (1.80) segue da lei inversa giroautomorfismo (1.70) e

de (1.78),
gyr(a,b] = gyr~'[eb, &a] = gyr[b,ob & al.

A identidade (1.81) segue da aplicacao (1.80), propriedade do lago a esquerda junto com
a lei do cancelamento. A identidade (1.82) segue de (1.78) seguida pela lei da inversao

giroautomorfismo (1.70). O

1.4 Lei Inversa do Girador

Teorema 1.40. (Lei Inversa do Girador, Propriedade Par do Girador). O giro-

automorfismo de um girogrupo (G,®) obedece a lei inversa do giroautomorfismo dada por:
gyr*a,b] = gyr[b, a, Va,be (G,®). (1.83)
E a propriedade par do girador dada por:
gyr|oa, ©b] = gyr|a, b, Va,be (G,®). (1.84)
Demonstragao. Pela propriedade de lago a esquerda e (1.79), temos
gyra ® b,b] = gyr[a,b] = gyr[b,a & b], Va,bed. (1.85)
A identidade (1.84) resulta de (1.70) e (1.83),

rl©a,0b] = gyr~ib,a
gyr| ] gyr~'[b, a] (1.86)
= gyr[a,b], Va, be (G,®). ]

Teorema 1.41. O giroautomorfismo de um girogrupo (G, ®) obedece a lei inversa do girador
gyr a,b] = gyr[b, a, Va,beG. (1.87)
Além disso, possui a propriedade par do girador

gyrl©a, &b] = gyra,b],  Va,be (G D). (1.88)
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Propriedade par satisfaz as sequintes equivaléncias:

gyrlb, ©gyr(b,ala] = gyrla,b]; (1.89)
gyrlb, gyrb,ala) = gyrla, Sb; (1.90)
gyr|©gyrla,blb,a] = gyrfa,b; (1.91)
gyrlgyrla, ©blb,a] = gyrla, Sb|, Va,bedG. (1.92)

Demonstragao. A identidade em (1.89) segue de (1.83) e (1.77), ou seja,
gyrla,b] = gyr~'[b,a] = gyr|b, Sgyr[b, ala].
A identidade (1.90) segue de (1.77), (1.83) e (1.84), ou seja,
gyr[b, gyr(b, ©ala] = gyr—'[b, ©a] = gyr[©a,b] = gyr|a, Ob].
A identidade (1.91) segue de (1.83), (1.89) e (1.83), ou seja,
gyr~'[Sgyrla,blb,a] = gyrla, ©gyrla. o] = gyr[b,a] = gyr~'[a,b].
A identidade (1.92) segue de (1.83), (1.90), (1.83) e (1.84), ou seja,
gyr™" lgyrla, Sblb, a] = gyr|a, gyra, SHJY] = gyr(b, ©a] = gyr~'[Sa,b] = gyr~*[a, S].

Teorema 1.42. Sejam a,b,c € (G, ®). Entdio

(1) (adb)dc = ad (b grylb, alc) Lei da Giroassociatividade a Direita,
(17) gyrla,b] = gyrla,b® al Propriedade do Lago a Direita.

Demonstracao. A lei da giroassociatividade a direita segue da lei da giroassociatividade a
esquerda e da lei inversa do girador,
a® (b® gyrlb,alc) = (a®b)d gyra,blgyr(b, alc

= (@ob)dc (1.93)

A propriedade do lago a direita resulta de (1.79) e da lei inversa do girador (1.83),

gyrlb,a®b] = gyr'la,b] (1.94)

= gyrb,al. O
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1.5 Propriedade do Colaco

Teorema 1.43. (Propriedade do Colago - a Esquerda e a Direita ). Seja (G, @) um

girogrupo. Entao
gyrla,b] = gyrfaB0b,0] Propriedade do Colago a Esquerda,
gyrla,b] = gyr[a,b8a] Propriedade do Colago a Direita.

Demonstracao. A prova segue da aplicagdo da propriedade do lago a esquerda e a direita,

seguida da lei do cancelamento,

gyrlaBb,b] = gyr[(aBb) ®b,0] = gyrfa,], (1.95)
gyrla,bBa] = gyrla,(bBa) & a] =gyrla,b], Va, beG. g

Teorema 1.44. Seja (G, @) um girogrupo. Entdo

gyrla®b,0a] = gyrla,b],
gyr[ea,a ®b] = gyrlb,al, Va, beG.

Demonstracao. Com a propriedade do lago a direita, lei do cancelamento a esquerda e pro-

priedade de laco a esquerda, temos

gyrla@b,ca] = gyrla®b,Ca® (a ®b)]
= gyrla® b,
= gyr[CL?b]v va,bEG

A segunda identidade de (1.96) segue da primeira com a aplicagdo da lei inversa do

giroautomorfismo (1.83). O

Teorema 1.45. (Propriedade Inversa do Cogiroautomorfismo). Qualquer girogrupo

(G, ®) possue a propriedade inversa do cogiroautomorfismo
o(aBb) = (cb)B(ca) Va,bed. (1.96)

Demonstragao. A verificagao de (1.96) segue das seguintes passagens: da Definicao 1.18

(coadicao do girogrupo H), Teorema 1.69 (inversao da girosoma), Teorema 1.18 item (12),
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Teorema 1.18 item (12) aplicado em b, isto é, gyrla, ©blb = ©gyrla, ©b)(©b), identidade
(1.77) do Teorema 1.39, propriedade do giroautomorfismo que abre para a soma, ou seja,
w(a®b) = ¢(a) ® p(b), lei da inversao do giroautomorfismo (1.70), propriedade par (1.84) e
da Definicao 1.18 (coadigao do girogrupo H).
De fato,
aBb = a®gyr|a,Sblb

= ©gyr|a, gyr|a, ©blb{Sgyr|a, Sblb & a}

= gyrla, gyr(a, Sblbl{E(Sgyria, SOb © a)}

= gyr[a, ©gyr|a, Ob](Sb)|{S(©gyr(a, ©blb S a)} (1.97)

= gyr'a, bl{c(6gyr|a, ©blb S a)}

= o(ebo gyria,obla)

= o{abe gyrlh,Sala}

= of(eb) B (ea)}, Va,beqG. O

Teorema 1.46. Seja (G, ®) um girogrupo. Entao
a®{(Ca®b)®a}t=alD, Va,bed. (1.98)

Demonstracao. A prova segue da lei da giroassoaciatividade & esquerda, lei do cancelamento
a esquerda, propriedade do lago a esquerda, lei do cancelamento a esquerda, propriedade do

laco a direita e da Defini¢ao 1.18 da coadi¢ao do girador H. O

Teorema 1.47. Seja
c = gyrb, o]z, (1.99)

uma equag¢ao com incégnita x. A unica solugao de (1.99), é

r=0(0bo (cBb)). (1.100)

Demonstragao. A solucdo x da equagao (1.99) é obtida da forma que segue abaixo, pela

segunda identidade de (1.36). Com isto, temos

c=gyrb,crlr =6(boz)®b. (1.101)
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Aplicando a lei do cancelamento & direita em (1.101), obtemos
c = obor) b
(cBb)ab = ooz db
(cBbheb)eb = (sbezx)db)ob (1.102)
(cBb) = eboux).

Assim,

obex)=cBb, = boz=0o(cBbH).
E, pela lei do cancelamento,
cr=006(cHb), = z=0(cbo (cHbd)).
Portanto a solugao de (1.99) é dada por x = &(8b & (¢BYD)). De fato,
gyrlb,ozlz = ogyrlb,obe (cBb)|{ebo (¢cBb)}
= o{bp(cbo (cHD)}db
= Ogyrl[o{b® (ebo (cBb))}b(Cbd {bd (Sbo (cBb))})
= Ogyrb® (6bo (cBb)),cbl{ebo (cBb)} (1.103)
= ogyrjo(cBb),cb{ebe (cBb)}
= ogyrlcBbb{cbe (cBb)}
= (cBb)ab
= c
((1.103) segue das seguintes passagens: da subtituicdo de z = S(Sb o (¢ B b)) em (1.99)
seguido pelo Teorema 1.18 item (12), primeira identidade de (1.35), lei inversa da girosoma

(1.34), propriedade par (1.84) e lei do cancelamento, propriedade par (1.84), lei inversa da

girosoma (1.34), lei do cancelamento a direita). O
Corolario 1.48. Seja (G, ®) um girogrupo. A funcao gyrlb,Sal : G — G tal que
a — gyrlb, ©ala (1.104)

¢ uma bijecao para um b € G fizo.

Demonstracao. Segue imediatamente do Teorema 1.47, para um dado b € G. O]



CapriTULO 2

Girogrupo Girocomutativo

Neste capitulo daremos alguns exemplos de girogrupos girocomutativos, como os girogru-
pos de Mobius e Einstein. Para isto definiremos duas novas adigoes: a adi¢ao de Mdobius e
a de Einstein em Vy = {v € V|| v || < s}. Além disto demonstraremos dois teoremas: o
Teorema da Propriedade Inversa e o Teorema da Girotranslacao, que serao muito utilizados
no decorrer da dissertagao. Para terminar o capitulo daremos um exemplo de um isomorfismo

entre dois girogrupos: o de Mobius e o de Einstein.

2.1 Girogrupo Girocomutativo

Definigao 2.1. (Propriedade Inversa). Um girogrupo (G,@®) possui a propriedade in-
versa se, para todo a,b € G,

Sla®db) =6a60b. (2.1)

Observacao 2.2. No Fxemplo 1.17 exibimos um girogrupo que nao possui a propriedade
muversa:

—B3e1)=-9 e (-30-11)=(40611)=11.
Teorema 2.3. Um girogrupo é girocomutativo se, e somente se, possui a Propriedade Inversa.

Demonstragao. (=) Suponha que o girogrupo é girocomutativo. Com o Teorema 1.18 item

(12) e com a lei inversa da girosoma, temos

gyrla, bl{e(6be a)} = Sgyr|a,bl(©be a) = a® b = gyr[a,b](b ® a).
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Como gyr|a,b] é um giroautomorfismo, temos
(Gboa)=0((bda), Va, b € G.

(<) Reciprocamente, seja (G, @) um girogrupo que possui a propriedade inversa.
Entao, pela lei inversa da girosoma, temos que

a®b = ogyrla,b(cbo a)
= gyrla,b{e(cboa)}
= gyr[a,b](b® a), Va,beG. u

Teorema 2.4. A coadi¢io, B, de um girogrupo (G,®) é comutativa se, e somente se, o

girogrupo for girocomutativo.

Demonstracao. (= )Basta observar que a — gyr[b, ©ala = ¢ é um automorfismo e que (G, @)

possui a propriedade inversa.

(<)Reciprocamente, para todo a, b € G, temos, pela equagao (1.97), que
aBb=6(ebo gyrb, &da),

mas, pela Definicao 1.5,
bHa=b® gyrb, ©ala.

J& que estamos supondo que (G,®) é girocomutativo, temos, pelo Teorema 2.3, ¢ =

gyrlb, ©ala, que ©(6b S ¢) = (b @ ¢). Portanto,
alHb=0Ha Va, b € G. O
Teorema 2.5. Seja (G, ®) um girogrupo girocomutativo. Entao,
gyrla,blgyr[b & a, c] = gyrla,b® c|gyr(b, ], Va,b e G. (2.2)

Demonstragao. Pelos Teoremas 1.32 e 1.33, como (G, @) é girocomutativo e a identidade

(1.37), temos

gyrla,blgyrlb @ a,c] = gyr[b® a,clgyria,b]

lgyrla, b](b® a), gyr[a, blclgyr|a, b]
[

[

Il
Q

y?"
= gyrla &b, gyrla, blclgyr|a, b]

= gyrla,b® cgyrb, cl, Va,beq. O
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Teorema 2.6. Sejam (G,®) um girogrupo girocomutativo, a, b, ¢ € G e seja d € G deter-
minado pela coadi¢ao

d=(bHc) S a. (2.3)
Logo, os elementos a, b, ¢ e d satisfazem a identidade telescopica
gyr|a, ©blgyr[b, ©c)gyr(c, ©d] = gyr|a, &d], Va,b c € G. (2.4)

Demonstragao. Pela identidade (2.2), junto com a aplica¢do da propriedade de lago a direita

e a esquerda, temos

gyrld b @ dlgyr[b ®@a,c| = gyrla,b ®clgyrlb ®c,c]. (2.5)
Seja a = &c
c = @a'

b = b @a, daequagio (1.57), temos bBa = (b ©a')Ba =1
(2.6)
De modo que, pelas trés equagoes de (2.6), pela observacao (1.25) e por (2.3), temos

/ /

Vod = (bBd)acd
= (bHc)Sa
= d.

Entao, (2.5) ¢é igual a
gyr[©c, blgyr(b, ©a] = gyr[Sc, dgyr(d, ©al.
E pelos Teoremas 1.32, 1.33 e 1.40, temos que

gyr|a,oblgyr(b,oc) = gyr|a,od)gyr(d,oc] = gyrla, ©blgyr[b, Sclgyr|c, ©d] = gyr|a, &d|. U

Teorema 2.7. A coadicao

d=(bHc)Sa

¢ equivalente a

oc® d = gyr[c,ob](b S a). (2.7)
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Demonstra¢ao. Em um girogrupo girocomutativo (G, @), temos

d = (bBc¢)oa

(
= (cHb) o gyr[b, &clgyr|c, ©bla
(cBb) © gyr|e, gyr|c, ©blblgyr|c, Sbla
(c @ gyrlc, ©blb) © gyr|e, gyr|c, ©blblgyr|c, ©bla (2.8)
= ¢ (gyrle, ©bJb © gyrle, Sbla)
= c@gyrlc,obl(bo a).
((2.8) segue das seguintes passagens: igualdade (2.3), Teorema 1.40, equagao (1.90) (Teorema
1.41), Definigao de coadigao do girogrupo 1.5, lei da giroassociatividade a esquerda e do fato

de que o giroautomorfismo abre para a soma do girogrupo). ]

Teorema 2.8. Seja (G, ®) um girogrupo girocomutativo. Entao,
gyrla, b[{b® (a®c)} = (adb) D, Va, b, c, € G. (2.9)

Demonstragao. Pela lei da giroassociatividade a esquerda, como (G, ®) é girocomutativo e

com o giroautomorfismo, temos
bd(adc) = (bda)®dgyrb,alc
= gyrlb,al(a ©b) ® gyr(b, ac (2.10)
= gyr[b,al{(a ®b) @ c}.
Uma vez que b @ (a @ ¢) = gyr[b,a]{(a & b) & c}, entao compondo com gyr|a,b], temos
que gyr(a,bJ{b® (a®c)} = (a B b) ®c. O

Teorema 2.9. (lei do cancelamento Esquerda-Direita). Seja (G, ®) um girogrupo gi-

rocomutativo. Entao,
(a ®b) ©a= gyr|a,blb, Va, b, c e G. (2.11)

Demonstracao. A identidade (2.11) segue da igualdade (1.35) e da propriedade inversa (2.1).
Alternativamente, a identidade (2.11) é equivalente ao caso especial de (2.10) quando ¢ =

oa. O
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Teorema 2.10. Seja (G, @) um girogrupo girocomutativo. Entao,
a®{(Ca®b)Pa} =alD, Va, b e G. (2.12)

Demonstra¢ao. Como (G, @) é um girogrupo girocomutativo, por meio da igualdade (1.36)

e do Teorema 1.45, temos
aBb=a® gyrfa,0bb =a®{S(acb) da} =a®{(Sa®b) D a}. O
Teorema 2.11. Seja (G, @) um girogrupo girocomutativo. Entao,
aB(a®b)=a® (bda), Va, b € G. (2.13)
Demonstracao. Pela lei do cancelamento e pelo Teorema 1.46, temos
a®bda)=a®({Ca®(a®b)}®a)=aB (aPD). []

Teorema 2.12. (Girotranslagao). Seja (G,®) um girogrupo girocomutativo. Para todo

a, b, c € G, temos

Oa®b)®(a®dc) = gyrla,bl(Cbdc),

(cob)e(adc) = gyrla,bl(bec).

Demonstra¢ao. A primeira identidade do Teorema 2.12 segue do Teorema 1.26 trocando a
por ©a. Portanto, é valida para girogrupos nao girocomutativos. A segunda identidade do
Teorema 2.12 segue da aplicagao da Definicao 2.1, ou seja, da propriedade inversa. Portanto,

so € valida para girogrupo girocomutativo. O]
Teorema 2.13. Sejam (G, ®) um girogrupo girocomutativo e a, b, ¢ € G. Entao,

gyr(©a @ b,a © c¢| = gyrla, Sblgyr[b, &c]gyr|c, ©al. (2.14)
Demonstracao. Pelo Teorema 1.32 e pelo fato de que (G, @) é girocomutativo, temos

gyrla,blgyrb @ a,c] = gyrlgyrla,b](b® a), gyr|a,b]clgyr|a, ]

= gyrla® b, gyr|a, blc|gyr(a, b].
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Assim, pela identidade (1.37) do Teorema 1.22, podemos escrever

gyrla,b® c|gyrb, ¢| = gyr|a, blgyr[b ® a, c]. (2.15)
Compondo (2.15) com o giroautomorfismo inverso gyr|c, b], temos

gyrla,b @ c|] = gyrla, blgyr[b & a, c|gyr|c, b]. (2.16)

Com o uso da notacao b & a = d, ha a implicagao, pela lei de cancelamento, de que

a = 6b® d. Assim, pelo Teorema 1.44, a identidade (2.16) torna-se,

gyrleb@ d,b@ ) = gyr[eb® d,blgyr(d, clgyr(c, ]

= gyr[ob,d|gyr|d, c|gyr|c, b]. (2.17)

Renomeando os elementos b, ¢, d € G, da seguinte forma (b, c,d) — (Sa, ¢, ©b), temos,
por (2.17),
gyr(a ©b,0a & c| = gyrla, Sblgyr[Sb, clgyr|c, Sal. (2.18)

E, por meio da propriedade inversa (Teorema 2.3) e propriedade par (Teorema 1.40), a

identidade (2.18) pode ser escrita como o desejado. O
Teorema 2.14. Seja (G, @) um girogrupo girocomutativo. Entao,
gyrla, ©b] = gyr[©a ® b, a @ blgyr|a, b]. (2.19)
Demonstragao. Pelo Teorema 1.40 e pela identidade (2.14), podemos escrever
gyr|ea @ b, a © clgyr|[Sa, c| = gyr|a, Sblgyr|b, &¢]. (2.20)

Com a troca de ¢ = ©b e com a aplicagao das propriedades do Teorema 1.40, temos o

desejado. O

Corolario 2.15. Mediante o Teorema 2.14, temos uma identidade elegante, ou seja,
gyr(©a,blgyr(b.a] = gyr[©a @ b,a & b]. (2.21)
Teorema 2.16. Seja (G, @) um girogrupo girocomutativo. Entao,

(z@a)B(rdb)=cd{(aBb) &z} Va, b,z € G. (2.22)
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Demonstracao.

(x@a)B(zdb) = (x@a)®gyrfzr®a,&(x@b)|(z®Db)
= (x®a)®gyrjx ®a,or O b|(x D b)
= x®{a® gyrfa,z|gyr(x & a,cx S b)(z S b)}
= 2z ® {a® gyrla, xlgyr[cx, ©algyr|a, Sblgyrb, z|(x © b) }
= x®{a® gyrla, z|gyr|x,algyr(a, Sb](b S x)}
= z®{a® gyrja,cb)(bdx)} (2.23)
= & {a® (gyr|a, Sb)b & gyr|a, Sb|z)}
= z® {(a ® gyrla, ©bb) ® gyr|a, gyr|a, ©blblgyr|a, Sblx}
= 2@ {(a @ gyrla, SbIb) © gyr[b, ©algyrla, Ob]z}
= & {(a® gyr|a, 0bb) & x}
= z®{(aBb) @z}
((2.23) segue das seguintes passagens: Definicao 1.5, Teorema 2.3 (propriedade inversa), lei
da giroassociatividade a direita (equagao (1.42)), Teorema 2.13, propriedade par (equagao
(1.84)), Definicao 1.4 (lei da girocomutatividade), lei inversa do girador (equagao (1.83)),
girador que abre para a soma de (G, @), lei da giroassociatividade a esquerda, Teorema 1.41

equagao (1.90), propriedade par (1.84), lei inversa do girador (1.83) e Defini¢ao 1.5 ). O

2.2 Adicao de Mobius

Defini¢ao 2.17. (Adicao de Mobius na Bola). Seja V um espago com produto interno

real e seja Vg uma s-bola de 'V,
Ve={v e V] uv|< s} (2.24)

para algum s > 0 firo. A adi¢ao de Mébius @ € uma operacao bindria em V4 dada por:
1+ Su-v+s|v[P)ut -5 llul’)v
T+ Zu vt & [ulf o]

uPy v= : (2.25)

onde - e || - || sao o produto interno e a norma que a bola Vg herda do espago V e + denota

a adicao de numeros reais na reta real R e a adicao de vetores em V.
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Quando s — o0, a bola da Definicao 2.17 expande para todo o espaco V e a adi¢ao de

Mobius em V, reduz-se a adicao vetorial em V. Os giradores de Mobius
gyriu,v] : Vg — V;
sao automorfismos do girogrupo (Vy, @),
gyr[u,v] € Aut(Vg, ®pr);
dados pela equacao, (Teorema 1.18 item (10)),
gyrlu,viw =Sy (u @y v) @y {u @y (v w)l. (2.26)
A equagao (2.26) preserva o produto interno que a bola V; herda do espago V, ou seja,
gyrlu,vla- gyrju,vlb =a-b, Va, b, u v,w €V, (2.27)
De (2.27), temos que
gyrluvla-gyrfuvla=a-a = | gyrfuvia =] u|? . (2.28)
Portanto, por meio da lei da girocomutatividade
fuen v 1=l gyriu, v](v &y u) |= véyuall. (2.29)

A coadigao de Mdobius é comutativa, pois segue do Teorema 2.4. Sejam u # 0 e v # 0
pertencentes a bola V de V paralelos, u || v, isto é, u = Av para algum 0 # A € R. A
adicao de Mobius reduz-se a operacgao binaria

u-+v
L+ 5 v

udy v= u || v, (2.30)

que é, ao mesmo tempo, comutativa e associativa. Devemos notar que, quando V é um espaco
vetorial unidimensional, a adigdo de Mébius em (2.30) é uma operagao bindria entre nimeros

reais.
Assim, por (2.30),

_ Ml +livil
L+ S lluflv]

(2.31)
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A adicao de Mobius satisfaz a identidade Gamma de Mobius

2 1
Yadpv = %7‘,\/1 + =20V + = || a 2] v?, Yu, v €V, (2.32)
onde vy ¢ o fator Gamma, dado por,

Y= ——, (2.33)

que é um numero real, para v pertencente a s-bola V.
De (2.31) e (2.33) temos

[u il v

Vuloulivl = Yalv (1 + > ,  Vuvev, (2.34)

52
Uma identidade importante usada segue de (2.33), e é dada por

2
—1
vV o (2.35)

2 2
S T~

onde usamos a notagao v =v-v =|| v ||%.

A coadigao do girogrupo de Mobius dada pela equagao (1.19) é obtida em termos do fator

Gamma, onde Hj; é dado por

2 1— 2 1— 2
Wy SRR (= P 0 )y -
Yot -1 1= ffu [ v |

e satisfaz a identidade Gamma

2, .2
wt N — 1
Yuly v = 5 Z ’Vu.v 5 e (237)
VI+277n0-5) - (8 +7%)
Teorema 2.18. (Desigualdade Girotriangular de Mébius).
[udv|<|u|e]vl], (2.38)

para todos u, v pertencentes ao girogrupo de Mdébius (V, @).

Demonstracao. Por (2.34) e (2.32), com @y = @ e pela desigualdade de Cauchy-Schwarz,



2.3 Adicao de Einstein 43

temos

[ i v
Nulelvl = YuTv (1 T e

2 1
= %%\/HS—Q Fa il -+ a2 v )

2 1
> /14 vt P I (239
= TYuev

= Tuavl>

para qualquer u, v pertencente ao girogrupo de Mobius (V, ®). Mas, 7x = 7|x, parax € V,

¢, uma fungio mondtona crescente de || x ||, 0 <|| x [|< s. Portanto, (2.39) implica
[uov(<[ul ]Vl

para qualquer u, v pertencente a algum girogrupo (V, ®). O

2.3 Adicao de Einstein

Em contraste com a velocidade Newtoniana, que sao vetores no espaco euclidiano tridi-
mensional R? (com médulo muito menor que a velocidade da luz), a velocidade Einsteniana
deve ser relativisticamente admissivel, ou seja, sua magnitude nao pode exceder a velocidade

da luz no vécuo, que é de aproximadamente 3 x 10°km/s.

Seja ¢ a velocidade da luz no véacuo e seja
R ={veR"|v]<c}

o conjunto de vetores velocidades admissiveis. O conjunto de vetores velocidades admissiveis
esta contido em uma bola aberta de raio ¢, centrada na origem e contido no espago tridimen-

sional R3.

O fisico Llewellyn H. Thomas definiu a adi¢ao de dois vetores velocidades admissiveis,

por

J
u@Ev:1+u_;,{u+v+§1+7u(u><(u><v))}, (2.40)

&
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para quaisquer u,v € R?, onde u - v ¢ o produto interno que a bola R? herda do espago R?,

u x v é o produto vetorial em R® C R3 e v, é o fator gamma

Tu = )

na c-bola.

Dada a identidade vetorial,

(xxy)xz=—(y z)x+ (x-2)y,

com X,y,z € R?, a adicao de Einstein pode também ser escrita na forma

1 1 1 u
udpv= T {u—l——v—l—— i (u~v)u}, (2.41)

1+C_2 ’Vu 621+ryu

que permanece valida em dimensoes maiores.

Exemplo 2.19. (Forma prdtica da adi¢cao de Einstein). Denotaremos o sistema de
coordenadas cartesianas por > com coordenadas x,y,z em R. Assim, todo ponto da bola R?
¢ representado pelas coordenadas (x,y,z)" (o expoente t denota transposicdo) relativas para
S°, satisfazendo a condi¢io x*+y*+2* < ¢®. Cada ponto (z,y,2)" da bola € identificado como
um vetor de origem (0,0,0)" do >, que € o centro da bola para o ponto (x,y,2)". Portanto,

sejam u, v, w € R3 trés vetores em RS C R3, dados pelas trés componentes relativas para y_,

Uy (%1 wq
u — u2 bl 'U — U2 bl w — w2 )
us U3 w3

tal que

w=uDgr .
O produto interno usual de dois vetores u, v € dado pela equac¢ao
U- V= U1 + UV + U3V3,
e a norma ao quadrado pela equacdo

| w ||2: u% + ug + u§
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Portanto, para vetores firos u e v, a adi¢ao de Finstein u@®g v tem a sequinte forma

w1 Uy U1
1 1~ 1
W2 = 1+ u1fu1+u2;12+u3v3 X [ + g 1 +u’Yu <U1U1 + ugvy + Ugvg)] U2 + % V2
W3 Uus U3
onde
1

Tu = 2, 2. .2
1 _ ul—i-uz-l—u.3
\/ 2

Para o caso bidimensional, a adicao de Einstein na forma anterior segue-se colocando
us = v3 = 0. Quando ¢ — oo, temos que a adicao de Einstein, reduz-se a adigao vetorial

ordinaria do espaco euclidiano R3.

Definigao 2.20. (Adi¢ao de Einstein na Bola). Sejam V um espa¢o com produto in-
terno e Vg uma s-bola de 'V,

Vi={veV:|v|<s},

onde s > 0 € uma constante fixada arbitrariamente. A adicdo de Finstein @ € uma operacao

bindria em V, dada pela equacao

1 1
udpv= {u—l——v+— 7 (u-v)u}, (2.42)

1+ % Yu o SPL A+ Va
para qualquer u, v € Vg, onde w- v € o produto interno que a bola Vg herda do espaco V e 7,

€ o fator gamma

na s-bola V.

O girador de Einstein
gyriu,v] : V, =V,

sao automorfismos do girogrupo (Vy, ),
gyr[u,v] € Aut(V,, ®g),
dados pela equagao, (Teorema 1.18 item (10)),

gyriu, viw = Op(u@p v) O {ud®p (vdr w)}. (2.43)
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A equagao (2.43) preserva o produto interno que a bola V; herda do espago V, ou seja,
gyrlu,vla- gyrju,vlb =a-b, Va, b,u v,w €V, (2.44)
De (2.44), temos que
gyrlu,vla-gyrfu,vla=a-a = | gyr[u,vja|*=[u]|?*. (2.45)
Portanto, por meio da lei da girocomutatividade, verifica-se
lues v =l gyrfu, vI(v &pu) =) vérull . (2.46)

Como na adicao de Mobius na bola, podemos mostrar, por algebra computacional, que
a adicao de Einstein na bola é uma operagao que produz um girogrupo girocomutativo, que
d4 origem ao girogrupo de Einstein na (Vy, @g). Sejam u # 0 e v # 0 pertencentes a bola
Vs de V e paralelos, u || v, isto é, u = Av para algum 0 # A € R. A adigao de Einstein

reduz-se a operac¢ao binaria

u+v
uGpv= ) u | v. (2.47)
Lt 5 [ulll v
Portanto,
ull+|v
lull @ v = el iv] Vu, v eV, (2.48)

Lt 5 v

A adicao de Einstein satisfaz as identidades Gamma mutuamente equivalentes

u-v
Tudpv = Tulv (1 + 52 > (249)

u-v
Yoeuoepv = Yucgv = Yulv (1 - 2 > y vu, vV € Vs- (250)
A restri¢ao da adi¢ao de Einstein em (2.47) e (2.48) é comutativa e associativa. Assim, a
adicao de Einstein restrita ¢ uma operacao de grupo, como Einstein observou.

A coadi¢ao de um girogrupo de Einstein, conforme descrita na Defini¢gao 1.5, é dada pela

equacao
Yu + v

ulHgv = u+ YV
F fyﬁ+73+’yu'yv(1+%)—1(% W)

Yu T Vv

= (au + V) (2.51)
(a +W)* = (usev + 1)
Yul + VWV

= 2R®g

Y

Yu + VW
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onde a multiplicagao por escalar pelo fator 2 ¢ definida pela equacao 2 ®p v =v ®g v. Com
isto, a adigdo de Einstein em (V,, @) serd denotada por Hg. Uma definigdo mais geral de
multiplicagao por escalar sera apresentada e estudada no proximo capitulo. A forma seguinte

segue de (2.51),
Yull + YV

N Yogugpvtl *
’yu + ’}/v Yu+v

(2.52)

llEE‘EV:

A coadicao de Einstein é comutativa, como podemos ver em (2.51) e como esperado do

Teorema 2.4.

Esta coadicao de Einstein satisfaz a identidade Gamma,

V42 + a1+ -1

W 2.53
— (,}/u + IYV)Z _ 1
Yuogv +1
Outras identidades interessantes que a adicao de Einstein possui sao:
Vv T Yuspv
D v = — (Y v 2.54
Tugpv(0 BE V) T (Yutt + Wv) (2.54)
e
Yumen (0B v) = T2 (g v). (2.55)
I+ Yepv
Teorema 2.21. (Desigualdade Girotriangular de Einstein).
[udpv|<|wl e vl (2.56)

para todos u, v pertencentes ao girogrupo de Mdébius (Vg, @p).

Demonstracao. Por (2.49), com @ = @, e pela desigualdade de Cauchy-Schwarz, temos

[u ([l v ]
Vel = Yl (HT
u-v
> Yuw (1+ - > (2.57)
S
= TYuov
= Tluav];

para todos u, v pertencentes ao girogrupo de Mobius (V,, ®g). Mas, com vx = x|, X € V,

¢ uma fungao mondtona crescente de || x ||, 0 <|| x ||< s. Portanto, (2.57) implica

[uop v |<[ful @p | v I
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para todos u, v pertencentes ao girogrupo (Vg, @g). O]

2.4 Girogrupos Isomorfos

Em analogia com o isomorfismo de grupos, um isomorfismo de girogrupos é uma funcao
bijetora de um girogrupo em outro, que preserva a operagao do girogrupo. Dois girogrupos
que sao relacionados por um isomorfismo sao ditos isomorfos. Deveremos encontrar nesta

se¢ao um isomorfismo entre o girogrupo de Mébius e o de Einstein.

Para qualquer elemento v de um girogrupo (G, @), usamos a notagao:
20Vv=vav, (2.58)

de modo que, para um elemento v do girogrupo de Einstein (Vy, ®g), temos 2@ v =v@pv

e, se v é um elemento de um girogrupo (Vy, ®y/), temos 2 @ v =v &y v.

A tnica solucao para equagao 2 ® v = u com incégnita v pertencente ao girogrupo de

Einstein (V,,®g) ¢ metade de um vetor u = (3) ® v de Einstein, dado pela equacao

1 v
Sov=-—D . (2.59)

Como esperado, u = (5) ® v satisfaz a identidade

1 Vv
2 - = 2
®(2®V) ®1+%v
Vv Tv
= VP v 2.60
147 E1+’Vv ( )

= V.

A adicao Mobius, @)y, e a adi¢ao Einstein, @, estao relacionadas pelas duas identidades

mutuamente equivalentes:

1 1
u. Spv. = 2®(§®ue®M§®ve), Vue,ve € (Vy,®p), (2.61)
1
u, Dy Vi, = 5®(2®um@E2<§z>vm), VU, vin € (Vs,Bn). (2.62)

As identidades (2.61) e (2.62) sugerem as seguintes fungoes:

¢EM : (VS7 @M) — (VSJ EBE)J Vi > Ve = 2 ® Vi, (263>
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ou
oM (Vin) = 2@ Vi (2.64)
e a funcao inversa
due: (Vs, ®p) = (Vy, ©n), Ve = Vi = % ® Ve, (2.65)
ou simplesmente
drme(Ve) = % ® Ve. (2.66)

Como ¢gp e ¢arE sao fungoes inversas uma da outra, temos que elas sao bijetoras. Além
disso, elas preservam, respectivamente, a operacao de girogrupo. Na verdade, por (2.64) e

pela identidade (2.62), temos

G (U ®p Vi) = 2@ (U, Oy Vi)
1
= 2®{§®(2®um@E2®Vm>}
= 2®um@E2®Vm

= ¢EMUm BE PEMVm.
De forma similar, por (2.66) e pela identidade (2.61), temos

due(ue ®pve) =

= OmMEU. Dy OMEVe.

Como tal, as fungoes ¢y € darp sdo isomorfismos estabelecidos entre o girogrupo (V, @)

e o correspondente girogrupo de Einstein (Vy, ©g).

Teorema 2.22. Sejam (Vs, @) e (Vs,®p) girogrupos de Mdébius e Finstein, respectiva-

mente, na s-bola V¢ de uma espaco com produto interno V. Entao,

PEMIYT M [’Um, ’Um] wy, = 4gYre [¢EM%a ¢EM’Um]¢EM W, (2'67>

Sem (U Bar V) = Opmn Be 0pyvn,
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e, similarmente,

PMEJYTE[Ue, Ve|We = gyrm[Prrpte, PrrpVe|drrpwe, (2.68)
QbME(ue Bev.) = dupue By drpve.
Demonstracao.
PEMIYT M Wy Vi [ Wi = Opn [0 (W Dar Vi) ©ar {0 ©ar (Vi B Win) ] (2.69)

= Op(PemUn Pr OpMVm) Pr {PeMUm Br (PEMVm PE CEMWR)}

= gYrE[PEMUm, QEMVm|PEM W, VW, Vi, Wiy, € (Y, @pyp).

((2.69) segue do Teorema 1.18 item (10), do fato da ¢gys ser um isomorfismo entre girogrupo

de Mébius e o de Einstein, e do Teorema 1.18 item (10)).

Spm (W By vin) = Gy (W ©ar gyra W, Oarvin Vi)
= GpMWy P OEMIYTM [um; GMVm]Vm (2'70)
= GpMWy Dp GYrE[PrMUm, OEPEM V] OEM Vi

= QpMUy, B Opmvm, VU, v, € (Vs, ®Bur).

((2.70) segue da Definigao 1.5, do fato da ¢gps ser um isomorfismo do girogrupo de Mdbius

em Einstein, da primeira identidade de (2.67) e da Definigao 1.5).

Finalmente, a prova de (2.68) é semelhante a de (2.67). O



CapriTULO 3

Girovetores

Neste capitulo apresentaremos a definicao de girovetor. Em seguida desenvolveremos
alguns resultados que nos ajudarao a sedimentar este novo conceito, ou seja, a partir destes
resultados poderemos entender como funciona a translagao de um girovetor e a relacao que

um girovetor tem com um ponto de um girogrupo.

3.1 Girovetores

Defini¢ao 3.1. (Relagcao Bindria). Uma rela¢do bindria em um congunto S diz respeito
a um subconjunto R C S x S do produto cartesiano de S por si mesmo. Se (a,b) € R,

escreve-se a ~ b e se diz que a mantém a relacao ~ com b.

Defini¢ao 3.2. (Rela¢do de Equivaléncia). Uma relagao de equivaléncia em um con-

gunto S é uma relagao bindria R com as sequintes propriedades:

1. Reflexiva: a ~ a para todo a € S,
2. Simétrica: se a ~ b, entdo b ~ a para todo a,b € S,

3. Transitiva: se a ~ b eb ~ ¢, entdo a ~ ¢ para todo a,b,c € S.

Uma relagao é uma relacao de equivaléncia se for reflexiva, simétrica e transitiva.

Uma relagao de equivaléncia ~ em um conjunto S dd origem as classes de equivaléncias.
A classe de equivaléncia de a € S € o subconjunto {x € S :x ~ a} de S de todos os

elementos x € S que sao relacionados a a.
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Duas classes de equivaléncias em um conjunto S sao iguais ou disjuntas, e a uniao de todas
as classes de equivaléncias em S ¢é igual a S. Assim, dizemos que classes de equivaléncias

formam parti¢des do conjunto.

Elementos de um girogrupo girocomutativo sao chamados de pontos e sao denotados por

A, B, C, etc. Em particular, o elemento identidade é chamado de origem e é denotado por

0.

Definicao 3.3. Um girovetor enraizado PQ em wm girogrupo girocomutativo (G, ®) € um
par ordenado de pontos P,QQ € G. O girovetor enraizado PQ € enraizado no ponto P. Os
pontos P e @ do girovetor enraizado P(Q) sao chamados, respectivamente, de a origem e a
extremidade do girovetor enraizado. O wvalor em G do girovetor enraizado PQ) é SP & Q.
Assim, escrevemos

v=PQ =6P®Q (3.1)

e chamamos de v=0P ® Q o girovetor enraizado, enraizado em P, com origem P e extre-

midade QQ em G. O girovetor enraizado PQ) € diferente do vetor nulo se P # Q).

Portanto, qualquer ponto A € G identifica-se com o girovetor enraizado OA com extre-

midade A, enraizado na origem O.

Definicao 3.4. Sejam
PQ =cPo®Q
PIQ/ _ @P/@Q/

dois girovetores enraizados em um girogrupo girocomutativo (G, ®), com respectivas origens

(3.2)

P e P e respectivas extremidades Q e Q. Os dois girovetores sio equivalentes,
OP'aQ ~oPaQ (3.3)
se eles tém os valores iguais em G, isto €, se

oP' oQ =cPaqQ. (3.4)

A relacao ~, nesta Definicao 3.4, é dada em termos de uma igualdade, de modo que é
reflexiva, simétrica e transitiva. Portanto, ~ é uma relacao de equivaléncia. As classes de

equivaléncias resultantes sao chamadas girovetores.
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Definigao 3.5. Seja (G, @) um girogrupo girocomutativo com a relagao de equivaléncia de
girovetores enraizados. As classes de equivaléncia resultantes sao chamadas girovetores. A
classe de equivaléncia de todos os girovetores enraizados que sao equivalentes a um dado
girovetor enraizado PQ)Q =0 P3(Q) € o girovetor enraizado denotado por qualquer elemento desta
classe, por exemplo, PQ=6P®Q. Qualquer ponto A € G ¢ identificado com o girovetor OA.
Para contrastar com os girovetores enraizados, girovetores sao também chamados girovetores

livres.

3.2 Translacao de Girovetores

Muitas vezes, necessitamos mover um girovetor enraizado sem distorcer seu valor. Esta
movimentagao de um girovetor é chamada de translagao do girovetor. Uma ilustracao grafica
da translacao de um girovetor ©A @ B para um outro girovetor ©A @ B’ é apresentada nas
Figuras 3.1 e 3.2 expostas a seguir. Uma definicao formal é dada pela Definicao 3.8, que

também serd apresentada a seguir.

Observacao 3.6. Na Figura 3.1, A e B sdao dois pontos distintos no plano Euclidiano R?.
O vetor resultante —A + B € transladado por um vetor t para o vetor —A" + B’ no plano

Euclidiano R? sequindo a férmula de translagdo de vetores

A=t+A

, (3.5)
B =t+B.

O mesmo acontece com a Figura 3.2, mas, neste caso, nossa formula de translagao é dada

pela Definicao 3.8.

Teorema 3.7. Sejam
PQ=0P®Q
P/Q/ _ epl @ Q/

dois girovetores enraizados em um girogrupo girocomutativo (G, ®). FEles sdo equivalentes,

(3.6)

1sto €,

ocP®Q=0P aqQ (3.7)
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Al
Svi=-A4B=-A+F

IVF=1—A4+B|

Figura 3.1: O vetor —A' +B’ é uma translacdo do vetor
—A + B por um vetor t no plano Euclidiano R?, dado
por (3.5). Como tal, estes dois vetores sdo equivalentes
e, aqui, indistinguiveis em seus espagos vetoriais e em
suas geometrias Euclidianas. Ao contrario da geometria
hiperbdlica, onde o paralelismo é negado, dois vetores nao
nulos equivalentes na geometria Euclidiana sao paralelos,

como mostrado.

A

V= OAGB = CA' DB
vl = leA®B]

Figura 3.2: O girovetor A" @ B’ é um girove-
tor girotransladado do girovetor ©A & B por um
girovetor t em um plano girovetorial de Md&bius
(R%,®, ®), dado por (3.14). A analogia que (3.14)
compartilha com seu andlogo Euclidiano é ébvia.
Como tal, estes dois girovetores sao equivalentes e,
aqui, indistinguiveis em seus espagos girovetoriais.
O giroquadrilatero AA'B'B nao é um giroparale-

logramo.

se, e somente se, existe um girovetor t € G tal que

P' = gyr[P, {(t® P)

, (3.8)
Q =gyr[PY(td Q).
Além disso, o girovetor t € tinico e € dado pela equacdo
t=cP®P. (3.9)
Demonstra¢ao. =) Pelo Teorema da Girotranslagao 2.12 temos
OtdP)d(tdQ)=gyr[t, P(6P & Q) (3.10)

ou, equivalentemente, pelo giroautomorfismo inverso, temos

OP®Q = gyr[Ptl{o(t® P) @ (t®Q)} (3.11)
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para qualquer P, @, t € G. Assumindo (3.8), temos por (3.11) e (3.8)

oPaQ = grylP tl{ete P)e (teQ)}
= Ogyr[P,t](t @ P) @ gyr[P,t](t © Q)
=P 8Q,
verificando assim (3.7).

(< Reciprocamente, assumindo (3.7), seja
t=cP&P

de modo que, pela lei do cancelamento a esquerda e a girocomutativo de &, temos

P =Pot
= gyr[P,t](t®P),

(3.12)

obtendo assim a primeira equagao em (3.8).

Usando a notac@o gpt = gyr[P,t], quando conveniente, temos:

Q=P a©BPoQ)
= gyr|P,t](t ® P) ® (6P & Q)
= (gpst ® greP) ® (6P ® Q)
= gpit © {9 © gyrlgrs P, gpet](©F © Q) }
= grtt © {gptP © gpe(OP © Q)}
= grit © {gpe P © (OgpsP © gr:Q)}
= gpstt @ gps@
= gps(t & Q),

(3.13)

((3.13) segue das seguintes passagens: igualdade (3.7), lei do cancelamento, identidade (3.12),
lei da giroassociatividade a direita, identidade (1.61) e uma lei do cancelamento), verificando
assim a segunda equagao em (3.8), como desejado. Por fim, o girovetor t € G ¢é unicamente

determinado por P e P’, como vemos na primeira equacio, em (3.8),
OP®P' = oPagyr[Ptl(toP)
= oPo(P®t)
=t. n
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A seguir, veremos a definigdo de translagao de girovetores em girogrupo girocomutativo

sugerida pelo Teorema 3.7.

Defini¢ao 3.8. (Translag¢do de Girovetores). A girotranslagio de um girovetor enrai-
zado PQ = SP®Q por um girovetor t € G, em um girogrupo girocomutativo (G,®), € o
girovetor enraizado P'Q' =P &Q' dado por

P = gry[P, t](t® P)

/ (3.14)
Q = gyr[P, {(t®Q)
Para t € G fizado, Ty € a operagao de translacdo por t, ou seja,
T(PQ)=PQ. (3.15)

Devido a girocomutividade de @, a primeira equacdo em (3.14) pode ser escrita como
P =Pat.

Um girovetor transladado pelo girovetor nulo 0 € G é ele préprio, ou seja,

p/’ = gyr[P,0](0&® P)=P (3.16)
Q = gyr[P,0](0® Q) = Q.

A Defini¢ao 3.8 permite reformular o Teorema 3.7, obtendo assim o teorema apresentado a

seguir:

Teorema 3.9. Dois girovetores enraizados

PQ=0P®
/ Q/ / Q, (3.17)
PQ =oPaqQ
em um girogrupo girocomutativo (G,®) sdo equivalentes, isto €,
cPoQ=0P aqQ (3.18)

. PN . . . .
se, e somente se, o girovetor P Q) € um girovetor transladado do girovetor PQ. Além disso,

se P'Q" é um girovetor transladado de PQ, entdo este é um girovetor transladado de PQ por

t=cP®P. (3.19)
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Teorema 3.10. (Extremidade do Girovetor Transladado). Sejam P,Q, P’ trés pon-
tos quaisquer de um girogrupo girocomutativo (G,@®). O girovetor transladado do girovetor
enraizado PQ = 6P @ Q para o girovetor enraizado P' X = &P’ & X, com origem P, tem

sua extremidade X determinada por:
X=P o ©PaQ). (3.20)

Demonstracio. P'Q" é um girovetor transladado de PQ. Portanto, pelo Teorema 3.9, PQ e

P'X sio girovetores equivalentes. Portanto, pela definicao, temos
oP®»Q=0PF & X,

a partir da qual (3.20) segue pela lei do cancelamento. O

3.3 Composicao de Translacoes

Seja P"Q" o girovetor transladado de um girovetor enraizado P'Q" por t, onde P'Q’" é,
na verdade, o girovetor transladado de um girovetor enraizado PQ por t; em um girogrupo

girocomutativo (G, @). Entao, pela Definigao 3.8,

P’ = gyr[P' to)(ta ® P') = P’ @ty
P = gyr[P,t])(ti ® P) =P ®ty,
de modo que
P'=P at,
=(PDt)) Dty (3.21)
= P & (t; ® gyr[ty, P]ts).
Além disso, pelo Teorema 3.9, o girovetor enraizado P'Q" é equivalente ao girovetor
enraizado P'Q’ e o wltimo, por sua vez, é equivalente ao girovetor enraizado PQ. Portanto,
P"Q" é equivalente a PQ, de modo que, pelo Teorema 3.8, P”Q" é um girovetor transladado

de PQ por algum tnico t;; € G
P' = P&ty (3.22)

Comparando (3.21) e (3.22), vemos que t12 é dado pela equagao

tlg = tl D gyT[tl, P]tg (323)
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Expressando o girovetor enraizado P'Q’, em termos do girovetor enraizado PQ, temos,
pelo Teorema 3.7 e pela lei da girocomutatividade de &,
P =Pat

, (3.24)
Q = gyr[P,t1](t; ® Q).

Similarmente, expressando o girovetor enraizado P Q" , em termos do girovetor enraizado
P'Q’, temos, pelo Teorema 3.7 e pela lei da girocomutatividade de &,
P// _ P/ EB t2

, , , (3.25)
Q =gyr[P t](t2 ® Q).

. . . "I . .
Finalmente, expressando o girovetor enraizado P () , em termos do girovetor enraizado

PQ, temos, pelo Teorema 3.7 e pela lei da girocomutatividade,

P' = P&ty

" (3.26)
Q = gyr[P ti2](t12 & Q).
Substituindo (3.23) por (3.26), temos
P" =P ® (t, ® gyrty, Pt
, (b1 gyrien PIe) (3.27)
Q" = gyr[P, t1 @ gyr[ty, PltoJ{ (t1 ® gyr[ts, PJt2) & Q}.
Substituindo (3.24), na segunda equagao, por (3.25), temos
Q" = gyr[P @ t1, ta}{t> ® gyr[P, 1] (81 © Q)}. (3.28)

De (3.28) e da segunda equacdo em (3.27) para Q" temos a identidade

gy?"[P, tl D gyr[tl, P]tg]{(tl D gyr[tl, P]tg) D Q} = gyT[P D tl,tg]{tg D gyT[P,tl](tl @D Q)}
(3.29)
para todo P,Q,t,ty € G.

Assim, pela composicao de girovetores transladados, obtemos uma nova identidade no
girogrupo girocomutativo. Observamos que a nova identidade (3.29) reduz-se a (3.25) quando
P=0.

A composigao de girovetores transladados (3.26) é trivial quando t15 = 0, isto é, quando
to = Sgyr|[P, t1|t;, como vemos em (3.23). Portanto, o girovetor transladado inverso do

girovetor transladado por t é o girovetor transladado por Sgyr|P, t|t.
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A relagao de equivaléncia entre girovetores enraizados na defini¢ao é expresso no Teorema
3.7, em termos do girovetor transladado. Assim, a translacao de girovetores da origem a uma

relacao de equivaléncia:

1. Reflexividade: qualquer girovetor enraizado P(Q) é a translagao de si mesmo pelo giro-
vetor 0, ou seja,

ToPQ = PQ.
2. Simétrica: se

. . . / o, ~ . .
i) um girovetor enraizado P @) é a translacao de um girovetor enraizado PQ por um
girovetor t,

TtPQ - P/Q/7
entao

.o . . / r, ~ . — . .
ii) o girovetor enraizado P'Q)" ¢ a translacdo inversa, T} *, do girovetor enraizado PQ,

onde
' =T
t — Logyr[Ptlt,
isto é,

T@gyr[P,t]tP/Q/ = PQ.
3. Transitividade: se
i) um girovetor enraizado P'Q’ é a translacdo de um girovetor enraizado PQ por t; :
TtIPQ = PlQla

e

ii) um girovetor enraizado P"Q" ¢ a translacao do girovetor enraizado P'Q" por t :
TtQP Q - P Q )

entao
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iii) o girovetor enraizado P"Q" é a translacao do girovetor enraizado PQ por ty5, dado
por (3.23), ou seja,
t12 = t1 @ gyr[ty, Plts,
logo
Ttleagyr[tl,P}tgpQ = PUQ”-

Assim, vé-se que a secao 3.3 apresenta uma forma de visualizarmos a equivaléncia entre as

Definigoes 3.8 e 3.5.

3.4 Pontos e Girovetores

Seja (G, ®) um girogrupo girocomutativo. Os elementos de G - pontos - dao origem a
girovetores pela Defini¢ao 3.5. Pontos e girovetores em G estao relacionados uns aos outros

pelas propriedades que serao descritas a seguir.

1. Quaisquer dois pontos A e B em G correspondem a um tnico girovetor v em G, dado
pela equagao (3.1),
v=0A®B. (3.30)

Portanto, qualquer ponto B de G pode ser visto como um girovetor em G com origem
0,
B=c0®B. (3.31)

2. Para qualquer ponto A e girovetor v em G, existe um tnico ponto B satisfazendo (3.30),

isto é, (pelo lei do cancelamento),

B=A®wv. (3.32)

Portanto, o girovetor v pode ser visto como uma translacdo (uma girotranslacao a
direita) do ponto A para o B. Seja u girotransladado do ponto B para o ponto C. Entao,
duas sucessivas girotranslagoes a direita do ponto A para o ponto C' sao equivalentes a
uma Unica girotranslacao a direta,
C = (A®dv)du
= A (v gyr[v, Alu).

(3.33)
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O resultado unico da girotranslagao a direita, portanto, é corrigido por um girador que
depende do ponto A, girotransladado a direita. Na verdade, girovetores compartilham

analogias com vetores, mas eles nao sao vetores.

3. Todo ponto B e todo girovetor v em G correspondem a um tnico A satisfazendo (3.30),
isto é, devido a lei do cancelamento e a propriedade inversa do cogiroautomorfismo
(Teorema 1.45)

A=ovHB. (3.34)

4. Para quaisquer trés pontos A, B,C' € (G, temos: a seguinte identidade,
(0A® B) ® gyr[©A,Bl(6B® C) =A@ C. (3.35)

Observacao 3.11. A adicdo de vetores seque do fato de que dois vetores sao elementos
do girogrupo, entao a adicdo de vetores é a mesma do girogrupo. A analogia da adi¢ao
de vetores, obtida por meio da soma do paralelogramo do espago euclidiano, serd dada no

prozimo capitulo, quando definirmos os espagos girovetoriais.



CapriTUuLO 4

Espaco Girovetorial

Neste capitulo definiremos espago girovetorial e daremos dois exemplos de espagos girove-
toriais: os espacos girovetoriais de Mobius e Eisntein. Definiremos girorreta e os conceito que
envolvem esta teoria, como ponto médio, direcao. Além disso, faremos umas ilustracoes de
girorretas. Depois, utilizado a geometria diferencial, vamos mostrar que o plano girovetorial
de Mobius é equivalente ao plano hiperbdlico; sendo assim uma girorreta sera equivalente a
uma geodésica. Com isto daremos uma estrutura algébrica para o plano hiperbdlico. E, para
fortalecer mais esta analogia, terminaremos o capitulo com a lei da adi¢ao do giroparalelo-

gramo.

4.1 Definicao de Espaco Girovetorial

Defini¢ao 4.1. (Espaco Girovetorial). Um espago girovetorial (G, ®,®) é um girogrupo

girocomutativo (G, ®) que obedece aos sequintes axiomas:

1) G € um subconjunto de um espago vetorial V com produto interno real, do qual herda o

produto interno, -, e a norma, || - ||, que sao invariantes sob giroautomorfismo, isto é:
(V1) gyr[u,vla-gyr(u,v]b=a-b Produto Interno Giroinvariante
Va, b u v, e G.
2) G admite uma multiplicagdo por escalar, ®, a qual possui as propriedades descritas a
Sequir.

Para todos os numeros reais r, r1, ro € R e para todos os pontos a € G, temos que:
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(V2)
(V3)
(V4)
(V5)

1®a=a
(ri4+r)@a=r®adr®a

(rMry)) ®a=1r® (r: ® a)
7" ® a a

= a# 0 1 #0
[r@all | af

gyrlu, v|(r ® @) = r @ gyr(u, vla

gyriri @ v,ra @ v =1

Identidade da Multiplicacao por Escalar
Lei da Distributividade Escalar

Lei da Associatividade Escalar

Propriedade Escalar

Propriedade Giroautomorfismo

Identidade

3) FEstrutura real de espago vetorial unidimensional, (|| G ||, ®,®), para o conjunto || G ||

de vetores unidimensionais, ou seja, | G ||= {£ || a ||: a € G} com as operagies

o Gl <G I—=lE T,

QR G| = &l

de tal forma que (|| G ||, ®,®) € um espago vetorial real em relagao as operagoes & e

® e satisfaz as sequintes propriedades:
(V8)ladbl| <[ al®lbl,
V9 llreal=[r[e|al.

Observagao 4.2. Usamos a notagio (r @ a)® (@b =rm®ad®rs@bea®r=rQ a.

Ao mesmo tempo em que as operagoes @ e ® tém interpretacoes distintas no espago

girovetorial G e no espago vetorial | G ||, elas estao também relacionados umas as outras

pelos aziomas (V8) e (VI).

Teorema 4.3. Seja (G, ®,®) um espago girovetorial e sejam 0, 0 e Oy os elementos neu-

tros do espago real (R, +) do girogrupo girocomutativo (G,®) e do espago vetorial (V,+),

respectivamente. Entao, para todon € N,r € Rea € G :

(1) 0® a= 0

(2) n®a=a®..0a (n termos);
3) (—r®a=0(r®a)=0rea

(4) r®0=0;

(5) r®(ca)=6(re®a) = or® a;

(6) [oal=[lal;
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(7) 0= 0y (Os elementos neutros de G CV eV sao iguais);
8) r®a=0< (r=0 ou a=0).
Demonstracao. (1) Segue da lei da distributiva escalar
rea=(r+0)@a=r®adlca,
de modo que, pela lei da giroassociatividade a esquerda e pela lei do cancelamento,
IRa=0(r®a)d(rea)=0.

(2) Segue de (V2) e da lei da distributiva escalar (V3). Na verdade, com “...”significando

“n termos”, temos
ad®.Pa=1ad.0lwa=(1+..+1®a)=n®a.

(3) O que resulta de (1) e da lei da distributiva escalar (V'3) é:
0=0®a=(r—-r®a=r®ad(-r) a,
implicando ©(r ® a) = (—r) ® a.
(4) Segue de (1),(V4),(V3),(3),

ro0=re(0ca)
=r®(l-1)®a)
=(r(l-1)®a
=(r—-r)®a
=read(-r®a
=r®ad(B(rea))
=0.

(5) Primeiramente provaremos que (—1) & a = a. De fato:

0=0®a
0=(1-1)®a

( ) (4.1)
0=1®Rad(-1)®a

0=ad[(—1)®al,
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logo
cad0=0cad{ad|[(—-1) ®al}
Ca=©ca®adgyr/oa,al((—1) ®a)
Ca= gyr(ca, al((-1) ® a)
ca=gyre(l@a),(l1®a)]((-1)®a) (4.2)
ca=gyrl-1@a,1®a)(~1) @ a)
ca=I((-1)®a)
Ca=(-1)®a
((4.1) segue de (1), de (V3), da lei da giroassociatividade a esquerda, de (V1), de (3) e
de (V7)) assim

re(Ga)=re(-1®a)=(r(-1)®a=(-r)®a.
(6) Segue de (3), propriedade da homogenuidade (V8) e (V2)
leal=[(-Deal=[-1e[al=1[a|=[1ea]=[]al.
(7) O que resulta de (4) e (V8):
[of=l[2@0[=22[0[=[0]a][o0],

implicando || 0 ||=|| 0 || © || O ||= 0 no espago vetorial (|| G ||, ®,®). Esta equacao,

| 0 ||= 0, é valida também no espago vetorial V, onde implica 0 = Oy.

(8) Suponhamos as seguintes consideragoes: r ® a = 0, mas r # 0; entao, por (V2), (V4) e
(4) teremos

azl@az(%)@(r@a)z(%)@OzO. -

Observacao 4.4. No caso especial, quando todos os giradores de um espago girovetorial sao
triviais, o espago girovetorial sao triviais, ou seja, gyrla,b] = I, o espago girovetorial reduz-se

ao espaco vetorial.

Teorema 4.5. Um espago girovetorial (G,®,®) possui a lei da monodistributiva
rOMeadra®ae)=r(rnea) drx(r® a) (4.3)

para todo r, ri, 79 € R, e a € G.
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Demonstracao. A prova segue de (V3) e (V4),

re(rmeadrnea)=re{(rn+mrn)a}
=(r(ri+mr))®a
=(rri+rry) ®a
=(rrm)®ad (rr)®a
=r®(rmea)®re(r®a). O

Teorema 4.6. Dois elementos a,b, de um espago girovetorial (G,®,®), obedecem a lei do

girotriangular reverso

[Tallelldll] <lacb]. (4.4)

Demonstra¢ao. Vamos supor, sem perda de generalidade, que || a || ndo é menor do que
| b || . (Caso contrario, trocariamos os papéis de a e b). Pela lei da giroassociatividade a
esquerda, temos
a=ad0
=a® (Sb@b) (4.5)

=(a©b)® gyrla,cblb,

de modo que, pela desigualdade girotriangular (V10) da Defini¢ao 4.1 do espago girovetorial,

temos

lal[=] (a©b)® gyrla, &bib ||
<l (aeb) | ® | gyr[a, Sb]b || (4.6)
=l ac bla@fb].

A operagao binaria @, no lado direito de (4.6), é uma operagao bindria associativa e

comutativa no espago vetorial unidimensional (|| G ||, ®, ®). Portanto, (4.6) implica
lafloflbl<lacb],

verificando assim (4.4). O
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Definigao 4.7. Um automorfismo T de um espaco girovetorial (G,®,®), T € Aut(G,®,®)
¢ uma funcao bijetora: T : G — G, que preserva a sua estrutura, isto é, (i) opera¢ao bindria,

(13) multiplicagao por escalar, (iii) produto interno,

T(a® b)=Ta®Th
T(rea)=r®rTa (4.7)

Ta-Tb=a-b.

Os automorfismos do espago girovetorial (G, ®, ®) formam um grupo denotado por Aut(G,

@, ®), com a operag¢ao do grupo dada pela composi¢cdo dos automorfismos.
Definigao 4.8. Seja (G, ®) um girogrupo e a € G. As funcgoes \, € p, de G, dadas por

Aot G — G, Aaig—>adg,
pa:G— G, Pa:ig—rgda

sao chamadas, respectivamente, girotranslacao a esquerda e girotranslacao a direita

de G por a.

Definigao 4.9. Os movimentos de um espago girovetorial (G, @, ®) sao todas as girotranslagoes

a esquerda A, © € G e 0s automorfismos T € Aut(G, B, ®).

Como a multiplicacao por escalar em um espaco girovetorial nao é distributiva, a identi-

dade, no teorema exposto a seguir mostra-se 1til.
Teorema 4.10. Seja (G, D, ®) um espago girovetorial. Entao,

2 (adb)=a® (2@ b a)
=aB (a®2®Db)

(4.8)

para quaisquer a, b € G.

Demonstracao. Empregando a lei da giroassociatividade a direita, juntamente com a iden-
tidade gyr([b,b] = I, seguida da lei da giroassociatividade a esquerda e também da lei da

girocomutatividade, temos a seguinte cadeia de equacoes, a qual da origem a primeira iden-
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tidade em (4.8):

a®(20bda)=ad® ((b®b)®a)
=a® (b® (b ® gyr[b,bla))
—a® (b® (b®a))
— (a®b) @ gyra, b](b® a) (4.9)
—(a®b)® (a®b)

=2® (a®b).
A segunda igualdade em (4.8) decorre da primeira e do Teorema 2.11. O

Defini¢ao 4.11. Seja G = (G, ®,®) um espago girovetorial. Sua girométrica é dada pela
fungdo girodistancia dg(a, b) : G x G — R2%:= {r € R:r > 0}, dada por

de(a,b) = ca®@b|=[boal. (4.10)

Pela Definicao 4.1 de espagos girovetoriais, giroautomorfismos preservam o produto in-

terno, portanto, preservam a norma, assim eles sao isométricos. Pois,
| ©a®b ||=| gyr[ca,bl(boa) = boal]. (4.11)

Teorema 4.12. (A desigualdade Girotriangular). A girométrica de um espago girove-

torial (G, ®,®) satisfaz a desigualdade girotriangular
|leadc|<||cadb|a|cbs c (4.12)
para todo a, b, ¢ € G.

Demonstracao. Pelo Teorema 1.26, temos
©Cadc=(0adb)® gyr[ca,bl(cb @ c).
Portanto, pela desigualdade (V'10), na Definigao 4.1, temos

|ca@c|=[ (a®b)® gyr[ca,bl(cb@c) |
<[[ca®b | & | gyr[oa,b](© bdc) | (4.13)
=|cadb|@|cbdc]|. u
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Teorema 4.13. O espago girovetorial (G,®,®) é um espago girométrico, com a métrica

dada pela Definicao 4.11.
Demonstracao. Segue da Definicao 4.11, pois
1. dg(a,b) > 0;
2. dg(a,b) = 0 se, e somente se, a = b;
3. dg(a,b) = dg(b,a);
4. dg(a,c) < dg(a,b) ® dg(b, c) (desigualdade triangular) com a, b, ¢ € G.
O

Teorema 4.14. A girodistancia em um espacgo girovetorial € invariante por automorfismos

e por girotransla¢ao a esquerda.

Demonstracao. Pela Definicao 4.7, automorfismos 7 € Aut(G,®,®) preservam o produto

interno. Como tal, eles preservam a norma e, portanto, a girodistancia
[Tberal=[r(bea)|=| beoal

para todo a, b no espago girovetorial (G, ®,®). Portanto, a girodistancia é invariante sob

automorfismos.

Sejam a, b, x € G trés pontos em um espago girovetorial (G, @, ®) e sejam os pontos a

e b girotransladados & esquerda por x em a’ e b/, respectivamente,
a =x @ a
b =xdb.

Entao, pelo Teorema da Girotranslagao 2.12, temos

b ea =(x@b)s(x®a)=gyr[x,bl(bea),

de modo que

Ib' ea’ =] gyrix,bl(bea) = beal.

Portanto, a girodistancia é invariante pela girotranslacao a esquerda. [
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4.2 Girorreta

Defini¢ao 4.15. (Girorreta, Girosegmento). Sejam a, b dois pontos distintos de um
espago girovetorial (G, ®,®). A girorreta em G, que passa entre os pontos a e b, é o conjunto
de todos os pontos
L=a®(©a®b)®t (4.14)
em G comt € R.
Um segmento da girorreta ab (ou, um girosegmento) com pontos fixos a e b € o conjunto

de todos os pontos em (4.14), com 0 < t < 1. O girocomprimento |ab| do girosegmento ab

¢ a girodistancia entre a e b,
lab] = dg(a,b) =|| Cad b | . (4.15)
Dois girosegmentos sao congruentes se eles tem o mesmo girocomprimento.

Considerando o parametro real ¢ como “tempo”, a girorreta (4.14) passa por a quando
temos tempo ¢t = 0 e, devido a lei do cancelamento a esquerda, a girorreta passa por b quando

temos o tempo ¢t = 1.
Preve-se, na Definicao 4.15, que a girorreta é unicamente representada por dois pontos

que ela contém.

Teorema 4.16. Duas girorretas que compartilham dois pontos distintos sao coincidentes.

Demonstragao. Seja
ad(Cadb)®t (4.16)
uma girorreta que contem dois pontos distintos dados, p; e p,, em um espago girovetorial

(G, ®,®). Entao, existem numeros reais t1, to € R, t; # 1o, tal que

=ad®(Cadb)®t
P1 ( )®h (4.17)
p,=a® (Cadb)®ts,.

Uma girorreta contendo os pontos p; e p, tem a forma

P ® (Op; ® Ps) @1, (4.18)



4.2 Girorreta 71

que, por meio de (4.17), é reduzida para (4.16) por manipulagoes das seguintes cadeias de
equacoes:
P15 (Sp18p,)® 1 =[ad Badb) et |d{Olad ©adb)®t|®[ad (©adb) ®iy]} &t
=la®
= [a@
=la®
=ad{Eadb)®t;®Eadb)®(—t; + ty)t)}

)
©aob et |dgyria Cacbot|{oEadb ot & (Cadb) @1y @t
©Eadb)®t;|Bgyr(a,(©adb)Rt]{Eadb) @ (—t; + t)) } Rt

Easb)®t|®gyra,©adb) @t Eadb) @ (—t; + to)t) (4.19)

=ad®©Eadb) @ + (—t1 + ta)t).

Com isto, obtém-se a girorreta (4.16) com uma reparametrizacdo. Esta é uma repara-
metrizagdo em que o parametro t da reta original, em (4.16), é substituido por um novo
parametro t; + (—t; + t2)t, com t, — t; # 0. Portanto, por (4.19), as girorretas (4.16) que
contém dois pontos distintos p; e p, coincidem com a girorreta em (4.18).

((4.19) segue das seguintes passagens: igualdade (4.17), girotranslagdo (Teorema 2.12),
lei da distributiva escalar (Defini¢ao 4.1), lei da associatividade escalar (Defini¢ao 4.1), lei da

giroassociatividade a esquerda (Defini¢ao 1.2) e lei da distributiva escalar (Definicao 4.1)). O
Teorema 4.17. Uma girotranslagao de uma girorreta é, novamente, uma girorreta.
Demonstragao. Seja

L=a®(cadb)®t (4.20)

uma girorreta L representada por dois pontos a e b em um espaco girovetorial (G, ®, ®). A

girotranslacao a esquerda, x & L, da girorreta L por qualquer x € G é dada pela equacao
x®L=xd{a®d (Cadb)®t}, (4.21)

que pode ser reformulada na forma de uma girorreta, conforme mostra a seguinte cadeia de

equagcoes:

x®L=x®{ad® (Cadb)®t}

(x®a)®gyrx,al{(ca®b)®t} (4.22)

(x®a) @ {gyr[x,al(ca®b)} @1

(xda)d{o(xda)d(xdb)} ¢t
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Assim, obtém-se uma representacao igual a da girorreta 4.16, para a girorreta girotransladada

a esquerda, x @ L.

((4.22) segue das seguintes passagens: igualdade (4.21), lei da giroassociatividade a es-

querda (Definigao 1.2), Axioma (V6) (Defini¢ao 4.1) e Girotranslacao (Teorema 2.12) ). O

Definigao 4.18. Trés pontos, aq, az, ag, em um espaco girovetorial (G, ®,®), sao girocoli-

neares se eles se encontram na mesma girorreta, isto €, se existem a, b € G tal que
ar=ad (0adb) Xty (4.23)

para algum t, € R, k= 1,2,3. Similarmente, n pontos em G, com n > 3, sao girocolineares

se quaisquer trés destes pontos sao girocolineares.

O conceito geométrico de um ponto estar entre dois outros é extremamente importante,
mas, ao mesmo tempo, uma ideia extremamente intuitiva. O conceito de estar entre nao

surgiu formalmente em Euclides, o que leva a algumas falhas 1égicas.

A definicdo de estar entre resultda no Teorema da Igualdade Girotriangular 4.30. Em
contraste, alguns autores preferem adotar a Igualdade Girotriangular do Teorema 4.30 como

a definicao de estar entre.

Defini¢ao 4.19. (Estar Entre). Um ponto ay estd entre os pontos a; € ag em um espago

girovetorial (G, ®,®) :
(i) se os pontos a1, as, ag sao girocolineares, ou seja, eles estao relacionados pela equagao
ar=a® (Cad b) R ty,
k=1, 2, 3, para algum a, b € G, a# b, e alguns t, € R, e
(ii) se também t; < ty < t3 outs < ty < t;.

As provas dos Lemas 4.20 e 4.21 darao a condi¢ao necessaria e suficiente para um ponto

estar entre outros dois.
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Lema 4.20. Trés pontos distintos, a;, ay e az, em um espaco girovetorial (G,®,®), sdo
girocolineares se, e somente se, um destes trés pontos, digamos as, pode ser erpresso em

termos dos outros dois pontos pela equacao
a, = a; D (Sa; D az) Vi (4.24)
para algum tg € R.

Demonstra¢ao. =)Se os pontos a;, as, ag sao girocolineares, entao existem dois pontos dis-

tintos a, b € G e os ntimeros reais distintos #, tal que

a,=ad (Cadb)ty, (4.25)
k=1,2,3.
Se
to = Z — 2 (4.26)

Entao, a seguinte cadeia de equagoes verifica (4.24):

a; @ (Ga; Day) Rty =[ad® (©adb)®t|d{O[ad® (Eadb)@t|®[ad ©adb) ® i3]} Rt
=[a®(Eadb)® t1]|@gyr|a,(cadb)® t1 fo[Eadb)®t |G (Eadb)®t; } @t
=[a®(Cadb)®t]|Dgyr|a, ©adb)®t]{(©adb)®(—t,+t3) } @t
=la®(cadb)®t|Ggyr(a, Gadb)®t|(©adb)®((—ti1+t)t) (4.27)
=a®{(cadb)®t;®(0a®b)®((—t; + t3)to) }
=a®©adb)® (t;+(—t1+t3)to)
= a®(Eadb)®t,
= ay.

((4.27) segue das seguintes passagens: substituicdo de a; e az por meio de (4.25), Giro-
translagao (Teorema 2.12), Teorema 4.3 item (3) e lei da distributiva escalar (Definigao 4.1),
lei da associatividade escalar (Defini¢ao 4.1), lei da giroassociatividade & esquerda (Defini¢ao
1.2), lei da distributiva escalar (Definigao 4.1), por (4.26) e por (4.25)

(< Reciprocamente, se (4.24) é valido, entao os trés pontos aj, ag e ag sdo girocolineares ja

que por (4.24) o ponto ay estd na girorreta que passa por a; e as. ]



4.2 Girorreta 74

Lema 4.21. Um ponto ay estd entre dois pontos a; e az em um espacgo girovetorial (G, ®, ®)
se, e somente se,

a=a @ (Ca®a) Xt (4.28)

para algum 0 < t5 < 1.

Demonstragao. =)Se ay esté entre a; e ag, 0os pontos aj, as, ag sao girocolineares pela De-

finicao 4.19 e existem pontos distintos a, b € G e nimeros reais i, tal que
ay=a®d® (©adb)®t,

k:1,2,38t1 <ty < tgouty < ty < t4.

Seja
to — 1t
t(): 2 1.
ls —1

Entao, 0 < ty < 1 e, seguindo a cadeia de equagdes (4.27), obtemos a identidade
desejada:

a; @ (Ca; ©az) ®ty = ay,

verificando assim (4.28) para 0 < ty < 1.

(«<=Reciprocamente, se (4.28) é valido, entao, pela Definicao 4.19 com t; = 0, t5 = g e

t3 = 1, ay esta entre a; e as. O

Sejam aj, A, dp trés pontos distintos. Se estes trés pontos sao girocolineares, isto implica
) ) )
que

a,=a ® (Oa da,) R to,

que, por sua vez, implica que a; esta entre a;, a,. Logo, para um ponto estar entre outros

dois, é necessario que eles sejam girocolineares.

Lema 4.22. As duas equagoes

b=a® (Cadc)®t (4.29)

b=c® (Gcha)x(1-1t) (4.30)
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sao equivalentes para o parametrot € R e para todos os pontos a, b, c em um espago giro-

vetorial (G, ®,®).
Demonstracao. As equivaléncias de (4.29) e (4.30) resultam de:

ch(Gcha)@(l—t)=ch{(6cda)o (Gchda) @t}
={c® (6cda)} Ogyrlc,ocPal{(6cPa)®t}
=aogyrla,ocl{(cc®a) @t} (4.31)
=ao {gyr[a,oc](ccda)} @t
=ao(acc)®t

=ad® (Cadc)®t

((4.31) segue das seguintes passagens: lei da distributiva escalar (Defini¢ao 4.1), lei da giroas-
sociatividade & esquerda (Definigao 1.2), lei do cancelamento (Teorema 1.18 item (9)) e pela
segunda igualdade do Teorema 1.44, Axioma (V6)(Definigao 4.1), lei da girocomutatividade
(Definigao 1.4) e propriedade inversa (Definigao 2.1)). O

Defini¢ao 4.23. (Direcdo na Girorreta). Seja
L=adb®t (4.32)

uma girorreta com um parametro t € R em um espaco girovetorial (G, ®,®) e sejam p; e

P, dois pontos distintos em L,

—apb®t
. ! (4.33)
P2 =a® b® iy,

a,b € G, t,ts € R. A girorreta L € direcionada a partir de py para ps se t; < ts.

Como um exemplo, a girorreta em (4.29) tem o parametro da girorreta ¢ e é dirigida a
partir de a (onde ¢ = 0) para ¢ (onde ¢ = 1). Similarmente, a girorreta em (4.30) tem o

parametro s = 1 — ¢ e é dirigida a partir de ¢ (onde s = 0) para a (onde s = 1).

Lema 4.24. Se trés pontos a, b, ¢, em um espago girovetorial (G,®,®), sao girocolineares,
entao

gyrla, &blgyr[b,&c] = gyr(a, &c|. (4.34)
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Demonstragao. Pelo Lema 4.20,
b=a®(©adc)®i
para algum t, € R. Logo, pela lei do cancelamento,
cadb=(Cadc)®t.

Portanto, pela identidade (2.14), pela propriedade inversa (Definigao 2.1) e pelo Axioma (V'7)

da Defini¢ao 4.1 de espago girovetorial, temos
gyr[a, &blgyr(b, &clgyr(c, ©a] = gyr[ca® b, (a & c)]

=gyr[ca®b,o(ca® c)
=gyr[(Ga® c) ® ty, O(Ca d c)]
=1 O

(4.35)

A reciproca do Lema 4.24 nao é vélido, sendo um contraexemplo qualquer espaco vetorial,
pois um espago vetorial é um espaco girovetorial em que todos os giradores sao triviais.
Portanto, a identidade (4.34) é valida em espago vetorial para quaisquer trés pontos a, b e c,

embora nem sempre trés pontos de um espaco vetorial n-dimensional n > 2 sao colineares.
A extensao do Lema 4.24 para quaisquer ntmeros de pontos girocolineares resulta no

teorema descrito a seguir.

Teorema 4.25. (A lei Transitiva do Girador na Girorreta). Seja {a,,- - -, a,} um
conjunto de m pontos girocolineares em um espaco girovetorial (G,®,®). Entdo, temos a

identidade Telescopica do Girador

gyrlay, ©azlgyr(ar, Oas - - - gyrlan,—1, ©a.] = gyrlar, ©a,]. (4.36)
Demonstracao. Pelo Lema 4.24, a identidade (4.36) do teorema vale para n = 3. Assumamos,
por indugdo que a identidade (4.36) é valida para algum n = k > 3. Entao, a identidade
(4.36) é vélida também paran =k +1:
gyrlar, Sag] - gyrlag_1, Sag]gyr|ay, Sag+1]
= gyrlai, Saglgyr(ak, Oag1]
= gyrlay, ©ag1].

Portanto, a identidade (4.36) é valida para todo n > 3. O



4.3 Giroponto Médio 77

4.3 Giroponto Médio

O valor t = % no Lema 4.22 da origem a um ponto especial, pois os dois parametros da

girorreta b, t e (1 —t), coincidem.

Definigao 4.26. (Giroponto Médio). O giroponto Médio my. de dois pontos distintos a

e b, em um espaco girovetorial (G,®,®), é dado pela equagio
1
My =aP (0ad c)® 3" (4.37)

Teorema 4.27. Sejam a e ¢ dois pontos quaisquer de um espago girovetorial (G, ®,®).

Entao, mg, satisfaz a condi¢ao simétrica do ponto médio
Mae = Meg, (4.38)
bem como a condicao da distancia do ponto médio
| @ © Mg [|=[ cO Mg || - (4.39)
Demonstracao. Pelo Lema 4.22, com t = %, as duas equacoes

b=a® (©adc)
b=c® (&c® a)

1
©32 = Mac (4.40)
& % = Mecy

sdo equivalentes, verificando assim (4.38).

Segue de (4.40), pela lei do cancelamento e pela lei da girocomutatividade, que

Cadm, = (Cadc)®;
( )®3 (4.41)
ochdme = (6cda)® 5 = Ogyr(oc,al(Gadc) @ 3,
implicando, pelo Axiomas (V1) e (V9) de espagos vetoriais, em
Cadmy ||=|cadcl| @3
| c®me ||=]cadec | ®j
e, com isto, verifica-se (4.39). ]

As identidades (4.38) e (4.39) justificam o fato de chamarmos m,. de giroponto médio

dos pontos a e c.
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Teorema 4.28. O giroponto médio dos pontos a e b podem ser escritos como

1
Map = 5 ® (aBb), (4.43)
de modo que
1
| s |I= 5 | 6B b (4.44)

Demonstracao. A identidade 4.43 resulta das seguintes cadeias de equagoes:

2®mab:2®{a@%® (ca@b)}
=a® {(ca®b)da}
={a® (©ca®b)} ® gyrla, ©ad bla
=b & gyr[a, ©a @ bla (4.45)
=b & gyr[b, cala
=bH a
=atd b,

implicando em

m,p :%@)(aEBb).
((4.45) segue das seguintes passagens: igualdade (4.37), Teorema 4.10(A Identidade Two-
Sum), lei da giroassociatividade a esquerda (Defini¢ao 1.2), lei do cancelamento (Teorema

1.18 item (9)), Teorema 1.44, Definigao 1.11 (Coadigao de Mébius), Teorema 2.4 (A coadigao

é comutativa, pois G é girocomutativo) ). O

4.4 Analogias entre Giropontos Médios e Pontos Médios

O giroponto médio (4.43), em um espago girovetorial (V, ®, ®), estd em completa analogia

a sua contraparte euclidiana: o ponto médio m¢, em um espaco vetorial (V, +,-),

1

O ponto médio mg, é covariante em relacao a translagao no sentido de que ele satisfaz a
identidade
1
X+ my, = 5{(X—|—a)+(x+b)} (4.47)
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para todos x € V. Na verdade, ao mesmo tempo em que a identidade (4.47) é imediata, ela
também possui a importante interpretacao geométrica Euclidiana, segundo a qual os pontos

a e b e o ponto médio deles m, variam juntos sob translagao.

Em completa analogia com (4.47), o giroponto médio m,y, em (4.43) satisfaz a identidade
1
X @ myp = 5®{(x@9a)EH(x@b)} (4.48)

para todo x € V. De fato, note que

20 {x®i®(@Bb)}=xa {(aB@b)®x}
=(x®a)H(x®db)

(4.49)

((4.49) segue do Teorema 4.10 e do Teorema 2.16).

1
Multiplicando as extremidades de (4.49) por 2 temos

le{xoa)Bxobl=1e2e{xei(@Bb))
— (12) @ {x®le (aBb)} (4.50)

A identidade (4.48) possui a importante interpretagao segunda a qual os pontos a e b e
o giroponto médio my,, variam junto sob girotranslagao a esquerda. Portanto, o giroponto

médio é dito girocovariante em respeito a esta girotranslacao a esquerda.

As identidades (4.43) e (4.48) demonstram, mais uma vez, que ambas as operagoes no
girogrupo @ e a cooperacao H sao necessarias, a fim de capturar em girogrupos e em espagcos

girovetoriais analogias com grupos e com espagos vetoriais.
O ponto b = 5S¢ . a, obtido por meio de mg,; , ¢ o ponto médio de b. E um dado ponto a,
ab
em um espaco vetorial V, é considerado como uma giroreflexao do ponto a pelo ponto mg, .

Isto se determina pela equagao

b =55 a=2mg, —a. (4.51)

Na verdade, o ponto médio de a e b = aneba é

1 1
(St a+a) = S{(2mg, — a) +a} = mi, (4.52)
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Em completa analogia, o ponto b = Si,aa, tal que my,p, é o giroponto médio de b e um
dado ponto a, em um espago girovetorial (V,®,®), é dito ser a giroreflexacdo do ponto a

pelo ponto m,y,, que é determinado pela equagao
b=Sn,a=2®m,, O a. (4.53)

De fato:
20m,, ©a=2® [t ®(alBb)oa

=(alBb)oa

b & gyr[gyrla,Sblb,a] © a) (4.54)

((4.54) segue das seguintes passagens: Teorema 4.28, (V4), Definicao 1.5, Teorema 1.41
(propriedade (1.92)), lei da giroassociatividade a esquerda (Definigao 1.2 (G3)), propriedade
do automorfismo, lei da girocomutatividade 1.4 e lei do cancelamento (Teorema 1.18 item
©)).

Na verdade, o ponto médio de ae b = Sy, a é
1 1
5® (Sm,,aBa) = 5® {2 ®@myu, ©a) Ba} = my. (4.55)

De fato:
m,, =10 {2®1®(alb)ca)Ba}

=1l {[(aBb)calHa}
=1l {[(aBb)calH(ca)}
=1®(alb)

(4.56)

((4.56) segue das seguintes observagoes (1.25) e (1.31)).

Sejam a, b € V dois pontos quaisquer de um espago vetorial V. Entao, temos a identidade

imediata

SESExX = S5 5% (4.57)
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para todo x € V. Notavelmente, a propriedade (4.57) do ponto médio, em um espaco
vetorial, permanece véalida para o giroponto médio em um espaco girovetorial, como veremos

no teorema seguinte.

Teorema 4.29. Sejam p e v dois elementos quaisquer de um espacgo girovetorial (V, ®, ®),

e seja Sp : V=V uma funcao dada por:

Spv=2R0pow. (4.58)
Entao,

Ssabsaili = SaSbZIZ (459)

para todos a,b,x € V.

Demonstracdo. Por um lado, temos

Ss,pSax=S5,b(2 ®ao x)
=2R® S.bO (2®aox)
=2 (2®acb)o(2®acx)
=2®a ®{e2@bd2®a}l)c(2®acx)) (4.60)
=gyr2®a,o2bd2xal{(G2@bd2®a) ®x}
=gyr2®a, 02 bl{(62@bd2®a) ® x}

=(2®a02®b)®gyr2®a, 02 ® blx

para todos a,b,x € V.

((4.60) segue das seguintes passagens: aplicacdo da funcao S,, aplicagdo da fungao Ss,p,
Teorema 4.10 (A Identidade Two-Sum) e Teorema 4.3 item (5), Girotranslacao (Teorema
2.12), propriedade de loop a direita (Teorema 1.42), o fato de que giroautomorfismo abre

para a soma e lei da girocomutatividade). E por outro lado,
SaSpx=5.(2® b © x)
=2®ao (2@box)
=2®ad(C2®box) (4.61)

=2®a020b)dgyrl2®@a,62®blx
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para todos a,b,x € V.

((4.61) segue das seguintes passagens: aplicagao da func¢ao Sp, aplicagdo da funcdo S,,
propriedade inversa (Defini¢ao 2.1) e lei da giroassociatividade a esquerda).

Comparando os extremos de (4.60) e (4.61), obtemos o resultado desejado. O

4.5 Girogeodésicas

Na presencga de métricas, geodésicas sao curvas que apresentam o menor comprimento
entre dois pontos. Em completa analogia, na presenca da girométrica, girogeodésicas sao

curvas que apresentam o menor comprimento entre dois pontos.

Veremos, a seguir, que, no espago girovetorial de Mobius, as girorretas de Mobius sao gi-
rogeodésicas que coincidem com a geodésicas da geometria hiperbdlica do modelo da bola de
Poincaré. Similarmente, na sequéncia de estudo do espaco girovetorial de Einstein, observa-
remos que girorretas de Einstein sao girogeodésicas que coincidem com a conhecida geodésica

da geometria hiperbdlica do modelo Klein-Beltrani.

Teorema 4.30. (A Igualdade Girotriangular). Se um ponto b estd entre dois pontos a

e ¢, em um espaco girovetorial (G,®,®), entao
|ca®c|=|cadb|| ] cbdc]. (4.62)
Demonstracao. Se b esta entre a e ¢, entao, pelo Lema 4.20,
b=a® (Gadc) 1 (4.63)
para algum 0 < tg < 1, e, portanto, pelo Lema 4.22,
b=c® (Gcda)® (1—t). (4.64)
Portanto, pela lei do cancelamento a esquerda, temos que

Cadb=(Cadc)Rt
Ocdb=(Gc®a)®(1—t).

(4.65)
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Tomando as normas e observando a propriedade (V9) de espago girovetorial da Definigao

4.1, temos
[Cadb|=[cadcl i

[ebac|=|ecascl|e(l-t)
de modo que, pela lei da distributividade (V3) de espago vetorial da Defini¢ao 4.1,

|Ccadb||@||[cbdc| =|cadc| ®td | cadc| (1t
= cadc| &{to+ (1—1t)}
=|cadc]| . O

Observacao 4.31. Comparando o Teorema 4.30 com o Teorema 4.12, vemos que o ponto
b estd entre dois pontos dados a e ¢, em um espaco girovetorial (G, ®,®), e transforma a
desigualdade girotriangular em uma igualdade, minimizando a girosoma da girodistancia. Jd
que o ponto b estd entre os pontos a e ¢ na girorreta gerada por a e c, podemos concluir
que girorreta € uma curva que minimiza a girosoma entre a e c. Portanto, girorretas sao

também chamadas girogeodésicas.

4.6 Espacgo Girovetorial de Mobius

Mostraremos, nesta segao, que girogrupos de Mobius (V;, @) admitem multiplica¢do por
escalar ®,;, dando origem aos espagos girovetoriais de Mébius (V, @y, ®p7). Estes inclusive,
formam o conjunto algébrico para o modelo da bola de Poincaré da geometria hiperbdlica,
assim como o espaco vetorial forma o conjunto algébrico para o modelo da geometria FEucli-

deana.

Defini¢ao 4.32. (Multiplicagao por Escalar). Seja (Vg, @) um girogrupo de Mébius.
A multiplicagcao por escalar r @y v=vQy 1 em V4 € dada pela equagiao

(o) o)

Ty v =S8 7 el
M (1+M> +<1_M> o]

— stanh(r tanh ™ L2y v

AR

onder € R, v € V,, v# 0, e onde r ®y; 0= 0.
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O teorema a seguir demonstra que a multiplicacao por escalar da origem ao espacgo giro-

vetorial desejado.

Teorema 4.33. Um girogrupo de Mdbius (Vs, ®rr), com a multiplicacdo 4.32, € um espago

girovetorial.

Demonstragao. Verificaremos os axiomas da Definicao 4.1 para qualquer espago girovetorial.
(V1) Produto Interno Giroinvariante :

Segue de (1.31). No caso do disco como gyr[p, gJa é um automorfismo, entao o gyr é uma
transformagao de Mébius (chamada de Dilatagao), logo é conforme e assim preserva angulo.
Portanto para dois vetores do disco a,b que pertencem a duas geodésicas ou girorretas

distintas que se interceptam,
a-b
Fafll b

Ccos o =

é igual a
gyr[p,dla- gyr[p,qlb

COS ¥ =
I gyr(p,ala ||| gyr[p,alb ||

implicando que

gyr[p,dla- gyr[p,qb =a-b.

(V2) Identidade da Multiplicag¢ao por Escalar :
Seja a € V. Se a =0, entdo 1 ®y, 0 = 0, pela definigdo, de modo que o Axioma (V2) é

satisfeito. Para a # 0, temos

1 ®) a = stanh(r tanh™! @)H%H

:a7

verificando, assim, o Axioma (V2) do espago girovetorial.

(V3) Lei da Distributividade Escalar :
Sejam 71,75 € R. Sea =0, entdo (1 + 1) @ua=0er Q@yadyro@ya=0@,0=0,

de modo que o Axioma (V'3) é satisfeito. Para a # 0, temos, por (4.66), a férmula da adi¢ao
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da funcao tangente hiperbdlica e (2.30)

(r1 4+ 72) @y a = stanh([ry + o] tanh ™ ”;ZH)L

l[all

= stanh(r; tanh™! ”;Z‘H + 7o tanh™? IIaII)_

lafl

S

1+ tanh(ry tanh ™" 1) tanh(ry tanh ! 12

_a

H)II Tlall
"M Quadyro @y a
— = Qyuadyr ®Ma7
1+L mevallrneval :

tanh(r, tanh ™! ”aH) + tanh(ry tanh ! 120
s

verificando, assim, o Axioma (V'3) do espago girovetorial.

(V4) Lei da Associatividade Escalar :
Para a = 0, a validade do Axioma (V'4) do espago girovetorial é obvia. Assumindo a # 0,

vamos usar a notacao

lall, a

b = r, ®y a = stanh(ry tanh ™

de modo que

b
Ib | = tanh(ry tanh~! —H a ”)
s s
e
b a
bl flall
Entao,

Q@ (re®@ya)=rQub

-1 M)L
s /|b]|

= stanh(r; tanh ™! (tan ro tanh ||2H)))L

l[all

= stanh(r; tanh

(
= stanh(ryry tanh™ )
= (r1r2) ©Oum a.

(V'5) Propriedade Escalar:

Segue-se, a partir da Definicao de multiplicagao por escalar de Mobius, que

_a_
llall

) (4.66)
laly| = s tanh(|r| tanh " 121

~—

7| @2 a = stanh(|r| tanh ™"

m [V

Ir|@ || @l = stanh(]r|tanh ™" 12

9’ »

| 7 ®a a| = |stanh(r tanh ™
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parar € Rcomr#0ea0. Logo |[rl@ya=|reyal .
(V6) Propriedade do Giroautomorfismo:

Se v = 0, entdao o Axioma (V6) é claramente satisfeito. Seja ¢ : V. — V uma fungao
linear inversivel que mantém invariante o produto interno e, portanto, a norma em V. Além

disso, sejav € V, C V., v#0:

ICER I C
<1 t U>+ (1 _ u) T

= 8<1+@>r_ <1 - u) 6(v)
<1+H—SH>T+ (1_ @)rllﬂv)n

r € R, v € V,. Deve-se notar que, enquanto ¢ é um automorfismo de V, ele é também

restrito em (4.33) a bola V, C V.

No caso especial, quando a funcao ¢ de V4 é um girador de V,, ¢(a) = gyr[u,v]a para
a € V, arbitrario, u,v € Vj fixos, a identidade (4.33) reduz-se ao Axioma (V6), verificando,

assim, a sua validade.
(V7) Identidade do Giroautomorfismo:

Ser; =0oury =0o0uv =0, entdao o axioma ¢é valido pelo Teorema 1.18. Assumindo
r1 # 0,19 #0, e v# 0, os vetores r; @)y a e ry @7 a sao paralelos em V, C V. Portanto, o
girador gyr[ry ®yr a,rs @)y al é trivial, por (1.26) e (1.27), verificando, assim (V7).

Espaco Vetorial:

O conjunto (|| G ||, G, ®ar) é um espago vetorial.

(V8) Propriedade da Homogeneidade:

O Axioma (V9) segue, imediatamente, da segunda e terceira identidades de (4.66).

(V9) Desigualdade Girotriangular:
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O Axioma (V9) é o Teorema 2.18 N

Como um exemplo de multiplicacao por escalar de Mobius, apresentamos o vetor metade

de Mobius,

v
— ® VvV = ,
2 M 1+
que satisfaz a identidade
L+
Y1/2)ev = 5

onde v, é o fator gamma (2.33). De acordo com a lei da associatividade escalar do espagco

girovetorial, temos

Vv v — v v @ Tv
M1+7v 14+ Ml+7V

1
20y (z®uV)=2® vV=vV

2

Observagao 4.34. Em geral, a giroadicao nao é distributiva, ou seja,
ro(adb)£radr®b.

De fato: no plano girovetorial basta tomar r =2, a= (1/2,1/3) e b= (5/7,7/9).

4.7 Girorreta de Mobius

A tnica girorreta de Mobius L g, Figura 4.1, que passa entre dois pontos dados A e B,

em um espaco girovetorial de Mobius (Vg, @7, ®1), é representada pela equagao
Lip=A®y (OuMA®M B)®@unt, (4.67)

t € R. Girorretas, em um espago girovetorial de Mobius (RZ, @y, ®)/), acabam por serem
as conhecidas geodésicas do modelo da bola de Poincaré, da geometria hiperbdlica. Elas
sao arcos euclidianos circulares que se aproximam do limite do disco, ortogonalmente, como

mostrado nas Figuras 4.1 e 4.2.

A Figura 4.2 apresenta o girosegmento AB que liga os pontos A e B no plano girovetorial
de Mobius (R2_,, @, @), juntamente com seu giroponto médio M4p e um ponto genérico
P, situado entre A e B. Ja que os pontos A, B, P sao girocolineares, eles satisfazem a igualdade

girotriangular, Teorema 4.30, mostrado na figura.
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Considerando o parametro t € R de (4.67) como “tempo”, o ponto genérico P da girorreta
L g, na Figura 4.2, percorre o girosegmento AB durante o intervalo de tempo 0 <t < 1.
Atingindo o ponto A, no “tempo” t = 0, o giroponto médio M 4p, no “tempo” “t = %”, como
vemos na Figura 4.2 e, pela lei do cancelamento, atinge o ponto B no “tempo” t = 1.

A equagao da girorreta (4.67) ndo tem um sistema de coordenadas. Portanto, para dese-
nhar os graficos das girorretas, como nas Figuras 4.1 e 4.2, devemos introduzir um sistema
de coordenadas. Assim, introduzimos para o disco unitario das Figuras 4.1 e 4.2 um sistema
de coordenadas retangular com coordenadas 1, zs e com a condigao 3 + 73 < s? (s = 1 na
figura).

Para um exemplo do sistema, considere os pontos A = (—0.5,—0.1) e B = (0, —0.5), no
disco unitario da Figura 4.1, e os pontos A = (—0.5,0) e B = (0.1,0.8), no disco unitério
da Figura 4.2. Com o auxilio de um computador, empregamos a adicao de Mobius @y, e,
a multiplicacao por escalar de Mobius ®,, para varios valores de ¢t € R. Obtivemos assim,
os pontos dos graficos das girorretas nas Figuras 4.1 e 4.2. Uma importante ligacdo com a
geometria diferencial do modelo disco de Poincaré para a geometria hiperbélica é fornecida

pelo chamado Elemento da Girorreta do Espaco Girovetorial de Mdbius.

Girorreta de Mobius
passando nos pontos 4 ¢ B

A8, (6,48, B)®,!

M,y = 1®(AB,B)

A P’

do, (4, P)®,de, (P, B) = do, (4, B)

4B, (8,48, B)®, !

0<t=1

Figura 4.1: A tnica girorreta Lap, em um espaco Figura 4.2: A girorreta, em um espago girovetorial
girovetorial de Mébius (R”, @7, @), passando por (RY, @, ®ar), passando pelos pontos A e B. O ponto

dois pontos dados A4 e B. O caso do plano giroveto- £ ¢ um ponto genérico no girosegmento AB ja Map

rial de Mébius, quando R? = R2_; é o disco unitario € 0 giroponto médio. P estd entre A e B, satisfazendo

aberto real. a igualdade girotriangular.
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4.8 O elemento de Girorreta dos Espacos Girovetoriais

de Mobius

Veremos que a geometria diferencial dos espacos de Mobius e de Einstein revela que os
espacos girovetoriais de Mobius coincidem com o modelo da bola de Poincaré da geometria
hiperbdlica, enquanto os espacos girovetoriais de Einstein coincidem com o modelo da bola

de Beltrami da geometria hiperbélica.

Para desenvolvermos a geometria diferencial dos espacos de Mobius e de Einstein, pri-
meiramente, abordaremos alguns aspectos da geometria diferencial de uma superficie regular
imersa em R?, entre eles, a primeira forma fundamental ¢ importante, pois, por meio dela,
podemos fazer medidas sobre a superficie (comprimentos de curvas, angulos de vetores tan-
gentes, dreas de regioes), sem fazer mengao ao espago ambiente R?, onde estd a superficie.
Para tanto, inicialmente, desenvolveremos a primeira forma fundamental segundo Carmo [3]
e, depois, segundo Ungar [6].

Seja S C R? uma superficie regular e X : U C R? — S uma parametrizacao de S em
p. Entendemos por vetor tangente a S, em um ponto p € S, o vetor tangente o/(0) de uma
curva parametrizada diferencidvel « : (—e,¢) — S, com «(0) = p. O conjunto de todos os

vetores tangentes a .S em p é o plano tangente a S em p, denotado por 7,S. A escolha de

X X
aa—u,Xv = 88_1)} de T,,S chamada

uma parametrizacao X (u,v) determina uma base {X, =

base associada a X (u,v).

As coordenadas de um vetor w € 7,5 na base associada a uma parametrizagao X sao
determinadas do seguinte modo: w é o vetor velocidade a'(0) de uma curva a = X o 3, onde
B:(—¢e,e) = U é dada por B(t) = (u(t),v(t)), com 3(0) = ¢ = X"'(p). Entao,

d

o/(0) = (X 0 B)(0) = T X(u(t) v(1))(0)

= Xu(q)u'(0) + Xu(q)v'(0) = w.

Assim, na base {X,(q), X,(q)}, w tem coordenadas (u (0),v"(0)), onde (u(t),v(t)) é a
expressao, na parametrizacao X, de uma curva cujo vetor velocidade em ¢ = 0 é w. Para

mais detalhes veja Carmo [3, Segao 2.2 e 2.4]

O produto interno natural de R* O S induz, em cada plano tangente 7,,S de uma superficie
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regular S, um produto interno, que indicaremos por ( , ), : Se wi,wy € T,S C R?, entao
{(wy,ws), é igual ao produto interno de w; e wsy, como vetores em R?. Para esse produto
interno, que ¢ uma forma bilinear e simétrica (i.e., (wy, ws), = (wa, w1), € (w1, ws), ¢ linear

em w; e wsy), hd uma correspondente forma quadratica I, : 7,5 — R dada por
L(w) = (w,w), = |w|* > 0. (4.68)

Definigao 4.35. A forma quadrdtica I, em T,S, definida por (4.68), é chamada de primeira forma

fundamental da superficie reqular S C R3 em p € S.

Vamos agora expressar a primeira forma fundamental na base {X,, X, }, associada a uma
parametriza¢do X (u,v) em p.
Como um vetor tangente w € T),S é o vetor tangente a uma curva parametrizada «o(t) =

X(u(t),u(t)), t € (—e,¢e), com p = a(0) = X (up, vg), obtemos

a’(0), a’(0)),
Xu' + X0, Xou' + X,0')
X

ur Xu)p(u)? + 2(Xu, Xu)pu'v' + (Xu, Xu)p (V)
= E)*+2Fuv' + G(V')?,

L((0)) = (
=
{

onde os valores das funcoes envolvidas sao calculados em t = 0, e

E(Uo,'Uo) = <Xu,Xu>7
F(ug,v) = (Xu, Xo),
G(Uo,vo) == <Xv7Xv>

sao os coeficientes da primeira forma fundamental na base {X,, X,} de 7,S. Fazendo p
variar na vizinhanga coordenada correspondente a X (u,v), obtemos fungdes E(u,v), F(u,v),

G(u,v), que sao diferencidveis nessa vizinhanga.

Como mencionamos anteriormente, a importancia da primeira forma fundamental I vem
do fato de que, conhecendo I, podemos tratar questoes métricas sobre uma superficie regular,
sem fazer referéncia ao espaco ambiente R3. Assim, o comprimento de arco s de uma curva

parametrizada o : I — S é dado por

_ /0 o ()]t = /0 VI D). (4.69)
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Em particular, se a(t) = X (u(t),v(t)) estd contida em uma vizinhanca coordenada cor-
respondente a parametrizacao X (u,v), podemos calcular o comprimento do arco de « entre,

digamos, 0 e t por

= /t VE@)? + 2Fu'v' + G(v')2dt. (4.70)

O angulo € entre duas curvas parametrizadas regulares o : I — S, 8 : [ — S, que se

interceptam em t = tg, é dado por

cosf =

CIOL W

| (1) |15 (o)

Em particular, o angulo ¢ das curvas coordenadas de uma parametrizagao X (u,v) é

(X, X,) F
1 X.| X VEG

Decorre dai que as curvas coordenadas de uma parametriza¢ao sao ortogonais se, € somente

Cos =

(4.72)

se, F(u,v) = 0 para todo (u,v). Uma tal parametrizacdo é chamada uma parametriza¢ao

ortogonal.

Observacao 4.36. Por causa de (4.70), é comum o uso do termo “elemento”de comprimento

de arco ds de S e escrevemos
ds® = Edu® + 2Fdudv + Gdv?, (4.73)

que significa o sequinte: se a(t) = X(u(t),v(t)) € uma curva em S e s = s(t) é o seu

comprimento de arco, entao

ds du du dv dv\?
(%) _ 5 ( dt) portt g (%) | (4.74)

Uma outra questao métrica que pode ser tratada juntamente com a primeira forma fun-

damental é o cdlculo (ou defini¢do) da drea de uma regido limitada de uma superficie regular

S.

Seja R C S uma regiao limitada de uma superficie regular, contida em uma vizinhanca

coordenada de uma parametrizacao x : U C R? — S. O ntimero positivo

// | X, A X, |dudv = A(R) Q=X*R) (4.75)
Q
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é chamado drea de R, onde X, A X, é o produto vetorial.

Convém notar que

1 Xu A X, 4 (X, Xo)? = | X1 X%, (4.76)

o que mostra que o integrando de A(R) pode ser escrito como
| Xy A Xy| = VEG — F2. (4.77)

A curvatura Gaussiana K de uma superficie regular é dada por:

—%E22+F12—%G11 %E1 FI_%GQ 0 %E2 %G1
1
K= EC—F det Fy—iay E F |-det|lE, E F (4.78)
3Gy F G G, F G

onde By = OFE [0z, Fio = 0°F/0x,0x,, etc.

No caso especial de F' = 0 (4.78), reduz-se para

1 E ilel

2VEG | 912 VEG 011 VEG
EG > 0, [3, Carmo].

Vamos descobrir o elemento Riemanniano ao qual a girométrica do espaco girovectorial
de Mobius (R?, @y, ®a) da origem. Para determinar o elemento ds” da variedade Rieman-
niana n-dimensional que corresponde a um espacgo girovetorial girométrico, consideremos o

girodiferencial dado pela equagao

Asy = (VHEAV)Oy vV
T+ Axl T (480)

T+ AIQ To

no plano girovetorial de Mobius (R?, @y, ®1/), onde, ambiguamente, + é a adigao Euclidiana

em R? e em R. Para calcular X; e X5, temos

8A$1 Al’l =0 ' 8A$2 ACL’l =0

AZL‘QZO AZL‘QZO

dl‘g

dSM =

(4.81)

= X1 (.I’l, xz)dﬂfl —+ X2(£C1, .I’Q)dil?g,
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onde X1, Xy : R? — R? obtendo-se, assim

2
c
X1<I1,£L’2> = ﬁ(l,O) S Rz
¢ 2 r (4.82)
Xg(l’l,l‘g) = ﬁ(o, 1) S Rz
ct—r
onde r? = 2?2 + 3.
Os coeficientes da girométrica do plano girovetorial de Mobius no plano Cartesiano das

coordenadas-xizy sa0
4

C
G

4

C
G:XQ.X2:—<02—7’2)2.

Portanto, o elemento de girorreta do plano girovetorial de Mobius (R2 @y, ®ar) é 0

elemento linear Riemanniano

dsj; = dsy [
= Edx? + 2Fdx'dz? + Gdx3 (4.84)
4
c

= 5 (da + da3).

@ =)
Assim, por exemplo, o elemento linear Riemanniano do disco de Poincaré ou, equivalen-

temente, o plano girovetorial de Mobius (R2_,, @y, @) €

da? + das

-2

(4.85)

2 _
dsy, =

A girocurvatura do plano girovetorial de Mobius é a curvatura Gaussiana K da superficie

com o elemento linear (4.84). Ela é uma constante negativa

4

K = > (4.86)
como se pode calcular a partir (4.79).
Extendendo (4.84) de n = 2 para n > 2, temos
4
2 ¢ 2
dsy, = (@ = T2>2dr
dr? (4.87)
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O elemento linear Riemanniano ds3, reduz-se ao seu homdlogo euclidiano no limite,

lim ds3, = dr?, (4.88)

c— 00

como esperado.

Teorema 4.37. O elemento de girorreta de um espago girovetorial de Mébius (R, ®nr, @)
€ dado pela equacao
4
2 c
e a sua girocurvatura ¢ dada pela equagao

K =3 (4.90)

2

Em particular, paran = 2 e c = 1, o elemento de girorreta (4.89) coincide com o elemento

linear Riemanniano do modelo do disco de Poincaré da geometria hiperbélica.

Quando falamos que o plano girovetorial de Mobius coincide com o modelo da bola de
Poincaré da geometria hiperbdlica, estamos supondo que a métrica riemanniana do plano

girovetorial de Mobius é

dx? + dr’
ds?, = Lf? (4.91)
r2)2
(1-7)
2 2 - 4
com R3 = {v € R :|| v [|[< 2}, e portanto sua curvatura gaussiana K = —— = —1 e
¢

constante. Como o disco unitario aberto de Poincaré D._; tem métrica Riemanniana dada

por:
4(dz? + dx3)

ds) = — 22 (4.92)
(1= ot =3

o que implica em uma curvatura gaussiana K = —1. Entao temos que existe uma isometria

local, devido a reciproca do Teorema Egregium de Gauss. Ou seja, temos que localmente os
comprimentos, os angulos e as area tanto no plano girovetorial de Mobius e como no modelo

da bola de Poincaré é o mesmo.

4.9 Espacgo Girovetorial de Einstein

Nesta segao, vamos definir no girogrupo de Einstein (Vg, @g) uma multiplicagdo por

escalar que satisfaz a Definicao 4.1. Assim, a Defini¢ao 4.38 da origem ao espaco girovetorial
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de Einstein (V, @ g, ®,). Este dltimo, por sua vez, forma o conjunto algébrico para o modelo
da bola de Beltrami-Klein da geometria hiperbdlica, assim como o espaco vetorial forma o

conjunto algébrico para o modelo da geometria Fuclidiana.

Definigao 4.38. (Multiplicagdo por escalar de Einstein). Seja (V,, ©g) um girogrupo
de Finstein. A multiplicacdo por escalar de Einstein r @ v = v Qg1 em VY, € dada pela

equacao

1 "—(1- "
(Lt o)l /sy =0 o)l /) v ol

rQpv==3: 5
I+ ol /s)"+ A= (v /s)" [ v] s vl

onder € Rive Vg, v£0er®g0=0.

E na multiplicacao por escalar que a adi¢ao de Einstein e de Mobius coincidem. Isso
decorre do fato de que, para vetores paralelos na bola, a adicao de Mdbius e a adigao de

Einstein coincidem, como podemos ver em (2.30) e (2.47).

Devido a identidade (2.30), a multiplicagao por escalar pode ser também escrita em termos

do fator gamma (2.35),

rR®pvV= Vv, (4.94)

v # 0.
Como um exemplo, quando r = % (4.94) é o vetor metade de Einstein, ou seja,
%
- — 4.95
5 Rp Vv 1+ %’V ( )

O fator gamma de r ® v é expresso em termos do fator gamma de v pela identidade

Vrepy = %% { (1 + @) + (1 - @)} (4.96)

e, portanto, por (4.93),

rontr@pv) = o (14 D) - (1YL Y (197

para v # 0. O caso especial de r = 2 é de particular interesse:

Yooy (2 Bp V) = 292V, (4.98)
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Por meio de (2.35) e de (4.93),

2v;
2 KREV = mv, (499)
de modo que
I+ || v | /s
=22 1= 01 4.100
Vo®r v 1— || v HQ /82 ( )

4.10 Girorreta de Einstein

A tnica girorreta de Einstein L4p Figura 4.3 que passa entre dois pontos dados A e B,

em um espaco girovetorial de Einstein Vy = (V,, @ g, ®p), é representada pela equagao

Lap=A®g (0pA®E B) ®rt, (4.101)

t € R. Esta é uma funcao que representa a reta linear R para o espaco girovetorial V.

Girorreta de Einstein
passando nos pontos A e B
A®, (6, 4B, B)Q,t
—00 <t <O

A,t=0

doy(4, P)@,do, (P, B) = do, (4, B)

A, (6,48, B),t

0<r<l1

Figura 4.3: A tnica girorreta L4, em um espaco  Figura 4.4: A girorreta, em um espago girovetorial
girovetoriais de Einstein (R”, @ g, ®g), passando por  de Einstein (RY, ®p, ®g), passando pelos pontos A e
dois pontos dados A e B. O caso do plano girovetorial ~ B. O ponto P ¢ um ponto genérico no girosegmento
de Mobius, quando R? = R2_, ¢ o disco unitario ~ AB, e Map ¢ o giroponto médio. P estd entre A e

aberto real. B, satisfazendo a igualdade girotriangular.

Girorretas em um espago girovetorial de Einstein (R?, @z, ® ) acabam por ser as conhecidas
geodésicas do modelo da bola de Beltrami-Klein da geometria hiperbdlica. Elas sao segmentos

de retas euclidianas, como mostrado nas Figuras 4.3 e 4.4.
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Uma importante ligagao com a geometria diferencial do modelo do disco de Beltrami-
Klein da geometria hiperbdlica é fornecida pelo chamado Elemento da Girorreta do Espaco
Girovetorial de Finstein.

Para determinar o elemento ds? da variedade Riemanniana n-dimensional que corresponde

a um espaco girovetorial girométrico, consideremos o girodiferencial dado pela equacao

Asp = (V+AV)Spv
T+ Ay ) (4.102)

x|+ Al’g i)

no plano girovetorial de Einstein (R?, &g, ®g). X1 e X, sdo dados por X, Xo : R? — R?

onde 1 2
T T1T2
X = - ;
e, 22) C(R+R2(c+R)’ R2(0+R>)
1 ) (4.103)
12 Ty
X = ———, — 2. L P\
) = (w7 o)

na qual R? = ¢? —r? r? = 22 4 3.
Portanto, o elemento de girorreta do plano girovetorial de Einstein (R? ®p, ®g) é o
elemento linear Riemanniano

2 dz? + da’ 2 (v1dzy + Todw)?
2 _ 2 (2 — 12)2

ds3, = (4.104)

A girocurvatura do plano girovetorial de Einstein é a curvatura Gaussiana K da superficie

com o elemento linear (4.84). Ela é uma constante negativa

1

K=- (4.105)

4.11 O Giroparalelogramo

Definicao 4.39. (Giroparalelogramo). Sejam a, b, e ¢ trés pontos quaisquer em um
espago girovetorial (G,®,®). Entao, os quatro pontos a, b, ¢, d em G sdo vértices do giro-
paralelogramo abdc, ordenados no sentido anti-hordrio, Figura 4.5, se d satisfaz a condi¢ao

do giroparalelogramo

d=(bHBc) o a. (4.106)
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O giroparalelogramo é degenerado se os trés pontos a, b e ¢ sio girocolineares.

Se o giroparalelogramo abde € nao degenerado, entdao os dois vértices em cada um dos
pares (a,d) e (b, c) sao considerados opostos uns dos outros. Os girosegmentos de vértices
adjacentes, ab, bd, dc, e ca sao os lados do giroparalelogramo. Os girosegmentos ad e bc que
ligam os vértices opostos de um giroparalelogramo nao degenerado abdc sao as girodiagonais

do giroparalelogramo.

O girocentro Mmgpqe do giroparalelogramo abde é o giroponto médio de cada uma das suas

duas diagonais, de modo que Mapge = Maq = M.

Apesar de parecer contraditorio, o giroparalelogramo resultante compartilha extraor-
dindria analogia com o andlogo Euclidiano, dando origem a lei do giroparalelogramo para
a adicao de girovetores. Ele estd também em completa analogia com a lei do paralelogramo
da adigdo de vetores na geometria Euclideana (que é estudada na Geometria Analitica).
Um giroparalelogramo, em um plano girovetorial de Einstein, isto é, no modelo do disco de
Beltrami-Klein da geometria hiperbodlica, ¢ mostrado na Figura 4.5. Um giroparalelogramo,
em um plano girovetorial de Mobius, isto é, no modelo do disco de Poincaré da geometria

hiperbdlica, é mostrado Figura 4.7.

Teorema 4.40. (Simetria do Giroparalelogramo). Cada vértice do giroparalelogramo

abdc, Figura 4.5, satisfaz a condi¢ao do giroparalelogramo (4.106) isto é,

a=(bHc)o d
b=(aBd)Sc (4.107)
c=(aBHd)SH
d=(bBEc)Ca.

Além disso, duas girodiagonais de um giroparalelogramo nao degenerado sdo concorrentes e

o ponto de concorréncia € o giroponto médio de cada uma das duas girodiagonais.

Demonstragao. A ultima equagdo em (4.107) é valida pela Definigdo 4.39 do giroparalelo-
gramo. Pela lei do cancelamento & direita (1.55) e pelo fato de que a coadigao H, em um
espago girovetorial, é comutativa (Teorema 2.4), a dltima equagao em (4.107) ¢é equivalente
a equagao

aBHd=DbHec. (4.108)
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d

Scdd = gyr[c, Sb]gyr[b, Sal(©adb)

©bdd = gyr[b, O¢lgyr[c, ©al(©ade)

d=(bHc)Oa

I Y, a+7,d
ad — ,Y’Y” +¥i
— bb+ c ¢
Mbe = .
Y.a+Y,b+Y.c+Y,d

b Mypde = x+% . +de

Myhde = Myq = Mpe

[(©ab) B (©ae) = Gadd]

Figura 4.5: Um giroparalelograma de Einstein é um giroparalelogramo que satisfaz a Definicio 4.39 em
(Vs,®p,®p). Os quatro pontos a, b, c,d sdo vértices do giroparalelogramo abdc e, pelo Teorema 4.43, os
lados opostos sao giradores com o mesmo médulo. Um giroquadriladtero abdc, em um espaco girovetorial, é
um giroparalelogramo se, e somente se, suas diagonais ad e bc cruzam-se em seus giropontos médios myq €
my,, dando origem ao girocentro do giroparalelograma mapdc, assim Mapde = Mag = Mpe. A identidade
(©a®b) H (cad®c) = (cadd) dé origem a lei do giroparalelogramo da adigao girovetorial, mostrada na
Figura 4.6

Portanto, a equacao em (4.108) é equivalente a cada uma das equagoes em (4.107), verificando-

se assim a primeira parte do teorema. A equagao (4.108) implica em
1 1
§®(aEBd):§®(bBHC). (4.109)

Pelo Teorema 4.28, o lado direito e o lado esquerdo de (4.109) sao, respectivamente, o giro-
ponto médio da girodiagonal ad e o giroponto médio da girodiagonal be. Portanto, (4.109)
implica em que os giropontos médios das duas girodiagonais do giroparalelograma coincidem,
verificando-se assim a segunda parte do teorema. O]

Um giroquadrildtero ¢ um giropoligono com quatro lados que nao tem autointersecao e
¢ nao degenerado se quaisquer trés de seus vértices sao nao girocolineares. O teorema apre-

sentado a seguir caracteriza giroquadrilateros que sao giroparalelogramos nao degenerados.

Teorema 4.41. Um giroquadrildtero nao degenerado abde, em um espaco girovetorial, é um
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giroparalelogramo nao degenerado se, e somente se, suas girodiagonais ad e bc cruzam-se

em seus giropontos médios.

Demonstracao. As girodiagonais ad e bc de um giroquadrilatero nao degenerado abdc, em
um espago girovetorial, cruzam-se em seus giropontos médios se, e somente se, (4.109) é
satisfeito. (4.109), na verdade, é satisfeito se, e somente se, a condi¢ao do giroparalelogramo
(4.106) é satisfeita, como explicado na prova do Teorema 4.40. Finalmente, pela Definigao
4.39, a condicao do giroparalelogramo é satisfeita se, e somente se, o giroquadrilatero abdc

¢ um giroparalelogramo. O

Teorema 4.42. (Lei da Adi¢cdo do Giroparalelogramo). Seja abdc um giroparalelo-

gramo em um espaco girovetorial (G, ®, ®), Figura 4.5. Entao,
(Ca® b B (©ad®c)=0Cadd (4.110)
Demonstracao. Pelaidentidade do Teorema 2.16 e pela condicao do giroparalelogramo, temos

(Cadb)BH (cadc)=cad {(bHc)oa} =cadd. (4.111)
O

No préximo teorema, descobriremos a relagao entre lados opostos do giroparalelogramo.

Teorema 4.43. Lados opostos de um giroparalelogramo abdec, em um espaco girovetorial

(G,®,®), sao giradores de mddulos iguais, Figura 4.5,

Sc® d= gyr[c,oblgyr(b,©al(ca® b) = gyrc, SbJ(b S a)
©b® d = gyr[b,oc]gyr[c, ©al(©a® ¢) = gyr[b,©c|(c S a)

(4.112)

e, equivalentemente,
Oc® d= ogyr(c,ob(cb® a)

Ocd a= OSgyr[c,obl(©b® d).

(4.113)

Portanto, dois lados opostos de um giroparalelogramo sao congruentes, tendo girocomprimen-

tos iguais,
|ca® b= ccdd]
|ca®c|=||cbad| .

(4.114)
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Demonstragao. Pelo Teorema 1.27, temos
cadd=(cadc)®gyriea,cl(ccdd) (4.115)
e, pelo Teorema 4.42, usando a definicao da coadicao de girogrupo, temos
Cadd=(Cadc)BH(cad®b)=(Cadc)dgyr[cad®c,acb|(Cadb). (4.116)
Comparando o lado direito de (4.115) com o extremo do lado direito de (4.116) e, aplicando
a lei do cancelamento a esquerda, temos
gyr[©a @ c,a o b](©a® b) = gyr[©a, c|/(©c @ d). (4.117)
A identidade (4.117) pode ser escrita nos termos da identidade do Teorema 2.13, como
gyr(a, ©clgyr(c, ©blgyr[b, Sal(Sa @ b) = gyr[oa, c](Gc @ d). (4.118)

Desta forma, esta identidade é reduzida para a primeira identidade em (4.112) por meio
da eliminacdo gyr[a, ©c] em ambos os lados de (4.118). Similarmente, trocando-se b e c,

podemos verificar a segunda identidade em (4.112).

A equivaléncia entre (4.112) e (4.113) é garantida devido a propriedade inversa e girador
inverso. Finalmente, (4.114) segue de (4.112), ja que giradores preservam o girocomprimento.

]

Teorema 4.44. (A Lei Transitiva do Girador no Giroparalelogramo). Seja abdc

um giroparalelogramo em um espaco girovetorial (G, ®, ®). Entdo,
gyrla, Sblgyr[b. &clgyr(e, ©d| = gyr|a, &d|. (4.119)

Demonstragao. A prova segue, imediatamente, da condi¢do do giroparalelogramo (4.106) e o

Teorema 2.6. 0

Observacgao 4.45. A ideia da lei do paralelogramo € muito importante, pois foi por meio dela
que Finstein observou que vetores com velocidade prorzimas a da luz nao a satisfaziam e que a
soma de dois vetores com velocidade da luz nao era comutativa. Com isto, criou-se a necessi-
dade de resolver este problema, dando origem assim, muito tempo depois, a teoria do FEspaco
Girovetorial. Seguem abaixo dois exemplos da aplicabilidade da lei do giroparalelogramo em

espacgos girovetoriais distintos.
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D= (BEC)o4

®=q, B=M0

E

u=90A4ADB
vV=048C
w=0A4ADD

uHv =w

Figura 4.6: Modelo ilustrativo de como funciona
a lei do giroparalelogramo de Einstein da adicao

girovetorial.

D= (BEC)o4

@:@M’ H=MH

M

u=96498B
vV=04DdC
wW=0A4ADD

(uEv=w]

Figura 4.7: Modelo ilustrativo de como funciona
a lei do giroparalelogramo de M&bius da adigao gi-

rovetorial.



CAPiTULO 5

Girotrigonometria

Neste capitulo definiremos giroangulo entre dois girovetores e duas girossemirretas.
Mostraremos que nao se altera o giroangulo entre duas girosemirretas que se interceptam
mesmo fazendo uma translacao destas duas girosemirretas, que o giroangulo entre duas giro-
semirretas nao é nulo mesmo que uma contenha a outra e que nao existe paralelismo entre
girorretas, s6 entre girosemirretas. Com este conceito de giroangulo entre dois girovetores
poderemos desenvolver alguns conceitos conhecidos da trigonometria para girotriangulos,
como a lei do girocosseno no espago girovetorial de Mobius, casos de congruéncias entre gi-
rotriangulos, o teorema de pitagoras hiperbdlico de Mdébius e a lei do girosseno no espago

girovetorial de Mobius.

5.1 Giroangulos

Defini¢ao 5.1. (Girovetor Unitdrio). Seja ©a® b um girovetor diferente do vetor nulo
em um espaco girovetorial (G, ®,®). O girocomprimento dele € ||©a® b|| e seu girovetor

associado
cadb

—_ 5.1
|l©as b (5.1)

¢ chamado de girovetor unitdrio.

Girovetores unitarios representam “girodire¢oes”. Um giroangulo é, portanto, uma relagao

entre duas girodirecoes.

Definig¢ao 5.2. (A func¢ao Girocosseno e Giroangulo, I). Sejam Sadb e SaPe dois

girovetores enraizados em um ponto comum a, em um espago girovetorial (G, @, ®), diferente
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do vetor nulo. O girocosseno da medida do giroangulo o, 0 < o < m, que dois girovetores

enraizados geram, € dado por

©adb Oade
|cadb | ||ca®el’

cosa =

(5.2)

O giroangulo o em (5.2) é denotado por & = Zbac ou, equivalentemente, « = Zcab. Dois

giroangulos sao congruentes se eles tém a mesma medida.

Definicao 5.3. (Espacos Girovetoriais Isomorfos). Um isomorfismo de um espago

girovetorial (G1,®1,®1) para um espago girovetorial (Ga, ®q, ®2) € uma funcgdo bijetora
P21 2 G — Go,
que preserva a operacao do espaco girovetorial

P21(u1 By v1) = da1(wr) D2 o1 (v1), (5.3)

preserva também a multiplicacao por escalar

P21 (r @1 v1) =1 @2 Pa1(v1), (5.4)

e mantém o produto interno do girovetor unitdario invariante

Pn(w)  dn(v) _ (u) (v)
[gar(w)[| [[ga(v) ]| [lu] [lv]

para todo vetor nao nulo u,v € Gi.

Definicao 5.4. Dizemos que dois espacos girovetoriais isomorfos sao dois modelos equiva-

lentes ao espaco girovetorial abstrato.

Teorema 5.5. A medida de um giroangulo € independente do modelo do espaco girovetorial.

Demonstragao. Sejam (Gq,P1,®1) e (Ge, B, ®2) dois espagos girovetoriais isomorfos, uma
vez que sao dois modelos equivalentes ao espaco girovetorial abstrato, com isomorfismo ¢ :
G — Gs.

Portanto, seja a; um giroangulo em G dado por

©1a; @1by S0
||@1a1@1b1|| ||@1a1@1c1||

(5.6)

cosay =
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e seja ap o giroangulo isomorfo em Gj,

SPY: DRI o)) 22Dy
|| SoasPBo by || || Soay b2 Co || 7

onde a; = ¢(ay), ba = ¢(by), e co = ¢(cy).
Entao, por (5.3) e (5.5), temos

COS (g =

©oas Daby Ooas@aCo

CcoS g = .
2 | ©2a2@abs || ||©2a2@2cs ||
_ ©9d(ar)®20(by) _ O¢(a1)D29(c1)
 [[S20(ar) @20(b1) || [|©2(ar) D26 (ch) ||
d(©1a1 B1by) d(Sr1a1P1¢1) (5.8)
~ [eCram@ib)[| [o(Crai@ricy) |
_ ©1a1 ©1by 1610
[©1a1@1b1 || [|©r1a1@1c ||
= cos
de modo que ;1 e ap tém a mesma medida, a; = as. O

Definig¢ao 5.6. (Girosemirreta). Sejam o e p dois pontos distintos quaisquer de um espago
girovetorial (G,®,®). Uma girosemirreta com origem o, contendo o ponto p, € o conjunto
L dos pontos em G, dados por

L=0®(c0®p)®t, (5.9)

t € RT.

Teorema 5.7. Sejam
Loy = a®(©ad b))t
Lo = a®B(Sadc)®t

(5.10)

t € R, duas girosemirretas com origem em um ponto a de um espago girovetorial (G, D, ®),
e sejam b e c outros pontos diferentes de a, situados em Lgy, € Lge, respectivamente, Figura

. . A . . ’ !/
5.1. Seja o o giroangulo entre as suas girosemirretas, expressado em termos de b e ¢, por

cos o = @a@b, . ea@c, ) (5.11)
lcasb| oad]

~ . / / . . .
Entao, o é independente da escolha dos pontos b e ¢ em suas respectivas girosemirretas.
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cadbb _ Gasc
loasbl| |[©adel

Cos ot —

Figura 5.1: Um giroangulo de Mébius «a, gerado pela intersecao de duas curvas geodésicas de Mobius
(girosemirretas). Sua medida é igual & medida do angulo euclidiano gerado pela correspondente intersegao

da reta tangente.

~ 7 / / . . .
Demonstracao. Ja que os pontos b e ¢ encontram-se, respectivamente, nas girosemirretas

L.y e Lae, e como sao diferentes de a, eles sao dados pelas equacoes

b =ad(cadb)®t, (5.12)

¢ =a®(Cadc)®ts,
para ty,t, > 0, fixados.

Com isto,

Ca®db =(Cadb)®t,
/ (5.13)
Sadc =(adc)Rt,,

de modo que, por (5.11), (5.13) e pela propriedade do escalonamento (V'5) de espagos giro-

vetoriais, temos ,

ca®db  cadc

loasb| oasc|

_ (Cadb)® ty . (Cadc)® ty (5.14)
[(Ca®b)® || [[(Cade)® ty
cadb ©Gadc

BEIREEER

CoOs ¥ =

- 4 / . .
Portanto, cos a é independente da escolha dos pontos b e ¢ em suas respectivas girose-

mirretas. O
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Teorema 5.8. Giroangulos sao invariantes sob movimentos rigidos no espago girovetorial.

Demonstracao. Temos que mostrar que o giroangulo o = Zbac, para quaisquer pontos a, b, c
de um espago girovetorial (G, @, ®), é invariante sob movimentos rigidos. Equivalentemente,

temos que mostrar que

Zbac = Z(tb)(ra)(7c) (5.15)

Zbac=Z(x@b)(xda)(xdc), (5.16)

para todo a,b,c,x € G e todo 7 € Aut(G). Empregando a Defini¢ao 5.3, temos

_cagb | _cadc
[©adb| [[cade]

a0

cosx —

Figura 5.2: A girotranslagio a esquerda mantém Figura 5.3: Na origem euclidiana no disco de
giroangulos invariantes pelo Teorema 5.8. Duas su- Mobius, a girorreta que gera um giroangulo « coin-
cessivas girotranslagoes a esquerda do giroangulo a da cide com as suas respectivas retas tangentes eu-
Figura 5.1, para origem do disco de M&bius, sao mos- clidianas e o giroangulo «, por sua vez, coincide
tradas nas Figuras 5.2 e 5.3. A medida do giroangulo com sua contraparte euclidiana. Na origem eu-
« entre duas girorretas € igual a medida do angulo en- clidiana de um disco de Mobius, a concepgao de
tre correspondentes retas euclidianas tangentes. Com giroangulos e de angulos coincide. Com vértice
o vértice a #£ 0, o giroangulo « tem um girocosseno, a = 0, o giroangulo a torna-se um angulo e seus

denotado por cos a. girocosseno torna-se um cosseno.
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ora®dtb oSradrc

cos Z(tb)(ra)(rc) = [Erac o] : [Grasrd
_ T(©adb) T(cadc)
 r(caeb)|| |r(casc) (5.17)
~ ©agb ©asc
~ |casb| |casc|
= cos Zbac,

verificando assim (5.15). Observando o Teorema da Girotranslagao 2.12 e a Defini¢ao 5.3,

temos
O(x®a)®(xdb S(xda)d(xdc
08 £(xBb)(xBa)(xe) = ||@Ex@a§@§x@b;|| | ||@Ex@a;@gx@c;||
_ gyrxal(cash)  gyrixal(cacc)
lgurx. al(Ga@b)] gyrlx. al(Gaso)] 5.18)
_ (cash) (casc)
 (casb)| [(casc)|
= cos Zbac,

ja que o giroautomorfismo preserva o produto interno e a norma, confirmando assim o que

consta em (5.16). O

As Figuras 5.2 e 5.3, junto com o Teorema 5.8, mostram que giroangulos comportam-
se como os angulos em espacos hiperbdlicos, ou seja, sao invariantes mesmo fazendo uma
translacao ou mudando alguns pontos por meio de um automorfismo, do mesmo modo que
ocorre com a transformacao de Mobius no espaco hiperbdlico. Em particular, giroangulos

variam de 0 até 27, como podemos ver por meio das figuras.

Teorema 5.9. Se um ponto b encontra-se entre dois pontos distintos a e ¢ (conforme Lema

4.21) em uma espago girovetorial (G, ®,®), entao
Zabc = . (5.19)

Demonstracao. Os trés pontos a, b, c sao girocolineares, pelo Lema 4.21 e pela Definicao

4.18. Pelo Lema 4.22; temos

b=a®(Gadc)® to,

(5.20)
b=c®(0cda)®@(1 —ty),
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para algum ty, € R.

Logo, pela lei do cancelamento, temos

cadb=(Cad®c)® to,

(5.21)
Ocdb=(6cha)®(1 —ty).
Assim,
Ob®da Obdc
cos Zabe = .
|ob®al ||oboc|
_ gyr[eb,aj(ca®b) gyr[eb,c|/(cceb)
lgyr[©b, aj(©a®b)| |gyr[cb, c[(Scob)|
_ gyr[eb,aj(cadc)®ty  gyr[ob, cl(Gcda)(l —to)
lgyr[©b, aj(Cade)@to|| [lgyr[cb, c](cc®a)®(1 — 1o
_ (cadc)®ty  gyrla, ©blgyr(b, ©cj(Scda)® (1 —to)
l(Casc)@t| Tgyrla, oblgyr[b, oc](Gcda)@ (1 — b)) (5-22)
(ca®c)  gyrla,©blgyrb, ©clgyr[c, ©al(cadc)
=0 .
|(©a®c)|| |lgyr[a, ©blgyr[b, ©clgyr(c, al(cadc)||
(cadc) (cadc)
=06 .
[(©adc)|| [(Cadc)
-1
= COS T,

verificando assim (5.19).

((5.22) segue das seguintes passagens: lei da girocomutatividade, igualdade (5.21), pro-

priedade inversa, propriedade do escalando de espagos girovetoriais e identidade (4.35) ). O

Defini¢ao 5.10. (Girodangulo entre Girovetores, II). Sejam ©a;®b; e ©ay® by dois
girovetores nao nulos em um espago girovetorial (G,®,®). O girocosseno do giroangulo «,

0 < a <m, entre os girovetores ©a; Dby, e ©ayD by,
a=2(0adb)(©adby), (5.23)
€ dado pela equacao

@al@lh ) @afz@bg
[©a1 @b [[©ay @by

COS ¥ =

(5.24)

Defini¢ao 5.11. (Perpendicularismo e Paralelismo de Girovetores).
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i Dois girovetores sao paralelos se a medida do giroangulo entre eles é nula.

it Dois girovetores sao perpendiculares se a medida do giroangulo entres eles é 3.

Zb{x'b; = /bx"'b}

Figura 5.4: A translacio de girovetores permite a visualizagao do girodngulo gerado por dois girovetores
enraizados, que tém origens distintas, a; e as. O giroangulo é visualmente revelado pela translacao dos
girovetores para o girovetor enraizado com uma origem comum x. Os dois casos de x = x ex=x no plano
girovetorial de Mobius sao mostrados. Assim Sa; @by = ex/@b/1 =ox @ blll — Gag @ by = ox @ b,2 =
ox’ @ b;. A medida do giroangulo entre dois girovetores que compartilham uma origem em comum, em
um espaco girovetorial de Mdobius, é igual a medida do angulo entre dois raios tangentes na origem comum.

Estes raios tangentes sao, portanto, mostrados.

Teorema 5.12. Translagao de girovetores mantém giroangulos entre girovetores invariantes.

Demonstragao. A translacao de girovetores (Defini¢ao 3.8 e Teorema 3.9) nao modifica o

valor do girovetor e, portanto, mantém (5.24) invariante. O

Teorema 5.13. Sejam ©a® b, ©a; B b; e Say® by trés girovetores diferentes do girovetor
nulo em um espaco girovetorial (G, ®,®). Os girovetores Sa; B by e Say® by sao paralelos
se, e somente se,

Z(©a®b)(0a,0b) = Z(0adb)(CaDby). (5.25)

Demonstragao. Se (5.25) é valido, entdo, pela Definigao 5.10,

cadb @al®b1 cadb @ag@bg
: -~ : , (5.26)
|casb| [[caidb [|ca®b| [[Say®b,l
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implicando em
©adb ( ©a; Dby B Gaz®by |
[Sa®b| “[[ai@b|  [[Ca®b,|

no espaco vetorial V, onde GG estd mergulhado.

0, (5.27)

Devido a definicao de produto interno e olhando o espaco vetorial V, como um espaco

girovetorial onde - é a multiplicagao canonica temos,
@ag@bg = /\(@&1@[)1)7 (528)

para algum A > 0 no espaco vetorial V.

Portanto, o giroangulo « entre os girovetores ©a; &b, e ©asdb,y é dado pela equagao
©a bbby  Say®b,
cosa = :
[Ca1®by| [[Caz®byll
. @al@bl ) /\(@al@bl)
[Gai@byf| [[A(Sar@by

_ Sa;®by ) ca; bbb,
|loa; @byl [[©a;®by|

(5.29)

= 1’
implicando em « = 0, de modo que os dois girovetores ©a; &b, e ©as by sao paralelos.

Consequentemente, se dois girovetores ©a;®b; e ©as®b, sao paralelos, entao o giroangulo

entre eles desaparece,

b b
cos v = OO Oahb =1, (5.30)
[Ca; Dby [[©ax Dby

implicando em

Ga by = A(©a;@by), (5.31)

para algum o > 0 no espago vetorial V. A tltima igualdade implica em (5.26), que é

equivalente a (5.25). O

Definicao 5.14. Seja L uma girosemirreta com origem o,
L: o®(codp)®t, (5.32)

t € RT, contendo o ponto a em um espago girovetorial (G, ®,®). Entao, o girovetor Sod a
encontra-se na girosemirreta L e, equivalentemente, a girosemirreta L é o suporte para o

girovetor ©o @ a.
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Sejam Ly e Lo duas girosemirretas suportes, respectivamente, para os girovetores Sad b
e ©chd. Entao, o giroangulo o entre as girosemirretas Ly e Lo € dado pelo giroangulo entre

0s dois girovetores ©ad b e Sedd, isto ¢,

oadb Sehd
|leasb|| [[©chd|

(5.33)

cos o =

Em termos da Definicao 5.14, o Teorema 5.7 pode ser expresso da maneira que segue

abaixo.

Teorema 5.15. O giroangulo entre duas girosemirretas € independente da escolha dos giro-

vetores situados nas girosemirretas.

Devido a presenca da girosemirreta, o giroangulo entre duas girosemirretas que se en-
contram na mesma girorreta e na mesma direcao em geral, nao é nulo como demonstra o

préximo teorema.

Teorema 5.16. Sejam
Li: 0,®8(00®p,) Rt
L2 . 09 @(@Og@p2)®8,

(5.34)

s,t € RT, duas girosemirretas em um espago girovetorial (G,®,®), de modo que Ly estd

contido em Ly, Figura 5.6.

Entdo, o giroangulo o entre Ly e Ly € dado pela equacdo
[So1®p]| [©o1Dp|

Demonstragao. Ja que Lo estd contida em Lq, os pontos oy e p, de Ly encontram-se em L.

Assim, existem numeros ty,t; > 0, to —t; > 0, deste modo

0y = 01@(@01@131)@ t1,

(5.36)
Py, = 015 (60, Bp,)® to.
Logo,
©0,Bp; = ©{01D©0,0P;)® 11 }D{01D([©0,Dp;) @t}
= gyr[o1, (©019p,)® L]{S(S01®p,)® t1 B(S01®P,) R ta}
= gyr[01,00,®0,](© 01®p,) @ (—ty +t3) (5.37)

= gyr[o%gol](@ol ®p1)®<—t1 + t2)
= {gyr[02,001](©0,®Pp;)} @ (—t; + t2).
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((5.37) segue das seguintes passagens: Teorema da Girotranslagao 2.12, primeira equagao em
(5.36) e lei da distributividade escalar (V'3) dos espagos girovetoriais, Teorema 1.44 e Axioma
(V6) de espago girovetorial).

O giroangulo « entre as girosemirretas L, e Ly é dado pela equacao

@01@1)1 . @02®p2
[©01©py|| [[©02®P,|

(5.38)

Cos =

Finalmente, substituindo ©o,@p, de (5.37) em (5.38); observando o axioma (V'5) de

espagos girovetoriais e notando que o girador preserva a norma, temos (5.35). O

Observagao 5.17. Quando as duas girosemirretas de (5.34), Figura 5.7, estao em sentidos

diferentes, o valor de (5.35) € negativo.

5.2 Translacao de Girovetores em uma (Girosemirreta

Definicao 5.18. Seja
0B (©odp)®t, (5.39)

t € RY, uma girosemirreta em um espaco girovetorial (G, ®,®), representada pela origem
o e por qualquer ponto p que ela contenha. Seja ©0 ®p o girovetor transladado por t do

girovetor ©o®p, Definicao 3.8. Entao, a girosemirreta
0DECoDp)Rt, (5.40)
t € R*, é chamada de translag¢ao por t da girosemirreta (5.39).
Lema 5.19. A translacdo de uma girosemirreta
0D Eodp)Rt, (5.41)
por um vetor t, em um espago girovetorial (G, ®, ®), resulta na girosemirreta
gyrlo, f{[tooj@(St®ojd[top]) @ t}, (5.42)

(que € obtida da girosemirreta original (5.41), por uma transla¢ao a esquerda dos pontos o e

p por t, sequido por um girador gyr|o,t]).
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E, (5.42) pode ser escrita como
(0®t)®(©odp)® 1, (5.43)

(que € obtida da girosemirreta original (5.41) por uma transla¢ao a direita de o por t).

Demonstracao. Pela Definicao 5.18, a translacao do girovetor, determinado pelo giroraio

(5.41) por t, é dada por (5.40), em que 0 e p  sdo determinados pela Definicao 3.8,

, (5.44)
p = gyrfo,t](t&p)
Logo,
0 @ (0o ®p’) @t = gyrlo, t](t ® o)®{Sgyro, t](t®o)Dgyro, t](top)} @t
= gyr|o, t]{{t®o]d (S[tDo]®[t®p]) D1}
= gyrlo, t]{[t®o]Dgyr[t, o] Co®p) @t} (5.45)
= gyr|o, t](t®o)Dgyr|o, tlgyr[t, o](Codp)t
= (0@t) D (Codp) 1,

t € R, verificando assim tanto (5.42) quanto (5.43).

((5.45) segue das seguintes passagens: girosemirreta (5.41), igualdade (5.44), Teorema da

Girotransladado 2.12, girador simétrico inverso e lei da girocomutatividade). ]

Teorema 5.20. A translacao de uma girosemirreta pelo girovetor t
0B (Codp)Rt, (5.46)

t € RY, com origem o, em um espaco girovetorial (G,®,®), € independente da escolha do

ponto p na girosemirreta.

Demonstra¢ao. Seja b um ponto qualquer, diferente de o, na girosemirreta (5.46). Entao,

existe um ndmero positivo r tal que
b =o®(codp)®r, (5.47)

uma vez que, pela lei do cancelamento,

codb = Sod{o®(Sodp)R 1}
= (So®p)® .
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A translacao da girosemirreta

0D (Codb)®t, (5.48)

t € RT, por um girovetor t, é mostrado em (5.49) abaixo,

0 ®(00 @b )@t = (0Bt)®(Eodb)® ¢
= (0®t)®(Eodp)RT)® (5.49)
= (0®t)BEodp)® (1),
rt € RT.

Comparando-se (5.49) com o extremo do lado direito de (5.45) do Lema 5.19, vemos que a
escolha do ponto b na girosemirreta em (5.48) ao invés do ponto p na girosemirreta em (5.46)
nao modifica a translagao da girosemirreta. Pelo contrario, s6 reparametriza a girosemirreta,
substituindo o parametro positivo t por outro parametro positivo, rt, onde r é um ntmero

positivo que depende de b. O]

Teorema 5.21. A translacdao de girovetores contidos em girosemirretas mantém o giroangulo

entre girosemirretas invariantes.

Demonstragao. Segue da Definicao 5.14 (onde giroangulos entre girosemirretas sao dados por
giroangulos entre girovetores, que respectivamente estdo nas girosemirretas), Defini¢ao 5.18
e Teorema 5.12 (em que a translagao de girovetores mantém giroangulos entre girosemirretas

invariantes). O

Demonstra¢ao. Uma prova direta do Teorema 5.21: seja
Li: 01®(601®p;)® s,
Ly: 053 (00:0py) @1,

s,t € RT, duas girosemirretas no espaco girovetorial (G, @, ®), Figura 5.5. Elas suportam,

respectivamente, os girovetores

©010P;,
1P (5.50)
©02DPy;,
de modo que seus giroangulos « sao dados pela equacao (Defini¢ao 5.14),
cosa = 019D, _S020P, (5.51)

|S016p: || [[S0:Ep, ||
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Vamos simultaneamente transladar o girovetor das girosemirretas L; e Ly por t, obtendo

pelo Lema 5.19,

Ly : gyrlo, tl{[tdo|B(S[tdo]|B[tDp,])®s},
Ly gyrlog, t{[t@ o] @ (Ot Do) B[t Dp,]) @t}

. . ! / . . .
As girosemirretas L; e L, suportam, respectivamente, os girovetores que seguem abaixo.
Cada uma delas é manipulada pelo Teorema da Girotranslagao 2.12 e pelo girador inverso

simétrico, resultando, entao, nos seguintes girovetores:

gyrloi, tl{(©(t®o1)(tdp,)} = ©01©P;,
gyrloz, t|{(©(t@02) D (tDpy)} = ©02®P,.

. . . . . . . / ’
Portanto, como as girosemirretas originais L; e Ly e as girosemirretas L, e L, suportam,
. . . ~ ’ r o,
respectivamente, os girovetores (5.50). O giroangulo entre L; e L, é, portanto, dado por

(5.51), conforme. O

Figura 5.5: Decorre do Teorema 5.21 no qual, em um espago girovetorial, podemos transladar o girovetor
das duas girosemirretas o1p; € 02p, para uma nova origem comum, de modo que seus giroangulos podem
ser visualizados como o giroangulo entre as duas girosemirretas que emanam do mesmo ponto. Ja que, pelo
Teorema 5.21, o girovetor transladado mantém o giroangulo entre girosemirretas invariantes, a medida do
giroangulo entre duas girosemirretas com origem comum (0/ ou 0”)7 em um espagco girovetorial de Mobius,

Y N . ~ . . / ”
é igual & medida do angulo entre duas semirretas tangentes na origem comum (o0 ou o ).

Percebem-se dois casos especiais, quando as girosemirretas o;p; e 0o;p, da Figura 5.5

sao girocolineares. Tais casos foram estudados no Teorema 5.16 e sao ilustrados nas Figuras
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Figura 5.6: Esta figura apresenta um caso espe-
cial da Figura 5.5, ilustrado nos Teoremas 5.16 e
5.21, sob o plano girovetorial de Mobius. Uma gi-
rosemirreta o1p; contém a girosemirreta ogpy. A
fim de visualizar o giroangulo entre as girosemir-
retas 01p; € 03Py, transladamos as girosemirretas
para uma origem comum o ou para uma origem
comum o . Como esperado, a partir do Teorema
5.21, o giroangulo na origem comum o é igual ao

’

. A~ . ’
giroangulo na origem comum o .

rr rr sy @2

Zpio’py = £pio’py

Figura 5.7: Esta figura também apresenta um caso
especial da Figura 5.5, ilustrado nos Teoremas 5.16 e
5.21, sob o plano girovetorial de Mobius. H& duas
girosemirretas girocolineares o;p; € 02py, mas ne-
nhuma das duas contém a outra. A fim de visualizar o
giroangulo entre as girosemirretas 01 p; € 02p,, trans-
ladamos as girosemirretas para uma origem comum o’
ou para uma origem comum o . Como esperado, a
partir do Teorema 5.21, o giroangulo na origem co-

’

/ ’ . . A~ . /
mum o ¢ igual ao giroangulo na origem comum o .

5.6 e 5.7. Consideramos como um resultado interessante a percepcao de que girosemirretas

admitem paralelismo, conforme vemos na secao 5.3, uma vez que girorretas nao o admitem.

5.3 Paralelismo e Perpendicularismo de Girosemirre-

tas

Definig¢ao 5.22. (Paralelismo e Perpendicularismo de Girosemirretas) Duas giro-

semirretas sao paralelas se o giroangulo formado entre elas € nulo e duas girosemirretas sao

perpendiculares(ortogonais) se o giroangulo formado entre elas mede g, Figura 5.10.

As analogias que o paralelismo em girosemirretas compartilha com o paralelismo em

semirretas sao destacadas pelo Teorema 5.23 e ilustradas na Figura 5.9. Da mesma forma
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Figura 5.8: Duas girosemirretas sao paralelas se
o cosf = 1. Estas girosemirretas sdo 01p; € 02ps,
01 = 09, uma contendo a outra, de uma maneira em
que o giroangulo entre elas é zero. Portanto, elas sao
paralelas. Pelo Teorema 5.21, sucessivas translacoes
da girosemirreta oap, déo origem a familia P de giro-
semirretas, que permanecem paralelas a o;p; e, por-
tanto, sao todas paralelas. Varias translagoes das gi-
rosemirretas ogp, por k ® t, k=1,2,... sdo mostradas

no espacgo girovetorial de Mobius.

Figura 5.9: A familia P de girosemirretas parale-
las iguais & da Figura 5.8 é mostrada junto a uma
adicional girosemirreta que nao é paralela a op. Em
analogia, a geometria euclidiana, a girosemirreta op
intercepta cada uma das girosemirretas da familia P

no ponto o,, formando giroangulos iguais.

Figura 5.10: A famfilia P de girosemirretas paralelas na Figura 5.8 ¢ mostrada junto com uma girosemirreta

adicional perpendicular op. Em analogia a geometria euclidiana, a girosemirreta op intercepta cada uma

das girosemirretas da familia P no ponto o,,, formando um giroangulo reto (7/2).
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que qualquer familia de semirretas paralelas que é interceptada por uma semirreta concorrente
forma angulos iguais, qualquer familia de girosemirretas paralelas que é interceptada por uma

girosemirreta nao paralela forma giroangulos iguais.

Teorema 5.23. Sejam op, 01p, e 02p, trés girosemirretas em um espago girovetorial (G, ®, ®).

As girosemirretas oyp, € 03Py Sao paralelas se, e somente se,

Z(op)(o1p,) = £(op)(02ps). (5.52)

Demonstracao. O teorema segue imediatamente do Teorema 5.13 ja que, pela Definicao 5.14,
giroangulos entre girosemirretas sao dados pelos giroangulos entre girovetores que, respecti-

vamente, estao nas girosemirretas. O

Teorema 5.24. Sejam
Li: 0®(co®p)®t
Ly: 0:®(C0:0p,) @t

(5.53)

t € RY, duas girosemirretas em um espago girovetorial (G, ®,®). Elas sao perpendiculares
se, e somente se,

(©01©py) - (B0:®p,) = 0. (5.54)

Demonstracao. Sejam as girosemirretas Ly e Lo suportes, respectivamente, dos girovetores
01 PPp; € 02 p,. Portanto, pela Definicao 5.14, o giroangulo entre girosemirretas Ly e Lo é
igual ao giroangulo entre os girovetores 0;®Bp; € 02BPp,. O giroangulo entre os girovetores é

T
5 56 € somente se, (5.54) é satisfeito. O

5.4 Girotrigonometria no Espaco Girovetorial de Mobius

Definigao 5.25. (Girotriangulo). Um girotriangulo ABC, em um espago girovetorial
(G,®,®), € um objeto do espago girovetorial formado por trés pontos A,B,C € G, cha-
mados de vértices do girotriangulo. Fazem parte deste objeto os segmentos AB, AC e BC,
chamados de lados do girotriangulo, que sao opostos dos vértices C, B e A e dos giroangulos
a, B ey, gerados pelos trés lados do girotriangulo, nos respectivos vértices A, B e C, Figura

5.11.
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Definigao 5.26. (Girotriangulos Congruentes). Dois girotriangulos sao congruentes se
os vértices deles forem combinados de uma maneira em que todos os pares de lados correspon-

dentes sejam congruentes e todos os pares de giroangulos correspondentes sejam congruentes.

Teorema 5.27. (A lei do girocosseno no Espaco Girovetorial de Mobius). Seja ABC
um girotriangulo em um espago girovetorial de Mébius (V, @, ®) com vértices A, B,C' € Vg,

lados a, b, c € Vg e lados de girocomprimento a,b,c € (—s,s), Figura 5.11,

a=0CadB, a=|al,
b=0C®dA, b=|b|, (5.55)
c=0B®A, c=|cl

e com giroangulos «, 5 e v nos vértices A, B e C, Figura 5.11. Entao

2 a® v 1 2B%aB%bcos
C gl gl 5; by S (5.56)
s s s sl—3p2afBbcosy

onde B, € o fator beta

I S (5.57)

V1t %

Além disso, a lei do girocosseno (5.56) pode ser escrita, de forma equivalente como

s  ai+ 0% —2a.bscosy
Cc. =
* 14 a2b2 — 2a4bscosy’

(5.58)

€ Como
2 2 2 212 2
ag + bs —Cs — a’sbscs

2a5bs(1 —¢2)

cosy = (5.59)

a
onde as = —, etc.
S

Demonstragao. Por (5.55), Figura 5.11, e pelo Teorema da Girotranslacao, 2.12 temos

©adb =o(eCeB)®(0CHA)
= gyr(©C, Bl(cBaA) (5.60)
= gyr[eC, Blc,

de modo que ||©a®b||=|c|| e assim Ve = Yoashb-
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Portanto, pela identidade gamma (2.32), temos
Ve = Vash
=72 = Za-b+ & [la]?|b]?) (5.61)
=2y (1 — s%abcosv - s%a262).
A identidade (5.61), na verdade, é equivalente a cada uma das identidades (5.56), (5.58)
e (5.59). O

a=0CoB
b=0oCeA4
¢ =OBpA
a=|al, b=|bl, c= ||

2 coso+cos(B+y)

as = cos o+ cos(B—y)

cos B+cos(a+7)
cos B+cos(a—7)

B~

B 2 __ cosytcos(a B3)
s 7 cosy+cos(a—pB3)

cosy = cos(m — - B) + 2c5y¢ sinacos 3

0 __  asbssiny

cosax = 2 = T—asbs cosy

“Ters  tan

i
[

Figura 5.11: Nesta figura, um girotriangulo de Mobius ABC é mostrado, no plano girovetorial de Mdbius
D = (R% @, ®). Seus lados sdo formados por girovetores que se ligam em seus vértices, em completa analogia
aos triangulos Euclidianos. Os comprimentos dos lados hiperbélicos, a, b, ¢ sao unicamente determinados por
seus giroangulos. A soma dos giroangulos do girotridngulo é menor do que 7. Aqui, a; = ¢, etc. Note que,
quando s é muito grande, s — 0o, 0 cos~y reduz-se para cosy = cos(m — « — ). Com isto, a+ S +vy=m, 0
que implica que ambos os lados de cada uma das igualdades (5.40), as quais determinam o girocomprimento

dos lados do girotriangulo, por meio de giroangulos, anula-se.

Observacao 5.28. As identidades (5.58) e (5.59) envolvem adi¢ao, ao invés de giroadigao.

Assim, nessas identidades, pode-se supor s = 1 sem perda de generalidade. O caso mais geral
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a= ||

b= |b]

Figura 5.12: Girotrigonometria no modelo de Poincaré. Um girotriangulo retangulo de Mébius ABC no
espaco girovetorial de Mobius (V, ®,®) é mostrado para o caso especial do plano (R? @, ®). Seus lados,
formados pelos girovetores a b e ¢ junto aos seus vértices A, B e C' tém girocomprimento a,b e ¢, respecti-
vamente. Eles satisfazem & identidade Pitdgorica hiperbélica de Mobius (5.74). Seus giroangulos agudos «
e B satisfazem as identidades girotrigonometricas, onde a~, ag, by, bg, cy, cg estdo relacionados com a, b, c
por (5.82). O erro d do girotridangulo retangulo d4 origem ao resultado extremamente simples e elegante

tan(d/2) = asbs, onde as = a/s bs =b/s e cs = c/s.

de s > 0 pode ser deduzido do caso de s = 1. Nao é o caso da identidade (5.56), jd que esta

envolve giroadi¢ao, a qual, na verdade, depende implicitamente do parametro positivo s.

Observacao 5.29. Podemos notar que a adi¢cao de Mébius & em (5.55) é uma operagdo do
girogrupo girocomutativo no espago girovetorial de Mobius (Vs, ®, ®). Em contraste, a adi¢ao
de Mébius @ em (5.56) é uma operagao do grupo comutativo do grupo de Mébius (I, ®), 1
sendo o intervalo aberto I = (—s,s). Assim,

a-+b
b= 217 5.62
¢ 1+ (5.62)

52
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Observagao 5.30. Quando s € muito grande, s — 00, (5.58) reduz-se a lei do cosseno,

& =a?+ b* — 2abcos, (5.63)

que reduz a identidade de Pitdgoras Fuclidiano
& =a’+ b, (5.64)
quando v = /2.

Observacgao 5.31. E interessante comparar a lei do girocosseno (5.56), no plano girovetorial
de Mobius (R2_,, @, ®), com a lei do cosseno hiperbélico no disco de Poincaré. Esta tiltima

s=1>

¢ dada pela identidade
cosh¢ = cosha coshb — sinha sinhb cos~, (5.65)

que € equivalente a (5.56) quando s = 1 e quando

1+c¢
1—¢c

¢ =log (5.66)

a/:log1 ,
—a

No caso especial, quando v = w/2, temos cosy = 0, e a lei do cosseno hiperbdlico (5.56)

reduz-se ao teorema de Pitigoras Hiperbolico
cosh¢ = cosha coshb, (5.67)

no disco de Poincaré. Na girogeometria, as formulas (5.56) e (5.67) nao sio andlogas visu-

almente a seu homologo euclidiano.

A lei do girocosseno (5.56) é uma identidade no espago girovetorial de Mébius (I, &, ®).

Para determinar cos~y, usamos a notac¢ao

s s (5.68)
Qab = 253aﬁb267

de modo que (5.56) pode ser escrito como

1 a
P, =t Qap COS Y

1 ?
s1— 5Qapcos7y

(5.69)
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implicando em

SPabc
(1 + %Pab(:)Qab'

Similarmente, por permutacoes ciclicas de giroangulos e lados do girotriangulo ABC,

cosy = (5.70)

Figura 5.11, temos

SPbca
cosa = 5.71
(1 + %Pbca)ch ( )
e
PCQ
cos f = o cab (5.72)

(1 + %Pcab)Qca‘
Teorema 5.32. (LLL) Se, em dois girotriangulos, trés lados de um sao congruentes a trés

lados de outro, entao os dois girotriangulos sao congruentes.

Demonstragao. Segue da lei do girocosseno (Teorema 5.27) que o girocomprimento dos trés
lados de um girotriangulo determina a medida dos trés giroangulos. Portanto, pela Definicao

5.26, os dois girotriangulos sao congruentes. O

Teorema 5.33. (LAL) Se, em dois girotriangulos, dois lados e o giroangulo determinado
por eles sao congruentes a dois lados e ao giroangulo entre os dois lados do outro, entao os

girotriangulos sao congruentes.

Demonstrac¢ao. Segue da lei do girocosseno (Teorema 5.27) que os girocomprimentos dos
dois lados de um girotriangulo e o giroangulo entre eles determina o girocomprimento do
terceiro. Portanto, pelo caso de congruéncia LLL (Teorema 5.32), os dois girotriangulos sao

congruentes. O

O teorema de Pitagoras tem uma longa histéria. Ele desempenha um papel importante
na trigonometria, dando origem as funcoes trigométricas elementares sin «, cosa, etc. No
caso especial de v = 7/2, correspondente a um girotriangulo retangulo, Figura 5.12; a lei
do girocosseno ¢ de particular interesse, uma vez que da origem ao teorema de Pitagoras
Hiperbdlico no modelo da bola de Poincaré e as fungoes girotrigonométricas elementares

sin o, cos «, etc.
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Teorema 5.34. (Teorema de Pitdgoras Hiperbdlico de Mobius) Seja ABC um giro-
triangulo em um espago girovetorial de Mébius (Vq, ®,®) com vértices A, B,C € V, lados

a, b, c € V, e girocomprimento de lados a,b,c € (—s,s),

a=6BaC, a=|al,
b=0CdA, b=|b|, (5.73)
c=0ADB, c=|c]

e com giroangulos o, 3 € v nos vértices A, B e C. Se v =m/2, Figura 5.12, entdo
—=—0 —. (5.74)

Demonstragao. A identidade de Pitdgoras Hiperbdlica (5.74) segue da lei do girocosseno

(5.59) com v = 7/2. O

Observacao 5.35. (A identidade de Pitdgoras Euclidiana) Quando s € grande, s —

00, a Identidade Pitagorica Hiperbolica de Mobius 5.74

2 2 b2
% - % o=, (5.75)

no espago girovetorial de Mébius (R, @, ®), reduz-se para a Identidade Pitagorica Euclidiana
a’+ b = (5.76)
no espago Euclidiano (R™,+,-) (ver Figura 5.12 e observagao 5.30).

O giroangulo a e  em (5.71) - (5.72), que corresponde a v = 7/2 em (5.70), mostrado
na Figura 5.12, é de particular interesse. Quando v = 7/2, temos cosy = 0 e, portanto, por
(5.70), P = 0 implicando, por 5.68, na identidade Pitagérica Hiperbdlica de (5.56). Esta

ultimo, por sua vez, implica em

2 2 2
Pbca 7b_@c_@a_
S S
b? a2 b2 2
=505 e)ey
S
20 /s
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Finalmente, pela substituicao de (5.77) por (5.71) e por meio de alguns célculos algébricos,

temos
Bib _ bg
cosa = e = e (5.78)
Similarmente, temos
Bea _ ag
COSﬁ = @ = 5, (579)
conforme mostrado na Figura 5.12, onde usamos a notagao de (5.80) abaixo.
A notagao usada em (5.78) e (5.79) é a seguinte
A — 2 a B a
R e Y
a a (5.80)

— fla= -
ad 1+ ||al]? /s 14 a?/s?

para a € V,, onde v, e [, sao os fatores gamma e beta dados pelos pares de equagoes

similares
1 1

W=——— e fy=————,
||V||2 (5.81)

IIvII*
L- 5 L+ g
para qualquer v € V,. Chamamos ag e a., respectivamente, as correcoes de gamma e beta

de a.

Tomando magnitude em (5.80), temos

la,=llally= 22 = —2__ ¢ _,
Y Y la . ||a||2 /32 1 — a2/32 &
lagll=llallo= 2 all= — 2 _ ¢ _, .
g a 1+ a2 /2~ 14+a2/s2 7
para a € V, claramente, a, € [0,00) e ag € [0,5/2).
Invertendo as equagoes em (5.80) e (5.82), temos
2a,
1+\/1 (2 llay[]) 2/52
s, (5.83)
14+ /1= (2 [lag])?/s?’
e assim
2 [a]|,
Jal|= .
14+ /1+ (2 |a]l,)?/s
5 || H (5.84)
al|g
all=

L+ /1= (2 [all5)2/s*
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ou, equivalentemente,
2a.,

1+ /1+ (2a,)%/s?
2&5
1—(2a5)2/s2

(5.85)

Teorema 5.36. Sejam a, b, c os girocomprimentos dos lados de um girotriangulo retangulo

em um espago girovetorial de Mébius (V,, B, ®), Figura 5.12. Entao,
2 2
() () -
Cy Ca
2 2
b
ORCR
Cp 07

Demonstragao. A identidade Pitagérica Hiperbdlica (5.74), expressada em termos de adigao

(5.86)

comum, ao invés da adicao de Mobius, toma a forma

2 2 b2 1 2 b2
C_e r_la+r (5.87)

o 252
s s s s14 e
S

e (O () =0 529

S

de modo que

Expressando a, b, ¢, em termos das suas correcoes gamma e beta, pela identidade em 5.85
para a e pelas identidades similares para b e ¢, e ainda substituindo esses adequadamente no

Teorema 5.36, nota-se que a identidade desejada, (5.86), do teorema ocorrera. O

As identidades do Teorema 5.36 podem ser escritas, por meio de (5.78) - (5.79), como

2
<a—”> +cos? v = 1,
Cy

b\ 2
cos® 3 + <i> =1,

onde a e 8 sao os angulos agudos de um girotriangulo retangulo, Figura 5.12. A identidades

(5.89)

em (5.89) sugerem o que consta na defini¢ao a seguir.

Definicao 5.37. Sejam ABC um girotriangulo retangulo, em wm espaco girovetorial de

Mobius (Vg, B, ®), com giroangulo agudo o e 3, Figura 5.12. Entao

sina = &

c )

bl (5.90)
cosf = —.
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Mediante a Defini¢ao 5.37, as identidades (5.89) podem ser escritas como

sin? a 4 cos? o = 1,
(5.91)

cos? B +sin® B = 1,
para o girotriangulo retangulo da Figura 5.12. Assim, encontramos as fungoes girocosseno e
giroseno, que compartilham propriedades notaveis com as suas homoélogas trigonométricas.
Existem também importantes diferencas, por exemplo, se a e 8 sao dois giroangulos nao retos

de um girotriangulo retangulo, Figura 5.12, entao, em geral, cosa # sin 8 e sina # cos 3,

como podemos ver a partir de formulas mostradas na Figura 5.12.

As funcoes giroseno e girocosseno do giroangulo comportam-se como as funcoes seno e
cosseno. Para confirmar tal situacao, podemos mover o vértice de qualquer giroangulo para
a origem do espago girovetorial de Mobius, onde o giroangulo, seus girocossenos e girosseno
transformam-se em um angulo com o seu seno e cosseno, como monstrado na Figura 5.2
e 5.3. Portanto, as funcgoes girotrigonométricas podem ser tratadas da mesma forma que,
comumente, as fungoes trigonométricas sao tratadas. Assim, por exemplo, a férmula de

adicao do girosseno diz respeito a familiar férmula de adigao de seno

sin(a + §) = sina cos § + cos asin f3. (5.92)

Com isto, qualquer identidade trigonométrica é idéntica a uma identidade correspondente

girotrigonométrica.

Teorema 5.38. (Lei do Girosseno no Espaco Girovetorial de Mobius) Seja ABC
um girotriangulo, em um espago girovetorial de Mébius (Vs, &, ®), com vértices A, B,C €

Vs, lados a, b, ¢ € V,, e girocomprimentos dos lados a,b,c € (—s,s),

a=ocBaC, a=|al,
b=0CoA, b= b, (5.93)
c=OA®B, c=| ]

e com giroangulos o, B e v, nos vértices A, B e C, Figura 5.13. Entao,

Q C

b y (5.94)

sina sinf  siny’
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a= |
T p=ocCm4d b=|p|
c=6AdB c =||¢]
h =]

sine = -

sinB = 2

Figura 5.13: A lei do giroseno em espacos girovetoriais de Mébius.

Demonstracao. Segue da Definicao 5.37, e da prova da lei do giroseno, como mostrado na

Figura 5.13. [

Empregando a identidade sin®y = 1 — cos®>y e a condicdo sin v > 0 para qualquer
giroangulo v de um girotriangulo, obtemos de 5.59 a expressao para sin~y em termos dos

lados do girotriangulo, Figura 5.13,

sin'y _ w<a7 b7 C SW(—C% ba C SW(‘% _ba C SW(@’ ba —C S) ,}/37 (595)
2a4b,
onde
1 b
Y(a,b,c;s) = \/g[(b ®c)+al(l+ S—g) = Vas + by + ¢s + ashscs. (5.96)

A funcao ¥(a, b, c;s) é real e simétrica em suas varidveis a, b, ¢ que representam os trés

lados de um girotriangulo, Figura 5.13. Segue da inequagao girotrigonométrica b ® ¢ > a
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que a funcao

W(—a,b,c;s) = \/é[(b ®c)—al(l+ g) = \/—aS + by + ¢y — asbycs, (5.97)

é real. Uma observacao similar aplica-se também as fungdes (a, —b, ¢; s) e ¥(a, b, —c; s).

Definigao 5.39. A diferenca entre a soma dos trés giroangulos e w é chamada de defeito do

girotriangulo.

Observagao 5.40. Seja ABC' um girotriangulo em um espago girovetorial (Vs, ®, ®), Figura
5.11, com vértices A, B,C, correspondendo ao giroangulo o, 3,7 e dos lados de girocompri-

mentos a, b, c.

O giroangulo defeito d, onde
d=m—(a+p+7) (5.98)

do girotriangulo ABC' estd relacionado ao girocomprimento dos lados do girotriangulo e dos

giroangulos pela identidade

) asb, sin y asCs Sin 3 bsc, sin av

tan — = = = : 5.99
a 2 1—ashscosy 1—asgcscosfS 1 —bsescosa ( )
E seus lados podem ser determinados pelos giroangulos da sequinte forma:
g2 o cosa + cos(fB + )
* cosa+cos(B—7)’
p cos 3 4 cos(a + ) (5.100)
* cos 4+ cos(a— )’ '
, cosvy+cos(a+
;= .
®  cosy+ cos(a — B)

Com 1isto, temos uma forma de determinar congruéncias de girotriangulos por meio de

(Girodangulo - Girodngulo - Giroangulo)AAA.

Observacao 5.41. Sejam « e 3 dois giroangulos de um girotriangulo e seja ¢ o girocom-
primento do lado incluido. Entao, o terceiro giroangulo, 7y, do girotriangulo é dado pela
equacao

cosy = —cos acos 3+ (v2/?) sin asin 3. (5.101)
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