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Introducao

As equagoes de Navier-Stokes foram assim denominadas apés Claude Louis Marie
Henri Navier e George Gabriel Stokes desenvolverem um conjunto de equacoes que

descreveriam o movimento de fluidos e gases.

Claude Louis Marie Henri Navier

Nasceu em 10/02/1785 em Dijon, Franca e faleceu em 21/08/1836 em Paris, Franga.
Em 1802, Navier entrou para Ecole Polytechnique onde teve Fourier como profes-
sor de Anélise. Em 1804 continuou seus estudos na Ecole Nationale des Ponts et
Chaussées. Apos estudar alguns problemas de engenharia tratando de construgao
de pontes em Gra Bretanha, entre 1821 e 1823, escreveu um tratado sobre o as-
sunto, onde usando “métodos matematicos modernos”, apresentou um projeto com
calculos precisos sem a necessidade de se exagerar nas estruturas para compensar
aproximagoes e erros tipicos da engenharia. Ao mesmo tempo estava publicando suas
famosas equagoes de fluidos (agora conhecidas como equagoes de Navier-Stokes).

Navier projetou a primeira ponte suspensa a ser construida em Paris, entretanto



sua ponte desenvolveu uma rachadura mesmo antes de ser inaugurada, o que depois

de guerras politicas resultou na remoc¢ao da mesma.

N ~r

it et - ;

Foram feitas acusagoes de que Navier era 6timo matematico tedrico e nao pratico.
Este debate foi uma versao de mais uma disputa entre franceses e britanicos. Hoje
Navier é lembrado nao apenas como um construtor famoso de pontes, mas principal-
mente pelas suas equacoes de fluidos, as quais tem uma imensa importancia tanto
nas engenharias de construcao civil, hidraulica, aeronautica e outras, como também

nas ciéncias exatas como fisica e matematica.

George Gabriel Stokes

Nasceu em 13/08/1819 em Skreenn, Irlanda e faleceu em 01/02/1903 em Cam-
bridge, Inglaterra. Estudou em Trinity College Dublin e em 1835 mudou-se para a
Inglaterra e entrou na Faculdade de Bristol em Bristol. Os dois anos em Bristol eram

importante para os estudos em Cambridge. Teve como orientador William Hopkins
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que o incentivou a fazer pesquisa em hidrodinamica. Além dos conselhos de Hopkins,
Stokes foi inspirado a entrar neste campo pelo recente trabalho de George Green.
Stokes foi um matematico e fisico Irlandés que se distinguiu pelas suas contribuigoes

na dinamica dos fluidos.

A primeira descricao matematica para o movimento de um fluido ideal foi for-
mulada em 1755 por Euler [5]. Esta formulagao foi obtida aplicando-se a segunda lei
de movimento de Newton em um fluido que se move sobre a acao de uma forga in-
terna conhecida como gradiente de pressao. Restringindo nossa atencao para fluidos
homogéneos e incompressiveis, isto ¢, com densidade de massa constante, ocupando
todo R™, n = 2 ou n = 3, as equagoes de Euler descrevendo a evolucao no tempo do
campo de velocidades u = u(x,t) e a pressao p = p(z,t) de um fluido incompressivel

tinham a forma:

%HU-V)UZ—VZ% (xR, £>0) (1)
Vou=0 (2)

com condicdo inicial u(x,0) = uy(z).

Estas equacoes, embora teoricamente importante, omitem os efeitos de forcas de
atrito. Para incorporar estas forcas, Navier, publicou em 1822 um artigo [20] com
a deducao de equacgoes de movimento para fluidos viscosos no qual ele incluiu os
efeitos de atracao e repulsao entre as moléculas. Destas consideragoes ele deduziu a

seguinte modificacao da equacao de Euler:

%+(U~V)U—6Au—Vp, (x€R", t>0) (3)
V-ou=0 (4)

com condigao inicial u(z,0) = ug(x).

Para Navier, € era uma simples funcao do meio molécular para a qual ele nao

atribuiu significado fisico algum. A apresentacao de seu artigo [20] foi bem aceita
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pela academia de ciéncias da Franca. Navier foi eleito membro da academia em

Janeiro de 1824.

As equagoes de movimento de fluidos viscosos foi novamente deduzida por Cauchy
em 1828 e por Poisson em 1829. Em 1843 Barré de Saint-Venant publicou, com maior
embasamento fisico, uma deducao destas equacoes que se aplicam nao somente para

fluxos laminares (considerado por Navier) mas também para fluxos turbulentos.

Entretanto, o nome da pessoa que é agora anexado as equacoes de Navier é o
George Stokes. Em 1845 ele publicou uma dedugao de equagoes para o movimento de
fluidos viscosos numa forma que é usada nos textos correntes. Diferente de Navier,
Stokes tornou claro que o parametro € tem um importante significado fisico; a saber:

€ mede a viscosidade do fluido.

Desde que as equagoes de Navier-Stokes incorporam os efeitos do atrito, elas sao
fisicamente mais realistas do que as equacoes de Euler. Entretanto, por razoes fisicas

e matematicas ambas sao importantes.

As equagoes de Navier-Stokes sao usadas para modelar fenomenos climéticos,
correntes oceanicas, fluxos de dgua em canais, fluxos de gds em canos e turbinas,
entre outros. Estas equagoes, nao procuram estabelecer relagao entre as variaveis de
interesse (por exemplo, velocidade e pressao); em vez disto, elas estabelecem relagoes
entre as taxas de variacao ou fluxos destas quantidades. Além disso, é necessario,
em geral, levar em conta a compressividade de gas ou mesmo de um liquido. As
vezes é preciso considerar que o meio apesar de ser continuo, nao seja homogéneo,
que o fluxo consiste em duas (ou mais) fases, etc. As equagdes neste caso podem ser

obtidas de principios basicos de conservagao da massa, momentos e energia.

A conservacao da massa é descrita como

dp . _
5 T divlou) =0, (5)

onde p é a densidade do fluido (massa por unidade de volume) e u é a velocidade

do fluxo correspondente.



A forma geral das equacOes para a conservacao do momento é

p<%+(u-V)u) +Vp = plu+ A+ p)V(V -u) + pf.

onde A e i sao parametros de viscosidade o qual consideraremos constantes positivas.
No caso onde o fluido é homogéneo (ocupa mesmo espaco durante todo o tempo) e

imcompressivel (densidade é constante, p = py > 0), as equagdes ficam

Po (% + (u- V)U) + Vp = plu+pof, (6)
V-u=0. (7)
Dividindo a equagao por pg e substituindo % por P e % por v obtemos
ou
E—uAujL(u-V)ujLVP:f,
V-u=0.

onde u é o vetor velocidade, P é a pressao cinematica, f é a densidade das forgas de
volume e v é a constante de viscosidade cinematica. Considerando que o sistema é

isotermico, nao se faz necessario a lei de conservacao de Energia.

Nas situagoes préticas, o fluido (ou gds) nunca ocupa todo o espago R" e sim
uma regiao limitada, digamos €2 C R"™. Para determinar o fluxo completamente,
algumas condicoes na fronteira dessa regiao devem ser explicitadas. No presente
trabalho nos vamos considerar uma forma fisicamente mais simples destas condicoes,
representando a hipétese que o fluxo possui velocidade zero na fronteira I' da regiao

2 C R™. Matematicamente, isso significa que
u(z,t) =0, em I['x (0,7). (8)
Finalmente, para retratar o inicio do processo de evolucao, temos que impor os dados
iniciais
u(z,0) = ug(x), em S (9)

Assim a formulacao classica do problema de valores inicias e de fronteira para as

equagoes de Navier-Stokes de um fluido homogéneo incompressivel é a seguinte:
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Dados T" > 0, €2 C R™ aberto, limitado, conexo com fronteira I' bem regular,
v>0 f:Qx(0,T) - R"eu : 2 - R" Encontrar uma funcdo vetorial
u = (ug, -, uy) : 2 x(0,7) = R" e uma fungao escalar P : Q x (0,7) — R tais

que:

uW—vAu+ (u-Vu+VP=f emQx(0,T),

V-u=0 em Q x (0,7),
u=0 em I' x (0,7),
u(z,0) = ug(x) em €.

Do ponto de vista matemético, os estudos de J. Leray (1933) [14] marcaram
o inicio do tratamento matematicamente rigoroso das equacoes de Navier-Stokes.
Posteriormente, veio o trabalho de E. Hopf (1951) [11], almejando um tratamento
menos heuristico. Um tratamento mais completo, porém, sé teve inicio com os
trabalhos de C. Foias e G. Prodi (1967) [9], C. Foias (1973) [7], C. Foias e R.

Temam (1989) [8], Ladyzhenskaya [13], entre outros.

Neste trabalho, apresentamos um estudo introdutoério sobre a existéncia, uni-
cidade e decaimento das solugoes de problemas mistos associados as equagoes de
Navier-Stokes nos casos Estacionario Linear, Estacionario nao Linear, Evolucao Lin-
ear e Evolugcao nao Linear. Nosso estudo busca dar uma introducao ao assunto e
é bastante restrito se levado em conta a abrangéncia total dos métodos, técnicas
e artigos relacionados ao estudo matematico das equacoes de Navier-Stokes. En-
tretanto é o possivel de ser feito tendo como pré requisito um primeiro curso de
Anadlise Funcional. Baseamos nossa dissertacao nos resultados contidos em [10],
[22] e [23]. Ainda nesta diregdo e por ser um método construtivo, o qual facilita a
implementagao numérica, usamos o método de Faedo-Galerkin na demonstragao da
existéncia de solugao, exceto no problema estacionario linear onde usamos o teorema

de Lax-Milgram.
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No Capitulo 2, apresentamos notagoes e resultados necessarios para o estudo
feito. No Capitulo 3, provamos a existéncia e unicidade de solucao fraca para os
casos Estaciondrio Linear e Evolugao Linear, quando a dimensao do espago é n > 2.
No caso Estacionario nao Linear provamos a existéncia de solucao fraca paran > 2 e
a unicidade para 2 < n < 4. No caso de Evolugao nao Linear provamos a existéncia
de solugao fraca quando 2 < n < 4 e a unicidade quando n = 2 e n = 3. No Capitulo
4, aprensentamos algumas propriedades de regularidades e decaimento da solugao

para o caso de Evolu¢do nao Linear, no sentido de que u(t) — 0 quando ¢ — oo.
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Capitulo 1

Notacoes e Resultados
Preliminares

Neste capitulo fixamos as notacgoes e apresentamos alguns resultados técnicos que

serao utilizados no decorrer do trabalho.

1.1 Espacos Funcionais

Representamos por €2 um subconjunto aberto, limitado e conexo do R™ (n > 2)
com fronteira I" bem regular. Por IL?(§2) denotamos o espago de Banach das fungoes
vetoriais u = (uq, -+, uy,) : Q@ — R" tais que u; € LP(Q), Vi=1,--- n, isto é

LP(Q2) = (LP(2))", munido da norma

(zuuiwzp(m) e 1<pen
=1

> luillz=@,  se p=oc
i=1

3 =

lulle@) =

No caso particular p = 2, temos o espago de Hilbert L?(€) cuja norma e produto

interno denotamos, respectivamente, por

Jull = (Z ||ui||%z<m> - (Z / |ui<x>|2dx> , (1)

(,0) = (ui,v:)2() = Z/Qui(x)vi(x)dx. (1.2)

i=1
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Por D()) denotamos o espago das funcgoes testes sobre € e, dado um natural m,
H™(2) representa o espago de Sobolev usual de ordem m. Desde que 2 é limitado,
o fecho de D(Q2) em H™(Q2) é um subespago préprio de H™(2) o qual denotamos
por H"(Q).

De modo anélogo aos espagos LP(€2), denotamos os seguintes espacos de fungoes

vetoriais:

D(Q) = (D(Q))", H"(Q) = (H™(Q))" e Hy() = (H,(2))"

Note que se T = (T, ---,T,,) €D (Q) e o = (g1, -+, ©,) € D(Q) entdo

(T, 90>]D)'(Q)><ID)(Q) = Z(Tu Soi>D’(Q)><D(Q)'
i=1

Em H™(Q) a norma e o produto interno sao dados, respectivamente, por

1
n 2 n
ey — zuuiuzm(m) (S I
=1

i=L |jl<m

2

1
2

= Z Z/}DjuZ | de | (1.3)

i=1 |j|<m
(U,U)Hm(g) = Z(ul,vl H™(Q Z Z DJUZ,D Uz)LQ( Q)
i=1 =1 |j|<m
-y Y / Dis() Div () e, (1.4
i=1 |jl<m

onde j = (j1, -, jn) é um multi-indice, |j| = j1++ -+ jn, D; = 8%3@ parai=1,---,n
e D7 é o operador diferencial definido por

DI = DI .Din = L
oxl -+ Ozl

Em particular, como Q é limitado, vale a desigualdade de Poincaré em H{(€2). Neste
caso, denotamos a norma e o produto interno em Hl(Q) respectivamente, por:

=1 j5=1

8uz
Oz,
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(u,0)) = Z((ui’vi))Hé(m -2 <§_Z’§_Z)L2(Q)

- Z / gz;(x)gzz(m)dm. (1.6)

Para um estudo detalhado sobre os espagos de Sobolev veja [2], [18]. No estudo

das equagoes de Navier-Stokes existem alguns espacos funcionais que desempenham
papel fundamental. Representaremos por V o subespago vetorial de D(€2) constituido

pelos campos vetoriais com divergéncia nula, isto é

V = {p € D(Q) tal que div(p) = 0},

. _ agpl agpn o - 6901 2 1
onde div(p) = o1, + -4 9r. ; Bz, O fecho de V em L*(€2), Hy(2) e em

H(Q) NIL™(£2) sao trés espagos bdsicos para nosso estudo, os quais serao denotados

por H , Ve 17, respectivamente, isto é:

—L2(Q) SHL(Q) ~  SHY(Q)NL™(Q)

H=Y , V=y° e V=V
Da teoria dos espacos de Sobolev, sabemos que:
i) Se n=2= H'Y(Q)— LYQ),Vqe€[20),
i) Se n>3= HY(Q) — Lw3(Q),
portanto, H}(Q) NL"(Q) = H(Q) se 2 < n < 4, o que nos mostra que nestes casos

(2<n<4)temos V = V.

Com o objetivo de formularmos uma caracterizacao para os espacos H e V,

introduzimos o espaco
E(Q) = {u € L*(Q) tais que div(u) € L*(Q)},

o qual é um espaco de Hilbert munido do produto interno e norma dados, respecti-

vamente, por:
(u, v)g) = (u,v) + (div(u), div(v)) 2,
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1
. 2
lullecey = (11l + ldiv(@) )

Podemos entao, construir um operador linear e continuo (operador tipo traco)

1

v EL (E(Q), H‘i(l“)), H~2(I) representa o dual de Hz(I), tal que:

i) Yw(u) = (u-v),, Vue D), aqui v é o vetor normal unitério & fronteira I'.

i1) ('y,,(u),vo(w)>H,%(Q)XH%(F) = (u, Vw) + (div(u),w)r2@), V u € E(Q)ew €
HY(Q), aqui v : HY(Q) — Hz(T') é a aplicacao traco de ordem zero usual.

Desta forma, é possivel obter (veja [22]) a seguinte caracteriza¢ao para os espagos

HeV:

H = {u € L*(Q) tal que div(u) = 0 e 7,(u) = 0}, (1.7)

V = {u € Hy(2) tal que div(u) = 0}. (1.8)

As equagoes de Navier-Stokes, conforme veremos nos capitulos seguintes, terao
uma formulacao variacional. A interpretacao adequada destas formulacoes varia-

cionais dependem diretamente dos lemas a seguir.

1.2 Lemas Técnicos

Lema 1.1 Seja T = (T4, ---,T,) € DI(Q). Entao (T, ) =0, para toda p €V se, e
somente se, existe Q € D'(Q) tal que T = VQ.

Dem: Ver [22] p. 14.

Lema 1.2 Se P € D'(Q) e todas as primeiras derivadas D;P € H'(Q) entdo
P e L*(Q).

Dem: Ver [22] p. 15.

Lema 1.3 Se n =2, entao

1
lulzue) < Zlullzollullmo, Vu € H(€@). (1.9)

V2
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Se n =3, entao existe uma constante C' tal que

(1.10)

Dem: Inicialmente provamos (1.9) para ¢ € D(Q2). De fato, considerando

- () se xz€f
Plz) = { SDO se x€R"\Q

entao

_ 1 a’v 00 a~
oz, x9) :/ 89201 (s,29)ds = —/ a(pl(s x9)ds,

o que nos leva a

20(x1,x9) = h gﬂi (s,z9)ds — h gfl (s, 29)ds.
1
Assim,
2|3 (a1, 22)] < /°° a:; (5.9)] ds.
De modo anélogo,
P(w1,79) = N gai (21,8)ds = — w:O S—Z(xl,s)ds,
o que implica
2|@(z1, z2)| < /OO a;(zl,s) ds.

Multiplicando membro a membro as desigualdades (1.11) e (1.12) temos:

P
8:151

9y

(9.1'2 (1'17 S)

—(s,9)

et ( o) (/.

a qual apés integracao sobre o R? nos conduz a:

ds) ,

4/ |§5($1,5E2)|2 ddfldfbg

NI
SNTNCEE B RN
([l L )

81’2 8371
17

) ([ e

9o
8:1:1

ds) dzidxs

ds) dxs

—(s,x2)

5 —(2)

(1.11)

(1.12)



Logo,

0p

dp
8_x1<x)

IR

).

dx) Yo e D(Q). (1.13)

) (/.

i

) ([ |oe

X2

1
[ ot e < 3 (/
RQ 4 RQ

Como @ é zero fora de €2, resulta que

/|gpx1,x2| de < = (/ Op

5 )
Em particular considerando 1 = ¢? com ¢ € D() teremos ¢ € D() e de (1.13)

()

vemos que
1 1 ¢
2 < (= Z bt
[ ras < <2 ! )(2 ax \ )
1 2 1 1 2
< 5 —|= dx
2 83:1 2 2 83:2
B 1 80 2 Do 2
- 2( ia o) +5(3 ) <x>'ia@<x> i)
1 1 2
= 5(/%@ I' )+§(/|w dx)
390 9 ||?
< , e
= HSDHL 2(Q) 8:61 LQ(Q) HSOHL D4 L)
_ 1”@”22 Op ’ 9p i
2 L(Q) 8.’])1 LQ(Q) 81'2 LQ(Q)

1
= sleliwlelim

Portanto, [[¢ll74(q) < 5lllz2@llellEy o) 0w ainda @7 < Zlellz@llelme
para toda ¢ € D().
———HY(Q
Considerando que D(f) @ _ H}(Q) — L*R), pois n = 2, por densidade

segue a desigualdade (1.9).

Vamos agora provar (1.10) para ¢ € D(2). De fato, de (1.9) temos que

2
1
lo(2)[*dzyday < 3 (/ |<,0(x)|2d:c1da72> </ Z |Di<,0(x)|2dx1dx2> .
R? R2 R? {5

Integrando

/RS (@) *de < %/Z{( 5 |90(m)|2dx1dx2> </RQ§;|D,-¢(90)|2dx1dx2>}d13

18



< %(SgspAQ |p(@1, w2, 73)] dl’ld%) (Z 1D Za g ) :
Mas
ool = | [ Datoter a2 a
e
= '2/_00 @(xh$27§)D3%0(1‘17$2a§)d§’
< 2 [ lotonn Ol Dsplon, a2, )l
e portanto,
sup [ oo ora)fdndey < 2 [ lo@)|Dapla)lds
< 2@l zees)l| Dspll L2 s)-
Logo

2
/R3|90(I)|4dx < llelle2@ [ Dsgll 2 es) (Z |\D¢<P||2Lz<R3)>

i=1
1
3 2 3
< lollz2ws) (ZHDWH%%RS)) (ZHDWH%?(RS))
i=1 i=1
3
3 3
< lepllzos) (Z HDmHiQ(Rs)) :
=1

Portanto temos o desejado. W

Lema 1.4 Sejam ¢, ¢, g fungoes nao negativas definidas em [0,00), g Lipshitziana;

«, B numeros reais positivos. Suponhamos que

¢ () + ¥(t) < g(g(t), t>0;
$(0) = ¢o;

) < a¢® para toda ¢ < f3;

/ o(t)dt < oc.

Entao tem-se que

o) < &=

o0 e — P E
ds < ——— — todo t > —eF.
/t P(s)ds < v ., para todo t > ﬁe
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Dem: Ver [10] p. 656.

1.3 Teorema de Lax-Milgram

Sejam V' um espaco de Hilbert com produto interno e norma dados, respectivamente,

por (-,-), || -] ea:V xV — R uma fungio real definida em V x V.

Dizemos que a(u,v) é uma forma bilinear em V x V quando a : V xV — R é

linear em cada coordenada.

Dizemos que uma forma bilinear em V' X V' a(u, v) é continua em V X V' se existe

uma constante M > 0 tal que

|a(u, v)] < Mlfullllvf|, Vu,veV

Dizemos que uma forma bilinear e continua em V x V' a(u,v) é coerciva quando
existe a > 0 tal que

a(v,v) > aljv||?’, YveV.

Lema 1.5 (Teorema de Laz-Milgram) Sejam V' € um espago de Hilbert separdvel e
a(u,v) € uma forma bilinear, continua e coerciva em V XV, entdo para cada L € %8

existe um unico u € V' tal que

a(u,v) = L(v), Vv € V. (1.14)

Dem: Seja (w;);jey uma base Hilbertiana de V. Para cada m € N consideremos
Vin = [w1, -+, wy,] o subespago de dimensao finita gerado pelos m primeiros ele-
mentos da base (w;);en. Por meio do seguinte problema aproximado projetamos a

equagao variacional (1.14) em V,,:

Problema Aproximado

Existe u,, € V,, tal que a(un,,v) = L(v), Vv € V,,. Equivalentemente, existem

m
escalares &, - -+, & tais que  u,, = Zfzmwz satisfaz
i=1
a(tm, w;) = L(w;), 1<j<m.
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Para verificarmos que o problema aproximado possui solucao, note que

a(tm,w;) =a (zm: fimwi,wj) = zm:&ma(wi,wj)-
i=1

i=1
Logo, como j varia de 1 até m, temos o sistema:

a(wy, w1)&im + a(wa, w1)om + -+ 4 (Wi, w1)Emm = L(wn)
a(wy, we)&1m + a(we, wo)lom + -+ + a(Wp, W2)Emm = L(wo)

que na forma matricial é dado por

a(wy,wy) a(wy,wy) -+ a(Wp,wr) S1m L(w;)
a’(wlawm) a(w2awm) a(wrmwm) Emm L(wm)
ou ainda
A-X =DB.

Pela coercividade de a(u,v) resulta que a matriz A é inversivel. Com efeito,

consideremos o operador
A: R — R™
r — A-x
Seja © = (z1,---,z,) € Ker A, entao
0= (A -z, 2)gm =2 A 2" = alu,u),

onde u = ziwy1 + -+ + Ty, Wy,

Desta igualdade e a coercividade de a(u,v) temos

0 =a(u,u) > allul]* (a>0).

Portanto u = 0, o que implica z;w; + - - - + z,,w,,, = 0, ou seja, 1 = - =z, = 0

pois {wy, -+, wy} é LI. Logo z = 0, e consequentemente Ker A = {0}, o que

mostra a injetividade do operador A.

Concluimos com isto que o problema aproximado possui uma tinica solugao.

Estimativa
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Fazendo v = u,, € V,, no problema aproximado e usando a coercividade de

a(u,v) obtemos:
1 1
m 2 < = ms Um) = —L(ty,
ol < 0) = L)

1
< (Ll llumll,
(0%

ou seja
1
fun < NS, YmeN.

Portanto (u;,)men ¢ uma sequéncia limitada em V. Logo existem uma subsequéncia

(ug)ken de (Up)men € u € V' tais que

up — u em V.

Passagem ao Limite

Desde que a(u,v) é uma forma bilinear e continua temos que para v € V, fixado

arbitrariamente, a aplicagao

a(bv): V. — R

u +— a(u,v)

é linear e continua, isto é a(-,v) € V'. Deste fato e a convergéncia fraca acima temos

que
a(ug,v) — a(u,v), YveV. (1.15)

Por outro lado, se v € V, existe uma sequéncia (v,,)men C Vi, tal que v, — v em

V. Para k > m temos V,, C V} e portanto
a(ug, vm) = L(vp).

Fixado m e tomando o limite nesta igualdade quando k — oo, de (1.15) temos
a(u, vy) = L(vy,).
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Agora tomando o limite quando m — oo temos que u satisfaz (1.14), o que prova a

existéncia.
Unicidade

Suponhamos que dado L € V' existam uq,us € V tais que
a(ui,v) = L(v), VveV,

a(ug,v) = L(v), VoveV.

Logo a(u; — ug,v) =0, Yv € V. Fazendo v = u; — us teremos
0 =a(uy — ug,u; —ug) > allu; — uyl?

onde na ultima desigualdade usamos a coercividade de a(u,v). Como o > 0 temos

que ||uy — uz|| = 0 e portanto u; = ug, provando a unicidade. l

1.4 Lema do Angulo Agudo

Lema 1.6 Seja X um espaco de Hilbert de dimensao finita com produto interno e
norma denotado, respectivamente por (-,-) e ||-||x. Se P: X — X € uma aplicagao
continua e existe uma constante p > 0 tal que (P(£),&) > 0, V |&|lx = p, entdo

existe & € X com ||&ol||x < p tal que P(&) = 0.

Dem: Suponhamos que P(§) # 0, V¢ € B,(0). Considere a seguinte aplicagao

P
S : B,(0) — B,(0) definida por S(&) = —pﬁ. Desta forma, temos que S é

continua e pelo teorema do ponto fixo de Brower (veja [12]) existe {; € B,(0) tal

que 5(51) = &1
Deste modo temos:
)” —& = el =p

P&
TP
Mas

H§1H2X = <§1a€1> :< HP((§11‘>|X 5 >
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S
- HP(£1HX<P<€1)7£1>7

ou seja
(P(&1), &) = —1PE)Ix[&llx <0,

o que é um absurdo. Logo existe & € X tal que ||&]lx < pe P(§)=0. 1R

1.5 A Integral de Bochner

Sejam {2 um subconjunto mensurdvel de R™ e (X, || - ||x) um espaco de Banach.
Dizemos que f : Q2 — X é uma fungao vetorial simples se assume um niimero finito
de valores, ou seja, f é simples se existem (21, - - -, 2, subconjuntos mensuraveis de
2, dois a dois disjuntos, 2; U---U€2, =, cada qual tendo medida finita e existem

x1, -+, T, pontos nao nulos correspondentes em X tais que:
1) = xo,(€);
j=1

onde xq, ¢ a funcao caracteristica de €2;.

Define-se a integral da funcao simples f : 2 — X por:
> med(Q;);,
j=1
e denota-se
[ 16 =3~ med(s)a;
Q =

Uma funcao f : 2 — X é dita integravel a Bochner se existe uma sequéncia de

fungoes simples { f, }nen tal que:

fu(§) = f(§) em X, qs. em €,
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e além disso

Qf( )d¢ = lim fn(é) dg.

n—oo

Apresentamos a seguir, uma caracterizagao para as funcgoes integraveis a Bochner,
assim como alguns resultados interessantes que preservam o “espirito” da integral de
Lebesgue. Um estudo detalhado sobre a integral de Bochner, bem como a demon-

stragao destes resultados podem ser encontrados em [23].

Teorema 1.7 Uma funcdao f : Q0 — X € Bochner-Integravel se, e somente se, a

aplicagao numérica § — || f(&)||x € integrdvel a Lebesgue e

< / 1£(6) e,

Teorema 1.8 Sejam X e Y espacos de Banach e T : X — Y um operador linear

limitado. Se f : Q) — X € uma aplicagao Bochner-Integrdvel, entao T'o f : QQ =Y

[ rrenas =7 ( / f(&)d€> |

1.6 Distribuicoes Vetoriais

¢ Bochner-Integrdavel e

Seja X um espago de Banach. Denotaremos por D(0,7; X) o espago vetorial das
fungoes vetoriais ¢ : (0,7) — X indefinidamente diferencidveis com suporte com-
pacto contido em (0,7"). O suporte de ¢ é denotado por supp(yp). Diremos que
uma sequéncia (¢, )yeny converge em D(0,7; X) a uma funcao ¢ € D(0,T;X) e

eSCcrevemos
o, — @ em D(0,T; X)

se:

i) existe um compacto K C (0,7) tal que supp(y,) e supp(p) estao todos con-

tidos em K,
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i1) Para cada k € N, go(yk) — ® em C([0,T]; X).

Todos espagos vetoriais aqui considerados serao reais bem como os escalares.
D(0,T) é o espago das fungoes testes sobre o intervalo (0,7"). Dizemos que uma
aplicacao T' : D(0,7) — X é continua quando para toda sequéncia (6,),en C
D(0,T) tal que 6, — 6 em D(0,T) tem-se que (1,60,) — (T,0) em X. Por
D’ (0,75 X) representamos o espago vetorial das aplicagoes lineares e continuas de

D(0,T) em X, isto é:
D(0,T;X) ={T :D(0,T) — X; T é linear e continua }.

. A~ . !
Diremos que uma sequéncia (7),),en converge em D (0,75 X) a um elemento

T € D'(0,T; X) e escrevemos:
T,—TemD(0,T;X),
se

(T,,0) — (T,0) em X, V6ecDO,T).

O espago D'(0,T; X) equipado com esta no¢ao de convergéncia é denominado

espago das distribuigoes vetoriais de D(0,7T") com valores em X.

Para T € D'(0,T; X) definimos a sua derivada de ordem k, T, da seguinte

forma:
(T, ) = (~1)(T,6%), ¥0 & DO, T).

Com esta definicdo temos que T € D'(0,T; X), V k € N, e o operador derivacio é
contfnuo em D'(0,T; X) , ou seja, se T, — T em D'(0,T; X) entdao T® — T*) em
D'(0,7;X), V k. Para uma abordagem completa sobre o espago das distribui¢oes

vetoriais consulte [16].
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1.7 Resultados de Compacidade

Denotaremos por LP(0,T;X), 1 < p < 00, o espago de Banach das (classes de)
fungoes vetoriais w : (0,7) — X tais que a aplicagao t — |lu(t)||x ¢ integrdvel a

Lebesgue em (0,7"). A norma em LP(0,T; X) é dada por

T , -
lullooor, = ( / Hu(tmxdt)

O caso p=o0, L>®0,7;X) é o espago de Banach das fungoes vetoriais
w: (0,T) — X tais que a aplicagao t — ||u(t)||x é essencialmente limitada em (0,7).

A norma em L>(0,7; X) é dada por

|| oo o,r,x) = sup ess ||lu(t)]|x.
te(0,T)

Se X é um espaco de Hilbert entao L2(0,T; X) é também um espaco de Hilbert com

produto interno dado por
T
(Ua U)L2(0,T;X) = / (U(t)7 U(t))th~
0
Para v > 0, consideremos o espaco de Hilbert
H' (R, Xo, X1) = {v € L*(R, Xy), Djv € L*(R, X,)}
com norma definida por

~ 2
e 1 e £ Y (1.16)

onde Dj]v é a derivada fracionéria de ordem ~ de v e ¥ denota a transformada de

Fourier de v, conforme [22] e [16].

Para qualquer conjunto K C R, associamos o subespago Hj, de H” definido

como sendo o conjunto das fungoes u € H”? com suporte contido em K, ou seja,
Hi (R, Xo, X1) = {u € H'(R, Xo, X1), supp(u) C K}.

Um teorema de compacidade pode ser agora enunciado.
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Teorema 1.9 Sejam Xy, X e X; espacos de Hilbert com Xo> X — Xy. Entdo

para qualquer conjunto limitado K C R e qualquer v > 0 temos
Hie(R, Xo, X1)=L*(R; X).

Dem: Ver [21] p. 274.

Dados Xy, X e X; como no Teorema 1.9, denotamos por
W(0,T) = {v;v e L*(0,T; Xy), v' € LY0,T; X1),1 < p,q < oo},
o qual é um espago de Banach munido da norma

[vllw = llvllzerix0) + 11V | Lao.r:x0)-

Desta forma, temos o seguinte resultado:
Teorema 1.10 (Teorema de Aubin-Lions) W (0,T)<=LP(0,T; X).
Dem: Ver [21] p. 271.

Lema 1.11 Sejam X um espago de Banach, X' o dual de X e u,g € L*(0,T; X).

Entdo sao equivalentes:

t
i) u(t) =¢ +/ g(s)ds, q.s. em [0,T], & € X, isto é, u € igual q.s. em [0,T] a
0

uma primitiva de g.
T T
i) [ ue == [ g0, ve e DO.D)
0 0

i) —(n, W xxx = (0, xxx V1 € X' no sentido das distribuicoes escalares
dt n n n

sobre (0,7T).

Dem:

t
i) = 4i) Suponhamos que u(t) = & + / g(s)ds. Entao para toda ¢ € D(0,T)
0

[ = [ e+ [ o) doa
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it) = 111) Desde que u,g € L'(0,T; X) entao para toda n € X’ temos que as
funcoes

t—= (nult)xxx e t— (n,9(t)xxx

pertencem a L'(0,T). Logo ambas definem distribuicées em D'(0,T) e

() xrs @) = / (n, u(t))xxxp()dt, Vo € D(O,T),

(0, 90w 0) = / (1, 9(6)) xoxol(t)dt, Vo € DO, T).

Portanto, para toda ¢ € D(0,T) temos que

(Gounre) = v
= —/O (0, u(t)) xxx' (t)dt = —/0 (n, @' (t)ult))xrxxdt
. / S (Bu(t)dt) = —(n, — / o (Dg(t)dt)
= [ aneod = (g,

ou seja

d

%<7],U(t)>xf><x = <7779<t)>x’xx no sentido de D/(OaT)

Note que aqui usamos propriedade da integral de Bochner e a hipétese (ii).

d
i1i) = 11) Suponhamos que %(n, u(t))xxx = (1,9(t)) x xx no sentido de D'(0,T'),

entao
—((n,u(t))xrx, @) = (0, 9()) xxx, ), Yo € D(,T),
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ou ainda
((n,u(t)) xrx, @) + {0, 9(O)) xrxx,90) =0 Y € D(0,T),

/0 )y (Dt + / (0, 9(8)) s (E)dt = 0,

ou seja
T T
<n,/ u(t)cp’(t)dt—l—/ g(t)gp(t)dt> =0 Vne X'
0 0 X'xX
Logo,
T T
/ u(t)gp’(t)dt—i—/ g()p(t)dt =0 em X,
0 0
ou entao

/0 u(t)' (t)dt = —/0 g(t)p(t)dt Ve e D(0,T).

t
i1) = 1) Queremos mostrar que existe £ € X tal que u(t) = 5—1—/ g(s)ds q.s.
0

em [0, 7], equivalentemente
¢
u(t) —/ g(s)ds =& q.s. em [0,T].
0

t

Logo, consideremos ug(t) = / g(s)ds e v(t) = u(t) — up(t) e vamos provar que
0

v(t)=¢, € X qs. em [0,T].

De fato, para ¢ € D(0,T) tem-se
T / T T
[ ewewa = [ uned- [ oo
0 0 0
T T
=~ [ stear— [ wioe o
0 0
T T
=~ [ stvetar+ [ gttetar
0 0
onde usamos a hipétese e integracao por partes. Logo
T /
/ o(B)g (H)dt = 0, Yo € D(O,T). (1.17)
0

A seguir vamos considerar uma fungao teste ¢ conveniente. Dada ¢ € D(0,7T)

T T
denotamos A\ = / e(t)dt e seja ¢o € D(0,T) tal que / wo(t)dt = 1. Assim
0 0
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definimos
b(t) = / (o(s) — Agols) ds.

Claramente ¢ € C=(0,7) e ¥'(t) = @(t) — Apo(t). Logo para concluirmos que
Y € D(0,T) resta-nos provar que 1 possui suporte compacto em (0, 7). Com efeito,
Como ¢, pg € D(0,T), existe § > 0 tal que p = @y =0em (0,0)U(T—9,T). Assim
é 6bvio que (t) = 0 em (0,4). Além disso se t € (T'— §,T) entao

60) = [ )= Naods = [ olstis— [ Aeulssis
= /Otw(s)ds + /tT o(s)ds — )\/Ot wo(s)ds + )\/tT wo(t)dt

- /OT gp(t)dt—)\/OTSOO(t)dt

T
= / e(t)dt — -1 =0.
0

Na segunda igualdade uasamos o fato de que ¢ = ¢y = 0 em (T' — §,T). Portanto
concluimos que ) = 0 em (0,0)U (7' —6,T) e assim supp(1)) é um compacto contido

em (0,7"). Tendo ¢ € D(0,T) por (1.17) temos que

0 = / ot (t)dt = / o(t) ((t) — Agolt))dt
- / o(t)p(t)dt — A / o(t)po(t)dt = / o(E)p(t)dt — A

= /OTv(t)w(t)dt - (/OTw(t)dt) £= /OTU(t)cp(t)dt - /OT Ep(t)dt

= [ o -ee
onde & —/0 v(t)po(t)dt, logo

| )= 9petrar = 0,940 € .7,

Portanto

(n, / (v(t) — E)p(t)dt) yry = 0, € X'
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ou ainda
T
/ (n, (v(t) = &) xrxxp(t)dt = 0,¥n € X".
0
Como (n,v(t) — &) xxx € LY0,T), temos pelo Lema de Du Bois Raymond que

m,v(t) — &) xxx =0 q.s. em [0,T] para toda n € X', logo
v(t) = €em X g.s. em [0,7],

o que completa a demonstracao do Lema 1.11. Il

1.8 Uma forma trilinear e suas propriedades

Agora vamos introduzir uma aplicagao importante para o estudo das equagoes de
Navier-Stokes. Observamos que se v € H}(Q), v € H(Q) e w € H(Q) N L"(Q)

81}@' ..
entao temos que (uj—wi) € Ll(Q) para todo 4,5 = 1,---,n. De fato, se n = 2

8:15]-
entdao Hy(Q) — L*(Q). Com isto, fixados arbitrariamente i e j temos que
dv;
wy € HY(Q) — LY(Q), a—;’ € L2(Q), w, € HY(Q) N LA(Q) = HY(Q) — L}(Q)
J
1 1 1
e 1 + 3 + 1= 1. Logo pela desigualdade de Holder generalizada temos que
(%i
(Uja—xjwl) € Ll(Q) (§]
ov; v
uj(2) o= (2)wi(z)| de < [Juj| 1o ‘ [will L. (1.18)
\/Q J axj J Q) 8xj 12Q) ()

Sen > 3 entao H(2) — L%(Q) Desta forma, fixados arbitrariamente i e j resulta

que
u; € Hy () — L%(Q), % € L*(Q), w; € Hy(Q)N L") — L™()
J
n—2 1 1 . .
e + — 4+ — = 1. Portanto, pela desigualdade de Holder generalizada segue que

23 2 n
(uj—véw-) cL'(Q)e

31)@-
61’]-

uj(z)

an
8:15]-

(2)w; ()| do < [Juj | 2o

L2(9)
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0 que prova nossa afirmacao.

A argumentagao acima nos permite definir a aplicagao

b: HH(Q) x H(Q) x (HH(2) NL"(Q)) — R dada por

b(u,v,w) Z/u] g;jz w;(x)dx. (1.20)

3,j=1

Com relagao a aplicagao b temos o seguinte resultado.

Lema 1.12 A aplicagcao b € uma forma trilinear e continua. Além disso, satisfaz:
(i) Para todou eV ev eV tem-se b(u,v,v) = 0.
(74) Para todou € V ev,w € V tem-se b(u,v,w) = —b(u,w,v).

1 1
(ii1) Se n =2 entdo [b(u, v, w)| [all [z o] [w]|3w]?, ¥ u,v,w € H(Q),

< L |
_— ﬁ
Dem: E imediato que b é uma forma trilinear. Para provarmos a continuidade

consideremos 2 casos:

1° Caso, n =2: Neste caso, de (1.18)

avi avi
uj(z) —(v)wi(z)dr| < [Jullra@ [will 2@
/Q N Oy T O || 120 )
(%Z»
< Cllugll e oz |l [will a3 )
illr2(q)

onde na tltima desigualdade usamos a imersao H}(Q) — L*(Q). Logo

‘b(uav7w>’ < CZZHuJHHl

i=1 j=1 L2(Q)

2 2
= OZ(ZHU;’H?{&(Q) >||wz'||Hg(Q)
i=1 \j=1 12(Q)
& ’ ov;
CZ(ZHujH?W) (e ) ol

‘ ov;

Ly

H’wiHH(}(Q)

9
al'j

IA

Ly

= C”UHZHUsz |wz||H1(Q)
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1 1
n 2 2 2

< Clull (ZH%H?{&(Q)> (Z\!willifg(sz))
=1 =1

= Cllullllollllw]

< Clullflvflflwlley @@

o que prova a continuidade de b, quando n = 2.

2° Caso,n >3: Sen > 3 entdo de (1.19) resulta que

vl < 20| [ tumde] <305 lul g |5

=1 j=1 i=1 j=1
Ln2

Z ( > Hwi”L”(Q)
L2(Q)

3 2 3
n n n av
2 )

Us; n w; n

Z(Z” ]HU?Q(Q)) (j_l Oz, L2(Q)> il

\/_ZIIUII @ Vill m@llwill @)

81},

||wz‘HL”(Q)
L2(Q)

IN

‘ ov;

Ly

IN

IN

VAN

Vallull, e, Z ool e
= avlul,zs, o oo

Ln— 2(Q

IN

Cllull[lv]] HwHH})(Q)an(Q)

usamos o fato de que H}(Q) — L%(Q) Isto completa a prova da continuidade da

forma b.

Para provarmos (i), sejam ¢, € V. Entao temos que

b(p,0,0) = 2/% ax Z/% 082,
_ __Z/acpj o :__Z/ (Zgij > v)dz
_ _52 /Q div(ip) ()62 () dx = 0,

Portanto
b(p,0,0) =0, Vp,0eV. (1.21)
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DadosueVewe Y7, pela propria definicao dos espagos V' e ‘7, existem sequéncias
(pn) € (6,) em V tais que ¢, — uem V e 6, — v em V. Pela continuidade de b e

(1.21) temos que
b(¢n,0n,0,) =0, YneN e b(py,0,,0,) — b(u,v,v) em R,

donde
b(u,v,v) =0, VueVevelV.

Agora vamos provar (ii). Por (i), dados u € V e v,w € V temos que
b(u,v+w,v+w) =0,
este fato e a linearidade da aplicacao b nos levam a
b(u,v,v) + b(u, v, w) + b(u,w,v) + b(u,w,w) = 0.
Usando novamente (i) obtemos
b(u,v,w) = —b(u,w,v),

o que prova (ii). Provaremos a seguir (i74). Como n = 2 temos que H}(Q) — L*(9).

Assim, levando em conta esta imersao, a desigualdade de Hélder e (1.9) obtemos

31}1
o) < 3 / juy (@) | 22 ()| ()
i,5=1
ov;
< Znugnm\ sl oo
2,7=1 ] L2(Q)
(%Z

IN

z (z . ) ol
ZQ)
2 9 3
(%Z-
> (S ) (z o
=1 J
1
8?)' 2 2
: ||wz'||L4(Q)
z:: Ox; L2(Q))

= (i: sl Za e >%221<
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[un

2 3 g2 3 /2 3
< (Z Huj”%4(9)> (Z , > (Z HwiH%‘l(Q))
j=1 L2(Q) i=1

2 3/ 2
< vl (Z ||uj||2L4(m> ( IIwiIIi4<Q)>
j=1 i=1

2 1 % 2 1
< v (Z_||uj||L2(Q)”uj||H1(Q)> (Z_||wi||L2(Q)||wi||H1(Q)>
j=1 V2 ’ j=1 V2 ’
- 1 113

2 2 2
1
< HUH2—% (Z H%’H%?(Q)) <Z ||“J'”§fé(ﬂ)>
j=1 Jj=1

2

»

[N}
MH| —

[ 2 2 %
(Z Hwi”%?((z)) (Z sz’”?{g(ﬂ)>
| \j=1 j=1
1

1 1 1 1
< —sllolllfulls ull> 1wl fwl>.

V2

1
2

D=

Portanto

1
|b(u, v, w)| < ez o3 lw]z, ¥, v, w € Hy(®),

L
—||U
ﬂH 12

o que demonstra o Lema.ll

De acordo com a definicao da forma b e suas propriedades, se 2 < n < 4 temos

V=Ve podemos para cada u € V' considerar a aplicacao

Bu: V. —R

v +— (Bu,v) = b(u,u,v) (1.22)

Obviamente,

(Bu) € V' e || Bully: = sup [b(u,u,v)|.

[vll<1

Como V' ¢ subespaco vetorial de H, temos pelo Teorema de Hahn-Banach (veja [2])

que existe Bu € H' tal que:
<B\_1/JJ7U>H/><H = <BU,U>V/Xv, VU € Ve ||§_1/JJ||H/ = ||BU||V/
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Do Teorema de Riesz (veja [2]) temos que existe um unico &, € H tal que:

(€u:v) = (Bu, )i, Yo € H e ||&llz = | Bullr = | Bullys = sup [b(u,u,v)].

llvl|<1
Lema 1.13 (i) Se2<n <4 eue L*(0,T,V), entao Bu € L*(0,T,V").
(i3) Sen =2 eu e L*(0,T,V)N L>(0,T; H), entio Bu € L*(0,T,V").
(iii) Sen =3 ewu e L*0,T;V)NL®(0,T; H), entio u € L5(0,T;L*) e
Bu e L3(0,T;V').

Dem: Vamos mostrar (7). Note que

IBul = sup [{Bu(t)v)| = sup [b(ut). (o), )
< sup Clu(®)|Plol
< Ol

Como u € L*(0,T;V), temos que a aplicacao t — ||u(t)||?

Logo Bu € L*(0,T;V").

¢ integravel sobre (0,7).

Vamos mostrar (i7). Dado w € L*(0,T;V) N L>*(0,T; H), usando o Lema 1.12,

temos

[b(u(t), v, w)| = | =b(u(t), w,v)| = [b(u(t), w,v)]

1 1 1 1
< @3 @2 [[wl[l[vlZ vz, Vo,weV.

=
—|u
V2
Em particular, fazendo v = u(t) e notando que u € L*(0,T; H) teremos:
1
|b(u(t), u(t), w)| < ﬁ”u(t)HzHu(t)HHwH < Cillu(®)|[[|wl]-

Disto segue que

[Bu()[lv: = sup [(Bu(t), w)yrxv|

[[w][<1

< Cilju(®)l;
ou seja
[Bu®llv < CEllu®l?,
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o que nos mostra que Bu € L?(0,T; V") e, além disso,

| Bull 207 < Cillull20v)- (1.23)

Vamos agora mostrar (iii). Seja v € L*(0,T;V) N L>(0,T; H), de (1.10) temos
que para quase todo t € (0,7

3

1 2
[u()llLs@) < Callu(®)llz lu@)]*,
o que nos da

8 38 2
lu@lqy < Cs Il fu()|P

< Csllu(®)]®.
Mostrando que u € L3 (0, T;14(£)). Notemos que do Lema 1.12
[b(u(t), u(t), v)| = [b(u(t), v, u(t)] < Callu®)Esgllvl, ¥ v e V.
Portanto, desde que u € L*>(0,7T; H), temos

[Bu(t)]v:

IA

Callu(®)l[Zs(e)

Csllu() |12 u(®)]5

IN

Collu(®)]?,

IN

ou seja
4
[Bu@)lly, < Crllu(®)ll,

o que demonstra o Lema. Wl

Andlogo ao Lema 1.13 temos:

Lema 1.14 (i) Se2<n <4 eu e L*0,T,V) entio &, € L*(0,T, H).
(it) Sen=2eu € L*(0,T,V)NL>(0,T; H) entdo &, € L*(0,T, H).
(iii) Sen =3 eu e L*0,T;V)N L®(0,T; H), entio &, € L3(0,T; H).
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Dem: Para demonstrar este lema basta observar que para quase todo t € (0,7)

temos

1€ull2 = [[Bu(®)|[ar = [[Bu(t)[lv.H

Lema 1.15 Seja u € V NH?*(Q). Entdo
1 1
@) Nl < cillull} lulllloullf, sen =2,

. 1
(i) [€ull2 < collullz | Aullz,  sen=3.

Dem: (i) Sejamn =2eu eV NH*Q). Pela desigualdade de Holder temos

ou; Ou;

(2) () (z)d
[ st g @ntods b
Por (1.9), o lado direito desta desigualdade ¢é limitado por
Oui Ou,
ai[)j ij

HviHL4(Q), YveV.
L2(Q)

< lujll oo

1 1
2 2

H'Ui”L‘l(Q)-

1 1
Crllwjl 2oy 15l 77y
2(Q)

L2(2)

Consequentemente, usando (1.20)
1 1
[b(u, w, )| < Coljull3 [Juflllullg g lv]-
Portanto

1 1
1€ull2 = sup 1b(w, u, v)| < cllull3 ||ulll Aull3-
v||<

(i) Sejam n =3 e u €V NH?*(Q). Pela desigualdade de Holder temos

Oui Ou,
(%cj aﬂfj

1 1
2 2

HUiHLQ(Q)-
LS(Q)

< lujll 2o

/ uj<x>§—§;<x>vi<x>dx

L (Q)

Da imersao Hj () — L°(Q) temos que o lado direito desta desigualdade ¢ limitado

por
1
lesllms oyl o [l ol
0 O; HY(Q) ’
Consequentemente
by, 0)] < elfulllullZagy 0ll, Vo € V.
Portanto

3 1
1€ull2 < cllull3 | Aulls. M
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Capitulo 2

Existéncia e Unicidade de
Solucoes Fracas

2.1 Problema Estacionario Linear: Problema de
Stokes

Lembramos que se v = (uy, -+, u,) : & — R" entdo Au é o vetor dado por

Au = (Aug, -, Duy,)

Teorema 2.1 Dados f € L?(Q) e v > 0, existe uma tnica fungdio vetorial

u=(ug, - ,uy): Q—R" e uma fun¢ao escalar P : Q) — R tais que:
weV, PelL*9), (2.1)
—vAu+VP=f em D(Q). (2.2)

Dem: Inicialmente observamos que a formulagao variacional
ueV tal que v((u,v)) = (f,v), YVveV, (2.3)

é equivalente a (2.1),(2.2) para algum P € L*(Q). De fato, seja u satisfazendo (2.3).

Entao, em particular,

v((u,9)) = (f,0), Veoel. (2.4)
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L. ou,; 0 iy ou; Oy,
() = 323 | Gt ZZ@Z} o,
=17

32ui
= Z Z(—l) <F’ 90i> = Z(—Auh Pi) D (Q)xD(Q)
L D/(Q)xD(Q)

=1 j=1 =1

= (—Au, ©)(@)xp(©); (2.5)

>D’(Q)><D(Q)

/fz z)pi(x Z<fw<ﬂz>1>’ oxp@) = (/) @)xn@)- (2.6)

De (2.4) — (2.6) temos

(—vAu, p)pyxp@) = (f, ©)v@xpe), Yo eV,

ou ainda
(—vhu— f,o)p@xp@) =0, Vel (2.7)
Desta forma, pelo Lema 1.1, existe Q@ € D'(2) tal que
—vAu— f=VQ em D'(Q),

ou seja

—vAu+V(-Q) = f.
Considerando P = —(@Q) temos que existe P € D'(Q2) tal que
—vAu+ VP = femD'(Q).

Pelo Lema 1.2, conclui-se que P € L?(2), e assim u e P satisfazem (2.1) e (2.2).

Reciprocamente, suponhamos que u e P satisfazem (2.1) e (2.2). Entao para

@ €V temos

v(=Du, )a)xne) + (VP 0)p@xne) = (f: ©)p@)xpe)- (2.8)
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Observamos que

<VP790>IDJ’(Q)><1D>(Q) = Z<T"pi> :Z_<P’T>
- Zi DQ)XD(Q) Li [ pr)xD(Q)

Logo, de (2.5), (2.6), (2.8) e (2.9) temos que
v((u, ) = (f.0), Yo eV
—HL(Q) . .
Como V =Y por densidade segue que u satisfaz (2.3).

Levando-se em conta a equivaléncia dos problemas basta entao mostrarmos que

o problema (2.3) possui uma unica solugao. Definindo
a(u,v) = v((u,v)), Yu,v€V,

temos claramente que a é uma forma bilinear, continua e coerciva em V x V. Além

disso, dada f € L%*(Q) temos que L : V — R definida por

¢ uma forma linear e continua em V. Entéo pelo Teorema de Lax-Milgram ( Lema 1.5)
existe um unico u € V' tal que a(u,v) = L(v),Yv € V, isto é, existe um tnico u € V'

satisfazendo (2.3). W
Observacgao 2.2 O Teorema 2.1 pode também ser demonstrado usando o método

de Galerkin. Este método serd usado nos proximos resultados como veremos.

2.2 Problema Estacionario nao Linear

Lembramos que (u - V)u denota o vetor

(u-Vu = ((u, Vuy)gn,- -, (U, Vg )gn)

“ 8U1 ~ aun

=1
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Teorema 2.3 Dados f € L*(Q) e v > 0 existe uma fungdo vetorial

u=(ug, ,up): Q—R" e uma fun¢ao escalar P : Q) — R tais que:
wev, Pel*Q),

—vAu+ (u-Vu+VP = femD(Q).

Dem: Observamos que a formulacao variacional

uweV tal que v((u,v))+blu,u,v) = (f,v), YoeV,

(2.10)

(2.11)

(2.12)

onde b é a forma trilinear definida em (1.20) é equivalente a (2.10),(2.11) para algum

P € L*(Q). De fato, seja u satisfazendo (2.12). Entao, em particular,

v((u, @) +blu,u,0) = (f,p), YoeV.

Note que

b(u,u, ) = Z/ ]guz% Z/( )gﬁidx

ij=1
_ Z<ZUJ ouy; >

D'(Q)xD(R)
= ((u-V)u, @)D'(Q)xD(Q)-

Logo, de (2.5), (2.6), (2.13) e (2.14) resulta que

(—vlu, p)po)x@) + (U VU @) pgywpi) = (s @Ip@xp@) Vo €V,

ou ainda

(—vAu+ (u-Vu— f,o)p@xne) =0, Yee.

Pelo Lema 1.1, existe Q € D'(2) tal que
—vAu+u-Vu—f=VQ em D'(Q).
Considerando P = —(@), conclui-se que existe P € D'(Q) tal que
—vAu+ (u-Viu+ VP =f em D'(Q).

43

(2.13)

(2.14)

(2.15)

(2.16)



, 1 1
Desde que Au e H'(Q), fel*(Q) e (u-V)ueclL"(Q) onde —+— =10
n o n
Lema 1.2 garante que P € L*(Q), e portanto (2.10) — (2.11) se verificam.
Reciprocamente, suponhamos que u e P satisfazem (2.10) — (2.11). Entao para
Y €V segue-se que
(=vhu+ (u-V)u+ VP o)p@xne) = (f, ¢)p@)xpe),
ou ainda
v(—Au, @)D/(Q)xD(Q) + ((u-V)u, §0>D’(Q)><]D)(Q)
HVP, o)p @@ = (f, P)p@)xpe)- (2.17)

Usando (2.5), (2.6), (2.9), (2.14) e (2.17), temos

v((u, ) +b(u,u,0) = (f,0), VoV
Por densidade temos (2.12).

Desta forma, para provarmos o teorema, vamos verificar que existe uma funcao u
satisfazendo (2.12). Para isto, seja (w;)jeny C V um sistema de fungoes linearmente
independente e completo em V. Esta sequéncia existe pois V C V C H}(Q) é um

subespago separavel.

Seja Vi, = [wyq, - -+, wy,] o subespago gerado pelos vetores wy, - - -, w,, e consider-

emos o problema aproximado
Up, € V,, tal que V((Wy 05)) + 0, U, wj) = (fowy), 1<j<m. (2.18)

Para garantir a existéncia de solu¢do de (2.18), para cada m € N, vamos construir
uma aplicacao P,, a qual se aplica o Lema 1.6 . Observamos que qualquer que seja

u € ‘7m temos que a aplicagao L, : \7m — R dada por
Lu(w) = v((u, w)) + b(u, u, w) — (f,w),

¢ um funcional linear no espaco de dimensao finita 17,” Entao existe um unico
KS Vm tal que
Ly(w) = ((n,w)), ¥ w € V.
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Assim temos o seguinte esquema

— —
— L, —

Vi
U
o qual define P, : Vi, — V. por P, (u) =n. Logo

(Pn(u),w)) =v((u,w)) + b(u,u,w) — (f,w), Vuwée 1~/m.

A aplicagao P, é continua. Com efeito, seja (uy)ren C I7m eu € Vm tal que up, — u

em V,,, entao

((Pm(uk>7w>> = V((ukv w)) + b(ukv Uk, w) - <f7 w)‘

Tomando-se o limite quando k& — oo nesta igualdade obtemos
((Pm(uk)7w)) - ((Pm<U,),’U,))), Vw e ‘7m7

ou seja

P (ug) = Pp(u) em V.
Como dzm(vm) < 00, temos que em V,, as topologias fraca e forte coincidem.

Entao P, (ugx) — P (u) em Vi quando k — oo, provando-se que P, é continua.

Além disso,
(Pr(u),w) = vllull* + bu,u, u) = (f,u)
> vlul® = [ fllvlul
= ull@lull = 11£1lv)-
Observe que v||ul|— || fllv: > 0 < JJul| > %||f||vf Entao tome p > %||f||vl e teremos

que

(P (u),w)) >0, ¥ Jul] = p.

Portanto, pelo Lema 1.6, existe ty, € Vi, ||um|| < p tal que Py (um) = 0. Provamos

entao que para cada m € N existe u,, € Vm tal que

V(s W) + (U, U, w) = (f, W),V w € Vi, (2.19)
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provando que u,, é solucao de (2.18).
Estimativa

Fazendo w = u,, em (2.19) e usando (i) do Lema 1.12 teremos

V”um“2+b(umaumaum) = <f7um>
Viwal® = (f, tm)

Vifwal® < 1Ll
ou seja
1
[umll < =lfllv,
v

e portanto, (U, )men € limitada em V. Entao existe uma subsequéncia (uy)reny de

(Um)men € uma funcao u € V tal que
up — uwem V (2.20)

Além disso, como V — HL(Q)<SL2(Q) , temos que existe uma subsequéncia de

(ug)ken, que ainda denotaremos por (uy)ren, tal que

up — u em L*(9). (2.21)

Passagem ao Limite

Inicialmente provemos que
b<uk7 907uk> - b<u7 ¥, U), em ]Rv v NS V.
De fato, fixados arbitrariamente i, j € {1,---,n}, temos
i D / ;i
Uy, U dr — | u;—u;dx U Uk, — Will;) ——dT
/(; kjal'j i /Q J@:cj Q( ky Tk J )aLCJ
0
< / |ukjuk — ujui| —
Q

a.f[)j
Pi
|ukjuki — uju¢| dz
0

dx

< max
€N

L
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= max | — / }uk Up; — U, Ui + Up; Uy — ujul‘ dx
zeN .ZL’
<max </ g, | [ur, — uz|dx+/ || [ug, — u]|dx)
e
< max oz, (Il | 2o 1w, = will 2y + lwall 2o lluw, — will2)) -

Desta desigualdade e (2.21), temos que o lado direito tende a zero. Portanto

/uk—uk x—>/uj uzdx em R 1<, <n.

Somando em i e j resulta que

ZZ/uk —ukdxHZZ/ ]8x]uzdx em R,

i=1 j=1 i=1 j=1

ou seja
b(ug, o, ur) — blu,p,u), em R, ¥Vpel.
Pelo Lema 1.12
b(ug, ug, ©) = —b(ug, v, ug),

entao
b(uku Uk, 30) - b(u7u7 90)7 eI Ru v Y e V. (222)

Agora, fixado j € N na equagao aproximada (2.18), tomando o limite quando

k — oo, pelas convergéncias (2.20) e (2.22) obtemos
v((u, w;)) + bu, u,w;) = (f,wy), ¥ jeN.

Desde que (w;);en ¢ um sistema completo em V', por densidade concluimos que u é

solugao de (2.12), o que demonstra o teorema 2.3. B

No caso estacionario linear, Teorema 2.1, para qualquer n € N tinhamos a
existéncia e unicidade de solucao fraca. Por outro lado, no caso estacionario nao
linear, Teorema 2.3, em geral nao se pode afirmar coisa alguma sobre a unicidade
de solugao. Mas se 2 < n < 4 e o coeficiente v for suficientemente grande ou || f||v

for suficientemente pequena, podemos provar a unicidade de solucao.
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Teorema 2.4 Nas hipdteses do teorema 2.3, suponha adictonalmente que 2 < n < 4
e que [ satisfaz

vt > Clfllv (2.23)

onde C' é a constante de continuidade da forma trilinear b(b(u,v,w) < C||ull||v]|||w]]).

Entao a solugdo u de (2.10) — (2.11) € unica.

Dem: De fato, como 2 < n < 4 segue-se que V=Ve portanto temos que
v((u,w)) + blu,u,w) = (f,w), Vwe V. (2.24)
Em particular para w = u em (2.24) obtemos

vlull* +b(u,u,w) = (f,u)
vlul® < [fllvllul

1
full < =l fllv
14

Portanto qualquer solugao do problema (2.12) satisfaz a desigualdade acima. Sejam

uy, Uy solugoes do problema (2.12) e considere u = u; — uy. Entéo

v((ug,w)) + b(uy, uy,w) = (f,w), VweV, (2.25)

v((ug, w)) + b(ug, ug, w) = (f,w), Vwe V. (2.26)
Subtraindo (2.26) de (2.25) e somando e subtraindo o termo b(us, u1,w) teremos
v((u,w)) + b(u, uy, w) + blug, u,w) =0, Yw e V. (2.27)
Fazendo w = u em (2.27) resulta
v((u,u)) + b(u, uy, u) + blug, u,u) =0,
e, pelo Lema 1.12, temos

vlull* = =b(u, ur, u).
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Logo

IN

vlul® [b(u; uy, )

IN

Clleflllwa [ [ul]

C
—lF vl

IN

ou seja
C
(v= i) ? <

Desta desigualdade e da hip6tese (2.23) concluimos que ||ul| = 0. Logo u; = ug, € 0

Teorema 2.4 esta provado. B

2.3 Problema de Evolucao Linear

Teorema 2.5 Dados f € L*(0,T;V"), uo € H ev >0, existe uma tnica fungdo

vetorial uw = (uy, -+, u,): Ax|[0,T] = R" e wuma distribuicio P : Qx[0,T] — R

tal que
u € L0, T;V)NnC([0,T); H), v € L*(0,T; V') (2.28)
u' —vAu+VP=fem L*0,T;V') (2.29)
u(0) = uo. (2.30)
Dem: Inicialmente vamos verificar que o problema (2.28) — (2.30) é equivalente

a seguinte formulagao variacional

u e L*(0,T;V), v € L*(0,T; V") (2.31)
%(u(t},v} +v((u(t),v)) = (f(t),v)yxv, em D'(0,T),YveV (2.32)
u(0) =up em H. (2.33)

De fato, suponhamos que u satisfaz (2.28) — (2.30). De (2.29) temos que
W' (t) — vAu(t) + VP(t),v)viey = (f(t),v)vxy q.s. em (0,T), Vv e V. (2.34)
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A aplicagio —A : L2(0,T;V) — L*(0,T; V"), onde (—Au(t), v}y = ((u(t),v)),
para todo v € V, é linear, continua e injetiva. Como no caso estacionario tem-se
(VP(t),v)yxy = 0.
Também vemos que V — H ~ H' — V' entao u(t) € V' com
(u(t), vyyixy = (u(t),v), Vo e V.
Como v’ € L*(0,T; V') vemos que para todo v € V a aplicacao t — (u/(t),v)yxyr é

L*(0,T). Logo define uma distribuigao sobre (0,T) e para toda § € D(0,T) temos

(O v Orrpom = [ (0 ohvnrdb)dt = [ ), o)y

0

= </OT u’(t)@(t)dt,v>wxv = <—/OT u(t)G’(t)dt,v>V/Xv
- —/OT<u(t)9’(t),v>V/Xth = —/OT<u(t),v>wxv9'(t)dt
S /OT(u(t),v)e’(t)dt = —((u(t),v), 0'(t))>0.1)xD(0.1)

_ <%(u(t),v),9> :

D/(0,T)xD(0,T)
ou seja

d

(U (t),v) vy = a(u(t),v) em D'(0,T), Vv eV. (2.35)

Usando estes fatos em (2.34) obtemos (2.32).

Reciprocamente suponhamos que u satisfaz (2.31) — (2.33). Entao, desde que

u € L*0,T,V) e € L*0,T;V’), segue u € C([0,T]; H) (veja [15]), ou seja, u
satisfaz (2.28) e faz sentido calcular u(0). Observe que
[{(F@), 0hvrsv] < LA llol]

< IO+ vl

v((u(t),v)) < vllu@l]

< a1+ floll?,

N
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como u € L*(0,T;V) e f € L*(0,T; V') podemos integrar (2.32) de 0 a t obtendo
¢ ¢
(ult).0) = (wn o) v [ (s o)ds = [ () hvnevds (230
0 0

t t

Definindo U(t) = / u(s)ds e F(t) = / f(s)ds, temos U € C([0,T];V) e F €
0 0

C([0,T); V). Do fato que

sy = o [utine) | =([ontains)

= [ Butdds == [ () 0s

F e = ([ 100} = [

de (2.36) obtemos
(u(t), v)vixy — (uo, V)vixy — V(AU (L), v)vry = (F(t),v)vixv,
ou ainda,

(u(t) —ug — vAU(t) — F(t),v)yxy =0, Yo € V. (2.37)

Definimos

g(t) =u(t) —ug —vAU() — F(t) e V.

Desta forma temos g € C([0,T7],V"). Pelo fato de V ser subespago fechado de H{ ()
podemos, pelo Teorema de Hahn-Banach [2] para cada t € [0, 7] estender ¢(t) a um
funcional T'(t) € H~!(Q) tal que

(T(), v)m-1(@)xmye) = (91), V)vixv, Yo e Ve [[TO)|a1@ = 9@y (2.38)

Assim T € C([0,T],H1(Q2)) e de (2.37) concluimos que

(T'(t), §0>H*1(Q)><H(1)(Q) =0, VpeV.
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Pelo Lema 1.1 e Lema 1.2 resulta que existe Q(t) € L*(2) satisfazendo
T(t) = VQ(t) em H ().
Logo VQ € C([0,T],H1()) e pelo isomorfismo V : L*(Q), /&g — H (Q) temos
que Q € C([0,T], L*(©)). De (2.38) conclui-se
VQ(t) = g(t) em V',V 1 € [0,T],
ou seja
V() =u(t) —ug — vAU(t) — F(t) em V',V t € [0,T].
Derivando a equacao acima no sentido das distribui¢oes obtemos
VQ =v —vAU — F' em D'(0,T; V'),
que nos da,
VQ =u —vAu— fem L*(0,T; V).
Consequéntemente a igualdade acima se verifica quase sempre em [0,7]. Pondo
P = _Q/7
resulta que
u —vAu+VP=fem L*0,T;V).
Concluimos assim a equivaléncia dos problemas (2.28) — (2.30) e (2.31) — (2.33).

No que segue provaremos a existencia e unicidade de solucao u para o problema

(2.31) — (2.33).

Seja (w;)jen uma base de V' e, para cada m € N, seja V,, = [wy, -, wy] 0
subespagco gerado pelos vetores wy, - - -, w,,. Em V,, consideremos o problema aprox-
imado:

Para cada m € N encontrar
Um 2 [0,T] — Vi,

t o um(t) :Zgjm(t)wj (2.39)
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tal que

(i (£), w5) + V(U (t), w5)) = (f(t), wj)vrxy, 1<j<m (2.40)
Um(0) = ugm = Z(uo, wj)w; — uy em H. (2.41)

Observamos que o problema aproximado (2.40) — (2.41) é equivalente ao seguinte

sistema de equacoes diferenciais ordinarias

AY] (t) + v BY,(t) = F(t) (2.42)
Y (0) = app (2.43)
onde
(wi,wi) o (Wi, w1) ((wi,wi)) = (Wi, wr))
A= : : , B = : . :
(wlv wm) T (wmv wm) ((wlv wm)) T ((wmv wm))
gim(t) (f(t), wi)vrixv (w0, w1)
Yin(t) = : , Fn(t) = z , Ol = :
gmm<t) <f(t)7 wm>V’><V (Uo, wm)

Desde que a matriz A é inversivel, o sistema de EDO, (2.42) —(2.43) é um sistema
linear de EDO’s na forma normal e, portanto, pelo Teorema de Caratheodory [3],
possui uma tnica solugao definida em todo intervalo [0, 7], o que mostra a existéncia

e unicidade de solugao aproximada u,, na forma (2.39), satisfazendo (2.40) — (2.41).

De (2.40) temos a seguinte equagao aproximada
(1), 0) + v((um(t),v)) = (f(8), v)vixv, Vv E Vi (2.44)

Estimativa

Tomando v = 2u,,(t) em (2.44) temos
d 2 2
g [wm @Oz + 20 [lun @7 = 2((2), um())vrxv

20L£ @) v llum ()]
Ol vy llum (@)l

IN

2
ﬁ”f

1
@I+ vlum @]

IN
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Logo
d 2 g 1 2
Mm@z + vllum ()7 < =[LF (@)l (2.45)
dt v
Integrando (2.45) de 0 & t obtemos

t t
1 1
IIUm(t)H%JrV/ [t (5)[*ds < ;/ L ()I[5-ds + llwomll5 < — [ fllz20rv) + lluolls.
0 0

Assim obtemos que (Up)men ¢ limitada em L>*(0,T;H) e em L?(0,T;V). Por-
tanto existem uma subsequéncia (ug)reny de (U,)men € uma fungao vetorial u €
L*0,T;V)N L>(0,T : H) tal que

up = wem L®(0,T; H), (2.46)

up — u em L*(0,T;V). (2.47)

Passagem ao limite

Fixando j € N, multiplicando a equagao (2.40) por § € D(0,T) e integrando de

0 & T obtemos:

/0 (ul(£), w,)B(E)dt + v / ((us(t), 0,))B()dt = / (F(8), w0y vy O(E)

ou ainda

- / (s (£), w,)0 (t)dlt + v / ((up(t), ;)0 (1) dt = / (), )y B0t

Considerando as convergéncias (2.46) e (2.47), passando o limite nesta dltima igual-

dade quando k — oo obtemos:
- [ @i [ o= [ Go.w)eo0a
Como (w;) ey 6 base para V, por densidade, obtemos:
- (u(t), )0 0t + v / " ((u0), 001 = / ), vt (248)

para todo v € V. Isto significa que

%(u(t),'v) +v((u(t),v)) = (f(t),v)vixv, em D'(0,T), Vv eV.
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Condigao inicial

Fixamos j € N na equagao aproximada, multiplicando-a por 6 € C*([0,T]) tal

que 0(0) =1 e §(T) = 0 e integrando de 0 a ¢, temos
/ " (ul (0), )OO0t + / (e (t) 03000t = / 0wy v (),
ou ainda
~(l0) ~ [ 0w O+ [ (0000
= [ ety

Levando em conta as convergéncias (2.41), (2.46) e (2.47), tomando o limite quando

k — 00, na igualdade acima, obtemos
T T
~unwy) = [ wle)wpp Ot v [ (o), w)o
0 0
T
- [t woa (2.49)

Por outro lado de (2.29) temos que

u'(t) — vAu(t) + VP(t) = f(t) em V', q.s. em (0,7).

Multiplicando esta equagdo pela funcao 8 € C*([0,T]), tal que §(0) =1 e 6(T) = 0,

e integrando (integral de Bochner) de 0 a 7', resulta
T T T T
/ u’(t)e(t)dt—y/ Au(t)@(t)dt+/ VP(t)Q(t)dt:/ f®)t)dt em V',
0 0 0 0
ou ainda, integrando por partes o 1°, termo temos
T T T
—u(0) — / w(®)0 ()t — v / Au(t)0(t)dt + / V P($)0(t)dt
0 0 0
T
_ / FOO@)dE em V',
0
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aplicando em w; € V, concluimos
T T
—(u(0), wj)vixy — / (u(t), w;yyreyt (t)dt — 1// (Au(t), w;)vv0(t)dt
0 0

T T
+/ wj V’XVQ :/ U}] V’XVQ( )d y
0 0

ou seja

(@O w) ~ [ w0 v [t w00
-/ 0.y B0 (2.50)
Comparando (2.49) e (2.50), conclufmos que
(u(0),105) = (o, 3), ¥ €N

donde resulta u(0) = ug em H.
Unicidade

Seja uy e ug duas solugdes do problema (2.28) — (2.30) e definimos w = u; — us.

Entao w’ — vAw = 0 em L*(0,T; V") e w(0) = 0.

Logo
2(w'(t), w(t)) — 2v(Aw(t), w(t)) = 0,
e portanto
d 2 2
W@z +2v[w(®)]” = 0. (2.51)
Integrando (2.51) de 0 até ¢ obtemos
t
lw(®)]13 + 2”/0 lw(s)[*ds = [w(0)]3 = 0.

Portanto ||w(t)|2 = 0 = w(x,t) = 0 = wy(z,t) = us(x,t) para todo t € [0,7] e

para quase todo x € 2. B
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2.4 Problema de Evolucao nao Linear

Teorema 2.6 Sejam Q CR" (2<n <4), fe L*(0,T;V"), ug € H e v > 0 entdo
existe uma fungao vetorial u = (uy, -+, uy,) : Q x (0,7) — R™ e uma distribui¢do

P:Qx(0,T)— R tais que

u € L*0,T;V)nC(0,T]; H), v € L'0,T; V") (2.52)
U —vAu+ (u-V)u+VP=fem L'(0,T;V) (2.53)
u(0) = wo. (2.54)

Dem: Desde que 2 < n < 4, temos V = V. Inicialmente vamos verificar que o

problema (2.52) — (2.54) é equivalente a seguinte formulagao variacional:

u € L*(0,T;V), v € L*(0,T; V"), (2.55)
%(u(t),v) +v((u(t),v)) + blu(t), u(t),v) = (f(t),v),Yv €V em D'(0,T), (2.56)

u(0) = uo. (2.57)
De fato, suponhamos que u satisfaz (2.52) — (2.54). De (2.53) e do fato de que
(Bu,v)yrxy = blu,u,v) = Z / uj(x) m—vi(x)de = ((u- V)u,v)yigy, YoeV

i1 Q 8.73]

temos
(u'(t) — vAu(t) + Bu+ VP(t),v)viwy = (f(t),v)yrixy (2.58)

quase sempre em (0,7) para todo v € V.
A aplicacio —A : L*(0,T;V) — L*(0,T; V"), onde (—Au(t),v)vixv = ((u(t),v)),

para todo v € V, é linear, continua e injetiva. Como no caso estacionario tem-se
(VP(t), U>V’><V =0.

De (2.35) conclue-se

(' (t),v)vixy = %(u(t),v) em D'(0,T), Vv eV.
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Usando estes fatos em (2.58) obtemos (2.56).

Reciprocamente suponhamos que u satisfaz (2.55) — (2.57). Entao desde que
uwe L*0,T,V)eu € LY0,T; V') segue u € C([0,T); H), ou seja, u satisfaz (2.52)

e faz sentido calcular u(0). Observe que
[b(u, w,v)| < Cllulllullo]l = Cllul*|v]l.
Como u € L*(0,T;V) e f € L*(0,T; V"), podemos integrar (2.56) de 0 a ¢ obtendo
t t t
(ult),0) = (u0,0) + [ ((ulo).oDds + [ buls)uls)o)ds = [ (f(s), 0w,
0 0 0
ou ainda
t t
(u(t), vyyixy — (ug, V)yrxy — V/ (Au(s),v)yrxyds +/ (Bu(s),v)yrxyds
0 0

= [ty ohvnevis

t

Definindo U(t) = /Otu(s)ds, B(t) = /o Bu(s)ds e F(t) = /Otf(s)ds, temos que
UeC(0,T);V)e 3, FeC(0,T];V"). Logo
(u(t), v)visv = (u, v)vrsv = V(AU(E), v)vruy + (B(E), v)vixy = (F(t), v)vixy,

ou ainda

(u(t) —ug —vAU(t) + B(t) — F(t),v)yxy =0, Yo € V. (2.59)
Definimos
g(t) = u(t) —ug — vAU(t) + 5(t) — F(t) e V'.

Desta forma temos g € C([0,T],V"). Pelo fato de V ser subespago fechado de H} ()
podemos, gragas ao Teorema de Hahn-Banach, e para cada t € [0, T, estender g(t)

a um funcional T'(t) € H™'(Q) tal que

(T(1), V)1 (@)xmye) = (91), vy, YoeV e [[T{#)[er@ = llg®)lv, (2.60)
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assim T € C([0,T],H(Q)) e de (2.59) concluimos que

(T(@), plur@xmi@) =0, Vo V.
Pelo Lema 1.1 e Lema 1.2 resulta que existe Q(t) € L*(f2) satisfazendo
T(t) = VQ(t) em H(Q).

Logo VQ € C([0,T],H!) e pelo isomorfismo V : L*(Q),/r — H *(Q) temos que
Q € C([0,T], L*(©?)). Aqui usamos a notacdo L*(Q),r de grupo quociente. De
(2.60) conclue-se

VQ(t) = g(t) em V'Vt e 0,T],
ou seja
VQ(t) = u(t) —ug — vAU(t) + f(t) — F(t) em V'V t € [0,T].
Derivando a equacao acima no sentido das distribuicoes obtemos
VQ = —vAU +['(t) — F' em D'(0,T; V'),
que nos da
VQ =u —vAu+ Bu— f em L'(0,T;V").

Consequéntemente a igualdade acima se verifica quase sempre em [0, 7]. Pondo

P=_q
resulta que
u' —vAu+ Bu+ VP = fem L'0,T;V)

Mas como Bu = (u- V)u em V', conclufmos a equivaléncia dos problemas (2.52) —
(2.54) e (2.55) — (2.57). No que segue provaremos a existéncia de solugdo u para o

problema (2.55) — (2.57).

Seja (wj)jeny uma base de V' e, para cada m € N, seja V,, = [wy, -, wp)
o subespaco gerado pelos vetores wy,---,w,. Em V,, consideremos o problema
aproximado:
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Para cada m € N encontrar

U 2 [0,T] — Vi,

m

to () = gim(tw; (2.61)

J=1

tal que

(1 (£), w5) + v ((m (£), w5)) + bt (), tm (), w;) = (f(E), wj)vicy, 1<j<m

m

Um (0) = ugm = Z(uo,wj)wj — ug em H.

j=1
Observamos que o problema aproximado (2.62) — (2.63) é equivalente ao seguinte

sistema de equacoes diferenciais ordindarias

AY) (t) + v BY,(t) + Cp(t) = F(t), (2.64)
Y (0) = app, (2.65)
onde ] ]
(wi,wi) o (Wi, w1) ((wi,w1)) - (Wi, w1))
A= B =
i (Wi, wm) o (Wi W) L (wi,wm)) o (Wi W)
[ gun(t) [ (F(), wi)vixy
Yo (t) = : F(t) = :
L gmm(t) L <f<t), wm>V’><V
[ b(Um (), um(t), wr) [ (ug, w1)
Cm(t) = Am =
| b(Um (1), U (t), W) i (o, Wi

Desde que a matriz A é inversivel, pelo teorema de Caratheodory [3], o sistema de
EDO, néo linear, (2.64) — (2.65) possui uma tunica soluc¢ao definida em um intervalo
[0,7},,] , o que mostra a existéncia e unicidade de solugao aproximada u,, na forma
(2.61), satisfazendo (2.62) — (2.63) para todo t € [0,T},] (veja [3]). A seguir faremos
estimativas para podermos extender a solucao wu,, a todo intervalo [0,7] e para

passarmos o limite.
De (2.62) temos a seguinte equagao aproximada
(ul,(#),v) + v((wn(t),v)) + bt (t), um(t),v) = (f(t), v)vixv, YvE V,. (2.66)
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Estimativa 1.

Tomando v = 2u,,(t) em (2.66) e observando que b(tyy,(t), ty, (t), um(t))

temos
I + 2l = 270, (1)) v
< 2Ol llum(®)]
_ é%WﬁWw¢ﬂWMﬂH
< SISO+ Al
Logo

d 1
Zlun Oz + vlwa®I” < = £ O]

Integrando esta desigualdade de 0 a t obtemos

t 1 t
dem@+vA|mA@W% < ;A|ﬁ@maw+wwmm

1
< ey + lluoll3:

Estimativa 2.

Sejam

N un(t) se te€[0,T]
min={ o R

e U, a transformada de Fourier de 1,,. Vamos mostrar que

RSP 1
| G < Co,para 0<y < 1

o
De fato, primeiro observemos que

<%am<t>, 9(t)> = = (@n(®),0' (")) p(gyxp@)

D/(R)xD(R)

- _/OO U ()0 (8)dt = —/Tum(t)9’(t)dt

—00
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=~ (T)O(T) + 1, (0)8(0) + /0 Tuin(t)e(t)dt

= —un(DOT) + un(80) + [ T, 00

—0o0

= (~un(T)or + um(0)do + Uy, (t), () pr () xD(m) -

onde &g e or sao as distribuicoes de Dirac em 0 e T. Desta forma, denotando

fn=F+ vy, — B, podemos reescrever (2.62) como

d N ~
E(um(t%wy‘) = (fm(), wj)vixv + (Uom, wj)00 — (Uum(T), w;)or, 1 <j < m.

Desta igualdade e da propriedade da transformada de Fourier que 5,5\u = 2miTu,

obtemos
20T (U (7),0) = (Fon(7), ) vrv + (tom, ) = (U (T)), 0)e~2™T7 Y € V.
Tomando v = U,,(7) na equagao anterior temos

21| (T) |2 = (Fon(7): T (7)) v+ (gmes T (7)) — (2t (T), T (7)) e~ 271.

Vamos limitar o lado direito de (2.69). Note que ||Bully» < Cs||lu|* para todo

u eV, logo
T T
[ 1Ot = [ 150 + v (®) - Bun 0t
0 0
T
< /0 1fOlv: + v[|[ Aup (@) [y + | Bun (t)|lv-dt
T
< [ U@+ Ol + Callun 0P
Levando em conta esta desigualdade e a estimativa (2.67), temos que

T
/ 1)t < Ca, Y €N,
0

donde resulta

sup | o)l < sup [ IF0) vt
TE

TER J -0
T
_ Sup/ (@)t < Cas ¥ m. (2.69)
T7€R JO
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Da Estimativa 1 (ver 2.67), temos que
[um(0)]l2 < G5, Jlum(T)2 < Cs. (2.70)
De (2.69), (2.69) e (2.70) temos

~ I ~ ~
Tlldm(Tllz < %(Hfm(T)lelum(T)H+HuOmHzHum(T)Hz
+ [ (T) 2l (7) 2 [e=>7])

1 . ~ .
o (Calltm(T)l| + Cs [t (T)ll2 + Csl[wm(T)ll2)

< Collum(r)l- (2.71)

1
Para 0 <y < 1 afirmamos que

1+ |7]

2y -
|T| S C’Yl + |7_|1_277

V7 eR. (2.72)

. - . |27 (1 + |2 ]'7*)
De fato, considere a fungao f : R — R definida por f(z) = T+ o] . Deste
T

modo temos que f ¢é continua em R e

N O )

li = 1
o Pl
o r—too 1 4+ |x]

|$|2'yfl +1

1
Como v < 1 temos que 2y — 1 < 0, logo

2v—1
lim f(z)= lim 7 41 =1

T—400 T——400 ﬁ +1
x

Do mesmo modo lim f(z) = 1. Portanto concluimos que f é limitada em R e

T——00

segue (2.72).

Assim de (2.71) e (2.72) temos

o R SR B
| Pl < o, | Sl 1 BT

0 oo LA TR

< ¢ (/C"’ @ (Il \THWm(T)H%dT)

N

IN

Cs /Oo [ (7)||2dr + Cy /oo NI 9.73)

. o T [
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Vamos mostrar que o lado direito desta desigualdade é limitado. Da identidade de

Parseval e da Estimativa 1 vemos que

/_oo [ (7) [2dr = /0 um (8)|[2dt < C:. (2.74)

[e.9]

Da desigualdade de Schwarz e da identidade de Parseval temos

/Z Wff < ( / Z (mdﬁ) ( / ' ||um<t>||2dt)%. (2.75)

> d
Para obtermos (2.68) devemos mostrar entao que —72 < Co. De
e (L [7D)
1
fato, note que f(7) = — ¢é uma fungao par, logo
que f(7) L ooy Gdo par, log

/OO dr _2/00 dr
o (T2 o (e

-
Para 0 < 7 < 1 temos que 71?7 = = > logo
T

/1 dr /1 dr 1
" < _
o (1+ 7'1_27)2 “Jo (472 2

/oo d’T _/oo 7_4'y
() (2 )

™ 1 1 1 1

Para 7 > 1 temos

< = .
(274 7)° (2 +7) (L4T)?  (ple)? 2

Disto segue que

00 el A T4y
/ 5 = lim 5
1 (T2 +7) A=oco Ji (T2 +7)
. A dr
< lim




pois 4y — 1 < 0. Portanto a integral é limitada e de (2.73), (2.74) e (2.75) obtemos
(2.68). Consequentemente, de (2.67) e (2.68) temos que

[tm 4. v,y < Cha, (2.76)

onde K = [0,T], o que completa a Estimativa 2.

De (2.67) e (2.76) concluimos que

(um)meN ¢ limitada em L°°<O’ T’ H)7
(Um)men ¢ limitada em  L*(0,7;V),

(Um)men € limitada em  H}(R,V, H).

Portanto, do Teorema 1.9 temos que existem uma subsequéncia (uy)gen de (U )men

e uma funcao u € L*(0,T; V)N L>(0,T; H) tais que

Up —u em L*(0,T;H), (2.77)
Upy —u em L*(0,T;V), (2.78)
Un —u em L*(0,T;H). (2.79)

Passagem ao limite

Fixando j € N, multiplicando a equagao (2.62) por § € D(0,T) e integrando de

0 & T obtemos:
/OT(uZ;(t),wj)G(t)dt + V/OT((Uk(t),wj))e(t)dt
+/0T (1), 0, )t = | w00
ou ainda
—/OT(uk(t),wj)e’(t)dt+U/OT((uk(t),wj))g(t)dt
v/ (1), s (8) w,)0(1)t = / O e B0
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Considerando as convergéncias (2.77) — (2.79) e passando o limite nesta tltima

igualdade quando £ — oo, obtemos:

- /0 (u(t), w;)0/ (t)dt + v /0 ((u(t), w;))0(t)dt
+ /0 blu(t), u(t), w,)0(t)dt = /0 (F(E), w0;) v O(L) .

Como (w;)jen € base para V, por densidade conclui-se

~ /0 (u(t), )0 (t)dt + v /0 (ult), 0))8(0)dt
+ /0 b(u(t), u(t), v)8(t)dt = /0 (0, o)L,

para todo v € V. Isto significa que

d

a(u(t),v) +v((u(t),v)) + b(u(t), u(t),v) = (f(t),v)yxv, em D'(0,T), Vv e V.

Condicao Inicial

Fixamos j € N na equagao aproximada. Multiplicando-a por 6 € C'([0,T1]) tal
que 6(0) =1, 0(T) = 0 e integrando de 0 a t, temos

/0 (ul (£), w,)B(E)dt + v / (s t), ;)0 dt
n / bux (£), g (£), w;)0(t)dt = / (), wy) ey (1)L,

ou ainda

— (us(0), ;) — / (us(t), w,)0 (t)dlt + v / (uet), ;)0 () dt
+/O b(uk(t),uk(t),wj)ﬁ(t)dt:/0 (F(8), w03 )y B(1)dL.

Levando em conta as convergéncias (2.63), (2.77) —(2.79), tomando o limite quando

k — oo, na igualdade acima, obtemos

—(t0,w;) — / (u(t), w8 (t)dt + v / ((u(t), w;))0(1)dt
+/0 b(u(t),u(t),wj)e(t)dt:/o (f(t),wj>lev6(t)dt. (2.80)
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Por outro lado de (2.53) temos
u (t) — vAu(t) + (u- V)u(t) + VP(t) = f(t) em V', qs. em (0,T).

Multiplicando esta equagao pela fungao 6§ € C'([0,T]), tal que #(0) =1 e 6(T) = 0,

e integrando de 0 a T, resulta
/T o' (£)0(t)dt — l//T Au(t)0(t)dt + /T(u - V)u(t)o(t)dt
0 0 0
VP(t)0(t)dt = O(t)dt em V'
+ [ vpwowa = [ sooa
ou ainda, integrando por partes o 1° termo, temos
T T T
—u(0) — 0'(tydt —v [ Du(t)o(t)d - V)u(t)6(t)d
w0) = [ ute de—v [ sumoar+ [ yuote
VP(t)0(t)dt = O(t)dt em V.
+ [ vPmena = [ s e
Aplicando membro a membro em w; € V, concluimos que
T T
—(u(O),wj)V/Xv—/ <u(t),wj>v/xv0’(t)dt—l// (Au(t), wj)yrvO(t)dt
0 0
T T
—l—/ <(u~V)u(t),wj)vxxv9(t)dt—|—/ (VP(t), w;)vi<v0(t)dt
0 0
T
:/ (f(t), wi)vxvO(t)dt,
0
ou seja
T T
~u(0). ) = [ () [ (ule), wp)oe
0 0
T T
—|—/ bu(t), u(t), w;)0(t)dt :/ (f(t), wi)vr <y 0(t)dt. (2.81)
0 0
Comparando (2.80) e (2.81) verifica-se
(u(O),wj) = (u07wj)7 Vj € N,
donde resulta que u(0) = up em H.W

Podemos mostrar a unicidade de solucao fraca para o problema de evolu¢ao nao
linear quando n = 2 e n = 3. No caso n = 2 temos a existéncia e unicidade na
mesma classe, ja no caso n = 3 a unicidade estd em uma classe onde a existéncia

nao é conhecida. Vejamos.
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Teorema 2.7 Nas hipoteses do Teorema 2.6, suponha n = 2. Entao a solu¢ao u de

(2.52) — (2.54) € tnica e v’ € L*(0,T;V").

Dem: Desde que n = 2, pelo Lema 1.13 temos Bu € L*(0,T;V’). Como Au, f €
L*(0,T;V') e v = vAu— Bu+ f, concluimos que u' € L*(0,T;V"). Para mostrar a
unicidade sejam u; e ug solugoes do problema (2.52) — (2.54) e w = u; — up. Entao:
w e L*(0,T,V)NL®0,T; H),
w' e L2(0,T;V),
w' — vAw+ Bu; — Buy =0 em V',
w(0) = 0.
Como w € L*(0,T;V), entao w(t) € V q.s. em [0, 7], logo
(w'(t), w(t)) vy — v(Dw(t), wt)) vy + (Bui(t), w(t))y
—(Buz(t), w(t))yrwy =0 q.s. em [0,7T],

ou seja

%HW(??)H% + 20w (t)]|* + 2b(ui (1), ua (t), w(t)) — 20(ua(t), ua(t), w(t)) = 0.

Mas observe que pela linearidade de b obtemos
b(w(t)a Uz (t)7 w<t>) = b(ul (t) — U2 (t)v Uz (t)a w<t))
= b(u(t), ua(t), w(t)) — b(ua(t), ua(t), w(t)),
o que nos da
—b(ua(t), ua(t), w(t)) = b(w(t), ua(t), w(t)) — blur(t), us(t), w(t)).
Logo
b(ur(t), ur(t), w(t)) — b(ua(t), ua(t), w(t)) = blua(t), us(t), wt))
Fb(w(t), uz(t), w(t)) — blus(t), uz(t), w(t))
= b(ur(t), ur — ua(t), w(t)) — blw(t), ua(t), w(t))
= —b(w(t), ua(t), w(t)).
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Portanto
%uwu)nz +20|w()|? — 2b(w(t), ua(t), w(t)) = 0,
Novamente considerando que n = 2, do Lema 1.12 concluimos que
%nw(t)n?mvnw(t)n? = 2(w(t), us(t), w(t))

< 2wl @)l [luz() w12 @)
= 2fw(t)||llw(®)|[uz(t)]
= 2SIkl ) (Vale)
< %nzu(t)nznuw+2u||w<t>||2,

ou ainda

d 1
Zle@ls < lw@ll lua ()]

Integrando esta desigualdade de 0 até ¢ e usando o fato de que w(0) = 0 temos
1 t
2 2 2
[w(@)]z < 5/ [[ua(s)[[*llw(s)]3ds.
0
Pela desigualdade de Gronwall temos:
lw®)|5 < 0= w(x,t) =0= uy(z,t) =uy(z,t)
para todo t € [0,7T] e para quase todo z € 2. B

Vejamos agora o caso n = 3.

Teorema 2.8 Nas hipdteses do Teorema 2.6, suponhamosn = 3 eu € L¥(0,T; L*(2).
Entio a solugao u de (2.52) — (2.54) € unica e u' € L%(O,T; V).

Dem: Desde que n = 3, pelo Lema 1.13 temos que Bu € L%(O,T; V’). Como
Au, f € L*(0,T;V") e = vAu— Bu+ f, concluimos que u' € L%(O, T;V"). Ainda
levando em conta que n = 3, temos Hj () — L*(Q2). Logo

[b(w, uw, w)| < Culullus@llwlus@lull,
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e o Lema 1.3 (n = 3) nos da
i
[b(u, w, w)| < Collull ull*lwllLs)- (2.82)

Sejam uy, uy solugoes de (2.55) — (2.57) e w = u; — uy. De modo andlogo ao caso

n = 2, visto no teorema anterior, temos

d 2 2

w2+ 2v[w@®)® = 2b(w(t), w(t), ua(?))-
Esta igualdade e (2.82) nos levam em

d 1 7
EHW(??)H%+27/|!w(25)||2 < 2G[[w(@)|I3 lw @[] [Juz(t) [Laco)

C 1 8\ " 7 z
< 2 [ —2—w) el ((5) <2u>s||w<t>||4>
(2v)s (7)°
< Gallw®)3lluz(t) sy + 2vllw )|,
o que nos da
d

Slw®3 < Callw®)3lua(t)[Eeco).

Integrando esta desigualdade de 0 até ¢ e usando o fato de que w(0) = 0 temos

t
lw(®)]l3 < 03/ lw(s)[I3|uz(s)||Es 0y ds.
0
Como ||u2(t)||ﬁ4(9) € L'(0,T) podemos usar a desigualdade de Gronwall para obter

a2 = 0= u = up. W
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Capitulo 3

Regularidade e Decaimento

3.1 Regularidade

Teorema 3.1 (Auto fungdes do Problema de Stokes) Existem sequéncias (w;)jen
em V, (\j)jen em R e (P;)jen em L*(Q) satisfazendo:

(1) (wj)jen € um sistema ortonormal e completo em H,

wj

¢ um sistema ortonormal e completo em V NH?(Q),

Dem: O Teorema 2.1 nos garante que para cada f € L2(f2) existe uma tnica

funcao v € V tal que

v((u,v)) = (f,v), YveV.

Considere a fungdo G : H — V definida por G(f) = u. Entao G é linear e continua.

De fato, a linearidade é evidente. Para mostrarmos a continuidade observe que:

1 1
IGAIP = Ml = —(fw) < Sllallulle < SIflallall < 171G,

ou seja,

IGAHI < = 1F1l
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mostrando que G é continua.

Temos também que G : V — V é um operador compacto. De fato, considere
(fn)nen uma sequéncia limitada em V. Como V<5 H, temos que existem uma sub-
sequéncia (fx)ren de (fu)nen € f € H tais que f, — f em H. Da continuidade da

fungao G temos que G(fx) — G(f) em V, mostrando que G é compacto.

G é um operador auto-adjunto. Com efeito, dados f1, fo € V, temos que

(G(f1>af2) = (u17f2> =
(fle(fz)) = <f17u2) =

(flaf?))
(f17f2)7

o que nos mostra que (G(f1), fa) = (f1,G(f2)) para todo fi, fo € V, ou seja G é

auto-adjunto.

Uma outra propriedade do operador G é que estritamente positivo. De fato,

considere f € V, entao
(G 1) = (1) = LU ) = 3l > 0se £ £0

Desta forma temos que G é um operador nas condi¢oes do teorema spectral para
operadores compactos em um espaco de Hilbert V', no caso simétrico estritamente
positivo, veja [19]. Resulta do mencionado teorema, que existem sequéncias (w;)jen

em V e (A\j)nen em R satisfazendo (i) — (v). Desde que
v((wj,v)) = Xj(wj,v), Yo eV,

o Teorema 2.1 garante a existéncia de uma fungao P; € L*(Q) tal que (vi) é satis-

feito. B

Observagao 3.2 (Auto funcgies do operador —/A\) Andlogo ao Teorema 2.1 temos
que ezistem sequéncias (w;)jen em V', (Aj)jen em R tais que as condi¢oes (i) — (iv)

do teorema 2.1 sao satisfeitos e além disso —Aw; = \jw;.

72



Teorema 3.3 Seja Q C R?, f, f € L*(0,T;V"), f(0) € H euy € VNH?(Q). Entio
existe uma tnica fungao vetorial u = (ui,ug) :  x (0,T) — R? e uma distribuicao

P:Qx(0,T)— R tais que:

u,u’ € L*(0,T; V)N L>®(0,T; H), (3.1)
' —vAu+ (u-Vu+ VP =fem L*0,T;V'), (3.2)
u(0) = wuo. (3.3)

Dem: Como na demonstragao do Teorema 2.6 temos que a formulagao variacional

u, v’ € L*(0,T; V)N L>*(0,T; H) (3.4)
%(u(t), v) +v((u(t),v)) + blu(t), u(t),v) = (f(t),v),Yv € V em D'(0,T) (3.5)
u(0) = g (3.6)

¢ equivalente a (3.1) — (3.3). Vamos mostrar que
(3.4) — (3.6) possui uma tinica solugao. Para isto seja (w;) en uma base de VNH?(Q)
e para cada m € N seja V,, = [wy, -+, w,]. Conforme visto no Teorema 2.6 existe

um(t) € V, tal que

(U (8), w;) + v (U (£), w;)) + bt (), (), w;) = (F(E), wj)yr sy, 1< G < my(3.7)

Up (0) = Ugm — up em V NHA(Q). (3.8)
De (3.7) temos a seguinte equagao aproximada
(ttn (£), 0) + v ((um(£),0)) + 0(um (1), um(t), v) = (f(t), v)vrxv, Yo € Vin.  (3.9)
Estimativa 1. De modo idéntico ao Teorema 2.6 (veja 2.67) temos:
2 ' 2 L 2
[um ()12 + V/O lum(s)IPds < N T2z + luwolla. (3.10)

Estimativa 2. Tomando v = u/,(¢) na equagao (3.9) temos

(1t (£) i (£)) + 1 ((ttn (£), 2, (£))) + b0t (£), i (), 15, () = (f (£), 203, () vy
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ou seja,

[ (113 + v (i (£), 3 (£)) + Dt (£), i (£), 1 (8)) = (f (1), 5 ()i, V€ [0, T,

Em particular para t = 0,

[ (O3 = (£(0), up (0))vrxv = v((um(0), 1}, (0))) — b(um (0), i (0), 1y, (0)).

Desta igualdade, da hipétese f(0) € H e da continuidade da forma b(u,v,w) em

V xV x V, resulta que

[ ()5 = (£(0), 1 (0)) + v( A (0), 117, (0)) = b(ttn (0), i (0), 117,(0))
< (IF0)ll2 + v A (0)]]2 + Cllum (0)[) 1, (0)]2,

ou ainda,

[ ()2 < [1FO) 12 + vl A (0)[l2 + Clum (01, (3.11)

onde C é a constante dada na demonstracao de que a forma b(u,v,w) é continua.
Para limitar o membro direito desta desigualdade observe que ||, (0)|| < C1juol|m2(q),
| AU (0)[l2 < Col|tm (0)[[m2) < Cslluollmz). Portanto (u,(0))men € limitada em
H.

Derivando em relagao a ¢ a equagao (3.9), temos:

(ttgn (£), 0) 4 v((t, (£),0)) + b(uiy, (£), i (£), 0) 4 bt (£), 1, (£),0) = {f'(£), v)vrcy-

Fazendo v = 2u/, (t) obtemos

%Ilu;z(t)llgﬂL?VIIU’m(t)llz+Qb(u;1(t)>um(t),u;z(t)) = 2('(1), up (D)) vy,

Como n = 2, desta igualdade e o Lema 1.12 concluimos que

a3+ 20 () = ~2b(0 (1), (1), (1)) + 20 (0) 6 ()i
< 2C4 s (1) ot (O 1 ()] 2180 0
V2 Yz NCIWNR:

—27\\1”()Hv'f\! m()H+204fH m()H\/—Hum()HHu QIP
02

14 14
< ;Hf’(t)l\%/ + 5l O + Sl @1 + V“ 2t () [ 225, (E) 13-
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Logo,
d / 2 ! 2 2 ! 2 2 / 2
S Um @Oz + vl[un O < ZIF Ol + Csllum (Ol (012

Integrando esta desigualdade de 0 a t e usando o fato de que (u,(0))nmen ¢ limitada

em H obtemos

I+ [ )17 < a3+ 2 [ 1550 s
t
+05 [ Tum(P I (s < Co-+ 217 sz + s [ Tty (6) ()P
0 0

Levando em conta a Estimativa 1 podemos usar a desigualdade de Gronwall, para

concluir que
t
|WM®M+v/H%A@W@SC% (3.12)
0

e isto completa a Estimativa 2.
Das Estimativas 1 e 2 concluimos que

(Um)men € (u),)men s@o limitadas em  L>(0,7; H),

(Um)men € (U,)men  sao limitadas em  L*(0,T;V).

Portanto existem uma subsequéncia (uy)ren de (U )men € u € L2(0,T; H)NL*(0,T;V)

tais que
up = u em L>®(0,T;H)
ufy > u' em L>®(0,T;H)
up, — u em L*0,T;V)
uf, =~ v em L*0,T;V)
De modo idéntico ao Teorema 2.6, passamos o limite no problema aproximado e

concluimos que u satisafaz (3.4) — (3.6). W
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Teorema 3.4 Sejam Q CR* , v >0, f € L>(0,T;H) tal que f' € L*(0,T;H) e

ug € VNHA(Q), satisfazendo

2 2 \3 3

¢ 2 2 Tc o\* [T (s)eds _ Y
onde C € a constante de continuidade da forma b(u,v,w), dy = || f|Lec(0,r;m),
di = |[fO)]l2 + v Co |luollm@y + Cs |luollme) dado mno  teorema anterior,

e ¢ € a constante de imersao V — H. FEntao existe uma unica funcao vetorial

u = (up,uz,uz) : Q x (0,T) = R3 e uma distribuigio P : Q x (0,T) — R tais que

ue L®(0,T;V), (3.14)
u' € L*(0,T;V)N L®(0,T; H) (3.15)
' —vAu+ (u-Vu+VP=fem L>0,T; H) (3.16)
u(0) = ug (3.17)

Dem: De modo anédlogo ao Teorema 2.6 temos que a formulagao variacional

we L®0,T;V), v € L*(0,T; V)N L>(0,T; H), (3.18)
%(u(t),v) +v((u(t),v)) + blu(t),u(t),v) = (f(t),v),Yv € V em D'(0,T), (3.19)

é equivalente a (3.14) — (3.17). Vamos mostrar que (3.18) — (3.20) possui uma tnica
solugdo. Como no Teorema 3.3 seja (w;) ey base para VNH?(Q), Vi, = [wy, -+, wy,

e Uy (t) € V,, solucdo do problema aproximado

(1t (8), w5) + (U (£), w5)) + bt (£), um (t), w;) = (f(£),w;), 1< j <m, (3.21)

U (0) = Ugm — U em V NHZ(Q). (3.22)
De (3.21) segue a equagao aproximada

(ul, (1), 0) + V(U (t),v)) + b(tm(t), um(t),v) = (f(t),v), Vv € V. (3.23)
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Estimativa 1

Fazendo v = 2u,,(t) em (3.23) obtemos

O3 + 2 (P = 20 (2) w0
20 £ ()l (D)2
~ IO+ vlun @)1,

IA

IN

ou ainda

d 2 2 ? 2
%Hum(t)HQ_I_VHum(t)H < ;I|f(t)||2,

onde ¢ ¢é a constante de imersao de V' — H. Integrando esta desigualdade de 0 a ¢

temos

t
e (8)12 + v / lam()Pds < [um(O) + / 1£(s)I3ds,

o que nos leva a

t Tc?
\\um(t)!!§+l//0 [um(s)[12ds < uollzq +_HfHL°°0TH) (3.24)

Estimativa 2 De modo Andlogo ao Teorema 3.3 temos que

[, (0)]]2 < dy = || f(O) |2 + vCol|uollm2() + Cslluollm(o), YVm € N. (3.25)

Estimativa 3

Derivando a equagao (3.23) e depois fazendo v = 2u/, () obtemos:

CZH U ()13 + 20 g, (D)1 + 2b(us, (£), i (8), 203, (1) = 2(f7(2), i (1)),

d !/ / / !/ !/
Flen @l + 20w, O < 207 Ol (@)l + 20w, O [wn (1],

ou ainda

;ltH U (05 +2 (v = Clum @) lup, O < 2 Oll2llur,(®)]2- (3.26)
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No que segue mostraremos que (v — C/||u,,(t)||) > 0 para todo ¢ € [0, T]. De fato,
fazendo v = 2u,,(t) em (3.23) obtemos:

214y, (1), un (1)) + 2 Jun ()P = 20/ (1), un(1)),

de onde podemos ver que

Wwlum @ = 2(f(t), um(t)) — 2(u, (£), un (1)

201 @)zl ()12 + 2, (|2l (E) ]2

201 @) llacllem (0] + 2l (@) 12| (8) 2
;Hf(t)H%+V||um(t)||2+2||u;(t)Hzllum(t)||2,

ININA

IA

ou seja

02
un@OIF < —F Oz + 2l @)ll2llwn @]

Usando a Estimativa 1 obtemos

D=

2

c T
O < ZI oz +2 (f\uollﬁa<a> "

T mion ) IOl

Portanto

2 c? 2 Te? 2 : /
v|um(t)|l < dyt2 ol F2 (0 +——d; [, (£) [|2- (3.27)

Fazendo t = 0 em (3.27) e usando a Estimativa 2 resulta
2 T2 \ 2
MmO < S+ 2 (ol + o) 1Ol
c? Tc :
< vt (bt + Z58) " = da
Como 2d; <1+ d? e elo 15 (9)l12ds > 1, usando a hipétese (3.13) temos que

1
2 T 2 , 3
ds <dy = %dg + (1 + d%) <Hu0||]l-]12 + _CdQ) @foT I (s)ll2ds %

Disto segue que v||u,(0)|> < ds < dy < g, ou seja, v — C|lu,(0)|| > 0.

78



Seja T, = sup{t > 0; g(s) = v — Cllum(s)|]] > 0,V0 < s < t}. Deste modo
9(T,,) = 0, de fato, note que g € C([0,7T]) e se g(T,,) # 0 entao existe 6 > 0 tal que
g(t) # 0, para todo t € (1,, — 0,T,, + 0) o que contradiz a defini¢ao de T},,. Além

disso g(t) > 0 para todo t € [0, T,,].

Se T,,, > T entao nao hé o que fazer. Suponhamos que 7, < T, entao de (3.26)

temos

%Il%(t)lli +2(v = cllum @)D lup, (O < 20 F O l2llur, (D)2

e do fato de que v — C||lun, ()| >0 Vt € [0,T,,], temos

d

2 un®IF < 21 Ollallun )2 Yt € [0,T,]

e portanto,

%(1 + [l (D113 < 20F O l2(1+ [, (B)]]2), YVt € [0, T

s)ll2ds

Multiplicando ambos os lados desta desigualdade por e~ IS obtemos:

d ’ _rt (s s
A (e WOk L <0, vt € [0, T,)

Integrando de 0 a t < T}, temos:
(1+ [Juf, (8)][3)e o 17O — (1 4 [lur (0)]12) <0, ¥t € [0, T,
ou seja

1+ [l D) < 1+ |, 0)]|2)elo I/ (2ds

(1 + d2)elo I/ ()l2ds

IN

< (14 d?)elo I17@)lds, (3.28)
De (3.27) e de 2||u,,,(t)||l2 < 1+ |Ju,,(t)||> temos
c? Tc? 2
im0 < S8+ (ullog + ) 4+ 01
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Agora de (3.28) obtemos

c? Tc
V@I < —d5 + (1 + di) (nuOHHz(m + —d2) el 1Nt = d,, - (3.29)

3

para todo t € [0,7,,]. Mas como dy < concluimos que

c?
dy
v—Cllun®)|| >v—Cy/— >0, Ytel0,T,], (3.30)
v
o que é um absurdo pois v — C||u,,(7T,,)|| = 0. Portanto 7, > T como querfamos.

De (3.26) e (3.30) temos que

th m()\!§+2<v—\/§) @I < 201 @ll2llup, (]2, V£ € [0, 7).

Integrando esta desigualdade de 0 a t obtemos:

||u;n<t>||3+2(u—\f>/||u Pds <2 [ 17 Gds + [ )l

()13

t
<2 o + / It (s)2ds + di,
0

donde pela desigualdade de Gronwall temos que

[ <>||2+2(u—\/d7>/ i (3)]*ds < Ci. (3.31)

Portanto de (3.29) e (3.31) conclue-se que

(Um)men € limitada em  L°°(0,7;V)
(ul,)men € limitada em  L*(0,T; H)
(U )men 6 limitada em  L*(0,T;V)
Portanto existem uma subsequéncia (ug)ren de (Um)men, v € L(0,T5V)
eu € L=(0,T; H)NL*0,T;V) tal que
up, = u em L>(0,T;V)
upy = o' em L®(0,T;H)
up, — v em L*0,T;V).
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Com estas convergéncias, de modo idéntico a demonstracao do Teorema 2.6 pode-
mos passar ao limite no problema aproximado, bem como, provar que u satisfaz a
condicao inicial.

Unicidade

Basta observar que u € L>®(0,T;V) — L>*(0,T;L*Q)) — L3, T;L*(Q)) e o

Teorema 2.6 caso n = 3 garante a unicidade. W

Teorema 3.5 Sejam Q C R? |, f € L*(0,T;H) eug €V , entdo existe uma tnica

fungdo vetorial u = (uy,uz) : 2x(0,T) — R? e uma distribuicao P : Qx (0,T) — R

tais que
u € L®0,T; V)N L*0,T;H*(Q)), v € L*(0,T; H) (3.32)
u —vAu+u-Vu+VP=fen L*0,T;H) (3.33)
u(0) = g (3.34)

Dem: A demonstracao de que a formulacao variacional
u € L0, T; V)N L*0,T;H*(Q)) v’ € L*(0,T; H) (3.35)
(/(1), 0) + v(ult), v)) + blu(t), u(t), v) = (F(2),v), em D(0,T) Vv eV (3.36)
u(0) = wuyg (3.37)
é equivalente ao problema (3.32) — (3.34) é andlogo ao Teorema 2.6. Vamos mostrar
que o problema (3.35) — (3.37) possui uma unica soluc@o, para isto seja (w;);jen
base para V dada como na Observacao 3.2 e seja V,, = [wq,- -, wy,], entdo existe
um(t) € Vi, tal que
(U (£), w;) + v (), w;)) + b(tm (), um (1), w;) = (f(£),w5), 1 < j <m (3.38)
U (0) = ugym — up em V. (3.39)
Do fato que (&,,,(t), w;) = b(um(t), um(t),w;), Vj € N, para obtermos uma melhor
estimativa usaremos a equagao equivalente a (3.38)
(tg (£), w;5) + v ((m (£), 7)) + (§u, (1), w5) = (f (1), wy), 1< j<m.  (3.40)
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Estimativa 1

Multiplicando (3.40) por A; obtemos

Aj (U (£), w05) + w25 (i (£), 05)) + A (Eu (8), w05) = A (f(E), w5)- (3.41)
Da Observagio 3.2 temos que
((u (1), w))) = v((Um(t), Awy)) = (§u,, (1), Dw;) = —(f(2), Awy).
Desta igualdade temos a seguinte equagio
(3.42)

= (f(t),v), Vv € Vp,.

(U (1), 0) + v ((um(t),v)) + (€u (1), 0) =

Tomando v = 2u,,(t) em (3.42) conclue-se

%Hum(t)H2 = 20((um (1), D (1)) = 2(&u (1), Dum(t)) = =2(f (1), Dum(t)),

ou ainda

dt

Lt ()12 + 20 At ()12 = 2(Eu (6, Dt (8)) — 2 (1), Dtn(1))
%Hum(lt)ll2 + 20| At ()5 < 20w, (|2l Aum (8))[12 + 201 f @) l]2]| At (£) 2. (3.43)

Como n = 2 temos

d 1 3
dtllum(t)||2 + 20| At (013 < 26 [t (E) 13 [t (E)[[1] At (£)) 13
F2[f @) |2l Aum (D)]]2,

usando a desigualdade de Young com p=4e¢ q = % obtemos

d v
Ellum(t)ll2 + 20| At ()13 < Collttn (1) [|5] [t () |* + §||Aum(t))||§
2 v
F2F@IE + 2 Dm0

o que nos da

d 2
(O + v D ()13 <~ O + Colltm (O[3l um (D),

dt
82



Integrando esta desigualdade de 0 a t obtemos
2 ' 2 2 2 [ 2
[ (£)]] +V/O [Aum(s)llzds < [lum(0)]] +;/0 1/ (s)ll2ds
t
+02/0 (e ()12 12t (3)11%) 1w () |*ds
5 2
< Mwoll” + ~l fllrzomm
t
+Cz/0 (e ()12t ()17 [t (5) 1 ds,

Desigualdade de Gronwall implica entao que
t
Jan(®IF + v [ |50 (s)]Bds < G (3.49)
0

Estimativa 2

Multiplicando (3.38) por gj,,(t) e somando em j de 1 a n temos

2y, (O3 = =20((wn (1), 1, (1)) = 2(6un (1), 0 (1)) + 2(£ (2), 0, (8)

< 2 [t () [l + 208w, ()12l 12 + 201 (B2l (D)2

1 1
< G fumOIF + 31w D12 + Cs | (2 + 3l (D12

1
+Csll F O3 + 3llll3,

ou ainda

I @I < Car?llum@®N* + G5l (D113 + Call f B3

< Cor?um(B)* + Crllum (1)) + Coll F ()13

Integrando esta desiguladade de 0 a t temos

t t t t
/0 I () 3ds < Cu? / e (3)%ds + Cs / it (5) 2y 5 + Ci / 1 (s)]3ds
< C4V203t + 0703 + CﬁHf”LZ(O,T;H) = Cg. (345)

Portanto, de (3.44) e (3.45) concluimos que
(um)meN é limitada em LOO(07 T; V),
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(um)meN é limitada em L2<0’ T’ HZ(Q)),

(Ul )men 6 limitada em  L*(0,T; H).

m

Logo existem uma subsequéncia (u)gen de (U )men, © € L>(0,T; V)NL*(0, T; H*(2))
eu € L*0,T; H) tal que

u, — u em L>(0,T:V), (3.46)
up — u em L*0,T:H*(Q)), (3.47)
up = v em L*(0,T;H). (3.48)

Com estas convergéncias podemos passar o limite de modo idéntico ao

Teorema 2.6.1

Teorema 3.6 Sejam Q C R | f € L>®(0,T;H), v >0, uy €V, T, = min{T, T} }

3 54C4 , .
onde T\ = 02 Cy = 5 Cy € a constante definida no Lema 1.15,
4/
2 7/
(= 4max {||u0||2, W”f”%oo(oj;m} e C3 € a constante tal que Cs||ul|* < || Aul|3.

Entdo existe uma tinica func¢ao vetorial u = (uy,uz) : 2 x (0,T) — R? e uma fungdo

escalar P : Q x (0,T) — R tais que

u € L®(0,T,; V)N L*0,T,; H*(Q)), v € L*(0,T,; H), (3.49)
' —vAu+u-Vu+VP=femL*0,T,;H), (3.50)
u(0) = up. (3.51)

Dem: De modo andlogo ao Teorema 2.6 temos que a formulagao variacional

u € L®(0,T,; V)N L*0,T,; H*(Q)), v’ € L*(0,T,; H), (3.52)
(W' (t),v) +v((ut),v)) + (&.(t),v) = (f(t),v), em D'(0,T) Vo eV, (3.53)

u(0) = up. (3.54)

é equivalente ao problema (3.49) — (3.51). Vamos mostrar que o problema

(3.52) —(3.54) possui uma tnica solucdo. Seja (w;) ey base de V' dada na observagao
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3.2, Vi = [wr, -+, wp] € uy(t) € Vi, tal que

(U (8), w;) + V(U (£), w5)) + (§u,, (1), w5) = (F(£),wy), 1< j<m  (3.55)

m

Um (0) = wom — up em V (3.56)
De (3.55) temos a seguinte equagao aproximada
(U (1), v) + v((um(t),v)) + (§u (8),v) = (f(t),0), Vv € Vin. (3.57)

Estimativa 1

De (3.43) temos

jtllum(t)IIQ + 2w Aun®); < 20Ol Awn(®)l2 + 20€u, Ol Atm(®)) -

Considerando que n = 3, do Lema 1.15 temos

d 5 3

DI + 20 2O < 2SOl St 1)+ 20 0] 0]
= 2SOl Aun (Dl |

3\* 3 (2 4 3

+26: (5) Tl (%) 180015,

donde, usando a desigualdade de young com p=4¢e q= 3 obtemos

d 2 v
I + 2 DO < 21 + 2 Aun(D)
v
+C4||um(t)H6+§I|Aum(t)\|§,

ou ainda

d 2
Zlun @O +vldun@®llz < —IF @z + Callun®], (3.58)

54C%
onde Cy = 32 . Da defini¢ao de C3 e de que f € L*>(0,T; H) temos que
v

d 2
Zun @1 + Cavllum @I <~ (Ol =o:m + Callum (O]

Afirmacao:

[um()* < p, 0<t<Th. (3.59)
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w0 =1 se [un ()] < &
dt gllum@®N? se um (@) > §.
Vamos mostrar que
d 3
%z(t) < 2Cyz (3.60)
2(0) = g (3.61)
D 2 2 K I _ 2
e fato, temos ||um(0)]]7 < |luo||* < 1 < 5 mostrando que z(0) = 7 Agora note
que se [[u, (t)]* > g entao
d d
9o+ low < Dl + Covlundl?
2
< Mz + Callum®1°,
mas, & > H > 2 | fll 2o (0,7;1) € disto temos EC’gy > g||f||Loo(0T~H) portanto
2 T 4 T Cyu? o 2 v o
d
720 < Callun@I° < 2Cuflum(®)]® = 2Ca(t)".
2 M . dz % 3
Se |lum (t)]]” < 5 entao i 0<20, <§> = 2C,2(t)° , mostrando (3.60) — (3.61).
Note que (3.60) — (3.61) é uma equagao diferencial de primeira ordem nao linear,

para termos a solugao de (3.60) — (3.61) considere y(t) = z(t)~2 , logo

d o d
Sylt) = —2:()722(0)

multiplicando —2z(¢)™ em (3.60) e usando esta desigualdade obtemos

d
—y(t) > =2C4.
dty<)_ 4

Integrando esta desigualdade de 0 a t e usando (3.61) temos

4 4
yt Z——2C4t2——404t,
(t) e e

o que nos da

. (3.62)



Para t <71} temos

4(1 — cqtp?)

G =

1
5 (3.63)

Comparando (3.62) e (3.63) temos que ||u,,(t)]|> < u, para todo 0 < t < T,
mostrando nossa afirmagao.

Estimativa 2

Integrando (3.58) de 0 a t < T} obtemos

t 2 t t
[ 1suwias < = [+ [ ol + O
2T}

v

IN

£z 0.ty + Cap® Tt + [luo||* = Cs (3.64)

Estimativa 3.

Fazendo v = u,, (t) em (3.57) temos

in I = (D (), 1y, () = (&, (), () + (F(£), 1, (1)
< VOl (@)l (E)ll2 + 1€u,, (D2l (Ol + 1 (O ol ()2

1 1
61°Ci lum (DI + gl (Oll2 + 6l1€u, ()" + Zllur ()11

IN

1,
+6[ £ (D13 + Gl (D13,

ou ainda, como n = 3 do Lema 1.12 obtemos

S ®I3 < 62C (B + 61, ()] + 6] 71)
< 62 OZlluan(t) P + 60t ()] D)oy + 617 1)
< 672 CZllum () + B6C (I + Nt () sy + 61 £ 1)
< 6||fH%°°(O,T;H) +60°Cep+ 36C51° + Hum(t)H]?W(Q)a

e de (3.64) temos que para t < T}

/0 I (B3 < C. (3.65)
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De (3.59), (3.64) e (3.65) temos que
(Um)men € limitada em  L>(0,Ty; V),
(Um)men € limitada em  L*(0, T,; H?(2)),
(U Jmen ¢ limitada em  L*(0,T,; H).

Portanto existem uma subsequéncia (uy,)ren de (U )men, u € L>(0, Ty; VINL*(0, T,; HA())

eu € L?(0,T,; H) tal que

w, — u em L®(0,T,:V), (3.66)
up = u em L*0,T,: H*(Q)), (3.67)
up — v em L*(0,T,; H). (3.68)

Com estas convergéncias podemos passar o limite de modo idéntico ao

Teorema 2.6.1

Observacao 3.7 Fazendo v = 2u(t) em (3.36) e (3.53) vemos facilmente que

d 2
Zlu@®I” + vl Au®lE < Sl OIE + Callu@®w@)1*

n=2,0<t<T), (3.69)

d
S + vl Au@) 3 < Z1FOIE + Callud)]”

(n=3,0<t<T,). (3.70)

3.2 Solucao Global e Decaimento

Teorema 3.8 Sejam Q C R? , ug € V e f = 0. Entdo eriste uma tinica fungdo

vetorial u : Q X (0,00) — R? e uma fungdo escalar P : Q x (0,00) — R tais que:

u € L>®(0,00; V) N L*0, 00, H*(Q)), v’ € L*(0, 00, H), (3.71)
u' —vAu+ (u-V)u+ VP =0 em L*(0,00, H), (3.72)
u(0) = o, (3.73)
u(t) — 0 em V quando t — oc. (3.74)
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Dem: De modo andlogo ao Teorema 2.6 temos que a formulagao variacional

u € L®(0,00; V) N L*0,00;H*(Q)), v’ € L*(0,00; H), (3.75)
(W' (t),v) + v((u(t),v)) + (&u(t),v) =0 em D'(0,T) Vv €V, (3.76)
u(0) = ug, (3.77)
u(t) — 0 em V quando t — oo, (3.78)

é equivalente a (3.71) — (3.74). Seja (wj)jen dado na observagao 3.2,

Vi = (w1, -+, W] € un(t) € V,, tal que

(tt (1), w5) + V(U (), w5)) + (§u,n (), w5) = 0, 1< j <m, (3.79)

Um(0) = ugpm — ug em V. (3.80)

De (3.79) temos a seguinte equagao aproximada
(1), 0) + v ((um (1), 0) + (§u,, (), 0) = 0, Vv € V. (3.81)

Estimativa 1

Fazendo v = 2u,,(t) em (3.81), notando que (&,,, (t), us(t)) = 0 temos
d 2 2
S [wm @z + 2v|lun @) = 0,

integrando esta igualdade em ¢ > 0 obtemos,
t
[ +2V/ [ ()[Pds = um (0)]13 < [|uol*. (3.82)
0

Estimativa 2

Multiplicando (3.79) por \; temos:

Aj(u/rn(t)7wj) + )‘jy<<um<t)7 wj)) + )‘j(fum(t)ij> - 07

o que nos da

(e (1), 05)) = v ((um (£), Aw;)) = (§u,n (1), Aw;) = 0.
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Multiplicando esta equacao por g;,(t) e somando em j de 1 a m temos

%HUWL(@H2 = 20((um(t), Aum(t))) =2 (§u, (), Dum(t)) = 0,

ou ainda, como n = 2, do Lema 1.12 obtemos

%Hum(t)HQ+2V(Aum(t),ﬁum(t)) < 28 (D)2l Aum®)]l2

2G| um (113 [[temn () [[[| At ()15 -

A

4
Portanto, usando a desigualdade de Young com p=4e g = 3 temos

d 3 i 1 4y i 3
Zlun@IP + 2 dun ()} < 20, (4—) et ()13 e (2 (3) A (8113
27C%
< 4V31 [t (8) |3l ()" + /]| At (2) 3,

usando a estimativa 1 concluimos que,
d 2 2 4
S llum @17+ vl Aum @) < Collum (@)
Integrando esta desigualdade de 0 a ¢ > 0 obtemos:

t t
lum(@)]? + v / | At (3)3d5 < Jlul? + Cs / et ()2 ()P,

mas ||u,,(t)||* € L'(0,00), entdao podemos usar a desigualdade de Gronwall obtendo

Ca

t
lam (I + v / | D (s)|3ds < [luo|2e 521wl (3.83)
0

Estimativa 3
Fazendo v = 2u],(t) em (3.81) temos
20w @ON; = 20(Du (), up, () = 2(8u, (8), (1))
< 20| D (B [[2llug 2 + 201w, ) ll2lly 12

1 1
< Cyllum@OI + 5l (D113 + 201w, Ol + I (O,

Considerando que n = 2, do Lema 1.12 obtemos

il < Callum (B + 2016w, (D13

< Csllum®)* + Callum(t) Iz (o)
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de (3.82) e (3.83) temos que
t
g < c. (35
0
De (3.83), (3.84) temos que

(um)meN é limitada em LOO(O7 00; V),
(um)meN ¢ limitada em _[/2(07 00; ]HIQ(gz))7

!/

(u) )men ¢ limitada em  L*(0,00; H).

Portanto existem uma subsequéncia (uy,)ren de (U )men, u € L>(0, 00; V)NL2(0, oo; H2(Q))

eu € L*(0,00; H) tal que

up — u em L*(0,00:V), (3.85)
ue — u em L*(0,00 : H3(Q)), (3.86)
up — v em L*0,00; H). (3.87)

Com estas convergéncias podemos passar o limite de modo idéntico ao

Teorema 2.6.

Vamos mostrar que u(t) — 0 em V quando ¢ — oo. De fato, de (3.69) e que

Cslul)* < [|Aul|3 temos:

C I+ O < @) + vl du(r)3
< 20 u(t) Bl
< 2Colluo Bl
=l (3.5%)
Vamos mostrar que existe ¢; tal que
fu(m) P < 272 (38)

De fato, suponhamos que (3.89) nao acontece, entao de (3.82) temos que

t
luollz > |IU(t)H§+2V/O [u(s)|[*ds
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t t
> 21// |u(s)||*ds > 21// V—Cs)ds
0 0 2x

2
v=C

- o,
o

o que é impossivel para t suficientemente grande.

Denotando y(t) = ||u(t)||* temos de (3.88) e (3.89) que

y (1) + Covy(t) < ay(t)?, (3.90)
l/C5
< —. .
y(t) < -~ (3.91)
Considere z(t) = y(t)~!, entdo 2'(t) = —y(t)~%y (t). Multiplicando (3.90) por

—y~2(t) obtemos

!/

—y ()y*(t) — Covy *(Wy(t) = —ay *(t)y*(¢)

2(t) = Csvy (1)

v
|
Q

Z(t) — Csvz(t) > —a.

—C5V(t—t1)

Multiplicando esta desigualdade por e obtemos

% (Z(t)e—05l/(t—t1)> > _ae—cyj(t—tl)'

Integrando esta desigualdade de t; a ¢ temos

(0}
t —Csv(t—t1) t > —Csv(t—t1) _ =& > —,
Z( )6 Z( 1) B C5V6 C5V B C5V

ou ainda de (3.91) temos que

Z(t) 2 eCsV(t*tl) (Z(tl) _ Ci) > €C5V(t7t1) (2_0( _ L) — ecsu(t—tl)i
5V

disto segue que

C
Ju(r)[? < e-Cor-0 X

Passando o limite nesta desigualdade quando t — oo temos que ||u(t)|| — 0, ou seja,

u(t) - 0 em V quando ¢t — co. W
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Teorema 3.9 Sejam Q@ C R v >0, uy € V e f = 0. Entao existem constantes

0 < Ty < T3, uma tnica funcgao vetorial u : Q x (0,00) — R3 e uma funcao escalar

P:Qx(0,00) = R tais que:

u € L®(0,Ty; V) N L*(0, Ty, H*(Q)), v’ € L*(0, Ty, H),

u € L®(T3,00; V) N L*(Ty, 00, H*()), v’ € L*(T3, 00, H),

' —vAu+ (u-Vu+ VP =0 em L*(0,Ty, H) U L*(Ts, 00, H),
u(0) = uo,

u(t) — 0 em V quando t — oo.

(3.92)
(3.93)
(3.94)
(3.95)

(3.96)

Dem: De modo andlogo ao Teorema 2.6 temos que a formulagao variacional

u € L®(0,Ty; V) N L0, Ty, H*(Q)), v’ € L*(0,Ty, H),

u € L®(Ts,00; V) N L3 (T, 00, HA(Q)), v € L*(Ty, 00, H),
(' (), v) + v((u(t),v)) + (€.(t),v) = 0 em D'(0,T) Vv eV,
u(0) = uy,

u(t) — 0 em V quando t — oo,

é equivalente a (3.92) — (3.96). Seja (w;)jen dado na observagao 3.2,

Vin = w1, -+, W] € up(t) € Vi, tal que
(un (8), wy) + v ((um (), wy)) + (€u, (), 05) =0, 1< 5 <m,

Um (0) = ugy, — up em V.

De (3.102) temos a seguinte equagao aproximada

(3 (1), 0) + v ((um(2),0)) + (S, (1), 0) = 0, Vv € Vi

Estimativa 1

Tomando T, = T, o Teorema 3.6, garante que para todo 0 <t < T

e (B)* < Ao,
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t
[ 12uns)lis < . (3.106)
0

t
| el < ce (3.107
0

Estimativa 2

Fazendo v = 2u,,(t) em (3.104), notando que (&,,, (1), un(t)) = 0 temos
D13 + 20 ()] = 0
dt m 2 m )

integrando esta igualdade em ¢ > 0 obtemos,

t
lum ()15 + QV/ ()" ds = |um (0)II2 < fJuoll®, ¥t > 0,
0

> 1

desta desigualdade obtemos que E = / |t () [|2dt < 2—||u0||2. Multiplicando
0 v

(3.104) por A; obtemos

d
Zlum @1 + vl Aun(®ls < Csllum @) (3.108)

Considere as seguintes funcoes: ¢(t) = |lum(t)||?, V(t) = v||Aun(t)]3, g(t) = Cst?,
v

v
e 0s numeros reais o = o g = o Deste modo, para ¢ < 3, temos g(¢) < ag?
3

d E
e E(b(t) +1(t) < g(¢(t)). Aplicando o Lema 1.4 temos que para t > Ty = BeaE

et 1

[t (8)[1? < = A%, (3.109)

ot

2aF eaE

y/ | At (s)|2ds < ———— = B, (3.110)
‘ at

Estimativa 3

Fazendo v = u,, (t) em (3.104) obtemos

I (E < Dm0 ol + N () o 0
1 1
< | Bun (O + 7l O3 + 460, O3 + 7 (13,
94



ou ainda, como n = 3, do Lema 1.12 temos que

1

Sl 13

> A2 || A (8) |13 + 4] () 113

IN

IN

42| Dt (8) 3 + AC [l (1) | At (£) 12

IA

42| D (1) Iz + 16Ca [ (O] + | A (£)]12

IN

(40 + D A ()5 + 16C; [ (1)

Integrando esta desigualdade obtemos,

1

5 | I @Bds < @) [ A (s) s+ 16Cs [ un()]ds
t t t

IN

(42 +1)B* ' 4+ 16C, / ASt3ds
t
(42 + 1) B* ! + 80, A% 2

AN

IN

(4" +1)B* +8C, A% ™) 171,
ou ainda

/ [y, (8)[|5ds < Cst™t. (3.111)
t
De (3.105), (3.106), (3.107), (3.109), (3.110) e (3.111) tem-se

(Um)men € limitada em  L>°(0, 73, V),
(Um)men 6 limitada em  L?(0, Ty, H?(Q)),
(U Jmen 6 limitada em  L*(0, Ty, H),
(Um)men € limitada em  L>(T3,00,V),
() men ¢ limitada em  L*(T3, 0o, H*(Q)),

(U Jmen 6 limitada em  L?*(T3, 00, H).

Portanto existem uma subsequéncia (uy,)ren de (U )men, u € L=(0, To; V)NL2(0, Ty; H(R)),

u € L>(T3,00; V) N L*(T3,00; H?(Q)) e v’ € L?(0,Ty; H) N L*(T3, 00; H) tais que

upy —u em  L®(0,Ty: V), (3.112)

up — u em L*(0,Ty: H*(Q)), (3.113)
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u, — u' em

*

U — U em

up — v em

u, — v em

Com estas convergéncias podemos

L2(07 TQ; H))
LOO<T37 5 V)7
L2<T37 o3 Hz(Q»?

L*(Ty, 00; H).

passar o limite

(3.114)
(3.115)
(3.116)

(3.117)

idéntico ao

Teorema 2.6. Tomando o limite em (3.109) quando t — oo tem-se u(t) — 0 em V,

mostrando (3.96).
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