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Resumo

Neste trabalho nos propomos a estudar o seguinte problema: Dado T' suficiente-
mente grande e um dado inicial (®° !, W° W) em um espaco que estd em nossa

disposigao, encontrar um controle 8 = ((z,t) € H2(0,T; L*(0,1)) tal que a solugao

do sistema
(( Dy — AD =0 em Q x (0,00)

0P
g_V =0 sobre T’y x (0, 00)
a—i =—-W; sobre Ty x (0,00)
Wiy — Wew + O, =0 sobre Ty x (0, 00)
W,(0,t) = W,(1,t) =0 para t € (0,00)
d(0) = 9%, P,(0) = P! em )
W(0)=W° W, (0)=W!' sobre T,.

\

satisfaca as seguintes relagoes:

{ O(T) = ¢y = cte o,(T)=0
W(T) = ¢y = cte Wi(T) =0



Abstract

In this work in we consider the study of the following problem: Given T large

enough and initial data (®°, @ WO W) in a suitable space we want to obtain a

control 3 = ((z,t) € H~2(0,T; L*(0,1)) such that the solution of the system

(

\

¢tt_A¢:O
)

9 _,

3%
_:_W
dy !

Wi — Wae + & = 6

W, (0,1) = Wo(1,£) = 0
B(0) = B9, @,(0) = B!
W) = WO, Wi(0) = W1

satisfies the identities

{ O(T) = ¢y = cte
W(T) = co = cte

vi

em Q x (0,00)

sobre T'1 x (0, 00)

sobre Ty x (0,00



Sumario

Introducao

1 Preliminares
1.1 Distribuicoes e Espagos Funcionais . . . . . . ... ... ... ....
1.1.1 Nocao de Derivada Fraca . . . . . . .. ... .. ... .. ...
1.1.2 Os Espagos LP(Q2) . . . . . . ..o oo o
1.1.3 Espagos de Sobolev . . . . . . . ...
1.1.4 Espagos Funcionais a Valores Vetoriais . . . . . . ... .. ..
1.2 Teoriade Traco . . . . . . . . . . .
1.2.1 Trago em L2(0,T; H™()). .« o o o v v v i it e e
1.2.2 Tracoem H YO, T; H™(Q)) . . o o o v i i
1.3  Operadores Maximais Mondétonos - O Teorema de Hille Yosida . . . .
1.4 Semigrupos . . . . . . ...

1.5 Resultados Auxiliares . . . . . . . . . .. ...
2 Existéncia e Unicidade de Solugao

3 Controlabilidade para Sistemas Unidimensionais

3.1 Existéncia e Unicidade de Solugao do

Problema Adjunto . . . . . .. ... ...

vil

13

16

18

20

20

22

28

34

40

49



3.2 Regularidade Escondida . . . . . . . ... .. ... ... 58

3.3 Desigualdade da Observabilidade . . . . . . ... ... ... ..... 62
3.4 Desigualdade Melhorada da Observabilidade . . . . . ... ... ... 68
3.5 Controlabilidade: O cason >1. . . . . . . . . . .. ... .. ..... 79
3.6 Controlabilidade: O Cason =0 . . . . . . . . . . ... .. .. .... 88
4 Controlabilidade do Sistema Bidimensional 96
Bibliografia 100

viil



Introducao

Nos ultimos anos muito se tem estudado sobre o controle ativo de ruido gerado
em recintos fechados distintos, pela vibragao das estruturas flexiveis que formam as

paredes.

Atualmente, um exemplo que tem despertado interesse neste tipo de problema
é a possibilidade de controlar as vibracoes actsticas no interior de um aviao. Hoje,
avides com motores (ou turbopropulsores) cada vez mais potentes e eficientes, provo-
cam vibracoes acusticas de alta amplitude que se transmitem a fuselage de toda a
aeronave, produzindo a vibracao desta. A interagao entre a estrutura da aeronave
e 0 campo acustico interior, faz com que as vibragoes determinem um alto nivel de

ruido no interior do aviao e que pode resultar em danos aos passageiros.

Para contornar o problema acima mencionado tem se analisado diversas es-
tratégias para controlar as vibracoes acusticas interiores. Dentre estas estratégias,
uma das mais interessante, sem divida, consiste na implementacao do controle me-
diante pecas piezoceramic fixadas sobre uma parte da fuselage. Estas pecas trans-
formam a excitagao elétrica que estao submetidas em vibragoes mecanicas nas estru-
turas sobre as quais estao fixadas. Desta maneira tem-se uma mudanca da dinamica

das partes flexiveis e que finalmente reduzem o ruido interior.

Este é apenas um exemplo, de muitos outros que tem motivado o estudo dos

fenomenos de transmissao de vibragoes de uma estrutura a outra.

Como ja é de se esperar, neste trabalho consideraremos um modelo simples que



baseia-se no controle de ruidos e tem como texto base um artigo de Sorin MICU e

Enrique ZUAZUA (veja [24]).

Para isso, considere 2 o quadrado bidimensional

Q=(0,1) x (0,1) C R?.

Vamos supor que €2 é ocupado por um fluido elastico, nao viscoso e compressivel,

cujo campo de velocidade @ é dado pelo potencial ® = ®(z,y,t): v = V®.

Vamos supor também que o potencial ® satisfaz a equacao linear da onda em

Q x (0,00).

A fronteira I' = 09 de Q esta dividida em duas partes. I'g = {(2,0) : z € (0,1)}
e I'y = I'\I'g. O subconjunto I'y é suposto rigido e impomos que a velocidade normal
do liquido seja zero nele. O subconjunto I'y é suposto flexivel e ocupado por uma
corda flexivel que vibra com a pressao do liquido no plano onde €2 se encontra. O
deslocamento de 'y é descrito por uma fungao escalar W = W(x,t), que obedece
a equacao da onda unidimensional. Ainda, em I'y vamos impor a continuidade
da velocidade normal do liquido na corda. A corda é suposta para satisfazer as

condicoes de fronteira de Neumann em seus extremos.

Consideraremos também que todas as deformagoes, sao suficientemente pequenas

de modo que a teoria linear se aplique.

Sob condigoes iniciais naturais para ® e W o movimento linear deste sistema é

descrito por meio das equacoes de onda acopladas:

(( Dy — AD =0 em Q x (0,00)
0P
g_V =0 sobre T’y x (0, 00)
)
3, —W; sobre Ty x (0,00) 0
Wy — Wee + P, =0 sobre Ty x (0, 00)
W,(0,t) = W,(1,t) =0 para t € (0,00)
®(0) = 9%, P,(0) = P! em )
W(0)=W° W;(0)=W!' sobre T,.

\

Analisando o sistema (1) podemos observar que este acopla duas equagoes
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diferenciais que descrevem as vibragoes de estruturas de natureza diferente (fluido
e corda). Por esta razao, pela qual consideramos que nosso sistema é um sistema
hibrido. Veja também que o sistema (1) possui duas equagoes com derivadas parci-
ais, uma bidimensional e outra unidimensional, e é devido a isso que consideremos

que o nosso sistema é um sistema hibrido bidimensional.

Estudaremos a controlabilidade do sistema (1) sobre a agao de uma forga exterior
ou uma fonte de ruidos na parte flexivel da fronteira I'y. O controle serd dado por

uma funcao escalar § = [(z,t) e o sistema a ser controlado é o seguinte:

([ Dy — AP =0 em € x (0,00)
0P
g— =0 sobre T'1 x (0, 00)
i
8_y = -W; sobre T'y x (0,00) @)
Wi — Wew + O, =0 sobre Ty x (0, 00)
W,(0,t) = W,(1,t) =0 para t € (0,00)
O(0) = 9%, P,(0) = ! em ()
W(0) =W W,(0)=W' sobre Ty.

\
Veremos no capitulo 2, que a energia do sistema (1) dada por

1

E(t) = 5

1
/ VO + |, dedy + - / W2 + [Wi[2)de
Q 2 Jr,

permanece constante ao longo das trajetorias. Da definicao de energia facilmente

obtemos que o equilibrio do sistema é da forma
(@a@tawa Wt) = (617070270) (3)

onde ¢ e ¢y sao fungoes constantes.

Tendo em vista a velocidade finita da propagagao da equacgao da onda satisfeita
por &, a geometria de 2 e o suporte do controle 3 (o subconjunto I'y da fronteira

de Q) o tempo minimo para a controlabilidade do sistema (2) é 7' = 2.

O problema de controlabilidade pode ser formulado da seguinte maneira: Dado
T > 2, encontrar um espago de dados iniciais (®g, Py, Wy, Wi) que pode ser con-
duzido ao equilibrio da forma (3) em um tempo 7" por meio de um controle apro-

priado 5 € H2(0,T; L*(Ty)).



Para obtermos os resultados almejados neste trabalho, iremos decompor o
controle [, as solugoes ®, W e os dados iniciais em série de Fourier. A anélise
de Fourier é possivel por causa das condigoes de fronteira que impomos para W. Na
realidade, W é suposto para satisfazer as condigoes de fronteira de Neumann que

sejam compativeis com ¢ para desenvolver as solucoes em séries de Fourier.

Vamos decompor o controle (3, as solucoes ®, W e os dados iniciais da seguinte

maneira:
( B = Zﬁn(t) cos(nmz),

{ ¢ = Zz/Jn y,t) cos(nmz) Z¢O cos(nmz) Zw ) cos(nmz),

W= Vi(t) cos(nrx), Z VY cos(nmx) Z V1!cos(nmx)
\ n=0 n=0

(4)
Com esta decomposicao, o sistema (2) pode ser escrito como uma sequéncia de

sistemas controlaveis unidimensionais para n = 0,1,2, ...

(Y — 1/)n,yy +n?n%, =0 para (y,t) € (0,1) x (0,00)
d’ny( t) = para t >0
Uny(0,1) = (t) para t >0 5
Von(t) + WV (0) + 60(0,8) = Bult) para t> 0 ()
wn( ) = Z/}nt(o> = w}z em (07 1)

\ Vn<0) (O) =V,

Para obtermos a controlabilidade do sistema (2), primeiro estudaremos a con-
trolabilidade do sistema (5). Combinando os resultados de controlabilidade unidi-
mensional com a decomposigao de Fourier (4) iremos obter a controlabilidade para

o sistema (2).

2

O controle que vamos obter é da forma 3 = com v € L*Ty x (0,7))

ﬁ%

com suporte compacto no tempo. Desta forma, temos que / 6 = 0. Integrando

a primeira equagao de (2) em 2 obtemos que / O dxdy — Wdzx permanece
Q To



constante no tempo. Portanto necessariamente

02:/ ngx—/fl)lda:dy. (6)
T'o Q

Por outro lado, usando o fato que / [ = 0 e integrando a equacao satisfeita
por W em I’y x (0,7T) deduzimos que:

Wi(T)dz + /

o

O(2,0,T)dx = Wld:v—i—/ Oy(x,0)dx
I'o I

o
e portanto

c = /r (W1 + ®o(z,0))dx (7)

Do exposto acima obtemos que as constantes ¢; e ¢y do equilibrio que alcancamos

no tempo t = 71" sao determinadas a priori pelos dados iniciais.

Em termos dos coeficientes de Fourier dados em (4) estas constantes podem ser

escritas da seguinte maneira:

= Vo +¢6(0
6= VO — /% (8)

Com isto concluimos que as constantes ¢; e ¢y do equilibrio sao unicamente determi-
nadas pelos coeficientes de Fourier dos dados iniciais que correspondem a frequéncia

n = 0 na variavel z.

Esse fato estd relacionado com natureza diferente do sistema (5) paran =0 e
n > 1. Veremos que quando n > 1 o sistema (5) é exatamente controldvel e quando
n = 0 ele é parcialmente controlavel, pois podemos somente controlar o sistema ao

equilibrio dado em (8) em termos dos dados iniciais.

Esse trabalho esta organizado em 4 capitulos, cuja disposicao é a seguinte: No
Capitulo 1 apresentamos algumas notagoes e resultados basicos, necessario ao de-
senvolvimento do estudo a ser realizado. No segundo, mostraremos que o problema

é bem posto no espago de energia H = H'(Q) x L*(Q) x H(Ty) x L*(Ty) para as



variaveis (®, &, W, W;) e mostraremos que a energia dada por

1

B0)= 5 [ IV6F + louflandy+ 5 [ (WP (Wi

permanece constante ao longo das trajetorias. No Capitulo 3 dedicaremos ao estudo
do problema de controle unidimensional, e no quarto e ultimo capitulo dedicaremos

ao estudo principal deste trabalho, que é o problema de controle bidimensional.



Capitulo 1

Preliminares

Neste capitulo, enumeraremos alguns resultados que serao usados no desenvolvi-
mento do nosso trabalho. Por serem resultados familiares, colocaremos apenas os
seus enunciados, deixando a cargo do leitor interessado a busca de suas demons-

tragoes.

1.1 Distribuicoes e Espacos Funcionais

1.1.1 Nogao de Derivada Fraca

No estudo de problemas descritos pelas equacoes diferenciais parciais cujos dados
iniciais nao sao regulares o suficiente para possuirem derivada no sentido classico,

faz-se necessaria a introducao de um novo conceito de derivada.

Para entendermos tal conceito necessitamos de algumas definigoes:

1°) Espago das fungoes testes

Dados a = (g, 9, ...,ap) € N" e © = (21, 29,...,1,) € R", representaremos
por D% o operador derivacao de ordem « definido por

olel

D =
8l’1a18I2a2 . 8xn‘"n ’

7



onde |a| = Zai. Se a = (0,0,...,0), defini-se D*u = u.
i=1

Seja 2 um aberto do R™. Denotaremos por C§°(£2) o conjunto das fungoes
¢ : Q) — K (onde K = R ou K = C) que sao infinitamente diferenciaveis em €2 e que

tem suporte compacto, onde suporte ¢ é o fecho do conjunto {z € Q; ¢(x) # 0} em

0
€2, ou seja, supp (p) = {z € L p(x) # 0}
Dizemos que uma seqiiéncia {p,} C C5°(Q2) converge para zero, e denotamos

v, — 0, se, e somente se, existe um subconjunto compacto K de €2, tal que:

i) supp(¢,) C K,Vv €N;

ii) D%p, — 0 uniformemente sobre K, Voo € N".

Dizemos que uma seqiiéncia {¢,} C C5°(Q2) converge para ¢ C C§°(£2) quando

a seqiiéncia {¢, — ¢} converge para zero no sentido acima definido.

O espago C§°(€2), munido desta nocao de convergéncia, ¢ denominado espago das

funcgoes testes, e denotado por D(€2).
2°) Distribuigao sobre um aberto 2 C R"

Definimos como distribuigao sobre €2 a toda forma linear e continua em D(2). O
conjunto de todas as distribuicoes sobre €2 é um espaco vetorial, o qual representa-se
por D'(9), chamado espaco das distribuicées sobre 2, munido da seguinte nocao de
convergéncia: Seja (7)) uma sucessdo em D' (Q) e T € D'(Q2). Diremos que T, — T
em D' (Q) se a seqiiéncia numérica {(T,, p)} converge para (T, p) em R, V ¢ € D(Q).

1

Le(£2) 0 espago das (classes de) fungoes u : Q — K tais

3°) Denotaremos por L

que |u| é integravel no sentido de Lebesgue sobre cada compacto K de €.

De posse destas defini¢oes estamos aptos a entender este novo conceito de derivada.
S. Sobolev introduziu, em meados de 1936, uma nocao global de derivada a qual

denominou-se derivada fraca, cuja construcao dar-se-a a seguir:

Sejam u,v definidas num aberto limitado €2 do R", cuja fronteira I' é regular.



Suponhamos que u e v possuam derivadas parciais continuas em €2 = QUT'. Se u

ou v se anula sobre I', obtemos do lema de Gauss que

A expressao anterior motivou a derivada fraca dada por Sobolev: Uma funcao

u € L. (Q) é derivdvel no sentido fraco em €, quando existe uma fungao

v e L. () tal que

loc

para toda ¢ € D(12).

Embora, tal conceito de derivada ter sido um marco na evolucao do conceito de

solucao de uma equacao diferencial, ela apresenta uma grave imperfeicao no fato

1

loe(£2) possui derivada neste sentido. No intuito de sanar

que nem toda funcao de L
este tipo de problema, Laurent Schwartz, em meados de 1945, introduziu a nogao
de derivada no sentido das distribuicoes, a qual generaliza a nocao de derivada

formulada por Sobolev, como segue:

Seja T" uma distribuicao sobre 2 e « € N". a derivada de ordem « de 7', no

sentido das distribuigoes, é definida por:
(D°T, ¢) = (—=1)*(T, D*p); Ve € D(Q).

Verifica-se que D®I ¢é ainda uma distribuicdio e que o operador

D :D'(Q) — D'(Q), tal que a cada T associa-se DT, é linear e continuo.

1.1.2 Os Espagos L'(Q)

Seja © um aberto do R™. Representaremos por LP(2), 1 < p < 400, 0
espago vetorial das (classes de) fungoes definidas em 2 com valores em K tais que

|ulP é integrével no sentido de Lebesgue em Q.

9



Teorema 1.1. (Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue) - Seja
(U )ven uma seqiiéncia de fungoes integrdveis num aberto Q C R™, convergente quase
sempre para uma fun¢do u. Se existir uma fungdo uy € L'(Q) tal que |u,| < ug quase

sempre, Vv € N entao u € integrdvel e tem-se

w= lim [ u,.
Q v Jo

Demonstracao: Ver [13].

O espago LP(§2) munido da norma

p
|| e () = (/ |u(x)|pdx) , paral <p < 400
Q

[[ul[ L= = supess|u(z)|, para p = +o0,
z€eQ
¢ um espaco de Banach.
No caso p = 2, L*(Q) é um espago de Hilbert.

Proposicao 1.2. (Desigualdade de Young) - Sejam 1 < p,q < oo tal que

1—i—lzlea,b>0. Entao
P q
a? b
ab < — + —.
p q

Demonstracao: Ver [1].

Proposicao 1.3. (Desigualdade de Minkowski) - Sejam 1 <p < oo e f,g em
LP(Q), entdo
1+ 9llze@) < 1 fllere) + 19llLo)-

Demonstragao: Ver [13].

Teorema 1.4. (Fubini) Seja G = I x J um retangulo e u : G — R uma func¢do

integrdvel em G. Entao

/Gu(x,y)dxdy:/l{[]u(x,y>dy1 dx:/JUIu(x,y)dx} dy

10



Demonstragao: Ver [15] O

Proposicao 1.5. (Desigualdade de Holder) - Sejam u € LP(2) e v € L4(Q)

1 1
coml1<p<ooe-+-=1. Entiouv € L'(Q) e temos a desigualdade
p q

/Q|uv| < lull o Jv]] )

Demonstracao: Ver [1].

Segue como corolario da proposigao anteiror o seguinte resultado:

Corolario 1.6. (Desigualdade de Hélder generalizada) - Sejam fi, fo,. .., fx
1 1 1 1

fungoes, tais que f; € LP(Q), p; > 1,1 <i<k, onde —+ —+...+—=—¢
b1 P2 Pe P

1
— < 1. Entao o produto f = fifa... fr € LP(Q)) e

p

I fller) < N fille@ll follzea) - - - 1 fkllzee -

Proposicao 1.7. (Desigualdade de Interpolagao) - Se v € LP(Q) N LY(Q2) com

1 <p<qg< oo entiou e L'(Q) para todo p < r < q e se tem a desigualdade

lallzr@) < lalloqey ety

1 6 1-80
onde 0 < 0 <1 verifica — = — + ——.
r p q

Demonstragao: Ver [15].
Além dos resultados acima, temos que:
i) LP(Q) é reflexivo para todo 1 < p < +o0;
ii) LP(Q2) é separavel para todo 1 < p < +o0;
iii) D(2) tem imersao continua e densa em LP(€2) para todo 1 < p < +o0;

iv) Se (f.) é uma seqiiéncia em LP(Q2) e f € LP(Q) sdo tais que || fn, — fllzr@) — 0
entdo existe uma subseqiiéncia (f,,) tal que f,, () — f(x) quase sempre em

Q.

11



Proposicao 1.8. (Teorema da Representagcao de Riesz) - Sejam
/ 1 1
1 <p<+oo, p € (LP(Q) com —+ — =1. Entao existe uma unica u € L1($2), tal

q p
que

(p,v) = /QU(:L")v(x)dx, Vo € LP(Q) e [lull Loy = [l 1oy~

Demonstracao: Ver [1].

Quando p = oo, temos:

Proposicao 1.9. Seja ¢ € (Ll(Q))l, entdo existe uma unica u € L*(QY) tal que
(g0} = [ uaotade. Yo € L'(@) ¢ Jullom = ¢ o

Demonstracao: Ver [1].

p
loc

Denotaremos por LP (), 1 < p < +oo o espago das (classes de) fungoes

u: Q — K tais que |u|P é integravel no sentido de Lebesgue sobre cada compacto
K de €2 munido da seguinte no¢ao de convergéncia: Uma sucessao u, converge para

u e LT (Q) se para cada compacto K de {2 tem-se:

loc

pic(ety — ) = (/K () — u<x>|pdx>’l’ 0

Proposigao 1.10. (Lema de Du Bois Raymond) - Seja u € L},.(Q), entdo

loc

T, = 0 se, e somente se, u = 0 quase sempre em ). Onde T, € a distribuicao

definida por (T, ¢) = [, u(z)p(x)dz, Yo € D(Q).

Demonstragao: Ver [14].

Desta proposigao tem-se que T, fica univocamente determinada por u € L}, (9),

isto é, se u,v € L}OC(Q), entao T, = T, se, e somente se, u = v quase sempre em §2.

p
loc

Proposicao 1.11. Seja (uy)peny C L7 (Q), 1 < p < +o0, tal que u, — u em

LP

loc

(Q), entio u, — u em D' ().

Demonstragao: Ver [14].

12



1.1.3 Espacos de Sobolev

Seja  um aberto do R", 1 < p < +oo em € N. Se u € LP(Q2) sabemos
que u possui derivadas de todas as ordens no sentido das distribuig¢oes, mas nao
é verdade, em geral, que D%u seja uma distribuicao definida por uma funcao de
LP(€2). Quando D®u é definida por uma func¢ao de LP(Q2) defini-se um novo espago
denominado espaco de Sobolev. Representa-se por W™P(Q) o espago vetorial de
todas as fungoes u € LP(S2), tais que para todo |a] < m, D%u pertence a LP(f2),

sendo D*u a derivada no sentido das distribuicoes.

O espago W™P(€2) munido da norma

v mp = Z / |D%uPdz | , para 1l < p < oo,

la|<m

6] m,00 = Z sup ess| D%u(z)|, para p = oo
la]<m xeQ)

¢ um espaco de Banach.

Representa-se W™2(Q) = H™(Q) devido a sua estrutura hilbertiana, ou seja, os
espagos H™(2) sao espagos de Hilbert.

E sabido que C5°(2) é denso em LP(£2), mas nao é verdade que C5°(€2) é denso
em W™P?(Q) para m > 1. Motivado por esta razao define-se o espaco Wy (£2) como

sendo o fecho de C§°(£2) em W™P(Q), isto é,

Wmp(Q)

G (%) = Wy (9.

Observagao: Quando €2 é um aberto limitado em alguma direcao x; de R" e

1 < p < oo consideramos W""(£2) munido da norma

Q=

= | 3 [ 1puta)pac

laj=m
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que ¢ equivalente a norma |||, .

Suponha que 1 < p<ooel < q < oo tal que 1 + 1 = 1. Representa-se por
W~"4(Q) o dual topolégico de Wi**(2). O dual tfpoléqgico de HJ*(2) denota-se
por H="(2).

Prosseguindo nas defini¢oes dos espacos que utilizaremos ao longo deste trabalho,

vamos caracterizar os espagos H®({2), s € R. Para isso consideremos S = {¢ €

C>®(R™); lim p(xz)D%p(z) = 0, para todo polinémio p de n varidveis reais e o €

;
[[#]|—o0

N"} o espago das fungoes rapidamente descrescente no infinito, S " 0 dual topoldgico

de S e para cada fungao u € L'(R") a transformada de Fourier de u definida por

ie) = (2% [ ey

n

onde (z,y) = Y ;y;.
j=1
Definimos, para todo s € R
H*(R") = {u €Sy (1+|z|})iae L2(R“)} .

Além disso, se s > 0 temos que H*(R") = (H*(R")) e H*(R") — L*(R") —
H~*(R"™). Seja Q um aberto bem regular do R™, ou o semi-espaco R’t. Consideremos

a aplicacgao:
ro: L*(R") — L*Q)

u — g

que leva u na sua restrigao a 2. Assim, para s > 0 temos que

H*(Q) = {vlo; v e H(R")}

H(Q) = (H(Q) onde Hy(@) =D(@)"

Teorema 1.12. (Imersao de Sobolev) - Seja Q2 um aberto do R", entdo
H™(Q) — C*(Q), sem > g + k.

14



Demonstragao: Ver [12].

Proposigao 1.13. Sejam Q2 um conjunto aberto do R", de classe C™, com fronteira
limitada e m um inteiro tal que m > 1; e 1 < p < 0o. FEntao temos as segintes

imersoes continuas:

1 1 1

se — — >0 entdo WmP(Q) — L), onde — = — — @,
p n a p N
I m .

se — — — =0 entago W™P(Q) — L1(Q), Vq € [p, +o0],
p n
1

se — — <0 entdo WmP(Q) — L>().
p n

Demonstracao: Ver [4].

Teorema 1.14. (Teorema de Rellich Kondrachov) - Seja 2 um subconjunto
aberto limitado do R™, Q0 de classe C* e 1 < p < co. Entdo
1
n

7

1
se p <n entao W'P(Q) <% LI(Q), Yq € [1,p*], onde — =
p

SRR

se p=mn entao W'P(Q) < L1(Q), Vq € [1, 00|,

se p=n entio WH(Q) < C(Q).

Demonstracao: Ver [4].
Notacao: <% indica imersao compacta.
Proposicao 1.15. (Desigualdade de Sobolev, Gagliardo, Nirenberg)

Se 1 <p<n, entdo
WhP(R"™) C LP*(R™),

onde p* vem dado por = existe uma constante C' = C(p,n) tal que
p p n

||U||Lp* S CHVUHLP Vu € Wl’p(Rn).
Demonstragao: Ver [1].

Teorema 1.16. Quando n > 2 temos a inclusao H*'(R™) — LP(R™) para todo p

11 1
satisfazendo 2 < p < p, onde p € dado por: — = 3
P n

Demonstragao: Ver [7].
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1.1.4 Espacos Funcionais a Valores Vetoriais

Seja X um espaco de Banach. Denotaremos por D(0,T; X) o espago localmente
convexo das fungoes vetoriais ¢ : (0,7) — X indefinidamente diferenciaveis com

suporte compacto em (0,7"). Diremos que ¢, — ¢ em D(0,T; X) se:

i) K compacto de (0,7") tal que supp (p,) e supp (¢) estao contidos em K, Vv;

ii) Para cada k € N, i (t) — ¢®) () em X uniformemente em ¢ € (0, 7).

O espaco das aplicagoes lineares e continuas de D(0,7) = D(0,T;R) em X sera
denotado por D'(0,T; X), isto é, S € D'(0,T;X) se S : D(0,T) — X ¢ linear e
se 0, — 0 em D(0,T) entao (S,0,) — (S,0) em X. Diremos que S, — S em
D'(0,T;X) se (S,,0) — (S,0) em X, V0 € D(0,T). O espaco D'(0,T; X) equipado
com a convergéncia acima é denominado espago das distribuigoes vetoriais de (0, 7")

com valores em X.
Prova-se que o conjunto {0¢, 6 € D(Q),£ € X} é total em D(0,T; X).

Denotaremos por LP(0,7; X) o espaco de Banach (das classes) de fungoes veto-
riais u : (0,7) — X fortemente mensuraveis em (0,7"), (0,7") dotado da medida de

Lebesgue, tais que

T
| Tl < oo
0

Entao L?(0,7; X) é um espago de Hilbert munido do produto interno (u,v) =
fOT(u(t), v(t)) xdt. Denotaremos por H}(0,T; X) o espago de Hilbert
Hy(0,T; X) = {v € L*0,T; X);v" € L*(0,T; X), v(0) = v(T) = 0},

munido do produto interno

<mw»=4<wmwmuﬁ+l<mmww»wt
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Identificando L2(0,T; X) com o seu dual (L(0,T; X)), via teorema de Riesz,

obtemos entao
D(0,T; X) — HL0,T;X) — L*(0,T; X) — H*0,T; X) — D(0,T; X)

onde
!

H0,T;X) = (Hy(0,T; X))

Proposigao 1.17. Seja u € L*(0,T; X). Entdo existe um tnico f € H(0,T;X)
que verifica

(f,06) = ((W,0)8)x, YO € D(0,T), V& € X,

Demonstracao: Ver [16].

Baseado na proposicao anterior, identificamos f com u'. Em razao disto, diremos

que se u € L*(0,T; X) entao u' € H1(0,T; X).
Proposicao 1.18. A aplicagao

ue€ L*0,T; X) —u € H'0,T; X)
onde X € um espaco de Hilbert, € linear e continua.

Demonstragao: Ver [16].

Proposigao 1.19. Se 1 < p < oo. Entao W'P(I,X) — Cy,(I,X), onde I é um
intervalo aberto dos R e Cy, € o espago das fungoes uniformemente continuas e

limitadas de I em X.

Demonstracao: Ver [6] O
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1.2 Teoria de Traco

Consideremos {2 = R’} ou €2 um aberto limitado bem regular do R" com fronteira
I'. Por D(I') representa-se o espago vetorial das fungdes reais w definidas em T,
possuindo derivadas parciais continuas de todas as ordens. Dada uma funcao u

definida em ), representa-se you a restricao de u a I'.
Proposicao 1.20. Eziste uma constante positiva C' tal que

0l 3,y < Clllln
para toda u € D(Q).

Demonstragao: Ver [15].

Considerando D(£2) com a topologia induzida por H'(), segue pela proposicio

(1.20) que a aplicagao

[V

70 : D) — HA(T)

é continua. Sendo D(Q) denso em H'(Q), esta aplicacdo se prolonga por con-

tinuidade a uma aplicacao linear e continua, ainda representada por 7y, tal que
Yo : H'(Q) — Hz(T),
a qual denomina-se fungao trago.

Teorema 1.21. A funcdo trago aplica H'(Q) sobre Hz(I)e o niicleo de ~o € o
espago Hy ().

Demonstragao: Ver [15].

Consideremos, agora, {2 uma aberto limitado do R™ com fronteira I' bem regular,

e seja v a normal unitdria exterior em I'. Para todo j =1,...,m —1 e u € D(Q),

du

5.7 | @ derivada normal de ordem j de u e you u[.. Da densidade do
r

seja yju =

18



espago (D(T"))™ no espago de Hilbert Hm*%(f‘) X Hm*%(F) X ... X H%(F) temos o

seguinte resultado:

Teorema 1.22. Eriste uma unica aplicagdo linear e continua vy do espago H™(Q)
sobre o espago H?;BIHm_j_%(F) com niicleo v~ 1(0) = HJ'(Q), verificando a sequinte
condicao

YU = (You, Y1, - - -, Ym_1t) , Yu € D(Q).

Tal aplicagao admite uma inversa a direita linear e continua.

Demonstragao: Ver [15].

Além desses resultados, considerando os espagos de Hilbert H°(Q2) = {u € L*(Q);
Au e L*(Q)} e HY(Q) = {u € H'(Q); Au € L*(©2)} munidos dos produtos internos
(u,v)o = (w,v)r2@@) + (Au, Av)re); ¥V u,v € HO(Q) e
(u,0)0 = (u, )1y + (Au, Av)2);V u,v € H'(Q), respectivamente, temos os

seguintes resultados:

Proposigao 1.23. A aplicagio linear v : D(Q) — H~2(T') x H~2(T") definida por
u — yu = (Yu,1u) se estende por continuidade a uma unica aplicag¢do linear e

continua
v H(Q) — H 2(I)x H (T
u = yu = (Yu,1u).

Além disso, a aplicacdo v acima coincide com a aplicagao trago de ordem dois.

Demonstragao: Ver [5].

Proposigao 1.24. A aplicacio linear ~ : D(Q) — H 2(I') definida por

U= YU = % ‘F se estende por continuidade a uma unica aplicacdo linear e continua

v HYQ) — HTE(D).

Demonstragao: Ver [5].
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1.2.1 Trago em L*(0,T; H™(2)).

Pelo visto anteriormente temos que existe uma aplicagao traco
m—1
.1
v H™Q) — [[ H™ 7 2(T) (1.1)
j=0

que é linear, continua, sobrejetora, com nicleo HJ'(Q2), e admite uma inversa a

direita linear e continua.

Definamos a aplicacao
v: L20,T; H™(SQ)) — L2 (o,T;Hgn:—ole*jfé(r))

(1.2)
u — Yu, (yu)(t) = yu(t)

onde yu(t) é a aplicagao (1.1) aplicado em u(t) € H™(2). Denotamos as aplicagoes
(1.1) e (1.2) com o mesmo simbolo para nao sobrecarregar a notagao. A aplicagao
definida em (1.2) é uma aplicagao linear, continua, sobrejetora, com nicleo

L*(0,T; H(Q)), que admite uma inversa & direita 7 linear e continua, isto é,

T L? (07T; 1:[ Hm_j_é@)) = L0, T; H™(Q)),59(r(m)) = 0. (1.3)

3=0
De forma andloga podemos definir
v HYO,TsHM Q) — HE (0,75 T H™ 5 4(D))

1.4
u — Yu, (yu)(t) = yu(t) -

que tem as mesmas propriedades da aplicagao (1.2).
Proposicao 1.25. Sejau € L*(0,T; H™(Q))) comu' € L*(0,T; H™(Q)) entdo yu' =

(yu)".
Demonstracao: Ver [5].
1.2.2 Trago em H(0,7; H™())

Seja KC = L?(0,T; H™(Q2)) x L*(0,T; H™()) e M o subespago fechado de K dos

vetores {«, 5} tais que

(Q{, U>L2(O,T;HW(Q)) + (57 U,)LZ(O,T;HT”(Q))’
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para todo v € H}(0,T; H™(Q)). Entao a aplicagao

H7Y0,T;H™(Q)) — M+
f = {o% Y5}

onde {¢}, 97} € & étal que || f[[+[[{87. ¥} e & = {{oy, s} € Ki (o5, v) + (¥y,0)
= (f,v) Yo € H}(Q)}, isto ¢, o conjunto dos {¢f, 1} € K tais que f = ¢ — by, A

(1.5)

aplicagao definida em (1.5) é uma isometria linear sobrejetora.

Para f € H1(0,T; H™(Q)) defini-se 3 f na forma:

" gt (10)

T T
~ — 0 0,/
<’Yf7 w> - A (’ngf, w)ntl Hm_j_%(f‘)dt + /0 (71/}f7 w >H

w € H} (O, T; H?@;Ol Hm_j_%(I’)), que € linear e continua.
Assim temos estabelecido uma aplicagao

y: HY0,T;H™Q)) — H™ (O,T;H?:BIHT”""%(F)>

f = vf

~ f definido por (1.6), que é linear e continua. Esta aplica¢ao é denominada aplicagao

(1.7)

trago para as fungoes de H=1(0,T; H™(£2)). Assim sdo validos os seguintes resulta-

dos:

Proposigao 1.26. Se u € L*(0,T; H™(Q)) entdo

7u|H01(0,T§HT:61 Hmfjf%(r)) = yu.

Proposigao 1.27. Se u € L*(0,T; H™(Q2)) entao
Fu' = (yu)'".

Teorema 1.28. A aplicagio trago (1.7) é sobrejetora, seu niicleo é H1(0,T; H'(Q)),
e admite uma inversa a direita T : H=1(0, T} HT:_OI H™==3(")) — HY0,T; H™())

linear e continua.

Observagao 1.29. Além desses resultados se considerarmos os espacos de Hilbert

HY(Q) ={u e L*(Q); Aue L*(Q)} ou HY(Q) = {ue H'(Q); Au € L*(Q)} em vez
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de H™(§2) em conjunto com as proposi¢oes 1.23 e 1.24 obteremos a existéncia das
aplicacgoes

v HH0,T; HO(Q)) — H Y0, T: H 2(T') x H™#(T))

v HY0,T;HY Q) — H 10, T; H 2(T)).

1.3 Operadores Maximais Mondétonos - O Teo-
rema de Hille Yosida

Nesta secao daremos a definicao e propriedades elementares dos operadores
maximais mondtonos, e ainda apresentaremos o Teorema de Hille-Yosida. Para
isso, seja H um espago de Hilbert sobre o corpo dos reais. Denotemos por (-,-) e
| - |, respectivamente, o produto interno e a norma em H. Seja A um operador nao

limitado sobre H: A: D(A) C H — H, temos a seguinte defini¢ao:

Definigao 1.30. Dizemos que A é um operador mondtono se para todo v € D(A)

tivermos (Av,v) > 0.

E ainda, A € dito operador maximal mondtono se
R(I+A)=H
isto €,
VfeH, Jue D(A) tal que u + Au = f,
onde R(I + A) denota a imagem do operador I + A.
Uma observacao importante a se fazer nesse momento, é que se A é um operador

maximal monétono, entao AA é maximal mondtono para todo A > 0 (veja [1], pg

102).
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Observacao 1.31. Alguns autores dizem que A € m-acretivo ou que —A €

m-dissipativo.

Proposicao 1.32. Seja A um operador mazximal mondtono sobre H, entao temos:
i) D(A)=H.

i) A € fechado.

ii1) VA > 0,(I + \A) € bijetor de D(A) sobre H e (I + NA)™! é limitado com

1+ AA) Ml < 1.

Demonstracao: Ver [1] O

Proposicao 1.33. Seja A um operador m-dissipativo em H com dominio denso.
Entao existe um espaco de Banach H, e um operador m-dissipativo A em H, tal
que:

(i) H — H, com imersio continua e densa;

(ii) Para todo w € H, a norma de w em H € igual a |Jyuly;

(i4i) D(A) = H, com normas equivalentes;

(iv) Au = Au, para todo u € D(A.

E ainda, H e A satisfazendo (i)-(iv) sio tinicos, a menos de isomorfismos.

Demonstracao: Ver [6] ]

Corolario 1.34. Se x € H ¢ tal que Ax € H, entdo v € D(A) e Ax = Ax.

Demonstracgao: Ver [6] O

Teorema 1.35. Para todo uy € D(A), u(t) = S(t)ug € a unica solugao do problema
u € C([0,00), D(A)) N C([0, 00), H);

u'(t) = Au(t),V t > 0; (1.8)
u(0) = wy,
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onde A é um operador m-dissipativo. E ainda S(t)Aug = AS(t)ug para todo ug €
D(A) et > 0.

Demonstracao: Ver [6] ]

Em geral, se ug € D(A), S(t)ug nao é diferenciavel em H e entao nao satisfaz
u'(t) = Au(t). A Proposigao (1.33) nos permite identificar S(¢)ug. Vamos denotar
por (S(t))i=0 e (S(t))s>0 0s semigrupos correspondentes de A e A. Temos os seguintes

resultados:

Proposicao 1.36. Para todo ug € H e todo t > 0, temos que S(t)ug = S(t)uo.

Demonstracgao: Ver [6] O

Corolario 1.37. Seja ug € H. Entdo u(t) = S(t)ug € a unica solu¢ao de

u e C([0,00), H) N C([0, 00), H);

u'(t) = Au(t),V t > 0; (1.9)

u(0) = uyp,

Demonstracao: Ver [6] O
Proposigao 1.38. Seja ug € H, f € L*((0,T); H), a fungdo u definida por

u(t) = S(t)ug + /0 t S(t—s)f(s)ds
¢ a tnica solugdo de
u € C([0,00), H) N C*([0,00), H);
u'(t) = Au(t) + f(t),V t €][0,T]; (1.10)
u(0) = uo,
e ainda satisfaz

lullcqo,m,my < lluolla + || flror;m)
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Demonstracao: Ver [6] O

Considere o sistema

u'(t) = Au(t) + f(1),

u(0) = ug
onde A é um operador m-dissipativo e f € L'((0,T); H).

(1.11)

Defini¢ao 1.39. Dizemos que uma fung¢ao u € solugao forte de (1.11) se:
(i) w € C([0,T]; D(A)) N C*([0,T], H),

(i1) w satisfaz (1.11) pontualmente,

(111) u(0) = uy.

Definigao 1.40. Dizemos que uma fung¢ao u € solugao fraca de (1.11) se:

(i) u € C([0,T); H)n C'([0, T}, H),

(i3) ' (t) = Au(t) + f(t),V t €[0,T]

(1) u(0) = uy.

Definigao 1.41. Seja A operador maximal mondtono. Pondo-se, para todo \ > 0

Jy = (I + XAt e Ay = %(I — J)). Denotaremos Jy o resolvente de A e Ay a

requlariza¢do Yosida de A. Note em particular que ||Jx||p gy < 1.

Proposicao 1.42. Seja A um operador mazximal mondtono. Entdo se verificam as

sequintes condigcoes:

a;) Ay=A(J\);Yve H eVA>0.

az) Ay = Jy(Av); Yv € D(A) e VA > 0.
b) |Ax < |Av|; Vv e D(A) e VA > 0.

c) limy_oJyv=v;Vve D(A) eVA>0.

&

limy_ov = Av; Vv € H.

aQ
~—

(Axy) > 0;Voe H eVA>0.

=

|Ax| < $v); Yo e H e VA > 0.

Demonstracao: Ver [1] O
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Enunciaremos agora o principal resultado desta se¢ao, o qual nos permitira garan-

tir a existéncia e unicidade de solucao do nosso problema.

Teorema 1.43. (Hille-Yosida) Seja A um operador maximal mondtono em um

espago de Hilbert. Entao para todo ug € D(A) eziste uma tinica fungdo

u € CH([0,+00); H) N C([0, +00), D(A))

tal que
du(t
U L au=0. vi>o0
dt (1.12)
u(0) = g
Ademais, se verifica:
du(t)
lu(t)] < |ug| e | = |Au(t)| < |Aug|,Vt >0, (1.13)

onde D(A) é um espago de Banach para a norma do grdfico:

[ullpay = |u] + [Aul.

Demonstragao: Ver [1] O

Observagao 1.44. A principal aplicacao do Teorema de Hille-Yosida, reside no
fato que para resolver o problema de evolugdo (1.12), basta mostrar que o operador

A é mazimal mondtono, ou seja, estudar a equagao estaciondria u + AAu = f.

Uma outra aplicacao interessante do Teorema de Hille-Yosida serd apresentada

na observacao abaixo.

Observagao 1.45. Seja A um operador mazimal mondtono e X € R. Considere o

sequinte problema

d_u+Au+)\u:0; em [0, +o0]
7 (1.14)
u(0) = ug.

26



Multiplicando (1.14); por e teremos

d At At _
& (@u) + A (Mu(e)) = 0. (1.15)

Denotando v(s) = eMu(t), obtemos que v verifica

d
d—: +Av=0; em [0,+o0]
v(0) = uy.

Assim, resolver (1.14), se reduz a resolver (1.12) gragas ao artificio (1.15).

Passaremos agora a estudar o caso em que o operador A é auto-adjunto, cuja

definicao daremos a seguir.

Seja A : D(A) C H — H um operador linear nao limitado com D(A) = H.
Se temos a identificacio H' ~ H, pode-se considerar A* como um operador nao

limitado em H.

Definicao 1.46. Dizemos que A € simétrico se

(Au,v) = (u, Av); Yu,v € D(A);
A € auto-adjunto se A* = A e D(A*) = D(A).

Note que todo operador auto-adjunto é simétrico. Porém, se A é maximal

monotono, temos a reciproca.

Proposigao 1.47. Seja A um operador maximal mondtono e simétrico. Entao A €

auto-adjunto.

Demonstracao: Ver [1] O

O teorema que veremos a seguir, difere do Teorema de Hille-Yosida, pois o dado

inicial uy € H, ao invés de ug € D(A). Porém, sua conclusao é mais fraca, porque

du(t)
dt

pode ocasionalmente explodir quando t — 0.
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Teorema 1.48. Seja A um operador maximal mondtono, auto-adjunto. Entdo, para

todo ug € D(A), existe uma unica solu¢ao

u € C([0,4+00); H) N C((0, +00); D(A))

tal que
le—quAu:O em (0, +00)
t (1.16)
u(0) = up.

E ainda, se verifica

dult 1
u(t)] < uo| e ‘ Zi )’ = [Au(t)] < Jluol; V>0
com
u € C*((0,400); D(AY)); Vk,l€N. (1.17)
Demonstracao: Ver [1] O

Com este teorema encerramos esta secao, e passaremos agora a nos dedicar ao

estudo da teoria de Semigrupos.

1.4 Semigrupos

Nesta se¢ao introduzimos conceitos e propriedades béasicas da teoria de semigru-
pos. Para iniciarmos, sejam H um espaco de Hilbert e A : H — H um operador

linear e continuo. Vamos considerar o problema de Cauchy abstrato

d—u+Au:0 em H Vt>0
(PC) at (1.18)

u(0) =uy em H.
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O problema de dado inicial descrito em (PC') possui uma tunica solugao para

t > 0 dada por u(t) = et =Y ug, onde

400 —Ak
=

k=0

Todavia, ha diversas equagoes diferenciais parciais de evolugao que possuem a na-
tureza de (PC'), onde A é um operador linear de H nao necessariamente continuo. No
ambito de elucidar tais problemas, surge uma questao natural:
“Existem operadores de H, com propriedades analogas as da aplicacao exponen-

cial e/, que resolvem (PC) com A nao necessariamente continuo?”

Para responder tal pergunta, foi desenvolvida a Teoria de Semigrupos, que sera
0 nosso proximo objeto de estudo. Estudaremos o semigrupo S gerado por um
operador maximal monétono A. Assim, com tal enfoque unindo os resultados da
secao anterior, juntamente com os resultados a seguir, estudamos a existéncia, uni-

cidade e regularidade da solucao de nosso problema em questao.

Usando o Teorema de Hille-Yosida, podemos definir para ¢ > 0, o seguinte

operador linear:
S(t): D(A) — D(A)
uy —  S(t)ug = u(t)
Por Hille-Yosida, temos
[S(t)uol = [u(t)] < fuol; Vv e D(A). (1.19)

Definamos

S(t):H — H

uy — S(t)ug

Como D(A) = H, existem u,, e v, em D(A) tal que u, — up em H e v, — vy em
H. Logo,
|S () un — S)va| = [S(t) (un — vp) | < |ty — vl
——

€ D(A)
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Em virtude que (u, — v,) € D(A), podemos usar o fato mencionado em (1.19).

Assim, fazendo n — +oo, teremos
1S (t)un — S(t)vn] < Jug — o,

o que nos diz que S(t) é uma contragao em H. Por convengao , denotaremos de

agora em diante, S(t) = S(t), isto 6, S(t) € L(H).

Defini¢ao 1.49. S(t)é chamado Semigrupo gerado por —A.

Veja que S(t) é gerado por —A decorre do fato que

_pou(h)—wu®0) 4 _
h—0 h  h—0 h N %u(O) = —Au(0) = —Auo.
Também, S(t) € L(H).

De fato, dados ug,vg € H e A € R, tem-se:

S(t)ug = u(t) é solugao do seguinte problema:

du(t) .
p + Au(t) =0; Vt>0 (1.20)
u(0) = g

E AS(t)vg = v(t), solugdo do problema

dv(t) S
o + Av(t) =0; Vt>0 (121)
v(0) = vy

Somando as equagoes (1.20) e (1.21) teremos

d

—(u+v)+Alut+v)=0; Vt>0

T (utv) +Alu+v) (1.22)
u(0) +v(0) = up + vo

. S(t) (ug + Avg) = u(t) + v(t) = S(t)ug + AS(t)ve; Yt > 0.

Ademais, S(t) satisfaz as seguintes propriedades:
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Proposicao 1.50. Seja S(t) € L(H), semigrupo gerado por —A. Para todo t > 0,
temos:

i) S(0) =1y e Sty +1ta) = S(t1) o S(ta); Vi, ta > 0.

it)  |S(t)uo| < |ug|l, Yuo€ H, Vt>D0.

iii)  limy o |S(t)ug —ugl =0 Vuy € H.

Demonstracao: Ver [2] O

Defini¢ao 1.51. A familia {S(t)}i>0 € L(H) que satisfaz a proposicao (1.50) é

denominado semigrupo continuo de contracoes.

A seguir, enunciaremos um resultado que mostra através da teoria de semigru-
pos, que podemos obter a reciproca do Teorema de Hille-Yosida, ou seja, podemos

estabelecer uma correspondéncia bijetiva entre operadores maximais monotonos e

semigrupos continuos de contracoes.

Teorema 1.52. Se S(t) € semigrupo continuo de contragoes, entao existe um unico

operador mazimal mondtono A em H, tal que (S(t))i>0 € o semigrupo gerado por
—A.
Demonstracao: Ver [2] O

A seguir, veremos outras propriedades de semigrupos, dentre elas, algumas que

tratam da diferenciabilidade de um semigrupo.

Proposicao 1.53. Seja S(t) um semigrupo gerado por —A. Temos as seguintes

propriedades:

i)  Seug € D(A), entio S(t)ug € D(A)

e ainda,



it)  Sewug € H, entao fot S(s)ugds € D(A),Yt > 0.

¢

ii) A <f0 S(s)ug ds) = S(t)ug — uo.

Demonstracao: Ver [2] O

Definicao 1.54. Se A e —A sao operadores mazrimais mondtonos, nos podemos

definir Sa(t) e S_4(t) semigrupos gerados por A e —A, respectivamente.

Definamos

S_a(t)=S(—t); t<0.

Claramente, Sa(t) e S_4(t) sdo semigrupos, pois sado restrigdes do semigrupo

S(t).

Proposicao 1.55. Sejam Sa(t) e S_4(t) definidos acima. Entdo, temos que
Sa(t) = [S—a(®)] .

Demonstracao: Ver [2] O

Proposicao 1.56. Para que A seja maximal mondtono, € mecessdrio e suficiente

que A* também seja maximal mondtono.
Demonstracao: Ver [2] O

Proposicao 1.57. Seja S(t) semigrupo gerado por —A. Se A* eziste, entdo S*(t) =

S(t)* é o semigrupo gerado por —A*.

Demonstracao: Ver [2] O
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Proposigao 1.58. Considere Sa(t), S_a(t) de acordo com a defini¢do (1.54). Entdo:
i) S(0)=1I;
it) S(ty +ta) = S(t1) o S(ta); Vi1, by € R;
i) |S(t)uo| = |uol; Yuo € H,¥Vt eR.

S(t) € dito grupo de operadores unitdrios sobre H.

Demonstracao: Ver [2] O

Definicao 1.59. A ¢ dito anti-adjunto se A = —A.

Proposigao 1.60. A ¢ anti-adjunto se, se e somente se, A e —A sao operadores

MaTimais monotonos.

Demonstracao: Ver [2] O

Para encerrarmos esta secao, apresentaremos de forma resumida alguns resulta-
dos de extrema importancia para demonstrarmos o principal teorema da primeira

secao do capitulo 3.

Para isso seja X um espago de Banach e A um operador m-dissipativo com

dominio denso. Vamos denotar por (S(t)),., o semigrupo de contragoes gerado por

A.

Considere o seguinte problema:

((ue C([0,T]; D(A) NCY([0, T]; X)

() 3 Sult) = Au(t) + £(1) ¥t € 0,7

L u(0) = ug

onde "> 0, x € X e f é uma funcio definida em [0, 7] assumindo valores em X.

Temos os seguintes resultados para o problema (%):
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Proposigao 1.61. Para todo ug € D(A) e f € C([0,T],X) o problema (%) possui

no mdrimo uma solucao.
Demonstracao: Ver [6] O

Proposigao 1.62. Seja ug € D(A) e seja f € C([0,T],X). Assuma que uma das
sequintes condigoes € satisfeita:

i) f € LY(0,T), D(A)):

i) fe Wh((0,T),X).

Entao o problema (%) possui solugdo.

Demonstragao: Ver [6] O

Proposigao 1.63. Para todo ug € X e f € L'((0,T), X), a fungao u definida por
t

u(t) = S(t)uo +/ S(t —s)f(s)ds, € solugao fraca de
0

d
Sult) = Aut) + £t

u(0) = ug

onde v € C([0,T); X) e ainda satisfaz

ulleqorxy < llzllx + LIl om).x)

Demonstracgao: Ver [6] O

1.5 Resultados Auxiliares

Nesta secao enunciaremos resultados importantes que serao utilizados ao longo

de todo o trabalho.
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Proposicao 1.64. (Desigualdade de Cauchy-Schwarz) - Sejam z,y € R",

entao

lz.y| < |z|lyl.

Teorema 1.65. (Hahn-Banach, forma analitica) Sejap : E — R uma aplicagio

que verifica

p(Ax) =Xp(z)Vaex e B e VA>0

plr+y) <pl)+ply) Yo,yck

Seja também G C E um subespaco vetorial e g : G — R uma aplicagao linear tal
que

g(x) <plz) Yzed.

Entao existe uma forma linear f definida sobre E sobre estende g, isto €,
g(x) = f(z) Vo el

e ainda

f(z) <p(x) VzekE.

Demonstracao: Ver [1] O

Corolario 1.66. Seja G um subespaco vetorial de E, e seja g : G — R uma

aplicagao linear e continua. Entao eziste f € E' que estende g tal que ||f||g = ||gllc-

Demonstracao: Ver [1] O

Proposicao 1.67. Sejam E e F dois espacos de Banach e seja T um operador

linear continuo e bijetivo de E sobre F. Entao T~' € continuo de F' em E.

Demonstracao: Ver [1] O
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Teorema 1.68. (Teorema da Representacao de Riesz-Fréchet) Dado p € H',

existe f € H unica tal que
(p,v) = (f,v) Vo € H

e ainda satisfaz

1= Nl
Demonstracao: Ver [1] O

Defini¢ao 1.69. Se diz que uma forma bilinear a(u,v) : H x H — R é:

(1) Continua se existe uma constante C' > 0 tal que

la(u,v)| < Clullv| ¥V u,ve H.

(11) Coerciva se existe uma constante o > 0 tal que
a(v,v) > alvf?

Lema 1.70. (Lax-Milgram) Seja a(u,v) uma forma bilinear, continua e coerciva.

Entao para todo ¢ € H' existe u € H unico tal que
a(u,v) = (p,v)Vv € H.

E ainda, se a € simétrica, entao u se caracteriza pela propriedade

wel e %a(u,u)—(gp,wzgréilgl{%a(u,v)—@,w}

Demonstragao: Ver [1] O

Lema 1.71. (Lema de Gronwall) - Sejam z € L>(0,T) e f € L'(0,T) tais que

z(t) >0, f(t) > 0 e seja ¢ uma constante nao negativa. Se

f(t) < c+/0 z(s)f(s)ds, ¥Vt € [0,T],
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entao

F(t) < celo =@y e [0, TY.

Demonstragao: Ver [12].

Proposigao 1.72. (Férmula de Gauss e a Féormula de Green) - Seja Q2 um

aberto limitado bem regular do R™. Se u,v € H*(Q), entdo para 1 < i < n temos

que
ov ou
Uu—dr = — vdz —|—/ w)(Yov)v;dl,
e == [ Sude+ [ Gou o)
onde v = (v1,Va,...,v,) e v denota o vetor normal unitdrio exterior a I.

Seu e H*(Q) ev e HY(Q), temos a férmula de Green:

/Vqudx: —/Auvdx+ v%df‘.
Q

Q FaV

Demonstragao: Ver [5].

Proposigao 1.73. (Férmula de Green generalizada) - Para todo u € H'(Q)e

v e HY(Q), tem-se

1

(Au,v)r2(0) + (Vu, Vo) 2i0) = <71u,70U>H—%(F)XHg(F)7

onde I' = 0f).

Demonstracao: Ver [5].

Teorema 1.74. (Regularidade do problema Dirichlet) - Seja Q um aberto de
classe C* com fronteira T' limitada (ou Q@ = R%). Seja f € L*(Q) e u € Hj(Q),

verificando

/Vquo—l—/ugp—/fcp, Vi € Hy ().
0 0 0

Entio, v € H*(Q) e ||ullp2@) < c|flli2@), onde ¢ é uma constante que sé

depende de Q2. Além disso, se Q € de classe C™2 e f € H™(Q), entao u € H™ ()
com ||u| grm+2(0y < || fllum); em particular, se m > 2 entio u € C*(Q). Ainda, se

Q € de classe C™ e f € C™(Q), entao u € C™(2).
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Demonstracao: Ver [1].

Teorema 1.75. (Regularidade para o problema de Neumann)- Com as mes-
mas hipoteses do teorema anterior se obtém as mesmas conclusoes para a solucao

do problema de Neumann, ou seja, para u € H*(Q) tal que

/Vquo—l—/ugo:/fgp, Vo € H'(9Q).
Q Q Q

Demonstracao: Ver [1] O

Teorema 1.76. (Propriedade de Continuagao Ijnica) Assuma que u pertenca
ao espaco L*(Qx(0,T)) e seja uma solugio fraca de Du+v(z,t)u =0 em Qx (0,T),
(onde O € o operador D’Alembertiano) tal que T > diam 2 e v € L*>(0,T; L™ (Q)),

onde €2 é um aberto do R™.
Entao se w = 0 em algum conjunto {x € R"/a(x) > 0} x (0,T"), temos que

u = 0.

Demonstragao: Ver [21].

Lema 1.77. Sejam H eV espacos de Banach, tais que H — V. Sew € L*(0,T; H)
eu € LY0,T;V) entio u € C°([0,T]; V).

Demonstracao: Ver [19].

Teorema 1.78. (Regra da Cadeia) Seja G € C'(R) tal que G(0) =0 e |G'(s)] <
M para todo s € R. Seja u € WHP(Q). Entao a fungio Gou € WIP(Q) e

0 (Gou):(G'ou)au 1<i<n.

8501» 8@ ’
Demonstracao: Ver [9].

Observacao 1.79. E conveniente observar uma consequéncia muito util da de-

sigualdade de Holder: Seja fi, fo, ..., fr funcoes tais que



Entao o produto f = fifa....fr € LP(Q) e
I llze < [ fillor | fel Lo

Em particular, se f € LP(Q2) N LY(Q) com 1 < p =< o0, entao f € L"(?) para
todo p < r < q se verifica a desigualdade de interpolacao.

o a 1 o 1-«
£l < IANZoIF Iz onde =, (0sesi)

Para encerrarmos esta secao enunciaremos um teorema que tera um papel fun-

damental na demonstracao de alguns resultados presentes no capitulo 3.
Teorema 1.80. (A. Harauzx, Th. /)
Seja f = f(t) da sequinte forma

2 a, ez/\nt7

ne”L

onde )\, € uma seqiiéncia de nimeros reais. Vamos assumir que a,, € L? e que existe

N eN;v>0 ey >0 tal que

Vil — Yo = Yoo > 0 s€ 0| > N (1.23)
Vo1 — Yn = 77 > 0 para todo n € N. (1.24)
Seja J C R um intervalo finito de comprimento | J |> % Entao, existe existe

duas constantes positivas cy,co > 0 tal que

aXlof < [ 1fOFE < oY jof (1.25)

nez neL

Mais precisamente ¢y = C1(2N +1) e co = Co(2N +1) onde ¢;(j);i = 1,2 sao dados

pela sequinte formula de recorréncia:

1
. . 2¢ () 288|J‘ o 2
alj+1) = [( gt 1) S T2 T 171
(1.26)

(G +1) = 201G+ 1) + (), j =0, 1.

e ¢1(0), c2(0) sdo tal que (1.25) se satisfaz no caso particular em que oo =y > 0.

39



Capitulo 2

Existéncia e Unicidade de Solucao

Como mencionamos na introducao, este capitulo serd dedicado para garantirmos
a existéncia e unicidade das solugdes do sistema (1), assim como as propriedades
elementares de continuidade com respeito aos dados iniciais. Para assegurarmos
tais resultados, langaremos mao da teoria hilbertiana dos operadores maximais-
monotonos e o Teorema de Hille-Yosida. Primeiramente, vamos escrever o sistema
(1) de forma abstrata que nos permite o estudo das solu¢oes em um espago de energia

finita.

Seja o espago X = H'(Q) x L*(Q) x H(Ty) x L*(Ty). Definimos em X o produto

escalar:

(f,9) = /Q(Vfl-vfh—i‘flgl)dl’dy‘i‘/ﬂ fngdl’dy‘f‘/F ((fs)x(gs)x+f393)d$+/ro fagadz,

VIi=(,fofs[1) e Yg=1(91,92,9394) € X.

onde . representa o produto escalar em R?. Desta forma (X, (.,.)) ¢ um espaco de

Hilbert.

Para prosseguirmos definimos os seguintes operadores:

B e L(HY(Q) x H'(Q) x H'(T) x H'(To), (H'())")
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tal que
< ( Y ’}/7 Y ) Y > /(v2 ( ) y /

o
e ainda

C e LIHYQ) x HY(Q) x HYTy) x H'(Ty), (HY(Ty)))
onde

(Cl 0, V), ) = / wntbnd + / .

Com o intuito de aplicar a teoria acima mencionada, buscaremos um operador A,
tal que A + 7 seja maximal e mondtono em X'. Consideremos o operador (D(A), A)

definido por:
D(A) = {U — (¢, y,w,V) € HY(Q) x HY(Q) x HY(To) x H'(T) :

B(U) € L*(Q), C(U) € L*(Ty), % =0 sobre I'y,

% =V sobre I'y, w,(0) = w,(1) = O}
A(¢a v, W, V) = (—% B(¢7 v, W, V)a _V7 C(¢7 Y, W, V)) (21)

Vejamos em seguida em que sentido se cumprem as condi¢oes de contorno pre-

sentes na definicao do dominio D(A).

De C(U) € L?*(T'y) e usando o resultado de regularidade para o Laplaciano em
dimensao um (veja Teorema (1.75)) com condi¢oes de Neumann , se obtém que

w € H*Ty) se U € D(A) e portanto o trago w, estd bem definido.

Em segundo lugar o elemento, U = (¢,v,w,V) € D(A) tem que cumprir as

condigoes B(U) € L*(Q), o que, na forma diferencial se escreve:

—A¢ € L*(Q)
% =0 sobre I'y
v
¢

e V. € H'(Ty) sobre T

Como o dominio € ¢ uma poligonal nao podemos deduzir que ¢ € H?(2) usando
diretamente os resultados classicos de regularidade para o Laplaciano, ja que em

geral neste tipo de dominio a funcao pode ser menos regular em seus vértices.
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No entanto resultados de regularidade (veja [8], Teorema 5.1.3.5 pg 263), nos

assegura que em nosso caso, devido aos valores particulares dos angulos (iguais a 7)

e convexidade do dominio §2, nao perdemos a regularidade. Resulta que ¢ € H*(Q)

0
e portanto 8_¢ sobre I'g tem sentido como traco.
v

Dos comentarios feitos acima concluimos que:
D(A) C H*(Q) x H'(Q) x H*(Ty) x H'(Ty).

Com estas defini¢oes e considerando U = (¢, ¢y, w,w;) o sistema (1) se escreve:
U(t)+ AU(t) =0 parat € (0,00)
U(0) = (4% ¢', 0% w') € D(A) (2.2)
U(t) € D(A),Vt € (0,00)
De fato, como Uy(t) + AU(t) = 0, segue que

((bt’ ¢tt7 Wt, wtt) + (_¢t7 B(¢7 ¢t7 w, wt)u —We, C(¢7 ¢t7 w, wt)) == 0

e portanto temos que:

Gre + B(d, ¢r,w,wi) =0 (2.3)
wi + C(, ¢r,w, wy) = 0 (2.4)
De (2.3) obtemos que:
(G1t, ©)r2(0) + (B(9, by, w, wi), 0)r20) = 0 Vo € D(Q)

(61, D)2y + / VoV pdudy — / wipde =0 Y o € D(Q)
Q T'o

(b1, ) L2(0) — (Ad, 0)L2(q) = 0 Vi eD(Q)
donde segue que ¢y — A¢ = 0 obtendo assim a primeira equagao de (1).

De (2.4) obtemos que:
(Wet, V) 1200,1) + (C(@, b, w, wi), V) 12001) = 0 V1€ D(0,1)
(Wit V)2 (0,1) + (Wa, Y2 ) 220,1) + (@6, 1200y = 0 ¥V ¥ € D(0, 1)
(Wit V) r2(00) = (Waas V) 2200,1) + (915 9) 12000y =0 V¥ € D(0, 1)
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Logo, wy — Wy + ¢ = 0, donde temos a segunda equagao de (1).

As demais condigoes segue diretamente da definigdo do D(A). Portanto temos

que o sistema (1) pode ser reescrito como (2.2) com haviamos afirmado.

De posse de (2.2) enunciaremos e demonstraremos o resultado que nos garante
a existéncia e unicidade de solugdo do problema (1), bem como a continuidade com

respeito aos dados iniciais, concluindo assim o objetivo principal deste capitulo.

Teorema 2.1. Se A € o operador definido em (2.1) entao:
(i) A+Z € um operador mazimal e mondtono em X;
(ii)Solucdes fortes: Se (¢°, ¢*, W, wl) € D(A) existe uma tinica solucio (¢, ¢y, w, w;)
da equagdo (2.2) com as sequintes propriedades:

(¢,w) € C* ([0, 00); L*(2) x L*(I'g)) N C" ([0, 00; H'(Q) x H'(Tg))) N

NC ([0, 00); H*(Q) x H*(Ty))

onde estas solugoes verificam o sistema (1) pontualmente.
(iii)Solugoes fracas: Se (¢°, ¢',w° w') € X existe uma tnica solugio (¢, gy, w,wr)

da equagdo (2.2) com as sequintes propriedades:

(6.) € C" (10,00); L(©) x L2(Ty)) N C (0,00); H' () x H'(Ty))

Demonstragao: Como haviamos comentado anteriormente, nosso primeiro passo
sera mostrar que o operador A + 7 é maximal e monétono em X.

Monétono

Seja z = (¢, v,w, V) € D(A) arbitrério, teremos:

(2, (A+1)2) = ((¢,7,w,V), (=7, B(¢,7,w,V), =V, C(d,7,w,V)) + (¢, 7, w,V))
= (2,2)+ ((¢,7,w, V), (=7, B(¢,7,w, V), =V, C(¢,7,w,V))

— /(V¢ Vv + ¢y)dxdy — / (Wi Ve +wV)dx

o

+/7B(gb,'y,w Vdmdy—i—/rovc ¢, 7, w, V) + (2, 2)
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=~ [0y + ondedy ~ [ (. +wV)ds
Q Lo

(B, 7,0, V), 7) + (C(6,7,0, V), V) + (2, 2)
— — [(vovy+ odnay - |
Q

o

—/ VV—l—/ waxdx%—/ YWdzr + (2, 2)
To Ty To
= —/mdxdy—/ deer/ |ng§|2dxdy—|—/ ]¢|2dxdy—|—/ |v|*dxdy
Q To Q Q Q
+/ |wm|2dx—|—/ |w|2dx—|—/ |V |?dx
To o Iy

1 1
= [ 1vorasdy+ [ |wx|2dx+—( / (|¢|2+|7|2)d$dy)+— [ @ evy
Q To 2 Q 2 Ty
1 1
+—/(|¢|2+|7|2)dxdy—/gb’y+—/ (w2+V2)— wVdzr
2 Q Q 2 To

1)

(we Ve +wV)da + / V¢ .Vydxdy
Q

v

1
/ IVoPPdedy + | |w.|?de + - </ (lo” + |7!2)d13dy)
Q To 2 \Ja

1
+—/ (W +VHdr >0
2 Jr,

onde dos extremos temos que (z, (A +Z)z) > 0 o que mostra que o operador A +7
em questao é monotono.

Maximal

Mostremos agora que o operador A+Z é maximal. Para isso seja S = (f,g,m,n) €
HY(Q)x L*(Q) x H'(Ty) x L*(T) arbitrério e busquemos um elemento z = (¢, &,w,n) €
D(A) tal que (A+27)z = S.

Isto é equivalente a encontrar (¢,&,w,n) € D(A) solucao de:

20-E=f
26+ B(¢,&,w,m) =g
2w—n=m
2n+C(¢, & w,m) =n

0 que por sua vez, se reduz a encontrar (¢,w) € H'(Q) x H'(Ty) tal que:

4/¢udmdy+/V¢.Vudxdy—2/ wudx:/(2f+g)uda:dy—/ mudx
Q Q Fo Q 1—‘0

4/ wvdm—l—/ wxvxdx+2/ gbvdx:/ (n+2m + f)ude.
o To T'o Lo

(2.5)

(2.6)
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para todo u € H'(Q) e v € H'(Ty). Mostremos a afirmacao feita acima, ou seja,

que o sistema (2.5) é equivalente a (2.6). De fato, de (2.5) obtemos :

§=20—f = 4¢-2f+B(p,{w,n) =g
n=2w-m = 4dw-—2m+C(¢,{,w,n) =n

e portanto
(4¢7 U)LQ(Q) - (2fa U)LZ(Q) + (B(¢> ga W, 77)7 u>L2(Q) = (97 U)L2(Q)

ou seja,

4/ gbudmdy+/V¢Vud:Edy— 2/ wudxr = /(2f+g)udxdy— mudx
Q Q I'o Q

o
obtendo assim a primeira equagdo de (2.6). Analogamente se obtém a segunda

equagcao.

Com o objetivo de de aplicar o Lema de Lax-Milgram para encontrar (¢,w)

mencionado acima, definimos a forma bilinear
a (H'(Q) x H'(T,))* — R
onde

a(((b,w),(u,v)) = /QV(;S.Vudmdy—}—él/ﬂgbuda:dy—Q/F wudx

—I—/ Wy dr + 4/ wvdx + 2 pvdx
To 1) Lo

YV (¢,w), (u,v) € H(Q) x HYTy).

Definimos também a forma linear
L:H(Q) x H'(Ty) — R
dada por:
L(p,w) = /Q(2f + g)pdzdy — A maodx —|—/F (n+2m+ flwdx
0 0

Y (6,w) € HY(Q) x HY(T,).
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Claramente ”a”¢é uma forma bilinear. Verifiquemos agora que ela é continua e
coerciva. De fato,

a((6,0), (6w)) = /Q\wy?dxdy+4/ﬁ|¢|2dxdy—z/r wodz + | |w|Pdz

o

+4 [ |w|?dx + 2/ wodx
1)

o
= |‘(¢aw)H§{1(Q)xH1(Fo)

” 0

0 que nos mostra que a aplicacao é coerciva. Para verificarmos que ”a”é continua
basta aplicar a Desigualdade Triangular, a continuidade da aplicagao trago para

entao obtermos que

|a((¢, w), (u, U)) ‘ < C|(¢,w) HHl(Q)le(Fo) [l (u, U)HHl(Q)le(ro),

” 0

e portanto "a”é continua.

Mostremos agora que ” L”¢é uma forma linear e continua. Claramente L é linear,

restando apenas mostrar que é continua. Temos que:

/r maodx

e entao usando a Desigualdade de Holder e a continuidade da aplicacao trago temos

|L(¢,w)| < +

/Q(Qf + g)¢dwdy’ +

/ (n+2m + flwdz
To

o desejado.

Pelo Lema de Lax-Milgram resulta que existe uma tnica (¢, w) € H' () x H'(Ty)

tal que
a((¢,w), (u,v)) = L(u,v), Y(u,v) € H(Q) x H'(Ty)

Da igualdade obtida acima, considerando um elemento da forma (u,0) com

u € H'(Q) obtemos que a((¢,w), (u,0)) = L(u, 0), ou seja,

4/ gbudxdy—i—/ng.Vudmdy— 2/ wudxr = /(2f+g)udxdy— mudx
Q Q To Q

o

obtendo assim a primeira igualdade de (2.6).
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Considerando agora um elemento da forma (0,v) com v € H*(Ty) temos que

a((¢,w), (0,v)) = L(0,v), ou seja,
4/ wodzx +/ wevdr +2 | pudr = / (n+2m+ f)udx
To To Lo Lo

obtendo a segunda igualdade de (2.6).

Portanto (¢,w) encontrados acima ¢ solugao de (2.6). Como ¢ € H'(Q) e

& =2¢ — f segue que £ € H'(Q). Da mesma maneira se obtém que n € H*(Ty).

Da segunda equagao de (2.6) e do Teorema (1.75) se obtém que w € H?*(Ty).
Temos ainda, que verifica as condigoes de contorno w,(0) = w, (1) no sentido cléssico,

j& que w, € H'(T'y) C C[0,1].

Por 1ltimo, os resultados de regularidade para o operador —/\, com condigoes
de Neumann nao homogénea em € (ver [8] Teorema 5.1.3.5 pag 263), implica que a
funcao ¢, solucao da primeira equagao de (2.6), pertence a H*(€2). As condicoes de

contorno para ¢ se cumprem no sentido de traco.

Resulta que existe uma tnica solugao do sistema (2.5) em D(A) e portanto A+Z

¢ maximal. Logo o operador A + Z é maximal monétono como haviamos afirmado.

Finalmente, aplicando o Teorema de Hille-Yosida e a Proposic¢ao (1.63), obtemos

que o sistema:
Zi(t)+(A+I)Z(t) =0, te(0,00)
Z(0) = (9% o, WO, W) e Xx.

possui uma unica solugdo Z(t) com seguinte propriedade de regularidade:

Z € CY([0,00), X) N C([0, 00), D(A)) se Z(0) € D(A),
Z € C([0,00),X) se Z(0) €
Se denotarmos por U(t) = €' Z(t), se deduz que U é solucao da equacao (2.2) e
que ainda possui todas as propriedades de regularidade de Z. Com isso concluimos
a demonstracao deste teorema que nos garante a existéncia e unicidade de solucao,

bem como a continuidade com respeito aos dados iniciais. O
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Definimos a energia do sistema por:

1 1
E(t) = 5/9 [IV®]* + |¢]?] dedy + §/F [[W.? + [W]?] da
0

Multiplicando a primeira equagao de (1) por @, e integrando por partes se obtém

que:

1d
0= /(% —A®)D, = 55/ [[V®]* + |P¢|?] —/ W, ®, (2.7)
Q Q To

Agora multiplicando a quarta equacao de (1) por W; e integrando por partes se

obtém:
1d 5 5
I I I
agora somando (2.7) e (2.8) obtemos que
d
—FE(t) =0
dt ( ) Y

o que quer dizer que o sistema tem carater conservativo e conseqiientemente a energia

se conserva ao longo das trajetérias.
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Capitulo 3

Controlabilidade para Sistemas
Unidimensionais

Como ja mencionado na introducao deste trabalho, para encontrar a solucao do
sistema (1) iremos reduzi-lo em uma infinidade de problemas de controles unidimen-
sionais. O presente capitulo tem como objetivo, encontrar tais controles, o que nos

permitirda mais adiante, encontrar o controle para o caso bidimensional.

Para encontrar esses controles unidimensionais, primeiro mostraremos que o
problema adjunto de (5) estd bem posto no espago de energia
Y = HY0,1) x L?(0,1) x R x R. Logo apds usando técnicas de multiplicadores,
vamos encontrar alguns resultados de regularidade escondida. Na terceira secao,
com as mesmas técnicas vamos obter algumas desigualdade de observabilidade. Na
quarta secao, usando a desigualdade de Ingham's, obteremos uma versao refinada
de desigualdade de observabilidade. Finalmente, nas ultimas secoes vamos aplicar
HUM (Hilbert Uniqueness Method) e demonstrar o resultado de controlabilidade

para o sistema (5).
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3.1 Existéncia e Unicidade de Solucao do
Problema Adjunto

De maneira semelhante ao que fizemos no capitulo anterior, mostraremos nesta
segdo que o problema adjunto de (5) estd bem posto no espago de energia Y =

H(0,1) x L*(0,1) x R x R. Para tal, considere o sistema:

(N —nyy + 0P =f em (0,1) x (0,7)
my(1) =0 para t € (0,T)
1y(0) = uy para t € (0,7T)
uy + n*r*u —n,(0) =g para t € (0,T)
n(0) =m0, 7:(0) =m  em (0,1)

u(0) = up, u(0) = uy.

(3.1)

0

O sistema (3.1) é o adjunto de (5). As varidveis sao n = n(y,t) e u = u(t).
Naturalmente, como os coeficientes do sistema dependem de n = 0, 1, ..., as solugoes
(n,u) também dependem de n. No entanto, para simplificar as notagdes nao usare-
mos o indice n para distinguir as solugoes de (3.1) para diferentes valores de n. O

espago energia para o sistema (3.1) é o espago:

Y=H'"0,1)x L*(0,1) xR xR (3.2)

que dotado com o produto escalar:

1
(s For fo £2), (01 Gs 3, 92)) = / (F)olgn)y + 272 fagr)dy

1
+ / fogody + 0> f395 + f19a
0

é um espagco de Hilbert, quando n # 0. No caso n = 0, (3.3) nao define um produto

(3.3)

escalar, e neste caso consideremos o produto escalar definido por:

((f1, fos f35 fa), (91, 92, 93, 94)) = /0((f1)y(91)y+f191)dy

1 (3.4)
+/ f292dy + f395 + faga
0
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O nosso proximo passo agora, ¢ mostrar que para cada
(Mo, M1, ug, ur) € Ve (f,g9) € LY(0,T; L*(0,1) x R) o sistema (3.1) possui uma tinica

solugao na classe:

n € C((0,T]; H'(0,1)) N C*([0, T; L*(0,1));u € C([0, T]; R) (3.5)

Para tal definamos os seguintes operadores:
. By : H'(0,1) x H'(0,1) x R x R — (H'(0,1))’
1
(Bi(v, &, w,v), ) = / (¥)y(p)y +n*m*p)dy + v(0).
0
. Cy:HY0,1) x H'(0,1) x R x R — R.
Cl (wv 57 w, 'U) = n27r2w - 6(0)
Consideremos agora o operador:
AL DAY CY — Y

D(AY) = {(¢,&w,v) € Y £ € HY(0,1), Bi(¥,&w,v) € L*(0,1),

Al (,QZ% 57 w, U) = (_Sa Bl (¢7 57 w, U)a U, Cl (?/)7 57 w, 'U)) (36)

Com as consideragoes feitas, temos que 1» € H?(0,1). De fato, como By (1), &, w,v) €

L*(0,1) entao existe uma fungao h € L*(0,1) tal que:
1 1
/ (Yypy)dy — vp(0) = / hedy ¥ ¢ € H'(0,1)
0 0

Definimos:

2

=1 — (% — y)v desta forma tem-se que Qﬂy =1, — yv + v e portanto

1 1 1 1 1
/wywyz/(wy—ywrv)soy:/ wywy—/ ywy+/ vy
0 0 0 0 0
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1 1
Agora, usando o fato de que / (Yypy)dy = / hody + vp(0) segue que:
0 0

1 1 1 1
Yypy = / he +vp(0) — / YUy +/ vy, integrando por partes obtemos:
0 0 0

Vypy = LA hw-%vwﬂD-—{vyMé—lA v¢}+—v¢%

- / B + vp(0) — vp(1) + / v+ vp(1) — vp(0)
0 0

= /(h—i—v)gp vV pe H'(0,1)
0

dos extremos segue que:

1 1
/ Yypy = / (h+v)p ¥V o€ H'(0,1)
0 0
(¢yv (py)LQ(O,l) = (h + v, SO)L2(0,1) v RS Hl (07 1)

(~Vyy, )20y = (h+v,0)1201) ¥ ¢ € H(0,1)

Logo —ty,, = h 4 v, e assim v, € L*(0,1) o que implica que ¢ € H?(0,1)
e consequentemente ¢ € H?(0,1). Onde as condicoes de contorno tem sentido em

D(AY) como traco.

Se denotarmos U = (¢,£,V, () e H = (0, f,0, g), o sistema (3.1) se escreve:

U+ AU =H
U(0) = U, (3.7)
U(t) € D(AY),Y € [0, T]

De fato, de U, + A'U = H, temos que:

<¢t7£t7 ‘/;57 gt) + (_57 31(1/1,57‘/7 C)a _Ca Cl(¢7§7v7 C)) = (07 f707.g)

ou ainda

b —&=0 = h=¢ (3.8)
&+ Bi(v, 6V, = f (3.9)
Vi—¢=0 =  V,=C (3.10)
GHO(,EV,. =9 =  G+n’rE0) =g (3.11)
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De (3.8) e (3.9) obtemos:

¢tt+Bl(w7€: Va C) = f> (312)

Considere ¢ € D(0,1), entao:

(Y, o) + (B1(¥, 6, V. Q) 0) = (f,9) ¥V ¢ D(0,1)
= (%uso)+/01((w)y(90)y+n27r2w)dy = (f,p) V ¢ D(0,1)
= (Ui, @) + (U, ) + (0270, 0) = (f,0) ¥ ¢ D(0,1)
= (Ui, ) — Uy ) + (P70, 0) = (f0) ¥ ¢ D(0,1)
onde as dualidades aqui sio dadas em L2(0,1). Portanto vy — t, + n?n%) = f
satisfazendo a primeira equacao do sistema (3.1).

De (3.8) e (3.11) temos que Vi + n’7%V — 1)4(0) = g, obtendo assim a quarta

equacao de (3.1).

Como U(t) € D(AY),Vt € 0,71, segue 1, (1) =0 e ¥,(0) = V;. Portanto com as

notagoes acima o sistema (3.1) se escreve como (3.7).

Agora com as consideragoes feitas acima, estamos prontos para enunciar e de-

monstrar o principal teorema desta secgao.

Teorema 3.1. Se A' € o operador definido em (3.6) entdo:
(i) O operador A' gera um semigrupo de contragoes em Y, denotado {S*(t)}1>0

(ii) Solugoes fortes: Se Uy € D(A') e H = (0, f,0,g9) € W50, T;Y) entio existe

uma unica solugao forte U da equagdo (3.7) com a sequinte propriedade:
U e CY([0,T),Y)nC([0,T], D(AY)).

(iii) Solugées fracas: Se Uy € Y e H = (0, f,0,9) € L' (0,T;Y) entdo existe uma

unica solugdo da equagdo (3.7) com as propriedades:
t

UecC(0,7],Y), Ut)= S t)Us +/ St — s)H(s)ds.
0
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Para quaisquer duas solugoes fracas, U e U, se tem a sequinte propriedade de con-

tinutdade com respeito aos dados iniciais e aos termos nao homogéneos:

o - ol < 1o - O

’y + HH o ﬁ”Ll(O,T;y)

SeH—H =0a desigualdade acima se converte em uma igualdade e expressa a

conservagao da energia do sistema.

Demonstracao: Primeiro mostraremos que A' é maximal monétono. Mostraremos

entao que A' é mondtono, para isso vamos analisar o produto escalar:

(Al(% 57 w, U)v (77Z)’ 57 w, U)) = (<_57 Bl(¢7 57 w, U)v -0, Ol(¢a 57 w, U))? <¢u 57 w, U))

1

1
= / (_wyﬁy - n2ﬂ-2¢£>dy + / Bl(w7 57 w, U)gdy - Tl27T2'UU) + Cl(w7 57 w, U)U
0 0

1

1
— / (=&, — n*m*YE)dy + / Bi(¥, &, w,v)édy — n*m?ow + nr?ow — £(0)v
0 0
= £(0)v — £(0)v =0,

Aqui usamos o fato que By (v, &, w,v) € L?(0,1). Entdo dos extremos segue que

(A (2, &, w,v), (¥, &, w,v)) = 0, ou seja A! é um operador monétono.

Mostraremos agora que A' é um operador maximal. De fato consideremos

(f,g,h,i) € Y entao devemos encontrar (¢, &, w,v) € D(A') tal que:

(A1+I)(¢7€7w7v) = (fagvh7i>7 (313)

ou seja

(_6 _'_w?Bl(w:gawav) +£7 —v +w701(7/1af,ww) +U) = (faga h,Z)

—E+p=f = {=y—f (3.14)
Bi(y,§,w,0) +E =g (3.15)
—v+w=h (3.16)
Ci(v, &, wov)+v=1 = n’t?w—£0)+v =7 (3.17)
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de (3.14) e (3.15) obtemos
Bi(¢, & w,v) =g —¢+ f
¢ consequentemente
(Bi(v,§,w,0),0) = (g,0) — (¥, 0) + (f,¢) ¥ ¢ € H'(0,1) (3.18)
e de (3.14), (3.16) e (3.17) temos que

(n*7? + Dw —(0) =i + h — £(0) (3.19)
Logo de (3.18) e (3.19), concluimos que resolver (3.13) se reduz a encontrar
Y € H'(0,1) e w € R solugao de:
¢yl 1
[ o, +wwvonty + [ wody + o)
0 0

1 1
:/0 f¢dy+/0 gody + he(0) ¥ ¢ € HY(0,1) (3.20)

[ (n*m? + Dw —¢(0) =i+ h— f(0)
Consideremos agora a forma bilinear a : (H'(0,1) x R) x (H'(0,1) x R) — R

definida por:
1 1
a((4,w), (¢,v)) = /0 (¢, +nm* o) dy+ /0 Yody+(n*m®+1)wv+we(0) —vi(0).
A forma bilinear ”a” definida acima é uma forma bilinear coerciva pois,
1 1
a((¢, w), (,w)) = / (¢§+n2w2w2)dy+/ PPy +(n°7 + 1)w? +wip(0) — wip(0).
0 0

2
> Hw?w)HHl(o,l)xR'
Agora, usando a Desigualdade de Holder e o fato de que H'(0,1) — C0,1]

obtemos

‘a((w, w), (¢, U))| < CHw’ w>HH1(O,1)><RH(¢’ U)HHl(O,I)xR
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donde concluimos que ”a”é uma forma bilinear continua.

Counsideremos ainda a forma linear:

(L,(6,0)) = /0 Fody + /0 g6dy + ho(0) + (i + h — F(O))

Aplicando a Desigualdade de Holder, e usando que H'(0,1) — C/0, 1] segue que L

¢é linear e continua.

Pelo Lema de Lax-Milgram resulta que existe uma tnica (¢, w) € H'(0,1) x R

tal que:
a((th,w). (6,0)) = (L.(6,0)) ¥ (,0) € H0,1) x R

Considerando elemento da forma (¢,0) € H'(0,1)xR, temos que: a((@/z, w), (¢, O)) =
(L.(6.0)), ou seja.

1 1 1 1
| s, wewvoray+ [ wody+wolo) = [ fody+ [ gody+noto) 321
0 0 0 0
Por outro lado, temos que a((lp,w), (0, 1)) = <L, (0, 1)>, ou seja:

(n*7® + Dw —(0) =i + h — £(0) (3.22)

Logo de (3.21) e (3.22) temos a existéncia de uma ¢ € H'(0,1) e w € R
que verifica (3.20). Devido a defini¢io do dominio do operador A', tem-se que

(¢, &, w,v) € D(A'). Assim obtemos que o operador A! ¢ maximal e mondtono em

Y. Aplicando as Proposigoes (1.61), (1.19), (1.62) e (1.63) obtemos os demais resul-

tados mencionados no teorema. O

Observacao 3.2. No caso n = 0 o operador A' correspondente nio é maximal em
Y. Para contornar esse problema, decompomos o espaco Y em soma direta de dois

subespacos Y = Y° @ V' onde:
V' ={(c1,0,¢2,0) : c1,c5 € R}
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1
:{(w()awlv%"/l)ey/o %dy—i-Vo:O, %—wo(O)IO}

Desta forma, o operador A é maximal e mondtono em Y e todas as propriedades

do Teorema (3.1) sdo vdlidas se substituirmos Y por J°.

A energia do sistema (3.1) e dada por:
1 [ 1
=3 [ Inf+ P+ e dy 5 P+ ] (323)
0

e satisfaz

_ / £ ey, dy + g(t)un(). (3.24)

De fato, multiplicando a primeira equagao do sistema (3.1) por 7, e integrando

por partes, obtemos:

1 1 1 1
/ fmdy = / Nenedy — / NyyMedy + / n’¢*mdy
0 0

1 1 d 1
= th/ 0| *dy — nmy /O nymydy] +§E/ n’m?|n|*dy

1d

= 5a /. <|77t!2 + n*m?n|? )dy — ne(1, £)my (1, ) + m:(0, t)n, (0, £)

el 2
2dt/ Py

ou ainda:

1d

1
=y <|77| +n2rnl? + nyl >dy+77t(0 £y (0, ¢) / foedy — (3.25)

Agora multiplicando a quarta equacao de (3.1) por u; obtemos:

d
pr [|utl2 + n272\u|2] — 1n:(0)uy = guy (3.26)

N | —

Agora somando (3.25) e (3.26) obtemos (3.24).

Portanto, quando f = 0, g = 0 a energia € permanece constante ao longo das

trajetérias.
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Observemos que quando n > 1 a raiz quadrada da energia define uma norma em

Y equivalente a norma canonica ||.||y de Y:

1
2

1
02l = | [l + o) dy 2 2
0

Na secao seguinte iremos obter um resultado de regularidade escondida que sera

bastante utilizado no decorrer deste trabalho.

3.2 Regularidade Escondida

O resultado de regularidade escondida que demonstraremos agora, além de fornecer
uma estimativa que serd bastante utilizada ao longo deste trabalho, nos permitira
concluir que a fungao u, do par (n,u), onde (1, u) é a solucao de (3.1) é mais regular

do que até entao nos era garantido.

Proposicao 3.3. - Para todo T > 0 existe uma constante C(T) > 0 que ndo

dependente de n = 0,1,2, ... tal que
T 2 T
(/ \utt|dt) + / [uel? + (1 + n'*a")u? + (1 + n’7*)n*(0,¢)] dt
0 0
< C(n'+1) [ 1m0, 1, o, w) 15+ 1f 20,2202 + 9112 o)

para todo (ng,ni,up,u1) € YV, f € LY0,T;L*0,1)) e g € L'(0,T). Se g €

L*(0,T), entio u € H*(0,T) e teremos que

T
/0 [ug|*dt < C(n" + 1) {|(n0, 11, wo, wn |3 + [l 0222002 + 9l 201 -

Demonstracgao:

Consideremos uma sucessao de dados regulares (ny*, n7, udt, ul)m>o C D(A'),

tal que (ng", ni", ug', ui") — (0,71, uo,wr) em Y quando m — oo, (f™)mzo0 C
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whl(0,T; L*0,1)), f™ — fem L*(0,T;L?(0,1)) quandom — +00. (g™)m>0 C
Wh(0,T),g™ — g em L*(0,T) quando m — —+oo.

Com estes dados o Teorema (3.1) nos garante a existéncia de solugao forte para
cadam € N (n™, (n™), u™, (u™),) € C*([0,T),Y) N C([0,T], D(A')), que satisfaz a

equacao em quase todo ponto:

[ (™)t — (™) +0P?™ = f™ em (0,1) x (0,7)
ST
n")y(0) = (u™) para t € (0,T
(u™) + n?m2u™ — (n™)(0) = g™ para t € (0,7T) (3.27)
n™(0) = 5", m(0) = 0" em (0,1)
L w™(0) = ug', (u™)¢(0) = ui". sobre Ty

Agora vamos obter estimativas para estas solugoes, aplicando técnicas de multi-
plicadores. Multiplicamos a primeira equacao de (3.21) por (1—y)(n™), e integrando

por parte em (0,77) x (0,1) :

/T /1f’”(1— / / Yot = (") + 2| (L = ) (™),
[ [ [t [ [
_ / (1 / / (1= )"~ / / (7)1 = ) (™),
//n27r277m1— "),
= [ =oom 5[ [ a-nfemo s om? -],
rol

= [ —vor,f - 3{ [ a-v) [<<nm>t>2 () = )7

0

w1 T+ @ - weearmy] )

Disso resulta que:
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Veja agora que o segundo membro da igualdade acima tem sentido para solugoes
fracas que pertencem C([0,T}; ) se f € L*(0,T; L*(0,1)). Comon € C([0,T], H'(0,1)),
usando a unicidade do limite e a relacio |U — Ully < ||[Uy — Us|| + | H — Hy|| obtida

T
no Teorema (3.1) e passando o limite em (3.28) obtemos / (7,)%(0) < +oo0.
0

Agora como uy = g — n?m*u+n;(0) se obtém que u € W21(0,T) se g € L'(0,T)
eu € H*0,T) se ge L*(0,T).

Observacao 3.4. Nesse momento, podemos observar que u € mais reqular do que
tinhamos inicialmente. De fato, o Teorema (3.1) nos garantia somente que u €
C*0,T] e no entanto o resultado anterior nos assequra que u € W>(0,T). Este é o

resultado de reqularidade adicional que haviamos mencionado no inicio desta secao.

O nosso proximo passo agora, ¢ obter estimativas para a norma. Passando o

limite em (3.28) obtemos:

5 [ (o o - e o>=§ [ [ (02 2 =)

[ [ [0
<o [ (7o =—vwa) e [0+ 0o

1

wy [ (e +(ny))(TH/DT[(/OIJ”Q)%(/(%))

1 1 1
< §T||77tH20([o,T],L2) + _TH%”?; (o1, T ”27T2_TH77H20( [(0,T],H")
T+ 1

|

+HntHi’([0T )T ”771/”0 qor,c2) T HfHLl (0.T;L2)

T+4
5 <H77tHC(0T] 2y T ”an (o.r,H1y T 1 7T2H77||C (o2 T HfHLl 0TL2))

Tomando em conta a relacao dada no item (iii) do Teorema (3.1) se deduz que:

I T+4
5/0 <(m)2 + (my)* + 7127?2772) 0) < 5 (HWHZC (o.r,2) (2n*r + 1)||77H2o([0,T],H1)

+n 7r2Han (o) T HfHLl 0TL2)>
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(2n*m? + 1)(T + 4) 2 2 2
< B DO (1 g + Do)

Por outro lado, como uy = g — n?mu + 1,(0) e u, = 1,(0) se obtém:

(/T\u |)2+/0T(< )’ +n7r4u)+n27r2/0T7]2(0)
(/ 19— nr%u + (0 ) /OT(Uy)2(0)+/OT(n7ru )+n27r2/0T172(O)
< (1) w2 [Tl ([ et [ o)
([t s [ mon)
4 /0 Cm)0) + /0  (ntrta?) 1 e /0 " 20)
L) () ([ oo
([t [mon)

+ /0 2 0) + /0 e+ e /0 a0

([ |g|)2 w2 [Cwwp s [ |m<o>|)2 b [ e [ oty

nln? /0 : 72(0)

o ([T161) w2 | ([ reet) 2 [Tl [ o s (/OT|m<o>|)2]
- S, 0) + / ' (mimt?) + nia? / P
() w2 [r [[wewarr [Cwwup e [Cioer [eo)
T /0 Cm)0) + /0  (ntrta?) 1 i /0 " 20)

) </OT|g|)2—|—4T/OT(n2ﬂ2u)2+4T/OTnf(0)+/OT(ny)2(0)+/OT(n47r4u2)
n2n? /0 R0

</OT |g|>2 + /OT(nZwQu)2 + /OT ((me)* + (my)* + n’7°n?) (0)]
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Onde além da Desigualdade de Schwarz e da Desigualdade Triangular, usamos

ainda a desigualdade 2ab < a? + b%. E portanto temos que:

([ w)

2
(2n*+ DAT + 1)(T +4) (160" a5+ 1oy + ol oy

2 T
4 [l @t (L t)(0,0) <
0

Como queriamos.

De maneira andloga se obtém a desigualdade no caso em que g € L*(0,7). O

Com isto encerramos esta secao e agora buscaremos algumas desigualdade de

observabilidade.

3.3 Desigualdade da Observabilidade

Neste pardgrafo vamos considerar o sistema adjunto (3.1) no caso particular onde

f =0 e g=0. Mais precisamente, assuma que 7 e u seja solucao de:

(

Nt — Nyy + n’min =0 em (0,1) x (0,7)

ny(1) =0 para t € (0,T)
ny(0) = wy para t € (0,T) (3.29)
uy + n?m?u—n(0) =0 para t € (0,7T) '

n(0) =1, m(0) =n'  em (0,1)
u(0) = u®, uw(0) = ul.

\
Demonstraremos agora um resultado de observabilidade, o qual nos fornecera
algumas observagoes que irao nos auxiliar na construcao dos controles para os casos

unidimensionais e conseqiientemente para o caso bidmensional.

Proposicao 3.5. Dado T > 2, entao existe uma constante C' > 0 a qual independe

de n=0,1,2... tal que:

T
2£(0) + |0 13201, + Iuol® < 062"”/ ol + ual + (14 'l (3.30)
i .

+(1+ n%?)yn(o,t)ﬂ dt
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para toda solugdo de (3.29).

Demonstragao: Primeiramente vamos definir a seguinte fungao:

G(y) : [0,1] — R, pondo-se:
G _ 1 Y 2 2 2 2 12 J
v) =3 [l + Iny|” + 077 [nl7| (y, t)dt

v

Desta forma temos que:
1 (T
GO) =35 [ [+ Inf + nwlnf] 0. )t 331
0

Agora aplicando a regra de Leibniz, segue que:

1 [T
G'(y) = 3 / [277t77ty + 20y Nyy + 2n27r2m7y] (y, t)dt
Yy

1
+§[!m(y7T—y)I2+ ny(y, T — y)|* + n*7*n(y, T — y)[*|.(—1)

[Iney, )2+ Iny (0, )+ n2 2y, )] .(1)

N —

integrando por partes o termo 7,1, teremos:

t=T—-y

/ b Ne(y, ey (y, £)dt = ny(y, )ne(y, t)

T—y
— / 0y (y, O (y, t)dt
i

t=y

Portanto;

t=T—-y

T—y
) = [ [ =t ] o0 + (o Ol
y ]

1 3.32
[ T = 9 + o T = )+, T -y 352
iy, )2 + Iy ) + 0272y, )2

Como (7, u) é solugao de (3.29), temos que 7y — 1, + n*7?n = 0 0 que implica que

Myy = Nt + n?m?n logo temos que:

T—y T—y
/ |:77yy — e + nmn|n,(y, t)dt = 2n27r2/ mmy (y, t)dt (3.33)
Yy Yy
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onde na igualdade acima substituimos n,, por n; + n*m?n.

Agora usando as desigualdades

a? b a? b?
b< —+ — —ab< — + —
a_2+2 e a_2+2

obtemos que:

t=T—y 1
= 5[ T =)+ 0, T = )+ 022l (y, T = )

ny(y, ne(y, t)

+me(y, v)I? + Iy (v, y)|* + n°m2|n(y, y)|*| <0 (3.34)

Combinando (3.33), (3.34) com (3.32) deduzimos que:

T—y
G'(y) < 2n’°z° / nmy (y, t)dt.
Yy

Observemos da desigualdade acima que se n = 0 tem se que G'(y) < 0 e portanto
G'(y) < 2nmG(y). No caso em que n # 0, levando em conta a desigualdade

1
b<-a>+2 ¥ u>0
v 4

segue que:

[; |ny|” + Z'”‘ }(y,t)dt V v>0.

G'(y) < 2n27r2/

Yy
Em particular para v = 2nmw, ou seja,

Ty 2nm

1
G'(y) < 2n27r2/ [% n,|* + T|77|2] (y,t)dt ou ainda

Y

T—y
G'(y) gmr/ [’Uy\2+n2772!77|2} (y,t)dt < 2nmG(y)
Y

Dos extremos temos que G'(y) < 2nwG(y), e portanto
G'(y) — 2nmG(y) <0 (3.35)

Multiplicando (3.35) por e~ temos que G'(y)e 2" — 2nwe *"™G(y) < 0, ou
/
seja, (G (y)e_2””y> < 0, integrando esta iltima desigualdade no intervalo [0, y],com

y € (0,1) segue que:

G(s)e=2™|" = Gly)e2™ — G(0) <0

0
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o que implica que

G(y) <e™G(0) Yy € (0,1), (3.36)
ja que a fungao exponencial é uma funcao crescente e y € menor do que um. Portanto
de (3.36) tem-se

1
| ey < co) (3.37)
0

ou seja,

1 1 T—y
o [ [ [ i e o, ey
0 Jy

T
<5 [ [P+ i+ eenp]0.0d (339
0

l\.’)lr—\

Como [[7742 + ny|* + n27r2|77|2} > 0 e a amplitude do intervalo (y,T — y) é maior do

que a amplitude do intervalo (1,7 — 1) segue que:
1 71
/ / [|m|2 + [y + n27f2|77l2} (y, t)dtdy
0o J1
Tf
<[ [ I vent) ey (339)
do Teorema de Fubini e de (3.38) e (3.39) resulta que:
T-1 p1 T
/ / [\m|2+|nyl2+n27r2ln|2] (y, t)dtdy < 62’”/ [Int|2+!nyl2+n2ﬂ2ln|2} (0,t)dt
1 0 0

Como f =0e g =0 temos que a energia permanece constante e portanto

(T —2)e(T)

T—-1 T—-1 1
1
— / e(t)dt = 5/ {[/ e + Inyl2+n2ﬂ2|nl2} dy + Iut!2+n2ﬂ2u2}dt
1 1 0

por(3.39) 1 [ 1 [T
< - / G(y)dy + 5/ [|ut|2 + n27r2u2} dt
0 1

2
et 2 2 2 21 12 e 9 | 2 9 9
[|77t| + [ny|” +nm7n) :|(Oat)dt+ 3 [|ut| + n ru ]dt
0 0

2

onde dos extremos tem-se

€2mr T
T -2 <5 [ [l + g+ e 0.t
0
1 T
+§/ [|utl2+n27r2u2 dt (3.40)
0
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Temos que uy = —n’m?u + 17,(0) e u, = n,(0), substituindo essas identidades na

desigualdade (3.40) segue que:

2nm

T
(T —2)e(t) < 62 / [|ut\2 + Jug + n®m?ul® + n*m*n* (0, t)} dt
0

1 T
+—/ [\ut]2+n27r2u2}dt
2 0

< 62; /T [+ 2 + 20?4+ 2P (0,1))
0
e 2,2 2 2
+= [|ut| +n7ru}dt
2 Jo
6277,71' T
< 5 / [2|ut|2 + 2luy|* + 3nt 7 ul® + n?m?n?(0, t)] dt
0
3e2nm T
< 5 / [|ut|2 + |ug |* + ntat|ul? + n?r?n?(0, t)} dt
0

Usando agora a conservagao da energia, dos extremos segue que:

362n7r

2:(0) <
€0 < 75

T
/ [|ut|2 + ug* + ntrtul® + n?7*n?(0, t)] dt
0

Observando ainda que 2¢(0) + ||770||i2(071) +]u’)? < 3¢(0) da desigualdade acima

temos:

2¢(0) + 7”17 20,0) + [u°* <
662n7r
T—2

T

/ [l 4 fua? + (14 )l + (14 0272)n2(0,1) | e
0

ou seja;

22(0) + [In° 220 + Iuf* <

T
CeZmr/ [‘UtP + ‘Utt’2 +(1+ n47r4)’u‘2 + (1+ 7127T2)772(O,t)] dt
0

_ _6 _
onde C' = 7. Agora quando n = 0 basta somarmos

[ [0+ o) a

no segundo membro de (3.40) para deduzirmos que (3.30) se satisfaga. O
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Faremos agora algumas observacgoes que serao bastante utilizadas no decorrer do

trabalho.

Observacao 3.6. Seja p : (0,7) — [0,1] uma fungdo nao negativa de classe C™
com suporte compacto e p =1 em (¢,T — €) com € > 0 suficientemente pequeno tal

que T'—2¢ > 2. Devido a invariancia do tempo para o sistema (3.29) deduzimos que

T
26(6) + () o + [0 < O [ pt0) [l + (14w

(1 4 n2a?)|n(0, t)|2] dt.

Agora, usando a conserva¢ao da energia, obtemos também que

1o, 11, w0, u) 5 < 22(0) + [0l Z2(0,1y + ol (3.41)
T
< e [ p(0) el + il + (1wt + (14 2m)ln0,0)]
0
A demonstracao da estimativa acima é feita de maneira andloga a demonstracao

da proposicao anterior. Esta estimativa nos permitira construir controles com su-

porte compacto no tempo.

Observagao 3.7. Quando n =0, a desigualdade (3.40) mostra que

T
10y 17201y + 1M1 l1720.0) + lua* < C/ [t + Jue]?] dt. (3.42)
0

Para verificar esta desigualdade basta usar a definicio da energia, ou seja, olhar
quem € £(0). Esta desigualdade nao provém de alguma estimativa sobre ug. Isto estd
relacionado com o fato que, quando n =0, o sistema (5) nao pode ser exatamente

conduzido para zero e sim para o equilibrio dado pelas constantes c¢; e co em (8).

Na préxima segao, demonstraremos alguns resultados de desigualdades melho-

radas da observabilidade.
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3.4 Desigualdade Melhorada da Observabilidade

Nesta secao, teremos como principal objetivo obter desigualdades de
observabilidade da forma (3.30), mas no lado direito aparecendo somente o termo
T
/ |un\2dt. Mas, para obter tais resultados faremos uma resumida analise espectral
0
de nosso problema, nos concentrando principalmente nos autovalores associado ao
sistema (3.29). No decorrer desta segao, assumiremos alguns resultados sem a de-
vida demonstracao, mas sempre tomando o cuidado de deixar uma referéncia para

que o leitor interessado possa obter as mesmas.

No que segue estamos interessados em encontrar os autovalores e expor alguns
resultados com relacao as autofuncoes relativas a esses autovalores do operador
diferencial associado ao problema (3.29). Para isso buscamos solugoes de (3.29)

em variaveis separaveis da forma:
(n,u) = " (p,w) com ¢ = p(y) e w € R.

Deste modo o sistema (3.29) se reduz a:

Oy — (P + 027 =0 Vy €(0,1)
py(1) =0 (3.43)
(—v* = n72), (0) + 29(0) = 0

Onde a ultima igualdade da equagao acima obtivemos da seguinte maneira:

Primeiramente note que ¢,(0) = vw e ¢(0) = vw + @ Logo segue que:

TL27T2U}

y(0) — (0) + =0, (3.44)

14

Multiplicando a equacdo acima por v? segue que:

12p,(0) — %p(0) + n*r*rvw = 0 (3.45)
Agora como vw = ¢,(0) de (3.45) deduzimos que

(=% —n*7%)p, (0) + °p(0) = 0.
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Da primeira equagao de (3.43) temos que

2 2.2 — 2 2.2
p(y) = c1e¥ T 4 cpem VT

E das condicoes iniciais dadas segue que:

p(y) = VP | VIR (1)

Agora observe que os autovalores v do problema vem dados pela equagao:

WNZ 22 [VQ — V24 n? (V2 + TZ27T2)}
e = — . (3.46)
2+ V2 +n? (v? 4 nn?)

/1,2 2.2
Usando que ¢y = ¢1e2V¥" ™ temos que:

(=12 = n*nm?) [aVi? + n?r? — ooV + 0212 + 1 [+ o) =0 =
—(? +n’n?) [V + 0?2 (c1 — )] + 12 e+ ] =0 =
(V2 4 n2712)3 (¢ — ) = 12 |1 + ¢ =
(V2 + n272)2 (¢ — 2V = 2 (61 + cwwm) =
(V2 + 02722 — (12 + n2x2)2e2VVATnTTE — 2 22Vt —

Njw

(1 + n?r2)% — 12 = [(Vz +n27r2)%} o2VVE N

Da ultima igualdade temos (3.46).

Demonstraremos agora um teorema de fundamental importancia na

demonstracao do principal resultado desta secao.

Teorema 3.8. Seja n € N fizo. A equagdao (3.46) possui uma sucessao de zeros

imagindrios (Vpm)mez que sao dados pela formula

Vnim = /22 m T 127% se M >0 € Vyyy = —Vp—m s€ M < 0, (3.47)

onde (Zpm)mez SGo 0s zeros (em ordem crescente) da equagdo

22 + n2m?

tgz = e

(3.48)
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Além dos zeros (Zpm)mez+, o equagdo (3.46) possui outros dois unicos zeros,

denotados por v e vy* de modulos menores que nm e que sao dados pela formulas

vy =/n?n? —(25)%, v =1," (3.49)

onde 2z € a unica raiz real positiva da equagao:

3.2 2,2
o2 _ 22—zt n'T (3.50)

23 + 22 _ 272

Neste ultimo caso sen =0, vy =uv>=0.

Demonstracao: Fazendo uma mudanca de varidvel pondo { = V2 +n?n? a

equagao (3.46) se transforma em:

. 3 — (24 n2r?
(3 + (2 — n2x2

(3.51)

Como os zeros da equagao (3.46) sdo puramente imaginarios (ja que o operador
diferencial associado é anti-adjunto) teremos que os zeros ¢ da equagao (3.51) sao:
e Reais se |v| < nrw

e Imagindrios se |v| > nw

Caso 1: Suponhamos que as raizes ¢ da equagao (3.51) s@o imaginarias, ( = zi com
z € R. Nesta situagao obtemos de (3.51) que:

—230 4+ 22 + n?x?

— 237 — 22 _n2x2

221

(3.52)

Igualando a zero a parte real de (3.52) se obtém a seguinte equagao para z:

2% + nr?
gz = ———
z
De fato, multiplicando (3.52) por

231 — 22 — n?x?

231 — 22 — n?x?
e igualando a zero a parte imaginaria obtemos:

26— (22 4 n2n?)?
26 4 (22 + n?m2?)?

cos2z =
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E consequentemente tem-se que
cos 22 [20 + (22 4 n?12)?] = 26 — (2% + n27?)?
28082z + (22 + n*n?)?cos 2z — 25 + (22 + n?71?)2 =0

2%(cos2z — 1) + (22 + n?7?)*(cos2z + 1) = 0

vy

28(=2sin? 2) + (22 + n?72)%(2cos? 2) = 0
(22 + n?7%)2(2cos? 2) = 25(2sin? 2)

E portanto temos que:
2% + n2r?

5 (3.53)

tgz =

Esta equagao possui, para cada n, um zero em cada intervalo (mm, mr+ %), m €

N, que denotaremos por z, ,,+1. Para justificarmos esta afirmacao, considere a funcao

f(z) = tgz — 32+z’§2“2. Aplicando o teorema do Valor Intermedidrio obtemos que f

possui um zero em cada intervalo (mm,mm + §),m € N. Para garantirmos que

f possui um tnico zero no referido intervalo aplicaremos o Teorema de Rolle da

2

seguinte maneira. Suponha que exista z! e 22 raizes distintas de f no intervalo

(mm, mm + %), logo pelo teorema de Rolle existe zg € (2, 22,) tal que f'(z) = 0.
Por outro lado derivando f, temos que f'(z) # 0V z € (2}, 22%), chegando assim a

contradicao desejada e portanto f possui uma tinica raiz no intervalo (mm, mz + 7),

como haviamos afirmado.

Caso 2: Suponhamos que as raizes da equagao (3.51) s@o reais. Usando o fato
de que L(z) = 23 + 22 — n?7? é uma fungao crescente e injetora em (0, 00), obtemos
que o denominador da funcao de variavel real

23— 22 + n?m?
23 4 22 — n2x2

h(z) =

se anula em um tunico ponto positivo compreendido entre 0 e nm. Chamando tal
ponto de zy, obtemos aplicando o Teorema do Valor Intermediario que a equacao
(3.51) possui uma raiz no intervalo (2o, n7) a qual denotaremos por z;;. Mostremos

agora que essa raiz é unica. Suponha que exista outra raiz a qual denotaremos
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por z;. Sem perda de generalidade suponha que z; < z;. Considere o intervalo
(z2,21) C (20,nm). Aplicando o Teorema de Rolle, temos que existe ¢ € (2%, z1)
tal que f'(c) = 0, onde f é dada por f(z) = e€** — h(z). Derivando f, obtemos
que f'(z) # 0Vz € (z,21) o que gera a contradicdo desejada. Denotando por
vy = \/W(z;)%, obtemos um tnico valor v que possui médulo menor que n.

No caso n = 0 se obtém diretamente do sistema (3.43) que v} = 0 é um autovalor

do problema. O

Para os outovalores caracterizados no teorema acima temos as seguintes estima-

tivas:

Teorema 3.9. Para todon =0,1,... e m € Z tal que |m| > n temos

’l/nym — \/m2+n2m" < ﬁ sem>n
(3.54)
|V + VM2 + n?mi| < ﬁ sem < —.n

Demonstracao: Para a demonstragao deste veja [22] e [23]. O

Observacgao 3.10. Este teorema mostra que, para frequéncias suficientemente altas,
0s autovalores de (3.29) estio wuniformemente proximos dos autovalores

A = +vm? + n?mi da equacdo da onda com condi¢oes de Neumann na fronteira.

_ 2.2 _
{ Mt — Tyy + o) 0 em <07 1) X (07 OO) (355)

ny(0,t) =ny(1,t) =0 para t > 0.
onde o sistema (3.55) corresponde com decomposi¢do da equacao da onda no quadrado

Q com condigoes de fronteira de Neumann sequindo o desenvolvimento (4) em série

de Fourier.

De posse do Teorema (3.9) temos as seguintes estimativas para os autovalores ja

mencionados.
Proposicao 3.11. Dadon =0,1... e 0 < d < 7 teremos que

\Vnm41 — Vnym| > T — 0 (3.56)
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para todo m com |m| > N(n,d) onde N(n,d) é dado por:

96\ >
N(n, ) = D) e
(n,d) = max ‘(wé) n

e por outro lado

(3 + 2n)

1
+ 1, 5

—n—1 (3.57)

Vnns1 = Vnm| = 5, YVmeZsen=0,1

(3.58)

|Vnmt1 — Vm| > H%’ VmeZsen > 2.

Demonstragao: Das condigoes dadas para |m| segue que |m| > n, Logo aplicando

(3.54) temos que:

‘Vn,m+1 - Vn,m‘

24 1 1
> 7T‘ m+1)2 +n% — vVm?2 +n2| — = +
Vi ) TV (m+1)2+n2 Vm?+n?
24 | 1 1
> wy/(m4+1)24+n2 —vVm?2+n2| - = +
v T [ V(ml =12+ /(Im] = 1)? + n?
S (m+1)% +n?—m? — n? 48
7'[' J—
- Vim+1)2+n2+vVm?2+n?|  w/(Im] —1)%+n?
S m|2m + 1| 48
T VmA+1)2 2+ vVm2+n2 wy/(Im] — 1)2 +n?
> w(2|m| —1) 48

2(0m[+ 1) +2n  7\/(Jm| = 1)% + n2

o (3 4 2n) 48
N 2(jm[+1)+2n  7y/(jm[ = 1)2 + n?

dos extremos temos que:

(3 4 2n) 48
ml+ 1) +2n " 7\/(m] = D2 + 02

(3.59)

|Vn,m+1 - Vn,m| Z ™= [2(

onde na igualdade acima usamos que:

T(2lm|—-1) o (3 +2n)
2(lm| +1) +2n 2(|m|+1) +2n

73



Mostraremos agora que quando |m| > N(n,d), onde N(n,d) é dado por (3.56),

tem-se que:
2 4
(3 +2n) N 8 <5
2(ml+1) +2n  7/(Jm[ = 1)2 +n?

De fato, para isso mostraremos que cada parcela da soma acima é menor que g.

(3.60)

12 Parcela:
(3 4 2n) < (3 4 2n)
2(|m[+1)+2n ~ 9 <—”(3§2”) —n—1+ 1> +2n

o
< = .
<3 (3.61)

2% Parcela:

Temos que |m| > ‘(%)2 - nz‘ +1 e portanto |m| —1 > ‘(9(65)2 - nQ‘ e portanto

% 2—n2 > % 2—n2
o —\ 7

4 4
5 5 _0 (3.62)

<
my/(fml = 1)* +n* ~ 7T\/(%)2_nz+nz 2

70
De (3.61) e (3.62) concluimos (3.60). Agora de (3.59) e (3.60) tem-se (3.56). Por

(Im| - 1)* >

Logo segue que:

uma andlise do grafico das fungoes (3.48) e (3.50) e facil ver que (3.58) se satisfaz.

Para uma prova mais detalhada veja [23]. O

Estamos caminhando em direcao ao principal teorema desta secao, antes porém,
lancaremos mao de algumas definicoes e resultados que serao essenciais na

demonstracao do mesmo.

Defini¢ao 3.12. Seja H um espago de Hilbert. Uma sucessao de elementos (e, )n>1

se chama completa em H, se para qualquer elemento x € 'H existe uma sucessao de
[o.¢]

escalares (a,)n>1 tal que: g Anen = .

n=1

Definicao 3.13. Seja H um espago de Hilbert. Uma sucessao de elementos (€,,)n>1
se chama base de Riesz em H, se é completa e existem duas constantes positivas c;

e ¢y tal que, para qualquer sucessao de escalares (a,)n>1 se tenha:

o o 2 [oe)
a Y an? <D anen|| <2 lanl”
n=1 n=1 n=1
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A nocao de base de Riesz é uma generalizagao natural da nocao de base ortogonal
e tem uma grande utilidade para expressar solucoes de equagoes diferenciais e dar
estimativas com respeito as normas destas. Enunciaremos agora um resultado cuja
demonstracao serd omitida. Tomaremos o cuidado de sugerir uma referéncia para

que o leitor interessado possa obter a demonstracao do mesmo.

Teorema 3.14. As autofuncoes correspondente ao operador diferencial associado

ao sistema (3.29) formam uma base de Riesz em Y.

Demonstracao: Ver [22] O

Com as definicoes feitas acima e os resultados até aqui apresentados, estamos

aptos a enunciar e demonstrar o principal resultado desta secao, como faremos agora.

Teorema 3.15. Assuma que T > 2. Entao,

(i) Para todo n > 1 existe uma constante C' = C(T,n) > 0 tal que

T
1m0, 11, w0, u) I3 < C(T, n)em/ e |*dt (3.63)
0

para toda solugao de (3.29).

(i) Se n =0 entao existe uma constante C' = C(T') > 0 tal que

T
In0yl1720,1) + Imll720,1) + lual* < C(T)/ ([ |*] dit (3.64)
0

para toda solugdo de (3.29).

Demonstracgao:
Primeiramente vamos considerar o caso n > 1.

De acordo com Proposi¢ao (3.5) é suficiente mostrar a existéncia de uma con-

stante C' > 0 (dependendo de n e de T') tal que:
T T
/ [Jue® + n'mtul® + n®m?(n(0, 1)) dt < C/ |y |*dt (3.65)
0 0

se satisfaga para toda solugao de (3.29).
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Antes de iniciar a demonstragdo da desigualdade (3.65) recordemos que o
operador diferencial associado ao sistema (3.29) possui uma sucessao de autova-

lores (Vnm)me z+ U {v}, vi*} cujas propriedades estao descritas no Teorema (3.8 ).

Do Teorema (3.14) temos que as autofungdes correspondentes
(&nom)me z+ U{Er, &} formam uma base de Riesz no espago ). Consequentemente
a solucao U(t) = (n(t), m(t), u(t), u:(t)) de (3.29) pode ser escrita como

Ut) =Y anme "8, + ahe ™6 + alfe ™ 1
mEZL

onde § = (¢',€%, 6%, ¢).

Desta relacao obtemos que:

_ E -, tel * _—vrtel *k _—UX*t 1
n(t) - a’n,me mm gyn’m + a’ne " 51/;2 + an e " gu,*l*
mEZ

W) = 3 eI, 4 ate I, + are D,

Un,m
meZ
Para conseguir a limitacao (3.65) primeiro observe que

0(0,8) = Y anmemEL  (0) + are HEL (0) + apte L. (0)

mEZ

n:(0,t) = Z — O Vnm€ " EL (0) — a;V,:e_”’ttgi; (0) — a;*y;*e_”’*l*tﬁ’iy (0)

Un,m
mEeEZL

De posse da Proposicao (3.11) e com o intuito de aplicar o Teorema (1.80), vamos

fazer algumas consideragoes.

Como T > 2, segue que T' = 2 + ¢, onde evidentemente ¢ > 0. Considerando
J = (0,T), para aplicarmos o Teorema (1.80) devemos impor que 7" > %, onde §

é tal que 0 < § < m. Sendo assim, substituindo T por 2 4+ € obtemos que 2+ ¢ > %

o que implica que ¢ deve ser tal que § < 5 <.
Tomando v = 5, sen > 2ouy = Tsen = 0,1, 7o = m—20 e
N(n,d) = max {1 / )(%)2 —n?| +1, @ —n — 1|. Obtemos da Proposicao (3.11),
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que com essas consideragoes estamos nas hipoteses do Teorema (1.80) e portanto

T
/ (0, 8)[*dt < Cs {Z | &y (O)F + a6 (0) + [ary & s (O)IQ} (3.66)
0

MEZ
Entao levando em conta que

vl = min{ [voml, v, [V}

(isso devido a caracterizacao dos autovalores dada no Teorema (3.8)) segue que

T
| m.opa < 02{Dan,mf;n,mm)m|a;£;,§<o>|2+|a;*£;;*<o>|2}
0

meZ

= P {Zi wn OF v + 6385 O P2
mez
ek )Pl |
C,Cy [T
2 [ .o
‘I/n’ 0
Por outro lado, como 7;(0,t) = wuu(t) + n?m2u(t) (veja (3.29)) temos que

n2(0,t) = (ug(t) + n’m?u(t))? < 2(u2(t) + nir*u?(t)) e portanto
A|m@ofﬁgzl [l (®)[? + ntmfu(t)?] dt. (3.67)

Deste modo, a fim de concluir (3.65) é suficiente mostrar que

T T
/ mﬁﬁ+ﬁﬁm®ﬂﬁ§0/)MﬁWﬁ
0 0
para alguma constante C' > 0.

T
Os mesmos argumentos usados para limitar / 7(0,%)[2dt nos permite mostrar
0

T T
\WﬁgQQ || 2dt (3.68)
0 wilt Jo

que

De fato, como

E —Un.mt vit 3 **k _—UX*t 3
a'nme nmgynm_‘_a’e +a e " vr*

meZ
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Aplicando o Teorema (1.80), obtemos

T
/ u(t)*dt < {Zlanm@nmlzﬂa* 27+ o WIQ}
0

mMEZ

S\W“{z]”%%nWWVH@%W%PHMUAWﬂ%

MmEZ

T
< &4 / g () 2.
‘Vn’ 0

como haviamos afirmado.

De modo analogo a essa ultima limitagao obtemos que

T T

C\C

/ g2t < 12 / g2t (3.69)
0 wil? Jo

Da Proposigao (3.5), temos que:
T
| (mo, M, uo,ul)Hy Ce 2"”/ [|utt|2 4 we]? + (1 + n* 7w + (1 + n27r2)|77(0,t)|2} dt
0

Seja
C1Cy

val?

C(1+ n47r4>01cy;2,

C(T,n) = mazx {C’, C

v
20(1 + n*7?), C(1+ n*m*)nn 4(|716’*42}

Das limitagoes (3.67), (3.68) e (3.69) obtemos que

T
Hmwmmmm@scmeM/'m#ﬁ
0

como haviamos afirmado em (3.63), desta maneira concluimos a demonstragao deste

teorema para o caso n > 1.

Vamos agora considerar o caso n = 0. Uma observagao importante a se fazer

nesse momento é que no caso n = 0 tem se que v = v* = 0.

De acordo com (3.42) temos que:

T
In0yllZ20,0) + 1Ml 201 + [a[* < C(T)/ [fotee* + [uae|*] it
0
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Portanto para obtermos (3.64) é suficiente mostrar que

T T
0 0

C1Co
[vn,1]27

Procedendo como no caso n # 0, obtemos que (3.70) se satisfaz com C' =
onde C; = C1(2N 4+ 1), Co = C5(2N +1) e N = N(0,6) com & > 0 tal que T > 2%

Com isto encerramos a demonstracao deste teorema. d

Observacao 3.16. Assim como na observacao (3.6), nas estimativas (3.63) e (3.64)
T

pode-se substituir o lado direito pela quantidade / p(H)|ug(t)|dt quando p é uma
0

fungdo suave nao negativa com suporte compacto em (0,T) e tal que p = 1 em

(e,T —€) com € > 0 suficientemente pequeno tal que T' — 2¢ > 2.

Com a demonstragao deste resultado encerramos esta se¢ao e buscaremos nas
proximas secoes resultados de controlabilidade dos sistemas unidimensionais para

os diferentes valores de n.

3.5 Controlabilidade: O caso n > 1.

Nesta segao, aplicando HUM (Hilbert Uniqueness Method), encontraremos re-
sultados de controlabilidade em um subespaco de Y’ = (H'(0,1))" x L?(0,1) x R x R

como consequéncia da Desigualdade de Observabilidade (3.63).

Teorema 3.17. Assuma que T > 2 en > 1. Logo para todo (11,1, v, v1) € YV’ tal
que Yy € continua em y = 0 existe um controle 3 € H=2(0,T) com suporte compacto

tal que a solucao (¢¥,V') de (5) satisfaz

{ Y(T) = (T)=0em (0,1)
V(T) = V(1) =0

e ainda

18013200 < C {11(¢1, 00, Vi, Vo) I3 + [106(0) 7}
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Observacao 3.18. No enunciado do Teorema (3.17) e em toda esta se¢cao nao

indexaremos o indice n para as varidveis (¥, V') para simplificar a notagao.

Demonstracao: Dado algum (7o, n1,ug, u1) € Y seja (n,u) a solugdo do sistema

adjunto (3.29) para estes dados iniciais.

Agora fixamos uma fungao p : (0,7) — [0, 1] de classe C* com suporte compacto

tal que p=1em (e,7 —¢€) com T — 2¢ > 2.

Entao resolvemos o seguinte sistema

( Yy — Py + 022 =0 em (0,1) x (0,7)
Py (1,t) =0 para t € (0,7T)
1, (0,1) = =V(t) para t € (0,T) (3.71)
Vie + 0?12V +4,(0,1) = — L (p(t)un(t)) para t € (0,T) '
W(T) =(T) =0 em (0,1)

| V(T) = Vi(T) =0.

A solugao de (3.71) é definida por transposigao (veja [10]). Se multiplicarmos
em (3.71) por uma solu¢ao (77, ) de (3.1) e integrar (formalmente) por partes vamos

obter a seguinte identidade:
/0 p(t)untn(t)dt = /0 [=:(0)7(0) + ¥ (0)7:(0)] dy + V' (0)7(0,0) + (0, 0)u(0)

w [ ] Foagans [ avie— vy + o). 672

0

De fato, para obtermos (3.72), vamos multiplicar a primeira equagao de (3.71)

por 17 e integrar por partes em (0,1) x (0,7). Sendo assim

/o1 /OT%ﬁ_/Ol /OT%N”/O1 /OTHZW%?:O (3.73)

/0 / Yl = / W(T)(T) — 4 (0)ii(0)] dy — / W(T)i(T) — $(0)ii(0)] dy

e a7
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/ /w - / J(7I(L) — 1, (0)7(0)] dt — /OTwu)ﬁy(l)—w<0>ﬁy<0>1dt

+/ /wnyy (3.75)

De (3.73), (3.74), (3.75) e das condigoes dadas em (3.1) e em (3.71) temos que:

/m dy+/¢ 0 dy+/¢y 0)di — /¢
+/0/0¢f:0 (3.76)

Agora multiplicando Vi+n*m2V +14(0,t) = — < (p(t)uy(t)) por @(t) e integrando

de 0 a T obtemos:

/OTVtt(t)ﬂ(t)dtJr/oT 22V (1) dt+/ (0, £)ii(t)dt

= —/O %(p(t)utt(t))utt(t)dt (3.77)
Agora veja que:
' Vi(a(t)dt = a(T)V,(T)—a(0)Vy(0) —a,(T)V(T)+ 1 (0 / Vi (3.78)
/O j—;(p(t)utt(t))a(t)dt Dua)(e)|, ~ (plun(in )|

+ /0 p(t)un ()t (t)dt  (3.79)

De (3.77), (3.78), (3.79) e das condigoes dadas em (3.1) e (3.71) e ainda do fato que

p possui suporte compacto, obtemos:

—u(0)V;(0) + @(0)V(0) +/OT V(t) g (t)dt + /OT TV (t)a dt+/ (0, t)u(t)de
= _/o P () ()t (t)dt (3.80)

De (3.76) e 3.80) obtemos:

/m dy+/¢ )70 dy+/wy dt/¢

/ / b fdtdy = —a(0)Vi(0) + w(0)V(0) + /0 V()i (t)dt (3.81)
+ [ v / (0, Dalt)dt /Tpa)utt(t)aﬁ(t)dt
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Como 7, (0) = ¢, segue que:

—/O Y (0)7,(0)dt = —/0 w(O)&tdt:w(0,0)&(O)—i—/o P (0)adt (3.82)

temos também que:

/OT 1y (0)7(0)dt = — /OT%(t)ﬁ(O)dt = - {Vﬁ(O)‘OT - /OT V(t)ﬁt(o)dt]

ou seja

/ (0 V(0)7(0,0) + OTVﬁt<0>dt (3.83)

De (3.81), (3.82), (3.83) e de que y + n*m2u — 1,(0) = g segue que:

/0 P(t)ue (t) iy (t)dt = /0 [=1:(0)77(0) + ¥(0)77:(0)] dy + V' (0)73(0,0)  (3.84)
w(o,O)a(oH/ol/o wfdtdy—/o GV (t)dt — @ (0)V(0) + @(0)V4(0)

Como haviamos afirmado.

Adotamos o par (1, V) que satisfaz (3.84) como defini¢ao de solugao para (3.71)

no sentido de transposicao.

Observemos que (3.84) pode ser reescrito da seguinte maneira:

/O () (8 i)t — /0 /0 g ftdy + /0 GOV (1)t (3.85)
— (= 44(0) + V(0)d, 7(0)) + (1(0),7(0)) + (Vi(0) + (0,0))a(0)
—V(0)i(0)

onde (.,.) denota dualidade entre (H'(0,1))" e H'(0,1), (.,.) o produto escalar em

L2(0,1) e 6 € (H'(0,1))" denota o delta de Dirac em y = 0.

Temos o seguinte resultado de existéncia e unicidade de solugao no sentido de

transposicao.

Proposicao 3.19. O sistema (3.71) possui uma tinica solugdo no sentido de trans-

posi¢ao. Mais precisamente para toda solugdo (n,u) de (3.29) com dados iniciais em
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Y existe tinicas (v, V) € C([0,T); L*(0,1))x L*(0,T), p° € L*(0,1), p* € (H*(0,1))’,

€ R e pt € R satisfazendo:
T T 1 T
| ooutude= [ [ Fodyie— [ gvars o) @50
0 o Jo 0
(0", 1(0)) + '@ (0) + 1" (0)
Para toda solu¢ao (7,1) de (3.1) com

(o, 71, o, ) € V3 f € LM0,T; L*(0,1)), g€ L*(0,T). (3.87)

Demonstragao: Para demonstrarmos esta proposicao definamos a seguinte aplicagao:

T
(i i1, i, B, F, 3) — / ()t (il (3.88)
0

onde esta ¢ uma forma linear e continua de ) x L*(0,T; L*(0,1)) x L*(0,T) em R.

De fato, claramente esta aplicacao ¢é linear, mostremos agora que ela é continua.

T T
/ p<t>utt<t>attdt\s [ vl
0 0

e aplicando Holder temos

/OT P(t)utt(t)ﬁttdt‘ < (/OT PQ\UttF); (/OT thfz) 2

Agora da Proposigao (3.1) vem que:

|—=

1
2

T
/ p(t)um)andt' < C {10, v, o, @)I3 + 111 0.7,2200 + 1913201
0

< O |I1Go. i o, @)lly + F s ooy + 1320 |

e portanto temos a continuidade.

Logo a aplicacio (3.88) pertence ao dual de Y x L'(0,T;L?(0,1)) x L?(0,T) e
portanto existem tnicas fungoes ¢ € L>(0,T; L*(0,1)), V € L*(0,T), p* € L*(0,1),
p' e (HY(0,1)), u° € R e ' € R que satisfazem (3.86) ¥V f e L'(0,T; L*(0,1)),
VgeL*0,T), eV (7% 7" a° a') € Y. E ainda, existe uma constante C' > 0 tal que

1, V)l o,rs22 0,0 < 220,y (P15 pos b1 p0) 1y < Cllue | 220,1) (3.89)
S OH(”O: m, W, ul)”))
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Mostremos agora que 1 € C([0,T]; L*(0,1)).

Seja (B,,) € D(0,T) tal que f3,, — uy em L*(0,T) e portanto —C‘;Tz(pﬁm) —
—(pB) em H2(0,T) visto que aplicacdo derivada no sentido de distribuicoes ¢é

continua.

Considere (™, V™) a solugio do sistema

(Y — 7+ a2 =0 em (0,1) x (0,7)
@1(1,15) =0 para t € (0,7T)
Py (0,8) = Vi™(t) para t € (0,7T) (3.90)
V' + n27r2~Vm —(0) = —j—;(/ﬁm) para t € (0,T) '
™ (T) = ¢7'(t) =0 em (0,1)

[ V™(T) = V;™(T) = 0.

Como —j—;(pﬂm) € D(0,T), resulta aplicando o Teorema (3.1) que (3.90) possui
uma tnica solucéo forte ¥™ € C([0, T]; H2(0,1))NC* ([0, T]; H'(0,1))NC2([0, T); L*(0, 1))
e VM e 0, 7).

Agora denotando por ™ = —{bvm e V™ = V™ temos que o par (pm, V) é

solucdo de (3.71) e possui as mesmas regularidades de (™, V™).

Analogamente ao que fizemos quando definimos solugao por transposi¢ao obte-

mos que:

/0 () B (1)t = /0 /0 Fumdydt — /0 GVt + (L 0)  (391)
+(po"s 1:(0)) + py"a(0) + pg'iz (0)

porém agora ja nao é mais formalmente.

Temos também que a aplicacao

T
(ﬁ07ﬁ17ﬂ07&17f7§) — / p(t)ﬁm(t)ﬂttdt
0
é linear e continua em ) x L1(0,T; L?(0,1)) x L*(0,T), onde aqui usamos o fato que
pBm € D(0,T) e portanto para cada m € N pf3,,, é limitada.
Logo existe um tinico par (™, V™) € L>(0,T; L*(0,1)) x L?(0,T) e

(P, pi ) € )’ tal que (3.91) se satisfaga e ainda existe uma constante
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C > 0 tal que

(I

Loz xzzor) T o8 1t 1y )y < CllBmllz2or)

Por outro lado, como (¢™, V™) é solugao forte de (3.71) vimos que (™, V™)

também satisfaz (3.91) e pela unicidade segue ™ = ™, V™ = Vm pn° = pn

m

Py = Pt = pt gt = g

Sendo nosso problema linear, fazendo a diferenca entre os sistemas correspon-

dentes as solugoes (™, V™) e (1, V) obtemos que:

(™ =, V™ = V)|l o020, x 2200y + |(01" = p15 06" — pos 17" — i1, pg" — po)lyr

< CHﬁm - Utt“L?(o,T)
Fazendo m — oo, deduzimos que
(W™, V™) — (4, V) em L(0,T3 L%(0,1)) x L*(0,T)

onde (1,V) é a solugao de (3.86). Daf resulta que ¢ € C([0,T]; L*(0,1)), como

queriamos.

Observacao 3.20. Por defini¢do o par (¢, V') encontrado na proposicao anterior é
a solugao de (3.71). Implicitamente considera que se (1, V) € a solug¢ao de (5.86)
entiao Y(T) = Y (T) = 0, V(T) = Vi(T) = 0, onde estas quantidades nem sempre

estao bem definidas.

Veremos a sequir que as quantidades tem efetivamente sentido no caso de solucoes

fracas.

De fato, voltando ao processo de regqularizacao apresentado anteriormente obte-
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mos que:

lim V™(0) = —py em R

m—00

lim (=V;"(0) =¢™(0,0)) = pz em R

m—00

As ultimas relagdes nos indicam que as quantidades (po, p1, fto, ft1) Sa0 0s tragos
de (¢, =y + Vo, =V, 9(0) + V;) em ¢t = 0, onde nem sempre podemos dar sentido

a cada uma dessas componentes separadas.

Os mesmos argumentos nos permite mostrar que tragos também estao bem
definidos em t = T Isto é suficiente para se afirmar que a solucao fraca de (3.71)

esta em repouso em t = T.

Caminharemos agora para a conclusao do Teorema (3.17). Para isso considere-

mos o seguinte operador
A:Yy—)

definido por:

A(T}07 1, Yo, ul) = <_wt + V6|t=07 w(o)a V;f + w<0a t>‘t:0’ _V|t:0)

ou Seja? A<7707771;U07U1) = (plvp()’,ulnu())'

Tomando em (3.86), f =0, g=0e¢ (1,4) = (n,u) obtemos que:

T
<A(7707 m, U, ul)a (n()a m, Uo, Ul)) = / p<t)|utt(t)|2dt
0

Agora, de acordo com o Teorema (3.15) e Observacao (3.16) deduzimos que existe

uma constante C' > 0 tal que
(A0, M1, w05 w1, (Mo, My U0, u1)) > CH(no,m,uo,ul)H%) (3.92)

Na realidade, C' = [C(T,n)e2™™] ", onde C(T,n) é como em (3.63).
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Da Proposigao (3.3) e da desigualdade acima temos que o operador A define um

produto interno em ) da seguinte maneira:

((f1s fos f3: fa)s (915 G2, 935 94) )y = (A(f1. fo, [3: fa): (915 G2, 93, 94)) 37y

Isto pois, do exposto acima é evidente que esta é uma aplicacao linear estritamente
positiva.

Mostremos agora que

Ay —)Y
¢ um isomorfismo.

De fato, a desigualdade (3.92) mostra que A é injetor. Veremos agora que o
operador A também é sobrejetivo. Com efeito, posto que A define um produto
interno em ), podemos aplicar o Teorema da Representacao de Riesz e obter que
dado (p1, po, 1, o) = U* € Y existe um tnico (g, 1, up,u1) = U € Y tal que
(U*,v) = (U,v) = (AU,v)yry Vv € Y, ouseja, AU = U*. Portanto concluimos
que A é um isomorfismo.

Isto mostra que dado algum  (p1, po, fi1, o) € V' existe
(M0, M1, uo, uy) = A (p1, po, p1, to) tal que a solucdo correspondente de (3.71) no
sentido de transposigao satisfaz ¥(0) = po, —vU¢ + V5‘t:0 = p1, —V|t:0 = Lo,
‘/t + w<07 t)}t:O = H1-

O controle que obtemos é da forma § = —;Tz(putt), onde u corresponde a solucao
(n,u) do sistema (3.29), com dados iniciais (1, 71, o, u1) = A" (p1, po, f1, o), onde

(P15 pos 111, po) sdo dados por
po = Yo, p1 = —U1 + Vodo, po = —Vo, 1 = Vi + 1(0) (3.93)

Das identidades acima, Proposigao (3.3) e Proposicao (1.64) obtemos que

18115200y < lpusel T2 00y < Cll(no, m1, wo, wn) |13 = CIA™ (o1, pos i1, p10) I3
< C|l(p1, po, pas o)y < C LN (W1, %00, Vi, Vo) I3 + [40(0)]}
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como queriamos. O

Observagao 3.21. Para obtermos a desigualdade acima, usamos o fato que se f €
L*(0,T) entdo " € H2(0,T). Mostremos a afirmacio acima. Tome p € D(0,T),
entao
(70l = 1@ < W llezom 197 |20
o que 1mplica
[(F, @ < Wz llellazom ¥ ¢ € D(O,T)
Por densidade concluimos que

(0] < Wz lvllzom ¥ v e Hy(0,T)
e portanto f’ € H*(0,T) e ainda tomando o supremo tem-se que
1" =20,y < |1 fllz20,7)
como haviamos afirmado.

Observacao 3.22. A demonstracao do Teorema (3.17) nos mostra uma dependéncia

continua do controle com respeito aos dados iniciais. Mais precisamente

181720y < Cn {11801, %00, Vi, Vo) 130 + 1200 (0)[*} (3.94)

para quaisquer dados iniciais (11, o, V1, Vo) como no enunciado do Teorema (3.17).

Para concluirmos o estudo de controlabilidade unidimensional, resta-nos estudar

o controle para o caso n = 0, que é o que faremos na préxima segao.

3.6 Controlabilidade: O Caso n =0

Nesta se¢ao demonstraremos um resultado controlabilidade para o cason =0, e
que juntamente com os resultados obtidos na se¢ao anterior nos permitira encontrar

o controle procurado para o caso bidimensional.
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Teorema 3.23. Assuma que T > 2 e n = 0. Entdo, para todo (g, Y1, Vo, V1) € V'
tal que vy € continua em y = 0 existe um controle 3 € H2(0,T) com suporte
compacto tal que a solucao (¥, V') de (5) satisfaz

w( ) Vi + 1o(0 Y(T)=0em (0,1)

%—/¢w% Vi(T) = 0 (3.95)

Observacao 3.24. Como mencionamos na introducao (veja (8)), este resultado
afirma que, quando n = 0 toda solug¢do de (5) pode ser levada a uma configuragdo

de equilibrio a qual € a priori determinada pelos dados iniciais.

Demonstracao: Em primeiro lugar observamos que para provar o Teorema (3.23)
é equivalente a exibir para quaisquer dados iniciais como no enunciado do Teorema

(3.23) e satisfazendo as suposigoes adicionais

1
Vit o0 =0, Vo~ [ iy =0 (3.96)
0
entao existe um controle  tal que

{ V(T) =Y (T)=0em (0,1)
Vi(0) =0

=
=
I

Realmente, isto é uma conseqiiéncia imediata da observagao feita na introducao

que mostra isso quando a integral de [ é zero as seguintes identidades se satisfazem

Vi(T) +4(0,T) = Vi + 1(0)

1
/wt y, T Vo—/ Prdydy
0

Deste modo, em seguida enfocaremos os dados iniciais (¢, 11, Vo, V1) satisfazendo

(3.96). Para o sistema adjunto

( N — 1y =0 em (0,1) x (0,T)
ny(1) =0 para t € (0,T)
ny(0) = wy para t € (0,7)
uy —1n:(0) =0 para t € (0,7T) (3.97)
n(0) =n", m(0) =n'  em (0,1)
uw(0) = u’, uw(0) = u'.
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Vamos considerar o subespaco ), de V.
1
Yo = {(770”71’“0’“1) €Y ur—mo(0) =0, / mdy + ug = 0}
0

Consideremos agora um dado inicial (19, 71, ug, u1) € Yo e demonstraremos que

a solugao corresponde em (3.97) permanece em ).

Primeiro analisaremos o caso em que (1, N1, ug, u1) € Yo N D(A'). Neste caso
a solucdo (n,u) correspondente satisfaz o sistema (3.97) em quase todo ponto. Da

primeira equacao, temos

1 1 1 1
1
OZ/ 77tt—/ Uyy:/ 77tt—77y|o:/ et — Ny (1) + 1,(0).
0 0 0 0

Logo de (3.97)3 e (3.97)3 temos que

1 1
0 0 t

integrando esta ultima desigualdade de 0 a ¢ obtemos

0= /Olnt(y7t)dy+U(t> - </01 m(y,0) +U(0))

Como os dados iniciais pertencem a ), segue que
1
0= / nedy + u(t).
0

Agora como
ug — 1 (0) = (ur —n(0)), =0,
integrando de 0 a t obtemos

ur(t) = 1(0,) = (u(0) —n(0,0)) =0

Como u(0) —n(0,0) = 0, segue que us(t) —n(0,t) =0

Logo a solucao forte do problema correspondente a um dado inicial em Y, per-

manece em ).
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No caso geral vamos aplicar um argumento de regularizacao do dado inicial e

passar o limite.
De maneira mais precisa, se (1o, 01, uo, u1) € Yo, consideremos uma sucessao de
m m o, m ,m 1
elementos (ng*, n7", ug, ul*) € Yo N D(A') tal que

(ngl7n{n7u6n’u11n) - (77077717u07u1) em y(]

Se denotarmos por (n™,u™) a solugao forte do problema (3.97) correspondente

ao dado inicial (ng*, 0", ug", u]*) obtemos que:
1
|ty e =o
0

ui'(t) —n™(0,¢) = 0

Agora usando (iii) do Teorema (3.1) e passando o limite nas relagoes se obtém
1
/ m(y, t)dy + u(t) = 0
0

onde (n,u) é a solugao de (3.97) correspondente ao dado inicial (19, 71, g, u1).

Obtemos assim que, neste caso, a solucao também permanece em ), concluindo

nossa afirmacao.

Agora, dado (1o, 71, o, u1) € Yo primeiramente resolvemos (3.97) e entao o sis-

tema retrogrado

(i — by =0 em (0,1) x (0,7
Py (1,t) =0 para t € (0,7)
Y, (0,1) = =Vi(t) para t € (0,T) (3.98)
Vie + ¢ (0,1) = _%(p(t)utt(t» para t € (0,T) '
W(T) =(T) =0 em (0,1)

L V(T) =Vi(T) =0.

onde p é como na demonstragao do teorema (3.17).

Procedendo como na demonstracao da Proposicao (3.19) podemos mostrar que

(3.98) possui uma tnica solugao definida por transposicao tal que o trago (3.93) esta
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bem definido. Por outro lado, integrando as equagoes em (3.98) podemos deduzir
que:
1
/ pi(y)dy =0 e p =0 (3.99)
0

De fato, temos que ¥y — 1y, = 0 e portanto
1 1 1
[ vy = [y =0, ou seia, [ undy =0, (1) + ,0) =0
0 0 0
ou ainda

/0 by, t)dy — V() = 0

agora integrando de 0 a 7T, obtemos

T

/0 / (Gl D)y — V1)), = / (Wl )y — V()| =0,

0

donde segue
1
/ p1(y)dy =0
0

Temos ainda que, Vi + ¢4(0,t) = —j—;(p(t)utt(t)), integrando essa igualdade de

0 a T deduzimos que
SVi0) = (0,0 =0 = i =Vi+0(0,8)]_, =0
como haviamos afirmado.

Observagao 3.25. Os resultados acima apresentados foram obtidos através de ar-

1
gumentos cldassicos de densidade, e ainda / p1(y)dy € na realidade a dualidade
0

(p1, D)o,y 0,0)-
Vamos denotar por Z o subespaco de )’ satisfazendo (3.99). Mais precisamente:

1
Z={(/)1,po,u1,uo)€y’:/ p1(y)dy =0 e u1=0}
0

1
Mostremos agora que a quantidade [|noy||%2(0 n T+ 7172 o1 T |uq |2} * define uma
norma em )y induzida por Y. Primeiro vejamos que ela define uma norma. Para

is50, seja (770777177«00,’&1) € ). tal que
1
2
|770y|’%2(071) + H"?1H%2(071) + ’U1|2] = 0,
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logo 1 = 0, uy = 0 e 19, = 0 0 que implica que 7y = cte. Como 7; = 0 logo uy = 0
e ainda como u; = 0 tem se 19(0) = 0 e consequentemente 79 = 0, donde podemos
concluir que a quantidade acima realmente define uma norma. Para verificarmos
que esta norma é equivalente a norma induzida por Y, veja que || . ||y, < || - [|ys
restando apenas a desigualdade contraria. Para obtermos tal desigualdade, basta

apenas majorar o termo \n0|%2(0 1) bor combinagoes de termos que aparecem na

norma de )Y,. Para isso veja que

< ' [ mtsias

elevando ao quadrado e integrando obtemos

1 2
Tl < ( / n3y<s>ds) T
0

mo(y)| = ' [ msyas

|770|%2(0,1) <2 <|770y|%2(0,1) + |U1|2> )

e portanto temos que || . ||y, < - [ly < k|| - ||y, como queriamos.

Veremos agora que Z ¢ na realidade o dual de ). De fato, o espago ) ¢ isomorfo
a um espaco quociente de ). Para verificarmos esta afirmacao vamos definir em )’

a seguinte relacao de equivaléncia:

S1,52 € V', 51 = Sy & (S1 — S, Up)VUy € V.

Usando a equivaléncia das normas e do Teorema de Hahn-Banach temos que

yé - yl Yo
e portanto a aplicacao
L: Yy — YV/= _
So —— L(Sp) = II(Sy)
é um isomorfismo, onde S é tal que Sp € V' e S, o So.
0

Mostremos agora que Z é isomorfo a )’/ =.
Afirmacao: A aplicacao

n:z—Yy/=
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¢ um isomorfismo, onde II é a projegao restrita a Z sobre )’/ =.

De fato, seja S1 = (p1, po, fi1, o) € Sz = (51, Po, a1, @) pertencentes a Z tal que
I1(Sy) = II(S2). Sendo assim (S} — Sq, Ug) = OV Uy € V. Consideremos agora um
elemento U = (n° n', v u') € Y\, ou seja, /1 n'(y)dy = c1 e pt —n°(0) = cy.

0

Observemos que

UO = (?707 ﬁl,u'*{)?al) - (770 + Ca, 771,U0 - Clvul) € y[)
e portanto
(S1 = 8, Uo) =0,
sendo S7 — S5 linear temos que
(Sy — So,Up) = (Sy — Sa, U + (Sy — S5, U?) =0

onde U2 = (¢3,0, —cy,0). B facil ver que (S; — S5, U%) = 0 e com isso temos que
(S1— S5, UY) =0, sendo Ut € Y\ arbitrério segue que S; = Sy, donde concluimos
que II é injetora.

Mostremos agora que II é sobrejetora. Seja C' uma classe de equivaléncia de

1
Y'/=eS = (p", % p'1°) € Ctal que/ P (y)dy = crep' =cysec;=0,i=1,2
0

temos que S} € Z, caso contrario considere um elemento Sy = (81, 3%, at,a?) € C.

Desta forma (S1—5, Up) = OV Uy € V. Considere agora S® = (—dgcy, —¢2, —C2,¢1) €
V' e observe que

S*=85+85€Z

Agora veja que

(8% — Sy, U% = (S) + 8° — S5, U°) = (S) — Sy, U%) + (S, U =0V U’ c
Desta forma S* € C, logo podemos concluir que Z = )’/ =, e conseqiientemente
yi=Z.

Como na demonstracao do Teorema (3.17) podemos definir o operador linear e

continuo

A:y0—>Za
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que associa o trago (p1, po, 1, o) € Z em (3.93) para cada (1o, 11, uo, u1) € Vo.

Temos também que:
T
<A(7707 m, W, ul)’ (7707 m, o, U1)> = / p<t>|utt(t)|2dt
0

Devido ao Teorema (3.15) e Observagao (3.16) deduzimos a existéncia de uma

constante C' > 0 tal que

<A(77077]17U07U1)7 (77077717U0,U1)> > C||(77077717U07U1)||§2 v (77077717%7“1) € Mo

1
visto que a quantidade [|770y||%2(0 y + ||m”%2(0 n+ Juy |2 * define uma norma in-

duzida por ).

Do exposto acima, e de forma analoga ao que fizemos na demonstracao do teo-

rema anterior, deduzimos que A : )y — Z é um isomorfismo.

Logo, para todo dado inicial como no enunciado do Teorema (3.23) e tal que
(3.96) se satisfaca definimos (p1, po, 1, o) € Z por (3.93). O controle procurado

d2

— 4z (p(t)uy(t)) onde u é a segunda componente da solugao (n,u) de

é entao 3 =
(3.97) com dados iniciais (g, 71, ue, u1) = A~ (p1, po, i1, o). Com isto concluimos a

prova do Teorema (3.23). O

Tendo em maos todos os resultados até agora apresentados, estamos aptos estu-

dar a controlabilidade para o caso bidimensional. Isto sera feito no préximo capitulo.
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Capitulo 4

Controlabilidade do Sistema
Bidimensional

Neste capitulo nos propomos a estudar o seguinte problema: Dado T suficiente-
mente grande e um dado inicial (®°, &', W° W) em um espago que estd em nossa

disposigao, encontrar um controle 3 = ((z,t) € H2(0,T; L*(0,1)) tal que a solugio

do sistema
Oy — AP =0 em 2 x (0,00)
0P
g— =0 sobre T'1 x (0, 00)
v
)
— =-W, bre T 0
9y } sobre T'y x (0, 00) (4.1)
Wy — Wye + O, =0 sobre T x (0,00)
W,(0,t) = W,(1,t) =0 para t € (0,00)
P(0) = D%, P,(0) = P! em Q
W(0) =W W,(0)=W' sobre Ty.

\

satisfaca as seguintes relacoes

®(T) = &,(T) = 0
{ W(T) = Wy(T) = 0 (42)

Dito de outra maneira, queremos controlar o sistema mediante um termo (§ que

representa uma forca distribuida que atua na parte flexivel I'y da fronteira.

O que vamos obter é um resultado de controlabilidade parcial onde a relacao

(4.2) serd substituida por

{ O(T) =cy =cte O(T) =0
0

W(T) = cy = cte Wi(T) = (4.3)
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onde as constantes ¢; e ¢y sao determinadas de maneira unica en funcao dos dados

iniciais do sistema.

Para alcangarmos nosso principal objetivo, faremos algumas consideragoes para

obtermos o resultado de controlabilidade para o sistema bidimensional.
Fixemos algum 7" > 2.

Vamos usar o método de decomposicao de Fourier descrito na introducao. Assim
desenvolvemos os dados iniciais (®°, @', WO W) a serem controlados em série ode

Fourier:

Z% cos(nm); ¢ = Z% cos(nmx),

Z Vit (y) cos(nmx) Z Vi'(y) cos(nmx).

Vamos assumir que para cadan = 0, 1, ... os dados iniciais satisfazem as condigoes
impostas nos Teoremas (3.17) e (3.23). Fixemos pf = ¢, pf = —¢] + V7o,
po = =Vo', py = Vi" +45(0).

Vamos introduzir o seguinte espago de dados iniciais:

_ {(aso,qsl,wo,wl) S bt )]

n=0

L (e o P < oo}
(4.4)

onde as constante C,, sao dadas em (3.94).

Com todos os resultados e consideragoes até aqui apresentados, estamos aptos a

enunciar e demonstrar o principal resultado deste trabalho.

Teorema 4.1. Assuma que T > 2. Entdo, para cada dado inicial (¢°, ', WO W) €
H eziste um controle 3 € H~%(0,T; L*(0,1)) tal que a solugdo (¢, W) de (2) satisfaz

o(T) = ,u—/W dx+/gb0x0dx o (T) = em )

W(T) =< p',1 >= /WO d:r—//c;ﬁ (x,y)dxdy, Wy(T) =0 em (0,1)
(4.5)
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E ainda existe uma constante C > 0 tal que

181l zr-20.7:0201)) < Cll (6%, 0, WO W) |1,V (6%, 0", VO, V) € H (4.6)

Demonstragao: Devido ao Teorema (3.17) e ao Teorema (3.23) para todo n =

0,1... existe um controle 3,, € H=2(0,T) tal que a solugao (¥, V;,) de (5) satisfaz

un(T) = (1) =0 em (0.1)
{ ot Vi) o o

paratodon > 1e

quando n = 0.

Por outro lado

Vamos construir o seguinte controle para o sistema bidimensional
[ee]
Bz, t) = Z B, cos(nmx) (4.10)
n=0

Para prosseguirmos levaremos em conta o seguinte lema.

Lema 4.2. Se p(x,t) = a(t)h(z), onde « € H2(0,T) e h € L*(0,1) entdo ¢ €
H=2(0,T;L*0,1)) e

ol z-2(0,m:2200,1)) = llallz—20,1)- 1] 22(0,1) (4.11)

Demonstracao: De fato, como o conjunto {6¢,0 € D(0,T) e £ € D(0,1)} é total
em HZ(0,T;L*0,1)) e

(p,06) = (a, 0)(h, ),
segue que

(@, 08)| < Nl zr-20m) |2l 22 0,0y 06| 1120, 75220,1)) (4.12)
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e portanto tomando o supremo em (4.12) quando H9£|’Hg(O,T;L2(O,1)) < 1 temos que

ol r-20r22001)) < Nl =200y 1Bl £2(0,1) < 00, (4.13)
ou seja, ¢ € H2(0,T; L*(0,1)).

Por outro lado,

[{e, 0)(h, )] = [, )| < [l ell 201220010 | 11307322 0,1)

(& portanto |<Oé,0><h, €>| S ||(;0||H*2(07T;L2(0,1)) Se ||0£||H§(O,T;L2(O,1)) S 1.
Tomando o supremo no primeiro membro com [|0[| y2(0.ry < 1 € [[€]|12(0,1<1 Obte-

mos que
el g2, 1Pl 220,0) < Nl -200,7522(0,1)) (4.14)

Logo de (4.13) e (4.14) obtemos (4.11). O

1
Observagao 4.3. Considere L,(x) = cos(nmz). Temos que ||Ln||f:2(0 ) = 5 bara

n=1,2 .. ¢ anda (L,, LnH)LQ(m) =0 paran=0,1,2, ...

Voltando ao nosso problema, como o espaco em questao é um espaco de Hilbert,
entdo temos a identidade [|a + b||* = ||a||* + 2(a,b) + ||b]|*>. Desta informagao, da

Observacao (4.3) e do Lema (4.2) segue que:

18] z-2(0,1;22(0,1)) = ”JEEOZ@LW
k=0

= lim | > BeLil?
k=0

. 1 1
= nh—>I£lo {”50”?{2(01) + §Hﬁl|’12ﬁr2(0,T) +o Tt §||ﬁn||§{*2(O,T)

< > Balli-20my
n=0

Dos extremos, (4.9) e de (4.4) temos que

18] 20,3020,y < Znﬁn(t)H?J*?(O,T)
n=0

> Col|(ohs P50 |

n=0

IN

= 10" 6t WO W[}, < oo,
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Portanto 8 € H=2(0,T; L*(0,1)). Por outro lado,
$a, y, t Zwm yt) cos(nmz)

Z V™(t) cos(nmx)

é solugao de (2) com 3 dado por (4.10). Verificaremos agora que as fungoes definidas

acima satisfazem (4.5) no tempo ¢t = T. De fato,
Zw y, T) cos(nmz) = Vg +43(0) = 11

por outro lado,
1 1
v01=/ Wi(@)de ¢ ¥0(0) = /<1>°<a>o>d
0 0

1 1
e portanto ®(T) = [ W' (x)dz + / ®%(z,0)dz e consequentemente ®,(T) = 0.
0 0

Analogamente se tem que

= /01 Wo(x)dx—/ol /01 O (z,y)dxdy e Wi (T) = 0.

E com isto concluimos a prova deste teorema. O
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