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“O topo das montanhas nao é tao alto

para quem sai do chao e espera o céu”
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RESUMO

Neste trabalho estudamos o problema de valores iniciais e de fronteira para a

equacao de Boussinesq, num dominio com fronteira movel Q

~

uy — (w(x, t) +up(x, t) + (2, 1)) ex + Upzan(z,t) = 0 em Q
u(a(t),t) = u(B(t), 1) = ua(a(t),t) = uz(6(t),t) = 0 para t>0

w(z,0) = ug(x);  w(x,0) =uy(z) para x € |, Bo)

Aqui a e 8 sdo fungoes reais definidas em [0,00) com a(0) = ap < Gy = ((0) e
Q = {(z,t) € R2,a(t) <z < B(t) t >0 }. Provamos a existencia de solugio fraca
global, o decaimento exponencial da energia associada e um resultado sobre a unicidade

de solucao.
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ABSTRACT

In this work we study the initial boundary value problem for the Boussinesq’s

equation in moving boundary domain Q:

~

wy — (w(x, t) + ug(z, t) + v (2, 1)) an + Uszaz(z, 1) = 0 in Q
u(a(t), t) = u(ﬁ(t)at) = ux(a/(t)’ t) = ux(ﬁ(t)vt) = 0 for t>0
u(z,0) = up(x);  w(z,0) =u(x) for x € [ap, B

Here o and (are real functions defined on [0, 00) with «(0) = ay < By = B(0) and

Q = {(z,t) € R%,a(t) <z < B(t) t >0 }. We prove the existence of global weak

solution, the exponential decay for the associate energy and a uniqueness result.
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INTRODUCAO

Neste trabalho estudamos a existéncia e unicidade de solucao fraca global para
a equacao dissipativa de Boussinesq (unidimensional) em um dominio nao cilindrico.
A equacao recebe esse nome devido ao trabalho do matemaético e fisico frances Joseph

Valentin Boussinesq.

Joseph Valentin Boussinesq nasceu em Saint-André-de-Sangonis, 13 de marco de
1842 e faleceu em Paris, 19 de fevereiro de 1929. Seu pai era camponeés, sua mae morreu
quando ele tinha 15 anos e sua educagao inicial foi conduzida por um tio padre que lhe
ensinou latim e grego. Logo passa a estudar matematica e mecanica, enquanto também
se interessa por religiao e filosofia. Aos 20 anos comeca a ensinar no College d’Agde.
Nesta época publicou seu primeiro artigo no Comptes Rendus da Academia Francesa de
Ciéncias, sobre o problema de um jato d’agua incidindo sobre uma placa plana. A seguir
se mudou para Vigas, onde realizou seus primeiros estudos sobre ética. Apresentou sua
tese de doutorado em 1867, na Academia Francesa de Ciéncias, sobre a propagacao de
calor em um meio heterogéneo. Ao mesmo tempo publicou um artigo na Academia, sobre
pequenas deformagoes de corpos elasticos sujeitos a uma carga exercida nas trés diregoes
principais. Em 1868, durante uma visita aos alpes franceses, comeca a se interessar por
hidrodinamica. Examinando escoamentos turbulentos, tomou contato com os experimen-
tos de Henri Emile Bazin e reconheceu a origem da formacao dos turbilhoes como sendo
acao da viscosidade. Contrariamente a Navier e a Stokes, Boussinesq deduziu que a acao
da viscosidade nao depende unicamente do fluido, mas também da posicao dentro do
escoamento e da intensidade da turbuléncia. Foi o primeiro pesquisador a quantificar a

turbuléncia. Em 1886 foi eleito Membro da Academia de Ciéncias de Paris. Em 1872
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foi professor de fisica na Faculdade de Ciéncias de Lille e Ecole Centrale de Lille. Pos-
teriormente lecionou, na Faculdade de Ciéncias de Paris, mecanica e fisica experimental
(1886-1896), depois fisica, matemética e célculo das probabilidades até 1913. Seus princi-
pais trabalhos relacionam-se a Mecanica Geral e Fisica, as teorias de propagacao do calor

e da optica, a capilaridade, a elasticidade e resisténcia dos materiais.

Em 1872, Boussinesq foi um dos primeiros a analisar a teoria de ondas de agua, para
o caso de aguas rasas e de ondas de pequena amplitude, idealizadas por Scott-Russell em
1834 ver Boussinesq[2]. Em seu trabalho foi deduzido uma classe de equagoes diferenciais
dissipativas e nao-lineares que sao agora conhecidas como as equagoes de Boussinesq. A
equagao de Boussinesq, considerada por exemplo em Boussinesq[3] e Craig[9], pode ser

escrita como a seguinte equagao de evolugao:

U — (U + au2)axx + bu.tzz:v =0 (]‘)

onde u = u(x,t) é a componente vertical da velocidade na superficie livre de um fluido
irrotacional, a é uma constante real positiva e b € uma constante real, ambas dependendo
da profundidade do fluido. Quando b > 0, a equacao (1) em um dominio cilindrico
descreve pequenas oscilacoes transversais nao-lineares de uma barra elastica e denomina-
se na literatura como a “boa” equacao de Boussinesq. Para b < 0, (1) é chamada de a

equagao “ma” de Boussinesq; veja Zabusky[20].

A equagao de Boussinesq (1) com a e b positivos sob a¢do de um forte amorteci-
mento interno, que significa a existéncia de uma amortecimento estrutural cu,,;, com
¢ > 0, modela oscilagoes nao-lineares da barra na presenca de viscosidade; assim (1)
torna-se

gy — (U + cuy + au?) e + bliggee = 0. (2)

Neste trabalho faremos uma apresentacao didatica dos resultados contidos na refe-
réncia Frota[11] sobre o problema de valor inicial e de fronteira para equagao dissipativa,

nao-linear e unidimensional de Boussinesq, dentro de um dominio nao cilindrico de R?
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que tem pequenos deslocamentos, tanto crescentes como decrescentes, a saber:

o~

Uy (1, 1) — (u(z,t) + (2, 1) + (2, 1)) 2w + Uegea(2,t) = 0 em Q, (3)
u(a(t), t) = u(B(t), 1) = uz(a(t), t) = us(8(t),t) = 0 para t>0, (4)
w(z,0) = ug(x);  w(x,0) = uy(x) para x € g, Bo], (5)

aqui « e [ sao fungoes reais definidas em [0, 00), «(0) = ay < Gy = 3(0) e
O={(z,t) eR*:a(t) <z < B(t) e t>0}

¢ o dominio nao cilindrico.

O intervalo [ay, 5y representa a barra na posicao de repouso. As extremidades da

barra variam pela agao de forgas e tem posigao [a(t), 5(t)] no tempo ¢ > 0.

Neste trabalho, provamos a existéncia e a unicidade de solucao global fraca para
(3) - (5) bem como o decaimento exponencial para a energia associada quando t — oc.
As funcgoes o e [ nao sao necessariamente monotonas, implicando que o dominio nao-

cilindrico @ nao precisa ser um dominio crescente com respeito ao parametro t.

O trabalho esta dividido em dois capitulos. No capitulo 1 enunciamos resultados
necessarios para o estudo feito e as notagoes usadas no decorrer do trabalho. No capitulo 2
provamos a existéncia e o decaimento de solugao fraca global (Teorema 2.3) e um resultado
sobre unicidade de solugao (Teorema 2.4). Para provarmos a existéncia de solugao, usamos
o método de Faedo-Galerkin: Projetamos o problema em um subespago de dimensao finita
de H3(0,1) e consideramos um problema aproximado, provamos a existéncia de solugao
para o problema aproximado e fazemos estimativas convenientes para passarmos o limite e
mostramos que o limite da seqiiencia das solucoes dos problemas aproximados é a solucao
procurada para o problema (3) - (5). Demosntramos o resultado de unicidade via o método

de Ladyzhenskaya que poder ser visto, igualmente em Limaco-Medeiros[13].



CapiTULO 1

Preliminares

Neste capitulo enumeraremos alguns resultados que serao usados no desenvolvi-
mento do nosso trabalho. Por serem resultados familiares, apresentaremos apenas os seus

enunciados, deixando a cargo do leitor interessado a busca de suas demonstragoes.

1.1 Espacos Funcionais
1.1.1 Distribuicgoes

No estudo de problemas descritos pelas equacoes diferenciais parciais, cujos dados
iniciais nao sao regulares o suficiente para possuirem derivada no sentido classico, faz-se

necessaria a introducao de um novo conceito de derivada.
Para entendermos tal conceito, necessitamos de algumas defini¢oes.

Sejam = = (x1,xg, ..., T,,) pontos do R" e o = (a1, avg..., v,) as n-uplas de niimeros
inteiros nao negativos. Considerando |a| = a3 + as... + ay, e al = alas!...«,,! denotamos

o operador derivagao, em R", por

olal
0z 0xd?...0xon

DOé

Sejam 2 um aberto do R™ e ¢ : 2 — R uma funcao. Definimos o suporte da
fungao ¢ e denotamos por supp(p), o fecho em Q do conjunto {x € Q; p(z) # 0}. Quando

supp(p) é compacto, dizemos que ¢ tem suporte compacto em 2. Denotamos por C5°(€2)
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o conjunto das fungoes ¢ : {2 — R que sao infinitamente diferenciaveis em €2 e que possuem

suporte compacto em (2.

O espago das fungoes testes em 2, D(Q), é o espago vetorial C§°(£2) munido da
seguinte nogao de convergéncia: Dadas uma sequéncia (¢, ),en de fungées de C§°(2) e
v € C§°(R2) dizemos que

v, — ¢ em D(Q) (1.1)

se, e somente se, existe um subconjunto compacto K de 2 tal que

i) supp(p,) C K, Vv e supp(p) C K;

ii) D*p, — D% uniformemente sobre K, Va € N".

Uma distribui¢ao sobre 0 é uma forma linear 7' : D(Q)) —— R sobre D(2) que é

continua no sentido da convergéncia dada em (1.1), isto é
(T, p,) — (T, ) em R sempre que ¢, — ¢ em D().

Chamamos por D'(Q2) o espago vetorial das distribui¢oes sobre 2. Dizemos que (T,),cr,

uma sequéncia de elementos de D’'(2), converge para T € D'(£2) e escreveremos
T, — T em D(Q)

quando

(T, ) — (T, ), Vo € D'(Q).

Dada uma distribuicao 7" sobre {2 e a € N, a derivada distribucional de ordem «

da distribuicao 7', denotada por DT, é definida por
(D°T, p) = (=1 (T, D*¢) , Vo € D(Q).

Com essa definigao, uma distribuicao 1" € D’(2) possui derivada distribucional de todas
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as ordens e D*T" € D'(2). Além disso a aplicagao

D*:D(Q) — D(Q)
T +— D°T

¢é linear e continua.
1.1.2 Espagos L?()

Sejam {2 um subconjunto do R™ e p um nimero real tal que 1 < p < co. Denotamos
por LP(Q)) o espago vetorial das (classes de) fungbes mensurdveis u, definidas em (2 tais

que |ulP é Lebesgue integrével sobre 2. O espago LP({2), munido da norma

lull oy = ( / ru<:c>rpdx) |

é um espaco de Banach.

Se define L*>(2) como o conjunto formado pelas fungoes u : @ — R tais que u é
mensuravel e existe uma constante C' tal que |u(x)| < C para quase todo z € 2. Uma

norma em L>°(Q2) é dada por
l[ul| oo () = Inf{C; |u(x)| < C g.s. em Q},

a qual o torna um espaco de Banach.

Em particular, L?(€) é um espaco de Hilbert, cujo produto interno e norma deno-

tamos respectivamente por

Jull = (ww)"* = ( / |u<x>|2dx) "

1 1
Seja 1 < p < oo. Diz-se que p' é o indice conjugado de p se — + — = 1. No caso
p D

p = 1 definimos como seu indice conjugado p’ = co.
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Proposicao 1.1 (Desigualdade de Hélder) Sejam u € LP(Q) e v € L (Q) com

1 <p<oo. Entiouv € L'(Q) e

AWMSWMWMMMQ

Demonstracao: Ver [4].

Proposicao 1.2 (Desigualdade de Minkowski) Sejam u, v € LP(Q) e 1 < p < 0
entao

[lu+ollee@) < lluller@ + [v][r@)-

Demonstragao: Ver [18].

p
loc

Denota-se por L7 (€2), 1 < p < oo, o espago das (classes de) fungoes u : 2 — R

tais que u € LP(K), para todo subconjunto compacto K C €.

Proposigao 1.3 (Du Bois Raymond) Sejam u € L}, (Q) tal que

loc
/ u(z)p(x) de =0, Ve e C;°(9),
Q
entao u = 0 quase sempre em €.

Demonstracao: Ver [5].

Definigao 1.4 Seja u € L} (2). Definimos a distribuicio T, € D'(Q) por:

loc

<nwwaéwmﬂ@m
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para toda ¢ € D(Q)

Mostra-se sem dificuldades que T, é uma distrinbuicao. Do Lema de Du Bois

1

loe(£2), temos T, univocamente determinada por u

Raymond segue-se que para cada u € L
sobre €, quase sempre, no seguinte sentido: se u,v € L}, () entao T, = T, se e somente
se u = v quase sempre em {2 . Por esta razao, identificase u com a distribuicao T, por ela

definida e diz-se a distribui¢do u ao invés dde dizer a distribuicao T;, .
1.1.3 Espacos de Sobolev

Nesta se¢ao veremos a defini¢ao e alguns resultados sobre os espagos de Sobolev,
ferramenta indispensavel para a resolugao de problemas envolvendo equacoes diferenciais

parciais.

Sejam €2 um aberto do R", 1 < p < oo em > 1. O espago de Sobolev W™P(Q)) é

o espago vetorial de todas as fung¢oes u € LP()) tais que existe w, € LP(2) onde
Tw, = DT, em D'(Q) Va € N" tal que |a] <m
Simbolicamente

W™P(Q) = {ue LP(Q); tal que existe w, € LP(Q) onde T, = D*T, em D'(Q)
Va e N" com |af < m}

= {u € LP(Q); Jw, € LP(Q) tal que /Qwa(x)gp(l’)dl’

= (—1)k /ﬂu(x)Do‘go(x) Voo € N™ com |a| < m}

= {ue LP(Q); D € LP(Q), YVa e N" com |a| < m}.

Uma norma em W™?(Q2) é dada por

|l [fym () = Z /Q\Do‘u(xﬂp dx, se 1 < p < o0,

laj<m
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[[u|[wm.eo (@) = Z supess | D%(x)| dx,
la|<m z€eQ)

a qual o torna um espago de Banach. No caso p = 2, escrevemos W™2(Q)) = H™(Q) e

munindo-o com o produto interno
(u, ) gy = Z (D“u, D),
laj<m
temos um espago de Hilbert.

Define-se o espago W;"*(2) como sendo fecho de C§°(€2) em W™P(Q), ou seja,

————W™mP(Q

00 w ) m,
Co (Q) = Wo p(Q)-

Proposicao 1.5 (Desigualdade de Poincaré) Suponhamos que §2 seja um aberto lim-
itado do R™. Entdo pra todo 1 < p < oo, existe uma constante C' (dependendo da medida

de Q2 e de p) tal que

lullisiey < ClIVlliwcey,  Yu € WaP(9).

Demonstragao: ver|[4].

Quando 2 é limitado em alguma direcao x; de R” e 1 < p < oo entao a norma em

Wy"P(Q) dada por

P = 3 / Dou(z)? de

|a|=m

¢ equivalente a norma induzida por W™?(Q).

Representa-se por W~ () o dual topolégico de W;"?(Q2), onde 1 < p < oo e p/

¢ o indice conjugado de p. Por H~(2) denota-se o dual topoldgico de HJ"(£2).

Existem diversos teoremas de imersao para os espacos de Sobolev. No caso da reta
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obtemos uma melhor regularidade para as fun¢oes de W™»(I), I C R.
Proposicao 1.6 Seja I = (a,b) um intervalo da reta R, temos com m > 1:

_ 1
a) Wme(I) — Cm—LA (I) comO<A<1l—-sep>1
p

b) Wmr(I) — C7*~ ' (I) sep=1.

Demonstracao: ver [16]

O
Em particular, considerando I = (0, 1) temos que
1
HY0,1) = C%([0,1]), 0< A< 3
1
H?(0,1) — C*([0,1]), 0< A< 3
Nos observamos que
o]l < lvyl] < [foyyl] (1.2)
e
olle=on < lloll - (Ho(h) = 2(1)) (1.3)

para todo v € HZ(0,1). De fato: A primeira desigualdade ¢ dada pela desigualdade de

Poincaré, a segunda segue de:

lu(y)| =

/0 " y(5)ds
[ oas
- ()[4

= vyl vy €0, 1];

IN

tomando o supremo temos o desejado.
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1.2 Espacos de Funcoes a Valores Vetoriais

Seja X um espago de Banach. Denotamos por D(0,7; X) o espago das fungdes
vetoriais ¢ : (0,7) — X, infinitamente diferencidveis cujo suporte é um compacto contido

em (0,7). Dizemos que uma sequéncia
¢y — ¢ em D(0,T; X)
se, e somente se, existe um subconjunto compacto K de 2 tal que

i) supp(p,) e supp(p) estdao contidos em K, para todo v;

k dk;

ii) Para cada k € N, %cpy(t) — %gz)(t) em X, uniformemente em K.

O espaco das aplicagoes lineares continuas de D(0,7) = D(0,T;R) em X serd
denotado por D'(0,T; X), ou seja, S € D'(0,T;X) se S : D(0,T) — X é linear e se
0, — 0 em D(0,T) entao (5,6,) — (5,0) em X. Diremos que

S, — S em D'(0,T; X)

se

(S,,0) — (S,0) em X, V0 € D(0,T).

O espago D'(0,T; X) equipado com a convergéncia acima é denominado espago das dis-

tribuicoes vetoriais de (0,7) com valores em X.

Denota-se por LP(0,7; X), 1 < p < 00, 0 espago das (classes de) fungoes vetoriais

u: (0,7) — X mensuraveis em (0,7), (0,7) dotado da medida de Lebesgue, tais que

T
/ [u(t)|[5dt < oco.
0
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Denota-se por L>(0,T; X), o espaco das (classes de) fungdes vetoriais

u: (0,7) — X mensuraveis em (0,7"), (0,7) dotado da medida de Lebesgue, tais que

sup ess||u(t)||x < oo.
t€[0,T]

Se X ¢ Hilbert com produto interno (-,-)x, entao o espago L*(0,T, X) munido do

produto interno

(1, 0) 120 x) = /O (ult), v())

¢ também um espacgo de Hilbert.

1.3 Topologias Fracas, Espacos Reflexivos e Separaveis

Nesta secao temos algumas propriedades das topologias fraca e fraca *, assim como
resultados de convergéncia nestas topologias envolvendo a reflexividade e a separabilidade

dos espacos.
1.3.1 Topologia Fraca
Considerando E um espago de Banach, a topologia fraca o(E,E’) sobre E é a

topologia menos fina sobre FE que torna continuas todas as aplicacoes f € £

Seja (z,)nenuma sucessao convergente para x na topologia fraca o(FE, E'). Quando
nao houver possibilidade de confusao diremos apenas que (z,),en converge fraco para x
e denotaremos por

T, ~xemF
Proposicao 1.7 Seja (x,)nen uma sequéncia em E, entdo

i) r, = x em E se, e somente se, (f,x,) — (f,x), em RVf € F';
ii) Se x, — x em E, entio x, — v em E;

iii) Se x, — x em E, entdo ||x||p € limitada e ||z||p < liminf||z,||g;
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) Sex, =~z em E e f, — femE' entio (f,,x,) — (f,x) em R.

Demonstracao: Ver [4].

1.3.2 Topologia Fraca x

Sejam E um espago de Banach e x € F fixo. A aplicacao

J. i B — R
£ uf)=(f2)

é linear e continua e, portanto, J, € E”, Vo € E. Deste modo, definamos a aplicacao

J: E — E" tal que J(z) = J,, a qual é chamada de injegao candnica de E em E”.

A topologia fraca x, ou o(E’, E), é a topologia menos fina sobre E’ que faz continuas

todas as aplicagoes J,.

Seja (fn)nen uma sucessao convergente para f na topologia fraca x o(E’, ). Com
vistas a simplificacdo das notagoes escreveremos apenas que ( f,,)nen converge fraco * para
f, ou simbolicamente

fo = fem E,
quando nao houver possibilidade confusao.

Proposicao 1.8 Seja (fn)neny uma sucessao em E', entao

i) fo— f em E' se, e somente se, {fn,x) — (f,x) em R V€ E;
ii) Se f, — [ forte, entao f, — f em o(E', E");
iii) Se f, = f em o(E',E"), entio f, = f em E';
w) Se f, = f em E', entio ||f,||z estd limitada e ||f||z < liminf||f,||z;

v) Se f, = fem E ex, —x em E, entio (fn,x,) — (f,z) em R.
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Demonstracao: Ver [4].

1.3.3 Espacos Reflexivos e Espacos Separaveis
Dizemos que um espaco de Banach E é reflexivo quando a injecao canonica J :
E — E" é sobrejetora.

Um espago métrico E é dito separdvel quando existe um subconjunto M C FE

enumeravel e denso em F.

Teorema 1.9 Seja E um espago de Banach separdvel e seja ( fy)nen uma seqiéncia lim-
itada em E', entdo existe uma subseqiiéncia (fo, )ren € f € E'tal que f,, = fem E'.

(0(E' E)).

Demonstracao: Ver [4].

Teorema 1.10 Seja E um espago de Banach reflexivo. Se (T,)nen € uma seqiéncia

limitada em E. Entao existe uma subseqiéncia (x,, )ren € © € E tal que x,, — x em E.

Demonstragao: Ver [4].

1.4 Teoria Espectral

Nesta secao caminharemos para enunciar o Teorema espectral para operadores
compactos simétricos. O teorema espectral é uma ferramenta muito 1tel, a versao que
enunciaremos nos garante a existéncia de uma base ortonormal de vetores proprios em

um espaco de Hilbert H com produto interno (~, )



1.4 Teoria Espectral 24

Definicao 1.11 Um operador A de H € denominado compacto, quando para toda sequén-
cia limitada (u,)nen de vetores de H, podemos extrair de (Aup)nen uma subsequéncia
convergente em H. Em outras palavras, A leva conjuntos limitados em conjunto relativa-

mente compactos.

Definicao 1.12 Seja A : D(A) C H —— H um operador linear de H o operador A* :
D(A*) C H — H que verifica

(Au,v) = (u, A*v) Vu € D(A) ev e D(AY)
onde
D(A*) ={v € H,3v* € H que verifica (Au,v) = (u,v*), Yue D(A)}
¢ chamado operador adjunto de A

Definigao 1.13 Um operador linear A de H é chamado simétrico se seu dominio D(A)

€ denso em H e

(Au, v) = (u, Av)

Teorema 1.14 Seja A um operador compacto, simétrico e nao-nulo de H. Entao, pode-
mos construir uma colegao finita ou enumerdvel {\,} de valores préprios nao-nulos de A

e uma colegao {v,},en de correspondentes vetores proprios tais que
(i) Se {\,} é enumerdvel, entdo

IAv] > [A\s1| para todov e A, — 0

(ii) {v,} um sistema ortonormal de H e é vdilida a representag¢ao

Au = Z (Au, vl,)vl, = Z Ay (u,vy)vy

v
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(Z indica soma finita ou enumerdvel.)

(iii) Todos os valores proprios nao-nulos de A estio na cole¢ao {\,}, portanto, a cole¢ao

de valores proprios nao-nulos de A € no mdrimo enumerdvel.

Demonstracao: Ver [4]

Teorema 1.15 (Teorema Espectral para operadores simétricos e compactos)Seja
H um espaco de Hilbert separdvel e A um operador compacto e simétrico de H. Entao,

existe um sistema ortonormal e completo {e,},en de H, formado por vetores proprios de

A.

Demonstracao: Ver[4]

A partir deste teorema podemos garantir a existencia de uma base de HZ(0,1) a

qual é ortonormal em L?(0, 1) ortogonal em H}(0,1) e ortogonal em HZ(0,1) a saber

A :H20,1) —  L*0,1)
U — AU = Uy,
afirmamos
- A é operador inverso de um operador compacto
- A é simétrico

(a verificacao destas afirmagoes pode ser vista em [10].)

pelo teorema espectral para operadores compactos e simétricos (Teorema 1.15) podemos



1.5 Alguns Resultados 26

escolher (w;);en como sendo uma base de auto fungoes para HZ(0, 1) associadas ao oper-

ador A, ortonormal em L?(0, 1), além disso

1
(wi, wj)H& (0,1) = /0 wiyw]'ydy

1
= —/ Wiy W;idy
0

1
0

-\ se 1=
= _)\i(wiawj) =
0 se i#j .
Portanto ortogonal em H}(0,1) e
1
(wi’wj)Hg(o,U = /Owiyywjyydy
1
= /)\sz)\]w]dy
0
1
0
N ose 0=
= A\ (wi, wj) = !
0 se i#j,

ou seja, ortogonal também em HZ(0,1).

1.5 Alguns Resultados

1.5.1 Teorema de Carathéodory

O teorema de Carathédory é indispensavel para a resolucao de nosso problema, por

isso o enunciamos aqui e uma demonstracao pode ser encontrada na referéncia [8].

Dadas a,b € R*, t; € R e 2y € R" considere o retangulo em R"*! definido por

{(t,x) € R"" |t —to] < aellz — 2ol|gn < b}
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Diz-se que a funcao f : R C R""! —— R" satisfaz as condicoes de Carathéodory

no retangulo R se

i) f(x,t) é mensuravel em t para cada x fixado;
ii) f(z,t) é continua em = para cada t fixo e
iii) para todo compacto K C R existe uma funcao real mg(t), integravel, tal que

1£(t2)llsn < mic(t), para todo par (£,z) € K.

Uma solucao local para o problema de valor inicial

a'(t) = [t z(t))

$(t0) = X

(1.4)

é uma funcao = : I C R — R"”, definida e diferenciavel num intervalo da reta

I={teR;, |t—t)<p (>0} tal que

'(t) = f(t, z(t)), Vi eI e x(ty) = xo

Teorema 1.16 (de Carathéodory) Seja f : R — R" satisfazendo as condigies de

Carathéodory no retangulo R. Entao o problema (1.4) tem uma solugdo local.

Corolario 1.17 Sejam U = [0,T)x B com T >0, B={z € R™; ||z|]| < b}, ondeb >0 e
f: U — R™ nas condigoes de Carathédory. Suponhamos que x(t) € uma solugao de 1.4 tal
que |zo| < b e que em qualquer intervalo I, onde x(t) estd definida, se tenha |z(t)| < M,

para todo t € I, M independente de I e M < b. Entao x(t) possui um prolongamento a
todo [0,T].

1.5.2 Mais Alguns Resultados

Enuciamos nesta secao mais alguns resultados utilizados no texto.
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Proposicao 1.18 (Desigualdade de Young) Se a e b sido nimeros reais nao negativos

entao
a?
ab < —+ —
p p

1 1
sempre que 1 <p <oo e -+ — = 1.
p P

Demonstracao: Ver [4].

Proposigao 1.19 (Lema de Gronwall) Sejam z € L'(0,T) e ¢ € C([0,T)]) fungoes

nao negativas ¢ > 0 uma constante tais que

o(t) < c—{—/0 z(s)p(s)ds, Vt € [0,T].

Entao

t
/ z(s)ds
o(t) < c.edo , Vte0,T].
Em aprticular, se c =0 entao ¢ = 0.

Demonstracao: Ver [16].

Teorema 1.20 (Representacao de Riesz-Fréchet) Seja H um espago de Hilbert.

Dada ¢ € H', existe f € H unico tal que
(p,uy = (f,u), Yu € H.

Além disso,

1 fllez = llella
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Demonstracao: Ver [4].

Se chama base hilbertiana, ou simplesmente base, de um espaco de Hilbert H a

toda sequéncia (e,) de elementos de H tais que

) |len]|lg =1Vn €N, (em,en)g =0VYm, n, m#n.

ii) O espaco vetorial gerado pelos {e,} é denso em H.

Com essa definicao temos o

Teorema 1.21 Todo espaco de Hilbert separdvel admite uma base Hilbertiana.

Demonstragao: Ver [4].

Teorema 1.22 (Aubin-Lions) Sejam By, B e By espagos de Banach tais que By <

B — By, onde By e By sao reflexivos. Entdo

W = {u S LPO(O’T; B[));Ut € LPI(O,T; Bl)},

onde 1 < po,p1 < oo, W munido da norma

[lullw = [[l[ro 01:80) + [l Lo 0,7:81),

¢ um espaco de Banach e a imersio de W em LP°(0,T; B) é compacta.

Demonstracao: Ver[l]
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Proposicao 1.23 (Lema de Lions) Seja (u,),en uma sucessao de fungoes pertencentes

a L1(Q) com1 < qg<oo. Se

i) u, — u quase sempre em @,

i) ||uy||Laq) < ¢, para todo v € N,

entdo u, — u em L1(Q).

Demonstragao: Ver[15]

Lema 1.24 Sejam X e Y dois espagos de Banach tal que X — Y. Seu € LP(O,T; X) e
u' € LP(0,T;Y), onde 1 < p < oo, entdo u € C°([0,T];Y).

Demonstragao: Ver[19]

Lema 1.25 Sejam X e Y dois espacos de Banach tais que X — Y e X € reflexivo. Se
u € LOO(O,T;X) eu € LP(O,T;Y), onde 1 < p < oo, entao u € CB,([O,T];X), isto €, a

aplicagio t — (£, u(t))x x' € continua em [0,T] V€ e X'.

Demonstragao: Ver[19]



CAPITULO 2

Existencia e Unicidade

Neste capitulo apresentaremos um estudo qualitativo do problema (3) - (5). Provare-
mos resultados sobre a existéncia de solugoes fraca global e o decaimento exponencial da
energia associada (Teorema 2.3), bem como um resultado de unicidade de solugao (Teo-

rema 2.4).

Mediante hipdteses convenientes sobre as funcoes « e (3, que descrevem o compor-
tamento da fronteira do dominio nao cilindrico, usando o método construtivo de Faedo -
Galerkin provamos a existéncia de solucao fraca global. A demonstracao do resultado de
unicidade esta baseada no método de Ladyzhenskaya empregado em Limaco e Medeiros

13].

Este capitulo esta subdivido em trés segoes. Na secao 2.1 fixamos as hipdteses
sobre o dominio nao cilindrico @, introduziremos o conceito de solucao fraca global para
o problema (3) - (5) e definimos a fungao energia associada. A segdo 2.2 contempla um
resultado de existéncia de solucao fraca global e o decaimento exponencial da energia
associada. Finalizamos com a secao 2.3 onde provaremos um resultado de unicidade de

solucao global.

2.1 Hipédteses e o Conceito de Solucao

Suponhamos que as fungoes « e (3, que definem o dominio nao cilindrico Q satis-

fazem as seguintes hipoteses:

(Hy) of, 8, o, 3" € L}([0,00;R);
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(Hy) Existe 6 tal que 0 < 0 < ~(t) =: 5(t) — a(t), para todo t > 0;

(Hs) |o"(t) +y7"(t)] < 551d/(t) + 97/ ()]?, para todo y € [0,1) e ¢ > 0.

Precisamos também de mais uma hipotese sobre as funcoes, que garanta pequenas

variacoes para as extremidades do dominio nao-cilindrico Q.

Note que a partir de (H;) podemos escrever

v(t) = /Ot [ﬁ’(s) — o/(s)] ds + (By — ap), para todo t > 0.

Utilizando que o/, 8’ € L([0, oo[, R) temos que existe K € R tal que

v(t) < K para todo t>0. (2.1)

Consideremos o polinomio
P(Z)=1/8 — (2K* +11/2)Z — 422* — 47° — 87*,

entdo P(0) > 0 e P(1) < 0. Portanto, pelo teorema do valor intermediario, a primeira raiz
positiva de P(Z) a qual denotamos por Zj, esta no intervalo (0,1). Assim consideramos

a hipdtese adicional sobre « e 3:
(Hy) O(t) = |/ (t)] + |8'(t)] < min{l, g, 22}

Como |d/(t) + yv' ()] < mazx{|/(t)],|5(t)|} para todo y € [0,1], de (H4) nds

deduzimos

V()] <O(t) e |&(t)+yy(t)] <O(t) para todo t>0 e yel0,1]. (2.2)

Definimos

Yo = 7(0) = fo — @
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_ L (O -y @)
aO(y) = '78 ( " > y e [07 1]

Para ug € H?(ap, ) e uy € L*(ay, By) escreveremos
vo(y) = uo(ao + y70) para y € [0, 1];
v1(y) = wi(ao +yv0) + (/' (0) +y7'(0))uoz (o + yy0) para y € [0,1] e

+

o s o @)F @) | o)
B~ [ [l + antlun i + 2 e

Definigao 2.1 Dizemos que uma funcao real u = u(x,t) definida em 0 ¢ uma solugao

fraca global do problema de valor inicial e de fronteira (3) - (5) se:

i) we L (oooH2

\_/

um%@mﬂwmwm;

loc

i) Para todo T > 0 e toda funcio ¢ € L*

/\

0,7 L B(t ))) tal que
¢y € L? (O,T; L (af(t), B(t ))> e 9(0) = (T ) = 0 tem-se que u satisfaz a equagao

integral:

B() ﬁ(t)
/ / t(z, 1)y, t) dxdt—i—/ / u(x,t) + w(z,t) + [uz(:l?,t)D Oz (x,t)dxdt
(t)
—l—/OT /:t) Uz (T, 1) P (2, t)dxdt = 0;
iii) u(z,0) = up(z) e w(z,0) = ui(z) para todo x € (a(t), B(1)).

Definigao 2.2 Para cada fun¢ao u solucao fraca de (3) - (5) definimos a energia associada

como sendo a fun¢ao

E(u) : [0,00) — R dada por

E(u)(t) = {”ut(t)H%Q(a(t),ﬁ(t)) + ||u(t)||?{é(a(t),ﬁ(t)) + ||U(t)||12L12( ()ﬁ(t))}

DN | —
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2.2 Existéncia de solucao fraca global e decaimento

exponencial

Nesta se¢ao vamos provar a existéncia de solugao fraca global para o problema (3)
- (5), bem como o decaimento exponencial da energia associada. Utilizaremos o método
construtivo de Faedo-Galerkin o qual consiste em: projetar nosso problema em sub-espacos
de dimensao finita, obtendo uma seqiiéncia de problemas aproximados; aplicar resultados
da teoria de equacoes diferenciais ordinarias obtendo solugoes aproximadas; a préxima
etapa é a obtengao de estimativas a priori (limitagoes) apropriadas para as seqiiencias de
solugoes aproximadas; finalizaremos aplicando resultados de compacidade os quais levarao
a existéncia de uma subseqiiéncia (da seqiiéncia das soluc¢oes aproximadas) convergente,

cujo o limite devera ser a solucao fraca global desejada.

Teorema 2.3 (Existéncia de Solugdo e decaimento Exponencial)Seja (Hy) — (Hy) asse-

guradas. Se ug € HZ(ap, B) e uy € L*(ag, Bo) sao dados tais que

(128K% + 4)Ey + (64K2 * 2> VE, < (2.4)

92 KG’

entao existe pelo menos uma solugao fraca global u para o problema (3) - (5). Além disso,

existem constantes reais positivas ko, ki tal que a energia:

E(u)(t) < ke ™™ vt > 0. (2.5)

Demonstragao:

A idéia é transformar o problema misto nao-cilindrico (3) - (5) em um outro prob-
lema misto sobre um dominio cilindrico. Esta transformacao serd feira por meio de uma
mudanca de coordenadas ( difeomorfismo ) apropriada. A técnica que transforma proble-
mas de fronteira mével em problemas com fronteira fixa tem sido usada por vérios autores;

ver, por exemplo Limaco-Medeiros[13], Limaco et al.[12], Medeiros et al. [17], Clark et
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al.[7]. Seja Q = (0,1) x [0,00) e T : @ — Q o difeomorfismo definido por:

Tt = w0 = ()

Para cada fungao u : @ — R colocamos

v(y,t) = (o T )(y,t) =u(z,t) VY(y.t) € Q.

7’71 U X
' TN RN
Q Q
0 1 B 7 R
Yy @y Po z
\_/
T

v=(uot1)

Pela regra da cadeia, apds varios célculos e agrupando os termos convenientes,

temos as seguintes identidades:

w(@t) = vy t) — %[a'(t) g (D)o (1, ): (2.6)
up(x,t) = 721@) {29 () [/ (t) + yy' ()] — (D[ (t) + 7" (1)) v, (y, t)
2 / / 1 / / 2
+W[a () +yv' (O)]vye(y, t) + 2 [/ (t) + y¥' ()] vy (y, t)
+vie (Y, 1); (2.7)
%(m) _ %(t)g—yz(y,t), VkeN (2.8)
) I )
uxxt(xa t) - _2,_)/3(15) Uyy(y, ) - 73(0 [a (t) +yy (t)]vyyy(y, t)

1
‘I'?Uyyt(y, t). (2.9)
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Tendo em mente (2.6) - (2.9) podemos ver que o problema nao cilindrico (3) - (5)

¢ transformado no problema cilindrico

7(t) _ v Lv — ﬁ a Uy );
Uy + 273(15) Uyy ’)/2(t) yyt + ’)/4(t) Yyyyy ay( (y,t) y)7
by, vy + ey, D)oy + d(y, oy — %@[ﬂyy — 0 em Q: (210)
v(0,t) = v(1,t) = v,(0,t) = v,(1,t) =0, Vt>0; (2.11)
v(y,0) =vo(y), w(y,0)=wviy), Vyel0,1], (2.12)
onde os coeficientes da equagoes (2.10) sdo dados por:
1 / / 2 _ 1 " "
a(y,t) = 72@){1 =) =y O}, b(y,t) = W[a (t) —yy" ()],
2 ., / 1 / /
c(y,t) = —W[a ) =y ()],  dly.t) = ) [/ (t) — y/(1)].

Da Hipdtese (H4) e de (2.2) observamos que

a(y,t) > 0 para todot >0 ey € [0, 1].

Também observamos que de ug € HZ(ag, 3) e u1 € L*(ap, o), obtemos que vy €

HZ(0,1) e vy € L?(0,1).

Agora que obtemos o problema cilindrico equivalente, vamos verificar a existéncia
da solucao v. Iniciamos considerando o problema aproximado. Para tal seja (w;) ey uma
base do espago de Sobolev HZ(0,1), ortonormal em L?*(0,1) e ortogonal em H}(0,1) e

H2(0,1).

Consideremos V,, o subespago de HZ(0, 1) de dimensao finita gerado pelos m vetores

{wy, ws, .. w,} da base escolhida. Para cada m € N procuramos uma func¢ao da forma
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t) = Z Gjm(t)w;(z) em V,,, solugdo do problema de valor inicial aproximado:

HA L(t) v (1), w L L vt (t), w

(Utt (t)7wk) + 73(25)( tt (t)7 k’) 72(t)( yt? ) + 74@)( yy(t)7 kyy)

= ([a(y, yoy )]y, we) + (b(y, oy (t), wi) + (c(y, t)vy;(t), wi)

— (At i) — %(t) (™)) =0 1<k<m (2.13)
(y.0) = 5" (y) = 3_ (voly), w;) — woly) em  HG(0,1) (2.14)
(4,0) = o7"(y) = > (ni(y),w;) — vi(y) em L*(0,1) (2.15)

2.2.1 Existéncia de solugao para o problema aproximado

Note que (2.13) é um sistema de equagoes diferenciais ordinarias, nao linear, de

segunda ordem e (2.14), (2.15) s@o condigoes iniciais. Vamos reescrever esse sistema na

forma matricial. Observemos que para cada k fixado:

(U;?(t)7wk) = Zgjm wj7wk Zgjm w]>wk _gllc/m(t)a

a0 = () ) = (3 gpm@ ) = = > i

= =G () Wil 30,073

(U;Zt(t)?wkyy) = Zgﬁm(t) (wijwkyy) = gllcm<t>HwkHH§(0,1);

(UZ;/(w’wkyy) - Zgjm wjyy wkyy) = gkm(t)”wkHHg(o,l)E

(2.16)

Wiy, wky)
(2.17)

(2.18)

(2.19)
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~([aly, oy O]y wi)) = (aly, vy (8), wiy) = (ay:) Y Gim(E)wsy, wry)

= > g O(aly. ). (220)
Analogamente

(0(y, t)vy (t), wy) = Zng(t>(b(y:t)wjyawk)§ (2.21)

(C<y7 t)”;?(t)a wk) = Z ggm(t) (C(y7 t)wjya wk); (222>

(A Dy (8w = D gm (8 (A, )i, wiy): (2.23)
(™) )y wr) = — ( [(Z gjm(t)wj) ] ,wky) : (2.24)

E como
0(y,0) = D (o, ws)wi(y) = D gim(0)ws(y)

4
3
<
=2

I
NE

(01, 3) s () = Y (O (0),

1

<.
Il

temos:

gim(0) = (vo,w;) e g, (0) = (vi,w;) para 1<j <m. (2.25)

Desta forma, utilizando (2.16) - (2.25), a partir do problema (2.13) - (2.15) obtemos
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o seguinte sistema de equagoes:

7' (1) 1 1
G (t) — 3(0) Grem () |0l 2 0,1) — 72—@)92(15)”%“}13(0,1) + ngm(t)\!wk\lﬂg(o,n

+ Z g]m (CL Y, wjya wky + Z g]m b(y7 t)wjya wk) Z g; (t)( (yv t>wjy’ wk’)

Jj=1 j=1
1 = ’
- Zgym wyyvaky) + 3 Zgjm<t>wj Wiy | =0
73 (t) =
y
1<k<m; (2.26)
Jem(0) = (Uo,wk) para 1 <k <m; (2.27)
G (0) = (v1,wy) para 1<k <m. (2.28)

Considerando m € N fixo, e escrevendo

[ ginlt) [ (uoy ) | [ (urwr) |
y(t) = Gom (1) y, = (1o, wa) vy = (u1, wa) 7
i gmm(t) ] i (UOawm) ] | (ulvwm) ]

1
m 72(15) [5i,ijiHH§(O,l)] 1<i<m

1<j<m

7'()
[B(t)] = |:((l(y, t)wjy’ wzy)i| 1<i<m +3—t [6ivj ||wi||H5(0»1)] 1<i<m + |:(b(y7 t)wjy’ wz)} 1<i<m
mxm 1552m ) (t) 1<<m 1552m
1
@@ D) .+ i il | ..,
1<j<m Y ( ) 1<;<m
onde ¢;; denota o delta de Kronecker
1 se 1=

(57;]':
0 se i1#£7j ,
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oz == (Zgjm@)wj) Wiy ,

mx1
Y 1<i<m

podemos escrever o sistema de equagoes (2.26) - (2.28) na forma

Y'(8) + A)Y'(t) + BAOY (t) + C(t, Y () = 0,
Y(0) = Yo, (2:29)
Y'(0) = V5.

Portanto encontrar uma solugao do sistema (2.26) - (2.28) consiste em encontrar

uma fungao

Y 0,7, — R™

Gim(t)

t s Y(t) = gam (1)

Imm (t)

satisfazendo (2.29).

Com o objetivo de reduzirmos a ordem do problema de Cauchy (2.29), consideremos

_ 7. .
s | T | _ [ YO
Ly 41(t) Y'(t)
| Zan®) |
entao
2(0) = YO  _ [ Y% | _ z,
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Z/(t)

Y/(1)
Y//(t)

Y'(t)
CAMY'() — BOY () — CY (1))

By —Am | | v | | —cwye)

[t 2(t))

Logo (2.29) é equivalente ao seguinte sistema:

onde

Z'(t) = f(t,Z(1))
7(0) = Zo

(2.30)

0,7] x R2™ s R2m

(t,7) — f(t,Z)=A)Z +C(t,Z)

A existéncia das solugoes aproximadas v™ é equivalente a existéncia de solugao

local para o problema de Cauchy (2.30). Assim nosso objetivo é aplicar o teorema de

Caratheddory (Teorema 1.16) e para isso verifiquemos que a funcdo f satisfaz as hipoteses
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deste teorema. Para simplificar a notacao denotaremos os vetores de Z € R?™ na seguinte

forma

7 = (2_172_27 y Rmy R1-22, " " ° ;Zm)

FA funcao f(t,Z) é continua em relagao a Z para cada t fixo. De fato, observemos

que

1 (£, Z) = [(t, Zo)|[pom

Temos ainda que

= [JA()Z +C(t,Z) — (A(t)Zo + C(t, Zo)) | gom
= |JAW)Z — Zo) — (C(t, Z) — C(t, Zo)) ||gzm
< ||A<t)||R4m2 ' ||Z - ZOHR2m

HC(t, Z) — C(t, Zo) ||gam- (2.31)

IC(t,Z) — C(t, ZO)H?%M = 721(t) Z (Z zj(t)wj> - (Z ZOJ<t>wJ> » Wry
k=1 j=1 j=1 Y
_ m 2 " 2|2 2
= 72(75) ; (]Z:; Zj(t)wj) R (JZ:; 201<t)wj> H}(0,1) | HwkHHé(O,l)
1 m m m
= ~2(t) ; (; zj(t)w; — ]Z:; Zoj(t)wj)
: (Z Z(thw; + Y Zo;'(t)wj> ‘ Nkl 01y
=1 =1 Hy(0,1)
1 m
= 72 (t) ‘ (]Zl (ZJ (t) 204 (t))wﬂ

m
Z ||wk||§101(0,1)
1

HY0,1) k=
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2
1 o m
= S || 2 GO = 20i®) (@O +a®)wany) D el
3,j=1 H&(O,l) k=1
2
1 o m
S 2(t> Z le - ZO] | ’Zz< ) + ZOi(t)l'HwiijH&(O,l) . Z ||wk\|§{6(0,1)
! wi=1 <5 k=1
<6 SHZ0H+1
Entao

1f (8, 2) = ft, Zo)lgom < [|A() |gam> - 12 = Zol|gom +

J2i(8) + 20i(8)] - [lwiw] 0,1y ) Z lwnllz o0 (2-32)
k=1
Portando dado € > 0, seja

9
= min {1
[Allans + M

onde

1
M= v2(t) (HZOHRM Z [|w; wJ”Hl 0,1) Z HwkHHl 0,1)

2,j=1

com isto, se ||Z — Zy|| < 0 de (2.32) tem-se

2
1 m
I19(.2) = FZo)l| < | Aluned + 55 (5(||Zo||R2m+1>-aniwjan(o,D) -

i,j=1
S w200
k=1
< [ All g 8+ 6M
= (HAHRW + M) 0<e¢

0 que prova a afirmacao.
F Temos que f é mensuravel em ¢ para Z fixo.

Para isso basta observar que as fungoes A(t), B(t) tem seus coeficientes dados
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em termos de fungoes continuas em t, logo integraveis em intervalos limitados, portanto

mensuraveis.

Além disso, considere D = [0,7T] x By, onde

={r € R |z| <beb>0}.

Dado (t,Z) € D, utilizando do teorema de imersao de Sobolev (Proposigao 1.6)

que nos da que H}(0,1) < L*(0,1) e a desigualdade de Holder generalizada temos

2
1 m m
2
IC(tZ) [ = =3 > zw; ) Wy
VA (t) = = )
1 m i 1 m 2 2
= S| () |
Y (t) —1 0 =1
L Y
— 2
9 m 1 m m
- | T e
v k=1 0 j=1 7j=1 L4001
—_—— Y—— € (0,1)
L €L2(0,1)  €L4(0,1)
r 9 1/2 " 1/4
9 m 1 m 1 m
< Sm Y / > zwi | dy| / > zwiy | dy
Y (t) —1 0 = 0 =
1 ) 1/4
() vt
0 -
2 m m
= 2 ||| D Tl
v j=1 L4(0,1) k=1
2 “ i
< () lgglleH-lmax 1wyl zaco,1) - ;HwkyHMm) (Z;VH)
=
%,—/
<b?
= 2 o
Y2(t) ’

onde € = masx [Ju |- max w0+ Y lwwyllzeo
k=1
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Portanto

1t Z)leem < [[A@)lIgam2 [1Z][g2m +[IC(2, Z) | g2m
2 2
<A@ lgsmz -0 + PEION C- 0" =mp,(t).
Como a fungao mp, (t) integrdvel em [0, T'], posto que as fungoes A(t), B(t) e y*(t)

sao continuas em relacao a t.

Temos entao que o sistema (2.30) se encaixa nas hipdteses do Teorema de Carathéodory.
Logo o sistema (2.30) admite uma solugao Y(¢) no intervalo [0,7,,] com T,, < T. Desta
forma, para todo m temos fungoes g1, (t), gom (t), - - -, gmm(t) satisfazendo a equagao dada
em (2.26), e conseqiientemente, o problema (2.13) - (2.15) tem solugao qualquer que seja

m € N.
2.2.2 Estimativas a Priori

Nesta etapa buscamos estimativas apropriadas para seqiiéncia de solugoes aproxi-
madas (v")en. Como v™ satisfaz (2.13) para todo k = 1, ..., m temos a seguinte equagao

aproximada

@) + 25 im0y ) — L)+ (1), wyy)

73 (t) V(1) v4(¢)
= (la(y, t)oy* )]y, w) + (b(y, t)vy (1), w) + (c(y, )vy;(t), w)
m 1 m 2 _
= (0. 05 ,) = g5 (070 ) =0, Vo0 € Vi (2.33)

Daqui em diante para simplificar a notacao escreveremos v em vez de v™.

Estimativa 1 Escolhemos w = 2v; em (2.33), temos assim:

7' (t) 1 1

(vue(t), 204(¢)) + (1) (vyy (1), 2v,(¢)) — V(1) (Vyye, 204(1)) + W(Uyy(t)v 20y (1))
— ([aly, o (1)), 260(8)) + (b(w, oy (), 200(1)) + (el £)oye(2), 204(1))
— (A 1)y 20 (1) — — ([(0(8)) 2]y, 200(8)) = O (2.34)
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Observando que

(vlt), 200)) = 2(0l0), vlt)) = & (ult),w0) = LD, (235)

1 2 2 )
—W(Uyyt(t)ﬂvt(t)) = W(Uyt(t)vvyt(t)) = ,YQ—G)HUyt(t)H (2.36)
1 1 1 d
W(vyy(t)ﬂvyyt(t)) = 74(t)2(vyy(t),vyyt(t)) = 74(15)%(1)%(75) Uyy (1))
1 d ,
- ~i(t) %”’Uyy(t)H ; (2.37)

podemos substituir (2.35) - (2.37) em (2.34) e obtermos

d 2 7'(t) 1 2 1 i v 2
I+ 255 (1) 0 “”*27<W%*”‘+ ()ﬁnw@m
~2(aly, o, (], 0 (6)) + 2(b(5 0, (), ve(t)) + 2(cly, vy vi(1))
2 2
_Q(d(%t)vyy(t)avyt(t)) - NETES ([U (t )]yyvvt( )) 0 (2.38)

Nos célculos que se seguem estaremos utilizando as desigualdades (1.2) e (1.3).

Estimamos (2.38) etapa por etapa considerando ¢ > 0 um parametro arbitraria-

mente fixado. Temos

AN = Y ’ e
220 o t0)]| = |2 (220l 5=l
< L0, 0lF + il
< ﬁfgmy¢mw+%;@wwﬁm2
1£02(t) AT
2 N1 + sl (239

Ly, A
(1) dt” Mol (1) [[vyy ()] + i ( (t)“ Vyy (t)]] ) : (2.40)
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Integrando por partes temos
=3[y, 0y (0, )y lt)) = % (0l By (1), 0,(0)) — (o By (6), () (2.40)

Diferenciando a(y,t) em relagdo a ¢t obtemos:

at<y’ t) =

(1) + 20(0)[e’ (1) + 3 (D)0 ()) + 17" O} + 22D (0! (1) + gy (1)

1
(1) 73(t)

Assim das hipéteses (H3) e de (2.2) com y € [0, 1] obtenmos:

1 5 1 K \° 5
0] < 5= 12000) +46%(0)] < lz(w)) o(r) + 46 <t>]

(1) 7

2
Onde na ultima desigualdade nés usamos (%) > 1. Assim obtemos

[(ae(y, thvy (), vy (1)) < /Olat(y,t)Hvy(y,t)IQdy

2K20(t)  403(t) 5

21(b(y, vy (1), ui(8))] < i / o + "oy () lex (1) dy

2@2
< 250 [ Eomin g 0l
5@4() ) 1 )
P + s a0l 249

Levando em conta a hipdtese (H4) e a equagao (2.1) observamos que

Entao

2|(c(y, hoy (), va())] = (ey(y, ui(t), (t)) <
(

_) 2 1 v 2
ey [lvye (D)7 < 472(t)ll ye(0)]]7. (2.44)

IN
M A
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Utilizando a desigualdade de Young como feito anteriormente obtemos também:

e©%(t)
Y4(t)

2 1 2
21(d(y, t)vyy, vye(y: )] < lemall +Wl\vyt(t)!!- (2.45)

O 1ltimo termo de (2.38) é superiormente limitado como segue:

(POl ) =~ (00 0a(0)
=~ OU0.0(0) < Sl Olmon Ol
< O]
< Sl O+ sl (2.46)

Combinando as desigualdades (2.38) - (2.46) resulta

& {017 + . 900)0,0) + s w1} + s P
< [(2[(2 +4)0(t)  5eO%(t) 403(t) OL(t)
< ), 5

oty 2 2 S e
4 1 2, de A
+ (o * ) IO + sl pana >0, (2a)

Reescrevendo a desigualdade (2.47) e escolhendo convenientemente ¢ = 8 segue

que:

a7 {11 + (o 00,0, 000) + w1 } + oot

(2K2+4)0(t) | 400%(t)  40°%(t)  8O%(t) .32 )
[ IR ORI () yz@]f\%y(tﬂl T gl Il (248)

<

que é nossa primeira estimativa.
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Estimativa 2: Substituindo w por v(t) em (2.33) temos a seguinte igualdade:

(00(0)0(0) + 25 (0 0 000 = (0 00) + 5 (0 ), (0
— ([l O O] 0(0) + (bly 0, (),0(8) + (ely. D). v(2)
- (d(%t)vyyvvy(t)) - /y;(t) ([(U<t)>2]yyvv(t)) = 0. (2.49)
Observemos que
(vie(2),0(t)) = %(vt(t),v(t)) — (ve(t), ve(t))
d 2
= (). 0) ~ )| (2.50)
2 (m0.00) = -2 @51)
Além disso,
(I r) = =01 + g [u®.0)(0) + (40 0a(0)]
7' (1) 2 1
= T IO + s (o). 0, 0),
ou seja,
i . 00) = 5 (@) + S, 252

Substituindo (2.50) - (2.52) em (2.49), temos

d , d [ 1 , 1 ,
G 000.00) = IO + 5 (5 lomO1) + s llnlel

+(aly. 1), (0, (6))2) + (b(w. £y, () 0(1))

+(cly, Doe(t), v(2)) = (dly, vy (£), vy(2)) =

([Uz(t)]yyvv(t)) =0. (2.53)

Agora usando as hipéteses fixadas na se¢ao (2.1), estimamos os tltimos quatro
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termos em (2.53) como segue:

Mo/ (t) + yy (1)

(100, 0(0)] < O oy )l 0y
o0, CRUT
< SOl € kO, @50
(€l (000 < = [ 10+ 57 Ol Dl )l
20(t)
< S IOl 0
L e, 200
< Sl + S O (255)
()0 (0. 0,0)| < 5 / /(1) + 97 (1) [0 0,y (.0
o(t) g
1 2 2 2 2 3
7 (Ol v € Ol OIF € Sl @50

Combinando as desigualdades (2.54) - (2.57) com (2.53) resulta que

4 @0.00) + s IO+ @) 00 + s ol

., (36%0) , e S TS L
< 1P+ (255 + S oI + 3llonP + sl ol

Multiplicando esta desigualdade por 55 obtemos

< {%(vt(t),v(t)) + M%@Huy(tw} + 33??) (14(0),0(0)) + 5505 (@0 (0(0)))

1 2 1 ) 30%(t)  30(t) )
+arllowOIF < %UH®H+Q%@+%%QWMW

1 2 3
+m|\vyt(t)|! [vy (£)]] (2.58)

*%w
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Observando que

SO < 5 llua®IF + v oI,

2
w
—~
~
N—
2
w
—~
~
N—

reescrevemos (2.58) como segue

i a (0000) + Tl + 5 (@00, 0)?) + s O
Loz (2970 300 e L
< g1+ (S5 + 5530 ) TeOIF + =l (2.59)

que ¢ a segunda estimativa.

Somando as desigualdades (2.48) e (2.59), temos

{Hvt()l\z (a(y,w( S0 + (t)u yy<>||2+%(vt<t>,v<t>>

2 2 1 v 2
+ a0 } (0)?) + gl + 5 llom
11 6 21 @3<t> 04 (1) 2
<K2K )m*‘” ) 5 85 | lw Ol
1 s, B2 )
T LGl (2.60)

Definindo

B0 = I + (ol 0), (1)) + [ OIE | O vl0) o OIF

O R I

e, usando a desigualdade

1 ) 1 ) 1 ) 1 2 o 1 2
WH%@)H +W||Uyy(t)|| JFW@)H%@)H +WH Uy (D7 < 26t )|| Uy (O],
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podemos reescrevemos (2.60) na forma

d 1 ) 1 , 1 , 1 )
pralOs 221 (aly, 1), (v,(1)) )+Wl\vyt(t)ll + WH%G)H +Wl\vyt(t)!|

1 ) , \ )
D {é‘ (262 4 11/2)0(1)y(t) + 42(0(1)(1))2 + 4O (1)1 (1))* + 8(6(1)¥(1)) J}-
1 32

w1 + 57 = (g 901+ 2 9,01 ) ol <0 (2:62)

—_

Denotamos

Alt) = [1 * 3 )] (oI + [ 0)])

B(t) = % = [(2K7 +11/2)0(t)7(t) + 42(0(1)y(1))* + 4O (t)1(1))* + 8(0(1)¥(1))"]

Pela hipétese (H,), afirmamos, que B(t) > 0 para todo ¢ € [0,T].

De fato:
B(t) = é = [(2K7 +11/2)0(t)y(t) + 42(0(t)(1))* + 4O (t)7(t))° + 8(0(1)¥(1))"]
= % — [2K* +11/2)0(t) K + 42(0(t) K)* + 4(O(t) K)* + 8(6(1) K)"]
> % — [(2K® + 11/2) Zy + 42(Zo)* + 4(Zo)* + 8(Zo)*] = 0

Afirmamos também que

—A(t) >0, V te[0,T) (2.63)

875(t)

Com efeito, antes de entrarmos precisamente na demonstragao da afirmacgao note

que

1 1 1 , 1 )
m (w(t),v(1))] < FH%@)HHU@)H < @I + W\!vyy(t)l\ (2.64)
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1 1 , 1 )
(0(8),0() = =7l = Wﬂvyy(tﬂl :

Entao, a fun¢ao E(t) definida em (2.61) satisfaz

B = IO + (a0 (00 + F i oI + i o0
il 1)1
R O
Portanto
o <9 D@ o Nl <2POVED Ve T (26)

Usando estas desigualdades podemos verificar que (2.63) é valida em ¢ = 0,

1+ 327

A0) = —— (Il (0" + [lvy (0)]))
0
1+ 3292
< (B + 208V Eo)
0
6472 + 2
= (1282 +4)Ey + (E—f) VEo, (2.66)
0

onde Ey = E(0), dada por (2.3). Desta equacao, (2.1) e (2.4) conseguimos

A0) < —. (2.67)

Agora para provar (2.63) suponhamos que a desigualdade nao ocorra. A continuidade de

A(t) e (2.67)nos dé que existe t; € (0,7 tal que:

—A(t)>0  Vte[0,t).

~ 895(ty) 8v5(t)

Integrando (2.60) de [0, ¢1], usando que B(t) > 0 V¢ € [0,T] conseguimos que

d
() <0, Vte[0,t],
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0 que nos leva a concluir que
E(t) < E(0), Yt e [0,t].

Portanto, pela definigdo de A(t) e por (2.65) temos

Alt) = %Z)(m(”vy(tlﬂp‘*’Hvy(h)H)
= %Zf)(tl)(llyzl(tl)E(tl)‘f'z’}ﬂ(tl) E(t))

= (4+128y*(t,)) E(t E(t
( + ’Y(l)) (t1) + 2t (t1)
2+ 64K2 1 1
44+ 128K* By + ———\/Ey < — < ——— 2.
< ( + 128 ) o+ 52 0_8K6 <8’y6(t)’ ( 68)

E importante observar que usamos nessa ultima desigualdade a hipétese (2.4). A

equagao (2.68) implica numa contradi¢ao A(t;) < 0 que mostra que (2.63) é

1
8+5(¢)’
verdadeira.

Usando a desigualdade (2.63) e o fato que B(t) > 0 para todo t € [0, 7] a partir de
(2.62) obtemos

d loge@I* 1

low®F oy @I
a” 0 et e

87%(t) 875(t)

(alu, 1), (0,(1))?) + <0 (269)

Levando em conta (2.64) e a desigualdade ||vy(t)|| < ||v,(t)|] podemos estimar

superiormente F(t) da seguinte forma:

E(t)

IN

) 2 2 3 v 2 1 v 2
eI+ (a0, (0)°) + oyl + IO

IN

(GO + 5 a0 (00)) + sl + s AP

onde C' é uma constante real positiva. Desta desigualdade, (2.69) e (2.1) conseguimos

d
EE(t) +

) <0, Ve,
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o que implica

E(t) < Ege~cxz, Vit > 0. (2.70)
Utilizando (2.61), (2.64)e (2.70), nés obtemos em particular que

[l O + oy, OI* < C. (2.71)

2.2.3 Passagem ao Limite

Da estimativa (2.71) obtemos as seguintes limitagdes
v™ é limitada em L>(0,T7; H3(0,1)),
v é limitada em L>(0, T} L*(0,1)).

Portanto existe (v”), subseqiiéncia de (v™),v € L>(0,T; H3(0,1)) e

w e L>*(0,T; L*(0,1)) tais que
v = wem L™ (O,T; HZ(0, 1)),
v S wem L™ (O,T; L*(0, 1))

Vamos mostrar que em verdade e v; = w. Para isso consideremos o retangulo
Q = (0,1) x (0, T) e o espaco D'(Q) e vejamos que se v” = v em L™ (0, T; H2(0, 1)) entao

v — v em D(Q).

De fato, provar a convergéncia em D’(Q)) é equivalente mostrar que
A T 1

/ / o (b 2)E(t, 2)dadt — / / o(t,2)E(t 2)dadt, ¥ € €D(Q).  (2.72)
0o Jo 0o Jo

Dada £ € D(Q) definimos

he: [0,T] — H2(0,1)
t o he(t)



2.2 Existéncia de solucao fraca global e decaimento exponencial 56

onde

u — /0 u(y)é(y,t)dy

Notemos que h¢ estd bem definida. Com efeito,

i) u(-)é(-,t) € LY(0,1) V t € [0, T); pois u(-) € H3(0,1) C L*(0,1) e
(-, t) € D(0,1) C L*(0,1)

ii) Pela linearidade da integral, quaisquer que sejam escalares A e ¢ temos

he(t)(Au + cv) = Mhe(t)(u) + che(t)(v), ¥ u,v € HF(0,1).

iii) Existe uma constante ¢ > 0 tal que |he(t)(u)| < cllullgza), ¥V v € H(0,1) et €

[0, T, pois

2
me 60001 | cllllgon, = el

el = [ ety vy < el < | o

N

~~
Cc1

Desta forma, he € L'(0,T; H=%(0,1)) e, para toda

v € L2(0,7; H3(0,1)) = (L0, T3 H(0, 1)))', temos que

T
<w’h£>L°°(O,T;Hg(0,1))XLl(O,T;H*Q(O,l)) - /0<5(t)’w(t»H‘Q(O,l)XHg(O,l)dt

h
_ /0 /0 by, OE(y, D dydt. (2.73)

Desde que v” = v em L>(0,7T; HZ(0,1)) temos que

(v” h5>L°° (01:H20.1)) x £t (0,15H-2(0,1)) — (v, h£>L°° (01382(0.0)) x L1 (0,1:H2(0,1)) em R
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Desta convergéncia e (2.73) resulta que

/OT/Olv”(y,t)f(y,t)dydt_>/OT/01U(y7t)§<y7t)dydt

0 que prova nossa afirmacao.

d
Agora, utilizando que em D'(Q) o operador pr ¢ continuo obtemos

d , d ,
a0 —>£vemD(Q)

Utilizando um raciocinio analogo ao feito anteriormente teremos que a convergencia
v/ = wem L*(0,T;L*(0,1)) = v/ — w em D'(Q). Pela unicidade do limite em

D'(Q) temos que w = v;.
v” = vem L™(0,T; Hy(0,1)) (2.74)
vf = v em L(0,T; L*(0,1)) (2.75)
Por outro lado, como H}(0,1) < L?(0,1) e pelo teorema de Aubin - Lions o espaco
W = {ue L*(0,T;Hy(0,1)); u € L*(0,T;L*0,1))}
munido da norma

— !/

tem imersao compacta em L2 (O,T; L?(0, 1)) Como (v¥) é limitada em W temos que
existe uma subseqiiéncia de (v¥) a qual continuaremos chamando de (v¥) e uma w €

L2(0,T; L*(0,1)) tal que v — w forte em L*(0,7; L*(0,1)).
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Utilizando de argumentos semelhantes aos feitos acima temos que em verdade v =
w. ou seja,

v¥ — v forte em L2 (O, T; L*(0, 1)) (2.76)

Com as convergéncias (2.74) - (2.76) podemos passar o limite na equagdo aprox-
imada. Para isso consideremos o sistema (2.13) com k£ € N fixo, o multipliquemos por

© € D(0,T) e integremos de 0 a T.

/0 W (1), w)O(E) + /0 7/“)@;@@),%)@@)&— /0 Lo (1), w0t dt

() 73(t)
/OT A( ) Weyy)O /OT ()], we) O(t)dt
+/0T bly dH/OT t),wy) O(t)dt
/ ) wiy) O(t)dt /0221@ £))?]yys wi) O)dt=0 Vv > k (2.77)

Pela convergéncia (2.75) temos
T T
| G — [ @) vee 0.7 20.1)
0 0
Fazendo £ = —wy,;0’ o termo

/0 (vt”t(t),wk)@(t)dt:—/o (v} (t), we) O (t)dt — —/0 (ve(t), wy,) O (t)dt.  (2.78)

0 kyy
’Y

Fazendo ¢ = o termo

oy T
:_/0 2(1) (vF (£), Wiy ) O ()t — —/0 72—(25)(%@),wkyy)@(t)dt.(2.79)




2.2 Existéncia de solucao fraca global e decaimento exponencial 59

Fazendo ¢ = —(c(y, t)w, — Z%w)@

| Ctwomo.mena = — [ @) . ou)ewa
=~ [ ety o, — vl
- - / (£ (0), (g By — 22D ) (1)t

7(t)
. / 0(), [ely, e, ) O (1)t (2.80)
Agora passaremos o limite nos termos de (2.77) compostos por v™; vy'; vy, Para

isso observemos que pela convergéncia v™ = v em L (0, T; H(0, 1)) obtemos que v;" N

vy e vy = vy, em L2(0,T5 L*(0,1)).

/

Fazendo & = lgwk@
fy

T /yl(t) , . T 7/(t) . "
/0 73@) (Uyy(t>7w)6(t)dt /0 73@)( yy(t)v )@<t)dt' (2'81>

1
Fazendo { = —w,,©
f)/

1
/0 (2 (U (t), ’LUkyy dt—>/ "Uyy wkyy)@(t)dt- (2.82)

Fazendo £ = —a(y, t)wy,©

[ (aty e )i
:—/0 (v (t), aly, t)wyy)O(t)dt — —/0 (v, (1), aly, t)wy,)Ot)dt.  (2.83)

Fazendo & = b(y, t)w;©

/OT(b(y,w v(1), wy,)O(t)dt — / vy (), b(y, t)wy,) O () dt. (2.84)
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Fazendo ¢ = —d(y, t)w,©

_/0 (d(y,t) y (1) wky) t)dt — / Uyy (¢ )wky)@(t)dt' (2.85)

Finalmente, utilizando do Lema de Lions (Lema 1.23) mostraremos a convergéncia
do termo néo linear. Da convergéncia forte (2.76), podemos obter uma subseqiiéncia de

(v"), que ainda denotaremos por (v”), tal que

vr—1v qs. em (@

Entao

()2 — (v)* qs.em Q (2.86)
Além disso,
T J—
0 = [ [ 0t = [l @it < 0 [ 1 Olgon < or
onde pela penultima desigualdade usamos HZ(0,1) < L*(0,1). Pelo Lema de Lions

()2 —=v? em L*Q). (2.87)

De posse desse fato, chamando & = %wkyy(y)@ que é elemento de L?(Q), podemos
Y

passar o limite no termo nao linear

g 1 v 2 o o TL WY 2’[1)
- [ S (@O meni =~ [ (00 w)ew

Y2(t) (v(t))%, wryy ) O(t)dt  (2.88)
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Através das convergéncias (2.78) - (2.88), passamos o limite em (2.77) obtendo

| @ we + [ T mend - [ ot me

T 4 T
+/0 ~A(2) (Uyy(t)7wkyy)@(t)dt_/0 ([a(y, t)vy(t)]y, wi) O(t)dt

—i—/o (b(y,t)vy(t),wk)@(t)dt+/0 (c(y, t)vy,(t), wy) O(t)dt

T

—/O (d(y,t)vyy(t),wky)@(t)dt—/ ) ([(v(£))?]yy wr) O(t)dt = 0, Vk € N (2.89)

0

pela totalidade dos {wy }ren temos que v satisfaz

| wwero+ | T ) w)e ) / 7 owel0) WO

v3(t)
T 1

+/0 ~A () (Uyy(t)7wyy)@(t)dt—/0 ([a(y, t)vy(t)]y, w) O(t)dt

+/0 (b(y,t)vy(t),w)@(t)dt—i-/o (c(y, t)v,(t), w) O(t)dt
T

- [ (0. 0) 00— [ s ([0 )w) O =0,
YV we HZ0,1,) V O(t) € D0,T). (2.90)

Observemos que
H={¢ecL*(0,T;Hj(0,1)); ¢ €L*(0,T;L*0,1)) e ¢(0)=¢(T) =0}
munido da norma

1916 = 161 sz *+ 19402 (o rn0m)

é espaco de Banach. Além disso,

{(w-O);we H(0,1) e ® € D(0,T)} CH e denso em H.



2.2 Existéncia de solucao fraca global e decaimento exponencial 62

Entao

B T 1 T 7/@)
/0 /0 m(y,t),d)t(y,t)dydwr/o i 73@) vy (Y, 1), By, t)dydt

r T
— VQ]tt) Ut(y7 )gbyy y7 dydt /0 4 Uyy Y, )sty(y’t)dydt

1

T
(y, t)vy(y, )by (y, t dydt+/0 by, t)vy(y,t)o(y, t)dydt

S
Q

o
&

O\Ho\o

T
(v, )yt (9, )by, ) dydt — /0 Ay, oy (9, )by (. )yt

(v(y,1))*byy(y, t)dydt = 0 (2.91)

onde ¢ € L2(0,T; HZ(0,1)) e ¢ € L*(0,T;L*(0,1)) com ¢(T) = ¢(0) =0.  (2.92)
2.2.4 Condicoes Iniciais

Inicialmente vamos provar que v(0) = vy. Comegamos observando que pelo lema
(1.24) resulta que v € C([0,T]; L*(0,1)), poisv € L*=(0,T; H3(0,1)), v, € L>=(0,T; L*(0,1))

e L*(0,1) — HZ(0,1). Logo faz sentido calcularmos v(0). Vamos mostrar que v(0) = vg.

Seja © € C'([0,1]) tal que ©(0) =1 e O(T) = 0. Entao pela convergéncia (2.75)

temos que

/T (vf (), w)O(t)dt — /T (vi(t), w)O(t)dt, Yw € HZ(0,1), (2.93)

Por outro lado, usando integracao por partes podemos ver que

/OT(ug(t),w)@(t)dt _ / / o (3, ) w(y)O(#) dydt
1o e
new)|! - / (009 00wy

1 /OTU dt] w(y)dy

I
Nﬁh
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— (o) — /0 (0" (£), w)0'(t)dt (2.94)

Usando as convergéncias (2.14), (2.93) e tomando o limite no segundo membro da

ultima igualdade concluimos que
T T
/ (v (1), ) O()dt — — (vo,w) — / (u(t), ) (£)dt (2.95)
0 0
Logo de (2.93) e (2.95) e a unicidade do limite, devemos ter que

T T

/ (ve(t), w)O(t)dt = —(vo, w) —/ (v(t), w)O'(t)dt

0 0

Vejamos ainda que

/0 (ur(t), w)O(E)dt = —(v(0), w) — /0 (u(t), w) e/ (t)dt. (2.96)
Portanto
(U(O),w) = (vo,w), w e HE(0,1),
provando que v(0) = vy em HZ(0,1).

Para verificar que v;(0) = v; comegamos observando que pelo Lema 1.25 resulta
que v € CY ([0, T]; L*(0,1)) pois v € L>(0,T; HZ(0,1)) e v' € L>=(0,T; L*(0,1)). Logo
faz sentido calcular (v;(0),&), V& € L*(0,1).

Consideremos agora as seguintes fungoes auxiliares: Dado 0 < 0 < T definimos

t
—3+1 se 0<t<)

0 sed <t<T

E fcil ver que Os(t) € HY(0,T) qualquer que seja 0 < § < T. Entao como as
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(v"),en verificam

y VoD ) — (o () Loov (0w
(vtt(t)’wj)+273(t)( oy (8), 05) 72(t)( e (D), wy) + 74(75)( oy (8), Wigy)
— ([aly, t)oy ()] w;) + (D(y, t)vy (), wy) + (cly, t)vy, (1), w;)

v 1 v 2 _ .
— (d(y, t)vy,, wjy) — 20 ([ (#)]yyrws) =0 1< j<w

Fixando 5 € N, temos que a equagao acima se verifica para todo v > j. Multiplicando-

a por Os e integrando de 0 a T" temos:

/0 (v (t), w;)O5(t) + 2/0 () (v, (1), w;)O5(t)dt

S o,
77 e 0)O6(0)d1 + [ et 1) w3501

(cly, )2, (1), wy) O(t)dt — /0 (d(y, )", w;,) Os(t)dt
T
VA(t

) ([(W™(£)) 2y, w;) O5(t)dt = 0.

Como O4(t) = 0se § <t <T temos

\

wx>uw@x>+2A T (1), w,)05(1)dt

Y3(¢)
4 1 5 1 )
/OVQ(t Vyytr W @5(t)dt+/0 74(t>(vyy(zﬁ),wjyy)@(;(t)dt
/0 ([a w] Os(t )dt—i—/o (b(y,t)vg(t),wj) Os(t)dt

+

5 5
/ (c(y. tyvy,(t),w;) Os(t )dt—/o (d(y, tyvy,, w;y,) Os(t)dt

5
/ 21(15 *Jyy w5) Os(t)dt = 0. (2.97)

0

2
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Observamos ainda que
[(vf (), wy) ] ©s(t)dt

A%ﬁwmwaw>: Aé

= ()] - [ wro.wesna

Sl

6
- _(vg(o),wj)—/o (vg(t),wj)%dt.

Retornando a (2.97), temos

PRI B AP "YE) 8w
~(t )~ 5 [ 01O+ [ B0, w0

T T |
_/0 Y2(t) <vyyt’wj>@5(t)dt+/o 74(15)(Uyy(t)>wayy)@6(t)dt

—/0 la(y, t)vy (t)]y, w;) @5(t)dt+/0 (b(y, )l (t), w;) Os(t)dt

(D)), wy) O()dt — /0 (d(y, )0, w;,) ©s(t)dt

+
C\%

’ 1 m 2
—A (67 (1)) w05) Os(8)dt = 0.

73(t)

Das convergéncias obtidas tomando o limite na equagao acima quando v — o0, obtemos:

Ctorw) — 2 L o) s " ) s
(n03) = 3 [ 0w+ 2 [ T 0,0, 0050

| o1
_/0 'y?(t)(vyyt7wj)@§<t)dt+/o W(Uyy(t),wjyy)@(g(t)dt

—A(M%WNM#W%@ﬁ+AGwﬁ%®wﬁ%@ﬁ

5o 2 )
_/o 2(¢) ([(v(£))?]yy, wy) Os(t)dt = 0,
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ou escrito de outra forma

— (v, wj) — %/0 (ve(t), w;)dt + 2/0 7;((?) (vyy(t),wj)(%t +1)dt

| —t 5 i
_/0 72<t)(vyyt,wj)(7+1)dt—|—/o‘ W(Uyy(t)’wjyy)(7+l)dt

2

—1

5 4 5
— [ (a0l ws) (G + Dt + [ Oty 0) (G + 1)

/0 (ely ) ) (5 + 1)t~ /0 (A, 0ty ) (S + 1)

- [ = (@Ol w) (F+1)d =0 VieN

Agora tomando o limite quando 6 — 0 temos
(vl,wj) = (vt(O),wj) = (vt(O) —vl,w]-) =0,Vj €N
ou seja, v(0) = vy.
2.2.5 Decaimento exponencial

Finalmente vamos mostrar o decaimento (2.5). Observemos que a solugao estd
globalmente definada (isto é, estd definida para todo ¢ > 0). Em verdade a taxa de
decaimento (2.70) é a mesma para a fun¢ao limite v em vista das convergéncias (?7),

(2.75) e (2.76). A seguir compararemos os termos de E com FE(u)(t).
De (2.6) segue que

i, ) = [ouly, ) — —=[a'(8) — 97/ ()] 0y (3 1)

v(t)

2 2 / ! 2 2
< 2v(y, 1)l +72(t)|a(t)+v(t)l [0y (y, )]

z—o

7( t)t) obtemos,

Integrando essa desigualdade de «(t) até 3(t) e lembrando que y =

o ' 2 2 / / 2 ! 2
/a | o] e <2 / P50+ = (0] + 19 (0) / oy (3, D)2y
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Usando a desigualdade (2.1), a hipdtese (Hs) e (2.2) conseguimos:

1
o) s < 2 (IO + 301 (2.98)

Tendo em vista (2.8) e repetindo os argumentos acima também conseguimos as
relagoes

1 1
el sy < 5@ 1Oz @e,o0) < 55 10w@I (2.99)
Empregando os mesmos argumentos usados em (2.65) obtemos

Z%E(lf) > lu@®)?, AKTE() = |lv, ()], %K“E(t) > vy (0] (2.100)

Utilizando (2.98) - (2.100) temos

E(u)(t) = {||ut<t>||%2(a(t),/6(t)) + Hu(t)H?{(}(a(t),ﬁ(t)) + ||u(t)||?{§(a(t),ﬁ(t))}

1 1 1
3 {28 (11 + S0l ) + S+ Slow o1}
4K N 4K° L 2K4 L 2K4
3 ) ) 302

— N

IN

) E(t), Vt>0. (2.101)

De (2.70) e (2.101) conseguimos (2.5) e isso termina a prova do Teorema 2.3.
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2.3 Um resultado de unicidade

Nesta secao mostraremos que, com uma hipétese adicional sobre o e 3/, a solucao
fraca global para o problema (3) - (5) é unica. Lembramos que « e (5 s@o as fungdes que

descrevem o dominio Q nao cilindrico do nosso problema.

Teorema 2.4 (Unicidade de Solugoes)Suponhamos que as hipdteses do teorema 2.3 este-

4
jam satisfeitas. Assumamos também que para algum nimero real p tal que 0 < p < o
Yo
tenhamos
01]51000) + 181153000000 < Tz (2.102)
L1(0,4-00) L1(0+00) = 055 5 14 .
e
/! 1
)] < = (2.103)

Entdo a solugdo fraca global para o problema de valor inicial de fronteira (3) - (5) é tnica

em [0, T], para qualquer T' > 0.

Demonstracgao:

Pela equivaléncia dos problemas (3) - (5) e (2.10) - (2.12) basta provarmos a uni-

cidade de solugao para o problema (2.10) - (2.12).

Suponha que v e v sdo duas solugoes fracas globais do problema (2.10) - (2.12).

Entao, fazendo ¢ = v — ¥ temos que ¢ € L™ (0, T; HZ(0, 1)) e satisfaz:

v'(t)
73(t)

(1), w)O' (1) + / (6y(1), w)O (1)t

T 1
v3(1) Y4()

/
/

n /0 ! (aly, t)o, (1), w,) O(t)dt + /0 ' (b(y, t)oy(t), w) ©(t)dt
/

(64(2), 10,,)O ()t + /O (64(1), 1,,)O ()t

(c(y, )y (t), w) Ot)dt — /0 (d(y, 1) Pyy (1), wy) O(t)dt

Yw € HZ(0,1) VO € D(0,T) (2.104)
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3(0,1) = (1,1) = ¢,(0,1) = $(1,£) =0, ¢ >0 (2.105)
¢(y,0) = ¢:(y,0) =0 (2.106)

Para cada s € (0,T) seja ¢ : (0,7) — HZ(0,1) uma fungao definida por:

—/Sd)('r)dr se0<t<s
Y(t) =

0 ses<t<T
onde a integral acima é uma integral de Bochner no espago HZ(0,1).

Note que a funcao 1 estd em L™ (O, T; H(0, 1)), pois

< / 16() Lz odr < MT, Vit € (0,7T),

HE(0,1) t

elz0) = \

a ultima desigualdade é dada pelo fato de ¢ € L™ (0, T; H(0, 1))

A partir da funcao 1 nés conseguimos as seguintes relagoes:

Vt)=9¢1) e  Y(s)=0 (2.107)
além disso, chamando (¢ / ¢(r)dr podemos ver que
B(t) = t(t) —wr(s) parat <s e (0) = —t(s). (2.108)

Observemos agora que a equacao (2.104) define uma dualidade em D’(0,7) x

D(0,T) assim podemos reescreve-la da seguinte maneira:
_ w0+ (18 0.0 — { (5,00
(o). w0 0) + { T Gt >,@> (o (ot yy),@<t>>
1
- <74—()(¢yy(t)>wyy) > +< )y (1), wy) , ©) +< )y (t), w), >
+( ey, )oy(t), ), ©) = ((d(y, )by (1), w,) , ©)

! 2 @B()2w —
—<2@(@@) (®>,wy@> 0 veeD,T)

)
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Utilizando a defini¢ao de derivada distribucional temos:

< (e(t), w > = ((¢u(t),w),0") VO € D(0,T)

d v (t) 1 w ) 1 "
<_(¢t(t)a w) + () (Pyy(t), w) V() (¢t<t>’ yy) () (Pyy(t), wyy)

0168112 60 0 0+ e 6010~ (0
- i (COF = (0P w,) ©) =0 YO €DO.T)
ou ainda
00).0) = =T 0(0).0) 4 (60 ) — 35 (B0 10)
(0.6, (1), 1,) — (b0, (1), 10) — (e, )0 (8). ) + (g, )y (0). 0,
# o (00 = G0)Pw,) em DO.T) (2.10)

Desde que o 2°membr0 desta igualdade ¢ uma fungao de L%*(0,T'), concluimos que

a derivada distribucional — (gzﬁt( ), w) também estd em L?(0,T) e a identidade (2.109) é

valida qg.s. em (0, 7). Observe ainda que
d
E (¢t(t)7 w) = (gbtt(t)a w)

tomando w = (t) e integrando de 0 a 7', temos

[ et v+ [ LG vy~ [t v
+ [ w0+ [ a0+ [ 0 00,0.00) @

T / (cly, ) (), (1)) dt — / (d(y, 1)y (1), 0, (1)) dt
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Utilizando a defini¢ao da 1 podemos re-escrever na forma:

S S ’}/(t) B s 1
[ o0+ [ B0 / 0 O
+/0 741(75) (Qbyy(t)awyy(t))dt‘i‘/o (aly, t)dy(t), 1y (1)) dt + ; b(y,t)py(t) ) (t)dt
+ [ el ot 0@ it~ [ @000, 0,0 d
[ (0 = G0 v 0) i =0 2110)

Agora utilizando integragao por partes e as hipéteses (H;), (Hz) e (Hy) e as pro-
priedades de ¢ (2.107), (2.108) vamos analisar os termos de (2.110)

| oo = @o.um) - / (@, 0)dr

NS
= // O (y, t)dydt
= // Sy, t)dydt
= // dydt
= —% I (2.111)
| B @t v0)ie= [ 58 (600 0)ds 2112

- [ gleola (2113)
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| g en®idr = [ 0.0
1 s 1 ) ,
- || [ mb. oy
_ ! 5 " =29(t)
= [ |sgemtnn], - [ .00 dy
= 5 [ b0y [ 2 [t
_ _L s)|12 *29'(1) 2 7.
= gl @E+ [ Rl oPa @)
/0 (aly, )y (£), g (£)) dt = — / T(00), ay (0, 06,(1) + aly, Vo) dt: (2.115)
/0 (b, )6, (1), (1)) dt = — / C(000), by (3, O06(0) + by, )y (D)t (2.116)
/0 (el (1), w(0)dt = / (0y(0), ey, Oy0(0)) )t
_ / (6y(0), (0, 06(E) + ey, D) () i
= [ @0 ctnem)i = [ (@0,
— /0 (¢y(t),cf(y,z)w(t))dt+%/OS (°(1), ¢y (y, t))dt
o ° C/ 87/(t) 2 74,
= [ @.cw v [ Tewras @)
- / (A, by (), 0y ()t = / (0y(1), [y, )0, (1), )t
/Os (gzﬁy(t),dy(y,t)@/)y(t))dt
+ [ 00t 0t 0)
- / (6(0), [, (9, 1)y (1)), )t
n / (60(), d(y, 0y . )
/0 (60(0), dly, Dty (9, 1)) dt
[P ,
JAE IO ) R CATE
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] ? 0? _ [ v v
—/0 72—(25)(1) (t) —v (t),wyy(t))dt—/o 20 (6 [v(t) +0(t)], ¥yy(t)).  (2.119)

Substituindo (2.111) - (2.119) em (2.110) nds temos:

1 g, L $)|I2 c 1 2 _
S + sl + [ e lot
S COR Oy R e P
= [ G000 + av)it— [ (600)5,00000) + b0 0)d
- [ s vy [ TS 100k
o (e)[o()

+ [ @i [ @0l

+ ()], by )dt.  (2.120)

Agora nés usaremos as hipdteses (Hs), (Hy), as desigualdades (2.1), (2.108) e as

desigualdades usuais para estimarmos os termos do lado direito de (2.120):

t

IN

2 / NSO Dl
53/ 6O I115 () + [orgy(s)]]

2 [ [ ;
- 5—[/ ol 0t + [ ||¢t||||¢1yy<s>||dt}

1 S
5 [ Wl g [ o Fd

2
Flonl [ o (2121)

(900 5 )]

0

IN

IN

Utilizando as desigualdades de Holder e Young na ultima parcela da soma

2 S N Y an
53l (s)l / lo@lldr < 235 [y (s) ﬂ (/ l(t) |dt) 5

< Elon I+ =5 [ ol
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Substituindo a equagdo acima em (2.121) obtemos:

’—/08 2;,:((;)) (¢(t)a¢yy(t))dt‘ / 1 (£) | %dt + <53 )/ 6100 (8)2
ﬁ“wlyy( s)|I. (2.122)

ECOT ‘o) 2

]2 | Bt < 2 [ 52 [0l + 1o (o)1)
< 1 [ S+ P [ 5
<

4 S
5 | TP

4
+55 (1011 0.00) + 18 11220,) 1 (5) 2 (2.123)

- [ o +aou)e] < [ o (|ay<y,t>r||wy<t>u +la(y. )4, 1)t

< / 1601 (5 1Ol + = I 0]

< 5 / el leyu>||+||w1yy<s>||)dt
2 S

< 2 [T1owiea 5 [ ool

o ([ oear) o

< 2|5 [ ool + Lol
+ (5% n 5) /O ||¢(t)||2dt] , (2.124)
onde acima utilizamos:
1 1 o) 2
ol = | [1 - @0+ o] < 5+ S < 2
ay (.1 = \—2[ 0+ 0] S| < 20205 < 5
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‘ifwwmmm+wmwm]glwgwwwwuéwwwwﬂﬁ
S0 Olld:

IA

IN

VAN
| =
s~
-
2

s (8) 2t + <5 1, (5)

+ (5—12 v 2) /0 (2|2, (2.125)
acima utilizamos:
0 = |-l + 0] < T <
)] 1
01 = | T < 5

- [Cwnoema] < [ 0N
”%UMMMM+WM@Hﬁ
Ol + [ S0

IN IN
=~ =~
o\c\
® 2

2| =

16y (E) 119014y (5) |t

) (0
2 [ 1 2, , 18 8282
< 2 [ Slewiias Slonl [ e

2 (¢ 1
-/ %H¢Hﬁ+—/wmyuﬁ
OFde+ 55 [ TowtolFar
18
52 (Ha HLI(O 00) + ||ﬁ HLl 0,1 )leyy< )H2 (2126)

VAN
O =
O\m

+
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acima usamos:

ot = o [O0 -0 | 0 )
ol = |-a | SRR
= | PO+ 0] - 00+ 0]

2o(0) +1(0)], 26%0)

V(1) 72(t)
20(t)  202%(t)

= 20 TR

B 1 em] _ 40()
= 2000 |5+ 30 <
s ’}/(t) ) 1 s )
| e <5 [lowiPe 2.127)

S X0
[ @o.avs)a] < vwﬂ% o6 e

< [T 1u N [l ol + ln()

0

< [{ g + S5 o + )] |
1

1 S
< 1/ = n%+—/w%ynﬁ
_I._

@athHWﬁhwmﬁwm(w% (2.128)

1
o4

acima usamos
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IN

5 [ oo + o] (ol
I N
551:Hwa>+v@an@Jw¢unmwwaﬂut

5 [ Now® + Su @l 1ol ol

1 ~
5_2 [H"Uyy(t) “LOO (O,T;LZ(O,I)) + ”Uyy (t) ”LOO (O,T;LZ(O,I))} '

1 [l 01+ (1]
Bl + 557 [ oot

IN

IN

IN

IN

2
Ol (o pizsi0) + 1O (o pizz0) )

(+3) [ totolea (2129

Levando em conta (2.122) - (2.129) sobre a equagao (2.120) obtemos:
1 1 1 183 +d+4/, , )
6O + |5 = 55 (514 T (s + 10 )| It
+35 [ glePa < e [0 + v @I & (2130)
36 Jo 72(t) — Jo 2 gt .

onde C' = max{C},Cy} com:

1 S 1 2 S 1 / /
o= 2 ) i) (it s) (e o)

(S

3 4
C, 6+2152+§+—.

J
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Da equagao (2.130) e da hipétese (2.102) nés obtemos:

1 1 6u , 1171 ,
16O + (i = 5 ) o)+ 35 [ sllooia

11 1
<c [[3loen + glvmol?] o

pela hipotese sobre o niimero p temos que
1 6u
— — — | >0,
(2%‘; 54)

13()1I* + [1ry (s)]I* < C/Os (eI + 1y (5)]7) dt

entao

e aplicando a desigualdade de Gronwall resulta
lG()I* + [[1yy (s)]* = 0
pela arbitrariedade de s € (0,7), obtemos
=0 = v="em L>*(0,T; H3(0,1))

provando a unicidade.
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