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RESUMO

Neste trabalho, estamos interessados em estudar condigoes para que os anéis
R* e Rx,G sejam Morita equivalentes. Veremos (no teorema principal) que uma condigao
para que tais anéis sejam Morita equivalentes é quando o anel R possui coordenadas de
Galois parciais sobre R*. Isto nos leva ao estudo da Teoria de Morita, acoes parciais de

grupos sobre anéis (num contexto puramente algébrico) e extensoes de Galois parciais.

Palavras-chave: algebras, agoes parciais, médulos, Morita, skew anel de grupo

parcial.



ABSTRACT

In this work, we are interested in studying conditions so that the R* and R*,G
rings are Morita equivalents. We will see (in the main theorem) that a condition for such
rings to be Morita equivalents is when the ring R has partial Galois coordinates on R.
This leads us to the study of Morita Theory, partial actions of groups on rings (in a purely

algebraic context) and extensions of partial Galois.

Keywords: algebras, partial actions, modules, Morita theory, partial

skew group ring .
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INTRODUCAO

Num contexto puramente algébrico, o conceito de uma acao parcial de um
grupo agindo sobre um anel foi introduzido em 2005 pelos mateméticos M. Dokuchaev
e R. Exel. O estudo de agoes parciais vem ganhando destaque em vérias areas da Ma-
tematica devido a sua aplicabilidade. Por exemplo, podemos encontrar aplicacoes de
Acbes Parciais em Sistemas Dinamicos, Algebras de Operadores, na Teoria de Repre-
sentacoes de Semigrupos, etc. Esta recente teoria pode ainda ser muito mais abrangente,
uma vez que generaliza a Teoria de Acoes e esta, como sabemos, possui aplicagoes em
diversas areas da matemadtica, como em Algebras de Lie, Teoria de Galois e Algebras de

Identidades Polinomiais.

Considerando um anel R, um grupo G e uma acao parcial a de G sobre R,
podemos definir o conceito de skew anel de grupo parcial R %, G, o qual é formado
por todas somas formais finitas da forma ) a,d,. Este conceito foi estabelecido em [?].
Também foram exibidas condigoes para que Rx*, G seja associativo e além disso, condigoes
necessarias e suficientes para que uma acao de grupo parcial admita uma acao, a qual

serd apresentada como acao envolvente.

Naturalmente, surgiram questionamentos sobre a possivel hereditariedade das
propriedades de um certo anel R para R, como podemos citar a semi-primalidade e a

semi-simplicidade. Similarmente, tais perguntas também surgiram para R *, G.

Dado um anel R e uma agao parcial @ que admite uma acao envolvente, es-
tamos interessados em dizer se os anéis R* e R *, G podem ser ditos de certa forma
equivalentes ou nao. A nocao de equivaléncia na qual estamos interessados foi estabe-
lecida pela primeira vez por K. Morita em [?] para o caso geral de dois anéis, a qual

necessita do conceito de categoria de médulos que também definiremos aqui. Voltando
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ao caso de nosso interesse principal, iremos desenvolver a construcao de um contexto de

Morita envolvendo R ¢ R %, G.

Além disso, estamos interessados em construir os dois alicerces para uma me-
lhor compreensao do nosso objeto de estudo. O primeiro é a teoria de acoes envolventes

apresentada em [?] e o segundo, encontrado em [?], é a teoria de extensoes de Galois.

No Capitulo 1, nosso principal objetivo é tratar de alguns conceitos e resulta-
dos basicos para o desenvolvimento deste trabalho. Muitos destes sao bem conhecidos e
podem ser encontrados em [?] e [?]. Por nao se tratar do objetivo principal deste traba-
lho, omitiremos algumas demonstracoes, mas sempre deixaremos uma referéncia de onde
podem ser encontradas. Além disso, fixaremos notacoes que serao utilizadas livremente

no decorrer deste trabalho.

No Capitulo 2, apresentamos um pouco da Teoria de Morita. Definiremos
conceitos essenciais para o desenvolvimento do Capitulo 4, como por exemplo, a nogao
de médulos progeradores e contexto de Morita. Ainda veremos que sempre é possivel
construir um contexto de Morita a partir de um dado médulo e como este fato nos permite
caracterizar mais facilmente quando um médulo é um progerador ou nao. O foco deste
capitulo é apresentar trés dos teoremas de Morita e também caracterizar todos os anéis

numa mesma classe de Morita equivaléncia.

No Capitulo 3, apresentamos brevemente algumas nogoes envolvendo agoes
(globais) e em seguida apresentaremos as defini¢oes de agbes parciais e skew anel de
grupo parcial, conforme foi feito em [?]. Veremos, através de exemplos, que nem sempre
o skew anel de grupo parcial satisfaz a associatividade e portanto estudamos resultados
apresentados em [?] que fornecem condicoes para que a associatividade seja satisfeita. A
questao da associatividade para o skew anel de grupo parcial merece atencao especial,
pois esta é uma condicao essencial para que possamos fazer uso da Teoria de Morita
apresentada no Capitulo 2. Veremos que o fato que uma agao parcial admitir uma agao
envolvente é uma dessas condigoes e isto nos remete ao teorema principal deste capitulo,
intitulado Teorema de Existéncia e Unicidade de envolventes (Teorema ?7), enunciado e

provado em [?].

No Capitulo 4, comecamos definindo dois objetos importantes (j4 conhecidos
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no caso global) para nosso trabalho, o anel R* e a aplicagao traco parcial tr,. Primei-
ramente, estudamos algumas relagoes entres esses objetos nos contextos global e parcial.
Em seguida, estudamos a definicao de extensao de Galois parcial, a qual foi apresentada
em 2007 pelos matematicos M. Dokuchaev, M. Ferrero e A. Paques. Eles estudaram, em
[?], as relagOes entre as extensoes de Galois e as extensoes de Galois parciais. Veremos
como um anel ser uma extensao de Galois parcial pode ser influenciar na obtencao de
informagoes tanto sobre o skew anel de grupo parcial como também sobre o contexto
de Morita que construiremos, conforme feito em [?]. A fim de dizer se os anéis R* e
R %, G sdo Morita equivalentes, reproduzimos a construcao feita em [?], do contexto
Morita (R*, R*,, V,W;T,I"). O objetivo principal deste capitulo e desta dissertacao é
a demonstracao do Teorema ?77. Este teorema ja possui generalizagoes para acgoes de
grupoides parciais e aplicagoes na Teoria de Produto Smash. Finalmente, finalizamos o

capitulo com algumas consequéncias deste teorema.



CApiTULO 1

Concelitos Basicos

Este capitulo é dedicado ao desenvolvimento de conceitos basicos para este
trabalho. Nas trés primeiras se¢oes abordamos defini¢oes e resultados basicos da Teoria
de Mdédulos, na quarta secao falamos brevemente do “produto tensorial de moédulos”, na
quinta secao motivados a estudar a Teoria de Morita, apresentados algumas defini¢oes e
resultados sobre categorias. Finalmente, na ultima secao deste capitulo apresentados a

definicao de médulos projetivos a fim de anunciar o “Lema da Base Dual”.

1.1 Modbdulos

Nesta secao, falaremos da teoria basica de médulos. Vale lembrar que Espacos
Vetoriais sdo conjuntos nao vazios munidos com um operagao interna (adi¢ao) e uma
operagao externa (multiplicagdo por escalar) por elementos de um corpo, onde estas
operacoes sao algebricamente compativeis. A definicdo de um mdédulo é uma generalizagao
natural de Espacos Vetoriais. Na definicao de médulos exigimos que a acao externa seja
por elementos de um anel (e nao necessariamente elementos de um corpo). Veremos que
ao utilizar um anel para a operagao externa, o comportamento de um moédulo pode ser
bastante diferente do que ja conheciamos em Espagos Vetoriais. Em todo o trabalho,

consideraremos que os anéis sao associativos com identidade.

Definicao 1.1. Seja R um anel. Dizemos que um conjunto nao vazio M é um R—mddulo
a direita ¢ o denotamos por Mg, se este conjunto possui operacoes bindrias adicdao + e
produto por escalar (-) tais que M € um grupo abeliano aditivo com respeito a opera¢ao
+ e com respeito a operacao externa (-) faz corresponder cada (m,a) € M X R um inico

elemento am € M tal que para todos a,b € R e m,n € M, as sequintes relagoes sao

12
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satisfeitas:

1. (mb)a = m(ba)
2. (m+n)a =ma+ na
3. m(a+b) = ma+mb
4. mlg =m.
De forma anéloga, definimos R—moddulo a esquerda e o denotamos por g M.
Com estas duas nogoes de médulos podemos definir a nocao de bimédulo: dados dois
anéis R e S, dizemos que M é um (R, S)—bimédulo e denotamos por gpMg, se M é

um R—mddulo & esquerda, um S—mdédulo a direita e satisfaz (rm)s = r(ms), para cada

reR, seSeme M.

Vale ressaltar que quando o anel R é comutativo podemos dizer que um
R—médulo a esquerda é simplesmente um moédulo, pois podemos tornéd-lo um moédulo

a direita definindo a multiplicacao por escalar como ma := am.

Daqui em diante nos referimos, salvo caso seja necessario, a um R—modulo a

direita simplesmente por R—modulo.

Exemplo 1.2. 1. Todo anel R é um R—maodulo sobre si mesmo.
2. Todo K—espaco vetorial € um K—maodulo.
3. Todo grupo abeliano (aditivo) G é um Z—mddulo.

Definicao 1.3. Seja M um R—mddulo a direita. Um subconjunto nao vazio N C M é
dito um R—submddulo (ou simplesmente submddulo) de M quando N € um subgrupo

aditivo de M e N ¢é fechado em relacao a multiplicacdo por escalares de R.

Exemplo 1.4. Efcicz’l ver que os sequintes conjuntos sao submaodulos:

1. Todo ideal a direita de um anel R € um R—submddulo de Rpg.

2. Todo subgrupo H de um grupo abeliano G é um Z—submddulo de zG.
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3. Todo subespaco vetorial W de um K—espaco vetorial V' € um submaodulo de V' como

K—maddulo.

4. Dado um submddulo N de um R—mddulo M, o conjunto 3 = {m + N | m € M}

¢ um R—mddulo com as sequintes operagoes:

(x+N)+(y+N)=(r+y)+ N e(zx+ N)r=(xr+N), para todos x,y € M e

r € R. Tal modulo é chamado de modulo quociente de M por N.

5. A soma de submaodulos de um modulo M € um submddulo de M, isto €, dados dois
submddulos Ny e Ny de M o conjunto Ny + Ny = {x+y | v € Ny, y € Na} é um

submdodulo de M e € chamado de submodulo soma de Ni e N,.

6. Seja M um R—mddulo a direita. Fizado m € M, o conjunto mR = {mr | r € R}

é um submdodulo de M.

Notamos que todo anel R pode ser visto como um modulo sobre si mesmo.
Como R possui unidade 1 é facil ver que para cada x € R, existe r € R tal que x = 1gr.
Em outras palavras, todo elemento de R pode ser visto como o produto do elemento 15

por algum elemento de R. Assim temos a seguinte definicao.

Definicao 1.5. Um R—mddulo a direita M € dito finitamente gerado quando existem
mi,....,my € M tais que M = miR+ -+ myR. O conjunto {my,...,my} é chamado
conjunto gerador de M. Além disso, quando t = 1 temos que M = miR e neste caso,

dizemos que M € um R—mddulo ciclico.

Sejam R um anel e M um R—mdédulo a direita. O conjunto
ann(M)={re R | mr=0, Vm e M}

é chamado anulador de M em R. E facil ver que ann(M) é um ideal de R. Dizemos que

um R—médulo M ¢ fiel quando, ann(M) = 0.

Note que todo anel visto como um médulo sobre si mesmo é finitamente gerado

e fiel.
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1.2 Homomorfismos de Modulos

Nesta secao vamos tratar de fungoes entre dois R—moddulos que preservam a
estrutura do médulo. Estas fungoes especiais sao chamadas de homomorfismo de moédulos,

que significa “mesma” (homo) “forma” (morfismo).

Definicao 1.6. Sejam R anel, M e N R—mddulos a direita e f : M — N uma fungao.
Dizemos que f é um homomorfismo de R—mddulos a direita (ou R—homomorfismo)

quando para todos x,y € M er € R temos que:

(a) flx+y) = flx)+ f(y);
(b) flar) = f(x)r.
Analogamente define-se homomorfismo de R—modulos a esquerda.

Exemplo 1.7. 1. Toda transformacao linear entre dois Espagos Vetoriais é um ho-

momorfismo de modulos.
2. Todo homomorfismo entre grupos abelianos é um Z—homomorfismo.

3. Seja M um R—mddulo a direita. Fizado r € R a funcao f : M — M dada por

f(m) =mr, para todo m € M, é um homomorfismo de R—mddulos.

4. Seja N um submodulo de um R—moddulo a direita M. A aplicagcao mny @ M — %

definida por mn(m) = m+ N, para todo m € M é um homomorfismo de R—mddulos

a direita. Esta aplicacdo recebe o nome de homomorfismo canénico.

Definigao 1.8. Uma aplicagao entre (R, S)—bimddulos f : M — N é chamada homo-
morfismo de (R, S)—bimddulos (ou simplesmente (R, S)—homomorfismo) quando, f
¢ um homomorfismo de R—mddulos a esquerda, um homomorfismo de S—mddulos a di-

reita e f(raxs) =rf(xs) = f(rx)s para cada x € M, r € Res€S.

Observagao 1.9. Notemos que a definicao de R—homomorfismos generaliza a defini¢ao

de transformacoes lineares.

Para um R—homomorfismo f : M — N temos os conjuntos Im(f) =

{f(z) | x € M} imagem de f e Ker(f) = {x € M | f(x) = 0} nicleo de f. Tais
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conjuntos sao submdodulos de N e M respetivamente. Da mesma forma que em FEspacos

Vetoriais, f: M — N € um R—homomorfismo injetor se, e somente se, Ker(f) =0.

E facil ver que a composta de dois homomorfismos de médulos é um homo-
morfismo de médulos e que a composta entre trés (ou mais) homomorfismos de médulos
é associativa. Com isso podemos definir a nocao de isomorfismo. Dizemos que um
R—homomorfismo f : M — N ¢é um isomorfismo de R—mddulos, quando existe
um R—homomorfismo g: N — M tal que go f = Idy; e fog= Idy, onde Idy e Idy
denotam os homomorfismos identidade de M e N, respectivamente. Equivalentemente, f
é um R—isomorfismo se, e somente se, f for uma funcao bijetora e um R—homomorfismo.
Quando existir um isomorfismo de R—modulos f : M — N diremos que M e N sao

isomorfos e denotaremos por M ~ N.

O conjunto de todos os R—homomorfismos entre dois R—modulos M e N é
denotado por Hompg(M, N). Este conjunto é um grupo abeliano com a operagao de adigao
pontual de fungdes. Em particular, se M = N denotamos o conjunto Homg(M, N) por
Endg(M). Quando nao houver risco de confusao denotaremos Hompg(M, N) simplesmente
por Hom(M, N). Como veremos, este conjunto desempenha um papel de destaque neste

trabalho. Portanto, fazemos a seguinte observacao.

Observagao 1.10. Podemos dar estruturas variadas (de médulos) ao conjunto Hom da

sequinte forma: sejam M e U (R, S)—bimddulos e N e V (S, R)—bimddulos.

1. Se U for wvisto apenas como R—mddulo a esquerda (resp. S—mddulo a direita),
entao Homg(M,U) (resp. Homg(M,U)) possui estrutura de S—mddulo a esquerda
(resp. R—mddulo a direita), onde sf : m — f(ms) (resp. gr : m — g(rm)), para

todos f € Homg(M,U), g € Homg(M,U), r€ R, s€ S em € M;

2. Se for V wisto apenas como R—mddulo & direita (resp. S—mddulo a esquerda),
entio Hompg(V, N) (resp. Homg(V, N)) possui estrutura de S—mddulo a esquerda
(resp. R—mddulo a direita), onde sf : x — s[f(z)] (resp. gr : x — [g(x)]r), para
todos f € Homg(V,N), g € Homg(V,N), r€ R, s€ S ex V.

Para mais detalhes sobre a Observagao 7?7 ver a pdgina 78 de [7].
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Lema 1.11. Se M é um R—mddulo, entdo Hompg(R, M) ~ M.

Demonstracao. E facil ver que

v Mrp — HomR(RR,MR)
m+— y(m): R— M

r—mr

é um isomorfismo de R—mddulos. O]
1.3 Modbdulos Livres

Em algebra linear vimos que todo espagco vetorial de dimensao finita possui uma
base. Como a Teoria de médulos é uma generalizacao dos espacos vetoriais, é natural se
perguntar qual seria a defini¢ao de base para médulos. O conceito de base para um moédulo
pode ser abordada de duas formas distintas: a primeira através da definicao de base via
elementos (que usaremos) e a segunda via propriedade universal. Todavia, anomalias
surgem com respeito aos conjuntos geradores e conjuntos linearmente independentes em
modulos. Nesta secao, abordamos rapidamente o conceito de sequéncias exatas de modulos

e veremos como modulos livres podem influenciar uma sequéncia exata.

Dada uma familia de R—mddulos {M;}ie;, podemos dar uma estrutura de

modulo ao produto cartesiano M = H M; ={(z;) | x € M;,Vi € I} definindo a adigao e
iel
o produto por escalar por:

Lo (i) + (y:) = (v + wi);

2. (x)r = (x7),

para quaisquer (z;), (v;) € M er € R.

E facil ver que o conjunto M possui estrutura de R—mddulo a direita com

as operagoes definidas acima. M é chamado produto direto da familia {M;},c;. De
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forma similar, podemos tornar o produto cartesiano de moédulos a esquerda um médulo a

esquerda.

Dada uma familia de R—mdédulos {M;}e;, dizemos que uma familia de ele-
mentos (m;) € M = HMZ ¢ quase nula quando, apenas um nuimero finito de m;s
¢ diferente de zero. Ci;amente, o conjunto de todas as familias quase nulas de M é
um R—submoddulo de M com as operagoes induzidas de M. O conjunto de todas as

familias quase nulas de M é chamado de produto direto externo da familia {M;};c; e

[
o denotaremos por @ M;.
iel

Proposicao 1.12. Seja {M,;}icr uma familia de submddulos de um R—maodulo M. Sao

equivalentes:

(a) Todo elemento de m € M se escreve de maneira unica como m = E m;, com a
iel
familia (m;) sendo quase nula.

(b) M = ZMZ e Zmi = 0, com m; € M; e (m;) sendo uma familia quase nula,
icl icl
entao m; = 0, para todo v € I.

(C)M:ZMieMjﬂ Z M; | =0, para todo j € 1.

il iel—{j}
Demonstragao. Ver Proposigao 11.4.1 na pagina 48 em [?]. ]

Definicao 1.13. Um R—mddulo M ¢é a soma direta interna de uma familia de
submddulos {M,}icr se satisfizer uma (e portanto todas) das condigoes da proposi¢cdo
anterior. Caso seja satisfeito, denotamos por M = @MZ
iel
O préximo resultado é imediato e para mais detalhes o leitor pode consultar

na pagina 51 de [?].

Proposicao 1.14. Seja M um R—mddulo e {M;};c; uma familia de submddulos de M.

Entao @MZ ~ EB M;.

iel icl
Por este motivo, daqui em diante nos referiremos a soma direta interna ou

externa simplesmente por soma direta de médulos.



CAPITULO 1. CONCEITOS BASICOS 19

Dado um R—médulo M, sejam N e L submédulos de M tais que M = N & L.
Entao definimos os homomorfismos inclusao e projecao iy : N - M epy: M — N,

respectivamente, por iy(n) =n+0 e py(x + 1) = x, para cada z,n € N el € L.

Seja N um submoédulo de um R—mddulo M. Dizemos que um submédulo NV
de M ¢é um suplementar de N quando, M = N & N;. Um subméddulo L de M é dito

um somando direto de M se, L possuir um suplementar em M.

Defini¢ao 1.15. Sejam {M,}ic; uma familia de R—mddulos e {f; : M; — M1 }ier

uma familia de R—homomorfismos. Diz-se que a sequéncia de R—modulos

fi-1

fi
= M M;

Miyy — -
¢ uma sequéncia exata de R—mddulos quando Im(f;_1) = Ker(f;) para cada i € I.

Exemplo 1.16. 1. Sejam N e L submddulos de um R—modulo M. Se M = N & L,

entao a sequinte sequéncia € exata

0 N N oap Pl 0

2. Seja N um submddulo de um R—mdodulo M. Entao a sequinte sequéncia € exata

0 N ooy

=S
o

Definicao 1.17. Diz-se que uma sequéncia exata de R—maodulos

0 M

N 2> L 0 (1.1)

cinde quando Ker(g) é um somando direto de N.

O préximo resultado fornece uma maneira de decidir quando uma sequéncia

exata do mesmo formato que em (?7) cinde.

Proposicao 1.18. Dada uma sequéncia exata de R—mddulos

f

0 M N 2> L 0,

sao equivalentes:

(a) A sequéncia cinde;
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(b) Eziste um R—homomorfismo ¢ : N — M tal que ¢ o f = Idy;

(c) Eziste um R—homomorfismo ¢ : L — N tal que go ¢ = Idy.

Nestas condigoes, N ~ M & L.
Demonstragao. Ver Proposigao 11.4.7 na pagina 56 em [?]. ]

Agora, fixaremos a seguinte notacao: dado um anel R e um conjunto de indices
I, denotamos por RY)| o conjunto de todas as familias quase nulas ()\;);c; com \; € R,

para todo i € I. Notemos que RY) é um R—médulo.

Sejam M um R—moédulo e X = {z;},c; um subconjunto nao vazio de M.
Dizemos que um elemento m do R—médulo M é combinagao linear de elementos de X
de M quando existir uma familia quase nula (\;)ic; € R tal que m = Z x;Ai. Quando
todo elemento de M for combinacgao linear de elementos do subconjuntoi E)I( , dizemos que
X gera M. O subconjunto X de M é dito linearmente independente (ou somente
L.1.) se, a iinica combinagao linear possivel do elemento nulo de M é a combinagao nula
(trivial), isto é, se Zmi)\i = 0 para alguma familia quase nula (\;)ie; € RY), entdo
A; = 0, para todo ¢ € I. Um subconjunto de M que gera M e é L.I. é dito uma base

para M sobre R. Finalmente, se um mddulo possui uma base, dizemos que este médulo

é um modulo livre.

A seguir apresentamos alguns exemplos e contra-exemplos de propriedades que
“valem” e “deixam de valer” quando passamos do estudo de bases em Espacos Vetoriais

para o estudo de bases em maddulos.

Exemplo 1.19. Exemplos:

1. Todo anel R é um mddulo livre visto como um mddulo sobre si mesmo. Além disso,
quando R é comutativo, as unicas bases possiveis para Rg sao conjuntos unitdrios

formados por elementos invertiveis de R.

2. Num anel comutativo R, um ideal é um R—mddulo livre se, e somente se, for um

ideal principal e seu gerador for L.I. sobre R.
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3. O Z—mddulo Z & Z ¢ livre sobre Z com base {(1,0), (0,1)}.

4. Sejam R um anel e I um conjunto de indices. Para cadat € I, definimos o elemento

e; € R como sendo a sequéncia com 1 na i—ésima entrada e zero nas demais. E

facil ver que o conjunto {e;}ic;r € uma base para R,
5. Todo K—espaco vetorial € um K—maodulo livre.

Exemplo 1.20. Contra-exemplos:

1. Em geral, nao é verdade que todo subconjunto de um conjunto L.I. de um mddulo
livre pode ser “ampliado” a uwma base. De fato, basta considerar Zz e o conjunto

L.I {2}.

2. Também é€ falso, em geral, que todo conjunto gerador contém uma base. De fato,

basta considerar Zz, e o conjunto gerador {2,3}.

3. Nem sempre um submaodulo de um mddulo livre € livre. Com efeito, consideremos

0 Z—mddulo Zg e o subconjunto {0,2,4}.

Proposicao 1.21. Sejam M um R—mddulo livre com base X = {x;}ier, um R—mddulo
N e uma funcao f : X — N. Entdo, sempre é possivel estender f de maneira unica a um

homomorfismo f : M — N.

Demonstracao. Como X é uma base de M, temos que para cada m € M, existem
k

ry,....,r, € R tais que m = me com z; € X, para todo ¢ = 1,..., k. Assim, basta

i=1
k

definir f(m) = Z flzi)r;.

=1

Agora, suponha que exista outro homomorfismo h : M — N que também
estende f. Note que f(x;) = f(x;) = h(x;) para todo z; € X. Dado m € M existem

ri,...,7, € R tais que m = E x;ri. Logo,
i=1

f(m) = Z?(Im) = ZT(%)T@' = Zf(%)ﬂ' = Z h(zi)r; = Z h(xiri) = h(m).

Portanto, h = f. O]
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Corolario 1.22. Seja M um R—mddulo livre com base X = {x;}ie;. Entdo M ~ RY)

como R—modulos.

Demonstragio. Basta definir a funcao f : M — RY por f(x;) = e;, para cada i € I e

usar o resultado anterior. O

Proposigao 1.23. Seja L um R—mddulo livre. Dados f : M — N eg : L — N
homomorfismos de R—mdaddulos, com [ sobrejetor. Entdo, existe um R—homomorfismo

G:L— M tal que foG =g.

Demonstragao. Seja X = {z;};,c; uma base de L. Calculamos y; = g(x;), para cada i € 1.
Como [ é sobrejetor, entao existem elementos m; € M tais que f(m;) = y;, para todo

1€ I

Definindo ¢; : X — M por g;(z;) = m;, para cada ¢ € I, temos pela Proposigao

7?7 que existe um homomorfismo G : L — M tal que fo G = g. O]

Proposicao 1.24. Sejam M, N e L R—mddulos, com L livre e f : M — L um
R—homomorfismo sobrejetor. Entiao M ~ Ker(f)® L.

Demonstracao. Como L é livre, segue da proposicao anterior, que existe h : L — M tal

que foh = Idy. Logo, basta usar a Proposigao ?77. n

Corolario 1.25. Dada uma sequéncia exata de R—moddulos

0 M-I N2 0.
Se L € livre, entdo a sequéncia cinde.
Demonstracdao. Segue imediatamente do resultado anterior. O

Proposicao 1.26. Todo maodulo € imagem epimorfica de um maodulo livre.

Demonstragao. Seja M um R—mddulo e considere X = {z;};c; um conjunto de geradores

de M ( note que no pior dos casos X = M).

Defina f': RO — M por f'(e;) = x;, para todo i € I. Logo, podemos estender

f" a um R—homomorfismo sobrejetor f : RY) — M. O
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1.4 Produto Tensorial

Lembramos a definicao de grupo abeliano livre. Dado um conjunto X, um
grupo abeliano livre sobre X é um grupo abeliano L juntamente com uma funcao
0 : X — L que satisfaz a seguinte propriedade universal: para qualquer grupo abeliano
H e qualquer funcao ¢ : X — H existe um unico homomorfismo de grupos f : L — H
tal que f o0 = ¢. Tal grupo é tinico a menos de isomorfismo. Um fato bem conhecido é
que dado um conjunto nao vazio X, sempre é possivel construir um grupo abeliano livre

sobre ele.

Defini¢ao 1.27. Sejam Mg, gkN R—mddulos e G um grupo abeliano (aditivo). Uma
funcao f: M x N — G € dita R—balanceada se para quaisquer x,y € M, z,w € N e

r € R satisfaz as sequintes condicoes:

Z) f(ZL‘—f-y,Z):f(ZL‘,Z)—l-f(y,Z);
i) f(z,w+2) = f(z,w)+ f(z,2);

iii) f(mr,n) = f(m,rn).

Notamos que toda funcao bilinear entre espacos vetoriais é uma funcao balan-

ceada.

Definicao 1.28. Sejam Mpr e kN R—mddulos e L o grupo abeliano livre sobre M x N.

Consideramos o subgrupo K de L gerado pelos elementos
(ZE —|—y72> - (ZE,Z) - (ya Z)a (l‘,U} + Z) - (.T,U)) - (.I‘,Z), (CL’T, Z) - (I,TZ),

para todos x,y € M, z,w € N er € R.

L
Entdo o grupo quociente % ¢ chamado de produto tensorial de M e N.

L
Denotamos o quociente X por M @r N e as classes (x,z) + K sao denotadas por x ® z.

Os elementos x @ z sao chamados tensores elementares.

L
Como o grupo L é gerado pelos elementos de M x N, entao o quociente X é

gerado pelas classes (z, z) + K, ou seja, os tensores elementares geram M ®g N. Embora
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cada elemento de L seja da forma (z, z), ndo é verdade, em geral, que todo elemento de
M &g N seja da forma z ® z. Um exemplo disto pode ser encontrado na pagina 17 de [?].

Os elementos de M ® N sao na verdade somas finitas de tensores elementares.

Do produto tensorial de dois mdédulos surge naturalmente a aplica-
gado canodnica ® : M X N — M ®r N dada por ®(m,n) = m ® n, para quaisquer

(m,n) € M x N. Note que ® é balanceada pela forma que definimos o subgrupo X de L.

Em geral, demonstrar que uma propriedade em um produto tensorial de moédulos
arbitrarios usando seus elementos é uma tarefa dificil, as vezes até inviavel. Portanto, é
imprescindivel termos alguma ferramenta para contornar este obstaculo. O préximo re-

sultado fornece esta ferramenta.

Teorema 1.29. Sejam Mg e gN modulos e G um grupo abeliano. Se o : M x N — G é
uma funcao balanceada, entao existe um unico homomorfismo de gruposa : M@r N — G

tal que @ o ® = a.
Demonstragao. Ver Teorema 5.2 na pagina 209 de [?]. O

O Teorema 7?7 nos diz que o produto tensorial de dois médulos satisfaz uma
propriedade universal, chamada propriedade universal do produto tensorial. Esta
propriedade nos diz que dada qualquer aplicacao R—balanceada B : M x N — (G existe

um unico homomorfismo de grupos f : M ®g N — G tal que o diagrama abaixo comuta

MxN-2-M®N

-
-
B -
l - f

ou seja, f o ® = B. Pela definicao de produto tensorial dada no inicio da secao, dados
dois médulos, sempre existe o produto tensorial destes. Uma pergunta pertinente a ser

feita é se este objeto é 1nico.

Corolério 1.30. Se T' e T' sao dois produtos tensoriais de Mgr e gIN, entao T ~ T".

Demonstracdo. Basta usar a propriedade universal. O
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O produto tensorial de dois médulos sobre um anel qualquer nao “nasce” um
modulo, mas sim um grupo abeliano (aditivo). Mesmo assim, é possivel dar uma estrutura

de médulo ao produto tensorial.

Teorema 1.31. Sejam R e S anéis, sMg, rLs bimddulos e gN, Pr mddulos. Entao:

1. M ®g N é um S—mddulo a esquerda com multiplica¢io definida por s(m @ n) =

(sm) ® n, para todosm € M, n€ N es € S.

2. PRgL é um S—mddulo a direita com multiplicacdo definida por (p®@x)s = pR xs,

para todosp € P, x € L es € S.

Demonstragao. Ver Teorema 5.5 na pagina 210 em [7]. O

Proposicao 1.32. Sejam Mg, My, Ngr e N mddulos sobre um anel R e f: M — M’,
g : N — N’ homomorfismo de R—mddulos. Entao existe um tunico homomorfismo de
grupos h : M @gp N — M' @r N’ dado por h(m @ n) = f(m) ® g(n), Vm € M, n € N.
Além disso, se f for um homomorfismo de (S, R)—bimddulos, entdo h é um homomorfismo
de S—mddulos a esquerda. Em particular, se f e g sao isomorfismos, entao h € um

1somorfismo.

Demonstracao. Basta verificar que a aplicacao h' : M x N — M’ ®p N’ dada por

h'(m,n) = f(m) @ g(n),
para quaisquer m € M e n € N, é R—balanceada e usar o Teorema ?7. O
Daqui em diante, denotamos o homomorfismo h da proposi¢ao anterior por

f®g.Sef : M — M' g : N — N"sao homomorfismos de R—moédulos a direita como

na proposicao anterior, entao as funcoes
(ff'@g)o(feg), (ffef)®(dog): M®rN — M" @ N"
sao iguais.

Proposicao 1.33. Se R é um anel e Mg, gIN sao R—mddulos, entao f: M @ R — M
eg: R® N — N dados, respectivamente, por f(m @ r) = mr e g(r ® n) = rn sao

isomorfismos de R—madulos.
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Demonstragao. Ver Teorema 5.7 da pagina 212 de [?]. O

Na Proposicao 7?7, se M é um (S, R)—bimé6dulo, entao M ®p R ~ M como

S—modulos a esquerda.

Teorema 1.34. Sejam R e S anéis, Mr e sN modulos e rPs um bimddulo. FEntao
(MRrP)®sN ~ MQgr(P®sN) como grupos. Além disso, se M é um (S, R)—bimddulo,
entio (M ®@p P) @ N ~ M ®@p (P ®g N) como S—mddulos a esquerda.

Demonstracao. Ver Teorema 5.8 na pagina 212 de [?]. O

Devido ao Teorema ?? podemos escrever (M ®g P) ®s N simplesmente por
M ®r P ®s N. Este teorema nos permite definir o produto tensorial de um ntmero
finito de médulos. Mais precisamente, dados Ry, ..., R, anéis e My, , g, M}, ..., g, M"*!

modulos, entao o produto tensorial destes n modulos é dado por

Ml ®R1 M2 ®R2 L ®Rn M’Vl-f—l'
1.5 Categoria e Funtores

Nesta secao, faremos um breve estudo sobre categorias e funtores. O leitor
interessado em estudar um pouco mais dessa teoria pode consultar as seguintes referéncias
(7] e [7].

Assim, como é necessario definir espacos vetoriais para dar um contexto as
transformacoes lineares é necessario definir categorias para que entao se possa definir os
funtores. Apresentaremos também alguns exemplos de categorias e funtores que serao

utilizados posteriormente.

Definicao 1.35. Uma categoria C ¢é formada por:

i) uma classe de objetos Obj(C),

i1) um conjunto de morfismos Home(A, B), para cada par de objetos A, B em C;
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iii) wma composi¢ao
Home (A, B) x Home(B,C) —  Home(A,C),
(f,9) — gof

definida para qualquer tripla de objetos A, B e C' em C. A classe de objetos, o conjunto

de morfismos e a composicao satisfazem os sequintes axiomas:

1. Os conjuntos Home(A, B) sao disjuntos aos pares, isto é, se
f € Home(A, B) N Home(C, D),
entio A=C e B=D;

2. Para cada objeto A € Obj(C) eziste um tnico morfismo chamado identidade (e
denotado por Idya € Home(A, A)) tal que folds = f e Idgo f = f, para todo
f € Home(A, B);

3. A composicao € associativa, ou seja, dados morfismos f € Home(A, B),

g € Home(B,C) e h € Hom(C, D), tem-se ho (go f) = (hog)o f.

Quando néo houver risco de confusao, denotaremos Home(A, B) por Hom(A, B)

e escreveremos a composi¢ao de morfismos g o f simplesmente por gf.

Existe uma grande quantidade de categorias, mas listaremos a seguir apenas

aquelas que sao pertinentes a este trabalho.

Exemplo 1.36 (Ctos). Os objetos sao os conjuntos, os morfismos sao as fungoes e a
composicao € a composicao usual de funcoes. A wverificacao de que Ctos é uma categoria

€ imediata.

Exemplo 1.37 (Grp). Os objetos sdo os grupos, os morfismos sao os homomorfismos
de grupos e a composicao € a composicao de homomorfismos de grupos. A verificacao de

que Grp € uma categoria seque da Teoria de Grupos.

Exemplo 1.38 (Anéis). Os objetos sao os anéis, os morfismos sao os homomorfismos
de anéis e a composicao € a composicao de homomorfismos de anéis. A wverificacao de

que Anéis € uma categoria seque da Teoria de Anéis.
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Exemplo 1.39 (Htp). Os objetos sao os espagos topoldgicos, os morfismos sao as classes
de homotopias de fungoes continuas (portanto, aqui um morfismo nao € uma fun¢ao mas
uma certa classe de equivaléncia de funcgoes) e a composicio é definida por [f][g] = [f9],
onde f~ ' egn~ g entio fg~ f'g (~ significa que f é homotdpico a f'). A verifica¢ao

de que Htp é uma categoria seque do estudo de Topologia Geral.

Este exemplo mostra que nem todo morfismo € uma funcao.

Exemplo 1.40 (Mg). Os objetos sio os modulos a direita, os morfismos sao os homo-
morfismos de modulos e a composi¢cao € a composicao de homomorfismos de mddulos. A

verificacao de que Mg é uma categoria seque das se¢oes 1.1 e 1.2.

A categoria de R—modulos a esquerda grM ¢é definida de forma similar a ca-

tegoria Mp.

Usando linguagem categérica, podemos generalizar as defini¢oes de homomor-
fismo de mdédulos injetores e sobrejetores. Seja g : A — B um morfismo em uma categoria
C. Dizemos que g é um monomorfismo se, para quaisquer morfismos f, h: A" — A tais
que gf = gh, tem-se f = h. Dizemos que um morfismo g é um epimorfismo se, para
quaisquer morfismos f,h : B — A’ tais que fg = hg implica que f = h. Dizemos que g é

um isomorfismo quando, g for um epimorfismo e um monomorfismo.

Agora, consideramos um anel R e seja U(R) o conjunto dos elementos in-
vertiveis de R. E facil ver que U(R) é um grupo multiplicativo. Entao podemos definir
a aplicagao F' : Anéis — Grp por F(R) = U(R) e F(f) = flu(r), para cada homomor-
fismo de anéis f : R — S. Note que F satisfaz algumas propriedades interessantes: F
leva objetos de Anéis em objetos de Grp; homomorfismos de anéis em homomorfismos
de grupos; e para quaisquer homomorfismos de anéis f : R — S e g: S — T, tem-se
(90 Dlow = (9lus)) o (fIU(R)), isto é, F(gf) = F(g)F(f). Além disso, é claro que

Idgr|uy(r) = Idy(r). Com esta motivacao, apresentamos a préxima definicao.

Definicao 1.41. Sejam C e D categorias. Um funtor covariante ¢ uma aplicacdo

F :C — D que satisfaz:

1) A cada A € Obj(C), associa um tnico F'(A) € Obj(D);



CAPITULO 1. CONCEITOS BASICOS 29
2) A cada f € Home(A, B), associa um unico F(f) € Homp(F A, FB);
3) Dados f € Home(A, B) ¢ g € Home(B,C), F(gf) = F(a)F(f);

4) F(Ida) = Idpay, para todo A € Obj(C).

Informalmente falando, um funtor covariante é uma funcao entre objetos e
entre morfismos que “preserva” a composigao (e o sentido da composigao) e os morfismos

identidades.

Definigao 1.42. Sejam F : A — B e G : B — C dois funtores. Definimos a composta
GF : A— C da sequinte forma:

1) GF(A) = G(F(A)); para todo A € Obj(A);

2) GF(h) = G(F(h)), para cada A, B € Obj(A) e cada h € Hom4(A, B).

E facil ver que a composta de dois funtores covariantes é ainda um funtor

covariante.

Exemplo 1.43. Seja C uma categoria. Entao o funtor identidade 1¢ : C — C é definido
por: 1¢(A) = A, para cada A € Obj(C) e le(f) = f, para cada f € Home(A, B).

Agora daremos dois importantes exemplos de funtores.

Exemplo 1.44. Sejam Mg a categoria dos R—mddulos a direita e Ctos a categoria dos
conjuntos. Dado um R—mddulo a direita A, considere a aplicacio Ty : Mpr — Ctos

definida da sequinte forma:
- Ta(B) = Hom(A, B), para todo B € Obj(Mpg);
- Dado f € Hom(B,C), definimos Tx(f) € Hom(Hom(A, B), Hom(A,C)) por
Ta(f) :h foh,

para todo h € Hom(A, B).
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A fim de simplificacao, vamos denotar Ta(f) por f.. Mostraremos que aplicacio Ta
¢ um funtor. Pela definicio de categorias temos que Ta(B) € Obj(Ctos) para cada
B € Obj(Mg). Dados f € Hom(B,C) e g € Hom(C, D), € imediato que

f« € Hom(Hom(A, B), Hom(A,C)), (9f)«s 9«fe € Hom(Hom(A, B), Hom(A, D)).
Além disso, para cada h € Hom(A, B) temos que

(9f)«ih—=(gf)h e gufi:h— g(fh).

Assim, (gf)« = g«fe € seque que Ta satisfaz as condigoes 1), 2) e 3) da defini¢ao de
funtor covariante. Finalmente, para cada B € Obj(Mpg) considere Idg. Temos que

(Idg)« € Hom(Hom(A, B), Hom(A, B)) e para cada ' € Hom(A, B) temos
(IdB>* ch Ich/ =hn.

Portanto, Ty ¢ um funtor covariante e ¢ chamado Funtor Hom. Denotaremos Ty
por Hompg(A,O) (ou simplesmente Hom(A,O)). Por este motivo, f, também denota
Hom(A, f), para cada f € Homg(A, B).

Exemplo 1.45. Sejam R, S anéis e M um (S, R)—bimddulo. Em particular, M €
Obj(Mg). Definimos Gpy :g M — s M por:

- Gy(A) = M ®g A, para cada A € Obj(rM);

- Gu(f)=1dy ® f, para cada f € Hom (A, B).
Entao:

- Pelo Teorema 7?7, Gy (A) € Obj(sM), para cada A € Obj(rM).

Pela Proposicao 7?7, Gy (f) = Idy @ f € um homomorfismo de S—mddulos a es-

querda, para cada f € Hom,m(A, B).

Para cada f € Hom (A, B) e g € Hom (B, C), temos que
Gu(gf) =1dy ®@gf = (Idy ® g) o (Idy ® [) = Gu(g) o Gu(f).

- Gu(Ida) = Idpyeya, para todo objeto A em rRM.
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Assim, Gyr € um funtor covariante. Denotaremos Gy por M @r 0. O funtor M @z [ €

chamado funtor tensor.

De forma similar, definimos o funtor 0 ®g N, para algum (R, S)—bimdédulo

Se no exemplo acima, considerassemos apenas N um R—modulo a esquerda e

M um R—médulo a direita, obteriamos funtores entre categorias de grupos.
Dizemos que um funtor F': C — D é fiel se, para quaisquer A, B € Obj(C) a
restrigdo de F' ao conjunto Home (A, B) é injetora, isto é,
F:Homc¢(A,B) — Homp(F(A),F(B))
fo= F(f)
¢ injetora.
Definicao 1.46. Sejam C e D categorias, definimos o funtor cotravariante como uma

aplicagao F' : C — D que satisfaz:

1) A cada A € Obj(C), associa um tnico F(A) € Obj(D);
2) A cada f € Home(A, B), associa um unico F(f) € Homp(F(B), F(A)),
3) Dados f € Home(A,B) e g € Home(B,C), F(gf) = F(f)F(g);

4) F(1da) = Idpeay, para todo A € Obj(C).

Os Exemplos 7?7 e 7?7 sao naturalmente modificados a fim de obter funtores

contravariantes.

Em algebra uma importante nogao é a de quando dois objetos (do ponto de
vista algébrico) sao “iguais”. Esta nogao de “igualdade” que facilita o estudo de certas
propriedades é chamada de isomorfismo. Por exemplo, em Teoria de Grupos, estamos
interessados em classificar todos os grupos com “mesma estrutura algébrica”, para tanto
definimos a nocao de isomorfismo de grupo. Mas, para definirmos tal nogao de “isomor-
fismo” é necessario termos aplicagoes que “preservem” as estruturas que estamos interes-

sados em estudar. Portanto, é natural se perguntar, qual seria a nogao de “isomorfismo”
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entre duas categorias. Motivados em responder tal questao, apresentamos as seguintes

definigoes.

Definicao 1.47. Sejam F,G : C — D dois funtores de mesma variancia. Uma trans-

formacgao natural 7 : G — F € uma familia de morfismos

T=(m  GV) = F(V) )yeomio

tal que para quaisquer A, B € Obj(C) e f € Home(A, B) o sequinte diagrama

¢ comutativo, ou seja, F(f)oTs =150 G(f).

Notamos que se exigirmos que cada 7y na definicao anterior seja um isomor-
fismo, entao os funtores F' e G “atuariam da mesma forma” em cada objeto A de C e isto

motiva a seguinte definicao.

Definicao 1.48. Sejam F,G : C — D funtores. Uma transformagao natural 7 : G — F é
um tsomorfismo natural se, para cada V € Obj(C), 7y for um isomorfismo. Quando

existir um isomorfismo natural entre os funtores F' e G, denotaremos por F' = G.

Informalmente falando, quando existe um isomorfismo natural entre dois fun-

tores F' e G é como se estes funtores fossem “iguais”.

Notamos que as transformacoes naturais podem ser compostas a partir da
seguinte definicao: sejam F, G, H : C — D funtores de mesma variancia e consideramos
7:G — Feo: F — H duas transformacoes naturais. Definimos a composicao de o com
7 como sendo

UOTZ(UvoTV D G(V) = H(V) )VGO”J'(C)'

Para qualquer funtor F': C — D, definimos a transformacao natural iden-
tidade wp : F' — F como sendo (wp)a : F(A) = F(A) o morfismo identidade Idpa).
Assim, uma transformacgao natural 7 : G — F é um isomorfismo natural se, e somente se,

existir uma transformacao natural o : F' — G tal que c o7 =wg e T 00 = wp.
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Definicao 1.49. Dizemos que um funtor F : C — D ¢ uma equivaléncia de categorias

se, existir um funtor G : D — C e isomorfismos naturais tais que
G = 1D e GF = 1@.

Neste caso, G também é uma equivaléncia de categorias e € chamado equivaléncia in-
versa de F. Duas categorias sao equivalentes, quando existir uma equivaléncia de ca-

tegorias de uma na outra.

Sejam R um anel e M, M’ € Obj(Mp). Defina para cada m € M

pm: R— M

T mr

Pelo Lema ?? temos que py : M — Hompg(R, M) dada por py(m) = p,, é um isomor-
fismo de R—médulos a direita. Além disso, dado g € Homg(M, M'"). E facil ver que o

seguinte diagrama

M —2 Homg(R, M)
’ |s-=stomncr
M' % Homp(R, M)

é comutativo. Isto justifica o seguinte exemplo.

Exemplo 1.50. Seja R um anel. Entdo p : 1y, — Homg(R,0) definido para cada

R

M € Obj(MRg) por pyr(m) : 7 +— mr é um isomorfismo natural.

Para muitos dos resultados que estao por vir é necessario definir o universo
que nossos objetos se encontraram. Embora a definicao de categoria ja pareca suficiente,
ela nao é, pois grande parte dos funtores que utilizarmos estarao definidos nas categorias
de médulos, a qual pertence a uma classe de categorias mais restrita. A classe de catego-
rias que nos referimos sao as categorias aditivas e para defini-la, precisamos de algumas

definicoes.

Dizemos que um objeto A numa categoria C é um objeto inicial (objeto
final) quando, para cada objeto X de C, existe um tnico morfismo A — X (X — A).
Também, um objeto A numa categoria C é um objeto nulo, quando ele for inicial e final.

Por exemplo, na categoria Mz o médulo nulo é um objeto inicial e final.
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Definicao 1.51. Sejam A e B dois objetos de uma categoria C.

1. O produto de A por B é uma a tripla (AT B, p, q), onde AN B € um objeto de C,
p:ANB — Aeq: AN B — B sdo morfismos satisfazendo a sequinte propriedade:
para todo objeto X em C e quaisquer morfismos f: X — A eg: X — B, existe um

unico morfismo 0 : X — AN B tal que pof = f eqof =g.

2. O coproduto de A por B é uma a tripla (AUB, p', ¢'), onde AUB é um objeto de C,
p:A— AUB eq : B— AUB sao morfismos satisfazendo a sequinte propriedade:
para todo objeto X de C e quaisquer morfismos f' : A — X e g : B — X, existe

um unico morfismo 6 : AUB — X tal que Qop' = f efoq =4

Proposicao 1.52. Sejam A e B objetos em uma categoria C. O produto (coproduto) de

A por B, quando eziste, € unico a menos de isomorfismo.
Demonstragao. Ver nas paginas 216 e 218 de [?]. O

Por exemplo, nas categorias Mpz e pM o produto e o coproduto de dois
modulos é a soma direta deles. Mais detalhes podem ser encontrados nas paginas 214

e 218 de [?].

Definicao 1.53. Uma categoria C é dita aditiva se:

1. Hom(A, B) € um grupo abeliano (aditivo), para quaisquer A, B € Obj(C);

2. A lei da distributividade € valida, isto €, dados A, B, X,Y € Obj(C) e morfismos
h € Hom(X,A), f, g € Hom(A,B) e k' € Hom(B,Y'), temos que h'(f + g) =
Wf+h'ge(f+gh=fh+gh;

3. C possui um objeto nulo;

4. C possui produtos e coprodutos de um niumero finito de objetos de C.

Um funtor F entre duas categorias aditivas C e D é um funtor aditivo se,

para todos A, B € Obj(C) e f,g € Hom(A, B) temos que

F(f+g)=Ff+Fg.
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Os Exemplos 77 e 77 sao exemplos de funtores aditivos.

O préximo lema mostra que quando existe uma equivaléncia de categorias
entre duas categorias C e D entao é como se estas categorias fossem “iguais”. Portanto,
vemos que a definicao de equivaléncia de categorias da a nocao de “isomorfismo entre

duas categorias”.

Lema 1.54. Seja F' : C — D wuma equivaléncia de categorias aditivas (ndo necessaria-

mente aditivo). Sao verdadeiras as afirmagoes:

1) Para cada objeto B em D, existe um objeto A em C tal que F(A) ~ B.
2) Sejam f,h € Home(A, D). Se F(f) = F(h), entdao f = h.

3) Para cada morfismo g € Homp(B,C), existe um morfismo f € Home(A, D) tal
que F(f) =g.

Demonstragao. 1) Seja G : D — C a equivaléncia de categorias inversa de F' pelo isomor-
fismo natural 7 : 1p — FG. Dado B um objeto em D, consideramos G(B) = A € Obj(C).
Assim, B ~ F(A).

2) Sejam f,h € Home(A, D) tais que F(f) = F(h), logo GF(f) = GF(g). Seja
n : GF — 1¢ o isomorfismo natural entre os funtores. Como h = 1y o GF(h) o 1y,

para todo h € Home(Y,Y”), o resultado segue.

3) Seja n : GF — 1¢ o isomorfismo natural entre os funtores. Dado g € Homp(B, C),

escolhamos f = np o G(g) ony' € Home(A, D), com A~ FBe D~ FC. E facil ver que

F(f)=g. O

Como a maioria de nossos funtores estao definidos entre categorias aditivas e
muitos dos resultados requerem que os funtores sejam aditivo, iremos daqui em diante (a

menos de mengao ao contrario) considerar apenas funtores aditivos.

Exemplo 1.55. Para qualquer anel R as categorias Mg e rM sdo aditivas, onde o

objeto inicial € o modulo nulo, o produto e o coproduto de quaisquer dois modulos existem
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e sao (a menos de isomorfismo) a soma direta deles. A verifica¢ao destas afirmagoes sao

imediatas. Mais detalhes podem ser encontrados na pagina 303 de [?].

1.5.1 Propriedades de Funtores

Agora, apresentaremos alguns resultados que serao usados no Capitulo 2. Por
isso, muitos funtores aqui apresentados estao definidos em categorias de médulos. Como
muitos resultados que apresentamos nesta subsecao sao sobre equivaléncia de tais catego-
rias, teremos uma quantidade consideravel de exemplos de transformacoes naturais. No
intuito de apresentar alguns exemplos de propriedades categoéricas no Capitulo 2, apre-

sentamos aqui resultados pertinentes a este assunto.

Teorema 1.56. Se G : Mg — Mg é um funtor aditivo, entao G preserva somas diretas

finitas de modulos. Em particular, G preserva somas finitas de modulos.

Demonstragao. Ver Corolario 2.22 na pagina 50 em [7]. O

Teorema 1.57. Sejam F : C — D uma equivaléncia entre categorias aditivas e g €

Home(M, N). Entao g € um monomorfismo (resp. epimorfismo) se, e somente se, F(g)

s

o0 €.

Demonstra¢ao. Basta usar o Lema 7?7 e as defini¢oes dadas acima. O

Proposicao 1.58. Sejam sUg, sVr bimdédulos ev : U — V um homomorfismo (S, R)—bimddulos.
Entao a aplicacao

n: Homg(Vr,O) = Homg(Ug,O)
dada por ny = Hompg(v, M), para cada objeto M em Mg, é uma transformacgdao natural.
Em particular, se v € um isomorfismo, n é um isomorfismo natural.
Demonstragao. Ver Proposigao 20.5 na pagina 239 de [?]. O]
Sejam grM, Ng e rUg médulos. Para cada v € Homg(M, Homg(N,U)) e
todo n € N, defina
ny(n): M —U

m — [y(m)](n)
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Claramente, cada n,(n) € Homgr(M,U).
Assim, temos a aplicacao
Ny : N — Homp(M,U)

n = 1n,(n)
E fécil ver que 17, € Homg(N, Homp(M,U)).
Teorema 1.59. Com a notacdo anterior,

n: Homg(M, Homg(N,U)) — Homg(N, Homgr(M,U))

dada por n(7y) :=n,y € um isomorfismo de grupos.
Demonstrag¢ao. Ver Proposigao 20.7 na pagina 240 de [?]. ]

Se no Teorema ?? N for um (R, S)—bimddulo, entdo n é um isomorfismo de

R—mobdulos a esquerda.

Proposicao 1.60. Dado um modulo rP, existe um isomorfismo natural entre os funtores

|:|®RP7 HomR(R,D)®RP: SMR% SM-

Demonstragao. Para cada objeto M de s Mg, defina 7: O®g P — Hompg(R,J)®r P por
v = pym @ Idp, onde py; foi definida no Exemplo ??7. Temos que 73, é um isomorfismo

de S—modulos a esquerda, com inversa pﬁ ® Idp.
Além disso, dado f : M — M’ um homomorfismo de (S, R)—bimédulos a

esquerda, temos que o diagrama

M ®r P—""~ Hompg(R,M)®p P
f®Ide lfg:@[dp
M ®p P 2> Homp(R,M') @5 P

comuta. Com efeito, para qualquer m ® p € M ®g P temos

T 0 f @ Idp(m ® p) = mar (f(m) @ p) = par (f(m)) @ p

fe®@IdpoTy(m®p) = f. @ Idp(py(m)®@p) = fopy(m)® p.
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Como pur(f(m))(r) = f(m)r = f(mr) e fopy(m)(r) = f(mr), Vr € R, concluimos a

demonstracao. O]

Proposigao 1.61. Seja F': Mp — Mg uma equivaléncia de categorias (aditiva). Entao

para cada M, M'" € Obj(Mpg), a restricao de F' a Hompg(M, M’)
F: Homg(M,M') — Homg(FM,FM')
¢ um isomorfismo de grupos abelianos. Em particular, se M # 0
F: End(M) — End(FM)
€ um isomorfismo de anéis.

Demonstrac¢ao. Ver Proposigao 21.2 na pagina 252 de [?]. ]

Sejam R e S anéis tais que as categorias Mg e Mg sao equivalentes por
funtores F' : Mp — Mg e G : Mg — Mpg. Entao existem isomorfismos naturais
n:GF — 1lpm, e7: FG — 1y, Para cada M € Obj(Mpg) e N € Obj(Mg) podemos

definir as seguintes aplicagoes:

¢: Homg(N,F(M)) — Homg(G(N),M)

v o= quG(y)

0: Homgs(F(M),N) — Hompg(M,G(N)).

§ = GO,
E facil ver que as aplicagoes ¢ e 6 sao Z—homomorfismos.

Lema 1.62. Com as notagoes acima, as aplicacoes ¢ e 0 sao isomorfismos naturais nas

varidveis M e N. Em particular, para caday € Homg(Ny, FMy), 7 € Homgr(GNy, M), § €

Homg(F My, Ny), 6 € Homg(M,, GNy) e cada h € Homp(My, My), k € Homg(Na, Ny)

temos que

1) §(F(h)vk) = ho(V)G(k);  2) o~ (hYG(k)) = F(h)o~" (v)k;
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3) OkSF(h)) = G(K)O()h;  4) 0~ (G(K)SR)) = k6~ (8)F(h).

Demonstragao. Ver Lema 21.3 na pdgina 253 em [?]. O

Teorema 1.63. Seja F : Mg — Mg uma equivaléncia de categorias. Entdo a sequéncia

de R—modulos

0 —= M Lo v 9 0

¢ exata (cinde) se, e s6 se, a sequéncia
0 — r(M) 2% oy 2L poury —— o
¢ exata (cinde).

Demonstrac¢ao. Ver Proposigao 21.4 na pagina 254 de [?]. H

A seguir apresentamos algumas defini¢bes afim de enunciarmos o préximo te-

orema. O leitor interessado em mais informagoes sobre estas definicoes pode consultar
[7].

Definigao 1.64. Seja M um R—mdodulo a direita.

1. Dizemos que M # 0 é um mddulo simples se M e (0) sdo seus unicos submédulos.
2. M € dito semistmples se todo submodulo de M é um somando direto de M.

3. Dizemos que M é um maodulo noetheriano (artiniano) se toda cadeia ascendente

(descendente) de submddulos de M € estaciondria.
: ¢ dito indecomponivel quando M nao pode ser escrito como soma direta de
M ¢ dito ind vel do M nao pod it direta d

submadulos.

Teorema 1.65. Sejam M, M' R—mddulos e F : Mg — Mg uma equivaléncia de

categorias. Entao

1) M € simples (resp. semisimples) se, e somente se, F(M) o é;

2) M € finitamente gerado se, e somente se, F(M) o é;



CAPITULO 1. CONCEITOS BASICOS 40
3) M € artiniano (resp. noetheriano) se, e somente se, F(M) o é;

4) M € indecomponivel se, e somente se, F(M) o é.

Demonstragao. Ver Proposigao 21.8 na pagina 258 de [?]. ]
1.6 Modbdulos Projetivos e Injetivos

Nesta se¢ao, introduziremos a definicao de modulo projetivo, bem como algu-
mas propriedades essenciais para desenvolver a Teoria de Morita. O principal resultado

desta secao é o Lema da base dual.

Um R—modulo a direita M é dito ser projetivo se, para qualquer R—epimorfismo
g : A — B e qualquer R—homomorfismo h : M — B existir um R—homomorfismo

f: M — Atal que h = go f. Isto pode ser sintetizado no seguinte diagrama

M

i;

r,7
7/
}
A

9

Proposicao 1.66. Seja P um R—mddulo. Sao equivalentes :

i) P € projetivo;

it) Se P € a imagem de um R—mddulo M por um epimorfismo, entio P é isomorfo a

um somando direto de M,

iii) P é um somando direto de um mddulo livre.
Demonstracao. Ver Teorema V.2.1 na pagina 141 de [?]. O

Em particular, um R—modulo finitamente gerado P é projetivo se, e somente

se, ¢ um somando direto de algum R".

O proéximo resultado estabelece uma relacao entre a definicao de médulo pro-

jetivo e o funtor Hom.
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Lema 1.67. Um R—mddulo P € projetivo se, e somente se, para toda sequéncia exata de

R—mddulos

0 YAy S N —

a sequéncia
0 —— Homp(P,M') = Homp(P,M) —~~ Homp(P,M") —=0
¢ exata.

Demonstragao. Ver Proposigao V.2.2 na pégina 143 de [?]. ]

Proposicao 1.68. Seja {P;}ic; uma familia de R—mddulos. A soma direta P = @Pi
i€l
¢ projetivo se, e so se, cada P; € projetivo.

Demonstragao. Ver Proposigao (2.5) na pagina 22 de [?]. O

Sejam P um R—mddulo, {x;}icr C P e {fi}ier C P* = Homg(P, R). Dizemos

que a familia {x;, f;}ie; ¢ uma base dual para P se as seguintes condigoes sao satisfeitas:

1. Para todo p € P, fi(p) # 0 para uma quantidade finita de indices em [;
2. Para todo p € P, Z%fz(p) =p
el
Teorema 1.69 (Lema da Base Dual). Um R—mddulo Pg € projetivo se, e somente se,
existem uma familia de elementos {a; | i € I} C P e uma familia de R—homomorfismos

{fi: P — R | i€ I} tais que, para qualquer a € P, f;(a) = 0 para quase todo i € I, e

Z a;fi(a) = a.

icl
Demonstragao. Ver Teorema (2.9) na pagina 23 de [7?]. O
Em outras palavras, o teorema acima nos diz que s6 moédulos projetivos pos-

suem base dual. Se o conjunto I no Teorema ?? for finito, entao o médulo P é projetivo

e finitamente gerado.
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Teorema 1.70. Dados rP, Nr e rUr mddulos, a aplicacao
n: Homgp(U N)®gr P — Homp(Homg(P,U),N)

dada por n(y ® p) : a — y(a(p)), para cada v € Homp(U,N), a« € Homgr(P,U) e
p € P, € uma transformacao natural. Se P é projetivo finitamente gerado, entao n é um

1somorfismo natural nas varidveis P e N.

Demonstragao. Ver Proposigao 20.10 na pagina 243 de [?]. H

Definicao 1.71. Seja P um R—mddulo a direita.

1. Dizemos que P é um modulo injetivo se para cada homomorfismo de R—mddulos
mjetivo g : M — N e qualquer R—homomorfismo h : M — P existe um R—homomorfismo

f: N — P tal que h = fog. Isto pode ser visto no sequinte diagrama

2. P ¢é dito um gerador da categoria Mpg se o funtor Homg(P, O) € fiel.

Teorema 1.72. Sejam F : Mgr — Mg um funtor aditivo e U um R—mddulo a direita.

Se F' ¢ uma equivaléncia de categorias, entdo:

1. U € projetivo (resp. injetivo) se, e somente se, F(U) o é;

2. U € um gerador se, e somente se, F(U) gerador.

Demonstracao. Ver Teorema na péagina 255 de [?]. O

k

Defini¢ao 1.73. Para qualquer R—mddulo a direita P, o conjunto {Z filz)) | k €
i=1
N, z; € P, f; € P*} é chamado de ideal tragco de P em R e denotado por tr(P), onde

P* = Homg(P, R).

Sejam R um anel e [ um ideal de R. Lembramos que o anulador a direita

de I em R ¢ o conjunto annk(I) ={r € R | xzr =0, Vz € I}.
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Teorema 1.74. Sejam Pr um mdodulo e T = tr(P), temos que:

1. T € um ideal de R;

2. Se P € projetivo, entao PT = P, T?> =T e ann(P) = ann%,

Demonstragao. Ver Proposigao (2.40) na pagina 51 de [?].

(T).

43



CAPITULO 2

Teoria de Morita

Neste capitulo, vamos tratar mais profundamente sobre a questao de duas ca-
tegorias serem equivalentes, mais especificamente, trataremos das categorias de modulos.
Sabemos que anéis (e médulos) se diferenciam muitas vezes nao sé por seus elementos,
mas também por “caracteristicas” tnicas que possuem. Veremos alguns exemplos de pro-
priedades que sao invariantes, no sentido apresentado pelo Matematico K. Morita. No
nivel de anéis podemos pensar na propriedade de um anel ser um dominio de integridade
e no nivel de modulos podemos pensar na propriedade de um modulo ser noetheriano.
Serd que essas propriedades sao invariantes, isto é, se olharmos “categoricamente”, sera
que essas propriedades sao preservadas por equivaléncias de categorias? Estas perguntas

serao respondidas nesse capitulo.

Os principais objetos desta secao sao os progeradores e as equivaléncias de
categorias, caracterizar os progeradores e as classes de anéis “Morita equivalentes” sao as

principais questoes abordadas aqui. Os principais resultados sao os Teoremas de Morita

I, IT e III e o Corolario ?77?.
2.1 Propriedades Categoricas

Dados dois anéis R e S, dizemos que uma propriedade P em Obj(Mpg) (respec-
tivamente, nos morfismos) é uma propriedade categdrica se, para qualquer equivaléncia
de categorias F': Mr — Mg, sempre que M € My (resp. g € Hompg(M, N)) satisfaz P,
entdo F'(M) (resp. Fg € Homg(FM, FN)) também satisfaz P. Assim, sempre que uma
certa propriedade P é definida usando apenas termos categéricos (usando apenas objetos

ou morfismos) entdao P é uma propriedade categérica, se F' “transporta” P de M para

44
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F(M), para toda equivaléncia de categorias F' : Mg — M.

Existe uma grande lista de propriedades que sao categoricas, mas daremos
exemplos de apenas algumas. Os Teoremas 77, 7?7, 77 77 ¢ 77 mostram que as seguintes
propriedades sao categéricas: monomorfismos, epimorfismos, isomorfismos; sequéncias
de médulos serem exatas (cindir), médulos projetivos (injetivos), um mddulo ser um
gerador da categoria, um moddulo ser simples, semisimples, finitamente gerado, artiniano,

noetheriano e indecomponivel.

Definicao 2.1. Dois anéis R e S sao ditos Morita equivalentes se existir uma equi-
valéncia de categorias F': Mpr — Mg. Quando R e S forem Morita equivalentes deno-

taremos por R~ S.

Uma propriedade “anel-tedrica” P em um anel R é dita Morita invariante se
todo anel S Morita equivalente a R também satisfaz P. Observe que uma propriedade P é
Morita invariante quando P pode ser caracterizada puramente em termos de categorias de
modulos, ou seja, sem fazer referéncia a elementos do moédulo ou do anel base. Definimos
apenas Morita invariante, ao invés de Morita invariante a esquerda ou a direita, pois no
decorrer deste capitulo mostraremos que se existe uma equivaléncia de categorias entre

Mpr e Mg, entao existe uma equivaléncia de categorias entre kM e g M, e vice versa.

Para verificar que dois anéis nao sao Morita equivalentes basta exibir uma
propriedade categorica que seja satisfeita por um anel e nao seja satisfeita pelo outro

anel. O proximo exemplo mostra que existem anéis que nao sao Morita equivalentes.

Exemplo 2.2. Sejam R = K[z1, ..., z,] 0 anel de polindmios de n indeterminadas x1, ..., x,
sobre um corpo K e S = K[z, x9,...] 0 anel de polindmios de infinitas (enumerdvel) in-
determinadas sobre um corpo K. Entao do Teorema da Base de Hilbert, temos que R ¢é
noetheriano. Como S nao € noetheriano, temos que R e S nao podem ser Morita equiva-

lentes, pois ser noetheriano é uma propriedade categorica.

Proposicao 2.3. As sequintes propriedades sio Morita invariantes: simplicidade, semi-

simplicidade, noetheriano a direita, artiniano a direita.

Demonstracao. Notamos que se R é um anel, entao R é um médulo e seus submédulos

sao os seus ideais a direita de R. Se S é um anel tal que R =~ S, entao existe uma
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equivaléncia de categorias F' : Mg — Mpg. Considere S como S—moédulo e aplique o

Teorema 77 O]
2.2 Geradores e Progeradores

Comecamos esta se¢ao lembrando a definicao de um mddulo ser um gerador
da categoria M. Um R—modulo a direita P é um gerador da categoria Mg quando o
funtor Homg(P,0) é fiel. O funtor Hompg(P, O) é dito fiel se ele ndo anula morfismos
nao nulos, ou seja, se um morfismo f : M — M’ é nao nulo, entao Hompg(P, f) é nao

nulo. Em outras palavras, existe g : P — M tal que f o g nao é nulo.

Exemplo 2.4. Todo anel R é um gerador para Mpg. De fato, dado f : M — M’ ndo
nulo, temos que M € ndo nulo e f(m) # 0, para algum m € M —{0}. Defina g : Rg — M
por g(r) =mr e com isso g(1) =m #0 e fog(l) = f(m) #0. Portanto Homg(Rg, O)
¢ fiel.

Se P é um gerador Mg e existir um epimorfismo f : P — P, entao P’ é um
gerador. Para mostrar este fato, basta usar diretamente a definicao de gerador. Assim,
um método bastante “simples” de obtermos novos geradores é considerar somas diretas

de um gerador P com qualquer médulo Q).

O préximo resultado mostra que a definicao de gerador tem uma relacao es-

treita com a nocao de ideal traco visto no final da Secao 1.6.

Teorema 2.5. Para qualquer R—modulo P, sao equivalentes:

1) P é um gerador da categoria Mpg;

2) tr(P) = R;

3) R é um somando direto de @P, para algum n € N;
i=1

4) R € um somando direto de @P, para algum conjunto de indices I;
iel

5) Todo R—mddulo M € imagem epimdrfica de soma direta @ P, para algum conjunto
icJ
de indices J.
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Demonstragao. 1) = 2) Seja T = tr(P) e suponha que 'S R. Entao a projecao canonica
T: R — T é nao nula. Por hipdtese, existe g € Hompg(P, R) = P* tal que m o g # 0.
Logo, g(P) € tr(P) o que é um absurdo! Portanto, T = R.

2) = 3) Suponha que tr(P) = R. Como R possui unidade 1g, existem g, ..., g, € P* tais

e 1= 0P

Defina g : @P — R por g(z Zgl x;), para todo x = (z1,...,x @P Clara-

=1
mente g é um homomorfismo sobrejetor Pela Proposicao 7?7 temos que

@P = Ker(g) ® R,
=1

pois R = Im(g) é um R—moédulo livre.

3) = 4) Imediato.

4) = 5) Seja M um R—mdbdulo qualquer. Entao, para algum conjunto de indices J existe
um homomorfismo de R—médulos sobrejetor f : RY) — M. Por hipétese, existe um

submodulo N de @ P tal que @ P=N®R. Sejary: @ P — R a projecao canonica.

Entao, defina ¢ : @@P — @R por ¢ (Z mj> = ZWR(xj), para todo z; € @P.
J I

E fcil ver que ¢ é um homomorﬁsmo sobrejetor. Portanto, f oy : @ @ P — M é um

J
homomorfismo de R—moddulos sobrejetor.

5) = 1) Considere um homomorfismo nao nulo f : M — N. Por hipdtese existe um

epimorfismo 1 : @P — M, para algum conjunto de indices J. Assim, f o1 é um
I

homomorfismo nao nulo, isto é, f o (Z :EZ> # 0, para algum x = Z.CEZ € GBP.
iel iel I

Logo, para algum j, € I, a composta f(¢ oig) : P — N é ndo nula, onde iy : P — @ P

I
¢ dada por ig(x) = (x;) com x na posigao jy e zero nas demais. Isto prova o item 1). [

Observacgao 2.6. Vejamos agora algumas observacgoes sobre geradores e consequéncias
imediatas do teorema anterior.
A) Todo gerador ¢ um mdédulo fiel. De fato, se Pr é um gerador, entdo pelo Teorema

?? existe um submodulo N de P tal que @ P~ R&N. Seja a € ann(P). Entdo
T

pa =0, para cadap € P. Assim, 0 = ax = a(r; +n;)icr, para todo x € @ P. Logo,
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ar; = —an;, para cada r; € R, n; € N ev € I. Como a soma € direta, concluimos

que a = 0 e consequentemente P € fiel.

B) Pela observagao anterior, uma perqunta natural surge: se P é um mddulo fiel, entao
P ¢é um gerador? Nem sempre € verdade, por exemplo, se considerarmos P = Q

como Z—modulo, seque imediatamente que P € fiel. Porém, nao é um gerador, pois

Homy(P,Z) = 0.

C) Seja I um ideal o direita de R iremos mostrar que se RI = R, entao Ir é um
k

gerador. Com efeito, se RI = R, entdo existem aq,...,a € I tais que Zriai = 1.
i=1
Logo,

k
R=> nIcCtr(I)CR.
i=1
Portanto pelo Teorema 77?7, Ir € um gerador.

O Teorema 7?7 juntamente com a Proposicao 77 sugerem uma interessante
analogia entre geradores e modulos projetivos finitamente gerados: enquanto a Proposigao
?? garante que Pg é um modulo projetivo finitamente gerado se, e s6 se, Pr é somando
direto de R", para algum natural n, o Teorema ?? diz que P é um gerador se, e so se, R

é somando direto de P™, para algum natural m.

Estas duas analogias motivam a préoxima definicao.

Definigao 2.7. Um R—mddulo P é um progerador se P ¢ projetivo finitamente gerado

e um gerador.

Observagao 2.8. Ser um gerador (ou progerador) é uma propriedade categorica. Com
efeito, vimos que a propriedade de um maodulo ser projetivo e finitamente gerado € ca-
tegoria. Pelo Lema 77 e pela Definicao 77 ser gerador € uma propriedade categdrica.

Consequentemente, ser progerador o €. Em particular, todo anel R é um progerador.

2.3 Contexto de Morita

Introduziremos nesta secao algumas construcoes e definicoes que serao tuteis

para entendermos equivaléncias de Morita. Primeiro apresentaremos uma nocao geral
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do contexto de Morita e em seguida, o contexto de Morita associado a um dado moédulo.
Estudamos esta importante teoria e apresentamos trés impactantes teoremas (Morita I,IT e
IIT) da Teoria de Anéis e finalizamos o capitulo com um resultado que permite caracterizar

a classe de Morita equivaléncia de um anel.

Dado um R—moddulo a esquerda M, é possivel introduzir em M uma estrutura
de End(M)—moédulo a direita, definindo para quaisquer x € M e f € End(M), a agao
zf = (x)f, onde (z)f denota a imagem de z por f. Portanto, a composta de quaisquer
duas fungdes f,g € End(M) é escrita como (z)(f o g) = ((x)f)g. De agora em diante,
aplicar uma funcao a direita (ou a esquerda) num elemento ficard subentendido pelo

contexto.

Definigao 2.9. Um contexto de Morita é uma séxtupla (R, S, P, Q; T,1) em que R

e S sao anéis, P é um (S, R)—bimddulo, Q é um (R, S)—bimddulo e as aplicagoes
T:Q®sP— R e p:PerQ— S

sao homomorfismos de (R, R)—bimddulos e (S, S)—bimddulos, respectivamente, e fazem

os diagramas abaixo comutarem

TRId
PorQos P Soq P 05 Por Q-9 Re,0
IdP@TL l¢1 IdQ®Ml lqb'l
PorR —= P Oy S —2 o)

onde ¢1, ¢a, @) € @y denotam os homomorfismos naturais, definidos na Se¢do 1.4.

Pela comutatividade dos diagramas da Definicao 7?7 temos as seguintes igual-

dades:

pp@qp =prlgep) e 1(qOp)d =qulp®q),

para quaisquer p,p' € P e q,¢ € Q.

Quando as aplicagdes 7 e pu de um contexto de Morita (R, S, P, @Q; T, u) sao

isomorfismos, dizemos que o contexto de Morita é estrito.
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Para simplificar a notagao, escreveremos 7(q ® p) = gp e u(q ® p) = pg. Com
esta linguagem de “produto” a comutatividade dos diagramas acima podem ser reescritas

da seguinte forma:

(pq)p' = p(gp’) (PQP — associatividade)

(qp)d = q(pd) (QPQ — associatividade)

para quaisquer p,p' € P e q,¢ € Q.

Agora, construiremos um contexto de Morita associado a um R—mddulo.
Seja P um R—mdédulo a direita, consideramos o anel S = End(Pg) e o conjunto @ =
Hompg(P, R). Observe que P pode ser visto como S—moddulo a esquerda, definindo a
S—acao a esquerda em P por: sp := s(p), para todo p € P e s € S. Com isso, P é um
(S, R)—bimddulo. Agora, para quaisquer p € P, ¢ € Q) e s € S denotamos ¢ aplicado em
p por gp e go s = qs. Assim, podemos definir a S—agao a direita em @ por (gs)p = q(sp)
e a R—acao a esquerda em @ por (rq)p = r(gp), para quaisquer p € P, ¢ € Q e s € S.
Portanto, @ é um (R, S)—bimédulo.

Para cada p € P e ¢ € @ definimos o produto pg por pq(z) = plq(z)], para
todo x € P e segue que pg € S. Isto nos permite definir a (PQP)—associatividade
por (pq)p’ = p(qp’), para todo p,p’ € P e q € . Facilmente mostra-se a validade da

(QPQ)—associatividade dada por (¢p)¢’ = q(pq’), para todop € P e q,q € Q.

A fim de simplificar algumas demonstracoes, iremos listar algumas associati-

vidades geradas pelos anéis R e S e os médulos P e () acima:
1. A R—acao em @ induz a (RQP)—associatividade r(gp) = (rq)p, para quaisquer
peP geQereR.

2. A (QPR)—associatividade é dada por: (¢gp)r = q(pr), para quaisquer p € P, q € @

e r € R. Esta associatividade segue do fato que g € Q = Hompg(P, R).

3. A S—agdo em @ induz a (QSP)—associatividade: ¢(sp) = (¢s)p, para quaisquer
peP geQeseSs.

As préximas associatividades sao facilmente verificadas.
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4. A (PQR)—associatividade é dada por: (¢p)r = q(pr), para quaisquer p € P, ¢ € Q)

er € R.

5. A (PRQ)—associatividade é dada por: (pr)q = p(rq), para quaisquer p € P, ¢ € @

er € R.

6. A (SPQ)—associatividade é dada por: s(gp) = (sq)p, para quaisquer p € P, g € @

eseS.

7. A (PQS)—associatividade é dada por: (gp)s = q(ps), para quaisquer p € P, g € @

esesS.

Lema 2.10. Com as notacoes acima temos:

(1) A aplicagao B : Q X P — R dada por B(q,p) = qp induz um (R, R)—homomorfismo
a:Q®s P— R;

(2) A aplicagao B' : PxQ — S dada por B'(p,q) = pq induz um (S, S)—homomorfismo
B:PRrQ —S.

Demonstra¢ao. Como P =g Pr e Q =g Qg, temos que QQ ®g P é um (R, R)—bimédulo e
P ®g @ é um (S, S)—bimédulo. Sejam p € P e g € Q) quaisquer. Entao,

(1) Defina B : Q x P — R por B(q,p) = qp, para todo p € P e ¢ € (). Vamos mostrar
que B é S—balanceada. E f4cil ver que (¢ +¢)p=qp+qp, qlp+p)=qp+qp. Pela
(QSP)—associatividade temos que (¢s)p = q(sp), para todo p,p’ € P, ¢, € Q e s € S.
Assim, pela propriedade universal existe um homomorfismo de grupos a : QQ ®s P — R
tal que a(q ® p) = qp. Pela (RQP)— e (QPR)—associatividades temos que « é um
homomorfismo de (R, R)—bimdédulos.

(2) Defina B': P x Q — S por B'(p,q) = pq, para todo p € P e ¢ € (). Vamos mostrar
que B’ é R—balanceada. Temos que (p + p')q(z) = pq(x) + p'q(x) = [pq + p'ql(x) e
p(a+q')(x) = p(a(z) + ¢'(2)) = pq(z) + pq'(z) = [pq + pq'](x), para todo x € P. Assim,
(p+p)g=pg+pqeplqg+q)=pqg+ pde temos pela (PRQ)—associatividade que B’
¢ R—balanceada. Pela propriedade universal existe f : P ®z Q — S homomorfismo
de grupos. Segue da (SPQ)—e (PQS)—associatividade que  é um homomorfismo de
(S, S)—bimddulos. O
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Proposicao 2.11. Com as notagéoes acima a séxtupla (R, S, P, Q; «, () é um contexto

de Morita.

Demonstracao. Basta mostrar que os diagramas abaixo

B@Idp a®Idg

P®rQ®s P— S®sP QRsPRrQ— RRrQ
IdP@al jdﬁ IdQ@ﬁl lzz)’l
Por R —2 P OwgS — 2 0

comutam. Mas isto segue da P(Q) P—associatividade e () PQ)—associatividade dadas acima.

O

O contexto de Morita fornecido pela Proposicao 77 é chamado contexto de

Morita associado a P.

Os dois préximos resultados relacionam o estudo da secao anterior com os
resultados apresentados nesta se¢ao. Fixaremos o contexto de Morita associado ao médulo

PRa (R7 S; P7 Qa «, 6)

Proposicao 2.12. As sequintes afirmacgoes sao verdadeiras:

(1) Pg é um gerador se, e somente se, a € sobrejetora.
(2) Assuma que Pg é um gerador. Entao:

(a) a é um isomorfismo de (R, R)—bimddulos;

(b) Q ~ Homg(sP,sS), como (R, S)—bimddulos;

(¢) P~ Homg(Qs,Ss), como (S, R)—bimddulos;

(d) R~ End(sP) ~ End(Qg), como anéis.

Demonstracao. Note que pela forma que o ideal traco e a aplicacao a foram definidos
temos que Im(a) = tr(P). Logo, o item (1) é imediato.

(2) Suponhamos que P seja um gerador. Entao,
k

(a) Basta mostrar que « é injetora. De fato, seja t € Ker(a) e escrevendo t = Z q; ® P
j=1
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temos que 0 = Z ¢;p;. Como P é um gerador, temos do item (1) que existem ¢; € Q e
j=1
pi € Pcomt=1,....n, tais que 1z = Zqipi. Logo,

i=1

k

t = Y (Ind}) ®p}

J=1

k n
= Z (Z(szz)q ) ®pj, pela (QPQ)-associatividade

j=1 \i=1

k n
= > (ai(pd)) ® 1)), pois pidj € S

j—l i=1

= ZZ (@ @ (piq;)p}), pela (QPQ)-associatividade

]111

= ZZ%@}?Z q]pj

7j=1 =1
n k
=1 7j=1

Portanto, o é um isomorfismo.

(b) Para cada ¢ € @, defina
NP — S
p = pq
Defina A : @ — Homg(P,S) por Xq) = A;, para todo ¢ € @ e segue da (SPQ)—

associatividade que A estd bem definida e pelas (RPQ)— e (PQS)— associatividades

temos que A é um homomorfismo de (R, S)—bimédulos.

Vamos mostrar que A é uma bijegdo. De fato, pelo item (a), existem ¢; € @
ep; € Pcomi=1,..,n, tais que 1 = Z%’pi- Se A(¢q) = 0, entao pq = 0, para todo

i=1
p € P. Assim, pela (QPQ)—associatividade temos que

q=1grq = (Z %Pi) q= Z%‘(MQ) = 0. (2.1)
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Por outro lado, dado f € Hom(P,S) e escolhendo ¢y = Z q:f(p;) temos que
i=1

fp)=f (pz C_Iipi> = fpa)p) = _pa)f(pi) =pY_af(p).  (2.2)
i=1 i=1 i=1 i=1
Logo, f = A(qo) e portanto, A é um isomorfismo de (R, .S)—bimddulos.
(c) Para cada p € P, defina

)\;:Q — S
q —pq

Defina \' : P — Homgs(Q, S) por X'(p) = A}, para todo p € P e segue da (PQS)— associ-
atividade que X’ estd bem definida e pelas (SPQ)— e (PQR)— associatividades temos que
A é um homomorfismo de (R, S)—bimédulos. De forma analoga a l;}qua(;éo (?7?7) temos
que X' é injetiva. Para verificar a sobrejetividade, basta tomar py = Z f(q:)p;, para cada

i=1
f € Homg(Q,S), e seguir passos similares ao da Equacao (?7).

(d) Defina para cada r € R

o,:P — P T —Q

p =pr q —rq

E facil ver que o, € End(Pgr) e 7, € End(rQ@), para cada r € R. Logo as aplicagoes
0:R— End(sP)et:R— End(Qs) dadas, respectivamente, por o(r) = o, e 7(r) = 7,

sao homomorfismos de anéis.

Vamos mostrar que o é uma bijecdo. Com efeito, se o(r) = 0, entao pr = 0,
para todo p € P. Como todo gerador é fiel, temos que r = 0. Agora, dado g € End(sP)
consideramos rg = Z q:9(p;). Por célculos similares a Equagao (??), temos que g = o,

i=1
A demonstragao de que 7 é um isomorfismo segue de maneira similar. O]

0

Proposicao 2.13. As sequintes afirmagoes sao verdadeiras

(1) Pgr € projetivo finitamente gerado se, e somente se, 3 € sobrejetora.

(2) Assuma que Pg € projetivo finitamente gerado. Entao:
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(a) B é um isomorfismo de (S, S)—bimodulos;
(b) Q ~ Hompg(Pr, Rg) como (R,S)—bimddulos;
(¢) P~ Homg(rQ,r R) como (S, R)—bimddulos;

(d) S ~ End(Pgr) ~ End(rQ) como anéis.

Demonstragao. (1) Se B é sobrejetiva, entao existem py,...,p, € P e qi,...,q, € @ tais
n n n n

que lg = Zpi%‘ = (sz ®Qi> e, com isso, p = (ZPz‘%’) p = Zpi(%'p)' Pelo

Lema da BESZ Dual (Teoiéna ??), Pgr é projetivo ﬁnitanri;lte gerado. Eéciprocamente,

suponhamos que Pg seja projetivo finitamente gerado. Entao, pelo Lema da Base Dual

(Teorema ?7) e a (PQP)—associatividade, existem py,...,p, € P e q1,...,q, € @ tais que

n n
p= Z pi(qip) = Z piq; | p- Assim, pela igualdade de func¢oes temos
i=1 i=1

s =Y pigi = (sz- ® Qi> :
=1 =1

(2) Omitimos os detalhes da demonstracao deste item, em virtude da demonstragao ser
analoga ao da proposicao anterior.

(a) Andlogo ao item (a) da proposi¢ao anterior.

(b) Para cada p € P, definamos

NP — R
p rwrqp

e A :Q — Hompg(Pr, Rg) por A(q) = A\, para todo g € Q. Pela (QPR)—associatividade
temos que A estd bem definida e segue das (RQP)— e (QPS)— associatividades que A
¢ um homomorfismo de (R, S)—bimédulos. De forma anélogna a Equagao (??7) provamos
que A é injetora. Para cada f € Hompg(Pg, Rg) tome ¢ = Z f(pi)g; e de forma similar

i=1
a Equacao (?77?) temos que \(q1) = f.

Com simples adaptagoes dos itens (¢) e (d) da proposigao anterior, provamos

os itens (¢) e (d) desta proposigao. O
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Defini¢ao 2.14. Dados dois anéis R e S, dizemos que um (R, S)—bimddulo M ¢é fiel-
mente balanceado quando as aplicagoes naturais R — End(Msg) e S — End(gM) sao

1somorfismos de anéis.

Com esta terminologia e as Proposicoes 77 e 77 temos o seguinte resultado.

Corolario 2.15. Se P é um progerador, entao sPr e rQs sao ambos fielmente balance-

ados.

Demonstracao. Segue imediatamente das Proposicoes 77 e 77. O]

Proposicao 2.16. Suponha que Pr seja um progerador. Entao sP, rQ) e Qs sao proge-

radores.

Demonstracao. Suponha Pg um progerador. Vamos mostrar que (Jg é um progerador.
De fato, pelas Proposigoes 7?7 e 77, temos que P ~ Homg(Qg,Ss), R ~ End(Qs) e as
aplicagoes a e  sao isomorfismos. Novamente pelas Proposicoes 77 e 77, aplicadas a
Qs, temos que Qs é um progerador. As outras afirmacoes sao demonstradas de forma

similar. O

Pela Proposicao 7?7 temos que se Pr é um progerador, entao o contexto de
Morita associado a Qs é (S, R, Q, P; B, «). Note que todo contexto de Morita associado

a um progerador é estrito.

2.4 Teoremas de Morita

Teorema 2.17 (“Morita I”). Sejam Pr um progerador e (R, S, P, Q; «, [3) o contexto

de Morita associado a P. Entao

(1) ORrQ : Mr - Mg e d®s P: Mg — Mg sdo equivaléncias de categorias, onde

O®r Q € a equivaléncia de categoria inversa de 1 ®g P.

(2) PorO: gpM —» sMeQ®s0: M — rM sao equivaléncias de categorias,

onde Q ®s 1 € a equivaléncia de categoria inversa de P ®pg .
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Demonstra¢ao. Provaremos apenas o item (1), pois o segundo item é demonstrado se-
guindo os mesmos passos. Entao suponha Pr um progerador e considere (R, S, P, Q; «, )

o contexto de Morita associado a P. Denotaremos [l ®g P por F e L1 ®g Q por G.

Seja U um objeto em Mpg. Entao pelo Teorema 77, temos que

0: (URrQ)®s P — U g (Q ®5 P)

(u®q)®p —u®(¢®p)

¢ um isomorfismo de modulos. Pelas Proposicoes 77 e 77 temos que as aplicacoes Idy ® o

e

v:U®prR —U

URQr = ur
sao isomorfismos de modulos. Desta maneira,
FGU)=U®rQ)®sP~U®r (Q®sP)~U ®rR~U.
Definindo 7y = ¢ o (Idy ® «) o ¢, para todo U em Mg, temos que
7= (v FGU) = U)veovjmpg)

¢ uma familia de isomorfismos. Mais ainda, para cada f € Hompg(Ug,U}) temos que o
diagrama

(U®rQ)®s P~ U

FG(f)L Lf

(U @ Q) ®s P —L>~ U

comuta, pois para quaisquer p € P, ¢ € () e u € U temos que:
flro((u® q) ® p)) = f(ugp) = f(u)qp

T (FG(f) (v ®q) ®p)) = 1o ((f(u) ® q) @ p) = f(u)gp.

Assim, 7 : FG — 1, ¢ um isomorfismo natural.
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Seja V um objeto em Mg. Entao, Pelo Teorema 77, temos que

¢ (Ve®sP)QrQ — V®g(P®rQ)

(v®p)®qg —HVvR(P®Q)

¢ um isomorfismo de modulos. Pelas Proposicoes 77 e 77 temos que as aplicacoes Idy ®

e

”gD/:V@sS —V

VRS +>us
sao isomorfismos de modulos, respectivamente. Logo,
GF(V)=(VRsP)prQ =V ®s (PRRQ)~V 055 ~V.
Definindo oy = ¢/ o (Idy ® ) o ¢/, para todo V em Mg, temos que
o= (oy:GFV) = V)veonjms)

¢ uma familia de isomorfismos. Analogamente, ao que foi feito acima, provamos que

0 :GF — 1y é um isomorfismo natural. m

Antes de enunciar o proximo resultado, lembramos que estamos assumindo

que nossos funtores sao aditivos.

Proposicao 2.18. Sejam R e S anéis Morita equivalentes, via equivaléncia de categorias
F:Mgp— MgeG: Mg — Mg, com G a equivaléncia de categoria inversa de F'.
Considere P = G(Ss) e Q@ = F(Rg). Entdao, F(X) ~ Homg(P, X) como S—mddulos a
direita, para todo X € Obj(Mpg). Em particular, se X = Rp temos @ ~ Hompg(P, R)

como S—mddulos a direita.

Demonstracao. Note que P é naturalmente um R—moddulo a direita e () é naturalmente

um S—moédulo a direita. Defina para cada s € S

fs:S — S

T +— ST
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Definimos a S—agao & esquerda em P por sp = Gpus(p).
Agora, para cada r € R consideramos

v,:R — R

T =TT

Definimos a R—agao a esquerda em ) por rq = Fv,.(q). Como

(rq)s = [Fr,(q)ls = F(v,)(gs) = r(gs)

(sp)r = [Gps(p)]r = Gps(pr) = s(pr)
temos que P é um (S, R)—bimddulo e Q um (R, S)—bimédulo.

Sejam A : 1y, — FG e 7 : 1y, — GF isomorfismos naturais tais que os

diagramas abaixo comutam

X - GF(X) e Y 2. FG(Y)
fj lGF(f) 9\ LFG(Q)
X L GR(XY) Yy M pG(yY),

1) (2)
para quaisquer X, X’ € Obj(Mg),Y,Y' € Obj(Ms), f € Homgp(X,X')eg € Homg(Y,Y").

Para cada X € Obj(Mp) e cada © € FX definamos

Yr S — FX

s TS
e ®x : F(X)— Homp(P,X) por ®x(x) = 75" 0 G(p,) o (72)7L, onde 75+ = 15y 0 G(Ay),
para todo Y € Obj(Mg).

Vamos mostrar que ®x é um homomorfismo de S—modulos a direita. Para
isto, considere ¥x : Hompg(P,X) — F(X) definida por Vx (o) = F(«) o As(1g), para

cada a € Hompg(P, X). E fcil ver que as aplicagoes Ux e ®x estao bem definidas.

Como Hompg(P, X) é um S—mddulo pela S—agao « - s(x) = a(sz), para cada

a € Homg(P,X), s € S ex € P, temos que

a-s(r) = a(sr) = a(Gusr) = oo Gug(x),
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onde ps(2) = sz e com isso a - s = oo G, Assim,

Uy(a-s) = F

onde a quarta igualdade é valida pela comutatividade do diagrama (2) e a sexta igual-
dade é valida pois F'(a) e A\g sao S—homomorfismos. Logo, Uy é um homomorfismo de

S—médulos. Agora, dado yp = Ux(a) temos que ¢,, = F(a) o Ag.

Entao G(py,) = GF(a) o G(\g) e segue que

Px(yo) = 7' ©GF(a)oG(As)o (7)™

= aorgly o Glhs)o (73) ™
= Q.

Portanto, ®x o Wx = Idpom,(px) € isto mostra que ®x ¢ um isomorfismo de S—mddulos

a direita. Em particular, para X = R o resultado segue. O

O resultado acima foi provado pelo matematico K. Morita em [?].
Teorema 2.19 (“Morita I1”). Nas hipdteses da Proposicio 7?7 temos que:
(a) P € um (S, R)—bimddulos e QQ um (R, S)—bimddulo;
(b) Pr e Qs sao progeradores;
(¢) P e @ sao fielmente balanceados, ou seja, satisfazem a Definigao 77?;

(d) F= Homg(P,d) e G = Homg(Q,O);



CAPITULO 2. TEORIA DE MORITA 61

(e) sPr ~ Homg(Q,S) ~ Homgr(Q,R) ¢ rRQs ~ Hompg(P,R) ~ Homg(P,S), como

bimaodulos;
(f) FEORrQ e G=Z0O®s P.

Demonstracao. (a) Segue da Proposigao ?7.

(b) Como R e S sao progeradores temos pela Observacao 7?7 que P = G(S5) e Q = F(R)

sao progeradores.

(c) Pela Proposicao ?? temos que Hompg(P, R) ~ @ como S—mddulos a esquerda, do
item (b) Pr é um progerador e pela Proposigao ?? temos que S ~ End(P).Logo, temos o
contexto de Morita (R, S, P, Q; «, f3) associado a P. Usando o Corolério ?? concluimos

o item c).

(d) Pelo Teorema ?? temos o isomorfismo ¢ : Homg(S, F(M)) — Homg(G(S), M).
Seja M € Obj(Mpg). Entao, para cada x € M definimos

Pz S — FM

S = xS

Assim, pelo Lema ?? a aplicacao p : F'(M) — Homg(S, F(M)) dada por p(x) = p,, para
todo z € M é um isomorfismo. Definamos 7, : F(M) — Hompg(P, M) por Ty := ¢ o p,
temos que 7); é um isomorfismo, para cada M € Obj(M)g. Vamos verificar que 7 : F' —
Hompg(P,0) dado por 7 = (1as : FM — Homg(P, M))nmecobjmy) ¢ uma isomorfismo

natural. De fato, para qualquer g € Homg(M, M’), temos que o diagrama

FM "~ Homg(P, M)
F(g)l Lg*
FM' 2~ Hompg(P, M)

comuta, pois, para todo x € F'M temos pela Proposicao 7?7 que

T © F(9)() = d(prg)) € gx 0T (x) = go(pz) = ¢(Fg 0 pa).
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Por outro lado, F'(9)p.(s) = F(g)(xs) = [F(9)(x)]s = prg@)(s), para cada s € S. Assim,

F(9)ps = prg(x) € com isso o diagrama acima comuta. Consequentemente,
F = Homg(P,0O).
De forma andloga, mostramos que G = Homg(Q, ).

(e) Pelo item (d) temos que F(R) ~ Homg(P,R) e G(S) ~ Homg(Q,S) e pelo Teo-

rema 7 temos que

Homg(Q,Hompg(Q,Q)) ~ Homg(Q, Homg(Q, Q))

Hompg(P, Homg(P, P)) ~ Homg(P, Hompg(P, P)).
Portanto, usando estes isomorfismos e o item (¢) temos que
Homg(Q,S) ~ Homs(Q, Homp(rQ,r Q)) ~ Homg(Q, Homs(Qs, Qs)) ~ Homg(Q, R).
Analogamente, Hompg (P, R) ~ Homg(P, S). Portanto,

P~ Homgr(Q,R) e Q=~ Homg(P,5).

Isto conclui o item (d).
(f) Vamos mostrar que Homg(P,O0) = O ®g Q. De fato, sejam Vg = Q e Us =
Hompg(P, R) como no Teorema ?7. Entao, pelo item (d) os médulos U e V sao iso-
morfos. Logo, Homg(P,00) = Homgr(Homg(Q, R),0).
Pelo Teorema 7?7, temos que Homg(R,0) ®p Q@ = Hom(Hom(Q, R),0) e segue da

Proposicao 7?7 e a transitividade da equivaléncia de funtores temos que [ ®g P =

Homg(Q,0). Portanto, G = [0 ®g P. Analogamente, F' = 0 ®g Q. O

Corolario 2.20. Se Mgz e Mg sao categorias equivalentes, entao rRM e M também

5a0.
Demonstragao. Segue diretamente dos Teoremas de Morita [ e I1. O]

Para o préximo resultado consideramos um contexto de Morita qualquer.
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Teorema 2.21 (“Morita III”). Suponhamos que (R, S, M, M'; T, n) seja um contexto

de Morita com T e u sobrejetoras. Entao sao verdadeiras as afirmagoes.

(1) M € um progerador em Mg;

(2) T e p sao isomorfismos (de bimddulos);

(8) M' ~ Homg(M, R), como R—mddulos a esquerda;
(4) S ~ End(M), como anéis;

(5) M' é um progerador em gpM e em Mg;

(6) As categorias Mp e Mg sio equivalentes.

Demonstragao. (1) Como 7 e 1 sao sobrejetoras, existem x;, 2; € M e y;,y; € M’ tais que
n

ZT(yl-@)xi) =1lpe Zn(zj ®y;) = ls. Defina f : @M—) R por

i=1 j=1 i=1
f (Z mi> = Ty ©m),
i=1 i=1

n n

para todo Zmi € @ M. E facil ver que f é um homomorfismo de R—modulos sobre-
i=1 i=1

jetor. Desta maneira, pelo Teorema 7?7 M é um gerador.

Agora, considere f;(z) = 7(y; ® x), para todo x € M e todo j = 1,..,m. O
conjunto X = {z;, f;}/L,; é uma base dual para M. De fato, pela comutatividade do

diagrama da Definicao 77 temos que

m m

r=lgr = Z’?(zj ® y;)oc = ZZJT(% ® )= szfj(fb’)a
j=1

j=1 j=1

para cada x € M. Portanto, M é um progerador em Mg.

!
(2) Basta verificar que 7 e 1 s@o injetoras. De fato, seja © = ij ® a; € Ker(r),

j=1
l

com w; € M’ e a; € M. Entao, Z T(w; ® aj) = 0 e desta forma temos que
j=1
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l

r= ) (lgw;) ®a

Jj=1

l n
= Z Z (Y @ Ti)w; @ a;

=1 i=1

l n
= D > ymz®w)@a

j=1 i=1

n l
= D )y @n(r®w)a

i=1 j=1

n l
- Zzyz ® x;7(w; ® a;) = 0.

i=1 j=1

Logo, 7 é injetora. Analogamente, 7 é injetora.

3) Para cada x € M’, defina
(

0. M — R

m = 7(x®m)
E facil ver que ¢, € Hompg(M, R) = M*, para cada x € M'. Entao, definindo
o: M — M*

por o(x) = ¢,, para cada x € M’', temos que ¢ estd bem definida. Como 7 é um
homomorfismo de (R, R)—bimdédulos, segue que ¢ é um homomorfismo de R—mddulos a

esquerda.

Se x € Ker(p), entdo 7(x ® z) = 0, para todo z € M. Assim, pela comutati-

vidade do diagrama da Definicao 7?7, temos que

m

x:azlgzz n(z ®y;) = ZT.CE@Z]y]_O
7j=1

j=1

Agora, dado g € M*, tome z( = Zg ;) y] € M'. Entao, pela comutatividade

7j=1
do diagrama da Definicao 77, temos que
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Puo(2) = (20 ©2)

=7 (Z 9(z)y; @ Z)

m

= ) T(9(z)y;©2)

j 1

= Zg )Ty ® 2)
_ ;gw@;@z»
= ;m;g(n(zj@@y;)Z)
y (in@- ® y;>z> — 4(152) = g(2),

para todo z € M. Portanto, ¢,, = g. Isto mostra que M’ ~ M* como R—mddulos a

esquerda.

(4) Para cada s € S, defina

ps: M — M

m +— sm

E facil ver que p, € End(Mg), para todo s € S. Definindo p : S — End(Mg) por
p(s) = ps, para cada s € S e é facil ver que p estd bem definida. Como M é um

(S, R)—bimddulos, temos que p é um homomorfismo de anéis.

Se s € Ker(p), entao sm = 0 para todo m € M. Assim,

m

s=sls=> sn(z@y) =Y n(szy;) =0.

7j=1 7=1

Logo p é injetora. Dado g € End(M), escolha sy = Zn 9(z;) ® y;) € S. Entao, segue
7j=1



CAPITULO 2. TEORIA DE MORITA 66

da comutatividade do diagrama da Definicao 7?7 que

sor = Y _nlg(z) ®y)x
j=1

Portanto p é um isomorfismo de anéis.

(5) Segue do item (3) que M’ ~ M* e usando o contexto de Morita associado a M

obtemos das Proposicoes 77 e 77 que M* é um progerador e com isso M’ o é.

(6) Segue do Teorema Morita I. O

Se U é um R—modulo a direitae S = End(Ug), entao U é um (S, R)—bimddulo.
Para cada f € Homg(U, R) e cada u € U defina
v = f(v)u.

E facil ver que [¢(u) estd bem definida. Assim, para cada f € Hompg(U, R), podemos
definir

Ly U — 8
u ().
Como
Ly(us)(v) = f(v)(us) = (f(v)u)s = T(u)(v)s,

para quaisquer u,v € U, s € S e f € Homg(U, R), temos que I'y € Homg(U, S). Assim,

a aplicacao

I': Homg(U,R) — Homg(U,S)

[ =T =Ty
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esta bem definida. Como
Lis(u)(v) = f(sv)u = fs(v)u e Lyp(u)(v) =r[f(v)u],
para todo u,v € U, s € S, r € Re f € Homg(U, R), temos que
Lps(u) = (fs)u=Ty(u)s e Dpp(u) =r[fu] =rTs(u),
para quaisquer u € U, s € S e f € Homg(U, R). Logo,
Ips=Tys e I'y=rly,

para todo f € Hompg(U, R) e portanto, I' ¢ um homomorfismo de (R, S)—bimédulos.

Analogamente, se R = End(sU), entao temos o homomorfismo de (R, S)—bimédulos
[ : Homgs(U,S) — Hompg(U, R) dada por I')(u)(v) = ug(v), para todos u,v € U e
g € Homg (U, S).

Proposicao 2.22. Com as notagoes acima, seja U um (R, S)—bimddulo. Entdo sdo

equivalentes as sequintes afirmagoes:

a) U é um gerador da categoria rpM;

b) U € um S—mddulo projetivo finitamente gerado e R ~ Endg(U).

Demonstragao. Denotaremos U* = Hompg(U, R) e U' = Homg(U, S).
a) = b) Note que U é um gerador de g M se, e somente se, existem f; € U* e u; € U tais

que
Zfl(uz) = 1g. (2.3)

Pelo Lema da Base Dual (Teorema ?7?) temos que U é um S—mddulo projetivo finitamente

gerado se, e somente se, existem f; € U’ e z; € U tais que

> zifiz) =, (2.4)
j=1
para todo z € U. Escrevendo ¢g; = I'y,, para todo 7 = 1, ..., n, temos pela igualdade 7?7 que

Zuigi(v) = Z Iy, (0)(wi) = Z filui)v = v, (2.5)
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para todo v € U. Assim, U é um S—moddulo projetivo finitamente gerado. Além disso, se

t € End(Usg), entao pela equagao 77, temos que

tv = Ztuigi(v) = Z Ly (v)(tw) = Z fi(tu;)v.
i=1 i=1 i=1
Para cada a € R defina

Yo : U —U

u+— ua.

Logo, t é imagem de ag = Zfi(tui) pelo homomorfismo canoénico ¢ : R — End(Us)
i=1
dado por ¢(a) = ¢,. Como U é um gerador, temos que Ug é fiel. Portanto, ¢ é um

isomorfismo de anéis.

b) = a) Suponhamos que b) seja verdadeiro. Consequentemente, R ~ End(Ug) e se-

gue que [ existe.

Escrevendo f; = F},_ € U, para cada j = 1,...,m. temos pela equacao 77 que
J

v = Z:cjf;(v) = filz)v,

J=t

para todo v € U. Desta forma,p, = ¢1,, com b = Z fj(x;). Como ¢ é um isomorfismo,

j=i

temos que Z fi(xz;) = 1g. Segue da igualdade ?? que U é um gerador. O]

j=i
Um idempotente e em um anel R ¢é dito um idempotente completo, quando

ReR = R.

Exemplo 2.23. Qualquer R—mddulo a direita P projetivo finitamente gerado pode ser

representado como e(R™), para algum idempotente adequado e, onde e € End(R™). Como

End(R")“ ="M,(R) podemos escrever e = (a;;) € M, (R).
Afirmamos que tr(P) =) Ra;R e M, (tr(P)) = M, (R)eM,,(R).

De fato, para mostrar a primeira afirmacgao basta definir e : R" — R" por

e(r+y) =z, para cada x € P ey € Q, pois P® Q = R" para algum submddulo Q) de
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R". Seja aj = e(Ey;) a j—ésima coluna de (a;j). Defina

ijP — R

(215 000y Zn) > 2

E facil ver que f; € Homg(P, R) = P*. Vamos Mostrar que {a;, fiti—1 € uma base dual

para P. Como
- .
E A1n T
1171 + ... + a1,Ty j=1 n Q1n n
T =exr = : = : = E : Tj= § a;fi(z),
n N N
A1 L1+ ... + Qpnn =L ap, J=1
E :anjxj
Jj=1

para todo x = (x1,...,x,)" € P. Provamos assim a afirmagado.

Como {aj, f;}7-1 € uma base dual para P, temos queT' = tr(P) € gerado (como
ideal) pelo conjunto {fj(a;)}j—,. Notamos que fj(a;) = (ay), para todo i,j = 1,...,n.
Munido destas informagoes fica facil obter a igualdade tr(P) =) Ra;;R.

Note ainda que (rE;;)e(Eys) = (rags)Ey, para quaisquer r,s € R e i, j, 1,k =
1,...,n. Disto seque que M, (tr(P)) = M, (R)eM,(R).

Proposicao 2.24. Sejam R e S anéis. Entao sao equivalentes as sequintes afirmacgoes
1) R=S;
2) S ~ End(Pgr), para algum progerador Pr de MRg;

3) S ~eM,(R)e, para algum idempotente completo e de M,,(R).

Demonstracao. 1) = 2) Pela demonstracao do Teorema de Morita I1, temos que End(P) ~

End(S) ~ S, onde P = G(S). Como Ss é um progerador, o resultado segue.

2) = 3) Suponhamos que S ~ End(P), para algum progerador de Mg. Em particu-
lar, P é um R—modulo projetivo finitamente gerado. Assim, podemos identificar P a um
somando direto P de algum R", e escrever P ® P’ = R para algum submédulo P’ de R™.
Também podemos identificar End(R"™) com M, (R). Para simplificar a demonstracdo va-

mos escrever P = P e End(R") = M, (R). Defina 7 : R* — R" por 7t|p = Idp e 7|pr = 0.
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Desta maneira, 7 € End(R") e 7 = 7. Via identificagdo, seja e = (a;;) € M,(R) a

imagem de 7. Pelo Exemplo 77, temos que tr(P) = > Ra;;R e M,,(R)eM,,(R). Como P

é um gerador, temos que tr(P) = R e segue que e é um idempotente completo em M, (R).

Agora, definamos A\ : End(P) — eEnd(R")e por
flx), se zeP
\) ={ @

0, se xelP.
Entao, A é um isomorfismo de anéis. E fAcil ver que A é um monomorfismo de anéis. Dado
g =eg'e € eEnd(R")e, seja [ = (eg’e)|p € End(P), entdao \(f) = g. Portanto, A\ é um

isomorfismo de anéis e portanto, S ~ eM,,(R)e.

3) = 1) Como e € M,(R) é um idempotente completo, temos pelo Teorema de Mo-
rita [ que M,,(R) ~ eM,,(R)e. Pelo Teorema ?? temos que R ~ M, (R). Isto encerra a

demonstracao. O]

Corolario 2.25. Um anel R é Morita equivalente a S se, e somente se, R ~ End(Ps),

onde Ps € um progerador em Mg.
Demonstracao. Segue imediatamente do resultado anterior. O]

Embora o Corolario ?? seja apenas uma reformulagao da Proposigao anterior,
ele possui (na forma que foi enunciado) grande importancia teérica. Pelo Coroldrio 77
podemos descrever todos anéis Morita equivalentes a um anel R e para isso, basta descre-
ver todos os progeradores em Mpg. O Corolario 7?7 descreve entao toda a classe de Morita

equivaléncia de um anel.

O seguinte corolédrio tem grande importancia na teoria de equivaléncia de cate-
goria, pois tanto pode ser usado para dar exemplos de anéis que sao Morita equivalentes,
como também é uma ferramenta poderosa na demonstracao de que uma certa propriedade

nao é Morita invariante.

Corolério 2.26. Para qualquer anel R, os anéis R e M, (R) sdo Morita equivalentes,

para qualquer n € N.

Demonstra¢ao. Como M, (R) ~ End(R") e R™ é um progerador em Mg, segue da Pro-
posicao ?? que R ~ M, (R). O



CAPITULO 2. TEORIA DE MORITA 71

Notamos que o Corolario 7?7 pode ser usado para mostrar que nem toda pro-
priedade é categérica, como por exemplo: o numero de geradores de um médulo e a
propriedade de um médulo ser livre nao sao propriedades categéricas. O Corolario 77
também pode ser usado para mostrar que as algumas propriedades nao sao Morita inva-

riantes, a saber, comutatividade, dominio de integridade ou ser anel de divisao.



CAPITULO 3

Skew Anel de Grupo Parcial

Neste capitulo trataremos de “acOes parciais” de um grupo G sobre uma
algebra A, esta nogao foi definida em [?] e generaliza a definicao de “agdes globais”.
A teoria de agoes globais é amplamente utilizada na matematica, portanto muito rica. Na

Secao 3.1 falamos brevemente sobre agoes globais e o “skew anel de grupo global”.

Um dos interesses de estudo sobre o skew anel de grupo global é estudar quais
condicoes permitem propriedades do anel R “passar” para o seu “skew”. Portanto, este é
também um dos objetivos de estudo do skew anel de grupo parcial. O leitor interessado

em estudar mais sobre essas condi¢oes no caso parcial pode consultar [?].

Os principais objetos desde capitulo sao as agoes parciais e o “skew anel de
grupo parcial”. As principais questoes abordadas sao a associatividade do skew anel de
grupo parcial e a existéncia de “acoes envolventes” para uma acao parcial. O principal
resultado é o Teorema de Existéncia e Unicidade de Envolventes, todos este temas foram
abordados em [?]. Mas, para alcancarmos tais objetivos serao necessarios uma série de

definicoes e resultados.

Neste capitulo A, B, A’ sempre denotarao K —algebras, K um anel comutativo

e G um grupo.
3.1 Acoes Globais

Comecamos esta secao lembrando as defini¢oes de K —&lgebras e homomorfis-
mos de K —algebras. Seja K um anel comutativo, dizemos que um conjunto nao vazio A é

uma K —algebra, quando A for um anel (nao necessariamente associativo e nao necessa-
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riamente com identidade) e K —médulo tal que (ka)b = k(ab) = a(kb) para todos a,b € A
e k € K. E facil ver que todo ideal I de uma K —algebra (com identidade) também é uma
K —algebra. Uma aplicacao entre duas K —algebras f : A — B é um homomorfismo de
K —3&lgebras quando f for um homomorfismo de K—médulos e f(ab) = f(a)f(b), para

todos a,b € A.
A seguinte definigao pode ser encontrada em [?].

Seja B uma K —algebra, Aut(B) o grupo dos automorfismos de B e G um

grupo com elemento neutro 1. Uma Acgao global de G sobre B é uma aplicacao
B:G — Aut(B)
g =By

que satisfaz as seguintes propriedades:

(i) P, = Idp.
(ii) By o Pr(t) = Ban(t), para quaisquer g,h € G e qualquer t € B.

O skew anel de grupo (global) de uma agao § de G sobre uma K —algebra

B, denotado por B *g G, é o conjunto de todas as somas formais finitas Zagég, onde

geG
ay, € B e 0, sao simbolos, para todo g € G. A adicao ¢ definida de maneira usual e a

multiplicagao é determinada por

a5gb(5h = aﬁg(b)égh.

Proposicao 3.1. Sejam B uma K—dlgebra e  uma acdao global de um grupo G sobre B.

Entao B g G € um anel associativo.
Demonstra¢ao. A demonstracao é rotineira. m

Seja [ uma acao global de um grupo G sobre uma K —algebra B. Dizemos
que um elemento b € B é um elemento fixo por [ quando §,(b) = b para todo g € G.

Denotamos o conjunto dos elementos fixos de B por 8 como sendo

BY ={z € B| B,(z) =, Vg € G}.
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Definimos a aplicagao trago global em uma K —élgebra B por

tr: B — B

z Z By(2)

geG

onde GG é um grupo finito e f uma acao de G sobre B.

Notamos que para cada g € G, f, (Z Bh(:v)> = Zﬂgh(x) = Zﬁf(x) )
heG heG fea
Logo, trg estd bem definida e trq(B) C BC.

Como todo anel pode ser visto como uma algebra e vice-versa, vamos a partir
de agora trabalhar ora com anéis e ora com algebras. Com isso, temos que definigoes
acerca de BY e trg sao facilmente adaptadas para o caso em que B é um anel. No
préximo capitulo, para o caso em que B é um anel, mostraremos que o conjunto B¢ é um

subanel B e trg é um homomorfismo de (BY, BY)—bimédulo.
3.2 Acoes Parciais

Nesta secao generalizamos a nogao de agoes globais definidas na Secao 3.1, a
generaliza¢do que apresentamos foi apresentada em [?]. Apresentamos alguns resultados

lteis para o restante deste trabalho.

Definicao 3.2. Sejam G um grupo com elemento neutro 1 e X um conjunto. Uma a¢ao
parcial o de G sobre X € uma colecao de subconjuntos Dy C X e bijegoes ag : Dy—1 — Dy

para cada g € G, que satisfazem:
(P1) Dy, = X ey, = Idx;
(P2) a; (DN Dy1) C D gny-1, para todos h, g € G;

(P3) a0 an(r) = ag(z), para todo x € a;'(Dy N Dy-1) e todos h, g € G.

E comum denotar uma acao parcial de um grupo G sobre um conjunto X por

a={ay:Dy1 = D, | g € G}

Observagao 3.3. 1. Seja a = {ay : Dy-1 = Dy | g € G} uma agdo parcial de um

grupo G sobre um conjunto X. Para qualquer h € G, a;l = ap-1. E facil ver
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que ambas tem mesmos dominios e contra-dominios e a condi¢ao (P3) implica que

04,71 = Qp-1.

2. Notamos que agy € uma extensao de oy o oy, para quaisquer g,h € G. Com efeito,
denote por D (o, 0 ap) € D(ayy) os dominios das fungoes ay o oy, e oy, Tespectiva-

mente. Assim,
D(agoap) ={z € D;' | an(z) € DyNDy-1} = oy (DN Dy-1) C Dgny-1 = D(agy).
Seque de (P3) temos que ayy, estende o 0 ay,.
3. A condi¢io (P2) € equivalente a sequinte condi¢do
(D, N Dy-1) = Dj-1 N Djy-14-1, (3.1)

para todos h, g € G. De fato, se (P2) € satisfeita, entdo oy, ' (D N Dy-1) C Digpy-1

e como ap-1 : Dy — Dy-1, temos que a,:l(Dh N Dy-1) C Dy-1. Asim,
ap-1(Dy N Dy-1) C Dp—1 N Dpy—14-1. (3.2)
Por outro lado, trocando na Equagdo (?7) h por h™' e g por gh obtemos que
ap(Dp-1 N D(gh)—l) C DN Dy

Portanto a condi¢ao (??) € satisfeita. Reciprocamente, se a condi¢do (7?) € satis-

feita, entao (P2) imediatamente satisfeita.

Com a condigao (??) podemos reescrever as condigoes (P1),(P2) e (P3) da

Definigao 77 da seguinte forma:
(P’].) DIG =Xe Q1. = Idx,
(P2) ag(Dy-1 N Dy) = Dy N Dy, para todos h, g € G;

(P’3) g0 ap(x) = agp(z), para todo z € Dy N Dp-14-1 e todos h, g € G.

Na Definicao ?? nao exigimos qualquer estrutura sobre o conjunto X. Porém,

quando trabalhamos com agoes parciais sobre um conjunto com uma estrutura (topolégica,
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algébrica, etc.), devemos requerer que os subconjuntos D, tenham estrutura “compativel”
3 ~ 43 2
e que as bijecoes o, “preservem” esta estrutura. Por exemplo, se X for um espago

topologico, os conjuntos D, devem ser subespacos topolégicos e os a;s homeomorfismos.

Neste trabalho estudaremos agoes parciais de grupos tanto sobre K —algebras
quanto sobre anéis, porém como toda algebra é um anel, convém apenas a seguinte de-

finigao.

Definicao 3.4. Sejam A uma K—dlgebra e G um grupo com elemento neutro 1g. Uma
acao parcial o de G sobre A é uma cole¢ao de ideais D, de A e isomorfismos de
K—adlgebras oy : Dyj—1 — D, para cada g € G, que satisfazem satisfazendo (P1),(P2) e
(P3).

Exemplo 3.5. Vamos construir um exemplo de acdao parcial. Consideramos um grupo
ciclico infinito G =< g > e seja T a dlgebra das matrizes triangulares superiores n X n

sobre um corpo K, com n > 3. Denotaremos por e;; € M, (K) as matrizes elementares.

Sejam os ideais D, = T, Dy = €1, K@ ey, K, Dj-1 = €1, 1 KP e, K e

Dyn = e1,K, para cada m tal que |m| > 1. Definimos para quaisquer x,y € K

1. a1, = [d']’,

2. og : Dygmr — Dy por ag(xer 1 + yer,) = xes, +yer, e ag-1 @ Dy — D1 por

Qg1 (ocel,n + yez,n) = Tein-1 1+ Yein,

3. agm : Dgm — Dgm por agm(xey,) = xey,, para cada m tal que |m| > 2.

Logo, temos uma agao parcial o de G sobre T .

Definicao 3.6. Uma K—dlgebra A € dita semiprima se A nao possuir um ideal nilpo-

tente nao nulo.

Seja A uma K —élgebra unitaria. Um ideal I de A possui unidade se, e somente
se, I é gerado por algum idempotente central de A. De fato, se I possui unidade 1;, entao
é claro que 1; é idempotente e I = Al;. Como [ é um ideal, entao x1;, 1;x € I para todo
x € A. Logo, x1; = 17(217) = (1;12)1; = 1;xe segue que 17 é central em A. A reciproca

¢é claramente verdadeira.
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Daqui em diante (neste capitulo) o = {oy : Dy-1 — D, | g € G} denotard

uma agao como na Definicao ?77.

Lema 3.7. Seja o uma ac¢ao parcial de um grupo G sobre uma K—dlgebra A. Se para

cada g € G, cada D, possui unidade 1,, entao sao verdadeiras as sequintes afirmagoes:

(a) og(14-11y) = 1414y, para quaisquer g, h € G.

(b) ag(an(xlp-11gn-1)) = aglan(lp-1)14-1) = agn(xlgn-1)1ly, para todo g, h € G e
todo x € A.

Demonstragdo. (a) Como « é uma acao parcial temos que ay(Dy-1 N Dy) = Dy N Dgpy,
para todo g, h € G. Como 141y, é a unidade de D, N Dy e 1,-11, € a unidade de

Dy N Dy, temos, pelo fato de que «a, é isomorfismo, a igualdade desejada.

(b) Dados z € A e g,h € G, temos:

aglan(@lp-11gn-1)) = aglan(zlp—)an(lp-11(gn-1))

vog(ap(@ly-1lgr-1)) = ag(@lp-11lgn-1), pois x € Dy-1 N Dgpy—

]

Definicao 3.8. Seja o uma acdao parcial de um grupo G sobre uma K—dlgebra A. O

skew anel de grupo parcial A x, G € o conjunto de todas as somas formais finitas

Z a0y, onde cada ag € Dy.

geG
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1. A adigao € definida por: Zag(Sg + Z bydy = Z(ag +b,)0,;
geG geG geG
2. A multiplicagao € definida por: az04b,0n, = ag(og-1(ag)br)dgn € € estendida linear-

mente.

Na definicao acima os simbolos J, indicam a “posicao” de a, no somatério.
Notamos que ay-1(ag)b, € Dy—1 N Dy, e pela condi¢do (P'2) o produto do skew anel de

grupo parcial estd bem definido.

Note que se uma K —algebra A possui unidade 14, entao 140,,26, = xd, €

2041401, = ag(ay-1(x)14)dy = ag(y-1(2))dy = xd,, para todo g € G e x € Dy,

Lema 3.9. O skew anel de grupo parcial A, G é um anel (nao necessariamente associa-
tivo e unitdrio). Além disso, A *, G possui estrutura natural de K—dlgebra. Finalmente,

se a dlgebra A possui unidade 14, entao A *, G possui unidade 140, .
Demonstracao. A prova é rotineira. ]

Terminamos esta secao identificando a K —algebra A em A *, G. Definamos
a aplicacdo 6 : A — A *, G por 0(x) = xd,., para todo = € A. E f4cil ver que 6 é um

monomorfismo de K —algebras.
3.3 Algebra dos Multiplicadores

Nesta se¢ao estudaremos como a “(L,R)-associatividade” influencia na questao
da associatividade do skew anel de grupo parcial, para tanto serao necessarias algumas de-
finicoes. Apresentamos também alguns exemplos de skew anéis de grupo parciais que nao
sao associativos. Nesta secao consideramos algebras nao necessariamente com identidade

e quando for necessdrio, seremos explicitos ao enuncia-lo(s).

Sejam A uma K —algebra associativa e I um ideal de A. Dado x € A con-
sidere as aplicagoes L, : [ — [ e R, : I — I dadas por L,(a) = za e R,(a) = axz,
respectivamente, para todo a € I. As aplicagoes L = L, e R = R, satisfazem as seguintes

propriedades, para quaisquer a, b € A:



CAPITULO 3. SKEW ANEL DE GRUPO PARCIAL 79
M1) L(ab) = L(a)b;
M2) R(ab) = aR(b);

M3) R(a)b = aL(b).

Tais propriedades sao satisfeitas devido a associatividade de A.

Definicao 3.10. A dlgebra dos multiplicadores de uma K—dlgebra A € o conjunto
M (A) de todos os pares ordenados (L, R), onde L e R sao homomorfismos de K —dlgebras
de A em A e satisfazem as propriedades M 1), M2) e M3). Os homomorfismos L e R sdo

chamados de multiplicador a esquerda ¢ multiplicador a direita, respectivamente.

As seguintes operagoes tornam M (A) uma K —délgebra. Para todos (L, R),
(L', R') € M(A) e A € K, definimos:
1) ML, R):= (AL, AR);
2) (L, R)+ (L', R):=(L+ L, R+R);
3) (L, R)(L', R):=(LolL', RRoR).
A verificagdo de que estas operagoes estao bem definidas e que tornam M(A) uma

K —4&lgebra associativa é imediata. Notamos que mesmo quando a algebra A nao pos-

sui unidade, a algebra M (A) possui unidade (Ida, Idy).

Seja A uma K —algebra e considere a funcao ¢ : A — M(A) definida por
¢(x) = (Ly, Ry). Como L,y =L, 0oL, e R,, =R,0R,, para todo z, y € A, temos que

¢ estd bem definida e é facil mostrar que ¢ é um homomorfismo de K —élgebras.

Definicao 3.11. Dizemos que uma dlgebra A € nao degenerada quando a aplicagcao ¢

¢ injetora, ou seja, para todo a € A, com a # 0, existe b € A tal que ab # 0 ou ba # 0.

Observe que uma K —algebra ser nao degenerada esta intimamente ligada aos



CAPITULO 3. SKEW ANEL DE GRUPO PARCIAL 80
seus anuladores a esquerda e a direita. De fato, temos que
Ker¢ = {zxe A|¢(x)=0}
= {x€A|L,=R,=0}
= {r€A|ra=0=az,Vae A}
= ann'(A) Nann"(A).
Num caso mais geral, seja I um ideal de uma K —algebra A. A aplicacao
v A — M(I)
x +— (Lyy, Ry)
¢ um homomorfismo de K —algebras. Assim, como foi demonstrado para ¢, tem-se
Ker(y) = annly(I) N ann’y(I).
Sejam A uma dlgebra e I um ideal nao nulo e unitario de A. Entao I é um ideal
nao degenerado, pois, para qualquer elemento nao nulo = de I, temos 0 # = = x1; = 1;x.

Proposigao 3.12. Sejam A uma K—dlgebra e o homomorfismo ¢ usado na Defini¢cao

??. As sequintes afirmagoes sao verdadeiras:
(a) ¢(A) é um ideal de M(A).

(b) ¢ € um isomorfismo de K—dlgebras se, e sé se, A é uma dlgebra unitdria.

Demonstracao.

(a) Como A # (), tem-se ¢(A) # 0 e segue que ¢ : A — M(A) é um homomorfismo de
K —4lgebras. Iremos mostrar que ¢p(A)M(A) C ¢(A) e M(A)p(A) C ¢(A). De fato,dados
reAe(L,R) € M(A), temos que L,L = L) e RR, = Rp(y), pois

LyL(a) = L,(L(a)) = xL(a) = R(x)a = Lg)(a)

RR,(a) = R(ax) = aR(x) = Rp()(a),

para cada a € A. Logo (Lg, R;)(L,R) = (Lp(), Rr(z)). De forma andloga, obtemos
(L, R)(Ls, Ry) = (Li(a), Ri(x)). Portanto, ¢(A) é um ideal de M(A).
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(b) Suponha ¢ um isomorfismo. Como (Id4, Id4) é a unidade de M(A), existe z € A tal
que ¢(x) = (Ida,Ida). Assim, (L., R;) = (Ida,Id4) e com isso = 14.
Reciprocamente, suponha que A seja uma algebra unitaria. E facil ver que a inversa de

¢ ¢ dada por ¢~ ((L, R)) = L(14). O

Seja A uma K —4&lgebra associativa (ndo necessariamente unitdria). Dados
(L, R), (L', R") € M(A), estaremos interessados quando a seguinte férmula seja verda-
deira:

RoL=LoR. (3.3)

Observamos que sendo A associativo, a férmula acima sempre vale para os multiplicadores
L, e R,, para todo z,y € A. No entanto, ¢ facil encontrar exemplos onde a férmula (77?)
nao é valida. Por exemplo, considere R? como R—espaco vetorial e defina o produto como
sendo o trivial, isto é, zy = 0, para todo z,y € R2. Neste caso, qualquer transformacao

. , o , . . 01
linear é um multiplicador. Porém, as transformacoes lineares dadas pelas matrizes {O O}

e [[1) ;] nao satisfazem a igualdade (?7).

Definicao 3.13. Uma K —dlgebra A € dita ser (L, R)—assoctativa (ou M(A)—associativa)
se quaisquer dois pares de multiplicadores (L, R), (L', R') € M(A) satisfazem a igualdade
(?7?), isto é, R'o L =LoR.

O leitor dever estar se perguntando o motivo de exigirmos dois pares de mul-
tiplicadores na definicdo acima, se “aparentemente” apenas um par ja bastaria para sa-
tisfazer a igualdade (?7). O motivo desta exigéncia é mais técnica, pois como o leitor
constatard, demonstragoes em que usamos a (L, R)—associatividade se tornariam muito

confusas se utilizassemos apenas um par.

Proposicao 3.14. Uma K—dlgebra A é (L, R)—associativa, sempre que uma das condigoes

a sequir sao satisfeitas:

(1) A € ndo degenerada.

(2) A € idempotente.
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Demonstra¢ao. (1) Suponha A nao degenerada. Dados (L, R), (L', R') € M(A) e a,b €
A, temos que R(L'(a))b = L'(a)L(b) = L'(aL(b)) = L'(R(a)b) = L'(R(a))b. Assim,
R(L'(a)) — L'(R(a)) € ann'(A). De forma similar,

R(L'(a)) — L'(R(a)) € ann"(A).

Portanto, se A é nao degenerada, entdo Ker(¢) = 0. Consequentemente, R(L'(a)) =

L'(R(a)) e RL' = L'R.

(2) Suponhamos que A ¢ idempotente. Entdao, A? = A. Dali, para cada a € A, existem

x;,y; € A tais que a = leyz Para quaisquer z,y € Ae (L,R), (L', R') € M(A),

i=1
temos

R'L(xy) = R'(L(v)y) = L(x)R'(y) = L(zR'(y)) = L(R'(vy)) = LR (zy),
Logo, R'L(a) = Z R L(zy:) = Z LR (z;y;) = LR'(a)
O

Teorema 3.15. Seja A uma dlgebra unitdria. Sao equivalentes as sequintes afirmacoes:

(1) Todo ideal nao nulo I de A é nao degenerado;
(2) Todo ideal nao nulo I de A é idempotente ou nao degenerado;

(8) Todo ideal nao nulo I de A € nao degenerado a direita, isto €, para cada elemento

nao nulo a € I tem-se al # 0;

(4) Todo ideal nao nulo I de A é ndo degenerado a esquerda (definido de maneira

simétrica ao item (3);

(5) A é semiprima.
Neste caso, todo ideal de A € (L, R)—associativo.

Demonstragio. (1) = (2) E imediato.

(2) = (5) Suponhamos que A nao seja semiprima. Entdo, existe um ideal nao nulo I
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em A tal que I" = 0, para algum n € N (tomamos n sendo o menor com essa proprie-
dade), note que n > 2 e I"™1 £ 0. Como I* C I" = 0 para todo k > n, obtemos que
I*"=2 = (. Logo, I"™! é nao nulo e nao ¢ idempotente e nem um ideal nao degenerado,

absurdo! Desta forma, concluimos que A é semiprima.

(5) = (3) Seja I um ideal nao nulo de A. Suponha que exista um elemento nao nulo

a em [ tal que al = 0. Consideramos o ideal J := AaA. Como A possui unidade, temos

que J # 0.

Assim, J? = (AaA)(AaA) = Aa(AAaA) C AalA = 0. O que contradiz a

hipétese de A ser semiprima.

(3) = (1) Seja I um ideal ndo nulo de A. Entdo, por hipétese, existe a € I — {0}
tal que al # 0, isto é, existe b € I tal que ab # 0. Assim, [ é nao degenerado.

As implicagoes (5) = (4) = (1) sao verificadas com argumentos similares aos de cima. [

Considere A e B duas K —algebras tais que existe n : A — B um isomorfismo

de K—algebras. Entao podemos definir a aplicacao 77: M(A) — M (B) dada por

n(L,R) = (nLn~",nRn"),

para qualquer (L, R) € M(A). E rotineira a verificacdo de que 7 é um isomorfismo de
K—algebras. Em particular, se « = {ay : Dy-1 — D, | g € G} é uma agao parcial de um
grupo G sobre A, entdo M (D,-1) é isomorfo a M (D,) para todo g € G, pelo isomorfismo

Q.

Os préximos resultados respondem a questao da associatividade do skew anel

de grupo parcial.

Teorema 3.16. Sejam A uma K—dlgebra e a uma ac¢ao parcial de um grupo G sobre A.

Se cada D, € (L, R)—associativo, entdo A x, G € associativo.

Demonstracao. Comecamos observando que A %, G € associativo se, e somente se, para

quaisquer f,g,h € G, a € Dy, b€ Dy e c € Dy, tem-se:

aéh(bégan) == (aéhbég)céf. (34)
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Notamos que (adnbdy)cdy = [op(ap-1(a)b)ong] ¢ = aung(a(ng)—1 (an(an-1(a)b)c))dngs. Como
ap-1(a)b € Dyp-1 N Dy, entao oy (ap-1(a)b) € ap(Dp-1 N Dy) = D N Dy, e com isso
A ng)-1 (an(ap-1(a)b) = ag-1(ap-1(a)b). Note ainda que ay-1(ap-1(a)b) € Dy-1 N Dy,

e obtemos, (adpbdy)cor = an(ag(ay-1(ap-1(a)b)c))ongy.

Por outro lado,
a6y (bdgcoy) = ady (ag(ag-1(b)c)dgr) = an (an-1(a)ag(ag-1(b)c)) Ongs.

Logo, A *, G é associativo se, e somente se,
(0 (g1 (-1 (a)D))) gy = an (-1 (a) g g (B)c)) By
Como «y, € injetora, a igualdade acima é equivalente a
ag(ag-1(ap-1(a)b)c) = ap-1(a)og(ayg-1(b)c), Va € Dy, b€ Dy ece Dy. (3.5)

Mas para todo h € G, aj-1 é um isomorfismo, e podemos “identificar” a com ay,-1(a),

para todo a € Dj,. Logo, a igualdade (?7) se resume em:
ag(ay-1(ab)c) = aag(ay-1(b)c), Ya € D1, be Dy e c € Dy (3.6)

Como a igualdade (??) nao depende de f e h, podemos escolher f = h = 15 e assim

D, =D; = A

Portanto, A x, G é associativo se, e somente se, a igualdade (?7) é satisfeita,
para todo a € Dy-1 e todo b,c € A. Observe que a igualdade (??) pode ser reescrita

como:
(ago R.oay-1)La(b) = Ly(cg 0 Re 0 cg—1)(b) (3.7)

para quaisquer b € Dy, g € G e a,c € A. As aplicacoes R.(w) = wc e L,(2) = az
definidas, para todo w € Dy-1 e todo z € D, sao os multiplicadores a direita e a esquerda,

respectivamente.

Segue do comentdrio anterior a este teorema que a aplicacao ay 0 R, 0 g1 :
D, — D, pertence a M(D,). Por hipétese, cada ideal D, é (L, R)—associativo. Con-
sequentemente, a igualdade (?7) é sempre satisfeita e assim concluimos que A *, G é

associativo. O
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Corolario 3.17. Seja a uma acao parcial de um grupo G sobre uma K—dlgebra A tal

que cada ideal de A € idempotente ou nao degenerado, entao A x, G € associativo.

Demonstragao. Pela Proposigao 7?7 cada ideal D, é (L, R)—associativo, temos pelo teo-

rema anterior que A *, G é associativo. O

Dizemos que uma K —élgebra A é fortemente associativa se, para qualquer

grupo G e qualquer acao parcial a de G sobre A, A x, G é associativo.

Corolario 3.18. Se uma K—dlgebra A € semiprima, entao A € fortemente associativa.

Demonstracao. Suponha A uma K —algebra semiprima. Entao, pelo Teorema 77 todo
ideal nao nulo de A é idempotente ou nao degenerado. Usando o Corolario ?? temos que

A x, G é associativo. Portanto, a algebra A é fortemente associativa. O

O skew anel de grupo parcial nem sempre é associativo. Podemos constatar

este fato no préoximo exemplo.

Exemplo 3.19. Seja A um K—espago vetorial com base {1,t,u,v}. Defina a multi-
plicacao em A por: v) =’ =2 =tu=ut =vu=ww =0, tv =vt =u e la = al = a,

para todo a € A.

Efafcz’l ver que A € uma K—dlgebra associativa. Sejam G =< g > um grupo tal
que > = 1¢ e I o ideal de A gerado por v. Notamos que I visto como subespaco vetorial
de A ¢é gerado por u e v, pois dado x € I tem-se v = (a + bt + cv + du)v = av + bu, com

a,b,c,d € K, logo I C<u,v>. A inclusao contrdria € imediata.

Agora, considere os ideais D1, = A, Dy = I e defina a agao parcial o de G

sobre A por: ay, = Idy e oy : I — I dada por oy(au+ bv) = av + bu, para todo a,b € K.

Seja z = oy, + udy € Ax, G e usando a multiplicacao definida no skew anel

de grupo parcial vemos que (zz)z =0 e z(zz) = ud, # 0. Logo A x, G nao é associativo.

O préximo resultado fornece uma gama de algebras que nao sao fortemente
associativas. Para isso, denote por T = T'(n,K) o conjunto das matrizes triangulares

superiores n X n sobre um corpo K.
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Teorema 3.20. Para todo n > 3 a K—dlgebra T nao € fortemente associativa.

Demonstracao. Basta mostrar que T %, G nao é associativo para algum grupo G e alguma

acao parcial o de G sobre T.

Considere o grupo G e a acao parcial « definidos no Exemplo ??. Note que

(E1,151GE2,n59)En71,n610 = (El,lEQ,nég)Enfl,nélg = (O)Enfl,nélg = 07

E11614(Bsn6,En1061,) = E1161,(ag(cg-1 (Ban)En12)5,)
= E1015(ag(Ern-1Ep-1,0)0)
= Ey161, (Ozg(E1,n)5g)
=  F11010 100
= Ei11E1,9,

= E1,.0, #0.

Portanto, 7 *, GG nao é associativo. O
3.4 Acoes Envolventes

Nesta secao, apresentamos a definicao de “agoes envolventes” para uma acgao
parcial. Na matematica teoremas de existéncia e unicidade sao muito importantes, como
por exemplo, na Anélise existe o Teorema de existéncia e unicidade para solucoes de uma
EDO com um valor inicial. Aqui apresentamos o resultado provado em [?] e chamamos
de Existéncia e Unicidade de A¢oes Envolventes. Este Teorema responde e caracteriza
quando uma acao parcial possui uma envolvente e é o resultado mais importante desta
se¢ao. Uma vez definida o que é uma agao envolvente, estudamos como uma agao parcial
possuir uma ac¢ao envolvente pode influenciar na associatividade do skew anel de grupo

parcial.

Exemplo 3.21. Dada uma K—adlgebra A e uma acao global B de um grupo G sobre A.
Um ideal I de A é dito f—invariante quando B,(I) = I, para todo g € G. Neste caso,

a acao B restrita ao ideal I define uma ac¢ao global de G sobre I.
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Exemplo 3.22. Considere uma K—dlgebra A e uma acao global B de um grupo G sobre
A. Para cada ideal I de A e cada g € G podemos definir o ideal Dy = 1 N S,(1). E claro
que Bg(Dy-1) = Dy, para todo g € G. Assim, o = {/Bg|Dq_1 : Dy — D, | g € G} define

uma acao parcial de G sobre I. Esta acao parcial € chamada restrigao de 5 ao ideal I.

Assim, dada uma acgao global, sempre é possivel construir uma acao parcial.
Nesta secao, estaremos interessados em estudar a “reciproca”, isto ¢, dada uma acao
parcial a quando é possivel obter uma acao global tal que sua restricao coincida com a.
Para tanto, definiremos objetos e daremos uma série de resultados a fim de responder esta

questao.

Seja 8 uma acao global de um grupo G sobre uma K —algebra B. Considere

B o ideal de B gerado por U Bg4(I), para algum ideal I de B. Dizemos que a restricao

geG
de uma acao global é uma restricao admissivel quando o ideal B; definido acima for

igual a B.

Definigao 3.23. Dizemos que uma agdo parcial & = {0y : D=1 — Dy | g € G} de
um grupo G sobre uma K—dlgebra A ¢ equivalente a uma agao parcial o/ = {aj :
D;_l — Dy | g € G} de G sobre uma K—dlgebra A’ se existir um isomorfismo de dlgebras

p: A— A tal que para cada g em G tem-se:
a) p(Dy) = Dy, para todo g € G;
b) aj 0 p(x) = poay(r), para todo g € G e todo x € Dy-1.

Quando duas acoes parciais « e o forem equivalentes denotaremos por a ~ «o’.

Note que a definicao de agoes parciais equivalentes define uma relacao de equivaléncia.

Definicao 3.24. Uma acdo global B de um grupo G em uma K—dlgebra B é chamada
uma ag¢a@o envolvente (ou globalizacdo) para uma agdo o de G sobre K—dlgebra A se

a restricao admissivel de 5 a um ideal de B € equivalente a .

Observacao 3.25. Em outras palavras, uma acao global B de um grupo G sobre uma
K—dlgebra B ¢ uma ac¢ao envolvente de uma ac¢ao parcial o de um grupo G sobre uma
K—adlgebra A se existe um isomorfismo de dlgebras ¢ : A — I, onde I € um ideal de B,

tal que:
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(1) o(Dy) = p(A) N By(p(A)), para todo g € G;

(II) poay(x) = Byop(x), para cada x € Dy-1 e todo g € G;

(III) B € igual a subdlgebra gerada por U By(p(A)), isto €, B = Zﬁg(cp(A)).

geG geqG

Quando nos referimos a uma agao envolvente 5 de uma agao parcial o é comum
denotar a ac¢ao envolvente por (B, ) e a a¢do parcial por (A, «), a fim de exibir as dlgebras

B e A.

O préximo resultado comeca a desenhar a questao da associatividade do skew

anel de grupo parcial.

Teorema 3.26. Seja [ uma agao global de um grupo G em uma K—dlgebra B. Se 3 €
uma envolvente para uma acao parcial o de G sobre uma K—dlgebra A, entdio A x, G

possui uma copia em B xg G. Em particular, A x, G € associativo.

Demonstra¢ao. Como (B, [3) é uma acao envolvente para (A, «), temos que existe um
ideal I de B e um isomorfismo de K —algebras ¢ : A — I tal que « é equivalente a restrigao

admissivel o de (8 ao ideal I. Defina ¢ : A%, G — T % G por ¢(z) = Z ©(ay)d,, para

geG
cada r = Zag(Sg € Ax, G.

geG

Vamos mostrar que ¥ é um monomorfismo de algebras. De fato, pela multi-

plicagao no skew anel de grupo parcial e pela propriedade (/) acima temos que

¢(ag(sgbh5h) = ‘p(ag(ag‘l(ag)bh))(sgh =@o ag<ag‘1(ag)bh)5gh
= /69 © Qp(ag*(ag)bh)égh = 59(90(6%*1 (ag)bh»(sgh
= Bylpoag-1(ag)eo(bn))dgn = Be(Bg-1 0 plag)e(bn)dgn)
= plag)oyp(bn)on = P(ag0y)1(bndn)-
Afirmamos que ¢(1g)d;, ¢ a identidade de (A %, G). Dado x = ng(ag)ég € Im(vy),

geG
observamos que ¢(a,4) € @(Dy-1) = p(A) N Bg-1(p(A)).
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Assim, para todo g € G, p(a,) = B,(¢(by)), para algum b, € A e segue que

z[p(1a)d1,] = Z p(ag)ogp(la)dng = ZW(%)69<90(1A))59
geG geG
= By(p)By(e(1a)5, = B,((by))5,
= Z 90(%)59 =2x.

Analogamente, ¢(1g)d;,x = . Logo, 1 é um homomorfismo de anéis.

Vamos verificar que ¢ é injetora. Com efeito, seja x = Zagég € Ker(y),
geG
logo ¢(z) = 0, e portanto 0 = Zgo(ag)ég. Como ¢ é um isomorfismo e B *5 G =
geG
@(p N By(p(A))d, temos que a, = 0, para todo g € G. Consequentemente, x = 0 e
geG

Ker(y) = 0.

Segue da Proposigao 77 que B x5 G é associativo, logo A *, G 0 é. n

Lema 3.27. Se uma K—dlgebra A € uma soma finita de ideais em que cada ideal é uma

K —dlgebra unitaria, entdo A possui unidade.

Demonstrag¢ao. Sejan o nimero de ideais tais que A = E J;. Vamos mostrar por inducao
i=1
sobre n que o lema é verdadeiro. Se n = 1 é imediato. Vamos mostrar para o caso em

que A =1+ J, com [ e J ideais unitarios de A. Sejam 1; e 1; as unidades de I e J,

respectivamente.

Agora iremos constatar que 14 = 1;+1; — 1;1;. Dado a € A, a = x + y para

algum x € [ ey € J, temos

a(l;+1;,—1;1;) = (v+y)(1r+1;—1,1,)
= zl;+xl;—2l1; +ylr +yl; —ylrly,
= v+y+axl;—al;+yl; —yly
= 24y

= CL7

analogamente (1; + 1; — 1;1;)a = a. Agora, suponha que seja valido para k < n — 1.

Verificaremos que também ¢é valido para n.
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n n—1
Se A = Z‘]i’ entao A = S,,_1 + J,, onde S,,_; = Z‘]i‘ Por hipotese de

i=1 i=1
indugao S,,—1 possui unidade 1g, ,. O restante da demonstracao segue do cason = 2. [

Terminamos esta se¢ao com uma resposta definitiva sobre a questao da existéen-

cia de uma acao envolvente.

Proposicao 3.28. Seja A uma dlgebra unitdria. Se wma ac¢ao parcial o = {ag : Dy-1 —
D, | g € G} de um grupo G em A admite uma envolvente (B, 3), entdo cada D, é uma

algebra unitdria.

Demonstracao. Seja (B, ) uma envolvente de (A,«). Entao existe um isomorfismo de
K —élgebras ¢ : A — I, para algum ideal I de B. Vamos verificar que ¢(14)5,(¢(14)) é
a unidade de ¢(A) N B,(p(A)), para todo g € G. Como ¢(D,) = ¢(A) N B,(p(A)), para
cada g € G, temos para cada y € p(A) N By(¢(A)) que y = ¢(a) = B,(¢(b)), para algum
a,b € A. Logo,

yp(14)By((1a)) = @(a)By(w(1a)) = Be(@(b))Be(e(1a)) = By(p(b)e(1a)) =y

©(14)By(0(1a))y = ¢(14)By(¢(1a))By(0(b)) = ©(14)By(0()) = w(1a)p(a) = y.

Portanto, ¢(14)8,(¢(14)) é a unidade de ¢(A) N B,(¢(A)). Como ¢ é um isomorfismo, o

resultado segue. O

Proposigao 3.29. Sejam A uma K—dlgebra unitiria e o uma acdao parcial de um grupo

G sobre A. Se cada D, € uma dlgebra unitdria, entao o admite uma agdo envolvente 3.

Demonstragao. Suponha que D, possui unidade 1,, para cada g € G. E claro que cada
1, estd no centro de A, logo D, = 1,A.

E f4cil ver que o conjunto F = {f:G— A| féfungdo} é uma K —algebra

com as operagoes: (f + f')(x) = f(h) + f'(x), (ff')(x) = f(x)['(x) e (Af)(x) = Af(2),
para quaisquer f,f' € F, A € K ex € G. Para cada z € G, 1x(z) = 14 é a identidade
de F.

Para cada g € G, defina 8, : F — F por B,(f)(z) = f(g7'2), para todo z € G
e feF.Paracada f, fy € F, k€ K e z € G temos que

Bo(f + 1)(2) = (F+ fi)(g7'2) = flg"'2) + filg'2) = By(f)(2) + By(f1)(2)
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Bo(ff)(2) = ()97 2) = g7 2) filg™"2) = By(f)(2)B(f1)(2)
Be(17)(2) = 1x(g7"2) = 14 = 15(2)
By(kf)(2) = kf(g™"2) = kBy(fi1)(2).
Como ;! = B,-1, para qualquer g € G, temos que a funcio 8 : G — Autx(F) dada por
B(g) = By, para todo g € G, estéd bem definida.

Agora, mostraremos que [ define uma acao global de G sobre F. Basta ver

que para quaisquer g, g; € G tem-se By4, = 40 By, . Como para todo f € F etodo z € G
Bogr () (2) = fgr 97" 2) = B (F)g7"2) = By 0 Beu (£)(2)-

Defina ¢ : A — F por ¢(a) : G — A, onde ¢(a)(g) = a,-1(al,) para cada
a € Aecada g € G. Assim como mostramos que [ estd bem definida mostra-se que ¢
estd. Vamos mostrar que ¢ é um monomorfismo de K —algebras. De fato, para quaisquer

a,be A ke K e g e G temos que

pla+b)(g) = agi(aly+0bly) = ag1(aly) +ay-1(bly) = [p(a) + ¢(b)](g)
p(ab)(g) = ag-1(algbly) = ag-1(aly)ag-1(bly) = [p(a)p(b)](g)

p(ka)(g) =  ag-1(kaly) = kay-1(aly) = [kep(a)l(g)-

Se p(a) = 0, para algum a € A, entdo o,-1(aly) = 0, para todo g € G. Logo, a = 0 e

portanto ¢ : A — p(A) é um isomorfismo de k—algebras, com 1,4y = ¢(14).

Agora, considere a subalgebra B de F gerada por U Bg(p(A)). Vamos mostrar

geG
que a restricao de 5 a B é uma envolvente para «. Para simplificar a notagao, denotaremos

a restrigdo de  a B por . Vamos verificar as condigoes (I), (II) e (III) acima.

(I) Byop(x)=poayx), paratodo z € Dy-1 e g € G.

Com efeito, para todo h € G, g0 ¢(x)(h) = ap-14(x14-15). Pelo Lema ?7 temos
que
poay(z)(h) = g (ag()1n) = an-14(zl4-1p),

para todo g,h € Gex € Dy1.
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(1) ¢(Dy) = ¢(A) N By(p(A)), para cada g € G.

A inclusao ¢(D,) 2 p(A) N By(¢(A)) é imediata. Dado y € ¢(D,) temos que
y = ¢(a), para algum a € D, C A. Escrevendo b = a,-1(a), temos pelo Lema 77

que para cada h € G,

By(p(0))(h) = @(b)(g™"h)
= ap1g(blg1p)
= apery(ag-1 (@)1, 1p)
= i (ay(1,-11,1)
—
— apa(aly)

= »(a)(h).

Portanto, B,(¢(b)) = ¢(a) e consequentemente y € ¢(A) N By(p(A)). Isto mostra a

igualdade desejada.
A condigao (III) é satisfeita por construgao.

Resta mostrar que ¢(A) ¢ um ideal de B. Como ¢ é um homomorfismo de
K —algebras temos que go(A) é uma subalgebra de B e portanto basta mostrar que para
todo y = p(d) € ez = Zﬁgz (x;)) € B tem-se yz,zy € p(A). Para isso, é
suficiente mostrar que ¢(a’)B,(¢ ( )) By(p(z))p(a’) € ¢(A), para cada o',z € A. Para
cada h € G

Byle(@))p(d)(h) = [By(e(x))(h)][p(a’)(h)]
= a1 (a'1n))
= oty (@lg-1) Ln-1glp-r0-1 (a'1y)
= apory(@ly1n)ap-1g(1y-1nly-1)ap-1(a'ly)  (pelo Lema ??)
= ooty (@lyoapl g1 )ap-(a'1y)
= i (ag(@l, ) ) an-1(a'1y)
= i (ag(l,-1)a'ly)

= SO(O‘g(Ilgf1 )a')(h).
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Logo, By(p(x))p(a’) = ¢(ay(xl,-1)a"). Analogamente,

p(a)By (7)) = pla’ag(lg-1)).

Isto conclui a demonstracao. O]

Teorema 3.30 (M. Dokuchaev; R. Exel [Existéncia e Unicidade de Envolventes]).
Seja A uma dlgebra unitdria. Entao uma ac¢ao parcial o de um grupo G em A admite
uma envolvente 3 se, e somente se, cada D, (g € G) é uma dlgebra unitdria. Além disso,

se B existir, entdo ela € unica a menos de equivaléncia.

Demonstracao. FExisténcia: Segue imediatamente das Proposigoes 77 e ?77.

Unicidade: Sejam (B, ) e (B', ') envolventes para (A, «). Sejam f3; a res-
tricdo de [ ao ideal p(A) e ] a restricdo de f' ao ideal ¢'(A), onde ¢ : A — B e
¢+ A — B’ sao os monomorfismos de K —a&lgebras provenientes da definicdo de acao

envolvente. Denotaremos [, e 3] por e 5. Segue da Observagao 77 que

B=) B,(p(4)) e B'=) B(¢'(A)

geG geG

Defina ¢ : B — B por
¢ (i 5’1.(901(%‘)) = iﬁgi@(ai))a
i=1 i=1
para todo a; € A. Vamos mostrar que ¢ estd bem definida, isto é, se Zn: ﬁgi(go’(ai)) =0,
i=1
entao zn:ﬂg(cp(ai)) =0
i=1

Com efeito, se ZB '(a;)) = 0, entao Zﬁ "(a;))B,(¢'(a)) = 0, para

quaisquer a € Ae h € G. Aphcando B, -1 a tltima 1gualdade temos que

Zﬁhl ;)¢ (a) = 0.

Como ¢'(A) é um ideal de B’ temos que 3, 1, (¢'(a:))¢'(a) € ¢'(Dp-1,).



CAPITULO 3. SKEW ANEL DE GRUPO PARCIAL 94

Além disso, ¢'(1,-1,,) é a unidade de ¢'(Dp-1,4,). Assim,

B, (¢ (ai)) @' (a) = By, (¢'(0i)¢' (1n-14,) ¢ (a)
= Bho1y,(¢'(a:) ¢ 0 a1, (1 -1,,)¢ (a)
= Bho1y, (¢'(@i) Br-rg, 0 ©'(1-1,)¢' ()
= By, (@ail-1,))¢ (a)
= ¢oaig(aily1,)¢'(a)

= ¢(ap-14(a;l ;1h)a).

Analogamente, 14, (¢(a:))p(a) = @(ap-14,(ail -1, )a).

Entao

0= Z,@h 1 Z ’(a) = 90’ (Z Qp-1g, (ailgilh)a> .
i=1

n
/ 7 . . _ .
Como ¢’ é injetora, temos que E ahflgi(ailg;lh)a = (. Assim,
i=1

Z Bh_lgi(gp(ai)%o(a) = Z Qp(ah_lgi<ai1g;1h)a) =0,

logo aplicando ), na tltima igualdade obtemos que, para todoa € Ae h € G,

Zﬁgl (a:))Bn((a)) = 0. (3.8)

Seja B a subdlgebra de B gerada por Uﬁgi(gp(A)). Desta maneira, Zﬂgi(go(ai)) € B
i=1 i=1
e pelo Lema ?? B possui unidade. Portanto, segue do fato de B possuir unidade e da

igualdade (??) que Z By (0(a;)) = 0 e assim ¢ estd bem definida.
i=1
Agora, defina ¢/ : B — B’ por ¢ (Z By (¢ > Z By ( ). Seguindo
0S mesmos passos para mostrar que ¢ estd bem definida, mostramos que ¢ estd bem

definida. A verificacdo de que ¢ e ¢’ sdo mutuamente inversas é imediata.

Vamos mostrar que ¢ é um homomorfismo de K —algebras. A verificacao das
seguintes igualdades é imediata: ¢(b + V') = ¢(b) + ¢(b') e ¢p(kb) = ke¢(b), para todo
bt/ € B' e k € K. Vamos mostrar que ¢(bb') = ¢(b)p(b'), para todo b, € B’. De fato,
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como A; := p(A) é um ideal de B e Ay := ¢/(A) um ideal de B’, temos

OBy ()51, (y)) = By () Bn(y)

e que, para todo x,y € Ay el € G,

2Bi(y) = LxBi(y) = BB (Liw)y) = Bl (Lix)y).

Desta maneira

69(x)ﬁh(y) = Bg(xﬁgflh(y)) = ﬁg(ﬁgflh(ahflg(lgflhx)y)) = 6h(ah*19(1g*1hx)y)'

Analogamente, 3, (z)8,(y) = By, (an-14(14-142")y’), para quaisquer 2’,y" € Ay e g,h € G.

Isto mostra que ¢ isomorfismo de K —élgebras.

Vamos verificar as condig¢oes da Definicao ?77?.

a) ¢(¢'(A) N B(¢'(A))) = p(A) N By(p(A)), para todo g € G.

Como ¢(¢'(A)) = p(A), ¢(B,(¢"(A))) = By(w(A)) e ¢ é injetora temos a igualdade

desejada.

b) ¢ o By =By o ¢ em p(A) N By-1(p(A)).

Para cada z € ¢(¢'(A)NB,-1(¢'(A)), temos que z = [/

-1(#'(a)), para algum a € A.

Assim,

O proximo exemplo se refere a uma acao parcial de um grupo finito sobre um

anel com identidade que nao admite uma acao envolvente.

Exemplo 3.31. Um exemplo de uma a¢ao parcial que nao possui envolvente. Seja K =7
e considere R = K x K. Note que R = Ke; & Kes com e; = (1,0) ea = (0,1) possui
unidade (1,1). Sejam G um grupo ciclico de ordem 3 gerado por g e os ideais D1 = R,

Dy =0x9Z e Dy =92 x 0. Definindo oy = Idg e

1. ag: Dy — Dy por oy(0,92) = (92,0) para todo x € K,
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2. ag2: Dy — D2 por a2 (9y,0) = (0,9y) para todo y € K.

Efdcil ver que isto define uma acao parcial o do grupo G sobre R. Como o ideal Dy nao

possut unidade, seque que o nao possui acao envolvente.

Seja R um anel. Dizemos que dois idempotentes x,y € R sao idempotentes

ortogonais quando yzr = zy = 0.

Exemplo 3.32. Seja K um anel comutativo e considere o anel R = Key @& Key ® Kes
onde ey, ey € ez sao idempotentes ortogonais nao nulos com soma igual a um. Seja G =
{1,9,9% ¢*} um grupo gerado por g. Defina os ideais D1 = R, D, = Ke; ® Key, D2 =
Key @ Kes e Dgs = Key @ Keg e os isomorfismos oy = Idg e

1. ag: Dy — Dy dada por ay(er) = ez e ag(es) = e
2. agp: Dy — Dgpe dada por agz(es) = e1 e agz(er) = es;
3. ag : Dg — Dy dada por agyes) = e3 e ag(es) = es.
E rotineiro verificar que isto define uma acdo parcial o do grupo G sobre R. Como R e

cada ideal definido acima possui unidade, temos pelo Teorema 77 que o possui uma a¢dao

envolvente.



CApPiTULO 4

Contexto de Morita e Acoes Parciais

Neste capitulo estudaremos um pouco sobre extensoes de Galois para anel,
onde seguimos a definigdo dada em [?]. Veremos no Teorema ?? (resultado principal
deste trabalho) como um anel R ser uma “extensdo de Galois parcial” de um subanel K
pode influenciar na questao dos anéis K e R %, G sejam Morita equivalentes. Para tanto,
definiremos as extensoes de Galois parciais e construiremos um contexto de Morita para
os anéis R* e Rx,(G. A construcao do contexto de Morita que nos referimos anteriormente

foi feita em [?].

Salientamos que o nome extensoes de Galois parciais é mais uma “homenagem”
do que uma generalizacao da Teoria de Galois que conhecemos. Ainda neste capitulo
definiremos “elementos invariantes” por uma agao parcial. Porém, este nome ¢ dado

apenas para seguir o caso global.
4.1 Aplicacao Traco e Subanéis Fixos

Nesta secao assumiremos que cada K —4algebra R é associativa e possui unidade
(na maioria das vezes nos referiremos a R apenas como anel). Em toda esta segdo G sera
um grupo finito e o = {ay : Dy-1 = Dy | g € G} uma acao parcial de G sobre R com
envolvente (7', §). Desta forma, cada ideal D, possui unidade 1,. Comecaremos definindo
dois subanéis importantes para o restante deste trabalho. Como assumiremos que « possui
uma envolvente (7', 5), poderemos identificar R com um ideal de T" e por este motivo, de

agora em diante, assumiremos que R é um ideal de T

Com a identificagao acima, podemos reescrever a Observacao 77 da seguinte

97
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forma:

(I) D, = RN B,(R), para todo g € G;
(II) ay(x) = By(x), para cada x € Dy-1 e todo g € G;

(III) T é igual ao subanel gerado por U Bg(R), isto é, T' = Zﬁg(R).

geG geG
E facil ver que 1, = 1rB,(1g) para todo g € G.
Nesta secao usaremos argumentos similares ao utilizados em [?] e [7].

Seja  uma agao global de um grupo G (finito) sobre uma anel 7. Lembramos
a seguir as defini¢oes do conjunto dos elementos fixos de T" por 3 e a definicao da aplicacao

trg dadas no capitulo anterior.

T¢ ={z €T | By(x) =2, Vg € G}

t?“c;iT — T

z Zﬁg(z).

geG
Embora para definir o conjunto 7% nao seja necessario exigir que G seja finito, faze-
mos tal exigéncia aqui, motivados por esta condicao ser necessaria para o restante deste
capitulo. Inspirados no caso global, “generalizamos” a seguir a definicdo do conjunto T¢

e a definicao da aplicacao trq.

Seja o uma agao parcial de um grupo G sobre uma K —élgebra R. Dizemos que
um elemento r € R é um elemento invariante por o (ou a—invariante) se ay(rly-1) =
rly, para todo g € G. Denotamos o conjunto do elementos invariantes de R pela agao

parcial a por

R* ={zx € R| ay(zl,~1) =21, Vg e G}.

Definimos a aplicacao trago parcial por

tr : R — R

r Z ag(zly-).

geG
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Note que, para cada g € G, tr,(R) C R*. Com efeito, temos pelo Lema ??7 que

ag(tra(y)ly—1) = a4 (Zah(y1h1)1g1>

heG

= Z O‘g(ah(ylh—l)lg‘l)

heG

= Zagh(yl(gh)—l)lg

heG

= > syl = tra(y)1,,
feag

para todo y € R. Logo, tr,(R) C R".

A justificativa do lema abaixo segue passos simples e portanto omitimos sua

demonstracao.
Lema 4.1. Os conjuntos R® e T sao subanéis de R e T, respectivamente.

Observagao 4.2. Seja (T, ) uma a¢ao envolvente para a agao parcial (R, ). Como T

¢ gerado por U Bg(R), temos que T = Z@Q(R). Escrevendo G = {g1 = 1¢, 92, -+, n},

geG geG
seque do fato de que cada B, (R) possui unidade e do Lema ??7 que T possui unidade .

Observe que sen =2, entdo 1y = 1g + By, (1r) — 1rfB,, (1r).

Sen =3, entao

lr = 152 + 693<1R) - 152593<1R)
= 1p+ 592(11%) - 1R592<1R) + 693<1R) - <1R + 592(11%) - 1R592<1R))593(1R)
= 1R + 592<1R) + Bg3<1R) - 1R592<1R) - 1Rﬁg3<1R) - 592(13)693(113)

+1R692 (13)593 (1R)>

2
onde Sy = Zﬁgi(R)
i=1

De modo mais geral, temos

lp = Z > (=) By, (1r) -+ By, (1r).

=1 i1<---<qg

Agora, considere os elementos:
e1 = lr, €2 = (I0 = 1r)Bg, (1) €3 = (v — 1g)(1r — By, (1r))Bgs (1R), - €5 = (1r —
1g) - (1r — By,_,(1r))By,(1r), para todo j = 2,...,n
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Se Z < j, entdo € = <1T — 1R)(1T — 591.71(13))591,(1]{) e €j = (1T —
1g) - (Ip—Py,_,(1r)) - - - (Io—Pg,_, (1)) By,(1r). Como By, (1g) € um idempotente central
em T e By,(1g)(1r — By, (1r)) = 0, temos que e;e; = 0.

Como para todo j =1,...,n
(1r — By, (1r))?* = 11 — By, (1) — By,(1r) + By, (1r)? = 17 — By, (1r),

temos que e; € idempotente para todo j = 1,...,n. Assim, o conjunto {es, ..., e,}
¢ um conjunto de idempotentes centrais dois a dois ortogonais em T. Notamos que e; =
0;8y,(1r), com 0; = (1p — 1g)--- (1 — By,_,(1r)), para todo j = 2,....n e que 0; =

0;_1 —ej_1 para todo j =2,...,n

Vamos mostrar por inducao sobre n, que 1y = GB €;-
i=1

Sen =1 ¢ imediato. Suponha que seja vdlido para todo k < n — 1, isto €, se
k

Sk = Zﬁgi(R) entdo lg, = @ e;. Vamos verificar que € vdlido para n.
= i=1

Notamos que para todo j = 2,...,n, e; = (1 — 1g,_,)B,,(1r) onde S;_1 =
Z Bg.(R). Verificamos este fato por indugao sobre n. Paran = 2 é claramente satisfeito.

S&pondo valido para todo k < n — 1, vamos mostrar valido para n. Como

en = On-1B,(1R)

On-1— 0184, (1r)) By, (1r)

On-1 — €n-1)0,,(1R)

On—2 = On—20y, ,(1r) — en-1)By,(1r)
On-2 — €n—2 — en1)B, (1r)

(
(
(
(

n—1
= Zel By (1) pela hipotese de indugdo
=1

= (lT_ Snﬂ)ﬂgn(lR)v

a nossa afirmacao seque.

Pela demonstra¢ao do Lema 7?7 temos que 1p = 1g, | — Bn(1r) — Bn(1r)1s, ,
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onde S,_; = Z By, (R). Logo,
—1

lp = 1g,, — Bu(lg) — Bu(lr)1s,_,

= 15‘”71 + (1T - 1Sn,1)5n(1R)

= 6_961 + (Ir = 1s,_,)Ba(1r)
i=1
n—1
= @ e +ey
=1
= éei.
=1

n

Portanto, 17 = @ e;.
i=1

Agora, para cada x € T, podemos definir a aplicacao ¥ : T — T por

Z > (1) By, (1) -+ By, (11)By, ().

=1 1<+ <Zl

A aplicacao ¥ é claramente um (7%, T%)—homomorfismo de modulos e V(1 R)

1. Por um processo de indugao andlogo ao de cima mostramos que ¥ (z Z By, (x

Lema 4.3. Seja a uma ag¢ao parcial de um grupo G sobre uma K—algebra R com envol-

vente (T, B). Entao

(a) tr¢ : T — TC e tr, : R — R* sao homomorfismos de (T, T%)— bimddulo e

(R, R*)—bimddulo, respectivamente.
(b) tro(x) =trg(x)lg, para cada x € R.

(c) trq(T) =trg(R).

Demonstragao. (a) Como oy e ; sao homomorfismos de K —algebras, para todo g € G,
segue imediatamente que trg(z + ky) = trg(x) + ktrg(y) e tro(a+ kb) = tra(a) + ktry(b),
para quaisquer z,y € T, a,b € R e k € K. desde que o,(z1,-1) = 21, e fy(w) = w, para
quaisquer z € R, w € T% e g € G, temos que trg(rw) = trg(r)w, trg(wr) = wtrg(x),
tra(2y) = 2tro(y) e tro(yz) = tro(y)z, para todos x € T, y € R, 2 € R* e w € T e isto

mostra o item (a).
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(b) Como  é uma envolvente para « temos que para todo € R

tro(x Zag (x14-1) Zﬁg(xlg_l Zﬁg z)fg(1,-1) Zﬁg J1g1lp = trg(z)lpg,

g€G geG geG geG

onde a ultima igualdade segue de f,(x)1g € B,(R) N R = D,.

(¢) Dado y € trg(T), existe z € T tal que y = trg(x). Como T' é gerado por U Ba(R)

geG
k
temos que x = Zﬁgi (r;), com rq,...,rx € R. Assim,
i=1
tra(r) = Y Bu(x)
heG
k
= DD BulBalr)
heG i=1
k
- 3 (T
i=1 \heG
k
- 3 (Snen)
i=1 \feG
k
= ) (tra(ry)) € tra(R).
i=1
Logo, trg(T) C trg(R). Como a inclusao contréria ¢ imediata temos a igualdade. O

Proposicao 4.4. trg é sobrejetora se, e somente se, try, o €.

Demonstragao. Pelo item (a) do Lema 7?7 é suficiente mostrar que 17 € trg(T) e 1 €
tro(R). Suponhamos que trg seja sobrejetora. Entao existe ¢ € T tal que 17 = trg(c).

Segue do Lema ?? (c) que existe d € R tal que trg(c) = trg(d) e com isso, pelo 7?7 (b)
lp =171 = tTg(d)lR = t?“a(d) € tT’a(R).

Por outro lado, se tr, é sobrejetora, existe d € R tal que 1g = tr,(d'). Disso e do
Lema ?? (b) 1gr = trg(d’)1g. Usando a aplicagao ¥ definida na Observacao 77 temos que

U(1g) = 11 e temos que

lp = U(1p) = U(tre(d)1p) = U(1p)tre(d) = tra(d) € tra(T).
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Lema 4.5. Sdo verdadeiras as sequintes afirmacoes:

(i) Se tro(1g) € invertivel em R, entao existe ¢ € R* tal que try(c) = 1g;

(i) tro(z) = tro(ay(z)), para todo g € G e x € Dy-1.

Demonstragao. (i) Escreva b = tr,(1g) e por hipétese, b= € Re bb™! = 1. Sejac=b""'.
Entdo, para cada g € G, a4(cbl—1) = ay(1gly-1) = 1,, logo ay(cly-1)ay(bl,-1) = 1,.
Como a,4(bl,-1) = bl,, para todo g € G, temos que o, (cl,—1)b = 14, ou seja, oy(cly,—1) =

b~'1, = cl,. Logo, ¢ € R* e portanto, tr,(c) = ctro(1r) = c¢b = 1p.

(¢7) Para cada g € G e x € Dy-1 temos que

tralag(x)) = Y on(ag(zly1)l,-)

heG

= Zahg(.flgflh71>1h pelo Lema 77 (b)
heG

= Zau(xlu_l)lug_l

ueG

= ) on(wl )Ly

ueG

= Zau(mlu_l)au(lu_l 1,-1) pelo Lema ?7(a)

ueG

= Zau([ﬁlu—l)

ueG
= tro(x).

]

A demonstragao do proximo resultado foi inspirada no , ¥ denota a aplicacao

definida na Observacao ?77.

Teorema 4.6. Seja o uma ag¢ao parcial de um grupo finito G sobre uma K —dlgebra R
com envolvente (T, ). Entdo a restrigao da aplica¢io ¥ ao subanel R* € um isomorfismo

entre R e T®. Em particular, T91z = R®.

Demonstracao. Escrevendo G = {¢1 = 1g,92,...,9n}, segue da Observagao 77 que

n
U(z) = Z Bg:(z)e;, para todo x € T. Denotaremos sua restrigao ao conjunto R* também
i=1
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por U. Como os elementos e}s sao idempotentes ortogonais, temos que

Zﬁgl ry)e Zﬁgz ) By, (y (Z By, (x ) (Z By, <y>ej> = U(z)U(y),

para todo z,y € R*. Logo, ¥ é um homomorfismo de anéis.

Notamos que

Brw)1r = Br(y)Br(1r)1r = Br(y)1s = ay(yls—) = yly = yBs(1r), (4.1)

para todo y € R® e f € G. Tomando f = h~'g na igualdade (??) obtemos que

By(2)Br(1r) = By(1r)Bn(x), (4.2)
para todo h,g € G e todo z € R*.

Agora, consideramos um conjunto {iy,...,it} C {1,...,n}, com 1 < i <
- <, < n. Aplicando 3; em cada elemento da sequeéncia (8y, (1r), - - ., Bg_, (1r); By, (7)),
para qualquer g € G e x € R®, obtemos uma nova sequéncia de tamanho k e indices
J1,---,Jk N0 conjunto {1,...,n}. Reordenando esta sequéncia de forma crescente (e
usando a igualdade ?? caso seja necessario para manter J aplicado em x com “maior”
indice) obtemos a sequéncia (8, (1r); ..., By, (1r), By, (7)) com 1 <uy < -+ <y <.
Assim, segue das contas feitas acima que

By(T(x)) = (Z > (=18, (1g) - ﬁgilumﬁgil(as))

=1 11<-<13g

= Z S (=) B, (B, (1g) - By, (1r) By, ()

= 1Z1< <7'l

= Z S (=1 B (1R) -+ B, (1R) By, ()

=1 ur <<y

= U(x)
para todo # € R* e g € G. Consequentemente W(R*) C T¢. Definindo

o7 - R~

T — rlp
temos pela igualdade (??) que ®(T%) = T%1z C R%,

ag(xlply-1) = By(alrly—1) = xfy(14-1) = xlgly,
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para todo x € T¢ e g € G. Portanto, ® estd bem definida e é rotineira a verificacao de

que ¢ é um homomorfismo de anéis.

Para cada z € T% e y € R® temos que

Vo d(x Zﬁg zlg)e —3325%11«2 =2V (lg) ==z

e ®oU(y) =V(y)lg =y¥(1g) = ylp = y. Assim, T e R® sdo isomorfos.

Vamos mostrar a iltima afirmacao. De fato, pela demonstracao acima temos a
inclusio T%1z C R Dado x € R® tem-se pela igualdade (??) que x = lpx = U(1)z =

\Il( )1R€TGlR LOgO T¢ 1 = R™. ]
4.2 Extensoes de Galois Parciais

O foco principal desta secao é definir extensao de Galois parcial para um anel e
apresentar condi¢oes para que um anel seja ou nao uma extensao deste tipo. O Teorema 77?7
¢é o principal resultado desta secao, onde apresentamos condigoes necessérias e suficientes
para que uma extensao de anéis seja uma extensao parcial de Galois. Nesta secao G
denotara sempre um grupo finito e assumimos que toda acdo parcial @ = {ay : Dy-1 —

D, | g € G} possui uma agao envolvente.

Sejam T um anel, B um subanel de 7', G um grupo finito e # uma acao (global)
via B—automorfismos de G sobre T'. Dizemos que 7' é uma extensao de Galois de B

se:

i) B=T¢%
i) Existem z;, y; € T, com i = 1,... n, satisfazendo:
_ 1p, seg=1lg
ziBg(yi) =
; I {O, se g # 1g.

Os elementos x;, y; sao chamados coordenadas de Galois de 7. Agora, consideramos

«a uma agao parcial de um grupo G em uma K —algebra R.

Defini¢ao 4.7. Uma K—dlgebra R ¢é dita ser uma extensao de Galois parcial (ou

extensio a—parcial de Galois) de uma subdlgebra A de R se:
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i) A= R*;
it) Ezistem x;, y; € R, com i =1,... n, satisfazendo
- 1g, seg=lg
Z Ty (yily—1) = 0 1
i=1 ) se g 7£ G-

Os elementos x;, y; sao chamados coordenadas de Galois parciais de R.

Sejam [ uma acao (global) de um grupo G sobre um anel 7' e e € T um
idempotente central. Pelo Exemplo 7?7, § induz uma acao parcial o de G sobre o ideal
R = €T de T. O proximo resultado da uma condicao suficiente para que R = €T’ seja

uma a—extensao parcial de Galois de R“.

Proposicao 4.8. Com as notacoes acima, se T ¢é uma extensio de Galois de T, entao

R € uma extensao a—parcial de Galois de R*.

Demonstragdo. Sejam z;,v; € T com i = 1,...,n coordenadas de Galois de T sobre T,

E suficiente mostrar que ex;, ey; € R sao coordenadas de Galois parciais de R sobre R®.
n n

Como 1z = e, Zexieyz- = eriyi =eclp=ce

i=1 i=1

Zexiag(eyilg‘l) =€ [Z xio‘g(yilg‘l)] agelg-1) =e [Z 37iﬁg(yilg—l)] By(elg—) =0,
i=1 i=1 i=1

para cada 1o # g € G, temos o resultado. O]

Para a demonstracao do préximo teorema consideramos os idempotentes or-

togonais centrais e a aplicagao ¥ definidos na Observagao ?77.

Teorema 4.9. Sejam o uma a¢ao parcial de um grupo G sobre uma K —dlgebra R, (T, f3)
uma acdo envolvente para o e considere os anéis firos R* e T®. Sao equivalentes as

afirmacoes:

(a) T é uma extensdo de Galois de T,

(b) R é uma extensao a—parcial de Galois de R”.
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Demonstragao. Pela Proposicao ?? basta mostrar que (b) implica (a).

Suponhamos que R seja uma extensao a—parcial de Galois de R*, com {x;, y; }7,
as coordenadas de Galois parciais de R sobre R*. Escrevendo G' = {g1 = e, g2,...,9n},
consideramos os elementos a;; = By, (zi)e; e by = By, (yi)e;, para todo i = 1,...,m e

j=1,...,n, onde €.s sdo os idempotentes centrais usados na Observacao ??. Entao,

Zzaijbij = ZZng(xi)ﬂgj(yi)ej
= 2.2 Oy (wie

= Zﬁg,- (Z wy) e
= Zﬁgj(lR)ej

= U(lg)

= 1.

Para simplificar o restante da demonstracao, definimos 0; = (17 —1g) - -+ (17 — B,,_, (1r))

e gji = gj_lglgj, para todo j,l = 2,...,n. Entao, 5, = 6gjflglgj = Bgfl o By, 0 By, e

J

e; = 0;8y,(1r). Assim, para cada g; # 1g, temos que

Z Z aijﬁgl (bij) = Z Z ﬁgj 6]691 ng (yl)ej)
= ZZ@% B0 (B, (0:)) B (e5)e
- Z Zﬁ% i) B ( /ng yt)ﬁg]“R))ﬁgz(ej)

= Z ﬁgj (Z%ﬁgﬂ(%)l}%) ejﬁgz(ej)]

J L

- Z ﬁgﬂ' <Z xi&gjl(yilgj_ll)> ejﬁgz(ej)]

pois ag(aly—1) = Bylaly—1) = By(a)By(14-1) = Pg(a)lg, para todo a € R. Isto conclui a

demonstracao. O
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Para provar o principal resultado desta secao precisamos da definicao de médulos

“projetivos fieis” e de um resultado sobre tais modulos.

Definigao 4.10. Um R—mddulo a esquerda projetivo P € dito projetivo fiel se [P # P,
para todo ideal I de R.

Teorema 4.11. Sejam R C T anéis, com T um R—mddulo a esquerda projetivo fiel.

Entao R € um somando direto de T.
Demonstragao. Ver Proposigao 2.11.29 na pagina 279 de [?]. H

Agora, faremos algumas construgoes a fim de enunciar o préximo teorema.
Sejam R um anel, & uma agao parcial de um grupo G sobre a K—algebra R (K C Z(R))
e S = Rx*, G o skew anel de grupo parcial. Note que S é um R—moddulo a esquerda, pois
R é um subanel de S e S é associativo, uma vez que estamos assumindo que toda acao

parcial possui uma envolvente.

Para cada x = g ay0, € S, considere a aplicacao

geG
A, R — R
z Zagag(zlg_l).
geG

Com isso, podemos definir a aplicacao A : R*, G — End(xR) dada por A(x) = A,, para
todo x € S.

Como A(r(azd,)) = A(rdi,a.d,) = A((ray)d,), para todo r € R, a, € D, e
g € G, temos que
A(r(agdy))(z) = A((rag)dy)(2) = ragay(z1ly-1) = rlagay(z14-1)] = [rA(aydq)](2),
para todo z € R. A verificacdo dos demais axiomas de homomorfismo sao verificados
imediatamente. Logo, A é um homomorfismo de R—mddulos a esquerda.

A demonstracao de que a aplicacao A é um homomorfismo de K —algebras é
imediata uma vez que a seguinte igualdade A(az0,b,0,) = A(aydy) o A(brdr), para todos

g,h € G, é satisteita.
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De fato, para quaisquer g,h € G e z € R

Aagd,bndn)(2) = Alagay(bply—)dm)(2)
= aga,(bnly )ogn(#1p-1,-1)
= agay(baly)og(an(z1p-1)1y1)
= ago,(bpan(z1h-1)1,-1)
= A(ag8,)(bpan(215-1))
= A(a8,) (A(b430)(2)).

Seguindo a notagao acima, dado um R %, G—mddulo a esquerda M, definimos

o conjuntos dos elementos de M invariantes por a como sendo
M ={me M| (1,0,)m = 1,m, Yg € G}.

Como R pode ser mergulhado em R %, G, temos que M é também um R—moddulo a

esquerda. Observamos que M pode ser visto como K —médulo.

A K—algebra R pode ser considerada um R %, G—moddulo a esquerda via A,
isto €, (ag0y)r = A(agdy)(r) = agay(rly-1), para todo r € R. Sendo assim, o conjunto dos
elementos invariante definido acima RY = {z € R | ay(21,-1) = 1,2, Vg € G} coincide

com o subanel R* definido no inicio deste capitulo, no caso em que M = R.

Com as observagoes e definicoes anteriores, podemos enunciar e provar o se-

guinte resultado.

Teorema 4.12 (A. Paques; M. Dokuchaev; M. Ferrero). Seja o uma agdo parcial de um

grupo finito G em uma K—dlgebra R. Sao equivalente as afirmacaoes:

(a) R é uma extensao a—parcial de Galois de K;

(b) R é um K—mddulo projetivo finitamente gerado e A : R %, G — Endg(R) é um

isomorfismo de R—mddulos a esquerda e um isomorfismo de K—dlgebras,

(¢) R é um K—mddulo projetivo finitamente gerado e para todo R x, G—mddulo a
esquerda M a aplicagdo pn : R ®@x M® — M, dada por pu(r @ m) = rm, para todo

me M er € R, é um isomorfismo de R—mddulos a esquerda,
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(d) R é um K—mddulo projetivo finitamente gerado e ¢ : R ® R — HDQ’ dado
geG
por Y(z @ y) = (xay(yly-—1))gec, para quaisquer x,y € R, € um isomorfismo de

R—mddulos a esquerda.

Demonstracao. (a) = (b) Suponha R uma extensdo a—parcial de Galois de K, entdo
K = R® e existem as coordenadas de Galois parciais de R sobre R* z;,y; € R, com
i =1,...,n. Defina, para cada i = 1, ...,n, fi(z) = tro(y;x), para todo z € R. Pelo Lema

?? fi € Hompga(R, RY), para todo i = 1,...,n. Note que para cada = € R temos que

Z%fz(iﬂ) = Z Z$iag(yix1g*1) = Z

i=1 geG geCG

inag(yilgl)] ag(rly—1) =z, (4.3)

i=1
onde tltima igualdade é vélida pois x; e y; sao coordenadas de Galois parciais de R
sobre R®. Assim, pelo Lema da Base Dual (Teorema ?7) R é um K —mddulo projetivo

finitamente gerado.

Resta mostrar que A é um isomorfismo. De fato, A é sobrejetora, dado h €

Endk(R) escolhemos w = ZZh([I)i)OZg(yilg—l)(sg € R %, G,. Entao, pela igualdade
geG 1=1
(7?) e pelo fato de tr,(R) C R* obtemos, para todo = € R, que

A w)(z) = ZZh(xi)ag@ilg*l)ag(xlg*l)

geG =1

S (zz(xi) [Z ag(yiazlg—JD

i=1 geG

= Z h(zi)tra(yiz)

= h(Z zitra(yix)) = h(z).

Isso mostra que A é sobrejetora.

Agora, seja v = thdh € Ker(A). Entao, A(v)(z;) = 0, para todo i, ..., n.
heG
Pelo Lema ?? e o fato de que z; e y; sd@o coordenadas de Galois parciais de R sobre R,

temos que
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0 = ZZA )(@i)og (yily—1)d,

geCG =1

= Zzthah (ilg-1)ay(yilg—1)dg

geG =1 heG

= ZZLE}LO&}L (szah (o (il —1)1h)> Og

g€G heG

= ZZ%% (fozoéh 1 yz )1 )) Og

g€G heG

= théh = .

heG

Portanto, A é um isomorfismo.

(b) = (c) Seja M um R %, G—mdbdulo a esquerda. Entao, como R é um K—mdbdulo

projetivo finitamente gerado, segue do Lema da Base Dual (Teorema ?7?) que existem

r; € Re fi € Homg(R,K), com i =1,...,1, tais que szf,(x) = x, para todo z € R.
i=1
Como A é um isomorfismo e cada f; pode ser visto como um elemento de

Homg (R, R), podemos escrever a; = A™!(f;) € R %, G, para todo i = 1,...,I. Note que:

(1) agm € M€, para todo m € M e i = i,...,l. De fato, para todos ¢ € R, g € G e

1 =1,...,[, temos

A(gdga:)(x) = A(1409) (Aai)(z))

Logo, 1,0,a;, = 14a; e portanto 1,0,a;m = 1,a;m, para todo m € M e 1 = 1,..., 1.

Assim, a afirmagao (1) segue.



CAPITULO 4. CONTEXTO DE MORITA E ACOES PARCIAIS 112

!
(2) Z z;a; = 1gd;,. Com efeito, para cada € R temos que
i=1

! ! !
A (Z xa) (2) = > mila)(z) =D aifilx) = 2 = ar,(rle) = Aoy, )(2).
i=1 i=1 i=1
Como A é um isomorfismo, a igualdade segue.

(3) w(xm) = A(w)(x)m, para todos m € M, z € Re w = Zyg5g € Rx*, G. Com
geqG
efeito,

wem) = (w(zdy)m

= <Z ygégx§1G> m

geG

= (Z ag(agl(yg)xlg1)5g> m

gelG

= Z YgQtg(x1g-1)140m

geG

= <Z ygag(xlg_1)> m

geG

= Aw)(z)m.

Por (1) a aplicacao

v:M — R® MS
l

m »—>Zmi®aim

i=1
estd bem definida. E facil ver que vim+m') = v(m) + v(m'), para todos m,m’ € M.
Vamos mostrar que p é uma bijecao; e para isto, mostraremos que v é sua inversa (apenas
como fungao). Como v “preserva”’ somas, basta mostrar que v o pu = Idgrgye n0s tensores

elementares. De fato, para quaisquer r € R, m € M e m' € M¢

l
Vo M(r X m/) = le ® ai(rm’)
:ll
- in@)A(ai)(T)m', por (3)
l
= Ziliz ® fi(r)m’

l
= Y afinem —rom
=1
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e por (2) temos que

wov(m (Zmz@)am) Zxam-(Zxaz) (1grb1,)m = m.

Portanto, ¢ é um isomorfismo de R—modulos a esquerda.

(¢) = (d) Seja F = {f : G — R | f funcio e f(g) € D,,Yg € G}. E facil ver que F é ndo
vazio e que é um R—mddulo & esquerda com as operacoes: (f + f/)(g) = f(g9) + f'(g) e

[rf](g) =rf(g), para quaisquer f, f' € F,re€ Re g€ G. E indubitével que a aplicacio

AN F =]

gEG

[ = (f(9))gec

¢ um isomorfismo de R—modulos a esquerda.

Note que F também possui estrutura de R *, G—moddulo a esquerda de-
finindo a seguinte R x, G—acdo em F (que se estende linearmente): [(z40,)f](h) =
zoay(f(g7 h)1,-1), para todo f € F e todos g,h € G, z, € D,. Como as outras propri-
edades de médulo s@o de facil verificagdo, mostraremos somente que (ww')f = w(w'f),

para todos f € F e w,w’ € R *, G. De fato, para todo z € GG

[(x959$h5h)f](z> = [O‘g(ag*(xg)xh)éghf](z)
= ngO[g(fL'hlgfl)agh(f(h_lg_IZ)].hflgfl)

g (Tnly—1)ay(an(f(h ™ g™ 2)1,-1)1,-1), Pelo Lema ?7?
= agag(znon(f(h™ g7 2)1h-1)1)
= (zg0y)(znan(f(h™"2)1p-1))

= [(2409)(2non) f1(2)-

Assim, [(z,6,210) f] = [(2464)(2n0n) f], para todos g,h € G e f € F.

Segue por hipétese que R F e F sao isomorfos como R—modulos a esquerda

por p. Além disso, A define um isomorfismo entre F e H D,,. Desta maneira, fi(z ® f) :
geG
R® F¢ — H D, dada por i = Ao pu(z ® f) = (vf(9))geq, paratodos z € Re f € F,é

geG
um isomorfismo de R—modulos a esquerda.
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Vamos mostrar que R ~ F¢ como K —mddulos. Defina para cada z € R

v, 1 G — R

g = og(aly).

E facil ver que cada v, é uma funcao. Temos pelo Lema ?? que para cada g, h € GG e cada

reR
(1400)v2)(h) = ag(ve(g7 h)14-1) = ag(ag-1h(x1)1h-1,) = an(zly-1)1, = Ly (h).

Isto mostra que (1,0,)v, = 1,0, € segue que v, € F& paratodor € Re g€ G. Logo, a

aplicacdo v : R — F¢ dada por v(z) = v,, para todo z € R, estd bem definida.

Vamos verificar que v é um isomorfismo de K—médulos. E facil ver que v
é um monomorfismo de R—médulos & esquerda. Dado f € FY temos que 1,f(h) =
ag(f(g~'h)1,-1), para todo g,h € G. Em particular, para ¢ = h temos que f(g) =
1,f(9) = ag(f(1g)1,-1) e desta forma f =v(f(1g)).

Notamos que ¢ = v on. Como v e 11 sao isomorfismos temos que ¢ é um

isomorfismo de R—modulos a esquerda.

(d) = (a) Iremos mostrar que R* = K. De fato, a inclusio K C R® é imediata.
Notamos que para cada z € R®, tem-se ¥(z ® 1g) = (zay(1-1))gec = (Tlg)gec =
(1pog(xlg-1))gec = Y(1g ® x), logo 2 ® 1 = 1g ® . Como R é um K—mddulo proje-
tivo fiel, obtemos do Teorema ?7 que K é um somando direto de R e assim existe um
K —submédulo M de R tal que R = K @ M. Observamos que R R= (K @ K) ® (K ®
M)a(MeK)e(M®M). Dado z € R* temos que z = k+m, paraalgum k € K em € M.
Pelo fato que z® 1 = 1p®2 temos que m®1r = 1g@m € (MR K)N(K®M) = 0. Logo,
m® 1g = 0 e segue que 0 = ¢(m ® 1g) = (mly)seq, para todo g € G. Em particular,

para g = lg, m = 0 e z = k, mostrando a igualdade desejada.

Observamos que a menos de reordenacao, podemos considerar que a primeira

parcela do produtério [[,cq Dy é Dy, Considere (1g,0,...,0) € H D,. Como % ¢ um

geG

isomorfismo, existe wy = Zai ® b € R® R tal que ¥(wy) = (1g,0,...,0), segue que
i=1
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n n

Zaibi =1lpe Zaiag(bilgq) = 0, para cada g # 1g. O

=1 =1

4.3 Um Contexto de Morita para R“ e R *, G

Seja a uma acao parcial de um grupo finito G sobre uma anel R com envolvente
(T, 3). Nosso intuito nesta se¢ao é construir um contexto de Morita entre R* e Rx, G, isto
é, uma séxtupla (R*, S = Rx,G,V,W,I',I"), onde V' = R, visto como (R*, S)—bimédulo,
W = R, visto como (S, R*)—bimédulo, ' : V@s W — R* e I" : W Qpa V — S.

Assumiremos a partir desta secao que todo grupo G é finito e que toda acao
parcial o de um grupo G sobre um anel R admite agdo envolvente (7, 3). Com isso,
temos que o anel R %, G é um anel associativo com identidade. Note que R* é um anel

associativo com identidade, pois é um subanel de R. Denotaremos o anel R x, G por S.

Nosso desafio é construir estruturas de bimédulos adequadas em R e definir as

aplicacoes I" e IV de forma a obter o contexto de Morita acima citado.

Note que R possui naturalmente estrutura de (R®, R*)—bimddulo via mul-
tiplicacdo de R. Construimos uma estrutura de (S, R*)—bimédulo em R definindo a
S—acao a esquerda em R por: (ady)r = aagy(rl,-1), paratodo g € G,a € Dger € R. E
facil ver que esta agao estd bem definida. Para quaisquer g,h € G, a, € Dy, ap € Dy e

r € R temos que

(agdgandn)r = lagag(anly-1)og]r
= agog(aply-1)agy(rly-1,-1)1,
= agag(aply-1)og(oy(rlp-1)1,-1), pelo Lema 77
= agag(apoy(rlp-1)1,-1)
= |agdy](anon(rip—1))

= agdy([andn]r).

Os demais axiomas de médulos sao facilmente verificados. Logo, R possui estrutura de
S—mddulos a esquerda. Além disso, ayd4[rz] = agoy(rely-—1) = agoy(rly-1)x = [azd,r],

para todo x € R*. Portanto, R ¢ um (S, R*)—bimddulo.
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Analogamente, R possui estrutura de (R*,S)—bimddulo definindo a S—acao

a direita em R por: r(az0,) = oy-1(ray), para quaisquer r € R, a, € Dy e g € G.

Agora definimos as aplicacoes I' e I, respectivamente, por:

Nz ®y) =try(zy) Zag zyl,- e Mzx®y) = Zxag(ylgfl)ég,
geG geqG

para todos x,y € R.
Proposigao 4.13. As aplicacoes I' e I dadas acima estao bem definidas e sdo homo-

morfismos de (R*, R*)—bimddulo e (S, S)—bimddulo, respectivamente.

Demonstracao. Considere a aplicagao
F:VxW — R®
(7,y) = tra(zy).

Note que para quaisquer z,y € R,a € Dyjege G

z(adgy) = zlaay(yly-1)] = zvaay(yly-1) = ag(ag-1(za)y) = (zady)y. (4.4)
Segue da igualdade (??) e do Lema ?7 (ii) que para quaisquer z,y € R,a € Dyjege G

F(x,a0,y) = tro(z(adyy)

Das propriedades da aplicagao trago parcial temos que F' é linear nas duas
variaveis. Portanto, [’ é S—balanceada e pela propriedade universal temos que a aplicacao

I existe. Analogamente, provamos que I existe e estd bem definida.

Agora, dados x,y € R e r € R, observamos que

rl(z®y) = Zrozg (xyl,- Zag (royly-—1) = Zag((mc)ylgq) =T(rz®y).

geG geG geG

De forma similar, I'(z ® yr) = I'(x ® y)r. Assim, I' é um (R*, R*)—homomorfismo.
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Dados z,y € R e a € Dy, temos

apl"(z®@y) = Z [adpworg(ylg-1)d,]

geG

= Z ah(Oéh—l (G)Z'Oég (y19‘1 ))5h9

geG

= Z ac (rag(yly-1)1p-1)6p,

geG

= ZCLOéh(I].hfl)Oéh(Oég(y].gfl)1h71)5h9

geG

= Z[aah(xlh_l)]ahg(yl(hg)_l)5hg, pelo Lema 77

geG

= Y laon(zly-1)] ar(yl—) 6,

TEG

= F’([a(Sh]x 0% y)

Mz ®y)ad, = Zxag (yl,-

geG

= Zag 1(zog (yl,-

geG

= Zag —1 331 yal —1)(5

geG

= Z rog(yaly—

geG

= Za:ozuhq(yalhufl)lucsu, onde u = gh

ueG

= Zxau(ah_1(ya1h)1u_1)(5u, pelo Lema 77

ueG

= I'(z ® ap-1(ya))

= T'(z ®@yady)).

Portanto, IV é um (5, S)—homomorfismo.

117

]

Observacgao 4.14. Note que pela demonstra¢ao da proposicao anterior, T'(V ®@sW) é um

ideal de R* e T"(W ®pga V) € um ideal de S.

Observe que, dados z,y,2 € R, temos pelas S—agoes a esquerda e a direita
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em R definidas no inicio desta secao que:

Myez) = nyag(zlgfl)ég, pela definicao de I

geG
= Za 1(zyay(z1,-1)), pela S—agdo em R
geG
= (Z ag_l(xylg—1)> 2
geG
= I'z®y)z

Mr®y)z = Zxag(ylg—l)égz, pela definicao de I"

geG
= Zwag yly-1)ay(z1,-1), pela S—acdo em R
geG
=z (Zag(yzlg-1)>
geG
= 2y ® 2).

Isto demonstra o préximo resultado.

Proposicao 4.15. 2I"(y®z) = T(z®y)z eIV(z®y)z = 2I'(y®2), para todos x,y, z € R.
Considere os homomorfismos naturais:

UV ®s S —V, dada por ¢ (v ® s) = vs para quaisquer s € Sev € V;

Yy : R* ®pa V' — V, definida por ¢y (r ® v) = rv, para quaisquer r € R* e v € V;
V] W ®pga R* — W, definida por ¢} (w®r) = wr, para quaisquer r € R* e w € W;
Py S ®s W — W, dada por (s ® w) = sw, para quaisquer s € S e w € W.

Uma consequeéncia imediata dos resultados acima é o seguinte teorema.

Teorema 4.16. A séxtupla (R*, S = Rx*, G, V, W, I, T') € um contexto de Morita.

Demonstracao. Basta mostrar que os diagramas comutam

VosW@pV —2v  pag.. v W @pe VgW "W go.w

Idv®rlj lwz IdW®Fj ng
V ®g S i % W @pe R — 1 W,
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De fato, paracadav@w v e VoW Vecadaw@vuw e WV ® W, temos:

L p1oldy @I"Mv@w®v) =1 (v@I"(w®v)) =" (w®v) =T(vew)).
2. Ppol'@Idy(v@w®v) =1(T(vew)®v)=T(vew).

3. Yjoldy @T(w@vew) =y (weTvew)) =uwl'(vew)=T"(w®v)w.
4. Yol @ Idy(w@vw) =Yy(TMwev)@w) =T"(w e v)w.

Os itens de um a quatro mostram que os diagramas comutam nos tensores elementares,

todavia, as aplicacoes em questao preservam somas, logo temos o resultado. L]

4.4 Acoes Parciais: Equivaléncia de Morita

Estamos interessados nesta secao em explorar o contexto de Morita que cons-
truimos na sec¢ao anterior, a fim que estudarmos condi¢oes para que os anéis R* e R*, G
sejam Morita equivalentes. Estas condicoes sao apresentadas no teorema principal deste
capitulo e dissertagao. Portanto, assumiremos que todo grupo G é finito e que toda agao

parcial o de um grupo G sobre um anel R admite acao envolvente.
Nesta secao usaremos argumentos similares ao utilizados em [?] e [7].

Definicao 4.17. Usando as notagoes da se¢ao anterior, para cada x € W definimos o
conjunto z+ = {y € V | I'(x ® y) = 0}. Analogamente, para cada y € V definimos
yr={zeW |I"(z®y) =0}

Sejam R uma K —algebra e o uma agao parcial de um grupo G sobre R. Um
ideal & direita (a esquerda) I de R ¢ dito ser a—invariante, se a,(/ N Dy-1) C I N Dy,

para todo g € G, ou equivalentemente, ay(I N Dy-1) = I N Dy, para todo g € G.

Lema 4.18. Se v € W, entdo o € um ideal a direita de R, a—invariante e estd contido
em anng(x) = {r € R | ar = 0}. Analogamente, se y € V, entio y*= é um ideal a

esquerda de R, a—invariante e estd contido em ann$(y) = {r € R | ry = 0}.

Demonstracao. E facil ver que os conjuntos z+ e y* sao ideais & direita e & esquerda,

respectivamente.
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1

Vamos mostrar que z* é a—invariante. Com efeito, dado w € a™*, seja z, = ay(wl,-1)

para cada g € G. Como
Mz ® zy) =Tz @ ag(wly—1)) =T (2 @ (wly-14-1)) =T (z @ w)ly-10,-1 =0,

1
temos que z, € T .

Para finalizar, vamos mostrar * C ann%(z). Como 0 = I"(z ® z) = ZIOJQ(Z]_gfl)(;g,

geG
para cada z € x, temos em particular, que zz = zraq,(211,)01, = 0 e portanto z €

ann%(z). A demonstracio acerca de y* é andloga. ]

Sejam G, G5 e G sao grupos abelianos (aditivos, ndo necessariamente finitos).
Uma aplicacao bilinear F' : G; x G5 — (3 é dita nao degenerada se, para todos

0#a€ G el#be Gy, tem-se F(a,Gy) #0e F(Gy,b) #0.

Lema 4.19. I' € nao degenerada se, e somente se, I'" o é.

Demonstracao. Provaremos somente uma implicagao do lema, pois a outra é andloga.
Suponha que I' é nao degenerada. Logo, para todo 0 # a € V e 0 # b € W tem-se
FMNa®@w) #0el(v®b) #0, para algum w € W e v € V. Pela Proposigao 7?7 temos que
0#Tae@w)=1gl'ac@w) =T"1g@awe 0 AT (v®b) =T(v@b)lg = vI"(b® 1g).
Portanto, I'(W ®a) #0 e I"(b® V) # 0. O

Proposicao 4.20. As aplicacdes I' e I'" sao nao degeneradas.

Demonstragao. Pelo Lema 77, basta mostrar que I é ndao degenerada. Seja x € R — {0}
qualquer. Como R tem unidade, temos que ann’(z) # R e segue do Lema ?? que
rt C ann®(z). Logo, existe y € V(= R) tal que y ¢ zt. Assim, Mz ®@y) # 0 e
consequentemente I'(z ® V') # 0. Analogamente, I"(W ® ') # 0 para todo ' € R nao

nulo. Portanto, I” é ndo degenerada. ]

Sejam a um agao parcial de um grupo G sobre uma K —algebra Re S = Rx,G.
Considere R* com a multiplicagao oposta de R, isto é, para cada x,y € R* o produto de

x por y ¢é definido por: x ®y = yzx.
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Considere R* com o produto acima e defina para cada r € R* a aplicacao

o R — R

T = xT.

Lema 4.21. Com as notagéoes anteriores a aplicagio ¢ : R* — Ends(R) definida por

o(r) := ¢, , para todo r € R* € um isomorfismo de anéis.

Demonstra¢ao. Vamos mostrar que ¢, ¢ um S—homomorfismo, para cada r € R*. Dados

quaisquer z,y € R e ayz0, € S temos que

e ¢.(z+y)=(z+yr=ar+yr=g¢(x)+ o)
o Or(ag0,7) = (agag(xly,—1))r = agog(xrly—1) = a04(dr(x)).

Logo, ¢, € Endg(R) e portanto ¢ estd bem definida.

Como ¢rap(x) = 2(r'r) = (xr')r = ¢.(xr") = ¢ 0 ¢ (), para todos r,r’ € R*

e x € R, temos que ¢ é um homomorfismo de anéis.

Vamos mostrar que ¢ é um isomorfismo de anéis. Como R possui unidade,

segue facilmente que ¢ é injetora.

Dado f € Ends(R), temos que f(x) = f(xd1,) = xf(1g), para todo z € R, e

observando que

O‘g(f(lR)lg”) - 1g(sgf(1R) = f(lgéglR) = f(lg) - 1gf<1R)a

para todo g € G, obtemos que f(1gr) € R*. Portanto, ¢(f(1g)) = f e consequentemente,

¢ é um isomorfismo de anéis. O

Teorema 4.22 (J. Guzmén- J. Lazzarin). As seguintes afirmacoes sao equivalentes:

(1) R € uma extensio a—parcial de Galois de R®;

(2) R é um R*—mddulo a direita projetivo finitamente gerado e ¢ : S — End(Rga),

definida por p(ady)(x) = aag(xl,-1), € um isomorfismo de anéis;

(8) RtR=S, comt = Z 1,01,
heG
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(4) A aplicagio I € sobrejetora;

(5) R € um gerador para sM.

Além disso, se uma das afirmagoes acima for satisfeita, entao as sequintes afirmagoes

adicionais sao equivalentes:
(6) R* =tr,(R);
(7) R € um gerador para Mpge;

(8) O contexto de Morita (R*, S = Rx*, G, V, W, ', T) € estrito.

Demonstracao. (1) < (2) Segue do Teorema ?77.

(1) & (3) Seja t = Zlhéh. Note que RtR = S se, e somente se, existem z;,y; € R
heG

n n

com i = 1,...,n tais que Zmityi = 1lg. Afirmamos que intyi = 1lg se, e s6 se,
i=1 i=1

{z;, v}, sdo coordenadas de Galois parciais de R sobre R®. De fato, como 1g = 1zd1,

e S = GB D,é, temos que

geG

1rdy, = intyi
=1

= Y b
i=1 geG

= Z Z 2i(1404Yi01)
i=1 geG

- Z Z Ticg(ag-1(1g)y;)dg

i=1 geG

= Z Z zi0g(y;l,-1)d,.

geG i=1

Portanto, szyl =1lge inag(yilg_l) = 0, para g # 1g. Logo, a afirmacao segue.
i=1 i=1

(1) & (4) Como I'"(W @ V') é um ideal de S temos que: I'" é um aplicagao sobrejetora se,

e somente se, existem n € Ne 2}, y. € R, com i = 1,...,n, tais que

Z Zx;ag(yglgq)ég = F'(Z iyl =1g
i=1

i=1 geG
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se, e somente se,

DY whay(yilg-1)d, = Lrby,. (4.5)

geG i=1

Como S = @ D,, temos que (??) é equivalente a Z Tyl =1gpe Z Z Ty (Yilg—1)0y =

geq i=1 i=1 geG

0, para todo g # 1g. Portanto, Zx;yg =lge Zx;ag(yz’.lgfl) = 0, quando g # lg.
i=1 i=1
Assim, I" é sobrejetora se, e so se, R é uma extensao a—parcial de Galois de R*.

(2) < (5) Pelo Lema ?? temos que R* ~ Endg(R) e tomando na Proposi¢ao 7?7 U

igual a W (W = R visto como (S, R*)—bimdédulo) temos a equivaléncia desejada.

Além disso, assumindo uma das condigoes. Vamos mostrar que as condi¢oes
(6), (7) e (8) sao equivalentes:
(6) < (7) Se tro(R) = R®, entdo tr, é sobrejetora. Pelo Lema ?? temos a inclusao
tro(R) C tr(R). Assim, tr(R) = R* e pelo Teorema 77 temos que R é um gerador da

categoria Mpga.

Reciprocamente, suponha que R é um gerador da categoria Mpza. Segue do
Teorema 7?7 que tr(R) = R®. Dado f € Hompge(R, R*), obtemos pelo item (2) acima

que existe y = 2%59 € S tal que p(y) = f. Assim, para cada r € R temos que
geG
o(y)(r) = Zagag(rlg_l) € R“. Disto e do Lema ?? temos que para cada h € G,
geG

Zagag(rlgfl)lh = o (Zagag(rlgl)1h1>

geG geG

= > anlaglyr)an(ag(rly1)1y-1)

geG

= Z ah(aglh_l)ahg(rlg_1h_1)

geG

= Z Oéh(ah—lflh—l)af(rlf—l).

fea

Logo, gp(z aglpdy)(r) = Zagag(rlg_1)1h = (Z ah(ah_lglh_1)59> (r), para todos
geG e geq@
r € Reh € G. Como ¢ é um isomorfismo concluimos que Zah(ah_1glh_1)5g =
geG
Z(aglh)ég e assim oy (ap-141p-1) = agly, para todos g,h € G. Em particular, para
geG
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g = h obtemos que a4(a;,1,-1) = a,. Portanto,

f(r) =oly)(r) = Zagmlclg*l)o‘g(rlg*l) = Zag(alcrlgfl) = tra(aigr),

geqG geqG

para todo r € R. Consequentemente, f(R) C tro(R) e
R* =tr(R) C tro(R) = R”.

(7) < (8) Suponha que R seja um gerador para Mpgo. Como (7) ¢é equivalente a (6)
temos que I' é sobrejetora, e por (4) [V também o é. Segue do Teorema ?7? que I e I” sdo

isomorfismos.
Reciprocamente, suponha que o contexto de Morita (R*, S = R+,G, V, W, ', T")
seja estrito. Entao I' e IV sdo isomorfismos. Como I' é sobrejetora temos que
R*=T(W®V) Ctra(R).

Portanto, tr,(R) = R". O

Finalizamos este capitulo com algumas consequéncias do Teorema ?7.

Proposicao 4.23. Sejam R um anel e o uma agao parcial de um grupo G sobre R com

envolvente (T, 3). Se |G|1g € invertivel em R, entdo |G|y € invertivel em T.

Demonstragao. Ver Proposigao 1.22 na pagina 5254 de [?]. ]

Corolario 4.24. Suponha que pelo menos um dos elementos tro(1g) e |G|1g seja in-
vertivel em R. Entao R é uma extensdo a—parcial de Galois de R* se, e somente se, o

contexto de Morita (R*, S = Rx,G, V, W; T', TV) € estrito.

Demonstra¢ao. Suponha que o contexto de Morita (R*, S = R*, G, V, W; I', I') seja
estrito. Entao as aplicacoes I' e I sdo sobrejetoras e portanto vale o item 4. do Teorema

?7?. Assim, R é uma extensao a—parcial de Galois de R®.

Reciprocamente, suponha que R seja uma extensao a—parcial de Galois de
R®. Assuma que |G|lg seja invertivel em R. Como (R, ) possui envolvente (T, [3) e
|G|17 = trg(l7), temos que u = |G|1p € T e é invertivel em T pela Proposigao ?7.

Vamos mostrar que u é invertivel em T¢. De fato, existe x € T tal que zu = uz = 17, logo
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ufy(x) = By(ux) = By(1r) = 11 e fy(x)u = 17, para todo g € G. Logo, para todo g € G,
B,(x) = x e portanto T¢ = uT% C trg(T). Assim, trg é sobrejetora e pela Proposigao 77
tr, é sobrejetora. Pelo Teorema 7?7 o contexto de Morita (R*, S = Rx, G, V, W; I', T)

é estrito.

Agora, assuma que tr,(1g) seja invertivel em R. Entao pelo Lema ?7, existe
¢ € R tal que tr,(c) = 1g, logo tr, é sobrejetora. Assim, pelo Teorema 7?7 o contexto de

Morita (RY, S = Rx*, G, V, W; T, T") é estrito. ]

Terminamos este trabalho com um resultado apresentado por [?], que da
condicoes para que os anéis R“ e R *, G sejam Morita equivalentes. Omitimos sua

demonstracao pois requer resultados que fogem do escopo deste trabalho.

Proposicao 4.25. Assuma que Rg (ou sR) seja um mddulo fiel, com S = Rx*, G. Se R
¢ semiprimo e pelo menos um dos elementos tr,(1r) e |G|1g for invertivel em R, entdo

R € uma extensao a—parcial de Galois de R*. Em particular, R* ~ R %, G.

Exemplo 4.26. Seja R um anel comutativo e escreva S = Rei; @ Res B Res, onde ey, e
e e3 sao idempotentes ortogonais nao nulos com soma um. Considere um grupo ciclico
G = {1,9,9% ¢*} de ordem 4 gerado por g, e os ideais Dy = S, D, = Re; & Res,
Dy = Re; @ Reg e Dys = Rey @ Res. Defina os isomorfismos

o oy : Dy — Dy por agles) = e e agles) = eq;

o ape Dy — Dy por agple)) =e; e ap(es) =eq;

o oy Dy — Dys por ags(er) = ez e ags(ez) = es.
Efcicil ver que isto define um ag¢ao parcial o do grupo G sobre S. Seque imediatamente da
forma como « foi definida que R = S* e que x; = y; = e; com 1 =1,2,3, sao coordenadas

de Galois parciais de S sobre R. Logo, S satisfaz todas as 5 primeiras condigoes do

Teorema ?77.
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