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Resumo

Neste trabalho estudamos a controlabilidade exata e local na fronteira para uma
equagao Integro-Diferencial de segunda ordem. O resultado é obtido pelo método

HUM (Hilbert Uniquess Method), o qual foi introduzido por Lions.



Abstract

In this work we study the boundary exact and local controllability for a second-
order integro-diferential equation. The result is obtained using the HUM method

(Hilbert Uniquess Method), which was introduced by Lions.
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Introducao

Sao muitos os campos da ciéncia e tecnologia onde se aplica a teoria de controle.
Em alguns casos ¢ possivel resolver o problema, mediante a avancos tecnolégicos que
permitam a implementagao de controles mais eficientes. Este é o caso, por exemplo,
do controle molecular mediante a tecnologia laser. No entanto, esta e muitas outras
aplicacoes necessitam de avancos tedricos. A seguir mencionaremos alguns exemplos

e os problemas tedricos que eles envolvem.

- Grandes estruturas espaciais: E freqiiente escutar que o desprendimento de
algum objeto de uma antena ou telescopio no espaco, ocasiona problemas técnicos,
causando algumas falhas ou até mesmo inutilizando completamente a estrutura. Es-
tas estruturas se caracterizam por conter componentes flexiveis de grande tamanho,
uma conexao numerosa de componentes e o acoplamento de componentes rigidas e
flexiveis. O problema de estabilizar estas estruturas de modo que se mantenham

orientadas na direcao adequada, sem deformar-se em excesso, é complexo.

Apesar dos importantes avancos obtidos na segunda metade do século XX no
controle tanto de sistemas de dimensao finita ou infinita, o desenvolvimento de
técnicas de controle e robustez para estas estruturas é um problema importante e

que necessita em particular de significantes avancos matematicos.

- Robdtica: E uma das areas da tecnologia que apresenta os desafios mais
estimulantes para os préximos anos. Por exemplo, é de fundamental importancia
elaborar métodos eficientes para o desenvolvimento de visao artificial. Mas a teoria

de controle estda bem no centro deste campo.



O desenvolvimento da robdtica depende fundamentalmente da eficiéncia e ro-
bustez dos algoritmos computacionais para o controle dos robos. Nao é dificil ima-
ginar a complexidade do processo de controle que faz com que um rob6 caminhe de

maneira estavel, ou que faca com que ele consiga pegar objetos com suas maos.

- Sistemas energéticos e redes informaticas: Ja ¢ evidente que o planeta
apresenta uma tendéncia irreversivel a globalizagao. Isto acontece em muitos seg-
mentos: o trafego aéreo, os sistemas de geracao e distribuicao de energia, as redes de
informatica. Isto faz com que muitas vezes tenha-se que tomar decistes em ambitos
mais concretos (geograficamente falando, por exemplo), com poucas informagoes do
que ocorre em outras, mas tendo consciéncia de que estes podem influenciar. Dai a

necessidade de criar métodos técnicos de controle para grandes sistemas integrados.

- Controle de Combustao: Trata-se de um tema relevante na industria aero-
nautica e aeroespacial em que se faz imprescindivel o controle das instabilidades
da combustao, a qual vem acompanhada de perturbagoes acusticas consideraveis.
No que foi feito deu-se énfase aos aspectos do “desenho”, modificando a geometria
do sistema para interferir na interacao combustao-actstico, incorporando elementos
dissipativos. O controle ativo da combustdao mediante a mecanismos térmicos e

acusticos, ¢ um tema que encontra-se praticamente inexplorado.

- Controle de fluidos: A interacao entre o controle e a dinamica de fluidos,
neste momento é muito intensa. Trata-se de um problema relevante na aeronautica
uma vez que a dinamica estrutural do avido (suas asas, por exemplo) estd ligada
ao fluxo de ar a sua volta. E certo também que nos avioes convencionais, se pode
ignorar este acoplamento. E muito provavel que os avioes do futuro tenham que
incorporar mecanismos de controle para evitar o aparecimento de turbuléncias em
volta das asas. De um ponto de vista matemaético esta quase tudo por fazer, tanto

no que diz respeito a modelagem quanto ao controle e aos aspectos computacionais.

- Controle de Plasma: A obtencao de reagoes de fusao controladas é um dos



maiores desafios para resolver os problemas energéticos do planeta.

Na atualidade, uma das vias mais promissoras é a das “Tokomaks ”: Maquinas
em que se confina o plasma mediante a mecanismos eletromagnéticos. O problema
fundamental é manter o plasma, de alta densidade, a uma temperatura muita e-
levada e na configuracao desejada durante intervalos de tempo prolongados apesar
de suas instabilidades. Isto se da através de sensores, mediante aos quais se obtém
informagoes necessarias para efetuar trocas rapidas e preciosas das correntes que
compensarao as perturbagoes do plasma. Todavia hd muito a fazer neste terreno
do ponto de vista mateméatico. Existem também problemas de identificacao impor-
tantes nas “Tokomaks”, o que dificulta as medi¢oes. Trata-se, pois de um campo que
apresenta grandes desafios para a teoria matematica dos controles e os problemas

INVersos.

Também poderiamos citar aplicacoes como na “Investigagao biomédica”, “hidrolo-
ia”, “Extracao de Recursos naturais”, etc. Estas aplicacoes justificam a necessidade
7 s Y s

e motivam os estudos sobre a teoria da controle.

Com estas motivagoes discutimos neste trabalho a controlabilidade do problema

para uma equacao integro-diferencial de segunda ordem da seguinte forma:

up(z,t) — a(t)Au(z,t) + b(t)u(z,t) + c(t)u(z, t)

—A/O Q(t,o)u(r,0)dc =0 em §x(0,7). (1)
u=g sobre 0Q x (0,7T). (2)
w(z,0) =0, u(z,0) =0 em €, (3)

onde €2 é um aberto e limitado do R", com fronteira bem regular.

A questao da controlabilidade exata é posta como segue. Dado um par de fungoes

{ug, u1} definidas em €, existe um controle limitado g que pode levar a solugao de



(1) - (3) para o estado final

u(z, T) =up(z), wlz,T)=mu(xr) em Q7 (4)

O propésito deste trabalho é responder de forma afirmativa a presente questao

sem nenhuma condigao sobre a memoaria do nicleo Q(t, o); (ver teorema 2.1 abaixo.)

Primeiramente recordemos alguns resultados importantes provenientes de pro-
blemas analogos. O problema da controlabilidade para a equacao de uma placa com
uma memoaria foi primeiro resolvido por Leugering [13]. Seu principal instrumento
foi a andalise harmonica sob hipotese de que o espaco dominio é um retangulo e que

a memoria do nicleo é uma forma de convolugao.

Para uma equacgao similar em um dominio geral, Lagnese e Lions [10] provaram
a controlabilidade por um método diferente. Seu argumento é valido para uma
memoria do nicleo envolvendo um tipo de convolugao, mas sob as hipéteses de que

o tamanho do ntcleo é suficientemente pequeno.

Lasiecka [11] também obteve um resultado similar por um método do operador
direto com a memoria do nticleo mais geral, que depende de ambas variaveis, de

tempo e de espago.

A hipétese em comum é que o tamanho de Q(¢t,0) em (1) é suficientemente
pequeno. Agora assumimos que a memoéria do nucleo é independente das varidveis

do espago em contraste com [11].

Por virtude desta hipdtese, podemos empregar um argumento diferente, baseado
em um tipo novo da propriedade de continuacao tinica, a qual é provada por adaptacao

da idéia de Bardos, Lebeau e Rauch [1].

Este trabalho é uma exposicao didética de [8] e é apresentado como segue:

e No capitulo 1, consideraremos alguns resultados que nos servem como base

para o desenvolvimento do trabalho;



e No capitulo 2, verificaremos a existéncia e unicidade da solugao por trans-
posicao de uma equagao integro-diferencial de segunda ordem com condigoes
de fronteira. Mas para isto precisaremos fazer um estudo sobre o problema

homogéneo associado a esta equacgao;

e No capitulo 3, demonstraremos a desigualdade inversa para uma equacao
integro-diferencial de segunda ordem com condicoes de fronteira a qual sera
usada para provarmos a controlabilidade exata para um sistema equivalente
ao problema original. Também faremos a controlabilidade para este sistema
equivalente e, conseqiientemente, obteremos o resultado para o problema ori-

ginal. Para atingir este objetivo usaremos o método HUM (Hilbert Uniqueness

Method).



Capitulo 1

Preliminares

Neste capitulo, enumeraremos alguns resultados que serao usados no desenvolvi-
mento do nosso trabalho. Por serem resultados familiares, colocaremos apenas os
seus enunciados, deixando a cargo do leitor interessado a busca de suas demon-

tracgoes.

1.1 Distribuicoes e Espacos Funcionais

1.1.1 Nogao de Derivada Fraca

No estudo de problemas descritos pelas equacoes diferenciais parciais cujos dados
iniciais nao sao regulares o suficiente para possuirem derivada no sentido classico,

faz-se necessaria a introducao de um novo conceito de derivada.
Para entendermos tal conceito necessitamos de algumas defini¢oes:
1°) Espago das fungoes testes

Dados a = (g, a9, ...,ap) € N" e © = (21, 29,...,1,) € R", representaremos

por D% o operador derivagao de ordem « definido por

olel
D> =
8I1a18$2a2 R &Un‘"n ’

onde |a| = Zai. Se a = (0,0,...,0), defini-se D*u = u.
i=1



Seja 2 um aberto do R™. Denotaremos por C§°(§2) o conjunto das fungoes
¢ : Q) — K (onde K = R ou K = C) que sao infinitamente diferenciaveis em € e que

tem suporte compacto, onde suporte ¢ é o fecho do conjunto {z € Q; ¢(x) # 0} em

0
2, ou seja, supp (p) = {z € U p(x) # 0} .
Dizemos que uma seqiiéncia {p,} C C5°(Q2) converge para zero, e denotamos

v, — 0, se, e somente se, existe um subconjunto compacto K de 2, tal que:

i) supp(p,) C K,Vv eN;

ii) D%p, — 0 uniformemente sobre K, Vo € N".

Dizemos que uma seqiiéncia {¢,} C C$°(Q2) converge para ¢ C C§°(£2) quando

a seqiiéncia {¢, — ¢} converge para zero no sentido acima definido.

O espago C°(€2), munido desta nogao de convergéncia, é denominado espago das

fungoes testes, e denotado por D(2).
2°) Distribuigao sobre um aberto {2 C R"

Definimos como distribuigao sobre 2 a toda forma linear e continua em D(£2). O
conjunto de todas as distribuicoes sobre 2 é um espago vetorial, o qual representa-se
por D'(€), chamado espaco das distribuicdes sobre 2, munido da seguinte nocao de
convergéncia: Seja (7)) uma sucessao em D' (Q) e T € D'(Q). Diremos que T, — T
em D' (Q) se a seqiiéncia numérica {(T},, ¢)} converge para (T, ¢) em R, ¥ ¢ € D(Q).

1

loe(£2) 0 espago das (classes de) fungoes u : Q@ — K tais

3°) Denotaremos por L

que |u| é integravel no sentido de Lebesgue sobre cada compacto K de €.

De posse destas defini¢oes estamos aptos a entender este novo conceito de derivada.
S. Sobolev introduziu, em meados de 1936, uma nocao global de derivada a qual

denominou-se derivada fraca, cuja construcao dar-se-a a seguir:

Sejam u, v definidas num aberto limitado €2 do R", cuja fronteira I' é regular.

Suponhamos que u e v possuam derivadas parciais continuas em 2 = QUTI'. Se u



ou v se anula sobre I', obtemos do lema de Gauss que

A expressao anterior motivou a derivada fraca dada por Sobolev: Uma funcao

uw € L. (Q) é derivdvel no sentido fraco em €, quando existe uma fungao

v e L. () tal que

loc

/Qu(x)agx(f)dm = —/Qv(x)gp(a:)dx,

para toda ¢ € D(12).

Embora, tal conceito de derivada ter sido um marco na evolucao do conceito de

solucao de uma equacao diferencial, ela apresenta uma grave imperfeicao no fato

1

1oe(§2) possui derivada neste sentido. No intuito de sanar

que nem toda funcao de L
este tipo de problema, Laurent Schwartz, em meados de 1945, introduziu a nocao
de derivada no sentido das distribuicoes, a qual generaliza a nocao de derivada

formulada por Sobolev, como segue:

Seja T" uma distribuicao sobre €2 e @ € N". a derivada de ordem « de T', no

sentido das distribuigoes, é definida por:
(DT, ) = (=1)°(T, D*p); ¥y € D(12).

Verifica-se que DT ¢é ainda uma distribuicico e que o operador

D :D'(Q) — D'(Q), tal que a cada T associa-se DT, é linear e continuo.

1.1.2 Os Espagos L'(Q)

Seja € um aberto do R™. Representaremos por LP(Q2), 1 < p < +00, 0 espago
vetorial das (classes de) fungdes definidas em €2 com valores em K tais que |ul? é

integravel no sentido de Lebesgue em ().

Teorema 1.1 (Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue) - Seja

(uy)ven uma seqiiéncia de fungoes integrdveis num aberto 0 C R", convergente quase

8



sempre para uma fun¢do u. Se existir uma fungdo uy € L*(Q) tal que |u,| < ug quase

sempre, Vv € N entao u € integravel e tem-se

u = lim Uy
Q V=0 Jo

Demonstracao: Ver [19].

O espago LP(§2) munido da norma

p
|l o) = (/ |u(x)|pdx) , paral <p < 400
Q

[ul| Lo = supess|u(z)|, parap = +oo,
€
é um espaco de Banach.
No caso p = 2, L*(2) é um espaco de Hilbert.

Proposicao 1.2 (Desigualdade de Young) - Sejam 1 < p,q < oo tal que

1 1
—-+-=1¢ea,b>0. Entao
P q
a? bl
ab < — + —.
p q

Demonstracao: Ver [3].

Proposicao 1.3 (Desigualdade de Minkowski) - Sejam 1 < p < oo e f,g em
LP(Q), entdo

1f + gllze@) < 1 llzoe) + 9]l o)
Demonstracao: Ver [19].

Proposicao 1.4 (Desigualdade de Hoélder) - Sejam u € LP(QQ) ev € LI(2) com

1 1
1<p<ooe=-+-=1. Entiouv € L*(Q) e temos a desigualdade
p q

/Q|uv| < lullze@y vl Lag)-



Demonstracao: Ver [3].
Segue como corolario da proposi¢ao anteiror o seguinte resultado:

Corolério 1.5 (Desigualdade de Holder generalizada) - Sejam fi, fo,. .., fx

1 1 1
fungaoes, tais que f; € LP(Q), p; > 1,1 <i <k, onde —+ —+ ...+ — =

1
— €
p1 D2 Pk p

1
— < 1. Entao o produto f = fifa... fr € LP(Q) e
p

[ fllzr) < [[fillee @l foll ez - - - | frll zon (-

Proposicao 1.6 (Desigualdade de Interpolacao) - Se u € LP(Q2) N LY(Q2) com

1 <p<qg< o0 entiou € L'(Q) para todo p < r < q e se tem a desigualdade

ullriy < ullfe o lull o
()

1 6 1-90
onde 0 < 0 <1 verifica — = — + ——.
r o p q

Demonstracao: Ver [21].
Além dos resultados acima, temos que:
i) LP(Q) é reflexivo para todo 1 < p < +o0;
ii) LP(Q2) é separavel para todo 1 < p < +o0;
iii) D(2) tem imersao continua e densa em LP(€2) para todo 1 < p < +o0;

iv) Se (2 ¢élimitadose 1 < p; < py < +o00 entao LP?(Q2) — LP1(Q2), onde “—”"denota

que a identidade é uma inje¢ao continua;

v) Se (f,) é uma seqiiéncia em LP(Q2) e f € LP(2) sao tais que || f, — fllzr) — 0
entdo existe uma subseqiiéncia (f,,) tal que f,, () — f(x) quase sempre em

Q.

10



Proposicao 1.7 (Teorema da Representacao de Riesz) - Sejam
/ 1 1
1 <p<+oo, p € (LP(Q) com —+ — =1. Entao existe uma unica u € L1($2), tal

q p
que

(p,v) = /QU(:L")v(x)dx, Vo € LP(Q) e [lull Loy = [l 1oy~

Demonstragao: Ver [3].

Quando p = oo, temos:

Proposicao 1.8 Seja ¢ € (Ll(Q))/, entdo existe uma unica u € L>(Y) tal que
(o) = [ uaolade. Yo € L'(@) ¢ Jullom = ¢ o

Demonstragao: Ver [3].

p
loc

Denotaremos por L7 (2), 1 < p < 400 o espaco das (classes de) fungoes
u: ) — K tais que |ulP é integravel no sentido de Lebesgue sobre cada compacto
K de 2 munido da seguinte nocao de convergéncia: Uma sucessao u, converge para

u e LP () se para cada compacto K de Q tem-se:

pr(w, —u) = (/K ju, (z) — u<x>|pdx>‘l° 0.

Proposigao 1.9 (Lema de Du Bois Raymond) - Sejau € L} (), entao T, =0

loc

se, e somente se, u = 0 quase sempre em . Onde T, € a distribuicdo definida por

(T, @) = Jqu(z)p(z)dr, Vo € D(Q).

Demonstragao: Ver [20].

Desta proposigao tem-se que T, fica univocamente determinada por u € L}, (Q),

1

Le(R2), entao T, = T, se, e somente se, u = v quase sempre em €.

isto é, se u,v € L

Proposicao 1.10 Seja (u,),eny C L7 (), 1 < p < 400, tal que u,, — u em LY (Q),

loc

entdo u, — u em D (Q).

Demonstragao: Ver [20].

11



1.1.3 Espacos de Sobolev

Seja  um aberto do R", 1 < p < +oocem € N. Seu € LP(Q2) sabemos que u possui
derivadas de todas as ordens no sentido das distribuicoes, mas nao é verdade, em
geral, que D%u seja uma distribuigdo definida por uma fungao de LP(£2). Quando
D%u é definida por uma fungao de LP(Q2) defini-se um novo espa¢o denominado
espago de Sobolev. Representa-se por W™P()) o espago vetorial de todas as fungoes
u € LP(Q), tais que para todo |a| < m, D% pertence a LP(S2), sendo D®u a derivada

no sentido das distribuigoes.

O espago W™P(Q)) munido da norma

1wy = Z / |D%uPdz | , para 1l < p < oo,

la|<m

6] m,00 = Z sup ess| D%u(z)|, parap = oo

la]<m €N

¢ um espaco de Banach.

Representa-se W™2(Q) = H™() devido a sua estrutura hilbertiana, ou seja, os
espagos H™(2) sao espagos de Hilbert.

E sabido que C5°(2) é denso em LP(£2), mas nao é verdade que C5°(€2) é denso
em W™P(Q) para m > 1. Motivado por esta razao define-se o espago Wy (£2) como

sendo o fecho de C§°(£2) em W™P(Q), isto é,

Wmep(Q)

G (%) = Wy (%),

Observacao: Quando €2 é um aberto limitado em alguma diregao x; de R" e

1 < p < oo consideramos Wy""(Q) munido da norma

3=

= / D*u(x)Pda

laj=m

que é equivalente a norma ||||,,,p.

12



1 1
Suponha que 1 < p<ooel < q< oo tal que — + — = 1. Representa-se por
P q
W=4(Q) o dual topolégico de Wy"*(2). O dual topoldgico de HJ*(€2) denota-se
por H™(Q2).

Prosseguindo nas defini¢oes dos espacos quais trabalharemos vamos caracte-
rizar os espagos H®(Q), s € R, para isso consideremos S = {p € C®(R");

lim p(x)D%(z) = 0, para todo polinomio p de n varidveis reais e a« € N"} o

[[]| =00

espaco das funcgdes rapidamente descrescente no infinito, S* o dual topolégico de S

e para cada fungao u € L'(R™) a transformada de Fourier de u definida por

n

afz) = (2m)F / iy (y)dy,

onde (z,y) =Y z;y;.
j=1
Definimos, para todo s € R
H*(R") = {u €Sy (1+ 2?3 e LQ(R”)} .
Além disso, se s > 0 temos que H *(R") = (HS(R”)), e H¥(R") — L*(R") —
H=(R™).
Seja {1 um aberto bem regular do R", ou o semi-espaco R’}. Consideremos a

aplicagao:
ro: L*(R") — L*(Q)
u —  ulg

que leva u na sua restrigao a 2. Assim, para s > 0 temos que

H*(Q) ={v|q; ve H*(R")}

H*(Q) = (H(Q) onde H3() =D(@)" .

Teorema 1.11 (Imersao de Sobolev) - Seja 2 um aberto do R™, entao

H™(Q) — C*(Q), sem > g + k.

13



Demonstragao: Ver [18].

Teorema 1.12 Assuma que €2 € aberto limitado bem reqular do R™. Seja s € R.

Entao para cada € > 0 a injegao
H*(Q)) — H*5(Q)

€ compacta.

Demonstragao: Ver [16].

Proposicao 1.13 Sejam 2 um conjunto aberto do R™, de classe C™, com fronteira
limitada e m um inteiro tal que m > 1; e 1 < p < 0o. FEntao temos as segintes

imersoes continuas:

1 1 1

se = — = >0 entdo WmP(Q) — L1(Q), onde — = — — @,
p n a p n
1 m .

se — — — =0 entago W™P(Q) — L1(Q), Vq € [p, +o0],
p n
1

se — — 2 <0 entdo WmP(Q) < L>().
p n

Demonstracao: Ver [5].

Teorema 1.14 (Teorema de Rellich Kondrachov) - Seja Q um subconjunto

aberto limitado do R™, Q de classe C* e 1 < p < co. Entdo

1 1
se p <n entio W'P(Q) < LU(Q), Yq € [1,p*], onde — = - — —,
P n

D

se p=mn entao W'P(Q) < L1(Q), Vq € [1, +00],

se p=n entio WH(Q) < C(Q).

Demonstracao: Ver [5].

Notacao: <% indica imersao compacta.
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1.1.4 Espacos Funcionais a Valores Vetoriais

Seja X um espaco de Banach. Denotaremos por D(0,7; X) o espago localmente
convexo das fungdes vetoriais ¢ : (0,7) — X indefinidamente diferencidveis com

suporte compacto em (0,7"). Diremos que ¢, — ¢ em D(0,7T; X) se

i) K compacto de (0,T) tal que supp (p,) e supp (@) estao contidos em K, Vv;

ii) Para cada k € N, o) (t) — ©®(t) em X uniformemente em ¢ € (0, 7).

O espago das aplicagoes lineares e continuas de D(0,7) = D(0,T;R) em X serd
denotado por D'(0,T; X), isto é, S € D'(0,T;X) se S : D(0,T) — X 6 linear e
se §, — 0 em D(0,T) entao (S,0,) — (S,0) em X. Diremos que S, — S em
D'(0,T;X) se (S,,0) — (S,0) em X,¥0 € D(0,T). O espaco D'(0,T; X) equipado
com a convergéncia acima é denominado espaco das distribuigoes vetoriais de (0, 7T)

com valores em X.
Prova-se que o conjunto {#¢, § € D(Q),£ € X} é total em D(0,T; X).

Denotaremos por LP(0,7; X) o espago de Banach (das classes) de fungoes veto-
riais u : (0,7) — X fortemente mensuraveis em (0,7"), (0,7") dotado da medida de

Lebesgue, tais que

T
/ lu(t)||%dt < oo.
0

Quando p = 2 e X um espaco de Hilbert entdao L?(0,7;X) é um espaco de

T
Hilbert munido com o produto interno (u,v) = / (u(t),v(t))xdt.
0

Representaremos por W*?(0,T; X), 1 < p < 0o 0 espago de Banach
Wk’p(oaT;X) = {u € LP<O,T;X)/u(j) c LP(O,T; X), 0<j< /{Z}

(u) derivada j-ésima no sentido das distribuicoes vetoriais). Com norma

1/p
HUHW’“’(OTX (Z Hu ”Lp 0,T;X ) s
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ou a norma equivalente,
Z Hu HLP (0,T;X)

Quando p = 2 e X é um espaco de Hilbert o espaco W*2(0,7T; X) é denotado

por H*(0,T; X), que é um espaco de Hilbert com produto interno

M»

(UUHkOTX L?oTX)

J=0

e norma
X 1/2
[wll v 0.7:x) = <Z Hu(J)H%Q(O,T;X)) :
=0
Quando k = 0, H*(0,T; X) identifica-se ao L?*(0,T; X).
Por H%(0,T; X) representaremos o fecho em H*(0,T; X) de D(0,T; X). Demonstra-
se que o espago HJ(0,T; X) é o espago de Hilbert,

HEO0,T; X) = {u e H*0,T; X);u"(0) = u9(T) =0,0< j <k —1}.

O dual topolégico de HE (0, T; X) seré representado por H*(0,T; X).
Assim, identificando L?(0,T; X) com o seu dual (L*(0,T; X))/, via teorema de
Riesz, obtemos entao

D(0,T;X) — Hy(0,T; X) — L*(0,T; X) — H (0, T; X) — DI(O,T;X)

onde

H0,T;X) = (H(0,T; X)) .

Proposigao 1.15 Seja u € L*(0,T; X). Entdo existe um tnico f € H=1(0,T;X)
que verifica

(f,06) = (W, 0)§)x, V0 € D(0,T), V¢ € X.

Demonstragao: Ver [22].

Baseado na proposicao anterior, identificamos f com u'. Em razao disto, diremos

que se u € L*(0,T; X) entao v’ € H1(0,T; X).
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Proposicao 1.16 A aplicacao
u€ L*0,T; X) —u € H'0,T; X)

onde X € um espaco de Hilbert, ¢ linear e continua.

Demonstragao: Ver [22].

1.1.5 Funcoes Escalarmente Continuas

Seja X um espaco de Banach. Definimos o espaco das fungoes escalarmente continuas
(ou fracamente continuas) como o conjunto das fungoes f € L>°(0,7T; X) tais que
a aplicagao t — (f(t),z) é continua sobre [0,T], Va € X', onde X’ é dual de X.
Denotaremos tal espago por Cs(0, 7T X).

Disto segue que CL(0,T;X) = {ue€ Cs(0,T;X);u € Cs(0,T;X)}, onde v
¢ a derivada de u no sentido das distribuicoes. Da mesma forma temos que
C2(0,T; X) ={u € Cs(0,T; X);u" € C5(0,T; X)}.

Observagao: Se u € L>(0,7;X) e uw € C([0,T]; X) entdao u € C(0,7; X).
Lema 1.17 Sejam X eY dois espacos de Banach, X — Y e X um espaco reflexivo.

Entao
L0, T; X)NCs(0,T,Y) = C5(0, T X).

Demonstragao: Ver [17].

1.2 Teoria de Traco

Consideremos 2 = R} ou {2 um aberto limitado bem regular do R" com fronteira
I'. Por D(I') representa-se o espago vetorial das fungoes reais w definidas em T,
possuindo derivadas parciais continuas de todas as ordens. Dada uma funcao u

definida em €, representa-se you a restricao de u a I'.
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Proposicao 1.18 FEuxiste uma constante positiva C' tal que

oull ;1. < Cllull)

para toda u € D(Q).

Demonstragao: Ver [21].

Considerando D(£2) com a topologia induzida por H'(), segue pela proposicio

1.18 que a aplicacao

D=

7 : D(Q) — H2(T)

é continua. Sendo D(Q) denso em H'((), esta aplicacdo se prolonga por con-

tinuidade a uma aplicagao linear e continua, ainda representada por 7y, tal que
Yo : H'(Q) — H(T),

a qual denomina-se fungao trago.

Teorema 1.19 A funcdo trago aplica H*(2) sobre H%(F)e o nicleo de g € 0 espaco
Hy(9).

Demonstragao: Ver [21].

Consideremos, agora, {2 uma aberto limitado do R"™ com fronteira I' bem regular,

e seja v a normal unitaria exterior em I'. Para todo j =1,...,m —1eu € D(Q),

seja yju = g%qj- a derivada normal de ordem j de u e yu u|p. Da densidade do
r
espaco (D(T'))™ no espaco de Hilbert H™ 2(T) x H™ 2(T) x ... x Hz(T) temos o

seguinte resultado:

Teorema 1.20 Eriste uma tnica aplicagdo linear e continua vy do espago H™(Q)
sobre o espago H;”:_Ole_j_%(F) com niicleo v~1(0) = HJ'(Q), verificando a sequinte
condicao

yu = (YU, MU+ Y1), Yu € D(Q).

Tal aplicagao admite uma inversa a direita linear e continua.
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Demonstracao: Ver [21].

Além desses resultados, considerando os espagos de Hilbert H°(Q2) = {u € L?(Q);
Au € L*(Q)} e HHQ) = {u € H'(Q); Au € L*(2)} munidos dos produtos internos
(u,v)o = (u,v)r2)  +  (Au, Av)r2); ¥V u,v € HO(Q) e
(u,v)0 = (w,)q) + (Au, Av)2);V u,v € HY(), respectivamente, temos os

seguintes resultados:

Proposicao 1.21 A aplicagdo linear v : D(Q) — H2(I") x H 2(") definida por
u — yu = (Yu,1u) se estende por continuidade a uma unica aplicagdo linear e

continua
v:HYQ) — H3(T) x H3(T)
u = yu= (YU nu).
Além disso, a aplicacdo v acima coincide com a aplicagao trago de ordem dois.

Demonstragao: Ver [6].

Proposicao 1.22 A aplicacio linear ~, : D(Q) — H_%(F) definida  por

U — Yy u = % ‘F se estende por continuidade a uma unica aplicacdo linear e continua

nHYQ) — HOA(D).

Demonstragao: Ver [6].

1.3 Resultados Auxiliares

Assumindo que X C B C Y, espacos de Banach tal que a imersao de X em B seja

compacta, temos:

Coroldrio 1.23 Seja F limitado em LP(0,T;X), onde 1 < p < oo e
9 — {g—;: . f € F} € limitado em L'(0,T;Y). Entio F ¢é relativamente compacto

em LP(0,T; B).
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Seja F limitado em L>(0,T; X) e 2= limitada em L™(0,T;Y) onder > 1. Entdo

F ¢ relativamente compacto em C(0,T; B).
Demonstragao: Ver [27]

Lema 1.24 Seja m € LY0,T;R) tal que m > 0 quase sempre em (0,T) e
b > 0 constante real. Suponhamos h € L*(0,T); h > 0 sobre (0,T) verificando
a desiqualdade

%hQ(t) <207 42 /O m(s)g(s)ds

para todo t €]0,T[. Entdo:

¢
h(t) < 2b+ 2/ m(s)ds.
0
Demonstracao: Ver [4].

Proposicao 1.25 Seja (fn)neny uma seqiiéncia em E', entdo verifica-se:

i) fo=f em E' se, e somente se, (f,,z) — (f,x), Vx € E;
ii) Se f, — f em F', entao f, — f em E';

iii) Se f, — f em F’, entao f, =f em E'.
Demonstracao: Ver [3].

Lema 1.26 Seja E um espa¢o de Banach reflexivo e seja (x,)nenuma seqiéncia

limitada em E, entdo eziste uma subseqiiéncia (T, )ren € v € E, tal que

T, —~xemb.

Demonstragao: Ver [3].
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Lema 1.27 Seja E um espag¢o de Banach separdvel e seja (fp)nenuma seqiiéncia

limitada em E', entdo, existe uma subseqiéncia (fn, )ken € f € E', tal que

fo 2f em E'.
Demonstracao: Ver [3].
Proposigao 1.28 Seu,, = u em L>(0,T; L*(Q2)), entdo u,, — u em L*(0,T; L*(Q)).
Demonstracao: Ver [3].

Lema 1.29 (Lax-Milgram) Seja a(u,v) uma forma bilinear, continua e coerciva.

Entao para todo p € H', existe um unico u € H tal que

a(u,v) = (p,v) Yv € H.
Demonstragao: Ver [3].

Teorema 1.30 (Riez) Seja E um espago vetorial normado tal que Br é compacta

(Bg ={z € E;||z||g < 1}). Entao E tem dimensao finita.
Demonstragao: Ver [3].

Lema 1.31 (Lema de Gronwall) - Sejam f € L>(0,T) e z € L*(0,T), tais que

z(t) >0, f(t) >0 e c >0 uma constante. Se

f(t) < c+/0tz(s)f(s)d8, Vit e [0,T],

entao temos

F(t) < celo? i e [0, 7],

Demonstragao: Ver [18].
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Proposicao 1.32 (Aubin-Lions) - Sejam By, B, By trés espacos de Banach tais

que By <% B — By, onde By, By sdo reflexivos. Definamos
,  dv
W =<wv;v € LP°(0,T; By), v' = pn € LP(0,T;By) ¢,
onde 1 < pg,p1 < oo. Munido da norma
[0l zro0,7580) + [Vl 21 0,71
W é um espago de Banach. Entao, a imersao de W em L*(0,T; B) é compacta.

Demonstracao: Ver [12].

Proposicao 1.33 (Lions) - Seja (u,) uma sucessio de funcoes pertencentes a

Li(Qx (0,T)) el <q<oo. Se

i) u, — u quase sempre em Q x (0,7T);
ii) [|ulla@xomr) <¢ Vv EN,

entdo, u, — u fraco em L(Q x (0,T)).
Demonstragao: Ver [12].

Proposicao 1.34 (Férmula de Green) - Seja Q um aberto limitado bem regular

do R™. Se u,v € H(Q), entio para 1 <1i < n temos que

Ov dr = —/ Ou vdx + /(’you) (yov)vidT,
Q 07; r

U
onde v = (v1,Vs,...,V,) eV denota o vetor normal unitdrio exterior a T
Seu e H*(Q) ev e HY(Q), temos que

/Vqudx: —/Auvdm+ v%df‘.
0

Q FaV

Demonstragao: Ver [6].
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Lema 1.35 Sejam V e H espagos de Banach, tal que V — H. Seuw € L'(0,T;V)
eu € LY0,T;H), entao v € C([0,T]; H).

Demonstragao: Ver [25].

Consideremos o seguinte problema de fronteira com valor inicial.

vy —Av="h em Q x (0,7) (1.1)
v =0 sobre 092 x (0,7T) (1.2)
v(0) =vg v(0) =v; em €. (1.3)

Os seguintes fatos sao conhecidos:

Lema 1.36 Para {vg,v;} € HY(Q) x L*(Q) e h € L*(0,T; L*(Q)) existe uma tinica
solugdo v de (1.1)-(1.3) em C([0,T); H}(Q)) N CH([0,T]; L*(2)). Além disso temos

que

T 2
ov
HUHC([O,T];H(%(Q))+H%HC([O,T];B(Q))‘f‘/ / <%> dudt
0 oN

< M(HUUH%[(}(Q) + ||Ul||%2(9) + HhH%l(O,T;L?(Q))) (1.4)

onde a% denota a derivada normal exterior sobre a OS2 e M € uma constante positiva

independente de vy, v, e h.

Demonstragao: Ver [15]

Lema 1.37 Seja h = 0 e seja T maior que o diametro de §2. Entdo, para
{vo,v1} € H} () x L*(Q), temos
r o\ >

[ (5) dodt > bl + ol (15)

para uma constante M positiva e independente de vy e vy.

Demonstragao: Ver [15]
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Capitulo 2

Existéncia e Unicidade de Solucao
Para Uma Equacao
Integro-Diferencial de Segunda
Ordem Com Condicoes de
Fronteira

A fim de respondermos a questao da controlabilidade deixada na introducao, assu-
mimos que

a(t) € C*([0,00)) e af(t) > ag (2.1)

para todo t e para alguma constante positiva ag,

b(t) € C([0,00)) (2.2)
c(t) € C([0,00)) (2.3)
Q(o,t) € C*([0,00) x [0, 00)). (2.4)
Entao temos o seguinte:
Teorema 2.1 Suponha que exista um T > Tj. Entao para dados

{ug,ur } € L*(Q) x H1(Q) existe um controle g € L*(0Q x (0,T)) tal que a solugdo
de (1)-(3) satisfaz (4).
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Fazendo uma mudanca de varidveis com as seguintes consideragoes:

p(t) = /0 (a(0))?do para t >0 (2.5)
s = p(t) (2.6)
v(x,s) =u(z,q(s)) (2.7)

onde ¢(+) é o inverso de p(-), isto é t = q(s).

Observacgoes:
i) Sendo v(zx,s) = u(z,q(s)) o que é equivalente a v(x,s) = u(x,t), de onde resulta
que ug(x,t) = vg(z, s)[p’(t)]2 + vs(z, s)p” (t).

ii) Também Au(z,t) Z Z = Av(x, s)

iii) Fazendo o = ¢(§). Entao do = d%q(g)d(g) e lembrando que 0 < o < ¢, con-

cluimos que 0 < € < s.

Agora substituindo em —A / Q(t,o0)u(z,0)do, obtemos:

-2 [ Qlate).a(€) )€l e
Das observagoes, substituindo em (1) resulta:
Vs, 8)[p'(1)]? 4 vs(z, 8)p" (1) — a(t) A v(w,s) + b(t)vs(z, s)p' ()

ety )= 2 [ Qtal©) ale)ule. 1 = .
Multiplicando-se esta por [a(t)]™! e considerando (2.5) obtemos:
Vss(, 8) = A v(@, 5) + [a()]H{p" (1) + b(0)p' (1) }vs(@, 5) + [a(t)] " e(t)v(z, )
S 1 d
— o [ el Qs a(6) o

Das consideragoes (2.1) - (2.4) podemos reescrever (2.8) da seguinte forma:

q(§)v(x, §)dE =0 (2.8)
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Vss(,8) — Av(z, s) + bi(s)vs(z, s) + ba(s)v(z, s)

—A/ Qu(s,E)0(z, )dE =0 em  Q x (0,p(T)). (2.9)
Com bi(s) € ([0, 00)), bals) € ([0, 00)) € Qi (s, €) € C2([0, 00) x [0, 00)).
Consideremos
w(z, ) = (@, s)exp( /0 hi(0)do). (2.10)
Observagdes:

iv) ws(z,s) = vs(z,s)exp([; b1 (o )da) + lbl( Jw(x, s), implicando que

vs(2, 8) = wy(x, s)(exp(— [ sbi(o — shi(s)w(z, s)exp(— [y 3b1(0)do)

v) Lembrando que wy(z, s) = 2w,(z, s) e usando (iv) concluimos que
Vss(, 8) = wys(x, s)eap(— [ 3b1(0)do) — ws(x s)bi(s)exp(— [ 3b1(o

+ [3b1(s) — sbi(s)|w (@, s)exp(— [y 5bi(0

vi) Note que Aw(z, s) = Av(z, s)exp( [, 5b1(0)do), isto é,
Av(z, s) = Aw(z, s)exp(— [ sbi(0)do).

Agora substituindo (2.10) e os resultados obtidos em (iv)-(vi) em (2.9) obtemos:

Weal, 5)ezp(— / L h(o)do) — wy(a, 8)br(s)ep(~ / h(o)do)

+[5#06) = gt eap(= [ Sh(e)do)

—Aw(zx, s)exp(— /08 %bl(a)da) + b1(s)[ws(z, s)exp(— /Os %bl(o)da)
—%w(x, s)exp(— /OS %bl(a)da)] + ba(s)w(x, s)exp(— /OS %bl(a)da)

A / " Qu(a, Oyl Oeap(— / hi(o)do)dt = 0

em 2 x (0,p(7T")) ou equivalentemente,
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wss(,8) — Aw(z, s) + {—ibf(s) — %b’l(s) + bo(s) }w(x, s)

_A/ Q1(s (x f)exp(/: %bl(o)da) =0em Q x (0,p(T)) (2.11)
a qual reescrevemos como:
wes(x, 8) — Aw(x, s) + b3(s)w / Qa(s, & w(z,£)dE =0 em Q x (0,p(T)),

onde de (2.1)-(2.4) temos:

by(s) € C([0,00)) (2.12)

Q2(s,6) € C*([0,00) x [0,00)). (2.13)

Diante das mudangas feitas acima, passamos a analisar a solucao por transposicao

para o seguinte problema:

u(z,t) — Au(z,t) + a(t)u(x, t) / Q(t,o)u(z,0)doc =0 em Q2 x (0,7) (2.14)

u = g sobre 99 x (0,T) (2.15)
w(z,0) =0, wu(z,0)=0em (2.16)
onde nés assumimos que:
a(t) € C([0,00)) (2.17)
Q(t, o) € C*([0,00) x [0, 00)). (2.18)

Vamos mostrar que esta solugao existe e é tnica. Com este objetivo, primeira-
mente vamos considerar o problema homogéneo. Em seguida, provaremos que tal
problema tem solucao forte e solucao fraca. Feito isso, vamos definir solu¢ao por

tansposicao para o problema acima.

Consideremos o seguinte problema homogéneo:

27



T
O — AP+ aft)p — A/ Qo,t)p(x,0)do = f em Q x (0,7T), (2.19)
¢ =0 sobre 02 x (0,7, (2.20)

¢<T) = qb() (§] th(T) = d)l em Q, (221)

o qual fazendo uma reversao do tempo e a seguinte mudanca de variaveis:
U(t) = o(T — 1),

h(t) = F(T — 1),
at) = a(T — 1),

Q(7,t) é determinado por Q(o,t), tomando T =T —t,

entao o problema acima é equivalente a:

Yy — AY + a(t)y — A/t Q(r,t)(z, 7)dr = h em Q x (0,T), (2.22)
0

1 =0 sobre 082 x (0,7, (2.23)

V(0)=vo e ¥ (0) =1y em Q, (2.24)

onde ¥(0) = thy = ¢y e Y;(0) = Y1 = —¢1.
2.1 Solucao Forte e Solucao Fraca

Nesta secao demonstraremos a existéncia e unicidade de solugoes para o problema
(2.22)-(2.24) com dados fortes e fracos e, conseqiientemente, para o problema (2.19)-

(2.21). Para isso utilizaremos o método de Faedo-Galerkin.

Notacao: No que segue “’ "denotara a derivada da funcao em relacao varidvel

Temos os seguintes resultados:
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Teorema 2.2 (Eristéncia e Unicidade): Se ¥° € HJ(Q) N H*(Q), ' € HLYQ) e
h e C([0,T); HX(Q)) entdo existe uma tinica 1 : 2 x (0,T) — R, tal que:

Y € L®0,T;Hy(Q) N H*(Q)) (2.25)
Y€ L™®(0,T; Hy(Q)) (2.26)
Y’ € L>(0,T; L*(Q)) (2.27)
g A¢+a(t)¢—A/0t@(T, O(z, 7)dr = h q.s. em Q x (0,T) (2.28)
W0 = 9(0) e ¥ =¢/(0). (2.29)

Demonstragao: Seja (w,) uma base do espago HE(2) N H%(S)) constituida pelas

autofuncoes do operador —A, solucoes do problema de Dirichelt

Aw; = Mw; em Q

w; = 0 sobre 0N

onde os \;’s satisfazem

e \j — 0o quando j — 0.

Para cada m € N denotemos por V,, um subespaco gerado pelos m primeiros

vetores wy, Wa, . .., Wy.

m
Definamos v,,, = E gimw; como solucao do problema aproximado:
=1

(2.30)
U (0) = 4y, — ¢° em Hy(Q) N H*(Q) (2.31)
U1 (0) = ¥y, — W' em Hy(Q) (2.32)

A existéncia de solugao local de [0,t,,] é garantida pela teoria das equagoes

diferenciais ordinarias.
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2.1.1 Estimativas a Priori

Estimativa 1

Multiplicando-se (2.30) por 95 € somando em j de 1 até m obtemos:

(@ (1), ¥ () + (Y (1), 00 (1)) + (@) (1), 47, (1)) + /0 (Q(r, )m(7), ¥, (1))

o que implica,

1 d / 2 1 d 2 / ~ /
Sl OF + 5 U @IF = (B, %, () = @ (1), ¥4,(0)

ou seja,

d / 2 d 2 / ~ /
SR+ ()P = 20h(0), 6, (1)) — 20600 (1), 01, (0)
~ / (O )b (7), U0 () (2.33)

Fazendo M;(t) = fot @(7‘, ) (7)d7. Temos que M;(0) =0 e que

M0 = 510 = [ 20 00n(r) + Qlt.00l0)
Entao
L () 0 (0) = (M0, (01)) + (M1 01,0

Agora substituindo em (2.33) temos:

Sl OF + o = 20h(0), (1) — 2@ (1), 24, (1)
AL (M), 1) — (1), ()] (2:34)
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Integrando (2.34) de 0 a t:
U OF + [n@®1* = [¥n0) + [¢a (0 + 2/0 (h(s), ¥, (s))ds

~ / (@(5) (), 1 () — 2(( / O(r, )b (7)dr, (1))

Levando-se em conta as hip6teses assumidas por «(t) e por Q(o,t), o fato de
H}(Q) — L*(Q), (2.31) e (2.32), majoramos a equagao acima de forma a obtermos

a seguinte desigualdade:
1
[ OF + S1em@OIF < 20Allz0m220) + W () + [[¥m (0}
t
+ C/O [ () + em(s)[%]ds, (2.35)

onde ¢ é uma constante positiva.

Agora da hipétese sobre h, (2.31), (2.32) obtemos de (2.35):
[UmOF + [Un@®]* < 2+ 2¢ /Otuws)\? +[Um(s)[*lds,  (2.36)
de onde pelo Lema de Gronwall concluimos que existe uma constante ¢’ tal que
W (O + |[Ym @) < ¢, VEE[0,t,], Ym € N. (2.37)
O que nos permite estender v, a todo intervalo [0, 7]. Além disso
() é limitada em L>(0,T; Hy(9)) (2.38)
(1) é limitada em L>°(0,T; L*(12)). (2.39)
Estimativa 11

Em (2.30) multiplicando-se por ¢/, e A; e somando em j de 1 a m temos:

(U (), =A%y, (1)) + (Y (1), A1, (1))
+(@(t)¢m(t)>—ﬁ%(t))+/o((@(Tat)@/)m(f%—A%(t)))dT = (h(t), =Ady, (1)),
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ou, equivalentemente,

(@ (), (1)) + (Ao (), Aty (1)) + Q) (Y (1), ¥7, (1))

+/Ot(

o que implica que

Q)

(7, 8) Ap (7), Adfy, (1)) = ((A(E), ¥, (1)) (2.40)

SO+ IAGOF = 2((A(0), Y10 (1))) — 280 ), (1)
- 2 [ @E0duln). M (241)

Fazendo M,(t) = [, Q(7, ) Aty (7)dr. Observemos que Ms(0) = 0 e que,

oM,

M) = T2 = [ 5 QUm Db () + Q) ()

Entao

d

27 (Mo (0), Ahy (1)) = (Ma(1), A (8)) + (Ma(1), Ay (£)).
Agora substituindo em (2.41) resulta:

IO+ G OF = 2((A(0), Y4 (1))) — 2800, 01 (1)

— 25 (My(0), A () + 20M3(0), A (1)
a qual integrando de 0 a ¢ obtemos:
1+ 180u 0 = IO + A0 +2 [ (@) (5D
= 2 [ ) (05 s — [ 22 (O(s) )
+ 2 [ (). Avn (6

Agora pelas hipoteses feitas em (2.17), (2.18),(2.31),(2.32) e da estimativa I,

majoramos a igualdade acima de modo a obtermos a seguinte desigualdade:
t
[ O + [AYn(B)]? < 2c+ 20/ (15, ()17 + | At (s) ) ds.
0
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Logo, pelo Lema de Gronwall, concluimos que existe uma constante positiva ¢’

tal que:
W @I + [A¢m®FF < ¢ VEe[0,T]. (2.42)
Portanto,
Y é limitada em L°°(0,T; Hy (S2)), (2.43)
A, é limitada em L>(0,T; L*(Q)). (2.44)

Estimativa II1

Agora voltando a (2.30) e multiplicando-a por gj,, e somando em j de 1 até m

obtemos:

(V) Y () + (D (2), ¥ (1)) + Q) (Y (2), 1 (2))
+/0((@(Tvt)@/im(ﬂ,%(t)))df = (h(t), Y (2)),
de onde chegamos a:
WP < A ()][3m (O] + (@] [m ()] |45 ()]
0] [ 1QEDAU Ol + B0

Mas, entdo, como conseqiiéncia de (2.17), (2.18), (2.38), (2.39), (2.43) e (2.44)

obtemos que existe uma constante ¢ positiva tal que

[ ()] < ¢ Vtel0,T). (2.45)
Logo
P! é limitada em L>(0,T; L*()). (2.46)

Assim das estimativas feitas em (2.38), (2.43) e (2.46) podemos extrair uma

subseqiiéncia (¢,),en de (¥ )men tal que

Yu =€ L0, T; Hy () N H(Q)) (2.47)
gy, = e L(0,T; Hy () (2.48)
Y= " e L0, T LP()). (2.49)
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Seja j € N e consideremos p € N tal que > j em (2.30) e consideremos a
seqiiéncia 1, como solugdo aproximada do problema (2.30)-(2.32). Multiplicando

(2.30) por 8 € D(0,T) e integrando no intervalo [0, T, resulta em

/0 (618, w;)0()dE + / (1), w,))0E)dt + / @ () u(t), w))B(t)dt

/ / (7, )¢u(7), wy))drdt = /OT(h(t),wj)O(t)dt. (2.50)

Levando-se em conta as convergéncias obtidas em (2.47)-(2.49), podemos passar

o limite, quando p — oo em (2.50) e obtendo assim

/0 (6" (), w;)O()dE + / (0(t), ;)0 (8)dt + / (@) (1), w;)0(t) e

+/O /0((Q(T,t)w(T),wj))G(t)det:/0 (h(t),w;)0(t)dt. (2.51)

De (2.51) e como (w;);en é um sistema completo de Hj () temos:

/0 (6" (1), 0)B(t)dt + / (((t), 0))B(t)dt + / @()(8), 0)B(t)dt

T / / (Q(r ty(r), 0))8(t)drdt = / (h(t), v)6(1)dt,

para toda 6 € D(0,T) e para toda v € Hy(Q).

Da igualdade anterior e apds calculos diretos temos:

o= dv+ap-a [ O(r, 0 (r)dr = h(t)

em L>(0,T; L*(Q2)), provando (2.28).

As condigoes iniciais (2.29) sdo verificadas de maneira usual e a unicidade é
provada usando o método da energia. Assim concluimos a demonstracao do teorema

2.2. ]

A funcao v obtida pelo teorema 2.2 é chamada solugao forte do problema ho-

mogéneo (2.22)-(2.24).
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Teorema 2.3 Sejam:
e HI(Q), ¢t e L*(Q) e he LY0,T; L*(Q)). (2.52)
Entao existe uma unica fungao 1 : Q x (0,7) — R satisfazendo as condigoes:
Y € C([0,T); Hy(Q)) N CH([0, T]; L*()), (2.53)

GO0+ (00,0 + @ L/QTt 7)) = (h(t).v). (254)

no sentido de D'(0,T) e para toda v € HJ ()
" — A+ Aty — A /0 Q(r, ) (r)dr = h (2.55)
em LY0,T; H1(Q));
$(0) =" ¥'(0) =o', (2.56)
SWOF+ 500 = [ (0. (6)ds— [ @ls)is).vss
- / O(r. ) (r)dr, (1))

i / / QU 5)0(r)dr ())ds, (2.57)

t
W' OP+ @O < [P+ 1100 + (/0 [n(s)ds)?ee™" vt € [0,T] (2.58)

onde ¢ € uma constante positiva.

Demonstragao: Como [Hj(Q) N H*(Q)] x HY(Q) x C([0,T]; H} () é denso em

H} () x L*(Q) x LY(0,T; L*(£2)), existe uma seqiiéncia
{v ¥ h} € [Hg(Q) N H2(Q)] x Hy (@) x C([0,T]; Hg(€2)) tal que

{in, 0, by — {0, hY em H(Q) x L*(Q) x LN0,T; L*(R)). (2.59)
Aplicando o teorema 2.2 temos que existe uma tunica solugao forte para cada

peN, ¢, Qx(0,T)— R, tal que:
G € LE(0,T5 HY(Q) N H2(9) (2.60)
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Y, € L>(0,T; Hy(Q)) (2.61)
Yy € L®(0,T; L)) (2.62)
W~ At a), /Qm%(m)m_h#qs em Q x (0, T)(2.63)
U = 1u(0) e ¥, =1,(0). (2.64)

De (2.60), (2.61) e o lema 1.35 temos que v, € C([0,T]; Hy(2)).

De (2.61), (2.62) e o lema 1.35 temos que ¢/, € C([0,T]; L*(Q)) e, portanto,

v € C([0,TT; Hy(Q)) N C([0, TT; L*(%2)).

Multiplicando-se (2.63) por ¢, e integrando em £

/ Y)Y, (t)dx + / — A, (), (t)dx
+ [ a0
+ /Q WA /0 O, () dr)d = /Q (), (1) da

o que implica (usando o teorema de Green) que:

(W00 (1)) + (6,00, (1))
@) (0), (1)
T / (O () () dr = (halt). L (E)). (2.65)

Fazendo Mj(t fo (1,t)9,(1)dr. Temos que M3(0) =0 e que

(1) = 2B / )+ Qt, ), (t).

Entao

%((Mz(t)yw(t))) = ((M3(t), ¥u(1))) + (Ms(2), ¥,,(1))) (2.66)

e assim, substituindo (2.66) em (2.65) obtemos:
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1d

S+ 5P = (), w1(0) — (@(Dsnl0), (1)

QU0 D). 2:67)
Integrando (2.67) de 0 a t:
SR + S I0u? = SO + Sl 0]
+ [ utsvptonds = [ @opats). )
([ @wrsm i) + [ ([ 5@ shiutrir (o)
gA«QQﬁWA@mmw»s. (2.68)

Partindo de (2.68) levando em conta as hipdteses (2.17), (2.18) e utilizando a

desigualdade de Holder obtemos o seguinte:

SLOP + IO < %3W%>P+MWA>W}

+ 2 [ 1)z [0 e+ I P
¥ 2c1/£ ((8) gy + [ (5)]12} . (2.69)
Definindo
PO = W) ey + ()]
B = J0) ey + Iu(0)]?
m(t) = (B (0] + cgld).

Entao pelo Lema 1.24 resulta que

S —wwu>P-—xf¢w by + IO 2 [ (o)l
+ 2 [ 0O ey + 0P (2.70)
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Logo aplicando a desigualdade de Gronwall e elevando ao quadrado obtemos:
t
() |22y + 10u (P < [[Ul22(@) + 10017 + (/ [hu(s)lds)? e (2.71)
0
Agora, para cada o € N, temos de acordo com o teorema (2.2) que:

W~ Ay +a(t), — A /Ot Q(7, )by (T)dT = hy q.s. em Q x (0,T) (2.72)

Vo = s(0) e v =15 (0), (2.73)

portanto subtraindo (2.72) e (2.73) de (2.63) e (2.64), respectivamente, resulta em:
(Y = 1o)" = (At — Atg) + a(t) (1 — ¥o)

-5 [ Q0w ~ vl hr = (h—ho) (27

(u(t) = ¥a(1))(0) = ¥y — Uy (U, (1) — ¥ (1))(0) = U, — g (2.75)

De maneira andloga a usada para obtermos (2.71) para o problema (2.74)-(2.75)

concluimos que:

[05,() = o ()2 + 1u(®) — Lo < [l — w’L2(Q)+HwO Yol

/ |h,(s s)|ds)?]e*" (2.76)

logo tomando o limite em (2.76) e considerando (2.59) determinamos % tal que:
Yy — ¥ em C(0,T]; HA(®) 2.77)
e, — ' em C([0,T]; L*(Q)). (2.78)

Compondo-se (2.63) com v € H(Q) chegamos a:
(W) + () + 6000+ ([ QN0 = (o). (279
Multiplicando-se (2.79) por @ € D(0,T) e integrando de 0 a T,
/ (0, (e + / (@), )P0
- (@), (0), )00
+ [ ([ aonman s = [ a0
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Tntegrando por partes a primeira integral acima resulta que:
- [ o [ oo
—i—/OT(d\(t)wu(t),v)@(t)dt

+/0T((/Ot@(7', Ovu(T)dr,v))0(t)dt = /OT(hM(t),U)Q(t)dt. (2.80)

Assim tomando o limite em (2.80) quando p — oo e lembrando de (2.77), (2.78)

e (2.59) conclufmos,
-/ L0, 0 (e + / N, )
- @l e
/ /Qrt P o))t = /OT(h(t),v)Q(t)dt (2.81)

na qual aplicando a definicao de derivada das distribui¢coes na primeira integral

acima obtém-se:
| Gwaonm+ [ w0
/ @(00(0),v)o(0)de
/ / Q(r, )¢ (T)dr, v))0(t)dt = /OT(h(t),v)G(t)dt. (2.82)
De (2.77), (2.78) e (2.82) obtemos uma fungao ¢ : 2 x (0,7") — R tal que:
¥ € (0. T} Hy() N ([0, T): L() (2.89)

L (),0) + (((1), 0)) + @E(E), v)

dt
/ O(r, yi(r)dr, o)) = (h(t),v) (2.84)
no sentido de D’'(0,T) para toda v € H(2). Além disso
" =AY+ a(t)yy — A /t@(T, t)(r)dr = h em L'(0,T; H1(Q)). (2.85)
0
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Para provar (2.57) e (2.58), tomamos o limite quando p — o0 e usamos as

convergeéncias (2.77) e (2.78) em (2.68) e (2.71), respectivamente.

As condigdes iniciais verifica-se de maneira usual e a unicidade é provada usando
o método dado por Visik, M.I. - Ladyzenskaja, O.A. [28]. Assim fica provado o

teorema 2.3. |

A funcao v obtida pelo teorema 2.3 é chamada solugao fraca do problema ho-

mogéneo (2.22)-(2.24).

2.2 Solucao por Transposicao

Nesta se¢ao estamos interessados na solu¢ao por transposigao do problema (2.14)-
(2.16). Iniciaremos com a definigao de solugao por transposigao do problema citado

e também verificaremos a existéncia e unicidade de tal solucao.

Definigao 2.4 Dada g < L2092 x (0,T)) wma  fungdo
u € C([0,T); L*(Q)) N CY([0,T]; HY(Q)) é chamada solugdo por transposi¢io de

(2.14)-(2.16) se
T T v
/ /uhdmdt: —/ / g——dxdt (2.86)
o Ja o Joo” OV

para toda h € C3°(Q x (0,T)), onde

T
o(z.1) = o, 1) + / Qo t)6(x, 0)do (2.87)

e ¢ € solucao forte de

T
i — AP+ a(t)p — A/ Q(o,t)p(z,0)do =h em Q x (0,T), (2.88)
® =0 sobre 9 x (0,T), (2.89)
p(T) =0, &(T)=0 em Q. (2.90)
Observacoes:
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i) A solucao forte para o problema (2.88)-(2.90) é garantida pelo teorema 2.2.

ii) Note que vv = % € L*(0,T; H/*(0Q)) — L*(0,T; L*(9Q)) = L*(02 x (0,T)).
Seja g € H2(0,T; H?(09)). Entao existe g € H2(0,T; H*(Q2)) tal que Y55 = g.
Agora tomando z = u — g com g fixa. Entao:
® iy = Uy — Gu
o Az =Au—Ag
e a(t)z = a(t)u — at)g
o« —A fo o)z(x,0)do = —A fo Ju(z, a)da+Af0 0)g(x,0)do.
Notemos que

voz:you—%ﬁ:g—g:0

2(0) = u(0) = 5i(0) = 0.
Por outro lado, substituindo v = z 4+ g em (2.14) chegamos a:
2+ gu— Az +9)+a(t)(z2+79) — /Qta +g(0))do =0,

ou seja,

— Az +at)z — A/ Q(t,0)z(o)do

=gu+ Ag— aft g—l—A/Qta g(o)do em Q x (0,7, (2.91)
z =0 sobre 02 x (0,7, (2.92)
2(0) =0, 2z(0)=0 em Q. (2.93)

Note que o lado direito da igualdade (2.91) é uma fungdao de L?*(0,T; L*(Q)).

Assim pelo teorema 2.3 temos que
2 € O([0,T); Hy () N CH([0, TT; L*(2))
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e do fato de g pertencer a HZ(0,T; H*(Q)) temos que
g € C((0,T]; H*()) n ([0, T); H*(Q2))
e portanto
u € C([0,T]; H'(Q)) N CH([0,T]; L*(Q)) — C([0,T]; L*(€2)) N C*([0, T]; H(2))

donde
You=%2+%9=0+g=g (2.94)

w(0) =0 u/(0) = 0. (2.95)

Também pelo teorema 2.3

4T + (8.0 + @080+ (| Q)+ (oo w)) =0
(2.96)

no sentido de D’(0,7T') e para toda w em H}(Q) de onde resulta que
— Au+ a(t)u — A/O Q(t,o)u(c) =0 em C([0,T]; H1(Q)). (2.97)

Portanto u ¢é solucao fraca de (2.14)-(2.16) e é tnica (como z é tnica e fixamos
g ent@o u ¢ unica).
Agora demonstraremos que u é solu¢ao por transposicao de (2.14)-(2.16) no

sentido da definigcao 2.4.

De fato, seja h € C°(2 x (0,7)) e o problema

T
b — Ao+ a(t)d— A / Q0. )6(x, 0)do = b em Q x (0,T), (2.98)
¢ =0 sobre 09 x (0,7 (2.99)
¢(T) =0, &(T)=0 em Q. (2.100)

Sabemos pelo teorema 2.2 que o problema (2.98)-(2.100) tem solugao forte. E da

sua regularidade resulta que (multiplicando 2.14 por ¢ e integrando em €2 x (0,7)):

// (2, ), 1) //8Q :L‘t U, 1)t (2.101)



onde v é dada por v(z,t) = ¢(z,t) + ftT Q(o,t)p(x,0)do, provando assim que dado
g € HZ(0,T; H¥?(09)) existe uma u solucdo por transposicdo para o problema

(2.14)-(2.16) com

u € C([0,T); H(Q)) N C*([0, T]; L*(2)). (2.102)
Como consequéncia disto temos o seguinte lema.

Lema 2.5 Seja u uma solugdo de (2.14)-(2.16) com g € HZ(0,T; H?(99)) entdo,

lulleqormzzqy) + lulleorsm—1@) < Mgl oaxor)- (2.103)

Demonstracgao: Fixemos 0 < s < T e seja ¢ uma solugao para o seguinte problema

homogéneo:
by — Ao+ a(t)p — A/: Qo,t)p(x,0)do =0 em Q x (0,T), (2.104)
¢ =0 sobre 9Q x (0,T), (2.105)
o(s) = o, Bi(s) = ¢y em Q. (2.106)

onde ¢y e ¢1 pertencem a D(f)) (este problema tem solugao conforme o teorema

(2.2)).

Da equacio v(z,t) = ¢(z,t) + [, Q(o,t)d(z, 0)do podemos obter (ver [9]):

oz, t) =v(x,t) + /S R(o,t)v(z,0)do (2.107)
onde R(o,t) é determinado por Q(c,t) e R(o,t) € C*([0,00) x [0,00)).
Agora de (2.107) e fazendo ¢(z,t) = v(z,t) — f; R(o,t)v(z,0)do obtemos:
o ¢i(z,t) =v(x,t) + [ Ri(o,t)v(z,0)do — R(t, t)v(z, 1)

o du(z,t) = vy(z,t) + [ Ru(o, t)v(z,0)do — 2R, (t,t)v(x,t) — R, (¢, t)v(x,t) —
R(t, t)ve(x,t)
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o A¢(z,t) = Av(z,t) + A [ R(o, t)v(z, 0)do
o a(t)p(z,t) = alt)v(z,t) + [ a(t)R(o, t)v(z,0)do.
Entao substituindo em (2.104) obtem-se

vz, t) — Av(z, t) — Ryve(x,t) + [a(t) — 2Ri(t,t) — R, (t,t)]v(x, t)

—|—/t a(t)R(o, t)v(x,a)da—/t Ri(o, t)v(x,0)do = 0, (2.108)
v =0 sobre 0% x (0, s), (2.109)
vo =v(x,s) =@(x,8) = ¢ v1 =ve(x,8) = P1 — Q(S,$)po. (2.110)

Usando o método de Faedo-Galerkin obtemos que o problema (2.108)-(2.110)

tem solucao v na classe
v e C([0,T]; Hy(2)) N C*([0,T1; L*(%2)),

e satisfaz

[vlleqo,s:ma @) + lvelloqo.szz@) < M([lvoll gy + lvrllzz@), (2.111)
onde M é uma constante dependente de T', porém independente de vy, v; e s € (0, T].

Reescrevendo (2.108) como
v (z,t) — Av(z,t) = h(z,t) em Q x (0,s) (2.112)

onde h(z,t) = Ryvy(x,t)—[a(t)—2R,(t,t)— R, (t, t)Jv(z, t)— [ a(t)R(o, t)v(z, 0)do+
[ Ry(o, t)v(z, 0)do. Note que h € L'(0,T; L*(9)).

Entao do Lema 1.36 (com o intervalo [0,s] ) e da desigualdade (2.111) obtemos

ov
/ /ag (_> dlEdt M<||UO||12L[(}(Q) + ||U1||%2(Q))

e, por (2.110), temos

B ov\ 2
/0 /aQ (5) dedt < M([[oll iy + |911Iz2(0)) (2.113)
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onde M ¢ independente de ¢, ¢ e de s € (0,7].

Por outro lado, multiplicando-se (2.104) por u e integrando em 2 x (0, s) obtemos;

(01, u(s)) — (Do, ue(s)) :/OS ng%dmt. (2.114)

Entdo, como g € H2(0,s; H?(09)) — L*(0,s; L*(09)),

% € L2(0,s; HY2(09Q)) — L*(0,s; L*(99)), tomando ¢y = 0 em (2.114) e usando

a desigualdade de Holder e (2.113) resulta

(01, u(s))] < Mgl 200x(0,) |91l
e portanto
[u(s)llz2@) < Mgl r200x(0.9) (2.115)
onde M é independente de ¢, g e para todo 0 < s < T

Analogamente tomando ¢; = 0 em (2.114) obtemos:
()| er-1(0) < M|gllr200x(0,5))- (2.116)
Agora somando (2.115) com (2.116) obtemos o lema. O

De posse destes resultados podemos provar o seguinte:

Lema 2.6 Dada g € L*(9Q x (0,T)), existe uma tinica solugao de (2.14)-(2.16) no
sentido da defini¢ao 2.4.

Demonstragao: Como g € L*09 x (0,T)) existe uma sequéncia g™ em
H2(0,T; H¥?(08)) tal que g™ converge forte para g em L*(9Q x (0,T)) (pois
H2(0,T; H¥2(082)) é denso em L%*(0Q x (0,7))). Logo, g™ é uma seqiiéncia de
Cauchy em L?*(9€ x (0,T)). Mas do exposto acima temos que para cada g™ existe
u™ solugao de (2.14)-(2.16), isto é, u™ pertence C'([0,T]; H'(Q)) N C* ([0, T]; L*(Q)).

Portanto, para cada ¢™ e g" existem u™ e u™ satisfazendo (pelo lema 2.5):

[u™ =" cqorze@) + [ui" — i leqora—1@) < Mlg™ — 9" | L200x 0.1y (2.117)
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No limite quando m,n — oo em (2.117) temos que existe uma funcao

u € C([0,T]; L2(Q)) N CH([0,T]; H7(2)) tal que u™ — .

Notemos que u é uma solugao por transposicao de (2.14)-(2.16).

T
/ /umhd:cdt / / g —d;z:dt (2.118)
0o Ja 09

onde tomando limite quando m — oo, e usando a convergéncia acima, resulta que

T
/ / uhdxdt = / / g— dxdt,
0 Jo a0 OV

o que prova o desejado.

De fato, u™ satisfaz

A unicidade:

Suponhamos wu,w solugdes por transposi¢do do problema (2.14)-(2.16). Entao

T T v
/ /uhda:dt = —/ / g——dxdt (2.119)
o Ja Cig) 81/
T
/ /whd:vdt = / / dxdt (2.120)
o Jo o0

Logo subtraindo (2.120) de (2.119) obtemos

u, w satisfazem:

/T/(u—w)hdxdt:()‘v’he Cye (2 x (0,7))
Q

e pelo lema de Du Boys Raymund temos que ©u —w = 0 , ou seja, u = w.

a
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Capitulo 3

A Desigualdade Inversa e a
Controlabildade Exata De Uma
Equacao Integro-Diferencial De
Segunda Ordem

Neste capitulo mostraremos a desigualdade inversa, a qual serd usada para provar a

controlabilidade exata para o problema (2.14)-(2.16), a qual também serd feita.

3.1 A Desigualdade Inversa

Nesta segao apresentamos uma propriedade de regularidade da solugao. Seja
1 /7
w(z,t) = v(x,t) exp(i/ R(o,0)do) (3.1)
t

onde v é definida por v(z,t) = ¢(z,t) + ftT Q(o,t)p(x,0)do em termos de ¢, a qual

satisfaz (2.19) com f = 0.

Entao, de (2.112) com s = T" e derivando (3.1) resulta:
wy — Aw + y(Hw + /T G(o,t)w(z,0)do =0 em Q x (0,7) (3.2)
t
onde () e G(o,t) sao expressas em termos de a(t) e R(o,t), e
7(t) € C([0, 0)) (3.3)
G(o,t) € C(]0,00) x [0,00)). (3.4)
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Lema 3.1 Seja T maior que o diametro de ) e seja Qg um subconjunto aberto de
Q tal que Qy C Q. Suponha que w € C([0,T]; L2(Q)) N CY[0,T); H1(Q)) e satisfaz
(3.2) no sentido das distribuicoes em  x (0,T). Sew = 0 em (2\Q) x (0,7),
entao w € C([0,T]; Hi(2)) N CH ([0, T]; L*(£2)).

Demonstragao: Por hip6tese temos que w = 0 em (Q\Qp) x (0,7), ou seja,
w(x,t) = 0se (z,t) € (Q\Q)x(0,T). Tomando Qy = (Q2x(0,T))\( Qo x (0,T) ) ¥*OD)
temos que Qu é um aberto do R™*! e que w se anula em Q. De fato,
(,t) €Qy < (2,t) € Ux (0,T) e (z,t) & Qo x (0,T) *OT)
= (z,t) € Q2 x(0,T) e (z,t) & Q x (0,7)
= (Ivt) € (Q\QO) X (OaT>
ou seja, w(x,t) =0V (z,t) € Qo.
Consideremos O,, 0 maior aberto do R"** contido em Q2 x (0, T') onde w se anula.

Logo, Qo C O,, isto é,

(Q\Q0) x (0,7)\ Q x (0, T)>OD = O,

Tomando o complementar em 2 x (0,7') em ambos os lados da inclusdo acima,

obtemos que

Q% (0,T)\On C Qo x (0,T) 20D
= Qo x(0,1) N Qx(0,7)
= Qo x (0,7) N Qx(0,7),
ou seja,
supp w C Qo % (0,T).
Pondo w® = p. * w, onde p. é uma sucessao regularizante em R" e

- | w(z,t) se (z,t) € 2 x[0,T]
wlw,t) = { 0 se (z.1) € (R"\ Q) x 0,7,
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entao

supp w® C  supp p. + supp w
C  (B:(0) + ) x [0, 7]

C Qx][0,T]

para um ¢ suficientemente pequeno, ou seja, w® tem suporte compacto em €2 x [0, 7).

Agora como w(t) € L*(Q) temos que w(t) € L*(R") — L} (R") e assim,
we(t) = (pe x w)(t) € C*°(R™) (conforme [3], pg 69) e como w*(t) tem suporte
compacto em 2, temos que w®(t) € C5(2), o qual estd imerso em HZ({2). Além
disso, w® € C'([0,T7]; HZ(Q)).

Agora escrevendo

w® =YP°+&° (3.5)

onde ¢f € C(OLTLHNQ) n HAQ) n C(0TLEHN) — —
C([0,T]; H (2)) n CY([0, T]; L*(Q)), a qual é uma solucao de

T
vy, — AY® = —v(t)w® — / G(o,t)w(z,0)do em Q x (0,7) (3.6)
1® =0 sobre 02 x (0,7T) (3.7)
Y(T) =0, ¢;(T)=0emQ (3.8)

e & € C([0, T Hy() N H*Q) n CH[0,T]; Hy (%)) —
C([0,T]; H (£2)) n CY([0,T); L*(Q)), a qual é uma solucao de

&, — A =0em Qx (0,7) (3.9)
£ =0 sobre 9Q x (0,7) (3.10)
E(T) = w'(T),  E(T) = wi(T) em O (3.11)

Fazendo uma reversao de tempo e usando o Lema 1.36, (3.3) e (3.4) obtemos

T 2
g € awa g
K% H%([o,T];Hg(Q)) + 101 o 122000 +/o /aQ ( By ) dadt < M2 0110200
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Por outro lado temos que [|w® |2, 71.r2()) < lwlEory2(): onde ¢ > 0. Entéo,
% leqo,mm @) < Mllwllegory;rz@)

195 leqomize)y < Ml|wlleqorr2@)-

Portanto,

1% o,z + 195 leqomrz@) < Mllwlloor;z2 @) (3.12)

A

para uma constante M independente de € e w. Sendo supp w® C Q x [0, T], temos

e, também,

e\ 2
% dzdt < M|jw||? (3.13)
o S C([0,TI;L2()) :

que
_Ows OyT 0¢°
0= 5 = o + £y sobre 09 x (0,7,
ou seja,
ops  0E°
5 = oy sobre 092 x (0,7). (3.14)

Logo combinando o lema 1.37 com (3.13), resulta que

T 2
e

MOy + i Dllen) < [ [ (55 ) dade < dtloll o

o Joa v
isto é,

M (lw*(T) || 30y + lwi (D) llz20)) < Mlwllo.my.220)- (3.15)
Agora segue conforme (2.58) e de (3.15) resulta
lw lleqoaai@) + lwilloqrizz@)y < 1w (T)lmg@) + lwi (T)l| 2@

< Mljwlleqor;ze)

o que implica que

[0l eormi) + 1w lleqorizze) < Mllwllegoryza@)- (3.16)
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Obtemos resultados andlogos se tomarmos e; suficientemente pequeno e

W = pg, * w. Assim w® — w satisfaz (3.2) e também que

1w = w™ leqorym @) + lwf = wit leqoryzzwy < Mllw — wllegom;z2@)

o que implica que (w®) e (wf) s@o sucessoes de Cauchy.

Portanto w® converge para y € C([0,T]; Hy(Q)) N C*([0,T]; L*(Q2)). Por outro
lado temos que w® = p. * W converge para w € L*(0,T; L*(Q)) — D'(2 x (0,T)) e
sua derivada para w; em D'(2 x (0,7)). Logo pela unicidade do limite temos que
w =Y.

Além disso tomando limite em (3.16) e levando-se em conta as convergéncias

obtidas acima concluimos
lwll oo mi@) + lwelleqoriza@) < Mllwlleqom;r2@)- (3.17)

O

Lema 3.2 Seja T maior  que 0 diametro de e seja
w € C([0,T]; H}(2)) N CY([0,T]; L*(R2)) uma solugio de (3.2) em Q x (0,T) tal
que g—w =0 em I x (0,T). Entaow =0 em Q x (0,T).

v

Demonstragao: Seja {2; um subconjunto aberto e limitado do R" com fron-
teira regular tal que Q C Q; e seja T > diametro §; > diametro de . Podemos
estender w para §; x (0,7) tal que w(z,t) = 0 para (x,t) € (2, \ Q) x (0,7,
que ainda denotamos por w. Sendo w = ‘3—’5 = 0 sobre 092 x (0,T), w pertence a

C([0,T]; H} (£21)) N CY([0,T); L*(£2y)), e satisfaz
wy — Aw + y(t)w + /T G(o,t)w(z,0)do =0 (3.18)

no sentido das distribuicoes em €2y x (0,7).

Seja S o conjunto dos w € C([0, T]; H}(21))NC* ([0, T); L*(€)) tal que w é uma
solugao de (3.18) em 2y x (0,7) e w =0 em (21 \ ) x (0,7). Observemos que
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munido com a norma de C([0,77]; Hj(€,)) N C([0,T]; L*(Q4)) a qual denotaremos

por || - || é um espago de Banach.

Vamos mostrar que & tem dimensao finita. De fato, basta mostrar que
H={w e 3 ||w|s < 1}. (3.19)
é compacto em .

Para isto, tomemos w € H e seja

o ow
77@—8$i

i=1,...,n. (3.20)

Como w € C([0,T); H (1)) N CY[0,T); L*(€)), implicando que
n = % € C([0,T); L*(Q)) N CH([0,T]; H (1)), e assim podemos aplicar o lema

3.1 para cada n;, de onde obtemos 7; € &. Por (3.17) para n; obtemos:

Hni”C([O,T};Hé(Ql)) + ||TI§HC([0,T];L2(91)) < M\|77i||c([0,T};L2(91))

de onde segue que
w

0
8$i

Inlls < MH

C([0,T];L2(1))
o que implica

N

Inills < Mllwlleqoray@i)

N

Mllwllcqorymi01) + lwelleqormzz@i]

N

Mllwlls

N

M

pois w € 'H e onde M é uma constante positiva independente de w.

Assim segue que H é limitado em C'([0, T]; H} (1) NH?(2,))NCL([0, T); L* (1)),
e portanto de (3.18) temos que H é limitado em C?([0,T7]; L*(Q;)). Assim H é
limitado em C'([0, T]; Hy (1) N H2(Q4)) N CY([0, T]; L*(©4)) N C*([0, TT; L*()).

De H ser limitado em
C([0,T); Hy(21) N H?* (1)) N CH([0,TT; L* (1)) N C*([0, T; L2 (),
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usando o corolario 1.23, concluimos que H é compacto em .

Agora como & tem dimensao finita e 8%1 ¢ um operador linear de & em S, existe

um N > 1 tal que

o\" o\ )

para algumas constantes aq, @, - -+, ay; (conforme [7] pg. 191).

Vamos mostrar que w = 0 em €; x (0,7). Com efeito, para isto usamos a
seguinte notacao

y=11 €R (3.22)
z = (w9, 3, Ty, - Tp,t) € R" (3.23)

tal que (z,t) = (y,2). Agora escolhemos algum (yo, z0) € Q x (0,7). Entdo existe
um y; tal que (y1,20) € (21\Q) x (0,T) e um segmento de reta unindo (y;, zy) e
(Yo, z0) contido em §2; x (0,7"). Também existem nimeros positivos d; e dy tais que
o cilindro I5, x By, esteja contido em € x (0,7), onde Is, = (y; — 01,40 + 61) €
Bs, = {# € R" : |z — z| < 6&2}. Podemos ainda requerer que o cilindro
[y1 — 61,51] X Bs, esteja contido em (2,\Q) x (0,7). Tomando ¢ € C§(B;,) e
fazendo

awzézww (3.24)

Entao, £(y) € L?(15,). De fato:

EWIF = [ [ wly 2)¢(z)dz|*

Bs,y

= [(w(y), ®)r2(s,,

< ||w(y)||%2(352)||¢||%2(B(52>‘

Agora integrando em I, obtemos
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| kwPa < k[ o, d
5

1 Is;

i / / w(y, 2)Pdzdy
Is, JBs,

T
< / [y, 2)|2dzdy
0 Q4

= kHwH%Q(QX(O,T))

provando o desejado. Temos também

d N d N—-1
(d_y> 5+O‘1<d_y) 4. +anE=0 (3.25)

no sentido das distribuigoes em I5,. De fato, seja 6 € D(I;,). Entao,usando Fubini

e a definicao de distribuicao, obtemos a seguinte igualdade,

N N—-1
((d%) £+ (d%) E+ ...+ ant, o)

d N d N-1

Desta igualdade e de (3.21) resulta que

N N-1

no sentido das distribuigoes em Iy, .

Como a equagao diferencial linear de ordem n dada por (3.25) tem coeficientes

constantes entao & € C*(Iy,).

Observemos o seguinte:

)| = /B (e, 2)6(2)dz),

entao

Y1 1
[ ki< [T [ et s)lo)ds = o
y1—01 y1—01 J By,
pois w =0 em (27 \ Q) x (0,7). Entao
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Y1
/ €(y)ldy < 0

1—081

o que implica
§=0em (y1 —d1,)
pois £ é continua e [£| > 0.

Por (3.25) e tomando y; € (y1 — d1,41) temos que
d g\ N1
=0, D=0,...., | — 1) =0.
(y1) ’ (dy) &(yr) RERE! (dy) &(yr)

Entao conforme ([2] pg 142), existe uma tinica solu¢ao com tais dados. Mas note

que a fungao nula satisfaz (3.25) e tais dados. Logo £ = 0 em Is,. Entéo

€y) = / w(y, 2)$(2)dz

tomando 0 € C3°(1;5,) e A =I5, X Bs, temos

/l E()B(y)dy = / w(y, 2)6(2)8(y)dzdy,

desta igualdade, do fato de que £ = 0 em I, e por argumentos de densidade resulta,

0= [ wly 20ty ddy Vo€ CA)
A

o que implica que

w(y,z) =0em I5, X Bs,.
Logo w =0 em € x (0,7). O
Lema 3.3 Seja T maior que o didmetro de Q. Para {¢o, $1} € Hy(Q) x L*(2) e

seja ¢ € C([0,T]; Hy(Q)) N CH([0,T); L*(2)) a tinica solugio de (2.19)-(2.21) com
f=0em (2.19). Entdo % € L2002 x (0,T)) e

T ov\ 2
I (a—) dedt > M(6ollZy 0 + 161 [220y) (3.26)

onde M € uma constante positiva independente de ¢g, ¢1 e v € dada por

v(z,t) = ¢(x,t) +/t Qo t)p(x,0)do.
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Demonstragcao: Lembremos que

o wy=w(T), wy =w(T)
o w(z,t) =v(z,t)exp(3 ft Q(o,t)do)

o v(z, 1) = ¢(x, 1) + [ Q(o,t)¢(x,0)do

o o(x,t) =uv(x,t)+ ftT R(o,t)v(z,0)do.

Da defini¢ao de w e R temos:

() - (&) [

/t ' R(0,t)do

Destas duas expressoes e integrando a primeira sobre 92 x (0,7") obtemos

T 2 T 2 T 2
TR / / (@) drdt < / / (a_w) dzdt < ¢TIRI / / <@) drdt,
o Joo \OV o Joa \ OV o Joo \OV

ou seja,

T (91))2 /T/ (aw)2 /T/ (%)2
c — | dxdt < — | dxdt <c — ) dxdt. (3.27
1/0 /aQ (aV o Joaa \ OV ? o Joao \OV ( )

Por outro lado temos

T
< / R(o,t)|do < T||R|
t

17 1 e
wy(x,t) = vz, t) exp(é/ R(o,t)do) — 51}(2:,75) exp(ﬁ/ R(o,t)do)R(t,t)
t t
implicando que

1
wt(T) = Ut(T) — §¢0R(T, T)
Agora derivando ¢ em relagao a t obtemos,

o1 = <Z5t(T> = Ut(T) - R(T, T)U(T) = Ut(T) - R(T, T)¢07
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isto é,
w(T) = ¢1+ R(T,T)o.
Resulta entao que
wi(T) = 61+ 300 R(T.T) 5 wi(T) = 61 + S RT. Thu(T)
w(T) = 60 & by = w(T) — S R(T,T)u(T),
Afirmacao: Existem constantes ki, ko positivas tais que

Balllwoll oy + 1lBaoy] < 60l + 16113200y < Rallwolidy e + o l22(e))

Com efeito,

||¢0||§{3(Q) + 61720y = ||7~U(T)||?qg(ﬂ) + [[we(T) = %R(T, T)w(T)|[72(0)
= [w(D)7 ) + (D22 — BT, T)(wi(T), w(T)) 20
bR TPl o,
< (D)l @) + lwe( D720
+ cllwd T2 R(T, D) 1w(T)] 3 0
b SR T g
< kelllw(D) @) + o)l Z2)]
= kQ[HwOH%I(%(Q) + [Jwn][F2 (-

Logo,

190l 70y + 19111220y < K2lllwoll3 ) + lwrllZz ()]
Analogamente, prova-se
ki [lwoll3a ) + lwnllZz ()] < ldollz @) + 10111220,

ou seja, as normas sao equivalentes. Desta forma demonstrar (3.26) é equivalente a

provar a seguinte desigualdade:

T ow\ 2
[ (5e) dedt > brtloaliye + ol 3.28)

o7



Assumiremos que (3.28) ¢ falso.

Entao existe uma sucessao (w™) de solugoes do seguinte problema:
T
wy — Aw™ 4+ y(t)w™ +/ G(o, t)w™(z,0)doc =0 em Q x (0,7T),
t

w™ =0 sobre 9 x (0,7,
W () =, WP (T) = wl em €,

com dados iniciais {wd, w*} C HL(Q) x L*(Q) tal que

”WTH?{&(Q) + lwi |72y = 1 para todo m € N

r ow™\”
/ / ( ) dzxdt — 0 quando m — oo.
o Joa \ OV

De (3.32) temos que

(ver[18]).

(wgt, wi") — (w®, w®) em Hy(Q) x L*(Q) quando m — oo.
Analogamente a (2.58) obtemos que
[wi (@) + o™ @O < M{Jwi"* + lwg' "] Yt € [0,T7.

Agora de (3.32) e de (3.35), resulta

(3.29)
(3.30)

(3.31)

(3.32)

(3.33)

(3.34)

(3.35)

(w™,wy") = (0™, wi®) em L¥(0,T; Hy(Q2)) x L=(0,T; L*(Q2)) quando m — oo.

(3.36)

De (3.36) e (3.34), podemos tomar o limite no problema (3.29)-(3.31), obtendo que

w> é uma solugao fraca de

T
wyy — Aw™ + y(t)w™ +/ G(o,)w™(z,0)do =0 em  x (0,7,
t

w™ =0 sobre 990 x (0,7,
we(T) =wg®, w*(T) =w® em

o8

(3.37)

(3.38)

(3.39)



De (3.33) e do fato que,

T m\ 2
/ / (8“’ ) dedt < lim mf/ / (a“’ ) dadt = 0,
oo \ Ov m—00 0 Joa \ OV

segue que LV =0 em 00 x (0,7). Entao aplicando o lema 3.2 concluimos que

w> = 0.

Fazendo uma decomposigao da solu¢ao do problema (3.29)-(3.31) em

W™ = ™ 4 ™ (3.40)
onde y™ € C([0,T); H} () N CY([0,T]; L*(Q)) com % € L*9Q x (0,T)), uma
solugao de

T
v — AY™ = —y(t)w™ — / G(o,)w™(z,0)do em Q x (0,7 (3.41)
Y™ =0 sobre 90 x (0,7T), (3.42)
Y™(T) =0, ¢¥(T)=0 em Q, (3.43)

e (™ € C([0,T}; H3()) N CH([0,TT; L*(2)) com &= € L2(9Q x (0,T)), uma uma

solucao de

G —AC" =0 em Qx(0,7), (3.44)
¢™ =0 sobre 92 x (0,7T), (3.45)
¢™(T) =w™T), ¢(T)=w(T) em S (3.46)

De (3.36) e pelo teorema 1.32 temos que
w™ — 0 em L'(0,T;L*Q)), (3.47)

de onde segue pelo lema 1.36 (com o tempo reverso) que

T awm 2
/ / ( ) dxdt — 0, quando m — oo. (3.48)
o Joo \ OV
Agora de (3.33), (3.40) e (3.48) concluimos que
T acm 2
/ / <—) dzdt — 0, quando m — oo. (3.49)
o Joo \ OV
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Assim pelo lema 1.37, temos
lw™ (D) 30 + 1w (T)|IZ2@) — 0 quando m — oo, (3.50)

o que contradiz (3.32), completando assim a demonstragao. a

3.2 A Controlabilidade Exata

Nesta sec¢ao iremos analisar a controlabilidade exata para o problema (2.14)-(2.16),

ou seja para:

uy — Au+ a(t)u — A /t Q(t,o)u(z,0)do =0em Q x (0,7), (3.51)
0

u = g sobre 09 x (0,7, (3.52)

u(0) =0, u(0)=0em £, (3.53)

onde a(t) e Q(t, o) satisfazem (2.17) e (2.18) respectivamente, a qual serd dada pelo

seguinte teorema:

Teorema 3.4 Seja T maior que o diametro de £Q. Entao para dado
{ug,ur } € L*(Q) x H1(Q), existe um controle g € L*(9Q x (0,T)) que pode levar
a solugdo de (2.14)-(2.16) ao estado final

w(T) = ug, w(T)=mu; em Q. (3.54)

Seja {do, 1} em D(Q) x D(Q) e consideremos o problema dual

T
b — Ao+ a(t)d— A / Q0. )(x, 0)do = 0 em Q x (0,T), (3.55)
¢ =0 sobre 9Q x (0,7, (3.56)
O(T)=¢o e ¢(T)= ¢ em Q. (3.57)

Conforme provado no teorema 2.2, o problema (3.55)-(3.57) admite uma unica

solugao ¢ na classe
¢ € C([0,T]; Hy () N H*()) N C([0, TT; Hy (), (3.58)
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e também temos que

% € L*(0Q x (0,T)), (3.59)

onde v é definida por v(z,t) = ¢(z,t) + ftT Qo t)p(x,0)

Consideremos o seguinte problema:

Yy — AY 4+ a(t) — A/t Q(t,0)Y(z,0)do =0 em Q x (0,7), (3.60)
0

= % sobre 09 x (0,7), (3.61)

¥(0) =0, (0)=0em Q. (3.62)

Obtemos pelo lema 2.6 que o problema (3.60)-(3.62) admite uma tinica solugdo por

transposi¢ao v, na classe

Y € C([0,T]; L*() N CH([0, T]; H ().

Em virtude da regularidade da 1 e da unicidade das solugoes dos problemas

(3.55)-(3.57) e (3.60)-(3.62) definimos:

A D(Q) x D(Q)

H(Q) x L2(Q)
{60, 61} (- (3.63)

(1), v(T)}

—
>

No que segue desenvolveremos um raciocinio que nos permitiré obter uma relacao

entre a aplicacdo A definida acima e a derivada normal %.

Como HZ(0,T; H?(99)) é denso em L2(0,T; L*(00)) = L*(09 x (0,T)) e
& e L*(0Q x (0,T)), existe uma (v,) C HZ(0,T; H¥?(09)), tal que

v, — ? em L*(0Q x (0,T)). (3.64)

v

Consideremos a seguinte seqiiéncia de problemas

v — AP+ a(t)t — A /t Q(t,o)Y"(z,0)do =0 em Q x (0,T) (3.65)
0

' =" sobre 9Q x (0,7) (3.66)

P*(0) =0, ¥(0) =0 em Q. (3.67)
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Resulta de forma andloga utilizada na obtencao de (2.96) e (2.97) que (3.65)-(3.67)

admite uma soluciio fraca na classe
g e C([0, T); H'() N ([0, T); () (3.65)
verificando
= S0+ ol = & [ Qo) a)ir =0 em C(0.TH @), (369

mais ainda, para cada pu, ¥* solugao fraca para (3.65)-(3.67) e (" — 1)) é solugao

por transposicao de

(w“—%b)tt—A(w“—w)+a(t)(¢“—"¢)—A/t Qo 1) (" = ¢)(x,0)do = 0 (3.70)

em ) x (0,7),
Pt —p =ov* — % sobre 092 x (0,7, (3.71)
(V" =4)(0) =0, (" —1)(0) =0. (3.72)

Conforme o lema 2.5, aplicado ao problema (3.70)-(3.72), vem que
v

19" = Ylleomic2@) < Mllv" - %”LQ(C‘MX(O,T)): (3.73)
€
Ov
103" = belleqorya—1@) < Mv* — %HL%@QX(O,T))- (3.74)

Entao de (3.73) e (3.74) e da convergencia dada em (3.64) resulta que
Y — 1 em C((0,T]; L*(2)), (3.75)
Ut — ¢y em C([0,T]; H(Q)). (3.76)

Por outro lado, dados & e & em D({), existe uma unica solugdo £ de (3.55)-
(3.57) na classe (3.58) com dados iniciais {&, & }. Compondo-se a equagao (3.69)

com &, resulta
/0 (WA (0), £(8))dt — / (A (1), £(8) di + / (a(B)0" (), (1))t

_|_/0 <—A/t Q(t, o) (x,0)do,&(t))dt = 0,
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donde obtemos que (usando teorema de Green e integrando por partes)

(W (T), E(T)) + (W (T / /mv“aydxdt — 0

onde z(x,t) = &(w,t) + ftT Q(o,t)é(z, o)dzdt, isto é,

ey s wamy = [ oS @

Assim tomando o limite em (3.77) quando p — oo e levando-se em conta as

convergéncias dadas em (3.75) e (3.76) resulta que

ey ey = [ (5w ay

onde ¢ ¢é a unica solugao de (3.55)-(3.57) com dados {&p, &1} em D(2) x D(2) e ¢ a
tnica solugao de (3.55)-(3.57) com dados {¢g, 1} em D(Q2) x D(2).

Note que (3.73) pode ser reescrita como

{=uT), ()} {E(T) //m(gzgz)dxdt

ou ainda de (3.63)

(Mon o) fenta)) = [ ' /| (g gy) dudt. (3.79)

Definamos
()t (D)) x (D(R)? — R

Heo, o1}, {&, &1} — (foT m%%> dedt. (3.80)

Provaremos que a aplicacado acima, define um produto interno de
(D(Q))? x (D(Q))2. E claro que (-,-), é uma aplicacio linear e positiva, restando

assim provar que € estritamente positiva. Mais precisamente
({@0, 1}, {%0, 91})« = 0 ¢ = ¢1 = 0.

Com efeito, a reciproca é trivial. Provaremos a implicagao. Suponhamos que

({d0; @1} {d0, ¢1}) / /69 d:cdt = 0.

ov




Usando o lema 3.3 obtemos que

T v |2
o<l + o< [ [ 50 e,
o Joa|OV
entao ¢° = ¢! = 0.
Do exposto acima, resulta que a aplicacao
|-l (D) — R+

o e ([ () )"

define uma norma em (D(f2))?. Consideremos F o espaco de Hilbert obtido completando-

se (D(2))? com a norma || - |+, isto ¢,

-1l

F=D(Q) x D(Q) (3.82)

Contudo, de (2.113) e do lema 3.3, existem constantes ¢, co > 0 tais que

v |?
o dzdt < CQ[H¢OH§{(%(Q) + H¢1H%Q(Q)]a (3.83)

T
clllgolli ) + ld1llz2@)] < /0 /an

isto é,

T
0 61} iy < ( [

Desta forma resulta de (3.81) e (3.84) que a norma || - ||« é equivalente a norma

1/2
ov |?
B da:dt) <C/2||{¢07¢1}||§{é(Q)XL2(Q)‘

(3.84)

1{s Hl zp@)x22 ) em D(Q2) x D(Q2). Conseqiientemente de (3.82) obtemos

-1l

F=DQ) x D) " = D@y x D) Im@rr@ — gl) x L2(Q).  (3.85)

Munindo-se (D(2))? da topologia dada pela norma || - ||, provaremos que o
operador A dado em (3.63), que é claramente linear, é continuo. Com efeito, de

(3.79) e (3.80) obtemos:

(Ao, &1} {0, &1 < {0, D1} N{0, & Hl
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para todo {dg, ¢1}, {&, &1+ € (D(R))2. Pela densidade de (D(€2))? em F segue que

[(A{do, &1}, {no, m )] < [{¢o, o1}l {m0, m } -

para todo {¢g, #1} € (D(Q))?, {no,m} € F, o que implica que

M0, &1} < [{do D1} V {0, 1} € (D())?,

(3.86)

o que prova a continuidade de A. Agora, como (D(f2))? é denso em F, podemos

estender A, de maneira tnica, a um operador linear e continuo, o qual denotaremos

pela mesma letra:

A F — F’
{770;7)1} = l}ggo{né‘,ni‘}

onde ({115, n'}uen C (D())? tal que

1{nb '} — {mo.m}|« — 0 quando p — oc.

(3.87)

Notemos que a definigdo acima independe da seqiiéncia {n},n}'} que aproxima

{no,m}.

Provaremos a seguir que:

AMno,m} = {=v(T),v(T)}, YH{no,m} € F

onde 9 é solugao por transposicao de

T
Yy — AY + a(t)y — A/ Q(o,t)Y(x,0)do =0 em Q x (0,7),

e % sobre 09 x (0,7,
¥(0) = ¢(0) =0 em O,

n ¢é solucao fraca de
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T

N — An + a(t)n — A/ Q(o,t)n(z,0)do =0 em Q x (0,7), (3.92)
t

n =0 sobre 99 x (0,7, (3.93)

n(T) =no, m(T) =m em Q (3.94)

r(z,t) = n(x,t) + /n(m,a)@(a, t)do.

t

Com efeito, seja {no,m} € F e consideremos ({n,ni'})en C (D(Q))? tal que
{mp.mp} = {n"n'} em F. (3.95)
Temos de (3.63) e (3.87) que
Ao} = lin Ao ot} = Tim {—(T), 0#(T)} (3.90
onde, para cada p € N, 9, ¢ a unica solugao por transposicao do problema

T
D — A+ a(t — A / Qo) (z,0)do = 0 em Q x (0,T),  (3.97)

PH = % sobre 0 x (0,7, (3.98)
PH(0) = ¢4 (0) =0 em Q (3.99)

e n* é a tnica solugao fraca de
T
ny — Ant 4+ a(t)n” — A/ Q(o,t)n"(z,0)do =0 em Q x (0,7, (3.100)
t

n* =0 sobre 02 x (0,7, (3.101)

n(T) =ny, n/(T)=m em Q. (3.102)
Resulta dai que (¢* — 1)) é a tinica solugao por transposicao de

(W-th—A(W—@/})Jra(t)(@b“—@/))—A/t Qo, 1) (" =) (x,0)do =0 (3.103)
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em Q x (0,7,

(Pt =) = (% — %) sobre 09 x (0,7, (3.104)
(" —)(0) = (" —1):(0) = 0 em (3.105)

onde (n* —n) é a tnica solugao fraca de:

(n“—n)tt—A(n“—n)JrOé(t)(n”—n)—A/t Q(o, t)(n"—n)(x,0)do =0 em Qx(0,T),

(3.106)
(n* —n) =0 sobre 9Q x (0,7), (3.107)
(" =) (T) =5 —no, (" =n)e(T) =m' —m em Q (3.108)
Agora conforme o lema 2.5 temos
[* — w||0([07T];L2(Q)) + [l — @DtHC’([O,T];H*l(Q))
or or
< Mﬂa—: - 5”L2(aﬂx(o,m)
= MI|{nt —no,n’ — m}- (3.109)
Da desigualdade acima e de (3.95), obtemos que
Y — ¢ em C([0,T]; L*(€2)) (3.110)
U — by emC([0,T]; H1(€2)). (3.111)
De (3.96), (3.110) e (3.111) segue o desejado em (3.88).
Definamos
b({do, #1110, &1}) = (Mo, @1}, {60, 1) (3.112)

para todo {¢o, #1}, {0, &1} € F, que é claramente uma forma bilinear. Provaremos,

a seguir, que b(-,-) é continua e coerciva. De fato, sejam {¢g, ¢1}, {0, &1} € F e

({6, 1 Puer, ({€5, €1 Duen, € (D(R))? tais que

{¢g’¢lf} - {¢0a¢1} € {fg,flf} — {fo,fl} em F.
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Para cada 1 € N de (3.86) vem que
(A {0, @1 1 A& €N < {2, o1 IR €03

Tomando-se o limite na desigualdade acima quando p — oo decorre que

[(A{do, &1} {&0, &1 < [H{do, @1}l ({0, &t

o que prova a continuidade de b(-, -).

Para provarmos a coercividade da mesma, notemos que de (3.79) e (3.81), para

cada p € N podemos escrever

(AMeh, o1}, {66, o1} = I{6, S,

de onde tomando o limite quando p — oo obtemos

<A{¢07 ¢1}7 {¢07 ¢1}> = H{¢07 (bl}Hza

o que prova a coecividade de b(-,-).

Desta forma, pelo teorema de Lax-Milgran, dado {yo,y1} em F”’, existem tinicos

{¢°, ¢'} em F tal que:

{yo, y1}{&0. &1 1) = b({¢0, d1},{%0, &1}), V{&o. &1} € F,

ou seja A é um isomorfismo de F' em F’. O que implica em fungao da defini¢ao de

b(-,-) dada em (3.112) que:

“Dada {yo,y1} € F',3{ b0, p1} € F tal que

{yo, y1} = Mo, 9117 (3.113)

ou ainda em virtude de (3.88) concluimos que

“Dado {yo,y1} € F',A{ o, 1} € F tal que

yo=—Pu(T) e yr = ¢(T) (3.114)
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onde 1 ¢ a tnica solugdo, por transposi¢ao, de (3.60)-(3.62) e ¢ é a unica solugao

fraca de (3.55)-(3.57) com dados ¢g e ¢;.

Lembremos que:
F=Hi(Q)x L*(Q) e F' = H Q) x L*(Q)

assim, elegendo-se:

H=I1%Q) x HY(Q)

entao dado

{Uo,ul} eH (3115)

tem-se que o par {yo, y1 } = {—u1, uo} e de (3.114) resulta que existem tnicos {¢o, @1}
em F' tal que

Yo = —U1 € Yy = Up, (3.116)
ou seja,
V(T) =uy e Y(T) = uy,
onde 1) é a unica solugao por transposicao de (3.60)-(3.62) e ¢ é a unica solugao

fraca de (3.55)-(3.57) com dados ¢g e ¢;.

Considerando-se g = % em 0 x (0,7) no problema (3.51)-(3.53) sujeito aos
dados iniciais conforme em (3.115) temos que tal problema possui tnica solugao
por transposicao u (conforme lema 2.6). Observemos que como v é solu¢ao por
transposi¢ao de (3.60)-(3.62) e de (3.116), resulta que ¢ é também solucao por
transposigao de (3.51)-(3.53). Logo, pela unicidade da solugao temos que u = ¢ e

conseqiientemente

w(T) = ug, w(T) = uq,
0 que mostra o teorema 3.4.

Frente a mudanca de variaveis feitas no inicio do capitulo 2 percebemos que o
teorema 3.4 implica no teorema 2.1. Obtemos, desta forma a controlabilidade para

o sistema (1)-(3), concuindo assim nosso trabalho.

69



Bibliografia

1]

BARDOS, C., LEBEAU, G., RAUCH, J.: Controle et Stabilisation Dans
les Problemes Hyperboliques, in Controlabilité Exacte Perturbations
et Stabilisation de Systtemes Distribés. Tome 1, Appendice 2, J.L; Lions,
ed, Masson, Paris, 1988.

BOYCE, W.E., DIPRIMA R.C.: Elemetary Differential Equations And
Boundary Value Problems. John Wiley & Sonns,Inc, New York, 1997.

BREZIS, H.: Analisis Funcional, Teoria y Aplicaciones. Alianza Editorial,
S.A., Madrid, 1984.

BREZIS, H.: Operateurs maximaux monotones et semigroups de con-
tractions dans les spaces de Hilbert. North Holland Publishing Co., Am-
sterdam, 1973.

CAVALCANTI, M. M., DOMINGOS CAVALCANTI, V. N.: Iniciagao a Teo-
ria das distribuigoes e aos Espagos de Sobolev. Volume I, DMA /UEM,
Maringa, 2000.

CAVALCANTI, M. M., DOMINGOS CAVALCANTI, V. N.: Iniciacao a Teo-
ria das distribuigoes e aos Espagos de Sobolev. Volume II, DMA/UEM,
Maringa, 2000.

HOFFMAN, K., KUNZE, R.: Linear Algebra. Prentice-Hall,Englewood
Cliffs, 1997.

70



8]

[10]

[11]

[12]

[15]

[16]

KIM, J. U.: Control of a Second-Order Integro-Diferential Equation.
SIAM J. Control And Optimization, vol 31, 1993, pp 101-110.

KREYSZIG, E.: Introductory Funcional Analysis With Applications.
John Wiley & Sonns, New York, 1989.

LAGNESE, J., LIONS, J. L.: Modelling, Analysis and Control of Thin
Plates. Masson, Paris, 1988.

LASIECKA, I.: Controllability of a Viscoelastic Kirchkoff Plate. Inter-
nat. Ser. Numer. Math., 91, 1989, pp 237-247.

LASIECKA, I., TATARU, D.: Uniform boundary stabilization of semi-
linear wave equations with nonlinear boundary damping. Lecture Notes

in Pure and Applied Maths, 142, Dekker, New York, 1993.

LEUGERING, G.: Exact Boundary Controllability of an Integro-
differential Equation. Appl. Math. Optim.,15, 1987, pp 223-250.

LIMA, E. L.: Curso de Analise;Volume II, Instituto de Matematica Pura e
Aplicada, Rio de Janeiro, 1981.

LIONS, J. L.: Controélabilité Exacte Pertubations et Stabilisation de

Systemes Distribués, Masson, Paris, 1988.

LIONS, J.L., MAGENES. E.: Non-Homogeneous boudary Value Prob-
lems ande Applications., Vol. I. Springer-Verlang Berlin Heidelberg, New
York, 1972.

LIONS, J. L., MAGENES, E.: Problemes aux Limites non Homogeénes,
Applications. Dunod, Paris, 1968, Vol 1.

MEDEIROS, L. A.: Iniciacao aos Espacos de Sobolev e Aplicagoes. Tex-
tos e Métodos Matematicos 16, Rio de Janeiro, IM-UFRJ. 1983.

71



[19]

[20]

[21]

[24]

[25]

[20]

[27]

[28]

MEDEIROS, L. A., MELLO, E.A.: A IntegralL de Lebesgue. Textos e
Métodos Matematicos 18, Rio de Janeiro, IM-UFRJ. 1989.

MEDEIROS, L. A., RIVERA, P.H.: Espacos de Sobolev e Aplicagoes as
Equacgoes Diferenciais Parciais. Textos e Metodos Matemaéticos 9, Rio de

Janeiro, IM-UFRJ. 1977.

MEDEIROS, L. A., MILLA MIRANDA, M.: Espacgos de Sobolev (iniciagao
aos problemas elipticos nao homogéneos). Rio de Janeiro, IM-UFRJ.

2000.

MILLA MIRANDA, M.: Traco para o Dual dos Espacos de Sobolev.

Instituto de Matematica - UFRJ, Rio de Janeiro.

NATALIL F.M.A.: Existéncia e Comportamento Assintéticode Solugoes
Globais Para Um Sistema de Evolugao Com Dissipagao Localizada.

Departamento de Matemaética - UEM, Maringa, 2004.

PALOMINO, J.A.S.: Controlabilidade Exata da Equagao de Ondas com
Coeficientes Variaveis. Instituto de Matematica - UFRJ, Rio de Janeiro,

1993.

RAVIART, P.A., THOMAS, J.M., Itrodution a Analyse Numérique des

Equations Aux Dérivéis Partielles. Masson, Paris, 1983.

RODRIGUEZ, P.H.R.: Itroduccién a la Teoria de las Distribuciones.
Textos e Métodos Matemaéticos 6, Rio de Janeiro, IM-UFRJ. 1974.

SIMON, J.: Compact Sets in the Space L?(0, T; B). (Annali di Matematica
pura ed aplicata,(IV) Vol. CXLVI, 1987, pp.65-96).

VISIK, M.I. & LADYZHENSKAJA, O.A. : On a bondary value problem
for partial differential equations and certain class of operator equa-

tions. A.M.S. translations, Series 2, Vol.1, 1958.

72



[29] TEMAN, R.: Navier-Stokes equations, theory and numerical analysis.
North Holland, Amsterdan, 1979.

[30] ZEIDLER, E.: Nolinear Functional Analysis and its Application II/A.
Spriger-Verlag, New York, 1990.

[31] ZEIDLER, E.: Nolinear Functional Analysis and its Application II/B.
Spriger-Verlag, New York, 1990.

73



