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Resumo

O objetivo deste trabalho é investigar resultados fundamentais e algumas
propriedades qualitativas de soluções de Equações Diferenciais Funcionais com
Retardo e Impulsos (EDFRIs) em tempos pré-fixados através da teoria e Equações
Diferenciais Ordinárias Generalizadas (EDOGs). Nossos principais resultados
são sobre a dependência contínua com respeito aos dados iniciais e a estabili-
dade de soluções para uma certa classe de EDFRIs em tempos pré-fixados. A
fim de obtermos tais resultados, estudamos a correspondência biunívoca entre
EDFRIs e uma determinada classe de EDOGs.

Palavras-chave: Equações Diferenciais Impulsivas. Equações Diferenciais
Funcionais. Equações Diferenciais Ordinárias Generalizadas.





Abstract

The purpose of this work is to investigate fundamental results and some
qualitive properties of solutions of Retarded Functional Differential Equations
with pre-assigned moments of impulsive effects (IRFDEs) using the theory
of Generalized Ordinary Differential Equations (GODEs). Our main results
concern continuous dependence on parameteres, uniform stability and uniform
asymptotic stability of the solutions of a certain classs of IRFDEs. In order of
obtain such results, we study the equivalence between IRFDEs and certain class
of GODEs.

Keywords: Impulsive Differential Equations. Functional Differential Equa-
tions. Generalized Ordinary Differential Equations
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Introdução

A teoria das Equações Diferenciais Funcionais com Retardamento (EDFRs) é um ramo das Equa-
ções Diferenciais Funcionais. Uma das razões do nosso interesse em EDFRs é por elas se constituírem
de exemplos em sistemas dinâmicos de dimensão infinita, apresentando dinâmica complexa.

Do ponto de vista das aplicações, o interesse em EDFRs surge em muitos sistemas físicos, bio-
lógicos, químicos, entre outros, os quais envolvem mecanismos que são governados pelo princípio de
causalidade, ou seja, as causas do estado presente do sistema se distribuem ao longo de uma história
passada, incorporadas em retardos. Isto pode ser notado na regulagem de funções fisiológicas: o
tempo requerido para uma célula amadurecer; o tempo para um impulso nervoso viajar ao longo de
um axônio e cruzar a sinapse; o tempo para que os hormônios viajem de seus lugares de produção para
os órgãos a que são destinados por difusão e/ou passagem através da circulação; tempo de gestação ou
incubação, etc. Há aplicações também em sistemas na teoria de controle, sujeitos aos atrasos causados
pelo tempo de processamento, ou por atrasos na localização, onde há possíveis discrepâncias entre
a posição esperada de um objeto obtida através de radar, sensores, satélite etc., e a posição real;
transmissão e comunicação, devido ao atraso na linha de comunicação e seus possíveis efeitos em
mecanismos que dependam de forma vital da estabilidade da comunicação; transporte de substâncias,
como em motores ou reatores, assim como outros sistemas físicos ou químicos.

Paralelamente ao estudo das EDFRs, estamos interessados nos efeitos impulsivos sobre a dinâmica
de diversos modelos. Os impulsos representam variações do estado em lapsos de tempo tão pe-
quenos que podem ser considerados instantâneos. Estas variações correspondem às descontinuidades
de primeira espécie das soluções ou de suas derivadas. Problemas que envolvem impulsos apresentam
grande semelhança com problemas de controle.

Na investigação de propriedades de soluções de Equações Diferenciais Funcionais com retarda-
mento e sujeitas à ação impulsiva (EDFRIs), as técnicas clássicas aplicadas em equações sem impul-
sos devem ser adaptadas a afim de levar-se em consideração os efeitos impulsivos.

Voltaremos nossa atenção às EDFRIs, onde os impulsos são considerados em tempos pré-fixados,
isto é, os instantes de impulsos são conhecidos de antemão, e cujas aplicações se dão, especialmente,
nas áreas farmacocinética, tecnologia química, medicina, entre outras. Isto posto, devido a estas
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propriedades das EDFRIs, consideramos muito importante o desenvolvimento de tal teoria e suas
aplicações.

Neste trabalho, para investigarmos as propriedades das EDFRIs, estudamos a teoria das Equações
Diferenciais Ordinárias Generalizadas (EDOGs). A teoria de EDOGs desenvolvida por Š. Schwabik
em [35] foi adaptada para funções que assumem valores em um espaço de Banach. Utilizamos a
correspondência biunívoca que existe entre certa classe de EDFRIs e uma classe de EDOGs para o
estudo dependência contínua e estabilidade. Para isto, utilizamos os resultados de M. Federson e Š.
Schwabik descritos em [10] e [12].

Desenvolvemos este trabalho de forma que o leitor possa ler esta dissertação, com poucas in-
cursões para literaturas adicionais. Apresentaremos as teorias básicas de EDFRIs e de EDOGs, os
pilares do nosso trabalho.

No primeiro capítulo, trazemos uma breve descrição do ambiente, ou seja, dos espaços e suas
peculiaridades. Fazemos, também, uma breve abordagem da teoria das EDFRs, trazendo definições
básicas e resultados essenciais para este trabalho.

No capítulo seguinte, apresentamos a noção de sistema impulsivo e descrevemos uma classe de
EDFRIs para a qual estabelecemos a existência e unicidade de soluções das EDFRIs.

No terceiro capítulo, faremos um estudo minucioso sobre a integração de Kurzweil, revelando
aspectos que deixam evidente a importância desta teoria de integração e as suas vantagens com res-
peito às outras integrais. Destacamos, principalmente, os Teoremas de Convergência. Na sequência
abordamos a teoria das EDOGs, garantindo a existência e unicidade de soluções para certa classe de
EDOGs, como base em [35].

O quarto capítulo possui extrema importância, pois tratará da correspondência biunívoca que entre
uma classe de EDFRIs e uma de EDOGs, tendo como referência [10].

No próximo capítulo, estudamos a dependência contínua com respeito aos dados iniciais para as
EDOGs e a transportamos através desta correspondência para as EDFRIs, obtida em [10]. No último
capítulo, a correspondência das equações, permitiu que abordássemos a estabilidade de soluções para
EDOGs e, assim, transferir os resultados para às EDFRIs. Tendo como base [5] e, principalmente,
[12].



CAPÍTULO

1
Preliminares

Neste capítulo, para facilitar o desenvolvimento deste trabalho, fixamos notações, definições e re-
sultados básicos. Fazemos uma breve descrição sobre as Equações Diferencias Funcionais Retardadas
(EDFRs). As principais referências são [13, 20, 21, 23] e [33].

1.1 Notações e resultados básicos

Salvo menção implícita ao contrário, as seguintes convenções e notações serão usadas ao longo
deste trabalho. Os símbolos R, R+ e N denotarão o conjunto dos números reais, dos números reais
não-negativos e dos números inteiros não-negativos, respectivamente. Quando não houver ambigui-
dade, denotaremos o espaço de Banach sobre o corpo R por X e sua norma por ∥.∥.

Sejam a, b números reais distintos e D ⊆ X . Dada uma função ψ : [a, b] → D, usamos a notação
ψ(t+) = lim

s→t+
ψ(s) e ψ(t−) = lim

s→t−
ψ(s) para indicarmos os limites laterais à direita e à esquerda de

ψ em t, respectivamente, quando existirem.

Neste trabalho, utilizamos frequentemente certos espaços vetoriais. A fim de conhecê-los melhor,
precisamos de algumas definições.

Definição 1.1.1. Dizemos que ψ : [a, b] → D é uma função regrada, se existem os limites laterais à
direita e à esquerda de t em [a, b) e (a, b], respectivamente.

O espaço formado pelas funções regradas de [a, b] em D é denotado por G([a, b], D).

13
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Denotamos por PC([a, b], D) o espaço formado pelas funções ψ : [a, b] → D regradas e contínuas
à esquerda em (a, b]. Por PC([a,∞), D) denotamos o espaço das funções ψ : [a,∞) → D tais que,
para todo c > a, a restrição ψ|[a,c] ∈ PC([a, c], D).

O espaço PC([a, b], D) munido da norma do supremo ∥ · ∥∞, donde

∥φ∥∞ = sup
a≤θ≤b

∥φ(θ)∥, φ ∈ PC([a, b], D),

é um espaço de Banach. Quando não houver ambiguidade com respeito à norma, simplesmente,
usamos ∥ · ∥. Em PC([a,∞), D) consideramos a topologia da convergência uniforme localmente,
isto é, em cada subconjunto compacto de [a,∞).

Definição 1.1.2. Seja f : [a, b] → D uma função. A variação de f em [a, b] é dada pelo valor

V arbaf = sup

{
m∑
i=1

∥f(si)− f(si−1)∥; a = s0 < s1 < ... < sm = b,m ∈ N

}
.

Dizemos que f é de variação limitada em [a, b], se existir alguma constante C > 0 tal que V arbaf <
C.

Denotamos porBV ([a, b], D) o espaço formado pelas funções ψ : [a, b] → D de variação limitada
em [a, b]. Considemos nesse espaço a norma ∥.∥BV , dada por

∥f∥BV = ∥f(a)∥+ V arbaf, para f ∈ BV ([a, b], D).

O espaço BV ([a, b], D) munido da norma ∥.∥BV é um espaço de Banach (veja [8]).

Definição 1.1.3. Dizemos que φ : [a, b] → X é uma função escada finita, se existe uma partição
a = s0 < s1 < ... < sk = b de [a, b], tal que φ(s) = cj , para s ∈ (sj−1, sj), onde cj ∈ X , para
j = 1, 2, ..., k.

Definição 1.1.4. Seja I um subintervalo de [a, b]. A função característica de I é definida por

χI(t) =

{
1, t ∈ I,

0, t ̸∈ I.

Definição 1.1.5. Para cada T ∈ (a,+∞). A função de Heaviside contínua à esquerda concentrada
em T é definida por

HT (t) =

{
0, t ∈ [a, T ],

1, t ∈ (T,+∞).

Evidentemente, função de Heaviside e função característica são funções escadas. Também, soma
finita de função escada é uma função escada. Os próximos resultados são básicos e dizem à respeito
aos espaços de funções definidos acima, para mais detalhes veja [13] e [21]. Primeiramente, veremos
que toda função regrada pode ser aproximada por uma função escada finita.

Teorema 1.1.1. Toda função em G([a, b], D) pode ser uniformemente aproximada por uma função
escada finita.
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Demonstração: Seja f : [a, b] → D uma função regrada. Então, dado ϵ > 0, para cada s ∈ [a, b],
existe δs > 0 tal que

∥f(u)− f(v)∥ < ϵ

2
,

sempre que u, v ∈ (s− δs, s) ∩ [a, b] ou u, v ∈ (s, s+ δs) ∩ [a, b]. Como os intervalos

{(t− δt, t+ δt) : t ∈ [a, b]}

formam uma cobertura aberta de [a, b], podemos extrair uma subcobertura finita

{(si − δsi , si + δsi) : i = 1, . . . ,m}

tal que
∥f(u)− f(v)∥ < ϵ

2
,

sempre que u, v ∈ (si − δsi , si) ∩ [a, b] ou u, v ∈ (si, si + δsi) ∩ [a, b].

Seja d : a = t0 < t1 < . . . < t|d| = b uma divisão de [a, b], onde

t2i = si e t2i−1 ∈ (si − δsi , si−1 + δi−1), para i = 1, 2, ..., |d| − 1,

ou seja, (t2i−1, t2i) ⊂ [si − δsi , si] e (t2i, t2i+1) ⊂ [si, si + δsi), para i = 1, ..., |d| − 1. Escolhemos
τi ∈ (ti−1, ti), para i = 1, ..., |d|, e definimos a função escada ψ : [a, b] → D, pondo

ψ =

|d|∑
i=1

f(τi)χ(ti−1,ti) +

|d|∑
j=1

f(tj)χ{tj}.

Logo,

∥f − ψ∥G([a,b],X) = sup
s∈[a,b]

{∥f(s)− ψ(s)∥} = sup
i=1,...,|d|

{∥f(s)− ψ(τi)∥ : s ∈ (ti−1, ti)} < ϵ,

obtendo o desejado.

Teorema 1.1.2. Toda função em BV ([a, b], D) é regrada.
Demonstração: Seja f ∈ BV ([a, b], D). É suficiente mostrarmos que existe o limite lateral à direita
de f , para todo t ∈ [a, b). Tomemos {tm}m∈N uma sequência não-crescente em (t, b] convergindo
para t. Então,

k∑
i=1

∥f(ti)− f(ti−1)∥ ≤ V arbaf,

para todo k ∈ N. Então,
+∞∑
i=1

∥f(ti)− f(ti−1)∥ ≤ V arbaf.

Logo, dado ϵ > 0, existe N0 ∈ N, tal que

∥f(tk)− f(tm)∥ ≤
k∑

i=m

∥f(ti)− f(ti−1)∥ < ϵ, ∀ k ≥ m ≥ N0,

ou seja, a sequência {f(tm)}m∈N é de Cauchy emX . Portanto, existe o lim
s→t+

f(t), para todo t ∈ [a, b).
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1.2 Noções básicas de EDFRs

Em geral, assumimos que um sistema é governado pelo princípio da causalidade, isto é, o es-
tado futuro do sistema é governado somente pelo presente, sendo independente do passado. Quando
assumimos que o sistema é governado por uma equação envolvendo o estado e a taxa de variação
deste estado, estamos considerando as equações diferenciais ordinárias ou parciais. Entretanto, em
um exame minucioso deste sistema, torna-se evidente que o princípio da causalidade é apenas uma
aproximação da situação real e um modelo mais detalhista dependeria, também, de algum estado pas-
sado. Além disso, pela natureza de alguns problemas não faz sentido que não se considere o passado.
Por exemplo, modelos predador-presa e viscoelasticidade. Isto é conhecido há muitos anos, no en-
tanto a teoria para tais sistemas tem sido desenvolvida recentemente. Este é o ramo das Equações
Diferenciais Funcionais (EDFs), para mais detalhes, veja [20].

O tipo mais simples de dependência do passado nas EDFs são as Equações Diferenciais Fun-
cionais Retardadas (EDFRs), por exemplo, a equação diferencial funcional retardada linear

y′(t) = Ay(t) +By(t− r), (1.1)

onde A,B e r > 0 são constantes. A primeira pergunta que podemos fazer é sobre o problema de
valor inicial para a equação (1.1), ou melhor, qual é o mínimo de informações que devemos ter para
que (1.1) defina uma função y(t) para t ≥ 0? Refletindo, chega-se a conclusão de que uma função
deve ser especificada em [−r, 0] e, naturalmente, tomamos o estado em um instante t como sendo
a história da solução em [t − r, t]. Somos motivados a investigar a equação (1.1) como um sistema
dinâmico em um espaço de funções definidas em [−r, 0]. A seguir, apresentaremos de forma breve a
teoria básica das EDFRs.

Dados r, A > 0 e t0 ∈ R. Para cada y ∈ PC([t0 − r, t0 + A),Rn) e t ∈ [t0, t0 + A), definimos
yt ∈ PC([−r, 0],Rn) por

yt(θ) = y(t+ θ), −r ≤ θ ≤ 0.

Definição 1.2.1. Sejam Ω ⊆ R× PC([−r, 0],Rn)) um aberto e f : Ω → Rn) uma função. Dizemos
que

y′(t) = f(t, yt),

(
y′ =

dy

dt

)
, (1.2)

é uma Equação Diferencial Funcional Retardada sobre Ω.

A seguir, definiremos o conceito de solução da equação (1.2).

Definição 1.2.2. Uma solução de (1.2) é uma função y ∈ PC([t0− r, t0+A)), onde t0 ∈ R e A > 0,
tal que (t, yt) ∈ Ω e y(t) satisfaz a equação (1.2), para t ∈ [t0, t0 + A).

Dados t0 ∈ R e φ ∈ PC([−r, 0]), dizemos que y(t; t0, φ) é uma solução da equação (1.2) com
valor inicial φ em t0, se existe A > 0 tal que y(t; t0, φ) é uma solução da equação (1.2) sobre
[t0 − r, t0 + A) e yt0(t; t0, φ) = φ.
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Lema 1.2.1. Se t0 ∈ R e f : Ω → Rn é uma função contínua, então encontrar uma solução de (1.2),
com valor inicial φ em [t0 − r, t0 + α], é equivalente a resolver a equação integral

y(t) =


ϕ(t− t0), t ∈ [t0 − r, t0],

ϕ(0) +

∫ t

t0

f(s, ys) ds, t ∈ (t0, t0 + α].

Observação 1.2.1. Podemos observar, nesse tipo de equação, que a determinação da solução y de
(1.2) depende não apenas do conhecimento da mesma em um instante t0, como no caso de uma EDO,
mas sim do conhecimento da solução em um instante anterior a t0. É preciso conhecer um certo
passado da solução anterior ao instante t0, no exemplo seguinte podemos observar tal comportamento.

Exemplo 1.2.1. Consideremos a equação diferencial funcional com retardo discreto{
y′(t) = g(t, y(t− 1)), se t > 1

y(t) = ϕ(t), se t ∈ [0, 1].
(1.3)

Suponhamos que g : Ω → Rn e ϕ : [0, 1] → Rn sejam contínuas. Para t ∈ [1, 2], a solução que
denotaremos por y1(t) satisfaz{

y′1(t) = g(t, y1(t− 1)) = g(t, ϕ(t− 1)), se t ∈ [1, 2]

y1(1) = ϕ.
(1.4)

Assim, pelo Lema 1.2.1,

y1(t) = ϕ(1) +

∫ t

1

g(s, ϕ(s− 1))ds para t ∈ [1, 2].

Se conhecemos a solução de (1.3) em [n − 1, n], a qual denotaremos por yn−1(t), a solução de (1.3)
em [n, n+ 1] satisfará{

y′n(t) = g(t, yn(t− 1)) = g(t, yn−1(t− 1)), se t ∈ [n, n+ 1]

yn(n) = yn−1(n),
(1.5)

ou seja, pelo Lema 1.2.1,

yn(t) = ϕ(1) +

∫ t

1

g(s, yn−1(s− 1))ds, para t ∈ [n, n+ 1].

Portanto, a solução de (1.3) fica determinada para t ≥ 0 e satisfaz y(t) = yi(t) se t ∈ [i, i+ 1].

Para mais detalhes sobre as EDFRs, por exemplo sobre os resultados de existência e unicidade de
solução local de (1.2), veja [20].





CAPÍTULO

2
Equações Diferencias Funcionais com

Retardamento e Impulsos

Primeiramente, descrevemos os sistemas de Equações Diferencias Funcionais com Retardamento
e Impulsos (EDFRIs) de modo geral. Nosso objetivo é estabelecer a existência e unicidade de solução
para uma classe de EDFRIs com impulsos em tempos pré-fixados. As referências deste capítulo serão
[14, 18] e [38].

2.1 Descrição dos sistemas impulsivos

Seja Ω o espaço formado de todos os estados de movimentos de algum processo de evolução,
ou seja, um espaço de fase. Denotamos por Pt o ponto de mapeamento do processo de evolução
no instante t. Assumimos que esse processo é determinado por n parâmetros. Então, o ponto de
mapeamento pode ser interpretado como sendo um ponto (x, t) no espaço Rn+1, sendo Ω = Rn.
Dizemos que o conjunto Ω× R é o espaço de fase estendido nesse processo de evolução.

Um sistema impulsivo pode ser representado da seguinte maneira. Considera-se

(i) uma EDFR da forma
y′(t) = f(t, yt), (2.1)

onde t0 ∈ R e f : [t0,∞)×D → Rn, com D = {φ : [−r, 0] → Rn, r > 0};

(ii) subconjuntos Nt,Mt ⊂ Ω× R, para cada t ∈ R+;

(iii) um operador At :Mt → Nt, para cada t ∈ R+.
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Descreveremos, a seguir, o comportamento do processo de evolução do sistema impulsivo (i), (ii)
e (iii) acima.

Sejam ϕ ∈ D, yt0 = ϕ e y(t0) = ϕ(0). Consideremos uma solução y(t) = y(t; t0, ϕ) da equação
diferencial (2.1) com a condição inicial yt0 = ϕ e yt0(t0) = ϕ(0). O ponto de mapeamento Pt em
R × Ω inicia o seu movimento em (t0, y(t0)) e move-se ao longo da curva {(t, y(t)); t > t0} até o
instante t1 > t0, no qual o ponto Pt encontra o conjunto Mt. Em t1, o operador At1 transfere o ponto
Pt da posição Pt1 = (t1, y(t1)) para Pt1+ = (t1, y

+
1 ) ∈ (t1, Nt1), onde y+1 = At1y(t1) ∈ Nt+1

. O ponto
Pt continuará percorrendo a curva {(t, z(t)); t > t0} descrita pela solução z(t) de (2.1) com condição
inicial z(t) = y(t), para t1 − r ≤ t ≤ t1 e z(t1) = y+1 , até encontrar novamente o conjunto Mt2 , e o
processo continua ao longo da solução de (2.1), caso esta exista, repetindo o procedimento descrito
acima.

A curva descrita acima por Pt é chamada curva integral e a função que define esta curva é uma
solução da EDFRI.

Uma solução do sistema diferencial impulsivo pode ser:

(a) uma função contínua, se a solução da EDFRI for contínua e a curva integral não interceptar o
conjunto Mt, ou se ela atingir Mt somente nos pontos fixos do operador At;

(b) uma função contínua por partes, tendo um número finito de descontinuidades de primeira espé-
cie, se a solução da EDFRI for contínua por partes e a curva integral encontrar o conjunto M(t)

em um número finito de pontos que não sejam pontos fixos do operador At;

(c) uma função contínua por partes, tendo uma quantidade enumerável de descontinuidades de
primeira espécie se a curva integral encontrar o conjunto Mt em uma quantidade enumerável
de pontos que não são pontos fixos de At.

Os instantes t = tk, k = 1, 2, ..., nos quais a curva integral encontra o conjunto Mt, são chamados
de momentos de impulsos. Iremos supor que toda solução y de (2.1) é contínua à esquerda em tk,
para k = 1, 2, ..., isto é, y(t−k ) = y(tk).

Descreveremos detalhadamente o sistema de EDFRIs em tempos pré-fixados. Abordaremos neste
trabalho resultados fundamentais e certas propriedades qualitativas destas EDFRIs.

No sistema com impulso em tempo pré-fixado, Mt representa uma sequência de tempos t = tk,
onde {tk}k∈N é uma sequência de números reais. O operador Atk , para k = 1, 2, ..., é dada por

x 7→ A(tk)(x) = x+ Ik(x),

onde Ik : Ω → Ω. Definimos o conjunto Ntk = AtkMtk , k = 1, 2, .... Assim, podemos caracterizar
o modelo matemático para o sistema diferencial impulsivo em que cada impulso ocorre em tempos
fixados da seguinte maneira: {

y′ = f(t, yt), t ̸= tk;

∆y = Ik(y), t = tk, k = 1, 2, ...,
(2.2)
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onde ∆y(tk) = y(t+k ) − y(tk), k = 1, 2, .... Assumimos t0 < t1 < t2 < ... < tk < tk+1 < ... e
tk → +∞, quando k → +∞.

Seja ϕ ∈ D, denotamos por y(t) = y(t; t0, ϕ) a solução do sistema (2.2), satisfazendo a condição
inicial: {

y(t; t0, ϕ) = ϕ(t− t0), t ∈ [t0 − r, t0];

y(t+0 ; t0, ϕ) = ϕ(0).
(2.3)

Uma solução y(t) = y(t; t0, ϕ) de (2.2) satisfazendo (2.3) é caracterizada da seguinte forma:

(i) quando t ∈ [t0 − r, t0], a solução y(t) satisfaz a condição inicial (2.3);

(ii) para t ∈ (t0, t1], a solução y(t) coincide com a solução do problema{
y′ = f(t, yt), t > t0

yt0 = ϕ(s) − r ≤ s ≤ 0.
(2.4)

No instante t = t1, o ponto de mapeamento (t, y(t; t0, ϕ)) salta do ponto (t1, y(t1; t0, ϕ)) para
(t1, y(t1; t0, ϕ) + I1(y(t1; t0, ϕ)));

(iii) para t ∈ (t1, t2], a solução y(t) coincide com a solução de{
z′ = f(t, zt), t > t1;

zt1 = ϕ1, ϕ1 ∈ D,
(2.5)

onde

ϕ1(t− 1) =


ϕ(t− t0), t ∈ [t0 − r, t0] ∩ [t1 − r, t1];

y(t; t0, ϕ), t ∈ (t0, t1) ∩ [t1 − r, t1];

y(t1; t0, ϕ) + I1(y(t1; t0, ϕ0)) t = t1.

(2.6)

No instante t = t2 o ponto de mapeamento (t, y(t; t1, ϕ1)) salta novamente. O processo continua ao
longo da solução de (2.1), caso esta exista, repetindo o procedimento descrito acima.

Os efeitos impulsivos aplicados, até mesmo em EDOs, afetam o comportamento das soluções das
mesmas. Os exemplos a seguir mostram que a continuação e a continuidade das soluções de EDOs
podem ser afetadas pela ação impulsiva.

Exemplo 2.1.1. Consideremos a equação diferencial impulsiva
x′ = 0, t ̸= k,

∆x =
1

x− 1
, t = k, k = 1, 2, . . . .

(2.7)

A solução x(t) da equação diferencial ordinária x′ = 0 existe para todo t. Mas a solução do
sistema (2.7), com condição inicial x(0) = 1, está definida apenas para 0 ≤ t ≤ 1, já que a função

Ik(x) =
1

x− 1
não está definida para x = 1.
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Exemplo 2.1.2. Consideremos a equação diferencial impulsiva
x′ = 1 + x2, t ̸= kπ

4
,

∆x = −1, t =
kπ

4
, k = 1, 2, . . . .

(2.8)

Neste caso, a solução x(t) da equação diferencial ordinária x′ = 1 + x2 com condição inicial
x(0) = 0 é contínua no intervalo

[
0,
π

2

)
. No entanto, a solução do problema impulsivo (2.8) com a

mesma condição inicial é dada por

x(t) = tg

(
t− kπ

4

)
, t ∈

(
kπ

4
,
(k + 1)π

4

]
.

Esta solução é periódica de período
π

4
e tem descontinuidades de primeira espécie em t =

kπ

4
,

k = 1, 2, . . .. A figura abaixo ilustra este fato.

x(t)

1

0 π

4

π

2

3π

4
t

6

-

Figura 2.1: Curva integral do sistema impulsivo (2.8), com condição inicial x(0) = 0.

2.2 EDFRs com impulsos pré-fixados

Sejam J ⊂ R+ um intervalo da forma [a, b), com 0 ≤ a < b ≤ ∞, e D ⊂ Rn um conjunto aberto.
Consideremos o sistema impulsivo

y′(t) = f(t, yt), t ≥ t0, t ̸= tk;

∆y(t) = Ik(y(tk)), k = 1, 2, ...;

yt0 = ϕ,

(2.9)

onde t0 ∈ J , ϕ ∈ PC([−r, 0],Rn) , f : J × PC([−r, 0], D) → Rn e Ik : Rn → Rn, k = 1, 2, ....
Vamos considerar, também, a sequência 0 ≤ t0 < t1 < t2 < . . . < tk < . . . com lim

k→+∞
tk = +∞ e os

operadores de impulsos satisfazendo ψ(0) + Ik(ψ(tk)) ∈ D, para todo (tk, ψ) ∈ J × PC([−r, 0], D)

com ψ(0−) = ψ(0) e k ∈ N.
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Definição 2.2.1. Seja [t0, t0 + α] ⊂ J , com α > 0. Uma solução do problema impulsivo (2.9) em
[t0 − r, t0 + α] é uma função y ∈ PC([t0 − r, t0 + α], D) que satisfaz as seguintes propriedades:

(a) y(t) é contínua quase sempre em [t0, t0 + α] e os limites laterais y(t−k ) e y(t+k ) existem e y(t) é
contínua à esquerda em tk ∈ [t0, t0 + α], k = 1, 2, . . . ;

(b) y(t) satisfaz a primeira equação de (2.9), para todo t ∈ [t0, t0 + α];

(c) y(tk), com tk ≤ t0 + α, satisfaz a segunda equação de (2.9), para k ∈ N.

Denotamos por y(t) = y(t; t0, ϕ), ou simplesmente y = y(t0, ϕ), uma solução de (2.9).

Observemos que a solução y(t) coincide com ϕ(t− t0), para t0− r ≤ t ≤ t0. Assim, uma solução
y(t) de (2.9) existindo em [t0 − r, t0 + α] e sofrendo efeitos de impulsos nos instantes {tk}mk=1, onde
t0 < t1 < t2 < . . . < tm ≤ t0 + α, pode ser descrita por

y(t) =


y(t; t0, ϕ), t ∈ [t0 − r, t1];

y(t; tk, ytk), t ∈ (tk, tk+1], k = 1, 2, . . . ,m− 1;

y(t; tm, ytm), t ∈ (tm, t0 + α].

(2.10)

Agora, se uma solução y(t) existe sobre o intervalo [t0−r,∞), então y(t) sofre infinitos impulsos
nos instantes {tk}∞k=1, onde t0 < t1 < t2 < . . . < tk < . . . e lim

k→∞
tk = ∞, isto é, os instantes de

impulsos não se acumulam. Neste caso, podemos expressar a solução de (2.9) da seguinte maneira

y(t) =

{
y(t; t0, ϕ), t ∈ [t0 − r, t1];

y(t; tk, ytk), t ∈ (tk, tk+1], k = 1, 2, . . . ,

isto é, para cada k ∈ N, y(t; tk, ytk) representa uma solução de (2.9) com t ∈ [tk, tk+1), onde tk denota
o instante inicial e ytk representa a função inicial.

O lema a seguir nos fornece uma formulação integral de uma solução de (2.9) utilizando a função
de Heaviside dada na Definição 1.1.5.

Lema 2.2.1. Suponhamos que a função t 7→ f (yt, t) é localmente Lebesgue integrável em t ∈
[t0,+∞). Então y ∈ PC([t0 − r, t0 + α], D), onde α > 0 e [t0 − r, t0 + α] ⊂ J , é uma solução de
(2.9) se e, somente se,

y(t) =



ϕ(t− t0), t ∈ [t0 − r, t0];

ϕ(0) +

∫ t

t0

f(s, ys) ds, t ∈ (t0, t1];

y(t−k ) + I(tk, yt−k
) +

∫ t

tk

f(s, ys) ds, t ∈ (tk, tk+1], k = 1, 2, · · · ,m− 1;

y(t−m) + I(tm, yt−m) +

∫ t

tm

f(s, ys) ds, t ∈ (tm, t0 + α]
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ou equivalentemente,

y(t) =


ϕ(t− t0), t ∈ [t0 − r, t0];

ϕ(0) +

∫ t

t0

f(s, ys) ds+
m∑
k=1

Ik(tk, ytk)Htk(t), t ∈ (t0, t0 + α].

Demonstração: Para a demonstração basta substituir a equação em (2.10) na equação integral pre-
sente no Lema 1.2.1.

2.3 Existência e unicidade de soluções

Reconhecendo a impossibilidade de resolver a maior parte das EDFRIs explicitamente, põe-se
em questão saber se o problema estudado admite solução única, chegando, assim aos teoremas de
existência e unicidade de solução. Com este intuito, consideraremos a EDFRI em tempos pré-fixados


ẏ (t) = f(t, yt), t ̸= tk, t ≥ t0;

∆y (t) = Ik (y (t)) , t = tk, k = 0, 1, 2, . . . ;

yt0 = ϕ,

(2.11)

onde ϕ ∈ PC([−r, 0],Rn) e f : [t0,+∞)×PC([−r, 0],Rn → Rn, Ik : Rn → Rn), k = 0, 1, 2, . . ., e

∆y(t) = y(t+)− y(t−) = y(t+)− y(t),

para quaisquer y ∈ PC([−r, 0],Rn) e t ≥ t0.

Vamos supor que f : PC([−r, 0],Rn)×[t0,+∞) → Rn satisfaz as condições do tipo Carathéodory:

(A) para cada ψ ∈ PC([−r, 0],Rn), a função t 7→ f (t, ψ) é localmente Lebesgue integrável em
t ∈ [t0,+∞);

(B) existe uma função positiva localmente Lebesgue integrável M : [t0,+∞) → R tal que, para
todo ψ ∈ PC([−r, 0],Rn) e quaisquer u1, u2 ∈ [t0,+∞),∣∣∣∣∫ u2

u1

f (s, ψ) ds

∣∣∣∣ ≤ ∫ u2

u1

M (s) ds;

(C) existe uma função positiva localmente Lebesgue integrável L : [t0,+∞) → R tal que, para
quaisquer ψ, φ ∈ PC([−r, 0],Rn) e quaisquer u1, u2 ∈ [t0,+∞),∣∣∣∣∫ u2

u1

[f (s, ψ)− f (s, φ)] ds

∣∣∣∣ ≤ ∫ u2

u1

L (s) ∥ψ − φ∥ ds.

Os operadores de impulso Ik : Rn → Rn, k = 0, 1, 2, . . . , satisfazem as condições do tipo
Lipschitz, isto é:
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(A’) existe uma constante K1 > 0 tal que, para todo k = 0, 1, 2, . . . , e todo x ∈ Rn,

|Ik(x)| ≤ K1;

(B’) existe uma constante K2 > 0 tal que, para todo k = 0, 1, 2, . . . , e para quaisquer x, y ∈ Rn,

|Ik(x)− Ik(y)| ≤ K2|x− y|.

O próximo lema garante que toda solução de (2.11) é de variação limitada em [t0, t0 + σ], com
σ > 0.

Lema 2.3.1. Suponhamos que as condições (A), (B), (C), (A’) e (B’) estejam satisfeitas. Se y :

[t0 − r, t0 + σ] → Rn, σ > 0, é uma solução de (2.11), então a função y : [t0, t0 + σ] → Rn tal
que, y(t) = y(t) para t ∈ [t0, t0 + σ], pertence a BV ([t0, t0 + σ],Rn). Isto é, a restrição de y em
[t0, t0 + σ] é de variação limitada.

Demonstração: Queremos mostrar que V art0+σt0 y < +∞. De (B), (C), (A’) e (B’), definimos

h(t) =

∫ t

t0

[M(s) + L(s)]ds+max{K1, K2}
+∞∑
k=0

Htk(t), para t ∈ [t0, t0 + σ]. (2.12)

Claramente, h é uma função não-decrescente e contínua à esquerda, logo h ∈ BV ([t0, t0 + σ],R).

Pelo Lema 2.2.1 e por (B) e (A’), para toda divisão D := {t0 = s1 < s2 < ... < sl = t0 + σ} de
[t0, t0 + σ], temos

|y(si)− y(si − 1)| =

∣∣∣∣∣
∫ si

si−1

f(s, ys)ds+
+∞∑
k=1

Ik(y(tk))[Htk(si)−Htk(si−1)]

∣∣∣∣∣
≤

∫ si

si−1

M(s)ds+K1

+∞∑
k=1

[Htk(si)−Htk(si−1)]

≤
∫ si

si−1

[M(s) + L(s)]ds+max{K1, K2}
+∞∑
k=0

|Htk(si)−Htk(si−1)|

= h(si)− h(si−1),

para todo i = 1, 2, ..., l. Assim,

l∑
i=1

|y(si)− y(si−1)| ≤
l∑

i=1

[h(si)− h(si−1)] = h(t0 + σ)− h(t0) = V art0+σt0 h.

Consequentemente, obtemos V art0+σt0 y ≤ V art0+σt0 h < +∞.

O próximo resultado garante a existência e unicidade de soluções para EDFRI em (2.11). Para
tanto, usamos o Teorema do Ponto Fixo de Banach (veja, por exemplo, [22]) no decorrer da de-
monstração.
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Teorema 2.3.1. Consideremos o problema de valor inicial (2.11). Suponhamos que as condições (A),
(B), (C), (A’) e (B’) estejam satisfeitas. Então, existe ∆ > 0 tal que, y : [t0 − r, t0 + ∆] → Rn é a
única solução de (2.11) satisfazendo yt0 = ϕ.
Demonstração: Pelo Lema 2.2.1, encontrar uma solução de (2.11) definida em [t0 − r, t0 + α], para
algum α > 0, é equivalente a resolver a equação integral

y(t) =


ϕ(t− t0), t ∈ [t0 − r, t0],

ϕ(0) +

∫ t

t0

f(s, ys) ds+
+∞∑
k=1

Ik(tk, ytk)Htk(t), t ∈ (t0, t0 + α].
(2.13)

Além disso, como ϕ ∈ PC([−r, 0],Rn) foi dada, resta resolvermos (2.13) para t ≥ t0.

Consideremos a função h definida em (2.12). Sabendo que h é não-decrescente e contínua à
esquerda, então dividiremos esta demonstração em duas: quando t0 for ponto de continuidade de h e
quando não for.

Suponhamos que h é contínua em t0, então existe ∆ > 0, tal que h(t0 + ∆) − h(t0) <
1

4
e,

também, temos I0(y(t0)) = 0.

Observemos que, se y for solução de (2.11) em [t0 − r, t0 +∆], pelo Lema 2.3.1, a restrição de y
ao intervalo [t0, t0+∆] é de variação limitada. Consequentemente é natural considerarmos o conjunto

A = {z ∈ BV([t0, t0 +∆],Rn); ∥z(t)− ϕ(0)∥ ≤ |h(t)− h(t0)|, ∀t ∈ [t0, t0 +∆]}.

Mostraremos que A é um espaço de Banach, ou melhor, que A é fechado em BV([t0, t0 +∆],Rn).

Seja {zn}n∈N uma sequência em A tal que, zn → z∗ em BV([t0, t0 +∆],Rn). Como

∥zn − z∗∥BV = ∥zn(t0)− z∗(t0)∥+ vart0+∆
t0 (zn − z∗) e ∥zn(t)− z∗(t)∥ ≤ ∥zn − z∗∥BV ,

para qualquer t ∈ [t0, t0 + ∆], segue que zn → z∗ uniformemente. Portanto, dado η > 0, existe
n0 ∈ N, tal que

∥z∗(t)− ϕ(0)∥ ≤ ∥z∗(t)− zn(t)∥+ ∥zn(t)− ϕ(0)∥ < η + |h(t)− h(t0)|, ∀n ≥ n0.

Assim, ∥z∗(t)− x̃∥ ≤ |h(t)− h(t0)|, para todo t ∈ [t0, t0 +∆], donde x̃ ∈ A. Logo, A é fechado.

Para s ∈ [t0, t0 +∆] e z ∈ A, definimos

Tz(s) = ϕ(0) +

∫ s

t0

f(τ, zτ )dτ +
+∞∑
k=1

Ik(z(tk)Htk(s). (2.14)

Pela condição (A), o operador T está bem definido. A seguir, mostraremos que T (A) ⊂ A.

Para z ∈ A, temos

|Tz(s)− ϕ(0)| =

∣∣∣∣∣
∫ s

t0

f(τ, zτ )dτ +
+∞∑
k=1

Ik(z(tk))Htk(s)

∣∣∣∣∣
≤ h(s)− h(t0),
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para todo s ∈ [t0, t0 +∆]. Além disso, para z ∈ A e s1, s2 ∈ [t0, t0 +∆] com s1 ≤ s2, temos

|Tz(s2)− Tz(s1)| = |Tz(s2)− ϕ(0)|+ |Tz(s1)− ϕ(0)|
≤ h(s2)− h(t0)− [h(s1)− h(t0)] = h(s2)− h(s1),

ou seja, V art0+∆
t0 Tz ≤ V art0+∆

t0 h. Implicando em Tz ∈ A.

Para concluirmos, devemos mostrar que T é uma contração. Sejam t0 ≤ s1 ≤ s2 ≤ t0 + ∆ e
z1, z2 ∈ A. Usando (B), (C), (A’) e (B’), temos

|(Tz2 − Tz1)(s2)− (Tz2 − Tz1)(s1)| =

=

∣∣∣∣∣
∫ s2

s1

[f(τ, (z2)τ )− f(τ, (z1)τ )]dτ +
+∞∑
k=1

[Ik(z2(tk))− Ik(z2(tk))][Htk(s2)−Htk(s1)]

∣∣∣∣∣
≤

∫ s2

s1

L(s)|(z2)τ − (z1)τ |dτ +K2

+∞∑
k=1

|z2(tk)− z2(tk)||Htk(s2)−Htk(s1)|

≤ ∥z2 − z1∥BV [h(s2)− h(s1)].

Logo,

V art0+∆
t0 (Tz2 −Tz1) ≤ ∥z2 − z2∥BV V art0+∆

t0 h = ∥z2 − z2∥BV [h(t0 +∆)−h(t0)] <
1

4
∥z2 − z2∥BV .

Então,

∥Tz2 − Tz1∥BV ≤ 2V art0+∆
t0 (Tz2 − Tz1) ≤

1

2
∥z2 − z2∥BV .

Portanto, T é uma contração. Pelo Teorema do Ponto Fixo de Banach, existe um único z ∈ A tal que
Tz = z. Consequentemente, a função

y(t) =

{
ϕ(t− t0), t ∈ [t0 − r, t0];

z(t), t ∈ [t0, t0 +∆]
(2.15)

é a única solução de (2.11).

Agora, suponhamos que h não é contínua em t0. Definimos

h(t) =

{
h(t), t = t0;

h(t)− [h(t+0 )− h(t0)], t > t0.
(2.16)

Então, h é contínua em t0 e, assim, existe ∆ > 0, tal que [h(t0 +∆)− h(t0)] <
1

4
.

Consideremos o operador I0 : Rn → Rn, tal que

I0(x(t)) =

{
I0(x(t)), t = t0;

I0(x(t))− [I0(x(t
+
0 ))− I0(x(t0))], t > t0,

(2.17)
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para toda função x : [t0, t0 +∆] → Rn. Consideremos, também, o sistema
ẏ (t) = f(t, yt), t ̸= tk, t ≥ t0,

∆y (t) = Ik (y (t)) , t = tk, k = 1, 2, . . . ,

∆y (t) = I0 (y (t)) , t = t0,

yt0 = ϕ,

(2.18)

onde

ϕ(t) =

{
ϕ(θ), θ ∈ [−r, 0);
ϕ(0) + I0(ϕ(0)), θ = 0.

(2.19)

Definimos,

A = {z ∈ BV([t0, t0 +∆],Rn); ∥z(t)− ϕ(0)∥ ≤ |h(t)− h(t0)|, ∀t ∈ [t0, t0 +∆]}.

Como fizemos anteriormente, provamos que A é um espaço de Banach. Consideremos o operador

Tz(s) = ϕ(0) + I0(ϕ(0)) +

∫ s

t0

f(τ, zτ )dτ +
+∞∑
k=1

Ik(z(tk))Htk(s). (2.20)

Como no caso anterior, T possui um único ponto fixo z ∈ A. Portanto, y : [t0 − r, t0 + ∆] → Rn,
dada por

y(t) =

{
ϕ(t− t0), t ∈ [t0 − r, t0];

z(t), t ∈ [t0, t0 +∆]
(2.21)

é a única solução de (2.11) que satisfaz yt0 = ϕ.



CAPÍTULO

3
Equação Diferencial Ordinária

Generalizada

Dividiremos o estudo das Equações Diferenciais Ordinárias Generalizadas (EDOGs), em duas
seções. Abordaremos, primeiramente, a integração de Kurzweil e na sequência a teoria fundamental
das EDOGs.

Na primeira seção, vamos apresentar a definição original da integral de Kurzweil que é essen-
cial para a definição da EDO em um sentido mais amplo e que generaliza as equações diferenciais
no sentido de Carathéodory. Dividiremos o nosso estudo em quatro subseções. Na primeira sub-
seção, apresentaremos a definição de integral de Kurzweil. Na seguinte, comentaremos sobre a inte-
gral de Henstock-Kurzweil e provaremos o Teorema Fundamental do Cálculo. Na terceira subseção,
destacaremos as propriedades fundamentais das integrais de Kurzweil e alguns resultados que serão
importantes no decorrer deste trabalho. Por fim, investigaremos resultados de convergência. A prin-
cipal referência desta seção é [35].

Na segunda seção, introduziremos algumas definições e apresentaremos resultados importantes
sobre as EDOGs que serão de grande valia ao longo do trabalho. Dividiremos em duas subseções. Na
primeira delas, as EDOGs são definidas a partir da integral de Kurzweil. Na seguinte, analisaremos
a existência e a unicidade de soluções para uma classe de EDOGs. As principais referências serão
[2, 10, 18] e [35].

Neste capítulo, trabalharemos com funções assumindo valores em um espaço de Banach, por isso
adaptamos, de modo à generalizar, os resultados em [35]. A principal adaptação será a formulação de
um Teorema de Convergência para integral de Kuzweil. Essa abordagem é necessária para obtermos a

29
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correspondência entre uma classe de EDOGs e uma classe de EDFRIs cujas funções assumem valores
em Rn.

3.1 Integral de Kurzweil

A integral de Riemann ou R-integral, definida em 1854 por Bernhard Riemann, é uma ferramenta
clássica usada na resolução de muitos problemas matemáticos até hoje. No final do século XIX,
matemáticos constataram algumas desvantagens ao se trabalhar com a integral de Riemann ou, sim-
plesmente, a R-integral. Por exemplo, uma função não-limitada em [a, b] não é R-integrável, ou ainda,
no Teorema Fundamental do Cálculo faz-se necessário a continuidade de uma função para que sua
derivada seja R-integrável.

Em 1902, Henri Léon Lebesgue generalizou o conceito de integral de Riemann de modo que a
integral de Lebesgue ou, simplesmente, a L-integral, apresentasse diversas vantagens em relação à
integral de Riemann, sobretudo em relação aos cálculos envolvendo limites. Não existem versões dos
Teoremas da Convergência Monótona e Dominada e do Lema de Fatou usando integral de Riemann.
Por outro lado, o Teorema Fundamental do Cálculo para integral de Lebesgue, garante que a derivada
de uma função é L-integrável se ela for absolutamente contínua.

Portanto, é natural nos perguntarmos se é possível construir um conceito de integral onde toda
derivada de uma função é integrável. Arnaud Denjoy, em 1912, obteve um processo de integração
chamado de integral de Denjoy ou D-integral, generalizando, assim, o conceito de integrabilidade de
Lebesgue e resolvendo o problema de reconstrução de tal função por meio de sua derivada. Simul-
taneamente, Oskar Perron, em 1914, explorou um método diferente para o mesmo problema e o usou
no estudo de equações diferenciais. Surpreendentemente o processo de Perron é equivalente ao de
Denjoy e mais simples (veja [19]) . Por outro lado, as definições de Riemann, Lebesgue, Denjoy e
Perron possuem pouco em comum.

Em 1957, Jaroslav Kurzweil investigou um processo de integração baseado nas ideias de Riemann
e obteve a integral de Kurzweil ou integral de Riemannn Generalizada que consiste na definição
de integral para funções de duas variáveis. O processo dado por Kurzweil, em [25] e nos artigos
subsequentes [26, 27, 28], mostra que o novo tratamento das integrais surgiu a partir das dificuldades
presentes na teoria das equações diferenciais ordinárias. Em particular, o principal motivo de se
introduzir integrais deste tipo à teoria das EDOs no lugar das integrais de Riemann e de Lebesgue
foi a presença de forças externas que oscilam bastante, por exemplo, EDOs que envolvem funções
descontínuas ou as que não são de variação limitada. Independentemente, Ralph Henstock, em 1961,
também trabalhou com a definição de integral como a de Kurzweil para funções de uma variável (ver
[19, 24, 30, 39]). A integral de Kurzweil, engloba este conceito e, por este motivo, alguns autores a
chamam de integral de Henstock-Kurzweil ou HK-integral.

A ideia presente na definição de integral de Kurzweil de uma função U : [a, b] × [a, b] → X é
particionarmos o intervalo [a, b] de forma que as peculiaridades da função sejam levadas em consi-
deração. A integral, por sua vez, é aproximada por somas de Riemann e os subintervalos da partição
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de [a, b] devem se adaptar para diminuir a influência das parcelas na soma de Riemann que sejam
desproporcionais.

3.1.1 Definição de integral

Relembramos que X representa um espaço de Banach com norma ∥.∥.

Definição 3.1.1. Seja [a, b] ⊂ R.

(i) Uma divisão D = {J1, J2, ..., Jk} de [a, b] é uma coleção finita de subintervalos compactos Ji de

[a, b], i = 1, 2, . . . , k, k ∈ N, tais que [a, b] =
k∪
i=1

Ji e int(Ji) ∩ int(Jj) = ∅ sempre que i ̸= j;

(ii) Um intervalo marcado é um par (τ, J) que consiste de um ponto τ ∈ R e um intervalo J em R.
Dizemos que τ é uma marca de J;

(iii) Uma divisão marcada ou uma partição de [a, b] é uma coleção finitaD = {(τi, Ji), i = 1, 2, ...k},
onde D = {J1, J2, ..., Jk} é uma divisão de [a, b] e τi ∈ Ji para cada i = 1, 2, ..., k;

(iv) Um calibre em [a, b] é qualquer função δ : [a, b] → (0,+∞);

(v) Seja δ um calibre em [a, b]. Uma divisão marcada ou partição D é dita δ-fina se, para todo
i = 1, 2, ..., k, tem-se Ji ⊂ [τi − δ(τi), τi + δ(τi)].

No exemplo seguinte, dado um calibre δ e uma divisão de [0, 1], constatamos que nem toda marca
tornará a divisão marcada δ-fina.

Exemplo 3.1.1. Consideremos a função calibre δ : [0, 1] → (0,+∞) dada por

δ(t) =

{
t, se 0 < t ≤ 1
1
2
, se t = 0.

(3.1)

Seja D = {[0, 1
3
], [1

3
, 1
2
], [1

2
, 1]} uma divisão de [0, 1].

A divisão marcada D1 = {(0, [0, 1
3
]), (1

2
, [1

3
, 1
2
]), (1, [1

2
, 1])} é δ-fina. Mas nem toda divisão mar-

cada será δ-fina, por exemplo, a divisão marcada D2 = {( 1
10
, [0, 1

3
]), (1

2
, [1

3
, 1
2
]), (1, [1

2
, 1])} não é δ-

fina, pois [0, 1
3
] * [ 1

10
− δ( 1

10
), 1

10
+ δ( 1

10
)] = [0, 1

5
].

Destacamos que apenas na divisão marcada D os intervalos Ji são os elementos fundamentais e
a marca é qualquer ponto de Ji, mas em uma divisão marcada δ-fina D os elementos fundamentais
são as marcas e os intervalos que devem-se "adaptar" para satisfazer a Definição 3.1.1. Agora nos
perguntamos se dado qualquer calibre δ de [a, b], é sempre possível obter uma divisão marcada δ-fina
de [a, b]? A resposta é afirmativa e segue do próximo resultado conhecido como Lema de Cousin.

Lema 3.1.1. [Cousin] Se δ é um calibre em [a, b], então existe uma divisão marcada δ-fina em [a, b].
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Demonstração: Suponhamos, por absurdo, que não exista uma divisão marcada δ-fina em [a, b]. Seja
{[a, a+b

2
], [a+b

2
, b]} uma divisão de [a, b], implicando em um desses subintervalos não possuir uma

divisão marcada δ-fina, o qual denotaremos por [a1, b1].

Fazendo este processo, por indução, construímos uma sequência de subintervalos [a1, b1], [a2, b2],
[a3, b3], ... de [a, b] em R, satisfazendo, para todo n ∈ N, as seguintes condições:

(i) [an, bn] ⊃ [an+1, bn+1];

(ii) não há uma divisão marcada em [an, bn];

(iii) bn − an =
b− a

2n
, n ∈ N.

Pelo Teorema dos Intervalos Encaixados (veja, por exemplo, [31]), segue
∞∩
n=1

[an, bn] = {c}, para

algum c ∈ [a, b]. Porém, do item (iii), existe n0 ∈ N, tal que

[an0 , bn0 ] ⊂ [c− δ(c), c+ δ(c)].

Isto implica que {(c, [an0 , bn0 ])} é uma divisão marcada δ-fina de [an0 , bn0 ], contradizendo o item (ii),
concluindo a prova deste lema.

Seja U : [a, b]× [a, b] → X uma função. Usaremos a seguinte notação

S(U,D) =
k∑
j=1

[U(τj, αj)− U(τj, αj−1)]

para a soma de Riemman correspondente à função U e à divisão marcada D de [a, b].

Nossa proposta, neste trabalho, será considerar uma situação específica que surgiu a partir das
equações diferenciais ordinárias apontada pelo matemático tcheco Jaroslav Kurzweil em seu artigo
em 1957 ([25]). A seguir, formalizamos a definição de integral no sentido de Kurzweil.

Definição 3.1.2. Uma função U : [a, b] × [a, b] → X é Kurzweil integrável, ou simplismente K-
integrável, se existe um elemento I ∈ X e, para todo ϵ > 0, existe um calibre δ em [a, b], tal que

∥S(U,D)− I∥ =

∥∥∥∥∥
k∑
j=1

[U(τj, αj)− U(τj, αj−1)]− I

∥∥∥∥∥ < ϵ,

para toda divisão marcada δ-fina D = {(τi, [αi−1, αi]), i = 1, ..., k} de [a, b].

Na Definição 3.1.2, em virtude do Lema de Cousin (Lema 3.1.1), dado um calibre δ em [a, b],
sempre garantimos a existência de uma divisão marcada δ-fina deste intervalo.

Chamaremos I ∈ X de integral de Kurzweil ou K-integral de U sobre o intervalo [a, b] e deno-

taremos esta integral por
∫ b

a

DU(τ, t). Esta é apenas uma notação simbólica e a letra D não possui

relação nenhuma com a diferencial de U .
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Seja K([a, b], X) o conjunto de todas as funções U : [a, b] × [a, b] → X que são integráveis em
[a, b], no sentido de Kurzweil.

Para constatarmos que a Definição 3.1.2 está bem posta, mostraremos a unicidade da integral.

Teorema 3.1.1. Se U ∈ K([a, b], X), então
∫ b

a

DU(τ, t) é única.

Demonstração: Sejam I1 e I2 valores da integral de Kurzweil de U em [a, b]. Dado ϵ > 0, existem
calibres δ1 e δ2 em [a, b], tais que

∥S(U,D1)− I1∥ <
ϵ

2
e ∥S(U,D2)− I2∥ <

ϵ

2
,

para todas divisões marcadas δ1-fina D1 e δ2-fina D2, respectivamente.

Definimos o calibre δ em [a, b], por δ(x) = min{δ1(x), δ2(x)}, para todo x ∈ [a, b]. Pelo Lema de
Cousin (Lema 3.1.1), existe uma divisão marcada δ-fina D, que pela escolha de δ, é também δ1 e δ2
finas. Consequentemente,

∥I1 − I2∥ ≤ ∥S(U,D)− I1∥+ ∥S(U,D)− I2∥ < ϵ.

Como ϵ > 0 é arbitrário, concluímos que I1 = I2.

Como no caso das integrais de Riemann, as integrais de Kurzweil também são caracterizadas pelo
Critério de Cauchy. Este critério será fundamental na demonstração dos resultados seguintes.

Teorema 3.1.2. [Critério de Cauchy] Uma função U : [a, b] × [a, b] → X é Kurzweil integrável em
[a, b] se, e somente se, dado ϵ > 0, existe um calibre δ em [a, b], tal que

∥S(U,D1)− S(U,D2)∥ < ϵ, (3.2)

para quaisquer divisões marcadas δ-finas D1 e D2.

Demonstração: Se supormos que U ∈ K([a, b], X) o resultado será imediado. Reciprocamente, para
cada calibre δ em [a, b], definimos o conjunto∑

δ

= {S(U,D);D é uma divisão marcada δ − fina de [a, b]}.

Pela definição acima, é evidente que se δ1 ≤ δ2, temos que uma divisão marcada δ1-fina será
δ2-fina, o que implica em

∑
δ1

⊂
∑
δ2

. Além disso, de (3.2), escolhendo δ um calibre correspondente

a este ϵ > 0, temos
diam

∑
δ

≤ ϵ. (3.3)

Agora, sejam (ϵn)n∈N uma sequência, com ϵn → 0 e os calibres correspondentes δn satisfazendo
δn+1 ≤ δn. Portanto, os conjuntos

∑
δn

, n ∈ N, formam uma sequência decrescente de subconjuntos

de X com diam
∑
δn

→ 0, sempre que n → +∞. Como X é um espaço de Banach, existe um único
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I ∈ X que é aderente a todos os subconjuntos
∑
δn

. Desta forma, resta provar que
∫ b

a

DU(τ, t) = I .

De fato, dado ϵ > 0 acima, tomamos uma sequência (ϵn)n∈N com ϵn < ϵ e cada calibre δ cor-
respondente. Então, para toda divisão marcada δ-fina D de [a, b], temos S(U,D) ∈

∑
δ

. Portanto,

por (3.3), temos o desejado.

3.1.2 Integral de Henstock-Kurzweil

A definição usual de integral de Henstock-Kurzweil e os principais resultados podem ser encon-
trados em [19, 24, 39].

Sejam f : [a, b] → R uma função e D = {(τi, [αi−1, αi]), i = 1, ..., k} uma divisão de [a, b]. Se
U : [a, b]× [a, b] → R é dada por U(τ, t) = f(τ) · t, com τ, t ∈ [a, b], então

S(U,D) =
k∑
i=1

[U(τi, αi)− U(τi, αi−1)] =
k∑
i=1

f(τi)[αi − αi−1]

representa a clássica soma Rimanniana para a função f e a partiçãoD de [a, b]. Podemos na Definição
3.1.2 da integral de Kurzweil usar a função U acima. Desta forma, obteremos o conceito conhecido
na literatura como integral de Henstock-Kurzweil ou HK-integral para uma função f definida em

[a, b] e denotada por (HK)

∫ b

a

f(s)ds, (veja [39]), ou seja, a teoria da integral de Kurzweil engloba

a Henstock-Kurzweil.

Observamos que para as integrais de Riemann, as partições são escolhidas independentemente da
função f . Assim, esta definição não leva em consideração as particularidades da função envolvida.
Observemos que toda função Riemann integrável é Henstock-Kurzweil integrável, basta tomarmos
na Definição 3.1.2 a função calibre como sendo uma constante δ proveniente do ϵ > 0 dado. Porém,
a recíproca não é verdadeira, vejamos o exemplo a seguir.

Exemplo 3.1.2. Seja f : [0, 1] → R a função de Dirichlet, i.e.,

f(x) =

{
1, se x ∈ [0, 1] ∩Q
0, se x ∈ [0, 1] \Q. (3.4)

Sabemos que a função de Dirichlet não é Riemann integrável (veja [31]). Mostraremos que

(KH)

∫ b

a

f(s)ds = 0.

Sejam ϵ > 0 e (rn)n∈N uma enumeração dos números racionais em Q ∩ [0, 1]. Definimos o calibre δ
em [a, b] por

δ(t) =


ϵ

2n+1
, se t = rn, ∀n ∈ N;

1, se t ∈ [0, 1] \Q.
(3.5)
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Seja D = {(τi, [αi−1, αi]), i = 1, 2, ..., k} uma divisão marcada δ-fina de [0, 1]. Então,

|S(f,D)− 0| = |S(f,D)| =

∣∣∣∣∣
k∑
i=1

f(τi)[αi − αi−1]

∣∣∣∣∣
≤

∣∣∣∣∣
k∑

i=1
τi∈Q∩[0,1]

f(τi)[αi − αi−1]

∣∣∣∣∣+
∣∣∣∣∣

k∑
i=1,

τi∈[0,1]\Q

f(τi)[αi − αi−1]

∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣
k∑

i=1
τi∈Q∩[0,1]

f(τi)[αi − αi−1]

∣∣∣∣∣ <
∞∑
k=1

ϵ

2k
= ϵ.

Como ϵ > 0 é arbitrário, temos que a função f é HK-integrável e (HK)

∫ 1

0

f(s)ds = 0.

Vejamos no próximo exemplo, extraído de [1], que as funções ilimitadas, também, podem ser
HK-integráveis.

Exemplo 3.1.3. Seja f : [0, 1] → R dada por

f(x) =

{
(−1)nn, se x ∈ [ 1

n+1
, 1
n
]

0, se x = 0.
(3.6)

Mostraremos que f é KH-integrável e

(KH)

∫ 1

0

f(s)ds =
+∞∑
i=1

(−1)i
1

i+ 1
.

De fato, seja ϵ > 0 dado, para k > 0 suficientemente grande, definimos o calibre δ de [0, 1], pondo

δ(t) =


min{ 1

n
− t, t− 1

n+1
}, se t ∈ ( 1

n+1
, 1
n
), ∀n ∈ N;

k−n, se t = 1
n
∈ [0, 1], ∀n ∈ N;

ϵ, se t = 0.

(3.7)

Seja D = {(τi, [αi−1, αi]), i = 1, 2, ..., k} uma divisão marcada δ-fina de [0, 1]. Então,∣∣∣∣∣S(f,D)−
+∞∑
i=1

(−1)i
1

i+ 1

∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣
k∑
i=1

f(τi)[αi − αi−1]−
+∞∑
i=1

(−1)i
1

i+ 1

∣∣∣∣∣
≤ 2ϵ+ 2

+∞∑
i=1

1

ki
≤ 2ϵ+

2

k − 1
.

Como ϵ > 0 é dado arbitrariamente e k > 0 é escolhido suficientemente grande, obtemos o desejado.

Um dos objetivos, segundo Henstock, era construir uma teoria de integração, a fim de que fosse
possível garantir a reconstrução de uma função por meio de suas derivadas, ou seja, uma versão do
Teorema Fundamental do Cálculo que não exigisse mais hipóteses sobre a primitiva de uma função.
No próximo teorema temos o desejado.
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Teorema 3.1.3. [Teorema fundamental do Cálculo] Seja F : [a, b] → R uma primitiva de f , isto é,
existe uma função f : [a, b] → R tal que f(x) = F ′(x), para todo x ∈ [a, b]. Então, f é KH-integrável

e (KH)

∫ b

a

f(s)ds = F (b)− F (a).

Demonstração: Seja ϵ > 0 dado. A ideia é construir um calibre δ em [a, b], tal que, para toda divisão
marcada δ-fina D = {(τi, [ti−1, ti]), i = 1, 2, ..., k}, tenhamos∣∣∣∣ k∑

i=1

f(τi)[ti − ti−1]− (F (b)− F (a))

∣∣∣∣ < ϵ(b− a).

Por hipótese, F ′(τ) = f(τ), para todo τ ∈ [a, b]. Logo, para cada τ ∈ [a, b], existe uma constante
δ(τ) = δ(τ, ϵ) > 0 tal que

|F (r)− F (τ)− f(τ)(r − τ)| < ϵ|r − τ |;
|F (τ)− F (s)− f(τ)(τ − s)| < ϵ|s− τ |,

sempre que τ − δ(τ) < s < τ < r < τ + δ(τ). Portanto,

|F (r)− F (s)− f(τ)(r − s)| < ϵ|r − s|,

supondo τ − δ(τ) < s ≤ τ ≤ r < τ + δ(τ).

A função acima δ : τ ∈ [a, b] → δ(τ) ∈ R é o calibre que procuramos. De fato, seja D uma
divisão marcada δ-fina, então∣∣∣∣ k∑

i=1

f(τi)[ti − ti−1]− (F (b)− F (a))

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣ k∑
i=1

[f(τi)(ti − ti−1)− (F (ti)− F (ti−1))]

∣∣∣∣
<

k∑
i=1

ϵ(ti − ti−1) = ϵ(b− a).

Portanto, a função f é HK-integrável.

É natural questionarmos a relação entre a integral de Henstock-Kurzweil e a de Lebesgue. Sabe-
mos que a integral de Lebesgue é uma integral absoluta, enquanto que a de Henstock-Kurzweil é
uma integral condicional, ou seja, possui funções integráveis que não são absolutamente integráveis.
Por isso, daremos um exemplo de uma função que não é L-integrável mas, pelo Teorema 3.1.3, será
HK-integrável.

Exemplo 3.1.4. Consideremos a função f : [0, 1] → R, dada por

f(x) =

 x2 cos
( π
x2

)
, para 0 < x ≤ 1;

0, se x = 0.
(3.8)

A função f é diferenciável com

f ′(x) =

 2x cos
( π
x2

)
+

2π

x
sen
( π
x2

)
, para 0 < x ≤ 1;

0, para x = 0.
(3.9)
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É imediato do Teorema 3.1.3 que a derivada f ′ é HK-integrável em [0, 1]. Vamos mostrar que f ′ não
é Lebesgue integrável em [0, 1].

Para a, b ∈ R com 0 < a < b < 1, a função f ′ é contínua em [a, b]. Pelo Teorema Fundamental
do Cálculo, f ′ é R-integrável e satisfaz

(R)

∫ b

a

f ′(x)dx = b2 cos
( π
b2

)
− a2 cos

( π
a2

)
.

Consideremos ak =
√

2

4k + 1
e bk =

1√
2k

, k ∈ N. Então

(R)

∫ bk

ak

f ′(x)dx = b2k cos

(
π

b2k

)
− a2k cos

(
π

a2k

)
=

1

2k
.

Observemos que {[ai, bi]i∈N} forma uma família de intervalos dois à dois disjuntos e
∞∪
k=1

[ak, bk] ⊂

[0, 1] e
+∞∑
k=1

(R)

∫ bk

ak

|f ′(x)|dx ≥
+∞∑
k=1

1

2k
= +∞.

Assim, a função |f ′| não é L-integrável, pois, caso contrário,

(L)

∫ 1

0

|f ′(x)|dx ≥
+∞∑
k=1

(R)

∫ bk

ak

|f ′(x)|dx.

Portanto, f ′ não é absolutamente integrável em [0, 1], o que implica que f ′ não é Lebesgue integrável.

3.1.3 Propriedades da integral de Kurzweil

Até o fim deste capítulo, diremos que uma função é integrável nos referindo a integral no sentido
de Kurzweil, a menos que seja necessário faremos distinção. A seguir, vamos apresentar teoremas
que tratam de algumas propriedades fundamentais desta integral e que serão utilizadas ao longo do
nosso trabalho.

O primeiro teorema que apresentamos é sobre a linearidade da integral de Kurzweil.

Teorema 3.1.4. Sejam U, V ∈ K([a, b], X) e c1, c2 ∈ R. Então c1U + c2V ∈ K([a, b], X) e∫ b

a

D[c1U(τ, t) + c2V (τ, t)] = c1

∫ b

a

DU(τ, t) + c2

∫ b

a

DV (τ, t).
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Demonstração: Sejam D = {(τi, [αi−1, αi]), i = 1, ..., k} uma divisão marcada arbitrária de [a, b] e
S(U,D) e S(V,D) as somas de Riemann das funções U e V , respectivamente. Então,

S(c1U + c2V,D) =
k∑
i=1

[(c1U + c2V )(τi, αi)− (c1U + c2V )(τi, αi−1)]

=
k∑
i=1

[c1U(τi, αi) + c2V (τi, αi)− c1U(τi, αi−1) + c2V (τi, αi−1)]

= c1

k∑
i=1

[U(τi, αi)− U(τi, αi−1)] + c2

k∑
i=1

[V (τi, αi)− V (τi, αi−1)]

= c1S(U,D) + c2S(V,D),

donde segue imediatamente o resultado.

A seguir, estabelecemos um teorema que é uma consequência do Teorema 3.1.2 e trata da integra-
bilidade de uma função em subintervalos de [a, b].

Teorema 3.1.5. Seja U ∈ K([a, b], X). Então, para todo subintervalo [c, d] ⊂ [a, b], temos U ∈
K([c, d], X).

Demonstração: Dado ϵ > 0, pelo Teorema 3.1.2, existe um calibre δ em [a, b] tal que

∥S(U,D1)− S(U,D2)∥ < ϵ,

para quaisquer partições δ-finas D1 e D2 de [a, b].

Sejam D̃1 e D̃2 quaisquer partições δ-fina de [c, d] e, suponhamos a < c < d < b. Pelo Lema
3.1.1 existem partições δ-finas de [a, c] e [d, b] denotadas por DL e DR, respectivamente. Unindo as
partições DL, D̃1 e DR obtemos uma partição δ-fina D1 de [a, b]. Analogamente, a união de DL, D̃2

e DR nos fornece uma outra partição δ-fina D2 de [a, b]. Assim,

∥S(U, D̃1)− S(U, D̃2)∥ = ∥S(U, D̃1)± S(U,DL)± S(U,DR)− S(U, D̃2)∥
= ∥S(U,D1)− S(U,D2)∥ < ϵ.

Portanto, pelo Teorema 3.1.2, U ∈ K([c, d], X).

Teorema 3.1.6. Se c ∈ (a, b) e U : [a, b]× [a, b] → X é tal que U ∈ K([a, c], X)∩K([c, b], X), então
U ∈ K([a, b], X) e ∫ b

a

DU(τ, t) =

∫ c

a

DU(τ, t) +

∫ b

c

DU(τ, t). (3.10)

Demonstração: Seja ϵ > 0 dado. Escolhemos calibres δ1 e δ2 de [a, c] e [c, b], respectivamente, cor-
respondentes a ϵ nas definições de I1 =

∫ c
a
DU(τ, t) e I2 =

∫ b
c
DU(τ, t). Definimos a função calibre

auxiliar δ̃ por

δ̃(τ) =


δ1(τ), para τ ∈ [a, c)

min{δ1(τ), δ2(τ)}, para τ = c

δ2(τ), para τ ∈ (c, b].

(3.11)
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Escolhemos a função calibre δ em [a, b], satisfazendo δ(τ) < min{δ̃(τ), |τ − c|} sempre que τ ̸=
c e δ(c) = δ̃(c). Pelo Lema 3.1.1, existe uma divisão marcada δ-fina de [a, b], digamos, D =

{(τi, [αi−1, α1]), i = 1, ...k}. Então, c ∈ [αm−1, αm], para algum índice m. Suponhamos, por con-
tradição, que τm ̸= c. Da definição de δ e do fato de D ser δ-fina, temos

|τm − c| ≤ δ(τm) < |τm − c|.

Portanto, τm = c.

Pela definição de soma de Riemann, segue que

S(U,D) =
m−1∑
j=1

[U(τj, αj)− U(τj, αj−1)] + [U(c, αm)− U(c, αm−1)]

+
k∑

j=m+1

[U(τj, αj)− U(τj, αj−1)]

=
m−1∑
j=1

[U(τj, αj)− U(τj, αj−1)] + [U(c, αm)− U(c, αm−1)] + [U(c, c)− U(c, αm−1)]

− [U(c, c)− U(c, αm−1)] +
k∑

j=m+1

[U(τj, αj)− U(τj, αj−1)]

= S(U,D1) + S(U,D2),

onde D1 = {(τi, [αi−1, αi]), i = 1, ...,m} é uma divisão marcada δ1-fina de [a, c] e
D2 = {(τi, [αi−1, α1]), i = m + 1, ..., k} é uma divisão marcada δ2-fina de [c, b]. Devido à escolha
do calibre δ, as divisões marcadas D1 e D2 também são δ-finas de [a, c] e [c, b], respectivamente.
Portanto, para a divisão marcada δ-fina D = D1 ∪D2 de [a, b], temos a seguinte relação

∥S(U,D)− (I1 + I2)∥ = ∥S(U,D1) + S(U,D2)− I1 − I2∥
≤ ∥S(U,D1)− I1∥+ ∥S(U,D2)− I2∥ < 2ϵ.

Por definição, a integral
∫ b
a
DU(τ, t) existe e também vale a igualdade (3.10).

O próximo resultado é conhecido como Lema de Saks-Henstock. A versão original foi dada por
Stanislaw Saks e a formulação para a integral de Kurzweil é devido a Ralph Henstock. O lema nos
diz que para os mesmos valores de ϵ e δ da definição de integral sobre o intervalo [a, b], estimamos
por ϵ o somatório da diferença entre a soma de Riemann e a integral em cada subintervalo da divisão
marcada δ-fina de [a, b]. Aplicaremos o Lema de Saks-Henstock no estudo sobre integrais impróprias
e no teorema de convergência.

Lema 3.1.2. [Saks-Henstock] Seja U ∈ K([a, b], X). Se dado ϵ > 0, existe um calibre δ em [a, b] tal
que {a ≤ β1 ≤ ξ1 ≤ λ1... ≤ βm ≤ ξm ≤ λm ≤ b} representa um sistema δ-fino, isto é

ξj ∈ [βj, λj] ⊂ [ξj − δ(ξj), ξj + δ(ξj)], ∀j = 1, ...,m,

então ∥∥∥ k∑
j=1

[
U(ξj, λj)− U(ξj, βj)−

∫ λj

βj

DU(τ, t)
]∥∥∥ < ϵ. (3.12)
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Demonstração: Por hipótese βj ≤ λj , para todo j = 1, ...,m, mas podemos supor, sem perda de
generalidade, que βj < λj , para todo j = 1, ...,m. Denotamos por λ0 = a e βm+1 = b.

Se λj < βj+1, para j = 1, ...,m, então a hipótese de U ∈ K([a, b], X) juntamente com Teorema
3.1.4 implicam que U ∈ K([λj, βj+1], X). Logo, dado η > 0, existe um calibre δj em [λj, βj+1] tal
que δj(τ) < δ(τ), para todo τ ∈ [λj, βj+1] e, para toda divisão marcada Dj δj-fina, temos

∥S(U,Dj)−
∫ βj+1

λj

DU(τ, t)∥ < η

m+ 1
.

Evidentemente, se λj = βj , para algum j = 1, ..., k, então S(U,Dj) = 0. Como
m∪
j=1

Dj∪{(ξj, [βj, λj]), j =

1, ...,m} é uma divisão marcada δ-fina de [a, b], temos∥∥∥ m∑
j=1

[U(ξj, λj)− U(ξj, βj)] +
m∑
j=1

S(U,Dj)−
∫ b

a

DU(τ, t)
∥∥∥ < ϵ.

Como ∫ b

a

DU(τ, t) =
m∑
j=1

∫ λj

βj

DU(τ, t) +
m∑
j=0

∫ βj+1

λj

DU(τ, t),

obtemos ∥∥∥ m∑
j=1

[
U(ξj, λj)− U(ξj, βj)−

∫ λj

βj

DU(τ, t)
]∥∥∥

≤
∥∥∥ m∑
j=1

[U(ξj, λj)− U(ξj, βj)] +
m∑
j=1

∫ βj+1

λj

DU(τ, t)−
∫ b

a

DU(τ, t)
∥∥∥

≤
∥∥∥ m∑
j=1

[U(ξj, λj)− U(ξj, βj)] +
m∑
j=1

S(U,Dj)−
∫ b

a

DU(τ, t)
∥∥∥

+
∥∥∥ m∑
j=1

S(U,Dj) +
m∑
j=1

∫ βj+1

λj

DU(τ, t)
∥∥∥ < ϵ+ (m+ 1)

η

m+ 1
= ϵ+ η.

Assim, da arbitrariedade de η > 0, a desigualdade (3.12) está satisfeita e o lema está provado.

O próximo resultado nos diz que a integral de Kurzweil contém suas extensões de Cauchy (as
integrais impróprias).

Teorema 3.1.7. [Hake] Se U : [a, b] × [a, b] → X for uma função tal que, para todo c ∈ [a, b),
U ∈ K([a, c], X) e

lim
c→b−

[ ∫ c

a

DU(τ, t)− U(b, c)− U(b, b)
]
= I ∈ X (3.13)

existe, então U ∈ K([a, b], X) e ∫ b

a

DU(τ, t) = I. (3.14)



3.1 Integral de Kurzweil 41

Analogamente, seU : [a, b]×[a, b] → X for uma função tal que, para todo c ∈ (a, b], U ∈ K([c, b], X)

e

lim
c→a+

[ ∫ b

c

DU(τ, t)− U(a, c)− U(a, a)
]
= I ∈ X (3.15)

existe, então U ∈ K([a, b], X) e ∫ b

a

DU(τ, t) = I. (3.16)

Demonstração: Demostraremos apenas a igualdade em (3.14), a segunda segue de forma análoga.

Seja ϵ > 0 dado, pela relação (3.13), existe b ∈ [a, b) tal que∥∥∥∫ c

a

DU(τ, t)− U(b, c)− U(b, b)− I
∥∥∥ < ϵ, (3.17)

para todo c ∈ [b, b).

Seja {ck}k∈N uma sequência crescente em [a, b) com c0 = a e lim
k→∞

ck = b. Por hipótese, U ∈
K([a, cp], X), para todo p ∈ N. Logo, para cada p ∈ N, temos um calibre δp = δp(ϵ) e se Dp for uma
divisão marcada δp-fina, vale ∥∥∥S(U,Dp)−

∫ cp

a

DU(τ, t)
∥∥∥ < ϵ

2p+1
.

Para todo τ ∈ [a, b), existe p = p(τ) = 1, 2, ... tal que τ ∈ [cp−1, cp). Seja δ̂ um calibre em [a, b]

tal que 0 < δ̂(τ) < δp(τ) com [τ − δ̂(τ), τ + δ̂(τ)] ∩ [a, b) ⊂ [a, cp), p = 1, 2, .... Pelo Lema 3.1.1,
existe uma divisão marcada δ̂-fina D̂ := {(τi, [αi−1, αi]), i = 1, 2, ..., k} de [a, b]. Se p = p(τj), então
[αj−1, αj] ⊂ (τj − δ̂(τ), τj + δ̂(τ)) ⊂ (τ − δp(τ), τ + δp(τ)).

Seja
k−1∑
j=1

p=p(τj)

[
U(τj, αj)− U(τj, αj−1)−

∫ αj

αj−1

DU(τ, t)
]

a parcela da soma correspondente as marcas τj tais que τj ∈ [cp−1, cp), j = 1, ...k.

Pelo Lema 3.1.2, obtemos∥∥∥ k−1∑
j=1

p=p(τj)

[
U(τj, αj)− U(τj, αj−1)−

∫ αj

αj−1

DU(τ, t)
]∥∥∥ < ϵ

2p+1

e, consequentemente, temos

∥∥∥ k−1∑
j=1

[U(τj, αj)− U(τj, αj−1)]−
∫ c

a

DU(τ, t)
∥∥∥=∥∥∥k−1∑

j=1

[
U(τj, αj)− U(τj, αj−1)−

∫ αj

αj−1

DU(τ, t)
]∥∥∥

≤
∞∑
p=1

∥∥∥ ∑
j=1

p(τj)=p

[
U(τj, αj)− U(τj, αj−1)−

∫ αj

αj−1

DU(τ, t)
]∥∥∥ ≤

∞∑
p=1

ϵ

2p+1
= ϵ.
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Definiremos um calibre δ no intervalo [a, b] da maneira seguinte. Para τ ∈ [a, b) tomemos 0 < δ(τ) <

min{b − τ, δ̂(τ)} e 0 < δ(τ) < b − b. Então existe D := {(τi, [αi−1, αi]); i = 1, ..., k} uma divisão
marcada δ-fina, tal que τk = αk = b e αk−1 ∈ (b, b). Usando (3.17), obtemos

∥S(U,D)− I∥ =
∥∥∥ k−1∑
j=1

[U(τj, αj)− U(τj, αj−1)] + U(τk, αk)− U(τk, αk−1)− I
∥∥∥

≤
∥∥∥ k−1∑
j=1

[U(τj, αj)− U(τj, αj−1)]−
∫ αk

a

DU(τ, t)
∥∥∥

+
∥∥∥∫ αk

a

DU(τ, t) + U(b, b)− U(b, αk−1)− I
∥∥∥

< ϵ+
∥∥∥∫ αk

a

DU(τ, t) + U(b, b)− U(b, αk−1)− I
∥∥∥.

Como αk−1 ∈ (b, b) e D̂ é uma partição δ̂-fina de [a, αk−1], o segundo termo do lado direito da
última desigualdade acima pode ser estimado por ϵ, como foi mostrado anteriormente. Desta forma,

∥S(U,D)− I∥ < 2ϵ,

para toda divisão marcada δ-fina D. Logo,
∫ b

a

DU(τ, t) = I .

Segue de forma análoga a outra parte da prova deste teorema.

Observamos, novamente, que todos os resultados acima valem para integral de Henstock-Kurzweil,
basta aplicarmos, para cada f : [a, b] → X , a função U(τ, t) = f(τ)t. No exemplo seguinte, usamos
o Teorema 3.1.7, para garantir a existência da integral de uma função.

Exemplo 3.1.5. Consideremos a função f : [a, b] → R, na qual

f(x) =


(−1)k

x
, para 1

k+1
< x ≤ 1

k
;

0, se x = 0.
(3.18)

A função ln(x), para x > 0, é a primitiva da função
1

x
. Assim, pelo Teorema 3.1.3, para todo k ∈ N,

temos ∫ 1
k

1
k+1

f(s)ds = (−1)k
∫ 1

k

1
k+1

1

s
ds = (−1)k ln

(
k + 1

k

)
.

Então, para n ∈ N, obtemos∫ 1

1
n

f(s)ds =
n−1∑
k=1

∫ 1
k

1
k+1

f(s)ds =
n−1∑
k=1

(−1)k ln

(
k + 1

k

)
.

Como a série
∞∑
k=1

(−1)k ln

(
k + 1

k

)
converge para − ln(π

2
), temos

lim
c→0+

∫ 1

c

f(s)ds = − ln
(π
2

)
.
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Portanto, pelo Teorema 3.1.7, obtemos a existência da
∫ 1

0
f(s)ds = − ln(π

2
). É fácil constatarmos

que a função f não é absolutamente integrável. Portanto, f é HK-integrável, mas não é integrável à
Lebesgue.

O teorema a seguir descreve como será esta integral indefinida.

Teorema 3.1.8. Sejam U ∈ K([a, b], X) e c ∈ [a, b]. Então,

lim
s→c

[ ∫ s

a

DU(τ, t)− U(c, s) + U(c, c)
]
=

∫ c

a

DU(τ, t) (3.19)

e

lim
s→c

[ ∫ b

s

DU(τ, t)− U(c, s) + U(c, c)
]
=

∫ b

c

DU(τ, t). (3.20)

Demonstração: Dado ϵ > 0, existe um calibre δ de [a, b], tal que∥∥∥S(U,D)−
∫ b

a

DU(τ, t)
∥∥∥ < ϵ,

para toda divisão marcada D δ-fina. Seja c ∈ [c− δ(c), c+ δ(c)] ∩ [a, b], então, pelo Lema 3.1.2,∥∥∥U(c, s)− U(c, c)−
∫ s

a

DU(τ, t)
∥∥∥ < ϵ.

Assim,∥∥∥∫ s

a

DU(τ, t)− U(c, s) + U(c, c)−
∫ c

a

DU(τ, t)
∥∥∥ =

∥∥∥∫ s

c

DU(τ, t)− U(c, s) + U(c, c)
∥∥∥ < ϵ,

donde segue a igualdade (3.19). De forma análoga segue a relação (3.20).

Observamos que se U : [a, b]× [a, b] → X for integrável, não é verdade que F (s) =
∫ s
a
DU(τ, t),

para s ∈ [a, b], será sempre contínua. Pelo Teorema 3.1.8, a função F será contínua quando U for
contínua na segunda variável. Por exemplo, se f : [a, b] → X for HK-integrável, então F (s) =

(HK)

∫ s

a

f(s)ds será contínua.

A seguir, daremos uma condição para estimarmos o valor da integral de uma função que assume
valores em um espaço de Banach X . Esse resultado será útil para trabalharmos com as Equações
Diferenciais Ordinárias Generalizadas.

Teorema 3.1.9. Sejam U ∈ K([a, b], X) e V ∈ K([a, b],R). Se existe um calibre θ em [a, b] tal que

|t− τ |∥U(τ, t)− U(τ, τ)∥ ≤ (t− τ)[V (τ, t)− V (τ, τ)], (3.21)

para todo t ∈ (τ − θ(τ), τ + θ(τ)), então vale a desigualdade∥∥∥∫ b

a

DU(τ, t)
∥∥∥ ≤

∫ b

a

DV (τ, t). (3.22)
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Demonstração: Seja ϵ > 0 dado. Como as funções U e V são Kurzweil integráveis, existe um
calibre δ em [a, b] com δ(τ) < θ(τ), para todo τ ∈ [a, b], tal que, para toda divisão marcada δ-fina
D := {(τi, [αi−1, αi]); i = 1, ..., k} de [a, b], temos∥∥∥S(U,D)−

∫ b

a

DU(τ, t)
∥∥∥ < ϵ e

∣∣∣S(V,D)−
∫ b

a

DV (τ, t)
∣∣∣ < ϵ.

Da desigualdade (3.21) e de αi > τi com i = 1, ..., k, segue que

∥U(τi, αi)− U(τi, τi)∥ ≤ V (τi, αi)− V (τi, τi),

e, para τi > αi, com i = 1, ..., k,

∥U(τi, αi)− U(τi, τi)∥ ≤ −[V (τi, αi)− V (τi, τi)] = V (τi, τi)− V (τi, αi).

Segue, para i = 1, 2, ..., k, que

∥U(τi, αi)− U(τi, αi−1)∥ ≤ ∥U(τi, αi)− U(τi, τi)∥+ ∥U(τi, τi)− U(τi, αi−1)∥
= V (τi, αi)− V (τi, αi−1).

Logo,∥∥∥∫ b

a

DU(τ, t)
∥∥∥ ≤

∥∥∥∫ b

a

DU(τ, t)− S(U,D)∥+ ∥S(U,D)∥

< ϵ+
∥∥∥ k∑
i=1

[U(τi, αi)− U(τi, αi−1)]
∥∥∥+ ∫ b

a

DV (τ, t)−
∫ b

a

DV (τ, t)

≤ ϵ+
∣∣∣ k∑
i=1

[V (τi, αi)− V (τi, αi−1)]−
∫ b

a

DV (τ, t)
∣∣∣+ ∫ b

a

DV (τ, t)

< 2ϵ+

∫ b

a

DV (τ, t).

Como ϵ > 0 foi dado arbitrariamente, obtemos a desigualdade (3.22).

3.1.4 Resultados sobre convergência

Nas teoria de integração, os teoremas de convergência estabelecem condições para que uma se-
quência de funções integrais convirja para uma função que também é integrável. Esses resultados
são extremamente importantes para estimarmos o valor de tal integral. Na integral de Kurzweil, para
obtemos resultados de convergência, precisamos inserir o conceito de equintegrabilidade. Por este
motivo, nesta subseção, obteremos condições que garantam a equintegrabilidade e algumas conse-
quências imediatas.

Pela necessidade de trabalharmos com funções assumindo valores em espaços de Banach, adap-
tamos de modo a generalizar, os resultados de [35]. Esses resultados, no entanto, não haviam sido
provados, e por este motivo os incluímos neste trabalho e, posteriormente, os escreveremos em forma
de artigo.
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Definição 3.1.3. Dizemos que uma sequência de funções {Um}m∈N é equintegrável se, para todo
m ∈ N, Um ∈ K([a, b], X) e dado ϵ > 0, existe uma função calibre δ de [a, b] tal que∥∥∥S(Um, D)−

∫ b

a

DUm(τ, t)
∥∥∥ < ϵ,

para toda divisão marcada δ-fina D de [a, b].

Observação 3.1.1. Em alguns textos (veja [19]), uma sequência equintegrável é dita uniformemente
integrável. Além disso, Ŝ. Schwabik, em [37], estudou a equintegrabilidade das sequências de funções
HK-integráveis.

Teorema 3.1.10. Sejam U,Um : [a, b]× [a, b] → X , m ∈ N. Suponhamos que a sequência {Um}m∈N

é equintegrável e existe um calibre η em [a, b] tal que

lim
m→∞

[Um(τ, t2)− Um(τ, t1)] = [U(τ, t2)− U(τ, t1)], (3.23)

para todo t1 < t2, τ ∈ [t1, t2] ∩ [a, b] e [t1, t2] ⊂ (τ − η(τ), τ + η(τ)). Então, U ∈ K([a, b], X) e∫ b

a

DU(τ, t) = lim
m→∞

∫ b

a

DUm(τ, t). (3.24)

Demonstração: Seja ϵ > 0 dado. Pela equintegrabilidade da sequência {Um}m∈N, para todo m ∈ N,
existe um calibre δ em [a, b] satisfazendo δ(τ) < η(τ), para todo τ ∈ [a, b], tal que∥∥∥S(Um, D)−

∫ b

a

DUm(τ, t)
∥∥∥ < ϵ

2
,

para toda divisão marcada δ-finaD := {(τi, [αi−1, αi]); i = 1, 2, ..., k} em [a, b]. Pela condição (3.23),
para toda divisão marcada δ-fina D de [a, b], existe m0 ∈ N, tal que

∥Um(τ, αi)− Um(τ, αi−1)− U(τ, αi) + U(τ, αi−1)∥ <
ϵ

2m+1
.

para m > m0.

Consequentemente, para m > m0, obtemos

∥S(Um, D)− S(U,D)∥ ≤
k∑
i=1

∥Um(τ, αi)− Um(τ, αi−1)− U(τ, αi) + U(τ, αi−1)∥

<

k∑
i=1

ϵ

2m+1
=
ϵ

2
.

Desta forma, para toda divisão marcada δ-fina D de [a, b] e m > m0, vale∥∥∥S(U,D)−
∫ b

a

DUm(τ, t)
∥∥∥ ≤ ∥S(U,D)− S(Um, D)∥+

∥∥∥S(Um, D)−
∫ b

a

DUm(τ, t)
∥∥∥ < ϵ.
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Por outro lado, para k, l > m0, temos∥∥∥∫ b

a

DUk(τ, t)−
∫ b

a

DUl(τ, t)
∥∥∥ ≤

∥∥∥S(U,D)−
∫ b

a

DUk(τ, t)
∥∥∥

+
∥∥∥S(U,D)−

∫ b

a

DUl(τ, t)
∥∥∥ < 2ϵ,

ou seja, a sequência
{∫ b

a

DUm(τ, t)
}
m∈N

é de Cauchy em um espaço de Banach X , logo existe

lim
m→∞

∫ b

a

DUm(τ, t) = I.

Além disso, para toda divisão marcada δ-fina D e m ≥ m0,

∥S(U,D)− I∥ =
∥∥∥S(U,D)−

∫ b

a

DUm(τ, t)∥+ ∥
∫ b

a

DUm(τ, t)− I∥ < 2ϵ.

Portanto, U ∈ K([a, b], X) e vale a igualdade em (3.24).

É importante destacarmos que os Teoremas da Convergência Dominada, Convergência Monótona
e de Beppo Levi na teoria de Lebesgue seguem como consequência do Teorema 3.1.10.

Sabemos que não é tão fácil verificar a equintegrabilidade de uma sequência. Desta forma, obte-
mos resultados a fim de se garantir a equintegrabilidade. Mas antes, precisaremos de alguns resultados
técnicos.

Notação 3.1.1. Consideremos uma função U : [a, b]× [a, b] → X . Seja (τ, J) um intervalo marcado
com τ ∈ J = [α, β] ⊂ [a, b]. Denotaremos por

U(τ, J) = U(τ, β)− U(τ, α)

a função ponto-intervalo correspondente à U .
Nesta subseção, sempre, assumimos que U,Um : [a, b] × [a, b] → X , m = 1, 2, ... e Um ∈

K([a, b], X), m = 1, 2, .... Suponhamos que

(I1) para todo ϵ > 0, existem um calibre ω em [a, b], uma função p : [a, b] → N e uma função
intervalo superaditiva Φ assumindo valores em R, ou seja, para intervalos fechados J1, J2 ⊂
[a, b], Φ(J1 ∪ J2) ≥ Φ(J1) + Φ(J2), e Φ([a, b]) < ϵ. Para todo τ ∈ [a, b],

∥Um(τ, J)− U(τ, J)∥ < Φ(J), (3.25)

desde que m > p(τ) e (τ, J) é um intervalo marcado ω-fino.

(I2) existem uma função calibre θ de [a, b] e C ∈ R+ tais que, para toda m : [a, b] → N,

k∑
i=1

∥Um(τi)(τi, Ji)∥ ≤ C, (3.26)

para toda divisão marcada D := {(τi, Ji); i = 1, ..., k} θ-fina de [a, b].
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O nosso objetivo é mostrar que toda sequência de funções em K([a, b], X) que satisfaz (I1) e (I2)
será equintegrável.

Definição 3.1.4. Sejam Um ∈ K([a, b], X), para m = 1, 2, ..., satisfazendo (I1) e (I2). Para cada
p ∈ N, definimos por Sp a família de funções V : [a, b]× [a, b] → X para as quais existe uma divisão
a = β0 < β1 < ... < βl−1 < βl = b de [a, b], tal que, para todo intervalo marcado (τ, J), tenhamos

V (τ, J) =

{
Umj

(τ, J), se τ ∈ (βj−1, βj)

Umj
(τ, J−) + Umj

(τ, J+), se τ = βj,
(3.27)

onde mj ≥ p, j = 1, 2, ..., l, J− = J ∩ (−∞, βj] e J+ = J ∩ [βj,+∞).

Lema 3.1.3. Se U e Um, m = 1, 2, ..., satisfazem (I1) e (I2), então valem:

(i) para todo p ∈ N, Up ∈ Sp;

(ii) se p1, p2 ∈ N e p1 > p2, então Sp1 ⊂ Sp2;

(iii) se V ∈ S1, então V ∈ K([a, b], X).

Demonstração: Para a prova do item (i), consideremos β0 = a e β1 = b. Então, Up(τ, J) =

V (τ, J) ∈ Sp. Para o item (ii), notemos que se V ∈ Sp1 , logo mj > p1 > p2, então V ∈ Sp2 . Já no
item (iii), se V ∈ S1, então, para toda divisão Dj de [βj−1, βj], temos

S(V,Dj) = S(Umj
, Dj).

Como Umj
é integrável sobre [a, b], segue que V é integrável sobre [a, b].

Lema 3.1.4. Suponhamos que U e Um satisfazendo (I1) e (I2), m = 1, 2, .... Se V ∈ S1, então, existe
uma constante C > 0 tal que

∥
k∑
i=1

V (τi, Ji)∥ = ∥S(V,D)∥ ≤ C, (3.28)

para alguma divisão marcada D := {(τi, Ji); i = 1, 2, ..., k} θ-fina de [a, b].

Demonstração: Sejam {β0, β1, ..., βl} pontos da divisão de [a, b] dados pela Definição 3.1.4. Temos

V (τ, J) =

{
Umj

(τ, J), se τ ̸∈ {β0, β1, ..., βl}
Umj

(τ, J−) + Umj
(τ, J+), se τ ∈ {β0, β1, ..., βl}.

(3.29)

Consideremos a divisão marcada

D : = {(τi, J−
i ); i = 1, 2, ..., k, τ ̸∈ {β0, β1, ..., βl}} ∪ {(τi, J−

i ); i = 1, 2, ..., k, τ ∈ {β0, β1, ..., βl}}
∪{(τi, J+

i ); i = 1, 2, ..., k, τ ∈ {β0, β1, ..., βl}}

Portanto, pela condição (I2),
∥S(V,D)∥ ≤ C.
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Lema 3.1.5. Sejam U e Um satisfazendo (I1) e (I2). Assumimos que Um ∈ K([a, b], X), m = 1, 2, ....
Se (τ, J) for um intervalo marcado ω-fino, então

∥V (τ, J)− U(τ, J)∥ ≤ Φ(J),

para todo V ∈ Sρ, com ρ ≥ p(τ).

Demonstração: Usando a Definição 3.1.4, a condição (I1) e (3.29), se τ ̸∈ {β0, β1, ..., βl}, temos

∥V (τ, J)− U(τ, J)∥ = ∥Umj
(τ, J)− U(τ, J)∥ < Φ(J),

pois mj > ρ > p(τ). Agora, se τ ∈ {β0, β1, ..., βl}, então τ = βj , para algum j = 1, 2, ..., l e

V (τ, J) = Umj
(τ, J+) + Umj

(τ, J−).

Seja J = [α, β], temos J+ = [βj, β], J− = [α, βj] e

U(τ, J) = U(τ, J+) + U(τ, J−).

Da condição (I1), vem que

∥V (τ, J)− U(τ, J)∥ ≤ ∥Umj
(τ, J+)− U(τ, J+)∥+ ∥Umj

(τ, J−)− U(τ, J−)∥
< Φ(J+) + Φ(J−) = Φ(J),

donde segue o resultado.

Lema 3.1.6. Sejam U e Um satisfazendo (I1) e (I2). Dado ϵ > 0, existe Vp ∈ Sp, tal que∣∣∣∣∣∥∥∥
∫ b

a

DVp(τ, t)
∥∥∥− I

∣∣∣∣∣ < ϵ

2p
,

onde I = inf
{∥∥∥∫ b

a

DV (τ, t)
∥∥∥;V ∈ Sp

}
.

Demonstração: Pelo Lema 3.1.4, para todo V ∈ Sp ⊂ S1, temos 0 ≤ ∥S(V,D)∥ ≤ C, para alguma

divisão marcada θ-fina D. Assim, 0 ≤ ∥S(V,D)∥ ≤
∥∥∥∫ b

a

DV (τ, t)
∥∥∥, o que implica a existência de

I = inf
{∥∥∥∫ b

a

DV (τ, t)
∥∥∥;V ∈ Sp

}
. O resultado segue da definição de ínfimo.

Lema 3.1.7. Sejam U e Um satisfazendo (I1) e (I2), m = 1, 2, .... Suponhamos que Ij = [γj−1, γj],
j = 1, 2, ..., s, é uma sequência finita de intervalos disjuntos em [a, b] e V ∈ Sp. Então, dado ϵ > 0,
temos ∥∥∥ s∑

j=1

∫
Ij

DV (τ, t)−
s∑
j=1

∫
Ij

DVp(τ, t)
∥∥∥ ≤ ϵ

2p
, (3.30)

onde a função Vp foi definida no Lema 3.1.6.
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Demonstração: Suponhamos, por absurdo, que dado ϵ > 0, exista V ∗ ∈ Sp tal que∥∥∥ s∑
j=1

∫
Ij

DV ∗(τ, t)−
s∑
j=1

∫
Ij

DVp(τ, t)
∥∥∥ > ϵ

2p
.

Definimos

Ṽ (τ, J) =


V ∗(τ, J), se τ ∈ (γj−1, γj), j = 1, ..., s;

Vp(τ, J), se τ ∈ [a, b] \
s∪
j=1

Ij;

V ∗(τ, J−) + Vp(τ, J
+), se τ = γj, j = 1, ..., s,

(3.31)

onde J+ = J ∩ [γj,+∞) e J− = J ∩ (−∞, γj]. Consideremos o conjunto {Lk; k = 1, ..., r}, onde
Lk, k = 1, ..., r são intervalos fechados, disjuntos e

r∪
k=1

Lk = [a, b] \
s∪
j=1

Ij.

Então Ṽ ∈ Sp e∥∥∥∫ b

a

DṼ (τ, t)−
∫ b

a

DVp(τ, t)
∥∥∥ =

∥∥∥ s∑
j=1

∫
Ij

DV ∗(τ, t) +
r∑

k=1

∫
Lk

DVp(τ, t)−
∫ b

a

DVp(τ, t)
∥∥∥

=
∥∥∥ s∑
j=1

∫
Ij

DV ∗(τ, t)−
s∑
j=1

∫
Ij

DVp(τ, t)
∥∥∥ > ϵ

2p
.

Assim,

I ≤
∥∥∥∫ b

a

DṼ (τ, t)
∥∥∥ <∥∥∥∫ b

a

DVp(τ, t)
∥∥∥− ϵ

2p
,

o que implica em
∣∣∣∥∥∥ ∫ ba DVp(τ, t)∥∥∥− I

∣∣∣ > ϵ

2p
, contradizendo o Lema 3.1.6. Portanto, a desigualdade

(3.30) é válida.

Das condições (I1) e (I2) e dos lemas acima seguirá um resultado que garante a equintegrabilidade
de uma sequência de funções.

Teorema 3.1.11. Sejam U e Um satisfazendo (I1) e (I2), m = 1, 2, .... Então, a sequência {Um}m∈N

é equintegrável.

Demonstração: Seja ϵ > 0 dado. Pela hipótese (I1), existe uma função calibre ω de [a, b], tal que

∥Um(τ, J)− U(τ, J)∥ < Φ(J), (3.32)

sempre que m > p(τ) e para todo intervalo marcado (τ, J) ω-fino. Pelo Lema 3.1.5,

∥V (τ, J)− U(τ, J)∥ < Φ(J), (3.33)

para todo V ∈ Sρ com ρ ≥ p(τ). De (3.32) e (3.33), temos

∥Vp(τ)(τ, J)− Um(τ, J)∥ < 2Φ(J), (3.34)
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sempre que m > p(τ) e para todo intervalo marcado ω-fino (τ, J).

Observemos que, pelo Lema 3.1.3, as funções Up, Vp ∈ K([a, b], X), para todo p ∈ N. Então, para
cada p ∈ N, existe um calibre δp de [a, b], tal que

∥S(Up, D)−
∫ b

a

DUp(τ, t)∥ <
ϵ

2p
e ∥S(Vp, D)−

∫ b

a

DUp(τ, t)∥ <
ϵ

2p
,

para toda divisão marcada δp-fina D de [a, b].

Definimos um calibre δ em [a, b], pela função τ ∈ [a, b] → δ(τ) < min{ω(τ), δ1(τ), ..., δp(τ)(τ)}.
Assumimos que D = {(τi, Ji); i = 1, ..., k} é uma divisão marcada δ-fina de [a, b]. Então

S(Um, D) =
k∑

i=1
m≤p(τi)

Um(τi, Ji) +
k∑

i=1
m>p(τi)

Um(τi, Ji).

Se m > p(τi), i = 1, 2, ..., k, pela equação (3.34), segue que

∥Um(τi, Ji)− Vp(τi)(τi, Ji)∥ < 2Φ(Ji),

e assim, pela condição (I1),

∥∥∥ k∑
i=1

m>p(τi)

Um(τi, Ji)−
k∑
i=1

Vp(τi)(τi, Ji)
∥∥∥ < k∑

i=1
m>p(τi)

2Φ(Ji) < 2Φ([a, b]) < 2ϵ. (3.35)

Pelo fato de que Up, Vp ∈ K([a, b], X), p ∈ N, e pelo Lema 3.1.2, obtemos

∥∥∥ k∑
i=1

m≤p(τi)

Um(τi, Ji)−
k∑

i=1
m≤p(τi)

∫
Ji

DUm(τ, t)
∥∥∥ < ϵ (3.36)

e

∥∥∥ k∑
i=1

p(τi)=l

Vl(τi, Ji)−
k∑

i=1
p(τi)=l

∫
Ji

DVl(τ, t)
∥∥∥ < ϵ

2l
. (3.37)
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Agora, consideremos m > p(τi), para i = 1, 2, ..., k. Pelo Lema 3.1.7 e pelas desigualdades em
(3.35) e (3.37), temos

∥∥∥ k∑
i=1

m>p(τi)

Um(τi, Ji)−
k∑

i=1
m>p(τi)

∫
Ji

DUm(τ, t)
∥∥∥ ≤

∥∥∥ k∑
i=1

m>p(τi)

Um(τi, Ji)−
k∑

i=1
p(τi)=l

Vl(τi, Ji)
∥∥∥

+
∥∥∥ k∑

i=1
p(τi)=l

Vl(τi, Ji)−
k∑

i=1
m>p(τi)

∫
Ji

DUm(τ, t)
∥∥∥

< 2ϵ+
∥∥∥m−1∑
l=1

[ k∑
i=1

Vl(τi, Ji)−
k∑
i=1

∫
Ji

DVl(τ, t)
]∥∥∥

+
∥∥∥m−1∑

l=1

[ k∑
i=1

∫
Ji

DVl(τ, t)−
k∑
i=1

∫
Ji

DUm(τ, t)
]∥∥∥

< 2ϵ+ 2
m−1∑
l=1

ϵ

2l
< 4ϵ.

Usando a relação acima e (3.36), para todo m ∈ N, vale

∥∥∥S(Um, D)−
∫ b

a

DUm(τ, t)
∥∥∥ ≤

∥∥∥ k∑
i=1

m≤p(τi)

Um(τi, Ji)−
k∑

i=1
m≤p(τi)

∫
Ji

DUm(τ, t)
∥∥∥

+
∥∥∥ k∑

i=1
m>p(τi)

Um(τi, Ji)−
k∑

i=1
m>p(τi)

∫
Ji

DUm(τ, t)
∥∥∥ < 5ϵ,

para toda divisão marcada δ-fina D de [a, b]. Portanto, a sequência {Um}m∈N é equintegrável.

O próximo resultado traz uma nova condição para que a sequência {Um}m∈N seja equintegrável.

Teorema 3.1.12. Sejam U e Um, m = 1, 2, ..., satisfazendo (I1) e

(I2*) existem V ∈ K([a, b],R) e um calibre θ de [a, b] tais que, para todo m ∈ N, temos

∥Um(τ, J)∥ ≤ V (τ, J), (3.38)

para todo intervalo marcado (τ, J) θ-fino.

Então, a sequência {Um}m∈N é equintegrável.

Demonstração: Suponhamos que exista um calibre ξ em [a, b], tal que ξ(τ) ≤ θ(τ), para τ ∈ [a, b] e∣∣∣∣∣S(V,D)−
∫ b

a

V (τ, t)

∣∣∣∣∣ < 1,
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para toda divisão marcada D := {(τi, Ji); i = 1, ..., k} ξ-fina de [a, b], então pela condição (I2*),
para m : [a, b] → N e toda divisão marcada D := {(τi, Ji); i = 1, ..., k} ξ-fina de [a, b], temos
∥Um(τj)(τj, Jj)∥ ≤ V (τj, Jj), e também

k∑
j=1

∥Um(τj)(τj, Jj)∥ ≤ S(V,D) <

∫ b

a

DV (τ, t) + 1.

Tomando C =

∫ b

a

DV (τ, t) + 1, obtemos a condição (I2) do Teorema 3.1.12. Portanto, {Um}m∈N é

equintegrável.

Observação 3.1.2. É fácil ver que se Um ∈ K([a, b], X), m = 1, 2, ..., e U satisfazendo (I1), então,
para cada intervalo marcado ω-fino (τ, [t1, t2]) , temos

lim
m→∞

[Um(τ, t2)− Um(τ, t2)] = U(τ, t2)− U(τ, t2).

Consequentemente, vale

lim
m→∞

∫ b

a

DUm(τ, t) =

∫ b

a

DU(τ, t).

Observação 3.1.3. Podemos, também, transportar o conceito de equintegrabilidade para as integrais
de Henstock-Kurzweil, esses resultados são encontrados em [37].
Corolário 3.1.1. Consideremos a sequência de funções fm : [a, b] → R HK-integráveis, para todo
m ∈ N. Suponhamos existe f : [a, b] → R, tal que

lim
m→+∞

fm(τ) = f(τ) ∀τ ∈ [a, b],

e
v(τ) ≤ fm(τ) ≤ w(τ), ∀τ ∈ [a, b],m ∈ N,

onde v, w : [a, b] → R são funções HK-integráveis. Então, a sequência {fn} é equintegrável. Além
disso, f é HK-integrável e vale

lim
m→∞

∫ b

a

fm(s)ds =

∫ b

a

f(s)ds.

Exemplo 3.1.6. Consideremos a função g : [a, b] → R, dada por

g(x) =


(−1)k

x
, para 1

k+1
< x ≤ 1

k
;

0, se x = 0.
(3.39)

No Exemplo 3.1.5, mostramos que g é HK-integrável em [0, 1]. Agora, definimos a sequência de
funções fm : [0, 1] → R, dada por

fm(x) =

{
g(x), para x ∈ [0, 1

2m
];

0, se x ∈ [ 1
2m
, 1].

(3.40)

Assim, lim
m→+∞

fm(x) = 0. Além disso, 0 ≤ fm(x) ≤ g(x), para todo x ∈ [0, 1]. Então, pelo Corolário

3.1.1, a sequência {fm}m∈N é equintegrável e

lim
m→+∞

∫
fm(s)ds = 0.
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3.2 Equações Diferenciais Ordinárias Generalizadas

Antes de apresentarmos a teoria das Equações Diferenciais Ordinárias Generalizadas (EDOGs),
faremos uma retrospectiva destacando o que motivou Jaroslav Kurzweil em 1957, no artigo [25], a
introduzir um novo conceito de integral. Consideremos o problema de valor inicial

ẋ = f(t, x), x(t0) = x0, (3.41)

onde f : Ω×R → X , Ω ⊂ X aberto. Sabemos que encontrar uma solução no sentido de Carathéodory
da equação (3.41) é equivalente à obter uma solução da equação integral

x(t) = x0 +

∫ t

t0

f(s, x(s))ds, quase sempre em [a, b], (3.42)

sendo a integral acima no sentido de Lebesgue. Suponhamos que exista uma solução de (3.41) em
[a, b] ⊂ R. Consideremos a aplicação F : Ω× [a, b] → X dada por

F (x, t) =

∫ t

t0

f(s, x(s))ds.

Se x é uma solução do problema de valor inicial (3.41) em [t0, t] ⊂ [a, b], então a função x é
absolutamente contínua em [t0, t]. Logo, existe uma sequência de funções escada (xl)l∈N convergindo
uniformemente para x em [t0, t]. Por exemplo, se para cada l ∈ N temos uma divisão marcada
Dl = {(τi, [αi−1, αi]); i = 1, 2, ..., kl}, podemos tomar a sequência (xl)l∈N, onde xl(τ) = x(τj) com
τ ∈ [αj−1, αj]. Construindo divisões marcadas suficientemente finas, podemos dizer que a sequência
(xl) converge uniformemente para x.

Se assumirmos que a função f(t, x) é contínua na segunda variável, então

lim
l→∞

f(s, xl(s)) = f(s, x(s)), s ∈ [t0, t].

Pelo Teorema da Convergência Dominada de Lebesgue, concluímos que

lim
l→∞

∫ t

t0

f(s, xl(s))ds =

∫ t

t0

f(s, x(s))ds.

Para cada l ∈ N fixo, usando a definição de F , temos∫ t

t0

f(s, xl(s))ds =

kl∑
j=1

∫ αj

αj−1

f(s, x(τj))ds =

kl∑
j=1

[F (x(τj), αj)− F (x(τj), αj−1)].

De (3.42), a solução x(t) de (3.41) pode ser aproximada por

x0 +

kl∑
j=1

[F (x(τj), αj)− F (x(τj), αj−1)]. (3.43)
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Observamos que a soma em (3.43) é exatamente a soma de Riemann usada na definição de integral
de Kurzweil para a função F . Logo, tomando convenientemente as divisões marcadas, teremos que
uma solução da equação (3.41) será também solução da equação integral

x(t) = x0 +

∫ t

t0

DF (x(τ), t).

3.2.1 Noções básicas de EDOGs

Consideremos Ω = O× [a, b], onde O é um conjunto aberto em X e [a, b] ⊂ R. Seja F : Ω → X

uma função definida para (x, t) ∈ Ω e assumindo valores no espaço de Banach X .

Definição 3.2.1. Uma função x : [α, β] → X é dita uma solução da EDOG

dx

dτ
= DF (x(τ), t) (3.44)

no intervalo [α, β], se (x(t), t) ⊂ Ω, para todo t ∈ [α, β] e

x(v)− x(u) =

∫ v

u

DF (x(τ), t), u, v ∈ [α, β]. (3.45)

A integral no lado direito da equação (3.45) deve ser entendida como sendo a integral de Kurzweil.

Observação 3.2.1. É importante ressaltar que a notação em (3.44) é apenas simbólica. O termo
dx

dτ
não significa que a solução da EDOG em (3.45) seja diferenciável. Isto pode ser comprovado através
do seguinte exemplo.
Exemplo 3.2.1. Seja r : [0, 1] → R uma função contínua que não é diferenciável em todo intervalo
[0, 1] (veja Teorema 7.18 em [34]). Definimos F : [0, 1]× [0, 1] → R por F (τ, t) = r(t). Então, F é

contínua, existe a integral
∫ v

0

DF (τ, t) e∫ v

u

DF (τ, t) = r(u)− r(v),

para todo u, v ∈ [0, 1]. Isso significa que a função r : [0, 1] → X é uma solução da EDOG

dx

dτ
= DF (x(τ), t),

e, a solução x da EDOG não é diferenciável.
Observação 3.2.2. Pela Definição 3.2.1 é importante observarmos que se adicionarmos a F (x, t) uma
função dependendo somente de x, as soluções da equação (3.44) não mudarão.

De fato, dada H : O → X , defina G(x, t) = F (x, t) + H(x). Dada uma divisão marcada
D := {(τj, [sj−1, sj]); j = 1, 2, ..., k} de [a, b], temos

S(G,D) =
k∑
j=1

[F (x(τj), sj)−H(x(τj))− F (x(τj), sj−1) +H(x(τj))]

=
k∑
j=1

[F (x(τj), sj)− F (x(τj), sj−1)] = S(F,D),
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Assim, segue que ∫ b

a

D[F (x(τ), t) +H(x(τ))] =

∫ b

a

DF (x(τ), t).

Desta forma, se x : [α, β] → X for solução da EDOG

dx

dτ
= D[F (x(τ), t) +H(x(τ))],

então x também será solução da EDOG (3.44) no intervalo [α, β]. A recíproca da afirmação se ve-
rifica. Em particular, dizemos que F1(x, t) = F (x, 0) − F (x, t), para (x, y) ∈ Ω é a representação
normalizada de F e satisfaz F1(x, 0) = 0, para todo x ∈ O.

Dada a condição inicial (x̃, t0) ∈ Ω, definiremos a seguir, o que é uma solução de um problema
de valor inicial para a equação (3.44).

Definição 3.2.2. Dizemos que uma função x : [α, β] → X é uma solução de (3.44) com condição
inicial x(t0) = x̃ no intervalo [α, β] ⊂ [a, b], se t0 ∈ [α, β], (x(t), t) ∈ Ω, para todo t ∈ [α, β], e se a
igualdade

x(ν)− x̃ =

∫ ν

t0

DF (x(τ), t)

for válida para todo ν ∈ [α, β].
Fazendo analogia às EDOs, também mostraremos que x será solução da EDOG em (3.44) se, e

somente se, x for solução de uma equação integral.

Proposição 3.2.1. Seja x : [α, β] → X uma solução de (3.44) em [α, β]. Então, para todo γ ∈ [α, β]

fixo, vale

x(s) = x(γ) +

∫ s

γ

DG(x(τ), t), s ∈ [α, β]. (3.46)

Se x : [α, β] → X satisfaz (3.46), para algum γ ∈ [α, β], então x será uma solução de (3.44).
Demonstração: A primeira parte segue diretamente da Definição 3.2.1, basta escolher s1 = γ e
s2 = s. Reciprocamente, se x : [α, β] → X satisfaz a equação (3.46), então

x(s2)− x(s1) = x(γ) +

∫ s2

γ

DF (x(τ), t)− x(γ)−
∫ s1

γ

DF (x(τ), t)

=

∫ s2

s1

DF (x(τ), t),

para todo s1, s2 ∈ [α, β], com s1 < s2. Portanto, x é uma solução de (3.44).

A Definição 3.2.1 não fornece informações à respeito das soluções x : [α, β] → X de (3.44).
Pela Proposição 3.2.1, pelo menos sabemos que tais soluções comportam-se de modo semelhante às
integrais de Kurzweil indefinidas. Usando o Teorema de Hake (Teorema 3.1.7), deduzimos o seguinte
resultado.

Proposição 3.2.2. Se x : [α, β] → X for uma solução da EDOG em (3.44), então

lim
s→σ

[x(s)− F (x(σ), s)− F (x(σ), σ)] = x(σ), (3.47)

para todo σ ∈ [α, β].
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Demonstração: Seja σ ∈ [α, β] dado. Como x é solução de (3.44), então, pela Proposição 3.2.1,

x(s) = x(σ) +

∫ s

σ

DF (x(τ), t),

para todo s ∈ [α, β]. Logo,

x(s)− F (x(σ), s) + F (x(σ), σ) = x(σ)− F (x(σ), s) + F (x(σ), σ) +

∫ s

σ

DF (x(τ), t), (3.48)

para todo s ∈ [α, β]. Pelo Teorema 3.1.7, temos

lim
s→σ

[ ∫ s

σ

DF (x(τ), t)− F (x(σ), s) + F (x(s), s)
]
=

∫ σ

σ

DF (x(τ), t) = 0.

Portanto, pela relação acima e de (3.48), obtemos

lim
s→σ

[x(s)− F (x(σ), s)− F (x(σ), σ)] = lim
s→σ

[ ∫ s

σ

DF (x(τ), t)− F (x(σ), s) + F (x(σ), σ) + x(σ)
]

= x(σ).

A seguir, introduziremos uma classe de funções F : Ω → X para a qual é possível obtermos
informações concretas sobre as soluções da EDOG em (3.44). Ao longo deste capítulo, h : [a, b] → R
será uma função não-decrescente e ω : [0,+∞) → R uma função localmente lipschtiziana, crescente
e ω(0) = 0. Estamos interessados em invertigar o comportamento das soluções de (3.44) para uma
função F nesta classe.

Definição 3.2.3. Dizemos que uma função F : Ω → X pertence à classe F (Ω, h, ω), se, para
quaisquer (x, t1), (x, t2), (y, t1), (y, t2) ∈ Ω, satisfaz

(i) ∥F (x, t2)− F (x, t1)∥ ≤ |h(t2)− h(t1)|;

(ii) ∥F (x, t2)− F (x, t1)− F (y, t2) + F (y, t1)∥ ≤ ω(∥x− y∥)|h(t2)− h(t1)|.
Sabemos que a função identidade I : [a, b] → [a, b] é lipschtiziana, crescente e se anula na origem.

Neste caso, denotaremos a classe F (Ω, h, I) simplesmente por F (Ω, h).

Antes de estabelecermos resultados de existência e unicidade para solução de (3.44), quando
F ∈ F(Ω, h, ω), vamos localizar o espaço que as contém. Veremos que este espaço é o das funções
de variação limitada.

Lema 3.2.1. Suponhamos que F : Ω → X satisfaça a condição (i) da Definição 3.2.3. Se x : [α, β] ⊂

[a, b] → X é tal que (x(t), t) ∈ Ω, para todo t ∈ [α, β], e se
∫ β

α

DF (x(τ), t) existir, então, para

quaisquer s1, s2 ∈ [α, β], ∥∥∥∫ s2

s1

DF (x(τ), t)
∥∥∥ ≤ |h(s2)− h(s1)|. (3.49)
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Demonstração: Como a função F satisfaz a condição (i) da Definição 3.2.3, vale a desigualdade

∥F (x(τ), t)− F (x(τ), τ)∥ ≤ (t− τ)

|t− τ |
(h(t)− h(τ)), (3.50)

para todo t, τ ∈ [α, β], pois h é não-decrescente. Seja V (τ, t) = h(t). Então
∫ s2

s1

DV (τ, t) =

h(s2)− h(s1), para quaisquer s1, s2 ∈ [α, β]. Pelo Teorema 3.1.9, obtemos a seguinte relação∥∥∥∫ s2

s1

DF (x(τ), t)
∥∥∥ ≤

∣∣∣ ∫ s2

s1

DV (x(τ), t)
∣∣∣ = |h(s2)− h(s1)|,

para quaisquer s1, s2 ∈ [α, β]. Deste modo a prova está completa.

Corolário 3.2.1. Suponhamos que F : Ω → X satisfaça a condição (i) da Definição 3.2.3. Se
x : [α, β] ⊂ [a, b] → X é uma solução de (3.44), então

∥x(s2)− x(s1)∥ ≤ |h(s2)− h(s1)|, (3.51)

para todo s1, s2 ∈ [α, β]. Além disso, a função x será de variação limitada em [α, β] com

V arβαx ≤ h(β)− h(α). (3.52)

Demonstração: A desigualdade segue direto do Lema 3.2.1 e da Definição 3.2.1. Para mostrarmos
que x é de variação limitada em [α, β], consideremos D := {α = s0 < s1 < ... < sk = β} uma
divisão marcada do intervalo [α, β]. A desigualdade (3.51) implica que

k∑
j=1

∥x(sj)− x(sj−1)∥ ≤
k∑
j=1

∥h(sj)− h(sj−1)∥ = h(β)− h(α). (3.53)

Tomando o supremo em (3.53) com respeito à divisão D, teremos

V arβαx ≤ h(β)− h(α).

No próximo lema, obteremos informações sobre as descontinuidades das soluções de (3.44),
quando F ∈ F (Ω, h, ω). Como era de se esperar as descontinuidades serão de primeira espécie,
elas descrevem os "saltos" da solução quando eles existem.

Lema 3.2.2. Suponhamos que F : Ω → X satisfaça a condição (i) da Definição 3.2.3. Se x : [α, β] ⊂
[a, b] → X é uma solução de (3.44), então

(i) x(s+)−x(s) = F (x(s), s+)−F (x(s), s), para todo s ∈ [α, β), onde F (x, s+) = lim
σ→s+

F (x, σ);

(ii) x(s)−x(s−) = F (x(s), s)−F (x(s), s−), para todo s ∈ (α, β], onde F (x, s−) = lim
σ→s−

F (x, σ).
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Demonstração: Como a função h é não-decrescente, os limites laterais em [α, β] existem. Pela
hipótese sobre F , os limites F (x, s+) e F (x, s−), também, existem. Pela Definição 3.2.1, temos

x(σ)− x(s) =

∫ s

σ

DF (x(τ), t),

para todo σ, s ∈ [α, β]. Pelo Teorema 3.1.8,

lim
σ→s+

x(σ)− x(s) = lim
σ→s+

∫ σ

s

DF (x(τ), t)

=

∫ σ

σ

DF (x(τ), t) + lim
σ→s+

[
F (x(s), σ)− F (x(s), s)

]
= lim

σ→s+
[F (x(s), σ)− F (x(s), s)]

e o item (i) está satisfeito. De modo semelhante, obtem-se o item (ii).

O próximo resultado garante a existência da integral na Definição 3.45, quando F ∈ F (Ω, h, ω),
usando o Resultado de Convergência (Teorema 3.1.12).

Teorema 3.2.1. Seja F ∈ F (Ω, h, ω). Suponhamos que x : [α, β] → X é o limite pontual de uma
sequência (xk)k∈N de funções xk : [α, β] → X , k ∈ N, tais que (x(s), s), (xk(s), s) ∈ Ω, para todo

s ∈ [α, β] e k ∈ N. Se
∫ β

α

DF (xk(τ), t) existir, para todo k ∈ N, então
∫ β

α

DF (x(τ), t) existe e

∫ β

α

DF (x(τ), t) = lim
k→∞

∫ β

α

DF (xk(τ), t). (3.54)

Demonstração: Seja ϵ > 0 dado. Como F ∈ F (Ω, h, ω), temos

∥F (xk(τ), t2)− F (xk(τ), t1)− F (x(τ), t2) + F (x(τ), t1)∥ ≤ ω(∥xk(τ)− x(τ)∥)|h(t2)− h(t1)|,

para todo τ ∈ [t1, t2] ⊂ [α, β]. Definimos a função não-decrescente µ : [α, β] → R tal que, para cada
t ∈ [α, β],

µ(t) =
ϵ

h(β)− h(α) + 1
h(t),

onde µ(β) − µ(α) < ϵ. Como a função ω é contínua com ω(0) = 0 e xk(τ) → x(τ), para todo
τ ∈ [α, β], para ϵ > 0 dado acima, existe p(τ) ∈ N, tal que, para k ≥ p(τ),

ω(∥xk(τ)− x(τ)∥) < ϵ

2(h(β)− h(α))
.

Isso implica que

∥F (xk(τ), t2)− F (xk(τ), t1)− F (x(τ), t2) + F (x(τ), t1)∥ ≤ µ(t2)− µ(t1),

para todo τ ∈ [t1, t2] ⊂ [α, β] e k ≥ p(τ). Seja δ um calibre de [α, β]. Para toda aplicação m :

[a, b] → N e toda divisão marcada δ-fina D := {(τj, [αj−1, αj]); j = 1, 2, ..., k} de [α, β], temos

k∑
j=1

∥F (xm(τi), αi)− F (xm(τi), αi−1)∥ ≤
k∑
j=1

|h(αi)− h(αi−1)| = h(β)− h(α).
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Assim, as condições (I1) e (I2) do Teorema 3.1.12 estão satisfeitas e, obtemos o resultado pelo
Teorema 3.1.10.

Como nosso objetivo é mostrar a existência da integral
∫ b

a

DF (x(τ), t) sempre que x for solução

de (3.44) e, por sua vez, possuindo variação limitada. Como toda função de variaçao limitada é limite
aproximada uniformemente por uma função escada finita (dos Teoremas 1.1.1, 1.1.2 e 3.2.1), então é
suficiente garantir a existência da integral quando φ : [a, b] → X for uma função escada finita.

Lema 3.2.3. Se F ∈ F (Ω, h, ω) e φ : [a, b] → X for uma função escada finita com (φ(s), s) ∈ Ω,
para todo s ∈ [a, b], então existirá a integral∫ b

a

DF (φ(τ), t).

Demonstração: Sejam sj−1 < σ1 < σ2 < sj , para algum j = 1, 2, ..., k e cj = φ(s), para todo

s ∈ (sj−1, sj) e j = 1, 2, ...k. Pela definição de integral,
∫ σ2

σ1

DF (φ(τ), t) existe e

∫ σ2

σ1

DF (φ(τ), t) = F (cj, σ2)− F (cj, σ1). (3.55)

Tomemos σ0 ∈ (sj−1, sj). Por (3.55), segue que

lim
s→s+j−1

[ ∫ σ0

s

DF (φ(τ), t) + F (φ(sj−1), s)− F (φ(sj−1), sj−1)
]

= lim
s→s+j−1

[F (cj, σ0)− F (cj, s) + F (φ(sj−1, s)− F (φ(sj−1), sj−1)]

= F (cj, σ0)− F (cj, s
+
j−1) + F (φ(sj−1), s

+
j−1)− F (φ(sj−1), sj−1).

Pelo Teorema 3.1.8 e da relação acima, a integral
∫ σ0

sj−1

DF (φ(τ), t) existe e,

∫ σ0

sj−1

DF (φ(τ), t) = F (cj, σ0)− F (cj, s
+
j−1) + F (φ(sj−1), s

+
j−1)− F (φ(sj−1), sj−1).

Analogamente, podemos mostrar que
∫ sj

σ0

DF (φ(τ), t) existe e

∫ sj

σ0

DF (φ(τ), t) = F (cj, s
−
j )− F (cj, σ0)− F (φ(sj), s

−
j )− F (φ(sj), sj).

Portanto, pelo Teorema 3.1.6, existe
∫ sj

sj−1

DF (φ(τ), t) e

∫ sj

sj−1

DF (φ(τ), t) = F (cj, s
−
j )− F (φ(sj), s

−
j )− F (φ(sj), sj)

− F (cj, s
+
j−1) + F (φ(sj−1), s

+
j−1)− F (φ(sj−1), sj−1).
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Repetindo este argumento em todo intervalo [sj−1, sj], com j = 1, 2, ..., k e usando novamente o

Teorema 3.1.6, obtemos a existência da integral
∫ b

a

DF (φ(τ), t) e

∫ b

a

DF (φ(τ), t) =
k∑
j=1

[F (cj, s
−
j )− F (cj, s

+
j−1)]

+
k∑
j=1

[F (φ(sj−1), s
+
j−1)− F (φ(sj−1), sj−1)− F (φ(sj), s

−
j )− F (φ(sj), sj)].

Corolário 3.2.2. Sejam F ∈ F (Ω, h, ω) e x : [α, β] → X , [α, β] ⊂ [a, b], uma função regrada (em
particular, uma função de variação limitada) em [α.β] tal que (x(s), s) ∈ Ω, para todo s ∈ [α, β],

então
∫ β

α

DF (x(τ), t) existe.

Demonstração: Toda função regrada é limite uniforme de funções escada finitas. Logo todas as
hipóteses do Teorema 3.2.1 estão satisfeitas, donde segue o resultado.

Finalmente, conhecemos certas condições sobre x e F que garantem a existência da integral∫ β

α

DF (x(τ), t).

Portanto, estamos em condições de investigar propriedades básicas a respeito de soluções da EDOG
em (3.44) descritas através desta integral.

3.2.2 Existência e unicidade de soluções

Continuaremos assumindo que Ω = O × [a, b], onde O é um conjunto aberto de X e [a, b] ⊂ R.
Consideremos a EDOG

dx

dτ
= DF (x(τ), t), (3.56)

onde F : Ω → X pertencente à classe F (Ω, h, ω) descrita anteriormente.

Nestas condições, pelo Corolário 3.2.1, uma solução de (3.56) será uma função de variação li-
mitada. Consequentemente, devemos trabalhar no espaço das funções de variação limitada em [a, b],
BV([a, b], X) (veja Capítulo 1).

Além disso, pelo Lema 3.2.2, toda solução x de (3.56) será contínua à esquerda e os limites laterais
existem e se, para algum t0 ∈ (a, b), x(t0) = x̃, então, pelo Teorema 3.1.7, o limite à direita em t0
satisfaz

x(t+0 ) = x̃+ F (x̃, t+0 )− F (x̃, t0).

Como há possibilidade de (3.56) admitir solução descontínua, pode ocorrer a existência de algum
x̃ ∈ O, tal que

x̃+ = x(t+0 ) = x̃+ F (x̃, t+0 )− F (x̃, t0) ̸∈ O.
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Por esse motivo, é natural assumirmos que x̃+ ∈ O, conforme veremos no próximo teorema. A prova
deste resultado decorre do Teorema do Ponto Fixo de Banach.

Teorema 3.2.2. Seja F ∈ F (Ω, h, ω). Então, para todo (x̃, t0) ∈ Ω, com x̃+ ∈ O, existe ∆ > 0 tal
que, x : [t0, t0 +∆] → X é a única solução de (3.56) satisfazendo x(t0) = x̃.
Demonstração: Como x̃ ∈ O, existe ϵ > 0 tal que a bola aberta B(x̃, ϵ) ⊂ O. Inicialmente,
suponhamos que h é contínua em t0. Para este ϵ > 0, existe ∆1 > 0 tal que |h(t) − h(t0)| <

ϵ

2
,

sempre que t ∈ [t0, t0 + ∆1]. Pelo Corolário 3.2.1, para t ∈ [t0, t0 + ∆1], segue que x(t) ∈ O, pois
∥x(t)− x̃∥ ≤ |h(t)− h(t0)| <

ϵ

2
, para t ∈ [t0, t0 +∆1]. Além disso, existe ∆2 > 0, tal que

h(t0 +∆2)− h(t0) <
1

4L
,

onde L é a constante de Lipschitz de ω em [t0, t0 + ∆2]. Consideremos ∆ = min{∆1,∆2}. Assim,
x(t) ∈ O, para t ∈ [t0, t0 +∆] e, como h é não-decrescente, temos

h(t0 +∆)− h(t0) <
1

4L
. (3.57)

Consideremos o conjunto

A = {z : [t0, t0+∆] → X; z ∈ BV([t0, t0+∆], X), ∥z(t)−x̃∥ ≤ |h(t)−h(t0)|, ∀t ∈ [t0, t0+∆]}.

Pela demonstração do Teorema 2.3.1, o conjunto A é um espaço de Banach.

Para s ∈ [t0, t0 +∆] e z ∈ A, definimos

Tz(s) = x̃+

∫ s

t0

DF (z(τ), t). (3.58)

Como F ∈ F (Ω, h, ω) e z ∈ BV([t0, t0 +∆], X), pelo Corolário 3.2.2, a integral
∫ s

t0

DF (z(τ), t)

existe. Além disso, segue do Lema 3.2.1 que

∥Tz(t)− x̃∥ = ∥
∫ s

t0

DF (x(τ), t)∥ ≤ |h(t)− h(t0)|,

para s ∈ [t0, t0 +∆], ou seja, T (A) ⊂ A.

Agora, mostraremos que o operador T : A → A é uma contração. Como F ∈ F (Ω, h, ω), para
t, τ ∈ [t0, t0 +∆] e z1, z2 ∈ A, obtemos

∥F (z2(τ), t)− F (z1(τ), t)− F (z2(τ), τ) + F (z1(τ), τ)∥ ≤ ω(∥z1(τ)− z2(τ)∥)|h(t)− h(τ)|

=
t− τ

|t− τ |
ω(∥z1 − z2∥BV)[h(t)− h(τ)].

Logo, para s1, s2 ∈ [t0, t0 +∆] e z1, z2 ∈ A, usando o Teorema 3.1.9, temos

∥
∫ s2

s1

D[F (z2(τ), t)− F (z1(τ), t)]∥ ≤
∫ s2

s1

D[ω(∥z2 − z1∥BV )h(t)]

= ω(∥z2 − z1∥BV )[h(s2)− h(s1)]

≤ L∥z2 − z1∥BV |h(s2)− h(s1)|,
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consequentemente,

∥(Tz2 − Tz1)(s2)− (Tz2 − Tz1)(s1)∥ = ∥
∫ s2

s1

D[F (z2(τ), t)− F (z1(τ), t)]∥ (3.59)

≤ L∥z2 − z1∥BV |h(s2)− h(s1)|.

Seja D := {t0 = s0 < s1 < ... < sk = t0 + ∆} uma divisão finita arbitrária de [t0, t0 + ∆]. Por
(3.59),

vart0+∆
t0 (Tz2 − Tz1) = sup

D

k∑
i=1

∥(Tz2 − Tz1)(si)− (Tz2 − Tz1)(si−1)∥

≤ sup
D

k∑
i=1

L∥z2 − z1∥BV |h(si)− h(si−1)|

= L∥z2 − z1∥BV |h(t0 +∆)− h(t0)|.

Usando (3.57), para todo z1, z2 ∈ A, obtemos

∥Tz2 − Tz1∥BV = ∥(Tz2 − Tz1)(t0)∥+ vart0+∆
t0 (Tz2 − Tz1)

≤ 2vart0+∆
t0 (Tz2 − Tz1)

≤ 2∥z2 − z1∥BV |h(t0 +∆)− h(t0)|

< 2L∥z2 − z1∥BV
1

4L

=
1

2
∥z2 − z1∥BV ,

ou seja, o operador T é uma contração em A. Portanto, pelo Teorema do Ponto Fixo de Banach,
existe um único x ∈ A, tal que

x(s) = Tx(s) = x̃+

∫ s

t0

DF (x(τ), t), para todo s ∈ [t0, t0 +∆].

Consequentemente x : [t0, t0 +∆] → X é a única solução local de (3.56) com x(t0) = x̃.

Agora, consideremos t0 como sendo um ponto de descontinuidade de h e definimos

h̃(t) =

{
h(t), se t ≤ t0;

h(t)− [h(t+0 )− h(t0)], se t > t0.
(3.60)

Notemos que h̃ é não-decrescente e contínua à esquerda em [t0,+∞). Definindo, também,

F̃ (x, t) =

{
F (x, t), se t ≤ t0;

F (x, t)− [F (x̃, t+0 )− F (x̃, t0)], se t > t0,
(3.61)

obtemos F̃ ∈ F (Ω, h̃, ω). Portanto, realizando um procedimento análogo ao anterior, concluímos

que existe uma única solução local z de
dz

dτ
= DF̃ (z(τ), t) com z(t0) = x̃+. Por conseguinte,

definindo

x(t) =

{
x̃, se t = t0

z(t), se t > t0,
(3.62)
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pela Observação 3.2.2, a função x será a única solução de (3.56) com x(t0) = x̃ e a prova está
completa.





CAPÍTULO

4
Correspondência entre EDFRIs e EDOGs

Neste capítulo, mostraremos que a classe de EDFRIs, apresentada no segundo capítulo, é iden-
tificada com a classe de EDOGs apresentada no terceiro capítulo, através de uma correspondência
biunívoca entre suas soluções. Observaremos que essa correspondência entre as soluções de tais
classes de equações diferencias será fundamental para a construção dos resultados de dependência
contínua das soluções em relação aos dados iniciais e estabilidade das soluções. As referências deste
capítulo são [2] e [10].

4.1 Construção da EDOG

Nesta seção, construímos uma EDOG a partir de uma EDFRI e apresentamos um resultado técnico
a respeito da solução dessa EDOG.

Consideremos a EDFRI
ẏ (t) = f(t, yt), t ̸= tk, t ≥ t0;

∆y (t) = Ik (y (t)) , t = tk, k =, 1, 2, . . . ;

yt0 = ϕ,

(4.1)

onde ϕ ∈ PC([−r, 0],Rn), t0 ∈ R e r > 0.

Vamos supor, também, que f : R × PC([−r, 0],Rn) → Rn satisfaz as condições do tipo
Carathéodory:

(A*) para cada y ∈ PC([−r, 0],Rn), t 7→ f (t, yt) é Henstock-Kurzweil integrável em [t0, t0 + σ];

65
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(B*) existe uma função Lebesgue integrávelM : [t0, t0+σ] → R tal que, para todo x ∈ PC([−r, 0],Rn)

e quaisquer u1, u2 ∈ [t0, t0 + σ],∣∣∣∣∫ u2

u1

f (s, xs) ds

∣∣∣∣ ≤ ∫ u2

u1

M (s) ds;

(C*) existe uma função Lebesgue integrável L : [t0, t0 + σ] → R tal que, para quaisquer x, y ∈
PC([−r, 0],Rn) e quaisquer u1, u2 ∈ [t0, t0 + σ],∣∣∣∣∫ u2

u1

[f (s, xs, )− f (ys, s)] ds

∣∣∣∣ ≤ ∫ u2

u1

L (s) ∥xs − ys∥ ds.

Os operadores de impulso Ik : Rn → Rn, k = 1, 2, . . . , satisfazem as condições do tipo Lipschitz:

(A’) existe uma constante K1 > 0 tal que, para todo k = 1, 2, . . . , e todo x ∈ Rn,

|Ik(x)| ≤ K1;

(B’) existe uma constante K2 > 0 tal que, para todo k = 1, 2, . . . , e para quaisquer x, y ∈ Rn,

|Ik(x)− Ik(y)| ≤ K2|x− y|.

Observação 4.1.1. A integral, agora, é no sentido de Henstock-Kurzweil e não de Lebesgue, con-
forme tratamos no segundo capítulo. Fazendo pequenas adaptações, com respeito a integração não-
absoluta, provamos a existência (local) e unicidade de solução para EDFRI (4.1) usando as ideias
do Teorema 2.3.1. Neste caso, a aplicação t → f(t, yt) além de possuir muitos pontos de descon-
tinuidade, pode ser de variação ilimitada.

Seja PC1 um conjunto aberto de PC([t0 − r, t0 + σ],Rn) com a seguinte propriedade: se y é um
elemento de PC1 e t̄ ∈ [t0, t0 + σ], então ȳ dada por

ȳ (t) =

{
y (t) , t0 − r ≤ t ≤ t̄,

y (t̄) , t̄ < t < t0 + σ

é também um elemento de PC1.

Exemplo 4.1.1. É fácil ver que o espaço das funções de [t0 − r, t0 + σ] em Rn de variação limitada
e contínua à esquerda em (t0 − r, t0 + σ], BV ([t0 − r, t0 + σ],Rn) ∩ PC([t0 − r, t0 + σ],Rn), é um
conjunto PC1 em PC([t0 − r, t0 + σ],Rn).

Exemplo 4.1.2. Claramente, o espaço das funções de [t0 − r, t0 + σ] em Rn limitadas e contínua à
esquerda em (t0 − r, t0 + σ], C0([t0 − r, t0 + σ],Rn) ∩ PC([t0 − r, t0 + σ],Rn) é um conjunto PC1

em PC([t0 − r, t0 + σ],Rn).

Exemplo 4.1.3. Qualquer bola aberta é um conjunto PC1 em PC([t0 − r, t0 + σ],Rn) .
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De fato, sem perda de generalidade, consideremos

B(x, a) = {z ∈ PC([t0 − r, t0 + σ,Rn); ∥z − x∥ < a},

com x ∈ X e a > 0. Sejam y ∈ B(x, a), t ∈ [t0 − r, t0 + σ] e

ȳ (t) =

{
y (t) , t0 − r ≤ t ≤ t̄;

y (t̄) , t̄ < t ≤ t0 + σ.

Então ȳ ∈ B(x, a), pois

∥ȳ − x∥ = sup
t∈[t0−r,t0+σ]

|ȳ(t)− x(t)| = sup
t∈[t0−r,t̄]

|y(t)− x(t)| ≤ sup
t∈[t0−r,t0+σ]

|y(t)− x(t)| < a.

Agora, definimos F : PC1 × [t0, t0 + σ] → PC([t0 − r, t0 + σ],Rn), pondo

F (y, t)(ϑ) =



0, ϑ ∈ [t0 − r, t0];∫ ϑ

t0

f(s, ys)ds, ϑ ∈ [t0, t];∫ t

t0

f(s, ys)ds, ϑ ∈ [t, t0 + σ].

(4.2)

No próximo resultado, mostramos que F pertencente à classe F (Ω, h), onde h é uma função
não-decrescente e contínua à esquerda. Lembrando que esta é a classe escolhida para trabalharmos
com às EDOGs.

Proposição 4.1.1. Seja F : PC1 × [t0, t0 + σ] → PC([t0 − r, t0 + σ],Rn], definida por (4.2).
Então, existe uma função h1 : [t0, t0 + σ] → R não-decrescente e contínua à esquerda tal que,
F ∈ F (Ω, h1), onde Ω = PC1 × [t0, t0 + σ].

Demonstração: Sejam x, y ∈ PC1 e t0 ≤ s1 < s2 ≤ t0 + σ dados. É fácil ver que

F (y, s2)(ϑ)− F (y, s1)(ϑ) =



0, ϑ ∈ [t0 − r, s1];∫ ϑ

s1

f(s, ys)ds, ϑ ∈ [s1, s2];∫ s2

s1

f(s, ys)ds, ϑ ∈ [s2, t0 + σ].

(4.3)

De (B*) e (C*), temos

∥F (x, s2)− F (x, s1)∥ = sup
ϑ∈[t0−r,t0+σ]

|F (x, s2)(ϑ)− F (x, s1)(ϑ)|

= sup
ϑ∈[s1,s2]

|F (x, s2)(ϑ)− F (x, s1)(ϑ)| (4.4)

= sup
ϑ∈[s1,s2]

∣∣∣∣∣
∫ ϑ

s1

f(s, xs)ds

∣∣∣∣∣ ≤ sup
ϑ∈[s1,s2]

∫ ϑ

s1

M(s)ds =

∫ s2

s1

M(s)ds
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e

∥F (x, s2)− F (x, s1)− F (y, s2) + F (y, s1)∥ = sup
ϑ∈[s1,s2]

∣∣∣∣∣
∫ ϑ

s1

[f(s, xs)− f(s, ys)]ds

∣∣∣∣∣
≤

∫ s2

s1

L(s)∥xs − ys∥∞ds

≤ sup
ϑ∈[s1−r,s2]

|x(ϑ)− y(ϑ)|
∫ s2

s1

L(s)ds (4.5)

≤ ∥x− y∥
∫ s2

s1

L(s)ds.

Desta forma, basta definir h1 : [t0, t0 + σ] → R, pondo

h1(t) =

∫ t

t0

[M(s) + L(s)]ds, t ∈ [t0, t0 + σ].

Então, a função h1 é contínua e não-decrescente, pois M,L : [t0, t0 + σ] → R são funções não-
negativas e Lebesgue integráveis. De (4.4) e (4.5), temos

∥F (x, s2)− F (x, s1)∥ ≤ |h1(s2)− h1(s1)|

e
∥F (x, s2)− F (x, s1)− F (y, s2) + F (y, s1)∥ ≤ ∥x− y∥|h1(s2)− h1(s1)|,

para x, y ∈ PC1 e t0 ≤ s1 < s2 ≤ t0 + σ. Por conseguinte, F ∈ F (Ω, h1).

Agora, consideremos os operadores impulsivos Ik, k = 1, 2, ..., em (4.1), satisfazendo as condições
do tipo de Lipschitz. Definimos J : PC1 × [t0, t0 + σ] → PC([t0 − r, t0 + σ],Rn), pondo

J(y, t)(ϑ) =
m∑
k=1

Htk(t)Htk(ϑ)Ik(y(tk)), (4.6)

onde y ∈ PC1, t ∈ [t0, t0 + σ], ϑ ∈ [t0 − r, t0 + σ], m é a quantidade de momentos de impulso
em [t0, t0 + σ] e Htk denota a função de Heaviside contínua à esquerda e centrada em tk, para k =

1, 2, ...,m.

A seguir, mostramos que J , também, pertencente à classe F (Ω, h), para alguma função h não-
decrescente e contínua à esquerda.

Proposição 4.1.2. Seja J : PC1 × [t0, t0 + σ] → PC([t0 − r, t0 + σ],Rn), definida em (4.6). Então,
existe uma função h2 : [t0, t0+σ] → R não-decrescente e contínua à esquerda tal que J ∈ F (Ω, h2),
onde Ω = PC1 × [t0, t0 + σ].
Demonstração: Tomemos x, y ∈ PC1 e t0 ≤ s1 < s2 ≤ t0 + σ. Pela condição (A’), temos

∥J(x, s2)− J(x, s1)∥ = sup
ϑ∈[t0−r,t0+σ]

|J(x, s2)(ϑ)− J(x, s1)(ϑ)| (4.7)

= sup
ϑ∈[t0−r,t0+σ]

m∑
k=1

|[Htk(s2)−Htk(s1)]Htk(ϑ)Ik(x(tk))|

≤ K1

m∑
k=1

[Htk(s2)−Htk(s1)],
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e, analogamente, pela condição (B’), concluímos que

∥J(x, s2)− J(x, s1)− J(y, s2)− J(y, s1)∥ ≤ K2∥x− y∥
m∑
k=1

[Htk(s2)−Htk(s1)]. (4.8)

Definamos h2 : [t0, t0 + σ] → R, pondo h2(t) = max(K1, K2)

j∑
k=1

Htk(t). Então, h2 é contínua à

esquerda em (t0, t0 + σ] e não-decrescente em [t0, t0 + σ].

De (4.7) e (4.8), temos

∥J(x, s2)− J(x, s1)∥ ≤ |h2(s2)− h2(s1)|

e
∥J(x, s2)− J(x, s1)− J(y, s2)− J(y, s1)∥ ≤ ∥x− y∥|h2(s2)− h2(s1)|,

sempre que x, y ∈ PC1 e t0 ≤ s1 < s2 ≤ t0 + σ. Portanto, J ∈ F (Ω, h2).

Sejam F e J definidas em (4.2) e (4.6), respectivamente. Seja G : PC1× [t0, t0+σ] → PC([t0−
r, t0 + σ],Rn), pondo

G(y, t) = F (y, t) + J(y, t), para y ∈ PC1, t ∈ [t0, t0 + σ]. (4.9)

Assim, obtemos G a partir das funções do sistema impulsivo (4.1). Mostraremos que G pertence à
classe F (Ω, h), para uma certa h não-decrescente e contínua à esquerda. De fato, sejam x, y ∈ PC1

e t0 ≤ s1 < s2 ≤ t0 + σ. De (4.4) e (4.7), temos

∥G(x, s2)−G(x, s1)∥ ≤ ∥F (x, s2)− F (x, s1)∥+ ∥J(x, s2)− J(x, s1)∥ (4.10)

≤ h1(s2)− h1(s1)− h2(s2) + h2(s1) = h(s2) + h(s1),

onde h(t) = h1(t) + h2(t), para t ∈ [t0, t0 + σ]. Logo, h é contínua à esquerda e não-decrescente.
Analogamente, (4.5) e (4.8) implicam

∥G(x, s2)−G(x, s1)−G(y, s2)−G(y, s1)∥ ≤ ∥x− y∥|h(s2)− h(s1)|. (4.11)

Portanto, G pertence à classe F (Ω, h).

Consideramos a EDOG
dx

dτ
= G(x, t), (4.12)

onde G, dada por (4.9), pertence à classe F (Ω, h).

Recapitulando, dizemos que x : [t0, t0 + σ] → PC([t0 − r, t0 + σ] é solução da EDOG (4.12),
com condição inicial x̃ = x(t0) ∈ PC1, dada por

x̃(ϑ) =

{
ϕ(ϑ− t0), ϑ ∈ [t0 − r, t0];

x(t0)(t0), ϑ ∈ [t0, t0 + σ],
(4.13)
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onde ϕ ∈ PC([−r, 0],Rn), se (x(t), t) ∈ PC1 × [t0, t0 + σ], para todo t ∈ [t0, t0 + σ], e se

x(u)(ϑ) = x̃(ϑ)+

(∫ u

t0

DG(x(τ), t)

)
(ϑ), para ϑ ∈ [t0 − r, t0 + σ],

para todo u ∈ [t0, t0 + σ].

No lema seguinte, observamos que a função G, dada por (4.9), fornece certas propriedades para a
solução de (4.12).

Lema 4.1.1. Seja x : [t0, t0 + σ] → PC1 uma solução de (4.12) com a condição inicial x̃ = x(t0),
dada por (4.13). Então, para u ∈ [t0, t0 + σ], temos

x(u)(ϑ) =

{
x(ϑ)(ϑ), ϑ ∈ [t0 − r, u];

x(u)(u), ϑ ∈ [u, t0 + σ].
(4.14)

Demonstração: Suponhamos, primeiramente, que ϑ ∈ [u, t0 + σ]. Como x é solução de (4.12),

x(u)(u) = x̃(u)+

(∫ u

t0

DG(x(τ), t)

)
(u) e x(u)(ϑ) = x̃(ϑ)+

(∫ u

t0

DG(x(τ), t)

)
(ϑ).

Implicando em

x(u)(ϑ)− x(u)(u) =

(∫ u

t0

DG(x(τ), t)

)
(u)−

(∫ u

t0

DG(x(τ), t)

)
(ϑ),

pois x̃(u) = x(t0)(t0) = x̃(ϑ).

Da existência de
∫ u

t0

DG(x(τ), t), dado ϵ > 0, existe um calibre δ de [t0, t0 + σ] tal que

∥∥∥∥∥
m∑
i=1

[G(x(τi), si)−G(x(τi), si−1)]−
∫ u

t0

DG(x(τ), t)

∥∥∥∥∥ < ϵ,

para toda divisão marcada D := {(τi, [si−1, si]); i = 1, 2, ..., l} δ-fina de [t0, u]. Portanto,

|x(u)(ϑ)− x(u)(u)| < 2ϵ+

∣∣∣∣∣
m∑
i=1

[G(x(τi), si)−G(x(τi), si−1)](ϑ) (4.15)

−
m∑
i=1

[G(x(τi), si)−G(x(τi), si−1)](u)

∣∣∣∣∣.
Agora, devemos mostrar que o segundo membro da desigualdade acima é igual a zero, ou seja,

[G(x(τi), si)−G(x(τi), si−1)](ϑ)− [G(x(τi), si)−G(x(τi), si−1)](u) = 0, ∀i = 1, ...,m. (4.16)

De fato, seja t0 ≤ si−1 < si ≤ u ≤ v, com i = 1, ..., l. Então

[F (x(τi), si)− F (x(τi), si−1)](ϑ) =

∫ si

si−1

f(s, xs)ds = [F (x(τi), si)− F (x(τi), si−1)](u). (4.17)
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Mas, se tk ≤ u ou tk ≥ ϑ, para algum k = 1, 2, ...,m, temos Htk(u) = Htk(ϑ) e, se u ≤ tk ≤ ϑ, para
algum k = 1, 2, ..,m, então Htk(si) = Htk(si−1) = 0, para todo i = 1, ..., l. Logo,

[J(x(τi), si)− J(x(τi), si−1)](ϑ) =

j∑
k=1

[Htk(si)−Htk(si−1)]Htk(ϑ)Ik(y(tk))

= 0 =

j∑
k=1

[Htk(si)−Htk(si−1)]Htk(u)Ik(y(tk)) (4.18)

= [J(x(τi), si)− J(x(τi), si−1)](u).

Consequentemente, de (4.17) e (4.18), obtemos a igualdade (4.16). Pela desigualdade (4.15), temos

|x(u)(ϑ)− x(u)(u)| < 2ϵ.

Como ϵ > 0 pode ser tomado arbitrariamente, obtemos o desejado.

Finalmente, suponhamos que ϑ ≤ u. Pela definição de solução de (4.12),

x(u)(ϑ)− x(ϑ)(ϑ) =

(∫ u

ϑ

DG(x(τ), t)

)
(ϑ).

Como

F (x(τi), si)(ϑ)− F (x(τi), si−1)(ϑ) =

∫ ϑ

t0

f(s, xs)ds−
∫ ϑ

t0

f(s, xs)ds = 0

e

J(x(τi), si)(ϑ)− J(x(τi), si−1)(ϑ) =
m∑
k=1

[Htk(si)−Htk(si−1)]Htk(ϑ)Ik(y(tk)) = 0,

para uma divisão arbitraria D := {(τi, [si−1, si]); i = 1, 2, ..., l} de [ϑ, u]. Segue que(∫ u

ϑ

DG(x(τ), t)

)
(ϑ) = 0,

para todo ϑ ∈ [t0 − r, t0 + σ]. Portanto, x(u)(ϑ) = x(ϑ)(ϑ), donde segue o resultado.

4.2 Correspondência entre EDOGs e EDFRIs

Os próximos resultados são cruciais para o desenvolvimento deste trabalho, pois consistem em
construir uma solução da EDOG (4.12) a partir de uma solução da EDFRI (4.1) e vice-versa. Dedicamos
esta seção ao estudo da correspondência biunívoca entre as EDFRIs e EDOGs.

Teorema 4.2.1. Sejam ϕ ∈ PC([−r, 0],Rn) e G : PC1 × [t0, t0 + σ] → PC([t0 − r, t0 + σ],Rn)

em (4.9). Suponhamos que y : [t0 − r, t0 + σ] → Rn é uma solução da EDFRI (4.1) com a condição
inicial yt0 = ϕ, tal que y ∈ PC1. Para cada t ∈ [t0, t0 + σ], tomemos

x(t)(ϑ) =

{
y(ϑ), ϑ ∈ [t0 − r, t];

y(t), ϑ ∈ [t, t0 + σ].
(4.19)
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Então, x : [t0, t0 + σ] → PC1 é uma solução da EDOG (4.12) com condição inicial

x(t0)(ϑ) =

{
ϕ(ϑ), ϑ ∈ [t0 − r, t0];

y(t0), ϑ ∈ [t0, t0 + σ].
(4.20)

Demonstração: É suficiente mostrar que, para todo u ∈ [t0, t0 + σ], existe
∫ u

t0

DG(x(τ), t) e

x(u)− x(t0) =

∫ u

t0

DG(x(τ), t).

Dado ϵ > 0, devemos encontrar um calibre δ de [t0, u], com u ∈ [t0, t0 + σ], satisfazendo a definição
de integral de Kurzweil.

Sabemos que uma solução y de (4.1) em [t0 − r, t0 + σ], satisfaz

y(t) = ϕ(0) +

∫ t

t0

f(s, ys)ds+
m∑
k=1

Ik(tk, y(tk))Htk(t), para t ∈ [t0, t0 + σ], (4.21)

ou seja, a função y restrita à [t0, t0 + σ] pode ser escrita como soma de uma função absolutamente
contínua e uma função escada finita contínua à esquerda. Desta forma, para todo τ ∈ [t0, t0 + σ],
existe δ(τ) = δ(τ, ϵ) > 0, tal que

|y(ρ)− y(τ)| < ϵ, para todo ρ ∈ [t0 − δ(τ), t0] (4.22)

e

|y(ρ)− y(τ+)| < ϵ, para todo ρ ∈ [t0, t0 + δ(τ)]. (4.23)

Como existe δ(τ), para cada τ ∈ [t0, t0 + σ], temos naturalmente um calibre δ de [t0, t0 + σ]. Sem
perda de generalidade, podemos exigir que o calibre δ também satisfaça, para cada τ ∈ [t0, t0+ δ(τ)],
as condições:

(i)
∣∣∣∣ ∫ v

u

L(s)ds

∣∣∣∣∣ < ϵ

(m+ 1)(K1 + 1)
, para todo [u, v] ⊂ (τ − δ(τ), τ + δ(τ));

(ii) 0 < δ(τ) < min

{
tk − tk−1

2
; k = 1, 2, ...,m

}
;

(iii) 0 < 2δ(τ) < min{|τ − tk|, |τ − tk−1|; τ ∈ (tk−1, tk), k = 1, 2, ...,m}.

Em (i), observamos que a função L, dada pela condição (C*), é Lebesgue integrável em [t0, t0+σ].
A constante m é a quantidade de instantes de impulsos em [t0, t0 + σ] e a constante K1 é dada em
(A’). Se um intervalo marcado (τ, [s1, s2]) é δ-fino, por (ii), garantimos que [s1, s2] possui no máximo
um instante de impulso tk, para algum k = 1, 2, ...,m. Caso contrário, se tk, tk−1 ∈ [s1, s2], para
algum k = 1, 2, ...,m, teríamos

δ(τ) <
tk − tk−1

2
≤ s2 − s1

2
<

2δ(τ)

2
= δ(τ).
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Além disso, se o intervalo marcado (τ, [s1, s2]) é δ-fino e tk ∈ [s1, s2], para algum k = 1, 2, ...,m,
então τ = tk. Suponhamos, por absurdo, que τ ̸= tk. Então, τ ∈ (tk−1, tk) ou τ ∈ (tk, tk+1)

implicando em 2δ(τ) < |tk − τ | ≤ |s2 − s1| < 2δ(τ), uma contradição.

Seja D := {(τi, [si−1, si]); i = 1, ..., l} uma divisão marcada δ-fina do intervalo [t0, u]. Usando
(4.21) e (4.31), temos

[x(si)− x(si−1)](ϑ) =



0, ϑ ∈ [t0 − r, t0];∫ ϑ

si−1

f(s, ys)ds+
m∑
k=0

[Htk(ϑ)−Htk(si−1)]Ik(y(tk)), ϑ ∈ [si−1, si];∫ si

si−1

f(s, ys)ds+
m∑
k=0

[Htk(si)−Htk(si−1)]Ik(y(tk)), ϑ ∈ [si, t0 + σ],

(4.24)

para todo i = 1, ...,m. Por outro lado, obtemos

[G(x(τi), si)−G(x(τi), si−1)](ϑ) = (4.25)

=



m∑
k=0

[Htk(si)−Htk(si−1)]Htk(ϑ)Ik(x(τi)(tk)), ϑ ∈ [t0 − r, t0];∫ ϑ

si−1

f(s, x(τi)s)ds+
m∑
k=0

[Htk(si)−Htk(si−1)]Htk(ϑ)Ik(x(τi)(tk)), ϑ ∈ [si−1, si];∫ si

si−1

f(s, x(τi)s)ds+
m∑
k=0

[Htk(si)−Htk(si−1)]Htk(ϑ)Ik(x(τi)(tk)), ϑ ∈ [si, t0 + σ].

Afirmação: Para todo i = 1, 2, ..., l, temos

[x(si)− x(si−1)](ϑ)− [G(x(τi), si)−G(x(τi), si−1)](ϑ) = (4.26)

=



0, ϑ ∈ [t0 − r, t0];∫ ϑ

si−1

[f(s, ys)− f(s, x(τi)s)]ds, ϑ ∈ [si−1, si];∫ si

si−1

[f(s, ys)− f(s, x(τi)s)]ds, ϑ ∈ [si, t0 + σ].

Para verificarmos essa afirmação, a partir do calibre δ escolhido, precisamos estudar cada intervalo
marcado (τi, [si−1, si]), i = 1, ..., l, de D. Temos duas possibilidades:

(a) tp ∈ [si−1, si], para um único p ∈ {1, 2, ...,m};

(b) [si−1, si) ∩ {t0, t1, ..., tm} = ∅.

Consideremos o caso (a), se ϑ ∈ [t0 − r, si−1], então

[x(si)− x(si−1)](ϑ)− [G(x(τi), si)−G(x(τi), si−1)](ϑ) = 0,
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pois Htp(ϑ) = 0. Agora, se tomarmos ϑ ∈ [si−1, si], temos

[x(si)− x(si−1)](ϑ)− [G(x(τi), si)−G(x(τi), si−1)](ϑ)−
∫ ϑ

si−1

[f(s, ys)− f(s, x(τi)s)]ds

=
m∑
k=0

{[Htk(ϑ)−Htk(si−1)]Ik(y(tk))− [Htk(si)−Htk(si−1)]Htk(ϑ)Ik(x(τi)(tk))}

= Ip(y(tp))Htp(ϑ)− Ip(y(tp))Htp(ϑ) = 0.

Mas ϑ ∈ [si, t0 + σ] implica em

[x(si)− x(si−1)](ϑ)− [G(x(τi), si)−G(x(τi), si−1)](ϑ)−
∫ si

si−1

[f(s, ys)− f(s, x(τi)s)]ds

=
m∑
k=0

{[Htk(si)−Htk(si−1)]Ik(y(tk))− [Htk(si)−Htk(si−1)]Htk(ϑ)Ik(x(τi)(tk))}

= Ip(y(tp))Htp(ϑ)− Ip(y(tp))Htp(ϑ) = 0.

Logo, mostramos (4.26) para o caso (a).

Analogamente, vale (4.26) para o caso (b), pois Htk(ϑ)−Htk(si−1) = 0, para todo ϑ ∈ [si−1, si]

e k = 1, ...,m.

Queremos estimar a norma de x(si)−x(si−1)−G(x(τi), si)+G(x(τi), si−1), para todo i = 1, ..., l.
De (4.26), temos

∥x(si)− x(si−1)−G(x(τi), si) +G(x(τi), si−1)∥ = (4.27)

= sup
ϑ∈[t0−r,t0+σ]

|[x(si)− x(si−1)](ϑ)− [G(x(τi), si)−G(x(τi), si−1)](ϑ)|

= sup
ϑ∈[si−1,si]

∣∣∣∣∣
∫ ϑ

si−1

[f(s, ys)− f(s, x(τi)s)]ds

∣∣∣∣∣,
para todo i = 1, ..., l. De (a), temos∫ ϑ

si−1

[f(s, ys)− f(s, x(τi)s)]ds =

∫ ϑ

si−1

[f(s, ys)− f(s, x(tp)s)]ds =

∫ ϑ

tp

[f(s, ys)− f(s, x(tp)s)]ds,

para ϑ ∈ [tp, si], uma vez que∫ tp

si−1

[f(s, ys)− f(s, x(τi)s)]ds =

∫ tp

si−1

[f(s, ys)− f(s, ys)]ds = 0.

E também vale ∫ ϑ

si−1

[f(s, ys)− f(s, x(τi)s)]ds = 0,

para ϑ ∈ [si−1, tp].
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Da condição (C*), temos

∣∣∣∣∣
∫ ϑ

tp

[f(s, ys)− f(s, x(tp)s)]ds

∣∣∣∣∣ ≤
∫ ϑ

tp

L(s)∥ys − x(tp)s∥ds (4.28)

e usando (4.23) e (A’), para todo s ∈ [tp, si], obtemos

∥ys − x(tp)s∥ = sup
ρ∈[−r,0]

|y(s+ ρ)− x(tp)(s+ ρ)| = sup
ρ∈[−r,0]

|y(s+ ρ)− x(tp)(s+ ρ)| (4.29)

= sup
ρ∈[tp,s]

|y(ρ)− y(tp)| ≤ sup
ρ∈[tp,s]

{|y(ρ)− y(t+p )|+ Ip(y(tp))} ≤ ϵ+K1.

Portanto, no caso (a), para cada i = 1, ..., l, substituímos (4.28) e (4.29) em (4.27), obtendo

∥x(si)− x(si−1)−G(x(τi), si) +G(x(τi), si−1)∥ < (ϵ+K1)

∫ si

tp

L(s)ds

< ϵ

(∫ si

tp

L(s)ds+
1

m+ 1

)
.

Agora, no caso (b), temos

∫ ϑ

si−1

[f(s, ys)− f(s, x(τi)s)]ds =

{ ∫ τi
si−1

[f(s, ys)− f(s, x(τi)s)]ds, ϑ ∈ [τi, si];

0, ϑ ∈ [si−1, τi].
(4.30)

Como vale (4.22), obtemos

∥ys − x(τi)s∥ = sup
ρ∈[τi,s]

|y(ρ)− y(τi)|, para todo s ∈ [τi, si].

Pela condição (C*), segue que

∣∣∣∣∣
∫ ϑ

si−1

[f(s, ys)− f(s, x(τi)s)]ds

∣∣∣∣∣ ≤
∫ ϑ

si−1

L(s)∥ys − x(τi)s∥ds < ϵ

∫ ϑ

si−1

L(s)ds.

Assim, no caso (b), para cada i = 1, ..., l, temos

∥x(si)− x(si−1)−G(x(τi), si) +G(x(τi), si−1)∥ < ϵ

∫ si

τi

L(s)ds.
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Usando acima, majoramos x(si)− x(si−1)−G(x(τi), si) +G(x(τi), si−1), para todo i = 1, ..., l.
Supondo que o caso (a) ocorra no máximo em j + 1 < l intervalos marcados da divisão D, temos

∥x(u)− x(t0)−
l∑

i=1

[G(x(τi), si)−G(x(τi), si−1)]∥ =

= ∥
l∑

i=1

[x(si)− x(si−1)−G(x(τi), si) +G(x(τi), si−1)]∥

≤
l∑

i=1

∥x(si)− x(si−1)−G(x(τi), si) +G(x(τi), si−1)∥

≤
l∑

i=1
tp∈[si−1,si]

∫ si

tp

ϵ

(
L(s)ds+

1

m+ 1

)
+

l∑
i=1

ϵ

∫ si

τi

L(s)ds.

< 2ϵ

∫ t0+σ

t0

L(s)ds+ ϵ.

Portanto, para todo u ∈ [t0, t0 + σ], existe
∫ u

t0

DG(x(τ), t) e vale

x(u)− x(t0) =

∫ u

t0

DG(x(τ), t),

donde segue o resultado.

Teorema 4.2.2. Sejam ϕ ∈ PC([−r, 0],Rn) e G : PC1 × [t0, t0 + σ] → PC([t0 − r, t0 + σ],Rn) em
(4.9). Suponhamos que x : [t0, t0 + σ] → PC1 é uma solução da EDOG (4.12) com condição inicial

x(t0)(ϑ) =

{
ϕ(ϑ− t0), ϑ ∈ [t0 − r, t0];

x(t0)(t0), ϑ ∈ [t0, t0 + σ].
(4.31)

Para ϑ ∈ [t0 − r, t0 + σ], consideremos

y(ϑ) =

{
x(t0)(ϑ), ϑ ∈ [t0 − r, t0];

x(ϑ)(ϑ), ϑ ∈ [t0, t0 + σ].
(4.32)

Então, y é uma solução da EDFRI (4.1) em [t0 − r, t0 + σ]. Além disso,
y(ϑ) = x(t0 + σ)(ϑ), para todo ϑ ∈ [t0 − r, t0 + σ], ou seja, y ∈ PC1.

Demonstração: Primeiramente, observemos que yt0 = ϕ em [−r, 0], pois

yt0(s) = y(t0 + s) = x(t0)(t0 + s) = ϕ(t0 + s− t0) = ϕ(s), para s ∈ [−r, 0].

Além disso, pelo Lema 4.1.1, temos

y(u) = x(t0)(u) = x(u)(u) = x(t0 + σ)(u), para u ∈ [t0 − r, t0]
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e
y(u) = x(u)(u) = x(t0 + σ)(u), para u ∈ [t0, t0 + σ].

Como x(t0 + σ) ∈ PC1, temos y ∈ PC1.

De acordo com o Lema 2.2.1 é suficiente mostrarmos, para todo η > 0, com η < σ e todo
u ∈ [t0, t0 + η], que ∣∣∣∣∣y(u)− ϕ(0)−

∫ u

t0

f(s, ys)ds−
m∑
k=1

Ik(y(tk))Htk(u)

∣∣∣∣∣ < η. (4.33)

Podemos escolher um calibre δ de [t0, t0 + σ] tal que, para cada τ ∈ [t0, t0 + δ(τ)], satisfaça:

(a) 0 < δ(τ) < min

{
tk − tk−1

2
; k = 1, 2, ...,m

}
;

(b) 0 < 2δ(τ) < min{|τ − tk|, |τ − tk−1|; τ ∈ (tk−1, tk), k = 1, 2, ...,m};

(c)
∣∣∣∣ ∫ v

u

L(s)ds

∣∣∣∣∣ < ϵ

(m+ 1)(K1 + 1)
e
∣∣∣∣ ∫ v

u

M(s)ds

∣∣∣∣∣ < ϵ

2m
, para todo [u, v] ⊂ (τ−δ(τ), τ+δ(τ));

(d) |h(ρ)−h(τ)| < ϵ, para todo ρ ∈ [t0−δ(τ), t0], e |h(ρ)−h(τ+)| < ϵ, para todo ρ ∈ [t0, t0+δ(τ)].

Da demonstração do Teorema 4.2.2, sabemos que nessas condições, se o intervalo marcado (τ, [s1, s2])

é δ-fino, então o intervalo [s1, s2] possui no máximo um instante de impulso tk, k = 1, ...,m. Seja
D = {(τi, [si−1, si]); i = 1, ..., l} uma divisão marcada δ-fina de [t0, t0 + σ]. Se existe p = 1, ...,m,
tal que tp ∈ [si−1, si], para algum i = 1, ..., l, temos

J(x(tp), si)(ϑ)− J(x(tk), si−1)(ϑ) =
m∑
i=1

[Htk(si)−Htk(si−1)]Htk(ϑ)Ik(x(tp)(tk))

= Htp(ϑ)Ip(y(tp)),

pois Htk(si)−Htk(si−1) ̸= 0 se, e somente se, k = p. Mas, se [si−1, si] ∩ {t1, ..., tm} = ∅, então

J(x(tp), si)(ϑ)− J(x(tk), si−1)(ϑ) = 0,

pois Htk(si)−Htk(si−1) = 0, para todo k = 1, ...,m. Logo, existe
∫ u

t0

DJ(x(τ), t) e(∫ u

t0

DJ(x(τ), t)

)
(ϑ) =

m∑
k=1

Ik(y(tk))Htk(ϑ). (4.34)

Como x é um solução de (4.12), pelo Lema 4.1.1, temos

y(u)− y(t0) = x(u)(u)− x(t0)(t0) = x(u)(u)− x(t0)(u) =

(∫ u

t0

DG(x(τ), t)

)
(u)

=

(∫ u

t0

DF (x(τ), t)

)
(u)+

(∫ u

t0

DJ(x(τ), t)

)
(u),
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para todo u ∈ [t0, t0 + σ]. Isto implica que

y(u)− ϕ(0)−
∫ u

t0

f(s, ys)ds−
m∑
k=1

Ik(y(tk))Htk(u) = (4.35)

=

(∫ u

t0

DF (x(τ), t)

)
(u)+

(∫ u

t0

DJ(x(τ), t)

)
(u)−

∫ u

t0

f(s, ys)ds−
m∑
k=1

Ik(y(tk))Htk(u)

=

(∫ u

t0

DF (x(τ), t)

)
(u)−

∫ u

t0

f(s, ys)ds.

Como G e J são integráveis à Kurzweil em [t0, t0 + σ], temos que F também será. Assim, para o
calibre δ escolhido anteriormente, temos∥∥∥∥∥

l∑
i=1

[F (x(τi), si)− F (x(τi), si−1)]−
∫ u

t0

DF (x(τ), t)

∥∥∥∥∥ < ϵ, (4.36)

para toda divisão marcada δ-fina D.

De (4.35) e (4.36), segue que∣∣∣∣∣y(u)− ϕ(0)−
∫ u

t0

f(s, ys)ds−
m∑
k=1

Ik(y(tk))Htk(u)

∣∣∣∣∣ (4.37)

≤

(∫ u

t0

DF (x(τ), t)

)
(u)−

∫ u

t0

f(s, ys)ds

≤ ϵ+
l∑

i=1

∣∣∣∣∣[F (x(τi), si)− F (x(τi), si−1)](ϑ)−
∫ si

si−1

f(s, ys)ds

∣∣∣∣∣.
Para concluir a prova, precisamos estimar o terceiro membro de (4.37). Pelo Lema 4.1.1, temos

[F (x(τi), si)− F (x(τi), si−1)](ϑ)−
∫ si

si−1

f(s, ys)ds =

=



−
∫ si
si−1

f(s, ys)ds, ϑ ∈ [t0 − r, si−1];∫ ϑ
si−1

f(s, ys)ds, ϑ ∈ (si−1, τi];∫ ϑ
τi
f(s, (x(τi))s)ds−

∫ si
τi
f(s, (x(si))s)ds, ϑ ∈ (τi, si];

0, ϑ ∈ (si, t0 + σ],

para todo i = 1, ..., l. De (B*) e do item (c), se ϑ ≤ τi, para i = 1, ..., l, obtemos∣∣∣∣∣[F (x(τi), si)− F (x(τi), si−1)](ϑ)−
∫ si

si−1

f(s, ys)ds

∣∣∣∣∣ ≤

∣∣∣∣∣
∫ si

si−1

f(s, ys)ds

∣∣∣∣∣ (4.38)

≤
∫ si

si−1

M(s)ds <
ϵ

2m
.
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Se ϑ > τi, i = 1, ..., l, a condição (C*) implica em∣∣∣∣∣[F (x(τi), si)− F (x(τi), si−1)](ϑ)−
∫ si

si−1

f(s, ys)ds

∣∣∣∣∣ (4.39)

≤

∣∣∣∣∣
∫ si

si−1

[f(s, (x(τi))s)− f(s, (x(si))s)]ds

∣∣∣∣∣ ≤
∫ si

si−1

∥(x(τi))s − (x(si))s∥L(s)ds

e, pela Proposição 3.2.2 e do Lema 4.1.1, temos

∥(x(τi))s − (x(si))s∥ = sup
ϑ∈[−r,0]

|x(τi)(s+ ϑ)− x(si)(s+ ϑ)| = sup
ρ∈[τi,si]

|x(τi)(ρ)− x(si)(ρ)|

≤ sup
ρ∈[τi,si]

{|x(τi)(ρ)− x(τ+i )(ρ)|+ |x(τi)(ρ)− x(si)(ρ)|}

≤ ∥x(τi)− x(τ+i )∥+ ∥x(τ+i )− x(si)∥ (4.40)

≤ K1 + ∥G(x(τi), τ+i )−G(x(τi), si)∥
≤ K1 + |h(si)− h(τi)| < K1 + ϵ,

para todo i = 1, ..., l e s ∈ [t0 − r, t0 + σ]. Logo, para ϑ ≥ τi, i = 1, ..., l, obtemos∣∣∣∣∣[F (x(τi), si)− F (x(τi), si−1)](ϑ)−
∫ si

si−1

f(s, ys)ds

∣∣∣∣∣ ≤ (K1 + ϵ)

∫ si

si−1

L(s)ds. (4.41)

Para todo u ∈ [t0, t0 + σ], aplicando em (4.37) as desigualdades (4.39) e (4.41), obtemos

∣∣∣∣∣y(u)− ϕ(0)−
∫ u

t0

f(s, ys)ds−
m∑
k=1

Ik(tk, y(tk))Htk(u)

∣∣∣∣∣ ≤ (4.42)

≤ ϵ+
l∑

i=1
ϑ∈[si−1,τi]

∣∣∣∣∣[F (x(τi), si)− F (x(τi), si−1)](ϑ)−
∫ si

si−1

f(s, ys)ds

∣∣∣∣∣
+

l∑
i=1

ϑ∈[τi,si]

∣∣∣∣∣[F (x(τi), si)− F (x(τi), si−1)](ϑ)−
∫ si

si−1

f(s, ys)ds

∣∣∣∣∣
< ϵ+m

ϵ

2m
+ (ϵ+K1)

m∑
i=1

∫ si

τi

L(s)ds < 3ϵ+ ϵ

∫ t0+σ

t0

L(s)ds.

Portanto, tomando ϵ > 0 de modo que

3ϵ+ ϵ

∫ t0+σ

t0

L(s)ds < η

e substituindo em (4.42), provamos a desigualdade (4.33). Concluímos, assim, esta demonstração.
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Observação 4.2.1. A unicidade de solução das EDFRIs é garantida pelo Teorema 2.3.1 no sentido
local e para às EDOGs, segundo o Teorema 3.2.2, também. Logo, os teoremas de correspondência
(Teorema 4.2.1 e Teorema 4.2.2) tratam da correspondência das soluções locais de EDFRIs e EDOGs.

Estamos interessando, também, no comportamento da solução global das EDFRIs. Portanto, es-
tenderemos os resultados obtidos neste capítulo.

Consideramos PC([a,+∞),Rn), com a ∈ R, munido da topologia da convergência uniforme
localmente, isto é, em cada subintervalo compacto de [a,+∞).

Seja, agora PC1, um conjunto aberto de PC([t0 − r,+∞),Rn) com a seguinte propriedade: se y
é um elemento de PC1 e t̄ ∈ [t0,+∞), então ȳ dada por

ȳ (t) =

{
y (t) , t0 − r ≤ t ≤ t̄;

y (t̄) , t̄ < t < +∞

é também um elemento de PC1.

Assumimos que f : [t0,+∞)× PC([−r, 0],Rn) → Rn e Ik : Rn → Rn, k = 1, 2, ..., satisfazem
as condições (A), (B), (C), (A’) e (B’), apresentadas no Capítulo 1.

Para y ∈ PC1 e t ∈ [t0,+∞), definimos

F (y, t)(ϑ) =



0, ϑ ∈ [t0 − r, t0];∫ ϑ

t0

f(s, ys)ds, ϑ ∈ [t0, t];∫ t

t0

f(s, ys)ds, ϑ ∈ [t,+∞)

(4.43)

e

J(y, t)(ϑ) =
m∑
k=1

Htk(t)Htk(ϑ)Ik(y(tk)), (4.44)

onde ϑ ∈ [t0 − r,+∞). Seja G : PC1 × [t0,+∞) → PC([t0 − r,+∞),Rn), pondo

G(y, t)(ϑ) = F (y, t)(ϑ) + J(y, t)(ϑ),

para y ∈ PC1, t ∈ [t0,+∞) e ϑ ∈ [t0 − r,+∞).

Consideramos em PC([t0−r,+∞),Rn) a norma local ∥.∥loc, ou seja, se z ∈ PC([t0−r,+∞),Rn),
então ∥z∥loc = sup

s∈[α,β]
|z(s)|, para todo compacto [α, β] ⊂ [t0−r,+∞). De modo análogo às desigual-

dades (4.7) e (4.8), para s1, s2 ∈ [t0,+∞) e x, y ∈ PC1, obtemos

∥G(x, s2)−G(x, s1)∥loc ≤ |h(s2)− h(s1)|

e
∥G(x, s2)−G(x, s1)−G(y, s2) +G(y, s1)∥loc ≤ ∥x− y∥|h(s2)− h(s1)|,
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onde

h(t) =

∫ t

t0

[M(s) + L(s)]ds+max(K1, K2)
+∞∑
k=1

Htk(t), para t ∈ [t0,+∞),

é uma função não-decrescente e contínua à esquerda.

Claramente, G pertence à classe F (Ω, h), onde Ω = PC1 × [c, d] e [c, d] é algum subintervalo
compacto de [t0,+∞).

Consideremos a EDOG (4.12) e a condição inicial x(t0) = x̃, pondo

x̃(ϑ) =

{
ϕ(ϑ− t0), ϑ ∈ [t0 − r, t0];

ϕ(0), ϑ ∈ [t0,+∞).
(4.45)

Fazendo adaptações necessárias, obtemos a correspondência entre as EDFRIs e EDOGs, isto é, o
Teorema 4.2.1 e o Teorema 4.2.2, para soluções definidas em intervalos não limitados superiormente.

Observação 4.2.2. Nos próximos capítulos, utilizaremos frequentemente o Teorema 4.2.1 e o Teo-
rema 4.2.2. Por isso, a seguir, descrevemos melhor essa correspondência biunívoca.

Sejam t ≥ t0 e ϕ ∈ PC([−r, 0],Rn). Consideremos a EDFRI (4.1) com condição inicial yt = ϕ.
Consideremos, também, a EDOG (4.12) com condição inicial x(t) = x̃, onde

x̃(ϑ) =

{
ϕ(ϑ− t), ϑ ∈ [t− r, t];

ϕ(0), ϑ ∈ [t,+∞).
(4.46)

Primeiramente, pelo Teorema 2.3.1, existe uma única solução y : [t− r, ν] → Rn, ν > t, de (4.1)
que satisfaz yt = ϕ. Então, pelo Teorema 4.2.1, encontramos a solução x : [t, ν] → PC([t, ν],Rn) de
(4.12) satisfazendo a condição inicial x(t) = x̃, onde

x(τ)(ϑ) =

{
y(ϑ), ϑ ∈ [t− r, τ ];

y(τ), ϑ ∈ [τ, ν].
(4.47)

Além disso, x(t)(t+ θ) = y(t+ θ), para todo θ ∈ [−r, 0], ou seja, (x(t))t = yt = ϕ.

Por outro lado, como I0 ≡ 0, temos x̃+ = x̃+G(x̃, t+)−G(x̃, t) = x̃ ∈ PC1. Então existirá uma
única solução x : [t, ν] → PC([t, ν],Rn) de (4.12) tal que x(t) = x̃. Pelo Teorema 4.2.2, obtemos
uma única solução y : [t− r, ν] → Rn de (4.1) que satisfaz yt = ϕ, onde

y(ϑ) =

{
x(t)(ϑ), ϑ ∈ [t− r, t];

x(ϑ)(ϑ), ϑ ∈ [t, ν].
(4.48)

Logo, (x(t))t = yt = ϕ. Consequentemente, a aplicação

(t, x(t)) → (t, yt),

para cada t ≥ t0, é uma bijeção.





CAPÍTULO

5
Dependência contínua

Neste capítulo, primeiramente, estabelecemos a dependência contínua com respeito aos dados
iniciais para às EDOGs, ou seja, com respeito a sequência de problemas de valor inicial de EDOGs.
Uma das vantagens de tratarmos as EDFRIs via a teoria das EDOGs é transportar os resultados de
dependência contínua com respeito aos dados iniciais das EDOGs para as EDFRIs, daí, obtemos a
dependência contínua da sequência de problemas de valor inicial de EDFRIs. Os resultados deste
capítulo foram extraídos de [10].

5.1 Dependência contínua de soluçõoes das EDOGs

Nesta seção, consideraremos Ω = O × [a, b], onde O é um conjunto aberto de X e [a, b] ⊂ R.
Seja h : [a, b] → R uma função não-decrescente e contínua à esquerda.

Apresentaremos resultados sobre a dependência contínua de soluções das EDOGs com respeito
aos dados iniciais para uma classe restrita de EDOGs, ou seja, a função F em (3.56) pertencente à
classe F (Ω, h). Os próximos resultados foram obtidos de [3].

Lema 5.1.1. Suponhamos que Fk : Ω → X pertence à classe F (Ω, h), para k = 0, 1, 2, ..., com
lim

k→+∞
Fk(x, t) = F0(x, t), para todo (x, t) ∈ Ω, em X . Se ψk ∈ PC([α, β], X), k = 1, 2, ... , e

[α, β] ⊂ [a, b], satisfazendo ∥ψk − ψ0∥∞ → 0, sempre que k → +∞, então

∥∥∥∥∥
∫ β

α

DFk(ψk(τ), t)−
∫ β

α

DF0(ψ0(τ), t)

∥∥∥∥∥→ 0, quando k → +∞. (5.1)

83
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Demonstração: Como ψk ∈ PC([α, β], X) e ∥ψk − ψ0∥∞ → 0, sempre que k → +∞, então

ψ0 ∈ G([α, β], X). Pelo Corolário 3.2.2, as integrais
∫ β

α

DFk(ψk(τ), t) existem, k = 0, 1, 2, ....

Seja ϵ > 0 dado. Como ψ0 ∈ PC([α, β], X), existe uma função escada finita y : [α, β] → X , tal
que ∥y − ψ0∥∞ < ϵ. Além disso, existe n0 ∈ N tal que ∥ψk − ψ0∥∞ < ϵ, para todo k > n0. Assim,
para k > n0,∥∥∥∥∥

∫ β

α

DFk(ψk(τ), t)−
∫ β

α

DF0(ψ0(τ), t)

∥∥∥∥∥ ≤

∥∥∥∥∥
∫ β

α

D[Fk(ψk(τ), t)− Fk(ψ0(τ), t)]

∥∥∥∥∥
+

∥∥∥∥∥
∫ β

α

D[Fk(ψ0(τ), t)− Fk(y(τ), t)]

∥∥∥∥∥+
∥∥∥∥∥
∫ β

α

D[F0(ψ0(τ), t)− F0(y(τ), t)]

∥∥∥∥∥ (5.2)

+

∥∥∥∥∥
∫ β

α

D[Fk(y(τ), t)− F0(y(τ), t)]

∥∥∥∥∥.
Queremos estimar por ϵ a desigualdade acima. Primeiramente, para o primeiro termo do lado direito
da desigualdade, consideremos δ o calibre correspondente a ϵ da definição de∫ β

α

D[Fk(ψk(τ), t) − Fk(ψ0(τ), t)] e seja D := {(τi, [si−1, si]); i = 1, ..., p} uma divisão marcada

δ-fina de [α, β]. Logo, para k > n0, temos∥∥∥∥∥
∫ β

α

D[Fk(ψk(τ), t)− Fk(ψ0(τ), t)]

∥∥∥∥∥ ≤ ϵ+

+

p∑
i=1

∥Fk(ψk(τi), si)− Fk(ψ0(τi), si)− Fk(ψk(τi), si−1) + Fk(ψ0(τi), si−1)∥

≤ ϵ+

p∑
i=1

∥ψk(τi)− ψ0(τi)∥|h(si)− h(si−1)| ≤ ϵ+ ∥ψk − ψ0∥∞
p∑
i−1

|h(si)− h(si−1)|

= ϵ[1 + (h(β)− h(α))].

Usando o argumento acima, para k > n0, obteremos∥∥∥∥∥
∫ β

α

D[Fk(ψ0(τ), t)− Fk(y(τ), t)]

∥∥∥∥∥ < ϵ[1 + (h(β)− h(α))] (5.3)

e ∥∥∥∥∥
∫ β

α

D[F0(ψ0(τ), t)− F0(y(τ), t)]

∥∥∥∥∥ < ϵ[1 + (h(β)− h(α))]. (5.4)

Assim, estimamos o segundo e terceiro termo do lado direito da desigualdade (5.2). Agora, vamos
considerar o último termo do lado direito da desigualdade (5.2). Como y : [α, β] → X é uma função
escada finita, existe um número finito de pontos α = r0 < r1 < r2 < ... < rq = β tais que y(τ) = cj ,

se τ ∈ (rj−1, rj), j = 1, 2, ..., q. Neste caso, a fórmula explícita para
∫ β

α

Fk(y(τ), t), k = 0, 1, ...,



5.1 Dependência contínua de soluçõoes das EDOGs 85

pode ser dada por ∫ β

α

Fk(y(τ), t) =

q∑
j=1

∫ rj

rj−1

Fk(y(τ), t) (5.5)

e o Lema 3.2.3 garante que, em cada intervalo [rj−1, rj], j = 1, ..., q,∫ rj

rj−1

DFk(y(τ), t) = Fk(cj, r
−
j )− Fk(cj, r

+
j ) + Fk(y(rj−1), r

+
j−1) (5.6)

− Fk(y(rj−1), rj−1)− Fk(y(rj), r
−
j ) + Fk(y(rj), rj). (5.7)

Como Fk ∈ F (Ω, h), lim
ρ→0+

Fk(x, t+ ρ) = Fk(x, t
+) e lim

ρ→0+
Fk(x, t− ρ) = Fk(x, t

−), para todo

(x, t) ∈ Ω, sendo uniforme com respeito à k = 0, 1, .... Por hipótese, lim
k→+∞

Fk(x, t) = F0(x, t) para

todo (x, t) ∈ Ω, donde

lim
k→+∞

Fk(x, t
+) = lim

k→+∞
lim
ρ→0+

Fk(x, t+ ρ) = lim
ρ→0+

lim
k→+∞

Fk(x, t+ ρ)

= lim
ρ→0+

F0(x, t+ ρ) = F0(x, t
+),

desde que (x, t) ∈ Ω. Analogamente, lim
k→+∞

Fk(x, t
−) = F0(x, t

−) para (x, t) ∈ Ω. Logo, por (3.35)

e (3.36), segue que

lim
k→+∞

∫ β

α

D[Fk(y(τ), t)− F0(y(τ), t)] = 0. (5.8)

Temos, então, o desejado para (5.2).

Finalmente, como ϵ > 0 pode ser escolhido suficientemente pequeno, obtemos o resultado dese-
jado.

Corolário 5.1.1. Suponhamos que Fk ∈ F (Ω, h), para k = 0, 1, 2, ... com lim
k→+∞

Fk(x, t) =

F0(x, t), para todo (x, t) ∈ Ω. Se ψk ∈ BV ([α, β], X), k = 1, 2, ... e [α, β] ⊂ [a, b], satisfazendo
∥ψk − ψ0∥BV → 0 sempre que k → +∞, então∥∥∥∥∥

∫ β

α

DFk(ψk(τ), t)−
∫ β

α

DF0(ψ0(τ), t)

∥∥∥∥∥→ 0, quando k → +∞. (5.9)

Demonstração: Observemos que BV ([α, β], X) ⊂ PC([α, β], X) e que, para todo t ∈ [α, β],

∥ψk(t)− ψ0(t)∥ ≤ ∥ψk(α)− ψ0(α)∥+ ∥ψk(t)− ψ0(t)− [ψk(α)− ψ0(α)]∥
≤ ∥ψk(α)− ψ0(α)∥+ varβα(ψk − ψ0) = ∥ψk − ψ0∥BV .

Logo, ∥ψk − ψ0∥∞ → 0, quando k → +∞. O resultado segue do Lema 5.1.1.

Teorema 5.1.1. Sejam Fk ∈ F (Ω, h), k = 0, 1, ..., tais que

lim
k→+∞

Fk(x, t) = F0(x, t), (5.10)
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para todo (x, t) ∈ Ω. Suponhamos que xk : [α, β] → X , para k = 1, 2, ..., é a solução da EDOG

dx

dτ
= DFk(x, t) (5.11)

com
lim

k→+∞
xk(s) = x0(s), para s ∈ [α, β], (5.12)

e (x0(s), s) ∈ Ω, para s ∈ [α, β]. Então, x0 : [α, β] → X satisfaz as seguintes condições:

(i) ∥x0(s2)− x0(s1)∥ ≤ h(s2)− h(s1), se s1 ≤ s2;

(ii) lim
k→+∞

xk(s) = x(s) uniformemente em [α, β];

(iii) x0 é solução da EDOG
dx

dτ
= DF0(x, t) (5.13)

em [α, β].

Demonstração: (i) Sejam α ≤ s1 ≤ s2 ≤ β. Então, para k = 1, ..., temos

∥x0(s2)− x0(s1)∥ ≤ ∥xk(s1)− x0(s1)∥+ ∥xk(s1)− xk(s2)∥+ ∥xk(s2)− x0(s2)∥.

Seja ϵ > 0 arbitrário. Por (5.12), existe n0 ∈ N tal que, para k ≥ n0, temos

∥xk(s1)− x0(s1)∥ <
ϵ

2
e ∥xk(s2)− x0(s2)∥ <

ϵ

2
.

Pelo Lema 3.2.1, ∥xk(s1)−xk(s2)∥ ≤ h(s2)−h(s1), para k = 1, 2, .... Consequentemente, ∥x0(s2)−
x0(s1)∥ < ϵ + h(s2) − h(s1). Como ϵ > 0 pode ser tomado suficientemente pequeno, obtemos
∥x0(s2)− x0(s1)∥ ≤ h(s2)− h(s1).

Para provarmos (ii), vamos supor primeiramente que h é contínua em [α, β]. Pelo Teorema de
Heine-Borel (veja [31]), h é uniformemente contínua em [α, β], ou seja, dado ϵ > 0, existe δ > 0 tal
que |h(s)−h(t)| < ϵ, sempre que |s− t| < δ em [α, β]. Como [α, β] é compacto, existe um conjunto
finito de pontos r1, ..., rl tal que [α, β] é coberto por um número finito de intervalos (rj − δ, rj + δ),
j = 1, 2, ..., l. Pela condição (5.12), existe k0 > 0 tal que, para k > k0, temos

∥xk(rj)− x0(rj)∥ < ϵ, ∀j = 1, ..., l.

Para todo s ∈ [α, β], existe j ∈ {1, 2, ..., l} tal que s ∈ (rj − δ, rj + δ). Logo, para k ≥ k0,

∥xk(s)− x0(s)∥ ≤ ∥xk(s)− x0(rj)∥+ ∥xk(rj)− x0(rj)∥+ ∥x0(rj)− x0(s)∥
≤ |h(s)− h(rj)|+ ϵ+ |h(s)− h(rj)| < 3ϵ.

Como isto pode ser feito para todo s ∈ [α, β], obtemos (ii) neste caso. Agora, sejam α = t0 < t1 <

... < tm < β pontos de descontinuidades de h em [α, β]. Seja ϵ > 0 dado. Pela condição (5.12),
existe n0 ∈ N tal que, para todo j ∈ {1, ...,m},

∥xk(tj)− x0(tj)∥ < ϵ, sempre que k > n0.
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Para cada subintervalo [ti−1, ti], i = 1, ...,m, de [α, β], definimos

h∗(t) =

{
h(t), se t ∈ (ti−1, ti];

h(t+i−1), se t = ti−1.
(5.14)

As propriedades de h implicam que a função h∗ : [α, β] → R é não-decrescente e contínua. Para cada
k = 0, 1, ..., consideremos a sequência de funções

x∗k(t) =

{
xk(t), se t ∈ (ti−1, ti], i = 1, 2, ...,m;

xk(t
+
i−1), se t = ti−1.

(5.15)

Então, lim
k→∞

x∗k(s) = x∗0(s), se s ∈ (ti−1, ti] e lim
k→∞

x∗k(ti−1) = x∗0(ti−1). Ainda

∥x∗k(s2)− x∗k(s1)∥ ≤ |h∗(s2)− h∗(s1)|, para todo s1, s2 ∈ [ti−1, ti].

Usando a parte anterior, temos que x∗k → x∗0 uniformemente em [ti−1, ti], para cada i = 1, 2, ...,m.
Portanto, para todo ϵ > 0 dado, existe k∗ ∈ N tal que

∥xk(s)− x0(s)∥ = ∥x∗k(s)− x∗0(s)∥ < ϵ,

sempre que s ∈ (ti−1, ti], i = 1, 2, ...,m e ∥xk(ti−1) − x0(ti−1)∥ < ϵ, k > k∗. Logo, xk → x0
uniformemente em [ti−1, ti], i = 1, 2, ...,m. Como isto pode ser feito para i = 1, 2, ...,m, obtemos
(ii) e sua forma geral como afirmamos no enunciado do teorema.

Agora, vamos provar (iii). Pela definição de uma solução da EDOG em (5.13), temos que

xk(s2)− xk(s1) =

∫ s2

s1

DFk(xk(τ), t),

para todo s1, s2 ∈ [α, β]. Pelo Teorema 5.1.1, temos∥∥∥∥∥
∫ β

α

DFk(ψk(τ), t)−
∫ β

α

DF0(ψ0(τ), t)

∥∥∥∥∥→ 0, quando k → +∞, (5.16)

para todo s1, s2 ∈ [α, β]. Logo,

∥x0(s2)− x0(s1)−
∫ s2

s1

DFk(xk(τ), t)∥ ≤ ∥xk(s2)− x0(s2)∥+ ∥xk(s1)− x0(s1)∥

+

∥∥∥∥∥
∫ s2

s1

DFk(xk(τ), t)−
∫ s2

s1

DF0(x0(τ), t)

∥∥∥∥∥.
Então, quando k → ∞, obtemos

x0(s2)− x0(s1) =

∫ s2

s1

DF0(x0(τ), t),

para todo s1, s2 ∈ [α, β]. Portanto x é uma solução da EDOG
dx

dτ
= DF0(x, t) no intervalo [α, β].

O exemplo seguinte, comprova a eficaz do Teorema 5.1.1.
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Exemplo 5.1.1. Consideremos as funções hk : [−1, 1] → R, com k = 1, 2, ..., pondo

hk(t) =


t, se t ∈ [−1, 0],

t+
1

k
, se t ∈ (0, 1],

(5.17)

e h0 : [−1, 1] → R por h0(t) = t, para t ∈ [−1, 1]. Definamos Fk : (−1, 1) × [−1, 1] → R,
k = 0, 1, 2, ..., pondo Fk(x, t) = xhk(t). Temos que

|Fk(x, t2)− Fk(x, t1)| ≤ hk(t2)− hk(t1)

e

|Fk(x, t2)− Fk(x, t1)− Fk(y, t2) + Fk(y, t1)| ≤ |x− y|[hk(t2)− hk(t1)],

para k = 0, 1, 2, ... e quaisquer x, y ∈ (−1, 1) e t1, t2 ∈ [−1, 1]. Seja

h(t) =

{
t, se t ∈ [−1, 0],

t+ 1, se t ∈ (0, 1].
(5.18)

É fácil ver que Fk ∈ F (Ω, h), k = 0, 1, ..., onde Ω = (−1, 1)× [−1, 1] e

lim
k→+∞

Fk(x, t) = x lim
k→+∞

hk(t) = xh0(t) = F0(x, t).

Consideremos a EDOG

dx

dτ
= DFk(x(τ), t) = D[x(τ)hk(t)], k = 1, 2, ..., (5.19)

com a condição inicial x(−1) = x̃ e |x̃| < 1

2 exp(2)
. Logo, a função xk : [−1, 1] → (−1, 1), dada

por

xk(t) =


exp(t+ 1)x̃, se t ∈ [−1, 0],

exp(t+ 1)(1 +
1

k
)x̃, se t ∈ (0, 1]

(5.20)

é solução de (5.19) com xk(−1) = x0 e

lim
k→+∞

xk(t) = exp(t+ 1)x̃ t ∈ [−1, 1].

Pelo Teorema 5.1.1, a função x0(t) = exp(t+ 1)x̃ é solução da EDOG

dx

dτ
= DF0(x(τ), t) = D[x(τ)hk(t)] = D[xt], com x(−1) = x̃. (5.21)
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5.2 Dependência contínua de soluções das EDFRIs

Agora, iremos nos dedicar ao estudo da dependência contínua de soluções do problema impulsivo
com respeito aos dados iniciais.

Consideremos a sequência de problemas de valor inicial de EDFRI
y′(t) = fp(t, yt), t ≥ t0, t ̸= tk;

∆y(tk) = Ipk(y(tk)), k = 0, 1, ...,m;

yt0 = ϕp,

(5.22)

onde p = 0, 1, 2, .... Suponhamos que ϕp ∈ PC([−r, 0],Rn) e fp, I
p
k satisfazem as condições do tipo

Carathéodory e Lipschitz, (A*), (B*), (C*), (A’) e (B’), para as mesmas funções M e L e as mesmas
constantes K1 e K2, para todo p = 0, 1, 2, ....

Sejam t0 ∈ R e σ, r > 0. Definimos Fp : PC1 × [t0, t0 + σ] → C([t0 − r, t0 + σ],Rn], pondo

Fp(y, t)(ϑ) =



0, ϑ ∈ [t0 − r, t0];∫ ϑ

t0

fp(s, ys)ds, ϑ ∈ [t0, t];∫ t

t0

fp(s, ys)ds, ϑ ∈ [t, t0 + σ],

(5.23)

e Jp : PC1 × [t0, t0 + σ] → PC([t0 − r, t0 + σ],Rn], pondo

Jp(y, t)(ϑ) =
m∑
k=1

Htk(t)Htk(ϑ)I
p
k(y(tk)). (5.24)

Seja Gp : PC1 × [t0, t0 + σ] → PC([t0 − r, t0 + σ],Rn], dada por

Gp(y, t) = Fp(y, t) + Jp(y, t), para y ∈ PC1, t ∈ [t0, t0 + σ]. (5.25)

De (4.10) e (4.11), temos, para cada p = 0, 1, 2, ..., que Gp pertence à classe F (Ω, h), onde Ω =

PC1 × [t0, t0 + σ] e

h(t) =

∫ t

t0

[M(s) + L(s)]ds+max(K1, K2)
m∑
k=0

Htk(t).

De acordo com o Teorema 4.2.1 e o Teorema 4.2.2, para cada p = 0, 1, 2, ..., existe uma corres-
pondência biunívoca entre a solução do problema (5.22) e a solução da EDOG

dx

dτ
= Gp(x, t), (5.26)

com a condição inicial

x̃(ϑ) =

{
ϕp(ϑ− t0), ϑ ∈ [t0 − r, t0];

ϕp(t0), ϑ ∈ [t0, t0 + σ].
(5.27)
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O próximo teorema garante a dependência contínua para as EDFRIs. Usaremos o Teorema 5.1.1
juntamente com o Teorema 4.2.1 e o Teorema 4.2.2 para demonstrá-lo.

Teorema 5.2.1. Consideremos fp, I
p
k e ϕp, com p = 0, 1, 2, ... e k = 1, 2, ...,m, dadas anteriormente

satisfazendo

lim
p→+∞

sup
ϑ∈[t0,t0+σ]

∣∣∣∣∣
∫ ϑ

t0

[fp(s, xs)− f0(s, xs)]ds

∣∣∣∣∣ = 0, (5.28)

para todo x ∈ PC1, e
lim

p→+∞
Ipk(x) = I0k(x), (5.29)

para todo x ∈ Rn, k = 1, 2, ...,m. Suponhamos que yp : [t0 − r, t0 + σ] → Rn, com p = 1, 2, ..., seja
uma solução do problema (5.22) tal que

lim
p→+∞

yp(s) = y(s), uniformemente em [t0 − r, t0 + σ]. (5.30)

Então, y : [t0 − r, t0 + σ] → Rn será uma solução do problema
y′(t) = f0(t, yt), t ≥ t0, t ̸= tk;

∆y(tk) = I0k(y(tk)), k = 0, 1, ...,m;

yt0 = ϕ0.

(5.31)

Demonstração: Como yp : [t0 − r, t0 + σ] → Rn, com p = 1, 2, ..., é uma solução do problema
(5.22), pelo Teorema 4.2.1, temos

xp(t)(ϑ) =

{
yp(ϑ), ϑ ∈ [t0 − r, t];

yp(t), ϑ ∈ [t, t0 + σ]
(5.32)

é uma solução da EDOG (5.26) com a condição inicial (5.27) em [t0, t0 + σ]. Seja x : [t0, t0 + σ] →
PC1, dada por

x(t)(ϑ) =

{
y(ϑ), ϑ ∈ [t0 − r, t];

y(t), ϑ ∈ [t, t0 + σ].
(5.33)

De (5.30), temos
lim

p→+∞
xp(s) = x(s) s ∈ [t0, t0 + σ]

em PC([t0 − r, t0 + σ],Rn). Além disso, por (5.25), (5.28) e (5.29), temos

lim
p→+∞

Gp(y, t) = G0(y, t),

para (y, t) ∈ PC1 × [t0, t0 + σ]. Pelo Teorema 5.1.1, x : [t0, t0 + σ] → PC1 é uma solução da EDOG

dx

dτ
= DG0(x, t).

Portanto, pelo Teorema 4.2.2, a função y : [t0 − r, t0 + σ] → Rn é uma solução do problema (5.31).
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Em [32], os autores abordam apenas a dependência contínua com respeito à funções inicial nas
EDFRIs, assumindo que os operadores impulsivos dependem dos retardos. Apesar de não assumirmos
que os operadores impulsivos dependam do retardo, como consequência imediata do resultado de
dependência contínua com respeito aos dados iniciais (Teorema 5.2.1), obtemos os resultados de
dependência contínua com respeito às funções iniciais.

Consideraremos a EDFRI{
ẏ (t) = f(t, yt), t ̸= tk, t ≥ t0;

∆y (t) = Ik (y (t)) , t = tk, k = 0, 1, 2, . . . ;
(5.34)

onde f : [t0, t0 + σ]×PC([−r, 0],Rn) → Rn satisfaz as condições do tipo Carathéodory e I : Rn →
Rn satisfaz as condições do tipo Lipschitz.

A seguir, formalizaremos a definição de dependência contínua de soluções de (5.34) com respeito
à função inicial.

Definição 5.2.1. As soluções de (5.34) são continuamente dependentes com respeito à função inicial
se para toda solução x = x(t0, ϕ) definida sobre o intervalo [t0 − r, t0 + α], onde (t0, ϕ) ∈ [t0, t0 +

σ]×PC([−r, 0], D), α > 0, e [t0, t0+α] ⊂ [t0, t0+σ], e para todo ε > 0, existe algum δ > 0 tal que
para ϕ∗ ∈ PC([−r, 0], D) com ∥ϕ− ϕ∗∥ ≤ δ, se y = y(t0, ϕ

∗) é uma solução de (5.34), então y está
definida ou pode ser continuada a [t0 − r, t0 + α] e |x(t)− y(t)| ≤ ε, para todo t ∈ [t0 − r, t0 + α].

Para soluções definidas em intervalos semi-abertos à direita da forma [t0 − r, t0 + α), a Definição
5.2.1 continua válida, basta restringir a solução x ao intervalo [t0 − r, t0 + α1], onde 0 < α1 < α.

Observação 5.2.1. Esta é, essencialmente, a definição dada por Hale e Lunel em [20] em seus estudos
sobre dependência contínua de EDFRs.

Corolário 5.2.1. Consideremos f e Ik, k = 1, 2, ...,m, satisfazendo as condições do tipo Carathéodory
e Lipschitz, (A*), (B*), (C*), (A’) e (B’). Então, a solução de (5.34) depende continuamente da
função inicial.

Demonstração: Segue imediatamente do Teorema 5.2.1.





CAPÍTULO

6
Estabilidade

Neste capítulo, apresentamos alguns critérios para a estabilidade (no sentido de Lyapunov) de
soluções para as EDOGs e EDFRIs.

Na primeira seção, estudamos a estabilidade variacional da solução trivial para a classe de EDOGs
que estamos trabalhando. Na segunda seção, de posse dos resultados de correspondência entre as
soluções transferimos os resultados de estabilidade variacional das EDOG para estabilidade usual no
estudo das EDFRIs. As principais referências para este capítulo são [5] e [11].

6.1 Estabilidade Variacional em EDOGs

Nesta seção, seja Ω = Bc × [t0,+∞), onde Bc = {y ∈ X : ∥y∥ < c}, com c > 0 e t0 ≥ 0.
Consideraremos a EDOG

dx

dτ
= DG(x, t), (6.1)

onde G pertence à classe F (Ω, h), com h : [t0,+∞) → R não-decrescente e contínua à esquerda.
Vamos supor queG(0, t)−G(0, s) = 0, para todo t, s ∈ [t0,+∞). Então, para todo [u, v] ⊂ [t0,+∞),
temos ∫ v

u

DG(0, t) = G(0, u)−G(0, v) = 0

e, consequentemente, x ≡ 0 é solução de (6.1) em [t0,+∞).

O conceito de estabilidade variacional é motivado pelo fato de que toda solução de (6.1) será de
variação limitada. É natural, então, medirmos a distância entre duas soluções de (6.1) utilizando a
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norma da variação, como veremos a seguir. Esse conceito foi introduzido em 1984 por Š. Schwabik
em [36].

Definição 6.1.1. A solução trivial x ≡ 0 de (6.1) será dita

(i) variacionalmente estável, se para todo ε > 0, existir δ = δ(ε) > 0 tal que se x : [γ, v] → Bc,
t0 ≤ γ < v < +∞, é uma função de variação limitada em [γ, v] e contínua à esquerda em
(γ, v] tal que

∥x(γ)∥ < δ

e

Varvγ

(
x(s)−

∫ s

γ

DG(x(τ), t)

)
< δ,

então
∥x(t)∥ < ε, t ∈ [γ, v];

(ii) variacionalmente atratora, se existir δ0 > 0 e para todo ε > 0, existir T = T (ε) ≥ 0 e
ρ = ρ(ε) > 0 tal que se x : [γ, v] → Bc, t0 ≤ γ < v < +∞, é uma função de variação
limitada em [γ, v] e contínua à esquerda em (γ, v] tal que

∥x(γ)∥ < δ0

e

varvγ

(
x(s)−

∫ s

γ

DG(x(τ), t)

)
< ρ,

então
∥x(t)∥ < ε, t ∈ [γ, v] ∩ [γ + T,+∞), γ ≥ t0;

(iii) variacionalmente assintoticamente estável, se for variacionalmente estável e variacionalmente
atratora.

Para obtermos os resultados do tipo Lyapunov para a equação (6.1), precisamos de alguns resul-
tados auxiliares.

Lema 6.1.1. Sejam [a, b] ⊂ R compacto e f, g : [a, b] → R funções contínuas à esquerda em (a, b].
Se para todo σ ∈ [a, b], existir um δ(σ) > 0 tal que, para todo η ∈ (0, δ(σ)), temos

g(σ + η)− g(σ) ≤ f(σ + η)− f(σ). (6.2)

Então,
g(s)− g(a) ≤ f(s)− f(a), para s ∈ [a, b].

Demonstração: Consideremos o conjunto

M = {s ∈ [a, b]; g(σ)− g(a) ≤ f(σ)− f(a), σ ∈ [a, s]}.

Por hipótese, temos M ̸= ∅. Seja S = supM, queremos mostrar que S = b. Suponhamos, por
absurdo que S ̸= b. Então, pela definição de supremo existe uma sequência xk → S+ em R, teremos

g(xk)− g(a) ≤ f(xk)− f(a).
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De (6.2), para todo k ∈ N, temos

g(S)− g(a) = g(S)− g(xk) + g(xk)− g(a) ≤ f(S)− f(xk) + f(xk)− f(a) = f(S)− f(a).(6.3)

De (??) e (6.3), obtemos

g(S+η)−g(a) = g(S+η)−g(S)+g(S)−g(a) ≤ f(S+η)−f(S)+f(S)−f(a) = f(S+η)−f(a).

Logo, S + η ∈M , o que contradiz a definição de supremo.

Lema 6.1.2. Seja V : [t0,+∞)×X → R tal que V (., x) : [t0,+∞) → R é contínuo à esquerda em
(t0,+∞), para cada x ∈ X , e satisfaz

|V (t, z)− V (t, y)| ≤ K∥z − y∥, para z, y ∈ X, t ∈ [t0,+∞), (6.4)

onde K é uma constante positiva. Além disso, suponhamos que exista Φ : X → R tal que, para
x : [a, b] → X solução de (6.1), tenhamos

D+V (t, x(t)) = lim sup
η→0+

V (t+ η, x(t+ η))− V (t, x(t))

η
≤ Φ(x(t)), t ∈ [a, b]. (6.5)

Se x : [γ, v] → X , t0 ≤ γ < v < +∞, for contínua à esquerda em (γ, v] e de variação limitada
em [γ, v], então

V (v, x(v))− V (γ, x(γ)) ≤ KV arvγ

(
x(s)−

∫ s

γ

DG(x(τ), t)

)
+M(v − γ), (6.6)

onde M = sup
t∈[γ,v]

Φ(x(t)).

Demonstração: Seja x : [γ, v] → X uma função contínua à esquerda em (γ, v] e de variação limitada

em [γ, v]. Pelo Corolário 3.2.2,
∫ v

γ

DG(x(τ), t) existe.

Pelo Teorema 3.2.2 a EDOG em (6.1) admite uma única solução local x : [σ, σ+η1(σ)] → X , com
σ ∈ [γ, v] e η1(σ) > 0, satisfazendo a condição inicial x(σ) = x(σ). Seja η2 > 0 suficientemente

pequeno tal que η2 ≤ η1(σ) e σ + η2 ≤ v. Então existe
∫ σ+η2

σ

D[G(x(τ), t) − G(x(τ), t)]. Pela

definição desta integral, dado ϵ > 0, existe um calibre δ de [σ, σ + η2]. Podemos supor, sem perda de
generalidade, que η2 < δ(σ). Por (6.5), tomemos 0 < η < η2, tal que

V (σ + η, x(σ + η))− V (σ, x(σ)) ≤ ηΦ(x(σ)). (6.7)

Além disso, ∥∥∥∥∥G(x(σ), σ + η)−G(x(σ), σ)−
∫ σ+η

σ

DG(x(τ), t)

∥∥∥∥∥ < ηϵ

2K
(6.8)

e ∥∥∥∥∥G(x(σ), σ + η)−G(x(σ), σ)−
∫ σ+η

σ

DG(x(τ), t)

∥∥∥∥∥ < ηϵ

2K
. (6.9)
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Como x(σ) = x(σ), temos

∥G(x(σ), σ+η)−G(x(σ), σ)−G(x(σ), σ+η)+G(x(σ), σ)∥ ≤ ∥x(σ)−x(σ)∥|h(σ+η)−h(σ)| = 0.

Logo, de (6.8) e (6.9),∥∥∥∥∥
∫ σ+η

σ

D[G(x(τ), t)−G(x(τ), t)]

∥∥∥∥∥ ≤

∥∥∥∥∥G(x(σ), σ + η)−G(x(σ), σ)−
∫ σ+η

σ

DG(x(τ), t)

∥∥∥∥∥
+

∥∥∥∥∥G(x(σ), σ + η)−G(x(σ), σ)−
∫ σ+η

σ

DG(x(τ), t)

∥∥∥∥∥ < ηϵ

K
. (6.10)

Além disso, de (6.4), obtemos

V (σ + η, x(σ + η))− V (σ + η, x(σ + η)) ≤ K∥x(σ + η)− x(σ + η)∥ (6.11)

= K

∥∥∥∥∥x(σ + η)− x(σ)−
∫ σ+η

σ

DG(x(τ), t)

∥∥∥∥∥.
Então, por (6.7), (6.10) e (6.11), segue que

V (σ + η, x(σ + η))− V (σ, x(σ)) =

= V (σ + η, x(σ + η))− V (σ + η, x(σ + η)) + V (σ + η, x(σ + η))− V (σ, x(σ))

≤ K

∥∥∥∥∥x(σ + η)− x(σ)−
∫ σ+η

σ

DG(x(τ), t)

∥∥∥∥∥+ ηΦ(x(σ))

≤ K

∥∥∥∥∥x(σ + η)− x(σ)−
∫ σ+η

σ

DG(x(τ), t)

∥∥∥∥∥+K

∥∥∥∥∥
∫ σ+η

σ

D[G(x(τ), t)−G(x(τ), t)]

∥∥∥∥∥+ ηΦ(x(σ))

≤ K

∥∥∥∥∥x(σ + η)− x(σ)−
∫ σ+η

σ

DG(x(τ), t)

∥∥∥∥∥+ ηϵ+ ηM.

Definimos, para cada s ∈ [γ, v],

P (s) = x(s)−
∫ s

γ

DG(x(τ), t).

Então, P é uma função de variação limitada em [γ, v], pois x é de variação limitada. Assim,∥∥∥∥∥x(σ + η)− x(σ)−
∫ σ+η

σ

DG(x(τ), t)

∥∥∥∥∥ = ∥P (σ + η) + P (σ)∥ ≤ V arσ+ησ P

= V arσ+ηγ P + V arσγP.

Obtendo, para todo 0 < η < η2,

V (σ + η, x(σ + η))− V (σ, x(σ)) ≤ K[V arσ+ηγ P + V arσγP ] + ηϵ+ ηM = f(σ + η)− f(σ),
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onde f(t) = K V artγP + ϵt +Mt. É fácil ver que f é uma função de variação limitada em [γ, v] e
contínua à esquerda em (γ, v]. Portanto, pelo Lema ??, obtemos

V (v, x(v)− V (γ, x(γ)) ≤ K V arvγP + ϵ(v − γ) +M(v − γ).

Como ϵ > 0 pode ser tomado arbitrariamente pequeno, obtemos (6.6).

Seja Bρ = {y ∈ X : ∥y∥ ≤ ρ}, ρ > 0. Com certas condições sobre o funcional V , obteremos
resultados sobre a estabilidade variacional da solução trivial da EDOG em (6.1).

Teorema 6.1.1. Seja V : [t0,+∞)×Bρ → R satisfazendo as seguintes condições:

(i) V (t, 0) = 0, t ∈ [t0,+∞);

(ii) V (., x) : [t0,+∞) → R é contínuo à esquerda em (0,+∞), para todo x ∈ Bρ;

(iii) existe uma constante K > 0 tal que

|V (t, z)− V (t, y)| ≤ K∥z − y∥, t ∈ [t0,+∞), z, y ∈ Bρ;

(iv) V é definido positivo, isto é, existe uma função crescente b : R+ → R+ tal que b(0) = 0 e

V (t, x) ≥ b(∥x∥), para (t, x) ∈ [t0,+∞)×Bρ;

(v) para toda solução x : [γ, v] → Bρ de (6.1), com t0 ≤ γ < v < +∞, temos

D+V (t, x(t)) = lim sup
η→0+

V (t+ η, x(t+ η))− V (t, x(t))

η
≤ 0,

isto é, a derivada superior de Dini à esquerda de V é não positiva ao longo de toda solução
x(t) de (6.1).

Então a solução trivial x ≡ 0 de (6.1) é variacionalmente estável.

Demonstração: Seja x : [γ, v] → Bρ, uma função de variação limitada e contínua à esquerda em
(γ, v], com [γ, v] ⊂ [t0,+∞). Pelas condições (ii) e (iii) e pelo Lema 6.1.2, temos

V (s, x(s))− V (γ, x(γ)) ≤ KV arsγ

(
x(α)−

∫ α

γ

DG(x(τ), t)

)
, α ∈ [γ, v]. (6.12)

Além disso, por (i) e (ii), temos V (t, y(t)) ≤ |V (t, y)| ≤ K∥y∥, para todo t ∈ [t0,+∞) e y ∈ Bρ.

De (iv), existe uma função monótona crescente b : R+ → R+ tal que b(0) = 0 e V (t, y) ≥ b(∥y∥),
para todo t ∈ [t0,+∞) e y ∈ Bρ. Dado ϵ > 0, temos que b(ϵ) > 0. Seja δ(ϵ) > 0 tal que
2Kδ(ϵ) < b(ϵ). Suponhamos que

∥x(γ)∥ < δ(ϵ)

e

V artγ

(
x(s)−

∫ s

γ

DG(x(τ), t)

)
< δ(ϵ), t ∈ [γ, v],
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então, a desigualdade (6.12), implica em

V (t, x(t)) ≤ 2Kδ(ϵ) < b(ϵ), t ∈ [γ, v]. (6.13)

Por outro lado, se existisse u ∈ [γ, v], tal que ∥x(u)∥ ≥ ϵ, então

V (u, x(u)) ≥ b(∥x(u)∥ > b(ϵ).

contradizendo (6.13). Portanto, ∥x(t)∥ < ϵ, para todo t ∈ [γ, v], donde segue o resultado.

Teorema 6.1.2. Seja V : [t0,+∞) × Bρ → R, onde Bρ = {y ∈ X : ∥y∥ ≤ ρ}, 0 < ρ < c, satisfaz
as condições (i) e (iii) de Teorema 6.1.1. Além disso, suponhamos que existe uma função contínua
Φ : X → R satisfazendo Φ(0) = 0 e Φ(x) > 0 sempre que x ̸= 0, tal que para toda solução
x : [γ, v] ⊂ [t0, v] → Bρ de (6.1), temos

D+V (t, x(t)) = lim sup
η→0+

V (t+ η, x(t+ η))− V (t, x(t))

η
≤ −Φ(x(t)), t ∈ [γ, v). (6.14)

Então a solução trivial x ≡ 0 de (6.1) é variacionalmente assintoticamente estável.

Demonstração: Como as hipóteses do Teorema 6.1.1 são satisfeitas, a solução trivial x ≡ 0 de (6.1)
é variacionalmente estável. Sendo assim, basta provarmos que a solução trivial x ≡ 0 de (6.1) é
variacionalmente atratora. Da definição de estabilidade variacional, sabemos que:

(I) existe δ0 ∈ (0, ρ) tal que se x : [γ, v] → Bρ for uma função de variação limitada e contínua à
esquerda em (γ, v], com ∥x(γ)∥ < δ0 e

V arvγ

(
x(s)−

∫ s

γ

DG(x(τ), t)

)
< δ0,

então
∥x(t)∥ < ρ, para t ∈ [γ, v];

(II) para todo ϵ > 0, existe δ = δ(ϵ) > 0, δ < ϵ, tal que se x : [γ, v] → Bρ for uma função de
variação limitada e contínua à esquerda em (γ, v], ∥x(γ)∥ < δ e

V arvγ

(
x(s)−

∫ s

γ

DG(x(τ), t)

)
< δ,

então
∥x(t)∥ < ϵ, para t ∈ [γ, v].

Sejam λ(ϵ) = min{δ, δ0} < ϵ, N = sup{−Φ(y) : λ(ϵ) ≤ ∥y∥ ≤ ϵ} < 0 e

T (ϵ) := min

{
v − γ,−Kδ0 + λ(ϵ)

N

}
.
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Suponhamos que x : [γ, v] → Bρ seja uma função de variação limitada e contínua à esquerda em
(γ, v], tal que ∥x(γ)∥ < δ0 e

V arvγ

(
x(s)−

∫ s

γ

DG(x(τ), t)

)
< λ(ϵ) ≤ δ.

Queremos provar que

∥x(t)∥ < ϵ, para todo t ∈ [γ, v] ∩ [γ + T (ϵ),+∞).

Afirmamos que existe t∗ ∈ [γ, γ + T (ϵ)] tal que ∥x(t∗)∥ < λ(ϵ) < δ. Suponhamos, por absurdo, que
∥x(s)∥ ≥ λ(ϵ), para todo s ∈ [γ, γ + T (ϵ)]. Pelo Lema 6.1.2, temos

V (γ + T (ϵ), x(γ + T (ϵ))) ≤ V (γ, x(γ)) +KV arγ+T (ϵ)γ

(
x(s)−

∫ s

γ

DG(x(τ), t)

)
+NT

< K∥x(γ)∥+Kλ(ϵ) +N

(
−Kδ0 + λ(ϵ)

N

)
= K∥x(γ)∥ −Kδ0 < 0,

o que contradiz o fato de V ser positivo definido, ou seja, existe uma função crescente b : R+ → R+

tal que
V (γ + T (ϵ), x(γ + T (ϵ))) ≥ b(∥x(γ + T (ϵ))∥ ≥ b(λ) > 0.

Consequentemente, ∥x(t)∥ < ϵ para todo t ∈ [t∗, v], já que (II) vale para γ = t∗ e v = v. Como
t∗ ∈ [γ, γ+T (ϵ)], segue que ∥x(t)∥ < ϵ, para todo t ∈ [γ, v]∩[γ+T (ϵ),+∞), a prova está finalizada.

6.2 Estabilidade de EDFRIs

Consideremos a EDFRI
ẏ (t) = f(t, yt), t ̸= tk, t ≥ t0,

∆y (t) = Ik (y (t)) , t = tk, k = 0, 1, 2, . . . ,

yt0 = ϕ,

(6.15)

onde t0 ≥ 0 e a função inicial ϕ ∈ PC([−r, 0],Rn) são dados. Assumimos, também, que f :

[t0, t0 + σ]× PC([−r, 0],Rn) → Rn satisfaz as condições do tipo Carathéodory (A), (B) e (C) e os
operadores impulsivos Ik : Rn → Rn, k = 1, 2, ..., satisfazem as condições do tipo Lipschitz (A’),
(B’) presentes no primeiro capítulo. Além disso, vamos supor que

f(t, 0) = 0, para todo t ∈ [t0,+∞)e e Ik(0) = 0, k = 1, 2, . . . .

Então y ≡ 0 é uma solução trivial da EDFRI (6.15) em qualquer intervalo contido em [t0,+∞).
Também consideraremos o conjunto Ec = {ψ ∈ PC([−r, 0],Rn) : ∥ψ∥ < c}, com c > 0.

Através da correspondência entre as EDFRIs e as EDOGs (Teorema 4.2.1 e Teorema 4.2.2) esta-
belecemos resultados sobre estabilidade da solução trivail da EDFRI (6.15) a partir dos resultados de
estabilidade da solução trivial da EDOG (6.1).
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Definição 6.2.1. A solução trivial y ≡ 0 de (6.15) será dita

(i) estável, se para quaisquer t0 ≥ 0, ϵ > 0, existir δ = δ(ε, t0) > 0 tal que se ϕ ∈ Ec e
y : [t0 − r, v] → Rn for uma solução de (6.15) tal que yt0 = ϕ e

∥ϕ∥ < δ,

então
∥yt(t0, ϕ)∥ < ϵ, t ∈ [t0, v];

(ii) uniformemente estável, se o número δ no item (i) for independente de t0;

(iii) uniformemente assintoticamente estável, se existir δ0 > 0 e, para todo ϵ > 0, existir T =

T (ϵ) ≥ 0 tal que se ϕ ∈ Ec e y : [t0 − r, v] → Rn for solução de (6.15) em [t0, v] satisfazendo
a condição inicial yt0 = ϕ e

∥ϕ∥ < δ0,

então
∥yt(t0, ϕ)∥ < ϵ, t ∈ [t0, v] ∩ [t0 + T,+∞).

Aplicaremos os Teoremas 4.2.1, 6.1.1 e o 6.1.2 a fim de obter resultados sobre estabilidade para
a solução trivial de (6.15). Através de um funcional U para a EDFRI (6.15) construíremos um outro
funcional V para a EDOG em (6.1). Esta construção mantém as propriedadades fundamentais do
funcional U e nos auxilia na obtenção dos critérios de estabilidade.

Sejam t ≥ t0 e ψ ∈ PC([−r, 0],Rn). Consideremos y(t, ψ) a solucão da EDFRI (6.15) com a
condição inicial yt = ψ e xϕ(t) solução da EDOG correspondente dada por (4.12) com a condição
inicial

x̃(τ) =

{
ψ(τ − t), t− r ≤ τ ≤ t,

ψ(0), τ ≥ t,
(6.16)

Da Observação 4.2.2, a aplicação biunívoca

(t, xϕ(t)) → (t, yt(t, ϕ)),

onde, para cada t ≥ t0 e ϕ ∈ PC([−r, 0],Rn), segue que yt(t, ϕ) = (xϕ(t))t = ϕ.

Então, para cada funcional U : [t0,+∞)× PC([−r, 0],Rn) → R, podemos definir um funcional
V : [t0,+∞)× PC([−r,+∞),Rn) → R, pondo

V (t, xϕ(t)) = U(t, yt(t, ϕ)). (6.17)

Portanto, para t ≥ t0, temos

D+U(t, ϕ) = lim sup
η→0+

V (t+ η, xϕ(t+ η))− V (t, xϕ(t))

η
= D+V (t, xϕ(t)). (6.18)
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Observação 6.2.1. Temos ∥yt(t, ϕ)∥ = ∥xϕ(t)∥, para todo t ≥ t0.

De fato, pelo Teorema 4.2.1, obtemos

∥yt(t, ϕ)∥ = sup
θ∈[−r,0]

|y(t+ θ)| = sup
τ∈[t−r,t]

|y(τ)| = sup
τ∈[t−r,t]

|xϕ(t)(τ)| (6.19)

= sup
τ∈[t−r,+∞]

|xϕ(t)(τ)| = ∥xϕ(t)∥.

No lema seguinte, vemos que certas propriedades para um funcionalU : [t0,+∞)×PC([−r, 0],Rn) →
R podem ser transmitidas para o outro funcional definido por (6.17).

Lema 6.2.1. SejaU : [t0,+∞)×PC([−r, 0],Rn) → R. Assumimos que V : [t0,+∞)×PC([−r,+∞),Rn) →
R é definido por (6.17). Então as seguintes condições valem:

(a) se U(t, 0) = 0, então V (t, 0) = 0, para todo t ∈ [t0,+∞);

(b) seU(., ψ) : [t0,+∞) → R é contínuo à esquerda em (t0,+∞), para todo ψ ∈ PC([−r, 0],Rn),
então V (., z) : [t0,+∞) → R é contínuo à esquerda em (t0,+∞), para todo z ∈ PC([t0 −
r,+∞],Rn);

(c) se existe uma constante K > 0 tal que

|U(t, ϕ)− U(t, ψ)| ≤ K∥ϕ− ψ∥, t ∈ [t0,+∞), ϕ, ψ ∈ Eρ,

então
|V (t, z)− V (t, y)| ≤ K∥z − y∥, t ∈ [t0,+∞), z, y ∈ Bρ;

(d) se U for definido positivo, então V também será definido positivo;

(e) se D+U(t, ϕ) ≤ 0, para todo ϕ ∈ PC([−r, 0],Rn) e t ≥ t0, então D+V (t, z) ≤ 0, para todo
z ∈ PC([t0 − r,+∞],Rn) e t ≥ t0.

Demonstração: O itens (b) e (d) seguem diretamente da definição do funcional V . Agora vamos
provar o item (a). Dados t ≥ t0 e ψ, ψ ∈ Eρ, sejam y, y, ŷ : [t − r,+∞) → Rn soluções da EDFRI
(6.15) tal que yt = ψ, yt = ψ e ŷt = 0. Suponhamos que x, x, x̂ são soluções em [t,+∞) da EDOG
(6.1) dadas pelo Teorema 4.2.1 correspondentes à y,y e ŷ, respectivamente. Então, (x(t))t = yt = ψ,
(x(t))t = yt = ψ e (x̂(t))t = ŷt = 0. Pela Observação 6.2.1, xψ(t), xψ(t) ∈ Bρ. Então,

0 = U(t, 0) = U(t, ŷt(t, 0)) = V (t, x̂(t)) = V (t, 0),

sempre que x̂(t)(τ) = 0, para τ ≥ t0.

Além disso, para a prova do item (c), notemos que

|V (t, xψ(t))− V (t, xψ(t))| = |U(t, yt(t, ψ))− U(t, yt(t, ψ))| = |U(t, ψ)− U(t, ψ)|.

Então, pela Observação 6.2.1, obtemos

|V (t, xψ(t))− V (t, xψ(t))| ≤ K∥ψ − ψ∥ = K∥xψ(t)− xψ(t)∥. (6.20)
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Claramente, dados t ≥ t0 e z, z ∈ Bρ, existem soluções x e x da EDOG (6.1) e ψ, ψ ∈
PC([−r, 0],Rn) tais que z = xψ(t), (xψ(t))t = yt(t, ψ), z = xψ(t) e (xψ(t))t = yt(t, ψ). Como

∥ψ∥ = ∥yt(t, ψ)∥ = ∥xψ(t)∥ = ∥z∥ ≤ ρ

e
∥ψ∥ = ∥yt(t, ψ)∥ = ∥xψ(t)∥ = ∥z∥ ≤ ρ,

de (6.20), temos
|V (t, z)− V (t, z)| ≤ K∥z − z∥.

Dados t ≥ t0 e z ∈ Bρ, existem uma solução x da EDOG (6.1) e ψ ∈ PC([−r, 0],Rn) tais
que z = xψ(t), (xψ(t))t = yt(t, ψ), onde y é a solução da EDFRI (6.15) correspondente a x. Por
hipótese, existe uma função crescente b : R+ → R+ tal que b(0) = 0 e U(t, ψ) ≥ b(∥ψ∥), para todo
ψ ∈ PC([−r, 0],Rn) e t ≥ t0. Logo, obtemos

V (t, z) = V (t, xψ(t)) = U(t, yt(t, ψ)) ≥ b(∥ψ∥) = b(∥z∥),

pois
∥ψ∥ = ∥yt(t, ψ)∥ = ∥xψ(t)∥ = ∥z∥ ≤ ρ,

provando o item (d).

Observação 6.2.2. Seja ν ∈ [t0,+∞) dado. Para cada z ∈ PC([t0, ν],Rn), podemos definir

ẑ (t) =

{
z (t) , t0 ≤ t ≤ ν,

z(v), τ ≥ ν.
(6.21)

É fácil ver que ẑ ∈ PC([t0,+∞),Rn). Assim, para o funcional V definido por (6.17), vamos consi-
derar o funcional Vν : [t0,+∞)× PC([t0, ν],Rn) → R, dado por

Vν(t, z) = V (t, ẑ).

No Lema 6.2.1, podemos substituir Vν por V .

Teorema 6.2.1. Suponhamos U : [t0,+∞)× Eρ → R, onde Eρ = {y ∈ PC([−r, 0],Rn); ∥y∥ ≤ ρ}
satisfaz as seguintes condições:

(i) U(t, 0) = 0, t ∈ [t0,+∞);

(ii) U(., ψ) : [t0,+∞) → R é contínuo à esquerda em (t0,+∞), para todo ψ ∈ PC([−r, 0],Rn);

(iii) existe K > 0 tal que

|U(t, ψ)− U(t, ψ)| ≤ K∥ψ − ψ∥, t ∈ [t0,+∞), ψ, ψ ∈ Eρ;

(iv) U é definido positivo;
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(v) D+U(t, ψ) ≤ 0, para cada t ≥ t0 e ψ ∈ Eρ.

Então a solução trivial y ≡ 0 de (6.15) é uniformemente estável.

Demonstração: Sejam ϕ ∈ PC([−r, 0],Rn) e y : [t0 − r, v] → Rn uma solução da EDFRI (6.15) tal
que yt0 = ϕ. Consideremos o funcional V̂v : [t0,+∞) × PC([t0, v],Rn) → R, dado na Observação
6.2.2. Aplicando (i) à (v) do Lema 6.2.1 ao funcional Vv, pelo Teorema 6.1.1, obtemos que a solução
trivial x ≡ 0 da EDOG (4.12), assumindo valores em PC([t0, v],Rn), é variacionalmente estável.
Logo, para todo ϵ > 0, existe δ = δ(ϵ) > 0, tal que se x : [γ, ν] → O, onde O é um aberto de
PC([t0, v],Rn) e t0 ≤ γ ≤ ν ≤ v, for uma função de variação limitada em [γ, ν] e contínua à
esquerda em (γ, ν] tal que

∥x(γ)∥ ≤ δ e Varνγ

(
x(s)−

∫ s

γ

DG(x(τ), t)

)
< δ,

então
∥x(t)∥ < ε, t ∈ [γ, ν].

Suponhamos que ∥ϕ∥ < δ, queremos provar que

∥yt(t0, ϕ)∥ < ϵ, para t ∈ [t0, v]

Assim, para cada t ∈ [t0, v], definimos

x(t)(τ) =

{
y (τ) , t0 − r ≤ τ ≤ t,

y(t), t ≤ τ ≤ v.
(6.22)

Pelo Teorema 4.2.1, a função x : [t0, v] → PC([t0 − r, v],Rn) é uma solução da EDOG em (4.12)
com condição inicial x(t0) = x̃, donde

x̃(τ) =

{
ϕ (τ − t0) , t0 − r ≤ τ ≤ t0,

ϕ(0), t0 ≤ τ ≤ v.
(6.23)

Além disso, x é contínua à esquerda em (t0, v] e de variação limitada em [t0, v]. Logo,

∥x̃∥ = sup
τ∈[t0−r,v]

|x̃(τ)| = sup
ϑ∈[−r,0]

|ϕ(ϑ)| = ∥ϕ∥ < δ (6.24)

e

Varνγ

(
x(s)−

∫ s

γ

DG(x(τ), t)

)
= 0 < δ. (6.25)

Consequentemente, ∥x(t)∥ < ε, t ∈ [t0, v]. Portanto, para qualquer t ∈ [t0, v], temos

∥yt(t0, ϕ)∥ = sup
θ∈[−r,0]

|y(t+ θ)| ≤ sup
τ∈[t0−r,v]

|y(τ)| (6.26)

= sup
τ∈[t0−r,v]

|x(v)(τ)| = ∥x(v)∥ < ϵ.
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Teorema 6.2.2. Suponhamos que U : [t0,+∞) × Eρ → R satisfaz as condições (i) até (iv) do
Teorema 6.2.1. Além disso, suponhamos que exista uma função contínua Λ : R+ → R+ tal que
Λ(0) = 0 e Λ(x) > 0, sempre que x ̸= 0, de forma que, para todo ψ ∈ Eρ,

D+U(t, ψ) ≤ −Λ(∥ψ∥), t ≥ t0. (6.27)

Então a solução trivial y ≡ 0 de (6.15) é uniformemente assintoticamente estável.

Demonstração: Sejam ϕ ∈ PC([−r, 0],Rn) e y : [t0− r, v] → Rn uma solução da EDFRI em (6.15)
tal que yt0 = ϕ.

Consideremos o funcional Vv : [t0,+∞)×Bρ → R, ondeBρ ⊂ PC([t0, v],Rn) → R. Definimos
Φ : Bρ → R por Φ(z) = Λ(∥z∥), para z ∈ Bρ. Então, Φ é contínua, Φ(0) = 0 e Φ(z) > 0, sempre
que z ̸= 0.

Seja x : [t, v] → Bρ uma solução de (6.1) tal que (x(t))t = ψ, onde t ∈ [t0, v] e ψ ∈ Eρ, e
suponha que y : [t − r, v] → Rn é uma solução de (6.15) dada pelo Teorema 4.2.2 com a condição
inicial yt = ψ. Pela Observação 6.2.1 e por (6.27), temos ∥yt∥ = ∥xψ(t)∥ e

lim sup
η→0+

Vv(t+ η, xψ(t+ η))− Vv(t, xψ(t))

η
= lim sup

η→0+

V (t+ η, xψ(t+ η))− V (t, xψ(t))

η

= D+U(t, yt(t, ψ)) = D+U(t, ψ) ≤ −Λ(∥ψ∥) = −Λ(∥yt∥),

para todo t ∈ [t0,+∞). Portanto,

lim sup
η→0+

Vv(t+ η, xψ(t+ η))− Vv(t, xψ(t))

η
≤ −Λ(∥yt∥) = −Λ(∥xψ(t)∥) = −Φ(xψ(t)).

As hipóteses do Teorema 6.1.2 estão satisfeitas. Logo, x ≡ 0 é variacionalmente assintoticamente
estável em [t0, v], ou seja, existe δ0 > 0 e, para todo ϵ > 0, existem T = T (ε) ≥ 0 e ρ = ρ(ε) > 0

tais que se x : [γ, ν] → Bc, t0 ≤ γ < ν ≤ v, for uma função de variação limitada [γ, ν] e contínua à
esquerda em (γ, ν] tal que

∥x(γ)∥ < δ0 (6.28)

e

varvγ

(
x(s)−

∫ s

γ

DG(x(τ), t)

)
< ρ, (6.29)

então
∥x(t)∥ < ϵ, t ∈ [γ, ν] ∩ [γ + T, v]. (6.30)

Supondo que ∥ϕ∥ < δ, queremos mostrar que

∥yt(t0, ϕ)∥ < ϵ, t ∈ [t0 + T, v]. (6.31)

Isto segue como na prova do Teorema 6.2.1. De ∥ϕ∥ < δ, obtemos ∥x̃∥ < δ e

Varνγ

(
x(s)−

∫ s

γ

DG(x(τ), t)

)
= 0 < ρ, (6.32)
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implicando em (6.30).

Finalmente vale (6.31), uma vez que, para todo t ∈ [t0 + T, v], temos

∥yt(t0, ϕ)∥ = sup
θ∈[−r,0]

|y(t+ θ)| ≤ sup
τ∈[t0−r,v]

|y(τ)|

= sup
τ∈[t0−r,v]

|x(v)(τ)| = ∥x(v)∥ < ϵ.

6.3 Exemplo

Destinamos esta seção para ilustrar a teoria abortada neste capítulo. Investigamos a estabilidade
em um modelo de viscoelasticidade unidimensional com impulsos em instantes pré-fixado, para mais
detalhes veja [9].

Consideremos o sistema impusivo{
y′(t) = −

∫ t
t−r[p(t− s)g(y(s))]ds− α(t)β(y(t)), t ̸= tk, t ≥ 0,

∆y (t) = Ik(y(t)), t = tk, k = 1, 2, . . . ,
(6.33)

com a condição inicial
y0 = ϕ, (6.34)

onde r > 0, ϕ ∈ PC([−r, 0],R). Assumimos que existem B1, B2,K constantes positivas tais que:
p : R → R+ é uma função Henstock-Kurzweil integrável com p(u) ≤ B1, sempre que u ∈ R; a
função α : R → R é não-negativa com α(u) ≤ B2, sempre que u ∈ R e β : R → R uma função
Henstock-Kurzweil tal que β(0) = 0 e xβ(x) > 0 sempre que x ̸= 0. Além disso, g : R → R é
função Lipschitziana com constante K, g(0) = 0 e xg(x) > 0 sempre que x ̸= 0.

Assumimos, também, que as condições são satisfeitas:

(A1) existem funções localmente Lebesgue integráveis m1,m2 : R → R tal que, para todo z ∈
PC(R,R) and s1, s2 ∈ R, ∣∣∣∣∫ s2

s1

β(z(s))ds

∣∣∣∣ ≤ ∫ s2

s1

m1(s)ds

e ∣∣∣∣∫ s2

s1

g(z(s))ds

∣∣∣∣ ≤ ∫ s2

s1

m2(s)ds;

(A2) existe uma função localmente Lebesgue integrável ℓ : R → R tal que, para todo z, w ∈
PC(R,R) e s1, s2 ∈ R,∣∣∣∣∫ s2

s1

[β(w(s))− β(z(s))]ds

∣∣∣∣ ≤ ∫ s2

s1

ℓ(s)|w(s)− z(s)|ds;
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(A3) se z ∈ PC(R,R), então z(t)
∫ t

t−r
g(z(s))ds > 0, sempre que t ≥ 0.

Os operadores impulsivos Ik, k = 1, 2, . . . satisfazem:

(B1) Ik(0) = 0, para todo k = 1, 2, . . .;

(B2) existe K1 > 0 tal que, para k = 1, 2, . . . e x, y ∈ R,

|Ik(x)| ≤ K1;

(B3) existe uma constante 0 < K2 < 1 tal que, para todo x, y ∈ R e k = 1, 2, . . .,

|Ik(x)− Ik(y)| ≤ K2|x− y|;

(B4) xIk(x) < 0, para todo x ̸= 0.

Se z, w ∈ PC(R,R), então as composições β ◦z, β◦w e g◦z são Henstock-Kurzweil integráveis,
desde que β, z e w sejam Henstock-Kurzweil integráveis.

Primeiramente, vamos garantir a existência local de solução para o sistema impulsivo (6.33), ou
seja, resta verificarmos se vale as condições do tipo Carthéodory (A), (B) e (C), apresentadas no
segundo capítulo.

Seja f : G−([−r,+∞),R)× [0,+∞) → R definida por

f(φ, t) = −
∫ t

t−r
p(t− s)g(φ(0))ds− α(t)β(φ(0)).

A condição (A) é imediata, mostraremos que f satisfaz as condições (B) e (C), presentes no
segundo capítulo.

Dados y ∈ PC1 e u1, u2 ∈ [0,+∞), u1 ≤ u2, temos∣∣∣∣∫ u2

u1

f(ys, s)ds

∣∣∣∣ = ∣∣∣∣∫ u2

u1

[∫ s

s−r
p(s− u)g(yu(0))du+ α(s)β(ys(0))

]
ds

∣∣∣∣ ≤
≤
∣∣∣∣∫ u2

u1

(∫ s

s−r
p(s− u)g(y(u))du

)
ds

∣∣∣∣+ ∣∣∣∣∫ u2

u1

α(s)β(y(s))ds

∣∣∣∣ ≤
≤ B1

∫ u2

u1

∣∣∣∣∫ s

s−r
g(y(u))du

∣∣∣∣ ds+B2

∣∣∣∣∫ u2

u1

β(y(s))ds

∣∣∣∣ ≤
≤ B1

∫ u2

u1

(∫ s

s−r
m2(u)du

)
ds+B2

∫ u2

u1

m1(s)ds ≤
∫ u2

u1

M(s)ds.

Logo, (B) vale para M(s) = B1

(∫ s
s−rm2(u)du

)
+B2m1(s).
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Dados x, y ∈ G1 e u1, u2 ∈ [0,+∞), u1 ≤ u2, temos∣∣∣∣∫ u2

u1

f(xs, s)− f(ys, s)ds

∣∣∣∣ =
=

∣∣∣∣∫ u2

u1

(
−
∫ s

s−r
p(s− u)(g(x(u))− g(y(u)))du

)
− α(s)[β(x(s))− β(y(s))]ds

∣∣∣∣ ≤
≤
∣∣∣∣∫ u2

u1

(∫ s

s−r
|p(s− u)|K|x(u)− y(u)|du

)
ds

∣∣∣∣+ ∣∣∣∣∫ u2

u1

B2|β(x(s))− β(y(s))|ds
∣∣∣∣ ≤

=

∫ u2

u1

(∫ 0

r

|p(τ)|K|x(s− τ)− y(s− τ)|dτ
)
ds+

∫ u2

u1

B2ℓ(s)|x(s)− y(s)|ds ≤

≤
∫ u2

u1

K∥xs − ys∥
(∫ r

0

|p(τ)|dτ
)
ds+B2

∫ u2

u1

ℓ(s)∥xs − ys∥ds ≤

≤
∫ u2

u1

(B2ℓ(s) +B1Kr)∥xs − ys∥ds =
∫ u2

u1

L(s)∥xs − ys∥ds,

onde L(s) = (B2ℓ(s) +B1Kr) e K é a constante de Lipchtiz da função g. Logo, f satisfaz (C).

Visto que, pelo Teorema 2.3.1, existe uma solução local de (6.33), queremos aplicar a teoria
desenvolvida neste capítulo, para investigarmos a estabilidade da solução trivial deste problema.

Definimos uma função auxiliar W : R → R, onde W (s) = |s|. Afirmamos que D+W (y(t)) ≤ 0,
para todo t ≥ 0, sempre que y for uma solução de (6.33) em um intervalo compacto I ⊂ [0,+∞).
De fato, vamos considerar dois casos: quando t ̸= tk e t = tk, para k = 1, 2, . . ..

Primeiramente, suponhamos que t ̸= tk, k = 1, 2, . . .. Então,

(i) se y(t) ≥ 0,

D+W (y(t)) = W ′(y(t))y′(t) = y′(t) = −
∫ t
t−r p(t− s)g(y(s))ds− α(t)β(y(t)) ≤ 0,

uma vez que p, g ◦ y e α são não-negativas, xβ(x) > 0, para x ̸= 0, e h(0) = 0;

(ii) se y(t) < 0,

D+W (y(t)) = W ′(y(t))y′(t) = −y′(t) =
∫ t
t−r[p(t− s)g(y(s))]ds+ α(t)β(y(t)) ≤ 0,

uma vez que p e α são não-negativas, g(y(s)) ≤ 0, com s ∈ I , xβ(x) > 0, para x ̸= 0, e h(0) = 0.
Agora, suponhamos que t = tk, k = 1, 2, . . .. Então,

(i’) se y(tik) > 0, usando (B1), (B3) e (B4), obtemos

0 < (1−K2)y(t
i
k) ≤ Ik(y(t

i
k)) + y(tik) ≤ y(tik),

ou seja,
W (Ik(y(t

i
k)) + y(tik)) ≤ W (y(tik));
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(ii’) se y(tik) < 0, temos

y(tik) < Ik(y(t
i
k)) + y(tik) ≤ (1−K2)y(t

i
k) < 0,

isto é,
W (Ik(y(t

i
k)) + y(tik)) ≤ W (y(tik)).

Como W (y(tik+)) ≤ W (y(tik)), em ambos os casos, pela continuidade de W , dado η > 0 suficiente-
mente pequeno, segue que

W (y(tik + η)) ≤ W (y(tik)).

Portanto, para t = tk, obtemos

D+W (y(t)) = lim sup
η→0+

W (y(t+ η))−W (y(t))

η
≤ 0.

Concluindo, então,
D+W (y(t)) ≤ 0, para todo t ≥ 0. (6.35)

Defina U : [0,+∞)× PC([−r, 0],R) → R+, pondo

U(t, ψ) = sup
−r≤θ≤0

W (ψ(θ)) = sup
−r≤θ≤0

|ψ(θ)| = ∥ψ∥.

Finalmente, o próximo passo é mostrar que U satisfaz as hipóteses do Teorema 6.2.1.

(a) Claramente, U(t, 0) = 0, para t ≥ 0;

(b) Sejam ψ, φ ∈ Bρ = {Ψ ∈ PC([−r, 0],R) : ∥Ψ∥ < ρ}. Então

|U(t, ψ)− U(t, φ)| = |∥ψ∥ − ∥ϕ∥| ≤ ∥ψ − φ∥,

para todo t ≥ 0;

(c) Dados t ≥ 0 e ψ ∈ PC([−r, 0],R), temos

U(t, ψ) = ∥ψ∥ = b(∥ψ∥),

onde b(s) = s;

(d) Dados t ≥ 0, e ψ ∈ PC([−r, 0],R), seja y uma solução de (6.33) definida [t− r, v], v > t, com
a condição inicial yt = ψ, assim

U(t, ψ) = U(t, yt) = sup
−r≤θ≤0

W (yt(θ)) = W (yt(θ0)).

Queremos mostrar que D+U(t, yt) ≤ 0, para todo t ≥ 0. Precisamos considerar quando θ0 = 0

e o caso contrário. Se θ0 = 0, de (6.35), temos

D+U(t, yt) = D+W (y(t)) ≤ 0.
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Agora, consideremos quando −r ≤ θ0 < 0. Como sup
−r≤θ≤0

W (yt(θ)) = W (yt(θ0)), para η > 0

suficientemente pequeno, temos

sup
−r≤θ≤0

W (yt+η(θ)) = sup
−r≤θ≤0

W (yt(θ)).

Implicando em

D+U(t, yt) = lim sup
η→0+

sup
−r≤θ≤0

W (yt+η(θ))− sup
−r≤θ≤0

W (yt(θ))

η
= 0.

Portanto, pelo Teorema 6.2.1, a solução trivial de (6.33) é uniformemente estável.

Exemplo 6.3.1. Considere o sistema impulsivo{
y′(t) = −

∫ t
t−r y(s)ds− β(y(t)), t ̸= tk, t ≥ 0,

∆y (t) = Ik(y(t)), t = tk, k = 1, 2, . . . ,
(6.36)

Sendo Ik(x) = k
k+1

arctg(x), k = 1, 2, . . ., e

β (x) =


2−z, 0 < z < x ≤ z + 1;

0, x = 0;

−2z, z < x ≤ z + 1 < 0;

(6.37)

Claramente, esse sistema é um caso particular do modelo (6.33). Portanto a solução trivial de (6.36)
é uniformemente estável.

Observação 6.3.1. Se a função β ≡ 0 em (6.33), o sistema impulsivo (6.33)-(6.34) modela um reator
nuclear de circulação de combustível.





CAPÍTULO

7
Conclusão

O enfoque principal desta dissertação é o estudo das EDFRIs com impulsos em tempos pré-
fixados. O interesse nestas equações tem crescido e produzido muitas publicações, podemos citar
[7, 15, 16, 17], entre outros. Pelo papel relevante tanto na própria matemática como nas diversas
áreas em que apresentam aplicações. Nesta dissertaçao, primeiramente, apresentamos as EDFRIs
com impulsos em tempos pré-fixados, garantindo a boa colocação do problema. Em seguida, intro-
duzimos a teoria das EDOGs. Descrevemos os resultados sobre a teoria qualitativa de uma classe de
EDFRIs via EDOGs. Neste contexto, houve a necessidade de estudarmos a integral no sentido de
Kurzweil e, consequentemente, desenvolver a teoria quantitativa para uma certa classe de EDOGs,
como em [35].

Reproduzimos o teorema da correspondência entre uma classe de EDOGs e outra de EDFRIs,
proveniente de [10]. De posse desse resultado, estudamos a dependência contínua e a estabilidade
da solução travial da EDOG para transferir tais resultados para as EDFRIs, visto que isto facilita
a manipulação dos impulsos, uma vez que eles ficam "embutidos" nas EDOGs, e as hipóteses do
problema se tornarão mais gerais (veja [12]).

Recentemente, os artigos [2, 3, 4] e [5] consideraram as EDFRIs em tempo variável, nos quais
não conhecemos de antemão os instantes de impulso, pois os mesmos dependem também da solução.
Estes trabalhos generalizam os resultados de nossa dissertação, mas isto não diminui sua relevância,
já que o nosso propósito era estudar as EDOGs e manipular resultados quantitativos e qualitativos
para EDFRIs através do teorema da correspondência.
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