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Resumo

O objetivo deste trabalho € investigar resultados fundamentais e algumas
propriedades qualitativas de solu¢des de Equagdes Diferenciais Funcionais com
Retardo e Impulsos (EDFRIs) em tempos pré-fixados através da teoria e Equacdes
Diferenciais Ordindrias Generalizadas (EDOGs). Nossos principais resultados
sdo sobre a dependéncia continua com respeito aos dados iniciais e a estabili-
dade de solugdes para uma certa classe de EDFRIs em tempos pré-fixados. A
fim de obtermos tais resultados, estudamos a correspondéncia biunivoca entre
EDFRIs e uma determinada classe de EDOGs.

Palavras-chave: Equacdes Diferenciais Impulsivas. Equagdes Diferenciais
Funcionais. Equagdes Diferenciais Ordinérias Generalizadas.






Abstract

The purpose of this work is to investigate fundamental results and some
qualitive properties of solutions of Retarded Functional Differential Equations
with pre-assigned moments of impulsive effects (IRFDEs) using the theory
of Generalized Ordinary Differential Equations (GODEs). Our main results
concern continuous dependence on parameteres, uniform stability and uniform
asymptotic stability of the solutions of a certain classs of IRFDEs. In order of
obtain such results, we study the equivalence between IRFDEs and certain class
of GODEs.

Keywords: Impulsive Differential Equations. Functional Differential Equa-
tions. Generalized Ordinary Differential Equations
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Introducao

A teoria das Equagdes Diferenciais Funcionais com Retardamento (EDFRs) € um ramo das Equa-
¢oes Diferenciais Funcionais. Uma das razdes do nosso interesse em EDFRs € por elas se constituirem
de exemplos em sistemas dindmicos de dimensao infinita, apresentando dindmica complexa.

Do ponto de vista das aplicagdes, o interesse em EDFRs surge em muitos sistemas fisicos, bio-
l6gicos, quimicos, entre outros, os quais envolvem mecanismos que sao governados pelo principio de
causalidade, ou seja, as causas do estado presente do sistema se distribuem ao longo de uma histéria
passada, incorporadas em retardos. Isto pode ser notado na regulagem de funcdes fisiologicas: o
tempo requerido para uma célula amadurecer; o tempo para um impulso nervoso viajar ao longo de
um axdnio e cruzar a sinapse; o tempo para que os hormodnios viajem de seus lugares de producgdo para
os 6rgdos a que sdo destinados por difusdo e/ou passagem através da circulacdo; tempo de gestacdo ou
incubacao, etc. H4 aplica¢des também em sistemas na teoria de controle, sujeitos aos atrasos causados
pelo tempo de processamento, ou por atrasos na localizacdo, onde hd possiveis discrepancias entre
a posicdo esperada de um objeto obtida através de radar, sensores, satélite etc., e a posi¢cdo real;
transmissdo e comunicacdo, devido ao atraso na linha de comunicacio e seus possiveis efeitos em
mecanismos que dependam de forma vital da estabilidade da comunicag¢do; transporte de substancias,
Ccomo em motores ou reatores, assim como outros sistemas fisicos ou quimicos.

Paralelamente ao estudo das EDFRs, estamos interessados nos efeitos impulsivos sobre a dinamica
de diversos modelos. Os impulsos representam variagdes do estado em lapsos de tempo tdo pe-
quenos que podem ser considerados instantaneos. Estas varia¢des correspondem as descontinuidades
de primeira espécie das solucdes ou de suas derivadas. Problemas que envolvem impulsos apresentam
grande semelhanga com problemas de controle.

Na investigacdo de propriedades de solucdes de Equacdes Diferenciais Funcionais com retarda-
mento e sujeitas a acdo impulsiva (EDFRIs), as técnicas classicas aplicadas em equacdes sem impul-
sos devem ser adaptadas a afim de levar-se em consideragdo os efeitos impulsivos.

Voltaremos nossa aten¢do as EDFRIs, onde os impulsos sdo considerados em tempos pré-fixados,
isto é, os instantes de impulsos s@o conhecidos de antemao, e cujas aplicacdes se ddo, especialmente,
nas areas farmacocinética, tecnologia quimica, medicina, entre outras. Isto posto, devido a estas
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propriedades das EDFRIs, consideramos muito importante o desenvolvimento de tal teoria e suas
aplicacoes.

Neste trabalho, para investigarmos as propriedades das EDFRIs, estudamos a teoria das Equacdes
Diferenciais Ordinérias Generalizadas (EDOGs). A teoria de EDOGs desenvolvida por S. Schwabik
em [35] foi adaptada para funcdes que assumem valores em um espaco de Banach. Utilizamos a
correspondéncia biunivoca que existe entre certa classe de EDFRIs e uma classe de EDOGs para o
estudo dependéncia continua e estabilidade. Para isto, utilizamos os resultados de M. Federson e S.
Schwabik descritos em [10] e [12].

Desenvolvemos este trabalho de forma que o leitor possa ler esta dissertagdo, com poucas in-
cursdes para literaturas adicionais. Apresentaremos as teorias basicas de EDFRIs e de EDOGs, os
pilares do nosso trabalho.

No primeiro capitulo, trazemos uma breve descricio do ambiente, ou seja, dos espacos e suas
peculiaridades. Fazemos, também, uma breve abordagem da teoria das EDFRs, trazendo defini¢des
basicas e resultados essenciais para este trabalho.

No capitulo seguinte, apresentamos a no¢ao de sistema impulsivo e descrevemos uma classe de
EDFRIs para a qual estabelecemos a existéncia e unicidade de solu¢des das EDFRIs.

No terceiro capitulo, faremos um estudo minucioso sobre a integracdo de Kurzweil, revelando
aspectos que deixam evidente a importancia desta teoria de integrac@o e as suas vantagens com res-
peito as outras integrais. Destacamos, principalmente, os Teoremas de Convergéncia. Na sequéncia
abordamos a teoria das EDOGs, garantindo a existéncia e unicidade de solugdes para certa classe de
EDOGs, como base em [35].

O quarto capitulo possui extrema importancia, pois tratard da correspondéncia biunivoca que entre
uma classe de EDFRIs e uma de EDOGs, tendo como referéncia [10].

No préximo capitulo, estudamos a dependéncia continua com respeito aos dados iniciais para as
EDOGs e a transportamos através desta correspondéncia para as EDFRIs, obtida em [10]. No dltimo
capitulo, a correspondéncia das equacdes, permitiu que aborddssemos a estabilidade de solugdes para
EDOGs e, assim, transferir os resultados para as EDFRIs. Tendo como base [5] e, principalmente,
[12].
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Preliminares

Neste capitulo, para facilitar o desenvolvimento deste trabalho, fixamos notagdes, defini¢des e re-
sultados basicos. Fazemos uma breve descricao sobre as Equa¢des Diferencias Funcionais Retardadas
(EDFRs). As principais referéncias sao [13, 20, 21, 23] e [33].

1.1 Notacoes e resultados basicos

Salvo meng¢do implicita ao contrério, as seguintes convengdes e notacdes serao usadas ao longo
deste trabalho. Os simbolos R, R™ e N denotardo o conjunto dos nimeros reais, dos nimeros reais
ndo-negativos e dos nimeros inteiros nao-negativos, respectivamente. Quando niao houver ambigui-
dade, denotaremos o espaco de Banach sobre o corpo R por X e sua norma por ||.||.

Sejam a, b ndmeros reais distintos e D C X. Dada uma fung¢fo 1) : [a, b] — D, usamos a nota¢do
Y(th) = lim Y(s) e (t”) = lim 9(s) para indicarmos os limites laterais a direita e & esquerda de
s—t s—t—

1) em t, respectivamente, quando existirem.

Neste trabalho, utilizamos frequentemente certos espacos vetoriais. A fim de conhecé-los melhor,
precisamos de algumas defini¢des.

Definicio 1.1.1. Dizemos que v : [a,b] — D é uma fung@o regrada, se existem os limites laterais a
direita e a esquerda de t em [a,b) e (a, b|, respectivamente.

O espago formado pelas fungdes regradas de [a, b] em D é denotado por G([a, b], D).

13
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Denotamos por PC([a, b], D) o espago formado pelas fungdes v : [a, b] — D regradas e continuas
a esquerda em (a, b]. Por PC([a, o0), D) denotamos o espago das fungdes ¢ : [a,00) — D tais que,
para todo ¢ > a, a restri¢do 1|, q € PC([a,c], D).

O espago PC([a, b], D) munido da norma do supremo || - ||, donde
lellee = sup [[@(O)]l, ¢ € PC(la, 0], D),
a<6<b

¢ um espaco de Banach. Quando ndo houver ambiguidade com respeito a norma, simplesmente,
usamos || - ||. Em PC([a,00), D) consideramos a topologia da convergéncia uniforme localmente,
isto é, em cada subconjunto compacto de [a, ).

Definicao 1.1.2. Seja f : [a,b] — D uma fungdo. A variagdo de f em [a,b] € dada pelo valor

Varl f = sup{ Z 1f(s:) = f(sic1)];a =50 < 81 < ... < Sp=Db,m € N}.
i=1

Dizemos que f é de variacdo limitada em [a, ), se existir alguma constante C' > 0 tal que Var’ f <

C.

Denotamos por BV ([a, b], D) o espago formado pelas fungdes ¢ : [a, b] — D de varia¢do limitada
em [a, b]. Considemos nesse espago a norma ||.|| gy, dada por

Ifllsv = I f(a)ll + Vargf, para f € BV([a,b], D).
O espaco BV ([a, b], D) munido da norma ||.|| gy € um espago de Banach (veja [8]).

Defini¢do 1.1.3. Dizemos que ¢ : [a,b] — X ¢ uma fungdo escada finita, se existe uma parti¢do
a=35) < s <..<sg=bdelab| tal que ¢(s) = ¢, para s € (s;_1,5;), onde c; € X, para
j=12 .k

Definicio 1.1.4. Seja I um subintervalo de [a,b]. A fungdo caracteristica de I é definida por

1, tel,
xaiM=93¢  ter

Definicdo 1.1.5. Para cada T' € (a,+o0). A fungdo de Heaviside continua a esquerda concentrada

em T’ é definida por
0, tE€la,T]
Hp(t) =
r(t) { 1, te(T, +o0).

Evidentemente, funcdo de Heaviside e fun¢do caracteristica sdo fungdes escadas. Também, soma
finita de funcdo escada é uma funcdo escada. Os préximos resultados sdo bésicos e dizem a respeito
aos espacos de funcdes definidos acima, para mais detalhes veja [13] e [21]. Primeiramente, veremos
que toda fungdo regrada pode ser aproximada por uma fung¢ao escada finita.

Teorema 1.1.1. Toda fun¢do em G(|a,b|, D) pode ser uniformemente aproximada por uma fungdo
escada finita.
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Demonstracdo: Seja f : [a,b] — D uma funcgdo regrada. Entdo, dado € > 0, para cada s € [a, ],
existe d; > 0 tal que

OB

sempre que u, v € (s — ds,5) N [a,b] ouu,v € (s,s+ ds) N [a,b]. Como os intervalos
{(t = b, t+ ;) : t € [a,b]}

formam uma cobertura aberta de [a, b], podemos extrair uma subcobertura finita

{(si = ds;,8i +0s,) :i=1,...,m}
tal que

1) = F)ll < 5,
sempre que u, v € ($; — ds;, ;) N [a, bl ou u, v € (s;,8; + ds;) N [a, b].
Sejad:a =1y <ty <...<tqg = bumadivisdo de [a, b], onde
toy=5; € to1 € (8 —0s,81-1+0-1), parai=12 ../|d —1,

ou seja, (to;—1,t9) C [$; — 0s,, Si] € (f2i, t2i+1) C [8i, 8 + 0s,), parai = 1,...,|d| — 1. Escolhemos
T; € (ti—1,t;), parai = 1, ..., |d|, e definimos a fungdo escada v : [a, b] — D, pondo

|d| |d|

¢=Zf(n) (tio1ti) +Zf )X{t;)-

Logo,
If = dlleenx) = s {5 (s) = o)} = s {Hf( ) =@l s € (tia, i)} <
obtendo o desejado. [ |

Teorema 1.1.2. Toda fun¢do em BV ([a, b], D) é regrada.

Demonstracio: Seja f € BV ([a,b], D). E suficiente mostrarmos que existe o limite lateral & direita
de f, para todo t € [a,b). Tomemos {t,,}men uma sequéncia ndo-crescente em (¢, b] convergindo
para t. Entdo,

Z If(t:) = F(timn)| < Vargf,
para todo k& € N. Entdo,

—+o00
S ONft) = fton)ll < Varky.
i=1

Logo, dado € > 0, existe Ny € N, tal que

1 (t) = f (&) <Z||f ftia)ll <e V¥V k=m=> N,

ou seja, a sequéncia { f(¢,,) }men € de Cauchy em X. Portanto, existe o lim f(t), paratodot € [a,b).
s—tt
|
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1.2 Nocoes basicas de EDFRs

Em geral, assumimos que um sistema € governado pelo principio da causalidade, isto €, o es-
tado futuro do sistema é governado somente pelo presente, sendo independente do passado. Quando
assumimos que o sistema € governado por uma equagdo envolvendo o estado e a taxa de variacao
deste estado, estamos considerando as equagdes diferenciais ordindrias ou parciais. Entretanto, em
um exame minucioso deste sistema, torna-se evidente que o principio da causalidade é apenas uma
aproximacdo da situagdo real e um modelo mais detalhista dependeria, também, de algum estado pas-
sado. Além disso, pela natureza de alguns problemas nao faz sentido que nao se considere o passado.
Por exemplo, modelos predador-presa e viscoelasticidade. Isto € conhecido hd muitos anos, no en-
tanto a teoria para tais sistemas tem sido desenvolvida recentemente. Este é o ramo das Equacdes
Diferenciais Funcionais (EDFs), para mais detalhes, veja [20].

O tipo mais simples de dependéncia do passado nas EDFs sdo as Equacdes Diferenciais Fun-
cionais Retardadas (EDFRs), por exemplo, a equacgao diferencial funcional retardada linear

y'(t) = Ay(t) + By(t — 1), (1.1)

onde A, B e r > 0 sdo constantes. A primeira pergunta que podemos fazer € sobre o problema de
valor inicial para a equagdo (1.1), ou melhor, qual é o minimo de informacdes que devemos ter para
que (1.1) defina uma fung@o y(t) para ¢t > 0? Refletindo, chega-se a conclusdo de que uma fungio
deve ser especificada em [—r, 0] e, naturalmente, tomamos o estado em um instante ¢ como sendo
a histéria da solugdo em [t — r,¢]. Somos motivados a investigar a equagdo (1.1) como um sistema
dindmico em um espago de fung¢des definidas em [—r, 0]. A seguir, apresentaremos de forma breve a
teoria basica das EDFRs.

Dados r,A > O ety € R. Paracaday € PC([to — r,to + A),R") et € [to,to + A), definimos
y € PC([—r,0],R") por
w(0) =yt+0), —r<6<0.

Definicio 1.2.1. Sejam Q@ C R x PC([—r,0],R™)) um aberto e f : Q@ — R™) uma fungdo. Dizemos
que

y'(t) = f(t, ), (y’ = %) , (1.2)

¢ uma Equacdo Diferencial Funcional Retardada sobre €).

A seguir, definiremos o conceito de solu¢do da equacgao (1.2).

Definicio 1.2.2. Uma solugdo de (1.2) é uma fungdoy € PC([to—r,to+ A)), onde ty € Re A > 0,
tal que (t,y;) € Q e y(t) satisfaz a equacdo (1.2), parat € [ty,to+ A).

Dados ty € Re ¢ € PC([—r,0]), dizemos que y(t; ¢y, ») é uma solugdo da equagdo (1.2) com
valor inicial ¢ em ty, se existe A > 0 tal que y(¢;to, ) é uma solugdo da equagdo (1.2) sobre
[t[) -, Z50 + A) € Yt (t7 tO? 90) = .
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Lema 1.2.1. Sety € Re f: Q — R" é uma funcdo continua, entdo encontrar uma solugdo de (1.2),
com valor inicial  em [to — r,tg + |, € equivalente a resolver a equacdo integral

¢(t — to), t - [to -, t0]7

=9 60) + / He)ds,  te(toto+al

Observacao 1.2.1. Podemos observar, nesse tipo de equacdo, que a determinagdo da solucao y de
(1.2) depende ndo apenas do conhecimento da mesma em um instante ¢y, como no caso de uma EDO,
mas sim do conhecimento da solucdo em um instante anterior a ¢,. E preciso conhecer um certo
passado da solug¢do anterior ao instante ¢,, no exemplo seguinte podemos observar tal comportamento.

Exemplo 1.2.1. Consideremos a equacdo diferencial funcional com retardo discreto

{ y'(t) =gt yt—1), set>1

y(t) = o(t), se tel0,1]. (1.3)

Suponhamos que g : 2 — R™ e ¢ : [0,1] — R” sejam continuas. Para ¢t € [1,2], a solugdo que
denotaremos por y; (1) satisfaz

{ n(t) =gty =1) =gt ot =1),  setell2]

1.4
yi(1) = ¢. (14

Assim, pelo Lema 1.2.1,

y1(t) = o(1) + /jg(s, ¢(s—1))ds para t € [1,2].

Se conhecemos a solugdo de (1.3) em [n — 1, n], a qual denotaremos por y,,_1(t), a solugdo de (1.3)
em [n,n + 1] satisfard

(1.5)

yn(t) = g(t,yn(t — 1)) = g(t,yna(t = 1)),  se t € [n,n+1]
yn(n) = yn—l(n)a

ou seja, pelo Lema 1.2.1,

yn(t) = o(1) +/1 (8, yn_1(s —1))ds, para t € [n,n+ 1].

Portanto, a solugéo de (1.3) fica determinada para t > 0 e satisfaz y(t) = y;(t) se t € [i,i + 1].

Para mais detalhes sobre as EDFRs, por exemplo sobre os resultados de existéncia e unicidade de
solugdo local de (1.2), veja [20].
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2

Equacoes Diferencias Funcionais com
Retardamento e Impulsos

Primeiramente, descrevemos os sistemas de Equacdes Diferencias Funcionais com Retardamento
e Impulsos (EDFRIs) de modo geral. Nosso objetivo € estabelecer a existéncia e unicidade de solucao
para uma classe de EDFRIs com impulsos em tempos pré-fixados. As referéncias deste capitulo serdo
[14, 18] e [38].

2.1 Descricao dos sistemas impulsivos

Seja €2 o espaco formado de todos os estados de movimentos de algum processo de evolugao,
ou seja, um espago de fase. Denotamos por F; o ponto de mapeamento do processo de evolucao
no instante . Assumimos que esse processo € determinado por n pardmetros. Entdo, o ponto de
mapeamento pode ser interpretado como sendo um ponto (z,t) no espago R"™!, sendo 2 = R".
Dizemos que o conjunto 2 x R € o espago de fase estendido nesse processo de evolugio.

Um sistema impulsivo pode ser representado da seguinte maneira. Considera-se

(i) uma EDFR da forma
y'(t) = ft, ), (2.1)
ondety € Re f: [tg,00) x D = R",com D = {p: [-r,0] = R™, r > 0};

(ii) subconjuntos N;, M; C (2 x R, paracadat € R ;

(iii) um operador A; : My — N, paracadat € R,.

19
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Descreveremos, a seguir, o0 comportamento do processo de evolucdo do sistema impulsivo (i), (ii)
e (iii) acima.

Sejam ¢ € D, y;, = ¢ e y(ty) = ¢(0). Consideremos uma solugdo y(t) = y(¢; to, ¢) da equagdo
diferencial (2.1) com a condicdo inicial y;, = ¢ e y;,(t9) = ¢(0). O ponto de mapeamento P, em
R x € inicia o seu movimento em (%o, y(fy)) e move-se ao longo da curva {(¢,y(t));t > to} até o
instante ¢t; > ¢y, no qual o ponto P; encontra o conjunto M;. Em ¢, o operador A;, transfere o ponto
P, da posigdo P, = (t1,y(t1)) para P+ = (t1,y]) € (t1, Ny, ), onde y; = Ay y(t1) € Ny+. O ponto
P, continuard percorrendo a curva { (¢, z(t)); t > t,} descrita pela soluggo z(t) de (2.1) com condigao
inicial 2(t) = y(t), parat, —r <t < t; e z(t;) = y; , até encontrar novamente o conjunto M;,, € 0
processo continua ao longo da solucao de (2.1), caso esta exista, repetindo o procedimento descrito
acima.

A curva descrita acima por FP; € chamada curva integral e a funcdo que define esta curva € uma
solu¢do da EDFRI.

Uma solucgido do sistema diferencial impulsivo pode ser:

(a) uma funcdo continua, se a solu¢do da EDFRI for continua e a curva integral ndo interceptar o
conjunto M, ou se ela atingir M; somente nos pontos fixos do operador A;;

(b) uma fungao continua por partes, tendo um nimero finito de descontinuidades de primeira espé-
cie, se a solu¢do da EDFRI for continua por partes e a curva integral encontrar o conjunto M (t)
em um nimero finito de pontos que nio sejam pontos fixos do operador A;;

(¢) uma fungdo continua por partes, tendo uma quantidade enumerdvel de descontinuidades de
primeira espécie se a curva integral encontrar o conjunto M; em uma quantidade enumerdvel
de pontos que nio sdo pontos fixos de A;.

Os instantes t = t;, k = 1, 2, ..., nos quais a curva integral encontra o conjunto M, sao chamados
de momentos de impulsos. Iremos supor que toda solucdo y de (2.1) € continua a esquerda em ¢y,
parak =1,2,...,isto &, y(t; ) = y(tr).

Descreveremos detalhadamente o sistema de EDFRIs em tempos pré-fixados. Abordaremos neste
trabalho resultados fundamentais e certas propriedades qualitativas destas EDFRIs.

No sistema com impulso em tempo pré-fixado, M, representa uma sequéncia de tempos t = ty,
onde {\ }ren é uma sequéncia de niimeros reais. O operador A;, , para k = 1,2, ..., é dada por

x = A(ty)(x) =z + Ii(x),

onde I;, : 2 — €. Definimos o conjunto V;, = A; M, , k = 1,2, .... Assim, podemos caracterizar
o modelo matemadtico para o sistema diferencial impulsivo em que cada impulso ocorre em tempos
fixados da seguinte maneira:

"= f(t t# ty;
{ Yy f( 7yt>7 % ks (22)

Ay:[k(y), t:tk,kzl,Q,...,
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onde Ay(ty) = y(t}) — y(te), k = 1,2,.... Assumimos ty < t; < o < ... < b < tpy1 < ... €
tx — 400, quando k£ — +o0.

Seja ¢ € D, denotamos por y(t) = y(t; to, ¢) a solu¢do do sistema (2.2), satisfazendo a condi¢ao
inicial:

y(t;to, ¢) = o(t —to), t € [to— 1, t0]; 2.3)
y(tssto, 6) = 6(0). '
Uma solugdo y(t) = y(t; to, ¢) de (2.2) satisfazendo (2.3) é caracterizada da seguinte forma:
(i) quando t € [tg — 7, to], a solugdo y(t) satisfaz a condicdo inicial (2.3);
(ii) parat € (to,11], a solugdo y(t) coincide com a solugdo do problema
y=rfty), t>t
3) " 2.4)
Yoo = P(s) —r<s<0.
No instante ¢ = ¢;, o ponto de mapeamento (¢, y(t; to, ¢)) salta do ponto (t1,y(t1; o, ¢)) para
(tla y(tla t07 ¢> + Il(:y(tla tOv ¢)))’
(iii) parat € (t1,t2], a solugdo y(t) coincide com a solugdo de
2= f(t,z), t>ty;
G, 2) ' (2.5)
Ztl = ¢17 ¢1 € ‘D7

onde
¢(t — to), t e [to - to] N [tl -, tl],

o1t —1) =1 ylt;to,9), € (to,t1) N[ty — 1, t]; (2.6)
y(tisto, @) + Li(y(tisto, ¢o)) ¢ =t

No instante ¢ = ¢, o ponto de mapeamento (¢, y(t;t1, ¢1)) salta novamente. O processo continua ao
longo da solucdo de (2.1), caso esta exista, repetindo o procedimento descrito acima.

Os efeitos impulsivos aplicados, até mesmo em EDOs, afetam o comportamento das solucdes das
mesmas. Os exemplos a seguir mostram que a continuag@o e a continuidade das solu¢des de EDOs
podem ser afetadas pela acao impulsiva.

Exemplo 2.1.1. Consideremos a equagdo diferencial impulsiva

2 =0, t #k,

1 2.7)

Az = t=k  k=1,2,....

r—1
A solugdo z(t) da equacdo diferencial ordindria 2’ = 0 existe para todo ¢. Mas a solugdo do
sistema (2.7), com condi¢do inicial z(0) = 1, estd definida apenas para 0 < ¢ < 1, jd que a fungdo

1 nao esta definida para x = 1.
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Exemplo 2.1.2. Consideremos a equacao diferencial impulsiva

k
¥ =1+ 22 t#f,

(2.8)
km
Azxr = —1, t=—, k=12,....
4
Neste caso, a solugdo z(t) da equagdo diferencial ordindria 2’ = 1 + z® com condigdo inicial

x(0) = 0 é continua no intervalo [O, g) No entanto, a solu¢do do problema impulsivo (2.8) com a

mesma condicao inicial é dada por

(), e (]

k
Esta solucdo € periddica de periodo ™ ¢ tem descontinuidades de primeira espécie em ¢ = ZW
k=1,2,.... Afigura abaixo ilustra este fato.
(1)
1
0 7r 3T Vt
4 2 4

Figura 2.1: Curva integral do sistema impulsivo (2.8), com condi¢ao inicial z(0) = 0.

2.2 EDFRs com impulsos pré-fixados

Sejam J C R* um intervalo da forma [a, b),com 0 < a < b < 0o, e D C R"™ um conjunto aberto.
Consideremos o sistema impulsivo

y(t)=ft,y), t>to, tF# b
Ay(t) = I(y(te)), k=1,2,..; (2.9)
yto = ¢7

onde ty € J, ¢ € PC([-r,0,R"), f:J x PC([-r,0],D) - R"e [, : R" - R", k =1,2,....

Vamos considerar, também, a sequéncia 0 <ty <t; <ty < ... <t <...com klim t, = +ooeos
——+00

operadores de impulsos satisfazendo ¢ (0) + I1,(¢)(tx)) € D, para todo (tx, ) € J x PC([—r,0], D)
com(07) =(0)ek € N.
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Definicio 2.2.1. Seja [ty,to + o] C J, com a > 0. Uma solucdo do problema impulsivo (2.9) em
[to — 7, to + a é uma fungcdo y € PC([to — r,to + |, D) que satisfaz as seguintes propriedades:

(a) y(t) é continua quase sempre em [ty, to + ] e os limites laterais y(t;. ) e y(t;}) existem e y(t) é
continua a esquerda em ty, € [to,to +af, k=1,2,...;

(b) y(t) satisfaz a primeira equagdo de (2.9), para todo t € [ty,to + a;
(c) y(tx), comty <ty + o, satisfaz a segunda equagdo de (2.9), para k € N.

Denotamos por y(t) = y(t; to, ¢), ou simplesmente y = y(ty, ¢), uma solugdo de (2.9).

Observemos que a solugdo y(t) coincide com ¢(t —ty), paraty —r < t < t;. Assim, uma solugéo
y(t) de (2.9) existindo em [ty — 1,y + o] e sofrendo efeitos de impulsos nos instantes {¢; }}, onde
to <t <ty <...<t, <ty+ a, pode ser descrita por

y(t;to, @), teto—rti;
y(t) = y(t;tk,ytk), t e (tk,tk+1], k= 1, 2, e, — 1; (210)
Y(t; tms Yt ) t € (tm,to + al.

Agora, se uma solug@o y(t) existe sobre o intervalo [t, — r, 00), entdo y(t) sofre infinitos impulsos

nos instantes {tx}52, onde ty < t1 <ty < ... <t < ...e khm t, = 00, isto é, os instantes de
—00

impulsos ndo se acumulam. Neste caso, podemos expressar a solugdo de (2.9) da seguinte maneira

y(t) = { y(t; to, 9), tefto—r bl

y(t;tk;ytk)7 t e (tk,tk+1], k= 1,2,...,

isto é, para cada k € N, y(¢; ty, y, ) representa uma solugio de (2.9) com t € [ty, tx11), onde ¢, denota
o instante inicial e y;, representa a fun¢ao inicial.

O lema a seguir nos fornece uma formulacao integral de uma solugdo de (2.9) utilizando a fun¢do
de Heaviside dada na Defini¢do 1.1.5.

Lema 2.2.1. Suponhamos que a fun¢do t — [ (y;,t) € localmente Lebesgue integrdvel em t €

[to, +00). Entdoy € PC([to — r,to + o], D), onde o > 0 e [ty — r,ty + o] C J, é uma solugdo de
(2.9) se e, somente se,

qb(t—to t e [t(]—?”,to];
/ f(s,9s) t € (to, t1];

y(tlz) +I(tk’ayt;) +/ f(&?/s) dS’ te (tkatk-i-l]? k= 172a"' , M — ]-a
12

y(t,) + 1(tm, y,-) /fsys s, t€ (tm to+qal

\
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ou equivalentemente,

o(t — to), t € [to — 7, to);

y<t) - ¢(0) _|_/t f(S, ys) ds + Z]k<tk7ytk)Htk(t)’ te (t07t0 + a]-

Demonstracao: Para a demonstracio basta substituir a equacdo em (2.10) na equacao integral pre-
sente no Lema 1.2.1.

2.3 Existéncia e unicidade de solucoes

Reconhecendo a impossibilidade de resolver a maior parte das EDFRIs explicitamente, pde-se
em questdo saber se o problema estudado admite solu¢@o tnica, chegando, assim aos teoremas de
existéncia e unicidade de soluc@o. Com este intuito, consideraremos a EDFRI em tempos pré-fixados

y(t) = f(t, ), t #ty, t>to;
Ay(t) =Ty (y (), t=ty, k=0,1,2,..; 2.11)
yt0:¢7

onde ¢ € PC([—r,0],R™) e f : [tg, +0o0) x PC([-r,0],R" - R", [}, : R" - R"),k=0,1,2,...,¢

Ay(t) = y(t+) —y(i—) = y(t+) —y(1),
para quaisquer y € PC([—r,0],R™) et > t,.
Vamos supor que [ : PC([—r, 0], R")X[ty, +00) — R”" satisfaz as condi¢des do tipo Carathéodory:
(A) para cada ¢ € PC([—r,0],R"), a fun¢do t — [ (¢,1) é localmente Lebesgue integravel em
t € [to, +00);

(B) existe uma fungdo positiva localmente Lebesgue integravel M : [ty,+00) — R tal que, para
todo ¢» € PC([—r, 0], R™) e quaisquer uy, us € [tg, +00),

/ (5, 0) ds

u2
SJ/ M (s) ds;

(C) existe uma funcdo positiva localmente Lebesgue integravel L : [ty, +00) — R tal que, para
quaisquer ¥, p € PC([—r,0],R") e quaisquer uy, us € [tg, +00),

< [Trele- s

u1

/ P i) - (s, 9)] ds

ul

Os operadores de impulso [, : R* — R", k = 0,1,2,..., satisfazem as condi¢des do tipo
Lipschitz, isto é:
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(A’) existe uma constante K; > 0 tal que, paratodo £k =0,1,2,...,etodo x € R",
[k ()] < Ki;
(B’) existe uma constante /{, > 0 tal que, paratodo k = 0, 1,2, ..., e para quaisquer z,y € R",

k() — Ik(y)| < Kalz — yl.

O préximo lema garante que toda solugdo de (2.11) é de variagdo limitada em [tg, ty + o], com
o> 0.

Lema 2.3.1. Suponhamos que as condicdes (A), (B), (C), (A’) e (B’) estejam satisfeitas. Se y :
[to — r,to + 0] — R", 0 > 0, é uma solugdo de (2.11), entdo a fun¢do 7 : [to,to + o] — R" tal
que, y(t) = y(t) para t € [to,to + o], pertence a BV ([to, to + o], R™). Isto é, a restricdo de y em
[to, to + o] é de variagdo limitada.

Demonstraciio: Queremos mostrar que Var;? ™y < 4oc0. De (B), (C), (A’) e (B), definimos

—+00

h(t) = /t[M(s) + L(s)]ds + max{ Ky, Ky} Z H, (t), para t € [to,to+ o] (2.12)
k=0

to

Claramente, h é uma fun¢io ndo-decrescente e continua a esquerda, logo h € BV ([to, to + o], R).

Pelo Lema 2.2.1 e por (B) e (A’), para toda divisdao D := {tg = s1 < 89 < ... < s, =ty + o} de
[to, to + o], temos

ls) =l — 1| = ‘ | P + 32 Ty ) (50 = Hi (5-0)]

—+o00

g/ M(s dS+K12[Htk<Sl) Hy, (si-1)]

< /Sl [M(s) + L(s)]ds + max{ Ky, Ky} Z |Hy, (s;) — Hy, (si1)]
= h(si) = h(si-1),

paratodoi = 1,2, ...,1. Assim,

! !
Z Y(si1) Z h(si—1)] = h(to + o) — h(ty) = Varlfg”h.

Consequentemente, obtemos Vart“"y < Vart“"h < +o00. |

O préximo resultado garante a existéncia e unicidade de solugdes para EDFRI em (2.11). Para
tanto, usamos o Teorema do Ponto Fixo de Banach (veja, por exemplo, [22]) no decorrer da de-
monstracao.
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Teorema 2.3.1. Consideremos o problema de valor inicial (2.11). Suponhamos que as condi¢des (A),
(B), (C), (A’) e (B’) estejam satisfeitas. Entdo, existe A > 0 tal que, y : [ty — r,tg + A] - R" éa
tinica solugdo de (2.11) satisfazendo y,, = ¢.

Demonstracdo: Pelo Lema 2.2.1, encontrar uma solugio de (2.11) definida em [tq — 7, to + ], para
algum o > 0, é equivalente a resolver a equacdo integral

¢(t — to), t - [to -, to],

y(t) = (2.13)

t +00
¢(0) +/ F(s,ys)ds + Y it ys, ) Hy, (1), t € (to, to + .
to k=1

Além disso, como ¢ € PC([—r,0], R") foi dada, resta resolvermos (2.13) para t > t.

Consideremos a fung@o h definida em (2.12). Sabendo que h é ndo-decrescente e continua a
esquerda, entdo dividiremos esta demonstracdao em duas: quando ¢, for ponto de continuidade de h e
quando nao for.

1
Suponhamos que h é continua em t(, entdo existe A > 0, tal que h(ty + A) — h(ty) < 1 e,
também, temos Iy(y(ty)) = 0.

Observemos que, se y for solugdo de (2.11) em [ty — 7, tg + A], pelo Lema 2.3.1, a restri¢do de y
ao intervalo [ty, to+ A] é de variagdo limitada. Consequentemente é natural considerarmos o conjunto

A= {2 € BV(fto, to + ALR™; [[2(t) — 6(0)| < [h(t) — h(to)l, Vi € [to, o + Al}.
Mostraremos que A é um espago de Banach, ou melhor, que A é fechado em BV ([tg, to + A], R™).

Seja {z, }nen uma sequéncia em A tal que, z, — z* em BV ([to, to + A], R™). Como
122 = 2*lBv = l2a(to) — 2" (bo) || + vario ™ (zn — 2*) e lza(t) = 2" ()] < |20 — " ||V,

para qualquer ¢ € [to,to + Al, segue que z, — z* uniformemente. Portanto, dado n > 0, existe
ng € N, tal que

12(t) = ¢O)[| < [12°(t) = zn(®)[| + 120 (t) — ¢(O)[| <+ |h(t) — h(to)], VR = no.
Assim, ||2*(t) — z|| < |h(t) — h(to)|, paratodo t € [ty,ty + A], donde T € A. Logo, A é fechado.

Para s € [ty,t) + A] e z € A, definimos

Tz(s) = ¢(0) + /ts f(r, 2z, )dr + f I (2(tx) Hy, (). (2.14)

Pela condic¢do (A), o operador 7" estd bem definido. A seguir, mostraremos que 7'(.A) C A.

Para z € A, temos

To(s) — 6(0)] = / e+ 3 T (t) iy (5)

< h<3) - h<t0)7
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para todo s € [to, to + A]. Além disso, para z € Ae s1, 59 € [tg, Lo + A] com s1 < s9, temos

T2(s2) = Tz(s1)] = [T2(s2) = ¢(0)] + |T2(s1) — ¢(0)]
< h(s2) = h(to) — [h(s1) — h(to)] = h(s2) — h(s1),

ou seja, VarﬁgJ“AT z < VarngrAh. Implicandoem 7'z € A.

Para concluirmos, devemos mostrar que 7' é uma contragdo. Sejam ty < s1 < s9 < tp+ A e
21, 22 € A. Usando (B), (C), (A’) e (B’), temos

|<T22 - TZl)(52> — (TZQ - TZl)(Sl)‘ =

/52 [f (7, (z2)r) = f (7 (20) )T + ) [Tr(za(tr)) = Le(z2(t))][Hyp (52) = Hi (51)]
k=1

S1

< [T LI~ ol + Ko Y leate) — 2aa) [, (52) — Hi (1)

S1

IN

l22 — z1l[Bv [A(s2) — h(s1)].

Logo,

VarngrA(TzQ —Tz) < |lz2— 22||BvVaT§§+Ah = ||zo — 22|| v [R(to + A) — h(to)] < ing — 2|l BV
Entao,

IT2 — T llsy < 2Varte®(Tzy — Tay) < %HZQ = ol

Portanto, 7' € uma contrac¢do. Pelo Teorema do Ponto Fixo de Banach, existe um unico z € A tal que
Tz = z. Consequentemente, a funcdo

y(t) = (2.15)

Qb(t — to), t - [to -, t()]7
Z(t), t e [to,t0+A]

¢ a unica solucdo de (2.11).
Agora, suponhamos que h ndo € continua em ¢,. Definimos

R = O b=t 2.16
=0 het) = (h(t) — hito)], ¢ > o, 2.16)

Entio, h é continua em t; e, assim, existe A > 0, tal que [h(to + A) — h(t)] <

| =

Consideremos o operador I, : R® — R™, tal que

(2.17)
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para toda fungdo x : [to, to + A] — R™. Consideremos, também, o sistema

y ) =ft ), t £t >t
iiﬁgliﬁﬁigi E:Z e 2.18)
Yo = 0,
onde
o) = { Zg# 1y(9(0)), Zio—'n W (2.19)
Definimos,

A={z€BV([ty, to + A,R™); ||2(t) — (0)|| < |h(t) — h(ty)|, ¥t € [to,to + A]}.
Como fizemos anteriormente, provamos que A é um espaco de Banach. Consideremos o operador

Tz(s) = ¢(0) + In(¢(0)) + /ts f(r, 2z )dr + ka(z(tk))Htk(s). (2.20)

Como no caso anterior, T possui um tnico ponto fixo z € A. Portanto, y : [ty — 7, to + A] — R",
dada por

" _{ d(t —to), t € [to—r,to); 021

] z(), t € [to, to + 4]

¢ a Unica solugdo de (2.11) que satisfaz y;, = ¢. [ |



CAPIiTULO

3

Equacao Diferencial Ordinaria
Generalizada

Dividiremos o estudo das Equacdes Diferenciais Ordindrias Generalizadas (EDOGs), em duas
secoes. Abordaremos, primeiramente, a integracdo de Kurzweil e na sequéncia a teoria fundamental
das EDOG:s.

Na primeira se¢do, vamos apresentar a defini¢do original da integral de Kurzweil que € essen-
cial para a definicdo da EDO em um sentido mais amplo e que generaliza as equagdes diferenciais
no sentido de Carathéodory. Dividiremos o nosso estudo em quatro subseg¢des. Na primeira sub-
secdo, apresentaremos a defini¢do de integral de Kurzweil. Na seguinte, comentaremos sobre a inte-
gral de Henstock-Kurzweil e provaremos o Teorema Fundamental do Célculo. Na terceira subsecdo,
destacaremos as propriedades fundamentais das integrais de Kurzweil e alguns resultados que serao
importantes no decorrer deste trabalho. Por fim, investigaremos resultados de convergéncia. A prin-
cipal referéncia desta secao € [35].

Na segunda secdo, introduziremos algumas defini¢des e apresentaremos resultados importantes
sobre as EDOGs que serdo de grande valia ao longo do trabalho. Dividiremos em duas subsecdes. Na
primeira delas, as EDOGs sao definidas a partir da integral de Kurzweil. Na seguinte, analisaremos
a existéncia e a unicidade de solucdes para uma classe de EDOGs. As principais referéncias serdo
[2, 10, 18] e [35].

Neste capitulo, trabalharemos com fungdes assumindo valores em um espago de Banach, por isso
adaptamos, de modo a generalizar, os resultados em [35]. A principal adaptagdo serd a formulacdo de
um Teorema de Convergéncia para integral de Kuzweil. Essa abordagem € necessaria para obtermos a

29
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correspondéncia entre uma classe de EDOGs e uma classe de EDFRIs cujas fungdes assumem valores
em R".

3.1 Integral de Kurzweil

A integral de Riemann ou R-integral, definida em 1854 por Bernhard Riemann, é uma ferramenta
classica usada na resolucdo de muitos problemas matemaéticos até hoje. No final do século XIX,
matematicos constataram algumas desvantagens ao se trabalhar com a integral de Riemann ou, sim-
plesmente, a R-integral. Por exemplo, uma fun¢o ndo-limitada em [a, b] ndo é R-integravel, ou ainda,
no Teorema Fundamental do Célculo faz-se necessdrio a continuidade de uma fun¢do para que sua
derivada seja R-integravel.

Em 1902, Henri Léon Lebesgue generalizou o conceito de integral de Riemann de modo que a
integral de Lebesgue ou, simplesmente, a L-integral, apresentasse diversas vantagens em relacdo a
integral de Riemann, sobretudo em relagdo aos cdlculos envolvendo limites. N@o existem versdes dos
Teoremas da Convergéncia Mond6tona e Dominada e do Lema de Fatou usando integral de Riemann.
Por outro lado, o Teorema Fundamental do Calculo para integral de Lebesgue, garante que a derivada
de uma funcao € L-integravel se ela for absolutamente continua.

Portanto, € natural nos perguntarmos se € possivel construir um conceito de integral onde toda
derivada de uma funcdo € integravel. Arnaud Denjoy, em 1912, obteve um processo de integracao
chamado de integral de Denjoy ou D-integral, generalizando, assim, o conceito de integrabilidade de
Lebesgue e resolvendo o problema de reconstrucdo de tal fungdo por meio de sua derivada. Simul-
taneamente, Oskar Perron, em 1914, explorou um método diferente para o mesmo problema e o usou
no estudo de equacdes diferenciais. Surpreendentemente o processo de Perron é equivalente ao de
Denjoy e mais simples (veja [19]) . Por outro lado, as defini¢des de Riemann, Lebesgue, Denjoy e
Perron possuem pouco em comum.

Em 1957, Jaroslav Kurzweil investigou um processo de integracdo baseado nas ideias de Riemann
e obteve a integral de Kurzweil ou integral de Riemannn Generalizada que consiste na defini¢do
de integral para funcdes de duas varidveis. O processo dado por Kurzweil, em [25] e nos artigos
subsequentes [26, 27, 28], mostra que o novo tratamento das integrais surgiu a partir das dificuldades
presentes na teoria das equacdes diferenciais ordindrias. Em particular, o principal motivo de se
introduzir integrais deste tipo a teoria das EDOs no lugar das integrais de Riemann e de Lebesgue
fol a presenga de forcas externas que oscilam bastante, por exemplo, EDOs que envolvem fungdes
descontinuas ou as que ndo sdo de variacdo limitada. Independentemente, Ralph Henstock, em 1961,
também trabalhou com a defini¢cdo de integral como a de Kurzweil para fun¢des de uma varidvel (ver
[19, 24, 30, 39]). A integral de Kurzweil, engloba este conceito e, por este motivo, alguns autores a
chamam de integral de Henstock-Kurzweil ou HK-integral.

A ideia presente na defini¢do de integral de Kurzweil de uma fungdo U : [a,b] X [a,b] — X é
particionarmos o intervalo [a, b] de forma que as peculiaridades da fun¢do sejam levadas em consi-
deracdo. A integral, por sua vez, é aproximada por somas de Riemann e os subintervalos da parti¢ao
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de [a,b] devem se adaptar para diminuir a influéncia das parcelas na soma de Riemann que sejam
desproporcionais.

3.1.1 Definicao de integral

Relembramos que X representa um espaco de Banach com norma ||.||.

Definicao 3.1.1. Seja [a,b] C R.

(i) Uma divisdo ® = {J1, Ja, ..., Jx } de |a,b] é uma colegdo finita de subintervalos compactos J; de

la,b], i =1,2,...,k k €N, tais que |a,b] = UJ e int(J;) Nint(J;) = 0 sempre que i # j;

(ii) Um intervalo marcado é um par (1, J) que consiste de um ponto T € R e um intervalo J em R.
Dizemos que T é uma marca de J;

(iii) Uma divisdo marcada ou uma partigdo de [a, b] é uma colecao finita D = {(1;, J;),i = 1,2, ...k},
onde ® = {1, Js, ..., Jy} é uma divisdo de [a,b] e T; € J; para cadai = 1,2, ..., k;

(iv) Um calibre em [a, b] € qualquer fungdo § : |a,b] — (0, +00);

(V) Seja & um calibre em [a,b]. Uma divisdo marcada ou particdo D é dita 0-fina se, para todo
i=1,2,.. k tem-se J; C [1; — d(7;), i + 0(73)].
No exemplo seguinte, dado um calibre ¢ e uma divisao de [0, 1], constatamos que nem toda marca
tornard a divisdo marcada J-fina.

Exemplo 3.1.1. Consideremos a fung¢@o calibre ¢ : [0, 1] — (0, +00) dada por

t, se 0<t<l1
=91 se t =0. S

27

Seja ® = {[0, 3], [3, 5], [3, 1]} uma divisdo de [0, 1].

A divisdo marcada Dy = {(0,[0,3]), (3. [3,3]), (1,[5,1])} é 6-fina. Mas nem toda divisdo mar-
cada serd d-fina, por exemplo, a divisdo marcada Dy = {(55,[0,3]), (3, [3,3]), (1, (5, 1])} ndo é é-

fina, pois [0, 3] 7 [110 5(110)’ 0+ 5(10)] = [0, é]

Destacamos que apenas na divisdo marcada D os intervalos J; sdo os elementos fundamentais e
a marca é qualquer ponto de J;, mas em uma divisdo marcada d-fina D os elementos fundamentais
sd0 as marcas e os intervalos que devem-se "adaptar" para satisfazer a Definicdo 3.1.1. Agora nos
perguntamos se dado qualquer calibre ¢ de [a, b], é sempre possivel obter uma divisdo marcada J-fina
de [a, b]? A resposta é afirmativa e segue do préximo resultado conhecido como Lema de Cousin.

Lema 3.1.1. [Cousin] Se ¢ é um calibre em [a, b], entdo existe uma divisdo marcada -fina em [a, b|.
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Demonstracdo: Suponhamos, por absurdo, que ndo exista uma divisdo marcada d-fina em [a, b]. Seja

{[a, 2], [2£,b]} uma divisdo de [a,b], implicando em um desses subintervalos ndo possuir uma

divisdo marcada J-fina, o qual denotaremos por [a1, b;].

Fazendo este processo, por indug¢do, construimos uma sequéncia de subintervalos [ay, b;], [az, bs],
las, bs], ... de [a, b] em R, satisfazendo, para todo n € N, as seguintes condi¢des:

(1) [CLn, n] D [anJrl’anrl];

(74) ndo hd uma divisdo marcada em [a,,, by,];

h—

(ZZZ) bn — ap = 2—na,n € N.

Pelo Teorema dos Intervalos Encaixados (veja, por exemplo, [31]), segue ﬂ [a,,b,] = {c}, para
n=1

algum ¢ € [a, b]. Porém, do item (ii7), existe ng € N, tal que
[y bng] C [c —0(c), c+ d(c)].
Isto implica que {(c, [an,, bn,]) } € uma divisdo marcada d-fina de [a,,,, by, |, contradizendo o item (i),
concluindo a prova deste lema. [ |
Seja U : [a,b] X [a,b] — X uma fun¢do. Usaremos a seguinte nota¢ao

S(U,D) = [U(7,a;) = U(7j, ;1))

J=1
para a soma de Riemman correspondente a fun¢do U e a divisdo marcada D de [a, b].

Nossa proposta, neste trabalho, serd considerar uma situacdo especifica que surgiu a partir das
equagoes diferenciais ordindrias apontada pelo matematico tcheco Jaroslav Kurzweil em seu artigo
em 1957 ([25]). A seguir, formalizamos a definicdo de integral no sentido de Kurzweil.

Definicdo 3.1.2. Uma funcdo U : |a,b] X [a,b] — X é Kurzweil integrdvel, ou simplismente K-
integrdvel, se existe um elemento [ € X e, para todo € > 0, existe um calibre § em |a, b], tal que

k

Z (15, 05) = Ul7j,05-1)] = I

I1S(U, D) — 1| =

para toda divisao marcada 0-fina D = {(7;, i1, ), i = 1,..., k} de [a, b].

Na Defini¢do 3.1.2, em virtude do Lema de Cousin (Lema 3.1.1), dado um calibre § em [a, b],
sempre garantimos a existéncia de uma divisdo marcada J-fina deste intervalo.

Chamaremos / € X de integral de Kurzweil ou K-integral de U sobre o intervalo [a, b] e deno-

taremos esta integral por / DU (t,t). Esta é apenas uma notagdo simbdlica e a letra D nao possui

a
relacdo nenhuma com a diferencial de U.
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Seja K([a, b], X') o conjunto de todas as fungdes U : [a,b] X [a,b] — X que sdo integrdveis em
[a, b], no sentido de Kurzweil.

Para constatarmos que a Defini¢do 3.1.2 estd bem posta, mostraremos a unicidade da integral.

b
Teorema 3.1.1. Se U € K([a, ], X), entdo / DU(t,t) é unica.

Demonstracdo: Sejam [; e > valores da integral de Kurzweil de U em [a, b]. Dado ¢ > 0, existem
calibres d; e d, em [a, b], tais que
€

€
HS(U>D1)—11H<§ e HS(U,Dz)—[2H<2

para todas divisdes marcadas d,-fina D; e do-fina Dy, respectivamente.

Definimos o calibre § em [a, b], por §(z) = min{d;(x), d2(z)}, para todo = € [a, b]. Pelo Lema de
Cousin (Lema 3.1.1), existe uma divisdo marcada d-fina D, que pela escolha de ¢, é também ¢; e d-
finas. Consequentemente,

[y = L|| < IS(U, D) = L[ + [|S(U, D) = L <e.

Como € > 0 € arbitrério, concluimos que [, = I5. |

Como no caso das integrais de Riemann, as integrais de Kurzweil também sdo caracterizadas pelo
Critério de Cauchy. Este critério serd fundamental na demonstrag@o dos resultados seguintes.

Teorema 3.1.2. [Critério de Cauchy] Uma fungdo U : [a,b] X [a,b] — X é Kurzweil integrdvel em
la, b] se, e somente se, dado € > 0, existe um calibre 6 em |a, b], tal que

||S(U’ Dl) - S(Uv D?)H <€, (32)

para quaisquer divisées marcadas 0-finas Dy e Ds.

Demonstracao: Se supormos que U € K([a, b], X) o resultado serd imediado. Reciprocamente, para
cada calibre 0 em [a, b], definimos o conjunto

Z = {S(U,D); D é uma divisdo marcada § — fina de [a,b]}.
5

Pela definicdo acima, € evidente que se 0; < 05, temos que uma divisdo marcada J;-fina serd

d9-fina, o que implica em Z C Z Além disso, de (3.2), escolhendo o um calibre correspondente

51 52
a este ¢ > 0, temos

diamz <. 3.3)
5

Agora, sejam (€, ),cn uma sequéncia, com ¢, — 0 e os calibres correspondentes d,, satisfazendo
On+1 < 0,. Portanto, os conjuntos Z, n € N, formam uma sequéncia decrescente de subconjuntos
On
de X com diam Z — 0, sempre que n — +o00. Como X € um espaco de Banach, existe um tnico
On
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b
I € X que é aderente a todos os subconjuntos Z Desta forma, resta provar que / DU(r,t) = 1.

On
De fato, dado ¢ > 0 acima, tomamos uma sequéncia (€,),ey com €, < € e cada calibre § cor-

respondente. Entdo, para toda divisdo marcada J-fina D de [a, b], temos S(U, D) € Z Portanto,
5

por (3.3), temos o desejado. [

3.1.2 Integral de Henstock-Kurzweil

A defini¢do usual de integral de Henstock-Kurzweil e os principais resultados podem ser encon-
trados em [19, 24, 39].

Sejam f : [a,b] — R uma fun¢do e D = {(7;, [a;_1,4]),i = 1,..., k} uma divisdo de [a, b]. Se
U :[a,b] x [a,b] — R édadapor U(r,t) = f(7) - t,com 7,t € [a, b], entdo

k k
S(U,D) = [U(r, 1) = Ulmi, 1)) = > f(7)ai — i1
i=1 i=1
representa a cldssica soma Rimanniana para a fungio f e a parti¢do D de [a, b]. Podemos na Defini¢cdo
3.1.2 da integral de Kurzweil usar a funcdo U acima. Desta forma, obteremos o conceito conhecido
na literatura como integral de Henstock-Kurzweil ou HK-integral para uma fung¢do f definida em

b
la, b] e denotada por (HK) / f(s)ds, (veja [39]), ou seja, a teoria da integral de Kurzweil engloba

a Henstock-Kurzweil.

Observamos que para as integrais de Riemann, as parti¢des sdo escolhidas independentemente da
funcdo f. Assim, esta defini¢do ndo leva em consideracdo as particularidades da fun¢do envolvida.
Observemos que toda funcdo Riemann integravel é Henstock-Kurzweil integravel, basta tomarmos
na Defini¢do 3.1.2 a fungdo calibre como sendo uma constante ¢ proveniente do ¢ > 0 dado. Porém,
a reciproca ndo € verdadeira, vejamos o exemplo a seguir.

Exemplo 3.1.2. Seja f : [0,1] — R a func@o de Dirichlet, i.e.,

1, se zx€|0,1
f(x):{ €[0,1]nQ

0, se xze0,1]\Q. 4)

Sabemos que a fun¢do de Dirichlet nao é Riemann integravel (veja [31]). Mostraremos que

(KH) / F(s)ds = 0.

Sejam € > 0 e (7, )neny uma enumeragio dos nimeros racionais em Q N [0, 1]. Definimos o calibre &
em [a, b] por

— set=r, Vn €N;
5(t) =4 2" (3.5)
1, se t€[0,1]\ Q.
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Seja D = {(7, [avi—1,]), i = 1,2, ..., k} uma divisdo marcada J-fina de [0, 1]. Entdo,

k

IS(f,D) = 0] = [S(£. D) =D _ f(m)lo — cvii]
=1
S Z f Tz Q; 04171] +‘ Z f Tz Q; 04271]
rs€0nlo1) o.iNo
F €
= Z f(Tl)[OéZ — 061;1] < Z % = €.
i= k=1
7; €QNI0,1]

1
Como € > ( € arbitrdrio, temos que a funcdo f é HK-integravel e (HK) / f(s)ds =0.
0

Vejamos no préximo exemplo, extraido de [1], que as funcdes ilimitadas, também, podem ser
HK-integréaveis.

Exemplo 3.1.3. Seja f : [0,1] — R dada por

—_1\» 1 1
f() :{ (=)™, se x €[5, 36

0, se z=0.

Mostraremos que f é KH-integravel e

—+00

(K H) / f(s)ds = D (~1)' .

=1

De fato, seja ¢ > 0 dado, para k > 0 suficientemente grande, definimos o calibre ¢ de [0, 1], pondo

min{% —t,t— n+r1}, se t € (n—&-l’%)’ Vn €N;
S(ty=1¢ k™, set=1€e[0,1], Vn eN; (3.7)

€, se t=0.

Seja D = {(7;, [avi—1, 4]),i = 1,2, ..., k} uma divisdo marcada 0-fina de [0, 1]. Entdo,

+o00

S(f.D) =) (1)

i=1

k +oo . 1
;f(n)[oq — ] — Zz:l:(—l) 1

9
< 26+2Z 26+—1.

1
1+ 1

Como ¢ > 0 € dado arbitrariamente e k£ > 0 € escolhido suficientemente grande, obtemos o desejado.

Um dos objetivos, segundo Henstock, era construir uma teoria de integracdo, a fim de que fosse
possivel garantir a reconstru¢cdo de uma funcdo por meio de suas derivadas, ou seja, uma versdao do
Teorema Fundamental do Célculo que ndo exigisse mais hipdteses sobre a primitiva de uma funcao.
No préximo teorema temos o desejado.
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Teorema 3.1.3. [Teorema fundamental do Cdlculo] Seja F : [a,b] — R uma primitiva de f, isto é,

existe uma funcdo f : [a,b] — Rtal que f(x) = F'(z), paratodo = € [a,b]. Entdo, f é KH-integrdvel
b

e (KH)/ f(s)ds = F(b) — F(a).

Demonstracao: Seja € > 0 dado. A ideia € construir um calibre § em [a, b], tal que, para toda divisdo

marcada d-fina D = {(7;, [t;—1,t:]),7 = 1,2, ..., k}, tenhamos

Zf(ﬁ)[tz' —tioa] = (F(b) = F(a)| < €(b—a).

Por hipétese, F'(1) = f(7), paratodo 7 € [a, b]. Logo, para cada T € [a, b], existe uma constante
d(r) = 0(r,€) > 0tal que

[F(r) = F(m) = f(0)(r =7)| < er—7l;

[F(7) = F(s) = f(T)(T = s)| < els—7],
sempre que 7 — 0(7) < s <7 < r < 7+ (7). Portanto,

[F(r) = F(s) = f(T)(r —s)| <elr —s],
supondo 7 — 0(7) < s <7 <71 < T+ 0(7).

A fungdo acima 6 : 7 € [a,b] — 6(7) € R é o calibre que procuramos. De fato, seja D uma
divisdo marcada J-fina, entao

WE

> @)t — tia] = (F(b) — F(a))

i=1

[f(ro)(ti — ticr) — (F(t:) — F(ti-1))]

k ‘

1

-
Il

E(tZ — ti—l) = E(b — (l).

AN
i

Portanto, a fun¢do f ¢ HK-integravel. |

E natural questionarmos a relacio entre a integral de Henstock-Kurzweil e a de Lebesgue. Sabe-
mos que a integral de Lebesgue é uma integral absoluta, enquanto que a de Henstock-Kurzweil é
uma integral condicional, ou seja, possui funcdes integraveis que nao sao absolutamente integraveis.
Por isso, daremos um exemplo de uma fun¢do que nao € L-integravel mas, pelo Teorema 3.1.3, sera
HK-integravel.

Exemplo 3.1.4. Consideremos a fungdo f : [0,1] — R, dada por

22 cos <1> , para 0 <z <1;

fla) = v (3.8)
0, se x = 0.
A funcido f € diferencidvel com
2
2z cos (%) + —Wsen <12> , para 0 <z <1
f’(x) = T x T (3.9)

0, para z = 0.
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E imediato do Teorema 3.1.3 que a derivada f’ é HK-integrdvel em 0, 1]. Vamos mostrar que f’ ndo
¢ Lebesgue integravel em [0, 1].

Para a,b € Rcom 0 < a < b < 1, a fungéo f’ é continua em [a, b]. Pelo Teorema Fundamental
do Calculo, f’ é R-integravel e satisfaz

(R) /ab f'(z)dx = b? cos (%) — a® cos (%) :

2

Consid =
onsideremos ay, yy]

1
e b, = ——, k € N. Entdo
" Vo

g T T 1
(R) f(x)de = bi cos (%) — ai CoS (a_Q) = o

ag k

Observemos que {[a;, b;];en} forma uma familia de intervalos dois a dois disjuntos e U [ag, br] C
k=1
[0,1] e
+oo by, +oo 1
/! —
SR) [ I = Y 5 = o
k=1 k k=1

Assim, a funcdo | f’| ndo é L-integravel, pois, caso contrario,
by
ag

(QAW@WEZ@V‘ﬂMm

Portanto, f’ ndo é absolutamente integravel em [0, 1], o que implica que f’ ndo é Lebesgue integravel.

3.1.3 Propriedades da integral de Kurzweil

Até o fim deste capitulo, diremos que uma fungdo € integravel nos referindo a integral no sentido
de Kurzweil, a menos que seja necessario faremos distingdo. A seguir, vamos apresentar teoremas
que tratam de algumas propriedades fundamentais desta integral e que serdo utilizadas ao longo do
nosso trabalho.

O primeiro teorema que apresentamos € sobre a linearidade da integral de Kurzweil.

Teorema 3.1.4. Sejam U,V € K([a,b], X) e ¢1,co € R. Entdo c1U + oV € K([a,b], X) e

/abD[clU(T, t) +eV(r )] =a /abDU(T, t) + /ab DV (r,1).
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Demonstracdo: Sejam D = {(7;, [v;_1, ), i = 1, ..., k} uma divisdo marcada arbitrdria de [a, ] e
S(U,D) e S(V, D) as somas de Riemann das func¢des U e V, respectivamente. Entdo,

k
S(ClU"_CQ‘/v, D) = Z[(CIU+CQV)(Ti7ai) — (ClU—FCQV)(TZ',Oéi_I)]

=1
k
= Z[ClU(Tia Oéi) + CQV(TZ‘, Oéi) — ClU(Ti, 061;1) —+ CQV(TZ’, 051;1)]
i=1
k k

= C Z[U(TZ, Oéi) — U(Ti, Ozi_l)] + Co Z[V(T“ Oéi) — V(Ti, Oéi_l)]

= Cls(U, D) + CQS(‘/, D),
donde segue imediatamente o resultado. u
A seguir, estabelecemos um teorema que € uma consequéncia do Teorema 3.1.2 e trata da integra-

bilidade de uma fungdo em subintervalos de [a, b].

Teorema 3.1.5. Seja U € K([a,b], X). Entdo, para todo subintervalo [c,d] C [a,b], temos U €
K([c.d], X).

Demonstracdo: Dado ¢ > 0, pelo Teorema 3.1.2, existe um calibre 6 em [a, b] tal que
|S(U, D) — S(U, Dy)|| < e,

para quaisquer parti¢oes d-finas D; e D de [a, b].

Sejam D; e Dy quaisquer particdes 0-fina de [c, d] e, suponhamos a < ¢ < d < b. Pelo Lema
3.1.1 existem particdes o-finas de [a, ¢| e [d, b] denotadas por Dy, e Dg, respectivamente. Unindo as
particdes Dy, 51 e Dg obtemos uma parti¢do d-fina D; de [a, b]. Analogamente, a unido de Dy, 172
e D nos fornece uma outra parti¢o d-fina Dy de [a, b]. Assim,

||S(U,51) - S(U,E)H = ||S(U,bvl) + S(U, D) + S(U, Dg) — S(U, 2)\/2)”
= ||S(U,Dy) = S(U, Dy)| < e.

Portanto, pelo Teorema 3.1.2, U € K(][c, d], X). u

Teorema 3.1.6. Se c € (a,b) e U : [a,b] X [a,b] — X étal que U € K([a, ], X)NK([c,b], X), entdo
UeK(ab],X)e

b c b
/DU(T,t):/ DU(T,7§)—|—/ DU(,1). (3.10)

Demonstracdo: Seja ¢ > 0 dado. Escolhemos calibres d; e 05 de [a, c] e [c, b, respectivamente, cor-
respondentes a € nas defini¢cdes de I} = [ DU(7,t) e I = fcb DU(1,t). Definimos a fung@o calibre
auxiliar gpor
01(7), para T € [a,c)
§(1) = { min{éi(7),d2(7)}, para T =c¢ (3.11)
da(7), para 7 € (c, b].
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Escolhemos a fung¢do calibre § em [a, b], satisfazendo §(7) < min{d(7),|r — ¢|} sempre que 7 #
c e d(c) = d(c). Pelo Lema 3.1.1, existe uma divisdo marcada J-fina de [a,b], digamos, D =
{(m, [@vi—1,1]), @ = 1,...k}. Entdo, ¢ € [ap_1, ), para algum indice m. Suponhamos, por con-
tradicdo, que 7,, # c. Da definicdo de d e do fato de D ser d-fina, temos

|7 — | < 8(Tn) < |7 — €.
Portanto, 7,,, = c.

Pela definic

1
o

de soma de Riemann, segue que

3

S(U,D) = [U(7),05) = U(7j, 1)) + [Ule, anm) — Ule, aip—1))]

<

+

[U(7j, ) = U7, 1))

I
3

3

= [U(7j, ) — U7y, 1)) + [Ule, i) — Ule, am—1)] + [U(e, ¢) — Ule, 1))

1

<.
Il

— [Ule.e) =Ulc,am)]+ D [Ulr,05) = Ulry, a5-1))]

j=m+1
= S(U,Dy)+ S(U,D,),
onde Dy = {(7, [vi_1, ), i = 1,...,m} é uma divisdo marcada d,-fina de [a, | e
Dy = {(7;, [i—1,01]),i = m + 1,...,k} € uma divisdo marcada do-fina de [c, b]. Devido a escolha
do calibre §, as divisdes marcadas D; e D, também sdo d-finas de [a, c| e [c, b], respectivamente.
Portanto, para a divisdo marcada 0-fina D = D; U Ds de [a, b], temos a seguinte relagdo

IS(U, D) = (L + L)l = |[S(U, D1) +SU, Dy) — Iy = L]
< ||S(U7D1)—]1||+||S(U,D2)—IQ|| < 2e.
Por defini¢do, a integral fab DU(t,t) existe e também vale a igualdade (3.10). [
O préximo resultado € conhecido como Lema de Saks-Henstock. A versdo original foi dada por
Stanislaw Saks e a formulacdo para a integral de Kurzweil é devido a Ralph Henstock. O lema nos
diz que para os mesmos valores de € e § da definicdo de integral sobre o intervalo [a, b], estimamos
por € o somatdrio da diferenca entre a soma de Riemann e a integral em cada subintervalo da divisdo

marcada ¢-fina de [a, b]. Aplicaremos o Lema de Saks-Henstock no estudo sobre integrais impréprias
e no teorema de convergéncia.

Lema 3.1.2. [Saks-Henstock] Seja U € K([a,b], X). Se dado € > 0, existe um calibre § em |a, b] tal
que {a < 1 <& <Aoo < B <& < A < b} representa um sistema d-fino, isto é

§ € BNl C L& —0(85), &+ (&), Vi=1,...,m,

entdo

k A
H Z[U(&'» Aj) = U5, 85) — /B DU(r, t)} H <e. (3.12)
i=1 ;
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Demonstracdo: Por hipétese 3; < A;, para todo j = 1,...,m, mas podemos supor, sem perda de
generalidade, que 3; < A;, paratodo j = 1, ..., m. Denotamos por \og = a € 3,41 = b.

Se \j < Bj+1, paraj = 1,...,m, entdo a hipétese de U € ([a, b], X) juntamente com Teorema
3.1.4 implicam que U € IC([)}, B;41], X). Logo, dado n > 0, existe um calibre 6, em [\;, 3;11] tal
que §;(7) < &(7), para todo T € [)\;, B;41] e, para toda divisdo marcada D7 §;-fina, temos

4 Bj+1 n
D7) — D .
Isw.p) - [ putn ol <

Aj

Evidentemente, se \; = f3;, paraalgum j = 1, ..., k, entdo S(U, D?) = 0. Como U DIU{(&, (B85, M),

j=1
1,...,m} é uma divisdo marcada d-fina de [a, b], temos
m m ' b
| oW - v+ > sw.p) - [ Do <
j=1 j=1 a
Como
b moorN ™o Pt
/ DU(r,t)=)Y [ DU(rt)+ Z/ DU(t,t),
a j=1 "B j=0 YA
obtemos
Z|: <€ja)‘j) _U<5j76j) - DU(Tat):H‘
j=1 Bj
m /Bj+1 b
< | W) - v o) +2/ Ur.t) - [ DU
j=1 “
m b
< [ S n) - vigs+ Y sw.0) - [ U
J=1 j=1 a
m ,3]4-1
+ Z (U, DY) —I-Z/ (T,t)H<€+(m+1)m—+1=€+T].
Assim, da arbitrariedade de n > 0, a desigualdade (3.12) esta satisfeita e o lema estéd provado. |

O proximo resultado nos diz que a integral de Kurzweil contém suas extensdes de Cauchy (as
integrais improprias).

Teorema 3.1.7. [Hake] Se U : |a,b] x [a,b] — X for uma fungdo tal que, para todo ¢ € [a,b),
UeK(a,c,X)e

c—b—

lim [/CDU(T,t)—U(b,c)—U(b,b)] =leX (3.13)
existe, entdo U € K([a,b], X) e

b
/ DU(rt) = I. (3.14)
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Analogamente, se U : [a,b] x[a, b] — X for uma funcdo tal que, para todo c € (a,b], U € K([c,b], X)
e

b
lim [ DU(r,t) — Ula,¢) — U(a, a)] —JeX (3.15)

c—at

existe, entdo U € K([a,b], X) e
/ DU(r,t) = 1. (3.16)
Demonstracao: Demostraremos apenas a igualdade em (3.14), a segunda segue de forma andloga.

Seja € > 0 dado, pela relagdo (3.13), existe b € [a, b) tal que
H / DU(r,t) — U(b,¢) — U(b,b) — IH <e (3.17)

para todo ¢ € [b,b).

Seja {ck fren uma sequéncia crescente em [a,b) com ¢ = a e hm ¢, = b. Por hipétese, U €

K(la, ¢,], X), para todo p € N. Logo, para cada p € N, temos um cahbre 9, = 9,(€) e se D for uma
divisdo marcada d,-fina, vale

|sw.pr) - / pU(r,1)| <

op+1°

Para todo 7 € [a,b), existe p = p(T) 1,2,...talque 7 € [cp_1,¢,). Seja & um calibre em [a, b]

/\

tal que 0 < 0(7) < & (T )com[ 5(7‘) T+ 4(7)]NJa,b) Cla,¢cp), p=1,2,.... Pelo Lema 3.1.1,

existe uma divisdo marcada d-fina D := (73, [ic1, cu]), i = 1,2, ..., k} de [a, b]. Se p = p(7;), entdo
[@-1,05) € (75 = 3(7), 7+ 8(7)) € (7 = 0,(7). 7 + 8,(7)).
Seja
k-1 o
Z [U(Tj,Oéj) —U(Tj,Oéj_l) —/a DU(T,t)]
p=p(7;)

a parcela da soma correspondente as marcas 7; tais que 7; € [¢,_1,¢p), j = 1, ...k.

Pelo Lema 3.1.2, obtemos

H Z [U(Tj,aj) U(rj,aj_1) / DU(r, t]H < 2p+1

€, consequentemente, temos

H §[U(Tj;aj) —U(1j,a;5-1)] — /:DU(T, t)H:HS[U(Tj, aj) — U(rj,c-1)— :]{)U(T, t)m
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Definiremos um calibre § no intervalo [a, b] da maneira seguinte. Para 7 € [a, ) tomemos 0 < §(7) <
min{b — 7,5(7)} e 0 < 6(7) < b — b. Entdo existe D := {(7;, [i_1,]);i = 1,..., k} uma divisdo
marcada J-fina, tal que 7, = oy, = be oy, € (b, b). Usando (3.17), obtemos

|S(W.D)— 1| = iwm ;) = Uz, 05-)] + Ul an) = Ul i) = |
o N
< |Zwesa) - v - [ oueo|
N /ak DU(r, ) + U(b,b) = U(b,ap1) I

< €+

/ak DU(r,t) + U(b,b) — U(b, ap_1) — IH

Como a1 € (b,b) e D é uma parti¢do d-fina de [a, aj_1], 0 segundo termo do lado direito da
ultima desigualdade acima pode ser estimado por €, como foi mostrado anteriormente. Desta forma,

IS(U, D) = 1| < 2,
b
para toda divisdo marcada J-fina D. Logo, / DU(t,t) = 1.

Segue de forma andloga a outra parte da prova deste teorema. [

Observamos, novamente, que todos os resultados acima valem para integral de Henstock-Kurzweil,
basta aplicarmos, para cada f : [a,b] — X, a func¢do U(7,t) = f(7)t. No exemplo seguinte, usamos
o Teorema 3.1.7, para garantir a existéncia da integral de uma funcdo.

Exemplo 3.1.5. Consideremos a fungdo f : [a,b] — R, na qual

—1)*
e el

0, se v =0.

<z < l;
—k (3.18)

A fung@o In(x), para x > 0, é a primitiva da fungdo —. Assim, pelo Teorema 3.1.3, para todo k € N,
x

femos /f f(s)ds = (=1)* /f %ds =(-1)"In (%) .

k+1 1
Entdo, para n € N, obtemos

/; f(s)ds = :Z_i/ f(s)ds = 1(—1)kln (%) .

=

3
|

—_

1
k+1 k=

- k+1
Como a série Z(—l)”C In (%) converge para — In(%), temos

k=1
! ™
tig [ #61is = =1n (3),
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Portanto, pelo Teorema 3.1.7, obtemos a existéncia da fo s)ds = —1In(%). E ficil constatarmos
que a funcdo f ndo € absolutamente integravel. Portanto, f é H K-integravel, mas ndo € integravel a
Lebesgue.

O teorema a seguir descreve como serd esta integral indefinida.

Teorema 3.1.8. Sejam U € K([a,b], X) e ¢ € [a,b]. Entdo,

lim[ DU(r,t) — Ule,s) + Ule, c / DU(7,1) (3.19)
S—cC a
e
b
lim[ DU(7,t) — U(c, s) + Ulc, c / DU(r,t). (3.20)
S—cC s

Demonstracdo: Dado € > 0, existe um calibre § de [a, b], tal que
b
HS(U, D) —/ DU(T,t)H <e€
para toda divisdo marcada D J-fina. Seja ¢ € [¢c — d(c),c+ 6(c)] N [a, b], entdo, pelo Lema 3.1.2,
HU(C, s) = Ule,e) —/ DU(r, t)” <e
Assim,
H / DU(7,t) — Ule, s) + Ule, ¢) — / DU(r, t)” :H / DU(r,t) — Ule, s) + Ulc, C)H <e

donde segue a igualdade (3.19). De forma anéloga segue a relacao (3.20). [

Observamos que se U : [a, ] X [a,b] — X for integrdvel, ndo ¢ verdade que F(s) = [ DU(r, 1),
para s € [a,b], serd sempre continua. Pelo Teorema 3.1.8, a fungdo F serd contmua quando U for
continua na segunda varidvel. Por exemplo, se f : [a,b] — X for H K-integravel, entdo F(s) =

(HK) / f(s)ds sera continua.

A seguir, daremos uma condi¢do para estimarmos o valor da integral de uma funcio que assume
valores em um espago de Banach X. Esse resultado serd util para trabalharmos com as Equagdes
Diferenciais Ordindrias Generalizadas.

Teorema 3.1.9. Sejam U € K([a,b], X) eV € K([a,b],R). Se existe um calibre 0 em |a, b] tal que
= 7lU(r ) = U, 7)| < (t = 7)[V(7, 1) = V(7,7)], (3.21)

paratodot € (1 —6(7), T + 6(7)), entdo vale a desigualdade

b b
H/ DU(T,t)H g/a DV (7, 1). (3.22)
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Demonstracao: Seja ¢ > 0 dado. Como as fun¢des U e V' sdo Kurzweil integraveis, existe um
calibre § em [a, b] com 6(7) < O(T), para todo 7 € [a, b], tal que, para toda divisdo marcada J-fina
D = {(7, [i-1,5));i =1, ..., k} de [a, b], temos

HS(U,D)—/bDU(T,t)H <e e ‘S(V,D)—/abDV(T,t)‘ <e

a

Da desigualdade (3.21) e de a; > 7, com @ = 1, ..., k, segue que
NU(7i, ) = U, ) || < V7, 00) — V7, 7),
e,parat; > az,comt = 1,....k,

|U(7i, i) = Ul )| < =[V(7i,00) = V7, 70)] = V7, 73) = V(73, ).

Segue, parat = 1,2, ..., k, que

|U(7i, ) = Ui, 1)l < ||U(7, ) — Ui, ) | + |U (73, 73) — Ui, 1) ||
== V(Ti,Oéi> - V(Ti70éi_1).

Logo,
b b
| ['pueo| < | [ v -swo+isw.o)
b b
< 6_’_HZ[U(Tiaai)_U(Ti7ai—1>]“+/ DV(T,t)—/ DV (1,t)
k b )
= €+’Z[V<Tiv%)—v(%ai1)]—/ DV(m)M/ DV(r,1t)
=1 a a
b
< 2€+/ DV (1,t).
Como € > 0 foi dado arbitrariamente, obtemos a desigualdade (3.22). ]

3.1.4 Resultados sobre convergéncia

Nas teoria de integracdo, os teoremas de convergéncia estabelecem condi¢des para que uma se-
quéncia de fungOes integrais convirja para uma funcdo que também € integravel. Esses resultados
sdo extremamente importantes para estimarmos o valor de tal integral. Na integral de Kurzweil, para
obtemos resultados de convergéncia, precisamos inserir o conceito de equintegrabilidade. Por este
motivo, nesta subsecdo, obteremos condicdes que garantam a equintegrabilidade e algumas conse-
quéncias imediatas.

Pela necessidade de trabalharmos com fungdes assumindo valores em espacos de Banach, adap-
tamos de modo a generalizar, os resultados de [35]. Esses resultados, no entanto, nao haviam sido
provados, e por este motivo os incluimos neste trabalho e, posteriormente, os escreveremos em forma
de artigo.
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Definicdo 3.1.3. Dizemos que uma sequéncia de funcoes {U,,}men € equintegrdvel se, para todo
m €N, U, € K([a,b], X) e dado € > 0, existe uma funcdo calibre § de |a, b] tal que

HS(Um,D) - /b DU, (T, t)H <€,

para toda divisdo marcada d-fina D de [a, b].

Observacao 3.1.1. Em alguns textos (veja [19]), uma sequéncia equintegravel € dita uniformemente
integravel. Além disso, S. Schwabik, em [37], estudou a equintegrabilidade das sequéncias de funcdes
H K-integraveis.

Teorema 3.1.10. Sejam U, U, : [a,b] X [a,b] — X, m € N. Suponhamos que a sequéncia {U,, } men
é equintegrdvel e existe um calibre 1 em [a, b] tal que

lim [U,,(7,t2) — Un(7,t1)] = [U(7,t2) — U(T,t1)], (3.23)

m—00

para todo ty < ty, T € [t1,ta] N [a,b] e [t1,t2] C (1 —n(7), 7+ n(7)). Entdo, U € K([a,b],X) e

b b
/ DU(r,t) = lim [ DU,(r,1). (3.24)

m—0o0 a

Demonstracdo: Seja ¢ > 0 dado. Pela equintegrabilidade da sequéncia {U,, } e, para todo m € N,
existe um calibre § em [a, b] satisfazendo 6(7) < n(7), para todo 7 € [a, b], tal que

HS(Um,D) _ /abDUm(T, t)” < %

para toda divisdo marcada o-fina D := {(7;, [a;_1, 4]);i = 1,2, ..., k} em [a, b]. Pela condi¢do (3.23),
para toda divisao marcada é-fina D de [a, b], existe mo € N, tal que

€

U (7, ;) — Up(7y0521) = U(T,00) + U7, i1)|| < St

para m > my.

Consequentemente, para m > mg, obtemos

k
15(Um, D) = S(U,D)|| < Z [Un (7, i) = Un (7, @tim1) = U(7, i) + U(7, i1 )|

k

€ €

< Z om+l 9o
i=1

Desta forma, para toda divisdo marcada d-fina D de [a, b] e m > my, vale

HS(U, D) —/abDUm(T,t)H < |IS(U, D) —S(Um,D)HJrHS(Um,D) —/abDUm(T,t)H <e
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Por outro lado, para k,[ > my, temos
b b b
H/znmﬂw—/zwmww gHﬂaD%l/DmﬁﬁH

+Hﬂum—/%m@wwd@

b
ou seja, a sequéncia { / DU, (T, t)} € de Cauchy em um espago de Banach X, logo existe
a meN

b
lim DU,,(1,t) = I.

m—0o0 a

Além disso, para toda divisdo marcada d-fina D e m > my,
b b
150, D) = 11 =]}, D)~ [ DU+ [ DU (rot) = 11 < 26

Portanto, U € K([a, b], X) e vale a igualdade em (3.24). |

E importante destacarmos que os Teoremas da Convergéncia Dominada, Convergéncia Mon6tona
e de Beppo Levi na teoria de Lebesgue seguem como consequéncia do Teorema 3.1.10.

Sabemos que ndo € tdo facil verificar a equintegrabilidade de uma sequéncia. Desta forma, obte-
mos resultados a fim de se garantir a equintegrabilidade. Mas antes, precisaremos de alguns resultados
técnicos.

Notacdo 3.1.1. Consideremos uma funcéo U : [a,b] X [a,b] — X. Seja (7, J) um intervalo marcado
com7 € J = [o, 8] C [a, b]. Denotaremos por

U(r,J)=U(r,8) = U(t,a)

a fungdo ponto-intervalo correspondente a U.
Nesta subsecdo, sempre, assumimos que U, U, : [a,b] X [a,0] — X, m = 1,2,...e U, €
K([a,b], X), m = 1,2,.... Suponhamos que

(I1) para todo € > 0, existem um calibre w em [a, b], uma fun¢do p : [a,b] — N e uma fungdo
intervalo superaditiva ¢ assumindo valores em R, ou seja, para intervalos fechados Jy, Jo C
[a,b], ®(J1 U Jy) > O(Jy) + P(J2), e D([a,b]) < e. Paratodo T € [a, b],

[Un (7, J) = U7, J)|| < @(J), (3.25)
desde que m > p(7) e (7, J) € um intervalo marcado w-fino.

(I2) existem uma fungéo calibre 6 de [a,b] e C' € R™ tais que, para toda m : [a,b] — N,

k
> Uiy (73, Ji) | < €, (3.26)
=1

para toda divisdo marcada D := {(7;, J;);1 = 1, ..., k} O-fina de [a, b].
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O nosso objetivo é mostrar que toda sequéncia de fun¢des em ([a, b], X') que satisfaz (I1) e (I2)
serd equintegravel.

Definicao 3.1.4. Sejam U, € K([a,b], X), para m = 1,2, ..., satisfazendo (11) e (12). Para cada

p € N, definimos por S, a familia de fungoes V : [a, b] X [a,b] — X para as quais existe uma divisdo

a=py<pP1<..<B_1<p =bdela,b] tal que, para todo intervalo marcado (1, J), tenhamos
Un, (7, J), se T € (81, 55)

V(T7 J) = { Umj(T, J_) +Umj(T, J+>, se T — 63, (327)

ondem; >p, j=1,2 .., J =JN(—o0,Bil et =JN|[Fj,+x).
Lema 3.1.3. Se U e U,,, m = 1, 2, ..., satisfazem (I1) e (12), entdo valem:

(i) paratodop € N, U, € S,;
(ii) se p1,p2 € Nepy > po, entdo S,, C S,,;

(iii) se V € Sy, entdo V € K([a,b], X).
Demonstracdo: Para a prova do item (i), consideremos 3y = a e §; = b. Entdo, Uy(7,J) =
V(r,J) € S,. Para o item (i7), notemos que se V' € S,,, logo m; > p; > py, entdo V' € S,,. Jano
item (ii7), se V € Sy, entdo, para toda divisdo D’ de [3;_1, (3;], temos

S(V,D?) = S(Uy,, D).
Como U,,, ¢ integrdvel sobre [a, b], segue que V' € integravel sobre [a, b]. [
Lema 3.1.4. Suponhamos que U e U, satisfazendo (I1) e 12), m = 1,2,.... Se V' € S}, entdo, existe

uma constante C' > 0 tal que

k
1> Vim )l = Is(vV.D)| < C. (3.28)
i=1
para alguma divisao marcada D = {(1;, J;);i = 1,2, ..., k} 0-fina de |a, b).
Demonstracdo: Sejam {fy, {1, ..., 3} pontos da divisdo de [a, b] dados pela Defini¢ao 3.1.4. Temos

Umj(T7 J)7 se T%{BD?ﬁla'“aﬁl}

vind) = { Upy (7. 7) + U (7. %), se 7 € (B Br, e 1), G2

Consideremos a divisdo marcada
D: = {(Tia J@_)7Z = 17 27 sy kaT € {607517 75l}} U {(Tiv JZ_),Z = 1727 "'7k77 € {507517 aﬂl}}
U{<Ti7 J;‘r)}z - ]-727 ceey kaT € {/80)/817 7ﬂl}}

Portanto, pela condicdo (12),
I1S(V, D)|| < C.
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Lema 3.1.5. Sejam U e U, satisfazendo (I1) e (12). Assumimos que U, € K([a,b], X), m =1,2,....
Se (7, J) for um intervalo marcado w-fino, entdo

IV (7, J) = U(r, J)|| < @(J),

para todoV € S,, com p > p(T).
Demonstracio: Usando a Defini¢éo 3.1.4, a condicgo (I1) e (3.29), se 7 & { o, f1, .-, 0}, temos

IV (7, J) = U(r, )| = |Un, (1, J) = U(7, )| < @(J),
pois m; > p > p(7). Agora, se T € {fo, S, ..., i}, entdo T = §;, paraalgum j = 1,2, ..., e
V(1,J) = Upy (7, J) + Up, (1. 7).
Seja J = [a, ], temos J* = [3;, 5], J~ = [, Bj] e
Ulr,J)=U(r,JY)+U(r,J").

Da condic¢do (I1), vem que

IV (r, J) = U@, DIl < U, (7, J7) = U, T + Uiy (7, T7) = U(r, T
< BT+ B(J) = B(J),

donde segue o resultado. [

Lema 3.1.6. Sejam U e U, satisfazendo (I1) e (I12). Dado € > 0, existe V,, € S, tal que

'H/abDVp(T,t)H—[

onde I = inf{” /b DV (r, t)H;V € Sp}.

Demonstracdo: Pelo Lema 3.1.4, para todo V' € S, C Sy, temos 0 < ||S(V, D)|| < C, para alguma

€

< 2’

b
divisdo marcada 0-fina D. Assim, 0 < ||S(V, D)|| §H/ DV (1,t)

I= inf{H /ab DV (,1)

Lema 3.1.7. Sejam U e U, satisfazendo (I1) e (12), m = 1,2, .... Suponhamos que I; = [v;_1,7;],
Jj =1,2,...,s, é uma sequéncia finita de intervalos disjuntos em [a,b] e V € S,. Entdo, dado ¢ > 0,

HZ/I DV(r,t) —Z/j DV,(r, t)H < % (3.30)
j=1"4 j=174i

onde a fungdo V), foi definida no Lema 3.1.6.

, 0 que implica a existéncia de

’; Ve Sp}. O resultado segue da defini¢do de infimo. [

temos
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Demonstracdo: Suponhamos, por absurdo, que dado € > 0, exista V* € S, tal que

Hz;/l DV*(r, 1) —i/jj DY, (. b)|| > 5

Definimos
V*(T7 ‘])7 se€ T &€ (ﬂyj—laﬁyj)vj = ]-7 e S5
VirJ) =4 Va(rJ), se 7€ [a,0)\ | J I; 3.31)
j=1

VA1, J7)+ Vo(r, JT), se T=75,=1,..,s,

onde J© = JN[y;,+00) e J = JN(—00,7;]. Consideremos o conjunto {L;;k = 1,...,7}, onde
Ly, k =1, ...,r sdo intervalos fechados, disjuntos e

S

ULk = a0\ | L.

J=1

Entio V € Sp e

H/ DV(T,t)—/a DVy(r 1) = H;/l DV*(T,t)Jr; LkDV;;(T,t)—/a DYy (r1)|
- HZ/I DV*(T,t)—Z/IV Dvp(r,t)H >2—6p.

Assim,
€

b b
IgH/ DV(T,t)H<H/ D‘/;,(T,t)H—zp,

0 que implica em ‘ H ff DV, (1,t) H -1 ‘ > 2%, contradizendo o Lema 3.1.6. Portanto, a desigualdade
(3.30) é valida. |

Das condicdes (I1) e (I2) e dos lemas acima seguird um resultado que garante a equintegrabilidade
de uma sequéncia de fungdes.

Teorema 3.1.11. Sejam U e U, satisfazendo (I1) e (12), m = 1,2, .... Entdo, a sequéncia {Uy, } men
€ equintegrdvel.

Demonstracdo: Seja ¢ > 0 dado. Pela hipétese (I1), existe uma fungdo calibre w de [a, b], tal que
Ui (T, J) = U(1, J)|| < ®(J), (3.32)
sempre que m > p(7) e para todo intervalo marcado (7, J) w-fino. Pelo Lema 3.1.5,
\V(r,J)=U(r,J)| < ®(J), (3.33)
paratodo V' € S, com p > p(7). De (3.32) e (3.33), temos

HVP(7)<T> ']) - Um(Ta J)H < QCID(J)’ (3.34)
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sempre que m > p(7) e para todo intervalo marcado w-fino (7, J).

Observemos que, pelo Lema 3.1.3, as fung¢des U, V,, € K([a, b, X ), para todo p € N. Entdo, para
cada p € N, existe um calibre ¢, de [a, b], tal que

b € b €
15w, D)= [ U0l < 5 e 15050 = | DUl < 5.

para toda divisdo marcada ¢,-fina D de [a, b].

Definimos um calibre 6 em [a, b], pela fung¢do 7 € [a,b] — 0(7) < min{w(7),1(7), ..., Op(r) (T) }.
Assumimos que D = {(7;, J;);i = 1, ..., k} é uma divisdo marcada J-fina de [a, b]. Entdo

k k

SUm, D)= Y Unlri )+ Y Unl(7i Ji).

i=1 =1
m<p(7;) m>p(7;)

Sem > p(1;),i = 1,2, ..., k, pela equagdo (3.34), segue que
1Un(7i, Ji) = Vi (73 Ji) || < 28(0),

e assim, pela condicao (I1),

k k k

H S° Unlrin J) =3 Ve )|l < 30 20() < 20(a,b]) < 2e.  (335)
i=1 i=1 i=1

m>p(7;) m>p(7;)

Pelo fato de que U,, V,, € K([a,b], X), p € N, e pelo Lema 3.1.2, obtemos

k

| > Untm s > /DU (r0) <e (3.36)

=1
m<p(7;) m<p(7;)

HZVT,,, /Dvrt(<— (3.37)

p(n) ! I’(Tz> l
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Agora, consideremos m > p(7;), para ¢ = 1,2, ..., k. Pelo Lema 3.1.7 e pelas desigualdades em
(3.35) e (3.37), temos

| i (72, 1) Z /DU | < | i Upn(7i, i) — i Vi(r, J3)

=1 = i=1
m>p(7;) m>p(7—l m>p(7;) p(r;)=l
k k
S DIRCRIED Sy iy
i= i= Ji
p(Ti)lzl ’m>P(17"L)
m—1 k
< 2et| S [ vitm ) - /DVTt
=1 =1
m—1 k
+ H > DW(T,t)—Z DU( Tt]H
=1 =17 Ji
m—1 p
< 2e4+2 §<4€.

Usando a relacdo acima e (3.36), para todo m € N, vale

HS(Um,D)—/abDUm(r,t)H < | i Un(rs, ) Z (7,

i=1

m<p(r;) m<p(7;)
k k
N DR ACHAEES / DU (7 1)|| < 5e,
i= i= Ji
m>17(1‘n‘) m>p(l7'i)
para toda divisdo marcada o-fina D de [a, b]. Portanto, a sequéncia {U,, }.men € equintegravel. [

O préximo resultado traz uma nova condic@o para que a sequéncia {U,, } »cn seja equintegravel.

Teorema 3.1.12. Sejam U e U,,, m = 1,2, ..., satisfazendo (I1) e

(I12%) existem V € K([a,b],R) e um calibre 0 de [a, ] tais que, para todo m € N, temos
|Un (7, D[ < V(7. ), (3.38)

para todo intervalo marcado (1, J) 0-fino.

Entdo, a sequéncia {U,,} nen € equintegrdvel.

Demonstracdo: Suponhamos que exista um calibre £ em [a, b], tal que £(7) < 0(7), para T € [a,b] e

S(V. D) — /bV(T,t) <1,
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para toda divisdo marcada D := {(7;, J;);i = 1,...,k} {-fina de [a, b], entdo pela condigdo (I12%),
para m : [a,b] — N e toda divisdo marcada D := {(r;, J;);i = 1,...,k} {-fina de [a, )], temos
[ Uz, (75, J5)I| < V (75, J5), e também

k b
> Wnio (3 )l < SO2D) < [ DV(rit) +1
j=1 a

Tomando C' = / ’ DV (7,t) + 1, obtemos a condig@o (I2) do Teorema 3.1.12. Portanto, {U,, } men €
equintegrivel. ‘
Observacio 3.1.2. E ficil ver que se U,, € K([a,b], X), m = 1,2,..., e U satisfazendo (I1), entdo,
para cada intervalo marcado w-fino (7, [t1, t5]) , temos

n}Li_rgo[Um(T, to) — Upn(T,t2)] = U(1,ty) — U(T, t2).
Consequentemente, vale

b
lim / DU,,(1,t) / DU(r,t).
m—0oQ
Observacao 3.1.3. Podemos, também, transportar o conceito de equintegrabilidade para as integrais
de Henstock-Kurzweil, esses resultados sdo encontrados em [37].
Corolario 3.1.1. Consideremos a sequéncia de fungoes f,, : [a,b] — R HK-integrdveis, para todo
m € N. Suponhamos existe f : [a,b] — R, tal que

lim fo(7) = f(7) V7 € la,b],

m—>—+0oo

V(1) < fu(T) <w(r), V7€ Ja,b],meN,

onde v,w : [a,b] — R sdo funcdoes HK-integrdveis. Entdo, a sequéncia { f,} é equintegrdvel. Além

lim / fm(s ds-/ f(s)ds.
m—r0o0
Exemplo 3.1.6. Consideremos a fung¢io ¢ : [a, b] — R, dada por
(1"
, para k_+1 <x<

1.
g(x) = T k7 (3.39)
0, se r = 0.

disso, f é HK-integrdvel e vale

No Exemplo 3.1.5, mostramos que g é HK-integravel em [0, 1]. Agora, definimos a sequéncia de
fungdes f,, : [0,1] — R, dada por

x), ara O,ﬁ;
fm(x):{g() p € [0, 5]

4
0, se z € [5-,1]. (3-40)

Assim, lir}rl fm(z) = 0. Além disso, 0 < f,,(x) < g(z), para todo = € [0, 1]. Entdo, pelo Coroldrio
m—r—+00

3.1.1, a sequéncia { f,, }men € equintegravel e

i [ fnteyis =0
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3.2 Equacoes Diferenciais Ordinarias Generalizadas

Antes de apresentarmos a teoria das Equacdes Diferenciais Ordinarias Generalizadas (EDOGs),
faremos uma retrospectiva destacando o que motivou Jaroslav Kurzweil em 1957, no artigo [25], a
introduzir um novo conceito de integral. Consideremos o problema de valor inicial

T = f(t,x), x(ty) = o, (3.41)

onde f : QxR — X, Q) C X aberto. Sabemos que encontrar uma solu¢io no sentido de Carathéodory
da equacdo (3.41) € equivalente a obter uma solug¢do da equacao integral

t
z(t) = xo + / f(s,z(s))ds, quase sempre em [a, b], (3.42)
to

sendo a integral acima no sentido de Lebesgue. Suponhamos que exista uma solu¢do de (3.41) em
la,b] C R. Consideremos a aplica¢do F': Q X [a,b] — X dada por

F(x,t):/t f(s,z(s))ds.

Se x é uma solugdo do problema de valor inicial (3.41) em [to,t] C [a,b], entdo a fungdo x é
absolutamente continua em [t(, t]. Logo, existe uma sequéncia de funcdes escada (x;);cn convergindo
uniformemente para = em [to,t]. Por exemplo, se para cada [ € N temos uma divisdo marcada
Dy = {(7, [ovic1, ai]);i = 1,2, ..., k }, podemos tomar a sequéncia (z;);en, onde x;(7) = x(7;) com
T € |a_1, oj]. Construindo divisdes marcadas suficientemente finas, podemos dizer que a sequéncia
(x;) converge uniformemente para x.

Se assumirmos que a fung@o f(¢, z) é continua na segunda varidvel, entdo

lim f(s,zi(s)) = f(s,z(s)), s € [to,t].

l—00

Pelo Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue, concluimos que

l—00

lim /t:f(s,xl(s))ds = /t:f(s,:v(s))ds.

Para cada [ € N fixo, usando a definicdo de F', temos

ky

t ky oy
[ stsatnas = 3 [ rsatmds = YoIFa(m).a)) - Fla(m).a;)

Jj=1

De (3.42), a solugdo z(t) de (3.41) pode ser aproximada por

ki
To + Z[F(x(Tj),aj) — F(z(7}), -1)]. (3.43)
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Observamos que a soma em (3.43) é exatamente a soma de Riemann usada na defini¢do de integral
de Kurzweil para a funcdo F'. Logo, tomando convenientemente as divisdes marcadas, teremos que
uma solu¢do da equagdo (3.41) serd também solucao da equacdo integral

:c(t):x0+/t DF(x(r), ).

3.2.1 Nocoes basicas de EDOGs

Consideremos 2 = O x [a, b], onde O é um conjunto aberto em X e [a,b] C R. Seja F': Q@ — X
uma fung¢@o definida para (x,t) € Q2 e assumindo valores no espago de Banach X.

Definicao 3.2.1. Uma funcdo x : o, 5] — X é dita uma solugdo da EDOG

dz
pri DF(z(T),t) (3.44)

no intervalo [« 5], se (x(t),t) C §, paratodot € |a, (] e

z(v) — z(u) = /U DF(xz(7),t), wu,v € [a,f]. (3.45)

A integral no lado direito da equagdo (3.45) deve ser entendida como sendo a integral de Kurzweil.

Observaciio 3.2.1. E importante ressaltar que a notagio em (3.44) é apenas simbélica. O termo j—i
ndo significa que a solucdo da EDOG em (3.45) seja diferencidvel. Isto pode ser comprovado através
do seguinte exemplo.

Exemplo 3.2.1. Seja r : [0,1] — R uma fun¢ao continua que ndo € diferencidvel em todo intervalo
[0, 1] (veja Teorema 7.18 em [34]). Definimos F' : [0, 1] x [0, 1] — R por F(7,t) = r(t). Entdo, F' é

v
continua, existe a integral / DF(r,t)e
0

/U DE(r.t) = r(u) — (),

para todo u, v € [0, 1]. Isso significa que a fungdo r : [0, 1] — X é uma solugdo da EDOG

& = DF(a(r). 1)
dr
e, a solu¢do x da EDOG nao ¢ diferencidvel.
Observacao 3.2.2. Pela Defini¢do 3.2.1 é importante observarmos que se adicionarmos a F'(x,t) uma
funcdo dependendo somente de x, as solu¢des da equacgao (3.44) ndo mudario.
De fato, dada H : O — X, defina G(z,t) = F(x,t) + H(z). Dada uma divisdo marcada
D = {(7,[sj-1,54]); 7 = 1,2, ..., k} de [a, b], temos

S(G, D) = ) [F(x(r),s5) = H(w(7y)) = F(a(1;), 85-1) + H(2(75))]

[F(z(7), 85) — F(2(75), 85-1)] = S(F, D),
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/ DIF (:U(T))]:/abDF(Jc(T)t

Desta forma, se x : [a, 3] — X for solu¢do da EDOG

dx

o = DI (a(r),t) + H(xz(7))],

entdo = também serd solu¢do da EDOG (3.44) no intervalo [a, §]. A reciproca da afirmacéo se ve-
rifica. Em particular, dizemos que F(x,t) = F(z,0) — F(x,t), para (z,y) € Q € a representacdo
normalizada de F' e satisfaz F;(z,0) = 0, para todo = € O.

Assim, segue que

Dada a condigdo inicial (Z,ty) € €2, definiremos a seguir, o que é uma solu¢do de um problema
de valor inicial para a equagio (3.44).

Definicao 3.2.2. Dizemos que uma fungdo x : [a, f] — X é uma solu¢do de (3.44) com condigdo
inicial x(to) = T no intervalo |o, B] C |a,b], se ty € [a, 5], (x(t),t) € , paratodot € [a, (], e se a
igualdade
2() —5:/ DF(x().1)
to

forvdlida para todo v € |a, (].

Fazendo analogia as EDOs, também mostraremos que z serd solu¢do da EDOG em (3.44) se, e
somente se, x for solucdo de uma equacgao integral.

Proposicdo 3.2.1. Seja = : [a, f] — X uma solucdo de (3.44) em [, 5]. Entdo, para todo 7y € |, (]
fixo, vale

N / " DG((r), 1), s € af] (3.46)

Se x : |, 5] — X satisfaz (3.46), para algum ~y € |« B], entdo x serd uma solucdo de (3.44).
Demonstracao: A primeira parte segue diretamente da Definicdo 3.2.1, basta escolher s; = 7y e
sy = s. Reciprocamente, se = : [a, ] — X satisfaz a equagdo (3.46), entdo

v(ss) —a(s1) = () + / " DF(e(r), 1) — x(7) / " DF(a(r).1)

_ / DF(x(r),t

para todo s1, sy € [a, (], com s < so. Portanto, 2 é uma solugdo de (3.44). |

A Defini¢gdo 3.2.1 ndo fornece informagdes a respeito das solugdes z : [a, ] — X de (3.44).
Pela Proposicao 3.2.1, pelo menos sabemos que tais solugdes comportam-se de modo semelhante as
integrais de Kurzweil indefinidas. Usando o Teorema de Hake (Teorema 3.1.7), deduzimos o seguinte
resultado.

Proposicao 3.2.2. Se z : [a, 8] — X for uma solugcdo da EDOG em (3.44), entdo
lim[z(s) — F(x(0),s) — F(z(0),0)] = x(0), (3.47)

S—0

para todo o € |a, (.
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Demonstracdo: Seja o € [a, 8] dado. Como x é solugdo de (3.44), entdo, pela Proposicdo 3.2.1,

+ / " DF((r),1)

para todo s € [«, 3]. Logo,

x(s) — F(x(0),s) + F(x(o),0) = x(0) — F(z(0),s) + F(z / DF(x(7),t), (3.48)
para todo s € [«, (]. Pelo Teorema 3.1.7, temos
lgn; DF ~ Fz(o ),3)+F(m(3),s)] :/0 DF(x(7),t) = 0.

Portanto, pela relacdo acima e de (3.48), obtemos

lim{z(s) — F(x(0),s) — F(z(0),0)] = hm DF — F(z(0),s) + F(x(0),0) + z(0)

S—o S*)O'

A seguir, introduziremos uma classe de fungdes F' : {2 — X para a qual € possivel obtermos
informagdes concretas sobre as solu¢des da EDOG em (3.44). Ao longo deste capitulo, & : [a,b] — R
serd uma fun¢do ndo-decrescente e w : [0, +0c0) — R uma fungfo localmente lipschtiziana, crescente
e w(0) = 0. Estamos interessados em invertigar o comportamento das solugdes de (3.44) para uma
funcdo F’ nesta classe.

Definicao 3.2.3. Dizemos que uma fungdo F : ) — X pertence a classe Lg-(Q, h,w), se, para
quaisquer (z,11), (,12), (4, t1), (3, £2) € O, satisfaz

(i) |[F(z,t2) = F(z,t)]| < [h(t2) = h(t1)];

(it) [|F(z,t2) = F(x, 1) = F(y,t2) + F(y, t1)[| < w(llz = yl)|h(t2) = hty)]
Sabemos que a fun¢@o identidade I : [a, b] — [a, b] é lipschtiziana, crescente e se anula na origem.
Neste caso, denotaremos a classe %Q, h, I') simplesmente por %Q, h).

Antes de estabelecermos resultados de existéncia e unicidade para solucdo de (3.44), quando
Fe ,,%, h,w), vamos localizar o espaco que as contém. Veremos que este espago € o das fungdes
de variacao limitada.

Lema 3.2.1. Suponhamos que F' : Q) — X satisfaca a condi¢do (i) da Defini¢do 3.2.3. Se x : [, 5] C
la,b] — X é tal que (xz(t),t) € Q, paratodo t € |a, ], e se/ DF(x ) existir, entdo, para

quaisquer sy, $2 € |a, [],

H/ DF(x H<!h82) h(s1)]. (3.49)
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Demonstracio: Como a fungdo F satisfaz a condigio (i) da Defini¢do 3.2.3, vale a desigualdade

—~

t—7)
|t — 7

1E(z(7), t) — F(a(r), )] <

(h(t) — h(7)), (3.50)

para todo t,7 € [«, 3], pois h é ndo-decrescente. Seja V' (7,t) = h(t). Entdo DV (r,t) =
S1

h(s2) — h(s1), para quaisquer s1, sy € [, 3]. Pelo Teorema 3.1.9, obtemos a seguinte relagdo

H/ DF(a(r).0)] <] / DV (a(r).1)| = |h(s2) = h(s1)l;

para quaisquer sy, S3 € [, ]. Deste modo a prova estd completa. [

Corolario 3.2.1. Suponhamos que F' : Q0 — X satisfaca a condicdo (i) da Definicdo 3.2.3. Se
x: [a, B] C [a,b] — X € uma solucdo de (3.44), entdo

[2(s2) = x(s1)]| < [h(s2) = h(s1)], (3.51)
para todo sy, se € |, B]. Além disso, a fun¢do x serd de variagdo limitada em [, ] com

Varfz < h(B) — h(a). (3.52)

Demonstracao: A desigualdade segue direto do Lema 3.2.1 e da Defini¢do 3.2.1. Para mostrarmos
que z é de variagdo limitada em [, (], consideremos D := {a = sy < 51 < ... < § = 8} uma
divisdo marcada do intervalo [«, 5]. A desigualdade (3.51) implica que

Z l2(s;) = 2(s5-0)ll < Z 1A (s3) = sl = h(B) — h(a). (3.53)

Tomando o supremo em (3.53) com respeito a divisao D, teremos
Varfz < h(B) — h(a).

No préximo lema, obteremos informacdes sobre as descontinuidades das solucdes de (3.44),
Sl ¢ . . ~ . . s o
quando F € .F (Q, h,w). Como era de se esperar as descontinuidades serdo de primeira espécie,
elas descrevem os "saltos" da solucdo quando eles existem.

Lema 3.2.2. Suponhamos que F' : Q) — X satisfaca a condi¢do (i) da Defini¢do 3.2.3. Se x : [, 5] C
la,b] — X é uma solugdo de (3.44), entdo

(i) x(sT)—x(s) = F(x(s),s")—F(xz(s),s), paratodo s € |a, 3), onde F(x,st) = lim F(z,0);

o—st

(ii) x(s)—x(s™) = F(x(s),s)—F(x(s),s”), paratodo s € (a, 5], onde F(z,s~) = lim F(x,0).

og—S™
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Demonstracdo: Como a fungdo h é ndo-decrescente, os limites laterais em [, (] existem. Pela
hipétese sobre F, os limites F'(z, s*) e F/(z,s™ ), também, existem. Pela Defini¢éo 3.2.1, temos

z(o) —x(s) = /S DF(z(1),t),

para todo o, s € [a, (]. Pelo Teorema 3.1.8,

[

lim z(o) —x(s) = lim DF(x(7),t)
o—st o—=st Jg
= / DF(x + lim F(z(s),0) — F(z(s), s)
o—S
= lim [F(2(s), 0) — F(a(s), 5)
o—st
e o item (i) estd satisfeito. De modo semelhante, obtem-se o item (i7). [

O préximo resultado garante a existéncia da integral na Defini¢cdo 3.45, quando F' € eﬁﬁ, h,w),
usando o Resultado de Convergéncia (Teorema 3.1.12).

Teorema 3.2.1. Seja I' € L(}TQ, h,w). Suponhamos que x : [a, ] — X ¢é o limite pontual de uma
sequéncia (xy)ken defungoes z o, B] = X, k € N, tais que (x(s), s), (xk( ), s) € Q, para todo

s€lo,flek eN Se/ DF(x(1),t) existir, para todo k € N, entao/ DF(x(7),t) existe e

/ DF(x = hm/ DF(xp(T (3.54)

Demonstracio: Seja ¢ > 0 dado. Como F € . (), h,w), temos

[F (2 (7), t2) = F(xk(7), 1) = F(2(7), t2) + F(2(7), )| < w(llax(r) — 2(7)[)|At2) — h(t1)],

para todo 7 € [t1, 1] C [a, 5]. Definimos a fungdo nao-decrescente 1 : [o, 5] — R tal que, para cada

t € la, B,

€
t) = h(t),
p(t) B —ha) + 1 (t)
onde p(5) — p(a) < e. Como a fungdo w é continua com w(0) = 0 e xx(7) — x(7), para todo
T € |a, (], para e > 0 dado acima, existe p(7) € N, tal que, para k > p(7),

w(llek(r) —2(n)]l) <

Isso implica que

1 ek (7)), t2) = F2k(7), 1) = F(2(7), 12) + F((7), )| < pultz) = p(t),

para todo 7 € [t1,t2] C [, 8] e K > p(7). Seja 6 um calibre de [«, ]. Para toda aplicacdo m :
la,b] — N e toda divisdo marcada o-fina D := {(7;, [aj_1, @4]); j = 1,2, ..., k} de [a, (], temos

Z [E (@, i) = F (@), i) < Z (i) = h(aia)| = h(B) = h(a).
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Assim, as condicdes (I1) e (I2) do Teorema 3.1.12 estdo satisfeitas e, obtemos o resultado pelo

Teorema 3.1.10. [
b
Como nosso objetivo é mostrar a existéncia da integral / DF(x(7),t) sempre que x for solugdo

de (3.44) e, por sua vez, possuindo variagdo limitada. Como toda funcdo de variacao limitada € limite
aproximada uniformemente por uma fun¢do escada finita (dos Teoremas 1.1.1, 1.1.2 e 3.2.1), entdo é
suficiente garantir a existéncia da integral quando ¢ : [a, b] — X for uma funcéo escada finita.

Lema 3.2.3. Se F € . A0, h,w) e ¢ : [a,b] — X for uma fungdo escada finita com ((s), s) € Q,
para todo s € [a, b|, entdo existird a integral

[ pFin.

Demonstracdo: Sejam s;_; < 01 < 0y < §;, para algum] 1,2,...,kec; = p(s), para todo

s € (sj_1,8;) e j = 1,2, ...k. Pela defini¢do de integral, / DF(p(T ) t) existe e

/ DF(p(1),t) = F(cj,02) — F(cj, 01). (3.55)

Tomemos oy € (sj_1,5;). Por (3.55), segue que

S_l)lsm DF )+ Flp(sj-1),8) = Fp(sj-1), 5j-1)
= 5_1:;9 [F(% 00) — F(cj, 8) + F(p(sj-1,5) — F(p(8j-1),8j-1)]

Jj—1

= F(cj,00) = F(cj, 85 1) + F(o(sj-1),571) = F(@(sj-1),85-1)-

g0
Pelo Teorema 3.1.8 e da relagdo acima, a integral / DF(p(1),t) existe e,
Sj—1

j—

/UO DF(p(),t) = F(cj, 00) = Flej, s71) + F(p(sj-1), 5, 1) — Flp(sj-1), 85-1)-

Sj—1

Analogamente, podemos mostrar que / DF(p(7),t) existe e

/Sj DF(p(7),t) = F(cj,s;) — F(cj,00) — F(o(s;),57) — Flp(s;), s)-

Portanto, pelo Teorema 3.1.6, existe / - DF(¢(1),t) e

/ U DF(p(r).t) = Fleys7) — F(o(s;), 57) — F((s;), )

F(cj,sq) + Fp(sj-1), 87-1) = Fp(sj-1), 85-1)-



60 Capitulo 3 — Equacdo Diferencial Ordindria Generalizada

Repetindo este argumento em todo intervalo [s;_1, s;], com j = 1,2, ..., k e usando novamente o

b
Teorema 3.1.6, obtemos a existéncia da integral / DF(p(7),t)e

/ DF(p(r).t) = S [F(cjrs7) — Flejsty)

[F(p(sj-1),571) = F(o(sj-1), s5-1) = F(@(s5),55) — F((s5), 55)]-

Corolario 3.2.2. Sejam F € L%Q, hyw)ex: [a, 5] = X, [a, 8] C [a,b], uma fun¢do regrada (em
particular, uma funcdo de variagdo limitada) em [«.(] tal que (x(s),s) € €, para todo s € |a, f3],

B
entdo/ DF(x(7),t) existe.

Demonstracao: Toda funcdo regrada é limite uniforme de fungdes escada finitas. Logo todas as
hipéteses do Teorema 3.2.1 estdo satisfeitas, donde segue o resultado. [

Finalmente, conhecemos certas condi¢des sobre z e F' que garantem a existéncia da integral

/j DF(x(),1).

Portanto, estamos em condi¢des de investigar propriedades bdsicas a respeito de solu¢gdes da EDOG
em (3.44) descritas através desta integral.

3.2.2 Existéncia e unicidade de solucoes

Continuaremos assumindo que 2 = O x |[a, b], onde O é um conjunto aberto de X e [a,b] C R.
Consideremos a EDOG
E DR, (3.56)
dr
onde F': () — X pertencente a classe e,%Q, h,w) descrita anteriormente.
Nestas condicoes, pelo Corolario 3.2.1, uma solugdo de (3.56) serd uma fun¢do de variacdo li-
mitada. Consequentemente, devemos trabalhar no espago das fun¢des de variac@o limitada em [a, 0],
BV (]a, b], X) (veja Capitulo 1).

Além disso, pelo Lema 3.2.2, toda solu¢do z de (3.56) serd continua a esquerda e os limites laterais
existem e se, para algum ¢y € (a,b), z(tg) = 7, entdo, pelo Teorema 3.1.7, o limite a direita em t
satisfaz

z(td) =7+ F(T,tf) — F(T,t).

Como h4 possibilidade de (3.56) admitir solu¢cdo descontinua, pode ocorrer a existéncia de algum
z € O, tal que
Tt =x(ty) =7+ F@,tl) - F(,t) € O.
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Por esse motivo, é natural assumirmos que z+ € O, conforme veremos no préximo teorema. A prova
deste resultado decorre do Teorema do Ponto Fixo de Banach.

Teorema 3.2.2. Seja F € .7 (Q, h,w). Entdo, para todo (%,t,) € Q, com T+ € O, existe A > 0 tal
que, x : [to, to + A] — X € a tinica solucdo de (3.56) satisfazendo x(ty) = .
Demonstracdo: Como = € O, existe ¢ > 0 tal que a bola aberta B(z,¢) C O. Inicialmente,
suponhamos que h é continua em t,. Para este ¢ > 0, existe A; > 0 tal que |h(t) — h(t)| < %,
sempre que ¢ € [to, to + A;]. Pelo Corolério 3.2.1, para t € [to, to + A4], segue que z(t) € O, pois
|z(t) — Z|| < |h(t) — h(ty)] < % parat € [to, o + A;]. Além disso, existe Ay > 0, tal que

h(to + Ag) — h(ty) < i
onde L ¢ a constante de Lipschitz de w em [to, o + As]. Consideremos A = min{A;, Ay}. Assim,
x(t) € O, parat € [ty,ty + Al e, como h é ndo-decrescente, temos

h(to + &) = hlto) < 1=

i (3.57)

Consideremos o conjunto
A={z:[to,to+A] = X;2z € BV([to, to+A], X), |2(t)=2| < |h(t)—h(to)], Vt€E [to,to+A]}.
Pela demonstrac¢do do Teorema 2.3.1, o conjunto A € um espago de Banach.

Para s € [ty,t) + A] e z € A, definimos

s) =1+ /ts DF(z(7),t). (3.58)

Como F € .7 (Q, h,w) e z € BV ([to, to + A], X), pelo Corolario 3.2.2, a integral / DF(z(7),t)
to

existe. Além disso, segue do Lema 3.2.1 que
720~ 3 = || [ DFGa(r). )] < [hte) = o).
to

para s € [to, to + A], ou seja, T'(A) C A.

Agora, mostraremos que o operador 7" : A — A € uma contragdo. Como F' € e,@/”‘(Q, h,w), para
t, 7T € [to,to + A] e 21, 29 € A, obtemos

[1F(22(7), 1) = F(21(7), 1) = F(2(7),7) + F(z1(7), 1)l < w(llz1(7) — 22(7)[)[A(t) — h(T)]
t—1T1

= ——w([lz1 — z|lBY[h(t) — h(T)].

|t = 7]

Logo, para s1, sy € [tg, tg + Al e z1, 22 € A, usando o Teorema 3.1.9, temos

52

II/ D[F(zy(1),t) = F(zu(7), ]| < Dlw(llz2 = z1llsv ) (?)]

S1

= w([[z2 — z1l[pv)[h(s2) — h(s1)]
< Lllza — z1l|sv|h(s2) — h(s1)l],
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consequentemente,

[(Tz2 = Tz1)(s2) — (Tza = Tz1)(s1)|| = || /82 D[F(z(7),t) = F(z1(7), 8l (3.59)
< Lz — z1||sv]h(s2) — h(s1)].

Seja D := {tg = sp < $1 < ... < s = top + A} uma divisdo finita arbitrdria de [to,to + A]. Por
(3.59),

k
VaringA(TzQ —Tz) = sup Z |(Tze — Tz1)(85) — (T2 — Tz1)(si-1)||
T

k

< S%PZLH@ — z1llpv|h(s:) — h(si-1)]
=1

= Lllza — z1][sv|h(to + A) — h(to)|.

Usando (3.57), para todo z, z5 € A, obtemos

|T29 — T2 BV (T22 — T21)(to)|| + varie (T2 — Tz)

2V&Y§3+A(T22 — T,Zl)

2|22 — z1lBv|h(to + A) — h(to)]
1

2L||ZQ — ZIHBVE
1

§sz _Zl“BV7

IN A

A

ou seja, o operador 7' é uma contragao em A. Portanto, pelo Teorema do Ponto Fixo de Banach,
existe um tnico = € A, tal que

x(s) =Tx(s) = 5+/ DF(x(7),t), paratodo s € [to,to+ A].
to

Consequentemente x : [ty,to + A] — X é a tnica solug@o local de (3.56) com z(ty) = 7.

Agora, consideremos ¢, como sendo um ponto de descontinuidade de h e definimos

~ h(t), se t < to; 360
t) = .
Bt) — () = h(to)], se t > to. (3:60)
Notemos que 1 é ndo-decrescente e contfnua 2 esquerda em [ty, +00). Definindo, também,
E F(z,t), se t < to; 261
t) = ~ ~ .
@)= B t) = [FG) — FG.1), se t>to, -6

obtemos F € f}f‘(ﬂ, h,w). Portanto, realizando um procedimento andlogo ao anterior, concluimos

que existe uma tnica solugdo local z de d_z — DF(2(7),t) com z(t,) = Z. Por conseguinte,
T

definindo
z, se t=1g 216
t) = .
z(t) A1), se t>to, (3.62)
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pela Observagdo 3.2.2, a fungdo = serd a unica solugdo de (3.56) com x(ty) = = e a prova esta
completa. [






CAPIiTULO

4

Correspondéncia entre EDFRIs e EDOGs

Neste capitulo, mostraremos que a classe de EDFRIs, apresentada no segundo capitulo, € iden-
tificada com a classe de EDOGs apresentada no terceiro capitulo, através de uma correspondéncia
biunivoca entre suas solugcdes. Observaremos que essa correspondéncia entre as solugdes de tais
classes de equacgdes diferencias serd fundamental para a construcdo dos resultados de dependéncia
continua das solu¢des em relacao aos dados iniciais e estabilidade das solugdes. As referéncias deste
capitulo sdo [2] e [10].

4.1 Construcao da EDOG

Nesta se¢do, construimos uma EDOG a partir de uma EDFRI e apresentamos um resultado técnico
a respeito da solug¢do dessa EDOG.

Consideremos a EDFRI
y(t) = f(t,v), t#ty, t > to;
Ay(t)=I(y (), t=ty, k=,1,2,..; 4.1)
yto = ¢7

onde ¢ € PC([—r,0],R"),to € Rer > 0.

Vamos supor, também, que f : R x PC([-r,0,R") — R" satisfaz as condi¢des do tipo
Carathéodory:

(A*) paracaday € PC([—r,0],R"), t — f (t,y;) é Henstock-Kurzweil integravel em [ty, ty + o|;

65
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(B*) existe uma fungdo Lebesgue integravel M : [ty, ty+0] — R tal que, paratodo = € PC([—r, 0], R™)
e quaisquer uy, us € [to, to + o,

/u " f(s,ma) ds

(C*) existe uma fungio Lebesgue integravel L : [to,to + o] — R tal que, para quaisquer x,y €
PC([—r,0],R") e quaisquer uy, us € [to,to + 0},

S/ M (s) ds;
u1l

< [ L@ o -l as

ul

/ P (5a) — £ ()] ds

u1

Os operadores de impulso [}, : R™ — R", k = 1,2, ..., satisfazem as condi¢des do tipo Lipschitz:
(A’) existe uma constante K; > 0 tal que, paratodo k = 1,2,...,etodo z € R",
|[Tk(2)] < K3
(B’) existe uma constante /K, > 0 tal que, paratodo k = 1,2, ..., e para quaisquer x,y € R",

[l (%) — I(y)| < Ka|z —yl.

Observacao 4.1.1. A integral, agora, € no sentido de Henstock-Kurzweil e ndo de Lebesgue, con-
forme tratamos no segundo capitulo. Fazendo pequenas adaptacdes, com respeito a integracdo nao-
absoluta, provamos a existéncia (local) e unicidade de solucdo para EDFRI (4.1) usando as ideias
do Teorema 2.3.1. Neste caso, a aplicagdo ¢ — f(t,y;) além de possuir muitos pontos de descon-
tinuidade, pode ser de variacdo ilimitada.

Seja PC} um conjunto aberto de PC'([to — 7, to + o], R™) com a seguinte propriedade: se y é um
elemento de PC et € [tg, o + o], entdo § dada por

é também um elemento de PC.

Exemplo 4.1.1. E ficil ver que o espaco das funcdes de [to — 7, to + o] em R™ de variagdo limitada
e continua a esquerda em (tog — r, tg + o], BV ([tg — r,to + o], R™) N PC([ty — r,to + o], R™), é um
conjunto PCy em PC([tg — r,to + o], R™).

Exemplo 4.1.2. Claramente, o espago das funcdes de [ty — 7, to + o] em R™ limitadas e continua a
esquerda em (ty — r,tg + o], Co([to — 7, to + o], R™) N PC([ty — r,to + o], R™) é um conjunto PC
em PC([ty — r,to + o], R™).

Exemplo 4.1.3. Qualquer bola aberta ¢ um conjunto PC, em PC([ty — r,ty + o], R") .
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De fato, sem perda de generalidade, consideremos
B(xz,a) ={z € PC([tog — r,to + o,R"); ||z — z|| < a},
comz € X ea>0.Sejamy € B(x,a),t € [to —r,to+0]e

a y(), to—r<t<t
y(t) = n
y(t), t<t<to+o.

Entdo y € B(z,a), pois

g —all=sup [g(t) —z(@)[= sup [y(t) —z@)[< sup [y(t) —z(t)] <a.
tE[to—’!‘,to—l—a’] tG[to—T,ﬂ tE[to—T,t0+U]

Agora, definimos F' : PCy X [ty,tg + o] — PC([to — r,to + o], R™), pondo
( O, ﬁe[to—r,to];
9
s,ys)ds, 0 € [tg,t];

P -4 [, 76 o @2)

t

/ f(87 ys)dsu v e [t7 o + 0]‘

([ o

No préximo resultado, mostramos que F' pertencente a classe 9’79, h), onde h é uma fungdo
nao-decrescente e continua a esquerda. Lembrando que esta € a classe escolhida para trabalharmos
com as EDOGs.

Proposicao 4.1.1. Seja F' : PCy X [ty,tg + o] — PC([ty — r,to + o], R"], definida por (4.2).
Entdo, existe uma fungdo hy : [to,to + o] — R ndo-decrescente e continua a esquerda tal que,
F e . AN, hy), onde Q = PCy X [ty, o + 0.

Demonstracio: Sejam z,y € PCy ety < s; < 5 < ty + o dados. E ficil ver que

( 0, '196 [tO—T,Sl];

9
F(y.52)(0) — Fly,s)() = § [, [wds Ve lnsl @3)
f(s,ys)ds, U € [so,t0 + o).
De (B*) e (C*), temos
| F(z,82) — F(z,81)|| = sup  |F(x, 82) (V) — F(x, s1) (V)]
JdE€to—r,to+o]
= ﬂsup ]|F(x ,89) (V) — F(x, s1)(0)] 4.4)
Esl ,82

= sup
V€[s1,82]

0 82
sup M(s)ds:/ M (s)ds

V€[s1,82] J 51

e
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|F(x,s2) — F(x,81) — F(y,s2) + F(y,s1)|| = sup

9€[s1,52]

< [ Lol wleds

S1

/ Fls, ) — F(s0)]ds

S1

< sw L) -y0) [ Ls)ds @)

YE[s1—7,92]

52
< o=l [ Lisyas
Desta forma, basta definir h; : [to, to + o] — R, pondo

ha(t) = /t[M(s) + L(s)|ds, € [to, to + 0.

to
Entdo, a fungdo h; é continua e ndo-decrescente, pois M, L : [tg,tg + o] — R sdo fungdes ndo-
negativas e Lebesgue integraveis. De (4.4) e (4.5), temos

[ F(,82) — F(z,81)|| < [h1(s2) — ha(s1)]

e
[z, 82) — F(x,81) = F(y, s2) + F(y,s1)|| < |lz = yll[ha(s2) — ha(s1)],
parax,y € PCi ety < s1 < s9 <ty + o. Por conseguinte, F' € 97@, hy). [ |

Agora, consideremos os operadores impulsivos I, k = 1,2, ..., em (4.1), satisfazendo as condi¢des
do tipo de Lipschitz. Definimos J : PCy X [to, to + o] — PC([to — r,to + o], R™), pondo

Ty, t)(0) = H,, (t)H,, (0)Ie(y(te)), (4.6)

onde y € PCy, t € [to,to + o], ¥ € [ty — 1,19 + o], m é a quantidade de momentos de impulso
em [tg,to + o] e Hy, denota a fun¢dio de Heaviside continua a esquerda e centrada em ?;, para k =
1,2,...,m.

. z N S77 ¢ ~ ~
A seguir, mostramos que ./, também, pertencente 2 classe . #(€2, h), para alguma fungio h nio-
decrescente e continua a esquerda.

Proposicdo 4.1.2. Seja J : PC) x [tg,to + o] — PC([to — r,to + o], R"), definida em (4.6). Entdo,
existe uma fungdo hs : [to, to+0| — R ndo-decrescente e continua a esquerda tal que J € %Q, hs),
onde Q) = PCy X [ty,to + ol
Demonstracao: Tomemos =,y € PCy ety < s1 < s9 < ty + 0. Pela condi¢do (A’), temos

[ J(z,82) = J(z,s1)l| = sup  [J(x,52)(9) = J(z, 51) (V)] 4.7)

Je [to —n,to +0’]

— 19e[ts—url?f i Z |[Hy, (s2) — Hy (s1)]Hy, (V) 1k (z(tr))]

< Ky Y [Hy(s2) = Hy,(s1))],

k=1
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e, analogamente, pela condi¢@o (B’), concluimos que

1T (2, 52) = J(,81) = T (y, 52) = J(y, s1)|| < Kallw = yl| D [Hi(s2) = Hy, (51)]. (4.8)

k=1

J
Definamos hs : [to, to + 0] — R, pondo hy(t) = max (K, K>) Z H, (t). Entdo, hy € continua a
k=1
esquerda em (g, to + o] e ndo-decrescente em [tg, to + o].

De (4.7) e (4.8), temos

| J(z,52) = J(z,51)|| < |ha(s2) — ha(s1)]

e
| (2, s2) = J(, s1) = J(y, 52) — J(y, s1)|| < ||z = yll[ha(s2) — ha(s1)],
sempre que x,y € PCi ety < s; < so <ty + o. Portanto, J € ﬁ(-Q, hs). [ |

Sejam F' e J definidas em (4.2) e (4.6), respectivamente. Seja G : PC} X [to, to+ o] — PC([to —
r, to + o], R™), pondo

G<y7t> = F(y7t> + ‘](yat)a para y € PCla te [t07t0 + U]' (49)

Assim, obtemos G a partir das fungdes do sistema impulsivo (4.1). Mostraremos que GG pertence a
classe L%Q, h), para uma certa h ndo-decrescente e continua a esquerda. De fato, sejam x,y € PC
ety <81 <89 <tyg+0.De4.4)e(4.7), temos

1G(z,52) = G(,51)| [, 59) = F(z,s1)[| + ||/ (, 82) = J (, 51) | (4.10)

<
< ha(s2) — hi(s1) — ha(s2) + ha(s1) = h(s2) 4+ h(s1),

onde h(t) = hy(t) + ho(t), para t € [to,to + o]. Logo, h é continua a esquerda e ndo-decrescente.
Analogamente, (4.5) e (4.8) implicam

|G, 55) — G, 1) — Gly, 2) — Gy, 51| < Ile — ylls2) — h(sy)]. (@.11)

Portanto, GG pertence a classe ﬁQ, h).

Consideramos a EDOG

7 = Gl,t), (4.12)

onde G, dada por (4.9), pertence a classe e,%ﬁ, h).

Recapitulando, dizemos que x : [ty,to + o] — PC([to — r,to + o] é solu¢do da EDOG (4.12),
com condigdo inicial = = z(ty) € PC, dada por

S0 :{ o(0 —ty), U E [tg— 1 to];

4.13
x(to)(to), ¥ € [to, to + 0], (4.13)
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onde ¢ € PC([—r,0],R"), se (z(t),t) € PCy X [ty,ty + o], paratodo t € [ty, 1o + 0], € se

x(u) (v </ DG(z )(19), para ¥ € [tg — r,tg + 0],

para todo u € [to, to + o].

No lema seguinte, observamos que a fungdo Gz, dada por (4.9), fornece certas propriedades para a
solucdo de (4.12).

Lema 4.1.1. Seja z : [ty,ty + o] — PC,y uma solugdo de (4.12) com a condi¢do inicial T = x(t),
dada por (4.13). Entdo, para u € [ty, ty + o, temos

z(9)(V), I € [tg—r,ul;
w(u)(v) = { 2(w)(w), 0 € [u,to+ o). .19

Demonstracdo: Suponhamos, primeiramente, que ¥ € [u, ty + ¢|. Como z é solugdo de (4.12),

z(u)(u) = E(u)—i—(/tu DG(ZL’(T),t)) (w) e z(u)W) = f(ﬁ)—i—(/tu DG(ZL‘(T),t)) ().

Implicando em

(u)(9) — () () = ( / " DG(a(r), t)) (u)~ ( / " DG(a(r), t>> (9).

pois Z(u) = x(to)(to) = T(I).
Daexisténciade [ DG(xz(7),t), dado € > 0, existe um calibre ¢ de [to, ¢y + o] tal que
to

m

S (G (@(m), 51) — Glalr), s / DGz

=1

para toda divisao marcada D := {(7;, [si—1, si]); ¢ = 1,2, ..., 1} -fina de [to, u]. Portanto,

|z(u)(9) — z(u)(u)] < 2e+

Z[G(m(n), si) — G(x(r;), si-1)] (V) (4.15)

m

— Y [Gx(n),si) — Gla(r), 5i21)](w)]|-

=1

Agora, devemos mostrar que o segundo membro da desigualdade acima € igual a zero, ou seja,
[G(%(Tl), Si) - G(l’(Tz), 81;1)](19) — [G(SC(T@), Si) — G(ZC(TZ), Sifl)](U) = O, Vi = 1, ., m. (416)

De fato, sejaty < s;-1 < s; <u<w,comi=1,... 1. Entdo

[F(z(7;),8:) — F(x(1), 8i-1) / f(s,x5)ds = [F(x(m:),8:) — F(x(r3), si-1)](w). (4.17)
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Mas, se t, < wouty > ¥, paraalgum k = 1,2, ...,m, temos Hy, (u) = Hy, (V) e, se u <ty < ¥, para
algum k = 1,2,..,m, entdo H; (s;) = Hy, (s;—1) = 0, paratodoi = 1, ..., l. Logo,
J
[J(x(7:),8) = J(@(7), si-0)(0) = Y [He(s:) = Hy (si10)] Hy, (9) Ie(y(11)
k=1
J
= 0= Z[Htk(si) — Hy, (si—1) He, (u) L (y(tr)) (4.18)

k=1

= [J(z(n),si) — J(x(7), 8i-1)](w).
Consequentemente, de (4.17) e (4.18), obtemos a igualdade (4.16). Pela desigualdade (4.15), temos

|z(u)(¥) — z(u)(u)] < 2e.
Como € > 0 pode ser tomado arbitrariamente, obtemos o desejado.

Finalmente, suponhamos que ¥} < u. Pela definicao de solucdo de (4.12),

2(u)(V) = 2(9)(0) = ( /: DG(a(7), t)) ().

F(x(r), s)(0) — F(x(r:), 5i1) / (5,24 ds—/ F(s,2,)ds = 0

Como

J(x(7), 80)(9) = J(w(r), 5-1)(0) = D [Hyp(83) = Hy (s50-1)] Hip (9) In(y (t)) = 0,
k=1
D)

para uma divisdo arbitraria D := {(7;, [s;_1, S; 1,2,...,1} de [9,u]. Segue que

(/DG )

para todo ¥ € [ty — r,ty + o|. Portanto, x(u) (¥ ), donde segue o resultado. [

4.2 Correspondéncia entre EDOGs e EDFRIs

Os préximos resultados sdo cruciais para o desenvolvimento deste trabalho, pois consistem em
construir uma solu¢do da EDOG (4.12) a partir de uma solucdo da EDFRI (4.1) e vice-versa. Dedicamos
esta secdo ao estudo da correspondéncia biunivoca entre as EDFRIs e EDOGs.

Teorema 4.2.1. Sejam ¢ € PC([—r,0],R") e G : PCy X [to,tg + o] — PC([to — r,to + o], R")
em (4.9). Suponhamos que y : [to — r,to + o] — R™ é uma solu¢do da EDFRI (4.1) com a condig¢do
inicial y;, = ¢, tal que y € PC. Para cadat € [ty to + o], tomemos

y(9), € fto—rt];

y(t), O €t ty+ ol (4.19)
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Entdo, x : [ty to + o] — PC € uma solu¢do da EDOG (4.12) com condigdo inicial

(b(lg), ¥ e [to—r,to];

4.20
y(ts), € [to, to + ol. (4.20)

(to) (V) = {

Demonstracio: E suficiente mostrar que, para todo u € [ty, to + o], existe / DG(x(7),t) e
to

z(u) — x(ty) = /t“ DG(x(7),t).

Dado ¢ > 0, devemos encontrar um calibre § de [to, u], com u € [to, to + o], satisfazendo a defini¢ao
de integral de Kurzweil.

Sabemos que uma solugio y de (4.1) em [ty — 7, to + o], satisfaz
t m
y(t) = ¢(0) + / F(s,ys)ds + > T(te, y(te) Hy (1), parat € [to,t + o), 4.21)
to k=1

ou seja, a fungdo y restrita a [ty, to + o] pode ser escrita como soma de uma fungdo absolutamente
continua e uma fung¢do escada finita continua a esquerda. Desta forma, para todo 7 € [ty,tg + 0],
existe §(7) = &(,¢€) > 0, tal que

ly(p) —y(7)| <€, paratodo p € [to — 6(7), %] (4.22)

ly(p) —y(7T)| <€, paratodo p € [tg,ty + (7). (4.23)

Como existe 6(7), para cada 7 € [ty, tp + o], temos naturalmente um calibre ¢ de [ty, tp + o]. Sem
perda de generalidade, podemos exigir que o calibre  também satisfaca, para cada 7 € [to, to+ (7)],
as condicoes:

m+ 1)(E&, + 1)

(i) ’/v L(s)ds| < ( , para todo [u,v] C (1 — (1), 7+ d(7));

tr — Ti_
(i) 0 <d(7) < min{%; k=1,2, ...,m};

(i) 0 <20(7) < min{|7 — x|, |7 — tisa|; 7 € (L1, te), k =1,2,...,m}.

Em (i), observamos que a fun¢do L, dada pela condi¢do (C*), é Lebesgue integravel em [tg, to+0].
A constante m é a quantidade de instantes de impulsos em [tg,to + o] e a constante K; é dada em
(A’). Se um intervalo marcado (7, [s1, s9]) € §-fino, por (ii), garantimos que [s;, s3] possui no maximo
um instante de impulso t;, para algum k& = 1,2,...,m. Caso contrério, se tx,tx_1 € [$1, S2], para
algum k = 1,2, ..., m, teriamos
ty —te—1 _ So— 1 20(7)

i(r) < 5 < 5 < = 6(7).
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Além disso, se o intervalo marcado (7, [s1, $2]) € 0-fino e t; € [s1, o], para algum k = 1,2,....m
entdo 7 = t;. Suponhamos, por absurdo, que 7 # t;. Entdo, 7 € (ty_1,tx) ou T € (tg,try1)
implicando em 20(7) < |t — 7| < |s2 — s1| < 26(7), uma contradig@o.

Seja D := {(7;,[si—1,$:]);t = 1,...,1} uma divisdo marcada J-fina do intervalo [ty, u|. Usando
(4.21) e (4.31), temos

( O, 196[150—7"150]'

[2(s:) — 2(s;1))(9) = / LT dHZ H (0 = M (Mot 0 € s o

[ s 4 DI (50) — Byl ibly(00), 9 € [t +0),

\
para todo ¢ = 1, ..., m. Por outro lado, obtemos

(G(z(T:), s:) — G(x(13), 8i-1)] (V) = (4.25)

( m

Z[Htk(si) — Hy, (si-1)]Hy, (0) Ik (2(7i) (tk)), 0 € [to — 1 tol;

= / f(s,z(mi)s ds+z Hy, (i) — Hy, (8i—1)|He (0) L (2(73) (tr)), O € [si—1, Si]:

kO

/'z f(s,x(m)s)ds + Z[Htk(si) — Hy (si-0)[Hy (0) 1 (x(7:) (8)), 0 € [si,t0 + 0],

Afirmacao: Paratodoi = 1,2, .../, temos

[2(s:) = 2(si-2)](0) = [G(2(n), 81) = G(2(7), 5i-1))(V) = (4.26)

(0, O € lto—rto;
9
[f(s,ys) — f(s,2(m)s)]ds, O € [si_1,8i];

/ F(5,52) — f(5,2(7:):)|ds, 0 € [s1, 0 + 0].

\

Para verificarmos essa afirmacao, a partir do calibre ¢ escolhido, precisamos estudar cada intervalo
marcado (7;, [s;-1, 8:]), @ = 1, ..., [, de D. Temos duas possibilidades:

(@) t, € [si_1, 8], paraum tnico p € {1,2,...,m};
(b) [si—1,5:) N {to, t1, ...t} = 0.
Consideremos o caso (a), se ¥ € [ty — 7, s;_1], entdo

[2(s:) = 2(si-0)](V) = [G(2(7), 50) = G(x(7), 5-1)](V) = O,
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pois Hy, () = 0. Agora, se tomarmos ¥ € [s;_1, 5;], temos

9
[2(s1) = x(s:-0)](V) = [G(2(7), 50) = G(x(7), 5-1)] (V) —/ [F(5,ys) = f(s5,2(7:)s)]ds

= Z{ Hy, (0) — Hiy, (si0) [k (y(tr)) — [He(5i) — Hy (8i-0) | Hy,, () L (2(73) (8)) }
= [p(y( p))Hi, (V) = Ip(y(tp)) Hy, (9) = 0.

Mas ¥ € [s;, tp + o] implica em

[2(s1) = 2(s:-0)](9) = [G(2(7), 50) = G((7), 5i-1)](V) = / [f(,9s) = f(s,2(7:)s)]ds

Si—1

= Z{ Hy, (s:) = Hy (si-0) Ik (y(te)) — [Hy, (si) — Hy, (si2) [ He, () Le(2(73) (1)) }
= [p(y( p)) Hy, (V) = Iy(y(tp)) Hy, (9) = 0.

Logo, mostramos (4.26) para o caso (a).
Analogamente, vale (4.26) para o caso (b), pois H;, () — Hy, (si—1) = 0, para todo ¥ € [s;_1, s;]
ek=1,..,m.

Queremos estimar a norma de z(s;) —x(s;—1) —G(x(7;), s;) +G(x(7;), si—1), paratodo i = 1, ..., l.
De (4.26), temos

le(si) — 2(si-1) — Gla(m), 5:) + Gla(n), si)]| = 4.27)
= s fe(s) —a(si)]0) — [Gla(m), 51) — Gla(m), s ()

Jve [to —T,to-}—a]

[ 1) = fs.atm) s

= sup
VE[s5—1,54]

paratodo: = 1,...,[. De (a), temos

9 9 9
/ F(50) — F(s, 2(m)o)lds = / (5, 00) — F(s.2(ty).))ds = / F(5,90) — S5 2(t,))]ds,

P

— i—

para ¥ € [t,, s;], uma vez que

/vp [f(S,ys) - f(S,lL‘(TZ')S)]dS - / ' [f(svys) - f(S,ys)]dS =0.

E também vale

9
/ [F(5,90) — f(s,2(m)))ds = 0,

para ) € [s;_1,1,).
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Da condigao (C*), temos

)
< [ LGl - olt,) s (4.28)
t

P

/t F(s.) — f(s,2(ty)))ds

P

e usando (4.23) e (A’), para todo s € [t,, s;], obtemos

lys — z(ty)sll = sup |y(s+p) —x(t,)(s +p)| = sup |y(s+p) —x(t,)(s +p)| (429
pE[—1,0] pE[—r,0]
= sup |y(p) —y(tp)| < sup {|y(p) — y(t)] + L(y(tp))} < e+ Ki.
pEltps] pEltps]

Portanto, no caso (a), para cada ¢ = 1, ..., [, substituimos (4.28) e (4.29) em (4.27), obtendo

lx(s;) — x(si-1) — G(x(), si) + G(x(1:),8i-1)|| < (e+ Ky) /:i L(s)ds

P

S; 1
L(s)ds + —— |.
< 6</tp <S)S+m—|—1)

Agora, no caso (b), temos

9 STZ_ f(s,ys) — f(s,x(m)s)lds, o €|, sl;
/ . [f<s,ys)—f(svas(n)s)]ds={ ualftesn) = s 2tmh) S (4.30)

07 ¥ e [Si—17 Ti].
Como vale (4.22), obtemos

lys — 2(7)sl| = g ly(p) —y(7i)|, paratodo s € [7;,s;].
pPE|T;,S

Pela condi¢do (C*), segue que

‘ | 160 = fs.atm) s

) 9
g/ L(S)Hys—x(n)s|\ds<e/ L(s)ds.

i—

Assim, no caso (b), paracada: = 1, ..., [, temos

lx(si) — x(si—1) — G(x(7), i) + G(x(1), 8i-1)|| < e/s L(s)ds.
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Usando acima, majoramos z(s;) — z(s;—1) — G(z(7), s;) + G(x(7;), si-1), paratodo i = 1, ..., [.
Supondo que o caso (a) ocorra no maximo em j + 1 < [ intervalos marcados da divisao D, temos

l

|2 (u) — x(to) Z — G(z(n), si-1)]|| =

= Y la(ss) = a(sim1) = Gla(n), s:) + Gla(n), sl

=1

=1

< ZHJC(SJ—I(&—Q—G(I( 7i),8i) + G(2(7i), si-1) |
< ¥ (Z$6<L@ﬁk—%;;%i>—%E:E/WZXQd&
] : "

i=1
[si—1,8;

to+o
< 26/ L(s)ds + e.

to

Portanto, para todo u € [ty, ty + o], existe / DG(x(7),t) e vale

donde segue o resultado. [ |

Teorema 4.2.2. Sejam ¢ € PC([—r,0],R") e G : PC} X [to, to + o] — PC([to — r,to + o|,R") em
(4.9). Suponhamos que x : [ty,to + o] — PCy é uma solucdo da EDOG (4.12) com condigdo inicial

¢(Q9 — to), 19 € [to -, to],
to)(¥) = 4.31
#(to)(9) {x%m@ 0 € [torto + 0. (31
Para ¥ € [ty — r,ty + 0], consideremos

$(t0)(’l9), 9 e [tg—’l“,to];
y(9) = (4.32)

z(9)(9), O € [to,to+ o).
Entdo, y €é uma solucio da EDFRI (4.1) em [to — rty + ol Além disso,

y(9) = z(tg + 0)(V), para todo ¥ € [ty — r,ty + o], ou seja, y € PC}.

Demonstracdo: Primeiramente, observemos que y;, = ¢ em [—r, 0], pois

Yo () = y(to + 5) = x(ty)(to + s) = ¢(to + s — to) = ¢(s), paras € [—r,0].

Além disso, pelo Lema 4.1.1, temos

y(u) = z(to)(u) = z(u)(u) = x(to + o)(u), parau € [ty — 7,10
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y(u) = z(u)(u) = z(to + o)(u), parau € [ty,to + o]
Como z(tg + o) € PCy, temos y € PC}.

De acordo com o Lema 2.2.1 € suficiente mostrarmos, para todo n > 0, com n < ¢ e todo
u € [to, to + 7], que

<. (4.33)

/ f(s,ys)ds — [ (y(tr))Hye, (u)

Podemos escolher um calibre ¢ de [to, to + o] tal que, para cada T € [to, to + (7)], satisfaca:

@ 0<o(r) < min{%;k =1,2, ...,m};

(b) 0 < 26(7) <min{|T —ti|, |7 — te1|; T € (tp—1,tr), bk =1,2,...,m};

(c)‘/ s)ds /M \ds

(d) |h(p)—h(T)| < €, paratodo p € [to—0(T), o], € |h(p) —h(TT)| < €, paratodo p € [ty,to+0(7)].

<

erl)EKHrl < 2—,paratodo u,v] C (1—3(r), 7+6(7));

Da demonstra¢do do Teorema 4.2.2, sabemos que nessas condi¢des, se o intervalo marcado (7, [s1, Sa])
é J-fino, entdo o intervalo [sy, S| possui no maximo um instante de impulso #;, £k = 1,...,m. Seja
D = {(7,[si-1,8:]);7 = 1,...,1} uma divisdo marcada d-fina de [to, to + o]. Se existe p = 1, ..., m,
tal que ¢, € [s;_1, s;], paraalgum i = 1, ..., [, temos

J(@(tp), 5:)(0) = J(2(tr), 8i-1) Z Hy, (si) = Hy, (si-1) | Hi, (0) I ((t) (1))
= Htp(ﬁ)fp(y(tp)),

pois Hy, (s;) — Hy, (si—1) # 0 se, e somente se, k = p. Mas, se [s;_1, ;] N {t1, ..., } = 0, entdo
J(@(tp), 8:)(9) — J(x(tk), si-1)(J) = 0,

pois Hy, (s;) — Hy, (s;—1) = 0, paratodo k£ = 1, ..., m. Logo, existe/ DJ(xz(7),t) e

to

(/tu DJ(?C(TH)) (9) =D Ie(y(tr) Hy (9). (4.34)

Como z é um solucgdo de (4.12), pelo Lema 4.1.1, temos

y(u) —y(to) = x(u)(u) — x(to)(to) = =(u)(u) — x(to)( (/ DGz )( )

(oo { v
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para todo u € [ty, to + o]. Isto implica que

/ Fls s — 3 Lu(y(ts)) iy (u) = (4.35)

- ( / DF<x<r>,t>) <u>+< / DJ<x<T>,t>> (u) - / " F(s s — 3 Tly(te) Hoy ()
— (/tu DF(:L‘(T),t)) (u) — /tu f(s,ys)ds

Como G e J sdo integraveis a Kurzweil em [tg, ty + o], temos que F' também serd. Assim, para o
calibre 0 escolhido anteriormente, temos

l u
}:W@@m&)—F@m%&AH—/‘DF@ﬁ)t (4.36)
i=1 to

para toda divisdo marcada J-fina D.
De (4.35) e (4.36), segue que
/ Floup)ds — 3 Lu(y(te)) iy () 437)

< (/t DF(x(T),t)) (u) —/to f(s,ys)ds

l
< €+Z
i=1

(F(a(r), 51) — F(a(ri), sic1)] / F(s,9.)d

Para concluir a prova, precisamos estimar o terceiro membro de (4.37). Pelo Lema 4.1.1, temos
[F(2(7), 81) = F(x(73), 5i-1)](0) — f(s,ys)ds =
(— % F(s,9.)ds, & [ty — 7, si-1];
9
stl f(S, ys)ds,

€ (si-
J2 7 (s, (@(r)))ds — [ f(s, (@(s))o)ds, 9 € (7 s,];
| 0, ﬁE(Sl,to—i‘O']

paratodoi = 1,....1. De (B¥) e do item (c), se ¥ < 7;, parai = 1, ..., [, obtemos

< ‘/ f(s,ys)ds
/ M(s ds<—.

Si—

[F(2(), 81) — F(2(73), 5-1) / f(s,ys)d (4.38)

IN
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Se v > 1;,1=1,...,1, acondi¢do (C*) implica em

[F(x(7;),8:) — F(x(1;), 8i-1) / f(s,ys)d (4.39)
< | [ U Glm)) = s as)lds| < / ) — Gl Es)ds
e, pela Proposicao 3.2.2 e do Lema 4.1.1, temos
[(z(7i))s = (@(s3)sll = sup |z(m)(s + ) —z(si)(s + )| = sup |z(7;)(p) — z(s:)(p)|
de[—r,0] pE[Ti,si]
< sup ]{Ix(ﬂ')(ﬂ) — (") (p)] + [z(7:) (p) — x(s:) ()}
PE|TiSq
< a(n) —a(mZ0)| + o) — 2(si)]] (4.40)
< Ko+ |Gla(n), ") — Gla(n), si)
< Ki+|h(s;) — h(m)| < Ky + ¢,
paratodoi =1,....,les € [ty — r,ty + 0. Logo, para ) > 7, i = 1, ..., [, obtemos
[F(x(7:),8:) — F(x(1), 8i-1) / f(s,ys)ds| < (Kq +¢€) /Si L(s)ds. (4.41)
Para todo u € [to, ty + o], aplicando em (4.37) as desigualdades (4.39) e (4.41), obtemos
) = 00~ [ Fls.)ds = 3 Iltw.yltn)) Hoy ()| < (4.42)
to k=1
!

S €+ Z ‘[F(Q?(TZ),Sz>—F<~T< y Si— 1 / f S ys

i=1 Si—

VE€[s;—1,74]
!
n [F(o(r),5:) — F(a(r), 1) / F(5,92)d
1961.[;-1,51-] %im
€ m Si to+o
< e—l—m%—i-(e—i-[(l);/n L(s)ds<36+e/to L(s)ds.

Portanto, tomando € > 0 de modo que

to+o
3e + e/ L(s)ds <n

to

e substituindo em (4.42), provamos a desigualdade (4.33). Concluimos, assim, esta demonstracdo. ll
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Observacao 4.2.1. A unicidade de solucdo das EDFRIs é garantida pelo Teorema 2.3.1 no sentido
local e para as EDOGs, segundo o Teorema 3.2.2, também. Logo, os teoremas de correspondéncia
(Teorema 4.2.1 e Teorema 4.2.2) tratam da correspondéncia das solucdes locais de EDFRIs e EDOGs.

Estamos interessando, também, no comportamento da solu¢do global das EDFRIs. Portanto, es-
tenderemos os resultados obtidos neste capitulo.

Consideramos PC'([a, +00),R™), com a € R, munido da topologia da convergéncia uniforme
localmente, isto é, em cada subintervalo compacto de [a, +00).

Seja, agora PC, um conjunto aberto de PC/([ty — 7, +00), R™) com a seguinte propriedade: se y
¢ um elemento de PC et € [ty, +00), entdo § dada por

y(t):{ y(t), to—r<t<t

y(t), t<t<+oo

é também um elemento de PC,.

Assumimos que f : [ty, +00) X PC([-r,0,R") = R"e [, : R* — R", k = 1,2, ..., satisfazem
as condicoes (A), (B), (C), (A’) e (B’), apresentadas no Capitulo 1.

Paray € PC) et € [ty, +00), definimos
( 0, VRS [t()—’l",to];

I
/ F(s,90)ds, 9 € [to, 1)
to

F(y,t)(ﬁ) = (4.43)
/t f(s,ys)ds, ¥ € [t,4+00)
e m
Ty, t)(0) = H, () H,, (0)Ie(y (), (4.44)

onde ¥ € [ty — 7, +00). Seja G : PCy X [ty, +00) — PC([tg — 1, +00), R™), pondo

Gy, t)(0) = Fly, 1)) + J (y, 1) (),

paray € PCy,t € [ty, +00) eV € [ty — 1, +00).

Consideramos em PC/([tg—r, +00), R™) anormalocal ||.||;.c, ou seja, se z € PC([to—r, +00), R™),
, para todo compacto [, 5] C [ty —7, +00). De modo andlogo as desigual-

entdo |||/ = sup |z(s)
s€lof]
dades (4.7) e (4.8), para sy, s2 € [tg, +0) e z,y € PC}, obtemos

1G(, 52) = G(x,81) lioe < [h(s2) — h(s1)]

G (2, 52) = G(2,81) = G(y; 52) + Gy 51) [l10e < [J& = yll[(s2) = h(s1)],
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onde
+o0

h(t) = / [M(s) + L(s)]ds + max (K7, Ks) Z H,; (t), parat € [ty,+00),
k=1

to
¢ uma func¢do ndo-decrescente e continua a esquerda.

Claramente, G pertence a classe . #(€2, h), onde Q = PC} x [¢,d] e [¢, d] é algum subintervalo
compacto de [y, +00).

Consideremos a EDOG (4.12) e a condigdo inicial z(ty) = z, pondo

59) :{ d(I —to), U E [tg — 1, t0);

¢(0), D € [to, +00). (4.45)

Fazendo adaptacdes necessdrias, obtemos a correspondéncia entre as EDFRIs e EDOGs, isto €, o
Teorema 4.2.1 e o Teorema 4.2.2, para solugdes definidas em intervalos nao limitados superiormente.

Observacao 4.2.2. Nos proximos capitulos, utilizaremos frequentemente o Teorema 4.2.1 e o Teo-
rema 4.2.2. Por isso, a seguir, descrevemos melhor essa correspondéncia biunivoca.

Sejam ¢t >ty e ¢ € PC([—r,0],R™). Consideremos a EDFRI (4.1) com condigdo inicial y; = ¢.
Consideremos, também, a EDOG (4.12) com condicdo inicial z(¢) = 7, onde

§<ﬁ):{ p(W —t), Ve[t—rt];

6(0), Vet +oo). (4.46)

Primeiramente, pelo Teorema 2.3.1, existe uma tnica solugdo y : [t — r,v] — R", v > t, de (4.1)
que satisfaz y, = ¢. Entdo, pelo Teorema 4.2.1, encontramos a solugdo z : [¢t,v] — PC([t,v],R") de
(4.12) satisfazendo a condi¢@o inicial x(t) = z, onde

y(9), velt—rrl

y(r), D€ lrl. (47)

(1) (V) = {

Além disso, x(t)(t + 6) = y(t + ), para todo 6 € [—r, 0], ou seja, (z(t)); = y; = ¢.

Por outro lado, como [y = 0, temos 27 = 7+ G(7,t7) — G(7,t) = = € PC}. Entdo existird uma
tnica solugdo x : [t,v] — PC([t,v],R") de (4.12) tal que z(t) = z. Pelo Teorema 4.2.2, obtemos
uma unica solugdo y : [t — r,v] — R™ de (4.1) que satisfaz y, = ¢, onde

y(9) = { z(t)(9), 9 € [t —rt];

z(0)(9), ¥ € [t,v]. (4.48)

Logo, (z(t)): = y: = ¢. Consequentemente, a aplicagio

(¢, (1)) = (£ 91),

para cada t > ¢, € uma bijecao.






CAPIiTULO

5

Dependéncia continua

Neste capitulo, primeiramente, estabelecemos a dependéncia continua com respeito aos dados
iniciais para as EDOGs, ou seja, com respeito a sequéncia de problemas de valor inicial de EDOGs.
Uma das vantagens de tratarmos as EDFRIs via a teoria das EDOGs € transportar os resultados de
dependéncia continua com respeito aos dados iniciais das EDOGs para as EDFRIs, dai, obtemos a
dependéncia continua da sequéncia de problemas de valor inicial de EDFRIs. Os resultados deste
capitulo foram extraidos de [10].

5.1 Dependéncia continua de solu¢cooes das EDOGs

Nesta sec¢do, consideraremos 2 = O X [a, b], onde O é um conjunto aberto de X e [a,b] C R.
Seja h : [a,b] — R uma fun¢do ndo-decrescente e continua a esquerda.

Apresentaremos resultados sobre a dependéncia continua de solugdes das EDOGs com respeito
aos dados iniciais para uma classe restrita de EDOGs, ou seja, a fungdo F' em (3.56) pertencente a
classe 97(9, h). Os préximos resultados foram obtidos de [3].

Lema 5.1.1. Suponhamos que F}, : {2 — X pertence a classe L?T(Q, h), para k = 0,1,2, ..., com

klim Fy(z,t) = Fo(z,t), para todo (x,t) € Q, em X. Se ¥ € PC([o, 5], X), k = 1,2,..., e
——+00

la, B] C [a, b], satisfazendo ||, — o|ec — 0, sempre que k — 400, entdo

H/ DFy(Yr(r / DFy(to(7), t)|| —

83

0, quando k — 4o0. 5.1




84 Capitulo 5 — Dependéncia continua

Demonstracdo: Como ¢, € PC([a, (], X) e ||ty — @/JOHOO — 0, sempre que k — —+00, entdo

o € G([a, B], X). Pelo Corolério 3.2.2, as 1ntegra1s/ DFy(¢x(7),t) existem, k = 0,1, 2, .

Seja € > 0 dado. Como 1)y € PC([a, (], X), existe uma funcdo escada finita y : [o, 5] — X, tal
que ||y — o]l < €. Além disso, existe ng € N tal que || — ¥yl < €, paratodo k > ng. Assim,
para k > ny,

/ DFy.(Yx (T / DFy(to(T

" / DIF(tho(7). 1) —

/ DFu(u(7),£) — Fa(o(r), 1))

‘ (5.2)

+ / DIFo(o(7), ) = Foly(r), 1)

+/DFk — Fy(y(r),1)

Queremos estimar por ¢ a desigualdade acima. Primeiramente, para o primeiro termo do lado direito
da desigualdade, consideremos ¢ o calibre correspondente a € da defini¢do de

D[Fy(¢r(1),t) — Fr(vo(7),t)] e seja D = {(7;,[si—1,8:]);¢ = 1,...,p} uma divisdo marcada
5—aﬁna de [a, f]. Logo, para k > ng, temos

B8
/ DIF(da(r). £) — Fu(to(r), )

< e+

+ Z | Fx(Vn(72), 80) — Fi(¥o(7i), 8:) — Fu(¥n(7), si-1) + Fi(¥o(7:), si-1) ||

i=1

<e+ Z [x(7:) = o(T)[|[R(si) — h(si-1)| < €+ [[r — Yolloo Z |h(si) — h(si-1)]
= €[l + (h(B) — h(a))].

Usando o argumento acima, para £ > ng, obteremos

8
/ D[Fy(to(7), 1) = Fi(y(r), O)]|| < e[l + (h(5) = h())] (5.3)

B8
/ D{Fo(o(r). £) — Fo(y(r). D]|| < e[1 + (B(B) — h(a))]. (5.4)

Assim, estimamos o segundo e terceiro termo do lado direito da desigualdade (5.2). Agora, vamos
considerar o ultimo termo do lado direito da desigualdade (5.2). Como y : [«, 5] — X é uma fun¢do
escada finita, existe um nimero finito de pontos v = ry < 11 <1y < ... < ry = [ tais que y(7) = ¢;,

se 7 € (rj_1,7j),J = 1,2,...,q. Neste caso, a férmula explicita para/ Fr(y(r),t), k = 0,1, ...,

«
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pode ser dada por

B q Tj
[ Bwmn =3 [ R (55)
« j=1 Tj—1
e o Lema 3.2.3 garante que, em cada intervalo [r;_1,7;], 7 =1, ..., q,
[ DRGELD = Rery) - Fler) + Fly(ry).f) 56
— Fi(y(rj-1),mj-1) = Fe(y(ry),ry) + Fi(y(rs), rj)- (5.7)

Como Fj, € .7 (Q,h), lim Fy(x,t+ p) = Fi(x,t") e lim Fj(x,t — p) = Fy(x,t), para todo
p—0t p—0t
(x,t) € Q, sendo uniforme com respeito a k£ = 0, 1, .... Por hipétese, kliria Fy.(x,t) = Fy(x,t) para
—+o0
todo (z,t) € , donde

lim Fy(z,t") = lim lim Fy(z,t+p) = lim lim Fy(z,t+ p)

k—4o00 k—4-00 p—0t p—0t k—+o0

= lim Fy(z,t+p) = Fy(x,th),
p—0t

desde que (z,t) € Q. Analogamente, klim Fy(z,t7) = Fy(x,t7) para (x,t) € . Logo, por (3.35)
—+o00

e (3.36), segue que
B
lim [ D[F(y(7),t) — Fo(y(7),t)] = 0. (5.8)
k—4o0 o
Temos, entdo, o desejado para (5.2).

Finalmente, como € > 0 pode ser escolhido suficientemente pequeno, obtemos o resultado dese-
jado. u

Corolario 5.1.1. Suponhamos que F), € <,7(7(Q,h), para k = 0,1,2,... com klim Fi(z,t) =
—+00

Fo(z,t), para todo (z,t) € Q. Se ¥y, € BV ([, B],X), k = 1,2,... e [a, 5] C [a,b], satisfazendo
|Yx — YollBy — 0 sempre que k — +oo, entdo

H/ DFy(¢y(T / DFy(¢o(7),t)|| —

Demonstracdo: Observemos que BV ([«, 5], X) € PC([«, 5], X) e que, para todo ¢ € [, 3],

0, quando k — +o0. 5.9

[9x(t) = o)l < llvow(a) = o) + 140k (t) — tho(t) — [¢r(e) = tho()]]]
< llw(a) = wo(a)]| + varg(vi — vho) = [l — tollsyv-
Logo, ||Yx — Yo|lcc — 0, quando k& — +o0. O resultado segue do Lema 5.1.1. [

Teorema 5.1.1. Sejam F), € Jéf(Q, h), k=0,1, ..., tais que

lim Fy(z,t) = Fy(x,t), (5.10)

k—+o0
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para todo (z,t) € Q. Suponhamos que xy, : [, 5] — X, parak = 1,2, ..., é a solu¢do da EDOG

dr _ DFy(z,t) (5.11)
dr

com
lim xp(s) = zo(s), para s € |o,p], (5.12)

k—+o0

e (zo(s),s) € Q, para s € [, 5. Entdo, xy : [, f] — X satisfaz as seguintes condigdes:

@) ||zo(s2) — xo(s1)|| < h(s2) — h(s1), se s1 < s,

(ii) lim xx(s) = x(s) uniformemente em |, (3];
k—+o00

(iii) z¢ € solucdo da EDOG
dx
— = DFy(x,t 5.13
dT O(ma ) ( )
em |, B3]

Demonstracao: (i) Sejam o < 51 < so < 5. Entdo, para k = 1, ..., temos

lzo(s2) = zo(s1)l| < llzx(s1) = @o(s1)l| + lzrs1) — za(s2)l| + |2k (s2) = zo(s2)]-

Seja e > 0 arbitrario. Por (5.12), existe ny € N tal que, para k > n, temos
5 e lleu(sr) —zo(s2)l] < 5.
Pelo Lema 3.2.1, ||z (s1) — 2k (s2)|| < h(s2) —h(s1), parak = 1,2, .... Consequentemente, ||xq(s2) —
zo(s1)|| < €+ h(s2) — h(sy). Como € > 0 pode ser tomado suficientemente pequeno, obtemos
[zo(s2) — wo(s1)[| < h(s2) = h(s1).

Para provarmos (ii), vamos supor primeiramente que i é continua em [, 5]. Pelo Teorema de

[k (51) = zo(s1)]] <

Heine-Borel (veja [31]), h é uniformemente continua em [, 3], ou seja, dado € > 0, existe 6 > 0 tal
que |h(s) — h(t)| < €, sempre que |s —t| < ¢ em [«, 5]. Como [«, 5] é compacto, existe um conjunto
finito de pontos 71, ..., ; tal que [«, 3] é coberto por um nimero finito de intervalos (r; — 6, 7; + 0),
7 =1,2,...,1. Pela condi¢do (5.12), existe kg > 0 tal que, para k > kg, temos

|zk(ry) — zo(r))|| <€, Vi=1,..,1

Para todo s € [a, 3], existe j € {1,2,...,} talque s € (r; — d,7; + §). Logo, para k > ko,

[k (s) = 2o (ry) || + [lax(rs) = zo(ry)l| + llzo(r;) — zo(s)]]

[zk(s) — zo(s)]| <
< |h(s) = h(r;)| + e+ |h(s) — h(r;)] < 3e.

Como isto pode ser feito para todo s € [, (], obtemos (ii) neste caso. Agora, sejam o = ty < t; <
.. < t,, < B pontos de descontinuidades de h em [, 5]. Seja e > 0 dado. Pela condigdo (5.12),
existe ny € N tal que, paratodo j € {1,...,m},

|zk(t;) — zo(t;)|l <€, sempre que k > ny.
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Para cada subintervalo [t;_1,t;],7 = 1,...,m, de [a, 3], definimos

h(t), se t € (i1, til;
)= { h(tf ), set=t;,,. G

As propriedades de h implicam que a fungdo h* : [, 5] — R é ndo-decrescente e continua. Para cada
k = 0,1, ..., consideremos a sequéncia de funcdes

xp(t), se t € (ti—1,ti],i=1,2,..
(1) = 5.15
ZL’k( ) { xk(t;‘i_—l)v se t =1;_1. ( )
Entdo, klim zy(s) = x5(s), se s € (ti_1,t;] e hm xk(tz 1) = x5(ti—1). Ainda
— 00
|xy(s2) — z5(s1)]] < |h*(s2) — h*(s1)|, paratodo si,s9 € [ti—1,t].
Usando a parte anterior, temos que z; — x{ uniformemente em [t;_1,t;], para cadai = 1,2, ...,m.
Portanto, para todo ¢ > 0 dado, existe k, € N tal que
[z (s) — wo(s)|| = [lek(s) — x5(s)]| <€,
sempre que s € (t;_1,t;],i = 1,2,...,me ||xg(tiy) — xo(tic1)|| < € k > k.. Logo, z — xg

uniformemente em [t;_1,%;], i = 1, 2, ..., m. Como isto pode ser feito para i = 1,2, ..., m, obtemos
(ii) e sua forma geral como afirmamos no enunciado do teorema.

Agora, vamos provar (iii). Pela defini¢do de uma solucao da EDOG em (5.13), temos que

Tr(s2) — xp(s1) = /52 DFy(zk(7),1),

para todo s1, s9 € [a, (3]. Pelo Teorema 5.1.1, temos

/ DF, (¢ (7 / DFy(tho(7),t)|| —

para todo s1, s € [, ]. Logo,

0, quando k — +o0, (5.16)

H%(Sz)—fco(81)—/SQDFk(SUk(T)J)H < llzw(s2) = @o(s2)ll + [lzr(s1) = zo(s1)l

| PR - [ DRG0

Entdo, quando k£ — oo, obtemos

zo(s2) — xo(s1) = /52 DFy(xo(1),t),

para todo s1, s9 € [a, 3]. Portanto = é uma solugdo da EDOG i DFy(x,t) no intervalo [a, 5]. A
T

O exemplo seguinte, comprova a eficaz do Teorema 5.1.1.
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Exemplo 5.1.1. Consideremos as fungdes hy : [—1,1] = R, com k£ = 1,2, ..., pondo

t, se t € [—1,0],

he(t) = 5.17
(t) t—i—%, se t € (0,1], >.17)

e ho : [-1,1] — R por ho(t) = ¢, parat € [—1,1]. Definamos Fj : (—1,1) x [-1,1] — R,
= h(t)

k=0,1,2,..., pondo Fy(x,t) = zhg(t). Temos que

|Fi(z,t2) — Fi(z,t1)] < ha(tz) — hi(th)

|Fi(w,t2) = Fi(2,t1) = Fi(y, t2) + Fi(y, ta)| < [z = yl[hx(t2) = he(t1)],

parak =0,1,2,... e quaisquer z,y € (—1,1) e t1,t; € [—1,1]. Seja

t, se t € [—1,0],
ht) = t+1, sete(0,1]. (5.18)

E facil ver que Fy, € .7 (Q,h), k=0,1,...,onde Q = (—1,1) x [~1,1] e

lim Fi(z,t) =x lim hg(t) = zho(t) = Fo(z,t).

k—4o0 k—4o00
Consideremos a EDOG
dx
= DFy(x(7),t) = D]z(T)hi(t)], k=1,2,..., (5.19)
-
com a condig¢do inicial z(—1) = T e |7] < . Logo, a fungdo =y, : [—1,1] — (—1,1), dada
2exp(2)
por
exp(t+ 1)z, se t € [—1,0],
T(t) = 1. 5.20
«(t) exp(t+1)(1+ E)x, se t € (0,1] (5:20)

¢ solugdo de (5.19) com zx(—1) = zg e

lim z(t) =exp(t+ 1)z te[-1,1].

k—+o00
Pelo Teorema 5.1.1, a fung@o x((t) = exp(t + 1) é solu¢do da EDOG

U DFy((r),t) = Dle(r)h(t)] = Dlzt], com z(~1) = F.

i (5.21)
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5.2 Dependéncia continua de solucoes das EDFRIs

Agora, iremos nos dedicar ao estudo da dependéncia continua de solucdes do problema impulsivo
com respeito aos dados iniciais.

Consideremos a sequéncia de problemas de valor inicial de EDFRI

Ay(ty) = (y(te)), k=0,1,..,m (5.22)
Yty = ¢p7
onde p = 0, 1,2, .... Suponhamos que ¢, € PC([—r,0],R") e f,, I¥ satisfazem as condi¢des do tipo

Carathéodory e LlpSChltZ, (A*), (B*), (C*), (A’) e (B ), para as mesmas fungdes M e L e as mesmas
constantes /{; e Ko, paratodop =0,1,2,....

Sejam ¢, € Re o, > 0. Definimos Fp : PCy X [to, to + o] = C([to — 7, to + o], R™], pondo
, 19 - [to -7, to]
s)ds, U € [to,t];
Fy(y, t)(0) = / ol 1) € lfo.1 (5.23)

/ fp(87 ys)dsu v € [ta tO + U]?
\ to

e J, : PCy X [to, to + 0] = PC([to — r,to + o], R"], pondo

=" Hy (O H, () I (y(t)). (524)

Seja G, : PCy x [to, to + o] = PC([to — r,to + o], R"|, dada por

Gp(y,t) = F,(y,t) + Jp(y,t), paray e PCy,t € [to,to+ o] (5.25)
De (4.10) e (4.11), temos, para cada p = 0,1, 2, ..., que G, pertence a classe %Q, h), onde Q) =
PCl X [to,t0+0] €

h(t) = / [M(s) + L(s)]ds + max(K1, K3) Y Hy(t)

to k=0

De acordo com o Teorema 4.2.1 e o Teorema 4.2.2, para cada p = 0, 1,2, ..., existe uma corres-
pondéncia biunivoca entre a solu¢ao do problema (5.22) e a solucao da EDOG

= Gp(x,t), (5.26)
com a condicdo inicial

(5.27)
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O préximo teorema garante a dependéncia continua para as EDFRIs. Usaremos o Teorema 5.1.1
juntamente com o Teorema 4.2.1 e o Teorema 4.2.2 para demonstra-lo.

Teorema 5.2.1. Consideremos f,, I} e ¢, comp =0,1,2,...e k = 1,2, ...,m, dadas anteriormente

satisfazendo
9
lim  sup / [fp(s,2s5) — fols,xs)]ds| =0, (5.28)
p—r+00 J€[to,to+0] to
para todo x € PCY, e
lim I} (x) = I}(z), (5.29)
p—+o0

para todo x € R", k = 1,2, ..., m. Suponhamos que y, : [to — r,to + o] = R", comp = 1,2, ..., seja
uma solucdo do problema (5.22) tal que

liIE yp(s) = y(s), uniformemente em [ty —r,ty+ 0| (5.30)
p——+o00

Entdo, y : [to — 1, to + 0] — R" serd uma solugédo do problema

y/(t) = fO(tayt)’ t Z th t 7é tk’7
Ay(te) = R(y(te)), k=0,1,..,m; (5.31)
yto = QSO-

Demonstracdo: Como y, : [to — r,tp + 0] = R", com p = 1,2, ..., é uma solugdo do problema
(5.22), pelo Teorema 4.2.1, temos

2, (t) (V) = (), D€ [ty +o] (5.32)

{ yp(V), 0 € fto—rtl;
¢ uma solucdo da EDOG (5.26) com a condig¢do inicial (5.27) em [tg, o + o]. Seja x : [to, to + o] —
P(C1, dada por

(5.33)

y(0), v € fto—rt;
{y(t), 9 € [t,to + o).

De (5.30), temos
lim z,(s) =x(s) s € [to,to+ 0]

p——+o00

em PC([ty — r,to + o], R™). Além disso, por (5.25), (5.28) e (5.29), temos

lim G,(y,t) = Go(y,1),

p——+o00
para (y,t) € PCy X [to, to + o]. Pelo Teorema 5.1.1, x : [to, to + 0] — PC} é uma solug¢do da EDOG

dx
— =D t).
dr Go(x,1)

Portanto, pelo Teorema 4.2.2, a fun¢@o y : [to — 7, to + 0] — R"™ é uma soluc@o do problema (5.31).1
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Em [32], os autores abordam apenas a dependéncia continua com respeito a funcdes inicial nas
EDFRIs, assumindo que os operadores impulsivos dependem dos retardos. Apesar de ndo assumirmos
que os operadores impulsivos dependam do retardo, como consequéncia imediata do resultado de
dependéncia continua com respeito aos dados iniciais (Teorema 5.2.1), obtemos os resultados de
dependéncia continua com respeito as funcoes iniciais.

Consideraremos a EDFRI

y(t) = f(t,y), tF#ty, t>to;
5.34
{Ay<t)= (@), t=te, k=0,1,2,...; (5.34)

onde f : [to, to + o] x PC([—r,0],R™) — R™ satisfaz as condi¢des do tipo Carathéodory e I : R" —
R™ satisfaz as condi¢des do tipo Lipschitz.

A seguir, formalizaremos a defini¢do de dependéncia continua de solugdes de (5.34) com respeito
a funcao inicial.

Definicao 5.2.1. As solucoes de (5.34) sdo continuamente dependentes com respeito a funcdo inicial
se para toda solucdo x = x(tg, @) definida sobre o intervalo [ty — r,ty + «, onde (to, @) € [to,to +
o] x PC([-r,0],D), a > 0, e [to, to + ] C [to, Lo+ 0], e para todo € > 0, existe algum § > 0 tal que
para ¢* € PC([—r,0], D) com ||¢ — ¢*|| < 0, sey = y(to, ¢*) é uma solugdo de (5.34), entdo y estd
definida ou pode ser continuada a [to — r,ty + | e |z(t) — y(t)| < &, paratodot € [ty — 1, to + .

Para solugdes definidas em intervalos semi-abertos a direita da forma [tg — r, ¢y + «), a Defini¢do

5.2.1 continua vdlida, basta restringir a solu¢do z ao intervalo [ty — r, %y + 3], onde 0 < oy <

Observacao 5.2.1. Esta é, essencialmente, a definicao dada por Hale e Lunel em [20] em seus estudos
sobre dependéncia continua de EDFRs.

Corolario 5.2.1. Consideremos f e I, k = 1,2, ..., m, satisfazendo as condigcoes do tipo Carathéodory
e Lipschitz, (A*), (B¥), (C*), (A’) e (B’). Entdo, a solugcdo de (5.34) depende continuamente da
fungdo inicial.

Demonstracao: Segue imediatamente do Teorema 5.2.1. [






CAPIiTULO

6

Estabilidade

Neste capitulo, apresentamos alguns critérios para a estabilidade (no sentido de Lyapunov) de
solugdes para as EDOGs e EDFRIs.

Na primeira secao, estudamos a estabilidade variacional da soluc¢do trivial para a classe de EDOGs
que estamos trabalhando. Na segunda secio, de posse dos resultados de correspondéncia entre as
solucdes transferimos os resultados de estabilidade variacional das EDOG para estabilidade usual no
estudo das EDFRIs. As principais referéncias para este capitulo sdo [5] e [11].

6.1 Estabilidade Variacional em EDOGs

Nesta se¢do, seja 2 = B, X [ty,+00), onde B, = {y € X : |ly|| < ¢}, comec > 0ety > 0.

Consideraremos a EDOG

dz

— = DG/(z, 1), 6.1

= DG, 1 6.1)
onde G pertence a classe ,,7(79, h), com h : [tg, +00) — R ndo-decrescente e continua a esquerda.
Vamos supor que G(0,1)—G(0, s) = 0, paratodo ¢, s € [tg, +00). Entdo, para todo [u, v] C [t, +00),
temos

/U DG(0,1) = G(0,u) — G(0,0) = 0

e, consequentemente, x = 0 € solugdo de (6.1) em [tg, +00).

O conceito de estabilidade variacional é motivado pelo fato de que toda solugdo de (6.1) serd de
variagdo limitada. E natural, entdo, medirmos a distancia entre duas solugcdes de (6.1) utilizando a
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norma da variagio, como veremos a seguir. Esse conceito foi introduzido em 1984 por S. Schwabik
em [36].

Definicao 6.1.1. A solucdo trivial x = 0 de (6.1) serd dita

(¢) variacionalmente estdvel, se para todo € > 0, existir 6 = 0(¢) > 0 tal que se T : [y,v] — B,,
ty < v < v < 400, é uma fungdo de variagdo limitada em |y, v] e continua a esquerda em

(v, v] tal que
[N <6
Var! (E(s) - / S Da(m),t)) <5
entdo

Ol <&ty

(71) variacionalmente atratora, se existir 69 > 0 e para todo ¢ > 0, existir T = T(e) > 0 e
p = ple) > 0tal que se T : [y,v] — B, tg < v < v < 400, € uma fun¢do de variagdo
limitada em |7y, v] e continua a esquerda em (v, v] tal que

[Z(VII < do

var! (f(s) - /7 S DG(E(T),7§)> <
entdo

[Z0) <& t€molnly+T,+o0), 7 to

(#4i) variacionalmente assintoticamente estavel, se for variacionalmente estdvel e variacionalmente
atratora.

Para obtermos os resultados do tipo Lyapunov para a equacao (6.1), precisamos de alguns resul-
tados auxiliares.

Lema 6.1.1. Sejam [a,b] C R compacto e f, g : [a,b] — R fungdes continuas a esquerda em (a, b).
Se para todo o € [a,b], existir um 6(c) > 0 tal que, para todo n € (0,5(0)), temos

glo+n) —g(o) < flo +n) = f(o). (6.2)
Entdo,
9(s) —gla) < f(s) = f(a), para s € [a,b].
Demonstracao: Consideremos o conjunto

M ={s € [a,b];9(0) = g(a) < f(0) = f(a), o € [a,s]}.

Por hipétese, temos M # (). Seja S = sup M, queremos mostrar que S = b. Suponhamos, por
absurdo que S # b. Entdo, pela defini¢do de supremo existe uma sequéncia z; — ST em R, teremos

g(zy) — gla) < f(xx) — fla).
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De (6.2), para todo k € N, temos

9(S) — gla) = g(S) — g(ax) + g(ax) — gla) < f(S) — f(ax) + fzr) — f(a) = f(S) = f(a)(6.3)

De (??) e (6.3), obtemos

9(S+mn)—g(a) = g(S+n)—g(S)+9(S)—g(a) < f(S+n)— f(S)+f(S)~f(a) = f(S+n)—f(a).
Logo, S +n € M, o que contradiz a definicdo de supremo. [

Lema 6.1.2. Seja V' : [ty,+00) x X — Rtal que V (., x) : [ty, +00) — R € continuo a esquerda em
(to, +00), para cada x € X, e satisfaz

\V(t,z) = V(t,y)| < Kl||z—y|, para z,y € X, t € [ty,+0), (6.4)

onde K é uma constante positiva. Além disso, suponhamos que exista ® : X — R tal que, para
x : [a,b] — X solugdo de (6.1), tenhamos

DYV (t,z(t)) = lim sup VAt +m, ot +:77)) — Vit 2(t))

< O(x(t)), tela,b]. (6.5)

SeT: [v,v] = X, tg < v < v < +oo, for continua a esquerda em (v, v] e de variagdo limitada
em |7y, v], entdo

V(0,2() - V(1,7(7)) < KVar® ( / DG(E ) FME—1),  (66)

onde M = sup ®(Z(t)).

te[y,v]
Demonstracdo: Seja 7 : [y, v] — X uma fungdo continua a esquerda em (~, v] e de variaco limitada
em [, v]. Pelo Coroldrio 3.2.2, / DG(z(7),t) existe.
Y
Pelo Teorema 3.2.2 a EDOG em (6.1) admite uma tnica solugéo local x : [0, o+ (0)] — X, com

€ [y,v] e m(o) > 0, satisfazendo a condi¢do inicial (o) = Z(o). Seja n, > 0 suficientemente
T+n2

pequeno tal que 172 < 1,(0) e 0 + 172 < v. Entdo existe / D|G(z(7),t) — G(x(7),t)]. Pela
defini¢do desta integral, dado ¢ > 0, existe um calibre ¢ de [aia + 12]. Podemos supor, sem perda de
generalidade, que 7, < §(o). Por (6.5), tomemos 0 < 1 < 1, tal que

V(ec+n,z(c+n)—V(c,z(o)) <n®(x(c)). (6.7)

Além disso,

776

G@(o),0+n)— / DG(z(T),t) (6.8)

776 . (6.9)

Glx(0),0 + 1) / DG (). 1)
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Como T(o) = x(0), temos
|G(z(0), 0+n) —G(T(0),0) = G(2(0),0+n)+G(T(0), o) < [[T(0) —z(o)|[|h(c+n)—h(o)| = 0.

Logo, de (6.8) e (6.9),

[ D610 - Gla(r.0)| <60+ 0~ Glatoro) - [ DG
+ |G@o), o+ - / DGz (6.10)
Além disso, de (6.4), obtemos
Vie+nz(o+n)—Vie+nzo+n) < Klz(o+n)—z(o+n) (6.11)

= K E(U—I—n)—f(a)—/g nDG(x(T),t) :

Entao, por (6.7), (6.10) e (6.11), segue que

V(o +n,7(0+n)) = V(s,7(0)) =
= Ve +nz(o+n)=Vie+nzlo+n)+ V(e +nz(o+n)—V(ez(o))

K||z(o + 1) - (o) / " G| + 0 (o))

IA

IA

K70 +n) - 7(0) — / " pe@). bl + K

[ pia@n), 0 - Gt 0| + o)

IN

K|\z(o+n)—%(c / DG(z + ne +nM.

Definimos, para cada s € [y, v],

- /7 DG,

Entdo, P é uma fun¢do de variagdo limitada em [y, v], pois T € de varia¢do limitada. Assim,

o +1) — 7o / DG(z = |P(c+n)+ P(o)] < Vars™P

= Var{™P + Var]P.
Obtendo, para todo 0 < 7 < 1y,

Vo +n,7(0+1n)) = V(e,T(0) < K[Var{™P + Var P] + ne +nM = f(o +1) — f(0),
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onde f(t) = K Varl P+ et + Mt. E facil ver que f é uma funcdo de variacio limitada em [, v] e
continua a esquerda em (-, v]. Portanto, pelo Lema 2?2, obtemos

V(v,Z2(v) = V(7,7(7) < K VariP +e(v —v) + M(v — 7).

Como € > 0 pode ser tomado arbitrariamente pequeno, obtemos (6.6). [

Seja B, = {y € X : |ly|]| < p}, p > 0. Com certas condigdes sobre o funcional V, obteremos
resultados sobre a estabilidade variacional da solugdo trivial da EDOG em (6.1).

Teorema 6.1.1. Seja V : [ty, +00) X Fp — R satisfazendo as seguintes condicoes:
(i) V(t,0) =0, t € [to, +00);
(ii) V(.,z) : [to, +00) — R é continuo a esquerda em (0, +0c0), para todo = € B,;
(iii) existe uma constante K > 0 tal que
V(t,2) = V(t,y)| < Kllz —yll, tE€[to,+00), 2,y € By;
(iv) V é definido positivo, isto é, existe uma fungdo crescente b : Ry — R tal que b(0) =0 e
V(t,z) > b(||z]]), para (t,x) € [ty,+0) X B,;

(v) para toda solugéo x : [y,v] — B, de (6.1), comty < v < v < +00, temos

DYV (t,z(t)) = limsup Vit +mx(t +n) = VIt 2(t))

n—0*t n

<0

Y

isto é, a derivada superior de Dini a esquerda de V' é ndo positiva ao longo de toda solugdo

x(t) de (6.1).

Entdo a solugdo trivial x = 0 de (6.1) é variacionalmente estdvel.

Demonstracdo: Seja T : [y,v] — E, uma func¢do de variacdo limitada e continua a esquerda em
(v, v], com [y, v] C [ty, +00). Pelas condigdes (i) e (iii) e pelo Lema 6.1.2, temos

V(s,Z(s)) = V(7,Z(7)) < KVar] (f(a) — /a DG(E(T),t)) . « €[y, (6.12)

Além disso, por (i) e (i), temos V (¢, y(t)) < |V (¢,y)| < K||y||, paratodo t € [ty, +o0) ey € B,.

De (iv), existe uma fun¢do mondétona crescente b : R, — R talque b(0) = 0e V (¢, y) > b(||yl|),
para todo t € [ty,+00) e y € B,. Dado ¢ > 0, temos que b(¢) > 0. Seja 6(e) > 0 tal que
2K4(e) < b(e). Suponhamos que

[Z()I < o(e)

Var!, (f(s) — /: DG(T(T),t)) <6(e), te]y,v],
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entdo, a desigualdade (6.12), implica em
V(t,Z(t)) <2Kd(e) < ble), te][y,v]. (6.13)
Por outro lado, se existisse u € [y, v], tal que ||Z(u)|| > €, entdo
V(u,7(w) = b(||7(w)]| > b(e).
contradizendo (6.13). Portanto, |Z(t)|| < €, para todo ¢ € [y, v], donde segue o resultado. [

Teorema 6.1.2. Seja V : [ty, +00) x B, = R, onde B, = {y € X : |ly|| < p}, 0 < p < ¢, satisfaz
as condigdes (i) e (iii) de Teorema 6.1.1. Além disso, suponhamos que existe uma funcdo continua
® : X — R satisfazendo ®(0) = 0 e ®(z) > 0 sempre que x # 0, tal que para toda solucdo
x:[y,v] C [to,v] = B, de (6.1), temos

Vit t —Vi(t,x(t
DV a(t)) = limsup LEEBZEEM = VE2O) gy te o). (6.14)
n—0+ n
Entdo a solugdo trivial x = 0 de (6.1) é variacionalmente assintoticamente estdvel.

Demonstracao: Como as hipéteses do Teorema 6.1.1 sdo satisfeitas, a solugao trivial z = 0 de (6.1)
€ variacionalmente estdvel. Sendo assim, basta provarmos que a solugdo trivial x = 0 de (6.1) é
variacionalmente atratora. Da defini¢do de estabilidade variacional, sabemos que:

(I) existe 6y € (0, p) tal que se T : [y,v] — B, for uma fungdo de variagdo limitada e continua a
esquerda em (7, v], com ||Z(7)|| < do e

Var? (f(s) . /7 S DG(E(r),t)) < &,

entao
|Z(t)]| < p, para t € [y,v];

(IT) para todo e > 0, existe 6 = d(e) > 0,6 < ¢, tal que se T : [7,v] — B, for uma fungdo de
variacdo limitada e continua a esquerda em (7, 7], ||Z(7)|| < d e

Var? (f(s) - L S DG(%(T),)&)) <4,

entao
|Z(t)] <€, parate[y,7].

Sejam A(€) = min{d, o} < e, N =sup{—P(y) : AM(e) < ||y <€} <0e

TP LS
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Suponhamos que 7 : [y, v] — B, seja uma funcdo de variacdo limitada e continua a esquerda em

(7, vl tal que [[Z(7)[| < do e
( / DG(7(7), )<>\() 4.

|z(t)|| <€, paratodo t € [y,v] N[y + T(€), +0).

Queremos provar que

Afirmamos que existe t* € [y,v + T'(¢)] tal que ||z(t*)|| < A(¢) < 0. Suponhamos, por absurdo, que
|z(s)]] > A(e), paratodo s € [y, + T'(€)]. Pelo Lema 6.1.2, temos

V(y+T(e),T(v+T(e))) < V(y,f(y))+KVar3+T (‘ /DG )+NT
< Klatl+ ae) + v (~x D)

= Klz(y)[l = Kdo <0,

o que contradiz o fato de V' ser positivo definido, ou seja, existe uma fun¢ado crescente b : R, — R,
tal que

V(v +T(e),z(y +T(€) = b([[z(y + T(e))[| = b(A) > 0.
Consequentemente, ||Z(t)|| < € para todo t € [t*,v], ja que (II) vale para ¥ = t* e ¥ = v. Como
t* € [v,7+T(e)], segue que ||Z(t)|| < €, paratodot € [y,v]N[y+T(€), +00), a prova estd finalizada.
|

6.2 Estabilidade de EDFRIs

Consideremos a EDFRI
(@) = [t w), t#te, t=to,
Ay(t)=Ie(y (1), t=te, k=0,1,2,..., (6.15)
Yto = &5

onde ty > 0 e a fungdo inicial ¢ € PC([—r,0],R") sdo dados. Assumimos, também, que f :
[to, to + o] x PC([—r,0],R") — R" satisfaz as condi¢des do tipo Carathéodory (A), (B) e (C) e os
operadores impulsivos I, : R" — R", k = 1,2, ..., satisfazem as condi¢des do tipo Lipschitz (A’),
(B’) presentes no primeiro capitulo. Além disso, vamos supor que

f(t,0) =0, paratodo t € [tg, +o0)ee I;(0) =0, k=1,2,....

Entdo y = 0 é uma solug@o trivial da EDFRI (6.15) em qualquer intervalo contido em [tg, +00).
Também consideraremos o conjunto £, = {¢) € PC([—r,0],R") : ||¢| < ¢}, com ¢ > 0.

Através da correspondéncia entre as EDFRIs e as EDOGs (Teorema 4.2.1 e Teorema 4.2.2) esta-
belecemos resultados sobre estabilidade da solugdo trivail da EDFRI (6.15) a partir dos resultados de
estabilidade da solucdo trivial da EDOG (6.1).
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Definicao 6.2.1. A solugdo trivial y = 0 de (6.15) serd dita

(i) estavel, se para quaisquer ty > 0, € > 0, existir 6 = 0(s,tg) > 0 tal que se ¢ € E, e
7 : [to — r,v] = R" for uma solugdo de (6.15) tal que j,, = ¢ e

loll <9,

entdo
Hyt(t(h (b)H < ¢, te [tOfU};

(ii) uniformemente estdvel, se o niimero 0 no item (i) for independente de t,

(iii) uniformemente assintoticamente estavel, se existir 69 > 0 e, para todo ¢ > 0, existir T =
T(e) > 0tal que se p € E. ey : [to — r,v] = R™ for solugdo de (6.15) em [ty, v] satisfazendo
a condigdo inicial j,, = ¢ e

6]l < do,

entdo
||yt(t07¢>|| <¢, S [to,’U] N [tO + Tv +OO)

Aplicaremos os Teoremas 4.2.1, 6.1.1 e 0 6.1.2 a fim de obter resultados sobre estabilidade para
a solugdo trivial de (6.15). Através de um funcional U para a EDFRI (6.15) construiremos um outro
funcional V' para a EDOG em (6.1). Esta constru¢do mantém as propriedadades fundamentais do
funcional U e nos auxilia na obtenc¢do dos critérios de estabilidade.

Sejam t > tg e ¢ € PC([—r,0],R™). Consideremos y(t,?) a solucdo da EDFRI (6.15) com a
condicdo inicial y; = 1 e x4(t) solugdo da EDOG correspondente dada por (4.12) com a condigdo
inicial

’:E(r)z{ vir—t), i-r<Tsh, (6.16)

¥(0), T 21,
Da Observagado 4.2.2, a aplicacdo biunivoca
<t7 $¢(t>> — <t7 yt<t7 ¢))7

onde, paracadat >ty e ¢ € PC(|—r,0],R"), segue que y:(t, ) = (x4(t)): = ¢.

Entdo, para cada funcional U : [ty, +00) x PC([—r,0],R") — R, podemos definir um funcional
Vi [ty, +00) x PC([—r,+0), R") — R, pondo

Vit x4(t)) = Ut (L, 9))- (6.17)

Portanto, para t > ¢y, temos

DHU(E, 6) = limsup L E D Ze(t 1) = VL 26(1))

n—0+ n

= DTV (t,24(t)). (6.18)
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Observacio 6.2.1. Temos ||y.(t, ¢)|| = ||z (¢)

, para todo t > t.

De fato, pelo Teorema 4.2.1, obtemos

1%t )| = sup |y(t+0)] = sup |y(T)| = sup |zs(t)(7)| (6.19)

oe[—r,0] TE[t—r,t] TE[t—r,t]
= sup [z (@)(7)] = [lze(t)]]-

TE[t—r,+00]

No lema seguinte, vemos que certas propriedades para um funcional U : [ty, +00)x PC([—r,0],R") —
R podem ser transmitidas para o outro funcional definido por (6.17).

Lema 6.2.1. Seja U : [ty, +00)x PC([—r,0],R") — R. Assumimos que V : [ty, +00)x PC([—r, +00), R") —
R é definido por (6.17). Entdo as seguintes condigcoes valem:
(a) seU(t,0) =0, entdo V(t,0) = 0, para todo t € [ty, +00);

(b) seU(.,7) : [to, +00) — R é continuo a esquerda em (t(, +00), para todo i) € PC([—r, 0], R"),
entdo V (., z) : [to, +00) — R € continuo a esquerda em (ty,+00), para todo = € PC([ty —
r, +oo], R™);

(c) se existe uma constante K > 0 tal que

U(t,0) = Ut )| < Kllo =¥, t € [to, +o0), ¢,¥ € E,,

entdo
\V(t,z)—V(t,y)] SKHZ_Z/’L te [t0>+oo)’ z’yEBP;

(d) se U for definido positivo, entdo V também serd definido positivo;

(e) se DTU(t,¢) < 0, para todo ¢ € PC([—r,0,R™) et > to, entdo DTV (t,z) < 0, para todo
z € PC([tg — r,+00],R") e t > t,.

Demonstracao: O itens (b) e (d) seguem diretamente da defini¢cdo do funcional V. Agora vamos
provar o item (a). Dados t > tg e 1,1 € E,, sejam y,7,7 : [t — r, +00) — R™ solugdes da EDFRI
(6.15) tal que 35, = ¥, J, = 1) e 3, = 0. Suponhamos que z, T, Z sdo solucdes em [t, +-00) da EDOG
(6.1) dadas pelo Teorema 4.2.1 correspondentes a y.,7 e ¥, respectivamente. Entdo, (x(t)); = v, = ¥,
(Z(): =7, =V e (Z(t)): = 5 = 0. Pela Observagio 6.2.1, x,(t), z5(t) € B,. Entio,

0=U(t,0) =Ul(t,5:(t,0)) = V(t,z(t)) = V(t,0),

sempre que Z(t)(7) = 0, para 7 > .

Além disso, para a prova do item (c), notemos que

V(t, 24 () = V(tT5(1)| = [Ut we(t, ) = Ut 7,8 9))] = (Ut ) = Ut 9)].
Entdo, pela Observacao 6.2.1, obtemos

Vit 2y(t) = V(,75(1))] < Kllv = 0l = Kllwy () — 75(0)]. (6.20)
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Claramente, dados ¢t > ty e 2,2 € Fp, existem solugdes = ¢ T da EDOG (6.1) e 1,1 €

PC([—r,0],R™) tais que z = xy(t), (z4(t)): = ve(t, ), Z = T5(t) e (T5(t)): = 7,(t, ). Como

11 = Tlye (8 )| = llzg @] = [I2]] < p

121 = 17,8, )| = [Z5@Ol = IIZ]l < p,

de (6.20), temos

Dados t > ty e z € B,, existem uma solugdo = da EDOG (6.1) e v € PC([—r,0],R") tais
que z = x4(t), (xy4(t)): = ye(t,¢), onde y é a solucdo da EDFRI (6.15) correspondente a z. Por
hipétese, existe uma fungdo crescente b : Ry — R tal que b(0) = 0 e U(t,v) > b(||¥||), para todo
Y € PC(]—r,0],R") et > ty. Logo, obtemos

VI(t,2) = V(t,2y(t) = Ut ye(t, ¥)) = b(||9]]) = b(l|z]),

pois
[0 = Tlye (&, ) = llzg (O = 2] < p,

provando o item (d). [

Observacio 6.2.2. Seja v € [ty, +00) dado. Para cada z € PC([to, v], R™), podemos definir

{ Z(t), to <t <w, (6.21)

z(v), T > .

E ficil ver que 2 € PC([ty, +00), R™). Assim, para o funcional V' definido por (6.17), vamos consi-
derar o funcional V,, : [tg, +00) X PC([ty,v]|,R") — R, dado por

V,(t,z) =V (t,2).

No Lema 6.2.1, podemos substituir V,, por V.

Teorema 6.2.1. Suponhamos U : [ty,+00) x E, = R, onde E, = {y € PC([—r,0],R"); |ly| < p}
satisfaz as seguintes condigoes:

(i) U(t,0) =0, t € [ty, +0);
(ii) U(.,v) : [to, +00) — R é continuo a esquerda em (ty, +00), para todo 1 € PC([—r,0],R");
(iii) existe K > 0 tal que

\U(t,) — Ut 9)| < K| — 9|, tE€E [to,+00), ¥,1 € Ey;

(iv) U é definido positivo;
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(v) DYU(t, ) <0, para cadat > tye € E,,.

Entdo a solugdo trivial y = 0 de (6.15) é uniformemente estdvel.

Demonstracao: Sejam ¢ € PC([—r,0],R") ey : [ty — r,v] — R"™ uma solu¢do da EDFRI (6.15) tal
que y;,, = ¢. Consideremos o funcional V,, : [ty, +00) x PC([to,v], R") — R, dado na Observago
6.2.2. Aplicando (i) a (v) do Lema 6.2.1 ao funcional V,,, pelo Teorema 6.1.1, obtemos que a soluc¢do
trivial z = 0 da EDOG (4.12), assumindo valores em PC'([to, v], R"), é variacionalmente estdvel.
Logo, para todo ¢ > 0, existe § = d(¢) > 0, tal que se T : [y,v] — O, onde O é um aberto de
PC([to,v],R") ety < v < v < v, for uma funcdo de variagdo limitada em [y, 7] e continua a
esquerda em (7, v/| tal que

) <5 e Vae: (w() - [ DGGa(r).0) <8

entao
[zt <e, teyv]

Suponhamos que ||¢|| < d, queremos provar que

|ye(to, )|l <€, para t € [to,v]
Assim, para cada t € [t, v], definimos

y(r), to—r <7<t

z(t)(1) = { (6.22)

y(t), t <7 <.

Pelo Teorema 4.2.1, a fungdo z : [tg,v] — PC([to — r,v],R") é uma solu¢do da EDOG em (4.12)
com condicdo inicial z(¢y) = 7, donde

O(T—to), to—r <7 <t,

i(r) = { (623)

#(0), to <7 <w.

Além disso, = € continua a esquerda em (%o, v| e de variagdo limitada em [t,, v]. Logo,

|2l = sup [z(7) = sup [$()] = [lo] < (6.24)
TE[to—T,V] de€[—r,0]
Var? (x(s) - / DG(x(T),t)> =0 <. (6.25)
v
Consequentemente, ||z(¢)|| <&, ¢ € [to,v]. Portanto, para qualquer ¢ € [ty, v], temos
[%:(to, o)l = sup [y(t+0)| < sup |y(7)] (6.26)
0e[—r,0] TEtog—r,v]

= sup Jz()(1)] = [z(v)]| <e.

TE[to—r,v]
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Teorema 6.2.2. Suponhamos que U : [ty, +00) x E, — R satisfaz as condigées (i) até (iv) do
Teorema 6.2.1. Além disso, suponhamos que exista uma funcdo continua A : R, — R, tal que
A(0) =0 e A(z) > 0, sempre que x # 0, de forma que, para todo ) € E,,

DTU(t, ) < =A(l¢]), t=to. (6.27)

Entdo a solugdo trivial y = 0 de (6.15) é uniformemente assintoticamente estdvel.
Demonstracdo: Sejam ¢ € PC([—r,0],R") ey : [ty —r,v] — R" uma solugdo da EDFRI em (6.15)
tal que y;, = ¢.

Consideremos o funcional V,, : [tg, +00) x B, — R, onde B, C PC([ty,v],R") — R. Definimos
® : B, — Rpor ®(z) = A(||2]), para z € B,. Entdo, ® é continua, ®(0) = 0 e ®(2) > 0, sempre
que z # 0.

Seja z : [t,v] — B, uma solugdo de (6.1) tal que (z(t)); = 1, onde t € [to,v] e € E,, e
suponha que y : [t — r,v] — R™ é uma solugdo de (6.15) dada pelo Teorema 4.2.2 com a condigio
inicial y; = 1. Pela Observacdo 6.2.1 e por (6.27), temos ||y:|| = ||z (t)] €

lim sup 2 Mzt m) = Volbzy®) o VIE+ 0 2yt 4 ) = VE (1)
n—0+ n n—0+ n

= D Ut u(t, v)) = DU, ) < —A([0]]) = =A(llwel),

para todo t € [ty, +00). Portanto,

o VoL (1) = Vil (1)

< —Allyell) = =Alllzp (@) = =@z (1))
n—0+ n

As hipéteses do Teorema 6.1.2 estdo satisfeitas. Logo, z = 0 € variacionalmente assintoticamente
estavel em [to, v], ou seja, existe &g > 0 e, para todo € > 0, existem 7' = T'(¢) > 0ep = p(e) > 0
tais que se T : [y, ] = B, to < v < v < v, for uma fungdo de variacdo limitada [y, v] e continua a
esquerda em (7, v/| tal que

[Z(V)II < do (6.28)
e S
var? (f(s) - / DG(E(T),L‘)) <, 6.29)
Y
entao
1zl <€, tel[yvIN[y+T,v] (6.30)

Supondo que ||¢|| < J, queremos mostrar que
[G:(to, D) <€, t€[to+T,0]. (6.31)

Isto segue como na prova do Teorema 6.2.1. De ||¢|| < J, obtemos ||Z|| < d e

Var’ <x(s) - A s DG(x(r),t)) —0<p, 6.32)
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implicando em (6.30).

Finalmente vale (6.31), uma vez que, para todo t € [ty + T, v], temos

lye(to, o)l = sap |y(t+0)| < sup |y(7)]
0e[—r,0] TE[to—r,v]
= sup [z(u)(7)[=[lz(v)| <e
TE[to—r,v]

6.3 Exemplo

Destinamos esta secao para ilustrar a teoria abortada neste capitulo. Investigamos a estabilidade
em um modelo de viscoelasticidade unidimensional com impulsos em instantes pré-fixado, para mais
detalhes veja [9].

Consideremos o sistema impusivo

y(t) = — [ Ip(t = $)g(y(s)lds — a()B(y(t), t#ty, t20, .
Ay () = L(y(1)), bty k=12 . (6.33)

com a condi¢@o inicial
Yo = o, (6.34)

onde r > 0, ¢ € PC(|—r,0],R). Assumimos que existem By, By, KC constantes positivas tais que:
p : R — R, é uma fungido Henstock-Kurzweil integravel com p(u) < Bj, sempre que u € R; a
funcdo a : R — R é ndo-negativa com «(u) < Bs, sempre que v € Re 5 : R — R uma fungao
Henstock-Kurzweil tal que 5(0) = 0 e zf8(x) > 0 sempre que = # 0. Além disso, g : R — R é
fun¢do Lipschitziana com constante I, g(0) = 0 e xg(x) > 0 sempre que = # 0.

Assumimos, também, que as condi¢des sdo satisfeitas:

(A1) existem fungdes localmente Lebesgue integraveis mq,ms : R — R tal que, para todo z €

PC(R,R) and sy, s2 € R,
52
< / my(s)ds

S2
< / ma(s)ds;

1

/5 B=(s))ds

[ atetons

S1

(A2) existe uma fun¢do localmente Lebesgue integravel / : R — R tal que, para todo z,w €
PC(R, R) € S1,S82 € R,

[ 1Btts)) — se(s)las

S1

< [ e)uts) - (o)as

S1
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t
(A3) se z € PC(R,R), entdo z(t)/ g(z(s))ds > 0, sempre que ¢ > 0.
t—r

Os operadores impulsivos [y, k = 1,2, ... satisfazem:
(B1) Ix(0) = 0, paratodo k = 1,2,..;
(B2) existe K1 > 0tal que,parak =1,2,...ex,y € R,

|1k (z)| < Ky

(B3) existe uma constante 0 < Ky < 1 tal que, paratodo z,y € Rek =1,2,...,
[(z) — LIn(y)| < Ka|z —yl;

(By) xlp(x) < 0, para todo x # 0.

Se z,w € PC(R,R), entdo as composi¢des Joz, fow e goz sdo Henstock-Kurzweil integraveis,
desde que f3, z e w sejam Henstock-Kurzweil integraveis.

Primeiramente, vamos garantir a existéncia local de solucdo para o sistema impulsivo (6.33), ou
seja, resta verificarmos se vale as condi¢des do tipo Carthéodory (A), (B) e (C), apresentadas no
segundo capitulo.

Seja f : G~ ([—r,+0),R) x [0, +00) — R definida por
fle.) == [ plt = 9)a(e(0)ds = a()B(e(0))

A condicdo (A) € imediata, mostraremos que f satisfaz as condi¢oes (B) e (C'), presentes no
segundo capitulo.

Dados y € PCy e uy,us € [0, +00), u; < ug, temos

/:2 f(ys, s)ds

[ ([ vt watutin) o
<5 [ / Srg@(u))du / By(s))ds
<B /u (/ mg(u)du> ds + By / ma(s)ds < / M(s)ds.

Logo, (B) vale para M(s) = B; ( i mg(u)du> + Baymy(s).

S—r

<

/ U;p(s — u)g(yu(0))du + a(s)ﬁ(ysm))} ds

< +

/ " a(s)Bly(s))ds

u

<

d8+BQ S
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Dados x,y € Gy e uy,uz € [0, +00), u; < ug, temos

/ f(xs,8) — f(ys, s)ds

/ ( / s_u><g<x<u>>—g<y<u>>>du>—a<s>w<x<s>>_5<y<5)>]ds

<

p(s = w)|Kl(u) — y(u )IdU) ds| + /U2 Ba|B(x(s)) — B(y(s))lds| <

<\ (L
= [T ([ woints =)= uts = i) s+ [ Bateits) — utolas <

u1

ug
S (/ p(r \df)dswz [ 6= wlas <

u2

< [ Batls) + Bkl — wlds = [ Lo~ uolds,

ul ul

onde L(s) = (B2l(s) + B1Kr) e K é a constante de Lipchtiz da fungdo g. Logo, f satisfaz (C).

Visto que, pelo Teorema 2.3.1, existe uma solu¢@o local de (6.33), queremos aplicar a teoria
desenvolvida neste capitulo, para investigarmos a estabilidade da solucdo trivial deste problema.

Definimos uma fungéo auxiliar W : R — R, onde W (s) = |s|. Afirmamos que D W (y(t)) < 0,
para todo ¢t > 0, sempre que y for uma solugio de (6.33) em um intervalo compacto I C [0, +00).
De fato, vamos considerar dois casos: quando ¢ # tp et = ty, parak = 1,2, .. ..

Primeiramente, suponhamos que ¢ # t;, k = 1,2, .. .. Entdo,

(i) sey(t) >0,
DYW (y(t)) = W'(y(t)y'(t) = y'(t) = — [, p(t — $)g(y(s))ds — a(t)B(y(t)) <0,
uma vez que p, g o y e « séo ndo-negativas, 3(z) > 0, para x # 0, e h(0) = 0;
(i) se y(t) <0,

DTW(y(t)) = W'(y(t)y'(t) = = [ Ip(t = 5)g(y(s)lds + a(t)B(y (1)) < 0,

uma vez que p e « sdo ndo-negativas, g(y(s)) < 0,coms € I, z3(x) > 0, parax # 0,e h(0) = 0.
Agora, suponhamos que ¢t =, k = 1,2, .. .. Entao,

(i) sey(tt) > 0, usando (B1), (B3) e (B4), obtemos

0 < (1= Ka)y(ty) < Le(y(ty) +y(t) < ylty),

ou seja,
W(Ii(y(ty) +y(t) < W(y(t));
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(i) se y(tt) < 0, temos

y(t) < Ie(y(t)) +y(ty) < (1= K)y(ty) <0,
isto é,
W (Ix(y(t)) + y(ty)) < W(y(ty))-

Como W (y(ti+)) < W (y(t.)), em ambos os casos, pela continuidade de W, dado 1 > 0 suficiente-
mente pequeno, segue que

W (y(ty, +m)) < W(y(ty)).

Portanto, para t = t;, obtemos

W(y(t+n)) — W(y(t))

DTW(y(t)) = limsup <0.
n—0+ n
Concluindo, entdo,
D*W(y(t)) <0, paratodo t > 0. (6.35)

Defina U : [0, +00) x PC(|—r,0],R) — R, pondo

U(t,g) = sup W(p(0)) = sup [(0)] = [[¢].

—r<0<0 —r<0<0
Finalmente, o proximo passo € mostrar que U satisfaz as hipoteses do Teorema 6.2.1.

(a) Claramente, U(t,0) = 0, parat > 0;
(b) Sejam v, p € B, ={¥ € PC([-r,0],R) : ||¥] < p}. Entdo
U, ¢) = Ut o) = [[Y]l = [lolll < [|v = el
paratodo t > 0;
(c) Dadost > 0ev € PC([—r,0],R), temos
U(t, ) = 19l = b)),
onde b(s) = s;

(d) Dadost > 0,e ¢ € PC([—r,0],R), seja y uma solugdo de (6.33) definida [t — r, v], v > ¢, com
a condi¢do inicial y; = 1), assim

Ut,¢) = U(t,y) = sup W(y(0)) = W(ye(fo))-

—r<6<0

Queremos mostrar que DU (t,y;) < 0, para todo ¢ > 0. Precisamos considerar quando fy = 0
e 0 caso contrario. Se #y = 0, de (6.35), temos

DYU(t,y:) = D"W(y(t)) < 0.
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Agora, consideremos quando —r < #y < 0. Como sup W (y(0)) = W (y:(6)), paran > 0
—r<6<0
suficientemente pequeno, temos

sup W(yiy(0)) = sup W(y.(6)).

—r<6<0 —r<6<0

Implicando em

sup W (yi1y(0)) — sup W (y,(6))

—r<6<0 —r<6<0

D*U(t,y;) = limsup
n—0t n

=0.

Portanto, pelo Teorema 6.2.1, a solucdo trivial de (6.33) € uniformemente estavel.

Exemplo 6.3.1. Considere o sistema impulsivo

{ y(t)=— [, y(s)ds — B(y(t), t#ty, t>0,

6.36

Sendo I (x) = kiﬂarctg(x), k=1,2,...,¢

277, 0<z<e <24+ 1;
B(x)=4¢ 0, x=0; (6.37)
2% z<x<2z24+1<0;

Claramente, esse sistema € um caso particular do modelo (6.33). Portanto a soluc¢do trivial de (6.36)
¢ uniformemente estavel.

Observacao 6.3.1. Se a funcido 5 = 0 em (6.33), o sistema impulsivo (6.33)-(6.34) modela um reator
nuclear de circulacdo de combustivel.






CAPIiTULO

/

Conclusao

O enfoque principal desta dissertacdo é o estudo das EDFRIs com impulsos em tempos pré-
fixados. O interesse nestas equagdes tem crescido e produzido muitas publica¢des, podemos citar
[7, 15, 16, 17], entre outros. Pelo papel relevante tanto na prépria matemdatica como nas diversas
areas em que apresentam aplicacdes. Nesta dissertagao, primeiramente, apresentamos as EDFRIs
com impulsos em tempos pré-fixados, garantindo a boa colocacao do problema. Em seguida, intro-
duzimos a teoria das EDOGs. Descrevemos os resultados sobre a teoria qualitativa de uma classe de
EDFRIs via EDOGs. Neste contexto, houve a necessidade de estudarmos a integral no sentido de
Kurzweil e, consequentemente, desenvolver a teoria quantitativa para uma certa classe de EDOGs,
como em [35].

Reproduzimos o teorema da correspondéncia entre uma classe de EDOGs e outra de EDFRIs,
proveniente de [10]. De posse desse resultado, estudamos a dependéncia continua e a estabilidade
da solucdo travial da EDOG para transferir tais resultados para as EDFRIs, visto que isto facilita
a manipulacdo dos impulsos, uma vez que eles ficam "embutidos" nas EDOGs, e as hipdteses do
problema se tornardo mais gerais (veja [12]).

Recentemente, os artigos [2, 3, 4] e [5] consideraram as EDFRIs em tempo varidvel, nos quais
nao conhecemos de antemao os instantes de impulso, pois os mesmos dependem também da solucdo.
Estes trabalhos generalizam os resultados de nossa dissertacao, mas isto nao diminui sua relevancia,
j& que o nosso propésito era estudar as EDOGs e manipular resultados quantitativos e qualitativos
para EDFRISs através do teorema da correspondéncia.
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