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Resumo

O objetivo desta dissertacao é estudar a controlabilidade local para um sistema de controle

sobre um grupo de Lie G, expressos da forma
dg i
o =X+ > uY5(9),
j=1

onde os campos de controle Y7, ...Y, pertencem a algebra de Lie g do grupo de Lie G e o
campo vetorial X é um campo linear. Provaremos que a condi¢cao de ad-rank é suficiente

para que o sistema seja localmente controlavel.

Palavras-chaves: Sistema de Controle, Controlabilidade, Controlabilidade local e Sis-

temas Lineares.



Abstract

The objective of this dissertation is to study the local controllability of control systems over

a Lie group G, which can be expressed as
dg i
- =X+ _uY;(),
j=1

where the control fields Y7, ... Y} belongs to the Lie algebra g of the Lie group G and the vector
field X is a linear field. We prove that the ad-rank condition is sufficient for the system be

locally controllable.

Keywords: Control system, Controllability, Local Controllability and Linear systems.
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Introducao

O estudo da controlabilidade de sistemas dinamicos tem papel fundamental na sociedade
moderna. A partir deste é possivel nao apenas descrever o funcionamento de sistemas como

também modifica-lo, é neste ponto que entra a teoria de controle.

O propésito deste trabalho é estudar a controlabilidade local, a partir da identidade, de

sistemas de controle da forma

k

dg

o =X+ > uY5(9),
j=1

onde g pertence a um grupo de Lie G, os campos de controle Y7, ...Y; pertencem a algebra
de Lie g do grupo de Lie G, as func¢oes de controle uq, ..., u, sao constantes por partes e o
campo vetorial X é linear, isto é, X é um campo vetorial suave e completo sobre G, tal que,
o colchete [X, Y] pertence a algebra de Lie g para todo Y em g, cujo fluxo tem a identidade

como ponto fixo .

Tradicionalmente o estudo da controlabilidade de sistemas de controle do tipo afim é feito
para o caso em que o campo X também pertence a algebra de Lie g. Uma propriedade a ser
destacada nesta situagao é o fato do conjunto de atingibilidade a partir da identidade ser
um semigrupo do grupo de Lie, com isto, admitindo como hipdtese a condicao do posto, o
sistema sera controlavel desde que o elemento identidade pertenca ao interior do semigrupo
e o grupo, ¢ claro, seja conexo.

No caso em que X nao pertence a algebra de Lie g o estudo é um pouco mais sofisticado
pois, ao contrario do caso tradicional, o conjunto de atingibilidade, em geral, nao é um
semigrupo. Assumindo a controlabilidade local o sistema serd globalmente controlavel se, e

somente se o conjunto de atingibilidade for um semigrupo.

O inicio de nossos estudo sobre o assunto se deu com o artigo de Ayala e Tirao [1], onde é
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estabelecido uma condicao suficiente para a controlabilidade local do sistema descrito acima,
através da chamada condicao de ad-rank a qual definiremos no capitulo 3. Posteriormente
Cardetti e Minttenhuber abordaram em [2], 0 mesmo problema de Ayala e Tirao, porém
com enfoque direcionado para a teoria de Lie, enfoque este, que daremos neste trabalho. No
transcorrer do estudo houveram perguntas que nao haviam sido respondidas a respeito do

campos lineares, muitas desta foram respondidas pelo artigo de Jouan [3].

Esta dissertagao esta dividido em duas partes separadas em quatro capitulos que compoe
este trabalho. A primeira parte, de caracter introdutério, é formada pelas secoes 1.1 e 2.1.
Nestas secoes é visado apenas dar uma visao geral dos objetos necessarios para a compreensao
do trabalho e fixar a notagao. Mais especificamente, na secao 1.1 é feita a introdugao da teoria

de grupos de Lie enquanto na se¢ao 2.1 ¢ feita a introdugao da teoria de sistemas de controle.

A segunda parte sao os resultado propriamente ditos. Esta parte compreende as secoes
1.2, 2.2 e os capitulo 3 e 4. Na secao 1.2 descrevemos algumas propriedades do normaliza-
dor de uma &lgebra de Lie, descreveremos uma decomposicao desta dlgebra e a partir desta
caracterizaremos de maneira explicita uma condi¢ao para que um campo pertenga ao norma-
lizador. De maneia andloga a secao 1.2, a secao 2.2 da continuidade ao desenvolvimento da
teoria tratada na segao 2.1, com enfoque na comparacao entre os resultados da tradicional e

os resultado para sistemas linear.

O capitulo 3 constitui a parte principal da dissertagdo. A secao 3.1 é constituida dos
resultados necessarios para a demonstragao da controlabilidade local para sistema lineares.
Nela construiremos um grupo de Lie, no qual levantaremos o sistema linear de controle a
um sistema de controle invariante a direita. A secao 3.2 traz o principal resultado deste
trabalho, o qual dividimos em dois teoremas: o Teorema 3.8 e o Teorema 3.9. O primeiro
estabelece a controlabilidade local do sistema linear a partir da condi¢ao de que W4+RX = g
enquanto o segundo demonstra que se o sistema satisfaz a condicao ad-rank entao a condicao
W+ RX = g ¢é verificada.

O dultimo capitulo é dedicado a exemplificacao desta teoria. Calcularemos os campos
lineares do grupo de Heisenberg e daremos um exemplo numérico que somente a condicao do

posto nao é suficiente para controlabilidade local.



Capitulo 1

Conceiltos basicos

Neste capitulo, apresentaremos os principais conceitos para a compreensao desta dissertagao.
Na primeira secao, faremos uma rapida revisao de grupos de Lie e alguns topicos de campos
de vetores em grupos de Lie, para isto utilizaremos basicamente as referéncias Warner [8] e
Conlon [12]. A segunda segao é dedicada ao estudo do normalizador, desta dlgebra de Lie
apresentaremos sua definicao e estudaremos as propriedades necessarias para o desenvolvi-
mento da dissertacao. As principais referéncias para a segunda segao sao Ayala e Tirao [1],

Cardetti e Mitenhuber [2] e Jouan [3].

1.1 Grupos e algebras de Lie

Nesta secao, faremos um breve resumo de alguns conceitos e resultados relacionados a grupos
e algebras de Lie. A maioria dos resultados serd apresentada sem as devidas demonstragoes.

Para maiores detalhes vide [8].

Definicao 1.1. Um grupo de Lie é um grupo abstrato G, munido de uma estrutura de
variedade diferencidvel a qual torna o produto G x G — G, definido por (g1, g2) — G192, € a

inversio G — G, definida por g, — gy *, diferencidveis.

No decorrer deste trabalho, ao mencionarmos que uma aplicagao é diferenciavel ou suave,

entenderemos que esta aplicacao ¢ C*°, salvo mencao contraria.
A partir da estrutura de variedade do grupo de Lie G, a qual denotaremos por §, podemos
construir o espaco tangente a G no ponto g, que denotaremos por T,G. Seja A : J CR = G

um caminho diferencidvel tal que A(0) = g. Definimos C(g) como sendo o conjunto
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Clg) = {A: A0) = g}.
Seja r a relagao de equivaléncia definida por: dados A e p curvas pertencentes a C(g), entao
A esta relacionado com p, se ambas possuem o mesmo vetor tangente em g no tempo ¢ = 0.
Desta forma, T,G é o conjunto quociente @. Por meio dos espagos tangentes, podemos

definir o fibrado tangente de G.

Definicao 1.2. O fibrado tangente do grupo de Lie G € a unido disjunta dos espagos tangente
a G.
Denotaremos o fibrado tangente por T'G. Desta forma, podemos expressé-lo por:
TG = | J{g} x T,G
geG
Sejam 7 : TG — G, definida por n(v) = g se v € T,G e (U, ¢) uma carta local de G,

cuja fungoes coordenadas sao zy, ..., ,. Podemos munir T'G de uma estrutura topoldgica e

diferencigvel dada pela cole¢ao maximal § que contenha o conjunto
{(=7'(V),0): (U.9) €3},
onde ¢(v) = (x1(7(v)), ..., za(7(v)), dx1, ..., dzy,).
Um campo vetorial Y ao longo de uma curva « : [a,b] C R — G é uma aplicagao
Y :a, b = TG

que satisfaz 7 o Y = a. Note que, se a(0) = g, entao

d
Ea(t)‘t:() = Y(g) S TgG

Podemos estender o conceito de campo para um aberto V' de G (e, posteriormente, para G),

exigindo que 7 o Y seja aplicacao identidade sobre V' (G).

Definicao 1.3. A curva integral do campo X pelo ponto g € G € a aplicagdo diferencidvel

a:l,— G, onde I, CR € maximal, que satisfaz

do(t)
dt

o= X(a(t), a(0)=g.
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No decorrer deste trabalho, denotaremos a curva a(t) passando pelo ponto g por ay(g).
Diremos que um campo Y é completo se o dominio da curva integral do campo Y por ¢ for
R, para todo g € G. Denotaremos por X(G) o conjunto de todos os campos diferencidveis e

completos do grupo de Lie G. Veremos que neste espacgo vetorial podemos definir um colchete

de Lie.

Definigao 1.4. O fluxo do campo X € uma aplicagao ® : R x G — G definida por ®(t,g) =

a(g)-
A préxima proposicao trara algumas propriedades de conceito de fluxo

Proposicao 1.1. Seja ® o fluro de X. Entao ® satisfaz:

1. ®(0,9) = g, para todo g € G;
2. O(t+s,9) = O(t,P(s,9)), para quaisquer t,s € R e g € G;
3. %\t = X(®(t,9)), para quaisquert € R e g € G.

Agora, veremos um pouco sobre colchete de Lie.

Lema 1.2. Sejam X,Y € X(G). Entao existe um tnico campo em X(G) definido por
(X, Y]n(f) = X0 (Yf) = Y (X f), e denominado de colchete dos campos X e Y.

Demonstragao: Veja Lema 5.2, em [16]. O

Proposicao 1.3. Dados X,Y,7Z € X(G), as sequinte propriedades do colchete de Lie sdo

validas:
1. o colchete de Lie € uma aplicacao bilinear;
2. [X,Y] é um campo vetorial suave sobre G;
3. se f,g € C®(Q), entio [fX,qY] = fg[X, Y]+ f(Xg)Y —g(Y ) X;

4. [X,Y] ==Y, X], conhecida como anti-comutatividade;
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5. X, Y], Z1+ Y, Z), X| + [[Z, X],Y] = 0, conhecida como identidade de Jacobi.

Demonstragao: Veja Proposigao 5.3, em [16]. O

Definicao 1.5. O campo vetorial acima é chamado de colchete de Lie de X eY.

Nosso proximo objetivo é definir a algebra de Lie associada ao grupo de Lie G.

Definicao 1.6. Sejam G, H grupos de Lie e ) : G — H uma aplicacao diferencidvel, cuja di-
ferencial denotaremos por dip. Dados X € X(G) e Y € X(H), diremos que X € 1-relacionado
comY se

dpoX =Y o).

Antes de apresentarmos um exemplo da defini¢ao acima, precisamos da seguinte definicao.

Definicao 1.7. Seja G um grupo de Lie. A translacao a esquerda por g € a aplica¢ao
L,: G — G, definida por Ly(g1) = gg1. De maneira andloga definimos a translacao a direita

por g como sendo a aplicagao R, : G — G, definida por Ry(g1) = g19.

Note que as translagoes sao diferencidveis, pois a operacao produto em G é diferenciavel.
Para uma melhor compreensao das definicoes acima faremos um exemplo. Tome o grupo de

Lie R™ munido da operagao soma. Calcularemos os campos L-relacionados do R".

Exemplo 1.1. Campos L-relacionados do R".

Sejam y = (Y1, Y2, -, Yn), T = (21, %2, ..., T,) € R™ e L, a translagao a esquerda pory em

R™. SeY € X(R"™), entdo o campo Y no ponto x € R™ é dado por
Y(z)= zn:a(yc)i
= J 82:]-’

onde cada a; € uma aplicagao de R™ em R. Para que Y seja L—relacionado € necessdrio que
este satisfaca a condi¢do:

dL, oY (z) =Y o Ly(x), (1.1)

onde dL,, denota a diferencial da aplicacao translagao a esquerda.
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Denotemos por L;, .., Ly as fungoes coordenadas da aplicagao translagao Ly, que a cada

x associa Ly(x) = y+x. Desta forma, a diferencial dL, é representada pela matriz Jacobiana

de Ly, a qual pode ser escrito em rela¢ao a base canonica como

oL oL oLl

Wf(x) Wz(x) Wz(x) 10 ... 0

OL? OL? OL2

—2(z) (z) ... =z 0o1 ... 0
R Il B

L™ L™ oL

8—;(%) 8—x;‘(x) ﬁ(w) 00 ... 1

Desenvolvendo o lado esquerdo da itgualdade 1.1 temos

10 ... 0 ai(x1, T, ..., Tp)
1 ... 0 ag(l'l,l’g,...,l'n) n 0
dL, oY (z) = = a;(z,ze, ,xn)% (1.2)
=1 !
00 ... 1 an (1, T, ooy T

Do lado direito da igualdade 1.1 seque que

n

9)
YoLy(z) =Y +x1,y2 + T2y oo, Y + ) = Zaj(yl + 21, Y2 + Toy oo, Yp + xn)aT (1.3)
J

j=1

Das igualdade 1.2 e 1.3 concluimos que

a;(z) = a;(y + ).

Pela arbitrariedade de y, seque que cada aplicagcdo a; € constante. Portanto os campos L-

relacionado de R™ sao os campos constantes.

Os campos L—relacionados sao conhecidos como campos invariantes a esquerda enquanto
os campos R—relacionados sao conhecidos como campos invariantes a direita. Note que pela
invariancia a esquerda, basta-nos saber o valor de Y em um ponto de G para conhecermos o

campo Y em todos pontos de G.

Definicao 1.8. Uma algebra de Lie sobre R é um espago vetorial real g munido de uma
transformagao bilinear denotada por [ |, ]:g %X g — g, satisfazendo os itens (4) e (5) da

Proposigao 1.3.
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Dado uma algebra de Lie g, uma subalgebra de Lie de g é um subespaco vetorial h de g

no qual a operagao [ , | é fechada, ou seja, para todo X,Y € h temos que [X,Y] € b.

Exemplo 1.2. O espago vetorial X(G) munido do colchete dado por [X,Y] = XY —Y X ¢

uma dlgebra de Lie.

Um outro exemplo de dlgebra de Lie é o espago das derivagoes de uma élgebra de Lie,

que denotaremos por Der(g). Uma derivagao é uma aplicagao linear D : g — g que satisfaz
D[Y1,Ys] = [DY1, Y] + [Y1, DYs], VY1, Y2 €g.

O conjunto de todas as derivagoes da dlgebra de Lie g forma um espaco vetorial que, quando

munido do colchete [D, Di] = D o D; — Dy o D, se torna uma algebra de Lie.

Proposicao 1.4. Sejam G, H grupos de Lie e ¢ : G — H uma aplicagao diferenciavel. Sejam
X e Xy campos pertencentes a X(G), Y e Y pertencente a X(H). Se X ép—relacionado com

Y e Xy é ¢y—relacionado com Yy entio [X, X;] € Y—relacionado com [Y,Y].

A partir da proposicao acima concluimos que o subespaco vetorial formado pelos campos

invariantes a esquerda é uma subélgebra de Lie de X(G).

Definicao 1.9. A élgebra de Lie associada ao grupo Lie G ¢ a dlgebra de Lie g dos campos

invariante a esquerda sobre G.

Note que é possivel fazer um raciocinio andlogo para os campos invariante a direita. Mas

antes precisamos de mais uma definicao.

Seja 1) : G — H uma aplicagao diferenciavel entre os grupos de Lie G e H. A partir de 1,

podemos relacionar os campos vetoriais de G aos campos vetoriais de H.

Definigao 1.10. Sejam g € G, Y € g e ¥(g) € H. O “push-forward”do campo Y
pela aplicagao 1 é definido como sendo o campo vetorial em H dado por (dvY)(¢(g)) =

diply(Y (9)).

Note que di)|,(Y) esta bem definida quando ¢ é difeomorfismo. Neste caso nao existe

ambiguidade na igualdade (dyY)(1(g)) = dv|,Y (g), pois caso a aplicacao 1 nao fosse injetiva
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poderia existir g; € G tal que ¥(g1) = ¥(g) sendo este o caso dy|,Y (g9) = (dyY)(¥(9)) =
di|,, Y (g1), mas nao temos necessariamente que di|,Y (g) = di|,, Y (¢1) e além disso di) estd
definida em todo grupo H(sobrejetividade).

Veremos agora uma relacao entre estes campos.

Exemplo 1.3. Os campos invariantes a direita
Notemos primeiramente que

Rvol=1ToLy,

onde I denota a aplicagcao inversao. De fato, dado g € G temos

Roiol(g)=R1(97") =g 97" = I(1g) = I o Ly, (9).
Diferenciando a primeira igualdade seque que
ng;1 odl =dl odL,,.
Dado Y € g, ao aplicarmos a diferencial da aplicagcao inversa obtemos

(AIY)(gr") = dllg(Y(g1)) =dl oY oLy (e) =dl odLy oY (e)
= dR10dloY(e) =dR 1 odI(Y(e))

onde e denota identidade do grupo de Lie G. Portanto dI(g) € o conjunto dos campos inva-

riante a direita.

De agora em diante a identidade do grupo de Lie G serda denotada sempre por e.

Construiremos uma aplicacao que relaciona o grupo de Lie a sua édlgebra de Lie. Sejam
G um grupo de Lie, g sua algebra de Liee Y € g. E fcil, ver que a aplicagao definida por

d
A— =AY
dr ~

¢ um homomorfismo entre as algebras de Lie R e g. Como R é simplesmente conexo, existe
um unico subgrupo a l-parametro

expy : R = G

tal que

d
—) = .
dexpy (A dr) AY
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Em outras palavras expy(t) é o tinico subgrupo a 1-parametro de G cujo vetor tangente na
origem é Y (e), ou seja,
d

“expy(t)]imo = ().

A partir da aplicagao expy podemos definir a aplicagao desejada.

Definicao 1.11. A aplicacao exponencial € a aplicacao exp : g — G € definida por
exp(Y) = expy(1).
Proposigcao 1.5. Sejam Y € g et € R. As sequintes afirmacgoes sao vdlidas:
1. exp(tY) = expy(t)
2. exp(—tY) = (exp(tY))!
3. exp € C¥(g,G)

SeY e€gel:G— G éa aplicagdo inversao, calcularemos o campo dI(Y') na identidade.
Seja expy (t) o subgrupo a um parametro associado ao campo Y. Segue da proposigao anterior
que I(expy(t)) = expy(—t). Por outro lado,

AI(Y (€)= T (expy (1))

Portanto

Y (€)= S H{expy()icp = Texpy(~1)]ep = ~Y(e)

s Dado Y € g, a curva integral de Y através da identidade em G é a aplicacao que a cada t
associa exp(tY). Além disso, pela invariancia do campo Y, temos que o fluxo de Y através
de g é a aplicacao que associa t a gexp(tY). Se considerarmos adotado a algebra de Lie de
G como o conjunto dos campos invariante a direita, entao o fluxo através de g é dado por
exp(tY)g. Outra propriedade muito 1til e importante da aplicacdo exponencial é que esta é
um difeomorfismo local entre a dlgebra de Lie g associada a G e o proprio grupo de Lie. Em
alguns casos, temos que exp é um difeomorfismo global. O grupo de Heinsenberg, que sera
estudado no capitulo 4, é um exemplo deste caso. Uma outra propriedade importante da

aplicagao exponencial é dada pela seguinte proposigao
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Proposicao 1.6. Sejam ¢ : H — G um homomorfismo e X € h. Entao vale a igualdade
(exp(X)) = exp(di(X)).

Um conceito fundamental na teoria de Grupos de Lie é o conceito de espago homogéneo

de um grupo de Lie.

Definicao 1.12. Seja M uma variedade diferencidvel e G um grupo de Lie. Uma agao a
esquerda de G sobre M € uma aplicagao diferenciavel p: G x M — M tal que p(gh,m) =
w(g, u(h,m)) e p(e,m) =m, para todo m € M e g,h € G.

Se 1 é uma acdo entao para cada g € G a aplicacdo m +— (g, m) é um difeomorfismo.

Lembremos que uma representacao de g em um espago vetorial U é um homomorfismo

p:e—glU),
onde gl(U) ¢ a élgebra de Lie da transformacoes lineares de U.

Teorema 1.7. Seja p uma agao de G em M. Suponha que mqy € um ponto fizo de p para

todo g € G, isto € (g, mg) = mg para todo g € G. Entdao a aplicagdo
¥ G — Aut(Mp,)

definida por
(g) = dpu(g)|ar,

¢ uma representacao.

Considere a aplicacao conjugacao C': G x G — G definida por

C(g,h) = ghg™".

Desta forma, cada g define um difeomorfismo C;, : G — G tal que C,(h) = ghg~'. Notemos
que a identidade de G' ¢ um ponto fixo de Cy para todo g € G. Portanto a partir do Teorema

1.7 podemos construir uma representagao Ad : G — Aut(g) definida por

Ad(g) = dG,.
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A aplicacao Ad é usualmente chamada de Representacao Adjunta. Seja a aplicacao ad definida
pela diferencial da Representagao Adjunta. Desta forma d(Ad) = ad e além disso a aplicacdo
ad é definida da &lgebra de Lie g no espaco dos endomorfismo de g. Pela Proposicao 1.6,

obtemos que os seguinte diagramas sao comutativos

G 24 Aut(g)

exp T T exp
g % End(g)

onde End(g) é o espago dos endomorfismo de g e Aut(g) é o espago dos automorfismo de g.

Em outras palavras, dado Y € g, aplicagao exp(ady) é igual a aplicacao Ad(exp(Y)), ou seja,
exp(ady) = Ad(exp(Y)) VY eg.

Fixando o ponto g segue que C,; é um automorfismo de G. Aplicando novamente a Proposicao

1.6 temos que

¢ & a
exp T T exp.
dCy|e
g — ¢

Em outras palavras, dado g € G, aplicacao exp(Ady) é igual a aplicacao C,(exp(Y)), ou seja,
exp(Ady) = Cy(exp) VgeG.

A préxima proposicao traz uma propriedade da aplicagao ad.

Proposicao 1.8. Sejam G um grupo de Lie, g sua dlgebra de Lie e X, Y € g. Entao adx(Y) =
X,Y].

O centralizador da dlgebra de Lie g é o conjunto dos campos X em X(G) tais que

adx(Y) = [X,Y]=0 VY eq.
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Denotaremos este conjunto por 3(g).

Para relacionar o centralizador de g com os campos invariantes a direita provaremos, sob
a hipétese de G ser um grupo de Lie conexo, que dI(g) = 3(g). Para tal utilizaremos o

seguinte resultado sobre colchete de Lie:

Teorema 1.9. Sejam X,Y € X(G). O colchete de X por'Y € nulo se, e somente se, seus

fluros comutam.
A demonstracao deste fato pode ser encontrada no livro [12], pg. 62.
Deste teorema obtemos a proposicao a seguir.

Proposicao 1.10. Se G um grupo de Lie entao dI(g) C 3(g).

Demonstracao: Mostraremos que se Z é um campo invariante a direita entao
[Z,Y]=0, VY eg

Denotemos por a e 8 os fluxos associadas a Y e Z, respectivamente. Note que

Bs o ay(g) = Bs(gexp(tY)) = exp(sZ)gexp(tY) = ai(exp(sZ)g) = a0 fi(g), VgeG.

Como os fluxos comutam pelo Teorema 1.9 segue que [Z,Y] = 0. ]

Para demonstrarmos a inclusao inversa precisamos da hipdtese adicional de G ser um

grupo de Lie conexo, no qual é valida a proposicao a seguir.

Proposicao 1.11. Se G um grupo de Lie conexo entdao

60w
i=1

onde V é uma vizinhanca da identidade fixa arbitrdria de G.

Proposicao 1.12. Seja G um grupo de Lie. Se G € conezxo, entio dI(g) = 3(g).

Demonstragao: Para esta demonstracao utilizaremos as notacoes fixadas na Proposicao
1.10. Falta-nos mostrar que 3(g) C dI(g). Se Z € 3(g), entdo [Z,Y] = 0, para todo Y € g.

Pelo Teorema 1.9, segue que oy o Bs(g) = Bs o ay(g). Logo, temos que

0 0

0
Z(gexp(tY)) = %Bs O Qy (g)‘szo = %at o Bs(g)‘szo = %R‘exp(tY)ﬁs(g)’s:O = dRexp(tY)Z(g)'
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Como G ¢ conexo pela Proposicao 1.11, podemos escrever qualquer g; em G como
g1 = HGXP(Yi)-
i=1

Desta forma

Z(gg1) = ngl|gZ(9) Vg,a €G.

Portanto Z é invariante. O

Dizemos que uma variedade diferenciavel é uma variedade homogénea se esta é obtida
pelo quociente de um grupo de Lie G por um subgrupo fechado H de G, cuja estrutura

diferenciavel é a unica que satisfaz:
1. m: G — G/H é suave, onde 7 é a projecao canonica,

2. para cada classe lateral gH existe V' um vizinhanca de gH e uma aplicacao suave

7:V — G tal que mo 7 =1d.

Diremos que uma acao u : G X M — M do grupo de Lie G na variedade M é transitiva
se para quaisquer m,n € M existe um g € G tal que u(g,m) = n. Os elementos de G que
fixam o ponto m formam um subgrupo de G, conhecido como subgrupo de isotropia em m,

o qual denotaremos por Gy,.

Teorema 1.13. Sejam p: G x M — M uma acdo transitiva, m € M, e G,, o subgrupo de

isotropia de m. A aplicag¢ao 5 : G/G,, — M definida por

AgH) = (g, m)
¢ um difeomorfismo.

Outra parte de Teoria de Lie importante para o estudo da controlabilidade é a teoria de

semigrupos de Lie. Neste trabalho utilizaremo-na para demonstrar o Teorema 3.9.
Definicao 1.13. Um semigrupo do grupo de Lie G é um conjunto S tal que SS C S.

Proposicao 1.14. Se § é um semigrupo do grupo de Lie conexo G, entao
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1. int(S) € um ideal do semigrupo,

2. se a identidade pertence a int(S) entdo S C int(S) e int(S) = int(S).
Demonstragao:

1. Sejam s € int(S), t € S e U uma vizinhanca de s em S. Entao st € Ut C S. Logo
st € int(S) e portanto int(S)S C int(S). Analogamente segue que Sint(S) C int(S).
Portanto int(S) é um ideal de S.

2. Sejam s € S e s; uma seqiiéncia pertence a int(S) tal que s; converge para e. Logo
ss; converge para s e ss; € int(S) para todo ¢ natural, isto implica que S C m E
facil ver que int(S) C int(S). Para inclusido oposta, se z € int(S) e U uma vizinhanca
de e com xU~' C S. Tome W como sendo o conjunto U M int(S). Entdo W~ é um
conjunto aberto de S e, portanto, contém elementos s € S. Entdo s = zw™" com w € W,

portanto = sw € Sint(S) C int(S).

Para falarmos sobre o espago tangente de um semigrupo precisamos primeiro de mais

algumas defini¢oes. Seja V' um espago vetorial topoldgico.

Definicao 1.14. Um cone do espaco vetorial topologico V' é um subconjunto fechado W que

satisfaz:
1. WH+W=W
2. RTW =W.

Uma “borda”de um cone W é o maior subespaco vetorial contido em W, i.e., H(W) =

W N (=W). Denotaremos este conjunto por H (V).

Definicao 1.15. Um cone de Lie é um cone W na dlgebra de Lie real g que é invariante

com respeito a adjuncao de sua borda, 1.e.,

Ad(exp(H))W = W, ¥V H € H(W)
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Teorema 1.15. Seja S um semigrupo fechado de um grupo de Lie G conexo. Entdo o cone

tangente a S,

L(S) = {X : expR"X C S}

¢ um cone de Lie. Além disso o grupo gerado por exp(L(S)) estd contido em S.

Para finalizar a secao estudaremos brevemente o grupo de Lie proveniente de um produto

semi direto de dois grupos de Lie. Seja
¢ H— Aut(G)

uma representacao suave do grupo de Lie H no grupo de Lie G. O produto semi direto de G
por H via representacao ¢ é um grupo de Lie, que denotaremos por G x4 H. Como conjunto,

G x4 H é o produto cartesiano G x R, enquanto que sua operagao ¢ definida por

(91,h1)(92, h2) = (91%192, h1h2)7

onde ¢n,(g) = ¢(h)(g).

Sejam G’ e H' subgrupos de Lie do grupo de Lie G x, H definidos, respectivamente, por
G =G x {eng} e H = {eg} x H, onde eg e ey sao as identidades de G e H. Note que em
ambos casos existem difeomorfismos entre G e G/, e entre H e H', dados por g — (g,en) e
h +— (eg, h). Denotaremos (g, ey) por ¢’ e (eq, h) por h'. Afirmamos que G’ é um subgrupo

normal de G x, H. De fato, dados g1, 92 € G e hy, hy € H temos que

(91, hl)(g2> hz)(Qh hl)fl = (91¢h1(92)¢h1h2h;1(9f1)7 h1h2hf1)-

Desta forma se (gq, ha) pertence & G, entao hy = ey e

(910m, (92)Dpyeqnr (97 1) uenhi™) = (910n, (92)97 " em)-

Logo G’ é um subgrupo normal. Utilizando a notacao fixada e supondo que (g1,h1) € H
segue que

WGH = (o, h) (g, (e H) ™" = (e, h) (g, ex) (61 (ec), h)
= (cadn(9)om-(ea), heah™) = (6u(g),en) = [én(9)]" (1.4)
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Passemos a construcao da algebra de Lie associada a G x4 H. Sejam g e b as dlgebras de
G e H respectivamente. Note que se ¢, é um automorfismo de G, para todo h € H, segue

que a sua diferencial d¢;, é um automorfismo de g. Além disso segue da Proposicao 1.6 que

Pn(exp(Y)) = exp(den(Y)).

Seja a aplicacao 6 definida pela diferencial da aplicacao d¢. Como cada d¢, é um auto-
morfismo de g para cada h € H segue que 6 é uma derivagao de g para cada Z € h. A
demonstracao deste fato pode ser encontrada no livro [14]. A partir da derivagao 6, obtere-
mos que a algebra de Lie associada ao grupo de Lie G x4 H é a algebra de Lie g x4 b, que

como conjunto é o produto cartesiano de g por h enquanto seu colchete é definido por
(Y1, 21), (Ya, Z2)] = 7([Y1, Yo] + 02,(Y2) — 02,(V1), [Z1, Z2])).

De fato, sejam g’ e b’ as algebras de Lie associadas aos subgrupos G’ e H’, respectivamente,
e, conseqlientemente, isomorfas as algebra de Lie g e h. Note que G’ é um subgrupo normal
e, portanto, g’ é um ideal da algebra de Lie de G x, H. Da igualdade 1.4 e da Proposigao 1.6

segue que
(exp(don(Y))) = Wexp(Y')R'™'  para quaisquer Y € ge h € H,
onde Y’ = (Y, 0). Reescrevendo a igualdade, temos que
(exp(dpn(Y)))' = C(exp(Y')) VY €g,h€H,
onde C}, é a aplicacao conjugacao. Diferenciando a igualdade, obtemos que
(don(Y)) = Ad(W)(Y') VY €g,heH.
Diferenciando novamente, segue que
0()) =[Z"Y'] VYeg, Z€b.

Logo, 0 = —ad.
Feita esta consideragao, mostraremos a existéncia do isomorfismo de Lie entre a algebra

de Lie G x, H, denotada por g e g Xgh. Seja 7 : g xgh — g dado por (Y, Z) —» Y + Z.
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Demonstraremos, apenas, que 7 é um homomorfismo de Lie, tendo em vista que a injetivi-
dade, bem como a sobrejetividade, seguem da construcao de G x4 H. Sejam Y{,Y; € ¢' e

Zy, Z € b'. Mostraremos que
(Y1, 21), (Ya, Zo)] = V1 + 21, Yo + Z5].
Assumindo que o colchete entre em g x4 b é dado por
(Y1, Z1), (Y2, Z5)] = ([, Yo] + 0z, (Y2) — 02,(V1), [ 41, Z]),
segue que

T[(Y1, Z1), (Yo, Zo)] = 7([Y1, Y] +07,(Y2) — 02,(Y1),[Z1, Z5])
= Y1, Y5] + 07, (Ya) — 02,(Y1) + [Z1, Z5)]
= V1, Ya] + [21, Vo] — [22, V1] + [ 21, Z2)]
= V1. Y] + [21, Vo] + V1, Z2] + [ 21, Z2)]

= Y1+ Z1,Ys + 7]

Portanto, a élgebra de Lie g, associado ao grupo de Lie G X, H, é isomorfa & g x, . Para

maiores detalhes a respeito do colchete vide Varadarajan [13].
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1.2 Normalizador de uma algebra de Lie

O principal objetivo desta se¢ao ¢ introduzir o conceito de normalizador de uma algebra de Lie
e descrever suas principais propriedades. Mostraremos que o normalizador é uma subalgebra
e calcularemos o normalizador da algebra de Lie R™ munida de sua estrutura usual. O
principal resultado desta secao é o Teorema 1.21, que caracteriza de maneira explicita duas
condigoes necessarias e suficientes para que um campo vetorial seja um campo linear. Apéds
este teorema, estudaremos os fluxos associados aos campos afins e por fim concluiremos que
campos afins sao completos, esta segdo baseia-se nos artigos Cardetti e Mittenhuber [2] e
Jouan [3].

Como sempre, G denotard um grupo de Lie e g sua algebra associada. A proxima defini¢ao

terd um papel fundamental no transcorrer deste trabalho.

Defini¢ao 1.16. O normalizador da dlgebra de Lie g em X(G) € o conjunto dos campos

F € X(G) tais que [F,Y]| € g, para todo Y € g.

Chamamos os campos F de campos afins. Denotaremos o conjunto dos campos afins
por Norm(g). Como visto na Sec¢ao 1.1, temos que X(G) é uma algebra de Lie munida do
colchete usual. Seria Norm(g) uma subélgebra de X(G)? O préximo lema nos esclarece esta

duvida.

Lema 1.16. Norm(g) ¢ uma subdlgebra da dlgebra de Lie X(G).

Demonstragao: Dados o € R, F, X, W € Norm(g) e Y € g, pela Identidade de Jacobi

segue que

Y, [aF + W, X]] = [[Y,aF + W], X]+ [aF + W, [Y, X]]
= [V, aF|+ Y, W], X] + [aF [V, X] + W, [V, ]
= [ofY, FI, X] + [[Y, W], X] + o F, [V, X]| + W, [Y, ]
= of[Y, FL, X] + [[Y, W], X] + o F, [V, X]] + WV, [Y, A].
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Como [Y, FI, [Y, W], [V, ] pertencem g, entdo [[Y, F], X, [Y, W], &], [, [V, X]), [W, Y, X]
pertencem a g. Como g é uma é&lgebra de Lie, segue que «of[Y,F],X]| + [[Y, W], X] +
afF, [Y, X]]+[W, [Y, X]] pertencem & g. Portanto, o campo [« F+W, X] pertence a Norm(g).

O

Definicao 1.17. Um campo vetorial F sobre o grupo de Lie G € dito linear se F pertence a

Norm(g) e F(e) = 0.

Denotaremos por £(g) o conjunto dos campos lineares. Este conjunto é uma subélgebra

de Lie de Norm(g) como nos mostra o lema a seguir.

Lema 1.17. O conjunto L(g) é uma subdlgebra de Lie de N'orm(g).

Demonstracao: Sejam X, X € L(g). Como Norm(g) é uma subélgebra de X(G), se-
gue que X} + Xy € Norm(g). Note que (X) + Xy)(e) = Xi(e) + Xy(e) = 0. Logo,
X1+ X, € L(g). Falta mostrar que [, Xs] € L(g). Novamente utilizando o fato que Norm(g)
¢ uma subdlgebra de Lie, segue que [X;, X2] € Norm(g). Note que Xj(e) e As(e) sao nulos
e portanto [A&7, Xz)(e) = Xy|e(Xy) — Aso(X1) = 0. Assim, [&), X»] € L(g). Portanto, L(g) ¢é

uma subdlgebra. O

Para exemplificar os conceitos introduzidos, retornaremos ao Exemplo 1.1. Como calcu-
lado anteriormente, os campos invariantes a esquerda sao os campos constantes. Utilizaremos

este fato para calcular o normalizador da algebra de Lie abeliana R™.

Exemplo 1.4. Sejam x um ponto R™ e F um campo suave arbitrario. Podemo-lo expressar

n

no ponto x como F(x) =3\, aj(:v)(%). Para que F € Norm(g), este campo deve satisfazer

a sequinte condi¢ao
n

VL =3 e €

=1

para todo Y € g, onde as aplicagoes c;(x) devem ser constantes. Dados f um germe de R™ e

Y um campo L-relacionado sobre R™ 0 qual pode ser expresso por

= 0
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Pela definicao de colchete, temos que

[F,Y1e(f) = Fo(Yf) = Ya(Ff).

Desenvolvendo o lado direito da igualdade, seque que

n

FVf) - Zaj beg—i))—z (5 Zaj o

J

Como % sao aplicacoes lineares e b; sao aplicacoes constantes, temos que
K3

0 I Of . I 9 0f
a—%(z bil5)) = Zbia—%(am)-

Utilizando as igualdades acima, seque que

n

> ) »_m%xwg_;»

=1
M) SURSLISEY 3) SINEAIEILE)
j=1 i=1 i=1 j=1
Aplicando a regra de Leibniz em 2.7, temos que

o of .. da;(x) of 9 of
(500 ) = g g+ ) g

Aplicando a igualdade 2.8 em 2.7, seque que

;aﬂ Zb(’)x] &EZ ;262 8:15, 833]))

=1

3

- 8 8 "o 0 0 0
= aj(x)z f Zzbz (gxz ax a()axzai)

J=1 i=1 7j=1 =1

_Z. bia; (@ 3% 8xz Zzbl (9]151 (990] Zzblj dx; O;

7j=1 =1 Jj=1 =1

O day(e) OF
_Zzl b 8]1'@ ax]

donde temos que

Fo(Vf) = Z b (93[:Z (‘990]

7j=1 =1
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e, assim, cada aplicacao c; pode ser expressa como
n
Oa;(
=2 2
8351

Para que F pertenca a Norm(R™), temos que as aplicagoes ¢; devem ser constantes. Como

cada b; € constante, seque que
Q. (I) = (ajlxl -+ bjl; coey Qin T, + b]n) (210)

Desta forma, um elemento da dlgebra dos campos afins pode ser escrito como uma matriz

A(x) + B ,onde

n
ail; Qg1 o Qpl Zz‘:l bi1
n
Q12 Q22 - Ap2 Z 1 bio
A= e B= =
n
A1p A2n - Ann Zi:l bm

Portanto, os elementos Norm(R"™) sao da forma A(x) + B, onde A é uma matrizn X n

e B € um campo constante.

Sabendo que F € Norm(R"™) se e somente se F(x) = Z?zl(aj(x))(%), calcularemos a
subdlgebra L(R™). Para que X pertenca a subdlgebra dos campos lineares, este deve ser um

campo afim e X(0) = 0. Para satisfazer a primeira condi¢do, temos que

- 0
X(z) = Z(aj(f))(%),
j=1 J
onde cada a; é definida na 2.10. Note que

n

X(0) = Y 0,0)(5) = obi(5) =

j=1
Como b;; sao constante, faz-se mecessdrio que cada constante b;; seja nula. Portanto, os

campos lineares em R"™ sao da forma

onde cada a;(x) = (aj1x1, ..., AjnTy).
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Doravante, F sempre denotard um campo afim, X um campo linear e G um grupo de Lie

conexo salvo mencao explicita em contrario.

O nome afim se deve a uma decomposi¢ao de F como soma de um campo linear X e
um campo invariante a direita Z. Conforme o exemplo acima o campo F foi escrito como
A(z) + B, neste caso A(x) é o campo linear e B é o campo invariante a direita. Objetivamos
agora demonstrar esta decomposi¢ao, para tal definiremos um homomorfismo que nos sera

util.

Proposigao 1.18. A aplicagio 7 : Norm(g) — Der(g) definida por F +— ad(F) € um

homomorfismo de dlgebras de Lie.
Demonstragao: Sejam Fy, Fy € Norm(g) e Y € g. Entao

TP, Fl(Y) = adig 5)(Y)
= [[F, R, Y]
= [Fu 7 Y]] = [F2 £, Y]
= adr (adg,(Y)) — adz,(adF, (Y))
= (adr (adr,) — adr,(adr,))(Y)
= ladz,,adz](Y)
= [r(F1), 7(F)](Y).

Para a demonstracao da préxima proposicao utilizaremos, como mostrado na Proposicao
1.12, que 3(g) coincide com dI(g). Além deste, utilizaremos outros dois resultados. Dado
um ponto g € G podemos escrever g como Hle exp(Y;) com Y; € g, (vide Proposigao 1.11)
e que dados W, X € X(G) e wy, x; seus respectivos fluxos associados, entdao [W, X] = 0 se, e

somente se, w; o z4(g) = x; 0o wy(g), para todo g em G e t em R, (vide no Teorema 1.9).

Proposicao 1.19. Se G é um grupo de Lie conero, entdio Ker T € o centralizador de g.
Além disso, todo campo vetorial afim pode ser decomposto de maneira unica como soma de

um campo vetorial linear e um campo tnvariante a direita.
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Demonstracao: Pelo comentéarios anteriores, basta-nos mostrar que Ker 7 = dI(g). Se
F € Ker 7 entao
[F,Y]=0, VY €g.

Seja ¢, o fluxo associado ao campo F. Conforme o Teorema 1.9, temos que ¢; comuta com

exp(sY') para todo Y € g e s € R. Por conseguinte, vale a igualdade

oe((exp(sY))(g)) = ¢r(gexp(sY)) = (¢i(g))exp(sY) Vg€ G, t,s € R.

Pela proposicao 1.11, dado g € G existem Y7, ..., Y, € g tais que g pode ser escrito como

g = exp(Y7)...exp(Yy).

Deste modo
k k

Pi(g) = ¢t(H exp(Yi)) = ¢u(e) H cxp(Yi) = du(e)g.

i=1 i=1

Para t suficientemente pequeno temos que

Flg) = Soi0)lo = 5 Ry(6)limo = R, F(e).

Isto prova que Ker 7 C dI(g).

Para a inclusao dI(g) C Ker 7. Tome Z um campo invariante a direita. Pela Proposicao
1.12 segue que Z € 3(g). Logo
[Z,Y]=0 VY eg.

Assim, concluimos que 7(Z)(Y) = 0 e, portanto dI(g) = Ker 7.

Para a segunda afirmacao, tome Z um campo invariante a direita construido a partir do
vetor Z(e) = F(e). Entao X = F — Z é linear pois F, Z € Norm(g) e X(e) = F(e)— Z(e) =
F(e) — F(e) =0. O

A seguir mostraremos que Norm(g) é isomorfo ao produto semi-direto da subélgebra
de Lie L(g) pelo ideal de Lie dI(g). Aqui a representagao dada é a aplicagao ad : L(g) —
Der(dI(g)). Note primeiramente que ainda sob a hipétese de G ser um grupo de Lie conexo,

a representacao ad : L(g) — Der(dl(g)) estd bem definida. De fato, sejam X € L(g),
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Z € dI(g) e Y € g. Queremos mostrar que ady(Z) = [X,Z] € dI(g). Pela identidade de
Jacobi temos que

(X, 2],Y] =[x, [Z, Y]]+ [Z, [V, X]].
Pela Proposicao 1.12, segue que [Z,Y],[Z, [X, Y]] sdo ambos nulos. Desta forma temos que
(X, 2, Y]]+ [2,[Y, X]] = [X,0] + [Z,[Y, X]] = 0.

Portanto para todo X € L(g) e Z € dI(g) temos que ady(Z) = [X,Z] € dI(g).

Note que dI(g) é um ideal de Norm(g). De fato, dados Z1,7Z, € dI(g) e Y € g, pela
Proposigao 1.12, segue que [Z;,Y] =0, i = 1,2. Logo

aleJrZQ(Y) = [Zl,Y] + [ZQ,Y] =040= 0,

donde segue que Z; 4+ Zy € Ker 7. Para mostrar que [Z7, Zs] € dI(g) utilizaremos a identidade

de Jacobi. Note que
ad[ZhZQ](Y) = [Zl, [ZQ, YH + [ZQ, [Y, Zl]] \V/ Y € g.

Mas novamente, pela Proposicao 1.12, temos que [Y, Z;] = [Z3,Y] = 0 para todo Y € g.

Substituindo na igualdade acima temos que
(21,22, Y]] + [Zo, [Y, Z1]] = [Z1,0] + [ Z2,0] = 0.
Dado F € Norm(g), pela proposi¢ao anterior temos que F = X + Z. Entao
\F,Z\ =X+ Z,2,) = [X,Z) + | Z, Z4].

Pelos fatos demonstrados anteriormente temos que [X, Z1], [Z, Z1] € dI(g). Portanto dI(g) é
um ideal de Norm(g).

Teorema 1.20. A dlgebra de Lie Norm(g) € isomorfa ao produto semi direto dI(g) X aa £(g).

Demonstragao: Consideremos a aplicacao ® : dI(g) X.q L(g) — Norm(g) definida por
O(Z,X) = X + Z. Mostraremos que ¢ é um isomorfismo de algebras de Lie. Sejam F, F; €
Norm(g). Pela Proposicao 1.19, existem Xy, Xy € L(g) e Z1, Zy € dI(g) tais que F; = X1+ 73

e Fo = Xy + Z5. Provaremos que

O([(Z1, X1), (Z2, X)| = [F1, Fal.
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Desenvolvendo a igualdade temos

O([(Z1, X1), (Za, X2)] = ([Z1, Za] + adx,(Z2) — adx,(Z1)], [X1, Xo])
= [Z1, Zs) + adx,(Z2) — adx,(Z1) + [X1, Xs]
= [Z1, Zo] + [X1, Za] — [Xo, Z1] + [X4, Ao
= [Z1, Zs] + [X1, Zo] + [Z1, Xs] + [X4, A
= [X) + Z1, Zo] + [X + Z4, XS]
= [X) + 21, Xy + 73]

= [F1, Fa).

Portanto NMorm(g) é isomorfo como algebra de Lie a dI(g) Xqq £(g).

Um fato interessante sobre os campo lineares é que um sistema da forma ¢ = X(g), com
X € L(g) tem a identidade do grupo como ponto de equilibrio. De fato, seja ¢i(e) : R — G
o fluxo associado ao campo linear X que passa por e. Como X (e) = 0, segue que para todo

t real, a curva ¢;(e) é constante, sendo ¢g(e) = e, concluimos que ¢,(e) = e para todo t € R.

Mudando o foco desta sec¢ao, de um campo afim arbitrario para um campo linear, mostra-
remos condigoes necessarias e suficientes para que um campo seja linear, este serd o proximo
e principal teorema desta secao. Este mostrara que o fluxo associado a um campo linear X
¢ um automorfismo a 1-parametro de G e mais ainda, que se o fluxo de um campo arbitrario

X é um automorfismo a 1-parametro de G, entao X é um campo linear.

Comegamos com a definigdo de automorfismo a 1-parametro, segundo Bourbaki [11].

Definicao 1.18. Dizemos que uma aplicacio ¢ : R x G x G — G € um automorfismo a

1-parametro se

Ot(g192) = 01(g1)de(g2) VEER € g1,92 € G.

Um campo X é dito automorfismo infinitesimal, se seu fluxo for um grupo de au-

tomorfismos a 1-parametro de G. Da mesma forma o campo X é dito ser o automorfismo
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infinitesimal gerador do automorfismo a 1-parametro.

Teorema 1.21. Seja X' um campo vetorial sobre um grupo de Lie conexo G. As sequintes

afirmacoes sao equivalentes:

1. X pertence a L(g);

2. o fluxo ¢y associado ao campo X é um grupo de automorfismo a 1-parametro de G. Em

outras palavras X € um automorfismo infinitesimal;

3. se X(gg1) = dL,|g, X (g1) + dRy, |;X (9) para quaisquer g, g1 € G.

Além disso o sequndo item implica que um campo vetorial linear sobre um grupo de Lie

conexo € completo

Demonstracao: (1 = 3) Como X é linear, para todo Y € g, o colchete de Lie [X,Y] é

invariante a esquerda. Segue que dado g € G vale a igualdade

Como L, ¢ um difeomorfismo, para todo g € G, o “push-forward”de dL, estd bem definido

e além disto
(dLg[X,Y])(e) = [dLy(X),dLy(Y)](e) = [dLy(X),Y o Ly](e).
Note que dL,X e X sdo L-relacionados pois
(ALyX) o Ly(e) = (dL,X)(g) = dLy|. X (e).
Segue que
AL, (X),Y o L)(e) = [(dL,X) 0 Ly, Y o Ly(e) = [(dL,X), Y](g).

Provamos com esta tltima igualdade que adqr,» = ady, bem como que o campo [dL,X, Y]
é invariante a esquerda. Logo dL,X € Norm(g). Utilizando a Proposigdo 1.19, podemos

decompor o campo dL,X como

dL,X = X + 7.
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Como Z ¢ invariante a direita, podemos escrevé-lo a partir da identidade. Pela igualdade

acima, temos que

Z(e) = X(e) + Z(e) = (dL,X)(¢) = Ly |, 1 X(L;"(€)) = dLy|, 1 X(g™").
Pela invariancia a direita de Z, temos que, para todo ¢; € G,

Z(q1) = dRy,|cZ(e) = dRy, ’edLglg‘IX@il) = dLy|g-1g,dRy, |g‘1X(971)-
Calculando dL,X no ponto gi, segue que

(dLgX)(g1) = (dLgX)(99™'g1) = (dLyX)(Le(g™ " g1)) = dLylg-14, X (g 51)
= X(gl) + Z<gl) = X(gl) + dLg|g‘1g1ng1 |g‘1X<gil>-

Aplicando dL,-1 na igualdade acima temos que
X(g 7 g1) = dLy1]y, X (1) + dRy, | ;-1 X(g71).

Substituindo ¢! por g, segue o desejado.

(3 = 2) Seja ¢, o fluxo de X definido sobre um dominio contido em R x G. Tome a curva
a(t) = ¢i(g9)Pi(g1). Podemos considerd-la definida em um intervalo aberto suficientemente
pequeno contendo 0, para quaisquer ¢g,g; € G. Além disso, « assume o valor gg;, quando

t = 0. Pela Regra de Leibnitz, temos que

d d

Ea(t)h:o = E@(Q)@(Ql)h:o = dLg|g1X(91) + dR91|9X(g)‘

Usando a hipotese segue que
dLglg, X (g1) + dRg, |3 X (9) = X (991).

Por outro lado, temos que

d

- - X

dt¢t(991) (991)
e ¢o(g91) = gg1. Logo as curvas sao solugoes da mesma equagao diferencial e tem o mesmo
valor inicial. Pelo teorema de existéncia e unicidade de solucao para equagoes diferenciais

ordindrias, segue que ¢y(991) = ¢i(9)d(g1)-
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Além disso, temos que X(e) = 0. Primeiramente, note que dL. = dR. = Id, onde Id é a

aplicacao identidade de g em g. Segue que
dL.|cX(€e) + dR.|.X(e) = X(e) + X(e) = 2X(e).
Por outro lado, pela hipdtese, temos que
dL.|.X(e) + dR.|. X (e) = X(e).

Assim,

2X0() = dL,|, X (¢) + dR.| X (e) = X(e).
Portanto X (e) = 0.

Vamos mostrar que X é completo. Como X(e) = 0 temos que ¢;(e) = e, para todo
t € R. Segue que ¢ estd definido em uma vizinhanca da identidade de G, V,, para todo t
real. Como o grupo de Lie G é conexo, pela Proposicao 1.11, segue que G pode ser gerado
por V.. Logo, existem ¢y,...,g, € V. tais que g = ¢1...g,. Desta forma, podemos escrever
o1(9) = de(g1---9n) = G1(g1)---D4(gn), POis ¢ é um automorfismo de G, para todo t € R. Com

isso, provamos que X é completo.

(2 = 1) Sejam (¢,t € R) um grupo de automorfismos a l-parametro do grupo de Lie
G e X seu automorfismo infinitesimal gerador. Como ¢; é um automorfismo, segue que
di(e) = Pi(ee) = ¢r(e)pi(e), para todo t € R. Portanto ¢y(e) = e e X(e) = 0. Dado Y € g,
por uma caracterizagao para colchete de Lie temos que o colchete de X e Y a a partir da

identidade pode ser escrito como

d

d
[X,Y](e) = Ed¢*t|¢t(6)(y¢t(e))|t:0 = ad@t\e(ye)\t:o-

Afirmamos que

¢ 10 Lyyg) = Lyo by (2.11)
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De fato, dado g; € G, temos que

¢t 0 Lg,(g)(91) = O-1(Lg,()(91))
= ¢-1(0e(9)g1)
= ¢_1(d(9))o—+(g1)
= ¢—t41(9)0—1(g1)
= g0-1(91) = Lg(¢-+(91))
= Lgo¢_+(g1)-

Derivando de ambos os lados da igualdade 2.11 em relacao a t, temos que

dp—i(dLg,(g)) = dLy(dP—1). (2.12)

Utilizando a mesma caracterizagao podemos escrever o colchete de X e Y a partir do ponto

g como

d d
[X,Y](g) = %d¢*t|¢t(g)<y(¢t<g)))‘tzo = %d(b*th’t(g)(y o Lg,(g)(€))]i=o0-

Pela invariancia a esquerda de Y, temos que

d d
Z149-tloue) (Y 0 Loy (g (€))l=0 = — dd—tlu(9) (dLsu()|eY (€))]e=o- (2.13)

Pela igualdade 2.12, segue que

d

d
Edﬁb—t |¢t(g) (dL¢t (9) |eY(€)) |t:0 = %dLg|e (dﬁb—t(e) |ey(€)> |t:0'

Como dL, nao depende de t e ¢ linear, vale a igualdade

d d
710 Lgle(do—i(e)]eY (€))]imo = dLgle— (dp-s(e)[eY (€)) |0 = dLg|e| X, Y](e).

Concluimos que X é afim e como demonstrado anteriormente, ¢;(e) = e, para todo t € R.

Portanto o campo X é linear. O

De agora em diante, ¢; denotara o fluxo associado a um campo linear. Dado um campo X,

podemos associd-lo a uma derivagao D, a qual associa cada Y € g, a campo —[X, Y], ou seja,
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D = —ad(X). O sinal de menos vem do caso real, onde temos a igualdade [A(x),b] = —bA(x).
Para mostrarmos essa afirmacao utilizaremos a notacao do exemplo 1.2.1 De fato, dados o
campo A(z) no normalizador e o campo b na algebra de Lie, temos que [A(z), b] pertence a

algebra de Lie. Dado x € R"”, pela definicao de campos invariante a esquerda segue que

[A(2),b)(x) = dLg|o[A(2),b](0) = dL.[o((A(x))o(b) — bo(A(z)))
= dLg|o((Ao)(b) — bo(A())).

(2.14)
Como A(x) é linear, segue que A(x)y = Ag = 0 e, portanto,
(A(x))o(b) = 0.
Segue da igualdade acima e da invariancia a esquerda de b, que
dLzlo(—bo(A(x))) = —bz(A(z)).
Portanto, [A(x),b] = —bA(x). Mas podemos evitar o sinal negativo na igualdade acima

utilizando a igualdade
¢r(expY) = exp(e”Y),
valida para quaisquer Y € get € R.
O proximo exemplo nos mostrara como construir um campo linear a partir de um campo

na algebra g e descreve, de maneira breve, a relacao entre um campo linear e uma derivacao

interna de G.

Exemplo 1.5. As Derivagoes internas Diremos que D é uma derivagdo interna se D €
uma derivacao e D tem a forma D = ady para algum campo Y pertencente a g.

Sejam Y € g e I o difeomorfismo inversao definido por g — g~—'. Entao pelos cdlculos
feitos apds a Proposicao 1.5, dIY é um campo invariante a direita e € igual a —Y (e). Afir-
mamos que

X =Y +dIY

é linear.
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De fato, € facil ver que o campo definido acima pertence ao normalizador, pois para todo
Y] € g, temos que
X, Y] = [V +dIY, V1] = [V, V1] € g,

tendo em vista que [dIY,Y1] = 0. Além disso
X(e)=Y(e)+dlY(e)=Y(e) —Y(e) =0.

A derivagao associada a X, € interna pois ad(X) = ad(Y).

Isto mostra que, dada uma derivagdo interna D = —ad(Y), sempre existe um campo
vetorial linear sobre G que € associado a derivacdo, como construido acima. Porém este
fato deixa de ser verdade no caso geral, nos quais D nao é uma derivacao interna, mas vale

quando G € simplesmente conexo.

Estendendo um pouco mais nesta dire¢ao, o préximo teorema da uma caracterizacao para
o caso em que D nao é necessariamente interna. A partir do Lema 4 pg.250 do livro [11]

podemos concluir.

Teorema 1.22. Seja G um grupo de Lie conexo e simplesmente conexo. Se D uma derivagao
da sua dlgebra g, entao existe um, e somente um, campo linear X sobre o grupo de Lie G, o

qual € associado a D.

A demonstracao deste teorema é demasiadamente longa e foge do objetivo da dissertacao.
Mas em esséncia, este fato equivale a demonstrar que existe um isomorfismo 7 entre Aut(G) e
Aut(g). Em particular, a condigao de G ser um grupo de Lie simplesmente conexo é utilizado

para mostrar a sobrejetividade de 7.

Para encerrar esta se¢ao, mostraremos que nao é necessario a condicao de completude na

definicao dos campos afins.

Proposicao 1.23. Um campo vetorial F afim sobre um grupo de Lie G conexo é completo.

Demonstracgao: Seja F um campo afim de G pelo Teorema 1.20 temos que existe uma
decomposicao F = X'+ Z, onde X’ é o campo vetorial linear e Z é o campo vetorial invariante

a direita.
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Seja e(t) a curva integral de F pela identidade, definida sobre um intervalo (a,b). Ve-
rificaremos usando a terceira caracterizacdo do campo linear, que t — e(t)¢:(g) é a curva
integral de F pelo g € G, também definida sobre (a,b), onde ¢;(g) é a curva integral por

ponto g associada ao campo X. De fato

%e(tm(g)ho = dR,|.F(e) + dLe|,X(g)

= dRg[c(X(e) + Z(e)) + dLc|4X(g)
= dRy|.X(e) + dL.|,X(g) + dRy|Z(e)

= X(ge) + Z(9) = F(g)-

Seja b < +oo e tome g = e(%). Entao, t — e(t — g)@fg(e(g)) ¢ a trajetoria de F por

g:e(g)et:g.

Porém, a trajetéria e(t) pode ser estendida a %b, o que é absurdo. O



Capitulo 2

Teoria de controle

Neste capitulo introduziremos parte da teoria de controle, que serd importante para a com-
preensao deste trabalho. A primeira secao trara definicao e resultados gerais enquanto na

segunda trataremos de sistema linear, que é conceito central deste trabalho.

2.1 Sistema de controle

Esta secao trara resultados gerais da teoria de controle. Comegaremos pela definicao de
sistema de controle, passaremos as defini¢oes de curva integral do sistema, do fluxo associado
ao sistema e por fim das concatenacao de fluxos. A partir deste ultimo conceito, podemos
definir o conjunto de atingibilidade do sistema de controle. Passaremos entao ao teorema mais
importante da se¢ao, o Teorema da érbita. Por fim definiremos os conceitos de acessibilidade,
controlabilidade e a condicao do posto. Finalizando esta secao, falaremos da importancia da

condigao do posto para a controlabilidade. Esta segdo baseia-se no artigo [4] e no livro [9]

Neste capitulo, como usual, G denotard um grupo de Lie, g sua algebra de Lie e T'G seu

fibrado tangente.

Definicao 2.1. Um sistema de controle Y sobre G € definido por

dg

— = F(g,u(t)),
0 — F(gu(t)
onde u(t) pertence a uma classe U de controles admissiveis com valor em um subconjunto U

de R"™ e a aplicagio F : G x U — TG, quando fizado um controle u(t), é um campo vetorial

suave.
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Queremos dizer por classe controle admissivel que as fungoes pertencentes a esta classe
satisfazem as condicOes necessarias para a existéncia e unicidade das solugoes da equacao
diferencial. Neste trabalho assumiremos 4 como sendo o conjunto das funcgoes constantes

por partes de R em U C R". Para facilitar a notacdo denotaremos u(t) apenas por u e a

aplicacao F( ,u) : G — TG por F,( ).

Exemplo 2.1. Um sistema de controle ¥ é dito ser de controle afim se a aplicacao F for

escrita como:

k
F(g,u) =Yo(9) + Y _u;¥;(g),
j=1
com g € G eY; € X(G), para todo j € {0, ..., k}.

Note que, ao assumirmos os campos Y; € X(G), estamos implicitamente exigindo que
ao fixarmos o controle u, a aplicacao F, seja um campo suave e completo. Neste trabalho
estaremos interessado em uma sub-classe dos sistema de controle afim, os sistemas lineares
que serao descrito na préxima secao. A partir de agora assumiremos que Y seja um sistema
de controle afim. Prosseguindo com a secao, introduziremos o conceito de atingibilidade,
para tal, primeiramente definiremos os conceitos de fluxo associado a um sistema de controle

e de concatenagoes de fluxos.

Seja I' o conjunto de todos os campos {F, ey construidos a partir do sistema X, pelas

escolhas dos controles.

Definicao 2.2. Uma curva integral do sistema de controle ¥ associada ao controle u passando

por g € G € a aplicagao diferencidvel o : I, — G, onde I, C R € mazimal, e o satisfaz

do
7 :Fu(at(g>)7 Oéo(Q) =4g.

dt

Conforme dito anteriormente, os campos F}, sao suaves e completos e portanto o dominio

de definicao da curva integral «, do sistema de controle ¥ passando pelo ponto g é R para

todo g € G.

Definigao 2.3. A aplicagio @, : R x G — G definida por ®,(t,g) = a(g) € dita ser o fluxo

do sistema X associado ao controle uw € U.
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A proxima proposicao estabelece algumas propriedades bem conhecidas relativas ao fluxo.

Proposicao 2.1. Seja ¢, um fluxo de . Entao @, satisfaz:

1. ®,(0,9) = g para todo g € G.
2. O, (t+s,9) = P(t,D(s,g)) para todo t,s € R e todo g € G.

3. 229 — | (®(t,g)) para todot €R e g € G.

Denotaremos a aplica¢ao ®,(¢t, ): G — G simplesmente por ®!. Notemos que ¢, é um

difeomorfismo de G. Dados fluxos ®,,,, ..., ®,, do sistema X e ¢y, ...,t, nimeros reais, temos

t1
uy? "

que ®!1 ..., sao difeomorfismo de G, os quais sob a operacao de composigao formam um

grupo, conhecido como grupo de difeomorfismo do sistema 2, o qual denotaremos por Gfy.

Definicao 2.4. Sejam ®,,,...,®,, fluxos do sistema X, t1,...,t, numeros reais. A conca-

tenagao dos fluxos ®,,, ..., ®,, nos tempos ty,...,t, € o difeomorfismo
@::(I)ZZO...OCDZI G —=G
definido por
g P o o2 0Bl (g) = Dy, (tn, ... Puy (T2, Puy (t1,9))-.)-
Segue como conseqiiéncia das propriedades de fluxos que

Proposicao 2.2. Seja ® uma concatenacio de fluros de Gyx. Dado g € G, a aplicacio ®

satisfaz:
1. ©(0,9) = g;
Ful ((I)Ul (tug))a set € (O,t1>,
2 8<I>(t,g)|t _ Fu2(q)U2(t_tla@ul(tlvg»)’ set e (tl,tl —I—tg);

ot

°9

| B (@, (8= D270 b (o (P (b2, @ (81,9)))))), se t € (70 0, 300 -
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Para o estudo do conjunto de atingibilidade, estamos interessados nas concatenagoes em
que cada t; seja positivo. Este conjunto sob a operacao de composicao forma um semigrupo
que é conhecido como semigrupo do sistema 3, o qual denotaremos por Sy. Consideraremos
agora o conjunto de atingibilidade do sistema de controle Y. Dados g,h € G, dizemos que
o ponto h é atingivel a partir de ¢ se existir uma concatenacao de fluxos ® do sistema de
controle ¥, com tempos positivos, a partir de g cujo ponto final é h, isto é, existem controles

Uy, ..., U, € U, e tempos reais tq,...,t, > 0 tais que
h=®" 0.0 (g).
Diremos que h pode ser atingido a partir de g, no tempo 7', se (T, g) =he > .  t; =T.

Definicao 2.5. O conjunto de atingibilidade do sistema Y a partir de g, no tempo ¢, € o
congunto de todos os pontos que sao atingiveis no tempo t a partir do ponto g. O conjunto de
atingibilidade do sistema X a partir do ponto g € a unido de todo os conjuntos de atingibilidade

com tempo positivo.

Denotaremos o conjunto de atingibilidade de 3 a partir de g no tempo t por A(g, t). Desta

forma podemos escrever o conjunto de atingibilidade do sistema > como sendo

Alg) = [J Alg. ).

Definicao 2.6. A orbita de I' por g € o conjunto dos pontos h € G tais que h pode ser escrito

como

h =&, (ty,...Pu,(ta, Py, (t1,9))...),

onde cada t; € R para todo i € {1,..,n} en € N,

O préximo teorema é um dos teoremas mais importantes da teoria de controle, conhecido

como o teorema da drbita, é devido & Sussmann,H.J. [5].

Teorema 2.3. A orbita de I' por cada ponto g € G € uma subvariedade conexa de G.

A partir deste teorema, garantimos que o conjunto de atingibilidade do sistema X, A(g),

é uma subvariedade de G.
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Definicao 2.7. O sistema X € dito ter a propriedade de acessibilidade em g, ou € acessivel
em g se A(g) tem interior nao vazio. O sistema Y € dito ser acessivel se for acessivel no

ponto g, para todo g € G.

Este conceito foi relacionado com a condicao do posto, em 1972, por Sussmann e Jurdjevic
(ver [4]). Em seu trabalho mostraram que sob a hip6tese de que F, sdo campos analiticos
a condicao do posto é necessdaria e suficiente para que o sistema > tenha a propriedade de

acessibilidade.

Seja Lie(I') a menor subdlgebra de Lie da dlgebra de Lie X(G) que contém I', que ao
aplicarmos no ponto g torna-se uma subalgebra de Lie de g, pois quando aplicado o campo
no ponto g o vetor resultante é tangente a variedade. Diremos que o sistema Y satisfaz a
condi¢do do posto, se dimLie(I")(g) = dim(g).

Em resumo o Teorema de Sussmann diz que:

Teorema 2.4. O sistema % € acessivel se, e somente se, a dimensao da dlgebra de Lie Lie(T),

em cada ponto g € G, for igual a dimensao de G.

Definigao 2.8. O sistema X € dito ser localmente controlavel em g se g € int A(t, g), para

todo t > 0.

Em outras palavras, dizemos que X é localmente controlavel se o conjunto de atingibilidade
forma uma vizinhanga do ponto g, para todo ¢ > 0. Uma condi¢ao necessaria para que o
sistema Y seja localmente controlavel é que A(g,t) tenha interior nao vazio para todo t e,

portanto, faz-se necessario que ¥ tenha a propriedade de acessibilidade.

Apesar de estarmos interessados na controlabilidade local lembraremos a definicao da

controlabilidade global.

Definigao 2.9. O sistema ¥ é dito ser controldvel no ponto g se A(g) = G e € dito ser

controlavel se € controldvel no ponto g, para todo g € G.
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2.2 Sistema linear

O objetivo desta se¢ao é introduzir o conceito de sistema linear. Comegaremos definindo o
conceito de sistema afim e apresentaremos o conceito de sistema invariante a esquerda e os
relacionaremos. Exibiremos alguns resultados para sistemas invariantes a esquerda. Posterior
a esses resultados, definiremos o conceito de sistema linear, faremos uma breve relacao entre
o conceito de sistema invariante a esquerda e o de sistema linear. Para finalizar a secao,
relacionaremos os resultado de controlabilidade para estas duas classes de sistemas. Esta

segao baseia se nos artigos Cardetti e Mittenhuber [2] e Sachkov [6].

Comecemos pela definigao de sistema afim.

Definicao 2.10. Um sistema afim sobre o grupo de Lie G, é um sistema de controle afim ¥

dado por

onde g € G, F € Norm(g) e Y; € g, para todo j € {1, ..., k}.

Normalmente chamamos os campos Y; de campos de controle, enquanto o campos F é

chamado de campo nao controlado.

Definicao 2.11. Um sistema invariante a esquerda sobre G € um sistema de controle afim

Y definido por

dg b
= = Yolg) + > uYi(g),
j=1

onde g € G e Y; € g, para todo j € {0, ..., k}.

Note que um sistema invariante a esquerda ¢ um sistema afim, pois o campo nao contro-
lado Yy € g pertence ao normalizador por definicao e. Portanto, o conceito de sistema afim

generaliza o conceito de sistema invariante a esquerda.

Os resultados a seguir podem ser encontrados no artigo [4].

Lema 2.5. Seja ¥ um sistema invariante a esquerda sobre G. Entao:

1. A(e) € conezo por caminho;
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2. A(e) é um semigrupo.

Pela invariancia a esquerda do sistema >, podemos caracterizar o conjunto de atingibili-

dade no ponto ¢ a partir da identidade.

Proposicao 2.6. O conjunto de atingibilidade A(g) pode ser escrito como
Alg) = gAle).

Demonstragao: Considere o campo vetorial 32, definido por

k
Su(g) = Yolg) + Y u;Yi(g).
j=1
Pela invariancia, temos que
YjoL,(e) =dLyl.0Yj(e), VgeG, Vje{0,.. k}

Pela linearidade da aplicacao dL, e pela independéncia do controle u em relagao ao ponto,

temos que:
Yu(g) = Yo(g) + Zquj(g) = dLy(Yo(e) + Z u;Yj(e)) = dLg¥u(e).

Da igualdade acima obtemos que o campo ¥, é invariante a esquerda e portanto exp(t¥,)
¢ uma solucao do sistema ¥ na identidade e, novamente, pela igualdade anterior, segue que

gexp(t¥,) é uma solugao do sistema a partir g e o que prova o resultado. O

O teorema a seguir é extremamente importante para o estudo da controlabilidade de

sistema invariante a esquerda.

Teorema 2.7. Se A(e) é um subgrupo do grupo de Lie G, entdo sua dlgebra associada € a

subdlgebra de Lie de g gerada por Lie(Yy, ..., Yy).
Conseqiientemente, obtemos que o sistema X é controlavel se, e somente se,

1. A(e) é um subgrupo;
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2. G é conexo;

3. Lie(Yy, ... Y;) = g.

Deste fato obtemos resultados parciais sobre controlabilidade para sistema invariantes &

esquerda. Por exemplo:

Teorema 2.8. Sejam G um grupo de Lie conexo e ¥ um sistema invariante a esquerda sobre
G. Se ¥ € controldavel, entao Lie(Yy,...,Yy) = g. Além disto esta condi¢do serd suficiente se

acontecer algum dos itens abaizo

1. G for compacto;
2. Y for um sistema homogéneo;

3. seUd =U, eYy € Lie(Yr,...,Yy).

Passaremos ao estudo dos sistemas lineares e de algumas de suas propriedades relativas

a controlabilidade.

Definicao 2.12. Um sistema linear sobre G € um sistema de controle afim ¥ dado por

dg —l—Zu] f

onde g € G, X € L(g) eY; € g, para todo j € {1, ..., k}.

Exemplo 2.2. Como visto no exemplo 1.4, se X € L(R™) entao X(z) = Y ., Ai(x )ax :

onde A; € a i-ésima linha da matriz A. Desta forma um sistema linear sobre R"™ é da forma

= "’Z% 3

onde Bj sao vetores n-dimensionais constantes.

dx

Note que as classes de sistemas lineares e sistema invariantes nao possuem relagao de

continéncia. De fato, suponha que o sistema de controle ¥ pertenca a ambas as classes.
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Entao Yy € L(g) e Yy € g. Pela linearidade segue que Yy(e) = 0, por outro lado, pela

invariancia a esquerda temos que
Yo(g) = dLg 0 Yo(e) = dLg[c(0(e)) = 0(g).

Pela arbitrariedade de g, segue que o campo nao controlado do sistema tem que ser o campo

nulo e portanto o sistema de controle > tem a forma

k
dg
pri > u;Yi(g)
j=1

que nao é um objeto de estudo interessante.

Lema 2.9. Se ¥ é um sistema linear entdo A(e) € conexo por caminhos.

Demonstracao: Se g,h € A(e), existem T}, T), € R tais que g € A(e,T,) e h € A(e, T).
Por definicao de A(e, T,) existe uma concatenacao de fluxos do sistema X, ®, tal que g =
®(e,T,). De maneira analoga, existe uma concatenagao de fluxos de X, ¥, tal que h =
U(e,Ty). Note que & e ¥ sdo curvas diferencidveis por partes, em particular, continuas
ligando a identidade & g e h respectivamente. Tome ®, como sendo ®(7T}, —t) entao ®,(0) =
(T, —-0)=ge ®(1,) = d(T, —T,) = e. Note que D, estd definida no intervalo [0,7}] e é
diferenciavel por partes, pois ® e a mudanca de varidveis o sao. Tome W, como V(¢ —T,).
Assim U, estd definida em [T}, T}, +T,], além disso, ¥,.(T,) = V(T,—T,) = ee V(T +1,) =
(T, +T,—1T,) =¥(1),) = h. Como ¥ e a mudanga de varidvel sao diferenciaveis segue que

v, é diferenciavel, em particular continua. Tome w a curva definida por

©.(1), te[0,T,];
U,.(t), tell,Ty+1,.

w(t) =

Pela construcao, segue que w é um caminho diferenciavel por partes que liga g a h. Portanto

A(e) é conexo por caminho. O

Como na secao 1.2, o fluxo associado ao campo linear X" sera denotado por ¢;. Lembramos

que pelo Teorema 1.21, ¢; é um automorfismo infinitesimal para todo t real.
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Proposicao 2.10. O conjunto de atingibilidade do sistema linear ¥ no ponto g € G pode

SET ETPTESSO COMO

Alg,t) = di(g)Ale, t).

Demonstracao: Seja ® uma concatenagao de fluxos do sistema ¥ a partir do ponto g.

Note que ¢; é um automorfismo e, portanto, ¢:(g7!) = (¢:(g))~*
Seja a curva 3 : R — G definida por ¢;(¢g~1)®(t, g). Note que 5(0) = ¢o(g~1)®(0,9) =

g 'g = e e, além disso, B ¢ diferencidvel, pois ¢, ® e o produto o sao. Derivando 3 com

respeito a t temos que:
d d 1
— b))y = — )P(t,g).
dt/B( )i di 10e(g™ ) @(t, 9)
Usando a regra de Leibnitz segue que

d d d _
%ﬂ(mt = d%(g—l)!@(t,g)aé(tvg) + dR@(t,g)!@(g—l)%@(g b

Utilizando que ®(¢,g) é uma concatenagao de fluxos de ¥, que a diferencial da translacao é

linear e que o controle nao depende do ponto temos que

d
%5(75” = dLg,(g-1)| ot [X (P(t, 9)) + Zuy j )]+ dRo(t.g)l 61X (9~ D)

= dLg,(g1)lo(9) X (21, 9)) + Z uidLg,g1)0(t.0) Yi(2(t 9)) + dRotg) o1 X (97).

j=1

Como os campos controlados sao invariantes a esquerda segue que

k
d _
=B = dLog1)|a.g) X (B(t, 9)) + dRog) oo X (g DAY udLg, g egyleYi(e)-
=1
Pelo Teorema 1.21, temos que

X (g )®(t,9)) = dLg, (g1l 000X (P(t, 9)) + dRarg)lg, (g1 X (97").
Logo

dflgf)| ¥(gulg )2(t,9)) +Z“JdL¢t(g‘1 tanleYi(e) = X(ﬁ(t))‘i‘zujdlzﬁ(tﬂe}/}(e)

j=1 j=1
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Novamente pela invariancia a esquerda de Yj, temos que

d
W +Z“f I

Além disso 5(0) = e, logo B € A(e,t). Portanto A(g,t) C ¢:(g).A(e,t).
Para a inclusdo A(g,t) 2O ¢(g).A(e,t), basta tomar a curva v : R — G definida por
~v(t) = ¢:(g)P(t, e), onde P(t, e) uma concatenagao dos fluxos de ¥ partindo da identidade e

¢(g) o fluxo do campo X por g. As contas seguem de maneira analoga. O

Com relacao ao Teorema 2.8, existe um resultado equivalente demonstrado por San Martin
e Ayala no artigo [7] que expressa uma condigao de controlabilidade de sistemas lineares, sob
a hipétese de que G é um grupo de Lie compacto. Mas antes que possamos apresenta-lo
precisamos lembrar que o sistema X satisfaz a condigao do posto, se dimLie(I")(g) = dim(g)

para todo g € G.

Teorema 2.11. Seja G um grupo de Lie conexo e compacto, um sistema linear 32 é controldvel

se, e somente se, 3 satisfaz a condi¢ao do posto.

Demonstracao: Vide artigo [7]. O



Capitulo 3

Controlabilidade de sistemas lineares

Este é o principal capitulo desta dissertacao. Aqui apresentaremos resultados sobre contro-
labilidade local, para sistemas lineares sobre grupos de Lie. Para tal, dividiremos o capitulo
em duas secoes: a primeira serd constituida de resultados necessérios para a demonstragao do
principal teorema deste trabalho: o Teorema 3.9; nela construiremos a partir de um sistema
linear X, um sistema invariante a direita 5 sobre um grupo de Lie G. A segunda se¢ao traz o
principal resultado desta dissertacao, o qual conclui a controlabilidade local do sistema linear
na identidade sob a hipdtese de que X satisfazer a condicao de ad-rank, via relagao entre os

fluxos dos sistemas X e 2.

3.1 Sistema invariante

Esta secao tem dois objetivos. O primeiro é a construgao de um sistema invariante a direita
a partir do sistema X e o segundo é relacionar os fluxos destes sistemas. Para a primeira
parte construiremos o grupo de Lie (A}, no qual faremos o levantamento do sistema linear X a
um sistema invariante a direita i\], e o grupo de Lie G serda um espago homogéneo de G. Os

resultados desta segao encontram-se nos artigos Cardetti e Mittenhuber [2] e Jouan [3].

Como sempre, G denotara um grupo de Lie conexo, g sua algebra de Lie, X um campo

linear e ¢; seu fluxo associado.

Lembremos que um sistema linear ¥, sobre G, é da forma
dg i
- = X9+ D wYilg),
j=1

onde X € L(g), Y; € g e u; € U. Segundo o Teorema 1.21, ¢; é um automorfismo de G, para
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todo t real. Desta forma podemos definir uma representagao ¢ de R em G, que a cada ¢ real
associa o automorfismo ¢;. Como visto na secao 1.1, podemos construir o produto semi-direto

de G por R, via a representagao ¢, o qual denotaremos por G.

Como conjunto, G se identifica com o produto cartesiano G x R e a operacao produto
em G ¢é definida por (gi,t1)(g2,t2) = (9104, (g2),t1 + t2). Para que nado haja confusdo entre
os elementos identidade de G e @, denotaremos por e a identidade de G e por 1 = (e,0) a

identidade de é

Denotaremos por g a dlgebra de Lie associada ao grupo de Lie G. Segue da construgao

na secao 1.1 que esta é isomorfa a algebra de Lie g X_4q,, R.

Associado aos campos X e Y; de G podemos definir naturalmente campos invariantes a

direita em (A}

Definigdo 3.1. Sejam X ¢ ?J 0s campos invariantes o direita em § tais que X(1) = (0,1) e

Y;(1) = (Y;,0).

Para calcularmos os campos nos demais pontos de G, precisaremos encontrar suas res-

pectivas curvas integrais a partir da identidade.

Proposicao 3.1. As curvas integrais dos campos X eY; na identidade sao, respectivamente,

as aplicagées dadas por exp(tX) = (e, t) e exp(t?j) = (exp(tY;),0).

Demonstracgao: A partir da definicao da aplicacao exponencial temos que

exp(t2) o = (1) = (0,1)

Consideremos a curva suave o : R — G definida por ¢ — (1) = (e,t). Derivando a em

relacao a t obtemos que

d

d
Eat(l)hzo = E(eat)h:o = (0,1).

Logo ambas curvas satisfazem a mesma equacao diferencial e possuem o mesmo valor inicial.
Pelo teorema de existéncia e unicidade de solugoes para equacoes diferenciais ordinarias segue

que exp(tX) = (e, t). De maneira anloga segue que exp(t\?j) = (exp(tYj),0). O
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Pela a invariancia a direita dos campos X e Y}, podemos os vetores tangente aos pontos

g=1(g9,5) € G utilizando a Proposicao 3.1.Note que

~ ~ ~ d = d
X(g) = X(Ry(1)) = dRg(X(1)) = - Ry(exp(tX))l—o = 3 (€, £)(8,5) |0
d d
= %(egbt(g): s +1)]=0 = %(th(g)a s +1)|i=0 = (X(g), 1). (1.1)
Por contas similares obtemos que
Y;(9) = i(exp(th)cbo(g)lt:o,O +3) = (dRglcYj(e),0), Vjel .. k (1.2)

dt
A partir destes campos definiremos um sistema invariante a direita em G.

Seja S o sistema invariante a direita em G definido por

Este sistema sera de suma importancia para o estudo da controlabilidade local de 3. Note

que a partir das igualdades 1.1 e 1.2, podemos expressar S} como:
) k
Y X(9) +Zj:1 u;Y;(9)
S 1

Durante o trabalho, as vezes, referiremo-nos ao sistema 53 como o sistema levantado de >, ou
simplesmente como sistema levantado. De maneira pouco formal podemos concluir a partir
da equagao acima que a “ projecao ”do sistema invariante a direita S em G resulta no sistema
linear X. Passaremos agora a segunda parte desta segao, que visa relacionar o grupo de Lie

G ao grupo de Lie G e, posteriormente, os fluxos de X e S

Seja [ : GxG—Ga aplicagao definida por

B(a1,9) = (9194.(9)),
onde g\l = (gl,t1>.

Lema 3.2. A aplicacio 5 € uma acao transitiva. Além disso, o subgrupo de isotropia na

identidade ¢ exp(RX).
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Demonstracao: Dados g1 = (g1,t1) € g2 = (go,t2) em é, temos que mostrar que (5 satisfaz

a definicao de acao. Note que, para todo g € G, temos que

B(1,9) = epo(g) = g.

Além disso

5(@27 5(.&179)) = ﬂ(g\%gl(bh (g)) = 92¢t2 (gl¢t1 (g)) = g2¢t2 (gl>¢t2+t1 (g)

Por outro lado temos que
B(9291, 9) = 9201, (91) Pta11, (9)-

Logo  é uma acao. Mostraremos agora a transitividade. Dados g, h € G temos que exibir
g1 € G tal que
B(g1,9) = h.

Tomando ¢; = (hg™!,0), segue que

B(1,9) = hg " ¢olg) = h.

Portanto § é uma acao transitiva.

Para a segunda afirmacao queremos encontrar os elementos g; do grupo de Lie @, tais
que B(g1,€) = e.

Dado g; arbitrdrio temos que

B(.é\lae) = gl¢t1(e) = g1-

Para que (g1, e) = e temos que g; = e. Como ¢y, (e) = e, para todo t; € R, concluimos que
t1 pode ser um numero real arbitrario, enquanto g; deve ser obrigatoriamente e. Portanto ¢,
pertence a grupo de isotropia da a¢ao § na identidade se, e somente se, ¢; é da forma (e, t).
Pela Proposicao 3.1, concluimos que o grupo de isotropia na identidade é o subgrupo de Lie

dado pela curva integral do campo X pela identidade. O

Para facilitar a notacao denotaremos o subgrupo de Lie exp(Ré/f ) por T Segue do Teorema

1.13, a existéncia de um difeomorfismo 6 entre % e G definido por 0((g,t)T) = 5((g,t),¢e) =
gou(e) = g
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Observe que as classes laterais a esquerda dos pontos (g,t) e (g,0) coincidem. De fato,

aplicando (e, —t) a direita do ponto (g,t), temos que

(9,t)(e, —t) = (9u(e),t — t) = (g,0).

Portanto a classe lateral a esquerda de (g, t) coincide com a classe lateral de (g, 0). Concluimos
assim que G é um espaco homogéneo do grupo de Lie G e que 6((g,t)T) = 6((g,0)T) = g.

Consideremos a proje¢ao canonica 7 : G —> = e sua diferencial dr(1) : g — Tﬂ(l)%. Para

facilitar a notagao denotaremos (1) por z.

O espaco tangente T, ¢é isomorfo ao espago =, pois a aplicagao v : TlG — T xOCT; defi-

nida por (L a.l;—g) = gt(ﬂooze(t)), onde a: R — G ¢ uma curva suave, ¢ um homomorfismo

sobrejetor de algebra de Lie, cujo niicleo é RAX.

Definig¢ao 3.2. Sejapr: g i A a aplicagao linear sobrejetora definida por pr(Y) = YHR?/(\,
onde Y + RX ¢ a classe Zateml do campo Y.

Seja b a subdalgebra de Lie de g gerada pelos campos de controle T = {Y7,...,Y;} e 6 a
subalgebra de Lie de g gerada pelos campos de controle T = {?1, s }//\k}, isto é,h = Lie(T)
e b = Lie(T).

Proposicao 3.3. Lie(T) = IZ(?)

~

Demonstracao: Basta-nos mostrar que [Y},Y;](g) ([Y;,Y:](9),0(s)), pois dados Y; =

j
(Y;,0) e ¥; = (¥;,0) e ¢ € R temos por definigao que (Y; + ¥;)(§) = (¥; + Yi(g),0(s)) e
c?j (9) = (cY;(g9),c0(s)) = (cYj(g),0(s)). Pela definicao de colchete de Lie temos que

Y5, Yil(g) = [(¥5,0),(¥;,0)](9)
([¥;,Yi] — adox (Y;) + adox (Y5), 0)(9)

= ([¥;,Yi,0)(9)
([¥5, Yil(9), 0(s))- (1.3)

Portanto o levantamento da algebra de Lie b é a algebra de Lie E O
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Por argumento similar ao demonstrado acima segue que o colchete de X comY € H é

dado por
[X,Y] = ([x,Y],0).

Seja H o tnico subgrupo de Lie conexo de G associado a subalgebra de Lie b e H o tnico
subgrupo de Lie conexo de G associado subalgebra de Lie E Note que um ponto h € H pode
escrito como h = [[;_, exp(t,Y;), onde Y; € b, bem como h = I, exp(tlf/l), onde f/z € 6

Consideremos o conjunto de atingibilidade A(e) do sistema Y. Para estudarmos este
conjunto podemos, a partir do fluxo dos elementos de ¥y = {X} U b construir o conjunto
As;, (e). Conforme é conhecido na literatura, o conjunto Ay, (e) possui o mesmo fecho que o
conjunto A(e), nos utilizaremos deste fato para demonstrar o préoximo teorema. Para maiores
detalhes acerca do argumento acima, ver por exemplo pg.598 Jouan,P.[3] e pg.78 Jurdjevic
[9].

O conjunto Ay, (e) ¢ dado por

As,(e) ={9 € G:9= ¢, (hn(os,_,(-..(¢,(h1))...))), para algum n € N, #; >0 e h; € H},
onde ¢; denota o fluxo associado ao campo X no tempo t. Além disso, como
Ot (hide; (hy)) = br,(hi)drive;(hy), VEEReVheH.
Segue que, os pontos g € Ay, (e) podem ser escritos como

9= ¢sn (hn)¢sn_1 (hnfl)"'(b& (h1)7

comh;€Hel0<s,<..<s;<..<s;onde cada s; = Z?:Z t;.

Analogamente, a partir do fluxo dos campos i} = {.5('\ }U{H} podemos construir o conjunto
121\27(1) Logo para analisar a controlabilidade dos sistemas X e S a partir da identidade,

basta-nos considerar os conjuntos Ay, (e) e A\EAf (1).
Teorema 3.4. 6o W(Agf(l)) = As, (e).

Demonstragao: Sejann = 6om. Notemos que n é sobrejetora e suave, pois 6 e m o sao. Dado
g € Asx(e), existem controles uy, ...,u, € U e tempos positivos ti, ..., t, tais que g pode ser

escrito como

9= 95, (M) bs, 1 (hn1)...0s, (h1),
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onde s; = Z?:Z t; e hj € H. Sejam fL\] € H os levantamentos dos pontos h;. Note que estes

pontos levantados f?] estao bem definidos pela POroposicao 3.3. Tome

~ ~

G = exp(ta ) (hy (... (exp(t1X) (s (exp(to X)(1))))...)),

onde cada t;, i?j € H foram definido pelo ponto g e ty um numero real arbitrario. Reescrevendo

0 ponto

G = (s, (hn)bs,_y (Pn—1)...0s, (1) s, (€ Zt

Aplicando 1 em g temos que

n(g) = 00m(ds,(hn)os, s (hn1).-Ps, (1) dso(e), p_ 1)

=0

= 9((¢Sn (hn)¢5n71 (hn—l)"'gba (h1)¢so (6)7 Z tz>T)

Como provado anteriormente temos que

(G (hn)Ps,y (hn1)- s, (h1) s (€ Zt = (¢, () b, (Br1) -0, (1) b, (€), 0)T.
Além disso, como ¢;(e) = e, para todo t € R,

((bsn (hn)¢sn_1 (hn71>“'¢51 (h1)¢so <€>7 O)T = (¢sn (hn>¢sn_1 (hnfl)“-¢s1 (h1)> O)T

Isso implica que
9((¢sn (hn)¢sn71 (hn—1>‘”¢31 <h1>7 Z tz)T) - 9((¢sn (hn)¢sn71 (hn—1>‘”¢31 <h1)7 O)T)

= B((Qbsn (hn>¢sn71 (hn—l)”'(bsl (h1)7 0)7 6) = (bsn(hn)(ban (hn—l)‘”(bm (h1)¢0<6> =9

a
Segue do teorema acima que se 5 for localmente controldvel na identidade entdo ¥ também

0 sera.
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3.2 Controlabilidade local

Nessa se¢ao estudaremos a controlabilidade local de um sistema linear Y em torno da identi-
dade usando a teoria de cones de Lie. Como demonstrado no Teorema 3.4, se S for localmente
controldvel na identidade em G entdo ¥ serd localmente controldvel na identidade em G, nessa
secao objetivamos enfraquecer esta hipdtese. Para tal comegaremos definindo o cone de Lie
W. Mostraremos algumas de suas propriedades, e passaremos, entao, a demonstracao da

controlabilidade local a partir da identidade sob a hipdtese de que o sistema X satisfaz a

condi¢ao de ad-rank. Esta segdo baseia-se no artigo Cardetti e Mittenhuber [2].

Durante esta segao, utilizaremos as notacoes estabelecidas na se¢ao anterior.

Definicao 3.3. Seja W o menor cone de Lie em g que contem RTX +6.

Demonstraremos agora uma propriedade do cone de Lie /W, que serd necessaria para de-
monstrar resultados futuros. Para este demonstracao utilizaremos a segunda forma geométrica
do Teorema de Hahn-Banach, que diz Sejam A C F e B C E dois subconjunto convexo e
nao-vazio tais que A N B = . Suponha que A é fechado e B é compacto. Entao existe um

hiperplano fechado que separa A e B.
Proposicio 3.5. Se W + RX = 9, entio X € int(W\).

Demonstragao: Pela defini¢ao de W, segue que XeW e, além disso, RX est4 contido no
espaco vetorial W —W. Como W +RX = g entao W-W= g e portanto int(\/N\) # (), pois
int (W) — int(W) = int(W — W) = int(g)

Suponha por absurdo que X pertenca a fronteira W. Tome Y € g tal que Y ¢ RX U /[)\
Pela definicao de cone de Lie W é fechado e convexo, além disso o conjunto formado pelo
campo Y é compacto e convexo, segue da segunda forma Geométrica do Teorema de Hahn-
Banach, que existe um hiperplano H por X que suporta W e que contem o vetor (0,1).
Isto significa que W est4 contido em um semi-espago e que RX também estd no hiperplano.

Logo o conjunto W+ RX = g estd contido em um semi-espaco de g, absurdo!. Portanto

X € int(W). 0
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Objetivamos mostrar que a hipétese da proposicao acima ¢ uma condicao suficiente para

a controlabilidade local do sistema . Seja So semigrupo gerado pela exp(W\).

Sera necessario utilizarmos na préxima demonstracao que intS = intﬁ(l). De fato, note-
mos que o cone de Lie W pode ser gerado por campos X+ R)A/j. Tomando YA/, o cone de Lie

gerado por X+ R}Afj temos que W c V. Por outro lado X + R}Afj € /W, como W contém o

conjunto gerador de V temos que Vcw. Segue portanto que ,Z(l) = S. Para concluir o

desejado temos que utilizar que a seguinte proposicao.

Proposigao 3.6. Se g ¢ uma dlgebra de Lie de dimensdo finita gerada por um conjunto /W,

entao o conjunto de atingibilidade de W a partir da identidade tem interior denso.

A demonstracao desta proposi¢ao pode ser encontrada [15].

Munida desta proposicao e sob a hipdtese de W satisfazer a condigao W+RX = g,

em particular, temos que W gera g, segue portanto que 1 € int(g) Utilizando o item 2 da
Proposicao 1.14 temos que int(S) = int(S) = int.A(1).
Segue do Teorema 3.4, que se o sistema S em G /T é localmente controldvel na identi-

dade, entao ¥ sera controlavel a partir da identidade de G, via o difeomorfismo 6. Antes de

prosseguirmos precisamos de mais um resultado.

Proposicao 3.7. Seja G um grupo de Lie agindo em uma variedade M e S um semigrupo
de G, com interior ndo vazio. Sem € M e m € int(S)m, entdo existe uma vizinhanga aberta

de m em M na qual int(S) age transitivamente.

Demonstragao: Seja V' = int(S)m N int(S)"'m. Como m € int(S)m existe a € int(S)

m e portanto V # (). Para mostrar que S age transitiva-

tal que m = am, logo m = a~
mente em V consideremos my, my € V. Sejam a, b, c,d € int(S) tais que m; = am =b"'m e

my = cm = d~'m. Portanto my = cm = cbm;. O

Teorema 3.8. Se W + RX = g, entdo X € localmente controldvel em e.

o~

Demonstracao: Pela Proposigao 3.7, basta mostrar que 7(1) € int(S)m(1). Pela hipotese
W + RX =, segue da proposicio 3.5 que X € int(\/7\7).
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Tome 0 > 0 tal que a aplicacao exp : g — G seja um difeomorfismo de Bj(0) sobre sua
imagem.

Defina o conjunto 1% por int(W) N Bs. Perceba que V ¢ diferente do conjunto vazio, pois

XecV.

N

A~

Considere a aplicagdo ® : g — % definida por ®(Y) = 7w(expY). Note que ®(V) é um
aberto pois m é uma aplicacao aberta e exp sobre Bs é um difeomorfismo e, além disso,
(V) = exp(V)T = exp(V)(1). Por outro lado x(1) = @(%f) c (V).

Como V C W temos que exp(\7) C S. Além disso exp(V) é um aberto, logo exp(V) C

int(S). Como (1) € ®(V) = exp(V)m(1) C int(S)7(1).

Logo pela Proposi¢ao 3.7 temos que int(S) age transitivamente em uma vizinhanga de

7(1). Segue do Teorema 3.4 que ¥ é localmente controldvel em e. O

Para concluirmos nosso estudo mostraremos que a condigao de ad-rank para o sistema X

implica na condicio W + RX = g.

Definigao 3.4. O sistema X satisfaz a condigao de ad-rank se dim(G) = dim(h*), onde h*

¢ o subespago de g gerado pelos campos vetoriais da forma adb(Y;) comi>0el1<j<k.

No caso em que G = R" a condicao do ad-rank é conhecida como condi¢cao de Kalman
que diz: Dado um sistema de controle 3 em R™ dado por
le—:; = A(z) + Bu,
onde A € M,,yn, BE M,xm e u € U C R™. O sistema ¥ satisfaz a condicao de Kalman se a
matriz M n X nm dada por M = ( B AB A2B ... A"'B ) tiver posto completo, ou
seja, posto(M) = n.

—

Teorema 3.9. Se o sistema X satisfaz a condigao de ad-rank, entao pr(W) = g e, portanto,

o sistema linear X € localmente controldvel na identidade.

Demonstragao: Como 17] e X estdo contido em /V[7, temos que, parat >0ee € R

~ ~ ~

exp(tX)exp(eY;) € S.
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Aplicando 7 temos que

W(exp(t/\?)exp(e\?j)) = eXp(tX)exp(\A{)T

~

= exp(tX)exp(e Y, )(exp(tf))_lT
= 7(exp(tX)exp(eY; )exp(—tz’?)) e n(S)
pois exp(té?)*1 € T. Pela proposicao 1.6, temos que

7(exp(tX )exp(eY)exp(—tX)) = m(exp(Ad, 5(€Y))))-

Utilizando a linearidade de Ad obtemos que

7(exp(Ad .5 (€Y5)) = m(exp(eAd 5 (Y1)).

Concluimos que para todo € real e t positivo

T (exp(eAd .2y (YV3)) = m(exp(ec®(Y)))) € 7(9).

Derivando com respeito a € e calculando em € = 0 temos que

o~

dr(1)(VY)) € dr(1)(W) = pr(W).
Utilizando agora € negativo temos que
(1) (=" 4OV € pr(W).
Logo para todo t positivo temos que

—~

dr(1) (£ 9NV € pr(W).

><>
=0

Como visto na segao anterior [X, Y] = ([X,Y]],0), segue que

n!
= an((x Y PRI ey Pt ) )

Obtendo assim que i—emd(x)Y} € pr(W) para todo t positivo. Derivando [ vezes com

respeito a t e calculando em ¢ = 0 temos que para todo ! € N e j € {1,...,k}) os campos

—

+ad(X)'(Y;) € pr(W).
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Portanto, temos que h?* C pr(/W).

Utilizando a condigao do ad-rank temos que dim(h*) = dim(g). Este fato implica que

pr(W) & denso em Ty1y@ pois dim(g) = dim(h¥) < dim(pr(W)) < dim(Ty,$) = dim(g).
Como W é convexo temos que pT(W) é convexo e, portanto, temos que pr(W) = Txog.

—~

Além disso, utilizando que dim(g) = dim(g) + 1 e dim(pr(W)) = dim(g) temos que

g= W +RX. Para a segunda afirmacao basta aplicar o teorema anterior. O



Capitulo 4

Aplicacoes

Este capitulo é dedicado a exemplificacao da teoria desenvolvida no decorrer desta dis-
sertacao. Ele é composto por apenas uma secao que trard uma caracterizagao dos campos

lineares sobre o grupo de Heisenberg e exemplos de sistemas lineares.

4.1 Sistemas Lineares no Grupo de Heisenberg

Esta secao trara alguns exemplos de controlabilidade local a partir da identidade para siste-
mas lineares sobre o grupo de Heisenberg. Para tal objetivo comecaremos definindo o grupo
de Heisenberg, caracterizando os campos invariantes a esquerda e o seu normalizador. Feito
isto, relacionaremos os campos lineares do normalizador com as derivacoes da algebra de Lie
associada ao grupo e, por fim, calcularemos alguns exemplos numéricos, caracterizando a

controlabilidade local.

Seja G o subconjunto do conjunto das matrizes reais 3 por 3 cujos elementos sao da forma

1 =z 2
01 vy |,
0 0 1

munido da multiplicagao usual de matrizes. Este conjunto é um grupo de Lie chamado grupo
de Heisenberg. Podemos identificar a matriz acima com a terna ordenada (z,y, z), induzindo

em R? o produto

(z,y,2)(x1,01,21) = (x + 21,y +y1, 2 + 21 + 291).
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Se g1 = (x1,y1, 21) € G, a translagao a esquerda L,, é dada por
Lo (z,y,2) = (x1 + 2,01 +y, 21 + 2 + 21Y).

Podemos representar a diferencial da aplicacao translagao a esquerda, dLg, , na base canonica

CO1mo:

Considerando os fatos acima, calcularemos o Norm(g). Primeiramente, calcularemos ex-
plicitamente os campos invariante a esquerda sobre G. Seja Y pertencente a X(G) arbitrario.

Podemos escrever o campo Y no ponto g = (z,y, z) € G como

V(o) = filo)g. + flo) g + Filo) 5

T 0z

onde f; sao aplicacoes de R? em R. Lembramos que Y ¢ invariante & esquerda se, e somente

se, o campo Y satisfaz a igualdade
dLg, oY (9) =Y (Lg(9) V9,91 €G.

Desenvolvendo o primeiro termo da igualdade temos que
0
dL, oY (g9) = 1

o O =

0
= fl(x’y’z)f)_x + f2($7y72)a—y

0

+ (x1fo(z,y,2) + f3(z,y, z))a (1.1)

Por outro lado,

YolLy(9) = Y(g9)

0 0
= filei+z,;1+y, = +Z+$1y)% + folz1 + 2,01 + v, 2 +Z+i€1y)a_y

0
+ fs(z1+x, 01+ y, 21+Z+$1y)$- (1.2)
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Das igualdades (1.1) e (1.2) segue que o campo Y ¢ invariante & esquerda se para todo

g, 91 € G tivermos que

0 0
f1(5171+9€>y1+y721+2’+131y)a—m:fl(%yaz)%
Falin + 2, 24 2 ) o = ol 2) o
2\ l1 T X, Y1 T Y, 21 TR 1yay— 2\, Y, 63/
0 0
fa(zi+ 2y +y, 2+ 2+ zly)a = (z1folw,y,2) + f3(x7y7z))&' (1.3)

Pela arbitrariedade de g e g, segue que
fi(z,y,z) = £1(0,0,0) = a

fo(z,y,2) = f2(0,0,0) = b
fa(z,y,2) = zb+ c.

Portanto o campo Y ¢é invariante a esquerda se, e somente, Y puder ser escrito como

Y = azg—l—bﬁ%—(astw—c)2

ox oy 0z
0 0 0 0

Pela equacao (1.4) concluimos que a algebra de Lie g associada ao grupo de Lie G é gerada

pelos campos

0
_ 9 1.
X % (1.5)
0 0
Y = — — 1.
8y+x8z (1.6)
0
_ 9 1.
A e (1.7)

Pela Proposic¢ao 1.3, dados X,Y € ge f,g € C(G) temos que
[fX,gY] = fglX. Y]+ [(Xg)Y —g(Y [)X.

Utilizando a igualdade acima e as igualdades (1.5), (1.6) e (1.7) calcularemos os colchetes
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entre os campos X, Y, Z. Desta forma obtemos que

o 0 0

o0 9y T 79,

o 0 0 0

[@»a—y]ﬂﬂ%ax@]

o 0 ox 0 01 0

0097 T oro:  “0.00

- Z (1.8)

(X, Y] = |

= 0+2zf

De maneira analoga, obtemos que

[X7 Z] =0,
Y, 2] = 0.

Pela dimensao da algebra g concluimos que = {X,Y, Z} é uma base de g. Lembramos que

uma derivacao de g é uma aplicacao linear D : g — g que para todos Y7, Y, € g satisfaz:
DIY;,Y;] = [DY4,Yy] + Y3, DYy,

Seja D a derivagao de g tal que

DX = aX+bY +cZ (1.9)
DY = dX+eY +fZ (1.10)
DZ = gX +hY +iZ. (1.11)

Como D ¢é uma derivagao segue que
D[X,Y] = [DX,Y]+[X,DY]
= [aX +bY +cZY]+[X,dX +eY + fZ]
= aZ+eZ=(a+e)Z (1.12)
Por outro lado, da igualdade (1.8) temos que [X,Y] = Z. Logo
D[X,Y] =DZ=gX +hY +iZ (1.13)

Das equagoes (1.12) e (1.13) segue que ¢ = h = 0 e i = a + e. Portanto D é uma derivacao
de g se, e somente se, a matriz de D com relacao a base § é da forma
a d 0
Dlg = | b e 0 |, (1.14)
c f a+e
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onde a, b, c,d, e, f sao constante reais arbitrarias.

Como o grupo de Heisenberg é conexo e simplesmente conexo, pelo Teorema 1.22, existe
um isomorfismo entre Der(g) e L£(g), que a cada derivagdo D associa um dnico campo linear

X € L(g) tal que D = —ady.

Sejam X € L(g) dado por

X(0) = hl0) 3 + o) + Filo) 5
e 0 a base da algebra de Lie escolhida anteriormente. Para associarmos a derivacao D ao
campo linear X tal que D = —ady aplicaremos —adX na base . Desta forma obtemos que:
~adX = [-X.X] = ~lfig  fag o+ fig
— llfigs g+ g 5o + gt )

8f1 8 O0fy 0 af3 0

- (P - -

Or Or Ox dy Ox 0z
NI YIRY
" Oz oz o oz Oy o ox 0z (1.15)

De forma analoga temos que

—adyY = [-X,Y] = —[f§+f2 +f3aa aa+ g]
- —<[f§ jmfj 52+ g 5]
+ Vigeag) + g o)+ g o)
- %§8x+66];8y+%faz
_ flﬁJr %a_ﬂ %a_er %Jj% (1.16)
—adyZ =[-X,7] = _[flﬁwg +f3§Z 85’2]
= ~(hin a] gy 52+ g 52D
= %J,:ax+%];23y+aafaz (117)
Seja D a derivacao dada por
DX_aX+bY+cZ—a%+b(§y+x%)+c% (1.18)
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0 9, g, 0
DY =dX +eY + fZ = d— — + = — 1.1
dX +eY + f dax+e(ay+xaz)+faz (1.19)
DZ =gX +hY +iZ = (a—l—e)% (1.20)

Comparando a equagao (1.15) com (1.18), a equacdo (1.16) com (1.19) e a equacao (1.17)

com (1.20) podemos calcular explicitamente o campo X'. Reescrevendo as igualdades segue

que
% _ (1.21)

%—‘g—l—x% = d (1.22)

% =0 (1.23)

% = b (1.24)

%—J;m% = e (1.25)

% =0 (1.26)

% = ctbz (1.27)

%—J;’— 1+x% = ftex (1.28)

% = a+e (1.29)

(1.30)

Pela equagao (1.23) temos que % = 0, bem como, pelas equagoes (1.21), (1.22) temos que

oh _ oh _ { 5
e — Q€ 3 = d. Concluimos desta equacoes que

fl(fE,y,Z) :ax+dy+k:1, (131)

onde k; é uma constante real arbitraria. De maneira andloga, pela equagoes (1.26), (1.24) e
(1.25), obtemos que
fa(x,y, 2) = br + ey + ko, (1.32)

onde ky é uma constante arbitraria. Segue da equacao (1.29) que f3(z,y, z) = (a+e)z+g(x,y),
onde g é uma fungao diferencidvel das varidveis z e y reais. Utilizando a equagao (1.27) temos
que g—g = ¢+ bz, logo

2
g(z,y) = d% + cx + h(y),
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onde h é uma fungao diferenciavel da variavel real y. Substituindo f3(z,y,2) = (a +€)z +

4% + e+ h(y) temos que %2 (z,y,2) = 2 ((a+ €)z +d% +cx+ h(y))(x.,2) = L(z,y,2).

Utilizando a igualdade acima na equagao (1.28) segue que
oh
8——ax—dy—k1+(a+e)x:f+ex
)

o que implica que

oh
— =dy+ f + ks
Ay
Da igualdade anterior obtemos que
72 y?
fa(x,y,2) = b; + d§ +ex+ (f+k)y+ (a+e)z + ks. (1.33)

Concluimos a partir das equagoes (1.31), (1.32) e (1.33) e do Teorema 1.22 a seguinte pro-
posicao.

Proposicao 4.1. O campo vetorial X € linear se, e somente se, X € escrito como

0 0 2 P 0
X(x,y,2) = (ax + dy)% + (bx + ey)a—y + (b7 + d3 +cx+ fy+ (a+ e)z)a,

onde a,b,c,d, e, f sdo constantes reais. Além disso, temos que o campo X € associado a

derivagcao D tal que

a d 0
Dlsg = | b e 0 |- (1.34)
c f a+e

Pela Proposicao 1.19, temos que um campo afim F é da forma F = X + Z, onde X ¢é
linear e Z é invariante a direita. Concluimos da proposicao acima que um campo F é afim

se, e somente se, F é da forma

F( ) = ( +d)£+(b + )3+(bx—2+dy—2+ + fy+(a+ ))2
r,Yy,z) = (ax Y o7 T + ey oy 5 9 cx Y a+t+e)z 9>
9,

+ a—+b3+( a +c)2
15, 183/ yax U3,

0 0
= (ax+dy+ al)% + (bx + ey + bl)a_y

+ (b_2_|_dy_2+ _|_(f_|_ ) _|_( + ) + )_
2 2 Cx an)y a ez C1 aZ,
(1.35)

onde a,ay,b,by,c,c1,d, e, f sdo constantes reais.
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9

2, .2 .
+ @) 0y campo linear, X = 3~ e Z = % campos

Exemplo 4.1. Sejam X = ?/a% +xa% ) 0

mvariantes a esquerda e considere o sistema

dg _

= =X(g9) +uX +0vZ.

Notemos que o sistema X, pode ser escrito da sequinte forma

T=y+u ,
y=ux ;

=4y v,

Utilizando a Proposicao 4.1, temos que a derivagcao D tal que D = —ady €
010
Dlg = | 100 |- (1.36)
0 00

Notemos que DX =Y, DY = X e DZ = 0. Seque que, h*, que € o espago vetorial
gerado pelo campos X, DX, D*X, Z e DZ, tem dimensao 3 e portanto X satisfaz a condigdo

do ad-rank. Seque diretamente do Teorema 3.9 que o sistema X € localmente controldvel na

wdentidade.
Exemplo 4.2. Sejam X = y% + x% + @% um campo linear, X = a% um campo
mvariante a esquerda e considere o sistema
dg
i X(g) +uX.
Pela Proposicao 4.1, temos que a derivacao D tal que D = —ady €
010
Dlg = | 100 |- (1.37)
0 00

Como DX =Y e DY = X e [X,Y] = Z temos que o sistema ¥ satisfaz a condigdo do
posto, para maiores detalhes a respeito da condi¢ao do posto ver pg. 37. Note também que X

nao satisfaz a condicdo do ad-rank, pois b¥ € o espaco vetorial gerado pelo campos X e Y,
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o qual nao tem dimensao 3. Mas, somente este fato nao implica que o sistema X nao seja

localmente controldvel a partir da identidade de G.

Para concluirmos a nao controlabilidade do sistema Y3, notemos que este, pode ser escrito

da sequinte forma

r=y+u
y=ux :
Z=ua*+y?

Seque das equacgoes que podemos tirar o sistema de seu estado inicial apenas pelo vetor de
controle, pois a identidade (0,0,0) € um ponto de equilibrio de X e portanto uma vez fora da
origem a coordenada a equacao x* +y* tem apenas valores positivos, com isso nao € possivel

retornar a origem.
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