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RESUMO

Apresentamos a teoria de decomposicoes de Morse para acoes de semigrupos
e recorréncia por cadeias desenvolvidas em [1], [2] e [3]. A finalidade deste trabalho, teve
como motivagao a construcao de conceitos que permitam usar o potencial da teoria de
Morse no contexto de semigrupos e a generalizagao da teoria de decomposicao de Morse
e recorréncia por cadeias para fluxos e semifluxos apresentadas em [4]. Apresentamos
a teoria de sistemas de controle e aplicamos a teoria desenvolvida aqui em sistemas de
controle. Desenvolvemos a teoria de decomposicao de Morse dinamica apresentada em [1]
e mostramos que toda decomposi¢cao de Morse ¢ uma decomposicao de Morse dinamica

e nem sempre uma decomposicao de Morse dinamica é uma decomposicao de Morse.
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INTRODUCAO

Desenvolvemos a teoria de decomposicoes de Morse para a¢oes de semigrupos
agindo em um espago topolégico compacto. Dada uma familia F de subconjuntos do
semigrupo, definimos F-decomposicao de Morse, como uma colecao finita e ordenada de
conjuntos que sao interseccoes de conjuntos F-atratores e repulsores complementares de
uma sequéncia crescente de F-atratores. Uma F-decomposi¢ao de Morse dinamica de-
senvolvida em Barros, Carlos J. Braga; Souza, Josiney A. e Reis, Ronan A. [1], é definida
como uma cole¢ao finita de conjuntos, onde estes conjuntos contém todos os conjuntos
w-limites e w*-limites de cada ponto do espaco topoldgico e que satisfaz a condicao de
nao-ciclo. Neste trabalho, estudamos a teoria de recorréncia por cadeias sobre agoes de
semigrupos em espagos topoldgicos compactos desenvolvida em Carlos J. Braga e Souza,
Josiney A. [2], mostramos resultados relacionando com a teoria de decomposigoes de
Morse para acoes de semigrupos. Mostramos que a teoria de decomposicao de Morse
para fluxos e recorréncia por cadeias apresentadas em Conley, Charles C. [4] sao ca-
sos particulares das teorias de decomposicoes de Morse para acoes de semigrupos sobre
espacos topoldégicos compactos. Na teoria de decomposi¢ao de Morse para fluxos apre-
sentada em [4] mostra que as definigoes de F-decomposigao de Morse e F-decomposigao
de Morse dinamica sao equivalentes, mas na Se¢ao 4.2 mostra um exemplo em que uma

F-decomposicao de Morse dinamica nao é uma JF-decomposicao de Morse.

No Capitulo 1, desenvolvemos a teoria de sistemas de controle apresentadas
em Colonius, Fritz e Kliemann, Wolfgang [6] e San Martin, Luiz A. B. [9], onde um

sistema de controle é determinada por uma variedade diferencidavel, um conjunto de
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controle, um conjunto de funcoes admissiveis e uma familia de equacoes diferenciais.
Mostramos que um sistema de controle pode ser definido por uma familia de campos
de vetores, definimos grupo do sistema de controle, semigrupo do sistema de controle e
orbita do grupo e do semigrupo do sistema de controle. Definimos condi¢oes para que um
sistema de controle seja acessivel e controlavel a partir de um ponto do espago topologico.
Estudamos o conceito de distribuicoes caracteristicas de uma variedade diferenciavel e
mostramos que para cada ponto existe uma nica variedade integral maximal que contém

este ponto.

No Capitulo 2, desenvolvemos a teoria de conjuntos limites apresentadas em
[1], [2] e Carlos J. Braga e Souza, Josiney A. [3]. Definimos o conceito de agao de
um semigrupo em um espaco topoldgico. Definimos os conjuntos w-limites e w*-limites
referentes a uma familia de subconjuntos do semigrupo, mostramos que o conceito de
conjuntos limites para fluxos é um caso particular de conjuntos limites para acgoes de
semigrupos. Definimos hipéteses sobre a familia de subconjuntos do semigrupos, para
que os conjuntos w-limite e w*-limite sejam invariantes. Por fim, assumindo que o espago
topoldgico seja compacto e que a familia de subconjuntos do semigrupo seja uma base
de filtro, definimos conjuntos atratores, conjuntos repulsores, repulsores complementares
de conjuntos atratores e estudamos propriedades destes conjuntos sobre os conjuntos

w-limite e w*-limite.

No Capitulo 3, estudamos a teoria de recorréncia por cadeias desenvolvida em
[2]. Mostramos que esta teoria generaliza a teoria de recorréncia por cadeias desenvolvida
por Conley em [4]. Definimos os conjuntos 2-limites por cadeias, estudamos propriedades
destes conjuntos e mostramos que o conjunto dos pontos recorrentes por cadeias ¢ a in-
terseccao de todos o atratores unidos com seu respectivo repulsor complementar. Em
seguida desenvolvemos a teoria de decomposicao de Morse para acoes de semigrupos,
onde dada uma sequéncia de conjuntos atratores, uma decomposicao de Morse é deter-
minada por uma colecao finita de conjuntos, tais que fixado um indice e um conjunto

atrator da sequéncia, a interseccao deste atrator com o repulsor complementar do atra-



tor de um indice menor, coincide com um conjunto da colecao finita. Relacionamos a
teoria de decomposicao de Morse com a teoria de recorréncia por cadeias. Mostramos
que dado uma decomposi¢ao de Morse, os pontos recorrentes por cadeias estd contido
na uniao dos conjuntos de Morse, definimos condig¢oes para que uma decomposicao de
Morse fosse mais fina e mostramos que o conjunto dos pontos transitivos por cadeias é
a uniao finita de conjuntos maximais transitivos por F-cadeias se e somente se existir

uma decomposicao de Morse mais fina.

No Capitulo 4, desenvolvemos a teoria de decomposicao de Morse dinamica
desenvolvida em [1]. A teoria é desenvolvida sobre a a¢do de um semigrupo de homeo-
morfismos sobre um espago topolégico compacto Hausdorff. Dada uma familia de sub-
conjuntos do semigrupo, uma decomposicao de Morse dinamica é determinada por uma
colecao finita de conjuntos nao vazios, invariantes isolados, dois a dois disjuntos, com-
pactos que contém todos os conjuntos w-limites e w*-limites de cada ponto do espaco e
que satisfaz a propriedade de nao ciclo. Mostramos que esta teoria generaliza a teoria
de decomposigao de Morse apresentada por Conley em [4]. Na teoria de decomposigao
de Morse apresentada em [4], mostra que as defini¢oes de decomposicao de Morse e
decomposicao de Morse dinamica sao equivalentes. Mostramos que toda decomposicao
de Morse é decomposicao de Morse dinamica e em seguida mostramos que uma decom-
posicao de Morse dinamica nao é uma decomposicao de Morse. Por fim, aplicamos a

teoria de decomposi¢ao de Morse dinamica em sistemas de controle.
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CapiTULO 1

Sistemas de controle

Neste capitulo estudamos a teoria de sistemas de controle. Apresentamos,
resultados sobre solucoes de sistema de controle. A seguir, estudamos acessibilidade e
controlabilidade de um sistema de controle, ou seja, apresentamos as condicoes para
que um sistema de controle seja acessivel, controlavel e aproximadamente controlavel
a partir de um ponto da variedade. Estudamos também distribuicoes caracteristicas
em uma variedade diferenciavel. Estes conceitos foram abordados por Fritz Colonius,
Wolfgang Kliemann [6] e Luiz A. B. San Martin [9]. Aplicamos estes resultados na
teoria de recorréncia por cadeias e decomposicoes de Morse para agoes de semigrupos

nos sistemas de controle, desenvolvidas em Carlos J. Braga e Souza, Josiney A. [2].

1.1 Sistemas de controle

Nesta secao, estudamos a teoria de sistemas de controle sobre uma var-
iedade diferenciavel e resultados referentes as solucoes dos sistemas de controle. Conse-
quentemente, definimos para os sistemas de controle seus respectivos grupo e semigrupo.
Também serao definidas orbitas do grupo e do semigrupo através de um ponto. Estas

orbitas sao classes de equivaléncia sobre uma determinada relagao de equivaléncia.



Definicao 1.1. Um sistema de controle é constituido por:

1. Um espacgo de fase M, ou seja, uma variedade diferencidvel de dimensao d.
2. Um congunto de controle U C R"™ e um conjunto de funcoes admissiveis
U={u:R—- U},
onde u € U € localmente integravel.

3. Uma familia de equacoes diferenciais,

onde X : M x R" — TM € uma funcao C*°.

O conjunto de controle U da definicao acima ¢ um subconjunto arbitrario
do R". Denominaremos de controle a cada elemento de U. A seguir, definiremos

concatenacoes entre duas funcoes de controle.

Definicao 1.2. Sejam uy,us € U e s € R.

1. Uma s-concatenagao de uy,us € a funcao u : R — U dada por

] w(t), set <s
u(t) = { us(t — s), set > s.

2. Dadosu €U e s € R, a fungao de controle u(-+ s)(t) = u(t + s) serd denominada

s-translagao de u. Para todosu €U e s € R, u(-+s) € U.

3. Dados u,v € U e s € R, a s-concatenacao de u e v pertence a U

O conjunto U pode eventualmente ser o conjunto das fungoes constantes por

partes. Denotaremos este conjunto por U, = {u: R — U; u é constante por partes }.

Assumiremos que



possui unica solugao ¢(t, o, u) definida para todo tempo t € R.

Para cada controle u € U assumiremos que a aplicacao X, : M — T'M dada
por X, (z) = X(z,u) define um campo de vetores completo de classe C* em M. Fixando

t; € R, consideremos u; = u(t;) € U com u € Y. Assim a equagao diferencial autonoma,
v =X, (x)

tem tnica solugao ¢ (t) com ¢ (0) = x, para « € M. Portanto, o fluxo ¢ (t,z) =

X (

©(t) é definido em R x M. Frequentemente, denotaremos ¢! (t) por e x).

Segue da continuidade em relagao a condicao inicial que a aplicacao
ot u): M — M

¢é continua para t € R e u € U fixados.

Dessa forma um sistema de controle pode ser definido pelo conjunto de campos

de vetores V = {X,, : u € U}.

Proposicao 1.3. Sejam u € U et,s € R. As solucdes das equacoes diferenciais com

respectivas fungoes de controle u e u(- + s), satisfazem a igualdade

o(t+ s,x,u) = @(t, p(s,z,u),u(- + s)).

Demonstracao: Sejam xy € M, u € U e s € R quaisquer e y = (s, z, u). Definamos,
o(t) = @(t + s, o, u) e P(t) = @(t,y,u(- + s)) para t € R. Consideremos o problema de
valor inicial,

l‘/(t) = X(z(t), u(t + s)), z(0) = y.

Vamos mostrar que ¢ e 1 sao solugoes deste problema. Com efeito, ¢(0) = ¥(0) = v.

Além disto,

S(0) = Soltyul+5)

= X(p(t,y, ul-+5)),ul- + 5)(t) = X(©(1), u(t + 5))



e também
d d(t+s)
(t+s) dt

d
Solt) = - 20

= —d(ti 8)90(75 + s, 20,u) = X (@t + s, 20,u),u(t +5)) = X(o(t), u(t + s)).

Assim, pela unicidade da solugao para o problema de valor inicial temos que ¢(t) = p(t),
ou seja, p(t + s,x0,u) = p(t, (s, o, u), u(- +s)). Como zy € M ¢é arbitrario temos o

resultado.

Com as mesmas notacoes da proposicao anterior, temos o seguinte resultado.

Corolario 1.4. Para cada t € R e uw € U, a aplicagio o(t,-,u) : M — M €é um

homeomorfismo.

Demonstracao: Como a aplicagao ¢(t, -, u) é solugdo de um sistema de controle, temos
de imediato que ela é continua. Sejam x,y € M tais que p(t,z,u) = y. Aplicando a

proposicao anterior temos que,

r=p(0,z,u) = o(t —t,z,u) = p(—t, p(t, v, u),u(- + 1)) = p(—t,y,u(- +1)).

Assim a fungao ¢(t,-,u) é invertivel e sua inversa é a funcao p(—t,-,u(- +t)). Como
—t € Rewu(-+t) €U temos que p(—t,-,u(- +t)) é solu¢do do sistema de controle, ou

seja, é uma aplicacao continua. Portanto ¢(t,-,u) é um homeomorfismo.

Agora apresentaremos alguns casos especiais de sistemas de controle.

Exemplo 1.5. Um sistema de controle é dito linear quando é definido por uma familia
de equacoes lineares

2'(t) = Ax(t) + Bu(t),

onde z(t) € R™ e u(t) € R™, com A matriz real m x m e B matriz real m x n.



Exemplo 1.6. Sejam, Xo, Xy,...,X,, campos de vetores completos de classe C*° em

uma variedade diferencidvel M. Considere U = R™. O sistema de controle nao linear,
v’ = Xo(z) + X7 (1) Xy (2)

¢ dito sistema de controle afim.

A partir de agora consideraremos um sistema de controle e seu correspondente
conjunto de campos de vetores completos V = {X, : u € U}. Observemos que a cada
campo X, € V et € R, corresponde um homeomorfismo e**« : M — M de classe C™

definido por, e!** = ¢(t,z,u) e "X« = Idy;. Note que para quaisquer ¢,s € R, temos

(t+8)Xu — otXugsXu

que e . De fato, dado x € M temos que

p(t, (s, x,u),u) = e (p(s, 2, u)) = e () = e et

Esses homeomorfismos sao essenciais para a definicao de grupo e semigrupo

do sistema de controle.

Definicao 1.7. Os conjuntos
Gy = {einXumetn-1Xum1 e ¥uiy, c Y t; e Ryn € N} e

Sy = {et"X“" ehn=1Xun1 | el1Xu su; EULE; > 0,n € N},
sao denominados, respectivamente, de grupo do sistema e semigrupo do sistema.

Note que os conjuntos definidos acima, sao nao vazios e que o conjunto Sy

estd contido no conjunto Gy. Sendo assim temos os seguintes resultados:

Proposicao 1.8. O conjunto Gy € um grupo, munido com opera¢ao interna de com-

posicao de aplicagoes.

Demonstracao: Primeiramente, notemos que Idy; = e"X* € G,. J4 temos de imediato

que a propriedade associativa é satisfeita, pois a composicao de aplicacoes satisfaz esta



propriedade. Agora, dados quaisquer ¢, € Gy, temos
¢ = et Xu pti-1Xu_y ethul7
) = eSkXvg pSh—1Xvp 1 elevl,
onde t;,s; ERcomi=1,...,kej=1,...,1. Assim, temos que

poh = (ethul eht=1Xu_y et1Xu1) o (eskka eSh—1Xvp 1 €S1Xv1)

)

_ uX t1—1Xu; t1 X S X Sk—1Xv, s1X
=e' e -l e Met ke N A
renumerando na igualdade acima, obtemos
por) = ermXwm grm—1Xwn 1 er1Xuw
onde w; =v;, i =1,...,k,wj=ujcomj=1,...lery €Rcomj =1,... m=~k+1,

ou seja, ¢ o0 € Gy. Finalmente dado ¢ € Gy com ¢ = ettXuelt-1Xu-r  ehiXur pelo

corolario anterior temos que sua inversa existe e é dada por

¢_1 — e_thul eitlle'“‘lfl L e_thul

e portanto pertence a Gy, concluindo que Gy, é um grupo.

Agora, definiremos subsemigrupo de um grupo.

Definicao 1.9. Dado um grupo G, dizemos que um subconjunto nao vazio S de G € um

subsemigrupo de G se S é um semigrupo referente a operagao definida pelo grupo G.

Proposicao 1.10. O conjunto Sy € um subsemigrupo de Gy .

Demonstracao: Com efeito, como Sy é um subconjunto de Gy, temos que a propriedade
associativa é valida para os elementos de Sy, agora resta mostrar que este conjunto é

fechado para a operagao de composicao de aplicagoes. De fato, sejam v,n € Sy, com



v = ehXueh1¥u  ehXu gy = esNuethtXus e onde t; > 0 e s; > 0 com
i=1,...,kej=1,... 1. Assim temos
fy 1) n — (ethul etlleulil o eth“1> o (estvk esk—lka71 o 631Xv1>7

— €thul etl—lxul,1 . ethul estvk esk*IX”kfl . elevl .
Renumerando na igualdade acima, obtemos

,y o 7] — ermem 6"'m71me,1 . erlel,

onde w; =v;, i =1,....k, wj=ujcomj=1,...lery >0comyj =1,... m=k+I,

ou seja, yon € Sy

Quando o conjunto das fungoes de controle é U, o semigrupo do sistema ¢

obtido naturalmente como mostra o resultado a seguir.

Proposigao 1.11. Seja U, = {u : R — U; u € constante por partes }. Consideremos
um sistema de controle com fungoes de controle em U,,. Dados quaisquer ti,to > 0 e

uy, up € U existe ug € U satisfazendo,

et2Xug ot1Xu; — €(t1+t2)Xu3 )

Demonstracao: Tomemos a funcdo v € U, tal que u(t) = uy para todo t em um
intervalo I; C R contendo t; e a fungao v € U, tal que v(t) = uy para todo ¢ em um

intervalo I, C R contendo t5. Para qualquer x € M temos que

ethul (

iL‘) = (P(tl,fﬂ,U) )
el Xz () = p(ty, x,u).

Logo para todo x € M temos que,

etQXuQ €t1Xu1 (.1') = gp(t2’ (p(tl’ xZ, U), u)



Agora tomemos a t; - concatenagao de u e v, isto é, a funcao de controle w € U,, definida

por

] u(t) set <ty,
wt) _{ o(t —t1) set > .

Assim temos So(t2 + tlv'r?w) = @(tz, go(tlawi%w(' + tl))’ mas (p(tl,x,w) = @(thx?u)?
pois w(t) = u(t) para t < t;. Além disso para qualquer ¢ > 0, temos t + t; > t;, logo
w(t + t1> = U(t + tl — tl) = U(t) ASSiI’H,

Qp(tQ + tla z, UJ) = @(t% ¢(t17 X, u)? U) = etZXHQ ethul (ZE)

Por outro lado, consideremos o intervalo I3 C R contendo t; + ¢, onde w(t) = ug € U
para todo t € I3. Assim, o(ty + t1, 2, w) = @(ts + t1,x,u3) = e T2Xus  concluindo que

el2Xup et Xy — ghitt2Xus para todo x € M.

Como consequéncia imediata da proposicao anterior temos que este mesmo

resultado é valido para uma quantidade finita de funcoes de controle, ou seja:

Corolario 1.12. Consideremos um sistema de controle com fungoes de controle em Uep.

Dados quaisquer ti,...,t, >0 euq,...,u, € U existe u € U satisfazendo

etnXun . 6t1Xu1 — e(tn+-~-+t1)Xu'

Demonstracao: O resultado segue por indugao. Para n = 1 o resultado é imediato.
Suponhamos que o resultado ¢ valido para n — 1 com n > 1, ou seja, existe uy € U tal
que

etn71Xun71 L 6t1Xu1 — e(tl—O—...-‘rtn,l)XuO’

aplicando a proposi¢ao anterior, temos que existe u € U tal que

e(tn“‘n-“l‘tl)Xu — et”XU'n e(t1+~~-+tn71)XuO — etnXun etn71Xun71 L ethul — etnXun L ethul .



Em geral usamos concatenagoes para construcao de trajetorias de um sistema
de controle para valores positivos. Mais precisamente, seja V = {X, : u € U} o conjunto
de campos de vetores completos de um sistema de controle. Tomemos X, ,..., X,, €V
e definamos F' : [0,7] — V por F(t) = X,, se t € [ty_1,t;], onde ty =0, t, =T e

k=1,...,n. Consideremos o problema de valor inicial

com z(0) = x.
A solugao deste problema é dada por

X pt=te-1)X pth—1 X1

e ...€

e t1X1<

xO)a

onde t_1 <t<tp,ek=1,...,n.

Com efeito €’ (zy) = zg. Além disto, temos
d d
aetx = %etxk (e_tk—lxketk-—le—l o €t1X1 (330))

= X, (e (et ¥hetim X ot X (3:0))) = X, () = F(t)(e™Y).

Portanto as trajetérias de um sistema de controle definida para valores posi-
tivos sao determinados pelos campos de vetores em V e pelo correspondente semigrupo

Sy.
Agora, definiremos 6rbita do grupo e do semigrupo do sistema de controle.
Definicao 1.13. Dado um sistema de controle e x € M, definamos
Oy(z) ={y € M : existe ¢ € Gy com ¢(x) =y},
Of(z) ={y € M : existe p € Sy com ¢(x) =y},
Oy (z) ={y € M : existe p € Sy com ¢(y) = z}.

Os conjuntos Oy(xz) e O (x) sdo denominados respectivamente de érbita do grupo do

sistema e orbita do semigrupo do sistema através de x € M.

10



Observe que quando o conjunto das fungoes de controle é U, obtemos,
O;}r(x) = {y € M : existeu € Uy et > 0 com etXu(;p) = y}7
O, (x)={ye M: existeu€U,et>0com e (y) = x}.

Proposicao 1.14. Dados x,y € M, defina x ~ y se e somente se y € Oy(x). Temos

que ~ € uma relacao de equivaléncia em M.

Demonstracao: Com efeito, z ~ x pois x € Op(x). Se © ~ y, existe ¢ € Op(x) tal
que ¢(x) = y, logo ¢~ (y) = x com ¢! € Oyp(x), portanto y ~ x. Enfim, se z ~ y e
x ~ z entao existem ¢, 1) € Oyp(z) tais que ¢(z) =y e Y(y) = z. Como ¢pop € Op(z) e

¢op(xr) =z temos T ~ z.

Note que cada orbita é uma classe de equivaléncia desta relagao, concluindo

que o conjunto das érbitas determinam uma particao do espaco de fase M.

Lembremos que um grupo GG age transitivamente em um conjunto X se

para quaisquer z,y € X existe g € G tal que gxr = y.

Definicao 1.15. Seja M uma variedade diferencidvel. Um sistema de controle em M
determinado por um conjunto de campos de vetores V é dito transitivo, quando o grupo

do sistema Gy age transitivamente em M.

Exemplo 1.16. Sejam M = R? ¢ V = {X, X5} com X = aa%l e Xy = ba%Q onde
{8%1, 8%2} € a base canonica do espago tangente de R%. Sejam a e b ndo nulos. As
solugoes das equagoes ' = Xq(z) e 2’ = Xy(x) sdo dadas respectivamente por ¢%(t) =
(z1+at,xs), Q5(t) = (21, 29+ bt) onde x = (x1,22) € R%. Fizando-se o = (29, 23), dado
um ponto qualquer x = (x1, 1) € R? tomemos a solugao % (t) e @b (t) de valor inicial
xo. Sejam t; = xl%fl] ety = m—;xg Temos que @, e of € Gy € tal que ¢ 0@} (x0) =,
logo Gy(x) = R? para todo x € R? e portanto o sistema de controle é transitivo em R?.

A drbita Sy(z) através de um ponto x = (x1,22) € R? referente aos sequintes casos sao:
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Para a > 0 e b > 0 temos que Sy(r) = {(a,B) € R} a0 > 11,8 > mo}\{z}
(Veja figura 1.1).

x=(;l, X:)

Figura 1.1:

Quando a > 0 e b < 0 temos que Sy(z) = {(o, B) € R*; a0 > w1, B < 2o} \ {2}
(Veja figura 1.2).

x= (xléx:)

Figura 1.2:
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Sea <0 eb<0 temos que Sy(z) = {(a, B) € R% a <z, 8 <z }\{z} (Veja

figura 1.3).

x= (Xlé x:)

Figura 1.3:

E no caso em que a < 0 e b > 0 temos que Sy(z) = {(a, B) € R a < 11,8 > 2o} \{z}

(Veja figura 1.4).

x= (Xlé x:)

Figura 1.4:
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1.2 Acessibilidade e controlabilidade

Inicialmente definiremos sistemas de controle acessiveis e controlaveis.

Definicao 1.17. Um sistema de controle V é dito acessivel a partir de x € M se

int(Sy(z)) # 0. O sistema € dito acessivel se for acessivel a partir de todo ponto

z e M.

Note que no exemplo 1.15 o sistema ¢ acessivel para todo x € R2.

Definicao 1.18. Um sistema de controle V € dito controldvel a partir de v € M se
Sy(z) = M. O sistema € dito controldvel se for controldvel a partir de todo x € M.
O sistema de controle € dito aproximadamente controldvel a partir de x € M se
fe(Sv(x)) = M. O sistema € dito aproximadamente controldvel se o for a partir

de todo x € M.

Observe que se o sistema é controlavel a partir de x entdo M = Sy(z) C
Gy(x) C M, ou seja, Gy(x) = M concluindo que o sistema ¢é transitivo a partir de x.
Além disso, como Sy(z) = M temos int(Sy(x)) # 0, assim o sistema é acessivel a partir
de x € M. No entanto, o fato de Sy(x) = M para algum = € M, ou seja, o sistema
ser controlavel a partir de um determinado ponto de M, nao significa que o sistema é
acessivel, ver exemplo 1.20. No exemplo 1.19 mostraremos um caso onde o sistema nao

¢é acessivel em nenhum ponto de R".

Exemplo 1.19. Sejam M = R"™ e U = R. Consideremos o conjunto de funcoes de

controle Ue, = {u : R — R; constante por partes } e a familia de equagoes diferenciais,
¥ = X(z,u(t)) = u(t)r,z € R™

Dado uy = u(ty), com u € Uy, temos que as solugdes da equagaio

¥ =X, () =uzx

sao da forma p“(t) = e“*z. Se u; = 0, tais solugdes sao pontos singulares. Se uy # 0,

o unico ponto singular € a origem. As trajetorias nos pontos sao segmentos de retas
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tendendo para origem, quando t — +oo respectivamente conforme uy < 0 e u; > 0.
Assim, dado x € R™ nao nulo, a orbita Gy(x) € um segmento de reta passando por
x e tendendo para a origem, como ilustra a figura 1.5. Logo int(Sy(x)) = 0, jd que
Sy(x) C Gy(x) para todo x € R™. Portanto o sistema nao € aprozimadamente controldvel

e nem acessivel a partir de qualquer ponto de R™.

Figura 1.5:
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1.2.1 Distribuigoes singulares

Nesta subsecao, definiremos o conceito de distribuicao para uma variedade
diferenciavel. Estabeleceremos condi¢oes para que uma distribuicao seja integravel, car-

acteristica e diferenciavel em um ponto da variedade diferenciavel.

Seja M uma variedade diferenciavel. Uma distribuicao A em M é uma
aplicacdo que a cada x € M associa um subespago A(z) C T, M, do espago tangente &
x. A distribui¢do A é chamada regular, se dim(A(z)) é constante como funcao de = e

caso contrario é chamada singular.

Seja N uma variedade diferencidvel. Uma imersao ¢ : N — M é uma
aplicacao diferenciavel tal que d¢, ¢é injetora para todo x € N. Denotando por ¢,
a derivada da aplicagao ¢, temos que a imagem de uma imersao ¢ uma variedade

integral de A se para todo x € N tem-se ¢.(T,N) = A(¢(x)).

Definigao 1.20. Uma distribuicio A em M ¢é dita integrdvel em x € M se existe
uma variedade integral de A contendo x. A distribuicao é integrdvel se for integrdvel

em todo x € M.

Definigao 1.21. Uma distribuicao A em M ¢é diferencidvel em x € M se ezistem
campos de vetores diferencidveis X',..., X* definidos em wma vizinhanca de x que
sdo tangentes a A, isto é, X'(y) € A(y) para y pertencente ao dominio de X, onde
i=1,....k e {XYx),..., X )} gera A(x). Uma distribuicao é diferencidvel se
for para todo x € M

Na definicao acima, nao exigimos que a distribuicao seja gerada pelos campos
de vetores ao longo da vizinhanca de z, mas apenas em z, além disto como a distribuigao é
diferenciavel em z, sempre é possivel tomarmos uma quantidade k£ de campos de vetores

de modo que k = dim(A(x)). Note também pela definicio acima que um sistema de

controle em M define uma distribuicao diferencidvel em M.

Agora, definiremos o que é uma parametrizacao de uma distribuicao A.
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Definicao 1.22. Uma parametrizacao de uma distribuicao A centrada em x € uma

aplicacio 6 : U x R¥ — T'M com U vizinhanca de = tal que:

1. 6(y,v) € linear em v;
2. a imagem de 6(y,-) estd contida em A(y) para todo y € U;

3. a imagem de 0(z,-) € exatamente A(x).

A parametrizagao € dita de classe C" quando a aplicacdo § tem essa classe de diferen-

ciabilidade como funcao de y.

Note que uma distribuicao A é diferenciavel em um ponto x se, e somente se,
existe uma parametrizacao diferenciavel centrada em x, pois dada uma parametrizacao,
os campos X'(y) = §(y,e;) onde {ey,...,ex} é uma base de R*, satisfaz a condigdo de

diferenciabilidade em x. Reciprocamente dados os campos X', ..., X¥ temos que
5<y7 Ugy - - 7uk) = ule(y) +..+ uka(y),
com u; € R define uma parametrizagao diferencidvel de A.

Exemplo 1.23. Seja A uma distribuicio em R? da sequinte forma:

A, v) € T yyR* :u =0} sey > 0,
Az, y) = { {(u,v) € Tz yR* : v =0} se y < 0.

M

Figura 1.6:
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Temos que esta distribuicdo € integrdvel, pois a semi-retas s, = {(a,y) € R? :
y >0} coma €R e as retas r, = {(z,b) € R* : © € R} com b < 0, sdo subvariedades
integrais e cada ponto de R? pertence a algum destes conjuntos. Essa distribuicio é
diferencidvel fora do eizo horizontal {y = 0}, mas neste eizo ela nao € continua, pois se
um campo continuo da forma X = a2 +ba% gera A(z,0) para xy € R entao a(x,y) # 0

numa vizinhanga de (x9,0), portanto X nao pode ser tangente a A.

Definicao 1.24. 1. Um campo de vetores X definido em um aberto U C M preserva
a distribuicao A se (X;)'(A(x)) C A(Xy(z)), para todo x € U et € R. Nesse

caso dizemos que a distribuicao € invariante por X.

2. Um campo de vetores X : U — TM ¢é chamado caracteristico da distribuicao
A se X preserva A e € tangente a mesma, isto €, X (y) € A(y) para y pertencente

ao dominio de X.

3. Uma distribuicao A € chamada caracteristica em x € M se existem campos

caracteristicos X', ..., X" definidos numa vizinhanca de x tal que
Ax) = ger{X'(z),..., X" (2)},
isto €, determinam uma parametrizacao de A ao redor de x.

Teorema 1.25. Para uma distribuicao A sao equivalentes;

1. A € caracteristica.

2. A ¢ diferencidvel e integrdvel.

Demonstracao: Suponha que A é caracteristica. Entao A é diferenciavel por definicao.
Resta mostrar que A é integravel, isto é, que todo x € M pertence a alguma variedade
integral. Seja x € M. Como A é caracteristica, existem campos X', ..., X* definidos

numa vizinhanca de x tal que

A(z) = ger{X*(2),..., X"(x)}.
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Para alguma vizinhanca U da origem em R* a expressao p(7) = p(t1,...,t;) = X} o

.0 Xf;c (), com 7 = (t1,...,t;) € U faz sentido e define uma aplicagao diferenciavel
p:U — M. A construcao da variedade integral sera feita mostrando que p é uma imersao
quando restrita a alguma vizinhanca V' C U. Para isso deve-se calcular a diferencial dp;
de p em 7. A imagem da aplicacao p é gerada pelas derivadas parciais 3—5(7). Usando o

fato de que a derivada em relacao a t de X;(x) é X (X;(x)), temos que

Ip

or. (1) = (Xi) 00 (X)) (X'(20),

onde z; = X{ o...o X[ (z). Fazendo 7 = 0 na expressao acima obtém-se que g—Z(O) =
X'i(x). Como a imagem de dpy é gerada por essas derivadas parciais, mostramos que
essa imagem coincide em A(z) e dai p tem posto méaximo na origem, consequentemente
a restricao de p a alguma vizinhanga V da origem é uma imersao. Essa restrigao é
uma subvariedade integral de A. Para isso observe em primeiro lugar que (X} ) o...0
(Xt’z )(A) = A, pois cada X* é um campo caracteristico juntamente com a expressao
das derivadas parciais de p e que X%(2;) € A(z;) (usando o fato de que X* é tangente a
distribui¢@o), permitindo concluir que se 7 € U entao 3—5(7) € A(p(1)) e dai im(dp,) C
A(p(7)). Essa inclusao é uma igualdade se 7 € V, pois x e p(7) s@o respectivamente
o ponto inicial e final de uma curva que é a concatenacao de trajetérias de campos
caracteristicos de A. Como a dimensao de A nao varia ao longo das trajetérias dos
campos caracteristicos, entao dimA(p(7)) = dimA(x) e esta coincide com dim(im(dp;))
pois p é uma imersao em V, concluindo a demonstragao de que A é integravel. A
reciproca é consequéncia do lema 1.27, que garante que uma distribuicao integravel é
invariante por seus campos tangentes. Dessa forma se A é diferenciavel e integravel
entao os campos de suas parametrizagoes sao automaticamente caracteristicos, o mesmo

ocorrendo com a distribuigao.

19



Lema 1.26. Seja) : N — M uma imersao, suponha que o campo X de M seja tangente
a P(N), isto €, X () € T,yp(N) para todo x € (N). Entao para todo x € (N existem
uma vizinhanga V- C ¢(N) de x e € > 0 tal que se y € V entio X,(y) = e (y) € ¥(N)
para |t| < e. Além do mais X(y) : V — ¢(N) onde |t| < € é um difeomorfismo sobre

um aberto de (N).

Demonstracao: Devido a forma local das imersoes podemos supor sem perda de gen-
eralidade que M é o produto V x W C R¥ x R! com V e W vizinhancas da origem e
que N = V x {0}. Nessa situa¢do tome uma vizinhanga da origem V; x W, C V- x W
e € > 0 suficientemente pequeno de tal forma que X;(V; x Wi) C V. x W para |t| < e.
O fato de X ser tangente a N permite definir por restricdo um campo X’ de V' x {0}.

Uma trajetéria o de X' satisfaz,

e portanto temos que « é uma trajetoria de X. O teorema da unicidade das solucoes das
equagoes diferenciais garante que as trajetérias de X iniciadas em V' x {0} permanecem

em V x {0}. Dessa forma, se |t| < € temos X;(V x {0}) C V x {0} o que mostra o lema.

a

Lema 1.27. Suponha que A seja uma distribuicao integrdavel e seja X um campo tan-

gente a A. Entao X preserva A.

Demonstracao: Seja U o dominio de X e tome y € U. Seja L uma variedade integral de
A passando por y. Pelo lema anterior existem € > 0 e V C LNU (dependendo de y e de
L) tal que X é um difeomorfismo de V' sobre um aberto de L para |s| < e. Portanto X,
aplica espagos tangentes a L sobre seus espagos tangentes, ou seja, (X;)'A(z) = A(X(2))
para z € V. Em particular essa igualdade vale para z = y e |s| < e. Tomemos agora

x € domX,. Suponha t > 0 e defina

m = sup{s € [0, t]; para todo ¢ € [0, s](X,)'(A(z)) C A(X,(z))}.
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Aplicando a primeira parte da demonstragao a y = X,,(z) obtém-se que m = t.

Exemplo 1.28. Dada a distribuicao

TwyR?paraz < 0ey > 0;
{(u,v) € Tiz)R?*; v = 0} para os outros casos.

Az, y) = {

R i e e S S S
+ 4+ + +

+++++ A+t

\ A

Figura 1.7:

A distribuicao € integrdvel na origem por que L = {(z,0) € R?*} € a variedade integral.
Mas A nao € caracteristico na origem. Dado um campo vetorial X tangente a A com
X (0) # 0, temos que existe uma vizinhang¢a N(0) com X(z) # 0 para todo z € N(0).
Para z € N(0) N {(z,y);x <0,y > 0} as trajetdrias ndo estao contidas na reta x =0 e

a dimensao A(z) nao é constante ao longo das trajetdrias.

1.2.2 Unicidade

Nos resultados que serao abordados a seguir, mostraremos que para uma dis-
tribuicao caracteristica definida em uma variedade diferenciavel, tem-se que para cada
ponto desta variedade existe uma tnica variedade integral maximal que passa por este
ponto. Provaremos que as variedades integrais conexas maximais da distribuicao car-
acteristica, sao precisamente as érbitas da familia de todos os campos de vetores difer-

enciaveis tangentes a distribuicao caracteristica.
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A seguir mostraremos que a interseccao de variedades integrais de uma dis-

tribuicao é também uma variedade integral da mesma.

Teorema 1.29. Seja A uma distribuicao caracteristica, N1 e Ny variedades integrais de

A. Entao N1 N Ny € uma subvariedade aberta tanto de Ny quanto de Ny.

Demonstracao: Assumindo que Ny N Ny # (), tome z € N; N Ny. Sejam X1, ..., X*

campos caracteristicos de A definidos numa vizinhanca de x com
A(z) = ger{X*(2),..., X"()}.

Defina, p(t1,...,t) = X}, o...0 X[ (2). Pelo teorema 1.26, p : U — M é uma imersao
para algum aberto que contém a origem de R*. Pelo lema 1.27, se U ¢ suficientemente
pequeno tal que p(U) C Ny N Ny, as aplicagoes p : U — Ny e p: U — Ny sao imersoes.
Como as dimensoes de U, N; e N, sao iguais, podemos diminuir U se necessario para
que essas imersoes sejam mergulhos. Portanto p(U) é uma subvariedade aberta tanto de

Ni quanto de N,, assim Ny N Ny é um aberto nas duas variedades integrais.

Seja F o conjunto da variedades integrais conexas de A. Em F podemos
considerar a ordem parcial definida por N; < Ny se N7 é uma subvariedade aberta de
N>. Assim uma variedade integral é dita maximal se ela for conexa e maximal em relacao

a essa ordem.

Teorema 1.30. Seja A uma distribuicao caracteristica. Entao para cada x € M passa

uma unica variedade integral maximal.

Demonstracao: Seja F o conjunto da variedades integrais conexas de A. Defina F, =
{N € F;z € N}. Temos que F # ), uma vez que A ¢é integrdvel e a ordem parcial
de F se restringe a F,. Seja H uma cadeia de F,, isto é, um subconjunto totalmente
ordenado de F,. Mostraremos que H admite um majorante em JF, para poder aplicar

o principio da maximalidade de Hausdorff. Defina N' = (Jycq V. Temos que N’ € F,
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e N’ majora H. Podemos definir uma estrutura de variedade em N’ da seguinte forma.
Dado y € N’ existe algum N € H que contém y. Como N é subvariedade, suas cartas ao
redor de y define cartas em N’. Fazendo isso para todo y € N’ fica definido um conjunto
de cartas cujos dominios cobrem N’. Duas cartas definidas dessa maneira se relacionam
diferencialvelmente, de fato, se y € N; N Ny entao N; < Ny ou Ny < N; e uma delas é
variedade aberta da outra. Assim define-se um atlas em N’ de tal forma que N é uma
subvariedade aberta de N’ para todo N € H. Com esta estrutura N’ é uma subvariedade
integral de A que contém z e portanto N’ € F,. Como todo subconjunto ordenado de
F, admite um majorante, o principio da maximalidade garante que JF, admite elementos
maximais. Um elemento maximal de F, é uma variedade integral maximal que passa
por x. Para verificar a unicidade , suponha que x € Ny N Ny com N; e Ny maximais .
Pelo teorema da unicidade local N3 N Ny é aberta em N; e em N, e portanto N7 U Ny
admite estrutura de subvariedade integral conexa contendo N; e Ny como subvariedades

abertas. Como N; e Ny sao maximais, temos que Ny = Ns.

Observemos que a primeira parte do teorema se aplica as distribuicoes in-
tegraveis. Para estas distribuicoes todos os pontos estao contidos em alguma variedade

integral maximal, nao existindo a unicidade das mesmas.

A variedade integral maximal de A que contém x € M sera denotada por I(x).
O teorema de unicidade das variedades integrais maximais mostra que para z,y € M,
I(z) = I(y) ou I(x) N I(y) = 0. Isto permite definir uma relacdo de equivaléncia, ou
seja, © ~ y se I(xr) = I(y). As classes de equivaléncia desta relacao sao as variedades

integrais maximais de A.

Teorema 1.31. Seja A uma distribuicao caracteristica e seja % a familia de todos os
campos de vetores diferencidveis que estao definidos em algum aberto de M e que sao
tangentes a A. FEntdo as orbitas de ¥ sao precisamente as variedades integrais conexas

mazimais de /.
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Demonstracao: Primeiramente iremos mostrar que as variedades integrais maximais
sao invariantes pelos campos de Y. O lema 1.27 garante que essas variedades sao local-
mente invariantes no sentido que X € ¥ e o fato de X ser tangente a A implica que
para todo x € domX existe € > 0 tal que para |t| < €, X;(z) € I(x), onde I(z) é tnica
variedade integral maximal que contém z. Para estender a toda trajetoria de X que as

variedades sao invariantes, seja
m = sup{s € [0,t]; X,(x) € I(z), para todoo € [0, s]}.

Como m € [0,t], X,,(x) pertence ao dominio de X. Assim pela invariancia local dada
pelo lema 1.27, temos que para s > 0 suficientemente pequeno, X _¢(X,,(z)) = X,,_s(x)
estd em [(X,,(z)). Mas X,,_s(z) € I(z) o que mostra que I(z) = I(X,,(x)). Apli-
cando a invariancia local em X,,(x), obtém-se que m = t, mostrando que I(z) é invari-
ante pelas trajetorias dos campos de ¥ iniciadas em z. Usando o mesmo argumento, é
possivel mostrar que I(z) é invariante por concatenacoes de trajetérias de campos em
Y. Em outras palavras, Gx(z) C I(x) onde Gx(z) denota a 6rbita de x por ¥. Agora
vamos mostrar que Gx(z) é aberto em I(z). Para isso, seja z € Gy(z) e tome uma
parametrizagao X1, ..., X* por campos caracteristicos. Entdo como na demonstragio

do teorema 1.26, a imagem
pt, ... ty) = X}, o...oXt’Z(z)

é uma variedade integral e portanto uma vizinhanga de z € I(x). Como essa imagem
estd contida em Gx(x), temos que Gix(x) é de fato um aberto em I(x). Feito isso, seja
C = UGx(y) com y percorrendo I(z) \ Gx(z). Cada Gx(y) é aberto em I(y) = I(x).
Portanto C é aberto em I(x). Como C N Gx(x) = 0 e o fato de que I(x) ser conexo,

implica que C = () e concluindo assim que Gy(z) = I(z).

Aplicando o teorema em sistemas de controle, temos que as érbitas do sistema,
de controle sao precisamente variedades integrais conexas maximais de uma distribuicao

caracteristica.
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CapriTULO 2

Conjuntos limites.

Neste capitulo estudamos o conceito de conjuntos limites, abordados em [1],
2] e [3]. Uma das caracteristicas deste conceito sdo o comportamento atrator e o com-
portamento repulsor desses conjuntos limites que sao determinados pela acao de um
semigrupo sobre um espago topolégico. Estudamos propriedades de invariancia desses
conjuntos limites e alguns exemplos mostrando que este conceito generaliza o conceito
de conjuntos limites para fluxos. Usaremos esta teoria para o desenvolvimento da teo-
ria de decomposicao de Morse para agoes de semigrupos e recorréncia por cadeias, que

apresentaremos em capitulos posteriores.

2.1 Conjuntos limites

Nesta se¢ao introduzimos o conceito de acao de um semigrupo em um espaco
topoldgico. Definimos o conceito de conjuntos limites para uma familia de subconjuntos

do semigrupo agindo em um espaco topoldgico.

Primeiro vamos comegar com as notacoes usuais de acoes de semigrupos.

Suponha que M é um espago topoldgico e S um semigrupo.

Definigao 2.1. Uma ag¢do (acio a esquerda) de S em M € uma aplicagdo

pwe SxXM— M
(s,z) = p(s,z)=s-x

satisfazendo s - (u-x) = (s-u) - x para todo x € M e u,s € S. Neste caso dizemos que

S age em M.
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Com abuso de notagao omitiremos o - da agao do semigrupo sobre o espago

topoldgico.

Denotaremos por ps : M — M a aplicagao definida como pus(z) = u(s,z).

Assumiremos que ug € continua para todo s € S.

Agora, vamos definir érbitas para agoes de semigrupos.

Definigao 2.2. Assumindo que S age em M, temos que para x € M, os conjuntos
Sz ={y € M; existe s € S tal que st =y} e

S*x = {y € M; existe s € S tal que sy = x},
sao chamados respectivamente de orbita e érbita regressiva de S no ponto x.

Note que, pela defini¢ao acima, SX = (J, .y Sz e S*X = |J,.x S*z. De fato,
mostraremos o caso SX = |J,.y Sz, pois o outro caso é analogo. De imediato, temos
que Sz C SX para todo x € X, ou seja, |J,.x Sz C SX. Agora seja y € SX, entao
existe s € S e x € X tal que sz = y, ou seja, y € Sz para algum x € X, em particular

Y € U,ex Sz. Concluindo assim que SX = J,. ¢ Sz.

Para um subconjunto nao vazio X de M ¢é usual dizer que

1. X é progressivamente invariante para a acao do semigrupo S se SX C X.
2. X é regressivamente invariante para a agao do semigrupo S se S*X C X.

3. X é invariante para a acao do semigrupo S se este é progressivamente invariante

e regressivamente invariante.

A seguir, mostraremos alguns casos de conjuntos progressivamente invari-

antes, regressivamente invariantes e invariantes.
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Exemplo 2.3. Considerando o semigrupo R™ com a operagdao interna usual da multi-
plicagao e o espago topologico R. Defina 1 como,

pw: RFXR— R
(s,2) = u(s,z)=s-x

note que a operagao de multiplicacdao € associativa em R, assim temos que p € uma ag¢ao

de Rt em R. Agora note que o conjunto X = {x € R;x < 0} € invariante para a a¢do

de R*. De fato,
SX ={yeR; evistesc RTex<0coms-z=y}={yeR;y<0}=Xe

S*X ={y eR; evistesc Rt ex <0coms-y=z}={yeR;y <0} =X,

mostrando respectivamente que X € progressivamente invariante e regressivamente in-

variante para a acao de RY. Concluindo assim que X € invariante para a acdao de RY.

Para X C M é imediato verificar que SX e SX sao progressivamente invari-
antes por S. De fato, tome z € SX, temos que existe s € S e z € X tal que sz = z,
assim para qualquer ¢ € S temos que t(sx) = (ts)z. Como ts € S e t(sx) = (ts)z € SX,
temos que S(SX) C SX, mostrando que SX é progressivamente invariante. Para o caso

SX, dado s € S, segue por continuidade que

sSX C sSX C SX,

logo temos que SSX C SX.
Analogamente podemos mostrar que S*X é regressivamente invariante, se
nao é vazio.

A seguir, definiremos a noc¢ao de acao aberta de um semigrupo em um espaco
topoldgico seja aberta e em seguida provaremos que se a agao do semigrupo no espaco

topoldgico for aberta entao S* X ¢é regressivamente invariante se S* X nao for vazio.

Definicao 2.4. Dizemos que a acdo do semigrupo S em um espago topologico M é uma
acao aberta se para todo s € S e todo conjunto aberto V. de M, sV é um conjunto

aberto em M.
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Proposicao 2.5. Se a a¢do do semigrupo S no espaco topologico M for aberta entdo o

conjunto S*X € regressivamente invariante se ele nao for vazio.

Demonstracao: De fato, tome z € S*S*X, ou seja, existe s € S e u € S*X tal que
sz = u. Seja V uma vizinhanca de z. Como a acao de S é aberta em M temos que sV
é um aberto e sV é uma vizinhanca de v. Como u € S*X temos que sV N S*X # 0.
Tome b € sV N S*X, entao existe v € V tal que sv = b e existe s € Sex € X tal
que s'b = x, assim temos que s'sv = x para algum z € X, ou seja, (§'s)v = z. Como
s's € S segue que v € S*X, concluindo que VN S*X # () e que z € S*X. Portanto S*X

¢é regressivamente invariante.

Note que a condigao de 5*X ser nao vazio é importante, pois existem casos

onde S*X é um conjunto vazio, o que mostraremos no exemplo a seguir.
Exemplo 2.6. Consideremos o semigrupo R} com a operagio interna usual da soma e
o espaco topoldgico RT. Defina pu como,

u: RF xRV = R*
(s,2) = u(s,z)=s+=x

note que a operacao da soma € associativa em R*, assim temos que u € uma agao de
R em RT. Note que o conjunto X = {0} tem como drbita regressiva o conjunto vazio.

De fato, como s +vy > 0 para todo y € R e s € RI entao

S*0 = {y € R"; existe s € R} tal que s +y =0} = 0.

A partir de agora definiremos classes importantes de conjuntos progressiva-

mente invariantes e conjuntos invariantes.
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Definigao 2.7. Um subconjunto X C M ¢é um conjunto minimal para a ac¢do de S se

1. X € ndo vazio, fechado e invariante pela a¢ao de S.

2. X € minimal (com respeito a inclusao) satisfazendo a propriedade 1.

Usando a definicao apresentada acima temos o seguinte resultado.

Proposicao 2.8. Um subconjunto nao vazio X de M é um conjunto minimal pela agao

de S se e somente se X = Sz para todo v € X.

Demonstracao: De fato, suponha primeiro que X é um conjunto minimal para a acao
de S. Entdo Sz C X para todo z € X e consequentemente Sz C X = X. Mostramos
anteriormente que Sz é fechado e progressivamente invariante. Usando o fato que X é
minimal com respeito a inclusao satisfazendo as propriedades 1 e 2 acima, obtemos que
Sz = X para todo € X. Para a reciproca suponha que Sz = X para todo z € X.
Segue imediatamente que X é fechado e progressivamente invariante. Seja X' C X
satisfazendo a propriedade 1. Entdo Sz/ C X’ para todo 2/ € X', mas 2’ € X e por

hipétese Sz’ = X concluindo assim que X’ = X. Portanto, X é minimal para a acdo de

S.

Exemplo 2.9. Tome M = {1,2,3} com a topologia discreta. Seja f: M — M definida
por f(1) =2, f(2) =1 e f(3) =3 eid : M — M a aplicagio identidade. Note
que o conjunto S = {f,id} é um semigrupo com a operacao interna de composicao de
fungoes. Definamos a agao, p: S x M — M por u(f,z) = f(x) e plid, z) = id(z).
Por construcao, a propriedade associativa ¢ satisfeita e que as aplicagcoes py e g Sao

continuas. Agora, note que os conjuntos {1,2} e {3} sao invariantes. De fato,

S{1,2) = {1,2} = §*{1,2} ¢ S{3} = {3} = S*{3}.
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Como S1 = S*1 = 52 = 5*2 = {1,2}, temos que nao existe subconjunto de {1,2}
invariante. Obtemos assim que {1,2} é minimal com respeito a inclusdo. Portanto,

{1,2} e {3} sdo conjuntos minimais para a agdo de S.

A seguir, definiremos reversibilidade para semigrupos, onde em seguida, mostrar-

mos alguns resultados sobre os conjuntos minimais.

Definigao 2.10. Um semigrupo S é chamado reversivel a direita se SsNSt # () para
todo s,t € S, no caso em que sSNtS # 0 para todo s,t € S o semigrupo S é chamado
de reversivel a esquerda. Um semigrupo S é chamado reversivel se ele é reversivel

a direita e a esquerda.

Exemplo 2.11. Para n € N, consideremos o semigrupo R™ munido da operacao interna
da soma. Mostraremos que R™ € reversivel. De fato, para s,t € R™ temos que tR"™ =

sR" = R™ = R"s = R", ou seja, tR" N sR"™ # () e R"t NR"s # () para todo s,t € R™.

Proposicao 2.12. Seja S um semigrupo reversivel a direita. Suponha que a acao de
S em M € aberta. Entao, um subconjunto X de M € minimal para a acdo de S se e

somente se S*Sx = X para todo x € X.

Demonstracao: Suponha que X é minimal para a acao de S e tome z € X. Como
X ¢ invariante e fechado, temos que S*Sxz C X. Note que S*Sz é regressivamente
invariante, assim podemos tomar ¢ € S, x € S*Sx e uma vizinhanca aberta V de tx.
Como ;' (V) é uma vizinhanca aberta de z, existe y € p; '(V) N S*Sx, onde ty € V e
sy € Sz para algum s € S. Como S é reversivel a direita, para 7 € Ss N St temos que
Ty € SsyN Sty C Sz. Logo, ty € V N S*SX resultando que tz € S*Sz e que S*Sz é
invariante. Pela minimalidade de X, segue que S*Sz = X. Reciprocamente, suponha
que S*Sz = X para todo z € X. Entdo X é um subconjunto invariante e fechado de
M. Seja Y um subconjunto nao vazio de X que é fechado e invariante. Tomando um
ponto y € Y, temos, S*Sy C Y. Desde que S*Sz = X conclui-se que X =Y. Portanto

X é um conjunto minimal para a acao de S.
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A seguir, definiremos conjuntos limites para uma familia de subconjuntos de
um semigrupo. Este conceito, serda usado para definirmos os conjuntos atratores e os

conjuntos repulsores.

De agora em diante, F denota uma familia de subconjuntos do semigrupo S.

Para um subconjunto X de M e A € F definimos

AX ={y € M; existe s € A e x € X tal que sz =y} e

A*X ={y € M; existe s € A e x € X tal que sy = x}.

Definicao 2.13. Define-se o conjunto w-limaite de X C M para a familia F por,
w(X,F) =[] AX.
AeF
Também definimos o conjunto w*-limite de X para a familia F por
WX, F) =[] &X.
AeF

Os conjuntos w-limite e w*-limite de X sao chamados conjuntos limite de X .

Definigao 2.14. Um fluzo (ou sistema dinamico) de M é uma aplicagdo ¢ : Rx M — M
tal que (0, ) = x e p(s+t,x) = ¢(s, ¢(t, x)) para todo t,s € R ex € M. Um semi-fluzro
de M € uma aplicacao ¢ : RT x M — M tal que ¢(0,2) = x e ¢(s +t,x) = ¢(s, o(t,x))

para todo t,s € RT ex € M.

No exemplo a seguir, mostraremos que a definigao acima generaliza o conceito

de conjunto limite para fluxos e semi-fluxos.

Exemplo 2.15. Seja M um espag¢o métrico, munido da topologia da métrica e o semi-
grupo S =R ou Z, com operagdo interna da adi¢ao. Suponhamos que ¢ € um fluzo em
M. Definimos a agdo a esquerda de S em M por st = ¢(s,x). Seja F a familia de

todos os conjuntos Ay = {s € S;s > t}, comt > 0. Para Ay € F temos

AX ={yeM:evistes>texeX comep(s,v) =y} =;, 0(s,X) e
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ArX ={ye M : existe s>t ex € X com ¢(s,y) =z}
={yeM: eviste s>t exc X comdp'(s,2) = ¢(=s,2) =y} = U,_, (1, X).

Portanto, obtém que

W(Xﬂ f) = mt>0<U52t ¢(8=X)) € W*(XJ F) = ﬂt>0(Ur2_t ¢<T7X))

que sao 0s conjuntos limites usuais para um fluro. No caso onde o semigrupo S = R*

ouZ* e tomando a familia F como descrito acima, temos que os conjuntos limites sao

W(X’ ‘F) = ﬂteS(USZt ¢(57X)) € W*(Xa *F) = ﬂteS(UsZt gb_l(T,X)).

que sao os conjuntos limites para semifluzos.

A generalizacao do conceito de conjuntos limite para fluxos n-dimensionais

sera apresentada no exemplo a seguir.

Definicao 2.16. Para n € N, sejam M um espago métrico munido da topologia da
métrica e o semigrupo R™ munido da operagao interna da adi¢ao. Um fluzo n-dimensional

¢ uma ac¢ao do semigrupo R™ no espago topologico M.

Exemplo 2.17. Seja M um espaco topologico e S = R"™. Seja 1) um fluxo n-dimensional
de M. Para (ty,...,t,) € R" ex € M denotaremos a a¢io ((t1,...,tn),x) = (t1,... t,)

x. Parai € {1,...,n}, considere o hiper-espaco
Tomando a familia, F; = {A;(t);t > 0}, temos que

w(X, F) = ﬂAiX

t>0

={y € M: existe (t},...,tF) comtl — ccex, € X tal que (t},...,t5) -z = y}e

WX F) = () AIX

t>0
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={y € M: existe (t},... tF) comtl — —ccexy, € X tal que (t},...,t5) -z — y}.

Agora apresentaremos algumas hipdteses sobre a familia F de subconjuntos
do semigrupo S. A importancia destas hipéteses é que se a familia satisfazer algumas
destas hipdteses, poderemos concluir que os conjuntos limites sao progressivamente in-

variante ou regressivamente invariante.

Definicao 2.18. A familia F satisfaz,

1. A hipdtese Hy, se paratodo s € S e A € F existe B € F tal que sB C A.
2. A hipotese Hy, separatodo s € S e A € F existe B € F tal que Bs C A.

3. A hipdtese Hs, se paratodo s € S e A € F existe B € F tal que B C As.

Na préxima proposi¢ao mostraremos que w-limite é progressivamente invari-
ante se este for nao vazio e a familia de subconjuntos de um semigrupo satisfaz a hipétese

H;.

Proposicao 2.19. Suponha que a familia F satisfaz a hipotese Hy. Entao w(X,F) é

progressivamente invariante se este € nao vazio.

Demonstracao: Dado z € w(X,F), s € Se A € F. Como F satisfaz a hipdtese
H,, existe B € F tal que sB C A. Pela definicio de w-limite, 2 € BX. Pela con-

tinuidade da acao de s temos que
sz € sBX C AX.

Como vale para todo A € F, temos que sz € w(X,F) e Sw(X,F) C w(X,F). Portanto
w(X, F) é progressivamente invariante.

|

Observe que com as mesmas hip6teses da proposicao anterior, se x € w(z, F)
temos que w(z,F) = Ax para todo A € F. De fato, como w(x, F) é progressivamente

invariante temos

Az C Sx C Sw(z, F) C w(x, F),
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para todo A € F. Como w(z, F) é fechado temos que Az C w(x, F) para todo A € F.
Usando a definicio de w(z, F), temos que w(x, F) C AX C AX, para todo A € F.

Proposicao 2.20. Se a familia F satisfaz a hipdtese Hy e w*(X,F) € nao vazio, entdo

w*(X,F) € progressivamente invariante.

Demonstracao: Tome z € w*(X,F), s € Se A € F. Como F satisfaz a hipdtese Hj
existe B € F tal que B C As. Aplicando a definicao de w-limite temos que z € B*X.
Seja U um aberto que contém sz. Pela continuidade da agao de s tem-se que p; ' (U) é um
aberto que contém z. Obtemos assim, p; ' (U)NB*X # (). Tomando w € p;'(U)NB*X,
temos que existe b € B e x € X tal que bw = x. Além disso sw € U. Como B C As
obtemos que U N A*X # (), concluindo que sz € A*X. Como A é arbitrario tem-se
que sz € A*X para todo A € F, ou seja, sz € w*(X,F), provando que Sw*(X,F) C

w*(X,F). Portanto w*(X, F) é progressivamente invariante.

a

Proposicao 2.21. Suponha que a agdo de S em M ¢ aberta, w*(X,F) € ndo vazio e

que a familia F satisfaz a hipotese Hy. Entao w* (X, F) € regressivamente invariante.

Demonstracao: Tomemos A € F, z € w*(X,F) e w € S*z. Iremos mostrar que
w € A*X, obtendo assim que w € w*(X,F), o que mostra o resultado. De fato, dado
um aberto U de w existe s € S tal que sw = z. Como a agao ¢é aberta tem-se que sU
é uma vizinhanga aberta de z. Pela hipotese H, existe B € F tal que Bs C A. Assim,
2z € B*X e obtemos que sU N B*X # (). Temos também que existe p € U tal que
sp € B*X. Portanto existe b € B tal que b(sp) = (bs)p € X. Como bs € A, temos que
UNA*X # () e concluindo que w € A*X.

O
Aplicando a tltima proposicao para o caso onde X = {z} e x € w*(z, F),

temos que w*(z, F) = A*x para todo A € F. De fato, como w*(x,F) é regressivamente

invariante e usando o fato de que = € w*(x, F) temos
A'x C S*x C S"w*(x, F) C w*(x, F),

34



para todo A € F. Pela defini¢ao de w*-limite temos que w*(z, F) C A*x para todo
Ae F.

Proposicao 2.22. Seja F uma familia que satisfaz a hipotese Hy. Suponha que X C M
¢ um subcongunto minimal pela a¢do de S e que w(x, F) € nao vazio para todo v € X.
Entao w(x, F) = X para todo x € X. Reciprocamente temos que w(x,F) € minimal se

w(z, F) =X para todox € X e X # 0.

Demonstracao: Suponha que X é um conjunto minimal pela acao de S. Para x € X,
temos que w(x,F) C X. Como w(x,F) é nao vazio temos que w(z,F) é fechado e
progressivamente invariante. Assim, pela minimalidade de X que satisfaz estas pro-
priedades, obtém-se que w(z, F) = X. Por outro lado suponha que w(z, F) = X para
todo z € X. De imediato temos que X é fechado e progressivamente invariante. Resta
mostrar que é minimal com essas propriedades. De fato, seja um subconjunto Y nao
vazio, progressivamente invariante e fechado de X. Tome y € Y, como Y é progressiva-
mente invariante temos que w(y, F) C Y, mas por hipdtese w(y, F) = X. Assim X C Y

concluindo que X é um conjunto minimal pela agao de S.

Uma condicao apresentada nas proposicoes anteriores era que w-limite e w*-
limite sejam nao vazios. De fato, pois podemos ter casos em que o w-limite e o w*-limite

sejam vazios. Como mostraremos no exemplo a seguir.

Exemplo 2.23. Seja M = R} com a topologia induzida de R. Tome o semigrupo
S = R} com a operagio interna de multiplica¢ao e define y : S X M — M como
wu(s,x) = s-x, onde - € a multiplicagio usual. Note que para todo s € S, ps é um
homeomorfismo de M em M. Como a multiplicagcao satisfaz a propriedade associativa,
temos que p € uma agao de S em M. Agora considere a familia F = {(a,+o0);a > 0}.

Note que para v € R},

w(z, F) = Naso (@, +00)z = (,20lax, +00)
W*(l'a -F) = ﬂa>0 (av —i—OO)*:L' = ﬂa>0<07 %]
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O fato dos conjuntos limites serem vazios pode ocorrer porque o espago M
nao é compacto. Em outra situagao, mesmo sobre um espago compacto, os conjuntos
w*-limites pode ser vazios se a agao nao for sobrejetiva (Ver Exemplo 2.24 na préxima

SeGa0).

2.2 Atratores e repulsores

Nesta secao apresentaremos condigoes para que um conjunto seja atrator ou
repulsor, também definiremos repulsor complementar de um conjunto atrator e mostraremos
relacgoes entre esses conjuntos. Usaremos, nesta se¢ao, resultados topoldgicos sobre redes,

subredes e base de filtro encontrados por exemplo em [10].

Nesta secao assumiremos que, M é um espago topolégico compacto, F é uma
familia de subconjuntos de um semigrupo S a qual é uma base de filtro de S, ou seja,
dados A, B € F existe C € F tal que C C AN B. Observe que se o espaco topoldgico
M for compacto, temos que w(X,F) # () para X um subconjunto nao vazio de M. De
fato, como F é uma base de filtro, temos que F satisfaz a hipotese da intersec¢ao finita.
Assim a familia {AX; A € F} também satisfaz a hipStese de interseccio finita. Como
M ¢é compacto, podemos concluir que w(X,F) = ((,cr AX # 0. Para o w*-limite ser
nao vazio é necessario que A*X # () para todo A € F. No exemplo a seguir mostraremos

um caso onde o w*-limite é um conjunto vazio em um espago topoldgico compacto.

Exemplo 2.24. Sejam o semigrupo R} munido da operagao interna da soma e M =
RTU{oo1} a compactificagao de Alexandroff do espago topoldgico RT munido da topologia
usual. Defina p de Rf x M em M como u(s,z) = s+x sex € Rf e u(s,x) = co1 se
x = oor. Temos que p define uma ag¢ao de Rf em M. De fato, como a operacao da
soma € associativa, temos que para x € RY et,s € R} wvale p(t, u(s,x)) =t+ (s+ 1) =

(t+ s)x = u(t + s,x). Para x = ooy temos que,
:U’(t7 M(Sv OOI)) = :u(t> 001) = 001 = M(t + s, OOI)-
Consideremos a familia F = {As = {t € Rf;t > s};s > 0} de subconjuntos de R},
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temos que F € uma base de filtro de RY. De fato, tome Ay, Ay € F com s,t > 0,
assumindo que s < t temos que A;NA; = Ay, Tomando B = A, € F temos B C A;NA;.
Temos que para todo s > 0, A*0 = {y € M; existe t € R} com t+y =0} =0, pois

para quaisquer t € R ey € M temos que t +y # 0. Assim, w*(0, F) = (.

Definicao 2.25. Um F-atrator para a agao de S no espago topologico M é um con-
gunto A que admite uma vizinhanga V tal que w(V,F) = A. Um F-repulsor é um
conjunto R que tem uma vizinhanga U tal que w*(U, F) = R. As vizinhangas V e U sdo
chamadas respectivamente de vizinhanca atratora de A e vizinhanca repulsora de

R. O conjunto vazio e M serdo ambos definidos como F-atratores e F-repulsores.

Como vimos no exemplo 2.15, assumindo a familia F = {4; = {s € R; s > t}}
com t > 0, os conjuntos w-limite e w*-limite referente a esta familia coincidem com os
conjuntos w-limite e w*-limite da teoria de fluxos. Sendo assim, tomando esta familia F
temos que a definicao de F-atrator e F-repulsor coincide com a definicao de conjunto

atrator e conjunto repulsor para fluxos.

Exemplo 2.26. Em R?, consideremos o sequinte sistema:

T

T = —zy + 31 (22 + x%)sen(m),
/

™

— 2 2
rh = 21 + xo(2] + xQ)sen(\/m).

Fazendo uma mudanga de coordenadas para coordenadas polares, r cos(f) = xq e rsen() =

Ta, onde r = \/x? 4+ a3 obtemos o sequinte sistema:

r' = risen(T),
0 =1.

Assim, tomando M = {x € R?;||z|| < 1} com a topologia induzida de R?. Sejam a ag¢do

de R em M e a familia F como no exemplo 2.15. Temos que a origem € o unico ponto

singular, assim w(0,F) = w*(0,F) = {0}. Observe que se r = + onde n € N temos

r" =0 e o fluro definido pelo sistema € a circunferéncia de raio % centrada na origem

de R2. Denotando esta circunferéncia por C,, para cada n € N temos também que se

x € C, entio w(z, F) = w*(z,F) = C,. Se n+r1 < ||z|| < L temos que as solugées estdo

contidas entre as circunferéncias C, 1 e C,,, sendo assim temos os sequintes casos. Se
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n é par e analisando o sistema anterior temos que r' = r3 sin(T*) > 0 paran <r <n+1,
assim as solucoes sao espirais que se aprorimam de C,, quandot — oo e de Cy, 1 quando
t — —oo. Desta forma temos w(z, F) = C,, e w*(x,F) = Chi1. Se n € impar temos
que r’ =13 Sin(g) <0 paran <r <n+41 entdo os campos de solugcoes sao espirais que
se aproximam de C,y1 quando t — oo e de C, quando t — —oo. Desta forma temos
w(x, F) = Cpyq e w*(x, F) = C,. Sabendo disso, temos que para n par C, é um F-
atrator e para n impar C,, € um F-repulsor se n for impar. De fato, mostraremos para n
par. Seja V,, = {z € R; n+r1 < |lz|| < A5} temos que V,, é wma vizinhanga aberta de C,
e como visto w(V,,F) = Cy. Paran =1, seja a vizinhan¢a Vy = {z € R; 5 < ||z|| < 1}.
Como vimos w*(V1, F) = C,,. Para o caso onde n € impar a demonstragdo € andloga com

o caso onde n € par. Na figura abaizo mostra o comportamento da acao do semigrupo R

no espago M.

=

Figura 2.1:

No préximo resultado, mostraremos que existe um conjunto A pertencente a
familia F tal que a vizinhanga atratora de um conjunto atrator e a vizinhanca repulsora

de um conjunto repulsor, sao invariantes por A.
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Proposicao 2.27. Dado um F-atrator A com uma vizinhanca atratora V entdo existe
A€ F com AV C int(V), e para todo F-repulsor R com wma vizinhanca repulsora U
existe A € F tal que A*U C int(U).

Demonstracao: Iremos demonstrar para o caso do F-atrator A, pois a demonstracao
para o caso do F-repulsor R é analoga. Suponhamos por contradicao que para todo
A € F existe 14 € AV \ int(V). Como F é uma base de filtro consideremos a rede
(xa)acr em M \ int(V'). Desde que M \ int(V') é compacto temos uma subrede (2 4, )icr
que converge para algum ponto x € M \ int(V). Para A € F existe um indice j € I tal

que A; C A. Assim para todo i >; j, temos A; C A; C Ae
ra, € AV CAV.

Daf x € AV. Portanto x € w(V, F) = A C int(V), o que é uma contradico.

Dado um F-atrator A com uma vizinhanga atratora V' temos, pela proposigao
anterior, que existe A € F tal que AV C int(V). Sendo assim, tomemos o conjunto
aberto U = M \ AV. Note que A*U C M \ int(V). De fato, suponha por contradicio
que existe € A*U Nint(V). Entdo existe a € A e u € U tal que ax = u, ou seja,
u € AV o que é uma contradigao com a definicao de U. Assim, obtemos que

WU, F)= (| BUCATC M\ int(V),
BeF

como AV C int(V), temos que M \ int(V) C M \ AV = U, mostrando que w* (U, F) é
um F-repulsor com vizinhanga repulsora U.
A partir daqui assumiremos que a familia F satisfaz a hipdtese Hz. A seguir

mostraremos que w*(U, F) ¢é formado pelos pontos, tais que o w-limite nao intercepta o

conjunto atrator.
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Lema 2.28. Sejam A um F-atrator e U como foi definido anteriormente entdao

WU, F)={z e M :w(x,F)NnA=10}.

Demonstragao: Seja V' a vizinhanga atratora de A. Como a familia F satisfaz a
hipétese Hs, w*(U, F) é progressivamente invariante. Assim, dado z € w*(U, F) temos
que w(z, F) C w*(U,F) € M \ int(V). Usando o fato que A C int(V), obtemos
w(z,F)NA = 0. Por outro lado, tome x € M com w(z,F)N.A = . Assim Sz nao
intercepta V. De fato, suponha que existe s € S tal que sx € V. Pela hipdtese Hs,
para todo A € F existe B' € F tal que B' C As (1). Denotando F' a familia que
contém todos os conjuntos B’ que satisfazem (1) temos que F' C F. Sendo assim, como
B'x C Asx temos que

w(z, F) = ﬂﬁc ﬂ B'x C ﬂm:w(sx,}")CA,

BeF B'eF’ AcF

o que é uma contradi¢do. Dai Sz C U e x € w*(U, F). Portanto w*(U,F) ={z € M :
wlU,F)Nn A =0}

Definigao 2.29. O conjunto A* = w*(U, F) definido acima é chamado repulsor com-

plementar de A. Chamaremos o par (A, A*) de par atrator-repulsor.

Por definicao, temos que se A* é nao vazio entao A* é progressivamente in-
variante. Temos também que A e A* sdo disjuntos. Na proposicao a seguir mostraremos

que o repulsor complementar é invariante se ele nao for vazio.

Proposigao 2.30. Seja A um F-atrator. Entao o seu repulsor complementar A* de A

¢ invariante, se € nao vazio, e
A" =M\{z e M :w(x,F)C A}

Demonstragao: Dado = € A* temos que w(z, F) C A* pois A* é progressivamente

invariante. Assim, w(x,F) nao estd contido em A. Por outro lado, tome z € M tal
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que w(x,F) nao estd contido em A. Se x ¢ A*, nds temos que w(z, F) N A # 0.
Tomando V' uma vizinhanca atratora de A temos que existe s € S tal que sz € V.
Assim w(z, F) C w(sz, F) C A, o que é uma contradigdo, ou seja, z € A*. Assim
podemos concluir que A* = M\ {z € M : w(z, F) C A}. Agora, resta mostrar que A*
é regressivamente invariante. Sejam z € A* e y € S*x. Tomando s € S tal que sy = x,
temos que w(y, F) C w(z, F). Como w(z,F)NA =0, segue que, w(y, F)N.A =0, ou

seja, y € A*, concluindo que A* é regressivamente invariante .

|

Mostraremos a seguir que todo F-repulsor é um repulsor complementar de

um F-atrator.

Proposicao 2.31. Seja R um F-repulsor entdo existe um F-atrator A tal que R = A*.

Demonstracao: Suponha que R # M. Dada uma vizinhanca repulsora U de R tome
A e F tal que A*U C int(U). Denotemos V = M \ A*U. E claro que V é aberto e
AV ¢ M\ U. Assim w(V,F) C M \ int(U) C V, concluindo que A = w(V, F) é um
F-atrator. Desde que R é progressivamente invariante e RN A = (), segue da proposicao
anterior que R C A*. Por outro lado, se x ¢ R entao para todo A € F temos que
x g A*U. Dai, z € V e w(x, F) C w(V,F) = A, concluindo que z ¢ A*. Portanto temos
que A* = R.

O

Na proxima proposicao, mostraremos o que acontece com o w-limite e w*-
limite de um ponto que nao pertence a um atrator e seu repulsor complementar. O

resultado é valido quando A* # ().
Proposicao 2.32. Seja A um F-atrator. Se x & AU A* entio w*(z,F) C A" e

w(z, F) C A.

Demonstracao: Como z ¢ A* entao pela definigdo de A*, temos que w(z, F) C A.
Agora suponha que existe y € w*(z, F) \ A*. Como w*(z, F) é progressivamente invari-

ante e y & A*, entdo w(y, F) C w*(z, F) N.A. Assim, para uma vizinhanga atratora V'
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de A temos A*x NV # () para todo A € F, ou seja, para A € F existe z € V tal que
para toda vizinhanca de z intercepta A*x, em particular o préprio conjunto V. Sendo
assim, como A*x NV # (), existem w € V e s € A tal que sw = x, ou seja, z € AV.
Como vale para todo A € F, temos que
re (JAVC AV =w(V,F)=A
AeF AeF

o que é uma contradi¢do. Concluindo que w*(z, F) C A*.

Observe que se A* = (), entao w(x, F) C A, para todo x € M, e w*(zx, F) =10

para todo x fora de A.

Agora, mostraremos que a uniao de dois conjuntos JF-atratores ¢ um conjunto

JF-atrator.

Proposicao 2.33. Se A e B sio F-atratores, entio AU B é um F-atrator.

Demonstracao: Sejam V' e W vizinhancas atratoras de A e B respectivamente. Note
que V UW é uma vizinhanca de AU B e
wVUW,F)=[JAVUW)= (| AVUAW.
AeF AeF

Assim AUB C w(V, F)Uw(W, F) C w(VUW, F). Por outro lado, como z € w(VUW, F)
tal que z € A. Como = € A, existe A € F tal que x ¢ AV, dai € AW. Como F é uma
base de filtro de subconjuntos de S, para B € F existe C' € F, onde C C AU B. Como
r & CV, temos que x € CW C BW e x € B, concluindo que w(V UW, F) C AU B.

Portanto A U B é um F-atrator com vizinhanga atratora V U W.
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CapriTULO 3

Recorréncia por cadeias e
decomposicao de Morse.

Na primeira se¢ao deste capitulo, desenvolvemos a teoria de recorréncia por
cadeias para acao de um semigrupo S em um espago topolégico M compacto Hausdorft,
apresentada em [2]. Mostramos que a teoria de recorréncia por cadeias para sistemas de
controle e fluxos apresentadas no apéndice B de [6] é um caso particular desta teoria de
recorréncia por cadeias para agoes de semigrupos em um espaco topologico. Na segunda
secao desenvolvemos a teoria de decomposicao de Morse para acoes de um semigrupo
S em um espaco topologico M compacto e Hausdorff e relacionamos com a teoria de

decomposicao de Morse para fluxos.

3.1 Recorréncia por cadeias

Antes de desenvolver a teoria de recorréncia por cadeias para acao de um semigrupo
S em um espaco topoldgico Hausdorff M, primeiro mostraremos as condi¢oes para que

uma familia de coberturas abertas de M seja admissivel.

Dados U e V coberturas abertas do espago topolégico M, dizemos que U é
um refinamento de V e escreveremos como U =< V, se para dado U € U existe V € V
tal que U esteja contido em V. Denotaremos V < %U, se para todo V, V' € V, com
VNV #£0, existe U € tal que VUV’ C U.

Para uma cobertura aberta & de M e um subconjunto compacto K C M,
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denotemos

U K ={Uecl:KnU +0}.

Seja Y C M um conjunto aberto, K C Y um subconjunto compacto de M,
entdo uma cobertura aberta U de M é K-subordinada de Y se para todo U € [U, K]

implica que U C Y.

Uma familia O de coberturas abertas de M é dita admissivel se satisfaz as

seguintes propriedades:

1. Para cada U € O, existe uma cobertura aberta V € O tal que V < %Z/{.

2. Dado Y € M um conjunto aberto e K um compacto de M contido em Y entao

existe uma cobertura aberta U € O que é K-subordinada de Y.

Em [10] na se¢ao 20, vé-se que a familia de todas as coberturas abertas de M

é admissivel se M é Hausdorff e compacto.

A partir daqui denotaremos por O a familia de todas as coberturas abertas
de M, assumiremos que M é compacto e F uma base de filtro do semigrupo S. Assim

temos que os conjuntos w-limites para a familia F sao nao vazios.

Defini¢ao 3.1. Para xz,y € M, uma cobertura aberta U de M e A C S, uma (U, A)-
cadetia de x para y € uma sequéncia ro = x,..., T, =y em M, ag,...,a,_1 € A e

conjuntos abertos Uy, ..., U,_1 € U tal que a;x;,x;11 € U; para todot=10,...,n— 1.

an-1Xn-1

Figura 3.1:
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Exemplo 3.2. Seja M uma variedade diferenciavel C* com dimensdo n e o sistema de

controle,
n
(1) = Xo(x(t) + Y wi()Xs(x(1)), (1)
i=1
onde u € U, = {u : R — U, constante por partes. }, U C R™ é um conjunto compacto e
convezo, onde Xy, ..., X, sao campos de vetores C> completos de M. Jd vimos que para
u €Uy, ex €M o sistema (1) tem unica solu¢io ¢(t,x,u), t € R com ¢(0,z,u) = x.

Também para © € M e u = (uq,...,u,) € R, temos que
X(z,u) = Xo(z) + Y _ i Xi(x)
i=1

e Xu(-) = X(-,u). Sabemos que o sistema de controle é determinado pelo correspondente

conjunto de campos de vetores V = {X,, : u € U} e o semigrupo do sistema € o semigrupo

de difeomorfismos de M definido por,
S = {eTrelnt¥no1 Yo Y e Vit > 0,n € N},
Sabemos que S age em M com as concatenacoes das trajetorias
eln¥negtn—1Yo—1 = oloYoy, — (¢ u, 2)
para algum v e U et =tg+ ...+ t,. ParaT >0, o conjunto

A(T) = {e!Mrelnr¥nr | ef¥0 Y, € VY "t > Tom e N},
=0
¢ um semigrupo de difeomorfismos que estd contido em S. Assim a familia F. = {A(T) :
T > 0} de subconjuntos de S € uma base de filtro de S. De fato, sejam A(Ty), A(Ty) € F..
Suponha sem perda de generalidade que Ty < Ty, entdo temos que
A(Ty) NA(Ty) = {e" et e 1Y, € V)Y ;> Ty € N},
=0
assim tomando B = A(T,) € F, temos o desejado. Agora vamos mostrar que F, satisfaz
as hipdteses Hy e Hy. De fato, tome en¥nein=1Yn-1 Yo € G com Y; € V, t; > 0 onde

j=1,....,n e A(T) € F.. Como

tnYn

eln¥netn=1tYn-1 = olo¥o A(T) ¢ A(T),
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tomando B = A(T) temos a hipdtese Hy satisfeita. Para a hipdtese Ho,
A(T)etr¥netn-1¥n-1 = loYo = A(T).

Assim tomando B = A(T'), temos que a hipdtese Hy € satisfeita. Para cada € > 0 seja

€

U a cobertura de M de todas as bolas abertas de raio 3. Assim, para x,y € M uma

(Us, A(T))-cadeia de x ay é uma sequéncia Ty =,..., T, =y em M,
Qb(t(), ° UO), Ce (b(tnfl; ) ’U/nfl) S A(T)

e conjuntos abertos Uy, ..., Up—1 € Us tal que O(ti, iy u;), i1 € U; para todo i =
0,...,mn — 1, ou seja, € uma sequéncia ro = x,...,T, =y em M, ug,...up_1 € U,
to, .. -tno1 > T tais que d(d(t;, x4, u;), xi11) < € para todoi =0,... n—1ee, T firados.
Como na pagina 51 de [5], é a definicao de (e, T)-cadeia para sistemas de controle de x

avy.

Exemplo 3.3. Sejam (M,d) um espago métrico compacto, munido da topologia da
métrica e ¢ um fluro em M. No exemplo 2.15, mostramos que um fluzo é uma acgao
de S =R em M, onde R é munido da operagao interna da soma e que considerando a
familia F = {A; = {s € R;s > t};t € R}, a defini¢io dos conjuntos w-limite e w*-limite
pela familia F coincide com a defini¢ao dos conjuntos w-limite e w*-limite para fluzos.
Note que esta familia € uma base de filtro de R. De fato, sejam A;, A, € F. Suponha
que z < t, entao A, = A, N A;, assim tomando B = A, € F, temos que B C A, N A;.
Agora, para cada € > 0 seja a cobertura Us de todas as bolas abertas de raio 5. Assim
para x,y € M uma (L{§7 Ay)-cadeia de x ay € uma sequéncia ro =x,...,x, =y em M,
to, .. tn-1 € Ay e conjuntos abertos Uy, ..., U,—1 € Us tais que t;-z; = o(ti, i), xip1 € U;
para todo 1 = 0,...,n — 1, ou seja, € uma sequéncia ro = x,...,x, = y em M,
Ugy - U1 EU, Lo, ... th_1 >t tais que d(d(t;, T4, u;), Tir1) < € para todoi =0,...,n—1

e €, t firados. Como na pdgina 546 de [5], € a defini¢ao de (e,t)-cadeia para fluzos.
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Definicao 3.4. Seja Y um subconjunto nao vazio de M, A € F e uma cobertura aberta

U € O. Os conjuntos,
QY,U,A)={y € M : existe x €Y e uma (U, A)-cadeia de x para y},
(Y, U,A) ={y € M : existe x € Y e uma (U, A)-cadeia de y para x},

Entao o conjunto Q)-limite por cadetias deY ¢é
Q)= (] V.U, A,
UEO,AeF
e (V' -limaite por cadeias de'Y como sendo

CY)= (] @OUA.

UcO,AcF

Um subconjunto Y C M ¢é transitivo por cadeias se para todo y € Y
tivermos que Y C Q(y), ou seja, para x,y € Y existe uma (U, A)-cadeia de z a y. Um
ponto z € M é recorrente por cadeias se x € Q(z). O conjunto de todos os pontos

recorrentes por cadeias serda denotado por *A..

Os conjuntos transitivos por F-cadeias maximais (com respeito a in-

clusdo) sao os conjuntos E, = Q(z) N Q*(x), com = € R..
Proposicao 3.5. Para todoUd € O e A € F, o conjunto QY,U, A) € aberto.

Demonstracao: Dado y € Q(Y,U, A), existem zg = z,..., 2, =y € M, com z € Y,
ag, ..., 0,1 € A e conjuntos abertos Uy, ...,U,_1 € U tal que a;x;, ;11 € U;yq. Para
z € U,_1 temos que a,_1Z,_1, 2 € U,_1, assim construimos uma (U, A)-cadeia de = para
z, ou seja, U,—1 C QY,U,A). Como y € U,_1, temos uma vizinhanga aberta de y
contida em Q(Y,U, A). Portanto que Q(Y,U, A) é aberto.

Agora veremos que o w-limite de um conjunto esta contido no €2-limite por

cadeias do mesmo.

47



Proposigao 3.6. Para um subconjunto Y C M temos w(Y,F) C Q(Y).

Demonstracao: Seja z € w(Y,F), U € O e A € F. Tome U € U tal que z € U.
Pela defini¢ao de w-limite, temos que U N AY # (). Assim existem 2o € Y e a € A com

axy € U, obtendo uma (U, A)-cadeia de z( a z, concluindo assim que x € Q(Y).

Na proxima proposi¢ao mostraremos que w-limite de um ponto do espaco é

transitivo por cadeias se a familia F satisfaz a hipotese Hj.

Proposicao 3.7. Se a familia F satisfaz a hipotese Hs entao para x € M temos que

w(zx, F) € transitivo por cadeias.

Demonstragao: Sejam y,z € w(z,F), U € O e A € F. Note que y € Az, assim
podemos escolher ay € A e usando a continuidade da acdo, temos que agy € apAzx. Seja
Uy € U, onde agy € Uy. Entao existe s € S tal que sz € Uy. Agora tome U; € U tal que
2z € Uy. Pela hipétese Hs existe B € F tal que B C As. Como z € Bx C Asx, existe
a; € A tal que a;sx € U;. Assim os pontos x¢g = y,x1 = sx,xo = z € M, os elementos
apg,a; € A e os conjuntos abertos Uy, U; € U definem uma (U, A)-cadeia de y para z.

Concluindo que w(z, F) é transitivo por cadeias.

Para os préximas resultados assumiremos que a familia F de subconjuntos

de S satisfaz a hipotese Hs.
Proposicao 3.8. O conjunto recorrente por cadeias R, € fechado.

Demonstracao: Suponha que R, # () e tome z € R, Y € O e A € F. Sejam, Uy € U
e a € A tal que ar € Uy. Assim p, ' (Up) é uma vizinhanga aberta de z. Tome V € O
tal que V =< %Z/{. Dado V € V tal que x € V, entao pu,*(Uy) NV é uma vizinhanca
aberta de x e existe y € u;'(Uy) NV NR.. Denotando z; = ay, temos azx,z; € Up.

Pela hipdtese Hj, existe B € F tal que B C Aa. Como y € R, existem pontos y; =
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Yy Y =y € M, by,...,b,_1 € B e conjuntos abertos Vi,...,V,_1 € V tais que
biyi,yit1 € Vi parai =1,...,n— 1. Denote, b; = aja coma; € Aonde j =1,...,n—1.
Entao, a1xy = ajay = byy € V, de onde a2y, € Vi. Desde que y € VNV, _; existe
U,-1 €U tal que VUV,_y C U,_y. Assim, b,_1y,_1,x € V,,_1 UV C U,_;. Denotando,
rj=ayjparaj=1,....n—1 x,=xzelU; €U talque V; CU; parat =1,...,n—2.
Assim os pontos xg,...,r, € M, os elementos ag,...,a,_1 € A e conjuntos abertos
Uo, ..., Uy_1 €U, definem uma (U, A)-cadeia de x para x. Portanto x € R, concluindo
que R, é fechado.

a

Mostraremos a seguir que o fecho de um conjunto transitivo por cadeias é

transitivo por cadeias.
Proposicao 3.9. Dado Y C M transitivo por cadeias entio Y € transitivo por cadeias.

Demonstracao: Note que Y C fR.. De fato, como Y é transitivo por cadeia temos que
para todo y € Y tem-se que Y C Q(y), ou seja , y € Q(y). Assim todos os pontos de
Y sdo recorrentes por cadeias. Como R, é fechado, temos que Y C R, = R,, obtendo
que todos os pontos de Y sdo recorrentes por cadeias. Agora, sejam z,y €Y ,U € O e
A € F. Iremos mostrar que existe uma (U, A)-cadeia de x a y. Tomando V € O tal que
| 2 %U, considere os pontos, £g = &, &1, ..., Tn =T €Y, ag,...,an_1 € A e 0s conjuntos
abertos Uy, ...,U,_1 € U tais que a;x;,x;41 € U; parai =0,...n—1. Como z € U,,_1,
podemos tomar ' € U,_; NY. Assim a,_12,1,2" € U,_1, obtendo uma (U, A)-cadeia
de x a 2’. Por outro lado, tome uma vizinhanca aberta VeV dey ey € VNY. Sejam
zg = a2y, 1, =y € M, ay,...a,,_; € Ae V..., V) tais que ajal, 2l €V
para j =0,...,m — 1. Como ¢y € VNV, _,, existe um conjunto aberto U,,—1 € U tal
que VUV! | C Up_y1. Assim, temos que a,, x, .,y € VUV _ | C U,_1, obtendo
uma (U, A)-cadeia de 2’ a y. Fazendo a concatenacao da (U, A)-cadeia de x a 2’ com a

U, A)-cadeia de 2’ a y, obtém-se uma (U, A)-cadeia de x a y. Portanto Y é transitivo

por cadeias.
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Uma consequéncia imediata dos resultados anteriores é o seguinte corolério.

Corolario 3.10. Seja X um conjunto transitivo por F-cadeias mazximal. Entdio X é

fechado.

Demonstracao: De fato, seja X um conjunto maximal transitivo por cadeias. Pela
)
proposicao anterior temos X que é transitivo por cadeias. Como X é maximal com

respeito a inclusdo de conjuntos, temos que X = X.

Proposicao 3.11. Se a familia F de subconjuntos de S é uma base de filtro deste

semigrupo, entao:

1. Dados U € O e A € F temos que w(QY,U,A),F) é um F-atrator contendo
w(Y, F).

2. Além disto,
QY)= () wQ.U,A),F).
UEO,AeF
Demonstracao: Sejam z € Q(Y), U € O e B € F. Para uma vizinhanga aberta V'
de z, tome V € O que é {z}-subordinada do conjunto aberto V' e tome um refinamento
W € O de ambos V e d. Para By C BN A, existem pontos xqg,...,z, =2 € M,z €Y,
ao, .. .,a,—1 € By e conjuntos abertos Vg, ..., V,—1 € W que definem uma (W, B;)-cadeia
de zy para z. Como z € V,,_q, segue que V,, 1 C V e a,_1x,_1 € V. Agora, temos que
Tu1 € QYU A) e ayp_ 12,1 € BQUY, U, A)NV. Assim, z € m Sendo B € F
arbitrario, temos pela defini¢ao de conjunto limite que z € w(Q(Y,U, A), F), concluindo
que QYY) C w(QY,U, A), F). Por outro lado, sabendo que Q(Y,U, A) é um conjunto
aberto, dado y € w(QUY,U,A),F)eU e U tal que y € U, existe a € A e x € QY,U, A)
tal que axr € U. Existindo xy € Y e uma (U, A)-cadeia de zy para x, acrescentando
o ponto a € A e o conjunto aberto U nesta (U, A)-cadeia, obtém-se uma (U, A)-cadeia
de xy para y. Assim temos que y € Q(Y,U, A), ou seja, w(QUY, U, A), F) C QY,U, A).
Portanto, w(Q(Y,U, A), F) é um F-atrator com vizinhanga atratora Q(Y,U, A). Assim

20



temos que w(Y,F) C QYY) C w(QY,U,A),F). Assim,
(1 wOQVUA),F)c [ QYU A)=Y).
UEO,AEF UEO,AEF

Portanto,

QY)= (] w@.U,A),F).

UeO,AcF

Agora mostraremos que o {2-limite por cadeias de um conjunto € a interseccao

de todos os conjuntos F-atratores que contém o w-limite do mesmo.

Proposicao 3.12. Para um subconjunto nao vazio Y de M, temos que Q(Y') € a inter-

seccao de todos os F-atratores que contém w(Y,F).

Demonstragao: Seja A um F-atrator que contém w(Y, F) e V uma vizinhanca atratora
de A. Assim, existe A € F tal que AV C int(V). Tome uma cobertura V € O que
é AV-subordinada do conjunto aberto int(V). Como w(Y,F) C A C int(V), existe
Ag € F tal que AgY C V. Dado s € Ay, temos que sY C V. Por hipdtese, podemos
tomar By, B € F tais que By C BN Ae B C As. Assim temos que By C AN As e
ByY C AsY C AV. Agora vamos mostrar que Q(Y,V, By) C int(V). De fato, dado z €
Q(Y,V, By), temos que existem zg = y,...,x, = 2 € M, com y € Y, by,...,b,_1 € By
e Vo,..., Va1 € V que definem uma (V, By)-cadeia de y para z. Como byy € ByY N Vj,
temos que AV NVy # B de onde se obtém que Vi C int(V). Assim z; € int(V) e
bir1 € BV NV C AV N V; implicando que Vi C int(V). Continuando com o processo,
temos por indugao que z,, = z € int(V). Assim Q(Y,V, By) C int(V), implicando que
w(QY,V,By), F) C w(V,F) =A. Assim Q(Y) C A. Portanto, Q(Y) estd contido na
intersecgdo de todos os F-atratores que contém w(Y,F). Por outro lado, temos pela
proposigao anterior que

QY)= (] w@Q.U, A),F),

UcO,AcF
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onde w(Q(Y,U, A), F) é um F-atrator que contém w(Y, F). Como

(| w@QY.UA).F)> () A

UeO,AeF AeZ

onde Z representa o conjunto de todos os atratores que contém w(Y,F), segue que

QYY) D 4ez A concluindo a demonstragao.

Exemplo 3.13. Retomando o exemplo 2.26, vimos que para cada n par, os conjuntos

1

Cn = {z € M|z = L} sdo F-atratores e que para x € M com —= < ||z < =5,

n—1
w(z, F) = Cy. Assim, aplicando a proposi¢ao anterior, temos que Q(z) = C,,.
Note que, ndo podemos mostrar que para um conjunto X nao vazio, Q*(X)

¢ a interseccao de todos os F-repulsores que contém w*( X, F).

Na proposi¢ao a seguir, mostraremos que o 2*-limite por cadeias de um ponto
¢ a interseccao de todos os repulsores complementares onde o ponto nao pertence a

nenhum dos F-atratores.

Proposicao 3.14. Dado x € M, temos que Q*(x) € a intersec¢ao de todos os repulsores

complementares A*, onde A é um F-atrator tal que x & A.

Demonstracao: Tome A um F-atrator tal que = ¢ A. Para z € Q*(x) temos que
pela defini¢ao dos conjuntos 2-limite e Q*-limite por cadeias, que x € 2(z). Desde que
2(z) é a intersecgao de todos os F-atratores que contém w(z, F) e x ¢ A, nés temos
que w(z, F) nao estd contido em A. Portanto z € A* e Q*(x) C A*. Para mostrarmos a
outra inclusao, seja y pertencente a interseccao de todos os repulsores complementares
A*, onde A é um F-atrator tal que z ¢ A. Tomemos um F-atrator B que contém
w(y, F). Por hipdtese de y temos que = € B. Assim, como x € B e B é um F-atrator

que contém w(y, F), obtemos que = € Q(y) e y € Q*(x), concluindo a demonstragao.
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No teorema a seguir, mostraremos que os pontos recorrentes por cadeias per-
tencem a interseccao de todos os conjuntos atratores unidos com seus respectivos repul-

sores complementares.

Teorema 3.15. Suponha que a familia F de subconjuntos do semigrupo S é uma base

de filtro. Entdo o conjunto recorrente por cadeias R. € o conjunto

(M{AUA* : A é um F-atrator }.

Onde A* € o repulsor complementar de A.

Demonstragao: Se = € R., temos que x € )(x), pela proposigao anterior, x pertence a
intersecgao de todos os F-atratores que contém w(z, F). Dado A um F-atrator tal que
w(xz, F) ¢ A, temos que x € A*. Assim z € AUA* para todo F-atrator .A. Agora, tome
y € AU A* para todo F-atrator A. Seja B um F-atrator que contém w(y,F). Note
que y € B*. Assim temos que y € B, concluindo que y pertence a todo F-atrator que

contém w(y, F), ou seja, y € (y), mostrando que y € R, e concluindo a demonstragao.

a

Como consequéncia do teorema anterior temos o resultado a seguir.

Corolario 3.16. Com as mesmas hipoteses do ultimo teorema temos que M € transitivo

por cadeias se e somente se M € o unico F-atrator nao vazio.

Demonstracao: Suponha que M é transitivo por cadeias. Seja A um F-atrator que
contém um ponto de z € M. Tem-se que w(z, F) C A. Como Q(z) é a intersecgao de
todo F-atrator que contém w(zx, F), temos que Q(z) C A. Como M = §(z), concluimos
que A = M. Reciprocamente, temos que para todo x € M, Q(z) é a intersecgao de todo
F-atrator que contém w(z, F). Assim (z) = M. Concluindo que M é transitivo por

F-cadeias.
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3.2 Decomposicoes de Morse

A partir daqui, iremos desenvolver a teoria de decomposicao de Morse para
acoes de semigrupos em espacos compactos. Esta teoria generaliza a teoria desenvolvida

[4], onde é desenvolvida para fluxos em um espago métrico compacto.

Assumiremos aqui que M é um espaco topologico compacto Hausdorff, S é

um semigrupo agindo no espaco M e F uma familia de subconjuntos de S.

Definicao 3.17. Seja
@ZA()C.Alc...C.An:M,

uma sequéncia crescente de F-atratores em M e defina C; = A;NAf |, comi=1,...,n.
Entao a colegao ordenada {Cy,...,C,} é chamada de F-decomposi¢do de Morse. Os

conjuntos C; sao chamados F-conjuntos de Morse.

Exemplo 3.18. Retomando o exemplo 2.26. Vamos mostrar que os conjuntos Dy, =

{r € R%||z|| < &} sdo F-atratores, com n > 1. De fato, considere a vizinhanga,

Von = {2 € R% ||z|| < 5=} de Da,. Pelo exemplo 2.26, temos que para |z|| < 5,

w(x,F) C Dy, € para 5- < ||z < 52, w(z, F) = Co1 C Day, assim w(Van, F) = Dap.

Tome a sequéncia crescente
QZAOCA1:D2TL72CA:DanZLC---CAi:DQ(nfi) C...CA1=DyCA,=M.

Veja que para i > 1,

1
A= {r € My, F) N Doy = 0} = {w € Mi ol 2 50—}
Assim, temos que
Cl :AlmAS:D2n72mM:D2n727
Cy = Ay NAL = Dana N Dy = Dona N {z € Mi [l 25—}
1
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Ci=AiNAL = Doy N D31y = Dogn—iy N {z € M; [z > it

}

={reM; < ||z

2 —i+1) S S

1
Cnfl :AnflmA;‘;iQ:DQﬂDZ:DQQ{.TGM,HI'H Z Z}
1 1
= M; - < <=
fre My < llell < 5},
= {z € M;|l=|| = 1},

definem uma F-decomposicao de Morse. A figura abaixo mostra o caso de n = 4.

M Q

Figura 3.2:

No préximo resultado, mostraremos que para qualquer F-decomposicao de

Morse os pontos recorrentes por cadeias pertencem a uniao dos F-conjuntos de Morse.

Proposicao 3.19. Dado {Cy,...,C,} uma F-decomposi¢io de Morse entdo o conjunto

recorrente por cadeias R. estd contido na unido U?Il C;.
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Demonstragao: Seja ) = Ay € A C ... C A, = M, a sequéncia crescente de

F-atratores em M tal que C; = A, N A7, i« = 1,...,n. Primeiro mostraremos que
U, C = N, (A U AY), e dai o resultado segue aplicando o teorema apresentado
anteriormente. De fato, seja x € |J!_,C; e j € {1,...,n}. Se z € A, temos nada a

provar. Agora suponha que x ¢ A;. Seja k € {1,...,n} tal que z € A, N Aj_,. Segue
que k>jek—12>j Assimz € A; | C Aj. Portanto z € A; U Aj. Por outro lado,
dado y € N, (A; U AZ) e j o menor inteiro tal que y € A; e que y ¢ A;_q. Assim,

temos que y € A;_; obtendo assim que y € A; N A7, =C;.

A seguir, mostraremos que os JF-conjuntos de Morse sao dois a dois disjuntos

e que dado um ponto o w-limite deste ponto esta contido em algum F-conjunto de Morse.

Proposicao 3.20. Seja {Ci,...,C,} uma F-decomposi¢cao de Morse. FEntao os F-
conjuntos de Morse, C;, sao dois a dois disjuntos, e para todo x € M existe um inteiro

i tal que w(z, F) C C;.

Demonstracao: Tome i,j € {1,...,n} tal que ¢ # j. Sem perda de generalidade

podemos supor que i < j. Como ¢ < j — 1, temos Aj_; C Aj. Assim

Portanto, C; N C; = (. Agora dado, € M, seja o menor inteiro i tal que w(z, F) C A,.
Desde que w(z, F) ¢ A;_1 entdo temos z € A, assim w(x, F) C Af_;, concluindo que
w(z, F) C C;.
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Definigao 3.21. Uma F-decomposi¢cao de Morse {Cy,...,C,} € dita mais fina do
que uma F-decomposi¢io de Morse {C{,...,Cl } se para todo F-conjunto de Morse
Ci existe um F-conjunto de Morse C; com C; C Cj, assim uma J-decomposicao de
Morse é chamada F-decomposicao de Morse mais fina se ¢ mais fina que toda

F-decomposi¢ao de Morse.

Note que, no exemplo 3.17, nao é possivel construir uma F-decomposicao de

Morse mais fina.

Veremos uma relacao entre uma JF-decomposicao de Morse mais fina com os

conjuntos transitivos por cadeias maximais.

Teorema 3.22. Uma F-decomposicao de Morse é uma F-decomposicao de Morse mais
fina se e somente se os F-conjuntos de Morse coincidem com o0s conjuntos transitivos

por cadeias maximais.

Demonstracao: Assuma que {Ci,...,C,} é uma F-decomposigdo de Morse mais fina
esejald) = Ay C A C ... C A, = M, a sequéncia crescente de F-atratores em M
tal que C; = A,N A, 1 =1,...,n. Para z € C;, tome um F-atrator A que contém
w(z, F). Iremos mostrar que C; C A. Sejam V e V; vizinhancas atratoras de A e A;

respectivamente. Como,
wVNV,F)CANA CV NV,

temos que B = w(V NV, F) é um F-atrator. Assim pela proposi¢ao 2.33 temos que

A;_1 UB é um F-atrator. Agora considere a sequéncia crescente de F-atratores,
A CA C...CA 1 CALUBCA C...CA,.
Como {Cy,...,C,} é uma F-decomposicao de Morse mais fina, existe C; tal que
C,iC(AaUB)NA_, =BnNA._,.

Uma vez que, BN A7, € A N A", e que os F-conjuntos de Morse sao dois a dois

disjuntos, temos que C; = C;. Assim C; C BN A}, concluindo que C; C A. Como
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o atrator A que contém w(x, F) é arbitrario temos C; C §2(z),ou seja, C; é transitivo
por cadeias. Como w(z,F) C A; temos que Q(z) C A;. Mas z € A;_; obtendo
que Q*(z) C A, assim Q(z) N Q*(z) € A N A, = C;. Usando o fato de C; ser
transitivo por cadeias, conclui-se que C; = Q(x) N Q*(z). Portanto C; é um conjunto
transitivo por cadeias maximal. Reciprocamente, suponha que os F—conjuntos de Morse
C; sao conjuntos transitivos por cadeias maximais. Considere a F-decomposicao de
Morse definida pelos F-atratores B; e com os conjuntos de Morse C; = B; N B;_;, para
j=1,...,m. Dado y € C}, segue que w(y,F) C C;. Desde que w(y, F) é transitivo por
cadeias, pela proposicgao 3.19 temos que C;NC; # () para algum C;. Desde que Q(z) C B,
e Q*(z) C Bj_y, nds temos que C; = Q(z) N Q*(z) C C;. Portanto {Ci,...,C,} é uma

F-decomposicao de Morse mais fina.

Com este resultado, obtemos que se existe uma decomposicao de Morse mais

fina, entao a quantidade de conjuntos transitivos por cadeias maximais é finita.

Para os préximos resultados desta segao, assumiremos que a familia F de
subconjuntos do semigrupo S satisfaz a hipdtese da translacao a esquerda, ou seja, para

todo s € Se A€ F, existe B € F tal que B C sA.
Proposicao 3.23. Para X C M temos que w(X,F) C sw(X,F) para todo s € S.

Demonstragao: Dados = € w(X, F) e s € S, seja V a familia de todas as vizinhangas
de z. Para (V, f),(U,g) € V x FY, definimos (V, f) = (U,g) se V.C U e f(W) C g(W)
para todo W € V. Agora, dado A € F, tome B € F tal que B C sA. Para V€V,
temos

0#£BXNV CsANYV,

e podemos escolher sry,a € sAX NV com xy,a € AX. Para (V,f) € V x FV,
denotaremos x(v,f) por (v, vy, onde sz, € sf(V)X NV. Consideremos a rede
(zv.f)v.pevxry em M. Desde que M é compacto, existe uma subrede de (z(y,5)) que

converge para um ponto y € M. Para uma vizinhanga U de y, existe (Vp, fo) tal que
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z,p € Uparatodo (V, f) = (Vy, fo). Como F é uma base de filtro, para A € F podemos
definir f4 : V — F tal que f4(V) C AN fo(V) para todo V € V. Para (V, f) = (Vo, fa)
noés temos,

2 €UNFVIX CUN f4(V)X CUNAX.

Assim y € AX. Pela arbitrariedade de A temos que y € w(X,F). Note que para uma

vizinhanga W de x, ndés temos
sxw,p €sf(V) XNV CW,

para todo (V, f) com V. C W. Assim sz(y,; — 2. Desde que sz sy — sy (usando a

continuidade de s) segue que x = sy. Portanto z € sw(X, F) concluindo a demonstragao.

|

Mostraremos que o conjunto dos pontos recorrentes por cadeias ¢ uma uniao
finita de conjuntos transitivos por F-cadeias maximais se e somente se existe uma F-

decomposicao de Morse mais fina.

Teorema 3.24. Em M existe uma F-decomposicao de Morse mais fina se e somente se

R. € a uniao finita de conjuntos transitivos por F-cadeias maximais.

Demonstracao: Suponha que R, = |J_, E;, onde E; = Q(z;) N Q*(x;) é o conjunto
transitivo por F-cadeias maximal. Para algum z;, nés temos que x; & Q(z;) se j # 1,
pois caso contrario terfamos um ciclo, z;, € Q(x;,),...,x; € Q(x;,). Alterando a ordem
se necessario podemos considerar z; € €(z1) se i > 1. Entdo para ¢ > 1, existe uma
F-atrator A; tal que w(zy, F) C A; e z; € A;. Tome um F-atrator 4; C Ao N...NA,
tal que w(zy, F) C A;. Como FEj estd contido na intersecgao de todos os atratores que
contém w(zy, F), entdo Fy C A e E; C Af se i > 1. Agora para = € A;, o fato de que
w(x, F) é transitivo por cadeias e £ é maximal, nés temos que w(z, F) C F;. Assim,
E, C Q(z). Por outro lado, pela proposigao anterior, temos que A; C s.A; para todo
s € S. Em particular, para A € F existe x4 € A; tal que z4 € A*z. A rede (z4)

tem uma subrede que converge para y € A;. DadoUd € O e A € F, escolha ay € A e
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Uy € U tal que agy € Uy. Assim existe Ay € F tal que agrp € Uy para todo B C Aj.
Sendo assim, tome B € F tal que B C Aag e B C Ap. Entao existe a; € A tal que
ajaprp = ¢ obtemos uma (U, A)-cadeia de y a x. Assim y € Q*(x) N A;. Desde que
*(x) é invariante e compacto, nds temos que w(y, F) C Q*(z) N Ey, concluindo que
x € Ey. Assim E; = Ay, definindo Ay = ), nés temos que F; = A; N A5, Agora a prova

segue por inducgao de indices. Para k < n suponha que
D=AyC A C...CA,;,

é uma sequéncia crescente de F-atratores tal que F; = A; N Af ; onde i = 1,...,k
e B, C Aj se j > k. Para algum | > k, nds temos x; € Q(z;) se j > ke j # L.
Considerando z; & Q(xy41) se j > k+ 1, entao existe um F-atrator B tal que E, 1 C B
e E; C B*se j > k+ 1. Tomando o F-atrator Ay, = A, UB, temos Ejy1 C Agy1 NAJ
e BN A NA; =0sei#k+ 1. Parax € Apyq N AL, nés temos que w(z, F) C Egyq
e Ery1 C Q(z). Por outro lado, existe y € Q*(x) N Agy1, onde w(y, F) C Q" (x) N Agi1.
Desde que Q*(z) C Aj, temos w(y,F) C Q*(z) N Exr1 e * € Egpq. Assim Epy =
A1 N Aj, Portanto os conjuntos F-transitivos por cadeias maximais sao F-conjuntos
de Morse. Pelo Teorema 3.21 segue que {Ey, ..., E,} é a F-decomposigao de Morse mais

fina.
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CapriTUuLO 4

Decomposicao de Morse dinamica.

Neste Capitulo desenvolveremos, a teoria de decomposicao de Morse dinamica
para agoes de semigrupos sobre espacos topoldgicos compactos Hausdorff, desenvolvida
em [1]. Na primeira se¢do desenvolvemos a teoria de decomposi¢do de Morse dinamica,
mostrando que esta teoria generaliza a teoria de decomposicao de Morse apresentada
em [4]. Na segunda segao aplicamos esta teoria e a teoria de recorréncia por cadeias em
espacos topoldgicos munidos pela topologia da compactificacao de Alexandroff. Apre-
sentamos um contra-exemplo mostrando que uma decomposicao de Morse dinamica nao
¢ uma decomposicao de Morse. Por fim, aplicamos a teoria em sistemas de controle e
mostramos que para sistemas de controle, uma decomposicao de Morse dinamica é uma

decomposicao de Morse.

4.1 Decomposicao de Morse dinamica.

Inicialmente, apresentaremos a teoria de decomposicao de Morse dinamica.
A motivacao em [1] é a construgao de conceitos que permitam usar o potencial da teoria
de Morse no contexto de semigrupos e a generalizacao da teoria de decomposicao de
Morse apresentada em [4] e [5]. Nesta segdo assumiremos a a¢ao de um subsemigrupo
de um grupo de homeomorfismos em um espago topolégico compacto Hausdorff M. As-
sumiremos também que a familia de subconjuntos do subsemigrupo satisfaz as hipéteses

de translacao a esquerda e a direita.

Assumiremos que M é um espacgo topoldgico de Hausdorff compacto, S é
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um semigrupo de homeomorfismos de M, onde a acao de S em M ¢é a aplicagao do
homeomorfismo de um elemento s € S nos elementos x € M. A operacao interna deste

semigrupo ¢ a composi¢ao de homeomorfismos.

Uma familia F de subconjuntos do semigrupo S satisfaz a hipétese de translacao,
se e somente se, para todo s € S e A € F existem B e B’ pertencentes a F tal que
B C As (hipétese de translagao a direita) e B’ C sA (hip6tese de translagao a esquerda)
e além disto F é uma base de filtro de S, ou seja, ) € F e para A, B € F existe C' € F tal
que C' C AN B. Com estas hipdteses, ja vimos na se¢ao 2.2 que os conjuntos limites sao
nao vazios. Note que pelas proposicoes 2.30 e 2.31, temos que os conjuntos JF-repulsores
sao invariantes. Note também que com estas hipdteses os conjuntos JF-atratores sao
invariantes. De fato, tome a agao de S~! em M e a familia F~' = {A7!; A € F}. Note
que F~! é uma base de filtro de S~! e que satisfaz a hipétese de translacao. De fato,
dado A=t € F~te st e S como S satisfaz a hipétese de translacio, temos que
existem B,C € F tais que B C Ase C C sA, ouseja, B! CstAteCtCc Als7!,
mostrando a hipétese de translacao para S~!'. Agora, para A=, B~! € F~!, como F
¢ base de filtro de S, existe C' € F tal que C C AN B, ou seja, C~' € A1 N B!
mostrando que F~! é base de filtro de S™!. Para mostrar que dado um JF-atrator A
¢ invariante, mostraremos que A é um F !-repulsor. De fato, seja V uma vizinhanca

atratora de A, note que para A € F,

(A)*V ={y € M; existe st € STt ewv € V tal que s 'y = v}

={y € M, existe s € Sev eV tal que y = sv} = AV.

Assim, temos que w(V,F) = w*(V,F!), mostrando que A é um F '-repulsor com

vizinhanca repulsora V.

Definicao 4.1. Um subconjunto X de M €é chamado de invariante isolado para acao
do semigrupo S se € invariante e se existe uma vizinhanca V de X tal que se Sx CV e

S*x C V implica x € X.
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A seguir, mostraremos que conjuntos JF-atratores e F-repulsores sao invari-
antes isolados e que a drbita regressiva de um ponto que nao pertence a um conjunto
F-atrator nao esta contida na vizinhanca atratora da mesma. Mostraremos também que
a orbita progressiva de um ponto que nao pertence a um conjunto JF-repulsor nao esta

contida na vizinhanga repulsora da mesma.

Proposicao 4.2. Seja A um F-atrator e R um F-repulsor. Entao existe uma vizinhanga
V de A e uma vizinhanga U de R tal que S*x ¢ V para todo x € V\ A e Sx ¢ U para

todo x € U\ R. Em particular A e R sao invariantes isolados.

Demonstracao: Seja V uma vizinhanga atratora de A e U uma vizinhanca repulsora
de R. Se x € V'\ A, temos que w*(z, F) C A*. Assim, S*zNA* # (). Portanto S*x ¢ V
para todo z € V' \ A. Visto que A é invariante segue que A é invariante isolado. Se
x € U\ R, temos que w(z, F) C A, onde A" é um F-atrator tal que (A')* = R. Assim,
Sz N A # 0. Portanto Sx ¢ U para todo x € U \ R. Visto que R é invariante, segue

que R é invariante isolado.

Note que se X é um conjunto invariante isolado, entao se as 6rbitas progressiva
e as Orbitas regressiva estao muitos préximas de X, temos que estas orbitas estao contidas

em X.

Definicao 4.3. Uma F-decomposicao de Morse dindmica para a acdo de S no
espago M, € uma colecio finita M = {C; : i = 1,...,n} de subconjuntos de M nao
vazios, dois a dois disjuntos, invariantes isolados e compactos tais que
1. para todo x € M tem que w(z, F),w*(x, F) C U, C;i e
2. (a condi¢ao do nao ciclo) Se existem Cyy,...,Cj, e xy,...,x € M\, C;i, com
w*(xg, F) CCj,_, e w(xg, F) CCj,
para k =1,...,1 entao Cj, # Cj,.
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Os conjuntos C; de uma F-decomposi¢cao de Morse dinamica sao chamados de F -conjuntos

de Morse dinamicos.

Exemplo 4.4. Sejam M um espago métrico compacto e o semigrupo S = R munido
com a operacao interna da soma. Jd foi mostrado no Exemplo 2.15 que um fluxo ¢ de
M é uma agao de S em M definida por sx = ¢(s,z) com s € S ex € M. Também
foi mostrado que tomando a familia F = {A; = {s € S;s > t};t > 0}, os conjuntos
w-limites e w*-limites referente a F sao os conjuntos w-limites e w*-limites para fluxos.
Sabemos que para cada s € S, ¢s € um homeomorfismo de M. Note que a familia
F satisfaz as hipdtese de translacdo a esquerda e a direita. De fato, sejam s € S e
A, € F. Observe que sA; = {z € S;z >t + s} = Ays. Assim, tomando w > 0 tal que
w > t+s, temos que A, C sA; e A, C As. Assim, a definicao de decomposicio de
Morse apresentada por Conley, coincide com a definicao de F-decomposi¢ao de Morse

dinamica.

Proposicao 4.5. Seja M ={C; : i =1,...,n} uma F-decomposi¢ao de Morse dinamica.
Suponha que para algum x € M tem-se w(x, F)Uw*(x, F) C C; para algum j € {1,...n}.

Entao x € C;.

Demonstracao: Suponha que para x € M, os conjuntos w(z, F) U w*(z, F) C C;
para algum j € {1,...,n}. Como M é compacto e o semigrupo S é um semigrupo de
homeomorfismos de M, os conjuntos w(zx, F) e w*(z, F) sdo nao vazios. Como w(z,F) C
C; e w*(z,F) C Cj, temos pela hipdtese de nao ciclo da defini¢ao de decomposicao de
Morse dinamica que z € |J;_, C;. Assim, z € C para algum k € {1,...,n}. O fato de Cj
ser progressivamente invariante e regressivamente invariante, implica que w(x, F) C Cy e
w*(xz, F) C Cg. Desde que os F-conjuntos de Morse sao dois a dois disjuntos nds temos

que C; = Ci. Portanto = € C;.

Agora, definiremos uma ordem entre os F-conjuntos de Morse dinamicos.

Dados C,,Cs € M, dizemos que C, =< Cg se e somente se existem C;, =
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Ca:Cjy,...,Cj,. =Cg e xy,...,0y € M com w*(zy, F) C C;

Jk—1

e w(zg, F) C Cj, para
E=1,....,m.

Proposicao 4.6. A relacdo =X definida acima é uma ordem entre os conjuntos C; de

uma F-decomposicao de Morse.

Demonstracao: Tome x € C;. Sabendo que C; é compacto e invariante, segue que
w*(x,F) C C; e w(x,F) C C;. Assim C; = C;, para todo ¢ = 1,...,n. Agora, suponha
que C, = Cg e Csg X Cy. Tomando Cj, = Cy,Cj,,...,Cj,, = Cqo, T1,...,Tm € M com

w*(zg, F) C Cj

Jk—1

e w(xy, F) C Cj, onde Cg = Cj, para algum k = 1,...,m. Desde que,
Cj, = Co = Cj,., a segunda condicao da definicao de decomposicao de Morse dinamica,
implica que existe zy, € J._,C; com zy, € C para algum [ € {1,...,n}, portanto
w(zy,, F),w*(vx, F) C C. Sabendo que w(xy, F) C Cj, , w*(xy,F) C Cj, -1 e o fato
que os conjuntos de Morse sao dois a dois disjuntos, temos que Cjkl_l =C = Cjkz‘ Assim
M ={C;,i=1,...,n—1}. Analogamente mostra-se que C, = Cy paratodok = 1,...,m.
Assim concluimos que C, = Cz. Para provar a hipétese de transitividade, suponha

que C, = Cg e Cs X C,. Entao existem C;, = C,,Cj,,...,C;,, = Cg, x1,..., 0y, € M

onde w*(zy, F) C Cj,_, e w(xy, F) C Cj;, para k = 1,...,m. Além disto, existem
Ci, = CsCj,,....C; = Cy, x1,...,7, € M onde w*(x;, F) C C_ e w(z),F) CCj
para [ = 1,...,n. Assim renumerando C; = Cj, ., € ¥] = Tpy; para i = 1,...,n temos
Ci, =Ca,Cjy,...,Cj,, =C3,Cj vy ..., Cj,. = Cy com w*(zy, F) CCj,, ew(xy, F) CCj,
para k =1,...,m+ n, concluindo que C, < C,.

O
Teorema 4.7. Uma colegdo finita {C;,i = 1,...,n} de conjuntos compactos nao vazios,

mvariantes isolados e dois a dois disjuntos é uma F-decomposi¢ao de Morse dinamica

se e somente satisfaz:
1. w(z, F),w*(z,F) C U, Ci para todo x € M
2. w(z, F)Jw*(z, F) C C; implica x € C;
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3. A relacao =< definida acima € uma ordem entre os conjuntos C;.

Demonstragao: Se {C;,i = 1,...,n} é uma F-decomposi¢ao de Morse dindmica, temos
que a primeira condicao do teorema é satisfeita por definicao. As condigoes 2 e 3 seguem
respectivamente pelas proposicoes 4.5 e 4.6. Reciprocamente, a primeira condicao ap-
resentada neste teorema € a primeira condicao da definicao de decomposicao de Morse
dinamica, assim precisamos mostrar a segunda condicao da definicao. Assuma que exis-

tem Cj,,...,Cj, x1,...,4 € M\ U, C; onde w*(xy, F) C C;

Jk—1

e w(xy, F) C Cj, para
k=1,...,leCj, =Cj,. Paratodo k =1,...,l -1 temos que C;, XCj, eCj, 2C;, =Cj,.
Desde que < é uma ordem entre estes conjuntos, concluimos que C;, = C;, para todo
k=1,...,01. Assim w*(zg, F) C Cj, e w(xy, F) C Cj, para todo k = 1,...,1. Pela
hipétese 2 implica que x;, € C;, 0 que contradiz o fato de z € M \ |J;_, C;. Portanto
Cj, #Cj,.

O

Enumerando os conjuntos C; de tal forma que C; =< C; implica i < j, a F-
decomposicao de Morse dinamica descreve o comportamento limite dos semigrupos via

os movimentos do conjuntos C; de menor indice para os de maior indice.

Sejam M = {C;,;i = 1,...,n} e M' = {C},j = 1,...,m} F-decomposigdes
de Morse dinamicas. Denotaremos MNM' = {C;NCj : 4, j} onde sao permitidos apenas
os fndices i e j com C; N C; # (). A seguir mostraremos que esta interseccao ¢ uma

F-decomposicao de Morse dinamica.

Proposigao 4.8. Suponha que M = {C;;i =1,...,n} e M' = {C},j =1,...,m} sao
F-decomposi¢oes de Morse dinamicas. Entao M N M', como definido acima, é uma

F-decomposicao de Morse dinamica.

Demonstragao: Segue imediatamente pela defini¢ao, que C; N C} sdo nao vazios, com-
pactos e dois a dois disjuntos. Tome x € C; N C;. Como C; e C; sdo invariantes, temos
que Sz C C; ﬂC;- eS*r CC; ﬂC}. Assim C; ﬂC} ¢ invariante. Além do mais, a interseccao

das vizinhangas de C; e C; é uma vizinhanga de C; N C}. Portanto, C; N C} ¢ invariante
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isolado para todo i, j. Agora para todo x € M e y € w(x, F), existe i, j tal que y € C; e
y € Cj. Assim, w(z, F) C J,;;(C; N C}). Analogamente, temos para w*(z,F). Portanto
M N M’ satisfaz a condi¢ao 1 da defini¢ao de decomposicao de Morse dinamica. Final-
mente, suponha que existem Cy, NCy ..., Cr,, NCp, , T1, ... Ty € M\, (Cr, NCy,) onde
w*(x, F) CCr_,NCy, | ew(m, F) CC,NC, paral =1,...,m. Desde que Ct,NC}, C Cy,
para todo [ = 1,...,m, temos que Cy, # Cy,,. Assim, Cy, e C,, sao disjuntos. Portanto
Cro NCpy # Ci,, NC;, , mostrando que M N M’ satisfaz a segunda condigao da definigao
de decomposicao de Morse dinamica.

a

A seguir mostraremos que toda F-decomposigao de Morse é uma F-decomposi¢ao

de Morse dinamica.

Teorema 4.9. Seja M = {C;;i =1,...,n} uma F-decomposicio de Morse, onde C,,_; =

Aiii NAf parai=0,...,n—1, entao M €é uma F-decomposicao de Morse dinamica.

Demonstracao: Se M é a F-decomposicao de Morse trivial, nao a nada o que fazer.
Suponha que M = {C;;i = 1,...,n} é nado trivial. Os elementos de {C;;i = 1,...,n}
sao compactos e invariantes isolados, ja que sao interseccoes de compactos e invariantes

isolados. Para i < j temos,
Cn—i N Cn—j — ./41‘4,_1 N A: N ./4.]‘+1 N ./4;<

ZAZ-HHA;CA]-HA;:@.

Assim, temos que os elementos de {C;;i = 1,...,n} sdo dois a dois disjuntos. Agora

para x € M existe um menor indice ¢ tal que w(z, F) C A;. Além do mais, como
D=A C...CAj=M,

existe um maior fndice j tal que w*(z, F) C Aj. Observando que i > 0 e j < n, temos
que w(z, F) ¢ A;_1 obtendo que z € Af ;. Como w(z,F) C A’ temos que w(z, F) C

A; VA7 = Cpiy1. Analogamente, como w*(z, F) ¢ A7, temos que z € Ajy;. Assim
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wH(x,F) C Aj e w2, F) C Aj;1 N A = Cyoj. Suponha que j < i — 1. Como

Jj+1<i—1, tem-se que A7 ; C A7,,. Assim
x € Aj+1 N .A;k,l C Aj+1 N .A;+1 - (Z),

o que é uma contradi¢ao. Portanto, 7 > ¢ — 1 obtendo que n — 7 < n —i+ 1. Para

j =1i—1, temos que w*(z,F)Uw(r,F) C C,j, obtendo que x € Aj;1 NA; = C, ;.

Pela Teorema 4.7 segue que a cole¢ao {C;;i = 1,...,n} é uma F-decomposi¢ao de Morse
dinamica.

O

No artigo [4], mostra-se que uma F-decomposi¢ao de Morse dinamica é uma

F-decomposicao de Morse. Mas nem sempre é possivel, uma F-decomposicao de Morse

dinamica ser uma F-decomposicao de Morse. Na secao a seguir mostraremos um exem-

plo.
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4.2 Compactificacao de Alexandroff.

Nesta secao, trabalharemos a teoria de acoes de semigrupos sobre espacos
topoldégicos munidos pela topologia da compactificacao de Alexandroff, onde podemos
aplicar a teoria de recorréncia por cadeias e a teoria de decomposicao de Morse para acoes
de semigrupos. Mostraremos o exemplo desenvolvido neste trabalho por Tozatti, Hélio V.
M.; Barros, Carlos J. Braga e Souza, Josiney A., onde mostra que uma JF-decomposicao

de Morse dinamica nao ¢ uma JF-decomposicao de Morse.

Primeiramente, assumiremos que X é um espago topoldgico localmente com-
pacto, S um semigrupo agindo em X e F uma base de filtro do semigrupo S. A com-
pactificagao de Alexandroff do espago topoldgico X sera denotada por Y = X U {oc}.
Relembrando que a topologia da compactificacao de Alexandroff é formada pelo seguintes
abertos: (), X, os conjuntos abertos da topologia do espaco X e AU{oc}, onde A é comple-
mentar de um subconjunto compacto de X. Uma condicao sobre a acao ¢ : S x X — X,
é que para todo s € S, a aplicagao ¢ : X — X definida por ¢4(z) = s-x parax € X, é
um homeomorfismo sobre o espagco X. Como X ¢é localmente compacto, temos que para
todo s € S, o homeomorfismo ¢, : X — X se estende a um homeomorfismo ¢, : Y — Y,
onde ¢ (c0) = oo (Ver [7], pg 205). Fixado a familia F de subconjuntos de S, o con-
junto w-limite de um subconjunto U de X e U’ de Y serd denotado respectivamente por
w(U, F) ewy(U', F). Analogamente usaremos a mesma notacao para os w*-limites. Para
diferenciar a topologia de X com a topologia de Y, denotaremos o fecho da topologia de

Y com .
Proposicao 4.10. Seja U um subconjunto nao vazio de X. Entao,
wy (U, F)N X =w(U, F) e

wy (U, F)N X = w*(U, F).

Demonstracao: Para todo subconjunto B C X, temos que B’ N X = B. Assim,

wy(UF)NX = (AU NX = (| AU = w(U, F).
AeF AeF
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Analogamente mostra-se que wi- (U, F) N X = w*(U, F).

O resultado da proposicao anterior, vale para os conjuntos w*-limite. A

demonstragao é anédloga.

Na teoria de recorréncia por cadeias assumimos que o espaco topoldgico seja
compacto. Esta condicao é usada para garantir que os conjuntos w-limites sejam nao
vazios. Como neste caso, assumimos que X é localmente compacto, nao temos a garantia
de que o conjunto w-limite seja nao vazio. Sendo assim, fixado o semigrupo S agindo
em X, a base de filtro F de S, uma cobertura aberta U de X e A C S, assumiremos
que as definigoes de (U, A)-cadeia, Q-limite por cadeias, 2*-limite por cadeias, conjunto

transitivo por cadeias e pontos transitivos por cadeias, serao as mesmas do Capitulo 3.

No teorema a seguir, assumiremos que a familia F satisfaz a hipotese Hs.

Teorema 4.11. Se X nao admite pontos recorrentes por cadeias, entao Y é transitivo

por cadeias.

Demonstragao: Primeiramente, mostraremos que para todo = € X, w(x, F) = (. De
fato, suponha que w(z, F) # 0. Pela Proposi¢ao 3.7, w(z, F) é transitivo por cadeias,
ou seja, para todo y € w(x, F) temos que w(z, F) C (y), ou seja, y € Q(y) mostrando
que y é recorrente por cadeias, o que é absurdo. Observe que wy(z, F) = {00} para
todo z € Y. De fato, suponha que existe z € wy(z, F) com z # co. Assim, w(z, F) =
wy(z, F) N X # 0, o que é absurdo. Agora mostraremos que Y é o tnico F-atrator.
Suponha que existe um subconjunto préprio A de Y que é um F-atrator. Seja U a
vizinhanga atratora de A. Temos que oo € A. De fato, oo € wy(z, F) Cwy (U, F) = A
para todo z € U. Seja, A* o F-repulsor complementar de A. Pela Proposigao 2.31 temos
que existe um F-repulsor R nao vazio tal que A* = R. Assim, para y € A* temos que

o0 € wy(y,.A), o que é absurdo pela defini¢ao de A*. Como Y é o unico F-atrator, pelo
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Corolario 3.16 podemos concluir que Y é transitivo por cadeias.

Agora, iremos definir duas acoes de semigrupos em espacos munidos com a
topologia da compactificacao de Alexandroff e calcularemos os w-limites de cada ponto

do espago topologico.

Exemplo 4.12. Tome M = R} com a topologia induzida de R. Seja o semigrupo
S = R} com a operagao interna da multiplica¢ao. Defina p de S em M da sequinte

forma:

w:SxM — M
(s, x) = uls,r)=s-7

Note que p € uma agao de S em M de homeomorfismos. Agora considere a familia
F ={(a,+00);a > 0}.

Veja que F € uma base de filtro de S. De fato O € F, e dados (a,+00), (b, +00) € F,

assumindo que b > a, temos que
(a,+00) N (b, +00) = (b, +0) € F.

Observe também que F satisfaz as hipdteses de translacdo a direita e a esquerda. De

fato, note que para todo s € S e (a,+00) € F temos que sa >0 e
s(a, +00) = (a,+00)s = (sa,+00) € F.

Seja X1 = RfU{oo1} com a compactificacao de Alexzandroff. De imediato temos X1 com-
pacto e Hausdorff. Tome o semigrupo S = R} com a operagio interna de multiplica¢do

e define p* de S em X, da sequinte forma:

M125XX1 — X3
s-x se x € RY,
(s, x) = s =
X071 Se T = X1
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Note que pu* é uma acio de S em X, de homeomorfismos. Primeiramente como todo
homeomorfismo de R em R} se estende a um homeomorfismo entre seu respectivo
espaco de Alexandroff, onde o ponto infinito € levado nele mesmo, assim como visto
acima, a aplicagao pl € a extensio do homeomorfismo pslgs (Ver [7], pg 205). Con-
cluindo que p! é um homeomorfismo para todo s € S. Para (a,+o0) € F ex € R temos
(a,+o0)r = (ax,+00) e (a,+o0)*z = (0,%), para x = ooy temos (a,+0oo0)r = {001} €

(a,+00)*x = {oo1}. Note que para x € R},

w(z, F) = ﬂ (a, +o0)x = ﬂ (ax,+o00) = ﬂ[ax, +o0) U{oor} = {001} e

w* (@, F) = () {a+50) = () (0,2) = (0. 5] U {s01} = {o0u}.

Para x = ooy temos

wia, F) = () (@ ooz = () Toor} = {oci} e

a>0 a>0

w2, F) = [V (o, +o0)w = () Toor} = {oci},

a>0 a>0

Exemplo 4.13. Seja M = R* com a topologia induzida de R. Seja o semigrupo S = R}

com a operacao interna de multiplicacao. Defina u de S em M da sequinte forma:

pw:SxM — M
(s, ) = u(s,r)=s-x

Note que p € uma agao de de S em M de homeomorfismos. Agora considere a familia
F ={(a,+00);a > 0}.

Jd vimos que F € uma base de filtro de S e que satisfaz as condigoes de translacao a
esquerda e a direita. Seja Xy = RT U {002} com a compactificagio de Alexandroff. De
imediato temos Xy compacto e Hausdorff. Tome o semigrupo S = R} com a operacao

interna de multiplicacao e define p? de S em Xy da sequinte forma:

pro S x Xy — Xz
{S-x se x € RT,
(s, z) = s =
00 se T = 009
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Da mesma forma como foi mostrado no ewvemplo anterior, pu? é uma acdo de homeo-
morfismos S em Xs. Para (a,+00) € F e x € RT com x # 0, temos que (a,+00)x =
(az,+o0) e (a,+o00)*z = (0,2). Para x = 0 temos que (a,+o00)r = {0} e (a,+o0)'r =
{0}. Para x = ooy temos (a,+o00)r = {002} e (a,+00)x = {ooz}. Note que para

x € RT com x #0,

w(x, F) = Naao (@, +00)z = (20 (az, +00) = (,solax, +00) U {oos} = {00z} e
W*(xwr) = ﬂa>0 (a? —I—OO)*J: = ﬂa>0 (07 %) = ma>0[07 f] = {O}

Para © = ooy temos que

w(m,]:) = ma>0 (CL, —i—OO)l‘ = ﬂ»o@ = {002} €
W (2, F) = Naso (@, +00) 2w = M2 {002} = {005}

Para x = 0 temos que

(1, F) = Naso (@, +00)z = N2 {0} = {0} ¢
W*(xa}_) = ﬂa>0 (a’ +OO)*‘T = ﬂa>0m = {O}

Exemplo 4.14. Dado X; = (0, 001] x X5 = [0, 003] com o topologia do produto. Tome o
conjunto X = X1 X Xy \ Ry X {002} com a topologia induzida de X1 x Xo. Note que X
¢ localmente compacto. De fato, para (x1,x2) € X temos os sequintes casos: Se xo =0,
temos que (x1,0) € Xy x {0} que é uma vizinhanga compacta em X. Pois X; x {0}
é compacto em X1 x Xy e X1 x {0} N X = X7 x X5\ R, x {002} = X; x {0}. Para
x1, T2 € R, tome a,b,c,d € R} tais que a < 11 < b e c < xy < d, assim [a,b] x [c,d]
¢ uma vizinhanga compacta de (x1,x3). Para xy = 001, temos que {001} X Xy € uma
vizinhanga compacta de (001, x5). Observe também que X nao é compacto em X; X X,
de fato X = X; x X,, sendo assim X ndo € compacto com a topologia induzida por
X1 X Xy. Seja o semigrupo S = R} com a operagdao interna da multiplicagdo. Define
p S x X — X, como sendo, p(s,(x1,22)) = (u'(s,z1), (s, 12). Veja que > é
uma acao de S em X de homeomorfismos, pois cada coordenada é um homeomorfismo.

Agora, tome 'Y = X U {oo3} a compactificacio de Alexandroff de X. Defina, u* como
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ptiSxy —s Y

(s, z) sy e — s-x=s-(r1,13) se x = (x1,x9) € X,
’ 003 € T = 003

Novamente como feitos nos exemplos anteriores, u* é uma acao de homeomorfismos S
emY . Considerando a familia F = {(a,+00);a > 0}, jd temos que F € uma base de filtro
de S e que satisfaz as condi¢oes de translacdo a esquerda e a direita. Primeiramente
iremos calcular os w-limites de todos os pontos de Y. De fato, para x = (x1,0) com

Ty # 001, temos que

w((21,0), F) = (] (a, +00)(x1,0) = [ (az1, +00) x {0}

a>0 a>0

= () (az1,+00) x {0} = ([az1, +00) U {oo1} x {0} = {(c01,0)},

a>0 a>0

w*((21,0), F) = () (@, +oo)*(x1,0) = [ (0, %) x {0}

a>0 a>0

I ey

= (1) (0,=) x {0} = (0, %) U {oo1} x {0} = {(c01,0)},

a

para x = (001,0), temos

w((ool,O),]:) = m (CL, +OO>(00170) = m {<00170>} = {<Ool70>}7

w*((001,0), F) = () (a,+00)*(001,0) = (] {(001,0)} = {(001,0)}

para x = (x1,x9) com x1, Ty € R, assim temos que

* 7

w((zy,29), F) = ﬂ (@, +00)(z1,x2) = ﬂ (az1, +00) X (axy, +00)

a>0 a>0

= () ((az1, +00) x (azz, +00) U {o0s})

= ﬂ([axl, +00) U {001} X [axe, +00) U {o0s}) U {003} = {(001,002), 003},

W (1,22, F) = () TaFo0) fan ) = ) (0.55) x (0.72)

a>0 a>0




= (0, = U{oor} x [0, =H)] = {(o01,0)}.

a>0

para r1 = 001, Tg > 0 € xy # 009 temos que

w( (001, x2), F) = ﬂ (a, +00) (001, T2) ﬂ {001} X (axq, +00)

- Do({OOl} X (az2, +00)) U {oos}
1}@ﬁwmﬁwwmbwmhﬂwm%mh
W (001, 12), F) = Do(a +00)*(001, 72) Do{ool} )

= el 0.

=Moo x 0.0 = (01,00}

Agora para (001, 009) temos que

w((001,002), F) = m (a, +00) (001, 002) = {(001,002)},

a>0

W*«OOMOOQ)VF) = ﬂ (av +Oo>*(0017002) = {(0017002)}7

a>0

Por fim, para x = 003, w(ocog, F) = w*(o0s, F) = {o0z}. Agora considere a coleg¢io de
conjuntos {C; = Xy x {0},Cq = {(001,002)},C3 = {o03}}. Note que estes conjuntos sio
compactos e dois a dois disjuntos. Note que estes conjuntos sao invariantes isolados. De

fato, primeiro note que 0s conjuntos sao invariantes.
SX; x {0} = X; x {0} = 5"X; x {0},

S{(c01,002)} = {(001,002)} = S*{(001,002)} €
S{OOg} = {003} = S*{OO:),}

Tome a vizinhanca V' de Xy x {0}, note que para (x1,22) € V '\ X1 x {0} temos que
xe > 0, assim S(x1,x2) = X1 X Rf = S*(x1,22) que nao estd contida em X; x {0}.

Agora seja a vizinhanga V' = X; X (a,+00) U {oo2} N X = X7 x Xy \ R, x {o0s}

75



com a € R, para (x1,22) € V' \ {(001,002)} temos que xo > a e o # 00, assim
S(x1,29) = X1 X Rf = S*(x1,22), que ndo estd contido em {(coy,009)}. Por ultimo,
seja V7 wvizinhanga de {003}, note que para qualquer ponto (x1,x5) € V' diferente de
003, temos que {oos} & S(x1,x2) e {oos} & S*(x1,22). Note que para x € Y, temos
que w(z, F),w*(x,F) C C, UCy UCs. Note que para x € Y \ >, Ci, temos w(x, F) =
{(001,002),003}, ndo estd contido em nenhum dos conjuntos Cy, Co e C3. Assim, por

vacuidade a condi¢do de nao ciclo € satisfeita. Portanto,

{C1 = Xy x {0},Ca = {(001,002)},C3 = {003} }

¢ uma F-decomposicao de Morse dinamica. Mas note que estes conjuntos nao definem
uma F-decomposicao de Morse, pois {cos} ndao é um repulsor. De fato, primeiro {oo3}
nao € uma vizinhanga dele mesmo por construcao. Note que para toda vizinhanga V' de
{o0s}, temos que para (xq,x2), 0s w*-limites podem ser {(co1,009)} ou {(001,0)}, ou

seja w*(V, F) ¢ {oos}. Concluindo assim que
{Ci = X1 x {0},Co = {(001,002)},C3 = {o03}}

nao é F-decomposicao de Morse.

(0o, 0)

Figura 4.1:
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4.3 Decomposicoes de Morse para sistemas de con-
trole

Agora aplicaremos a teoria de decomposicao de Morse dinamica em sistemas

de controle.

Sendo assim, seja M uma variedade diferencidavel compacta C*° de dimensao

n. Consideremos o sistema de controle,
() = Xo(x(t)) + Y wiXi(=(t), (1)
i=1
onde u € Uy, = {u : R — U, constante por partes. }, U C R™ é um conjunto compacto

e convexo e Xy, ..., X, sao campos de vetores C'*° de M.

Jé sabemos do Capitulo 1 que para u € U,, e x € M, o sistema (1) tem tnica

solugao ¢(t,z,u), t € R com ¢(0,z,u) = x.

Para z € M e u= (uy,...,u,) € R" temos
X(z,u) = Xo(x) + Zule(x)

e Xu() = X(-,u). Assumimos que todo campo de vetores X,, u € U é completo. O
sistema de controle é determinado pelo correspondente conjunto de campos de vetores

V={X,:ueU}.

Como ja foi visto no Capitulo 1, o semigrupo do sistema é o semigrupo de

difeomorfismos de M definido por

S = {eTrelnt¥nm1 Yo Y e Vit > 0,n € N},

As oOrbitas regressiva e progressiva a partir de x sao respectivamente os con-

juntos
Sl’:{yeM:eXiSteueucpet>ocomy:¢(t7x7u)}7

S*r={y € M : existe u € U, et >0 com y = ¢(—t,x,u)}.

7



Para T' > 0, definamos o conjunto

A(T) = {elmmetnXnt | eh¥0 1y e V> ;> Ton e N},

J=0

que é um semigrupo de difeomorfismos contido em S.

A familia F, = {A(T) : T > 0} de subconjuntos de S é uma base de filtro de

Para T' > 0 defina o conjunto,

n
SST = {etnynetn71Yn71 P etOYO . Y; € V, th S T, n € N}

J=0

Assim temos Sz = [, S<rz e S*v = {J,5( Sipw, onde
Scre={ye M :existe 0 <t <Teuel,comy=o(t,z,u}e

Strr={ye M : existe 0 <t <T eu €Uy comy = ¢(—t,z,u)}.

Referente ao Capitulo 4 de [6], o conjunto &/ munido com a topologia ”fraca” em

L (R,R"™), é compacto e U, é denso em U.

Definicao 4.15. Seja F. definido acima. Um atrator para o sistema de controle é
definido como um F.-atrator. Analogamente para repulsor e repulsor complemen-
tar para sistemas de controle. Um conjunto de Morse para o sistema de
controle ¢ um F.-conjunto de Morse e uma decomposicao de Morse para sis-
tema de controle ¢ uma decomposicao de Morse dinamica para o sistema
de controle, sao respectivamente uma F.-decomposicao de Morse e F.-decomposi¢ao

de Morse dinamica.
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Exemplo 4.16. Sejam X = (X1, X5) e Y = (Y1,Y3) dois campos de vetores no disco,
M = {z = (21,2:) € B 2] < 1}, dados por

X1 (x) = —w9 + 21 ||2||* sin(

HW

);

Xo(z) = 21 + 3|22 sm(

M@a+wmw—ﬂu»m+xmm<mwamll

=<

—

a¥
|

) - 4OK(I>>,

Ya(x) = a(@)rz + (a(z) — Bz)z1 + 2|z (B(x )Sm( ) — 4a(x)),

Para ||z| < 3, o campo de vetor Y ¢é
Yi(x) = 22 + 21(1 — 4f|z]*) e
Ya(w) = =1 + wa(1 — 4|[]?).

No caso em que 5 < ||z|| < 1, o campo de vetor Y coincide com o campo de vetor X.

As trajetorias de X e Y sao descritas nas figuras abaizo.

Y X

Figura 4.2:
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A circunferéncia C, = {x : ||z|| = 2} sdo trajetdrias periddicas de X. Entre as duas
circunferéncias C, e C,i1 as trajetorias sao espirais que se aproxrimam das circun-
feréncias com indice par. No campo Y as unicas orbitas periddicas sao circunferéncias
C1 e Cy. As outras trajetorias de Y sao espirais. Considerando o sistema de cont-
role determinados pela famdlia de campos de vetores V = {X,Y'}. As drbitas do sis-
tema de controle acima sao concatenagoes das trajetorias de X e de'Y. Os conjuntos
Ci = {z;|lz|| = 1} e Cy = {=;||z|| < 3} sdo invariantes isolados e compactos. Além
do mais, para x € M\ (Co U Cy) nds temos que w*(z, F.) = C; e w(x, F.) C Cy. Entao

M = {Cy,Cs} € uma decomposi¢ao de Morse dinamica para sistemas de controle.
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