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(Mestrado)

Orientador: Alexandre Jose Santana *

(*Parcialmente Financiado pela Fundação Araucária Protocolo n◦ 6240)

Maringá - PR

2007



Cones Invariantes para ações de Semigrupos de

Sl(n,R)

Janete de Paula Ferrareze

Tese submetida ao corpo docente do Programa de Pós-Graduação em Matemática
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Resumo

O objetivo desta dissertação é estudar um dos principais teoremas de ([9]), ou

seja, estudar condições necessárias e suficientes para a existência de cones invariantes

para a ação de semigrupos de interior não vazio de Sl(n,R) em Rn. Para isto,

a principal ferramenta usada é o conceito de tipo parabólico de um semigrupo.

Dentre os pré-requisitos para este trabalho demos uma atenção especial para os

conjuntos controláveis para ação de semigrupos de interior não vazio e o teorema de

existência e unicidade do conjunto controlável invariante para a ação de semigrupos

nas variedades Sl(n,R)/P . Ainda relacionado com invariança de cones, estudamos

o semigrupo de compressão de um cone W , SW ⊂ Sl(n,R).
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Introdução

Neste trabalho estudamos as relações entre cones e semigrupos do grupo de Lie

simples Sl(n,R). Mais precisamente, dado um semigrupo S ⊂ Sl(n,R), com interior

não vazio, conexo e contendo a identidade, estudamos condições (dentro da teoria de

controle para semigrupos em grupos de Lie semi-simples) para que S admita cones

próprios pontuais e geradores em Rn invariantes. Estes estudos foram feitos em

Rocio-San Martin-Santana [9]. Estudamos também relações entre cones euclidianos

S-invariantes e cones semigrupos, esses estudos foram feitos em Gonçalves Filho [4].

Entre as ferramentas fundamentais para esses estudos destacamos os conjuntos

controláveis invariantes para a ação de semigrupos. Eles aparecem como subconjun-

tos de variedades flags, invariantes para a ação do semigrupo. Consideramos, em es-

pecial, o conjunto controlável invariante na variedade projetiva Pn−1 para Sl(n,R), a

qual é um quociente de Rn. E mais as propriedades algébricas e geométricas dos con-

juntos controláveis descrevem vários aspectos topológicos, geométricos e dinâmicos

dos semigrupos o que são fundamentais para compreender o comportamento de cer-

tos cones de Rn, quando sujeitos a ação do semigrupo.

A motivação principal para este estudo de cones invariantes para semigrupos vem

da teoria de sistemas de controle, como pode ser visto em [9] e que superficialmente

descrevemos a seguir. O estudo de cones invariantes para semigrupos do grupo

associado ao sistema é uma importante ferramenta pois uma forma natural de ver

que um sistema de controle não é controlável é encontrando algum subconjunto

próprio invariante no espaço onde o sistema age.
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Esta questão, no caso de Sl(n,R), foi efetivamente proposta em Sachkov [10], da

seguinte forma:

Dado um sistema de controle

ẋ = Ax + uBx, x ∈ Rn\{0}, u ∈ R

onde A é uma matriz n × n, B = diag(b1, · · ·, bn) e o sistema satisfaz a condição

do rank, então o sistema acima é controlável se e somente se não existem octantes

positivos e negativos invariantes? Em [9] foi mostrado a partir de um exemplo, que

a resposta para essa pergunta é negativa. Mais ainda, foi apresentado uma condição

necessária e suficiente para a existência de cones pontuais, geradores e invariantes

para semigrupos em Sl(n,R), sendo o conceito de tipo parabólico de semigrupos

essencial para esses resultados.

Nossa dissertação se estrutura em três caṕıtulos. No primeiro iniciamos apre-

sentando alguns conceitos e definições de álgebras de Lie, depois estudamos com

detalhes os conjuntos controláveis para a ação de semigrupos com interior não vazio

em grupos de Lie semi-simples, onde as referências principais foram os artigos San

Martin [13] e San Martin-Tonelli [17]. Temos ainda, como principal resultado deste

caṕıtulo, o teorema de existência e unicidade do conjunto controlável invariante

na variedade flag Sl(n,R)/P , onde P é um subgrupo parabólico. Apesar destes

tópicos terem sido estudados em outras dissertações, o fato da teoria de conjuntos

controláveis serem essenciais para nossos estudos justifica seu detalhamento neste

caṕıtulo.

No segundo e principal caṕıtulo começamos definindo o conceito de tipo parabólico

de um semigrupo de interior não vazio, S ⊂ Sl(n,R), o qual daremos uma atenção

especial, pois é fundamental para os resultados principais de nossa dissertação. O

tipo parabólico de S é dado pelo subconjunto Θ(S) do sistema simples de raizes de

sl(n,R), ou seja, dado a projeção entre as variedades flag de Sl(n,R), π : F→ FΘ(S),

o subconjunto Θ(S) é aquele maximal tal que a imagem inversa, por π, do con-
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junto controlável invariante para S em FΘ(S) é exatamente o conjunto controlável

invariante para S na variedade flag maximal F, e desta forma dizemos que o tipo

parabólico de S é dado por FΘ(S). Na sequência do caṕıtulo demonstramos o resul-

tado principal de nossa dissertação: “Seja S ⊂ Sl(n,R) um semigrupo próprio, com

interior não vazio, conexo e contendo a identidade. Temos que S deixa invariante

um cone próprio e gerador W ⊂ Rn se, e somente se, FΘ(S) projeta-se em Pn−1”.

Finalizando o caṕıtulo, mostramos que se W é um cone, como descrito acima, então

seu semigrupo de compressão,

SW := {g ∈ Sl(n,R); gW ⊂ W},

tem interior não vazio e é maximal conexo.

No terceiro e último caṕıtulo, trazemos inicialmente uma breve noção de álgebra

tensorial. Depois definimos cones-semigrupos que, além de ser semigrupos com

o produto usual de matrizes, são cones no espaço de matrizes, ou seja, fechados

topologicamente e fechados para combinações lineares com escalares não negativos.

Definimos também um caso particular de cone-semigrupo, o fecho do cone convexo

gerado por S, o qual denotamos por K(S). Em seguida, depois de alguns resultados

preliminares, demonstramos o principal resultado deste caṕıtulo: “ Seja S ⊂ Sl(n,R)

um semigrupo de interior não vazio. Suponha que K(S) é um cone próprio no espaço

das matrizes. Então S deixa invariante um cone pontual e gerador W ⊂ Rn”. Ele

nos dá uma outra condição, para a existência de cones W ⊂ Rn S-invariantes, estes

resultados foram originalmente desenvolvidos em [4].
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Caṕıtulo 1

Conjuntos Controláveis

Apresentamos neste caṕıtulo um estudo detalhado sobre conjuntos controláveis que

são ferramentas fundamentais para o estudo de cones invariantes para ações de

semigrupos. O principal resultado deste caṕıtulo é o que garante a existência e

unicidade do conjunto controlável invariante para a ação do semigrupo nas variedade

flags, as quais definimos na seção de preliminares deste caṕıtulo, juntamente com

um estudo superficial das álgebras de Lie semi-simples e suas decomposições.

1.1 Preliminares

O intuito desta seção é introduzir as variedades Flag para Sl(n,R) e verificar que elas

são espaços homogêneos da forma Sl(n,R)/P , onde P é um subgrupo parabólico.

Além disso, veremos que as variedades flag são compactas. Assim, para um mel-

hor entendimento de como são estes subgrupos, começamos a seção com um es-

tudo superficial sobre algumas decomposições de uma álgebra de Lie g semi-simples,

para encontrarmos as subálgebras parabólicas, e consequentemente os subgrupos

parabólicos.

Para isso, apresentamos alguns conceitos básicos da teoria de Lie. Indicamos a

referência [11] para maiores detalhes.

Definição 1.1 Sejam g uma álgebra de Lie, e ad : g −→ gl(g) sua representação
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adjunta. Associado a esta representação existe uma forma bilinear simétrica, deno-

tada <,>, definida por

< X, Y >= tr(adXadY ),

para X, Y ∈ g a qual denominamos forma de Cartan-Killing.

Definição 1.2 Uma álgebra de Lie g sobre R é dita compacta se sua forma de

Cartan-Killing for negativa definida.

Definição 1.3 Seja E um espaço vetorial de dimensão finita sobre R. Dado um

elemento não nulo α ∈ E uma reflexão em relação a α é uma transformação linear

invert́ıvel r : E −→ E que satisfaz:

i) r(α) = −α

ii) O conjunto dos pontos fixos de r é um hiperplano de E

Definição 1.4 Um conjunto 4 ⊂ E é um sistema de ráızes se satisfaz:

i) 4 é finito, gera E e não contém 0.

ii) Para todo α ∈ 4 existe uma reflexão rα em relação a α tal que rα(4) = 4.

iii) Para todo α, β ∈ 4, rα(β)− β é um múltiplo inteiro de α.

Definição 1.5 O grupo de Weyl de um sistema de ráızes 4, que denotaremos por

W , é o grupo gerado pelas reflexões rα , α ∈ 4.

Definição 1.6 Dado um sistema de ráızes 4 ⊂ E, o conjunto dos elementos regu-

lares em E é definido como:

E = {β ∈ E : 〈α, β〉 6= 0 para todo α ∈ 4}.

Como o complementar de E é a união dos núcleos de um número finito de

funcionais lineares não nulos temos, que o conjunto dos elementos regulares é aberto

e denso em E. Ainda mais, cada uma de suas componentes conexas é um cone

convexo em E.
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Definição 1.7 Uma câmara de Weyl é uma componente conexa do conjunto dos

elementos regulares.

Definição 1.8 Uma raiz α ∈ 4 é simples em relação a uma ordem fixada se

i) α > 0

ii) Não existem β, γ ∈ 4 tais que β e γ são positivas e

α = β + γ

ou seja, as ráızes simples não podem ser escritas como soma de duas ráızes

positivas.

Definição 1.9 Um sistema simples de ráızes é um subconjunto Π ⊂ 4 satisfazendo:

1. Π é base de E.

2. Toda raiz β ∈ 4 pode ser escrita como

β = n1α1 + · · ·+ nsαs

com coeficientes inteiros de mesmo sinal.

Teorema 1.10 A forma de Cartan-Killing de g não é degenerada se e só se g é

semi-simples.

A partir de agora, vamos estudar superficialmente algumas das decomposições

de uma álgebra de Lie semi-simples. De maneira geral dado um grupo de Lie G

semi-simples, temos que sua álgebra g se decompõe da seguinte forma:

g = k⊕ s

onde k é uma subálgebra maximal compacta, e s é o subespaço dado pelo com-

plemento ortogonal em relação à forma de Cartan Killing. Essa decomposição é
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conhecida como decomposição de Cartan. Ela não é única, mas temos que se g =

k1⊕s1 e g = k2⊕s2, então existe um automorfismo Φ tal que Φ(k1) = k2 e Φ(s1) = s2

(para tais detalhes ver San Martin [11]).

A partir da decomposição de Cartan, selecionamos um subespaço abeliano

maximal a ⊂ s, temos que a se decompõe em câmaras de Weyl onde escolhemos

uma, denotada por a+. Associado a a+ existe o sistema de ráızes Π e o sistema

de ráızes positivas Π+ ⊂ Π. Denotamos por Σ o subconjunto de Π+ formado pelas

ráızes simples, a demonstração da existência de sistema simples de ráızes pode ser

encontrada no Caṕıtulo 6 de [11]. Sejam α ∈ Π e gα seu espaço de ráızes correspon-

dentes. Considere n+ = Σα∈Π+ gα, então temos a decomposição de Iwasawa para

g,

g = k⊕ a+ ⊕ n+,

e assim, a decomposição global de Iwasawa correspondente para G,

G = KAN+,

onde K é o subgrupo compacto dado por K = exp k, N+ = exp n+ e A = exp a+.

Denotemos por M o centralizador de a em K, isto é,

M = {u ∈ K; Ad(u)H = H, para todo H ∈ a}

= {u ∈ K; uhu−1 = h, para todo h ∈ A}

e m sua álgebra de Lie.

O subespaço p = m⊕a⊕n+ é uma subálgebra de g chamada subálgebra parabólica

minimal. Ela é a subálgebra associada ao subgrupo de Lie P = MAN+ ⊂ G, que

é chamado de subgrupo parabólico minimal. Temos que P = {σ ∈ G; Ad(σ)p = p}
(para mais detalhes sugerimos [11] e G. Warner [20]).

No caso de Sl(n,R) temos P = {B ∈ Sl(n,R); BpB−1 = p}.

Além da subálgebra parabólica minimal, podemos encontrar outras subálgebras
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parabólicas, e assim, através delas obter outros subgrupos parabólicos. Descrevere-

mos abaixo, como são determinados tais subálgebras e subgrupos.

Selecionamos no conjunto de ráızes simples, Σ, um subconjunto Θ. Denotemos

por 〈Θ〉 o conjunto gerado pelas ráızes α ∈ Θ e por 〈Θ〉+ o conjunto dado pela

interseção de Π+ com 〈Θ〉. Consideremos n+
Θ =

∑

α∈〈Θ〉+
gα e n−Θ =

∑

α∈〈Θ〉+
g−α que são

subálgebras de n+ e n−, respectivamente.

A subálgebra parabólica associada a Θ ⊂ Σ é definida como

pΘ = n−Θ ⊕ p.

Segue que se Θ1 ⊂ Θ2 então pΘ1 ⊂ pΘ2 e também que p∅ = p e pΣ = g.

Para essas subágebras podemos obter seus subgrupos parabólicos. Para isso, é

preciso normalizar a subálgebra parabólica, ou seja,

PΘ = {g ∈ G; Ad(g)pΘ = pΘ}.

Seja aΘ = {H ∈ a; α(H) = 0 para todo α ∈ Θ}. Denotemos por LΘ o cen-

tralizador de aΘ em G, ou seja, LΘ = {g ∈ G; Ad(g)H = H para todo H ∈ aΘ} e

denotemos por MΘ(K) = LΘ ∩K o centralizador de aΘ em K. Uma outra decom-

posição de pΘ que pode ser encontrada em [20] é a seguinte

pΘ = mΘ ⊕ aΘ ⊕ n+
Θ,

onde mΘ é a álgebra de Lie do subgrupo conexo M0
Θ o qual é a componente conexa

da identidade de MΘ(K) e n−Θ é como vimos anteriormente.

Vejamos agora algumas definições, de caráter mais geral, que serão necessários

para enunciarmos o próximo teorema.

Recordemos que dado M uma variedade e G um grupo de Lie, uma aplicação

C∞ η : G×M → M é uma ação à esquerda de G em M se:

(a) η(e,m) = m, para todo m ∈ M ;
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(b) η(στ,m) = η(σ, η(τ, m)), para todo σ, τ ∈ G e para todo m ∈ M .

Dizemos que η é transitiva, se para quaisquer dois elementos m,n ∈ M , existir

σ ∈ G tal que ησ(m) = n, onde ησ = η| σ×M .

Definição 1.11 Seja m0 ∈ M . Temos que H = {σ ∈ G; ησ(m0) = m0} é um

subgrupo fechado de G, chamado de grupo de isotropia de m0.

Ainda na teoria de variedades homogêneas temos o seguinte teorema

Teorema 1.12 Seja η : G ×M → M uma ação transitiva à esquerda do grupo de

Lie G na variedade M . Seja m0 ∈ M e H o grupo de isotropia de m0. Defina a

aplicação

β̃ : G/H −→ M
σH 7−→ ησ(m0).

Então, β̃ é um difeomorfismo.

Vamos agora estudar um pouco sobre as variedades “flag”para Sl(n,R) que serão

os ambientes onde estudaremos os principais resultados de nossa dissertação.

Fixada uma sequência de inteiros r1 < r2 < . . . < rk, considere o conjunto de

flags do tipo (Vr1 ⊂ Vr2 ⊂ . . . ⊂ Vrk
), onde cada Vri

é um subespaço vetorial de

Rn tal que dimVri
= ri. Como veremos este conjunto é uma variedade diferenciável

compacta, a qual chamamos de variedade flag, e denotamos por Fn(r1, . . . , rk).

Temos que o grupo de Lie Sl(n,R) age canonicamente em cada flag de Fn(r1, . . . , rk)

da seguinte forma:

η : Sl(n,R)× Fn(r1, · · · , rk) −→ Fn(r1, · · · , rk)
(g, (Vr1 ⊂ Vr2 ⊂ · · · ⊂ Vrk

)) 7−→ (gVr1 ⊂ gVr2 ⊂ · · · ⊂ gVrk
).

De fato, dados g1, g2 ∈ Sl(n,R) e b ∈ Fn(r1, . . . , rk), temos que (g1g2)b = g1(g2b) e

ainda dado 1, a matriz identidade, 1b = b.

E mais, Sl(n,R) age transitivamente, observemos a proposição abaixo.
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Proposição 1.13 A ação de Sl(n,R) em Fn(r1, . . . , rk) é transitiva, isto é, dados

dois flags b1, b2 ∈ Fn(r1, . . . , rk), existe g ∈ Sl(n,R) tal que gb1 = b2.

Demonstração: É suficiente mostrar que dado b ∈ Fn(r1, . . . , rk) existe g ∈
Sl(n,R) com gb0 = b, onde b0 é um flag fixado. De fato, se g1b0 = b1 e g2b0 = b2

então (g2g
−1
1 )b1 = b2.

Escolha uma base {e1, . . . , en} de Rn e b0 o flag canônico associado a ela, ou seja,

b0 = (〈e1, . . . , er1〉 ⊂ 〈e1, . . . , er2〉 ⊂ . . . ⊂ 〈e1, . . . , erk
〉)

e seja b = (Vr1 ⊂ . . . ⊂ Vrk
) um flag arbitrário. Escolha uma base {f1, . . . , fn}

adaptada para b, isto é, a qual satisfaz f1, . . . , fr1 ∈ Vr1 , fr1+1, . . . , fr2 ∈ Vr2 , e

assim por diante.

Seja g′ : Rn → Rn a transformação linear dada por g′(ei) = fi, então g′ é

inverśıvel, ou seja, detg′ 6= 0. Temos que g′(b0) = b. De fato,

g′(b0) = g′(〈e1, . . . , er1〉 ⊂ 〈e1, . . . , er2〉 ⊂ . . . ⊂ 〈e1, . . . , erk
〉)

= (〈g′e1, . . . , g
′er1〉 ⊂ 〈g′e1, . . . , g

′er2〉 ⊂ . . . ⊂ 〈g′e1, . . . , g
′er2〉)

= (〈f1, . . . , fr1〉 ⊂ . . . ⊂ 〈f1, . . . , fr2〉 ⊂ . . . ⊂ 〈f1, . . . , frk
〉) = b.

Eventualmente, poderemos ter detg′ 6= 1. Sem perda de generalidade podemos

assumir positivo, caso não seja, trocamos o sinal de algum elemento da base {fi}
para que as duas bases tenham a mesma orientação, e assim teremos detg′ > 0.

Então, seja g = (detg′)−
1
n g′. Assim, detg = 1 e ainda gb0 = b, ou seja, existe

g ∈ Sl(n,R) tal que gb0 = b, como queŕıamos demonstrar. 2

Esta ação transitiva permite equipar Fn(r1, . . . , rk) com estrutura diferenciável,

tal que a ação η seja uma aplicação anaĺıtica. Isto é devido ao fato de que Sl(n,R)

é um grupo de Lie, e a ação transitiva induz uma bijeção entre Fn(r1, . . . , rk) e um

espaço quociente Sl(n,R)/P , onde P é um subgrupo fechado da forma

P = {g ∈ Sl(n,R); gb = b, com b ∈ Fn(r1, . . . , rk)},
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e qualquer espaço quociente de um grupo de Lie é uma variedade anaĺıtica.

A partir disso, podemos determinar o subgrupo de isotropia P dos flags de

Fn(r1, . . . , rk). Então, dado uma base {e1, . . . , en}, consideremos o flag canônico

em relação a essa base, ou seja,

b0 = (〈e1, . . . , er1〉 ⊂ 〈e1, . . . , er2〉 ⊂ . . . ⊂ 〈e1, . . . , erk
〉).

A isotropia neste flag é o subgrupo de aplicações lineares as quais nesta base são

triangulares superiores em blocos.

Não é dif́ıcil ver que o subgrupo isotrópico de b0 é

P̃ =








A1 ∗ . . . ∗
0 A2

. . . ∗
...

...
. . . ∗

0 0 . . . AK








,

onde cada Ai tem dimensão ri.

Considerando agora a variedade flag maximal, Fn(1, . . . , n− 1), os subgrupos de

isotropia nos elementos canônicos tem a forma

P̃ =








∗ ∗ . . . ∗
0 ∗ . . . ∗
...

...
. . . ∗

0 0 . . . ∗








,

que é exatamente o subgrupo parabólico minimal P , de Sl(n,R), onde P = MAN+,

com M = {I,−I}, onde I é a matriz identidade de ordem n,

A = {diag(λ1, . . . , λn), com λ1λ2 . . . λn = 1} e

N+ =








1 ∗ . . . ∗
0 1

. . . ∗
...

...
. . . ∗

0 0 . . . 1








.

Se calcularmos os subgrupos parabólicos, PΘ ⊂ Sl(n,R), associado aos subcon-

juntos Θ ⊂ Σ, eles serão dados por matrizes triangulares superiores com blocos
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na diagonal principal, que é como aparecem os subgrupos de isotropia em flags

canônicos. Dáı temos

Sl(n,R)/PΘ ≈ Sl(n,R)/P̃ ≈ Fn(r1, . . . , rk).

O próximo resultado mostra que as variedades flag são compactas.

Proposição 1.14 Seja SO(n,R) o grupo de matrizes ortogonais com determinante

1. Então SO(n,R) é transitivo em qualquer flag Fn(r1, . . . , rk).

Demonstração: Nosso objetivo é a construção de uma matriz ortogonal a qual

leva o flag canônico em qualquer outro flag.

Analogamente ao caso de Sl(n,R), consideremos {e1, . . . , en} e {f1, . . . , fn} bases

de Rn, mas neste caso ortonormais.

Temos que a matriz da transformação que leva base ortonormal em base ortonor-

mal é uma matriz ortogonal. Assim a matriz g′ tal que g′(ei) = fi é ortogonal. Logo

detg′ = ±1. Como antes, é posśıvel escolher uma orientação positiva de forma

que o determinante de g′ seja positivo, então teremos detg′ = 1, ou melhor, temos

g′ ∈ SO(n,R) e g′b0 = b, onde b0 é o flag gerado por {e1, . . . , en} e b é o flag gerado

por {f1, . . . , fn}. Concluindo assim o que queŕıamos. 2

Esse resultado nos diz que as variedades flag podem ser vistas também como

espaços homogêneos de SO(n,R). Como este grupo é compacto, as variedades flag

são compactas.

Explicitamente, o espaço homogêneo é

Fn(r1, . . . , rk) = SO(n,R)/M

onde M = SO(n,R)∩P̃ , com P̃ sendo as matrizes triangulares superiores em blocos,
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citado anteriormente. Assim,

M =




A1 0 . . . 0

0 A2
. . . 0

...
...

. . . 0
0 0 . . . AK




com (Ai)ri×ri
- matrizes ortogonais satisfazendo detA1 . . . detAK = 1.

Observação 1.15 Como as variedades flag são difeomorfas a variedades homogêneas

do tipo Sl(n,R)/PΘ, temos que se

Fn(1, . . . , n− 1) ≈ Sl(n,R)/P1

e

Fn(r1, . . . , rk) ≈ Sl(n,R)/P2,

então P1 ⊂ P2. Mais geralmente, se (s1, . . . , sl) ⊂ (r1, . . . , rk), então F(r1, . . . , rk)

projeta sobre F(s1, . . . , sl).

De fato, temos que P1 ≈ P̃1 e P2 ≈ P̃2, onde P̃1 e P̃2 são subgrupos de isotropia

dos elementos canônicos b1 ∈ Fn(1, . . . , n−1) e b2 ∈ Fn(r1, . . . , rk), respectivamente.

Temos que os elementos de Fn(1, . . . , n− 1) são da forma

b = (V1 ⊂ . . . ⊂ Vr1 ⊂ . . . ⊂ Vrk
⊂ . . . ⊂ Vn−1)

e os elementos de Fn(r1, . . . , rk) são da forma

b̃ = (Vr1 ⊂ . . . ⊂ Vrk
).

Deste modo, se g ∈ Sl(n,R) fixa b, ou seja, se gb = b, então

(gV1 ⊂ . . . ⊂ gVr1 ⊂ . . . ⊂ gVrk
⊂ . . . ⊂ gVn−1)

= (V1 ⊂ . . . ⊂ Vr1 ⊂ . . . ⊂ Vrk
⊂ . . . ⊂ Vn−1)

assim, gVi = Vi para todo i = 1, . . . , n− 1, dáı,

g(b̃) = g(Vr1 ⊂ . . . ⊂ Vrk
) = (gVr1 ⊂ . . . ⊂ gVrk

)

= (Vr1 ⊂ . . . ⊂ Vrk
) = b̃,

o que mostra que g fixa b̃. Então P̃1 ⊂ P̃2. Portanto, P1 ⊂ P2.
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1.2 Conjuntos Controláveis

Nesta seção estudamos detalhadamente conjuntos controláveis para a ação de semi-

grupos com interior não vazio de um grupo de Lie Semi-Simples, bem como condições

para sua existência. Através da projeção canônica equivariante, estudamos relações

existentes entre esses conjuntos em diferentes variedades homogêneas. Apresenta-

mos também nesta seção, alguns exemplos de conjuntos controláveis para a ação de

semigrupos de Sl(n,R).

Ao longo desta seção, consideremos G um grupo de Lie Semi-Simples e M uma

variedade diferenciável. A menos que seja mencionado o contrário, assumimos que

G age transitivamente sobre a variedade M . Assim podemos pensar em M como

um espaço homogêneo de G. Estudamos especificamente a ação de semigrupos

(com certas hipóteses naturais) de G em M . A partir desta ação surge um conceito

fundamental da teoria de semigrupos de grupos de Lie semi-simples, os conjuntos

controláveis. Apesar de estes assuntos serem encontrados em várias dissertações

achamos importante reproduźı-los neste caṕıtulo preliminar por serem fundamentais

na teoria em que esta dissertação está imersa. Citamos alguns dos artigos originais

destes assuntos, por exemplo, San Martin [12], [13], [14], e San Martin-Tonelli [17]

e [18].

Como nossos estudos são especificamente para ação de semigrupos de interior não

vazio do grupo de Lie G, comentado acima, definimos então o que é um semigrupo

de G e destacamos, em seguida, algumas propriedades deste.

Definição 1.16 Um semigrupo do grupo de Lie G é um subconjunto não vazio

S ⊂ G fechado para a operação do grupo.

Definição 1.17 Um semigrupo S é acesśıvel a partir de x ∈ M se int(Sx) 6= ∅ e é

acesśıvel se for acesśıvel a partir de todo x ∈ M.

Observação 1.18 Com a hipótese de que o semigrupo S possui pontos interiores,
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e que a aplicação g 7→ gx ∈ M é aberta e diferenciável, temos que os semigrupos S

e S−1 := {x−1 : x ∈ S} são acesśıveis, visto que (intS)x ⊂ int(Sx) e que (intS)x

é aberto. Para ver isto, tome y ∈ (intS)x. Então existe g ∈ intS tal que gx = y.

Como g ∈ intS, existe um aberto A contendo g, tal que A ⊂ intS. Assim, Ax

é um aberto contendo y e que está contido em Sx. Logo y ∈ int(Sx) e portanto

(intS)x ⊂ int(Sx).

(respectivamente (intS−1)x é um aberto contido em int(S−1x)).

Lema 1.19 O interior de um semigrupo S é ideal em S.

Definição 1.20 Um semigrupo S é controlável a partir de x ∈ M se Sx = M e é

controlável sobre M se for controlável a partir de todo x ∈ M.

Muitas vezes, quando não se tem a controlabilidade total de S sobre M , segundo

a definição acima, o estudo de regiões da variedade onde se tem controlabilidade

mostra-se muito importante na descrição de propriedades do semigrupo. Assim,

definimos agora os conjuntos controláveis para a ação de semigrupos, lembrando

que, a menos de menção contrária sempre assumiremos que o semigrupo tem interior

não vazio.

Definição 1.21 Um conjunto controlável para a ação de um semigrupo S de um

grupo de Lie G que age transitivamente em uma variedade M é um subconjunto

D ⊂ M satisfazendo:

i) intD 6= ∅

ii) D ⊂ fe(Sx) para todo x ∈ D

iii) D é maximal com relação as propriedades (i) e (ii), ou seja, se D
′ ⊃ D e

satisfaz (i) e (ii), então D
′
= D.

Exemplo 1.22 Seja G = Sl(3,R) e S = Sl+(3,R) ⊂ G. Veremos mais adiante que

S é um semigrupo de interior não vazio. Consideremos a ação de Sl(3,R) em P2
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dada por:

η : Sl(3,R)× P2 −→ P2

(g, [v]) 7−→ η(g, [v]) = [gv]

onde v ∈ R3 − {0} e [v] denota a reta de R3 gerada por v.

Considere o conjunto

C = {[(x1, x2, x3)] ∈ P2; xi ≥ 0, i = 1, 2, 3}.

Vamos mostrar que C é um conjunto controlável para S. De fato, primeiramente

temos que intC 6= ∅.

Depois, tomamos x = (x1, x2, x3) e y = (y1, y2, y3) elementos de R3. Se [x], [y] ∈
int(C) então xi, yi > 0 para todo i = 1, 2, 3. O elemento

g =
x1x2x3

y1y2y3




y1

x1
0 0

0 y2

x2
0

0 0 y3

x3




pertence a S e

g[x] = [gx] =


x1x2x3

y1y2y3




y1

x1
0 0

0 y2

x2
0

0 0 y3

x3







x1

x2

x3







=


x1x2x3

y1y2y3




y1

y2

y3





 =

x1x2x3

y1y2y3

[y] = [y],

ou seja, [y] ∈ S[x]. Como [x] e [y] são arbitrários, temos que int(C) ⊂ S[x] para

todo [x] ∈ int(C).

Tomemos agora, [x] ∈ (C − int(C)). Então x deve ter pelo menos uma das

coordenadas nula, mas não todas, digamos x3. considere o elemento

g =




a11 a12 a13

a21 a22 a23

a31 a32 a33


 ∈ S, com aij > 0.

Temos que

g[x] =







a11 a12 a13

a21 a22 a23

a31 a32 a33







x1

x2

0







=
[(

a11x1 + a12x2, a21x1 + a22x2, a31x1 + a32x2

)]
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pertence a int(C) pois todas as coordenadas são estritamente positivas. Logo, dado

[x] ∈ C − intC, temos que existe g0 ∈ S tal que g0[x] ∈ int(C), digamos g0[x] = [y0],

e já vimos anteriormente que para quaisquer dois elementos [y], [y0] ∈ intC existe

g ∈ S tal que g[y0] = [y]. Então temos que dado [y] ∈ intC existe uma matriz

gg0 ∈ S tal que gg0[x] = [y].

Desse fato segue que intC ⊂ S[x] para todo [x] ∈ C

Então temos que C = fe(int(C)) ⊂ fe(S[x]), para todo [x] ∈ C, satisfazendo

assim, a segunda condição da definição de conjunto controlável.

E por último, temos que C é maximal em relação a (i) e (ii) de 1.21, pois qualquer

outro conjunto D tal que C  D contém um elemento da forma [x] = [(x1, x2, x3)]

com algum xi < 0. Assim, D não está contido em fe(S[y]) para y com coordenadas

estritamente positivas.

Observação 1.23 Os mesmos agumentos usados no exemplo anterior valem para

n > 2, 3.

De agora até o final desta seção demonstraremos vários resultados que permitem

entender melhor os conjuntos controláveis. Apresentaremos também vários exemplos

de conjuntos controláveis.

Lema 1.24 Sejam a, b, c ∈ M tais que a ∈ fe(Sb) e b ∈ fe(Sc). Então a ∈ fe(Sc).

Demonstração: Consideremos as seqüências (gn), (hn) de pontos de S tais que

gnb −→ a e hnc −→ b. Então, para toda vizinhança V de a, existe n0 ∈ N tal que

gn0b ∈ V . Como a ação é cont́ınua e hnc −→ b temos que gn0hnc −→ gn0b. Assim,

existe n1 ∈ N tal que gn0hn1c ∈ V, pois gn0b ∈ V. Portanto, a ∈ fe(Sc). 2

A próxima proposição estabelece que dois conjuntos controláveis não se inter-

ceptam.
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Proposição 1.25 Dois conjuntos controláveis D e D
′
são coincidentes ou são dis-

juntos.

Demonstração: Suponhamos que D∩D
′ 6= ∅ e tomemos x ∈ D∩D

′
. Consideremos

o conjunto D ∪D′. Como intD 6= ∅, temos que int(D ∪D
′
) 6= ∅.

Sejam a , b ∈ D ∪D
′
elementos quaisquer. Como x ∈ D e x ∈ D

′
e ainda, estes

são conjuntos controláveis, temos que D ⊂ fe(Sx) e D
′ ⊂ fe(Sx). Assim, a ∈ fe(Sx).

Temos também, que x ∈ fe(Sy) para todo y ∈ D ∪D′, o que implica em x ∈ fe(Sb).

Pelo Lema 1.24, a ∈ fe(Sb). Como a, b são arbitrários, temos que D ∪D
′ ⊂ fe(Sb),

para todo b ∈ D ∪D
′
.

Pelo que vimos acima, D ∪D
′
satisfaz as condições (i) e (ii) da Definição 1.21 e

ainda, D∪D
′ ⊃ D, assim pela maximalidade de D como conjunto controlável temos

que D ∪D
′
= D. Como D ∪D

′
= D, então D ⊃ D

′
, e agora, pela maximalidade de

D
′
como conjunto controlável, temos que D = D

′
. 2

Proposição 1.26 Todo subconjunto D ⊂ M satisfazendo as condições (i) e (ii) da

Definição 1.21 está contido em um conjunto controlável.

Demonstração: Tome a famı́lia

z = {C ⊂ M : D ⊂ C e C satisfazem (i) e (ii) da Definição 1.21}

ordenada pela inclusão.

Consideremos em z uma cadeia arbitrária {Cα}α∈I e seja U =
⋃

α∈I Cα. Temos

que intU 6= ∅, pois intCα 6= ∅ para cada α.

Se x,y ∈ U , então existem α1 , α2 ∈ I tais que x ∈ Cα1 e y ∈ Cα2 . Como

Cα1 ⊂ Cα2 ou Cα2 ⊂ Cα1 então y ∈ feSx. Como x,y são arbitrários, temos que

U ⊂ fe(Sx), para todo x ∈ U.

Pela definição de U , e pelo fato que este satisfaz as condições (i) e (ii) da Definição

1.21, temos que U ∈ z. Logo todo conjunto totalmente ordenado de z é limitado
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superiormente. Pelo lema de Zorn, z possui elementos maximais. Seja CM um desses

elementos maximais. Então D ⊂ CM e CM é o conjunto controlável procurado.

Portanto todo conjunto satisfazendo as condições (i) e (ii) da Definição 1.21 está

contido em um conjunto controlável. 2

Proposição 1.27 Sejam S um semigrupo de interior não vazio de um grupo de Lie

G e G/P uma variedade homogênea. Consideremos g ∈ intS. Então os pontos fixos

por g estão contidos em interiores de conjunto controláveis para S.

Demonstração: Seja x ∈ G/P um ponto fixo por g. Então (intS)x e (intS−1)x

são vizinhanças abertas de x em G/P , pois g ∈ intS e x = gx o que implica em

x ∈ (intS)x e ainda x = g−1x. Logo x ∈ (intS)−1x.

Tomamos C = (intS)x ∩ (intS−1)x. Temos que C satisfaz as condições (i) e (ii)

da Definição 1.21. De fato, intC 6= ∅, pois C é aberto. Agora sejam y1, y2 ∈ C,

então pela definição de C existem h1, h2 ∈ intS tais que y1 = h1x e y2 = h−1
2 x,

ou melhor, x = h2y2. Logo, y1 ∈ Sx ⊂ fe(Sx) e x ∈ Sy2 ⊂ fe(Sy2), o que implica

em y1 ∈ fe(Sy2). Como y1, e y2 são arbitrários, temos que C ⊂ fe(Sy) para todo

y ∈ C.

Pela Proposição 1.26, temos que C está contido em um conjunto controlável.

Portanto conclúımos o desejado. 2

Observação 1.28 Note que usamos a homogenidade de G/P para assegurar que se

U é um aberto de G e x um ponto em G/P então Ux é um aberto em G/P.

A próxima proposição nos mostra que tanto o interior, quanto o fecho, da órbita

Sx, é invariante para a ação de S.

Proposição 1.29 Com as mesmas notações e hipóteses anteriores, se x ∈ M então

Sint(Sx) ⊂ int(Sx) e Sfe(Sx) ⊂ fe(Sx).

19



Demonstração: Sejam g ∈ S e z ∈ int(Sx). Como z ∈ int(Sx), então existe um

aberto U ⊂ M tal que z ∈ U ⊂ Sx. Logo gU ⊂ Sx é um aberto contendo gz, ou

seja, existe um aberto gU contendo gz, que está contido em Sx, assim gz ∈ int(Sx).

Portanto Sint(Sx) ⊂ int(Sx).

Agora se g ∈ S e y ∈ fe(Sx), então existe uma seqüência (anx) em Sx convergindo

para y. Como a ação, de S sobre M , é cont́ınua, temos que ganx → gy. Com isto,

temos que gy ∈ fe(Sx). Portanto Sfe(Sx) ⊂ fe(Sx). 2

A transitividade de S nos conjuntos controláveis, em geral, não é total, no en-

tanto, estes contém um subconjunto com esta propriedade, o qual definimos a seguir.

Definição 1.30 Seja D um conjunto controlável para o semigrupo S. O conjunto

de transitividade para D é o subconjunto D0 definido por:

D0 := {x ∈ D : existe g ∈ intS tal que gx = x}.

Proposição 1.31 Seja D um conjunto controlável para o semigrupo S e seja D0 o

seu conjunto de transitividade. Então:

(i) D0 = (intS)D ∩D.

(ii) Se D0 6= ∅, então D ⊂ (intS)−1x para qualquer x ∈ D0.

Demonstração: (i) Seja x0 ∈ D0. Então x0 ∈ (intS)x0 ∩D ⊂ (intS)D ∩D. Logo

x0 ∈ (intS)D ∩D. Assim D0 ⊂ (intS)D ∩D.

Agora, seja x0 ∈ (intS)D ∩ D. Então existem h ∈ (intS) e y ∈ D tais que

hy = x0. Como D ⊂ fe(Sx0) e D possui pontos interiores então Sx0 ∩D 6= ∅.
Seja z ∈ Sx0 ∩D. Temos que D ∩ (intS)−1x0 6= ∅, pois x0 = hy o que implica em

y = h−1x0 ∈ (intS)−1x0 e y ∈ D.

Agora como D ⊂ fe(Sz) e (intS)−1x0 ∩ D 6= ∅, então Sz ∩ (intS)−1x0 6= ∅. De

fato, tome d ∈ (intS)−1x0 ∩D. Então d ∈ fe(Sz) = Sz ∪ (Sz)
′
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- Se d ∈ Sz, então (intS)−1x0 ∩ Sz 6= ∅.
- Se d ∈ (Sz)

′
, então existe uma seqüência de elementos de Sz convergindo para

d. Em outras palavras, todo aberto contendo d, contém elementos, pelo menos

um, de Sz. Como (intS)−1 é aberto, então (intS)−1x0 é aberto e ainda, é um aberto

contendo d, assim, como d é ponto de acumulção de Sz, temos que existe pelo menos

um elemento de Sz em (intS)−1x0, isto é, (intS−1)x0 ∩ Sz 6= ∅.

Deste modo, como Sz ∩ (intS)−1x0 6= ∅, então existem g ∈ S e h ∈ intS tais

que gz = h−1x0. Assim, x0 = hgz e como z ∈ Sx0, temos z = sx0, o que implica

em x0 = hgsx0 com (hgs) ∈ intS. Visto que x0 ∈ D, então pela definição de D0

conclúımos que x0 ∈ D0. Portanto D0 = (intS)D ∩D.

(ii) Tomemos x ∈ D0 e y ∈ D. Pelo item anterior D0 = (intS)D ∩ D, assim,

existem h ∈ intS e z ∈ D tal que x = hz, o que implica em z = h−1x. Logo

(intS)−1x ∩D 6= ∅. Como y ∈ D temos D ⊂ fe(Sy). Assim (como já feito no item

anterior) D ∩ (intS)−1x 6= ∅ e D ⊂ fe(Sy) ⇒ Sy ∩ (intS)−1x 6= ∅. Logo existem

g ∈ S e h ∈ intS tais que gy = h−1x ⇒ y = g−1h−1x. Como g−1h−1 ∈ (intS)−1

então y ∈ (intS)−1x.

Portanto, se D0 6= ∅, então D ⊂ (intS)−1x para qualquer x ∈ D0 2

Proposição 1.32 Com as mesmas hipóteses da proposição anterior:

(i) Se D0 6= ∅, então D0 = (intS)x ∩ (intS)−1x.

(ii) Para todo x,y ∈ D0, existe g ∈ intS com gx = y.

(iii) Se D0 6= ∅, então D0 é denso em D.

Demonstração: (i) Sejam x , y ∈ D0. Pelo item (ii) da Proposição 1.31, y ∈
(intS)−1x e x ∈ (intS)−1y. Assim, existe h ∈ intS tal que x = h−1y o que implica

em y = hx. Deste modo, y ∈ (intS)x o que resulta em y ∈ (intS)x ∩ (intS)−1x.

Logo, D0 ⊂ (intS)x ∩ (intS)−1x.
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Agora fixemos x ∈ D0 e seja y ∈ (intS)x ∩ (intS)−1x. Então existem g,h ∈ intS

tais que y = gx e y = h−1x., o que implica que x = hy, então y = g(hy), ou seja,

y ∈ (intS)y. Resta mostrar que y ∈ D. Para isto, mostraremos que D
′
= D ∪ {y}

satisfaz as duas primeiras condições de conjunto controlável. Dáı, como D é um

conjunto controlável, e D ⊂ D
′
, concluiremos pela maximalidade de D que D = D

′
,

e assim teremos y ∈ D. Primeiramente intD
′ 6= ∅, pois intD 6= ∅. Agora tomemos

z ∈ D
′
. Então z ∈ D ou z = y. Se z ∈ D, então D ⊂ fe(Sz). Tomando x ∈ D0, citado

anteriormente, temos que y = gx, com g ∈ intS. Desta forma, y ∈ Sx ⊂ fe(Sx)

e como x ∈ D, temos que x ∈ fe(Sz), logo y ∈ fe(Sz). Assim, D
′ ⊂ fe(Sz) para

todo z ∈ D. Se z = y, novamente, com x ∈ D0 fixado anteriormente, temos que

y = h−1x, com h ∈ intS. Assim, x = hy, ou seja, x ∈ Sy ⊂ fe(Sy). Tomando w ∈ D,

temos que w ∈ fe(Sx), pois x ∈ D. Dáı, como w ∈ fe(Sx) e x ∈ fe(Sy), temos pelo

Lema 1.24 que w ∈ fe(Sy), para todo w ∈ D. E ainda, como y = ghy, temos que

y ∈ Sy ⊂ fe(Sy). Deste modo, D
′
= D ∪ {y} ⊂ fe(Sy). Logo, D

′ ⊂ fe(Sz), para

todo z ∈ D
′
. Assim temos que D

′
satisfaz as duas primeiras condições da definição

de conjuntos controláveis e assim concluindo o desejado.

(ii) Considerando que x, y ∈ D0, temos que D0 6= ∅. Temos pelo item anterior,

que D0 = (intS)x0∩ (intS)−1x0 para todo x0 ∈ D0. Sendo assim, y ∈ (intS)x, então

existe h ∈ (intS) tal que y = hx

(iii) Como D0 6= ∅, tome x ∈ D0. Pelo item (i) desta proposição, temos que

D0 = (intS)x ∩ (intS)−1x. Sabemos que (intS)x e (intS)−1x são abertos. Tome

y ∈ fe((intS)x) ∩ (intS)−1x. Então existe uma seqüência (hnx) ∈ (intS)x tal que

hnx → y. Como hnx → y, temos que para qualquer aberto contendo y, existe

n0 ∈ N tal que para n > n0, implica que hnx pertence a este aberto. Desta forma, a

partir de um certo n0, hnx ∈ (intS)−1x, pois este é um aberto contendo y, ou seja,

hnx ∈ (intS)x ∩ (intS)−1x. Então, y ∈ fe((intS)x ∩ (intS)−1x) = feD0. Logo,

[fe((intS)x) ∩ (intS)−1x] ⊂ feD0
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Pelo item (ii) da Proposição 1.31, D ⊂ (intS)−1x. Além disso, D ⊂ fe(Sx) ⊂
fe((intS)x). De fato, temos que dado y ∈ Sx , y = gx, com g ∈ S, e pelo fato de

x ∈ D0, x = hx, com h ∈ intS, assim y = ghx, e como (gh) ∈ intS, temos que

y ∈ (intS)x, então fe(Sx) ⊂ fe((intS)x). Logo D ⊂ (fe((intS)x)∩(intS)−1x) ⊂ feD0.

Assim, D = feD0 ∩D = D0
D
. Portanto D0 é denso em D. 2

Proposição 1.33 Com as mesmas hipóteses da Proposição 1.31:

(i) D0 é S-invariante em D no seguinte sentido:

se h ∈ S, x ∈ D0 e hx ∈ D então hx ∈ D0.

(ii) Se SD ⊂ D ou se S−1D ⊂ D, então D0 6= ∅. No segundo caso, D0 = D.

Demonstração: (i) Tomemos h ∈ S e x ∈ D0, então existe g ∈ (intS) tal que

gx = x. Logo hx = hgx e assim, hx ∈ (intS)x. Temos por hipótese que hx ∈ D.

Pelo item (ii) da Proposição 1.31, D ⊂ (intS)−1x, assim hx ∈ (intS)−1x. Logo,

hx ∈ ((intS)x ∩ (intS)−1x) = D0. Portanto, hx ∈ D0.

(ii) Se SD ⊂ D, então (intS)D ⊂ D e conseqüentemente (intS)D ∩D 6= ∅. Pelo

item (i) da Proposição 1.31, temos que D0 = (intS)D ∩D, logo temos que D0 6= ∅.
Agora, se S−1D ⊂ D, então (intS)−1D ⊂ D, de fato, para qualquer h ∈ S, temos

h−1x ⊂ D, para todo x ∈ D, inclusive para h ∈ intS, então (intS)−1D ⊂ D e

assim, (intS)−1D ∩ D 6= ∅. Tome x ∈ (intS)−1D ∩ D, então existem h ∈ intS e

y ∈ D tais que h−1y = x, o que implica em y = hx. Logo y ∈ (intS)x ⊂ (intS)D

e y ∈ D, o que implica que y ∈ (intS)D ∩D, logo D0 6= ∅. Fixemos x ∈ D. Temos

então que (intS)−1x é um aberto e está contido em D, pois (intS)−1D ⊂ D. Assim

(intS)−1x ∩D 6= ∅. Desta forma,

(intS)−1x = (intS)−1x ∩D ⊂ D ⊂ fe(Sx).

Como (intS)−1x é aberto, não pode estar contido apenas na fronteira de Sx, então

Sx ∩ (intS)−1x 6= ∅. Assim, existem g ∈ S, h ∈ intS tais que gx = h−1x, ou seja,
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hgx = x, com hg ∈ (intS). Logo x ∈ D0, consequentemente D ⊂ D0. Portanto

D0 = D. 2

Exemplo 1.34 Sob as mesmas hipóteses do Exemplo 1.22, vamos encontrar C0, o

conjunto de transitividade de C.

Como vimos anteriormente, SC ⊂ C, então por (ii) da Proposição 1.33, C0 6= ∅,
assim, por (iii) da Proposição 1.32, temos que C0 é denso em C, logo C0 intercepta

intC. Temos que P2 é um espaço homogêneo compacto, então por (ii) da Proposição

1.45, temos que C0 = S[x] para todo [x] ∈ C0. Tomemos [x] ∈ C0 ∩ intC. Então

[x] = [(x1, x2, x3)] com todas as coordenadas positivas. Portanto,

C0 = S[x] =







a11 a12 a13

a21 a22 a23

a31 a32 a33







x1

x2

x3







= [(a11x1 + a12x2 + a13x3, a21x1 + a22x2 + a23x3, a31x1 + a32x2 + a33x3)]

= intC.

Definição 1.35 Se o conjunto de transitividade D0 de um conjunto controlável D

é não vazio então D é dito conjunto controlável efetivo.

Introduzimos agora, uma relação de ordem entre os conjuntos controláveis. Seja

S um semigrupo e denotemos por Γ(S) o conjunto de todos os conjuntos controláveis

para a ação de S.

Definição 1.36 Sejam D1,D2 ∈ Γ(S). Definimos D1 ≤ D2 se existir x ∈ D1 tal

que fe(Sx) ∩D2 6= ∅.

Exemplo 1.37 Seja D o complementar, em P2, do conjunto controlável C do

Exemplo 1.22. Mostraremos, mais adiante, que D é também um conjunto controlável

para Sl+(n,R). Temos que D ≤ C com respeito a ordem definida acima. De fato,

consideremos uma matriz

g =




3 1 0
1
2

1
2

0
1 1 1


 ∈ S
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e [x] = [(1, 1,−1)] ∈ D, então

g[x] = g[(1, 1,−1)] = [g(1, 1,−1)]

=







3 1 0
1
2

1
2

0
1 1 1







1
1
−1





 =







4
1
1





 ∈ intC,

ou seja, para tal elemento, S[x]∩ intC 6= ∅, ou seja, temos que fe(S[x])∩C 6= ∅, logo

pela Definição 1.36, D ≤ C, mas já sabemos que eles são diferentes, então temos

D < C.

Proposição 1.38 Se D1,D2 ∈ Γ(S) e D1 ≤ D2, então D2 ∩ fe(Sx) 6= ∅ para todo

x ∈ D1.

Demonstração: Como D1 ≤ D2, então existe x0 ∈ D1 tal que fe(Sx0) ∩D2 6= ∅.
Seja y ∈ D2 ∩ fe(Sx0). Tome x ∈ D1 arbitrário. Temos pelo item (ii) da Definição

1.21 que x0 ∈ fe(Sx) e como y ∈ fe(Sx0), temos pelo Lema 1.24 que y ∈ fe(Sx).

Portanto D2 ∩ fe(Sx) 6= ∅, para todo x ∈ D1. 2

Proposição 1.39 A relação “≤” em Γ(S) é uma relação de ordem parcial.

Demonstração:

i) A relação “≤” é reflexiva: Se D é um conjunto controlável, então D ⊂
fe(Sx) para todo x ∈ D, assim, D ∩ fe(Sx) 6= ∅. Logo D ≤ D.

ii) A relação “≤” é transitiva: Sejam D1,D2,D3 ∈ Γ(S) com D1 ≤ D2 e D2 ≤ D3.

Então existem x ∈ D1 e y ∈ D2 tais que fe(Sx) ∩ D2 6= ∅ e fe(Sy) ∩ D3 6= ∅.
Tomemos z ∈ fe(Sx) ∩ D2. Pela proposição anterior fe(Sz) ∩ D3 6= ∅. Mas, z ∈
fe(Sx), então seja y ∈ fe(Sz), como z ∈ fe(Sx), temos que y ∈ fe(Sx), o que implica

em fe(Sz) ⊂ fe(Sx). Assim fe(Sx) ∩D3 6= ∅. Logo D1 ≤ D3.

iii) A relação “≤” é anti-simétrica: Sejam D1,D2 ∈ Γ(S) e suponhamos que

D1 ≤ D2 e D2 ≤ D1. Pela proposição anterior temos que, para todo x ∈ D1,
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fe(Sx) ∩D2 6= ∅ e, para todo y ∈ D2 , fe(Sy) ∩D1 6= ∅. Mostraremos que D1 ∪D2

satisfaz as condições (i) e (ii) da definição de conjunto controlável. Claramente

int(D1 ∪ D2) 6= ∅, pois int(D1) ∩ ∅. Assim, (i) está satisfeita. Tome x ∈ D1 ∪ D2,

então x ∈ D1 ou x ∈ D2. Se x ∈ D1, então D1 ⊂ fe(Sx) e como D1 ≤ D2 temos

que fe(Sx) ∩ D2 6= ∅. Tomemos y ∈ D2 ∩ fe(Sx). Então D2 ⊂ fe(Sy). Assim

D2 ⊂ fe(Sy) ⊂ fe(Sx). Logo D1 ∪ D2 ⊂ fe(Sx), para todo x ∈ D1. Se x ∈ D2, é

mostrado analogamente ao anterior que D1 ∪D2 ⊂ fe(Sx). Assim D1 ∪D2 satisfaz

(i) e (ii) da Definição 1.21. Como D1 ⊂ D1 ∪ D2 e D1 é maximal, temos que

D1 = D1 ∪ D2. Assim, D2 ⊂ D1, mas também pela maximalidade de D2, temos

D1 = D2 e a prova está conclúıda. 2

Um conjunto de controle maximal é um conjunto D ∈ Γ(S) que satisfaz a seguinte

propriedade. Se C ∈ Γ(S) e D ≤ C então C = D.

Definição 1.40 Um conjunto controlável invariante para S é um subconjunto não

vazio C ⊂ M satisfazendo:

i) Para todo x ∈ C, fe(Sx) = feC

ii) C é maximal satisfazendo a propriedade (i).

Exemplo 1.41 Vamos mostrar que o conjunto C do Exemplo 1.22 é um conjunto

controlável invariante para Sl+(3,R).

Já vimos que C ⊂ fe(Sx) para todo x ∈ C. Como feC = C, temos

feC ⊂ fe(Sx) para todo x ∈ C.

Para a inclusão oposta, temos que dado g ∈ S e [x] ∈ C, então g[x] ∈ C, pois

todas as entradas de g são não negativas, assim S[x] ⊂ C para todo [x] ∈ C e

conseqüentemente, fe(S[x]) ⊂ fe(C) = C, para todo [x] ∈ C. Logo, fe(S[x]) = fe(C)

para todo [x] ∈ C e como C é fechado temos que C é um conjunto controlável

invariante (ver Proposição 1.47).
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Como em geral estamos trabalhando com semigrupo de interior não vazio, os

próximos resultados nos dão algumas caracteŕısticas dos conjuntos controláveis in-

variantes.

A próxima proposição nos mostra que quando intS 6= ∅, temos algumas pro-

priedades topológicas do conjunto controlável invariante para a ação de S.

Proposição 1.42 Se S é acesśıvel, então todo conjunto controlável invariante para

S é fechado. Além disso, se C é um desses conjuntos então intC 6= ∅, fe(intC) = C.

Demonstração: Sejam C um conjunto controlável invariante e x ∈ feC. Tomando

y ∈ C, temos que fe(Sy) = feC, então x ∈ fe(Sy). Pela Proposição 1.29, temos que

S(fe(Sy)) ⊂ fe(Sy), então Sx ⊂ fe(Sy) = feC. Como int(Sx) 6= ∅, temos que

Sx possui pontos interiores, logo nao pode estar contido apenas na fronteira de C.

Assim, Sx ∩ C 6= ∅. Seja então x
′ ∈ (Sx ∩ C). Temos que

feC = fe(Sx
′
) ⊂ fe(Sx) ⊂ feC.

Assim, fe(Sx) = feC = fe(feC), para todo x ∈ feC, ou seja, feC satisfaz (i) da

Definição 1.40 e ainda, C ⊂ feC. Como C é maximal em relação a (i) da definição

de conjuntos controláveis invariantes, temos que C = feC, ou seja, C é fechado.

Observe também que Sx ⊂ feC = C, e como int(Sx) 6= ∅ e é um aberto em C,

temos que intC 6= ∅.

Agora vamos mostrar que intC é denso em C.

Sabemos que C = feC (pois é fechado) e obviamente intC ⊂ C = C. Precisamos

apenas mostrar a inclusão contrária. Tomemos x ∈ C. Como fe(Sx) = feC = C,

temos que Sx ⊂ C. Dáı, intSx ⊂ Sx ⊂ C, então intSx é um aberto não vazio

contido em C. Assim, dado sx ∈ intSx, temos que intSx é um aberto contendo sx

e contido em C, logo sx ∈ intC e portanto

intSx ⊂ intC. (1.1)

27



Mas intSx é denso em Sx (ver Apêndice A de F. Colonius e W. Kliemann [3]) e Sx

é denso em C, pela definição de conjunto controlável invariante (fe(Sx) = C). Dáı,

intSx é denso em C. Portanto

feC = C = fe(intSx) ⊂ fe(intC),

sendo a última inclusão devido a (1.1), concluindo assim, que intC é denso em C.

2

A próxima proposição justifica o fato do conjunto C de 1.22, exemplificar tanto

um conjunto controlável, quanto um conjunto controlável invariante, é que para S

acesśıvel, todo conjunto controlável invariante é também um conjunto controlável.

Proposição 1.43 Se S é acesśıvel, então todo conjunto controlável invariante para

S também é um conjunto controlável para S.

Demonstração: Seja C um conjunto controlável invariante para a ação de S.

Temos que intC 6= ∅ e C é fechado, pela Proposição 1.42. Logo C j feC = fe(Sx)

para todo x ∈ C. Resta provar a maximalidade de C como conjunto controlável.

Suponha que existe D contendo C tal que D ⊂ fe(Sx) para todo x ∈ D. Então

fe(Sz) = feC ⊂ feD para todo z ∈ C.

Considere agora, z ∈ DrC. Tomemos y ∈ fe(Sz) e x ∈ C. Como C ⊂ D, temos

que z ∈ D ⊂ fe(Sx). Desta forma, y ∈ fe(Sz) e z ∈ fe(Sx), então y ∈ fe(Sx) = feC.

Logo fe(Sz) ⊂ feC ⊂ feD, ou seja, fe(Sz) ⊂ feD para todo z ∈ D,e como por

hipótese temos D ⊂ fe(Sz) ⇒ feD ⊂ fe(Sz), então fe(Sz) = feD, para todo z ∈ D,

logo D satisfaz a condição (i) da Definição 1.40. Mas C ⊂ D e é maximal como

conjunto controlável invariante, portanto C = D. 2

Proposição 1.44 Se D é um conjunto controlável invariante para S e S é acesśıvel,

então D é maximal com respeito a relação de ordem parcial definida anteriormente.
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Demonstração: Seja D
′

um conjunto controlável tal que D ≤ D
′
. Então,

fe(Sx) ∩D
′ 6= ∅ para algum x ∈ D. Como D é um conjunto controlável invariante,

temos que fe(Sx) = feD = D, a última igualdade vem do fato de S ser acesśıvel.

Assim D ∩ D
′ 6= ∅. Como dois conjuntos controláveis são disjuntos ou são iguais

(pela Proposição 1.25), temos que D = D
′
. 2

Assim temos a seguinte observação: Com respeito a esta ordem, um elemento de

Γ(S) é maximal se ele é um conjunto controlável invariante para S e é minimal se

ele é S−1-invariante. Uma outra observação é que veremos na Proposição 1.54 um

tipo de rećıproca para este resultado.

Vejamos agora algumas propriedades do conjunto de transitividade de um con-

junto controlável invariante em um espaço homogêneo compacto.

Proposição 1.45 Suponha que M = G/L seja um espaço homogêneo compacto e

seja S um semigrupo de G com interior não vazio. Sejam C um conjunto con-

trolável invariante para a ação de S sobre M e C0 = (intS)C o seu conjunto de

transitividade. Então:

(i) C0 = int(Sx), para todo x ∈ C0

(ii) SC0 ⊂ C0 = Sy = (intS)y, para todo y ∈ C0

(iii) feC0 = C

(iv) C0 = {x ∈ C : ∃g ∈ intS com gx = x}

(v) C0 = {x ∈ C : ∃g ∈ intS com g−1x ∈ C}

Demonstração:

(i) Como S é acesśıvel, temos pela Proposição 1.42 que C é fechado. Em par-

ticular, C é S-invariante (pois fe(Sx) ⊂ feC = C, para todo x ∈ C). Assim,

C0 = (intS)C ⊂ C. Como fe(Sy) = feC = C para todo y ∈ C0, temos que

Sy é denso em C para todo y ∈ C0. Temos também que (intS)−1y é um aberto
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interceptando C, pois se y ∈ C0, então y = hx com h ∈ intS e x ∈ C, assim,

h−1y = x ∈ C e conseqüentemente (intS)−1y ∩ C 6= ∅. Como Sy é denso em C,

temos que (intS)−1y ∩ Sy 6= ∅. Assim, existe h ∈ intS e g ∈ S tais que h−1y = gy,

isto mostra que y ∈ (intS)Sy e

int(Sy) ⊂ Sy ⊂ S((intS)Sy) ⊂ (intS)y ⊂ int(Sy).

sendo a última inclusão justificada pelo seguinte fato: seja x ∈ (intS)y, então x = hy,

com h ∈ (intS), assim existe V ⊂ S, vizinhança de h, tal que V y ⊂ Sy é vizinhança

de hy, logo hy ∈ int(Sy), ou seja, x ∈ int(Sy). Com as inclusões acima temos que

int(Sy) = (intS)y = Sy, assim int(Sy) é aberto, S-invariante pois (intS)y o é e

denso em C já que Sy o é. Tomemos x,y ∈ C0. Temos que (intS)−1z ∩ C 6= ∅ e

Sy é denso em C, então (intS)−1z ∩ Sy 6= ∅. Tomemos h ∈ intS e g ∈ S tais que

h−1z = gy, então z = hgy e assim

z ∈ (intS)Sy ⊂ (intS)y ⊂ int(Sy) ⊂ Sy.

Logo, int(Sz) = Sz ⊂ Sy = int(Sy).

Analogamente temos que int(Sy) ⊂ int(Sz). Assim int(Sz) = int(Sy). Desta

forma, dado z ∈ C0, então z ∈ int(Sy), para todo y ∈ C0 e reciprocamente, dado

z ∈ int(Sy), então z ∈ (intS)y, o que implica em z ∈ (intS)C = C0. Portanto

C0 = int(Sx), para todo x ∈ C0.

(ii) Se y ∈ C0, já mostramos que Sy = (intS)y, então Sy ⊂ (intS)y ⊂ (intS)C.

Logo, SC0 ⊂ C0. Por (i), temos que C0 = int(Sy) = (intS)y = Sy. Portanto

SC0 ⊂ C0 = Sy = (intS)y.

(iii) Dado x ∈ C0, temos que C0 = Sx, Então feC0 = fe(Sx) = feC = C

(iv) Tomemos x ∈ C0, então C0 = int(Sx) ⊂ (intS)x. Assim, x ∈ (intS)x.

Reciprocamente, se x ∈ C e x ∈ (intS)x, então, x ∈ (intS)C = C0. Portanto temos

a igualdade.

(v) Se x ∈ C0, então x = gy, com y ∈ C e g ∈ intS, assim, g−1x = y ∈ C. Agora,
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se x ∈ C e g−1x ∈ C, com g ∈ (intS), seja y ∈ C tal que g−1x = y, então, temos

que x = gy, ou seja, x ∈ (intS)C = C0. Portanto temos C0 = {x ∈ C; existe g ∈
intS, com g−1x ∈ C}. 2

Observação 1.46 Notemos que como estamos trabalhando com semigrupos com

pontos interiores então para conjunto controlável invariante seu conjunto de transi-

tividade C0 é sempre diferente do vazio, ou seja, o conjunto controlável invariante

é sempre efetivo.

O próximo resultado garante que para que um subconjunto fechado C ⊂ M seja

um conjunto controlável invariante, basta que ele satisfaça fe(Sx) = feC, para todo

x ∈ C.

Proposição 1.47 Se um subconjunto não vazio C ⊂ M satisfaz a condição (i) da

definição de conjunto controlável invariante e C é fechado então C é um conjunto

controlável invariante para S

Demonstração: Basta mostrar a maximalidade de C. Suponha então que exista

C
′
satisfazendo a condição (i) da Definição 1.40 tal que C ⊂ C

′
. Dado x ∈ C, temos

que x ∈ C
′
, e assim, como fe(Sx) = feC

′
, temos que

C
′ ⊂ feC

′
= fe(Sx) = feC = C.

Como já temos que C ⊂ C
′
, segue que C

′
= C. 2

Nem sempre o conjunto controlável invariante é único. Podemos observar isto

mais adiante no Exemplo 1.60.

Vejamos um exemplo de conjunto controlável invariante para a ação de um semi-

grupo associado a campos de vetores:
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Exemplo 1.48 Seja M = R2 e considere o sistema de controle definido pelo con-

junto de campos V = {X1, X2, X3, X4}, onde X1 = ∂
∂x1

, X2 = ∂
∂x2

, X3 = − ∂
∂x2

e

X4 = −x1
∂

∂x1

∣∣∣
A
, com A = {x ∈ R2; x1 > 0}.

Observemos que as trajetórias dos campos Xi são definidas pelos fluxos ϕi(t, x)

para i = 1, 2, 3, 4, onde

ϕ1(t, x) = (t + x1, x2) é solução do sistema

{
x′1 = 1
x′2 = 0

ϕ2(t, x) = (x1, t + x2) é solução do sistema

{
x′1 = 0
x′2 = 1

ϕ3(t, x) = (x1,−t + x2) é solução do sistema

{
x′1 = 0
x′2 = −1

ϕ4(t, x) = (x1e
−t, x2) é solução do sistema

{
x′1 = −x1

x′2 = 0

Notemos que as direções das trajetórias são verticais e horizontais. Através de

ϕ1(t, x) e ϕ4(t, x) percorremos a direção horizontal da esquerda para a direita e da

direita para a esquerda, respectivamente, e através de ϕ3(t, x) e ϕ2(t, x) percorremos

a direção vertical de cima para baixo e de baixo para cima, respectivamente.

Sabemos que a composição desses fluxos, obtemos um grupo de Lie, e con-

siderando apenas t ≥ 0 obtemos um semigrupo S agindo em R2.

Considere

D = {(x1, x2) ∈ R2; x1 ≥ 0}.

Vamos mostrar que D é um conjunto controlável invariante para a ação de S. De

fato, tomemos x = (x1, x2) ∈ D e y = (y1, y2) ∈ intD. Escolhendo t′is adequados

para cada caso (xi > yi, xi < yi ou xi = yi), podemos encontrar g = ϕi(ti, x) ◦
ϕj(tj, x) ∈ S tal que gx = y. Disto nos resulta que intD ⊂ Sx, para todo x ∈ D.

Como feD = D = fe(intD), obtemos

feD ⊂ fe(Sx), para todo x ∈ D.

Notemos ainda que Sx ⊂ D, já que o limite do fluxo ϕ4(t, x) é o eixo x2. Logo,

fe(Sx) ⊂ feD.
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Portanto

fe(Sx) = feD, para todo x ∈ D. (1.2)

Agora mostremos que D é maximal com esta propriedade.

Suponhamos que exista D′ ) D, tal que D′ seja um conjunto controlável invari-

ante para S. Tomemos y ∈ (D′ − D), então y = (y1, y2) com y1 < 0. Escolha

x = (x1, x2) com x1 > 0, temos que x ∈ D′, porém y não pertence a fe(Sx), então

D′ não satisfaz a primeira propriedade de conjunto controlável invariante. Logo D é

maximal com a propriedade (1.2), e portanto D é um conjunto controlável invariante

para S em R2.

Temos que o conjunto de transitividade, D0, é o interior de D, de fato, dados

quaisquer dois pontos x, y ∈ intD existe g ∈ S tal que gx = y, o que não ocorre com

elementos da fronteira, pois se x ∈ intD e y ∈ ∂D, então não conseguimos atingir

y pela órbita Sx.

Proposição 1.49 Sejam G um grupo de Lie, S um semigrupo de G com interior

não vazio e M = G/L um espaço homogêneo de G. Se C =
⋂

x∈M fe(Sx) 6= ∅, então

C é um conjunto controlável invariante para S e é único.

Demonstração: Como C é a intersecção de fechados, temos que C é fechado.

Então pela proposição anterior, basta mostrar que fe(Sx) = C para todo x ∈ C.

Tomemos y ∈ C =
⋂

x∈M fe(Sx). Em particular y ∈ fe(Sx) para todo x ∈ C,

assim, C ⊂ fe(Sx) para todo x ∈ C. Agora, seja y ∈ fe(Sz) para um z qualquer

pertencente a C. Como z ∈ fe(Sx) para todo x ∈ M , temos que y ∈ fe(Sx) para

todo x ∈ M . Logo,

y ∈
⋂

x∈M

fe(Sx) = C,

o que implica em fe(Sz) ⊂ C, para todo z ∈ C. Logo temos que fe(Sz) = C = feC

para todo z ∈ C.
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Resta provar a unicidade. Como C intercepta o fecho de todas as S-órbitas,

então C interceptaria qualquer outro conjunto controlável invariante para a ação de

S sobre M . Dáı, como dois conjuntos controláveis são disjuntos ou são iguais, temos

que C é único. 2

No próximo teorema veremos que se a variedade é compacta então podemos

mostrar a existência e unicidade do conjunto controlável invariante.

Teorema 1.50 Se M é uma variedade compacta, então existe ao menos um con-

junto controlável invariante para a ação de S sobre M .

Demonstração: Temos que esse teorema é conseqüência direta do próximo lema.

2

Lema 1.51 Se N ⊂ M é um subconjunto compacto e invariante sob a ação de S

então, fe(Sx) contém um conjunto controlável invariante para todo x ∈ N.

Demonstração: Fixemos x ∈ N e consideremos a famı́lia

F = {fe(Sy) : fe(Sy) ⊂ fe(Sx) , y ∈ M}.

Temos que F é não vazia, pois fe(Sx) ∈ F. Munimos F com a relação de

ordem parcial dada pela inclusão de conjuntos e tomemos uma cadeia arbitrária

{fe(Sy)}y∈I⊂M em F. Temos que Sx ⊂ N e fe(Sx) ⊂ fe(N) = N .

Assim, a cadeia tomada forma uma seqüência de subconjuntos compactos en-

caixados. Logo,
⋂

y∈I⊂M fe(Sy) 6= ∅. Tomando z ∈ ⋂
y∈I⊂M fe(Sy), temos que

fe(Sz) ∈ F e fe(Sz) ⊂ fe(Sy) para todo y ∈ I. Logo fe(Sz) é um limitante in-

ferior da cadeia. Pelo lema de Zorn, F possui algum elemento minimal, digamos

C = fe(Sw). Tomando h ∈ C e a ∈ fe(Sh) temos que a ∈ fe(Sh) e h ∈ fe(Sw),

então a ∈ fe(Sw) = C. Logo fe(Sh) ⊂ C. Como fe(Sh) ∈ F e C é minimal em
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F, devemos ter fe(Sh) = C = feC, para todo h ∈ C. Portanto C é um conjunto

controlável invariante. 2

Já na próxima proposição temos o primeiro resultado envolvendo controlabili-

dade.

Proposição 1.52 Suponhamos que C =
⋂

x∈M fe(Sx) 6= ∅ seja o único conjunto

controlável invariante para a ação de S e que exista um conjunto controlável invari-

ante para S−1, digamos C−, tal que (intC) ∩ (intC−) 6= ∅. Então S age transitiva-

mente em M .

Demonstração: Temos que C é fechado e também que Sx ⊂ fe(Sx), para todo

x ∈ C, então SC ⊂ ⋃
x∈C fe(Sx) = feC = C. Dáı pelo item (ii) da Proposição 1.33,

temos que C0 6= ∅. Se x ∈ C0, então pelo item (i) da Proposição 1.32, x ∈ (intS)−1x

e uma vez que x ∈ C, temos pela definição de C que x ∈ fe(Sy) para todo y ∈ M .

Assim x ∈ (intS)−1x ∩ fe(Sy). Logo, existe uma seqüência (any) em Sy tal que

any → x ∈ (intS)−1x. Assim existe um número natural n0 tal que se n > n0. então

any ∈ (intS)−1x. Assim, any = g−1x para algum g ∈ (intS), ou seja, x = gany,

o que significa que se x ∈ C0 e y ∈ M , então x ∈ Sy. Conseqüentemente, para

todo y ∈ M , existe s ∈ S tal que sy = x. Então s−1x = y para todo y ∈ M ,

logo S−1x = M. Pelo item (iii) da Proposição 1.32 C0 é denso em C. Desta forma

(intC−)∩C0 6= ∅. Tomemos x ∈ (intC−)∩C0. Como x ∈ C0, temos que S−1x = M,

e uma vez que S−1x ⊂ C− (pois C− é S−1-invariante) temos que M ⊂ C−, logo

C− = M .

Já que SC− ⊂ M = C−, ou seja, (S−1)−1C− ⊂ C−, temos pelo item (ii) da

Proposição 1.33, que C−
0 = C− = M . Assim, S−1x = M para todo x ∈ M , ou seja,

dados x,y ∈ M quaisquer, existe g ∈ S tal que g−1x = y, (ou equivalentemente)

gy = x.

Portanto S age transitivamente em M . 2
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Veremos, no exemplo abaixo, que existem variedades onde um semigrupo não

possui conjunto controlável invariante.

Exemplo 1.53 Seja G = (R, +) e tomemos S = R+, o semigrupo constitúıdo dos

números reais positivos. Considere a ação

η : G×G −→ G
(x, y) 7−→ x + y.

Em G não existe conjuntos controláveis para a ação de S. De fato, suponda que

D seja um conjunto controlável para ação de S, então temos que D ⊂ fe(Sx) para

todo x ∈ D. Como intD 6= ∅, existe um intervalo aberto e limitado da reta contido

em D. Como estamos em R, podemos encontrar o ponto médio m desse intervalo

e assim, tomando qualquer x0 desse intervalo tal que x0 > m, temos que fe(Sx0) =

{y ∈ R : y ≥ x0}. Assim D ⊂ fe(Sx0), pois no intervalo considerado acima, que

está contido em D, temos elementos menores que x0.

Portanto, não existe conjunto controlável para a ação de S.

Agora veremos que o conjunto controlável invariante em uma variedade compacta

é o maximal com relação à ordem definida em 1.36. Notemos que a compacidade é

condição essencial para isso.

Proposição 1.54 Seja M uma variedade compacta e D um conjunto controlável

para a ação do semigrupo S ⊂ G. Se D é maximal com respeito a ordem ≤, então

D é um conjunto controlável invariante.

Demonstração: Temos que a maximalidade de D como conjunto controlável

invariante vem da maximalidade de D como conjunto controlável. De fato, se C ⊇ D

satisfaz fe(Sx) = feC para todo x ∈ C, então C ⊂ feC = fe(Sx) = feD para todo

x ∈ C. Assim, fe(Sx) ∩ C 6= ∅ para todo x ∈ D, o que implica em D 5 C. Mas D

é um conjunto controlável maximal, logo temos C = D.
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Resta provar que fe(Sx) = feD para todo x ∈ D. Como D é um conjunto

controlável, temos que D ⊂ fe(Sx) para todo x ∈ D, então feD ⊂ fe(Sx) para todo

x ∈ D.

Suponha, por absurdo, que exista x0 ∈ D tal que fe(Sx0) * feD, e considere

z ∈ (fe(Sx0)− feD). Temos que fe(Sz) ∩D = ∅. De fato, se fe(Sz) ∩D 6= ∅, então

tomando D ∪ {z}, temos:

. int(D ∪ {z}) 6= ∅, pois intD 6= ∅.

. (D ∪ {z}) ⊂ fe(Sy) para todo y ∈ (D ∪ {z}). De fato, se y ∈ D ∪ {z}, então

y ∈ D ou y = z.

Se y ∈ D, temos que D ⊂ fe(Sy). Além disso, z ∈ fe(Sx0) e x0 ∈ fe(Sy), assim

z ∈ fe(Sy) para todo y ∈ D, logo D ∪ {z} ⊂ fe(Sy) para todo y ∈ D. Se y = z,

então tomemos a ∈ fe(Sz) ∩ D. Assim x ∈ fe(Sa) para todo x ∈ D e a ∈ fe(Sz),

então x ∈ fe(Sz) para todo x ∈ D e ainda z ∈ fe(Sx0). Como x0 ∈ D, acabamos de

ver que x0 ∈ fe(Sz), então z ∈ fe(Sz). Logo, (D ∪ {z}) ⊂ fe(Sz).

Desta forma, D ∪ {z} satisfaz as condições (i) e (ii) da Definição 1.21. Logo,

pela maximalidade de D, (D ∪ {z}) = D, então z ∈ D, o que é uma contradição.

Portanto fe(Sz)∩D = ∅ para todo z ∈ (fe(Sx0)− feD). Como M é compacta, temos

que fe(Sz) é compacto e é invariante para a ação de S pela Proposição 1.29. Então,

fe(Sz) contém um conjunto controlável invariante, e portanto controlável, D
′
que é

disjunto de D pois fe(Sz)∩D = ∅. Mas z ∈ fe(Sx0), então fe(Sz) ⊂ fe(Sx0) e assim

D
′ ∩ fe(Sx0) 6= ∅, com x0 ∈ D pois D

′ ⊂ fe(Sz) ⊂ fe(Sx0). Assim, pela Definição

1.36 D ≤ D
′
, o que contraria o fato de D ser um conjunto controlável maximal com

relação a “≤”, pois D 6= D′ . Portanto, fe(Sx) ⊂ feD para todo x ∈ D, concluindo

assim o desejado. 2

Veremos que a noção de projeção é muito importante no estudo de semigrupos

neste contexto, pois permite que usemos dados sobre os conjuntos S-controláveis de

uma variedade M1 para obtermos informações sobre os conjuntos S-controláveis de
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uma variedade M2 onde M1 se projeta. Dáı surgem questões sobre a relação entre

os conjuntos controláveis de duas variedades “ligadas”por uma aplicação canônica.

Sendo assim, vamos definir esta aplicação. Sejam L1 ⊂ L2 subgrupos fechados de G.

Definamos a projeção π : G/L1 −→ G/L2 dada por gL1 7−→ gL2, onde a principal

caracteŕıstica é a equivariança gπ(x) = π(gx). De fato, sejam η1 e η2, definidas

abaixo, a ação de G em G/L1 e G/L2, respectivamente

η1 : G×G/L1 → G/L1

(g, hL1) 7→ (gh)L1

η2 : G×G/L2 → G/L2

(g, hL2) 7→ (gh)L2

Tomemos hL1 ∈ G/L1 e g ∈ G, temos que:

η2(g, π(hL1)) = η2(g, hL2) = (gh)L2 = π((gh)L1) = π(η1(g, hL1)).

Portanto π é equivariante.

Para dar continuidade nos resultados, precisamos de alguns resutados da teoria

de fibrados. Esses resultados nos garantem o “bom” comportamento das fibras em

um espaço quociente da forma G/L, onde L é um subgrupo fechado de G. Mais

precisamente, para demonstrar (iii) de 1.57 utilizamos o conceito de seção local, para

garantir uma convergência de pontos a partir de uma convergência de fibras. Sendo

assim, comecemos definindo fibrado principal.

Definição 1.55 Sejam P e M variedades diferenciáveis e G um grupo de Lie. Um

fibrado principal de classe Ck de espaço total P , espaço base M e grupo estrutural

G, consiste das variedades diferenciáveis P e M de classe Ck, do grupo de Lie G e

de uma ação à direita

η : P ×G −→ P
(p, g) 7−→ pg

satisfazendo as seguintes propriedades:

(i) A ação é livre.

(ii) O espaço das órbitas desta ação é M . Ou seja, existe uma submersão π : P → M
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tal que as órbitas de G são os subconjuntos π−1(x), denominados fibras.

(iii) P é localmente trivial, isto é, cada ponto x ∈ M possui uma vizinhança U

tal que π−1(U) é isomorfo a U × G no sentido de que existe um difeomorfismo

ψ : π−1(U) → U × G tal que ψ(u) = (π(u), φ(u)), onde φ : π−1(U) → G é uma

aplicação que satisfaz: φ(ua) = φ(u)a, a ∈ G.

Um fibrado principal será denotado por P (M,G) ou simplesmente por P .

Observe também que se u é um ponto de π−1(x), então π−1(x) = {ua; a ∈ G} = uG.

Assim cada fibra é difeomorfa a G.

Um fibrado de particular importância para nós é o chamado fibrado associado,

que definiremos agora.

Seja P (M, G) um fibrado principal e F uma variedade na qual G age à esquerda:

(a, ξ) ∈ G × F → aξ ∈ F . Vamos construir um fibrado E(M, F, G, P ) associado a

P com fibra tipo F . Na variedade produto P × F definimos a ação à direita de G

como segue: um elemento a ∈ G aplica (u, ξ) ∈ P × F em (ua, a−1ξ) ∈ P × F . O

espaço quociente de P × F por esta ação do grupo é denotado por E = P ×G F .

Uma estrutura diferenciável será introduzida em E depois, e neste momento, E é

somente um conjunto. A aplicação P × F → M a qual aplica (u, ξ) em π(u), induz

a aplicação πE, chamada a projeção de E em M . Para cada x ∈ M , o conjunto

π−1(x) é chamada a fibra de E sobre x. Todo ponto x ∈ M tem uma vizinhança

U tal que π−1(U) é isomorfa a U × G. Identificando π−1(U) com U × G, vemos

que a ação de G em π−1(U) × F à direita é dada por (x, a, ξ) 7→ (x, ab, b−1ξ) para

(x, a, ξ) ∈ U ×G× F e b ∈ G.

Segue que o isomorfismo π−1(U) ≈ U×G induz um isomorfismo π−1
E (U) ≈ U×F .

Podemos além disso introduzir uma estrutura diferenciável em E requerendo que

π−1(U) seja uma subvariedade aberta de E a qual é difeomorfa com U × F sob o

isomorfismo π−1
E (U) ≈ U × F . A projeção πE é então uma aplicação diferenciável

de E em M . Chamamos E ou mais precisamente E(M, F, G, P ) o fibrado sobre a
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base M , com fibra F e grupo G, que está associado com o fibrado principal P .

Vamos agora estudar um pouco a seguinte situação particular de fibrado associ-

ado que nos será útil a seguir.

Sejam L1 ⊂ L2 subgrupos fechados de G. Temos que π : G → G/L2 é um fibrado

principal. Consideremos a ação natural de L2 em G e em L2/L1. Assim podemos

construir o fibrado associado E(M, F, G, P ), onde nesta notação tomamos M como

sendo G/L2, o grupo G tomamos como sendo L2, P como sendo G e F = L2/L1, ou

seja, E(G/L2, L2/L1, L2, G). Dáı E = G×L2 L2/L1 é uma variedade diferenciável

e pode-se mostrar que G×L2 L2/L1 é difeomorfo à G/L2. Vamos apenas esboçar

uma idéia desta identificação (para maiores detalhes ver Proposição 5.23 em San

Martin [15]).

Pela proposição 5.23 de [15], G ×L2 L2/L1 é identificado com G/L2 da seguinte

maneira,

gL1 ∈ G/L1 ↔ g · 1H ∈ G×L2 L2/L1,

já que 1H ∈ L2/L1. Se U × L2 ≈ π−1(U) é uma trivialização local de G, então

obtém-se uma ação à direita de L1 em U × L2 que por definição é dada por

(z, g)L1 ∈ (U × L2)/L1 7→ (z, 1) · gL1 ∈ (U × L2)×L2 L2/L1

onde (z, 1) · gl1 = (z · gl1, gl1) = (z, gl1), sendo a última igualdade vinda do fato

de que z é um elemento de G/L2 e gl1 ∈ L2. Do fato de G(G/L2, L2) ser um

fibrado principal diferenciável, temos que G/L1 é difeomorfo a G×L2 L2/L1. Como

G×L2 L2/L1 → G/L2 é fibrado principal, tem-se a seção local, ou seja, considerando

y ∈ G/L2 e uma vizinhança Vy de y, seja x̃ ∈ π−1
E (y), então existe um difeomorfismo

σ : Vy → σ(Vy) ⊂ π−1
E (y) que satisfaz: σ(y) = x̃ e π−1

E (z) ∩ σ(Vy) é um único

ponto para todo z ∈ Vy. Temos que σ é chamado de “seção local”. Seja ϕ o

difeomorfismo existente entre G/L1 e G ×L2 L2/L1 então temos um difeomorfismo

π̃E entre vizinhanças de G/L1 e G/L2 com π̃E = σ−1 ◦ ϕ−1. Desta forma, dado

x ∈ G/L1, para toda vizinhança Vx de x existe vizinhança Vx̃ ⊂ G ×L2 L2/L1 de x̃
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tal que ϕ(Vx̃) ⊂ Vx, e para toda vizinhança Vx̃ de x̃ existe vizinhança Vy ⊂ G/L2 de

y tal que σ(Vy) ⊂ Vx̃. Então, para toda vizinhança Vx de x existe vizinhança Vy de

y tal que π−1
E (Vy) ⊂ Vx.

Tudo isso que acabamos de comentar significa que as fibras em G/L1 são bem

comportadas, ou seja, é posśıvel obter uma sequência de pontos convergindo para

um x ∈ π−1(y), a partir de uma sequência de fibras convergindo para π−1(y).

No próximo resultado veremos uma propriedade muito útil, que conjunto de

transitividade projeta em conjunto de transitividade pela projeção equivariante.

Proposição 1.56 Seja D ⊂ G/L1 um conjunto controlável efetivo para S e seja

D0 o seu conjunto de transitividade. Então, existe um conjunto de controle efetivo

E ⊂ G/L2 com π(D0) ⊂ E0.

Demonstração: Seja x ∈ D0. Pela Definição 1.30 existe g ∈ intS com gx = x.

Como π é equivariante, temos gπ(x) = π(gx) = π(x). Pela proposição anterior, os

pontos fixos por g estão no interior de conjuntos controláveis. Assim π(x) ∈ E para

algum conjunto controlável E.

Tomemos agora y ∈ D0. Pelo item (ii) da Proposição 1.32 existem g1,g2 ∈ intS

tais que g1y = x e g2x = y. Logo,

g1π(y) = π(g1y) = π(x) e g2π(x) = π(g2x) = π(y).

Desta forma, π(y) ∈ fe(Sπ(x)) e π(x) ∈ fe(Sπ(y)). Conseqüentemente

fe(Sπ(x)) = fe(Sπ(y)).

Como π(y) também pertencente ao interior de algum conjunto controlável, digamos

E
′
, devemos ter E,E

′ ⊂ fe(Sπ(x)) = fe(Sπ(y)).

Mas isto implica que E ∪ E
′

satisfaz as duas primeiras condições de conjunto

controlável. De fato, E ∪ E
′ ⊂ fe(Sz) para todo z ∈ E ∪ E

′
, pois se z ∈ E, então
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π(x) ∈ fe(Sz), logo E ∪ E
′ ⊂ fe(Sπ(x)) ⊂ fe(Sz), analogamente se z ∈ E

′
. Então

pela maximalidade de E e E
′
como conjuntos controláveis, temos E = E

′
.

Agora π(D0) ⊂ E0, pois dado x ∈ D0, existe g ∈ intS, com gx = x e deste modo

π(x) = π(gx) = gπ(x), o que implica em π(x) ∈ E0.

Como D0 6= ∅, temos π(D0) 6= ∅, logo E0 6= ∅ e portanto, E é de fato efetivo. 2

A proposição abaixo complementa a anterior. É um resultado bastante usado em

nosso trabalho, principalmente para garantir que o conjunto controlável invariante

da variedade flag maximal se projeta sobre o conjunto controlável invariante de uma

outra variedade flag.

Proposição 1.57 Sejam L1 ⊂ L2 subgrupos fechados de G com G/L1 compacto.

Consideremos a fibração canônica

π : G/L1 −→ G/L2,

com π(gL1) = gL2. Temos que:

(i) Se C1 ⊂ G/L1 é um conjunto controlável invariante, então C2 = π(C1) é um

conjunto controlável invariante para S em G/L2.

(ii) Se C2 ⊂ G/L2 é um conjunto controlável invariante, então existe um con-

junto controlável invariante C1 ⊂ G/L1 com π(C1) = C2.

(iii) Se C1 e C2 são como em (i) desta proposicão e para algum y ∈ C2, tivermos

π−1(y) ⊂ C1, então C1 = π−1(C2).

Demonstração: (i) Como G/L1 é compacto, π é cont́ınua e G/L2 é Hausdorff,

temos que π é uma aplicação fechada.

Para x ∈ C1 temos que

fe(Sπ(x)) = fe(π(Sx)) = π(fe(Sx)) = π(C1) = C2 = feC2.
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a última igualdade vem do fato de C2 ser fechado, pois é imagem de C1 que é fechado

(pela Proposição 1.42).

Como C2 é fechado e satisfaz a condição (i) da Definição 1.40, temos que C2 é

um conjunto controlável invariante.

(ii) Dados x ∈ π−1(C2) e g ∈ S, temos que π(gx) = gπ(x) ∈ C2, pois C2 é

S-invariante. Assim, gx ∈ π−1(C2), ou seja, π−1(C2) é S-invariante. Além disso,

como C2 é fechado, π−1(C2) é fechado e está contido em G/L1 que é compacto, logo

π−1(C2) é compacto.

Temos que π−1(C2) é um subconjunto compacto e S-invariante, logo pelo Lema

1.51, ele contém um conjunto controlável invariante, denotemos por C1. Tomando

x ∈ C1, temos que

π(C1) = π(fe(Sx)) = fe(π(Sx)) = fe(Sπ(x)) = feC2 = C2.

(iii) Seja y conforme estabelecido e tomemos z ∈ (C2)0. Por (ii) da Proposição

1.31, existe g ∈ (intS) tal que y = g−1z. Assim, z = gy, e π−1(z) = π−1(gy) =

gπ−1(y). Por hipótese, π−1(y) ⊂ C1 e, como C1 é invariante, π−1(z) ⊂ C1. Assim,

π−1((C2)0) ⊂ C1. (1.3)

Vamos mostrar que π−1(C2) = C1.

Tomemos x ∈ π−1((C2)0) = π−1(C2). Então existe y ∈ (C2)0 tal que π(x) = y.

Como y ∈ (C2)0, temos que existe uma seqüência (zn) em (C2)0 tal que zn → y.

Mas (π−1(zn)) ⊂ C1 pois zn ⊂ (C2)0 e vale (1.3). Como π é um fibrado, temos que

existe uma seção local σ : Vy → G/L1 tal que σ(z) = x para algum z ∈ Vy ⊂ C2,

isto é, existe uma seção local de G/L1 passando por x. Tomemos a sequência

xn = π−1(yn) ∩ σ(Vy) em C1. Notemos que xn → x com {xn} ⊂ C1. Dáı como C1 é

fechado, temos que x ∈ C1. Logo π−1(C2) ⊂ C1.

A inclusão contrária, C1 ⊂ π−1(C2), vem do fato de que π(C1) = C2. Suponha
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que exista x ∈ C1 tal que x não pertença à π−1(C2). Então π(x) não pertence a C2

e dáı, π(C1) não está contido em C2, o que é uma contradição. 2

Já citamos alguns exemplos de conjuntos controláveis para Sl+(n,R) tendo as-

sumido que este é um semigrupo de interior não vazio. Então, vejamos na observação

abaixo que isso realmente acontece.

Observação 1.58 Um dos semigrupos de Sl(n,R) que aparece várias vezes neste

trabalho, é o subconjunto das matrizes reais com entradas não negativas que deno-

taremos por Sl+(n,R). Temos que este é um semigrupo de interior não vazio em

Sl(n,R). De fato, consideremos o cone

O+ = {(x1, . . . , xn) ∈ Rn; xi ≥ 0 para todo i = 1, . . . , n},

ou seja, o octante positivo de Rn. Mostraremos agora que Sl+(n,R) é o semigrupo

de compressão (o qual definimos na introdução desta dissertação) do cone O+, ou

seja,

Sl+(n,R) = {g ∈ Sl(n,R); gO+ ⊂ O+},

e mais a frente, no caṕıtulo 2, mostraremos que se SW é o semigrupo de compressão

de um cone W ⊂ Rn pontual e gerador, então SW tem interior não vazio. Denotemos

por SO+ o semigrupo de compressão de O+. Vamos mostrar que

Sl+(n,R) = SO+ .

Tomemos g ∈ Sl+(n,R) e x ∈ O+. Como as entradas de g são não negativas

bem como as coordenadas de x, temos que gx ∈ O+. Agora, seja h ∈ SO+, então

hy ∈ O+ para todo y ∈ O+. Em particular, vale para os elementos da base canônica

{e1, . . . , en}. Consideremos

h =




a11 a12 . . . a1n

a21 a22 . . . a2n
...

...
...

an1 an2 . . . ann


 ,
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então

hej =




a11 a12 . . . a1n

a21 a22 . . . a2n
...

...
...

an1 an2 . . . ann







0
...
1
...
0




=




a1j

a2j
...

anj


 .

Mas hej ∈ O+, assim aij ≥ 0 para todo i = 1, . . . , n. Agora, variando j teremos

que aij ≥ 0 para todo i, j = 1, . . . , n, ou seja, h ∈ Sl+(n,R). Assim, Sl+(n,R) é o

semigrupo de compressão de cone O+.

Vejamos agora, mais alguns exemplos:

Exemplo 1.59 Seja G = Sl(3,R) e S = Sl+(3,R) ⊂ G. Vimos acima que S é um

semigrupo de interior não vazio. Consideremos a ação de Sl(3,R) em P2 como no

Exemplo 1.22. Vimos ainda, no Exemplo 1.41 que

C = {[(x1, x2, x3)] ∈ P2; xi ≥ 0, i = 1, 2, 3}.

é um conjunto controlável invariante para S.

Mostraremos a seguir que o conjunto complementar de C em P2, que denotamos

em 1.37 por D, é um conjunto controlável para a ação de S. No entanto, D não é

um conjunto controlável invariante, pois D é aberto, e como intS 6= ∅, os conjuntos

controláveis invariantes são fechados, pela Proposição 1.42.

A condição (i) de conjunto controlável é satisfeita, pois D é aberto, e então

intD 6= ∅.

Devemos mostrar então a condição (ii) da definição de conjunto controlável, isto

é, D ⊂ fe(S[x]) para todo x ∈ D. Assim, sejam os subconjuntos:

D1 = {[(x1, x2, x3)] ∈ RP 2; x1 ≥ 0, x2 ≥ 0, x3 < 0 e x1, x2 não

simultaneamente nulos}

D2 = {[(x1, x2, x3)] ∈ RP 2; x1 > 0, x2 < 0, x3 ≤ 0}

D3 = {[(x1, x2, x3)] ∈ RP 2; x1 > 0, x2 < 0, x3 > 0}
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Temos que D = D1 ∪D2 ∪D3. Vejamos separadamente a condição (ii) de conjunto

controlável.

Sejam [x] = [(x1, x2, x3)], [y] = [(y1, y2, y3)] ∈ D2. Se [x] pertence a (D2− intD2),

então [x] = [(x1, x2, 0)], com x1 > 0 e x2 < 0. Consideremos o elemento

g =




y1

x1
0 0

0 y2

x2
0

0 y3

x2

x1x2

y1y2


 ∈ S.

Temos que

g[x] =







y1

x1
0 0

0 y2

x2
0

0 y3

x2

x1x2

y1y2







x1

x2

0





 = [(y1, y2, y3)] = [y]

como [y] é arbitrário, temos que D2 ⊂ S[x] para todo x ∈ (D2−intD2), o que implica

em D2 ⊂ fe(Sx) para todo x ∈ (D2 − intD2).

Agora tomando quaisquer elementos [x], [y] ∈ D2 que não pertençam a fronteira

podemos considerar g da seguinte forma:

g =
x1x2x3

y1y2y3




y1

x1
0 0

0 y2

x2
0

0 0 y3

x3


 ∈ S,

e assim teremos g[x] = [y], ou seja, intD2 ⊂ S[x] para todo x ∈ intD2. Assim

D2 = intD2 ⊂ fe(Sx) para todo [x] ∈ intD2.

Podemos então garantir que D2 ⊂ fe(Sx) para todo x ∈ D2.

Observemos que embora a propriedade (ii) da Definição 1.21 seja satisfeita, D2

não é um conjunto controlável. De fato, D2 ⊂ D e mostraremos que D também

satisfaz a propriedade (ii).

Seguindo o mesmo racioćınio podemos mostrar que D1 e D3 também satisfazem

à esta propriedade de D2, basta tomar g como acima. Vamos mostrar que é posśıvel

“passar” de qualquer subconjunto desses para outro pela ação de S.

Se [x1] = [(1, 1,−1)] ∈ D1 então considere o elemento g =




1 0 0
0 1 2
0 1 3


 ∈ S.

Assim, g[x1] = [(1,−1,−2)] ∈ D2.
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Se [x2] = [(1,−1,−2)] ∈ D2 então escolha g =




1 0 0
0 1 0
3 0 1


 ∈ S. Assim

g[x2] = [(1,−1, 1)] = [x3] ∈ D3.

Como vimos D2 satisfaz a condição (ii) da Definição 1.21 e o mesmo acontece

com os conjuntos D1 e D3.

Como D = D1∪D2∪D3 temos que D satisfaz a condição (ii) da Definição 1.21.

De fato, tomemos [x] ∈ D, então [x] ∈ D1 ou [x] ∈ D2 ou [x] ∈ D3. Suponha que

[x] ∈ D1, então

D1 ⊂ feS[x].

Considerando [x1], [x2] e [x3] como acima e usando a Proposição 1.29, temos:

[x1] ∈ fe(S[x]) então S[x1] ⊂ fe(S[x]) o que implica em fe(S[x1]) ⊂ fe(S[x]);
[x2] ∈ fe(S[x1]) então fe(S[x2]) ⊂ fe(S[x1]) e
[x3] ∈ fe(S[x2]) então fe(S[x3]) ⊂ fe(S[x2]).

Assim,

D2 ⊂ fe(S[x2]) ⊂ fe(S[x1]) ⊂ fe(S[x]) e
D3 ⊂ fe(S[x3]) ⊂ fe(S[x2]) ⊂ fe(S[x]),

ou seja, D = D1 ∪D2 ∪D3 ⊂ fe(S[x]) para todo [x] ∈ D1, é feito analogamente se

[x] ∈ D2 ou [x] ∈ D3.

Logo D satisfaz a condição (ii) da definição de conjunto controlável.

Por fim temos que o conjunto D é maximal para as propriedades (i) e (ii) da

Definição 1.21. De fato, D é o conjunto complementar do conjunto controlável

invariante C e pela Proposição 1.25 segue que D é maximal e portanto é um conjunto

controlável.

Consideremos uma matriz

g =




3 1 0
1
2

1
2

0
1 1 1


 ∈ S
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e [x] = [(1, 1,−1)] ∈ D, então

g[x] = g[(1, 1,−1)] = [g(1, 1,−1)]

=







3 1 0
1
2

1
2

0
1 1 1







1
1
−1





 =







4
1
1





 ∈ intC,

ou seja, para tal elemento, S[x] ∩ intC 6= ∅ o que implica em fe(S[x]) 6= feD.

Portanto D não é um conjunto controlável invariante.

Vejamos um exemplo de que o conjunto controlável invariante nem sempre é

único.

Exemplo 1.60 Ainda com G = Sl(n,R) e S = Sl+(n,R), tomemos a variedade

M = Sn−1 considerada como o conjunto de raios em Rn começando na origem, ou

seja, dado um vetor v ∈ Sn−1, qualquer múltiplo positivo de v, λv, com λ > 0,

representa o mesmo elemento.

Podemos verificar, usando o exemplo 1.22, que C+ = O+, isto é, a parte de Sn−1

contida no octante positivo, é um conjunto controlável invariante para S. De fato,

como já vimos, SC+ ⊂ C+, então

fe(Sx) ⊂ feC+ = C+ para todo x ∈ C+.

Por outro lado, tomemos x, y ∈ intO+. Então como no exemplo 1.22, existe g ∈ S

tal que gx = λy, com λ > 0. Assim, como estamos considerando λy = y em Sn−1

temos que gx = y. Logo, intC+ ⊂ fe(Sx), para todo x ∈ intC+.

Temos também que para x ∈ (C+ − intC+), existe g ∈ S tal que gx ∈ intC+ e

como anteriormente, existe h ∈ S tal que h(gx) = y. Então, intC+ ⊂ fe(Sx), para

todo x ∈ C+, o que implica em

feC+ = fe(intC+) ⊂ fe(Sx), para todo x ∈ C+.

Logo,

feC+ = fe(Sx), para todo x ∈ C+.
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e como C+ é fechado, temos pela Proposição 1.47, que C+ é um conjunto controlável

invariante para Sl+(n,R) em Sn−1.

Similarmente mostra-se que

C− = {(x1, . . . , xn) ∈ Sn−1; xi ≤ 0, com i = 1, . . . n}

é também um conjunto controlável invariante para S em Sn−1, pois já que temos

g ∈ S tal que gx = y, para x ∈ C+ e y ∈ intC+, temos que g(−x) = −y, ou seja,

vale para os elementos de C−.

Agora seja π : Sn−1 → Pn−1 a aplicação que identifica as ant́ıpodas. Temos que

CΘP = π(C+) = π(C−)

é o único conjunto controlável invariante para S em Pn−1. Desta forma temos que

C+ e C− são os únicos conjuntos controláveis invariantes para S em Sn−1. De fato,

suponhamos que exista D ⊂ Sn−1 um conjunto controlável invariante para S, então

π(D) é um conjunto controlável invariante para S em Pn−1, mas CΘP é o único, logo

π(D) = CΘP e portanto D = C+ ou D = C−.

Observação 1.61 Os resultados apresentados no Exemplo 1.59 generalizam-se para

Pn−1. O octante com todas as coordenadas não negativas é um conjunto controlável

invariante para a ação de Sl+(n,R) em Pn−1 e o seu complementar é o outro conjunto

controlável (não invariante).

Porém, não vale, em geral, para outras variedades, por exemplo em 1.60, temos

para Sn−1 dois conjuntos controláveis invariantes e um não invariante.

O próximo exemplo mostra que o conjunto controlável invariante para Sl+(n,R)

na variedade flag maximal é imagem inversa do conjunto controlável invariante para

Sl+(n,R) no projetivo, via aplicação projeção.
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Exemplo 1.62 Seja S o semigrupo de matrizes com entradas positivas em Sl(n,R).

Através do Exemplo 1.59, notamos que o único S-i.c.s, dito CΘP, no espaço projetivo

é o conjunto correspondendo ao octante positivo em Rn − {0}.

Seja C o conjunto controlável invariante para S na variedade flag maximal

Fn(1, . . . , n− 1). Temos que π−1(CΘP) = C, onde π : Fn(1, . . . , n− 1) → RP n−1 é a

fibração canônica.

Para ver isto, denotamos por bβ o flag gerado pelo conjunto linearmente in-

dependente β = {v1, . . . , vn−1}, isto é, bβ = (V1 ⊂ V2 ⊂ . . . ⊂ Vn−1), onde

Vi =< v1, . . . , vi >, i = 1, . . . , n− 1.

Seja vi1, . . . , vin, as coordenadas de vi em relação à base canônica de Rn e con-

sidere o conjunto

D = {bβ; β = {v1, . . . , vn−1} ⊂ Rn é l.i. com vij ≥ 0 para todo i,j }.

Temos que

π−1(CΘP) = {(V1 ⊂ V2 ⊂ . . . ⊂ Vn−1) tal que V1 =< v1 >, com v1j ≥ 0}.

Vamos mostrar que π−1(CΘP) = D.

Já que V1 ⊂ V2, existe v2 com coordenadas não negativas tal que {v1, v2} é

base para V2. Procedendo desta forma, chegamos que Vi =< v1, . . . , vi >, onde

as coordenadas dos v′is são não negativas, o que implica em π−1(CΘP) ⊂ D. Temos

ainda que se bβ ∈ D, então V1 é gerado por algum v1 com coordenadas não negativas,

assim bβ ∈ π−1(CΘP), já que CΘP é o conjunto correspondente ao octante positivo de

Rn − {0}. Logo D ⊂ π−1(CΘP) o que nos resulta π−1(CΘP) = D.

Como CΘP é fechado, e D = π−1(CΘP), temos que D é fechado, e já que a

variedade Fn(1, . . . , n− 1) é compacta, temos que D é compacto.

Vamos verificar que C = D.

Notemos que gbβ = bgβ, com g ∈ Sl(n,R) e gβ = {gv1, . . . , gvn−1}. De fato,
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como Vi =< v1, . . . , vi > temos que gVi =< gv1, . . . , gvi >, assim

gbβ = (gV1 ⊂ gV2 ⊂ . . . ⊂ gVn−1) = bgβ.

Assim temos que se bβ ∈ D, então bgβ ∈ D, para todo g ∈ S (pois os vetores

de gβ continuarão tendo coordenadas positivas), então gbβ ∈ D. Desta forma temos

que D é S-invariante. Como D é compacto, então ele contém um S-i.c.s e como

este é único em Fn(1, . . . , n− 1), temos C ⊂ D.

Por outro lado, denotemos por C = {e1, . . . , en} a base canônica do Rn e seja b0

o flag gerado por ela. Então b0 ∈ C, pois sabemos que para b em um subconjunto

aberto e denso de Fn(1, . . . , n− 1), temos que b0 = lim hkb quando k →∞, onde

h = diag(λ1, . . . , λn), com λ1 > . . . > λn > 0, ou seja,

b0 ∈
⋂

x∈Fn(1,...,n−1)

fe(Sx) = C.

Vamos mostrar usando esses fatos que intD ⊂ C.

Pegue β = {v1, . . . , vn−1} com coordenadas positivas (em relação à base cano-

nica, vi = (v1i, . . . , vni)), então bβ ∈ intD, e escolha w no octante positivo tal que

{v1, . . . , vn−1, w} é uma base orientada positivamente com relação à base canônica.

Então a matriz

g
′
=




v11 . . . v1i . . . w1

v21 . . . v2i . . . w2
...

...
...

vn1 . . . vni . . . wn


 = (v1, . . . , vn−1, w)

tem entradas positivas e determinante positivo.

Sendo g = ((detg
′
)−1v1, v2, . . . , vn−1, w), temos que detg = (detg

′
)−1detg

′
= 1.

Assim g ∈ S

Como b0 é o flag gerado pela base canônica, ou seja,

b0 = (< e1 >⊂< e1, e2 >⊂ . . . ⊂< e1, . . . , en−1 >)
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então,

gb0 = (< ge1 >⊂< ge1, ge2 >⊂ . . . ⊂< ge1, . . . , gen−1 >)

= (< (detg′)v1 >⊂< (detg′)v1, v2 >⊂ . . . ⊂< (detg′)v1, . . . , vn−1 >)

= (< v1 >⊂< v1, v2 >⊂ . . . ⊂< vi, . . . , vn−1 >) = bβ.

Como b0 ∈ C e C é S-invariante, temos que gb0 ∈ C, logo bβ ∈ C. O que mostra

que intD ⊂ C.

Vamos mostrar que intD é denso em D, e dáı teremos que

D = (intD) ⊂ C = C.

De fato, tomemos bβ ∈ D, então β = {v1, . . . , vn−1}, com coordenadas de cada vi

não negativas, vij ≥ 0. Temos que uma vizinhança de bβ é da seguinte forma:

U = U1 ⊂ U2 ⊂ . . . ⊂ Un−1

onde cada Ui é um subconjunto de Rn que é vizinhança do subespaço gerado por vi.

Temos que qualquer vizinhança de vi contém ui cujas coordenadas uij são po-

sitivas (pois para toda vizinhança Uij de vij em R existe uij ∈ Uij com uij > 0),

desta forma, qualquer vizinhança do subespaço gerado por vi contém um subespaço

gerado por ui descrito acima. Podemos desta forma encontrar um subconjunto

γ = {u1, . . . , un−1} l.i, de coordenadas positivas, ou seja, bγ ∈ intD, tal que bγ

pertença à vizinhança de bβ.

Para mostrar isso, vamos construir uma vizinhança de bβ contida em U , contendo

um elemento da forma de bγ citado acima.

É posśıvel tomar W1 uma vizinhança de v1 em Rn e W2 uma vizinhança de v2

em Rn tal que

X2 = {π ⊂ Rn tal que π = ger{v, w}, com v ∈ W1 e w ∈ W2}
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é uma vizinhança de V2 = 〈v1, v2〉 contida em U2. Temos ainda que X2 contém um

elemento π̃ de forma que π̃ = ger{u1}, onde u1 e u2 tem coordenadas estritamente

positivas.

Podemos também tomar W3 vizinhança de v3 em Rn tal que

X3 = {Γ ⊂ Rn tal que Γ = ger{π, z}, com π ∈ X2 e z ∈ W3}

é uma vizinhança de V3 = 〈v1, v2, v3〉 contida em U3.

Procedendo assim, podemos encontrar uma vizinhança de bβ da forma

(X1 ⊂ X2 ⊂ . . . ⊂ Xn−1) ⊂ (U1 ⊂ U2 ⊂ . . . ⊂ Un−1)

que contém um elemento bγ, pois cada vizinhança Wi de vi contém um vetor ui com

coordenadas todas positivas.

Logo intD é denso em D.

Desta forma temos que C = D e portanto,

π−1(CΘP) = C.

O próximo exemplo nos mostra que no espaço projetivo o conjunto controlável

invariante para (Sl+(n,R))−1 complementa o conjunto controlável invariante para

Sl+(n,R). Mas veremos que não acontece nas variedades flag em geral.

Exemplo 1.63 O conjunto controlável invariante para S−1 = {g−1; g ∈ Sl+(n,R)}
em Pn−1, o qual denotaremos por C(S−1,Pn−1), é o complementar do interior de

PO+, o subconjunto de Pn−1 correspondente ao octante positivo na aplicação canônica

π : Rn − {0} → Pn−1, o qual sabemos ser o conjunto controlável invariante para

S = Sl+(n,R) em Pn−1, que denotaremos por C(S,Pn−1), ou seja,

C(S−1,Pn−1) = (intC(S,Pn−1))c.

Denotemos por [v] a classe de v ∈ Rn − {0} em Pn−1 e seja {e1, . . . , en} a base

canônica de Rn.
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Começamos notando que [ei] ∈ C(S−1,Pn−1) para todo i = 1, . . . , n. De fato,

por exemplo para i = 1, tomemos H = diag{λ1, . . . , λn} com λ1 + . . . + λn = 0 e

λ1 > . . . > λn. Então

exp(tH) =




etλ1

. . .

etλn


 ∈ S ∩ S−1,

pois etλ1 > 0, para todo t ∈ R e (etλ1)−1 = e−tλ1 > 0.

Consideremos Ω = {[(x1, . . . , xn)] ∈ Pn−1; x1 > 0}, temos que este subconjunto

é aberto e denso em Pn−1. Notemos que lim
t→∞

(exp(tH))[x] = [e1] para todo x ∈ Ω.

Com efeito, seja [x] = [(x1, . . . , xn)] ∈ Ω, então

exp(tH)[x] =




etλ1

. . .

etλn










x1
...

xn





 =







etλ1x1
...

etλnxn







=







x1
...

etλn

etλ1
xn





 ,

então

lim
t→∞

(exp(tH))[x] = lim
t→∞







x1
...

etλn

etλ1
xn





 =







x1

0
...
0





 = [e1].

Isto mostra que [e1] ∈ fe(S−1x), para todo x ∈ Ω. A partir disso, como intS−1 6= ∅,
conseguimos mostrar que [e1] ∈ fe(S−1x), para todo x ∈ Pn−1, pois dado x na

fronteira de Ω temos que S−1x tem interior não vazio em Pn−1. Logo S−1x intercepta

Ω, dáı se x0 ∈ S−1x ∩ Ω, temos que [e1] ∈ fe(S−1x0) e x0 ∈ fe(S−1x), então pelo

Lema 1.24, [e1] ∈ fe(S−1x). Portanto

[e1] ∈
⋂

x∈Pn−1

fe(S−1x) = C(S−1,Pn−1).

Aplicando argumento similar para os outros elementos da base encontramos que

[ei] ∈ C(S−1,Pn−1) para todo i = 1, . . . , n.
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Agora seja A o grupo de matrizes diagonais em Sl+(n,R). Ele tem 2n−1 órbitas

abertas em Pn−1 que correspondem ao interior dos octantes. Temos que sua união

é densa em Pn−1.

Como A ⊂ S−1, então C(S−1,Pn−1) é uma união de octantes pois caso contrário

teŕıamos apenas partes de octantes formando o conjunto controlável invariante, o

que não pode acontecer, já que a órbita de A atinge todo o interior do octante.

Vamos estabelecer algumas notações que utilizaremos a partir de agora.

On−1 e On representam algum octante de Rn−1 e algum octante de Rn, respec-

tivamente. (On−1)+ = {(x1, . . . , xn−1) ∈ Rn−1; xi ≥ 0 para todo i = 1, . . . , n − 1}
representa um octante positivo de Rn−1 e (On)+ o octante positivo de Rn.

Desta forma afirmamos que: Se para qualquer octante On−1 ⊂ Rn−1, a menos

de (On−1)+, existem g ∈ S−1 e x ∈ On−1 tal que ge1 = vx onde vx =

(
1
x

)
∈ Rn,

então vale o exemplo.

Para começarmos a demonstração da afirmação, precisamos da seguinte ob-

servação. O conjunto σ = {[vx] ∈ Pn−1; x ∈ Rn−1} é aberto e denso em Pn−1.

Dai notamos que σ encontra todo octante de Pn−1.

Fixemos um octante qualquer On ⊂ Rn com On 6= (On)+ e consideremos [y] ∈
int([On]). Como σ é denso no espaço projetivo e [y] está no interior do octante,

podemos encontrar um representante para [y] em σ, ou seja, podemos encontrar [vx]

tal que

[y] = [vx] =

[(
1
x

)]
, com x ∈ Rn−1.

Tomemos o octante On−1 ⊂ Rn−1 que contém tal x.

Pela hipótese da afirmação existem g ∈ S−1 e x ∈ On−1 tal que ge1 = vx. Temos

ainda que existe h ∈ A ⊂ S−1 tal que h[vx] = [y] pois A é transitivo em cada

octante de Rn. Então [y] ∈ fe(S−1[vx]) e [vx] ∈ fe(S−1[e1]), dáı pelo Lema 1.24,

[y] ∈ fe(S−1[e1]). Como [y] ∈ fe(S−1[e1]) e [e1] ∈ fe(S−1x), para todo x ∈ Pn−1 temos
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que

[y] ∈
⋂

x∈Pn−1

fe(S−1x) = C(S−1,Pn−1).

Disso e do fato, já mostrado, que [ei] ∈ C(S−1,Pn−1) temos que fica demonstrada a

afirmação.

Portanto resta-nos mostrar que para qualquer octante On−1 ∈ Rn a menos do

(On−1)+ existem g ∈ S−1 e x ∈ On−1 tais que ge1 = vx.

Isto é feito por indução sobre o número i = 0, . . . , n − 2 de entradas positivas

dos elementos de On−1.

Para i = 0, tomemos x ∈ Rn−1 com todas as entradas estritamente negativas.

Então

g =

(
1 0
x 1

)
∈ S−1, pois g−1 =

(
1 0
−x 1

)
∈ Sl+(n,R).

Assim

ge1 =

(
1 0
x 1

)(
1
0

)
=

(
1
x

)
= vx.

Suponhamos que existam x ∈ Rn−1 tal que suas entradas sejam estritamente

positivas, a menos de duas, ditas xr e xs que são negativas e g ∈ S−1 tais que

ge1 = vx.

Agora provaremos a tese de indução.

Para k, l = 1, . . . , n, seja Ekl o elemento canônico das matrizes n×n, ou seja, a

entrada (k, l) é 1 e as demais são zeros.

Temos que

(1 + aEkl)
−1 = 1− aEkl, k 6= l

Desta forma, g1 = (1+aEkl) ∈ S−1 se a ≤ 0, pois (1−aEkl) ∈ Sl+(n,R) é o inverso

de g1.
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Tomando x como antes e g1 = (1 + aEr+1,s+1), temos que

g1vx = (1 + aEr+1,s+1)vx = (1 + aEr+1,s+1)




1
x1
...
xr
...
xs
...

xn−1




=




1
x1
...

xr + axs
...
xs
...

xn−1




= vy,

onde as entradas de y são as mesmas de x a menos da r-ésima a qual é xr + axs.

Já que xr, xs < 0 existe a < 0 tal que xr + axs > 0.

Assim existe y ∈ Rn−1 com apenas uma entrada negativa, e h = (g1g) ∈ S−1 tal

que he1 = vy, concluindo a tese.

Agora sim veremos que o fato ocorrido no exemplo anterior não é regra geral.

Exemplo 1.64 Sejam O+ = {(x1, . . . , xn) ∈ Rn; xi ≥ 0, com i = 1, . . . , n},
S = Sl+(n,R) o semigrupo de Sl(n,R) com entradas não negativas, PO+, C(S−1,Pn−1),

C(S,Pn−1) definidos no exemplo acima e consideremos a aplicação π como sendo a

projeção de Fn(1, . . . , n− 1) em Pn−1 dada por π((V1 ⊂ . . . ⊂ Vn−1)) = (V1).

Contrário ao caso bidimensional, temos que o conjunto controlável invariante

para S−1 em Fn(1, . . . , n− 1), para n ≥ 3, o qual denotaremos por C(S−1), não é o

fecho do complementar do conjunto controlável invariante para S, o qual denotare-

mos por C(S).

Para ver isso, tomemos x ∈ (PO+)c ⊂ (intPO+)c = C(S−1,Pn−1). Notemos que

π−1(x) = {x ⊂ V2 ⊂ . . . ⊂ Vn−1; onde Vi=1,...,n−1são os subespaços

i-dimensionais satisfazendo as inclusões anteriores }

é diferente de Fn(1, . . . , n− 1).
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É claro que existe um subespaço bidimensional V2 contendo x tal que V2∩O+ = ∅.
Se V2 ∩ O+ = ∅, então S−1V2 ∩ O+ = ∅, pois [V2] ⊂ C(S−1,Pn−1). Alias isto vale

para os V ′
i s que não interceptam o octante positivo.

Assim, existem flags da forma b = (x ⊂ V2 ⊂ . . . ⊂ Vn−1) tais que Vi,

i = 2, . . . , n − 1 não interceptam O+ e tal que S−1b ∩ O+ = ∅, ou seja, os subes-

paços encaixados que formam s−1b, com s ∈ S, não interceptam o octante positivo.

Chame de D o subconjunto de Fn(1, . . . , n− 1) formado por elementos do tipo

(x ⊂ V2 ⊂ . . . ⊂ Vn−1)

com Vi ∩O+ = ∅ e x ∈ (PO+)c.

Temos que S−1D∩O+ = ∅. De fato, como S−1Vi∩O+ = ∅, e como S−1x∩O+ = ∅,
pois x ∈ C(S−1,Pn−1), temos que S−1D ∩O+ 6= ∅, e mais S−1D ⊂ D.

Notemos que π−1(PO+), o conjunto controlável invariante para S na variedade

flag Fn(1, . . . , n− 1) (ver Exemplo 1.62), é o conjunto

{(V1 ⊂ V2 ⊂ . . . ⊂ Vn−1); V1 ∈ PO+}

e (π−1(PO+))c é o conjunto

{(V1 ⊂ V2 ⊂ . . . ⊂ Vn−1); V1 /∈ PO+}

Consideremos w = αe1 + αe2 + . . . + αen e w̃ = −αe1 − αe2 − . . . + αen, com

α > 0. Tomemos o subespaço W2 gerado por w e w̃. Notemos que

b̃ = (w̃ ⊂ W2 ⊂ . . . ⊂ Wn) ∈ (π−1(PO+))c,

onde W2 intercepta O+. Notemos também (π−1(PO+))c contém propriamente o con-

junto D, S−1 − invariante, e mais

D  π−1((intPO+)c) = π−1(C(S−1,Pn−1)).

Para ver que é diferente basta tomar o elemento b̃ = (w̃ ⊂ W2 ⊂ . . . ⊂ Wn), temos

que b̃ ∈ π−1(C(S−1,Pn−1)) mas b̃ /∈ D, pois é posśıvel tomar uma vizinhança de W2
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tal que todos os elementos, espaços bidimensionais, desta vizinhança interceptam

O+.

Portanto, C(S−1) não complementa π−1(PO+) = C(S), o conjunto controlável

invariante para S em Fn(1, . . . , n− 1).

1.3 Existência e Unicidade do Conjunto Con-

trolável Invariante na Variedade Sl(n,R)/P

O objetivo principal desta seção é mostrar que para um semigrupo de Sl(n,R) com

interior não vazio, existe somente um conjunto controlável invariante na variedade

Sl(n,R)/P. Começamos demonstrando que é sempre posśıvel tomar um elemento

diagonalizável, com autovalores reais positivos e distintos, no interior do semigrupo

descrito acima. A partir disso, demonstramos o principal resultado deste caṕıtulo,

que garante existência e unicidade do conjunto controlável invariante para a ação

de um semigrupo de Sl(n,R) nas variedades flag.

Consideremos S um semigrupo com interior não vazio contido no grupo de Lie

Sl(n,R). Um ambiente natural para a ação de S é o das variedades homogêneas

Sl(n,R)/P , onde P é um subgrupo parabólico.

Como já comentamos acima, precisamos garantir a existência de elementos re-

gulares em intS, ou melhor dizendo, semelhantes a elementos diagonalizáveis com

autovalores reais positivos distintos, para a demonstração do teorema principal, e

para mostrar isso, temos o seguinte lema.

Lema 1.65 Seja S um semigrupo de interior não vazio de Sl(n,R). Então int(S)

contém elementos diagonalizáveis, com autovalores reais positivos e distintos, ou

seja, existe g ∈ intS tal que g = PhP−1, onde h é uma matriz diagonal com

autovalores reais positivos distintos.

Demonstração: Para uma demonstração mais elegante do que aqui faremos, ver
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Corolário 3.6 em Ayala-Kliemann-San Martin [1].

Seja g ∈ int(S). Usando a forma canônica de Jordan e sabendo que int(S) é

aberto, podemos supor, sem perda de generalidade, que g é semelhante um elemento

g2 ∈ Sl(n,R) com autovalores distintos. Mais ainda, podemos supor que g2 possui a

seguinte forma:

g2 =




λ1

. . .

λr

Jr+1

. . .

Jn




onde λi ∈ R, 1 ≤ i ≤ r, e Jl =

(
al −bl

bl al

)
, com al, bl ∈ R, det(Jl) 6= 0, para

r + 1 ≤ l ≤ n, e ainda, cada bloco Jl se expressa como

Jl = exp(ρl)

(
cos(θl) sen(θl)
sen(θl) cos(θl)

)
,

onde ρl = a2
l + b2

l .

Aproximando θl/2π por números racionais nkl/kl podemos supor ainda que

Jl = exp(ρl)

(
cos(2πnkl

kl
) sen(2πnkl

kl
)

sen(2πnkl

kl
) cos(2πnkl

kl
)

)
.

Com isto,

Jkl
l = exp(klρl)

(
1 0
0 1

)
=

(
λl 0
0 λl

)

onde λl = exp(klρl).

Como g = Pg2P
−1 para alguma matriz inverśıvel P e como int(S) é um ideal de

S para k = kr+1 . . . kn teremos que

gk = Pgk
2P

−1 ∈ int(S)
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e portanto podemos supor que

gk
2 =




λ1

. . .

λr

λr+1

λr+1

. . .

λn

λn




.

Aproximando novamente gk
2 por matrizes com autovalores distintos temos então

que existe g3 ∈ int(S) onde

g3 =




λ1 . . . 0
...

. . .
...

0 . . . λn




é semelhante a g.

Finalmente, tomando uma potência par de g obteremos que os autovalores de g3

podem ser considerados como sendo positivos. 2

O próximo resultado é o principal desta seção. Ele garante que mediante hipóteses

estabelecidas, o semigrupo S possui somente um conjunto controlável invariante so-

bre a variedade Sl(n,R)/P.

Teorema 1.66 Seja P um subgrupo parabólico de Sl(n,R) e S um semigrupo de

interior não vazio de Sl(n,R). Então existe um único conjunto controlável invariante

para S em Sl(n,R)/P .

Demonstração: Pelo lema anterior, existe g ∈ (intS) semelhante a um elemento

diagonal com autovalores reais e distintos.

Tomando a base da subálgebra de Cartan como sendo a base de semelhança,

ou seja, a base na qual o elemento semelhante a g é diagonal, podemos supor, sem

perda de generalidade, que (intS) contém um elemento h, com autovalores reais e
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distintos. Suponhamos então que

h =




λ1 . . . 0
...

. . .
...

0 . . . λn


 ∈ int(S)

onde λ1 > . . . > λn > 0.

Vamos primeiramente fazer a demonstração no caso em que Sl(n,R)/P = Pn−1.

Considere C̃ = {[(x1, . . . , xn)]; x1 > 0}.

Notemos que C̃ é aberto e denso em Pn−1. De fato, sejam b0 = (< e1 >),

onde e1 = (1, 0, . . . , 0) e N− o subgrupo das matrizes triangulares inferior com 1′s

na diagonal principal. Temos que b0 = (V1), onde V1 = {(x, 0, . . . , 0); x ∈ R∗+},
(podemos considerar x > 0 pois em Pn−1 basta considerarmos o semi-espaço).

Vejamos que

N−b0 =







1 0 . . . 0
a21 1 . . . 0
...

...
. . .

...
an1 an2 . . . 1







x
0
...
0





 =







x
a21x

...
an1x





 = C̃

Desta forma, como N−b0 é um conjunto aberto e denso, (ver e.g. [17]), então temos

que C̃ também o é.

Sendo assim tomemos x ∈ C̃, então x = [(x1, x2, . . . , xn)] com x1 > 0. Temos

que hx = [h(x1, . . . , xn)] = [(λ1x1, λ2x2, . . . , λnxn)] = [(x1,
λ2

λ1
x2, . . . ,

λn

λ1
xn)]. Mais

geralmente, hkx = hk[(x1, . . . , xn)] = [(x1, (
λ2

λ1
)kx2, . . . , (

λn

λ1
)kxn)], ∀ k ∈ N. Assim,

quando k →∞, temos que ( λi

λ1
)k → 0 para i = 2, . . . , n.

Então, lim
k→∞

hkx = [(x1, 0, . . . , 0)] = [(1, 0, . . . , 0)]. Segue que [(1, 0, . . . , 0)] per-

tence a fe(Sx) para todo x ∈ C̃.

Agora, se x pertence a fronteira de C̃, ∂C̃, então x = [(0, x2, . . . , xn)]. Como

(intS) é não vazio, temos que Sx tem interior não vazio e ainda Sx ⊂ RP n−1. Do

fato de C̃ ser denso em RP n−1 e de int(Sx) 6= ∅ temos que Sx ∩ C̃ 6= ∅.

Tomemos x0 ∈ Sx ∩ C̃. Então, pelo que vimos acima, [(1, 0, . . . , 0)] ∈ fe(Sx0),
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pois x0 ∈ C̃. Como x0 ∈ fe(Sx), pois x0 ∈ Sx, temos pelo Lema 1.24 que

[(1, 0, . . . , 0)] ∈ fe(Sx) para todo x ∈ ∂C̃.

Assim, [(1, 0, . . . , 0)] ∈ fe(Sx) para todo x ∈ C̃ ∪ ∂C̃ = C̃ = RP n−1, ou seja,

[(1, 0, . . . , 0)] ∈ ⋂
x∈RP n−1

fe(Sx). Tomando C =
⋂

x∈RP n−1

fe(Sx), temos pela Proposição

1.49 que C é o único conjunto controlável invariante para S em RP n−1.

Vamos agora fazer a demonstração no caso da variedade flag maximal

Fn(1, 2, . . . , n− 1).

Seja b0 = (V1 ⊂ V2 ⊂ . . . ⊂ Vn−1) onde Vi = 〈e1, e2, . . . , ei〉. Já sabemos que

N−b0 é aberto e denso em Fn(1, 2, . . . , n− 1).

Seja x ∈ N−b0 um elemento arbitrário. Então x = nb0 onde n ∈ N− e temos

também que hx = hnb0 = hn(h−1b0) = (hnh−1)b0.

Mas

hnh−1 =




λ1 0 . . . 0
0 λ2 . . . 0
...

...
. . .

...
0 0 . . . λn







1 0 . . . 0
a21 1 . . . 0
...

...
. . .

...
an1 an2 . . . 1







λ−1
1 0 . . . 0
0 λ−1

2 . . . 0
...

...
. . .

...
0 0 . . . λ−1

n




=




λ1 0 . . . 0
a21λ2 λ2 . . . 0

...
...

. . .
...

an1λn an2λn . . . λn







λ−1
1 0 . . . 0
0 λ−1

2 . . . 0
...

...
. . .

...
0 0 . . . λ−1

n




=




1 0 . . . 0
a21

λ2

λ1
1 . . . 0

...
...

. . .
...

an1
λn

λ1
an2

λn

λ2
. . . 1


 ,

e

hknh−k =




1 0 . . . 0
a21(

λ2

λ1
)k 1 . . . 0

...
...

. . .
...

an1(
λn

λ1
)k an2(

λn

λ2
)k . . . 1


 .
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Novamente, quando k →∞, (
λj

λi
)k → 0 para 1 ≤ i < j ≤ n. Assim

hknh−k −→




1 0 . . . 0
0 1 . . . 0
...

...
. . .

...
0 0 . . . 1


 .

Logo, hkx = hknb0 = (hknh−k)b0 = (hknh−k)b0 → 1b0 = b0. O que mostra que

b0 ∈ fe(Sx) para todo x ∈ N−b0.

Considere agora, x ∈ ∂(N−b0). Já sabemos que int(Sx) 6= ∅ e ainda temos que

Sx ⊂ Fn(1, . . . , n − 1). Como N−b0 é denso em Fn(1, . . . , n − 1) e int(Sx) é um

aberto de Fn(1, . . . , n − 1), temos que Sx ∩ N−b0 6= ∅, para todo x ∈ ∂(N−b0).

Deste modo, tomemos x0 ∈ Sx∩N−b0, com x ∈ ∂(N−b0). Assim, b0 ∈ fe(Sx0), pois

x0 ∈ N−b0 e também x0 ∈ fe(Sx) pois x0 ∈ Sx. Então, pelo Lema 1.24, b0 ∈ fe(Sx)

para todo x ∈ ∂(N−b0).

Logo,

b0 ∈ fe(Sx) para todo x ∈ (N−b0 ∪ ∂(N−b0)) = N−b0 = Fn(1, . . . , n− 1),

ou seja, b0 ∈
⋂

x∈Fn(1,...,n−1)

fe(Sx). Tomando C =
⋂

x∈Fn(1,...,n−1)

fe(Sx) 6= ∅, e usando os

mesmos argumentos anteriores, temos que C é o único conjunto controlável invari-

ante para a ação de S em Fn(1, 2, . . . , n− 1).

Para concluir a demonstração do teorema no caso geral, consideremos a fibração

equivariante

π : Fn(1, 2, . . . , n− 1) −→ Fn(r1, r2, . . . , rk)
(V1 ⊂ V2 ⊂ . . . ⊂ Vn−1) 7−→ (Vr1 ⊂ Vr2 ⊂ . . . ⊂ Vrk

)

Consideremos Fn(1, . . . , n− 1) ≈ Sl(n,R)/P1 e Fn(r1, . . . , rk) ≈ Sl(n,R)/P2. Já

vimos que P1 está contido em P2, eles são subgrupos fechados de Sl(n,R) e ainda

Sl(n,R)/P1 é compacto. Então pela Proposição 1.57, item (i), temos que π(C) = C1

é um conjunto controlável invariante na variedade flag intermediária Fn(r1, . . . , rk).

A unicidade é garantida pelo item (ii) da mesma proposição. De fato, suponha que

64



exista C2 ⊂ Fn(r1, . . . , rk) um conjunto controlável invariante para a ação de S,

então por (ii) da proposição citada acima, temos que existe um conjunto controlável

invariante D ⊂ Fn(1, . . . , n − 1) com π(D) = C2. Mas sabemos que o conjunto

controlável invariante para S em Fn(1, . . . , n − 1) é único, e é C, então D = C, o

que implica em C2 = π(C) = C1.

Portanto, existe um único conjunto controlável invariante para a ação de S em

Fn(r1, . . . , rk). 2
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Caṕıtulo 2

Cones Invariantes

Este é o principal caṕıtulo desta dissertação. Começamos definindo e exemplificando

o conceito de tipo parabólico de um semigrupo, o qual é fundamental para nossos

estudos de cones invariantes. Em seguida, demonstramos os principais resultados,

que através do conceito de tipo parabólico, nos dão condições necessárias e suficientes

para a existência de cones W ⊂ Rn próprios invariantes para a ação de semigrupos

de Sl(n,R). Esses estudos foram originalmente desenvolvidos em [9]. Por último

estudamos um pouco de conexidade e maximalidade de semigrupos de compressão

SW ⊂ Sl(n,R) de um cone W ⊂ Rn.

2.1 Tipo Parabólico de um Semigrupo

Nesta seção apenas enunciaremos os resultados fundamentais para a definição de

tipo parabólico de um semigrupo, o qual é um conceito fundamental para nossos

estudos, e daremos como exemplos os tipos parabólicos para S = Sl+(n,R) e S−1.

Faremos aqui uma exposição espećıfica para semigrupos em Sl(n,R). Para um apro-

fundamento deste assunto citamos, por exemplo, os artigos [12] e [17].

Seja S  G = Sl(n,R) um semigrupo com interior não vazio. Consideremos a

variedade flag maximal F = F∅, que denotaremos simplesmente por F. Denotemos

por FΘ a variedade flag associada ao subconjunto Θ do conjunto de ráızes simples,
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ou seja, FΘ = G/PΘ.

No caṕıtulo 1, utilizamos a notação Fn(r1, . . . , rk) para representar as variedades

flag, as quais são espaços homogêneos de Sl(n,R) e aqui estamos utilizando a notação

FΘ, mas podemos observar através de cálculos análogos aos que faremos abaixo, que

para cada Θ ⊂ Σ temos uma sequência r tal que FΘ = Fn(r).

Como exemplo consideremos a variedade flag F7(1, 3, 6), e b0 = (V1 ⊂ V2 ⊂ V3),

com V1 = 〈e1〉, V2 = 〈e1, e2, e3〉 e V3 = 〈e1, e2, e3, e4, e5, e6〉. Temos que o subgrupo

de isotropia de Sl(n,R) em b0 é

P =








∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗
0 ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗
0 ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗
0 0 0 ∗ ∗ ∗ ∗
0 0 0 ∗ ∗ ∗ ∗
0 0 0 ∗ ∗ ∗ ∗
0 0 0 0 0 0 ∗








.

Sabendo que associado a P está a subálgebra pΘ, podemos encontrar Θ tal que

F7(1, 3, 6) = FΘ. Lembrando que pΘ = n−(Θ)⊕ p, onde p é a subálgebra parabólica

minimal e n−(Θ) =
∑

g−α, α ∈ 〈Θ〉+, temos que para Θ = {α23, α45, α56} obtemos

〈Θ〉+ = {α23, α45, α46, α56}. Então

pΘ =








0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0
0 ∗ 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 ∗ 0 0 0
0 0 0 ∗ ∗ 0 0
0 0 0 0 0 0 0








⊕








∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗
0 ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗
0 0 ∗ ∗ ∗ ∗ ∗
0 0 0 ∗ ∗ ∗ ∗
0 0 0 0 ∗ ∗ ∗
0 0 0 0 0 ∗ ∗
0 0 0 0 0 0 ∗








.

Assim, PΘ é exatamente o grupo de isotropia P descrito acima, ou seja,

F7(1, 3, 6) = FΘ.

Como antes, temos as projeções de uma variedade flag em outra. Desde que Θ1

esteja contido em Θ2, temos que FΘ1 se projeta sobre FΘ2 , dáı podemos considerar

a projeção canônica πΘ1
Θ2

: FΘ1 → FΘ2 . E no caso espećıfico da projeção de F em FΘ

usamos a notação πΘ : F→ FΘ.
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Denotemos por C o conjunto controlável invariante para S na variedade flag

maximal F e por CΘ o conjunto controlável invariante para a ação de S na va-

riedade flag FΘ. Vimos no primeiro caṕıtulo que πΘ(C) = CΘ, no entanto nem

sempre π−1
Θ (CΘ) = C, e quando esse fenômeno acontece surge uma situação muito

interessante para estudar o semigrupo S. Desta forma os subconjuntos Θ onde

π−1
Θ (CΘ) = C recebem uma definição própria.

O próximo teorema é um resultado muito importante para nossos estudos. Ape-

sar de não termos demonstrado, ele é primordial para os resultados principais desta

dissertação, pois motiva a definição de tipo parabólico, o qual é um conceito fun-

damental em nossos estudos, pois através dele temos uma condição necessária e

suficiente para a existência de cones invariantes para a ação de semigrupos, o princi-

pal assunto tratado neste trabalho. Usando o conceito de tipo parabólico foi posśıvel

responder questões da teoria de controle, como podemos ver em [9]. Além do mais,

ele caracteriza a topologia dos semigrupos, como por exemplo homotopias feito em

San Martin-Santana [16] e conexidade (ver Rocio-San Martin [8]), temos ainda,

resultados sobre maximalidade de semigrupos como podemos ver em [14].

Sendo assim, enunciemos o teorema:

Teorema 2.1 Suponha S nas condições enunciadas no ińıcio desta seção. Então

existem variedades flag FΘ tais que C = π−1
Θ (CΘ). Entre estas variedades flag, existe

exatamente uma, dita FΘ(S), onde Θ(S) é maximal, isto é, se

C = π−1
Θ (CΘ) = π−1

Θ(S)(CΘ(S)),

então Θ ⊂ Θ(S).

Demonstração: Ver Teorema 4.3 em [17]. 2

Com isto temos a definição de tipo parabólico:

Definição 2.2 A variedade flag FΘ(S) do teorema anterior é chamada tipo parabólico

ou tipo flag de S. Também dizemos que Θ(S) é o tipo parabólico de S.
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Exemplo 2.3 A partir desta definição, temos que o tipo parabólico de S = Sl+(n,R)

é dado pelo espaço projetivo Pn−1, pois vimos no Exemplo 1.62 que π−1(CΘP) = C,

onde CΘP e C são os conjuntos controláveis invariantes para Sl+(n,R) em Pn−1 e

F, respectivamente e por ser Pn−1 uma variedade flag minimal.

Observação 2.4 Alternativamente, denotamos o tipo parabólico de S pela corre-

spondente variedade flag F(S) = FΘ(S) e dizemos que o tipo parabólico de S é FΘ(S).

Notemos que uma vez que conhecemos o conjunto controlável invariante CΘ(S) ⊂
FΘ(S) então os conjuntos controláveis invariantes de qualquer FΘ podem ser descritos

por CΘ(S), pois para qualquer Θ temos

C = π−1
Θ(S)(CΘ(S)) e CΘ = πΘ(C).

Ainda considerando G = Sl(n,R), seja r = (r1 < . . . < rm) uma sequência de

inteiros com 1 ≤ r1 e rm ≤ n − 1 e denotemos por Fn(r) a variedade dos flags

(V1 ⊂ . . . ⊂ Vm) com dimVi = ri. Denotemos por r a sequência de inteiros

r = (n − rm < . . . < n − r1). Então Fn(r) é chamada de variedade flag dual de

Fn(r). Por exemplo, a grassmanniana Grn−k(n) é dual à grassmanniana Grk(n).

A proposição abaixo garante que o tipo parabólico do semigrupo S−1 é dual ao

tipo parabólico do semigrupo S.

Proposição 2.5 Dado um semigrupo S ⊂ Sl(n,R) com interior não vazio temos

que se o tipo parabólico de S é dado pela variedade Fn(r) então o tipo parabólico de

S−1 é dado pela variedade Fn(r).

Demonstração: Ver [14]. 2

Usando a proposição acima podemos determinar o tipo parabólico para (Sl+(n,R))−1.

Observemos o próximo exemplo.
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Exemplo 2.6 Usando a proposição acima, temos que o tipo parabólico para o semi-

grupo (Sl+(n,R))−1 é Fn(n − 1), pois vimos no Exemplo 2.3 que o tipo parabólico

para Sl+(n,R) é a variedade projetiva Pn−1 = Fn(1), ou seja, o tipo parabólico para

(Sl+(n,R))−1 é a grassmaniana Grn−1(n).

Apresentamos agora, mais um exemplo em que o complementar do conjunto

controlável invariante não é um conjunto controlável, utilizando para isso, o conceito

de tipo parabólico.

Exemplo 2.7 Consideremos o caso onde G = Sl(3,R). Temos que existem três

variedades flag para Sl(3,R). Uma maximal, F3(1, 2), e duas minimais, a proje-

tiva P2, e a grassmanniana Gr2(3). Existem três possibilidades para W (S), onde

consideremos o fato de que W (S) = WΘ para algum Θ ⊂ Σ, logo as possibilidades

são:

WΘ1 = {1},WΘ2 = {1, (2, 3)} e WΘ3 = {1, (1, 2)}

que estão associadas respectivamente a F3(1, 2), RP 2 e Gr2(3).

De fato, temos que em Sl(3,R), Σ = {α12, α23}, logo podemos fazer três escolhas

para Θ, são elas:

Θ1 = ∅, Θ2 = {α23} e Θ3 = {α12}.

Temos que WΘ é o subgrupo gerado pelas reflexões definidas pelas ráızes em Θ,

logo:

- WΘ1 = {1} porque neste caso não há reflexão;

- WΘ2 = {1, (2, 3)} pois a reflexão ortogonal em relação a raiz α23 leva um elemento

(x1, x2, x3) em (x1, x3, x2), e;

- WΘ3 = {1, (1, 2)} pois a reflexão ortogonal em relação a raiz α12 associa um

elemento (x1, x2, x3) a (x2, x1, x3).

Temos que PΘ1 = P∅ = P .

Para Θ2 temos que pΘ2 = p⊕n−Θ2
=







∗ ∗ ∗
0 ∗ ∗
0 ∗ ∗






, logo PΘ2 =







∗ ∗ ∗
0 ∗ ∗
0 ∗ ∗







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e para Θ3 temos que pΘ3 = p⊕n−Θ3
=







∗ ∗ ∗
∗ ∗ ∗
0 0 ∗






, logo PΘ3 =







∗ ∗ ∗
∗ ∗ ∗
0 0 ∗






.

Assim WΘ1, WΘ2 e WΘ3 estão associados a F3(1, 2), RP 2 e Gr2(3) respectiva-

mente.

Suponha que W (S) = WΘ1. Notemos que W (S)\W representa os elementos do

tipo W (S)w, w ∈ W e W (S)\W dá exatamente o número de conjuntos controláveis

em G/PΘ, Θ ⊂ Σ.

No caso de Θ = Θ1 o número de conjuntos controláveis em RP 2 é |W (S)\W | =
3!/2! = 3, e mais, em F3(1, 2) este é o número de conjuntos controláveis. Sendo um

destes o S-i.c.s. e os outros são conjuntos controláveis disjuntos, como já sabemos.

Assim, neste caso, o complementar do conjunto controlável invariante para a

ação de S em F3(1, 2) não é um conjunto controlável para S em F3(1, 2).

2.2 Cones Invariantes

Nesta seção apresentamos os principais resultados desta dissertação. O primeiro

garante, a partir de certas hipóteses sobre o semigrupo, que se o tipo parabólico se

projeta em Pn−1 então existem cones invariantes para a ação do semigrupo em Rn.

O segundo é uma rećıproca deste, ou seja, garante que se existem cones invariantes,

pontuais e geradores em Rn para a ação do semigrupo, então o tipo parabólico se

projeta em Pn−1.

Desta forma, comecemos definindo cones em Rn e estabelecendo algumas notações.

Definição 2.8 Um subconjunto W ⊂ Rn é chamado um cone se ele satisfaz as

seguintes condições:

1. W + W ⊂ W ;

2. R+W ⊂ W e
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3. feW = W .

Tomemos o grupo de Lie semi-simples Sl(n,R). No decorrer desta seção S ⊂
Sl(n,R) denotará um semigrupo próprio, conexo, com interior não vazio e contendo

a identidade. Seja Σ o sistema simples de ráızes canônico da álgebra sl(n,R) e

denotemos por ΘP ⊂ Σ o subconjunto correspondente ao espaço projetivo Fn(1) =

Pn−1. A notação usual [U ] denota a projeção de U ⊂ Rn − {0} em Pn−1, isto é,

[U ] = {[(x1, . . . , xn)] ∈ Pn−1; (x1, . . . , xn) ∈ U}.

Apresentamos a seguir um lema que será importante para a demonstração dos

principais teoremas desta seção.

Lema 2.9 Seja S ⊂ Sl(n,R) um semigrupo com interior não vazio. Se W ⊂ Rn,

com W 6= {0}, é um cone próprio S-invariante, então W é pontual, isto é,

W ∩ −W = {0} e W é gerador (intW 6= ∅).

Demonstração: Seja H = W ∩−W . Então H é um subespaço vetorial invariante

por S. De fato, temos que 0 ∈ H. Se w ∈ H então w ∈ W e w ∈ −W , o que

implica que w = −u, com u em W , assim dado λ ∈ R temos: se λ ≥ 0 então

λw ∈ W e λw = −λu o qual pertence a −W já que λu ∈ W ; se λ < 0 então

−λw ∈ W o que implica em λw ∈ −W . Isso ocorre porque −λ > 0, temos ainda

que λw = λ(−u) = −λu ∈ W , já que u ∈ W e −λ > 0. Desta forma, para qualquer

λ real temos que λw está em W ∩ −W = H, logo H é subespaço vetorial.

Agora tomemos x ∈ −W e g ∈ S temos que −x ∈ W então g(−x) = −gx ∈ W o

que implica em gx ∈ −W , ou seja, −W é S-invariante, e como W já é S-invariante,

temos que H também o é.

Afirmamos que H = {0}. Caso contrário, teŕıamos SH com interior não vazio

em Rn, pois S tem interior não vazio e a aplicação dada por g ∈ Sl(n,R) 7→ gx, onde

x ∈ Rn, é aberta. Como SH ⊂ H, teŕıamos intH 6= ∅. Mas temos que dimH < n,
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pois W é próprio, o que contradiz o fato de que qualquer subespaço vetorial próprio

de Rn tem interior vazio. Logo H = {0} e portanto W é pontual.

Por fim mostremos que W é gerador.

Notemos que para qualquer x 6= 0, com x ∈ W , temos Sx ⊂ W e int(Sx) 6= ∅.
De fato, novamente pela aplicação g ∈ Sl(n,R) 7→ gx, temos que (intS)x é um

aberto em Rn, além disso, (intS)x ⊂ Sx ⊂ W , logo intW 6= ∅ e portanto W é

gerador. 2

O teorema a seguir nos garante que se o tipo parabólico de S se projeta sobre

Pn−1, então existem cones invariantes para a ação de S.

Teorema 2.10 Suponha S como descrito no ińıcio desta seção. Se o tipo parabólico

Θ(S) ⊂ {α23, . . . , αn−1,n} = ΘP então S tem algum cone W ⊂ Rn, invariante,

pontual e gerador.

Demonstração: Seja M o semi-espaço de Rn que representa o espaço projetivo

Pn−1. Sem perda de generalidade, podemos considerar M = {(x1, x2, . . . , xn) ∈
Rn; xn ≥ 0}. Como S é próprio e intS 6= ∅, temos que CΘP 6= Pn−1 (ver Teorema 6.2

de [17]).

Defina M1 = {v ∈ M ; [v] ∈ CΘP}. Notemos que CΘP = {[v]; v ∈ M1}. Tomemos

[x] ∈ CΘP . Então [x] ∈ [M ] o que implica em x ∈ M ou − x ∈ M : se x ∈ M

então x ∈ M1; se −x ∈ M ,temos que [x] ∈ {[v]; v ∈ M1} pois −x ∈ M1 e ainda

[x] = [−x]. Agora, se [x] ∈ {[v]; v ∈ M1}, então [x] = [v] com v ∈ M1, desta forma,

pela definição de M1, [v] ∈ CΘP . Logo, [x] ∈ CΘP . Temos que M1 é fechado. De

fato, pegue uma seqüência (vi) ∈ M1 tal que vi → v em M . Sabemos que [vi] ∈ CΘP ,

para todo i. Como [vi] → [v], pois a projeção é uma aplicação cont́ınua, e CΘP é

fechado, temos [v] ∈ CΘP , ou seja, v ∈ M e [v] ∈ CΘP , logo v ∈ M1, concluindo assim

a afirmação.

Pela Proposição 4.8 de [17], CΘP está contido na célula aberta de Bruaht, a qual
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podemos considerar como sendo o conjunto

{[(x1, x2, . . . , xn)] ∈ Pn−1; xn > 0}.

Agora, denotemos a n-esfera unitária por Sn e defina D = M1 ∩ Sn. Notemos que

D é fechado, pois é interseção de fechados e como Sn é limitada, D também o é,

então D é compacto. Vejamos que CΘP = {[v]; v ∈ D}. Pegue [x] ∈ CΘP , então

[x] = [u], para algum u ∈ M1. Temos que u
‖u‖ ∈ M1∩Sn = D e também

[
u
‖u‖

]
= [u].

Logo, [x] =
[

u
‖u‖

]
∈ {[v]; v ∈ D}. Reciprocamente, seja [x] ∈ {[v]; v ∈ D}. Então

[x] = [v], com v ∈ D. Como v ∈ D, então v ∈ M1 o que implica em [v] ∈ CΘP . Logo

[x] ∈ CΘP .

Considere W o cone gerado por M1. Então W é gerado por D. De fato, como é

gerado por M1, dado w ∈ W temos que w = λ1w1+. . .+λlwl, com λi ≥ 0 e wi ∈ M1.

Assim, w = λ1‖w1‖ w1

‖w1‖ + . . .+λl‖wl‖ wl

‖wl‖ . Como wi ∈ M1, então wi

‖wi‖ ∈ M1 e ainda

wi

‖wi‖ é unitário, ou seja, wi

‖wi‖ ∈ D. Logo, w é gerado por D, pois λi‖wi‖ ∈ R+.

Portanto W é gerado por D.

Vamos mostrar agora, que W é S-invariante.

Como S e M1 são conexos e a ação η : G × Rn → Rn é C∞, temos que SM1 é

conexo em Rn. Notemos que SM1 ⊂ M . De fato, como 1 ∈ S temos que M1 ⊂ SM1.

Suponha, por absurdo, que SM1 não esteja contido em M . Então, como [M1] = CΘP

e CΘP é S-invariante, temos que S[M1] ⊂ [M1]. Assim, os vetores de SM1 que não

estão em M devem ser opostos de vetores de M1, mas temos que o vetor nulo não

pertence a M1, o que nos dá uma contradição, pois isso torna SM1 desconexo. Logo

SM1 ⊂ M , e mais, SM1 ⊂ M1. Agora tomemos v ∈ M1. Assim [v] ∈ CΘP e também

S[v] ⊂ CΘP . Então tomando g ∈ S, temos [gv] = g[v] ∈ CΘP . Logo [gv] = [u]

para algum u ∈ M1, ou melhor, gv = λu, com λ ∈ R. Conhecendo que g ∈ S e

v ∈ M1 temos que gv ∈ M e como [gv] ∈ CΘP , a última coordenada de gv pode ser

considerada não nula e ainda positiva. Assim, λ > 0. Isso mostra que λu ∈ 〈M1〉,
ou seja, gv ∈ W . Logo SM1 ⊂ W e desta forma SW ⊂ W , isto é, o cone W é
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S-invariante e portanto, pelo Lema 2.9, W é pontual e gerador. 2

O próximo teorema pode ser pensado como um tipo de rećıproca do anterior, ou

ainda, como uma classificação dos semigrupos de Sl(n,R) que deixam cone invari-

ante, mas antes dele, temos um lema usado em sua demonstração.

Lema 2.11 Seja W ⊂ Rn um cone o qual é S-invariante. Então CΘP ⊂ [W ].

Demonstração: Como W é fechado e a aplicação projeção é fechada, temos

que [W ] ⊂ Pn−1 é fechado, e assim, compacto. E mais, como W é S-invariante,

[W ] também o é. Então pelo Lema 1.51, [W ] contém um conjunto controlável

invariante para a ação de S. Mas em Pn−1 existe exatamente um conjunto controlável

invariante. Portanto, CΘP ⊂ [W ]. 2

Teorema 2.12 Considere S como antes. Se S ⊂ Sl(n,R) tem algum cone W ⊂ Rn

invariante, pontual e gerador, então o tipo parabólico de S é Θ ⊂ ΘP.

Demonstração: Suponha que Θ, o tipo parabólico de S, não está contido em ΘP.

Tomemos as projeções equivariantes πΘ : F → FΘ e π1 : F → RP n−1, onde F é a

variedade flag maximal. Considere também os conjuntos controláveis invariantes,

C ⊂ F, CΘ ⊂ FΘ e CΘP ⊂ Pn−1.

Seja W ⊂ Rn um cone S-invariante e gerador. Então pelo Lema 2.11 CΘP ⊂ [W ].

Como Θ * ΘP e intCΘ 6= ∅, existe um subespaço vetorial l-dimensional L ⊂ Rn,

com l > 1, tal que (L1 ⊂ L2 ⊂ . . . ⊂ L) ∈ CΘ. Por abuso de notação, como L é o

subespaço de maior dimensão da seqüência de encaixados, vamos dizer, L ⊂ CΘ. Já

que o tipo parabólico de S é Θ, segue que π−1
Θ (CΘ) = C. Então

π1(π
−1
Θ (L)) ∈ CΘP ⊂ [W ].

Isso nos diz que existem subespaços L′is ⊂ L tais que [L′is] ⊂ [W ]. Temos que para v

pertencente a algum dos subespaços mencionados acima, R+v ⊂ W ou −R+v ⊂ W .
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Deste modo, V = L ∩W 6= ∅ é um cone. Notemos que L = V ∪ −V . De fato, seja

v ∈ L. Então v ∈ W ou −v ∈ W , o que implica em v ∈ W ∪−W . Assim v ∈ L∩W

ou v ∈ L ∩ −W , ou seja, v ∈ V ou v ∈ −V . Logo v ∈ V ∪ −V . Agora, considere

v ∈ V ∪ −V . Então v ∈ V ou v ∈ −V : se v ∈ V então v ∈ L; se v ∈ −V então

−v ∈ V , assim −v ∈ L, o que implica que v ∈ L, pois L é subespaço vetorial. Logo,

em qualquer um dos casos, v ∈ L e portanto L = V ∪ −V . Notemos que V não é

pontual, pois caso contrário, existiriam vetores v1 ∈ V e v2 ∈ −V tais que v1+v2 não

pertenceria a V ∪−V , o que contraria o fato de V ∪−V ser um subespaço vetorial.

Como V ⊂ W , conclúımos que W não é pontual. O que é uma contradição, pois W

é próprio e S-invariante, e pelo Lema 2.9 W deve ser gerador e pontual. Portanto

temos que Θ ⊂ ΘP. 2

Podemos unificar os dois últimos teoremas no seguinte resultado.

Teorema 2.13 Seja S ⊂ Sl(n,R) um semigrupo próprio, com interior não vazio,

conexo e contendo a identidade. Temos que S deixa invariante um cone próprio e

gerador W ⊂ Rn se, e somente se, FΘ(S) projeta-se em Pn−1”.

Corolário 2.14 Seja S como no teorema acima, com Θ(S) = {r1, . . . , rk}. Então

existe um cone próprio S−1-invariante se, e somente se, rk = n− 1.

Demonstração: Como Θ(S) = {r1, . . . , rk}, temos pela Proposição 2.5 que

Θ(S−1) = {n − rk, . . . , n − r1}. Pelo Teorema 2.13, S−1 deixa cone invariante em

Rn se, e somente se, n− rk = 1, e isso acontece se, e somente se, rk = n− 1. 2

Finalizando esta seção faremos algumas observações do resultado principal em

dimensões baixa.

• Se n = 2, a única possibilidade para o tipo parabólico de um semigrupo é

Θ(S) = {1}. Assim, por 2.13 , um semigrupo S com hipóteses definidas acima,
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sempre deixa cone invariante em R2 implicando que S não é controlável neste

espaço. Lembramos que em Braga Barros-Ribeiro-Rocio-San Martin [2] foi

mostrado que “S ⊂ Sl(2,R) não é controlável se, e somente se, ele deixa um

cone de R2 invariante”.

• Se n = 3, temos como possibilidades para o tipo parabólico: (i) Θ(S) = {1},
(ii) Θ(S) = {2} e (iii) Θ(S) = {1, 2}. Nos casos (i) e (iii), temos que o tipo

parabólico projeta-se sobre P2. Então, por 2.13, S deixa cone invariante em

R3, e portanto não é controlável. No caso (ii), temos pela Proposição 2.5

que Θ(S−1) = {1}. Assim, pelo Teorema 2.13, S−1 deixa cone invariante em

R3. Temos ainda neste caso o seguinte resultado: “Assuma que S ⊂ Sl(3,R)

é um semigrupo conexo com interior não vazio. Então S é controlável se, e

somente se, nem S e nem S−1 deixa invariante um cone próprio W ⊂ R3”.

De fato, se S é controlável, então S não deixa cone invariante. Assim, pelo

Teorema 2.13, Θ(S) = {2}. Suponhamos, por contradição, que S−1 deixa cone

invariante. Então S−1 não é controlável. Como S−1 é controlável se, e somente

se, S é controlável, temos que S não é controlável, o que é uma contradição.

Reciprocamente, assuma que nem S e nem S−1 deixam cone invariante em R3

e suponha que S não seja controlável. Então, S é próprio e pelo resultado

principal deste trabalho, Θ(S) = {2} e Θ(S−1) = {2}, mas se Θ(S) = {2},
temos por 2.5 que Θ(S−1) = {1}, o que nos dá uma contradição.

Logo, podemos concluir que se S ⊂ Sl(3,R) tem hipóteses como em 2.13, então

S não é controlável no espaço (R3).

• Se n = 4, temos que não vale a afirmação: “S ⊂ Sl(4,R) é controlável se,

e somente se, S não deixa cones invariantes em R4”. Para ver isso temos o

seguinte exemplo citado no artigo [9]:

As matrizes A =




0 1 0 −2
1 0 1 0
0 1 0 1
−2 0 1 0


 e B = diag(1, 4,−2,−3)
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satisfazem a condição do rank, o semigrupo de Sl(4,R), gerado por A e B, tem

interior não vazio e é próprio implicando que o sistema não é controlável. No

entanto foi mostrado que não existem nem cones invariantes.

2.3 SW é conexo

Nosso objetivo nesta seção é mostrar que o semigrupo de compressão

SW = {g ∈ Sl(n,R); gW ⊂ W},

de um cone W ⊂ Rn pontual e gerador, é maximal conexo. Mostraremos ainda,

no final desta seção, uma espécie de rećıproca para esse resultado, ou melhor,

mostraremos que se um semigrupo é maximal conexo de tipo projetivo, então ele é

de compressão para algum cone W ⊂ Rn.

Para isso, definamos por

L(SW ) := {X ∈ sl(n,R); para todo t ≥ 0, exp(tX) ∈ SW}

o cone de Lie associado a SW e enunciamos uma proposição que será necessária para

a demonstração do Teorema 2.19.

Proposição 2.15 Seja g ∈ intSW . Então, existe uma base {f1, f2, . . . , fn} de Rn

com f1 ∈ intW e tal que ger{f2, . . . , fn} ∩W = {0} de tal forma que a matriz de g

nessa base se escreve em blocos 1× 1 e (n− 1)× (n− 1) como

(
λ 0
0 h

)
,

com λ > 0, deth > 0 e tal que os módulos dos autovalores de h são todos estrita-

mente menores que λ. Em outras palavras, g tem um autovalor dominante real e de

multiplicidade um. O autovetor correspondente está no interior de W e a soma dos

outros auto-espaços tem interseção nula com W .

78



Demonstração: Para ver sua demonstração citamos [4]. 2

Como hav́ıamos dito no caṕıtulo 1, SW tem interior não vazio, é o que mostra a

proposição abaixo.

Proposição 2.16 O semigrupo de compressão SW tem interior não vazio em Sl(n,R).

Demonstração: Como W tem interior não vazio, podemos tomar f1 ∈ intW e

completar a uma base β = {f1, f2, . . . , fn} de Rn de tal forma que {f2, . . . , fn} ⊂ V ,

onde V é um subespaço de Rn de codimensão um, com V ∩W = {0}.

Tomemos uma matriz diagonal H = diag{n− 1,−1, . . . ,−1} em relação à base

β. Vamos mostrar que exp(tH) ∈ intSW , para todo t > 0, e H ∈ intL(SW ).

De fato, temos que o conjunto (f1 +V )∩W contém todos os vetores “direção”do

cone W . Desta forma, tomemos y ∈ W, com y 6= 0, então

y = α1f1 + α2f2 + . . . + αnfn,

onde α1 > 0, pois caso contrário y não pertenceria a W . Dáı,

1

α1

y = f1 +
α2

α1

f2 + . . . +
αn

α1

fn ∈ W.

Logo, a menos de múltiplos positivos, os elementos de W podem ser tomados na

forma

x = f1 + a2f2 + . . . + anfn.

O conjunto (f1 + V ) ∩W pode ser descrito pelos elementos desta forma, ou melhor

dizendo, por

B = {x ∈ W ; x = f1 + a2f2 + . . . + anfn.}

É fácil notar que esse conjunto é fechado e limitado, portanto compacto.

Usando o fato que Hf1 = (n− 1)f1 e Hfi = −fi, para i = 2, . . . , n, temos que

Hx = (n− 1)f1 − a2f2 − . . .− anfn = nf1 − x,

79



ou seja, Hx ∈ W − x. Assim

(tH)x = (tnf1 − tx) ∈ (W − R+x), para todo t ≥ 0

para todo x escrito na forma acima. Seja w ∈ W um elemento qualquer não nulo,

então w = αx para algum x na forma acima. Temos que

(tH)w = (tH)αx = α(tH)x = α(tnf1 − tx)

= (αtnf1 − tαx) = (αtnf1 − tw) ∈ (W − R+w).

Assim, (tH)W ⊂ W para todo t ≥ 0. Como tH ∈ sl(n,R) e

exp(tH) = Id + tH +
1

2!
(tH)2 + . . . +

1

n!
(tH)n + . . .

temos que exp(tH) ∈ Sl(n,R) e ainda exp(tH)w ∈ W , para todo w ∈ W e t ≥ 0.

Logo,

exp(tH) ∈ SW , para todo t ≥ 0.

Definamos a aplicação cont́ınua

ϕ : sl(n,R)× Rn −→ Rn

(A, x) 7−→ x+Ax
n

.

Notemos que

ϕ(H, x) =
x + Hx

n
=

x + nf1 − x

n
= f1

para todo x ∈ B.

Como ϕ é cont́ınua, temos que para toda vizinhança U ⊂ W de f1, existe uma

vizinhança V de (H, x) tal que ϕ(V ) ⊂ U . A partir disto, existem vizinhanças Ax

contendo H e Cx contendo x tal que para todo y ∈ Cx e para todo A ∈ Ax temos

que y + Ay ∈ U ⊂ W .

Temos que B ⊂ ⋃
x∈B Cx e como B é compacto, existe uma quantidade finita de

Cxi
, i = 1, 2, . . . , m tal que B ⊂ ⋃m

i=1 Cxi
. Assim, H ∈ Axi

para todo i = 1, 2, . . . , m

e tomando D =
⋂m

i=1 Axi
, temos que H ∈ D e x+Ax ∈ U , para todo A ∈ D. Como

U ⊂ W , temos x + Ax ∈ W então Ax ∈ (W − x) o que implica em

(tA)x ∈ (W − R+x) para todo t ≥ 0 e x ∈ W.
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Assim, pelas mesmas justificativas anteriores, W é invariante sob (tA) com A ∈ D

e consequentemente, exp(tA)W ⊂ W , com A ∈ D. Logo

D ⊂ L(SW ) = {X ∈ sl(n,R); exp(tX) ∈ SW para todo t ≥ 0}.

Desta forma, D é uma vizinhança de H em L(SW ), isto é, H ∈ intL(SW ). Logo,

exp(tH) ∈ intSW , para todo t > 0, o que mostra que intSW é não vazio. 2

A observação abaixo mostra que SW é fechado, e o próximo lema garante que

fe(intSW ) = SW , os quais ajudará a demonstrar que SW é conexo.

Observação 2.17 O semigrupo SW é fechado. De fato, seja (gi) uma sequência

em SW , convergindo para g. Tomemos w ∈ W . Temos que giw ∈ W e como W

é fechado, (giw) converge em W . Mas sabemos que giw converge para gw, o que

implica em gw ∈ W . Como w ∈ W é arbitrário, temos que gw ∈ W , para todo

w ∈ W . Logo, g ∈ SW e portanto SW é fechado.

Lema 2.18 O semigrupo de compressão de um cone, SW , satifaz:

fe(intSW ) = fe(SW ) = SW .

Demonstração: Como SW é fechado, temos que fe(intSW ) ⊂ SW .

Mostremos que SW ⊂ fe(intSW ).

Tomemos f1 ∈ intW e H = diag{n− 1,−1, . . . ,−1} citado anteriormente, então

temos que exp(tH) ∈ intSW para todo t > 0. Seja t 7→ expH(t) o único subgrupo a

um parâmetro de G o qual o tangente em 0 é H(e). Sabemos por [19] que

exp(tH) = expH(t).

Como expH(t) é cont́ınua, para toda vizinhança U de 1 existe uma vizinhança V de

0 ∈ R tal que expH(V ) ⊂ U . Então, U contém elementos da forma exp(tH) para
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t > 0, ou seja, U contém elementos de intSW . Pelo fato de U ser uma vizinhança

qualquer da identidade, temos que 1 ∈ fe(intSW ).

Agora seja g ∈ SW e Ug uma vizinhança qualquer de g. Considere a aplicação

cont́ınua

ξ : Sl(n,R) −→ Sl(n,R)
x 7−→ gx

Notemos que g = g · 1, então para vizinhança Ug de g existe uma vizinhança V de

1 tal que gV ⊂ Ug. Tomemos V ′ = V ∩ intSW . Temos que V ′ 6= ∅, pois qualquer

aberto contendo a identidade intercepta intSW , assim, gV ′ 6= ∅. Observemos que

gV ′ ⊂ gV ⊂ Ug e gV ′ ⊂ g(intSW ) ⊂ intSW , já que intSW é ideal em SW . Então,

gV ′ ⊂ Ug ∩ (intSW ), ou seja Ug ∩ (intSW ) 6= ∅. Desta forma, como Ug é arbitrário,

temos que todo aberto contendo g intercepta (intSW ), logo g ∈ fe(intSW ) e portanto

fe(intSW ) = SW .

2

O próximo teorema garante a conexidade do semigrupo SW (ver [5]).Este resul-

tado foi generalizado em [8].

Teorema 2.19 Se W é um cone pontual e gerador, então SW é conexo.

Demonstração: Para mostrar que SW é conexo, basta mostrar intSW é conexo,

já que SW = fe(intSW), e o fecho de um conexo é conexo.

Seja Sinf = 〈exp L(SW )〉 o semigrupo gerado por L(SW ). Notemos que intSinf

está contido em intSW . Temos que intSinf é uma subvariedade aberta e conexa por

caminhos, ver Hofmann-Ruppert [6] e Neeb [7].

Então basta mostrar que existe um caminho contido em intSW ligando qualquer

g ∈ (intSW ) a (intSinf ), pois suponha que existam g, h ∈ (intSW − Sinf ) e que

existam caminhos γ, δ : [0, 1] → intSW tais que γ(0) = g, δ(0) = h e γ(1), δ(1) ∈
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intSinf . Como intSinf é conexo por caminhos e está contido em intSW , existe um

caminho α : [0, 1] → intSinf ⊆ intSW tal que α(0) = γ(1) e α(1) = δ(1), assim

temos que o caminho η : [0, 1] → intSW dado por

η(s) =





γ(3s), se s ∈ [0, 1
3
]

α(3s− 1), se s ∈ [1
3
, 2

3
]

δ(3s− 2), se s ∈ [2
3
, 1]

liga g a h em intSW , o que mostra que intSW é conexo por caminhos.

Vamos então encontrar esses caminhos, para isso, fixemos g ∈ intSW e uma base

B de Rn como em 2.15. Seja P ⊂ Sl(n,R) o subgrupo cujas matrizes nessa base se

escrevem como [
µ 0
0 Q

]
,

com µ > 0 e Q ∈ Gl+(n − 1,R). Por construção, g ∈ (intSW ) ∩ P . Mais ainda,

seja H = diag{n−1,−1, . . . ,−1} nessa base, vimos na demonstração da Proposição

2.16 que H ∈ intL(SW ) e portanto exp(tH) ∈ intSinf ∩ P para todo t > 0, já que

Sinf = 〈exp L(SW )〉 e

exp(tH) =




et(n−1)

e−t

. . .

e−t


 ∈ P.

Portanto, Γ := (intSinf )∩P é um semigrupo de interior não vazio de P , pois Γ é um

aberto não vazio de P (topologia de subespaço), ou seja, interseção de um aberto

de Sl(n,R) com P .

Seja agora Φ : P → Sl(n− 1,R) a aplicação definida por

Φ

([
µ 0
0 Q

])
= (detQ)−

1
n−1 Q = µ

1
n−1 Q,

sendo a última igualdade do fato que µdetQ = 1. Temos que essa aplicação é um

homomorfismo sobrejetor. De fato, dado A ∈ Sl(n− 1,R), tomemos

[
1 0
0 A

]
∈ P
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então

Φ

([
1 0
0 A

])
= (detA)−

1
n−1 A = A,

logo Φ é sobrejetor, e homomorfismo pois dados

A =

[
µ1 0
0 A1

]
, B =

[
µ2 0
0 B1

]
∈ P

temos que

AB =

[
µ1µ2 0

0 A1B1

]
,

então

Φ(A,B) = Φ

([
µ1µ2 0

0 A1B1

])
= (detA1B1)

− 1
n−1 A1B1

= (detA1detB1)
− 1

n−1 A1B1 = detA
− 1

n−1

1 detB
− 1

n−1

1 A1B1

= detA
− 1

n−1

1 A1detB
− 1

n−1

1 B1 = Φ(A)Φ(B).

Temos que Φ é uma aplicação aberta, pois é uma projeção dos elementos de P em

Sl(n − 1,R). De todas essas informações, nos resulta que Φ(Γ) é um semigrupo de

interior não vazio em Sl(n− 1,R). De fato, tomemos X, Y ∈ Φ(Γ), então X = Φ(A)

e Y = Φ(B), com A,B ∈ Γ. Observe que XY = Φ(A)Φ(B) = Φ(AB), dáı, como

Γ é um semigrupo, AB ∈ Γ, então XY ∈ Φ(Γ), logo Φ(Γ) é um semigrupo. O

motivo pelo qual Φ(Γ) tem interior não vazio, vem do fato de que Φ é aberta, e Γ

tem interior não vazio.

Além disso, exp(tH) ∈ Γ para todo t > 0 e exp(tH) = diag{et(n−1), e−t, . . . , e−t}.
Então

Φ(exp(tH)) = (e(n−1)(−t))−
1

n−1 ·




e−t

. . .

e−t


 =




1
. . .

1


 .

Dáı, segue que 1 ∈ Φ(Γ) que é aberto, ou seja, 1 ∈ intΦ(Γ), e como Sl(n − 1,R) é

conexo, isso mostra que Φ(Γ) = Sl(n− 1,R), ver Proposição 3.18 em [19].

Essa última afirmação, nos diz que para todo h′ ∈ Sl(n− 1,R), existe g′ ∈ Γ que

está contido em intSinf tal que Φ(g′) = h′. Então existe a > 0 tal que

g′ =
[

a 0

0 a−
1

n−1 h′

]
∈ Γ ⊂ intSinf , (2.1)
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pois Φ(g′) = a
1

n−1 a−
1

n−1 h′ = h′.

Voltando ao elemento g ∈ (intSW ) previamente fixado, ele pode ser reescrito pela

Proposição 2.15 como

g =

[
λ 0
0 h

]
=

[
λ 0

0 (deth)
1

n−1 (deth)−
1

n−1 h

]

=

[
λ 0

0 (deth)
1

n−1 h̃

]
=

[
λ 0

0 λ−
1

n−1 h̃

]
,

onde h̃ = (deth)−
1

n−1 h ∈ Sl(n−1,R). A última igualdade vem do fato que λdeth = 1.

Em particular, para h̃ ∈ Sl(n − 1,R) existe g′ ∈ intSinf da forma descrita em

2.1. Assim, temos duas possibilidades a considerar: λ ≤ a e λ > a.

• λ ≤ a.

Como a aplicação exponencial percorre todos os valores reais positivos, existe

T ≥ 0 tal que e(n−1)T λ = a. Então, se H = diag{n−1,−1, . . . ,−1} temos que

exp(TH)g =




e(n−1)T

e−T

. . .

e−T




[
λ 0

0 λ−
1

n−1 h̃

]

=

[
e(n−1)T λ 0

0 e−T λ−
1

n−1 h̃

]
=

[
e(n−1)T λ 0

0 (e(n−1)T )−
1

n−1 λ−
1

n−1 h̃

]

=

[
a 0

0 a−
1

n−1 h̃

]
= g′ ∈ intSinf .

Mas exp(tH)g ∈ intSW para todo t ≥ 0, pois exp(tH)g = g ∈ intSW para t = 0

e para t > 0, vimos na demonstração da Proposição 2.16 que exp(tH) ∈ intSW .

Assim, temos um caminho entre g ∈ intSW e g′ ∈ intSinf sem sair de intSW .

• λ > a.

Bem como no primeiro caso, existe T > 0 tal que ae(n−1)T = λ. Disto temos

a−
1

n−1 e−T = λ−
1

n−1 . Assim

exp(TH)g′ =




e(n−1)T

e−T

. . .

e−T




[
a 0

0 a−
1

n−1 h′

]
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=

[
ae(n−1)T 0

0 e−T a−
1

n−1 h′

]
=

[
λ 0

0 λ−
1

n−1 h′

]
= g,

e o caminho (exp tH)g′, com t ≥ 0 liga g′ ∈ intSinf e g ∈ intSW sem sair de intSW ,

já que exp(tH) ∈ intSW para todo t > 0, g′ ∈ intSinf ⊂ intSW , que é ideal em SW .

Para t = 0, (exp tH)g′ = g′ ∈ intSinf ⊆ intSW .

Logo, em qualquer um dos casos, constrúımos um caminho ligando g a intSinf .

Assim, intSW é conexo por caminhos, logo é conexo. Portanto SW é conexo. 2

A observação abaixo nos diz que no espaço projetivo encontramos dois conjuntos

de controle para um semigrupo com mesmas condições da seção anterior, sendo um

maximal e o outro minimal. Precisaremos deste fato para demonstrar o próximo

teorema.

Observação 2.20 O espaço projetivo Pn−1 tem dois conjuntos controláveis para S.

Chamamos de C o conjunto controlável invariante para S, o qual é maximal com

respeito a ordem definida em 1.36, e D o conjunto controlável para S, o qual é

minimal com relação a mesma ordem. E mais, D é o maximal para S−1, ou seja,

D é o conjunto controlável invariante para S−1 (ver [17]).

O próximo resultado mostra que um semigrupo de compressão, SW , de um cone

W ⊂ Rn pontual e gerador é maximal entre os conexos.

Teorema 2.21 O semigrupo de compressão SW é maximal conexo em Sl(n,R).

Demonstração: Seja T semigrupo conexo com interior não vazio contendo pro-

priamente SW . Notemos primeiramente que T não está contido em

S[W ] := {g ∈ Sl(n,R); g[W ] ⊂ [W ]}.
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Para mostrar isso, vamos supor que T ⊂ S[W ]. Então Tx ⊂ W ∪ −W , para todo

x ∈ W . Entretanto T é conexo, de modo que se tomarmos x 6= 0 pertencente a W ,

então Tx está em uma das componentes conexas de (W∪−W )−{0}. Como T contém

a identidade, Tx é um conexo contendo x, ou seja, Tx intercepta a componente

conexa W , o que nos resulta em Tx ⊂ W . Assim T ⊂ SW , o que contraria a

hipótese de SW ser um subconjunto próprio de T .

Agora como foi visto na demonstração da Proposição 2.16, dado um elemento

f1 no interior de W , podemos tomar uma matriz diagonal H na qual f1 é autovetor

associado ao primeiro autovalor de H, assim f1 é autovetor de exp(H) ∈ intSW .

Disto temos que qualquer reta em int[W ] é gerada por um autovetor de exp(H)

para algum H ∈ intL(SW ) que significa que qualquer elemento em int[W ] é ponto

fixo de algum elemento regular h ∈ intSW . Então int[W ] ⊂ (CΘP)0 e assim, pelos

Teoremas 3.1 de [12] e 3.1 de [17] e pelo item (ii) da Proposição 1.45, temos que

(CΘP)0 = (intSW )x para todo x ∈ (CΘP)0. Então tomando x ∈ int[W ], temos

(CΘP)0 = (intSW )x ⊂ [W ], o que implica em

CΘP = fe((CΘP)0) ⊂ fe([W ]) = [W ],

logo CΘP = [W ], e o conjunto de controle minimal é Pn−1 − [W ] (ver item 2 do

Exemplo 4.10 em [12]).

Usando o fato que T não está contido em S[W ], temos que existe g ∈ T e algum

x ∈ int[W ] tal que gx não está contido em W ∪ −W , isto é, gx ∈ Pn−1 − [W ]. Isto

nos resulta que [W ] = CΘP  CT , onde CT é o conjunto controlável invariante para

T em Pn−1.

Sabemos pela Observação 2.20 que no projetivo CS−1
W

= fe(Pn−1 − [W ]). Assim

CT intercepta Pn−1 − [W ] ⊂ CS−1
W

, ou seja,

CT ∩ intCS−1
W
6= ∅.

Do fato de SW ⊂ T , temos que S−1
W ⊂ T−1. Então CS−1

W
⊂ CT−1 e intCS−1

W
⊂
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intCT−1 . Assim,

CT ∩ intCT−1 6= ∅.

Como intCT é denso em CT , qualquer aberto que intercepta CT intercepta também

intCT . Dáı obtemos

(intCT ) ∩ (intCT−1) 6= ∅

e pela Proposição 1.52, T age transitivamente em Pn−1. Portanto, pelo Teorema 6.4

de [18], T = Sl(n,R). 2

Com os resultado obtidos na Proposição 2.16 e nos Teoremas 2.19 e 2.21, temos

que se W é um cone pontual e gerador em Rn, então o semigrupo de compressão

SW tem interior não vazio e é maximal conexo.

Agora temos com o resultado abaixo, uma “espécie” de rećıproca do teorema

anterior. O teorema abaixo no diz que se um semigrupo de Sl(n,R) é maximal entre

os conexos e de tipo projetivo, então ele é o semigrupo de compressão de algum cone

W ⊂ Rn.

Teorema 2.22 Seja S ⊂ Sl(n,R) um semigrupo maximal entre os conexos, de tipo

projetivo e com intS 6= ∅. Então, existe W ⊂ Rn, um cone pontual e gerador, tal

que S = SW , e mais, S contém a identidade.

Demonstração: Comecemos observando que CΘP  Pn−1, o conjunto controlável

invariante para S em Pn−1, é fechado. Então CΘP = fe(Sx), para todo x ∈ CΘP . Dáı,

podemos concluir que CΘP é conexo (pois Sx o é), compacto (já que é fechado em

uma variedade compacta) e está contido em um semi-espaço (ver Proposição 4.8 de

[17]).

Temos que S ⊂ SCΘP
= {g ∈ Sl(n,R); gCΘP ⊂ CΘP}, pois dado g ∈ S e x ∈ CΘP ,

gx ∈ fe(Sx) = CΘP .

Considere π : Rn−{0} → Pn−1 a projeção canônica que associa a cada vetor não

nulo de Rn o subespaço gerado por ele.

88



Seja D = π−1(CΘP) = D+ ∪D−, com D+ e D− suas componentes conexas. Por

CΘP estar contido em um semi-espaço e ser compacto temos que D+ ∩ D− = {0},
assim tomando W ⊂ Rn o cone convexo gerado por D+, então −W é o cone convexo

gerado por D−. Desta forma, W e −W são cones pontuais.

Agora, seja g ∈ S. Então gD+ ⊂ D+ ou gD+ ⊂ D−. De fato, suponha que gD+

não esteja contido em D− e tomemos x ∈ D+. Sabemos que

g[x] = [gx] ∈ CΘP ⊂ [D+ ∪D−].

Então gx ∈ D+ ou gx ∈ D−. Como supomos que não está em D−, conclúımos que

gx ∈ D+.

Temos que se gD+ ⊂ D+, então gW ⊂ W . Com efeito, tomemos w ∈ W e

g ∈ S. Então w = λ1a1 + . . .+λmam, com λi ≥ 0 e ai ∈ D+, para todo i = 1, . . . , m.

Desta forma, temos que

gw = g(λ1a1 + · · ·+ λmam)

= λ1(ga1) + · · ·+ λm(gam)

= (λ1d1 + · · ·+ λmdm) ∈ W,

pois di = gai ∈ D+. De modo análogo mostramos que se gD+ ⊂ D−, então

gW ⊂ −W .

No entanto, afirmamos que se g ∈ S, então

gW ⊂ W e g(−W ) ⊂ −W.

De fato, seja W0 := (W − {0}) e suponha por absurdo que exista g ∈ S tal que

gW0 ⊂ −W0. Temos que g2 ∈ S e

g2W0 = g(gW0) ⊂ g(−W0) = −g(W0) ⊂ −(−W0) = W0.

Dáı, temos que gW0 ⊂ −W e g2W0 ⊂ W0, o que é um absurdo, pois como a

interseção W0 ∩ −W é vazia, temos uma desconexão de SW0 que é conexo. Logo,

SW ⊂ W e S(−W ) ⊂ −W .
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Assim, S ⊂ SW . Mas S é maximal conexo, e como SW também é conexo e

SW 6= Sl(n,R), temos que

S = SW ,

e portanto contém a identidade. 2

Corolário 2.23 Se S ⊂ Sl(n,R) é um semigrupo maximal conexo com interior não

vazio e de tipo projetivo, então S deixa invariante algum cone pontual e gerador.

Observação 2.24 Notemos que para S nas condições do Teorema 2.10, ou seja,

S é um semigrupo próprio de Sl(n,R), conexo, com interior não vazio, contendo

a identidade e de tipo projetivo, temos que S deixa invariante um cone W ⊂ Rn

pontual e gerador. Notemos ainda que S satisfaz todas as condições para chegarmos

ao passo da demonstração de 2.22 que afirma que S ⊂ SW , ou melhor dizendo, um

semigrupo S  Sl(n,R) conexo, com interior não vazio, contendo a identidade e de

tipo projetivo sempre está contido em um semigrupo de compressão de algum cone

W ⊂ Rn que seja pontual e gerador.
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Caṕıtulo 3

Cones invariantes e
cones-semigrupos

O principal objetivo deste caṕıtulo é estudar uma condição alternativa, em vista do

caṕıtulo anterior, para a existência de cones pontuais e geradores invariantes para

a ação de semigrupos de Sl(n,R). Para isso, apresentamos definições e resultados

sobre cones-semigrupos, que nos auxiliam nesta questão.

Antes de começar os estudos sobre cones-semigrupos e cones invariantes para a

ação dos primeiros, vamos trazer um breve resumo sobre álgebra tensorial seguido

de algumas observações que nos serão úteis. Nossos estudos de cones invariantes

para a ação de cones-semigrupos de Sl(n,R) foram originalmente desenvolvidos na

tese de doutorado [4].

3.1 Álgebra Tensorial

Apresentamos nesta seção um breve resumo sobre álgebra tensorial, com objetivo

de mostrar que dado um subconjunto A = {(v, α); v ∈ U ⊂ Rn e α ∈ Γ ⊂ (Rn)∗}
com interior não vazio em Rn × (Rn)∗, então o subconjunto

B = {(v ⊗ α); v ∈ U ⊂ Rn e α ∈ Γ ⊂ (Rn)∗}

tem interior não vazio em Rn ⊗ (Rn)∗, pois será utilizado em um dos lemas da

próxima seção.
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Sendo assim, comecemos estabelecendo algumas notações.

Sejam V e W espaços vetoriais de dimensão finita sobre um mesmo corpo K. O

produto tensorial entre V e W, V ⊗W é o espaço (vetorial sobre K) das aplicações

bilineares

f : V ∗ ×W ∗ −→ K

onde V ∗ e W ∗ são os duais de V e W , respectivamente.

Dados v ∈ V e w ∈ W , o seu produto tensorial v⊗w é o funcional bilinear cujo

valor em (α, β) ∈ V ∗ ×W ∗ é dado por

(v ⊗ w)(α, β) = α(v)β(w).

O conjunto {v⊗w; v ∈ V e w ∈ W} gera V ⊗W e se {v1, . . . , vn} e {w1, . . . , wm}
são bases de V, e W respectivamente, então

{vi ⊗ wj; 1 ≤ i ≤ n e 1 ≤ j ≤ m}

é base de V ⊗W e portanto dim(V ⊗W ) = dimV dimW .

Existem diversos isomorfismos naturais entre diferentes produtos tensoriais e

outros espaços vetoriais. Alguns deles são:

• O produto tensorial é associativo

(V ⊗W )⊗ U ≈ V ⊗ (W ⊗ U) ≈ V ⊗W ⊗ U

com os isomorfismos dados por

(v ⊗ w)⊗ u ↔ v ⊗ (w ⊗ u) ↔ v ⊗ w ⊗ u

• O produto tensorial é comutativo

V ⊗W ≈ W ⊗ V

com o isomorfismo dado por v ⊗ w ↔ w ⊗ v
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• O espaço das transformações lineares de V em W é isomorfo a V ∗ ⊗ W . O

isomorfismo é obtido associando a (α ⊗ w) ∈ V ∗ ⊗W a transformação linear

T : V −→ W definida por T (u) = α(u)w.

Fixando bases δ e γ de V e W , o último isomorfismo citado acima é dado por

um produto de matrizes. De fato, a matriz [α]δ, do funcional α em relação a base

δ, é uma matriz linha com n = dimV colunas, já a matriz [w]γ, das coordenadas de

w em relação a base γ, é uma matriz coluna com m = dimW linhas. Portanto, está

bem definido o produto [w]γ[α]δ que é uma matriz m× n, e ainda mais, é a matriz

de T :

[T ]δγ = [w]γ[α]δ.

Esses isomorfismos são chamados naturais, pois eles dependem apenas das defini-

ções dos espaços envolvidos e não requerem escolha adicional.

Observação 3.1 No caso em que V = W = Rn, temos que

Rn ⊗ (Rn)∗ ≈ (Rn)∗ ⊗ Rn

(Rn)∗ ⊗ Rn ≈ L(Rn,Rn)

Como já sabemos que L(Rn,Rn) ≈Mn(R). Então temos através desses isomor-

fismos uma identificação entre Rn ⊗ (Rn)∗ e Mn(R).

Vamos agora identificar Rn × (Rn)∗ com Rn ⊗ (Rn)∗.

Seja C a base canônica de Rn e considere a aplicação

ϕC : Rn ⊗ (Rn)∗ −→ Mn(R)
(v ⊗ α) 7−→ [v]C[α]C

o isomorfismo citado acima. Consideremos em Rn ⊗ (Rn)∗ a topologia induzida por

ϕC, ou seja, os abertos de Rn ⊗ (Rn)∗ são imagem inversa de abertos de Mn(R) por

ϕC. Assim temos que ϕC é cont́ınua.

Agora consideremos a aplicação abaixo:

ψC : Rn × (Rn)∗ −→ Mn(R)
(v, α) 7−→ [v]C[α]C .
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Vamos mostrar que a imagem de um subconjunto com interior não vazio de

Rn × (Rn)∗, por ψC, tem interior não vazio em Mn(R).

Tomemos um subconjunto A de interior não vazio em Rn × (Rn)∗. Então temos

que intA é um aberto em Rn×(Rn)∗. Identificando (Rn)∗ com o próprio Rn, podemos

obter um aberto contido em (intA) da forma:

V ×W = (V1 × V2 × . . .× Vn)× (W1 ×W2 × . . .×Wn)

onde os V ′
i s e W ′

is são abertos da reta.

Notemos que

ψC(V ×W ) =




V1

V2
...

Vn




[
W1 W2 . . . Wn

]
=




V1W1 V1W2 . . . V1Wn

V2W1 V2W2 . . . V2Wn
...

...
...

...
VnW1 VnW2 . . . VnWn




Como em R o produto de abertos é aberto, temos que ViWj é aberto, para todo

1 ≤ i, j ≤ n. Então ψC(V ×W ) é um aberto no conjunto de matrizes, contido em

ψC(A), e portanto a imagem de A, por ψC, tem interior não vazio.

Proposição 3.2 A partir dos comentários feitos acima, dado um subconjunto

A = {(v, α); v ∈ U ⊂ Rn e α ∈ Γ ⊂ (Rn)∗}

com interior não vazio em Rn × (Rn)∗, então

B = {(v ⊗ α); v ∈ U ⊂ Rn e α ∈ Γ ⊂ (Rn)∗}

tem interior não vazio em Rn ⊗ (Rn)∗.

Demonstração: De fato, B = ϕ−1
C (ψC(A)). Como já visto, ψC(A) tem interior

não vazio, ou seja, contém um aberto e como ϕC é cont́ınua, temos que ϕ−1
C (ψC(A))

contém um aberto, logo B tem interior não vazio. 2
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3.2 Cone-semigrupo

Apresentamos nesta seção o principal resultado deste caṕıtulo, o qual nos dá uma

condição alternativa para a existência de cones invariantes para a ação de semi-

grupos S ⊂ Sl(n,R) com interior não vazio. Apresentamos também, alguns lemas,

observações e definições necessárias para a demonstração deste resultado.

Comecemos com a definição de cone-semigrupo, um elemento importante para

os estudos deste caṕıtulo.

Definição 3.3 Um conjunto de transformações lineares K é dito um cone-semigrupo

se:

(i) K é fechado na topologia usual das transformações lineares;

(ii) K é fechado por combinações cônicas: se A1, . . . , Ar ∈ K e a1, . . . , ar ≥ 0

então a1A1 + . . . + arAr ∈ K;

(iii) K é fechado pelo produto associativo de matrizes: se A,B ∈ K então AB ∈
K.

O nome escolhido é justamente pelo fato de K ser um cone no espaço das trans-

formações lineares, por (i) e (ii), e de K ser um semigrupo, por (iii).

Definimos também o cone-semigrupo gerado por um semigrupo S ⊂ Gl(n,R).

Definição 3.4 Seja S ⊂ Gl(n,R) um semigrupo, denotemos por K(S) o fecho do

cone convexo gerado por S no espaço de todas as matrizes, isto é,

K(S) = fe(co(S))

onde co(S) = {a1g1 + . . . + algl; ai ≥ 0 e gi ∈ S}.

Proposição 3.5 K(S) definido acima é um cone-semigrupo.
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Demonstração: Primeiramente notemos que K(S) é fechado na topologia usual

das transformações lineares, pela sua própria definição.

Segundo, K(S) é fechado por combinações cônicas. De fato, seja

a1A1 + · · ·+ arAr, com ai ≥ 0 e Ai ∈ K(S).

Então existem sequências (Aj
i )j=1,... tais que Aj

i → Ai quando j → ∞, com os

elementos Aj
i ∈ co(S). Assim os elementos da forma (a1A

j
1 + · · · + arA

j
r) ∈ co(S)

para cada j, e quando j →∞, a sequência (a1A
j
1+· · ·+arA

j
r) → (a1A1+· · ·+arAr),

ou seja,

(a1A1 + · · ·+ arAr) ∈ fe(co(S)) = K(S).

Terceiro, K(S) é fechado para o produto de matrizes. Notemos que se A,B ∈
co(S), então AB ∈ co(S). De fato, seja A = a1g1 + · · ·+argr e B = b1h1 + · · ·+ blhl,

tomemos n = max{r, l}. Então

AB = (
n∑

i,j=1

aibjgihj) ∈ co(S),

pois gihj ∈ S, pelo fato de S ser semigrupo, e ainda aibj ≥ 0. Por outro lado, se

A,B ∈ K(S), existem sequências An → A e Bn → B, com An, Bn ∈ co(S), então

AnBn ∈ co(S) e como a multiplicação de matrizes é uma aplicação cont́ınua, temos

que AnBn → AB, logo AB ∈ K(S) e portanto, K(S) é um cone-semigrupo. 2

Apresentamos agora algumas observações que nos permitem adaptar um cone

próprio do espaço de matrizes às condições dos lemas utilizados na demonstração

do teorema principal desta seção, os quais encontramos mais adiante.

Observações:

1. Para um cone próprio K no espaço de matrizes, existe um semi-espaço em

Mn(R) que o contém. Para nós aqui, um semi-espaço em Mn(R) é um conjunto
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do tipo

{A ∈ Mn(R) tal que γ(A) ≥ 0 para algum funcional linear γ},

com γ : Mn(R) −→ R.

2. Como a forma traço,

Tr : Mn(R)×Mn(R) −→ R
(A,B) 7−→ tr(AB)

é não degenerada, existe X ∈ Mn(R) tal que tr(XY ) ≥ 0, para todo Y ∈ K,

já que todo funcional linear é da forma Y 7→ tr(XY ), para algum X.

3. Dado v ∈ Rn, Kv é um cone em Rn que é invariante por K.

(i) Tomemos w1 = gv e w2 = hv em Kv. Então g, h ∈ K. Temos que

w1 + w2 = gv + hv = (g + h)v. Como K é um cone semigrupo, (g + h) ∈ K e

assim (g + h)v ∈ Kv. Logo Kv + Kv ⊂ Kv.

(ii) Seja α ∈ R+, então se g ∈ K temos αg ∈ K, assim α(gv) = (αg)v ∈ Kv,

o que implica em R+Kv ⊂ Kv.

(iii) Seja u ∈ Rn, tal que u ∈ fe(Kv). Então existe uma sequência (gnv) ∈ Kv

tal que gnv → u, onde gn é uma sequência em K, convergente. Como K

é fechado, gn → g ∈ K, então gnv → gv. Pela unicidade do limite temos

que u = gv ∈ Kv. Assim fe(Kv) ⊂ Kv e como Kv ⊂ fe(Kv), temos que

fe(Kv) = Kv, logo Kv é fechado.

Portanto, de (i), (ii) e (iii) temos que Kv é um cone em Rn

Kv é invariante por K. Com efeito, dados (gv) ∈ Kv e h ∈ K temos h(gv) =

(hg)v ∈ Kv, pois (hg) ∈ K por este ser um cone-semigrupo.

4. Se K tem interior não vazio em Mn(R), então Kv é gerador.

Considere a aplicação

Ψ : Mn(R) −→ Rn

A 7−→ Av
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Temos que Ψ é aberta. De fato, seja U ⊂ Mn(R) um subconjunto aberto,

temos que Ψ(U) = Uv. Vamos mostrar que Uv é aberto em Rn. Tomemos

uv ∈ Uv. Como U é aberto, existe uma vizinhança V de u tal que V ⊂ U .

Então V v ⊂ Uv é uma vizinhança de uv. Logo Uv é aberto.

Agora, como intK é um aberto em K, temos que Ψ(intK) é um aberto em

Rn. Mais ainda, Ψ(intK) = (intK)v ⊂ Kv. Logo, como Kv contém um

subconjunto aberto, temos que int(Kv) 6= ∅. Portanto, Kv é um cone gerador

em Rn.

O teorema a seguir é o principal resultado deste caṕıtulo e dá uma condição al-

ternativa à vista do caṕıtulo anterior para a existência de cones W ⊂ Rn invariantes

para a ação de S.

Teorema 3.6 Seja S ⊂ Sl(n,R) um semigrupo de interior não vazio. Suponha que

K(S) é um cone próprio no espaço das matrizes. Então, S deixa invariante um

cone pontual e gerador W ⊂ Rn.

Para demonstrar este teorema, precisamos de alguns comentários, definições e

resultados, os quais apresentamos a partir de agora.

Consideremos a partir de agora, K como sendo um cone-semigrupo próprio de

interior não vazio. Pelas Observações 3, e 4, anteriores temos que Kv é um cone

invariante por K e gerador em Rn.

Agora, pelo Lema 2.9, nosso problema se resume em encontrar um v ∈ Rn tal

que Kv seja próprio. O Lema 3.13, que veremos mais adiante, garante que se existir

um par (v ⊗ α) ∈ K tal que tr(X(v ⊗ α)) > 0, com X ∈ Mn(R) e tr(XY ) ≥ 0 para

todo Y ∈ K, onde K é um cone-semigrupo, então Kv é um cone próprio. Assim,

nosso trabalho se resume a encontrar tal par (v, α).

Então nesse sentido, trazemos as observações, definições e lemas que nos per-

mitem encontrar tal par.
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Observações:

• Temos que (intK) intercepta Sl(n,R).

Para demonstrar, começamos afirmando que (intK) ∩ Gl+(n,R) 6= ∅. De

fato, se g ∈ K temos que detg 6= 0 (pois se g ∈ K então g−1 ∈ −K, já

que K é um semigrupo com respeito ao produto de matrizes, assim como g é

inverśıvel, tem determinante não nulo), dáı g2 ∈ K ∩Gl+(n,R), pois g2 ∈ K e

det(g2) = (detg)2 > 0. Como K é gerador, existe g ∈ (intK), tal que detg 6= 0,

então seguindo a explicação acima existe g1 ∈ (intK) tal que detg1 > 0 e assim

(intK)∩Gl+(n,R) 6= ∅. Como conseqüência, temos que (intK)∩Sl(n,R) 6= ∅,
pois tomando g1 ∈ (intK) ∩ Gl+(n,R) podemos escrever h = ( n

√
detg1)

−1g1,

dáı, deth = 1 e assim h ∈ (intK) ∩ Sl(n,R).

• Seja SK := K ∩ Sl(n,R). Temos que SK é um semigrupo de interior não vazio

em Sl(n,R).

De fato, notemos que (intK) ∩ Sl(n,R) é um aberto de SK em Sl(n,R), pois

é aberto de Sl(n,R) contido em SK . Logo intSK 6= ∅. É um semigrupo pois

dados g, h ∈ SK então g, h ∈ K o que implica em gh ∈ K e também como

g, h ∈ Sl(n,R), temos que gh ∈ Sl(n,R). Assim gh ∈ K ∩ Sl(n,R) = SK .

Para o que vem a seguir, precisamos da seguinte definição:

Definição 3.7 Um vetor v ∈ Rn, v 6= 0, é dito ser SK-compat́ıvel com o funcional

linear α ∈ (Rn)∗ se α(v) > 0 e se existe uma matriz diagonalizável h ∈ (intSK), com

auto-valores λ1 > λ2 > . . . > λn tal que v é auto-vetor associado a λ1 e os demais

auto-vetores estão contidos no hiperplano ker(α).

O lema a seguir garante que o conjunto dos pares (v, α) que são SK-compat́ıveis

tem interior não vazio em Rn × (Rn)∗.
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Lema 3.8 Seja CθP o conjunto controlável invariante para SK em Pn−1 e seja C0

seu conjunto de transitividade. Tomemos [v] ∈ C0. Então o conjunto

C(SK , v) = {α ∈ (Rn)∗; α é SK − compat́ıvel com v}

tem interior não vazio em (Rn)∗.

Demonstração: Como [v] ∈ C0, pelo Teorema 3.4 de [13], existe h ∈ int(SK)

diagonalizável com auto-valores λ1 > λ2 > . . . λn > 0 tal que v é auto-vetor associado

a λ1.

Denotemos por B = {v, v2, . . . , vn} uma base de auto-vetores de h. Agora

tomemos o funcional linear de tal forma que α(v) > 0 e kerα = 〈v2, . . . , vn〉, por

exemplo [α]B = (1 0 . . . 0). Temos que α é SK-compat́ıvel com v pela sua própria

definição, então C(SK , v) 6= ∅.

Para mostrar que intC(SK , v) 6= ∅, seja N o grupo das transformações lineares n

tais que [n]B é triangular superior com 1′s na diagonal principal, ou seja,

[n]B =




1 ∗ . . . ∗
...

. . . . . .
...

0
. . . . . . ∗

0 0 . . . 1


 .

Considerando a ação de N em (Rn)∗ definida por

N × (Rn)∗ −→ (Rn)∗

(n, α) 7−→ α ◦ n−1,

temos os seguintes resultados:

1. Seja U ⊂ N aberto, então Uα = {nα ∈ (Rn)∗; n ∈ U} gera o cone R+(Uα)

que tem interior não vazio em (Rn)∗.

De fato, tomemos α como anteriormente, ou seja, [α]B = (1 0 . . . 0). Notemos

que

[nα] = [α ◦ n−1] = [α]B[n−1]B =
(

1 ∗ ∗ . . . ∗ )
.
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Então a órbita Nα é da forma Nα = (1 a2 . . . an) com ai ∈ R e i = 1, 2 . . . , n.

Como (Rn)∗ pode ser identificado com o próprio Rn, podemos projetar (Rn)∗

no espaço projetivo, da mesma forma que projetamos Rn, ou seja, dado um

vetor de (Rn)∗ a projeção é a reta que une esse vetor à origem. Assim, temos

que a órbita Nα projeta sobre um conjunto aberto e denso do espaço projetivo

de (Rn)∗.

Além do mais, a aplicação

ξ : N −→ Nα
n 7−→ nα

é aberta, logo Uα é um aberto de Nα que se projeta num aberto do espaço

projetivo de (Rn)∗ (pois a projeção é uma aplicação aberta) que tem interior

não vazio em Pn−1, pois a projeção de Nα é densa em Pn−1, como vimos acima.

Portanto o cone R+(Uα) é gerador, ou seja, tem interior não vazio em (Rn)∗.

2. Existe um aberto U ⊂ N , vizinhança da identidade tal que (nhn−1) ∈ intSK

para todo n ∈ U . De fato, temos que

φ : N −→ Sl(n,R)
n 7−→ nhn−1

é cont́ınua. Como h = ehe−1 e ainda h pertence ao aberto intSK , temos que

φ−1(intSK) é um aberto que contém a identidade, ou seja, podemos tomar U ,

uma vizinhança da identidade contida em φ−1(intSK).

3. Se nhn−1 ∈ intSK , com n ∈ N , então nα é SK-compat́ıvel com v.

Primeiro observe que nv = v para todo n ∈ N .




1 ∗ . . . ∗
...

. . . . . .
...

0
. . . . . . ∗

0 0 . . . 1







1
0
...
0


 =




1
0
...
0




(matrizes em relação a base B) e que nhn−1 é uma matriz diagonalizável, com

autovalores λ1, λ2, . . . , λn.
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Vamos agora mostrar que se (nhn−1) ∈ intSK , então nα é SK-compat́ıvel com

v.

(i) nα(v) = α ◦ n−1(v) = α(n−1v) = α(v) > 0, pois n−1 ∈ N .

(ii) Temos que nhn−1 é a matriz que realiza a compatibilidade, pois:

• (nhn−1) ∈ intSK ;

• (nhn−1) é diagonalizável, com auto-valores λ1, λ2, . . . , λn;

• v é auto-vetor associado a λ1. De fato,

nhn−1(v) = nh(n−1v) = nh(v) = n(λ1v) = λ1nv = λ1v.

• Os demais auto-vetores são nvi, i = 2, . . . , n e estão contidos no hiper-

plano ker(nα). De fato, temos que ker(nα) = nkerα, pois

(nα)(w) = 0 ⇔ (α ◦ n−1)(w) = 0 ⇔ α(n−1(w))− 0 ⇔ n−1(w) ∈ kerα

⇔ n−1v = u, com u ∈ kerα ⇔ v = nu ⇔ v ∈ (nkerα).

Como kerα = 〈v2, . . . , vn〉, temos que nkerα = 〈nv2, . . . , nvn〉, que são os

demais auto-vetores, pois (nhn−1)(nvj) = nh(vj) = n(λjvj) = λj(nvj).

Assim, tomando U como em 2, temos por 3 que os elementos de Uα são SK-

compat́ıveis com v e por 1. temos que o cone gerado por Uα, R+(Uα), tem interior

não vazio em (Rn)∗ e os elementos deste cone, são também SK-compat́ıveis com v,

pois eles são da forma (λnα), com λ > 0 e n ∈ U . Com isso temos

(λnα)(v) = λ(nα(v)) > 0

e a matriz de compatibilidade é (λnhn−1), com auto-valores λλj, j = 1, . . . , n.

Deste modo, o cone R+(Uα) está contido em C(SK , v) e portanto C(SK , v) tem

interior não vazio em (Rn)∗. 2

Corolário 3.9 O conjunto dos pares (v, α) que são SK-compat́ıveis tem interior

não vazio em Rn × (Rn)∗.
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Demonstração: Já sabemos que para cada v ∈ Rn tal que [v] ∈ C0 temos um

aberto W ⊂ (Rn)∗ tal que v é Sk compat́ıvel com α para todo α ∈ W.

Desta forma, precisamos mostrar que existe uma vizinhança Vv ×Wα de (v, α)

tal que todos (u, β) ∈ Vv ×Wα são Sk-compat́ıveis.

Como α(v) > 0, por continuidade de T : Rn × (Rn)∗ → R onde T (u, γ) = γ(u),

temos que existe uma vizinhança Vv × Wα de (v, α) tal que β(u) > 0 para todo

(u, β) ∈ Vv ×Wα. Pela definição de SK-compat́ıvel existe h ∈ intSk diagonal com

autovalores λ1 > . . . > λn tal que h(v) = λ1v e os demais autovalores {v2, . . . , vn}
estão no Ker(α), ou seja,

[h]B1 =




λ1

λ2

. . .

λn


 ,

onde B1 = {v, v2, . . . , vn}.

Consideremos então a transformação h̃ tal que

[h̃]B2 =




λ1

λ2

. . .

λn


 ,

onde B2 = {u, u2, . . . , un} próxima de B1 e u na vizinhança Vv de v. Defina β tal

que kerβ = ger{u2, . . . , un} e β ∈ Wα ⊂ W . Como B2 é uma base próxima de B1

temos que a matriz mudança de base de B2 para B1, M , é uma pequena pertubação

da matriz identidade. Assim, como

[h̃]B1 = M−1[h̃]B2M,

temos que h̃ ∈ intSK . Portanto por construção temos que (u, β) é SK-compat́ıvel.

2

O lema abaixo, mostra que existe um par (v ⊗ α) tal que tr(X(v ⊗ α)) é não

nulo.
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Lema 3.10 Se X 6= 0 então existe um par (v, α) que é SK-compat́ıvel e tal que

tr(X(v ⊗ α)) 6= 0.

Demonstração: Considere o conjunto dos elementos

D = {(v ⊗ α); v ∈ Rn, α ∈ (Rn)∗}

Vimos na Observação 3.1 que podemos identificar D com o espaço de matrizes,

e assim, como X é não nulo, temos que a forma traço não se anula identicamente

em D.

Agora, pelo Corolário 3.9, o conjunto dos pares (v, α) que são SK-compat́ıveis

tem interior não vazio em Rn × (Rn)∗. Então, pela Proposição 3.2 temos que o

conjunto

C(SK) = {(v ⊗ α) ∈ Rn × (Rn)∗; v e α são SK-compat́ıveis}

tem interior não vazio em D.

Temos que a aplicação traço,

tr : Mn(R) −→ R

(aij)ij 7−→
n∑

i=1

aii

“leva”um subconjunto de interior não vazio, de Mn(R), em um subconjunto de

interior não vazio, de R. De fato, considere um subconjunto Ω ⊂ Mn(R) com

interior não vazio. Tomemos uma matriz B ∈ intΩ, então existe uma vizinhança V

de B tal que V ⊂ Ω. Suponha B = (bij)ij, então conseguimos uma vizinhança de B

da forma

(Bij)ij =




B11 B12 . . . B1n
...

...
. . .

...
Bn1 Bn2 . . . Bnn


 ⊂ V

(matriz de vizinhanças), onde Bij é uma vizinhança de bij em R. Temos que

tr((Bij)ij) =
n∑

i=1

Bij,
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é aberto em R, pois é uma soma finita de abertos, e ainda tr((Bij)ij) ⊂ tr(Ω), logo,

tr(Ω) tem interior não vazio.

Notemos que o subconjunto

δ = {X(v ⊗ α); (v ⊗ α) ∈ C(SK)}

tem interior não vazio, então pela justificativa dada acima, temos que tr(δ) ⊂ R tem

interior não vazio, logo tr(X(v⊗α)) não se anula identicamente para (v⊗α) ∈ C(SK).

Portanto, existe um par (v, α) que é SK-compat́ıvel tal que tr(X(v⊗α)) 6= 0. 2

O lema a seguir, vem garantir que o par encontrado no lema anterior pertence a

K.

Lema 3.11 Suponha que v e α são SK-compat́ıveis. Então (v ⊗ α) ∈ K(SK).

Demonstração: Tomemos h ∈ intSK com auto-valores λ1, λ2, . . . , λn, que existe

pela Definição 3.7, com base B = {v, v2, . . . , vn}.

Temos que α é do tipo [α]B = (x 0 . . . 0) para algum x ≥ 0, pois

α(v) =
(

x 0 . . . 0
)



1
0
...
0


 = x ≥ 0

e

α(vj) =
(

x 0 . . . 0
)




0
...
1
...
0




= 0

com j 6= 1 e o elemento 1 da matriz de coordenadas de vj está na i-ésima linha. Se

alguma outra coordenada de α for não nula, teŕıamos algum vj não pertencente a

kerα.
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Sem perda de generalidade, podemos considerar x = 1. Então temos [α]B =

(1 0 . . . o)B. Já que

[v]B =




1
0
...
0




temos que a matriz que representa (v ⊗ α) é diag{1, 0, . . . , 0}.

Por outro lado,

lim
k→∞

1

λk
1

hk = lim
k→∞




1
(λ2

λ1
)k

. . .

(λn

λ1
)k


 = diag{1, 0, . . . , 0}

e esse limite está em K(SK), pois 1
λk
1
hk ∈ K(SK) e K(SK) é fechado por definição.

Agora, como (diag{1, 0, . . . , 0}) ∈ K(SK), temos que (diag{x, 0, . . . , 0}) ∈ K(SK),

pela própria definição de K(SK) (este elemento representa todos os (v ⊗ α)′s, na

base B, tais que v e α são SK-compat́ıveis). 2

Observação 3.12 Temos que K(SK) ⊂ K, pois por definição K(SK) = fe(co(SK)),

SK ⊂ K e K é fechado topologicamente e fechado para combinações cônicas.

Através da Observação 2, garantimos a existência de um par (v, α) satisfazendo

as condições do lema abaixo, o qual nos mostra que para tal v, o cone Kv é próprio.

Lema 3.13 Tomemos X ∈ Mn(R) tal que tr(XY ) ≥ 0 para todo Y ∈ K. Suponha

que exista em K um elemento da forma v⊗α tal que tr(X(v⊗α)) > 0. Então, Kv

é um cone próprio invariante por K.

Demonstração: Como

((v ⊗ α) ◦ Z)(u) = v ⊗ α(Zu) = α(Zu)v = v ⊗ (α ◦ Z)(u)

temos que (v ⊗ α) ◦ Z = v ⊗ (α ◦ Z).
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Notemos que para qualquer u ⊗ φ, tr(u ⊗ φ) = φ(u). Agora consideremos

[φ]B = (a1 a2 . . . an) a matriz do funcional linear φ em relação a alguma base

B e (u1 u2 . . . un)B as coordenadas de u em relação à mesma base. Então

φ(u) =
(

a1 a2 . . . an

)



u1

u2
...

un


 = a1u1 + a1u1 + . . . + a1u1.

e ainda

u⊗ φ =




u1

u2
...

un




(
a1 a2 . . . an

)
=




a1u1 a2u1 . . . anu1

a1u2 a2u2 . . . anu2
...

...
...

a1un a2un . . . anun




logo,

tr(u⊗ φ) = a1u1 + a1u1 + . . . + a1u1 = φ(u).

Dáı,

〈v ⊗ α,Z〉 = tr((v ⊗ α)Z) = tr(v ⊗ (α ◦ Z)) = (α ◦ Z)(v) = α(Zv).

Já que tr(XY ) = tr(Y X), temos tr(X(v ⊗ α)) = α(Xv).

Seja g ∈ K, então g(v ⊗ α) ∈ K, pois K é semigrupo. Mas,

g(v ⊗ α)(u) = g((v ⊗ α)(u)) = g(α(u)v) = α(u)gv = (gv ⊗ α)(u),

ou seja, (gv ⊗ α) = g(v ⊗ α) ∈ K.

Por hipótese temos que α(Xgv) = tr(X(gv ⊗ α)) ≥ 0, pois gv ⊗ α ∈ K.

Agora defina β = α ◦X, ou melhor,

β : Rn −→ R
v 7−→ α(Xv).

Temos que β é um funcional linear não nulo. De fato, é linear pois é composição

de transformações lineares. É não nulo pois dado v do enunciado,

β(v) = (α ◦X)(v) = α(Xv) = tr(X(v ⊗ α)) > 0
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e como todo funcional linear não nulo é sobrejetor, temos que β o é.

Notemos que β(gv) = α(Xgv) ≥ 0. Como g ∈ K é arbitrário, segue que

β(Kv) ≥ 0.

Logo Kv não pode ser todo o Rn, porque assim β(Kv) seria igual a R.

Portanto, Kv é um cone próprio. 2

Agora sim, juntando os resultados obtidos ao longo desta seção, temos a demons-

tração do teorema principal deste caṕıtulo.

Demonstração do Teorema 3.6: Como

co(S) = {a1g1 + . . . + algl; ai ≥ 0 e gi ∈ S},

temos que S ⊂ co(S). Logo, S ⊂ fe(co(S)) = K(S).

Temos pela Proposição 3.5 que K(S) é um cone-semigrupo, por hipótese K(S) é

próprio e ainda, tem interior não vazio pois contém S que tem interior não vazio,

então os resultados e observações que vimos anteriormente valem em particular para

K(S).

Já sabemos que K(S)v ⊂ Rn é um cone invariante por K(S) e gerador, e ainda,

que se ele for próprio será também pontual, então nosso trabalho se resume a en-

contrar v ∈ Rn tal que K(S)v seja próprio.

Então, tomemos X como na Observação (2.). Temos que

X 6= 0 e ainda tr(XY ) ≥ 0 para todo Y ∈ K(S). (3.1)

Assim, pelo Lema 3.10 existe um par (v, α) que é SK(S)-compat́ıvel tal que

tr(X(v ⊗ α)) 6= 0. (3.2)

Então, como pelo Lema 3.11 e Observação 3.12 (v ⊗ α) ∈ K(S), temos de (3.1) e

(3.2) que tr(X(v ⊗ α)) ≥ 0.
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Destas informações nos resulta que existe em K(S) um elemento da forma (v⊗α)

tal que tr(X(v⊗α)) > 0. Logo, pelo Lema 3.13, temos que K(S)v é um cone próprio.

Portanto, para v nessas condições, temos que K(S)v ⊂ Rn é um cone pon-

tual,gerador e invariante por K(S), o qual denotaremos por W .

Novamente, pelo fato de S estar contido em K(S), temos que S deixa invariante

o cone W , concluindo assim a demonstração.
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