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Resumo

O objetivo desta dissertacao ¢ estudar um dos principais teoremas de ([9]), ou
seja, estudar condig¢oes necessarias e suficientes para a existéncia de cones invariantes
para a agao de semigrupos de interior nao vazio de Sl(n,R) em R". Para isto,
a principal ferramenta usada é o conceito de tipo parabdlico de um semigrupo.
Dentre os pré-requisitos para este trabalho demos uma atencao especial para os
conjuntos controlaveis para acao de semigrupos de interior nao vazio e o teorema de
existéncia e unicidade do conjunto controlédvel invariante para a acao de semigrupos
nas variedades Sl(n,R)/P. Ainda relacionado com invarianga de cones, estudamos

o semigrupo de compressao de um cone W, Sy, C Sl(n,R).
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Introducao

Neste trabalho estudamos as relagoes entre cones e semigrupos do grupo de Lie
simples Sl(n,R). Mais precisamente, dado um semigrupo S C Sl(n,R), com interior
nao vazio, conexo e contendo a identidade, estudamos condigdes (dentro da teoria de
controle para semigrupos em grupos de Lie semi-simples) para que S admita cones
proprios pontuais e geradores em R™ invariantes. Estes estudos foram feitos em
Rocio-San Martin-Santana [9]. Estudamos também relages entre cones euclidianos

S-invariantes e cones semigrupos, esses estudos foram feitos em Gongalves Filho [4].

Entre as ferramentas fundamentais para esses estudos destacamos os conjuntos
controlaveis invariantes para a acao de semigrupos. Eles aparecem como subconjun-
tos de variedades flags, invariantes para a acao do semigrupo. Consideramos, em es-
pecial, o conjunto controldvel invariante na variedade projetiva P"~! para Sl(n,R), a
qual é um quociente de R". E mais as propriedades algébricas e geométricas dos con-
juntos controlaveis descrevem varios aspectos topoldgicos, geométricos e dinamicos
dos semigrupos o que sao fundamentais para compreender o comportamento de cer-

tos cones de R", quando sujeitos a a¢cao do semigrupo.

A motivagao principal para este estudo de cones invariantes para semigrupos vem
da teoria de sistemas de controle, como pode ser visto em [9] e que superficialmente
descrevemos a seguir. O estudo de cones invariantes para semigrupos do grupo
associado ao sistema é uma importante ferramenta pois uma forma natural de ver
que um sistema de controle nao é controldvel é encontrando algum subconjunto

proprio invariante no espago onde o sistema age.



Esta questao, no caso de Sl(n,R), foi efetivamente proposta em Sachkov [10], da

seguinte forma:

Dado um sistema de controle
&= Az + uBzx,z € R"\{0},u € R

onde A é uma matriz n X n, B = diag(by,- - -,b,) e o sistema satisfaz a condigao
do rank, entao o sistema acima é controlavel se e somente se nao existem octantes
positivos e negativos invariantes? Em [9] foi mostrado a partir de um exemplo, que
a resposta para essa pergunta é negativa. Mais ainda, foi apresentado uma condigao
necessaria e suficiente para a existéncia de cones pontuais, geradores e invariantes
para semigrupos em Sl(n,R), sendo o conceito de tipo parabdlico de semigrupos

essencial para esses resultados.

Nossa dissertacao se estrutura em tres capitulos. No primeiro iniciamos apre-
sentando alguns conceitos e definicoes de algebras de Lie, depois estudamos com
detalhes os conjuntos controlaveis para a acao de semigrupos com interior nao vazio
em grupos de Lie semi-simples, onde as referéncias principais foram os artigos San
Martin [13] e San Martin-Tonelli [17]. Temos ainda, como principal resultado deste
capitulo, o teorema de existéncia e unicidade do conjunto controlavel invariante
na variedade flag Sl(n,R)/P, onde P é um subgrupo parabdlico. Apesar destes
topicos terem sido estudados em outras dissertagoes, o fato da teoria de conjuntos
controlaveis serem essenciais para nossos estudos justifica seu detalhamento neste

capitulo.

No segundo e principal capitulo comegamos definindo o conceito de tipo parabdlico
de um semigrupo de interior nao vazio, S C Sl(n,R), o qual daremos uma atengao
especial, pois é fundamental para os resultados principais de nossa dissertacao. O
tipo parabdlico de S é dado pelo subconjunto O(S) do sistema simples de raizes de
sl(n,R), ou seja, dado a projecao entre as variedades flag de Sl(n,R), 7 : F — Fg(g),

o subconjunto ©(S) é aquele maximal tal que a imagem inversa, por m, do con-



junto controldvel invariante para S em Fg(s) ¢ exatamente o conjunto controldvel
invariante para S na variedade flag maximal FF, e desta forma dizemos que o tipo
parabdlico de S ¢ dado por Fg(s). Na sequéncia do capitulo demonstramos o resul-
tado principal de nossa dissertacao: “Seja S C Sl(n, R) um semigrupo préprio, com
interior nao vazio, conexo e contendo a identidade. Temos que S deixa invariante
um cone proprio e gerador W C R" se, e somente se, Fg(s) projeta-se em pr-17.
Finalizando o capitulo, mostramos que se W é um cone, como descrito acima, entao

seu semigrupo de compressao,
Sw = {g € Sl(n,R); gW C W},

tem interior nao vazio e é maximal conexo.

No terceiro e tltimo capitulo, trazemos inicialmente uma breve nocao de dlgebra
tensorial. Depois definimos cones-semigrupos que, além de ser semigrupos com
o produto usual de matrizes, sao cones no espaco de matrizes, ou seja, fechados
topologicamente e fechados para combinacoes lineares com escalares nao negativos.
Definimos também um caso particular de cone-semigrupo, o fecho do cone convexo
gerado por S, o qual denotamos por K(.S). Em seguida, depois de alguns resultados
preliminares, demonstramos o principal resultado deste capitulo: “Seja S C Sl(n,R)
um semigrupo de interior ndo vazio. Suponha que K (5) é um cone préprio no espago
das matrizes. Entao S deixa invariante um cone pontual e gerador W C R"”. Ele
nos dé uma outra condicao, para a existéncia de cones W C R"™ S-invariantes, estes

resultados foram originalmente desenvolvidos em [4].



Capitulo 1

Conjuntos Controlaveis

Apresentamos neste capitulo um estudo detalhado sobre conjuntos controlaveis que
sao ferramentas fundamentais para o estudo de cones invariantes para acoes de
semigrupos. O principal resultado deste capitulo é o que garante a existéncia e
unicidade do conjunto controlavel invariante para a agao do semigrupo nas variedade
flags, as quais definimos na secao de preliminares deste capitulo, juntamente com

um estudo superficial das dlgebras de Lie semi-simples e suas decomposigoes.

1.1 Preliminares

O intuito desta secao é introduzir as variedades Flag para Sl(n, R) e verificar que elas
sao espagos homogeéneos da forma Sl(n,R)/P, onde P é um subgrupo parabdlico.
Além disso, veremos que as variedades flag sao compactas. Assim, para um mel-
hor entendimento de como sao estes subgrupos, comecamos a se¢ao com um es-
tudo superficial sobre algumas decomposicoes de uma algebra de Lie g semi-simples,
para encontrarmos as subalgebras parabdlicas, e consequentemente os subgrupos

parabolicos.

Para isso, apresentamos alguns conceitos bésicos da teoria de Lie. Indicamos a

referéncia [11] para maiores detalhes.

Definigao 1.1 Sejam g uma dlgebra de Lie, e ad : § — gl(g) sua representa¢do



adjunta. Associado a esta representacdo existe uma forma bilinear simétrica, deno-
tada <, >, definida por

< X,Y >=tr(adXadY),

para X,Y € g a qual denominamos forma de Cartan-Killing.

Definicao 1.2 Uma dlgebra de Lie g sobre R € dita compacta se sua forma de

Cartan-Killing for negativa definida.

Definicao 1.3 Seja E um espaco vetorial de dimensdo finita sobre R. Dado um
elemento nao nulo a € E uma reflexao em relacao a o é uma transformacao linear

invertivel r : E — E que satisfaz:
i) r(a) = —«a

ii) O congunto dos pontos fixos de r é um hiperplano de E

Definigao 1.4 Um conjunto A C E € um sistema de raizes se satisfaz:
i) I\ € finito, gera E e ndao contém 0.
i) Para todo a € /\ existe uma reflexdo ro em relagao a « tal que ro(A) = A.

iii) Para todo o, € I\, ro(B) — B € um maltiplo inteiro de c.

Definicao 1.5 O grupo de Weyl de um sistema de raizes /\, que denotaremos por

W, € o grupo gerado pelas reflexdes ro, , a € A.

Definigao 1.6 Dado um sistema de raizes N C E, o conjunto dos elementos requ-

lares em E € definido como:

E={Bc€E:{a,pB)#0 paratodo a € N}.

Como o complementar de E é a uniao dos ntcleos de um nimero finito de
funcionais lineares nao nulos temos, que o conjunto dos elementos regulares é aberto
e denso em FE. Ainda mais, cada uma de suas componentes conexas é um cone

convexo em F.



Definicao 1.7 Uma camara de Weyl é uma componente conexa do conjunto dos

elementos requlares.

Definigao 1.8 Uma raiz o € /A € simples em relagdo a uma ordem fixada se
i) a>0

ii) Nao existem (3, € A tais que 5 ey sdo positivas e

a= L3+

ou seja, as raizes simples nao podem ser escritas como soma de duas raizes

positivas.

Definigao 1.9 Um sistema simples de raizes € um subconjunto I C A\ satisfazendo:
1. IT € base de E.

2. Toda raiz § € I\ pode ser escrita como

ﬁ:nlal—f_"'_’_nsas

com coeficientes inteiros de mesmo sinal.

Teorema 1.10 A forma de Cartan-Killing de g nao é degenerada se e s se g €

semi-simples.

A partir de agora, vamos estudar superficialmente algumas das decomposi¢oes
de uma &algebra de Lie semi-simples. De maneira geral dado um grupo de Lie G

semi-simples, temos que sua algebra g se decompode da seguinte forma:
g=¢tDs

onde ¥ é uma subalgebra maximal compacta, e s é o subespago dado pelo com-

plemento ortogonal em relagao a forma de Cartan Killing. Essa decomposicao é



conhecida como decomposi¢ao de Cartan. Ela nao é tnica, mas temos que se g =
b1 @5, e g = LD so, entdo existe um automorfismo ¢ tal que O(¢) = €5 e P(s1) = 59
(para tais detalhes ver San Martin [11]).

A partir da decomposicao de Cartan, selecionamos um subespaco abeliano
maximal a C s, temos que a se decompoe em camaras de Weyl onde escolhemos
uma, denotada por at. Associado a at existe o sistema de raizes Il e o sistema
de raizes positivas II* C II. Denotamos por ¥ o subconjunto de II™ formado pelas
raizes simples, a demonstragao da existéncia de sistema simples de raizes pode ser
encontrada no Capitulo 6 de [11]. Sejam « € II e g, seu espago de raizes correspon-
dentes. Considere n* = Y c+ ga, entao temos a decomposicao de Iwasawa para
9

g=t@a on",

e assim, a decomposicao global de Iwasawa correspondente para G,
G=KANT,

onde K ¢é o subgrupo compacto dado por K =expt, N*" =expnt e A=expa™.

Denotemos por M o centralizador de a em K, isto é,

M = {ue€ K;Ad(u)H = H, para todo H € a}

= {u € K;uhu' = h, para todo h € A}

e m sua algebra de Lie.

O subespaco p = mdadn™ é uma subdlgebra de g chamada subélgebra parabdlica
minimal. Ela é a subdlgebra associada ao subgrupo de Lie P = MAN' C G, que
é chamado de subgrupo parabélico minimal. Temos que P = {0 € G; Ad(o)p = p}

(para mais detalhes sugerimos [11] e G. Warner [20]).
No caso de Sl(n,R) temos P = {B € Sl(n,R); BpB~! = p}.

Além da subdlgebra parabdlica minimal, podemos encontrar outras subalgebras



parabdlicas, e assim, através delas obter outros subgrupos parabdlicos. Descrevere-

mos abaixo, como sao determinados tais subalgebras e subgrupos.

Selecionamos no conjunto de raizes simples, 3, um subconjunto ©. Denotemos
por (O) o conjunto gerado pelas raizes @ € © e por (0)T o conjunto dado pela

intersegao de II™ com (O). Consideremos ng; = Z go € Ng = Z g_a que sao
ac(O)t ac(O)t
subdlgebras de n™ e n~, respectivamente.

A subalgebra parabdlica associada a © C ¥ é definida como
Pe =ng D p.

Segue que se ©1 C Oy entao pe, C po, € também que pg =p e py = g.

Para essas subagebras podemos obter seus subgrupos parabdlicos. Para isso, é

preciso normalizar a subalgebra parabdlica, ou seja,
Fo = {g € G; Ad(g)pe = po}-

Seja ag = {H € a;a(H) = 0 para todo @ € O}. Denotemos por Lg o cen-
tralizador de ag em G, ou seja, Lo = {g € G; Ad(g)H = H paratodo H € ag} e
denotemos por Mg(K) = Lo N K o centralizador de ag em K. Uma outra decom-

posicao de pg que pode ser encontrada em [20] é a seguinte
po = mg ® ag B ng,
onde mg ¢ a dlgebra de Lie do subgrupo conexo M§ o qual é a componente conexa

da identidade de Mg(K) e ng é como vimos anteriormente.

Vejamos agora algumas defini¢oes, de carater mais geral, que serao necessérios

para enunciarmos o proximo teorema.

Recordemos que dado M uma variedade e G um grupo de Lie, uma aplicacao

C>®n:GxM— M éuma agao a esquerda de G em M se:

(a) n(e,m) = m, para todo m € M,



(b) n(ot,m) = n(o,n(r,m)), para todo o,7 € G e para todo m € M.

Dizemos que 7 é transitiva, se para quaisquer dois elementos m,n € M, existir

o € G tal que 1,(m) = n, onde 17, = 1| oxu-

Defini¢ao 1.11 Seja mg € M. Temos que H = {0 € G;n,(mgy) = mo} € um

subgrupo fechado de G, chamado de grupo de isotropia de my.
Ainda na teoria de variedades homogéneas temos o seguinte teorema

Teorema 1.12 Sejan: G x M — M uma agao transitiva a esquerda do grupo de
Lie G na variedade M. Seja mo € M e H o grupo de isotropia de mqy. Defina a

aplicacao
3: G/H — M

ocH +—— n,(mo).

Entio, 3 ¢ um difeomorfismo.

Vamos agora estudar um pouco sobre as variedades “flag” para Sl(n, R) que serdo

os ambientes onde estudaremos os principais resultados de nossa dissertacgao.

Fixada uma sequéncia de inteiros ry < ro < ... < 1y, considere o conjunto de
flags do tipo (V;, C V,, C ... C V,,), onde cada V,, é um subespago vetorial de
R" tal que dimV;, = r;. Como veremos este conjunto ¢ uma variedade diferencidvel

compacta, a qual chamamos de variedade flag, e denotamos por F"(rq, ..., 7).

Temos que o grupo de Lie Sl(n, R) age canonicamente em cada flag de F"(rq, ..., 71)

da seguinte forma:

n:  Sln,R) x F*(ry,---,1,) — Fr(ry, -, 75)
(97(‘/7"1 CVTQ CC‘/W)) — (g‘/;n CgV;? C"'Cg‘/rk)-

De fato, dados g1, g2 € Sl(n,R) e b € F"(rq,...,r), temos que (g192)b = g1(g2b) e

ainda dado 1, a matriz identidade, 106 = b.

E mais, Sl(n,R) age transitivamente, observemos a proposi¢ao abaixo.



Proposicao 1.13 A agdo de Sl(n,R) em F"(ry,... ) € transitiva, isto €, dados

dois flags by, by € F™(r1,...,11), existe g € Sl(n,R) tal que gby = bs.

Demonstracgao: E suficiente mostrar que dado b € F"(ry,...,7x) existe g €
Sl(n,R) com gby = b, onde by é um flag fixado. De fato, se g1by = by e gaby = by

entdo (gagy')by = by.

Escolha uma base {eq, ..., e,} de R" e by o flag canonico associado a ela, ou seja,

bo= ({e1,...,en) C{e1,. . €m) C...C(e1,..,6r))

esejab = (V,, C ... CV,) um flag arbitrario. Escolha uma base {fi,..., f,}
adaptada para b, isto é, a qual satisfaz fi,...,f,, € V., fris1,---s [, € Vi, €

assim por diante.

Seja ¢ : R® — R"™ a transformacao linear dada por ¢'(e;) = f;, entdao ¢ é

inversivel, ou seja, detg’ # 0. Temos que ¢'(by) = b. De fato,

g (o) = g'((e1,..en) Cler, ooy ep) C.oo. Cler,. . 6n))
= ((de1,....d'es,) C{der,....d'e,) C...C{de1,...,d'e))

= ((fi,- s fr) € CT{frsee s fr) oo n C{f1yeevy fr)) =D

Eventualmente, poderemos ter detg’ # 1. Sem perda de generalidade podemos
assumir positivo, caso nao seja, trocamos o sinal de algum elemento da base {f;}
para que as duas bases tenham a mesma orientacdo, e assim teremos detg’ > 0.

/

Entao, seja g = (detg’)_%g. Assim, detg = 1 e ainda gby = b, ou seja, existe

g € Sl(n,R) tal que gby = b, como querfamos demonstrar. a

Esta acdo transitiva permite equipar F"(r,...,r) com estrutura diferenciavel,
tal que a ac@o 7 seja uma aplicagao analitica. Isto é devido ao fato de que Sl(n,R)
¢ um grupo de Lie, e a agao transitiva induz uma bijegao entre F"(rq,...,7r;) e um

espago quociente Sl(n,R)/P, onde P é um subgrupo fechado da forma
P={g€Sl(n,R);gb=">b, com b e F"(ry,...,r)},

10



e qualquer espacgo quociente de um grupo de Lie é uma variedade analitica.

A partir disso, podemos determinar o subgrupo de isotropia P dos flags de
F™(ry,...,rx). Entdo, dado uma base {ej,...,e,}, consideremos o flag canonico

em relacao a essa base, ou seja,

bo=((€1,. - €r) ClE1y vy€r) C .. C(E1,...,60))

A isotropia neste flag é o subgrupo de aplicacoes lineares as quais nesta base sao

triangulares superiores em blocos.

Nao é dificil ver que o subgrupo isotrépico de by é

Al * Ce *
S A R B Y
oo T x
0 0 ... Ag
onde cada A; tem dimensao r;.
Considerando agora a variedade flag maximal, F"(1,...,n — 1), os subgrupos de

isotropia nos elementos canonicos tem a forma

* %k *
P O * * ’
00

que é exatamente o subgrupo parabdlico minimal P, de Sl(n,R), onde P = MANT,
com M = {I,—1}, onde I é a matriz identidade de ordem n,

A = {diag(A1,...,\n), com A\Ay... N\, =1} e

1 x ... %
: *
0 0 . 1

Se calcularmos os subgrupos parabdlicos, Py C Sl(n,R), associado aos subcon-

juntos © C X, eles serao dados por matrizes triangulares superiores com blocos

11



na diagonal principal, que é como aparecem os subgrupos de isotropia em flags

canonicos. Dai temos

Sl(n,R)/Pg ~ SlI(n,R)/P = F"(ry,..., 7).
O proéximo resultado mostra que as variedades flag sao compactas.

Proposicao 1.14 Seja SO(n,R) o grupo de matrizes ortogonais com determinante

1. Entao SO(n,R) € transitivo em qualquer flag F"(rq, ..., ry).

Demonstragao: Nosso objetivo ¢ a construcao de uma matriz ortogonal a qual

leva o flag canonico em qualquer outro flag.

Analogamente ao caso de Sl(n,R), consideremos {ey,...,e,} e {f1,..., fn} bases

de R™, mas neste caso ortonormais.

Temos que a matriz da transformacao que leva base ortonormal em base ortonor-
mal é uma matriz ortogonal. Assim a matriz ¢’ tal que ¢'(e;) = f; é ortogonal. Logo
detg = +1. Como antes, é possivel escolher uma orientagao positiva de forma
que o determinante de ¢’ seja positivo, entao teremos detg’ = 1, ou melhor, temos
g € SO(n,R) e g'by = b, onde by é o flag gerado por {ej,...,e,} e b é o flag gerado

por {fi,..., fu}. Concluindo assim o que querfamos. O

Esse resultado nos diz que as variedades flag podem ser vistas também como
espagos homogéneos de SO(n,R). Como este grupo é compacto, as variedades flag

sao compactas.

Explicitamente, o espago homogéneo é
F*(ry,...,rx) = SO(n,R)/M

onde M = SO(n,R) NP, com P sendo as matrizes triangulares superiores em blocos,

12



citado anteriormente. Assim,

A 0 ... 0
M= 0 A, 0
: : 0
0 0 ... Ax

com (A;)r xr, - matrizes ortogonais satisfazendo detA; ...detAx = 1.

Observagao 1.15 Como as variedades flag sao difeomorfas a variedades homogéneas

do tipo Sl(n,R)/Pg, temos que se

F*(1,...,n—1) = Sl(n,R)/P,

e

F*(ry,...,re) = Sl(n,R)/ P,
entao Py C Py. Mais geralmente, se (s1,...,8) C (r1,...,7%), entao F(ry,... rx)
projeta sobre F(sqy,...,s).

De fato, temos que P, = ]51 e Py~ ]52, onde ]51 e 152 sao subgrupos de isotropia
dos elementos canonicos by € F*(1,...,n—1) e by € F"(rq,...,1%), respectivamente.
Temos que os elementos de F"(1,...,n — 1) sao da forma

b=WVicCc...CcV,C...CcV,, C...C V1)
e os elementos de F™(ry,... 1) sdo da forma

b=(V,, C...CV,).

Deste modo, se g € Sl(n,R) fixa b, ou seja, se gb = b, entdo
(GViC...CgV, C...CgVy C...C gVn)
=WVWc...cV,C...CcV,, C...CVy)
assim, gV; = V; para todo 1 =1,...,n— 1, dai,
gb) = g(V,,Cc...cV,)=(V,, C...C4gV,,)
= (V,,C...CV,)=h,

0 que mostra que g fiza b. Entio P, C P,. Portanto, P, C Ps.

13



1.2 Conjuntos Controlaveis

Nesta se¢ao estudamos detalhadamente conjuntos controlaveis para a agao de semi-
grupos com interior nao vazio de um grupo de Lie Semi-Simples, bem como condigoes
para sua existéncia. Através da projecao canodnica equivariante, estudamos relagoes
existentes entre esses conjuntos em diferentes variedades homogeéneas. Apresenta-
mos também nesta se¢ao, alguns exemplos de conjuntos controlaveis para a acao de

semigrupos de Sl(n, R).

Ao longo desta segao, consideremos G um grupo de Lie Semi-Simples e M uma
variedade diferenciavel. A menos que seja mencionado o contrario, assumimos que
G age transitivamente sobre a variedade M. Assim podemos pensar em M como
um espaco homogéneo de G. Estudamos especificamente a acao de semigrupos
(com certas hipdteses naturais) de G em M. A partir desta acdo surge um conceito
fundamental da teoria de semigrupos de grupos de Lie semi-simples, os conjuntos
controlaveis. Apesar de estes assuntos serem encontrados em varias dissertacoes
achamos importante reproduzi-los neste capitulo preliminar por serem fundamentais
na teoria em que esta dissertacao estd imersa. Citamos alguns dos artigos originais
destes assuntos, por exemplo, San Martin [12], [13], [14], e San Martin-Tonelli [17]
e [18].

Como nossos estudos sao especificamente para acao de semigrupos de interior nao
vazio do grupo de Lie GG, comentado acima, definimos entao o que é um semigrupo

de G e destacamos, em seguida, algumas propriedades deste.

Definicao 1.16 Um semigrupo do grupo de Lie G é um subconjunto ndao vazio

S C G fechado para a operacao do grupo.

Definicao 1.17 Um semigrupo S é acessivel a partir de x € M se int(Sx) £ e €

acessivel se for acessivel a partir de todo x € M.

Observagao 1.18 Com a hipdtese de que o semigrupo S possui pontos interiores,

14



e que a aplicagao g — gx € M € aberta e diferencidavel, temos que os semigrupos S
e S7ti={z7: z € S} sdo acessiveis, visto que (intS)r C int(Sx) e que (intS)z
¢ aberto. Para ver isto, tome y € (intS)x. Entao existe g € intS tal que gr = y.
Como g € intS, existe um aberto A contendo g, tal que A C intS. Assim, Ax
¢ um aberto contendo y e que estd contido em Sx. Logo y € int(Sx) e portanto
(intS)z C int(Sx).

(respectivamente (intS—1)x € um aberto contido em int(S~'z)).
Lema 1.19 O interior de um semigrupo S ¢é ideal em S.

Definigao 1.20 Um semigrupo S é controldavel a partir de v € M se Sx = M e €

controldvel sobre M se for controlavel a partir de todo x € M.

Muitas vezes, quando nao se tem a controlabilidade total de S sobre M, segundo
a definicao acima, o estudo de regioes da variedade onde se tem controlabilidade
mostra-se muito importante na descricao de propriedades do semigrupo. Assim,
definimos agora os conjuntos controlaveis para a acao de semigrupos, lembrando
que, a menos de mengao contraria sempre assumiremos que o semigrupo tem interior

nao vazio.

Definicao 1.21 Um conjunto controldvel para a agao de um semigrupo S de um
grupo de Lie G que age transitivamente em uma variedade M € um subconjunto

D C M satisfazendo:
i) intD # ()
ii) D C fe(Sx) para todo v € D

ii) D ¢ maximal com relagio as propriedades (i) e (i), ou seja, se D' D D e

satisfaz (i) e (i), entdo D" = D.

Exemplo 1.22 Seja G = SI(3,R) e S = SI"(3,R) C G. Veremos mais adiante que

S € um semigrupo de interior nao vazio. Consideremos a agdo de S1(3,R) em P2
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dada por:
n: SI(3,R) x P? — P2
(;[0) > nlg, [v]) = [gv]

onde v € R? — {0} e [v] denota a reta de R? gerada por v.

Considere o conjunto

C = {[(z1, 79, 73)] € P% 2, > 0,i = 1,2,3}.

Vamos mostrar que C' € um conjunto controldvel para S. De fato, primeiramente

temos que intC' # ().

Depois, tomamos x = (x1, 79, 73) e y = (y1, Y2, y3) elementos de R®. Se [z],[y] €

int(C) entao x;,y; > 0 para todo i =1,2,3. O elemento

no090 0
11223 “8 e

Y1Y2Y3 0 96" Y3

3

pertence a S e

T1ToX z1 0 11
Y1Y2Y3 0 0 Z_j T3
B T1ToT3 zl T3
— 2 - - )
Y1Y2Y3 Us Y1Y2Y3

ou seja, [y] € S[x]. Como [z] e [y| sdo arbitrdrios, temos que int(C') C S[x] para
todo [z] € int(C).
Tomemos agora, [x] € (C — int(C)). Entao x deve ter pelo menos uma das

coordenadas nula, mas nao todas, digamos x3. considere o elemento

air Qrz2 ais
g = a91 Q99 G923 € S, com a;; > 0.

31 Aaz2 ass

Temos que
a1; a2 i3 T
g [95] = Qo1 Q22 QG23 T2
as; Az as3 0

= [( 1171 + A12T2, A21T1 + A22T2, A31T1 + A32T2 )}
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pertence a int(C') pois todas as coordenadas sao estritamente positivas. Logo, dado
[z] € C—1intC, temos que eziste go € S tal que go[x] € int(C), digamos golx] = [yol,
e ja vimos anteriormente que para quaisquer dois elementos [y], [yo] € intC' existe
g € S tal que g[yo] = [y|. Entao temos que dado [y] € intC existe uma matriz

ggo0 € S tal que ggolx] = [y].

Desse fato seque que intC' C S[x] para todo [z] € C

Entao temos que C' = fe(int(C)) C fe(S[z]), para todo [x] € C, satisfazendo

assim, a sequnda condi¢do da defini¢cao de conjunto controldvel.

E por dltimo, temos que C' € maximal em relagao a (i) e (i) de 1.21, pois qualquer
outro congunto D tal que C' & D contém um elemento da forma [z] = [(x1, z2, x3)]
com algum x; < 0. Assim, D nao estd contido em fe(Sly]) para y com coordenadas

estritamente positivas.

Observacgao 1.23 Os mesmos agumentos usados no exemplo anterior valem para

n>2 3.

De agora até o final desta secao demonstraremos varios resultados que permitem
entender melhor os conjuntos controlaveis. Apresentaremos também varios exemplos

de conjuntos controlaveis.

Lema 1.24 Sejam a,b,c € M tais que a € fe(Sb) e b € fe(Sc). Entao a € fe(Sc).

Demonstracao: Consideremos as seqiiéncias (g,), (hy,) de pontos de S tais que
gnb — a e h,c — b. Entao, para toda vizinhanca V' de a, existe ng € N tal que
nob € V. Como a agao é continua e h,c — b temos que g,,h,c — gn,b. Assim,

existe ny € N tal que g, hn,c € V, pois gn,b € V. Portanto, a € fe(Sc). a

A préxima proposicao estabelece que dois conjuntos controlaveis nao se inter-

ceptam.
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o« ~ . . s, . ! ~ . . ~ .
Proposicao 1.25 Dois conjuntos controldveis D e D sao coincidentes ou sao dis-

Juntos.

Demonstragao: Suponhamos que DND’ # () e tomemos x € DND'. Consideremos

o conjunto D U D'. Como intD # (), temos que int(D U D") # (.

Sejam a,b € DU D' elementos quaisquer. Como x € D e € D' e ainda, estes
sdo conjuntos controldveis, temos que D C fe(Sz) e D' C fe(Sz). Assim, a € fe(Sx).
Temos também, que x € fe(Sy) para todo y € DU D', o que implica em x € fe(Sb).
Pelo Lema 1.24, a € fe(Sb). Como a, b sdo arbitrarios, temos que D U D" C fe(Sh),

para todo b€ DUD'.

Pelo que vimos acima, D U D' satisfaz as condigdes (i) e (ii) da Defini¢io 1.21 e
ainda, DUD" D D, assim pela maximalidade de D como conjunto controldvel temos
que DUD = D. Como DUD'" = D, entdao D D D', e agora, pela maximalidade de

D’ como conjunto controldvel, temos que D = D', O

Proposigao 1.26 Todo subconjunto D C M satisfazendo as condigoes (i) e (ii) da

Definicao 1.21 estd contido em um conjunto controldvel.

Demonstracao: Tome a familia
F={CCcM:DcC eC satisfazem (i) e (ii) da Defini¢ao 1.21}

ordenada pela inclusao.

Consideremos em F uma cadeia arbitraria {C, }aer € seja U =, ; Co. Temos

ael

que intU # 0, pois intC, # 0 para cada .

Se z,y € U, entao existem a1,as € [ tais que x € C,, e y € C,,. Como
Co, C C,, ou C,, C C,, entao y € feSzr. Como x,y sao arbitrarios, temos que

U C fe(Sz), para todo = € U.

Pela definigao de U, e pelo fato que este satisfaz as condigoes (i) e (ii) da Defini¢ao

1.21, temos que U € F . Logo todo conjunto totalmente ordenado de f ¢é limitado
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superiormente. Pelo lema de Zorn, F possui elementos maximais. Seja C; um desses

elementos maximais. Entao D C C; e C; é o conjunto controlavel procurado.

Portanto todo conjunto satisfazendo as condigoes (i) e (ii) da Definigao 1.21 estd

contido em um conjunto controlavel. O

Proposicao 1.27 Sejam S um semigrupo de interior nao vazio de um grupo de Lie
G e G/P uma variedade homogénea. Consideremos g € intS. Entdo os pontos fizos

por g estao contidos em interiores de conjunto controldveis para S.

Demonstragao: Seja x € G/P um ponto fixo por g. Entao (intS)z e (intS™1)x
sao vizinhangas abertas de  em G/P, pois g € intS e = gz o que implica em

z € (intS)zr e ainda z = g~'z. Logo = € (intS) .

Tomamos C' = (intS)z N (intS~!)z. Temos que C satisfaz as condigoes (i) e (ii)
da Definicao 1.21. De fato, intC' # 0, pois C' é aberto. Agora sejam yi, yo € C,
entdo pela definicdo de C existem hy, hy € intS tais que y; = hz e y, = hy 'z,
ou melhor, © = hays. Logo, y; € Sx C fe(Sz) e x € Sy C fe(Sys), 0o que implica
em y; € fe(Syz). Como y;, e yo sdo arbitrarios, temos que C' C fe(Sy) para todo

yeC.

Pela Proposic¢ao 1.26, temos que C' esta contido em um conjunto controlavel.

Portanto concluimos o desejado. O

Observagao 1.28 Note que usamos a homogenidade de G /P para assequrar que se

U é um aberto de G e x um ponto em G/P entdo Uz é um aberto em G/P.

A préxima proposicao nos mostra que tanto o interior, quanto o fecho, da orbita

Sx, é invariante para a acao de S.

Proposicao 1.29 Com as mesmas notacoes e hipdteses anteriores, se x € M entdo

Sint(Sz) C int(Sx) e Sfe(Sx) C fe(Sx).
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Demonstracao: Sejam g € S e z € int(Sz). Como z € int(Sz), entdo existe um
aberto U C M tal que z € U C Sx. Logo gU C Sx é um aberto contendo gz, ou
seja, existe um aberto gU contendo gz, que estd contido em Sz, assim gz € int(Sx).

Portanto Sint(Sz) C int(Sx).

Agorase g € Sey € fe(Sx), entao existe uma seqiiéncia (a,x) em Sx convergindo
para y. Como a acao, de S sobre M, é continua, temos que ga,xr — gy. Com isto,

temos que gy € fe(Sz). Portanto Sfe(Sz) C fe(Sx). O

A transitividade de S nos conjuntos controlaveis, em geral, nao é total, no en-

tanto, estes contém um subconjunto com esta propriedade, o qual definimos a seguir.

Definicao 1.30 Seja D um conjunto controlavel para o semigrupo S. O conjunto

de transitividade para D é o subconjunto Dy definido por:

Dy :={x € D : existe g €intS tal que gr = x}.

Proposicao 1.31 Seja D um conjunto controlavel para o semigrupo S e seja Dy o

seu conjunto de transitividade. Entao:
(i) Do = (intS)D N D.

(ii) Se Doy # 0, entao D C (intS)™'z para qualquer x € Dy.

Demonstracao: (i) Seja xg € Dy. Entao z € (intS)zo N D C (intS)D N D. Logo
zo € (intS)D N D. Assim Dy C (intS)D N D.

Agora, seja xp € (intS)D N D. Entao existem h € (intS) e y € D tais que
hy = xo. Como D C fe(Sxo) e D possui pontos interiores entao Szq N D # (.
Seja z € Szo N D. Temos que D N (intS)tzg # 0, pois o = hy o que implica em
y=nh"lzg € (intS)'xg ey € D.

Agora como D C fe(Sz) e (intS)tzo N D # 0, entdao Sz N (intS)'zy # 0. De

fato, tome d € (intS)~'zo N D. Entdo d € fe(Sz) = Sz U (S2)’
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- Se d € Sz, entao (intS)tzo N Sz # 0.

-Sed € (S z)/, entao existe uma seqiiéncia de elementos de Sz convergindo para
d. Em outras palavras, todo aberto contendo d, contém elementos, pelo menos
um, de Sz. Como (intS)~! é aberto, entao (intS) 'zg é aberto e ainda, é um aberto
contendo d, assim, como d é ponto de acumulcao de Sz, temos que existe pelo menos
um elemento de Sz em (intS) 1z, isto é, (intS~!)xy N Sz # 0.

Deste modo, como Sz N (intS) 'z # (0, entdo existem g € S e h € intS tais
que gz = h™lzy. Assim, x9 = hgz e como z € Sxg, temos z = sz, 0 que implica
em xy = hgsxy com (hgs) € intS. Visto que zyp € D, entao pela definigao de Dy
concluimos que zy € Dy. Portanto Dy = (intS)D N D.

(ii) Tomemos = € Dy e y € D. Pelo item anterior Dy = (intS)D N D, assim,
existem h € intS ez € D tal que x = hz, o que implica em z = h™'z. Logo
(intS)"'z N D # (. Como y € D temos D C fe(Sy). Assim (como j4 feito no item
anterior) D N (intS) ™'z # 0 e D C fe(Sy) = Sy N (intS) 'z # 0. Logo existem
g € Seh € intS tais que gy = h™lx = y = g-'h~'x. Como g *h™! € (intS)!

entao y € (intS)'z.

Portanto, se Dy # 0, entao D C (intS) ™'z para qualquer x € Dy O

Proposicao 1.32 Com as mesmas hipoteses da proposi¢ao anterior:
(i) Se Dy # 0, entdo Dy = (intS)z N (int.S) 'z.
(i1) Para todo x,y € Dy, erxiste g € intS com gz = y.

(iii) Se Dy # 0, entdo Dy € denso em D.

Demonstragao: (i) Sejam z,y € Dy. Pelo item (ii) da Proposigao 1.31, y €
(intS) 'z e x € (intS)'y. Assim, existe h € intS tal que x = h~'y o que implica
em y = hx. Deste modo, y € (intS)z o que resulta em y € (intS)z N (intS)'z.
Logo, Dy C (intS)z N (intS) 'z.
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Agora fixemos = € Dy e seja y € (int.S)x N (intS) 'z. Entao existem g,h € intS
tais que y = gr e y = h™'z., o que implica que x = hy, entdo y = g(hy), ou seja,
y € (intS)y. Resta mostrar que y € D. Para isto, mostraremos que D' = D U {y}
satisfaz as duas primeiras condigoes de conjunto controlavel. Dai, como D é um
conjunto controlavel, e D C D', concluiremos pela maximalidade de D que D = D,
e assim teremos y € D. Primeiramente intD" # ), pois intD # (. Agora tomemos
z€ D .Entdoz € Douz =y.Sez € D, entdo D C fe(Sz). Tomando z € Dy, citado
anteriormente, temos que y = gz, com g € intS. Desta forma, y € Sz C fe(Sx)
e como r € D, temos que z € fe(Sz), logo y € fe(Sz). Assim, D' C fe(Sz) para
todo z € D. Se z = y, novamente, com x € D, fixado anteriormente, temos que
y = h~lx, com h € intS. Assim, x = hy, ou seja, x € Sy C fe(Sy). Tomando w € D,
temos que w € fe(Sx), pois z € D. Dai, como w € fe(Sz) e z € fe(Sy), temos pelo
Lema 1.24 que w € fe(Sy), para todo w € D. E ainda, como y = ghy, temos que
y € Sy C fe(Sy). Deste modo, D' = D U {y} C fe(Sy). Logo, D' C fe(Sz), para
todo z € D'. Assim temos que D' satisfaz as duas primeiras condicoes da definicio

de conjuntos controlaveis e assim concluindo o desejado.

(ii) Considerando que x,y € Dy, temos que Dy # (). Temos pelo item anterior,
que Dy = (int.S)zo N (intS) ~zg para todo xg € Dy. Sendo assim, y € (int.S)z, entao

existe h € (intS) tal que y = hx

(iii) Como Dy # 0, tome x € Dy. Pelo item (i) desta proposi¢ao, temos que
Dy = (intS)x N (intS)~tx. Sabemos que (intS)r e (intS) 'z sdo abertos. Tome
y € fe((intS)z) N (intS) 'z. Entao existe uma seqiiéncia (h,r) € (intS)z tal que
h,v — y. Como h,r — vy, temos que para qualquer aberto contendo y, existe
ng € N tal que para n > ng, implica que h,x pertence a este aberto. Desta forma, a
partir de um certo ng, h,z € (intS) 'z, pois este ¢ um aberto contendo ¥, ou seja,

hpx € (intS)z N (intS) 'z, Entao, y € fe((intS)z N (intS)~1z) = feDy. Logo,

[fe((intS)x) N (intS)'x] C feDy
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Pelo item (ii) da Proposigao 1.31, D C (intS) 'z. Além disso, D C fe(Sz) C
fe((intS)x). De fato, temos que dado y € Sz , y = gz, com g € S, e pelo fato de
x € Dy, © = hz, com h € intS, assim y = ghx, e como (gh) € intS, temos que
y € (intS)z, entao fe(Sz) C fe((int.S)x). Logo D C (fe((intS)z)N(intS)'z) C feDy.
Assim, D =feDyN D = ﬁOD. Portanto Dy é denso em D. O

Proposicao 1.33 Com as mesmas hipoteses da Proposicao 1.31:
(i) Dy é S-invariante em D no seguinte sentido:
sehe S, x € Dy ehxeD entio hx € Dy.

(ii) Se SD C D ou se S™'D C D, entdo Dy # 0. No sequndo caso, Dy = D.

Demonstracao: (i) Tomemos h € S e x € Dy, entdo existe g € (intS) tal que
gr = x. Logo hx = hgx e assim, hz € (intS)x. Temos por hipdtese que hx € D.
Pelo item (ii) da Proposi¢ao 1.31, D C (intS) 'z, assim hz € (intS)'z. Logo,

hx € ((intS)z N (intS)~'z) = Dy. Portanto, ha € Dy.

(ii) Se SD C D, entao (intS)D C D e conseqiientemente (intS)D N D # (). Pelo
item (i) da Proposigao 1.31, temos que Dy = (intS)D N D, logo temos que Dy # (.
Agora, se S™'D C D, entao (intS)™'D C D, de fato, para qualquer h € S, temos
h='z C D, para todo x € D, inclusive para h € intS, entao (intS)™'D C D e
assim, (intS)™'D N D # (. Tome z € (intS)™'D N D, entao existem h € intS e
y € D tais que h™'y = x, o que implica em y = hz. Logo y € (intS)r C (intS)D
ey € D, o que implica que y € (intS)D N D, logo Dy # 0. Fixemos x € D. Temos
entao que (intS) "'z é um aberto e estd contido em D, pois (intS)~'D C D. Assim

(intS) "'z N D # (. Desta forma,
(intS) 'z = (intS) ' N D C D C fe(Sx).

Como (intS)~'x é aberto, nao pode estar contido apenas na fronteira de Sx, entao

Sz N (intS) 'z # 0. Assim, existem g € S, h € intS tais que gz = h™'z, ou seja,
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hgr = x, com hg € (intS). Logo = € Dy, consequentemente D C Dy. Portanto
DO - D O

Exemplo 1.34 Sob as mesmas hipoteses do Exemplo 1.22, vamos encontrar Cy, o

conjunto de transitividade de C.

Como vimos anteriormente, SC C C, entdao por (ii) da Proposicao 1.33, Cy # (),
assim, por (i) da Proposi¢ao 1.32, temos que Cy € denso em C, logo Cy intercepta
intC. Temos que P? é um espago homogéneo compacto, entio por (i) da Proposi¢do

1.45, temos que Cy = S|x] para todo [z] € Cy. Tomemos [x] € Cy NintC. Entdo

[z] = [(z1, 22, x3)] com todas as coordenadas positivas. Portanto,
aip Q2 0413 T
Co = S[z] = a1 G2 Q23 Zo
as1 as2 a3 T3

= [(a1121 + a12%2 + 1373, A2171 + A22T2 + A93T3, A31%1 + A32T2 + A33T3))
= intC.

Definicao 1.35 Se o conjunto de transitividade Dy de um conjunto controldvel D

€ nao vazio entao D € dito conjunto controlavel efetivo.

Introduzimos agora, uma relagao de ordem entre os conjuntos controlaveis. Seja
S um semigrupo e denotemos por I'(S) o conjunto de todos os conjuntos controlaveis

para a agao de S.

Definigao 1.36 Sejam Dq,Dy € T'(S). Definimos Dy < Do se existir x € Dy tal
que fe(Sz) N Dy # 0.

Exemplo 1.37 Seja D o complementar, em P?, do conjunto controldvel C do
Ezxemplo 1.22. Mostraremos, mais adiante, que D € também um conjunto controldvel
para SIT(n,R). Temos que D < C' com respeito a ordem definida acima. De fato,

consideremos uma matriz

3 10
g= % %O es
1 11
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e [z] =[(1,1,-1)] € D, entao

g[.’L’] = g[(Lla_l)] = [9(1717_1)]
3 10 1 4
_ 11y 1 =1[ 1 ]] eintc,
1 11 -1 1

ou seja, para tal elemento, S[x]NintC' # (), ou seja, temos que fe(S[x])NC # 0, logo
pela Definicao 1.536, D < C', mas ja sabemos que eles sao diferentes, entao temos

D <C.

Proposigao 1.38 Se Dy,Dy € T'(S) e Dy < D, entao Dy Nfe(Sx) # O para todo

l’GDl

Demonstragao: Como D; < Ds, entao existe xg € Dy tal que fe(Sxzq) N Dy # 0.
Seja y € Dy N fe(Sxg). Tome x € Dy arbitrario. Temos pelo item (ii) da Defini¢ao
1.21 que zy € fe(Sz) e como y € fe(Sxzg), temos pelo Lema 1.24 que y € fe(Sx).

Portanto Dy N fe(Sx) # (), para todo z € D;. ]

Proposicao 1.39 A relagao “<” em I'(S) é uma relagio de ordem parcial.

Demonstracao:

i) A relacao “<” é reflexiva: Se D é um conjunto controldvel, entao D C

fe(Sz) para todo x € D, assim, D Nfe(Sz) # (). Logo D < D.

ii) A relagao “<” é transitiva: Sejam D,Dq,D3 € T'(S) com Dy < Dy e Dy < Ds.
Entdo existem 1z € Dy ey € Dy tais que fe(Sz) N Dy # 0 e fe(Sy) N D3 # (.
Tomemos z € fe(Sx) N Dy. Pela proposicao anterior fe(Sz) N Dy # (). Mas, z €
fe(Sx), entao seja y € fe(Sz), como z € fe(Sz), temos que y € fe(Sz), o que implica

em fe(Sz) C fe(Sxz). Assim fe(Sxz) N Ds # (). Logo Dy < Ds.

iii) A relagdo “<” é anti-simétrica: Sejam D;,Dy € I'(S) e suponhamos que

D, < Dy e Dy < D;. Pela proposicao anterior temos que, para todo x € Dy,
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fe(Sx) N Dy # ) e, para todo y € D , fe(Sy) N Dy # (). Mostraremos que Dy U Dy
satisfaz as condigbes (i) e (ii) da definigdo de conjunto controlavel. Claramente
int(Dy U Dy) # 0, pois int(Dy) N 0. Assim, (i) estd satisfeita. Tome x € Dy U Ds,
entdo r € Dy oux € Dy. Se x € Dy, entdo Dy C fe(Sx) e como D; < Dy temos
que fe(Sz) N Dy # 0. Tomemos y € Dy Nfe(Sz). Entdo Dy C fe(Sy). Assim
D,y C fe(Sy) C fe(Sz). Logo Dy U Dy C fe(Sx), para todo © € Dy. Se x € Dy, é
mostrado analogamente ao anterior que Dy U Dy C fe(Sx). Assim Dy U D, satisfaz
(i) e (ii) da Definigdo 1.21. Como D; C Dy U Dy e D; é maximal, temos que
Dy = Dy U Dy. Assim, Dy C D, mas também pela maximalidade de D, temos

Dy = D5 e a prova esta concluida. O

Um conjunto de controle maximal é um conjunto D € I'(.S) que satisfaz a seguinte

propriedade. Se C € I'(S) e D < C entao C' = D.

Definicao 1.40 Um conjunto controldvel invariante para S € um subconjunto ndo

vazio C' C M satisfazendo:
i) Para todo x € C, fe(Sz) = feC

ii) C' é mazimal satisfazendo a propriedade ().

Exemplo 1.41 Vamos mostrar que o conjunto C' do Fxemplo 1.22 € um conjunto

controldvel invariante para S1*(3,R).

Ja vimos que C C fe(Sx) para todo x € C. Como feC' = C, temos

feC' C fe(Sz) para todo x € C.

Para a inclusio oposta, temos que dado g € S e [x] € C, entao g[x] € C, pois
todas as entradas de g sdo ndo negativas, assim Slx] C C para todo [x] € C e
conseqiientemente, fe(S[x]) C fe(C) = C, para todo [z] € C. Logo, fe(S[x]) = fe(C)
para todo [x] € C e como C € fechado temos que C é um conjunto controldvel

invariante (ver Proposicao 1.47).
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Como em geral estamos trabalhando com semigrupo de interior nao vazio, os
proximos resultados nos dao algumas caracteristicas dos conjuntos controlaveis in-

variantes.

A préxima proposicao nos mostra que quando intS # (), temos algumas pro-

priedades topoldgicas do conjunto controlavel invariante para a acao de S.

Proposicao 1.42 Se S € acessivel, entao todo conjunto controldavel invariante para

S € fechado. Além disso, se C' é um desses conjuntos entao intC' # (), fe(intC) = C.

Demonstragao: Sejam C' um conjunto controlavel invariante e x € feC'. Tomando
y € C, temos que fe(Sy) = feC, entao = € fe(Sy). Pela Proposicao 1.29, temos que
S(fe(Sy)) C fe(Sy), entao Sz C fe(Sy) = feC. Como int(Sz) # 0, temos que
Sx possui pontos interiores, logo nao pode estar contido apenas na fronteira de C.

Assim, Sz N C # (). Seja entdo 2 € (Sz N C). Temos que
feC' = fe(Sz') C fe(Sz) C feC.

Assim, fe(Sz) = feC = fe(feC'), para todo = € feC, ou seja, feC satisfaz (i) da
Definigao 1.40 e ainda, C' C feC'. Como C' é maximal em relac¢do a (i) da defini¢ao
de conjuntos controlaveis invariantes, temos que C' = feC, ou seja, C' é fechado.
Observe também que Sz C feC' = C, e como int(Sx) # () e é um aberto em C,

temos que intC' # ().
Agora vamos mostrar que intC' é denso em C.

Sabemos que C' = feC' (pois é fechado) e obviamente intC' C C' = C. Precisamos
apenas mostrar a inclusao contraria. Tomemos x € C. Como fe(Sz) = feC' = C,
temos que Sx C C. Dai, intSx C Sx C C, entao intSz é um aberto nao vazio
contido em C. Assim, dado sz € intSx, temos que intSx é um aberto contendo sz

e contido em C, logo sz € intC' e portanto

intSz C intC. (1.1)
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Mas intSx é denso em Sz (ver Apéndice A de F. Colonius e W. Kliemann [3]) e Sz
¢ denso em (', pela definigdo de conjunto controlavel invariante (fe(Sz) = C'). Dali,

intSz é denso em C'. Portanto
feC' = C = fe(intSz) C fe(intC),

sendo a ultima inclusao devido a (1.1), concluindo assim, que intC' é denso em C'.

O

A préxima proposicao justifica o fato do conjunto C' de 1.22, exemplificar tanto
um conjunto controlavel, quanto um conjunto controlavel invariante, é que para S

acessivel, todo conjunto controlavel invariante é também um conjunto controlavel.

Proposicao 1.43 Se S ¢ acessivel, entao todo conjunto controldvel invariante para

S também € um conjunto controldvel para S.

Demonstragao: Seja C' um conjunto controlavel invariante para a acao de S.
Temos que intC' # () e C' é fechado, pela Proposigao 1.42. Logo C' € feC = fe(Sx)
para todo x € C. Resta provar a maximalidade de C' como conjunto controlavel.
Suponha que existe D contendo C' tal que D C fe(Sx) para todo x € D. Entao
fe(Sz) = feC C feD para todo z € C.

Considere agora, z € DN\ C. Tomemos y € fe(Sz) ez € C. Como C C D, temos
que z € D C fe(Sx). Desta forma, y € fe(Sz) e z € fe(Sx), entdo y € fe(Sz) = feC.
Logo fe(Sz) C feC C feD, ou seja, fe(Sz) C feD para todo z € D,e como por
hipdtese temos D C fe(Sz) = feD C fe(Sz), entdo fe(Sz) = feD, para todo z € D,
logo D satisfaz a condi¢ao (i) da Definicao 1.40. Mas C' C D e é maximal como

conjunto controlavel invariante, portanto C' = D. O

Proposicao 1.44 Se D ¢é um conjunto controldvel invariante para S e S é acessivel,

entao D é mazimal com respeito a relagao de ordem parcial definida anteriormente.
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Demonstracdo: Seja D' um conjunto controlavel tal que D < D'. Entéo,

fe(Sx) N D' # O para algum z € D. Como D é um conjunto controlavel invariante,
temos que fe(Sz) = feD = D, a tltima igualdade vem do fato de S ser acessivel.
Assim DN D" # (. Como dois conjuntos controlaveis sdo disjuntos ou sio iguais

(pela Proposicao 1.25), temos que D = D", O

Assim temos a seguinte observagao: Com respeito a esta ordem, um elemento de
['(S) é maximal se ele é um conjunto controlavel invariante para S e é minimal se
ele ¢ S~l-invariante. Uma outra observacao é que veremos na Proposicao 1.54 um

tipo de reciproca para este resultado.

Vejamos agora algumas propriedades do conjunto de transitividade de um con-

junto controlavel invariante em um espaco homogéneo compacto.

Proposicao 1.45 Suponha que M = G/L seja um espago homogéneo compacto e
seja S um semigrupo de G com interior nao vazio. Sejam C um conjunto con-
troldvel invariante para a agdo de S sobre M e Cy = (intS)C' o seu conjunto de

transitividade. Entao:
(i) Cy = int(Sx), para todo x € Cy
(ii) SCy C Cy = Sy = (intS)y, para todo y € Cy
(iii) feCy = C
(iv) Co ={x € C:dg € intS com gx =z}

(v) Co={z € C:3g €intS com g 'z eC}

Demonstragao:

(i) Como S é acessivel, temos pela Proposigao 1.42 que C' é fechado. Em par-
ticular, C' é S-invariante (pois fe(Sxz) C feC' = C, para todo = € (). Assim,
Co = (intS)C C C. Como fe(Sy) = feC' = C para todo y € Cp, temos que

Sy é denso em C para todo y € Cy. Temos também que (intS)~'y é um aberto
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interceptando C', pois se y € Cp, entao y = hx com h € intS e x € C, assim,
h='y = x € C e conseqiientemente (intS)~'y N C # (. Como Sy é denso em C,
temos que (intS) 'y N Sy # (. Assim, existe h € intS e g € S tais que h™ly = gy,

isto mostra que y € (intS)Sy e
int(Sy) C Sy C S((intS)Sy) C (intS)y C int(Sy).

sendo a ultima incluséo justificada pelo seguinte fato: seja z € (int.S)y, entdao x = hy,
com h € (intS), assim existe V' C S, vizinhanga de h, tal que Vy C Sy é vizinhanga
de hy, logo hy € int(Sy), ou seja, x € int(Sy). Com as inclusdes acima temos que
int(Sy) = (intS)y = Sy, assim int(Sy) é aberto, S-invariante pois (intS)y o é e
denso em C ja que Sy o é. Tomemos x,y € Cy. Temos que (intS)2NC # (e
Sy é denso em C, entao (intS)~'z NSy # 0. Tomemos h € intS e g € S tais que

h='z = gy, entdao z = hgy e assim
z € (intS)Sy C (intS)y C int(Sy) C Sy.

Logo, int(Sz) = Sz C Sy = int(Sy).

Analogamente temos que int(Sy) C int(Sz). Assim int(Sz) = int(Sy). Desta
forma, dado z € Cjy, entdo z € int(Sy), para todo y € Cy e reciprocamente, dado
z € int(Sy), entdao z € (intS)y, o que implica em z € (intS)C = C,. Portanto

Co = int(Sz), para todo = € Cy.

(ii) Se y € Cy, ja mostramos que Sy = (intS)y, entdo Sy C (int.S)y C (intS)C.
Logo, SCy C Cy. Por (i), temos que Cy = int(Sy) = (intS)y = Sy. Portanto

(iii) Dado = € Cy, temos que Cy = Sz, Entao feCy = fe(Sz) = feC = C

(iv) Tomemos = € Cjy, entao Cy = int(Sz) C (intS)x. Assim, x € (intS)z.
Reciprocamente, se z € C' e x € (intS)x, entdo, z € (intS)C' = Cy. Portanto temos
a igualdade.

1

(v) Se x € Cy, entao x = gy, comy € C' e g € intS, assim, g~ 'z =y € C. Agora,
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sex € CeglyweC,comge (intS), sejay € C tal que g~'x = y, entado, temos
que x = gy, ou seja, x € (intS)C = Cy. Portanto temos Cy = {x € C; existe g €

intS, com g~'z € C}. 0

Observacgao 1.46 Notemos que como estamos trabalhando com semigrupos com
pontos interiores entao para conjunto controldavel invariante seu conjunto de transi-
tividade Cy € sempre diferente do vazio, ou seja, o conjunto controldvel invariante

¢ sempre efetivo.

O préximo resultado garante que para que um subconjunto fechado C' C M seja
um conjunto controldvel invariante, basta que ele satisfaca fe(Sxz) = feC', para todo

rzeC.

Proposicao 1.47 Se um subconjunto nao vazio C C M satisfaz a condi¢ao (i) da
definicao de conjunto controldvel invariante e C' € fechado entao C' € um conjunto

controldvel invariante para S

Demonstragao: Basta mostrar a maximalidade de C'. Suponha entao que exista
C" satisfazendo a condicio (i) da Definicio 1.40 tal que C C C". Dado x € C, temos

que z € C', e assim, como fe(Sx) = feC’, temos que
C' C feC = fe(Sx) = feC = C.
Como j4 temos que C' C €', segue que C' = C. O

Nem sempre o conjunto controlavel invariante é tinico. Podemos observar isto

mais adiante no Exemplo 1.60.

Vejamos um exemplo de conjunto controlavel invariante para a acao de um semi-

grupo associado a campos de vetores:
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Exemplo 1.48 Seja M = R? e considere o sistema de controle definido pelo con-
gunto de campos V = { X1, X, X3, X4}, onde X; = %,Xg = %,Xg = _—9 ¢
X, = —:1318%1 K com A = {x € R*x; > 0}.

Observemos que as trajetdrias dos campos X; sao definidas pelos fluzos ¢;(t, )

para 1 =1,2,3,4, onde

A
o1(t,x) = (t+x1,23) € solugao do sistema { i} B (1)
=
, . . = 0
po(t,x) = (x1,t+ x3) € solugao do sistema oo
L=
_ , . , p = 0
p3(t,x) = (x1,—t+x2) € solugdo do sistema o 1
A _
/ — —
ou(t,r) = (17", 13) € solucdo do sistema { i,l B (3)171
=

Notemos que as direcoes das trajetorias sao verticais e horizontais. Através de
o1(t,x) e py(t,x) percorremos a diregcao horizontal da esquerda para a direita e da
direita para a esquerda, respectivamente, e através de ps(t, x) e po(t, x) percorremos

a direcao vertical de cima para baixo e de baixo para cima, respectivamente.

Sabemos que a composicdo desses fluxos, obtemos um grupo de Lie, e con-

siderando apenas t > 0 obtemos um semigrupo S agindo em R?.

Considere

D = {(l’l,iCQ) € Rz;xl > O}

Vamos mostrar que D € um conjunto controldvel invariante para a acao de S. De
fato, tomemos © = (x1,22) € D ey = (y1,y2) € intD. Escolhendo ts adequados
para cada caso (r; > y;, x; < y; ou x; = y;), podemos encontrar g = p;(t;,x) o
@;(t;,x) € S tal que gx = y. Disto nos resulta que intD C Sz, para todo x € D.
Como feD = D = fe(intD), obtemos

feD C fe(Sx), para todo x € D.
Notemos ainda que Sx C D, jd que o limite do fluro p4(t,x) € o eixo x5. Logo,
fe(Sz) C feD.
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Portanto

fe(Sx) = feD, para todo x € D. (1.2)

Agora mostremos que D é mazimal com esta propriedade.

Suponhamos que exista D' 2 D, tal que D" seja um conjunto controldvel invari-
ante para S. Tomemos y € (D' — D), entio y = (y1,y2) com y; < 0. FEscolha
r = (x1,23) com x1 > 0, temos que x € D', porém y nao pertence a fe(Sx), entao
D’ nao satisfaz a primeira propriedade de conjunto controldvel invariante. Logo D é
mazimal com a propriedade (1.2), e portanto D é um conjunto controldvel invariante

para S em R2.

Temos que o conjunto de transitividade, Dqy, € o interior de D, de fato, dados
quaisquer dois pontos x,y € intD ezxiste g € S tal que gr =y, 0 que nao ocorre com
elementos da fronteira, pois se x € intD ey € D, entdo ndao conseguimos atingir

y pela orbita Sz.

Proposigcao 1.49 Sejam G um grupo de Lie, S um semigrupo de G com interior
ndo vazio e M = G/L um espago homogéneo de G. Se C =, ., fe(Sz) # 0, entao

C € um conjunto controldvel invariante para S e € unico.

Demonstracao: Como C' é a interseccao de fechados, temos que C é fechado.
Entao pela proposicao anterior, basta mostrar que fe(Sx) = C para todo = € C.
Tomemos y € C = (,cp fe(Sz). Em particular y € fe(Sx) para todo z € C,
assim, C' C fe(Sx) para todo x € C. Agora, seja y € fe(Sz) para um z qualquer
pertencente a C'. Como z € fe(Sx) para todo z € M, temos que y € fe(Sz) para

todo x € M. Logo,
ye [ fe(Sz)=C,

reM

o que implica em fe(Sz) C C, para todo z € C. Logo temos que fe(Sz) = C' = feC

para todo z € C.
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Resta provar a unicidade. Como C' intercepta o fecho de todas as S-érbitas,
entao C' interceptaria qualquer outro conjunto controlavel invariante para a acao de
S sobre M. Dai, como dois conjuntos controlaveis sao disjuntos ou sao iguais, temos

que C' é tunico. O

No préximo teorema veremos que se a variedade é compacta entao podemos

mostrar a existéncia e unicidade do conjunto controlavel invariante.

Teorema 1.50 Se M ¢ uma variedade compacta, entdo existe ao menos um con-

gunto controldvel invariante para a ag¢ao de S sobre M.

Demonstracao: Temos que esse teorema é conseqiiéncia direta do proximo lema.

O

Lema 1.51 Se N C M € um subconjunto compacto e invariante sob a acdo de S

entao, fe(Sx) contém um conjunto controldvel invariante para todo x € N.

Demonstracao: Fixemos z € N e consideremos a familia

§ = {fe(Sy) : fe(Sy) C fe(Sz) ,y € M}.

Temos que § é nado vazia, pois fe(Sz) € §. Munimos § com a relagdo de
ordem parcial dada pela inclusao de conjuntos e tomemos uma cadeia arbitraria

{te(SYy)}yercm em §. Temos que Sz C N e fe(Sz) C fe(N) = N.

Assim, a cadeia tomada forma uma seqiiéncia de subconjuntos compactos en-
caixados. Logo, (,c;cp fe(Sy) # 0. Tomando 2 € [, cy, fe(Sy), temos que
fe(Sz) € § e fe(Sz) C fe(Sy) para todo y € I. Logo fe(Sz) é um limitante in-
ferior da cadeia. Pelo lema de Zorn, § possui algum elemento minimal, digamos
C = fe(Sw). Tomando h € C e a € fe(Sh) temos que a € fe(Sh) e h € fe(Sw),
entdo a € fe(Sw) = C. Logo fe(Sh) € C. Como fe(Sh) € § e C' é minimal em
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3§, devemos ter fe(Sh) = C' = feC, para todo h € C. Portanto C' é um conjunto

controlavel invariante. O

Ja na proxima proposicao temos o primeiro resultado envolvendo controlabili-

dade.

Proposicao 1.52 Suponhamos que C = (,c,, fe(Sz) # 0 seja o unico conjunto
controldvel invariante para a a¢ao de S e que exista um conjunto controldvel invari-
ante para S, digamos C~, tal que (intC) N (intC~) # O. Entdo S age transitiva-

mente em M.

Demonstragao: Temos que C é fechado e também que Sz C fe(Sz), para todo
x € C, entdo SC C |, fe(Sz) = feC = C. Dai pelo item (ii) da Proposigao 1.33,
temos que Cy # ). Se z € Cp, entao pelo item (i) da Proposicao 1.32, x € (intS) 'z
e uma vez que x € C, temos pela definicao de C' que = € fe(Sy) para todo y € M.
Assim z € (intS) 'z N fe(Sy). Logo, existe uma seqiiéncia (a,y) em Sy tal que
a,y — z € (intS) 'z, Assim existe um niimero natural ng tal que se n > ng. entao
any € (intS) 'z, Assim, a,y = g~'x para algum g € (intS), ou seja, * = ga,y,
o que significa que se x € Cy ey € M, entao x € Sy. Conseqiientemente, para
todo y € M, existe s € S tal que sy = x. Entdo s™'z = y para todo y € M,
logo S~'x = M. Pelo item (iii) da Proposigao 1.32 Cj ¢ denso em C. Desta forma
(intC~)NCy # B. Tomemos z € (intC~) N Cy. Como z € Cy, temos que S~z = M,
e uma vez que S~ 'x C C~ (pois C~ é S~ l-invariante) temos que M C C~, logo
C- =M.

J& que SC~ C M = C—, ou seja, (S7')7'C~ C O, temos pelo item (ii) da
Proposicao 1.33, que C; = C~ = M. Assim, S~'z = M para todo x € M, ou seja,
dados z,y € M quaisquer, existe g € S tal que g~'x = y, (ou equivalentemente)
gy = 1.

Portanto S age transitivamente em M. O
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Veremos, no exemplo abaixo, que existem variedades onde um semigrupo nao

possui conjunto controlavel invariante.

Exemplo 1.53 Seja G = (R,+) e tomemos S = R™, o semigrupo constituido dos

numeros reais positivos. Considere a acdo

n: GxG — G
(,y) — x+y.

Em G nao existe conjuntos controldaveis para a acdo de S. De fato, suponda que
D seja um congunto controldvel para agdo de S, entao temos que D C fe(Sx) para
todo x € D. Como intD # (), existe um intervalo aberto e limitado da reta contido
em D. Como estamos em R, podemos encontrar o ponto médio m desse intervalo
e assim, tomando qualquer xo desse intervalo tal que xo > m, temos que fe(Sxy) =
{y e R: y>uap}. Assim D C fe(Sxg), pois no intervalo considerado acima, que

estda contido em D, temos elementos menores que xg.

Portanto, nao existe conjunto controlavel para a agao de S.

Agora veremos que o conjunto controlavel invariante em uma variedade compacta
é o maximal com relacao a ordem definida em 1.36. Notemos que a compacidade é

condicao essencial para isso.

Proposicao 1.54 Seja M uma variedade compacta e D um conjunto controldvel
para a a¢ao do semigrupo S C G. Se D é maximal com respeito a ordem <, entao

D € um congunto controldvel invariante.

Demonstracao: Temos que a maximalidade de D como conjunto controlével
invariante vem da maximalidade de D como conjunto controlavel. De fato, se C O D
satisfaz fe(Sz) = feC' para todo = € C, entao C C feC = fe(Sz) = feD para todo
xr € C. Assim, fe(Sz) N C # () para todo x € D, o que implica em D < C. Mas D

¢ um conjunto controlavel maximal, logo temos C' = D.
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Resta provar que fe(Sz) = feD para todo x € D. Como D é um conjunto
controldvel, temos que D C fe(Sz) para todo x € D, entao feD C fe(Sz) para todo

reD.

Suponha, por absurdo, que exista zo € D tal que fe(Sxg) € feD, e considere
z € (fe(Sxg) — feD). Temos que fe(Sz) N D = (). De fato, se fe(Sz) N D # (), entao

tomando D U {z}, temos:
> int(D U {z}) # 0, pois intD # (.

> (D U{z}) C fe(Sy) para todo y € (D U{z}). De fato, se y € D U{z}, entao

yeDouy=z.

Se y € D, temos que D C fe(Sy). Além disso, z € fe(Sxg) e xy € fe(Sy), assim
z € fe(Sy) para todo y € D, logo D U {z} C fe(Sy) para todo y € D. Se y = z,
entdo tomemos a € fe(Sz) N D. Assim z € fe(Sa) para todo x € D e a € fe(Sz),
entdo z € fe(Sz) para todo z € D e ainda z € fe(Szy). Como g € D, acabamos de

ver que xg € fe(Sz), entdo z € fe(Sz). Logo, (D U {z}) C fe(Sz).

Desta forma, D U {z} satisfaz as condigoes (i) e (ii) da Definigdo 1.21. Logo,
pela maximalidade de D, (D U {z}) = D, entao z € D, o que é uma contradigao.
Portanto fe(Sz)ND = () para todo z € (fe(Szg) —feD). Como M é compacta, temos
que fe(Sz) é compacto e é invariante para a agao de S pela Proposi¢ao 1.29. Entao,
fe(Sz) contém um conjunto controldvel invariante, e portanto controlavel, D' que é
disjunto de D pois fe(Sz)ND = 0. Mas z € fe(Sxy), entdo fe(Sz) C fe(Sz) e assim
D' Nfe(Sxzy) # 0, com x5 € D pois D' C fe(Sz) C fe(Sxy). Assim, pela Definicio
1.36 D < D', o que contraria o fato de D ser um conjunto controldvel maximal com
relagdo a “<”, pois D # D.. Portanto, fe(Sx) C feD para todo x € D, concluindo

assim o desejado. O

Veremos que a nogao de projecao é muito importante no estudo de semigrupos
neste contexto, pois permite que usemos dados sobre os conjuntos S-controlaveis de

uma variedade M; para obtermos informagcoes sobre os conjuntos S-controlaveis de
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uma variedade M, onde M; se projeta. Dai surgem questoes sobre a relagao entre
os conjuntos controlaveis de duas variedades “ligadas”por uma aplicacao canodnica.
Sendo assim, vamos definir esta aplicagao. Sejam L, C Ls subgrupos fechados de G.
Definamos a projecao 7 : G/L; — G/Ly dada por gL; — gLs, onde a principal
caracteristica é a equivarianca gm(x) = mw(gz). De fato, sejam n; e 72, definidas

abaixo, a agdo de G em G/L;y e G/L,, respectivamente

m: GXG/L1 — G/Ll
(gthl) — (gh)L,

2 : GXG/LQ — G/LQ
<g7hL2) = (gh)LZ

Tomemos hl; € G/Ly e g € G, temos que:

n2(g, m(hL1)) = na(g, hla) = (gh) Ly = w((gh)L1) = 7(ni(g, hL1)).

Portanto 7 é equivariante.

Para dar continuidade nos resultados, precisamos de alguns resutados da teoria
de fibrados. Esses resultados nos garantem o “bom” comportamento das fibras em
um espago quociente da forma G/L, onde L é um subgrupo fechado de G. Mais
precisamente, para demonstrar (iii) de 1.57 utilizamos o conceito de secao local, para
garantir uma convergéncia de pontos a partir de uma convergencia de fibras. Sendo

assim, comecemos definindo fibrado principal.

Definicao 1.55 Sejam P e M wvariedades diferencidveis e G um grupo de Lie. Um
fibrado principal de classe C* de espaco total P, espaco base M e grupo estrutural
G, consiste das variedades diferencidveis P e M de classe C*, do grupo de Lie G e

de uma acao a direita
n: PxG — P
(p.9) — pg

satisfazendo as sequintes propriedades:
(i) A agao é livre.

(11) O espago das orbitas desta a¢ao é M. Ou seja, existe uma submersaon : P — M
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tal que as drbitas de G sao o0s subconjuntos 7~ (x), denominados fibras.

(i1i) P € localmente trivial, isto €, cada ponto x € M possui uma vizinhang¢a U
tal que 7= (U) € isomorfo a U x G no sentido de que existe um difeomorfismo
YN U) — U x G tal que Y(u) = (7(u),p(u)), onde ¢ : 7 H(U) — G é uma

aplicagao que satisfaz: ¢p(ua) = ¢p(u)a, a € G.

Um fibrado principal serd denotado por P(M,G) ou simplesmente por P.
Observe também que se u é um ponto de 7~ 1(z), entdao 7! (z) = {ua;a € G} = uG.

Assim cada fibra é difeomorfa a G.

Um fibrado de particular importancia para nés é o chamado fibrado associado,

que definiremos agora.

Seja P(M,G) um fibrado principal e F' uma variedade na qual G age a esquerda:
(a,€) € G x F — a& € F. Vamos construir um fibrado E(M, F, G, P) associado a
P com fibra tipo F. Na variedade produto P x F' definimos a acao a direita de G
como segue: um elemento a € G aplica (u,§) € P x F em (ua,a™'§) € Px F. O
espaco quociente de P x F' por esta acao do grupo é denotado por £ = P xqg F.
Uma estrutura diferencidvel sera introduzida em £ depois, e neste momento, E é
somente um conjunto. A aplicagdo P X F' — M a qual aplica (u,&) em 7(u), induz
a aplicacao mg, chamada a projecao de £ em M. Para cada x € M, o conjunto
7~ (z) é chamada a fibra de E sobre x. Todo ponto x € M tem uma vizinhanga
U tal que 7=1(U) ¢é isomorfa a U x G. Identificando 771 (U) com U x G, vemos
que a acao de G em 71 (U) x F & direita é dada por (z,a,&) — (x,ab,b~1§) para

(r,a,) eUxGx Febed.

Segue que o isomorfismo 7 *(U) & U x G induz um isomorfismo 7' (U) =~ U x F.
Podemos além disso introduzir uma estrutura diferenciavel em F requerendo que
7~ 1(U) seja uma subvariedade aberta de E a qual é difeomorfa com U x F sob o
isomorfismo 7' (U) =~ U x F. A projegio 7y é entdo uma aplicacio diferencidvel

de £ em M. Chamamos E ou mais precisamente E(M, F,G, P) o fibrado sobre a
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base M, com fibra F' e grupo G, que esta associado com o fibrado principal P.

Vamos agora estudar um pouco a seguinte situacao particular de fibrado associ-

ado que nos sera util a seguir.

Sejam L; C Lo subgrupos fechados de G. Temos que 7 : G — G/ Lo é um fibrado
principal. Consideremos a agao natural de Ly em G e em Lo/L;. Assim podemos
construir o fibrado associado E(M, F, G, P), onde nesta notagao tomamos M como
sendo G/ Ly, o grupo G tomamos como sendo Ly, P como sendo G e F' = Ly/Lq, ou
seja, E(G/Lg, Ly/ Ly, La,G). Dai E = G X, Ls/L; éuma variedade diferencidvel
e pode-se mostrar que G X, Ly/L; é difeomorfo a G/Ls. Vamos apenas esbogar
uma idéia desta identificacdo (para maiores detalhes ver Proposi¢do 5.23 em San

Martin [15]).

Pela proposicao 5.23 de [15], G X, Ly/ L, é identificado com G /L, da seguinte
maneira,

ng S G/Ll <—>ng€ GXL2 LQ/LI,

ja que 1H € Ly/Ly. Se U x Ly = 7w }(U) é uma trivializagao local de G, entao

obtém-se uma acao a direita de L; em U X Ly que por definicao é dada por
(Z,g)Ll S (U X Lg)/Ll — (Z,l) 'ng S (U X LQ) XLy LQ/Ll

onde (z,1) - gly = (2 - gl1,9l1) = (2,9l1), sendo a ultima igualdade vinda do fato
de que z é um elemento de G/Ly e gly € Ly. Do fato de G(G/La, Ly) ser um
fibrado principal diferencidvel, temos que G/L; é difeomorfo a G X, Ly/L;. Como
G X1, Ls/ L1 — G/ Ly é fibrado principal, tem-se a se¢ao local, ou seja, considerando
y € G/Ly e uma vizinhanga V,, de y, seja & € ;' (y), entdo existe um difeomorfismo
oV, = o(V,) C 7' (y) que satisfaz: o(y) = 7 e 75 (2) N o(V,) é um tnico
ponto para todo z € V,. Temos que o é chamado de “secao local’. Seja ¢ o
difeomorfismo existente entre G/Ly e G X, Ly/ Ly entdo temos um difeomorfismo
7g entre vizinhangas de G/L; e G/Ly com g = 0~ o p~!. Desta forma, dado

x € G/Ly, para toda vizinhanga V, de x existe vizinhanca Vz C G X, Ly/Ly de &
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tal que p(Vz) C V,, e para toda vizinhanga V; de & existe vizinhanca V,, C G/Ly de
y tal que o(V,) C Vz. Entao, para toda vizinhanca V, de z existe vizinhanga V,, de

y tal que 7, (V,) C Va.

Tudo isso que acabamos de comentar significa que as fibras em G/L; sdo bem
comportadas, ou seja, ¢ possivel obter uma sequéncia de pontos convergindo para

um x € 7 '(y), a partir de uma sequéncia de fibras convergindo para 7!(y).

No proximo resultado veremos uma propriedade muito util, que conjunto de

transitividade projeta em conjunto de transitividade pela projecao equivariante.

Proposicao 1.56 Seja D C G/L; um conjunto controldvel efetivo para S e seja
Dy o seu conjunto de transitividade. Entdo, existe um conjunto de controle efetivo

E C G/Ly com (Do) C Ey.

Demonstragao: Seja x € Dj. Pela Defini¢ao 1.30 existe g € intS com gxr = =z.
Como 7 ¢é equivariante, temos gn(z) = 7w(gx) = w(z). Pela proposigao anterior, os
pontos fixos por g estdo no interior de conjuntos controlaveis. Assim 7(z) € E para

algum conjunto controlavel E.

Tomemos agora y € Dy. Pelo item (ii) da Proposigao 1.32 existem g;,g2 € intS

tais que g1y = & © gox = y. Logo,
g1m(y) = 7(gr1y) = m(2) e gom(x) = 7(g27) = 7(y)-
Desta forma, 7(y) € fe(Sw(x)) e mw(x) € fe(Sm(y)). Conseqiientemente
fe(Sm(x)) = fe(Sm(y)).

Como 7(y) também pertencente ao interior de algum conjunto controldvel, digamos

E', devemos ter E.E' C fe(S7(z)) = fe(S7(y)).

. . . / . . . . ~ .
Mas isto implica que F U E satisfaz as duas primeiras condicoes de conjunto

controldvel. De fato, EUE' C fe(Sz) para todo z € EU E', pois se z € E, entdo
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m(z) € fe(Sz), logo EU E" C fe(Sw(z)) C fe(Sz), analogamente se z € E'. Entao

pela maximalidade de E ¢ E como conjuntos controlgveis, temos E = E' .

Agora m(Dy) C Ey, pois dado = € Dy, existe g € intS, com gz = x e deste modo

m(x) = 7(gx) = gm(x), o que implica em 7(x) € Ey.

Como Dy # (), temos 7(Dy) # 0, logo Ey # () e portanto, E ¢ de fato efetivo. O

A proposicao abaixo complementa a anterior. E um resultado bastante usado em
nosso trabalho, principalmente para garantir que o conjunto controlavel invariante
da variedade flag maximal se projeta sobre o conjunto controlavel invariante de uma

outra variedade flag.

Proposicao 1.57 Sejam Ly C Lo subgrupos fechados de G com G/L, compacto.

Consideremos a fibracao canonica
o G/L1 S G/LQ,

com w(gLy) = gLs. Temos que:

(i) Se Cy C G/Ly € um conjunto controldvel invariante, entao Cy = 7(Cy) € um

conjunto controldvel invariante para S em G/Ls.

(i) Se Cy C G/Ly € um conjunto controldvel invariante, entdo existe um con-

Junto controldvel invariante Cy C G/Ly com 7(Cy) = Cs.

(i1i) Se Cy e Cy sao como em (i) desta proposicao e para algum y € Csy, tivermos

7 Hy) C C1, entao Cy = 7 1(Cy).

Demonstracao: (i) Como G/L; é compacto, m é continua e G/Ly é Hausdorff,

temos que 7 é uma aplicacao fechada.

Para x € (' temos que

fe(Sm(z)) = fe(n(Sx)) = n(fe(Sx)) = 7(Cy) = Cy = feCs.
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a ultima igualdade vem do fato de Cs ser fechado, pois ¢ imagem de C; que é fechado

(pela Proposigao 1.42).

Como C4 ¢ fechado e satisfaz a condigao (i) da Defini¢ao 1.40, temos que Cy é

um conjunto controlavel invariante.

(i) Dados = € 7 1(Cy) e g € S, temos que 7(gz) = gn(z) € Csy, pois Cy é
S-invariante. Assim, gr € 7 '(C5), ou seja, 7 !(Cy) é S-invariante. Além disso,
como Cy é fechado, 7=1(Cy) é fechado e estd contido em G/L; que é compacto, logo

7 1(Cy) é compacto.

Temos que 7~ (Cy) é um subconjunto compacto e S-invariante, logo pelo Lema
1.51, ele contém um conjunto controldvel invariante, denotemos por C;. Tomando

x € (', temos que

w(Cy) = n(fe(Sx)) = fe(n(Sz)) = fe(Sw(x)) = feCy = Cs.

(iii) Seja y conforme estabelecido e tomemos z € (Cy)y. Por (ii) da Proposigao

1

1.31, existe g € (intS) tal que y = g~ 'z. Assim, 2 = gy, e 7 1(2) = 7 Ygy) =

g~ (y). Por hipdtese, 7! (y) C C; e, como Cy é invariante, 7~ *(z) C Cy. Assim,

W_l((og)o) C Cl. (13)

Vamos mostrar que 7~ *(Cy) = C.

Tomemos = € 7 ((Cy),) = 7 1(Cy). Entdo existe y € (Cy), tal que m(z) = y.
Como y € (0_2)0, temos que existe uma seqiiéncia (z,) em (Cy), tal que 2z, — v.
Mas (771(2,)) C C} pois z, C (Cy)g e vale (1.3). Como 7 é um fibrado, temos que
existe uma secao local o : V,, — G/L; tal que o(z) = z para algum z € V,, C Cy,
isto é, existe uma secdo local de G/L; passando por x. Tomemos a sequéncia

Ty =7 Yyn) No(V,) em Cy. Notemos que z, — = com {z,} C Cy. Daf como C é

fechado, temos que z € Cy. Logo 77 1(Cy) C C4.

A inclusao contraria, C; C 7~ 1(Cy), vem do fato de que 7(C;) = Cy. Suponha
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que exista r € C tal que z nao pertenga a 7~ (Cy). Entao m(x) nao pertence a Cy

e dai, m(C}) nao estd contido em Cy, o que é uma contradicao. O

J& citamos alguns exemplos de conjuntos controldveis para SI*(n,R) tendo as-
sumido que este é um semigrupo de interior nao vazio. Entao, vejamos na observagao

abaixo que isso realmente acontece.

Observagao 1.58 Um dos semigrupos de Sl(n,R) que aparece vdrias vezes neste
trabalho, € o subconjunto das matrizes reais com entradas ndao negativas que deno-
taremos por SI™(n,R). Temos que este é um semigrupo de interior nio vazio em

Sl(n,R). De fato, consideremos o cone
OF ={(21,...,2,) € R%z; > 0 para todo i = 1,...,n},

ou seja, o octante positivo de R™. Mostraremos agora que SI*(n,R) € o semigrupo
de compressao (o qual definimos na introdugao desta dissertagao) do cone O, ou
seja,

SI"(n,R) = {g € Sl(n,R); gO" C O™},

e mais a frente, no capitulo 2, mostraremos que se Sy € 0 semigrupo de compressao
de um cone W C R™ pontual e gerador, entao Sy tem interior nao vazio. Denotemos

por So+ o0 semigrupo de compressao de O. Vamos mostrar que
Sl+(n,R) = So+.

Tomemos g € SIT(n,R) e x € O*. Como as entradas de g sdo ndo negativas
bem como as coordenadas de x, temos que gr € O. Agora, seja h € So+, entdo

hy € O% para todo y € OF. Em particular, vale para os elementos da base canonica

{e1,...,e,}. Consideremos
11 Q12 ... Qi1
b — G21 Q22 ... Q2p ’
an1 Gp2 ... Gpp
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entao

0
11 aiz ... Qin . a1;
Q21 Q22 ... Q2p ) Q5
h@j = 1 =
Ap1 Ap2 ... Gpp : Qnj
0
Mas he; € OF, assim a;; > 0 para todo i = 1,...,n. Agora, variando j teremos

que a;; > 0 para todo i,j = 1,...,n, ou seja, h € SI™(n,R). Assim, SI*(n,R) € o

semigrupo de compressao de cone O7 .
Vejamos agora, mais alguns exemplos:

Exemplo 1.59 Seja G = SI(3,R) ¢ S = SI*(3,R) C G. Vimos acima que S é um
semigrupo de interior nao vazio. Consideremos a agdo de SI(3,R) em P? como no

Exemplo 1.22. Vimos ainda, no Fxemplo 1.41 que
C = {[(z1,72,23)] € P*;2; > 0,i =1,2,3}.

¢ um conjunto controldvel invariante para S.

Mostraremos a sequir que o conjunto complementar de C' em P2, que denotamos
em 1.37 por D, € um conjunto controldvel para a a¢ao de S. No entanto, D ndo é
um conjunto controldvel invariante, pois D é aberto, e como intS # (), 0s conjuntos

controldveis invariantes sao fechados, pela Proposicao 1.42.

A condi¢ao (i) de conjunto controldvel é satisfeita, pois D € aberto, e entao

intD # ().

Devemos mostrar entdo a condi¢ao (ii) da defini¢io de conjunto controldvel, isto

é, D C fe(S[x]) para todo x € D. Assim, sejam os subconjuntos:

Dy = {{(z1,29,73)] € RP* 21 > 0,29 > 0,25 < 0 € x1, 22 ndo
simultaneamente nulos}
Dy = {[(w1,22,73)] € RP* 2y > 0,29 < 0,23 < 0}

Dy = {[(.Il,ZL’Q,l’g)] S RPQ;J}l > 0,20 < 0,23 > O}
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Temos que D = D1 U Dy U D3. Vejamos separadamente a condi¢ao (i) de conjunto

controlavel.

Sejam [z] = [(x1, x2, x3)], [y] = [(Y1, Y2, y3)] € Da. Se [z] pertence a (Dy—intDy),

entao [z] = [(x1,22,0)], com x1 > 0 e x5 < 0. Consideremos o elemento
L0 0
g=1| 0 £ 0 €s.
0 B mo
x2 Y1y2
Temos que
w9 0 7
g[ﬂf] = 0 g:_z 0 T2 = [(Z/lay273/3)] = [y]
0 & oo 0
z2 Y1y2

como [y] € arbitrdrio, temos que Dy C S|x] para todo x € (Dy—intDs), o que implica

em Dy C fe(Sx) para todo x € (Dy — intDy).

Agora tomando quaisquer elementos [x], [y] € Dy que nao pertencam a fronteira

podemos considerar g da sequinte forma:

o0 0
T1T2T3 s

g= 0o £ 0 €S,
Y1Y2Y3 0 0

Z3

e assim teremos glx] = |y|, ou seja, intDy C S[z| para todo x € intDy. Assim

Dy = intDy C fe(Sx) para todo [x] € intDs.
Podemos entdo garantir que Dy C fe(Sx) para todo x € Ds.

Observemos que embora a propriedade (ii) da Defini¢ao 1.21 seja satisfeita, Do
nao € um conjunto controldvel. De fato, Dy C D e mostraremos que D também
satisfaz a propriedade (ii).

Sequindo o mesmo raciocinio podemos mostrar que Dy e D3 também satisfazem
a esta propriedade de Do, basta tomar g como acima. Vamos mostrar que € possivel

“passar” de qualquer subconjunto desses para outro pela agao de S.

€s.

w N O

10
Se [z1] = [(1,1,—-1)] € D entao considere o elemento g = | 0 1
01

ASSZ’m; g[xl] = [(17 _]-7 _2)] S D2'
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Se [xza] = [(1,—1,-2)] € Dy entao escolha g = € S. Assim

w O =
O = O
_ o O

glzo] = [(1,-1,1)] = [z5] € D;.
Como vimos Dy satisfaz a condigao (ii) da Definicao 1.21 e o mesmo acontece

com os conjuntos Dy e Ds.

Como D = DyUDyU D3 temos que D satisfaz a condigao (i) da Defini¢ao 1.21.
De fato, tomemos |x] € D, entao [x] € Dy ou [x] € Dy ou [z] € D3. Suponha que
[z] € Dy, entao

D, C feSlx].

Considerando [x1], [xs] € [x3] como acima e usando a Proposicao 1.29, temos:

[z1] € fe(S[z]) entdo S|xy] C fe(S[z]) o que implica em fe(S[z1]) C fe(S[x]);
[zo] € fe(S[z1]) entdo fe(S[xs]) fe(g[ 1)) e

C
[x3] € fe(S|xs]) entdo fe(S[xs]) C fe(S|xs)).

Assim,
Dy C fe(S|xq]) C fe(S[zq]) C fe(S[x]) e
Ds C fe(S[x3]) C fe(S[xs]) C fe(S[z]),

ou seja, D = Dy U Dy U D3 C fe(S[x]) para todo [x] € Dy, € feito analogamente se
[z] € Dy ou [z] € Ds.

Logo D satisfaz a condigao (ii) da defini¢ao de conjunto controldvel.

Por fim temos que o conjunto D é mazximal para as propriedades (i) e (ii) da
Definicao 1.21. De fato, D €é o conjunto complementar do conjunto controldvel
invariante C' e pela Proposicao 1.25 seque que D é mazximal e portanto é um conjunto

controlavel.

Consideremos uma matriz

3 10
g=| 3+ 1 0]e€s
1 11
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e [z] =[(1,1,-1)] € D, entao

glzl = g[(1,1,-1)] =[g(1,1,-1)]
310 1 4
= 30 1 = 1 € intC,
111 -1 1

ou seja, para tal elemento, S[x] NintC' # O o que implica em fe(S[x]) # feD.

Portanto D nao é um conjunto controldavel invariante.

Vejamos um exemplo de que o conjunto controlavel invariante nem sempre é

unico.

Exemplo 1.60 Ainda com G = Sl(n,R) e S = SI*(n,R), tomemos a variedade
M = S"7! considerada como o conjunto de raios em R™ comecando na origem, ou
seja, dado um vetor v € S"Y, qualquer miltiplo positivo de v, A\v, com X\ > 0,

representa o mesmo elemento.

Podemos verificar, usando o exemplo 1.22, que CT = O, isto é, a parte de S™*
contida no octante positivo, € um conjunto controldavel invariante para S. De fato,

como jd vimos, SCT C CT, entao
fe(Sx) C feCT = C" para todo v € C™.

Por outro lado, tomemos x,y € intO". Entdo como no exemplo 1.22, existe g € S
tal que gr = Xy, com X\ > 0. Assim, como estamos considerando \y = y em S™!

temos que gr =y. Logo, intC™ C fe(Sx), para todo x € intC+.

Temos também que para x € (CT —intC™"), existe g € S tal que gr € intC* e
como anteriormente, existe h € S tal que h(gx) =y. Entao, intC*™ C fe(Sz), para

todo x € C*, o que implica em
feC™ = fe(intC™") C fe(Sz), para todo x € C*.
Logo,
feC™ = fe(Sz), para todo x € C™.
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e como CT € fechado, temos pela Proposi¢ao 1.47, que CT € um conjunto controldvel

invariante para S1"(n,R) em S™ 1.

Similarmente mostra-se que
C™={(z1,...,2,) € S L2; <0, comi=1,...n}

é também um conjunto controldvel invariante para S em S™', pois jd que temos
g € S tal que gr =y, para x € Ct ey € intC™, temos que g(—x) = —y, ou seja,

vale para os elementos de C™.

Agora seja m: S"1 — P! q aplicacdo que identifica as antipodas. Temos que
Cop = 7(C*) =7(C7)

¢ o tinico conjunto controldvel invariante para S em P"1. Desta forma temos que
CT e C~ sdo os unicos conjuntos controldveis invariantes para S em S™'. De fato,
suponhamos que exista D C S™ ' um conjunto controldvel invariante para S, entdo
7(D) é um conjunto controldvel invariante para S em P"~*, mas Ce, € o tinico, logo

(D) = Ce, e portanto D = C* ou D =C~.

Observacao 1.61 Os resultados apresentados no Exemplo 1.59 generalizam-se para
P~ O octante com todas as coordenadas nao negativas é um conjunto controldvel
invariante para a agdo de S1™(n, R) em P! e 0 seu complementar é o outro conjunto

controldvel (ndo invariante).

Porém, nao vale, em geral, para outras variedades, por exemplo em 1.60, temos

para S™"! dois conjuntos controldveis invariantes e um nao invariante.

O préximo exemplo mostra que o conjunto controldvel invariante para SI*(n, R)
na variedade flag maximal é imagem inversa do conjunto controlavel invariante para

SI*(n,R) no projetivo, via aplicacao projecao.
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Exemplo 1.62 Seja S o semigrupo de matrizes com entradas positivas em Sl(n,R).
Através do Exemplo 1.59, notamos que o unico S-i.c.s, dito Cg,, no espago projetivo

€ o conjunto correspondendo ao octante positivo em R™ — {0}.

Seja C' o conjunto controldvel invariante para S na variedade flag maximal
F'(,...,n—1). Temos que 7' (Ce,) = C, onde m : F*(1,....,n—1) = RP"™" ¢ a

fibracao canonica.

Para ver isto, denotamos por bg o flag gerado pelo conjunto linearmente in-

dependente = {vy,...,v,_1}, isto € bg = (Vi C Vo C ... C V,_1), onde
Vi=<wvy,...,v;,>1=1,....,n—1.
Seja v, ..., Vin, as coordenadas de v; em relacdo a base canonica de R™ e con-

sidere o conjunto

D = {bg; B ={v1,..., 01} CR" € Li. com v;; >0 para todo i,j }.

Temos que

7'('71(0@?) = {(‘/1 C ‘/2 c...C anl) tal que ‘/1 =< U1 >’ com Ulj Z O}

Vamos mostrar que m*(Ce,) = D.

Ja que Vi C Vs, existe vy com coordenadas nao negativas tal que {vi,ve} €
base para V,. Procedendo desta forma, chegamos que V; =< wvy,...,v; >, onde
as coordenadas dos vis sio ndo negativas, o que implica em 7 *(Ceo,) C D. Temos
ainda que se bg € D, entao Vy € gerado por algum vy com coordenadas nao negativas,
assim bg € 71 (Ce,), jd que Co, € o conjunto correspondente ao octante positivo de

R"™ — {0}. Logo D C 7= *(Ce,) o que nos resulta 7=(Ce,) = D.

Como Ce, € fechado, ¢ D = 7n71(Ce,), temos que D ¢é fechado, e ji que a

variedade F™*(1,...,n — 1) é compacta, temos que D é compacto.
Vamos verificar que C' = D.
Notemos que gbg = by, com g € Sl(n,R) e g8 = {gv1,...,9v,—1}. De fato,
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como V; =< wq,...,v; > temos que gV; =< guy, ..., qu; >, assim

gbs = (gV1 C gV C ... C gVio1) = byp.

Assim temos que se bg € D, entdo byg € D, para todo g € S (pois os vetores
de gg continuardo tendo coordenadas positivas), entao gbg € D. Desta forma temos
que D é S-invariante. Como D é compacto, entao ele contém um S-i.c.s e como

este € unico em F™*(1,...,n— 1), temos C C D.

Por outro lado, denotemos por C = {e1,...,e,} a base canénica do R™ e seja by
o flag gerado por ela. Entdo by € C, pois sabemos que para b em um subconjunto
aberto e denso de F*(1,...,n — 1), temos que by = lim h*b quando k — oo, onde
h =diag(\i, ..., ), com Ay > ... >\, >0, ou seja,

e [) fe(Sz)=C.

z€Fm(1,...,n—1)
Vamos mostrar usando esses fatos que intD C C'.

Pegue = {v1,...,v,_1} com coordenadas positivas (em rela¢io a base cano-
nica, v; = (Vi ..., Un)), entao bg € intD, e escolha w no octante positivo tal que
{v1,...,Up_1,w} € uma base orientada positivamente com relagao a base candnica.

Entao a matriz

v11 ... U1 ... W1

' V21 ... VU2 ... W2
9 = : . . :<U1a'-->vn—1>w)

Unt -+ Upi ... Wy

tem entradas positivas e determinante positivo.

Sendo g = ((detg ) vy, va, ..., vp_1,w), temos que detg = (detg ) 'detg’ = 1.
Assim g € S

Como by € o flag gerado pela base canonica, ou seja,

b= (< e >C<ej,ep>C...C<e€q,...,6,1>)
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entao,

gby = (< geg >C< gey,ges >C ... C< gey, ..., g1 >)
= (< (detg")v; >C< (detg')vy, vy >C ... C< (detg vy, ..., v, 1 >)

= (<v >C<v,v >C ... C< V..., 051 >) = bg.

Como by € C e C é S-invariante, temos que gby € C, logo bg € C'. O que mostra

que intD C C.

Vamos mostrar que intD é denso em D, e dai teremos que

D= (intD) c C =C.

De fato, tomemos bz € D, entiao = {v1,...,v,_1}, com coordenadas de cada v;

nao negativas, v;; > 0. Temos que uma vizinhanca de bg € da segquinte forma:
U=U,cUycC...cU,

onde cada U; € um subconjunto de R" que é vizinhang¢a do subespago gerado por v;.

Temos que qualquer vizinhanga de v; contém w; cujas coordenadas w;; sao po-
sitivas (pois para toda vizinhanga U;; de v;; em R existe u;; € Uy com u;; > 0),
desta forma, qualquer vizinhanc¢a do subespaco gerado por v; contém um subespago
gerado por u; descrito acima. Podemos desta forma encontrar um subconjunto
v = {w,...,up_1} Li, de coordenadas positivas, ou seja, b, € intD, tal que b,

pertenca a vizinhanga de bg.

Para mostrar isso, vamos construir uma vizinhanga de bg contida em U, contendo

um elemento da forma de b, citado acima.

E possivel tomar Wy uma vizinhanca de v em R™ e Wy uma vizinhanca de vq

em R™ tal que

Xy = {r C R" tal que ™ = ger{v,w}, comv € Wy e w € Wy}
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¢ uma vizinhanga de Vo = (v1,v9) contida em Uy. Temos ainda que Xy contém um
elemento 7 de forma que ™ = ger{u,}, onde uy e ug tem coordenadas estritamente

positivas.

Podemos também tomar W3 vizinhanca de vs em R™ tal que
X3 ={l' C R" tal que I' = ger{m, z}, comm € X5 e z € W3}

¢ uma vizinhanca de V3 = (vq,v9,v3) contida em Us.
Procedendo assim, podemos encontrar uma vizinhanga de bg da forma
(XicXpC...CcX,y)Cc(UhcUyC...CcU,)
que contém um elemento b, pois cada vizinhangca W; de v; contém um vetor u; com
coordenadas todas positivas.
Logo intD € denso em D.

Desta forma temos que C' = D e portanto,

7'('71(0@]})) =C.

O préximo exemplo nos mostra que no espaco projetivo o conjunto controlavel

1

invariante para (SI"(n,R))~! complementa o conjunto controldvel invariante para

SI*(n,R). Mas veremos que nao acontece nas variedades flag em geral.

Exemplo 1.63 O conjunto controldvel invariante para S~' = {g~'; g € SI"(n,R)}
em P71 o qual denotaremos por C(S™1,P"1), é o complementar do interior de
PO™*, o subconjunto de P"~' correspondente ao octante positivo na aplicacdo canoénica
7 : R" — {0} — P"', o qual sabemos ser o conjunto controldvel invariante para

S = SIT(n,R) em P!, que denotaremos por C(S,P"7 1), ou seja,
C(S71 P = (intC(S, P* 1)),

Denotemos por [v] a classe de v € R™ — {0} em P"! e seja {ey,...,e,} a base

canonica de R™.
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Comecamos notando que [e;] € C(S™1,P" 1) para todo i = 1,...,n. De fato,
por exemplo para i = 1, tomemos H = diag{A1,..., \y} com Ay +...+ X\, =0 ¢
AL > ... > A\, Entao

tA1

exp(tH) = esSns,

et)\n

pois €™ > 0, para todo t € R e ()71 = 7™ > (.

Consideremos Q@ = {[(z1,...,x,)] € P""Lzy > 0}, temos que este subconjunto
¢ aberto e denso em P"~'. Notemos que 1tlim (exp(tH))[z] = [e1] para todo x € Q.
Com efeito, seja [x] = [(x1,...,2,)] € Q, entdo
et Ty ey
exp(tH)[z] = : = :
etrn T ey
_ .
e ’
entao
T I&
tlim (exp(tH))[x] = tlim : = , = [e1].
—00 —00 An .
itt/\l T O

Isto mostra que [e1] € fe(S™'z), para todo x € Q. A partir disso, como intS™1 # (),
consequimos mostrar que [e;] € fe(S™'x), para todo x € P"7', pois dado x na
fronteira de Q) temos que S~'x tem interior nao vazio em P*~1. Logo S~'x intercepta
Q, dai se g € STz NQ, temos que [e1] € fe(S™ xg) e xg € fe(S™'z), entdo pelo

Lema 1.24, le] € fe(S™'z). Portanto

[er) € ) fe(S7'w)=C(S7H P

zepn—1

Aplicando argumento similar para os outros elementos da base encontramos que

le;] € C(S7HP*Y) para todoi=1,... n.
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Agora seja A o grupo de matrizes diagonais em ST (n,R). Ele tem 2"~ érbitas
abertas em P! que correspondem ao interior dos octantes. Temos que sua uniao

¢é densa em P" 1.

Como A C S™1, entao C(S™1,P" 1) é uma unido de octantes pois caso contrdrio
teriamos apenas partes de octantes formando o conjunto controldavel invariante, o

que ndo pode acontecer, jd que a orbita de A atinge todo o interior do octante.

Vamos estabelecer algumas notacoes que utilizaremos a partir de agora.

O™ 1 e O™ representam algum octante de R™! e algum octante de R™, respec-
tivamente. (O™ )" = {(z1,...,2,1) € R" Y2, > 0 para todoi = 1,...,n — 1}
representa um octante positivo de R"™! e (O™)" o octante positivo de R™.

Desta forma afirmamos que: Se para qualquer octante O™ C R™', a menos
de (O™ 1T, existem g € S™' e x € O™ tal que ge; = v, onde v, = ( i ) € R",
entao vale o exemplo.

Para comecarmos a demonstracdo da afirmacao, precisamos da sequinte o0b-

servacio. O conjunto o = {[v,] € P Lo € R"'} € aberto e denso em P71

Dai notamos que o encontra todo octante de P 1.

Fizemos um octante qualquer O™ C R™ com O™ # (O™)* e consideremos [y] €
int([O"]). Como o é denso no espago projetivo e [y] estd no interior do octante,

podemos encontrar um representante para [y] em o, ou seja, podemos encontrar [v,]

b=t = [ (1 )] comeere

Tomemos o octante O"~' C R"™! que contém tal x.

tal que

Pela hipdtese da afirmacao existem g € S~ e x € O™ tal que ge; = v,. Temos
ainda que existe h € A C S™! tal que hlv,] = [y] pois A € transitivo em cada
octante de R™. Entao [y] € fe(S[v.]) e [v.] € fe(S7 [e1]), dai pelo Lema 1.2/,
[y] € fe(ST[e1]). Como [y] € fe(S7 [e1]) e [e1] € fe(S™ ), para todo x € P! temos
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que

e ) fe(s™'e)=C(s™ P,

xe]}anl

Disso e do fato, jd mostrado, que [e;] € C(S™!, ") temos que fica demonstrada a

afirmacao.

Portanto resta-nos mostrar que para qualquer octante O™~ € R™ a menos do

(O"1)T existem g € S™ e x € O™ ! tais que ge; = v,.

Isto é feito por inducdao sobre o nimero ¢ = 0,...,n — 2 de entradas positivas

dos elementos de O™ 1.

Para i = 0, tomemos x € R"™ 1 com todas as entradas estritamente negativas.

Entao

Assim

Suponhamos que existam x € R"! tal que suas entradas sejam estritamente
positivas, a menos de duas, ditas x, e x5 que sao negativas e g € S~' tais que
ger = v,.

Agora provaremos a tese de inducao.

Para k,l =1,...,n, seja Ey o elemento canonico das matrizes n X n, ou seja, a

entrada (k,1) €1 e as demais sdo zeros.

Temos que

(1 + CLEkl)_l =1- CLEkl, k 7é l

Desta forma, g1 = (1+aEy) € S7' sea <0, pois (1—aEy) € SI*(n,R) € o inverso

de g1.
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Tomando x como antes e g1 = (1 + aF, 41 511), temos que

1 1
I I
Xy Ty + Qaxg
g1V = (1 + aEr+1,s+1)vx = (1 + aErJrl,erl) . = . = Uy,
Ts Ts
Tn—1 Tn—1

onde as entradas de y sao as mesmas de r a menos da r-ésima a qual é x, + axs.

Ja que z,.,xs < 0 existe a < 0 tal que x, + ax, > 0.

Assim existe y € R"™! com apenas uma entrada negativa, e h = (g1g) € S~ tal

que hey = vy, concluindo a tese.

Agora sim veremos que o fato ocorrido no exemplo anterior nao é regra geral.

Exemplo 1.64 Sejam Ot ={(z1,...,2,) € R";2; >0, com i =1,...,n},
S = SI"(n,R) o semigrupo de Sl(n,R) com entradas nao negativas, PO, C(S~1, P"1),
C(S, P 1) definidos no exemplo acima e consideremos a aplicagdo ™ como sendo a
projecao de F"(1,...,n —1) em P*! dada por m7(Vy C ... C V,_1)) = (V1).
Contrario ao caso bidimensional, temos que o conjunto controldvel invariante
para S~ em F*(1,...,n— 1), paran > 3, o qual denotaremos por C(S™'), nao € o
fecho do complementar do conjunto controldvel invariante para S, o qual denotare-
mos por C(5).

Para ver isso, tomemos x € (POT)¢ C (intPO™)¢ = C(S~1, P 1). Notemos que

aHx)={zcVyC...CV,_1; onde Viz1,..n—1800 0s subespacos

i-dimensionais satisfazendo as inclusoes anteriores }

¢ diferente de F"(1,...,n —1).
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E claro que existe um subespaco bidimensional Vo contendo x tal que VoNO™ = ().
Se Vo N OT =0, entio S~'Vo N Ot = 0, pois [Va] € C(S™1,P*1). Alias isto vale

para os Vs que nao interceptam o octante positivo.

Assim, existem  flags da forma b = (x C Vo C ... C V,_1) tais que V,,
i =2,...,n—1 nao interceptam OF e tal que S'bN OT = 0, ou seja, 0s subes-
pacos encaizados que formam s~1b, com s € S, ndo interceptam o octante positivo.

Chame de D o subconjunto de F"(1,...,n — 1) formado por elementos do tipo
(xCVoC...C V)

com V;NOT =0 ex e (PO)".

Temos que S~1DNO* = 0. De fato, como S™'V;NO* =0, e como S~taNO* = 0,

pois © € C(S™1P"1), temos que ST'DNOT # 0, e mais S™'D C D.

Notemos que 7~ (PO™T), o conjunto controldvel invariante para S na variedade

flag F"(1,...,n — 1) (ver Exemplo 1.62), é o conjunto
{(icVaC...CV,q); Vi €POT}
e (r7Y(PO™))¢ € o conjunto
{(MicWVC...CVyq); V1 ¢ POT}
Consideremos w = ae; + aey + ...+ e, e W = —ae; — aey — ...+ ae,, com
a > 0. Tomemos o subespaco Wy gerado por w e w. Notemos que
b= (0 CWyC...CW,) e (x '(POY)),

onde Wy intercepta OF. Notemos também (=1 (PO™))¢ contém propriamente o con-

gunto D, S™! — invariante, e mais
D ¢ 7 Y((itPO*)e) = nH(C(S~1, P,

Para ver que é diferente basta tomar o elemento b= (wCc Wy C...CW,), temos

que be 7 HC(S7H P 1Y) mas b ¢ D, pois € possivel tomar uma vizinhanga de Wy
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tal que todos os elementos, espacos bidimensionais, desta vizinhanga interceptam
ot.
Portanto, C(S™') ndo complementa 7—1(PO*) = C(S), o conjunto controldvel

invariante para S em F"(1,...,n —1).

1.3 Existéncia e Unicidade do Conjunto Con-
troldvel Invariante na Variedade Sl(n,R)/P

O objetivo principal desta se¢ao é mostrar que para um semigrupo de Sl(n, R) com
interior nao vazio, existe somente um conjunto controlavel invariante na variedade
Sl(n,R)/P. Comegamos demonstrando que é sempre possivel tomar um elemento
diagonalizavel, com autovalores reais positivos e distintos, no interior do semigrupo
descrito acima. A partir disso, demonstramos o principal resultado deste capitulo,
que garante existéncia e unicidade do conjunto controlavel invariante para a agao

de um semigrupo de Sl(n,R) nas variedades flag.

Consideremos S um semigrupo com interior nao vazio contido no grupo de Lie
Sl(n,R). Um ambiente natural para a acdo de S é o das variedades homogéneas

Sl(n,R)/P, onde P é um subgrupo parabdlico.

Como ja comentamos acima, precisamos garantir a existéncia de elementos re-
gulares em intS, ou melhor dizendo, semelhantes a elementos diagonalizdveis com
autovalores reais positivos distintos, para a demonstracao do teorema principal, e

para mostrar isso, temos o seguinte lema.

Lema 1.65 Seja S um semigrupo de interior nao vazio de Sl(n,R). Entdo int(S)
contém elementos diagonalizdveis, com autovalores reais positivos e distintos, ou
seja, existe g € intS tal que g = PhP~', onde h é uma matriz diagonal com

autovalores reais positivos distintos.

Demonstragao: Para uma demonstragao mais elegante do que aqui faremos, ver
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Corolério 3.6 em Ayala-Kliemann-San Martin [1].

Seja g € int(S). Usando a forma canonica de Jordan e sabendo que int(S) é
aberto, podemos supor, sem perda de generalidade, que g é semelhante um elemento
g2 € Sl(n,R) com autovalores distintos. Mais ainda, podemos supor que gs possui a

seguinte forma:
A

& Jr+1

In

a; —b

onde \; e R, 1 <i<r ed = < ) al ), com a;,b; € R, det(J;) # 0, para
1

r+1 <1 <n, e ainda, cada bloco J; se expressa como

cos(6;) sen(6;)
Ji = exp(m) < sen(f;) cos(6;) ) ’

onde p; = af + 7.
Aproximando 6,/27 por nimeros racionais nk;/k; podemos supor ainda que

COS(Zfrnkl) Sen(Zﬂnkl)
Jl = eXp(ﬂl) ( Sen(QWk?ékl) COS(27rlfmlkl>

%, %y

Com isto,

10 AN O
Jlkl = eXp(klpl) ( 0 1 ) = ( Ol /\l )

Como g = Pgy P! para alguma matriz inversivel P e como int(S) ¢ um ideal de

onde A\, = exp(k;p;).

S para k = k.41 ...k, teremos que

" = Pg’;“P_1 € int(9)
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e portanto podemos supor que

At

)\7"+1
)\r+1

An

An

Aproximando novamente g5 por matrizes com autovalores distintos temos entao

que existe g3 € int(S) onde

g3

¢ semelhante a g.

Finalmente, tomando uma poténcia par de g obteremos que os autovalores de g3

podem ser considerados como sendo positivos. O

O préximo resultado é o principal desta segao. Ele garante que mediante hipéteses

estabelecidas, o semigrupo S possui somente um conjunto controlavel invariante so-

bre a variedade Sl(n,R)/P.

Teorema 1.66 Seja P um subgrupo parabélico de Sl(n,R) e S um semigrupo de

interior ndao vazio de Sl(n,R). Entao existe um tinico conjunto controldvel invariante

para S em Sl(n,R)/P.

Demonstracao: Pelo lema anterior, existe g € (intS) semelhante a um elemento

diagonal com autovalores reais e distintos.

Tomando a base da subdlgebra de Cartan como sendo a base de semelhanca,
ou seja, a base na qual o elemento semelhante a g é diagonal, podemos supor, sem

perda de generalidade, que (intS) contém um elemento h, com autovalores reais e
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distintos. Suponhamos entao que
h = Do € int(S)

onde A\y > ...> )\, > 0.
Vamos primeiramente fazer a demonstracao no caso em que Sl(n,R)/P = P!,
Considere C' = {[(z1,...,zn)];21 > 0}.

Notemos que C é aberto e denso em P"!. De fato, sejam by = (< e; >),
onde e; = (1,0,...,0) e N~ o subgrupo das matrizes triangulares inferior com 1’s
na diagonal principal. Temos que by = (V1), onde Vi = {(,0,...,0);2 € R%},

(podemos considerar x > 0 pois em P"~! basta considerarmos o semi-espaco).

Vejamos que

1 0 0 T T
IS I B I B | e
ap1 Apo2 ... 1 0 An1T

Desta forma, como N~by é um conjunto aberto e denso, (ver e.g. [17]), entdo temos

que C' também o é.

Sendo assim tomemos z € C, entdao z = [(z1,x9,...,2,)] com xz; > 0. Temos
que hx = [h(xy,...,z,)] = [(Mz1, Aaxa, ..., \pn)] = [(1, i—f:@, ce f\—’;xn)] Mais
geralmente, h*x = h*[(zy1,...,2,)] = [(21, (:\\—f)kx% e (i—’;)kazn)], V k € N. Assim,
quando k — 0o, temos que (i—;)k — O parai=2,...,n.

Entao, lim hfx = [(21,0,...,0)] = [(1,0,...,0)]. Segue que [(1,0,...,0)] per-

k—oo

tence a fe(Sz) para todo z € C.

Agora, se x pertence a fronteira de C, dC, entdo x = [(0,22,...,z,)]. Como
(intS) é nao vazio, temos que Sx tem interior nao vazio e ainda Sz C RP"!. Do

fato de C' ser denso em RP™ ! e de int(Sx) # 0 temos que Sz N C # 0.

Tomemos z, € Sz N C. Entdo, pelo que vimos acima, [(1,0,...,0)] € fe(Sxz),
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pois zg € C. Como zg € fe(Sz), pois zp € Sz, temos pelo Lema 1.24 que

[(1,0,...,0)] € fe(Sz) para todo z € AC.
Assim, [(1,0,...,0)] € fe(Sx) para todo z € C UdC = ¢ = RP™ 1 ou seja,
[(1,0,...,0)) € [\ fe(Sz). TomandoC' = [ fe(Sx), temos pela Proposicao

Z‘GRP”71 xeRPnfl
1.49 que C' é o tinico conjunto controldvel invariante para S em RP" 1.

Vamos agora fazer a demonstracao no caso da variedade flag maximal
F*(1,2,...,n—1).

Seja bg = (V1 C Vo C ... C V,_1) onde V; = (e, ea,...,€;). J& sabemos que
N~by é aberto e denso em F"(1,2,...,n—1).

Seja x € N7by um elemento arbitrario. Entao x = nby onde n € N~ e temos

também que hx = hnby = hn(h™1by) = (hnh=1)by.

Mas
A0 0 1 0 .0 A0 0
-1
hnhfl _ 0 )\2 0 21 1 0 0 )\2 0
0 0 An Un1 G2 1 0 0 A
A1 0 0 AP0 0
_ (121)\2 )\2 0 0 )\2_1 0
QAn1 )\n (0% )\n . )\n 0 0 )\7_11
1 0
B a,21§_i 1 O
anli an2§_g 1
e
1 ... 0
A
— agl(ﬁ)k 1 .. 0
anl(%)k ang(i—;l)k |
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Novamente, quando k — oo, (%)k — O para 1 <i < j <n. Assim

1 0 ... 0
01 0
hEnh =% — ) .
0 0 . 1

Logo, hkz = h*nby = (h*nh=%)by = (h*nh=*)by — 1by = by. O que mostra que

by € fe(Sx) para todo x € N~ by.

Considere agora, x € (N by). J& sabemos que int(Sz) # 0 e ainda temos que
Sz C F*(1,...,n —1). Como N7by é denso em F"(1,...,n — 1) e int(Sx) é um
aberto de F*(1,...,n — 1), temos que Sx N N~ by # (), para todo = € (N by).
Deste modo, tomemos x¢g € St N by, com z € J(N"by). Assim, by € fe(Sxg), pois
xog € N™by e também z € fe(Sx) pois xy € Sx. Entao, pelo Lema 1.24, by € fe(Sz)

para todo x € (N by).

Logo,
by € fe(Sz) para todo z € (N"by UI(N "by)) = N=by =F"(1,...,n—1),

ou seja, by € N fe(Sz). Tomando C' = N fe(Sz) # (), e usando os
z€Fn(1,...,n—1) z€Ffn(1,...,n—1)
mesmos argumentos anteriores, temos que C' é o tnico conjunto controlavel invari-

ante para a agao de S em F*(1,2,...,n —1).

Para concluir a demonstragao do teorema no caso geral, consideremos a fibragao

equivariante

T F*(1,2,...,n—1) — F™(ry,re, ..., r%)
WicVvec...cV,q) — (VuCV,C...CV,)
Consideremos F"(1,...,n — 1) = Sl(n,R)/P; e F*(ry,..., 1) = Sl(n,R)/P,. J&
vimos que P; esta contido em Py, eles sdo subgrupos fechados de Sl(n,R) e ainda
Sl(n,R)/P; é compacto. Entao pela Proposi¢ao 1.57, item (i), temos que 7(C') = C4
é um conjunto controldvel invariante na variedade flag intermedidria F™(rq,... 7).

A unicidade é garantida pelo item (ii) da mesma proposi¢ao. De fato, suponha que
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exista Cy C F™(ry,...,rx) um conjunto controldvel invariante para a acao de S,
entao por (ii) da proposicao citada acima, temos que existe um conjunto controlavel
invariante D C F*(1,...,n — 1) com 7(D) = Cy. Mas sabemos que o conjunto
controlavel invariante para S em F"(1,...,n — 1) é tnico, e é C, entdo D = C, o

que implica em Cy = 7(C) = C}.

Portanto, existe um unico conjunto controlavel invariante para a acao de S em

F™(ry, ... 7). O
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Capitulo 2

Cones Invariantes

Este é o principal capitulo desta dissertacao. Comecamos definindo e exemplificando
o conceito de tipo parabdlico de um semigrupo, o qual é fundamental para nossos
estudos de cones invariantes. Em seguida, demonstramos os principais resultados,
que através do conceito de tipo parabdlico, nos dao condi¢oes necessarias e suficientes
para a existéncia de cones W C R”™ préprios invariantes para a agao de semigrupos
de Sl(n,R). Esses estudos foram originalmente desenvolvidos em [9]. Por ultimo
estudamos um pouco de conexidade e maximalidade de semigrupos de compressao

Sw C Sl(n,R) de um cone W C R".

2.1 Tipo Parabdlico de um Semigrupo

Nesta secao apenas enunciaremos os resultados fundamentais para a definicao de
tipo parabdlico de um semigrupo, o qual é um conceito fundamental para nossos
estudos, e daremos como exemplos os tipos parabdlicos para S = SIT(n,R) e S~
Faremos aqui uma exposigao especifica para semigrupos em Sl(n,R). Para um apro-

fundamento deste assunto citamos, por exemplo, os artigos [12] e [17].

Seja S & G = Sl(n,R) um semigrupo com interior nao vazio. Consideremos a
variedade flag maximal F = Fj, que denotaremos simplesmente por F. Denotemos

por Fg a variedade flag associada ao subconjunto © do conjunto de raizes simples,
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ou seja, Fg = G/ Ps.

No capitulo 1, utilizamos a notagao F"(rq, ..., ry) para representar as variedades
flag, as quais sao espagos homogéneos de Sl(n, R) e aqui estamos utilizando a notagao
Fo, mas podemos observar através de calculos andlogos aos que faremos abaixo, que

para cada © C ¥ temos uma sequéncia r tal que Fg = F"(r).

Como exemplo consideremos a variedade flag IF7(1, 3,6),eby= (Vi C Vo CVs),
com V) = (e1), Vo = (e1,ea,€e3) e V3 = (€1, e, €3, €4, €5,¢5). Temos que o subgrupo

de isotropia de Sl(n,R) em b, é
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Sabendo que associado a P estd a subalgebra pg, podemos encontrar © tal que
F7(1,3,6) = Fo. Lembrando que pg = n~(0) @& p, onde p é a subdlgebra parabdlica
minimal e n7(0) = > g ,, a € (0)T, temos que para O = {93, g5, 56} obtemos
()" = {3, aus, ue, 56 }. Entéo
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Assim, Pg é exatamente o grupo de isotropia P descrito acima, ou seja,

F7(1,3,6) = Fe.

Como antes, temos as projecoes de uma variedade flag em outra. Desde que O,
esteja contido em O,, temos que Fg, se projeta sobre Fg,, dai podemos considerar
a projecao canonica 7r8; :Fo, — Fo,. E no caso especifico da projecao de F em Fg

usamos a notacao mg : F — Fg.
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Denotemos por C' o conjunto controlavel invariante para S na variedade flag
maximal ' e por Cg o conjunto controlavel invariante para a agao de S na va-
riedade flag Fg. Vimos no primeiro capitulo que 7mg(C') = Cg, no entanto nem

-1 _ A . - .
sempre g (Co) = C, e quando esse fenomeno acontece surge uma situagdo muito
interessante para estudar o semigrupo S. Desta forma os subconjuntos © onde

7o' (Co) = C recebem uma defini¢io prépria.

O proximo teorema é um resultado muito importante para nossos estudos. Ape-
sar de nao termos demonstrado, ele é primordial para os resultados principais desta
dissertacao, pois motiva a definicao de tipo parabdlico, o qual é um conceito fun-
damental em nossos estudos, pois através dele temos uma condi¢cao necessaria e
suficiente para a existéncia de cones invariantes para a acao de semigrupos, o princi-
pal assunto tratado neste trabalho. Usando o conceito de tipo parabdlico foi possivel
responder questoes da teoria de controle, como podemos ver em [9]. Além do mais,
ele caracteriza a topologia dos semigrupos, como por exemplo homotopias feito em
San Martin-Santana [16] e conexidade (ver Rocio-San Martin [8]), temos ainda,

resultados sobre maximalidade de semigrupos como podemos ver em [14].

Sendo assim, enunciemos o teorema:

Teorema 2.1 Suponha S nas condigcoes enunciadas no inicio desta se¢ao. FEntao
existem variedades flag Fg tais que C' = 7761(0@). Entre estas variedades flag, existe

ezatamente uma, dita Fggy, onde ©(S) é mazximal, isto €, se
C =7g'(Ce) = mg(s)(Cors));
entio © C ©(9).
Demonstracao: Ver Teorema 4.3 em [17]. O

Com isto temos a definicao de tipo parabdlico:

Definigao 2.2 A variedade flag Fg(s) do teorema anterior é chamada tipo parabdlico

ou tipo flag de S. Também dizemos que O(S) € o tipo parabdlico de S.
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Exemplo 2.3 A partir desta definicio, temos que o tipo parabélico de S = SI*(n,R)
¢ dado pelo espago projetivo P! pois vimos no Exemplo 1.62 que 7' (Co,) = C,
onde Co, ¢ C sdo os conjuntos controldveis invariantes para SI*(n,R) em P*~! e

F, respectivamente e por ser P"~1 uma variedade flag minimal.

Observacao 2.4 Alternativamente, denotamos o tipo parabdlico de S pela corre-

spondente variedade flag F(S) = Fes) e dizemos que o tipo parabdlico de S € Fg(s).

Notemos que uma vez que conhecemos o conjunto controldvel invariante Cg(sy C
Fe(s) entao os conjuntos controldveis invariantes de qualquer Fg podem ser descritos

por Cg(s), pois para qualquer © temos

C = ﬂ(g(ls)(C@(S)) e Cg = W@(C).

Ainda considerando G = Sl(n,R), sejar = (1 < ... < 1) uma sequéncia de
inteiros com 1 < r; e ry,, < n — 1 e denotemos por F*(r) a variedade dos flags
(Vi € ... CV,) com dimV; = r;. Denotemos por T a sequéncia de inteiros
r=Mn-ry, <...<n-—r). Entdo F*(T) é chamada de variedade flag dual de

F”(r). Por exemplo, a grassmanniana Gr,_(n) ¢ dual a grassmanniana Grg(n).

A proposicao abaixo garante que o tipo parabdlico do semigrupo S—! é dual ao

tipo parabdlico do semigrupo S.

Proposicao 2.5 Dado um semigrupo S C Sl(n,R) com interior nao vazio temos
que se o tipo parabdlico de S é dado pela variedade F"(r) entao o tipo parabdlico de
S™1 € dado pela variedade F" (7).

Demonstracao: Ver [14]. O

Usando a proposicao acima podemos determinar o tipo parabélico para (SI*(n, R)) L.

Observemos o proximo exemplo.
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Exemplo 2.6 Usando a proposicao acima, temos que o tipo parabdlico para o semi-
grupo (SI"(n,R))~! é F*(n — 1), pois vimos no Exemplo 2.3 que o tipo parabdlico
para ST (n,R) € a variedade projetiva P"~1 = F*(1), ou seja, o tipo parabdlico para

(SI*(n,R))~t € a grassmaniana Gr,_;(n).

Apresentamos agora, mais um exemplo em que o complementar do conjunto
controlavel invariante nao é um conjunto controlavel, utilizando para isso, o conceito

de tipo parabdlico.

Exemplo 2.7 Consideremos o caso onde G = SI(3,R). Temos que existem trés
variedades flag para S1(3,R). Uma mazimal, F3(1,2), e duas minimais, a proje-
tiva P2, e a grassmanniana Gro(3). Existem trés possibilidades para W (S), onde
consideremos o fato de que W(S) = Wg para algum © C X, logo as possibilidades
5a0:

We, = {1}, We, ={1,(2,3)} e Weo, = {1,(1,2)}

que estdo associadas respectivamente a F3(1,2), RP? e Gry(3).

De fato, temos que em S1(3,R), ¥ = {au2, ass}, logo podemos fazer trés escolhas

para ©, sao elas:

O, = (7), Oy = {0423} e O3 = {Oqz}-

Temos que Wg € o subgrupo gerado pelas reflexoes definidas pelas raizes em ©,
logo:
- Wo, = {1} porque neste caso ndao hd reflexao;
- We, ={1,(2,3)} pois a reflexdo ortogonal em relagcio a raiz asg leva um elemento
(1,22, 3) em (x1,x3,22), €
- Wo, = {1,(1,2)} pois a reflexao ortogonal em relagao a raiz aps associa um

elemento (1, x9,x3) a (T2, 1, x3).
Temos que Po, = Py = P.

Para ©y temos que po, = pEng, = , logo Pg, =

O O *
* % %
* % *
O O *
* % %
* % %



* ok x * ok k
e para ©3 temos que Po, = p@nég = * ok ok , logo P93 = % ok ok
0 0 = 0 0 =

Assim We,, We, € We, estio associados a F3(1,2), RP? e Gro(3) respectiva-

mente.

Suponha que W(S) = Weg,. Notemos que W (S)\W representa os elementos do
tipo W(S)w, w € W e W(S)\W dd exatamente o nimero de conjuntos controldveis

em G/Pg, © C .

No caso de © = ©; o nimero de conjuntos controldveis em RP? é |W (S)\W| =
31/2! = 3, e mais, em F3(1,2) este é o nimero de conjuntos controldveis. Sendo um

destes 0 S-i.c.s. e 0s outros sao conjuntos controldveis disjuntos, como jd sabemos.

Assim, meste caso, o complementar do conjunto controldvel invariante para a

acio de S em TF3(1,2) nao é um conjunto controldvel para S em F3(1,2).

2.2 Cones Invariantes

Nesta secao apresentamos os principais resultados desta dissertacao. O primeiro
garante, a partir de certas hipdteses sobre o semigrupo, que se o tipo parabdlico se
projeta em P"~! entdo existem cones invariantes para a acao do semigrupo em R™.
O segundo é uma reciproca deste, ou seja, garante que se existem cones invariantes,
pontuais e geradores em R" para a acao do semigrupo, entao o tipo parabdlico se

projeta em P71,

Desta forma, comecemos definindo cones em R” e estabelecendo algumas notagoes.

Definicao 2.8 Um subconjunto W C R™ é chamado um cone se ele satisfaz as

sequintes condigoes:

1. W+WcCW;

2. RTW CW e
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3. feW =W.

Tomemos o grupo de Lie semi-simples Sl(n,R). No decorrer desta se¢ao S C
Sl(n, R) denotara um semigrupo préprio, conexo, com interior nao vazio e contendo
a identidade. Seja ¥ o sistema simples de raizes canonico da algebra sl(n,R) e
denotemos por ©p C ¥ 0 subconjunto correspondente ao espago projetivo F™(1) =

P"~1. A notagdo usual [U] denota a proje¢ao de U C R™ — {0} em P isto &,

U] = {[(z1,...,20)] € P s (21,...,2,) €U}

Apresentamos a seguir um lema que sera importante para a demonstracao dos

principais teoremas desta segao.

Lema 2.9 Seja S C Sl(n,R) um semigrupo com interior nao vazio. Se W C R",
com W # {0}, € um cone proprio S-invariante, entao W é pontual, isto é,

WnN-W={0} e W € gerador (intW #0).

Demonstragao: Seja H = W N—W. Entao H é um subespago vetorial invariante
por S. De fato, temos que 0 € H. Se w € H entao w € W e w € =W, o que
implica que w = —u, com v em W, assim dado A € R temos: se A > 0 entao
Aw € W e Aw = —Au o qual pertence a —W ja que \u € W; se A < 0 entao
—\w € W o que implica em Aw € —W. Isso ocorre porque —\ > 0, temos ainda
que A\w = A(—u) = —Au € W, jaqueu € W e —\ > 0. Desta forma, para qualquer

A real temos que Aw esta em W N —W = H, logo H é subespago vetorial.

Agora tomemos x € —W e g € S temos que —x € W entao g(—z) = —gz € W o
que implica em gxr € —W, ou seja, —W é S-invariante, e como W ja é S-invariante,
temos que H também o é.

Afirmamos que H = {0}. Caso contrario, terfamos SH com interior ndo vazio
em R", pois S tem interior nao vazio e a aplicagao dada por g € Sl(n,R) — gz, onde

x € R", é aberta. Como SH C H, terfamos intH # (). Mas temos que dimH < n,
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pois W é préprio, o que contradiz o fato de que qualquer subespago vetorial préprio

de R™ tem interior vazio. Logo H = {0} e portanto W é pontual.
Por fim mostremos que W é gerador.

Notemos que para qualquer x # 0, com z € W, temos Sz C W e int(Sz) # 0.
De fato, novamente pela aplicacao g € Sl(n,R) — gz, temos que (intS)x é um
aberto em R", além disso, (intS)x C Sz C W, logo intW # () e portanto W é

gerador. O

O teorema a seguir nos garante que se o tipo parabdlico de S se projeta sobre

P~ entdo existem cones invariantes para a acao de S.

Teorema 2.10 Suponha S como descrito no inicio desta se¢ao. Se o tipo parabolico
O(S) C {aas,...,an_1,} = Op entao S tem algum cone W C R", invariante,

pontual e gerador.

Demonstragao: Seja M o semi-espaco de R™ que representa o espaco projetivo
P!, Sem perda de generalidade, podemos considerar M = {(xy,2s,...,2,) €
R™; z,, > 0}. Como S é préprio e intS # (), temos que Cg, # P! (ver Teorema 6.2
de [17]).

Defina M; = {v € M;[v] € Cg,}. Notemos que Co, = {[v];v € M;}. Tomemos
[z] € Co,. Entao [z] € [M] o que implica em © € M ou —x € M: se x € M
entdo x € My; se —x € M temos que [z] € {[v];v € M;} pois —x € M; e ainda
[z] = [—z]. Agora, se [z] € {[v];v € M}, entao [z] = [v] com v € My, desta forma,
pela defini¢ao de M, [v] € Cg,. Logo, [z] € Cg,. Temos que M; é fechado. De
fato, pegue uma seqiiéncia (v;) € M; tal que v; — v em M. Sabemos que [v;] € Cg,,
para todo i. Como [v;] — [v], pois a projecdo é uma aplica¢ao continua, e Co, é
fechado, temos [v] € Cg,, ouseja, v € M e [v] € Cg,, logo v € M;, concluindo assim

a afirmacao.

Pela Proposigao 4.8 de [17], Cg, esta contido na célula aberta de Bruaht, a qual
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podemos considerar como sendo o conjunto
{[(21,29,...,2,)] € P12, > 0}.

Agora, denotemos a n-esfera unitaria por S™ e defina D = M; N S™. Notemos que
D é fechado, pois é intersecao de fechados e como S™ é limitada, D também o é,
entdo D é compacto. Vejamos que Cg, = {[v];v € D}. Pegue [z] € Cg,, entao
] = [u], para algum u € M. Temos que iz € My NS™ = D e também [ﬁ] = [u].
Logo, [z] = [”Z—”} € {[v];v € D}. Reciprocamente, seja [z] € {[v];v € D}. Entao

[z] = [v], com v € D. Como v € D, entdo v € M; o que implica em [v] € Cg,. Logo

[l‘] € Co,.

Considere W o cone gerado por M;. Entao W é gerado por D. De fato, como é
gerado por My, dado w € W temos que w = A\jwi+. ..+ \w;, com \; > 0ew; € M.

Assim, w = /\1Hw1|]”z—i”+. ) .+)\l||wZHH:Z—§H. Como w; € M;, entao H:Ul}_zn € M, e ainda

w;
[|w: |l

é unitario, ou seja, = € D. Logo, w é gerado por D, pois \||w;|| € Ry.

P il

Portanto W é gerado por D.
Vamos mostrar agora, que W é S-invariante.

Como S e M; sao conexos e a acao 1 : G x R" — R™ é C*, temos que SM; é
conexo em R™. Notemos que SM; C M. De fato, como 1 € S temos que M; C SM;.
Suponha, por absurdo, que SM; nao esteja contido em M. Entao, como [M;] = Ceg,
e Cg, é S-invariante, temos que S[M;] C [M;]. Assim, os vetores de SM; que nao
estao em M devem ser opostos de vetores de M, mas temos que o vetor nulo nao
pertence a M, o que nos dd uma contradicao, pois isso torna SM; desconexo. Logo
SM, C M, e mais, SM; C M;. Agora tomemos v € M;. Assim [v] € Cg, e também
Slv] € Cg,. Entao tomando g € S, temos [gv] = g[v] € Co,. Logo [gv] = [u]
para algum u € M, ou melhor, gv = Au, com A € R. Conhecendo que g € S e
v € M; temos que gv € M e como [gv] € Ceg,, a tltima coordenada de gv pode ser
considerada nao nula e ainda positiva. Assim, A > 0. Isso mostra que A\u € (M),

ou seja, gv € W. Logo SM; C W e desta forma SW C W, isto é, o cone W ¢é
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S-invariante e portanto, pelo Lema 2.9, W é pontual e gerador. O

O proximo teorema pode ser pensado como um tipo de reciproca do anterior, ou
ainda, como uma classificagado dos semigrupos de Sl(n,R) que deixam cone invari-

ante, mas antes dele, temos um lema usado em sua demonstracao.

Lema 2.11 Seja W C R"™ um cone o qual é S-invariante. Entao Co, C [W].

Demonstragao: Como W ¢ fechado e a aplicacao projecao é fechada, temos
que [W] C P*! ¢ fechado, e assim, compacto. E mais, como W ¢é S-invariante,
[W] também o é. Entdo pelo Lema 1.51, [W] contém um conjunto controlavel
invariante para a acao de S. Mas em P"~! existe exatamente um conjunto controlavel

invariante. Portanto, Co, C [W]. O

Teorema 2.12 Considere S como antes. Se S C Sl(n,R) tem algum cone W C R™

invariante, pontual e gerador, entao o tipo parabolico de S é © C Op.

Demonstragao: Suponha que ©, o tipo parabdlico de S, nao estd contido em Op.
Tomemos as projecoes equivariantes mg : F — Fg e m : F — RP" ! onde F ¢ a
variedade flag maximal. Considere também os conjuntos controlaveis invariantes,

C CF,Cg CFge Co, CP L.

Seja W C R™ um cone S-invariante e gerador. Entao pelo Lema 2.11 Cg, C [W].
Como © ¢ Op e intCg # 0, existe um subespaco vetorial /-dimensional L C R”,
com | > 1, tal que (Ly C Ly C ... C L) € Co. Por abuso de notagao, como L é o
subespaco de maior dimensao da seqiiéncia de encaixados, vamos dizer, L C Cg. J&

que o tipo parabdlico de S é O, segue que 75'(Co) = C. Entdo
m(mg' (L)) € Co, C [W].

Isso nos diz que existem subespagos Lis C L tais que [L}s] C [W]. Temos que para v

pertencente a algum dos subespacos mencionados acima, R*v C W ou —RTv C W.
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Deste modo, V = LNW # () é um cone. Notemos que L = V U —V. De fato, seja
ve L Entaov e W ou—veW,oqueimplicaemv e WU—-W. Assimv € LNW
ouv € LN—-W, ouseja, v eV ouve—-V. Logov e VU-V. Agora, considere
veVU-V. Entaov € Vouv e —V: sev eV entaov € L; se v € —V entao
—v € V, assim —v € L, o que implica que v € L, pois L é subespaco vetorial. Logo,
em qualquer um dos casos, v € L e portanto L = V U —V. Notemos que V nao é
pontual, pois caso contrario, existiriam vetores v; € V e vy € —V tais que v; +v2 nao
pertenceria a V U =V, o que contraria o fato de V' U —V ser um subespago vetorial.
Como V' C W, concluimos que W nao é pontual. O que é uma contradicao, pois W
é proprio e S-invariante, e pelo Lema 2.9 W deve ser gerador e pontual. Portanto

temos que © C Op. ]

Podemos unificar os dois tltimos teoremas no seguinte resultado.

Teorema 2.13 Seja S C Sl(n,R) um semigrupo prdprio, com interior nao vazio,
conezo e contendo a identidade. Temos que S deixa invariante um cone proprio e

gerador W C R" se, e somente se, Fg(s) projeta-se em pr-t7,

Corolério 2.14 Seja S como no teorema acima, com ©(S) = {ry,...,r}. Entao

existe um cone proprio S™-invariante se, e somente se, 1, =n — 1.

Demonstracao:  Como O(S) = {ry,...,7}, temos pela Proposicao 2.5 que
O(S™) ={n—rk,...,n —r}. Pelo Teorema 2.13, S~! deixa cone invariante em
R"™ se, e somente se, n — r, = 1, e isso acontece se, e somente se, r, =n — 1. d

Finalizando esta secao faremos algumas observacoes do resultado principal em

dimensoes baixa.

e Se n = 2, a uUnica possibilidade para o tipo parabdlico de um semigrupo é

O(S) = {1}. Assim, por 2.13 , um semigrupo S com hipédteses definidas acima,
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sempre deixa cone invariante em R? implicando que S nao é controldvel neste
espago. Lembramos que em Braga Barros-Ribeiro-Rocio-San Martin [2] foi
mostrado que “S C SI(2,R) nao é controlavel se, e somente se, ele deixa um

cone de R? invariante”.

Se n = 3, temos como possibilidades para o tipo parabdlico: (i) O(S) = {1},
(i) ©(S) = {2} e (iii)) O(S) = {1,2}. Nos casos (i) e (iii), temos que o tipo
parabdlico projeta-se sobre P2. Entao, por 2.13, S deixa cone invariante em
R3, e portanto nao é controldvel. No caso (ii), temos pela Proposicao 2.5
que O(S™1) = {1}. Assim, pelo Teorema 2.13, S~! deixa cone invariante em
R3. Temos ainda neste caso o seguinte resultado: “Assuma que S C SI(3,R)
é um semigrupo conexo com interior nao vazio. Entao S é controlavel se, e
somente se, nem S e nem S~! deixa invariante um cone préprio W C R3”.
De fato, se S é controlavel, entdao S nao deixa cone invariante. Assim, pelo
Teorema 2.13, ©(S) = {2}. Suponhamos, por contradigao, que S~! deixa cone
invariante. Entao S~! nao é controldvel. Como S~! é controldvel se, e somente
se, S é controlavel, temos que S nao é controlavel, o que é uma contradicao.
Reciprocamente, assuma que nem S e nem S~! deixam cone invariante em R3
e suponha que S nao seja controlavel. Entao, S é préprio e pelo resultado
principal deste trabalho, ©(S) = {2} e ©(S™!) = {2}, mas se O(S) = {2},

temos por 2.5 que ©(S™') = {1}, o que nos d4 uma contradigao.

Logo, podemos concluir que se S C SI(3,R) tem hipdteses como em 2.13, entao

S nao é controldvel no espago (R?).

Se n = 4, temos que nao vale a afirmagao: “S C Sl(4,R) é controlavel se,
e somente se, S nao deixa cones invariantes em R?”. Para ver isso temos o

seguinte exemplo citado no artigo [9

|:
0O 1 0 -2
. 1 01 0 .
As matrizes A = 010 1 e B = diag(1,4,—2,-3)
-2 01 0
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satisfazem a condic¢ao do rank, o semigrupo de Sl(4, R), gerado por A e B, tem
interior nao vazio e é proprio implicando que o sistema nao é controlavel. No

entanto foi mostrado que nao existem nem cones invariantes.

2.3 Sy é conexo

Nosso objetivo nesta secao é mostrar que o semigrupo de compressao
Sw = {g € Sl(n,R); gW C W},

de um cone W C R" pontual e gerador, é maximal conexo. Mostraremos ainda,
no final desta secdo, uma espécie de reciproca para esse resultado, ou melhor,
mostraremos que se um semigrupo ¢ maximal conexo de tipo projetivo, entao ele é

de compressao para algum cone W C R".

Para isso, definamos por
L(Sw) :={X € sl(n,R); para todo t > 0, exp(tX) € Sw}

o cone de Lie associado a Sy e enunciamos uma proposicao que sera necessaria para

a demonstracao do Teorema 2.19.

Proposicao 2.15 Seja g € intSy,. Entao, existe uma base {f1, fa, ..., fn} de R™
com f1 € intW e tal que ger{ fs,..., fn} NW = {0} de tal forma que a matriz de g

nessa base se escreve em blocos 1 x 1 e (n—1) x (n—1) como

(0 1)

com A > 0, deth > 0 e tal que os modulos dos autovalores de h sdo todos estrita-
mente menores que X\. Em outras palavras, g tem um autovalor dominante real e de
multiplicidade um. O autovetor correspondente estd no interior de W e a soma dos

outros auto-espagos tem intersecao nula com W.
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Demonstragao: Para ver sua demonstracao citamos [4]. O

Como haviamos dito no capitulo 1, Sy tem interior nao vazio, é o que mostra a

proposicao abaixo.
Proposicao 2.16 O semigrupo de compressao Sy tem interior nao vazio em Sl(n,R).

Demonstracao: Como W tem interior nao vazio, podemos tomar f; € intlWW e
completar a uma base § = {f1, fa,..., fu} de R™ de tal forma que {fo,..., fu} CV,

onde V' é um subespaco de R" de codimensao um, com VN = {0}.

Tomemos uma matriz diagonal H = diag{n — 1, —1,...,—1} em relacdo a base

(. Vamos mostrar que exp(tH) € intSy, para todo t > 0, e H € intL(Sw).

De fato, temos que o conjunto (f; +V)NW contém todos os vetores “diregdo”do

cone W. Desta forma, tomemos y € W, com y # 0, entao

y=oa1fi +tasfo+ ...+ anfp,

onde aq > 0, pois caso contrario y nao pertenceria a W. Dali,
1 0%) (679
—y=f+—fot...+—fn€EW
aq aq aq

Logo, a menos de multiplos positivos, os elementos de W podem ser tomados na

forma

r=fit+afot+ ... +a,fn.

O conjunto (f; + V) NW pode ser descrito pelos elementos desta forma, ou melhor

dizendo, por

B:{xeW;x:f1+a2f2+...+anfn.}

E f4cil notar que esse conjunto é fechado e limitado, portanto compacto.
Usando o fato que Hf; = (n—1)f; e Hf; = —f;, parai = 2,...,n, temos que
Hr=(n—1)fi —axfo— ... —anfn =nf1 —x,
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ou seja, Hr € W — x. Assim
(tH)x = (tnf; —tx) € (W —R"z), para todo t > 0

para todo x escrito na forma acima. Seja w € W um elemento qualquer nao nulo,

entao w = ax para algum z na forma acima. Temos que

(tHw = (tH)ar = a(tH)x = a(tnf) — tz)

= (atnf; —tax) = (atnf, — tw) € (W — Rtw).

Assim, (tH)W C W para todo t > 0. Como tH € sl(n,R) e
1

1
exp(tH) = Id+tH + —(tH)* + ...+ ]

- (tH)" + ...

temos que exp(tH) € Sl(n,R) e ainda exp(tH)w € W, para todo w € W et > 0.
Logo,

exp(tH) € Sy, para todo t > 0.

Definamos a aplicacao continua
¢: sln,R)xR" — R”

(A, x) — Az

Notemos que
T+ Hr x+nfi—x
S on n

¢(H, )

para todo = € B.

Como ¢ é continua, temos que para toda vizinhanca U C W de fi, existe uma
vizinhanga V' de (H,x) tal que (V) C U. A partir disto, existem vizinhangas A,
contendo H e C, contendo = tal que para todo y € C, e para todo A € A, temos

quey+AyeUCW.

Temos que B C |J, .5 C: e como B é compacto, existe uma quantidade finita de
Cpiy i1 =1,2,...,mtalque B C J", Cy,. Assim, H € A,, paratodoi=1,2,...,m
e tomando D = (", A,,, temos que H € D e x+ Az € U, para todo A € D. Como
UC W, temos z + Az € W entao Az € (W — x) o que implica em

(tA)r € (W —R*z) paratodot >0 ez € W.
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Assim, pelas mesmas justificativas anteriores, W ¢ invariante sob (tA) com A € D

e consequentemente, exp(tA)W C W, com A € D. Logo
D C L(Sw) ={X € sl(n,R);exp(tX) € Sy para todo t > 0}.

Desta forma, D é uma vizinhanga de H em L(Sy ), isto é, H € intL(Sw). Logo,

exp(tH) € intSy, para todo t > 0, o que mostra que intSy, é nao vazio. O

A observacao abaixo mostra que Sy é fechado, e o préximo lema garante que

fe(intSy ) = Sy, os quais ajudard a demonstrar que Sy, é conexo.

Observacao 2.17 O semigrupo Sw € fechado. De fato, seja (g;) uma sequéncia
em Sy, convergindo para g. Tomemos w € W. Temos que gyjw € W e como W
¢ fechado, (g;w) converge em W. Mas sabemos que g;w converge para gw, o que
implica em gw € W. Como w € W € arbitrdario, temos que gw € W, para todo

w e W. Logo, g € Sw e portanto Sy € fechado.

Lema 2.18 O semigrupo de compressao de um cone, Sy, satifaz:

fe(intSw) = fe(Sw) = SW

Demonstragao: Como Sy é fechado, temos que fe(int Sy ) C Sy
Mostremos que Sy C fe(intSy ).

Tomemos f; € intW e H = diag{n —1,—1,...,—1} citado anteriormente, entao
temos que exp(tH) € intSy para todo t > 0. Seja t — expy(t) o Gnico subgrupo a

um parametro de G o qual o tangente em 0 é H(e). Sabemos por [19] que

exp(tH) = expy(t).

Como expy(t) é continua, para toda vizinhanca U de 1 existe uma vizinhanga V' de

0 € R tal que expy (V) C U. Entao, U contém elementos da forma exp(tH) para
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t > 0, ou seja, U contém elementos de intSy,. Pelo fato de U ser uma vizinhanca

qualquer da identidade, temos que 1 € fe(intSy,).

Agora seja g € Sy e U, uma vizinhanca qualquer de g. Considere a aplicacao

continua
¢: Sl(n,R) — Sl(n,R)

x — gz
Notemos que g = ¢ - 1, entao para vizinhanca U, de g existe uma vizinhanca V' de
1 tal que gV C U,. Tomemos V' = V NintSy,. Temos que V' # ), pois qualquer
aberto contendo a identidade intercepta intSy,, assim, gV’ # (. Observemos que
gV C gV C U, e gV’ C g(intSw) C intSw, ja que intSy ¢é ideal em Sy,. Entao,
gV’ C U, N (intSw), ou seja Uy N (intSw) # 0. Desta forma, como U, ¢é arbitrario,

temos que todo aberto contendo g intercepta (intSy), logo g € fe(intSy ) e portanto
fe(intSW) = SW
O

O préximo teorema garante a conexidade do semigrupo Sy, (ver [5]).Este resul-

tado foi generalizado em [§].

Teorema 2.19 Se W ¢ um cone pontual e gerador, entao Sy € conexo.

Demonstragao: Para mostrar que Sy, é conexo, basta mostrar intSy é conexo,

ja que Sy = fe(intSw), e o fecho de um conexo é conexo.
Seja Siny = (exp L(Sw)) o semigrupo gerado por L(Sw ). Notemos que intS;,s
estd contido em intSy,. Temos que intS;, s é uma subvariedade aberta e conexa por

caminhos, ver Hofmann-Ruppert [6] e Neeb [7].

Entao basta mostrar que existe um caminho contido em intSy, ligando qualquer
g € (intSw) a (intS;,s), pois suponha que existam g,h € (intSy — Sins) € que

existam caminhos 7,6 : [0,1] — intSy tais que v(0) = g, §(0) = h e v(1),0(1) €
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intS;,r. Como intS;,¢ é conexo por caminhos e estd contido em intSy,, existe um
caminho « : [0,1] — intS;,r C intSy tal que a(0) = (1) e a(l) = (1), assim
temos que o caminho 7 : [0, 1] — intSy, dado por

]
]

0(3s—2), sesel31]

7(3s), se s € [0,

wl=

n(s) =< a3s—1), sese]

wirN

9

Wl

liga g a h em intSy,, o que mostra que intSy, é conexo por caminhos.

Vamos entao encontrar esses caminhos, para isso, fixemos g € intSy, e uma base

B de R" como em 2.15. Seja P C Sl(n,R) o subgrupo cujas matrizes nessa base se

6ol

com p > 0e @ € Gl (n — 1,R). Por construgdo, g € (intSy) N P. Mais ainda,

escreven como

seja H = diag{n—1,—1,..., —1} nessa base, vimos na demonstragao da Proposi¢ao
2.16 que H € intL(Sw) e portanto exp(tH) € intS;,r N P para todo t > 0, ja que
Sing = (exp L(Sw)) e

exp(tH) = . eP.
eft
Portanto, I' := (intS;,,s) N P é um semigrupo de interior nao vazio de P, pois I' ¢ um

aberto nao vazio de P (topologia de subespago), ou seja, intersecao de um aberto

de Sl(n,R) com P.

Seja agora ® : P — Sl(n — 1,R) a aplicagao definida por

@ ([ 0 g D = (detQ)™m1Q = 1,

sendo a ultima igualdade do fato que pudet@ = 1. Temos que essa aplicacao é um

homomorfismo sobrejetor. De fato, dado A € Sl(n — 1,R), tomemos
1 0
[ b ] cp
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entao
1 0 1
@(_0 A])—(detA) 1A =A,

logo @ é sobrejetor, e homomorfismo pois dados

A=| M O},B:{“Q O}EP

0 A 0 B
temos que
| pmape 0
AB = { 0 AB ] ’
entao

(A, B) = (I)([ /“0“2 A1031 D = (detA,B,) "1 A, B,

— (detA;detBy) "1 A By = detA, "'detB, "' A By
1 __1
= detA, " AidetB, "' By = B(A)D(B).

Temos que ¢ é uma aplicacao aberta, pois é uma projecao dos elementos de P em
Sl(n — 1,R). De todas essas informagoes, nos resulta que ®(I') é um semigrupo de
interior nao vazio em Sl(n — 1,R). De fato, tomemos X,Y € ®(I'), entdo X = ®(A)
eY = &(B), com A, B € I'. Observe que XY = ®(A)®(B) = ®(AB), dai, como
[' é um semigrupo, AB € T', entao XY € ®(I'), logo ®(I') é um semigrupo. O
motivo pelo qual ®(I') tem interior nao vazio, vem do fato de que ® é aberta, e I’

tem interior nao vazio.

Além disso, exp(tH) € T para todo t > 0 e exp(tH) = diag{e!™ Y e~ ... et}
Entao

D(exp(tH)) = ()7 = .
et 1
Dai, segue que 1 € ®(I") que é aberto, ou seja, 1 € int®(T"), e como Sl(n — 1,R) é

conexo, isso mostra que ®(I') = Sl(n — 1,R), ver Proposigao 3.18 em [19].

Essa tltima afirmagao, nos diz que para todo ' € Sl(n —1,R), existe ¢’ € " que

estd contido em intS;,r tal que ®(¢’) = h’. Entao existe a > 0 tal que

0
g = [ g . } e ' CintSiy, (2.1)
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pOiS (I)(g,) = aﬁa*ﬁh/ —}.
Voltando ao elemento g € (intSy ) previamente fixado, ele pode ser reescrito pela

Proposicao 2.15 como

I ) T R S

R 0 A0
T L0 (deth)mh | |0 AR ]

onde h = (deth)_ﬁh € Sl(n—1,R). A ltima igualdade vem do fato que Adeth = 1.

Em particular, para h € Sl(n — 1,R) existe ¢’ € intS;,; da forma descrita em

2.1. Assim, temos duas possibilidades a considerar: A < ae A > a.

o )\ <aq.

Como a aplicacao exponencial percorre todos os valores reais positivos, existe

T > 0 tal que e Y7\ = a. Entdo, se H = diag{n—1,—1,...,—1} temos que
e(n—l)T
e’ A0
TH = -
exp(T'H)g [ 0 )\_nilh:|
T
e(n—l)T}\ 0 €(n_1)T)\ 0
B { 0 e~ TN\~ 1] ] B { 0 (e=VT)~w=1 \"w1fy
a 0 .
- { 0 a w1k ] = ¢ € intS;y.

Mas exp(tH)g € intSy, paratodot > 0, pois exp(tH)g = g € intSy parat =0
e parat > 0, vimos na demonstracao da Proposigao 2.16 que exp(tH) € intSyy.

Assim, temos um caminho entre g € intSy e ¢’ € intS;,; sem sair de intSyy.

o )\ > q.

Bem como no primeiro caso, existe 7' > 0 tal que ae™ Y7 = \. Disto temos

1 1 )
a n1e T = )\"n71, Assim
6(nfl)T

exp(TH)g = N [ 0 ]
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B ae=T 0 B A 0 B
N 0 e Tawpy |~ o x| 9

e o caminho (exptH)g', com t > 0 liga ¢’ € intS;,s e g € intSy sem sair de intSyy,
ja que exp(tH) € intSy para todo t > 0, ¢’ € intS;,; C intSw, que é ideal em Syy.
Parat =0, (exptH)g = ¢’ € intS;,r C intSwy.

Logo, em qualquer um dos casos, construimos um caminho ligando g a intS;,.

Assim, int Sy, é conexo por caminhos, logo é conexo. Portanto Sy, é conexo. O

A observacao abaixo nos diz que no espaco projetivo encontramos dois conjuntos
de controle para um semigrupo com mesmas condi¢oes da secao anterior, sendo um
maximal e o outro minimal. Precisaremos deste fato para demonstrar o préximo

teorema.

Observacao 2.20 O espaco projetivo P! tem dois conjuntos controldveis para S.
Chamamos de C' o conjunto controldvel invariante para S, o qual € mazximal com
respeito a ordem definida em 1.36, e D o conjunto controldvel para S, o qual é
minimal com relacdo a mesma ordem. E mais, D é o maximal para S™%, ou seja,

D € o conjunto controldvel invariante para S™' (ver [17]).

O préximo resultado mostra que um semigrupo de compressao, Sy, de um cone

W C R" pontual e gerador é maximal entre os conexos.

Teorema 2.21 O semigrupo de compressio Sy € mazximal conexo em Sl(n,R).

Demonstragao: Seja T' semigrupo conexo com interior nao vazio contendo pro-

priamente Sy,. Notemos primeiramente que T nao esta contido em

SW]:= {g € Sl(n,R); g[W] C [W]}.
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Para mostrar isso, vamos supor que 7' C S[W]. Entao Tx C W U —W, para todo
x € W. Entretanto T é conexo, de modo que se tomarmos = # 0 pertencente a W,
entao Tz estd em uma das componentes conexas de (WU—W)—{0}. Como T contém
a identidade, T'r é um conexo contendo x, ou seja, Tz intercepta a componente
conexa W, o que nos resulta em Tz C W. Assim T C Sy, o que contraria a

hipétese de Sy ser um subconjunto préprio de T

Agora como foi visto na demonstragao da Proposicao 2.16, dado um elemento
f1 no interior de W, podemos tomar uma matriz diagonal H na qual f; é autovetor
associado ao primeiro autovalor de H, assim f; é autovetor de exp(H) € intSy, .
Disto temos que qualquer reta em int[IW] é gerada por um autovetor de exp(H)
para algum H € intL(Sy ) que significa que qualquer elemento em int[I¥] é ponto
fixo de algum elemento regular h € intSy,. Entao int[W] C (Ce,)o e assim, pelos
Teoremas 3.1 de [12] e 3.1 de [17] e pelo item (ii) da Proposi¢ao 1.45, temos que
(Cos)o = (intSw )z para todo z € (Ceg,)o. Entdo tomando x € int[W], temos

(Co.)o = (intSw )z C [W], o que implica em
Cop = fe((Ce,)o) C fe([W]) = [W],
logo Ce, = [W], e o conjunto de controle minimal é P*~! — [W] (ver item 2 do

Exemplo 4.10 em [12]).

Usando o fato que T nao esta contido em S[W], temos que existe g € T e algum
r € int[IW] tal que gz nao estd contido em W U —W, isto ¢, gz € P"~! — [IW]. Isto
nos resulta que [W] = Cg, & Cr, onde Cr é o conjunto controldvel invariante para

T em P 1,

Sabemos pela Observacao 2.20 que no projetivo C' o= fe(P"=! — [W]). Assim

Cr intercepta P"~! — [IV] C Cg.1, ou seja,

CrNintCg # 0.

Do fato de Sy, C T, temos que SI,_Vl C T'. Entao Csv_vl C Cp-1 e intC -1 C
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intC'p-1. Assim,

Cr NintCp-1 # 0.

Como intCr é denso em C7, qualquer aberto que intercepta C'r intercepta também
intCp. Dal obtemos

(intC7) N (intCp-1) # )

e pela Proposicao 1.52, T age transitivamente em P"~!. Portanto, pelo Teorema 6.4

de [18], T = Sl(n, R). O

Com os resultado obtidos na Proposicao 2.16 e nos Teoremas 2.19 e 2.21, temos
que se W ¢é um cone pontual e gerador em R", entao o semigrupo de compressao

Sw tem interior nao vazio e é maximal conexo.

Agora temos com o resultado abaixo, uma “espécie” de reciproca do teorema
anterior. O teorema abaixo no diz que se um semigrupo de Sl(n, R) é maximal entre
os conexos e de tipo projetivo, entao ele é o semigrupo de compressao de algum cone

W cC R™.

Teorema 2.22 Seja S C Sl(n,R) um semigrupo mazimal entre os conezxos, de tipo
projetivo e com intS # (). Entdo, existe W C R", um cone pontual e gerador, tal

que S = Sy, e mais, S contém a identidade.

Demonstragao: Comecemos observando que Co, & P"!, 0 conjunto controldvel
invariante para S em P"~!, ¢ fechado. Entao Cg, = fe(Sx), para todo z € Cg,. Dal,
podemos concluir que Cg, é conexo (pois Sz o é), compacto (ja que é fechado em
uma variedade compacta) e estd contido em um semi-espago (ver Proposigao 4.8 de
[17]).

Temos que S C Sce, = {g € Sl(n,R); gCo, C Co,}, pois dado g € S e = € Cg,,
gx € fe(Sx) = Co,.

Considere 7 : R" — {0} — P"! a projegao canonica que associa a cada vetor nao

nulo de R"™ o subespacgo gerado por ele.
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Seja D = 7 Y(Co,) = DY U D™, com D" e D~ suas componentes conexas. Por
Co, estar contido em um semi-espago e ser compacto temos que Dt N D~ = {0},
assim tomando W C R"™ o cone convexo gerado por DT, entao —W é o cone convexo

gerado por D~. Desta forma, W e — W sao cones pontuais.

Agora, seja g € S. Entao gD C Dt ou gDt € D~. De fato, suponha que gD*

nao esteja contido em D~ e tomemos x € DT. Sabemos que

glz] = [gz] € Co, C [DTUD7].
Entao gx € D" ou gz € D~. Como supomos que nao estd em D™, concluimos que
gr € DT.

Temos que se gDt C DT, entao gWW C W. Com efeito, tomemos w € W e
g€ S. Entao w = Aja;+...+ Apay,, com \; > 0ea; € DT, paratodoi=1,...,m.
Desta forma, temos que

gw = gAas + -+ Apan)
= M(ga1) + -+ Anlgam)
= (Mdi+ -+ Andy) €W,
pois d; = ga; € D*. De modo andlogo mostramos que se gDt C D™, entao
gW c —W.

No entanto, afirmamos que se g € S, entao
gW CcWeg(-W)cC -W.

De fato, seja Wy := (W — {0}) e suponha por absurdo que exista g € S tal que

gWy C —Wy. Temos que g> € S e
9°Wo = g(gWo) C g(=Wp) = —g(Wy) € —(=Wp) = Wy,

Dai, temos que gW, C —W e ¢°W, C Wy, o que é um absurdo, pois como a
intersecao Wy N —W é vazia, temos uma desconexao de SWy que é conexo. Logo,

SW CcWeS—W)cC-W.
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Assim, S C Sy. Mas S é maximal conexo, e como Sy também é conexo e
Sw # Sl(n,R), temos que
S = SW7

e portanto contém a identidade. O

Corolario 2.23 Se S C Sl(n,R) é um semigrupo mazimal conexo com interior nao

vazio e de tipo projetivo, entdao S deira invariante algum cone pontual e gerador.

Observacgao 2.24 Notemos que para S nas condi¢oes do Teorema 2.10, ou seja,
S € um semigrupo proprio de Sl(n,R), conezxo, com interior nao vazio, contendo
a tdentidade e de tipo projetivo, temos que S deiza invariante um cone W C R"
pontual e gerador. Notemos ainda que S satisfaz todas as condi¢oes para chegarmos
ao passo da demonstracdao de 2.22 que afirma que S C Sy, ou melhor dizendo, um
semigrupo S & Sl(n,R) conexo, com interior nao vazio, contendo a identidade e de
tipo projetivo sempre estda contido em um semigrupo de compressao de algum cone

W C R"™ que seja pontual e gerador.
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Capitulo 3

Cones invariantes e
cones-semigrupos

O principal objetivo deste capitulo é estudar uma condicao alternativa, em vista do
capitulo anterior, para a existéncia de cones pontuais e geradores invariantes para
a agao de semigrupos de Sl(n,R). Para isso, apresentamos defini¢oes e resultados

sobre cones-semigrupos, que nos auxiliam nesta questao.

Antes de comecar os estudos sobre cones-semigrupos e cones invariantes para a
acao dos primeiros, vamos trazer um breve resumo sobre algebra tensorial seguido
de algumas observacoes que nos serao uteis. Nossos estudos de cones invariantes
para a acao de cones-semigrupos de Sl(n,R) foram originalmente desenvolvidos na

tese de doutorado [4].

3.1 Algebra Tensorial

Apresentamos nesta secdo um breve resumo sobre dlgebra tensorial, com objetivo
de mostrar que dado um subconjunto A = {(v,a);v € U C R"ea € I' C (R")*}

com interior nao vazio em R"™ x (R™)*, entdo o subconjunto
B={(v®a)jveUCR"eaecI C (R")}

tem interior ndo vazio em R" ® (R™)*, pois serd utilizado em um dos lemas da

proxima secao.
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Sendo assim, comecemos estabelecendo algumas notagoes.

Sejam V' e W espacos vetoriais de dimensao finita sobre um mesmo corpo K. O
produto tensorial entre V e W, V ® W é o espago (vetorial sobre K) das aplicagoes
bilineares

f:VxW"—K
onde V* e W* sao os duais de V' e W, respectivamente.

Dados v € V e w € W, o seu produto tensorial v ® w é o funcional bilinear cujo

valor em (v, §) € V* x W* é dado por
(v®w)(a, B) = a(v)B(w).

O conjunto {v@w;v € Vew € W} gera VW ese {vy,...,v,} e {wy,..., w,}

sao bases de V, e W respectivamente, entao
{viow;1<i<nel<j<m}

¢ base de V@ W e portanto dim(V @ W) = dimVdimW'.

Existem diversos isomorfismos naturais entre diferentes produtos tensoriais e

outros espacos vetoriais. Alguns deles sao:

e O produto tensorial é associativo
VoW eU=VeWel)=VeWeU
com os isomorfismos dados por
RUW)RU— IR (WRU) — VWU
e O produto tensorial é comutativo

VeW=WeV

com o isomorfismo dado por v @ w « w R v
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e O espago das transformacoes lineares de V em W ¢ isomorfo a V* @ W. O
isomorfismo é obtido associando a (@ @ w) € V* @ W a transformagao linear

T :V — W definida por T'(u) = a(u)w.

Fixando bases d e v de V e W, o tultimo isomorfismo citado acima é dado por
um produto de matrizes. De fato, a matriz [a]s, do funcional o em relagdo a base
9, é uma matriz linha com n = dimV colunas, ja a matriz [w],, das coordenadas de
w em relagao a base 7y, ¢ uma matriz coluna com m = dimWW linhas. Portanto, esta

bem definido o produto [w],[a]s que é uma matriz m x n, e ainda mais, é a matriz

de T

Esses isomorfismos sao chamados naturais, pois eles dependem apenas das defini-

¢oes dos espagos envolvidos e nao requerem escolha adicional.

Observacgao 3.1 No caso em que V =W = R", temos que
Como jd sabemos que L(R™ R™) = M, (R). Entdo temos através desses isomor-

fismos uma identifica¢ao entre R™ @ (R™)* e M, (R).

Vamos agora identificar R” x (R™)* com R™ ® (R")*.

Seja € a base canonica de R™ e considere a aplicagao

pe: R*"@ (R")* — M,(R)
(v@a)  — [v]elale

o isomorfismo citado acima. Consideremos em R" ® (R™)* a topologia induzida por
©e, OU seja, os abertos de R" ® (R™)* sao imagem inversa de abertos de M,,(R) por

Ye. Assim temos que @g é continua.

Agora consideremos a aplicacao abaixo:

e RTX(R™)" —  My(R)
(v,a)  — [v]ela]e.
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Vamos mostrar que a imagem de um subconjunto com interior nao vazio de

R™ x (R™)*, por 1¢, tem interior nao vazio em M,(R).

Tomemos um subconjunto A de interior ndo vazio em R™ x (R™)*. Entao temos
que intA é um aberto em R™ x (R")*. Identificando (R™)* com o préprio R", podemos

obter um aberto contido em (intA) da forma:
VxW=WVxVax...xV,)x (Wp x Wy x...xW,)

onde os V/s e W/s sao abertos da reta.

Notemos que

Vi Viwy Vi, ... MW,

Va oW W, o W,
be(VxW)y=| " |[Wi Wy ... W, ]= : : : :

V, ViWy VaWa Lo VW,

Como em R o produto de abertos ¢ aberto, temos que V;W; ¢é aberto, para todo
1 <i,7 <n. Entao ¢e(V x W) é um aberto no conjunto de matrizes, contido em

1e(A), e portanto a imagem de A, por ¢, tem interior nao vazio.

Proposicao 3.2 A partir dos comentdrios feitos acima, dado um subconjunto
A={(v,a);veUCR" ea el C (R")"}

com interior nao vazio em R™ x (R™)*, entao
B={(v®a);veUCR"eael C (R")"}

tem interior nao vazio em R™ @ (R™)*.

Demonstracgao: De fato, B = ¢y ' (¢(A)). Como ji visto, ¥e(A) tem interior
ndo vazio, ou seja, contém um aberto e como ¢ é continua, temos que g (e(A))

contém um aberto, logo B tem interior nao vazio. O
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3.2 Cone-semigrupo

Apresentamos nesta secao o principal resultado deste capitulo, o qual nos dd uma
condicao alternativa para a existéncia de cones invariantes para a agao de semi-
grupos S C Sl(n,R) com interior nao vazio. Apresentamos também, alguns lemas,

observagoes e defini¢oes necesséarias para a demonstracao deste resultado.

Comecemos com a definigao de cone-semigrupo, um elemento importante para

os estudos deste capitulo.

Definicao 3.3 Um conjunto de transformacoes lineares K € dito um cone-semigrupo

se:
(i) K ¢é fechado na topologia usual das transformacaies lineares;

(i1)) K € fechado por combinagoes cénicas: se Aq,..., A, € K eay,...,a. >0

entao a1 Ay + ...+ a A, € K;

(i11) K € fechado pelo produto associativo de matrizes: se A, B € K entio AB €
K.

O nome escolhido é justamente pelo fato de K ser um cone no espaco das trans-

formagoes lineares, por (i) e (ii), e de K ser um semigrupo, por (iii).

Definimos também o cone-semigrupo gerado por um semigrupo S C Gl(n,R).

Defini¢ao 3.4 Seja S C Gl(n,R) um semigrupo, denotemos por K(S) o fecho do

cone convexo gerado por S no espaco de todas as matrizes, isto €,
K(S) = fe(co(9))

onde co(S) = {arg1 + ...+ ag;;a; >0 e g; € S}.

Proposicao 3.5 K(S) definido acima é um cone-semigrupo.
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Demonstragao: Primeiramente notemos que K(S) é fechado na topologia usual

das transformagoes lineares, pela sua prépria definicao.

Segundo, K (S) é fechado por combinagoes conicas. De fato, seja
a1Ar+ -+ a. A, coma; >0e A; € K(9).

Entao existem sequéncias (Ai )j=1,.. tais que Az — A; quando j — o0, com 08
elementos A7 € co(S). Assim os elementos da forma (a;A] + - + a,AJ) € co(9)
para cada j, e quando j — oo, a sequéncia (a; Al +- - - +a,Al) — (@ A1+ - -+a,A,),
ou seja,

(a1 Ay + -+ -+ a,Ay) € fe(co(5)) = K(9).

Terceiro, K(S) é fechado para o produto de matrizes. Notemos que se A, B €
co(S), entdo AB € co(S). De fato, seja A = a1g1+---+a,g, e B="bihy+---+bhy,
tomemos n = max{r,(}. Entao

AB = (Z a;bjgihj) € co(9),
ij=1
pois g;h; € S, pelo fato de S ser semigrupo, e ainda a;b; > 0. Por outro lado, se
A, B € K(9), existem sequéncias A, — A e B, — B, com A,, B, € co(S), entao
A, B, € co(S) e como a multiplicagdo de matrizes é uma aplicagao continua, temos

que A, B, — AB, logo AB € K(S) e portanto, K(S) é um cone-semigrupo. a

Apresentamos agora algumas observagoes que nos permitem adaptar um cone
proprio do espago de matrizes as condigoes dos lemas utilizados na demonstragao

do teorema principal desta se¢ao, os quais encontramos mais adiante.

Observacoes:

1. Para um cone préprio K no espaco de matrizes, existe um semi-espaco em

M, (R) que o contém. Para nés aqui, um semi-espago em M, (R) é um conjunto
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do tipo
{A € M,(R) tal que v(A) > 0 para algum funcional linear v},
com v : M,(R) — R.

. Como a forma traco,

Tr: M,(R) x M,(R) — R
(A, B) — tr(AB)

é nao degenerada, existe X € M, (R) tal que tr(XY) > 0, para todo Y € K,

ja que todo funcional linear é da forma Y +— tr(XY'), para algum X.

. Dado v € R", Kv é um cone em R" que é invariante por K.

(i) Tomemos w; = gv e wy; = hv em Kv. Entdo g,h € K. Temos que
wy +wy = gv + hv = (g + h)v. Como K é um cone semigrupo, (¢ +h) € K e
assim (g + h)v € Kv. Logo Kv+ Kv C Kv.

(ii) Seja a € Ry, entao se g € K temos ag € K, assim «a(gv) = (ag)v € K,
o que implica em Ry Kv C Kv.

(iii) Seja u € R™, tal que u € fe(Kv). Entao existe uma sequéncia (g,v) € Kv
tal que g,v — wu, onde g, é uma sequéncia em K, convergente. Como K
¢ fechado, g, — g € K, entao ¢g,v — gv. Pela unicidade do limite temos
que u = gv € Kv. Assim fe(Kv) C Kv e como Kv C fe(Kv), temos que
fe(Kv) = Kv, logo Kv é fechado.

Portanto, de (i), (ii) e (iii) temos que Kv é um cone em R"

Kv ¢ invariante por K. Com efeito, dados (gv) € Kv e h € K temos h(gv) =
(hg)v € Kv, pois (hg) € K por este ser um cone-semigrupo.
. Se K tem interior nao vazio em M, (R), entdo Kv é gerador.
Considere a aplicagao
v: M,(R) — R"
A —  Av
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Temos que ¥ é aberta. De fato, seja U C M,(R) um subconjunto aberto,
temos que V(U) = Uv. Vamos mostrar que Uv é aberto em R". Tomemos
uv € Uv. Como U é aberto, existe uma vizinhanca V de u tal que V C U.

Entao Vo C Uv é uma vizinhanga de uv. Logo Uv é aberto.

Agora, como intK é um aberto em K, temos que ¥(intK) é um aberto em
R™. Mais ainda, ¥(intK) = (intK)v C Kv. Logo, como Kv contém um
subconjunto aberto, temos que int(Kv) # (). Portanto, Kv é um cone gerador

em R™.

O teorema a seguir é o principal resultado deste capitulo e d4 uma condicao al-
ternativa a vista do capitulo anterior para a existéncia de cones W C R" invariantes

para a acao de S.

Teorema 3.6 Seja S C Sl(n,R) um semigrupo de interior nao vazio. Suponha que
K(S) € um cone préprio no espago das matrizes. Entdo, S deiza invariante um

cone pontual e gerador W C R™.

Para demonstrar este teorema, precisamos de alguns comentarios, defini¢oes e

resultados, os quais apresentamos a partir de agora.

Consideremos a partir de agora, K como sendo um cone-semigrupo proprio de
interior nao vazio. Pelas Observagoes 3, e 4, anteriores temos que Kv é um cone

invariante por K e gerador em R".

Agora, pelo Lema 2.9, nosso problema se resume em encontrar um v € R" tal
que Kwv seja proprio. O Lema 3.13, que veremos mais adiante, garante que se existir
um par (v ® «a) € K tal que tr(X(v® «a)) >0, com X € M,(R) e tr(XY) > 0 para
todo Y € K, onde K é um cone-semigrupo, entao Kv é um cone préprio. Assim,

nosso trabalho se resume a encontrar tal par (v, «).

Entao nesse sentido, trazemos as observacoes, definicoes e lemas que nos per-

mitem encontrar tal par.

98



Observacoes:

e Temos que (intK) intercepta Sl(n, R).

Para demonstrar, comegamos afirmando que (intK) N GIT(n,R) # 0. De
fato, se ¢ € K temos que detg # 0 (pois se ¢ € K entao ¢! € —K, ji
que K é um semigrupo com respeito ao produto de matrizes, assim como g ¢é
inversivel, tem determinante nao nulo), daf ¢> € K NGI*(n,R), pois ¢g*> € K e
det(g?) = (detg)? > 0. Como K é gerador, existe g € (intK), tal que detg # 0,
entao seguindo a explicacao acima existe g; € (intK) tal que detg; > 0 e assim
(int K)NGI*(n,R) # (). Como conseqiiéncia, temos que (intK) N Sl(n, R) # 0,
pois tomando g; € (intK) N Gl (n, R) podemos escrever h = ({/detg;) g,
dai, deth = 1 e assim h € (intK) N Sl(n, R).

e Seja Sk := K NSl(n,R). Temos que Sk é um semigrupo de interior nao vazio
em Sl(n, R).
De fato, notemos que (intK) N Sl(n,R) é um aberto de Sk em Sl(n,R), pois
é aberto de Sl(n,R) contido em Sg. Logo intSy # 0. E um semigrupo pois

dados ¢g,h € Sk entao g,h € K o que implica em gh € K e também como
g,h € Sl(n,R), temos que gh € Sl(n,R). Assim gh € K NSl(n,R) = Sk.

Para o que vem a seguir, precisamos da seguinte definicao:

Definicao 3.7 Um vetor v € R, v # 0, € dito ser Sk -compativel com o funcional
linear a € (R™)* se a(v) > 0 e se existe uma matriz diagonalizavel h € (intSk), com
auto-valores A\ > Ao > ... > N\, tal que v € auto-vetor associado a A\ e 0s demais

auto-vetores estao contidos no hiperplano ker(«).

O lema a seguir garante que o conjunto dos pares (v, @) que sdo Sk-compativeis

tem interior nao vazio em R™ x (R™)*.
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Lema 3.8 Seja Cy, o conjunto controldvel invariante para Sk em P" ! e seja C

seu conjunto de transitividade. Tomemos [v] € Cy. Entdo o conjunto
C(Sk,v) ={a € (R")";a € Sk — compativel com v}

tem interior ndo vazio em (R™)*.

Demonstracao: Como [v] € Cp, pelo Teorema 3.4 de [13], existe h € int(Sk)

diagonalizavel com auto-valores A\ > Ay > ... A\, > 0 tal que v é auto-vetor associado

a)\l.

Denotemos por B = {v,vy,...,v,} uma base de auto-vetores de h. Agora
tomemos o funcional linear de tal forma que a(v) > 0 e keraw = (va,...,v,), por

exemplo [a]g = (1 0...0). Temos que a é Sk-compativel com v pela sua prépria

definicao, entao C(Sk,v) # 0.

Para mostrar que intC(Sg,v) # 0, seja N o grupo das transformagoes lineares n

tais que [n]p é triangular superior com 1’s na diagonal principal, ou seja,

1 % ... %
[n]p =

0 "-. *

0 0 1

Considerando a agao de N em (R™)* definida por

N x (R —  (RW)*

(n,a) — aon

temos os seguintes resultados:

1. Seja U C N aberto, entdao Ua = {na € (R")*;n € U} gera o cone RT(Ua)

que tem interior nao vazio em (R™)*.

De fato, tomemos a como anteriormente, ou seja, [a|g = (1 0...0). Notemos

que



Entao a érbita Na é da forma Na = (1 ay ... a,)coma; e Rei=1,2...,n.
Como (R™)* pode ser identificado com o préprio R”, podemos projetar (R")*
no espago projetivo, da mesma forma que projetamos R", ou seja, dado um
vetor de (R™)* a projecao é a reta que une esse vetor a origem. Assim, temos
que a orbita Na projeta sobre um conjunto aberto e denso do espaco projetivo
de (R™)*.

Além do mais, a aplicacao

¢&: N — Na
n — na

¢ aberta, logo Ua é um aberto de Na que se projeta num aberto do espago
projetivo de (R™)* (pois a proje¢ao é uma aplicacao aberta) que tem interior

nao vazio em P"~!, pois a projecao de Na é densa em P"~!, como vimos acima.

Portanto o cone RT(U«) é gerador, ou seja, tem interior nao vazio em (R™)*.

. Existe um aberto U C N, vizinhanga da identidade tal que (nhn™!) € intSx

para todo n € U. De fato, temos que

¢: N — Sl(n,R)

n — nhnt

1

é continua. Como h = ehe™" e ainda h pertence ao aberto intSk, temos que

¢~ 1(intSg) é um aberto que contém a identidade, ou seja, podemos tomar U,
uma vizinhanga da identidade contida em ¢! (intSk).
. Se nhn™! € intSk, com n € N, entdao na é Sg-compativel com v.

Primeiro observe que nv = v para todo n € N.

1 x ... % 1 1
. . O 0
0 0 ... 1 0 0

(matrizes em relagio a base B) e que nhn~! é uma matriz diagonalizdvel, com

autovalores A\, Ao, ..., \,.
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Vamos agora mostrar que se (nhn™!) € intSk, entdao na é Sk-compativel com
v.

(i) na(v) =aon t(v) = a(n ) = a(v) > 0, poisn~t € N.

(i) Temos que nhn~! é a matriz que realiza a compatibilidade, pois:

e (nhn™') € intSk;
e (nhn™') é diagonalizdvel, com auto-valores Aj, Aa, ..., Ap;
e v é auto-vetor associado a A;. De fato,
nhn=t(v) = nh(n~'v) = nh(v) = n(A\v) = \inv = \jv.
e Os demais auto-vetores sao nv;, i = 2,...,n e estao contidos no hiper-
plano ker(na). De fato, temos que ker(na) = nkera, pois
(na)(w) =04 (eon ™ H(w) =04 a(n ™ (w)) —0& nH(w) € kera
< n v =u, com u € kera & v =nu < v € (nkera).

Como kera = (vs, ..., vy,), temos que nkeraw = (nvy, ..., nv,), que sao 08

demais auto-vetores, pois (nhn~1)(nv;) = nh(v;) = n(A\v;) = Aj(nv;).

Assim, tomando U como em 2, temos por 3 que os elementos de U« sdao Sk-
compativeis com v e por 1. temos que o cone gerado por Ua, R (U«), tem interior
nao vazio em (R™)* e os elementos deste cone, sao também Sk-compativeis com v,

pois eles sao da forma (Ana), com A > 0 e n € U. Com isso temos
(Ana)(v) = A(na(v)) > 0

e a matriz de compatibilidade é (Anhn~1), com auto-valores A)\;, j =1,...,n.

Deste modo, o cone RT(Ua) esta contido em C(Sk,v) e portanto C(Sk,v) tem

interior nao vazio em (R™)*. O

Corolario 3.9 O conjunto dos pares (v,«) que sao Sk-compativeis tem interior

nao vazio em R™ x (R™)*.
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Demonstragao: Ja sabemos que para cada v € R" tal que [v] € Cp temos um

aberto W C (R")* tal que v é Sy compativel com « para todo o € W.

Desta forma, precisamos mostrar que existe uma vizinhanga V,, x W, de (v, «)

tal que todos (u, 3) € V,, x W, sdo Si-compativeis.

Como a(v) > 0, por continuidade de T : R™ x (R™)* — R onde T'(u,7) = v(u),
temos que existe uma vizinhanga V, x W, de (v,a) tal que S(u) > 0 para todo
(u, ) € V, x W,. Pela definigdo de Sk-compativel existe h € intSy diagonal com
autovalores A; > ... > \, tal que h(v) = \v e os demais autovalores {vs, ..., v,}

estao no Ker(a), ou seja,

onde By = {v,va,...,v,}.

Consideremos entao a transformacgao h tal que

A1

An
onde By = {u,uy,...,u,} préxima de By e u na vizinhanga V,, de v. Defina [ tal
que kerfs = ger{us,...,u,} e § € W, C W. Como By é uma base préxima de By
temos que a matriz mudanca de base de By para By, M, é uma pequena pertubacao

da matriz identidade. Assim, como

[h]Bl = M_l[E]Bsz

temos que he intSk. Portanto por construgao temos que (u, 3) é Sk-compativel.

O

O lema abaixo, mostra que existe um par (v ® «) tal que tr(X (v ® «)) é néo

nulo.
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Lema 3.10 Se X # 0 entao existe um par (v,a) que € Si-compativel e tal que

tr(X(v®a)) #0.

Demonstragao: Considere o conjunto dos elementos

D={(v®a)veR" aec (R")}

Vimos na Observacao 3.1 que podemos identificar D com o espago de matrizes,

e assim, como X é nao nulo, temos que a forma traco nao se anula identicamente
em D.

Agora, pelo Corolario 3.9, o conjunto dos pares (v, ) que sdao Sk-compativeis
tem interior nao vazio em R"™ x (R™)*. Entao, pela Proposigao 3.2 temos que o

conjunto
C(Sk) ={(v®a) e R" x (R")";v e a sdo Sk-compativeis}

tem interior nao vazio em D.

Temos que a aplicacao traco,
tr: M,(R) — R

n
(aij)ij = > ai
=1

“leva”um subconjunto de interior nao vazio, de M,(R), em um subconjunto de
interior nao vazio, de R. De fato, considere um subconjunto Q C M, (R) com
interior nao vazio. Tomemos uma matriz B € int{), entao existe uma vizinhanca V'
de B tal que V' C Q. Suponha B = (b;;);;, entao conseguimos uma vizinhanga de B
da forma

Bu Biz ... B

(Bij)ij = cV

Bnl Bn2 S Bnn
(matriz de vizinhangas), onde B;; é uma vizinhanca de b;; em R. Temos que

tr((Bij)ij) = Z By,
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¢ aberto em R, pois é uma soma finita de abertos, e ainda tr((B;;);;) C tr(€2), logo,

tr(€2) tem interior nao vazio.

Notemos que o subconjunto
6 ={X(v®a);(v®a)eC(Sk)}

tem interior nao vazio, entao pela justificativa dada acima, temos que tr(d) C R tem

interior nao vazio, logo tr(X (v®«)) nao se anula identicamente para (v®«a) € C(Sk).

Portanto, existe um par (v, o) que é Sk-compativel tal que tr(X(v® «)) # 0. O

O lema a seguir, vem garantir que o par encontrado no lema anterior pertence a

K.

Lema 3.11 Suponha que v e o sdo Sk -compativeis. Entio (v® o) € K(Sk).

Demonstragao: Tomemos h € intSk com auto-valores A\j, Ag, ..., \,, que existe
pela Defini¢ao 3.7, com base B = {v, v, ..., v,}.
Temos que « é do tipo [a]g = (x 0 ... 0) para algum x > 0, pois
1
0
aw)=(z 0 0)] . |=2>0
0
e
0
afv))=(z 0 0)l 1 [=0
0

com j # 1 e o elemento 1 da matriz de coordenadas de v; esta na i-ésima linha. Se
alguma outra coordenada de o for nao nula, terfamos algum v; nao pertencente a

keraov.
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Sem perda de generalidade, podemos considerar x = 1. Entao temos [a]p =

(10 ... 0)p. Jaque

1
0

vl =1 .
0

temos que a matriz que representa (v ® «) ¢é diag{1,0,...,0}.
Por outro lado,
1
A2\k
N . (rl) .
kh_}rglo )\_'fh —kh_{go = diag{1,0,...,0}
An
(32)"

e esse limite estd em K(Sk), pois 5ph* € K(Sk) e K(Sk) é fechado por definicao.

Agora, como (diag{1,0,...,0}) € K(Sk), temos que (diag{z,0,...,0}) € K(Sk),
pela prépria definicao de K (Sk) (este elemento representa todos os (v ® «)'s, na

base B, tais que v e a sdo Sk-compativeis). O

Observacao 3.12 Temos que K(Sk) C K, pois por definicao K(Sk) = fe(co(Sk)),

Sk C K e K € fechado topologicamente e fechado para combinagoes conicas.

Através da Observagao 2, garantimos a existéncia de um par (v, o) satisfazendo

as condicoes do lema abaixo, o qual nos mostra que para tal v, o cone Kv é proprio.

Lema 3.13 Tomemos X € M,(R) tal que tr(XY') > 0 para todo Y € K. Suponha
que exista em K um elemento da forma v ® « tal que tr(X (v ® «)) > 0. Entdo, Kv
€ um cone proprio invariante por K.
Demonstragao: Como

(v@a)o Z)(u) =v®a(Zu) = a(Zu)v = v ® (e o Z)(u)
temos que (V@ a)o Z =v® (ao Z).
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Notemos que para qualquer u ® ¢, tr(u ® ¢) = ¢(u). Agora consideremos

[0l = (a1 ay ... a,) a matriz do funcional linear ¢ em relagdo a alguma base
B e (uj ug ... u,)p as coordenadas de u em relagdo a mesma base. Entao
Uy
Uz
¢(U):(a1 as ... an) . =aiu +aiu + ...+ ajuy.
Un,
e ainda
Ui aju; agUy ... Qapuy
U9 a1Us AaAUg ... ApUg
UR P = ) (a1 as ... an):
Up A Up AUp ... GpUp
logo,

tr(u ® ¢) = ajuy + aug + ... + agug = (u).
Dali,
wea,Z)y=tr(vea)Z) =tr(v® (ao Z)) = (ao Z)(v) = a(Zv).
Ja que tr(XY) = tr(YX), temos tr(X (v ® o)) = a(Xv).
Seja g € K, entao g(v ® a) € K, pois K é semigrupo. Mas,
90 @ a)(u) = g((v @ a)(u)) = g(a(u)v) = a(u)gv = (gv ® a)(u),
ou seja, (gvRa)=gv®a) € K.

Por hipétese temos que a(Xgv) = tr(X (gv ® a)) > 0, pois gv @ a € K.

Agora defina § = a o X, ou melhor,

g: R — R
v o— a(Xv).

Temos que 3 é um funcional linear nao nulo. De fato, ¢ linear pois é composicao

de transformacoes lineares. E nao nulo pois dado v do enunciado,

Av) = (a0 X)(v) = a(Xv) = r(X (v © @) > 0
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e como todo funcional linear nao nulo ¢é sobrejetor, temos que 3 o é.

Notemos que ((gv) = a(Xgv) > 0. Como g € K é arbitrario, segue que
B(Kv) > 0.

Logo Kwv nao pode ser todo o R", porque assim F(Kv) seria igual a R.

Portanto, Kv é um cone préprio. O

Agora sim, juntando os resultados obtidos ao longo desta secao, temos a demons-
tracao do teorema principal deste capitulo.

Demonstragao do Teorema 3.6: Como
co(S) ={a191 + ...+ qg;;a;, >0 e g; € S},

temos que S C co(S). Logo, S C fe(co(5)) = K(S).

Temos pela Proposicao 3.5 que K(S) é um cone-semigrupo, por hipdtese K (5) é
proprio e ainda, tem interior nao vazio pois contém S que tem interior nao vazio,
entao os resultados e observacoes que vimos anteriormente valem em particular para

K(S).

Ja sabemos que K (S)v C R™ é um cone invariante por K (S) e gerador, e ainda,
que se ele for préprio serd também pontual, entao nosso trabalho se resume a en-

contrar v € R" tal que K(S)v seja proprio.

Entao, tomemos X como na Observacao (2.). Temos que
X # 0 e ainda tr(XY) > 0 para todo Y € K(95). (3.1)
Assim, pelo Lema 3.10 existe um par (v, ) que é Sk (S)-compativel tal que
tr(X(v® a)) #0. (3.2)

Entao, como pelo Lema 3.11 e Observacao 3.12 (v ® «) € K(S5), temos de (3.1) e
(3.2) que tr(X(v® a)) > 0.
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Destas informagoes nos resulta que existe em K (.S) um elemento da forma (v®«)

tal que tr(X (v®a)) > 0. Logo, pelo Lema 3.13, temos que K (S)v é um cone préprio.

Portanto, para v nessas condigoes, temos que K(S)v C R™ é um cone pon-

tual,gerador e invariante por K (S), o qual denotaremos por W.

Novamente, pelo fato de S estar contido em K (), temos que S deixa invariante

o cone W, concluindo assim a demonstracao.
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