Hipersuperficies Homogéneas em
Formas Espaciais Reais

Jean Venato Santos

Centro de Ciéncias Exatas
Universidade Estadual de Maringa
Programa de Pés-Graduacao em Matemaética
(Mestrado)

Orientador: Ryuichi Fukuoka
Co-orientador: Armando Caputi

Maringé - PR
2007



ii



Hipersuperficies Homogéneas em
Formas Espaciais Reais

Jean Venato Santos

Dissertacao submetida ao corpo docente do Programa de Pés-Graduagao em Matematica da
Universidade Estadual de Maringd - UEM-PR, como parte dos requisitos necessarios a obtencao
do grau de Mestre.

Aprovada por:

Prof. Ryuichi Fukuoka - UEM s
(Orientador)

Prof. Armando Caputi - UEM s

(Co-orientador)
Prof. Ruy Tojeiro de Figueiredo Juinior - UFSCar e

Prof. Osvaldo Germano Rocio - UEM e

Maringé - PR
Marco de 2007



Aos meus pais e & minha avé (in memorian)



AGRADECIMENTOS

Agradeco a Deus, fonte de toda sabedoria.
Aos meus pais e irma pelo constante apoio em toda minha vida.
A Catiana Casonatto pela presenca, companheirismo e cada momento compartilhado.

Aos professores Armando Caputi e Ryuichi Fukuoka pela preciosa disponibilidade, excelente
orientacao e paciéncia em atender tantos questionamentos.

Ao professor Mario Dévila pelo importante incentivo.
Aos professores do DMA-UEM.
Aos colegas do mestrado pela jornada compartilhada.

Agradeco aos companheiros e singulares amigos de republica pelos duradouros ensinamen-
tos: Edgar, Edson, Alexandre Grossi, Aysser, Adalberto, Talarico, Leonardo Bonato, Denis,
Leonardo Muniz, Vinicius, Ricardo Nunes, Danilo, Hugo, Rodrigo, Narlan, Klaiker, Anderson,
Wender, Ricardo de Oliveira, Leandro e Guto.

Ao CNPQ pelo apoio financeiro.




vi



RESUMO

Neste trabalho estudamos as hipersuperficies homogéneas conexas, com ndmero tipo di-
ferente de dois, imersas nas formas espaciais reais. Nas esferas tratamos somente os casos em
que a hipersuperficie possui no maximo duas curvaturas principais distintas em algum ponto.
Os principais resultados sao baseados no artigo do Ryan [33].
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ABSTRACT

In this work we study connected homogenous hypersurfaces in real space forms with type
number different from two. When the ambient space is the sphere we treat only the cases of
hypersurfaces that have at most two distinct principal curvatures at some point. The main
results are based on a Ryan’s paper [33].
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INTRODUCAO

Em 1958, Kobayashi [20] mostrou que uma hipersuperficie homogénea conexa compacta no
espago euclidiano é isométrica & esfera. No ano seguinte, Nagano e Takahashi [29] mostraram
que uma hipersuperficie homogénea conexa (compacta ou nao) no espago euclidiano é isométrica
ao produto riemanniano de uma esfera e um espaco euclidiano, sempre que o posto da segunda
forma fundamental (conhecido por nimero tipo) for diferente de 2 em algum ponto. A partir
dai, foram surgindo resultados no intuito de classificar as hipersuperficies homogéneas também
no espago hiperbdlico e na esfera, assim como aquelas que possuiam nimero tipo igual a 2.

Nesse sentido, Ryan [33], em 1969, além de obter o resultado do artigo [29] no espaco
euclidiano de uma outra maneira, o generalizou para formas espaciais de curvatura nao nula.
Em outras palavras, ele estudou também as hipersuperficies homogéneas, com numero tipo
diferente de 2, no espaco hiperbdlico e na esfera. No ultimo caso ele assume, como hipdtese
adicional, que em algum ponto da hipersuperficie existem no maximo duas curvaturas principais
distintas.

Em 1970, Takahashi [38] tratou o caso do nimero tipo igual a 2 nos espacos euclidiano e
hiperbdlico. Na realidade, ele mostrou que nao é possivel obter uma hipersuperficie homogénea
M de dimensdao n > 4 com numero tipo 2 no espago hiperbdlico e que no espaco euclidiano
M é isométrica ao produto riemanniano da esfera de dimensao 2 com o espago euclidiano de
dimensao n — 2. No ano seguinte, este mesmo autor em [39] demonstrou a existéncia e deu uma
classificacao para as hipersuperficies homogéneas de dimensao 3, com numero tipo 2, no espaco
hiperbdlico.

Sobre as hipersuperficies homogéneas no caso em que o ambiente é a esfera, um estudo
detalhado é realizado por Takagi e Takahashi [37] em 1972, em particular, eles notaram que a
classificagao destas hipersuperficies na esfera dada por Hsiang e Lawson [18] resolve a classifi-
cacao das hipersuperficies homogéneas com curvaturas principais constantes na esfera.

Neste trabalho apresentaremos um estudo sobre as hipersuperficies homogéneas conexas
nas formas espaciais reais com niumero tipo diferente de dois, baseado no artigo do Ryan [33].
Com este propoésito, no segundo capitulo, revisaremos alguns conceitos e resultados da geometria

riemanniana tais como: variedades diferenciaveis, métricas e conexoes riemannianas, operador



curvatura, curvatura seccional e imersoes isométricas.

No terceiro capitulo, introduziremos o conceito de hipersuperficies, deduziremos as equacoes
de Gauss e Codazzi e enunciaremos o teorema fundamental das subvariedades para este caso de
imersoes isométricas. Em seguida, daremos uma lista de exemplos de hipersuperficies nas formas
espaciais reais e uma série de resultados que serao aplicados nos teoremas das hipersuperficies
homogéneas.

No tultimo capitulo constara os principais resultados deste trabalho, onde estudaremos as
hipersuperficies homogéneas conexas, com nimero tipo diferente de dois, nas formas espaciais
reais. Finalmente, daremos um rapido panorama de trés caminhos que surgiram da classificagao
das hipersuperficies homogéneas nas formas espaciais reais.



CariTULO 1

Preliminares

Neste capitulo apresentamos conceitos e resultados da geometria riemanniana que serao
utilizados ao longo deste trabalho. Comegamos com defini¢oes relacionadas as variedades dife-
rencidveis, tais como: espaco tangente, imersoes, mergulhos, campos vetoriais, colchete entre
campos vetoriais e distribui¢goes. FEm seguida, introduzimos as variedades riemannianas, que sao
variedades diferencidveis equipadas com uma meétrica, além dos conceitos de conexao de Levi-
Civita, geodésicas, variedades completas, operador curvatura, curvatura seccional e as formas
espaciais. Por serem considerados bésicos, a maior parte dos resultados, nestas duas segoes,
estao em forma de afirmacoes no decorrer do texto e sem demonstracoes. Estas afirmacgoes e suas
respectivas demonstracoes podem ser encontradas na literatura bésica de geometria tais como
[8] e [40]. Quanto ao sinal adotado para o operador curvatura, seguimos a convengao de Dajczer
[15] que é oposta a de Manfredo [8]. Na terceira se¢ao definimos imersoes isométricas, obtemos
suas equacoes basicas e enunciamos o teorema fundamental das subvariedades. Finalizamos o
capitulo apresentando alguns resultados sobre as imersoes totalmente geodésicas e as imersoes

umbilicas, os quais serao uteis no decorrer deste trabalho.

1.1 Variedades Diferenciaveis

Uma variedade diferencidvel de dimensao n é um conjunto M e uma familia de aplicacoes
injetoras pg : Usg C R" — M de abertos Ug de R"™ em M tais que:

i) Uges (Up) = M.

ii) Para todo par (3, ¢, com g (Ug) N (Us) = W # &, os conjuntos gogl (W) e ot (W) sao
abertos em R™ e as aplicagoes gog_l o g sao diferencidveis.

iii) A familia {(Ug, pg)} ¢ maxima em relagao as condigoes i) e ii).

Dizemos que uma aplicacao f : U C R™ — R™ é diferenciavel quando ela possui derivadas
continuas de todas as ordens e neste caso dizemos que f é de classe C*°.
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O par (Ug,¢p) (ou a aplicacao pg) com p € ¢g(Ug) é chamada uma parametriza¢io (ou
sistema de coordenadas) de M em p; @3 (Ug) é entao chamada uma wvizinhanca coordenada em
p. Uma familia {(Ug, ¢3)} satisfazendo i) e ii) é chamada uma estrutura diferencidvel em M.

Dada uma variedade diferencidavel M, utilizaremos um indice (M™) para indicar a dimen-
sao n de M. Considere em M a topologia induzida pela estrutura diferencidvel. No decorrer
deste trabalho, as variedades diferenciaveis serao sempre de Hausdorff e com base enumerdvel.
Isto significa que dados dois pontos distintos de M existem vizinhangas destes dois pontos que
nao se intersectam e que M pode ser coberta por uma quantidade enumerédvel de vizinhangas
coordenadas.

Sejam M" e M™ variedades diferencidveis. Uma aplicagao f : M" — M™ ¢ diferencidvel
em p € M se dada uma parametrizagao ¢ : V.C R™ — M em f(p), existe uma parametrizac¢ao
¢:UCR" — M em p tal que f(¢(U)) C p(V) e a aplicagao

o lofogp:UCR* - R™

¢ diferenciavel em ¢~'(p). f é diferencidvel em um aberto de M se é diferencidvel em todos os
pontos deste aberto.

Uma aplicagao diferenciavel v : (—e,e) — M™ é chamada uma curva diferencidvel em M™.
Suponha que v(0) = p € M, e seja C°(M) o conjunto das fungoes diferencidveis em M (na
realidade, para esta defini¢ao, bastar tomar funcoes de M diferencidveis em p). O vetor tangente
a curva v em ¢t = 0 é a fungao 7/(0) : C°(M) — R dada por

Vo= ML gecman,
Um vetor tangente a M em p é o vetor tangente em ¢ = 0 de alguma curva 7 : (—e, ) — M com
7(0) = p. O conjunto dos vetores tangentes a M em p serd indicado por T,,M. Pode-se mostrar
que esse conjunto, com as operagoes de soma e produto por escalar, forma um espaco vetorial
de dimensao n, e ainda que a escolha de uma parametrizacao ¢ : U — M determina uma base
associada em T,M. O espaco vetorial T, M serd chamado de espaco tangente de M em p.

Seja f: M™ — M™ uma aplicacao diferencidvel entre variedades diferencidaveis. Para cada
p € M e cada X € T,M, escolha uma curva diferencidvel v : (—¢,e) — M com v(0) = p e
7 (0) = X. Faca ¢ = fo~. E possivel verificar que a aplicacao dfp : T,M — Tf(p)M, dada
por dfy(X) = ¢’(0) é uma aplicagao linear que nao depende da escolha da . Tal aplicacao é

chamada diferencial de f em p.

Quando f é diferencidvel, bijetora e sua inversa f~—! é diferencidvel dizemos que f é um
difeomorfismo. f é um difeomorfismo local em p se existem vizinhangas U de p e V' de f(p) tais
que f: U — V é um difeomorfismo. A nogao de difeomorfismo é a nogao natural de equivaléncia
entre variedades diferencidveis.
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Uma aplicagao diferencidvel f : M" — M™ é uma imersdo se dfp + TyM — Ty, )M é
1nJetora para todo p € M. Se, além disso, f é um homeomorfismo sobre sua imagem f ( ) C
M onde f(M) tem a topologia induzida por M chamamos f de mergulho. Se M C Mea
inclusdo i : M — M é um mergulho, dizemos que M é uma subvariedade de M. Note que se
f:M" — M™ é uma imersao, entao m > n, a diferenca m — n é chamada de codimensao da

imersao. Pode-se mostrar que toda imersao é localmente um mergulho.

Seja M uma variedade diferencidvel. Dizemos que M é orientdvel se M admite uma es-
trutura diferencidvel {(Ug, ¢p)} tal que: “para todo par S, ¢, com ¢g(Ug)(p.(Us) # @, a
diferencial da mudancga de coordenadas . o gogl tem determinante positivo”. Caso contrério,
diz-se que M é nao-orientdvel. Se M é orientavel, a escolha de uma estrutura diferencidavel que
satisfaz a condig¢ao acima é chamada uma orientagdo de M. Duas estruturas diferencidveis que
satisfazem tal condicao determinam a mesma orientacdo se a uniao delas ainda a satisfaz.

Seja M™ uma variedade diferenciavel com estrutura diferencidvel {(Ug, ¢3)} e considere o
conjunto
TM ={(p,X); pe M, X € T,M}.

e 9
ox7 " Ol

n

B B

Indicaremos por (z7,...,zy) as coordenadas de Ug e por { } as bases associadas

nos espacos tangentes de ¢3(Ug). Para cada (3, defina ¢ : Ug x R™ — T'M, por

¢5(x’f,...,xg,u1,..., n) = (cpg ], .., Zuzax ),

=1

onde (uy,...,u,) € R". Pode ser verificado que {(Ug x R", ¢g)} define uma estrutura diferen-
ciavel em TM. Com tal estrutura, T'M ¢é uma variedade diferenciavel de dimensao 2n chamada
fibrado tangente.

Um campo de vetores' X em uma variedade diferencidvel M é uma correspondéncia que a
cada ponto p € M associa um vetor tangente X (p) € T, M. Em termos de aplicacoes, X é uma
aplicacao de M no fibrado tangente TM. O campo é diferencidvel se a aplicagao X : M — T'M
é diferenciavel, denotaremos por X(M) o conjunto dos campos vetoriais diferencidveis em M.
O campo vetorial definido por [X,Y] = XY — Y X é diferencidvel se X e Y o sdo, e é chamado
de colchete de X e Y. E possivel mostrar que esta operacao entre campos satisfaz as seguintes
propriedades:

i) [X,Y] = —[Y, X] (anticomutatividade),
i) [aX +bY, Z] = a[X, Z] + b[Y, Z] e [X,aY + bZ] = a[X, Y] + b[X, Z] (bi-linearidade),

ii) [X,Y],Z]+ (Y, Z], X]+[[Z, X],Y] = 0 (identidade de Jacobi),

'Note que estamos utilizando a mesma notagdo X para vetores tangentes e campos de vetores, isto ndo trard
confusdo pois no contexto ficara claro a que objeto estamos nos referindo.
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iv) [fX,gY]= fglX. Y]+ fX(9)Y — gY(f)X,
para todo X,Y, Z € X(M), f,g € C*(M) e a,b € R.

Uma distribuicdo A, de dimensao m < n, numa variedade diferencidvel M™ é uma escolha
de um subespago A(p) de T,M, com dimensao m, para cada p € M. A é diferencidvel se para
cada p € M, existir uma vizinhanca U de p e m campos vetoriais X1, ..., X;, de classe C*° em
U que geram A em cada ponto de U. Dizemos que um campo de vetores diferencidavel X em
M pertence a distribuicio A, e denotamos X € A, se X(p) € A(p) para todo p € M. Além
disso, se [X,Y] € A sempre que X,Y € A, diremos que A é involutiva, ou, completamente
integrdvel. Dada uma distribuicdo A, uma subvariedade N C M é uma variedade integral de
A se T,N = A(p) para todo p € N. Pode-se mostrar que uma distribuigao diferencidvel A
ser involutiva é condicdo necessédria e suficiente para que possua uma variedade integral. A
necessidade é um tanto direta, mas a demonstracao da suficiéncia é mais complicada e é dada
pelo importante resultado a seguir:

Teorema 1.1 (Frobenius) Seja A uma distribuicao diferencidvel, involutiva e de dimensdo m
em uma variedade diferencidvel M™. Entao, para cada p € M, existe uma variedade integral de
A passando por p. Mais ainda, existe um sistema de coordenadas (U, @) em p, com coordenadas

(z1,...xy) tal que as fatias
x; = constante, para todo i€ {m+1,...,n},

sao variedades integrais de /.

Uma variedade integral conexa N de A é dita mazimal se N néao for subconjunto préprio
de qualquer variedade integral conexa de A. Outro resultado importante é que se A é uma
distribuigao diferenciavel e involutiva, dado p € M, existe uma tnica variedade integral maximal
de A passando por p. Além disso, qualquer variedade integral que passa por p estd contida nesta
maximal.

Proposicao 1.2 Se M™ é uma variedade diferencidvel, A1 e Ay sdo distribuicoes diferencidveis
e involutivas em M™ tais que TM = A1 & Ao, entdo para cada ponto p € M existe um sistema
de coordenadas em uma vizinhanca de p tal que, para qualquer conjunto de constantes reais
{c1,...,cn}, a equacdo x; = ¢;, 1 < i < k (respectivamente x; = c;, k+1 < j < n), define uma

variedade integral de Ay (respectivamente de As).

Dem.: Sendo A; involutiva, pelo teorema 1.1 (de Frobenius), existe um sistema de coordenadas
local y1, ..., Yk, Tg41, ..., Ty, centrado em p tal que z; = ¢j, k + 1 < j < n, define uma variedade
integral de A;. Analogamente, existe um sistema de coordenadas x1, ..., Tk, Zk+1, ---, 2n centrado
em p tal que as equagoes x; = ¢;, 1 < i < k, definem uma variedade integral para A,. Portanto,
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X1, ey Thy Tt 1, ---, Ty, forma um sistema de coordenadas com a propriedade desejada.
O

1.2 Variedades Riemannianas

Uma métrica riemanniana em uma variedade diferenciavel M é uma correspondéncia que
associa a cada ponto p de M um produto interno (, )p, no espaco tangente T,M, que varia
diferenciavelmente no seguinte sentido: se ¢ : U C R® — M é um sistema de coordenadas locais

-

em torno de p, com p(z1,...,x,) =q € p(U) e

0 0
—(q), =— = g;ii(x1,...,x
<8xi (q) oz, (q)>q 9ij (%1, s Tn)
é uma funcao diferencidvel em U, para todo ¢,j = 1,...,n. Chamamos de variedade riemanniana
qualquer variedade diferencidvel com uma métrica riemanniana.

Um difeomorfismo f : M — M entre variedades riemannianas é uma isometria se, para
todope M e X,Y € T,M, temos

<X7Y>p = <dfp(X)7dfp(Y)>f(p) : (1.1)

A definicdo de isometria traz a nocdo de equivaléncia entre variedades riemannianas. Dizemos
que f é uma isometria local em p € M, quando existir uma vizinhanga U C M de p tal que
f:U— f(U) C M é um difeomorfismo sastisfazendo (1.1).

Dada uma variedade diferencidvel M, definimos uma conexdo afim V, em M, como uma
aplicacao
V:X(M)xX(M)— X(M)

indicada por (X,Y) A xY e que satisfaz as seguintes propriedades, para X,Y,Z € X(M) e
f.g € C=(M):
i) VfX+gyZ = fVxZ+gVyZ,
ii) Vx(Y + Z) =VxY +VxZ,
iii) Vx(fY) = X(f)Y + fVxY.
Seja V uma conexao afim em uma variedade diferenciavel M. E possivel mostrar que existe
uma unica correspondéncia que associa a um campo vetorial X ao longo da curva diferenciavel

~v: I — M (sendo I C R um intervalo) um outro campo vetorial % ao longo de 7, denominado
derivada covariante de X ao longo de 7, tal que:
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i) %(X +Y)= % + %, onde Y é um campo de vetores ao longo de v,
ii) %(fX) = Z—J:X + f%, onde f é uma fungao diferencidvel em I,

iii) Se X ¢ induzido por um campo de vetores Z € X(M), isto é, X(t) = Z(v(t)), entdo

DX _
at = V’YIZ'

Tomando uma parametrizacao ¢ : U C R® — M em um ponto p € M e escrevendo
X =" a6XeY =>7" bX; onde X; = 6%1_ e a;, b; sao funcoes diferencidveis em U,

obtemos

i=1

V)(Y = Eaiin (EbzX]>
Jj=1
= Z aiijXin + Z aZXZ(bJ)Xl
4,j=1 t,j=1

= 3 < 3 aibjrgj +X(bl)> Xy,
=\,

= 7,7=1

onde Vx, X; =31, I‘éle e I‘éj sao os simbolos de Christoffel da conexao V.

Dizemos que uma conexao afim V em uma variedade riemanniana M é compativel com a
métrica se X (Y, Z) = (VxY,Z)+(Y,VxZ),V X,Y,Z € X(M). Uma conexao afim é simétrica
quando VxY —Vy X = [X, Y],V X, Y € X(M). Dado um sistema de coordenadas (U, ¢), o fato
de V ser simétrica implica que Vx, X; — Vx, X; = [X;, X;] = 0, onde X; = 8%1" i,j=1,..n.
Uma conexao simétrica e compativel com a métrica em uma variedade riemanniana é chamada de
conexao riemanniana ou de Levi-Civita. Um teorema, devido a Levi-Civita, garante a existéncia
e unicidade da conexao riemanniana em uma variedade riemanniana. Desse resultado é possivel
concluir que se M = M; x M5 é um produto de variedades riemannianas M; e My com métricas
(,)1 € (, )y respectivamente, entdo a conexao de Levi-Civita da métrica produto (, ) de M é

V¥ s (X + Y2) = VI X, 4+ Vi Ys, (1.2)
onde X1, Xo € TMy e Y1,Ys € TM,.

Considere M uma variedade riemanniana com sua conexao de Levi-Civita. Uma curva
parametrizada v : I — M é uma geodésica em ty € I se % (‘2—3) = 0 no ponto tg. Se v é
geodésica em todo t € I, dizemos que v é uma geodésica. Por abuso de linguagem, é comum
chamar de geodésica a imagem (/) de uma geodésica . Seja G um campo vetorial no fibrado
tangente TM, cujas trajetérias sao da forma t — (y(t),~/(¢)), onde v é uma geodésica em M.
Pode-se mostrar a existéncia e unicidade de tal campo que é conhecido por campo geodésico em

TM. Ja o seu fluxo, é denominado por fluxo geodésico de T'M.
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Dado p € M e 0 < a € R, é possivel mostrar que existem uma vizinhanca V de p em M,
um ndmero € > 0 e uma aplicacdo diferenciavel, v : (—a,a) x U — M, onde

U={(¢.X)eTM; gV, X eT,M, |X|<e},

tal que t — 7(t,q,X), t € (—a,a), é a Unica geodésica de M que no instante ¢ = 0 passa por
q com velocidade X, para cada g € V e X € T,M, com |X| < e. Com isto, podemos definir a
aplicacao exp : U — M por

X
eXp(Q7X):7(17Q7X):7<|X|7Q7)(‘)7 (Q7X)€U7
chamada aplicagcao exponencial em U. Como ~ é diferencidvel, temos que exp também o é.
Frequentemente, ¢ utilizada a restricao de exp a um aberto do espaco tangente T, M, isto ¢, a
aplicacao
exp, : B(0) C T,M — M,

definida por exp,(X) = exp(q, X), onde B,(0) é a bola aberta de raio € e centro na origem 0 de
T,M. E imediato verificar que exp, (X) é diferencidvel e exp,(0) = ¢. Geometricamente, exp,,(X)

é o ponto de M obtido percorrendo um comprimento |X|, a partir de ¢, sobre a geodésica que
passa por ¢ com velocidade Ii((il

Proposicao 1.3 Seja M uma variedade riemanniana e p € M. Entao, existe um € > 0 tal que
exp, : B(0) C TpyM — M ¢ um difeomorfismo de B(0) sobre um aberto de M.

Uma variedade riemanniana M é (geodesicamente) completa se para todo p € M, a aplicagao
exp, estd definida para todo X € T,M, isto é, se as geodésicas ¥(t) que partem de p estdo
definidas para todos os valores do parametro t € R. Se M é conexa, dados p,q € M, a distancia
d(p, q) entre os pontos p e g, é definida como o infimo dos comprimentos de todas as curvas 7,
onde 7,4 ¢ uma curva diferencidvel por partes ligando p a ¢q. Relacionado a estes conceitos temos
o seguinte resultado:

Teorema 1.4 (Hopf e Rinow) Se M uma variedade riemanniana e p € M, entdo as sequintes
afirmacgoes sao equivalentes:

i) exp,, estd definida em todo o T, M.

ii) Os limitados e fechados de M sdo compactos.
iii) M é completa como espago métrico.

iv) M € geodesicamente completa.

Além disso, cada uma das afirmagoes acima implica que
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v) Para todo p,q em uma mesma componente conexa de M, existe uma geodésica v ligando p
a q com l(y) =d(p,q), onde l(y) denota o comprimento da curva y entre p e q.

A curvatura R de uma variedade riemanniana M é uma correspondéncia que associa a cada
par X,Y € X(M) um operador R(X,Y) : X(M) — X(M), conhecido como operador curvatura,

definido por
R(X,Y)Z = VXVYZ - VYVXZ - V[X7y]Z,

onde V ¢ a conexao riemanniana de M. Nao ¢ dificil ver que se M = R", entdao R(X,Y)Z =0
para todo X,Y, Z € X(M). Isso nos faz pensar em R como uma maneira de medir o quanto M
deixa de ser euclidiana.

Pode-se mostrar que a curvatura R goza das seguintes propriedades, para g,h € C°(M) e
XY, Z, W e X(M):
i) R é C°°(M)-bilinear em X(M) x X(M), isto é,

R(gX +hY,Z) = gR(X,Z)+ hR(Y,Z),
R(X,gY +hZ) = gR(X,Y)+hR(X,Z),

ii) O operador curvatura R(X,Y) : X(M) x X(M) é C°°(M)-linear, ou seja,

R(X,Y)(gZ + hW) = gR(X,Y)Z + hR(X, Y)W,

iii) Primeira Identidade de Bianchi:

R(X,Y)Z + R(Y,Z)X + R(Z,X)Y =0,

iv) (R(X,Y)Z,W) = —(R(Y,X)Z,W),
v) (R(X,Y)Z, W) = = (R(X,Y)W, Z),

vi) (R(X,Y)Z, W) = (R(Z,W)X,Y).

Em relagao a um sistema de coordenadas (U, ¢) em torno de um ponto p € M, indicando

2 _ x.
9 = X;, temos

n
R(X;, X;) X = > Ri; X,
=1
Assim, Rﬁjk sdo as componentes da curvatura R em (U, ). Se X =30 a; X;, Y =377, b X;
e Z =Y p_, cx X, obtemos pela linearidade de R,

n
R(X,Y)Z: Z Rﬁjkaibjcle.
1,5,k,1=1
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A expressao de Rw . em termos dos coeficientes F da conexao riemanniana é dada por:
n
s ! s 0 s
Se=> Tuls ZF Wi+ 5 - ko~ 9y Like
I=1 i

Sejam o C T,M um subespaco bi-dimensional do espaco tangente T,M e X,Y € o dois
vetores linearmente independentes. Pode-se mostrar que

(R(X, Y)Y, X)

KX.Y) = X AY

7 (1.3)

onde | X NY| = \/|X|2 [V]? — (X,Y), ndo depende da escolha dos vetores X, Y € o. Chamamos
de curvatura seccional de o em p € M, o nimero real K(X,Y) = K(o), definido em (1.3), onde
{X,Y} é uma base qualquer de o.

Lema 1.5 Se M = My x Mo ¢ um produto de variedades riemannianas My e Mo com métricas
(, )1 e, )y, respectivamente, entdo

i) Kpy(o) = Kpy(0) seo=ger{X,Y} e XY € TM;,

ii) Kp(o) =0 seo=ger{X,Y} com X € TM; eY € TMy.

Dem.: i) Se 0 = ger{X,Y} e X,Y € TM;, sendo T M; involutiva temos que [X,Y]| € TM,.

Assim,
(R(X, Y)Y, X)

=Ky, (X,Y)

onde a tultima igualdade segue da definicao de operador curvatura R(X,Y’) e pela igualdade 1.2.

ii) Se 0 = ger{X,Y} com X € TM; e Y € TMs, pela igualdade 1.2 temos que [X,Y] =
VxY—-VyX =0e VxZ =0 para todo Z € T M. Portanto, da definicao de curvatura seccional
segue que Kj/(X,Y) =0.

O

E possivel verificar que uma variedade riemanniana M tem curvatura seccional constante
igual a Ky num ponto p € M se, e somente se,

R(X,Y)Z = Ko((Y,Z) X — (X, 2)Y), ¥V X,Y,Z € T,M.

Uma variedade riemanniana de curvatura constante, conexa, simplesmente conexa e com-
pleta é chamada forma espacial real. As formas espaciais reais sao:
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1. O espaco euclideano E™, que consiste no R™ com o produto interno usual. Esta é a forma
espacial de curvatura nula.

2. Para o espaco hiperbolico real H™(c) existem diferentes modelos. Nesse trabalho iremos
utilizar dois: o modelo do semi-espago do R™ dado por {(z1,...,z,) € R";z, > 0} com a
métrica gi;(z1, ..., Tn) = i% O outro, é conhecido por modelo de Lorentz. Para obté-lo,

considere o espaco de Lorentz, que consiste no R™*! com a métrica lorentziana dada por
(X,)Y)=X1"1+ ..+ X,.)Y, — Xpr1Ynt.

O espago hiperbdlico pode ser visto como o conjunto de pontos cuja métrica (lorentziana) é
—1 e a ultima coordenada é positiva. Geometricamente, é uma das folhas do n-hiperboléide
de duas folhas. Assim, o modelo de Lorentz pode ser visto como a projecao dessa folha com
o plano x, 1 = 0. Tomando uma parametrizagao de tal folha pelo sistema de coordenadas
(z1,...,25) e calculando os termos gij da métrica nesse sistema de coordenadas, obtemos

a seguinte expressao:
T3y

L+ (22 +...+22)

9ij = 0ij —

Em ambos os casos, a curvatura seccional é ¢ = —1. No que segue, quando nada for
mencionado, o modelo adotado para o H" serd o do semi-espaco.

3. A esfera S"(c) de raio a no espago euclidiano com a métrica induzida de E**1, ¢ = 1/a? > 0.

Em relagao as formas espaciais reais, temos o seguinte resultado, cuja demonstracao pode
ser encontrada, por exemplo, em [8] pg. 181:

Teorema 1.6 Seja M"™ uma variedade riemanniana completa e de curvatura seccional constante
c. Entao o recobrimento universal M de M, com a métrica do recobrimento, € isométrico a:

i) H"(c), se ¢ <0,
ii) E", se ¢ =0,
iii) S™(c), se ¢ > 0.
1.3 Imersoes Isométricas

Uma imersao f : M™ — M™% entre duas variedades riemannianas M e M é uma imersdo

1sométrica se

<X7 Y>p = <dpr, dpr>f(p)7
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para todo p de M e todo X,Y € T,M. Note que se f: M" — M™F ¢ uma imersdo e M é uma
variedade riemanniana, podemos definir uma métrica em M fazendo em cada ponto p € M

<X7Y> <dpr dfp > f(p)’

de tal forma que a imersao f se torne uma imersao isométrica.

J& mencionamos que uma imersao f é localmente um mergulho, ou seja, para cada p em M
existe uma vizinhanca U de p tal que f|; : U — M é um mergulho. Nesse sentido, podemos
identificar U com sua imagem f(U), isto é, interpretaremos f localmente como a aplicagdo
inclusao. Assim, para cada p em M o espaco tangente T, M serd considerado um subespaco de
Tp]\7 de dimensao n e isto induz a seguinte decomposicao:

T,M = T,M & T,M~*,

onde T, M L é 0 complemento ortogonal de TpyM em T, p]\7 . O espago T, M L tem dimensao k (que
é a codimensao da imersao f) e é chamado de espaco normal a M em p. Assim como temos o
fibrado tangente TM, definimos o fibrado normal TM~+ = {(p,);peMete Tle}.

Em relacao a decomposigao acima temos as aplicagoes
()T TM —»TM
()r: TM —TM*+
chamadas projegao tangencial e projecao normal, respectivamente.

Tome agora campos vetoriais X,Y € X(M ) Como f |U ¢ um mergulho, existem extensoes
X eY de X e Y numa v1zmhan§a de U (em M ) Seja V a conexdo riemanniana de M, faz
sentido calcular V Y ou, v XY E posswel provar que v XY nao depende da extensao de Y.
Por simplicidade, denotaremos v XY por v xY e temos entao

ﬁxy = (6){Y)T + (6)(Y)J‘

Com relagao a (V XY)T, pode-se mostrar que ¢ uma conexao afim, simétrica e compativel
com a métrica de M. Por unicidade, (VxY)" é a conexdo riemanniana de M a qual denotaremos
por VxVY.

Por outro lado, definimos a segunda forma fundamental da imersao (isométrica) f por

a(X,Y) = (VxY)t
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Pelas propriedades das conexdes riemannianas V e V temos que « : X(M) x X(M) — X(M)*+
¢ uma forma bilinear e simétrica sobre o anel C*°(M) das fungdes diferencidveis em M. Em
particular, para qualquer ponto p em M e campos vetoriais X,Y € X(M), a aplicacao o, :
T,M x T,M — T,M~*, dada por a,(X,Y) = a(X,Y)(p), depende somente dos valores de X e
Y em p.

Assim, obtemos a Féormula de Gauss
VxY =VxY +a(X,Y), VX,V € X(M). (1.4)
Sejam agora X € X(M) e & € X(M)*:
V€= (Vxé) " +(VxO™h
Com relagao a componente normal, definimos
V&= (Vx&)*h
Note que V=+ é uma conexao afim em TM~+ no seguinte sentido:
V4L X(M) x X(M)*+ — x(M)*
6 C°°(M)-linear em X, R-linear em ¢ e para toda h € C®°(M), Vx(h€) = hVE+ X (h)E. Além

disto, V* é compativel com a métrica, ou seja, se n € X(M)*, X (£,n) = (Vx&,n) + (£, Vxn),
onde (, ) é a métrica de M. Chamaremos V* de conexdo normal da imersao f.

Quanto a parte tangente, definimos a aplicacao A¢ : X(M) — X(M) por
AeX = —(Vx&)T.
Dado p € M, A¢, : T,M — T,M é um operador linear simétrico (ou auto-adjunto), isto &,

(AeX,Y) = (X, AcY) . Com efeito, se X,V € X(M) e ¢ € X(M)*, temos

AXY) = (~Vx&Y) = (6 VxY) = (£ VxY +a(X,¥)) = (¢, a(X,Y)) = (€ a(Y, X))
— (&, VyX +a(Y,X)) = <gﬁyx> - <—€yg,X> — (A, X).

Em particular, (4:X,Y) = (a(X,Y),§). O operador A¢ é chamado de operador de forma, ou
operador de Weingarten, ou ainda com certo abuso de linguagem, de sequnda forma fundamental

da imersao f.
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Temos, assim, a férmula de Weingarten

Vx€=—AX +V%E VX € X(M)eé e X(M)™.. (1.5)

Agora, usando as férmulas de Gauss e Weingarten vamos obter as equagoes fundamentais de
uma imersao isométrica, a saber, as equagoes de Gauss, Codazzi e Ricci. Sejam X,Y, 7 € X(M),
R e R os operadores curvatura de M e M, respectivamente:

R(X,Y)Z =VxVyZ —-VyVxZ —Vixy)Z e

R(X,Y)Z =VxVyZ ~VyVxZ ~VixyZ .
Das férmulas de Gauss (1.4) e Weingarten (1.5),

%Xﬁ/Z = 6){(sz+ a(Y,Z)) = %XVyZ-l- %XQ(Y, Z)
= VxWZ+a(X,VyZ) - Ayv, X + Vxa(Y, 2).

Analogamente,
VyVxZ =VyVxZ+a(Y,VxZ) — Ayx.z)Y + Via(X, Z).
E por fim,
Vixy1Z = VixyZ + a([X,Y], 2).
Tomando a parte tangencial do operador curvatura de M temos:

(RX.Y)2)T = VxVyZ— Aoy X —VyVxZ + Agx.2)Y — Vixy)Z
R(X, Y)Z + Aa(X,Z)Y — Aa(Y,Z)X-

Assim, para todo W € X(M), obtemos a equagao de Gauss
<E(X7 Y)Z7 W> = <R(X7 Y)Za W> + <Aa(X,Z)Y7 W> - <Aa(Y,Z)X7 W> ) (16)
que pode também ser expressa por

(RIXY)Z,W) = (R(X,Y)Z,W) + (a(X, 2),a(Y, W) = (Y, Z),a(X,W)).  (L7)

Em particular, se K(X,Y) = (R(X,Y)Y,X) ¢ K(X,Y) = <E(X,Y)Y,X> denotam as

curvaturas seccionais em M e M do plano gerado pelos vetores ortonormais X,Y € T,M, a
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equagao de Gauss se torna

K(X,Y) = K(XY) + (a(X, X),a(Y.Y)) - [la(X,Y)]*. (18)
Tome agora a componente normal de R(X,Y)Z:
(R(X,Y)Z)' = a(X,V,2Z) + Vka(Y, Z) — a(Y,Vx Z) = Vea(X, Z) — o([X, Y], Z).

Usando o fato da conexdo em M ser simétrica, ou seja, [X,Y] = VxY — Vy X e denotando
por (Via)(V,W) = Via(V,W) — a(VyV, W) — a(V,VyW), obtemos da igualdade acima a
equacgao de Codazzi

(R(X,Y)Z)" = (Vxa)(Y, 2) - (Vya)(X, Z). (1.9)

Considere o operador de curvatura normal R+ : X(M) x X(M) x X(M)*+ — X(M)* definido
por

RH(X,Y)E = VxVy€ — VyVxE = Vig yié
Dados X,Y € X(M) e £ € X(M)*, temos
R(X.Y)§ = VxVy€ = VyVx€ = Vixyié,
onde, pelas formulas de Gauss e de Weingarten,
VxVy€ = =VAY —a(X,AY) = Agy X + V5 Vi,
VyVxé=-VAX — a(Y, AcX) — AgieY + VyViEe

Vixv)é = —AeX, Y]+ Vi 6.

Tomando a projecao normal de ]A%(X ,Y)E:
(R(X,Y)E)E = RH(X,Y)E + Y, Ae X) — X, AgY).
Se n € X(M)*, entdao
(R(X,V)E ) = (RH(X,Y)E ) + (AeX, A)Y) = (4,X, AcY),
ou denotando A¢A, — A,A¢ por [A¢, A, obtemos a equagao de Ricci

(R(x.V)¢m) = (RH(X.Y)E,m) = ([Ae. A,)X.Y). (1.10)
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Dados X,Y,Z € X(M) e & € X(M)*, observe que <§(X,Y)§,Z> = —<]§(X,Y)Z,£>

(propriedade de ﬁ) Assim, uma forma equivalente da equacdo de Codazzi obtém-se tomando a
parte tangencial de R(X,Y)¢:

(R(X,Y)E)" = (Vy A)(X,€) — (VxA)(Y,¢), (1.11)
onde (V\/A)(U, f) == VVAgU — AgvVU - AVJ‘;EU‘

A seguir, obtemos as equacdes de uma imersdo isométrica f : M™ — M"*(c), onde
M"**(c) é uma variedade riemanniana de curvatura seccional constante c. Neste caso o tensor
curvatura de M é dado por

R(X,Y)Z =c(X NY)Z,
onde (X AY)Z =(Y,2)X —(X,2)Y, ¥V X,Y,Z € X(M).

Assim, para X,Y,Z,W € X(M) e &,n € X(M)*, as equagdes de Gauss, Codazzi e Ricci
sao, respectivamente:

(RIX,Y)Z,W) = c(X AY)Z,W) + (Y, Z), (X, W)) — (a(X, Z), (Y, W)),  (1.12)

(Vxa)(Y, Z) = (V$a)(X, Z), ou equivalentemente, (VxA)(Y,€) = (VyA)(X,E),  (1.13)

REH(X,Y)E = a(X, AcY) — a(Y, A¢X), ou, <Rl(X, Y)e, n> = (Ae, A X,Y).  (L.14)

Da algebra linear, dados dois operadores simétricos A, B : V' — V, sobre um espago vetorial
de dimenséo finita, sabemos que AB = BA se, e somente se, A e B sdo simultaneamente dia-
gonalizdveis. Portanto, da equacao de Ricci (1.14) para ambientes (]\7 ) de curvatura constante,
segue que R = 0 se, e s6 se, para todo p em M existe uma base de T,M que diagonaliza A¢
para todo £ € T,M+*.

Vejamos alguns exemplos de imersoes isométricas com suas respectivas segundas formas

fundamentais:

Exemplo 1.7 A aplicagdo f : R" — R"™? dada por f(z1,...,2,) = (21, ..., p,0,...,0) é uma
imersao isométrica com a = 0, pois VxY = VxY para todo X,Y € X(R")

Exemplo 1.8 Considere a inclusdo ¢ : S"(r) — R™""! onde S"(r) = {z € R""};[z| =r}.
Vamos calcular sua segunda forma fundamental. Para isto, tome o campo de vetores normal
unitario N(z) = —%x. Pela férmula de Weingarten, para todo X € T'S™

VxN = —AnX + VEN.

Por um lado, (N, N) = 1 implica que X (N,N) = 2<%XN,N> = 0, isto é, VxN = 0. Por



18 1 Preliminares

outro, 6)(]\7 = —%%Xa: = —%X. Portanto, Ay = 11d.

T

Observe agora que sendo a imersao de codimensao 1, temos que

a(X,Y) = (%XY)L =(a(X,Y),N)N = (ANX,Y)N = % (X, Y)N,
ou seja,

1
T2

0y (X,Y) = (X, )z, YV 2€S" e ¥ X,Y € T, M.

Exemplo 1.9 Seja f : R? — R? definida por f(s,u) = (x(s),y(s),u) onde v(s) = (x(s),y(s))
é uma curva regular parametrizada por comprimento de arco e homeomorfa a R. Observe que
uma sec¢ao normal é dada por N(s,u) = (—='(s),2'(s),0). Considerando os campos tangentes

coordenados 2 e 2. temos
0s ou’

VaiN = (—y"(s),2"(5),0) = =K (s)(2'(s),4'(s),0) = —k(s)%, onde K (s) é a curvatura de ~,
e
VIN=0

Como AyX = —%XN, pois V}cN = 0, para todo X € X(R?), temos que a matriz do operador

de forma Ay (s, u) na base {%, (9%} é

K(s) 0
0 0

Assim, dados X,Y € TR?, e escrevendo X = Xh% + Xv% eY = Yh% + Yva%, obtemos

a@ﬂ%ﬂMXYMWN—MM&WN—<MQ&£J>N—K@M%N

Vimos acima que as equacoes de Gauss, Codazzi e Ricci sao satisfeitas para qualquer imersao
isométrica f : M™ — Mk O teorema fundamental das subvariedades nos da uma reciproca
local deste fato quando M™* = Q"% (c), onde Q"*(c) denota a forma espacial de dimen-
sao n + k e curvatura constante c. Mais adiante, enunciaremos este teorema no caso de M
ser simplesmente conexa, no qual o resultado é global. Porém antes, serao necesséarias outras
definigoes.

Sejam E e M variedades diferenciaveis e w : ¥ — M uma aplicagao diferenciavel. Dizemos
que 7 : E— M é um fibrado vetorial diferencidvel de posto k, ou simplesmente fibrado vetorial,
quando para cada ponto p € M
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i) 771(p) é um espaco vetorial real de dimensao k,

ii) existe uma vizinhanca U de p em M e um difeomorfismo ¢ : 77 H(U) — U x R¥ cuja restricio
a 7~ 1(q) é um isomorfismo sobre {g} x R¥ para cada ¢ € U.

Dado um fibrado vetorial = : E — M, para cada p € M chamamos o espago (vetorial)
E, = 7~ 1(p) de fibra de 7 sobre p. Uma secdo local sobre um conjunto aberto U C M é uma
aplicacao diferenciavel &€ : M — E tal que mo& = idy. Se U = M dizemos que & : M — E é uma
se¢ao global, ou simplesmente uma se¢cdo de 7, denotaremos por I'(7) o conjunto das segoes de
7. Dado e € E existe uma segao £ tal que &(m(e)) = e. De fato, se e € E temos w(e) =p € M
e, pela definicao de fibrado vetorial, existe uma vizinhanca U C M de p e um difeomorfismo
¢ : Y U) — U x R¥. Note que ¢(e) = (p,vp), onde vy € R¥. Definindo  : U — U x RF

Lo n, temos que & é diferencidvel e

por n(q) = (q,vo) e fazendo £ : U — E como £(p) = ¢~
Eom(e) = g tonom(e) = ¢ lon(p) = e, como queriamos encontrar. Em particular, isto mostra

que I'(7) é nao vazio.

Sejam 71 : E' — M e w3 : E> — M fibrados vetoriais. Considerando Hom(E*!, E?) como
a uniao disjunta dos espacos das aplicagoes lineares de E; em Ez, p € M, definimos uma
projecdo 7 : Hom(E', E*) — M por n~'(p) = Hom(E,, EZ). Dotando Hom(E', E?) com a
estrutura diferencidvel induzida pela projegao ele se torna um fibrado vetorial, chamado fibrado
de homomorfismos. Em [25] pg. 32-34, Milnor e Stasheff indicam como construir tal estrutura
diferencidvel para Hom(E", E?).

Dados dois fibrados vetoriais 71 : E' — Mj e my : E?> — M>, e um difeomorfismo ¢ : M; —
M, dizemos que a aplicacao diferenciavel ¢ : E' — E? é um isomorfismo de fibrados vetoriais
relacionado a ¢ se, para todo p € M, temos

i) mog=pom ed(ry (p) =m (6(p)),
ii) a restrigio @, : 7 (p) — 75 (4(p)) de ¢ & fibra w; ' (p) é um isomorfismo de espacos

vetoriais.

Segue da definicio que ¢ é um difeomorfismo. Além disto, para cada secio & de 7, obtemos uma
secio ¢(€) de mp definindo ¢(&) = po oL,

Uma métrica riemanniana g em um fibrado vetorial 7 : E — M é uma aplicagdo
g: () x D) — C(M),

bilinear sobre o anel C°°(M) das fungoes diferencidveis em M, simétrica e positiva definida. E
consequéncia da existéncia de particao da unidade o fato de qualquer fibrado vetorial possuir
uma métrica riemanniana. Um fibrado vetorial 7 : ¥ — M munido de uma métrica riemanniana
é chamado fibrado vetorial riemanniano.
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Sejam 7 : E — M um fibrado vetorial e X(M) o conjunto dos campos diferencidveis em M.
Uma conezxao linear sobre w: E — M é uma aplicagdo R-bilinear V : X(M) x I'(r) — I'(7) que
leva o par ordenado (X, &) em Vx¢ e satisfaz, para cada f € C®°(M), X € X(M) e £ € T'(n),
as propriedades

i) Vix& = fVxé,
i) Vx(f§) = X(f)§+ fVxE.

De i) segue que a aplicacao X +— Vx& é C°°(M)-linear e consequentemente, o valor de Vx¢&
em p € M depende do valor de X somente no ponto p. Por outro lado, de ii) concluimos que o
operador Vx : I'(m) — TI'(m) é tal que o valor de Vx& em p € M depende do valor de £ numa
vizinhanca de p.

Considere agora um fibrado vetorial riemanniano 7 : £ — M e g uma métrica de M. Uma
conexao linear V é dita compativel com a métrica g quando

Xg(&n) =9(Vx&n) +9(& Vxn)

para todo X € X(M) e &, n e I'(m).

O tensor curvatura de um fibrado vetorial m : E — M com a conexao linear V é a aplicacao

R-trilinear R : X(M) x X(M) x I'(m) — I'(w) definida por
R(X,Y)¢ = VxVy€& — VyVx€ — Vixyi.
E fécil verificar que R ¢é trilinear sobre C*°(M). Quando o fibrado vetorial é riemanniano,
podemos associar a R outro tensor R : X(M) x X(M) x I'(r) x I'(wr) — R dado por
R(X,Y, &) = g(R(X,Y)&,n),
onde g é a métrica em FE.

Agora estamos aptos a enunciar o teorema fundamental das subvariedades:

Teorema 1.10 i) Seja M™ uma variedade riemanniana simplesmente conexa, w : E — M
um fibrado vetorial riemanniano de posto p com uma conexdo compativel V' e seja a uma
se¢do simétrica do fibrado de homomorfismos Hom(TM x TM, E). Defina, para cada segdo
local § de E, uma aplicagao A¢ : TM — TM por

(AcX,Y) = (a(X,Y),£), X,Y eTM.

Se a e V' satisfazem as equagoes de Gauss, Codazzi e Ricci para o caso de curvatura
seccional constante ¢, entdo existe uma imersao isométrica f : M™ — Q" P(c) e um iso-
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morfismo de fibrados vetoriais f: E — TM* ao longo de f, tal que para todos X,Y € TM
e todas segoes locais £,m de E

(7). 7)) = €.
fo(X,Y) =a(X,Y)
FVE=Vxf(9),

onde & e V* sdo a sequnda forma fundamental e a conexdo normal da imersio f, respec-
tiwvamente.

ii) Suponha que f e g sejam imersoes isométricas de uma variedade conexa M™ em Q" P(c).
Denote por TMfL, ag e V]% o fibrado normal, a segunda forma fundamental e a conexdo

normal de f, respectivamente, e sejam TM;, Qg € ng os correspondentes objetos de g. Se

existe um isomorfismo de fibrados vetoriais 5 : T]\/[fL — T]WgL tal que, para todo X, Y € TM
e todo &,m € T]WfL

(9(8).8m) ) = (€.m)
das(X.Y) = ay(X,Y)
OVx€ = Vx(©),

entdo existe uma isometria T : Q" P (c) — Q" P(c) tal que

g=T1of e dT\TMfL:¢.

Observacao: Quando M" admite duas imersoes isométricas f e g em M"™F ¢ existe uma
isometria 7 do ambiente M"™** tal que g = 7o f, dizemos que as imersdes (M™, f) e (M™, g) sdao
congruentes.

Uma demonstragao desse teorema para o caso ¢ = 0 é dada em [15].

1.4 Imersoes totalmente geodésicas e imersoes umbilicas

Seja f : M™ — M™% yma imersdo isométrica. Dizemos que f é totalmente geodésica em
p € M se a segunda forma fundamental oy, : T,M x T, M — T,M L for identicamente nula, isto
é, 0p(X,Y) =0, VXY € T,M. Dizemos ainda que f é totalmente geodésica se o for para todo
p € M. No exemplo 1.7 temos uma imersao totalmente geodésica.

Proposicao 1.11 Uma imersdo f : M™ — M"tF ¢ totalmente geodésica se, e somente se, as
geodésicas de M sao as geodésicas de M contidas em M.
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Dem.: Seja v uma geodésica de M contida em M, entao v é uma geodésica de M e isto
independe do fato de ser f totalmente geodésica, basta observar que VxY = (V XY)T.

Por outro lado, se v é uma geodésica de M parametrizada por comprimento de arco, entao
Vv = 0. Logo, pela férmula de Gauss assumindo que a imersao f é totalmente geodésica,
temos V.7 = V7' =0, ou seja, v é geodésica de M.

Sendo «y, uma aplicacdo R-bilinear tal que a,(X,X) = 0 para todo X € T,M temos que
ap ¢ identicamente nula e isto mostra a reciproca.
O

Observe que se M tem curvatura seccional constante c e f é totalmente geodésica entao M
também possui curvatura constante ¢ e R+ = 0. Tais fatos seguem diretamente da equacio de

Gauss

K(X,Y) = K(X,Y) + (a(X, X),a(Y,Y)) — [la(X,Y)|* = ¢
e da equagao de Ricci
(RH(X,V)Em) = ([Ae, 4)) X, V) =0,
para todope M, XY € T,Me{,n¢€ TpML.

Dada uma imersao isométrica f : M™ — M™% denominamos de primeiro espago normal,

da imersdo f em p € M"™, o conjunto Ni(p) definido por Ni-(p) = {§ IS TfL(p)M; Ae = 0}.

Lema 1.12 Seja f : M™ — R"* wma imersao isométrica. Suponha que exista um subfibrado
E de TM* paralelo na conexdo normal, (ou seja, V)%f € E, V¢ e€FEeVX € TM), tal que
Ni(p) C E(p) para todo p € M™. Entdo E*(p) é um subespaco constante H de R"** ¢ f(M™) C
flp) + H.

Dem.: Se £ € B, entio € € Ni*. Assim, Vx& = —A:X + Vié = Vié € BEL isto 6, EL(p) ¢
um subespaco constante H de R"*.

Observe agora que, fixado p € M",
Xq (f(z) = f(p),v) = (df Xq,v) =0, Vge M, VX, € T,M, Yv € H,

pois H C TqJ-M. Além disso, a funcao (f(z) — f(p), v) é nula em p, portanto (f(x) — f(p),v) =0
para todo x € M™. Logo f(M") C f(p) + H*.
g

Corolario 1.13 Se f : M™ — R""* ¢ totalmente geodésica, com M conexa, entio f(M) é um
aberto de um n-subespaco afim do R,
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Dem.: Aplicando o Lema 1.12 para E(p) = 0 para cada p em M™, concluimos que f(M") estd
contida num n-subespaco afim f(p) 4+ H de R"**. Além disso, como aplicacdo f : M™ — f(p) +
H*+ é uma isometria local, em particular um difeomorfismo local. Logo, f : M™ — f(p) + H* é
uma aplicacio aberta, e portanto f(M™) é um subconjunto aberto de f(p) + H* .

O

Dada uma imersao isométrica f : M™ — M ntk definimos o vetor curvatura média de f em
p € M do seguinte modo: tome {X1,..., X;,} uma base ortonormal de T, M e ponha

1 n
= *ZO&(XZ', X,L)
n“
=1
Esta definicdo nao depende da escolha da base. De fato, escolhendo uma base ortonormal
{&1,...,&} de T,M+*, temos que

k

k n
ZZ (X3, X:), ) & = %Z (Z Ag, X, X >§j=;§j<trAgj>§j

1=17=1 7j=1 \:i=1 7=1
e como trAg; é invariante por mudanca de base, concluimos o desejado.

Uma imersao isométrica f : M"™ — M"+k & umbdlica em p € M se para todo £ € TpML
o operador de forma relacionado a £ for um multiplo real da identidade, ou seja, Ac X = A¢ X,
com A\¢ € R, para todo X € T,M. Dizemos que f é totalmente umbilica, ou somente umbilica,
se for umbilica em todo ponto p de M.

Lema 1.14 Dada f : M" — M™* uma imersao isométrica, as sequintes afirmacgoes sao equiv-
alentes:

i) f € umbilica em p € M;

i) Ae = (H(p),&) I, em T,M,V & € T,M*;

Dem.: i) = ii) Dado & € T,M*, temos que A¢ = A¢l. Tome & = &/|[€]],&a, ..., & base
k

1
ortonormal de T, M. Assim, H(p) = — E (trAe;)&; implica que
n
i=1

(H0).6) = Srae (e1.6) = Lor (oAc) Il =

ou seja, A¢ = (H(p),&) 1.
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ii) = iii) Dados X,Y € T,M e &,...,§; uma base ortonormal de TpMJ-, a segunda forma
k

fundamental pode ser expressa por o,(X,Y) = > (a,(X,Y),&;) €. Logo,
j=1
k k k
= (A XY)¢ Z p),&) X, Y)¢ Y)Y (H = (X,Y)H(p).
j=1 j=1 j=1

iii) = i) Sejam X,Y € T,M e &, ...,& uma base ortonormal de T,M~L. Assim,

k k k
> (A X\ Y) & =0p(X,Y) = (X, Y)H Y)Y (H Z p),&) X, YV E;.
J=1 J=1 J=1
k
Ou seja, Y. <(A§j - <H(p),§j>) X,Y> ¢ =0, paratodo X,Y € T,M e & € T,M+*, e isso implica
j=1

que A¢; = (H(p),§;) I, mostrando que a imersao é umbilica.

Lema 1.15 Se M"*k(c) € uma variedade riemanniana de curvatura seccional constante c e
f:M"™ — M"™E(c) é umbilica, com n > 2, entio R- =0 e H ¢ V*-paralelo, isto ¢, V%H =0
para todo X € TM.

Dem.: Da equacdo de Ricci para todo X, Y € TM e £ € TM™*,
RL(X, Y)E=a(AY,X) —a(AeX,Y) = (AY, X) H — (A¢X,Y) H,

concluimos que R+ = 0.

Considere agora a equacio de Codazzi (Vxa)(Y,Z) = (Via)(X, Z), para todo X,Y,Z €
TM e note que

(Vxa)(Y,2) = VxaY,Z) —a(VxY,Z) - aY,VxZ)

= Vx((Y,2)H) - (VxY,Z)H — (Y,VxZ)H
XY, Z)H+ (Y, Z)V+H — (VxY,Z)H — (Y,VxZ)H
(Y, Z)V%H.

Desenvolvendo, de maneira analoga, o outro membro da equagao de Codazzi obtemos (Y, Z) V%H =
(X,Z)VyH. Tomando Y = Z e X 1 Z, resulta (Y,Y) V- H = 0, ouseja, Vx H =0, VX € TM.
O
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Corolario 1.16 Se f: M" — M”*k(c) ¢ umbilica, n > 2, entdo

i) ||H|| é constante;
i) M tem curvatura seccional constante c + ||H||?;

iii) Ag = ||H|J*I.

Dem.: i) X (H,H) =2(VyH,H) =0, para todo X € TM.
ii) Dados X,Y € T'M ortonormais, pela equacdo de Gauss,

K(X.Y) = KX, Y)+ (a(X,X),a(Y,Y)) - [la(X,Y)|?
= c+(IXIPH, |YI*H) - | (X,Y) H|?
= c+|H|

iii) Para todo £ € TM*, Ae = (H,€) I e isto implica que Ay = ||H|*1.

Proposicao 1.17 Seja f : M™ — R™* umbilica, M conexa e n > 2.

i) Se |[H|| = 0, entao f € totalmente geodésica e f(M) é um aberto de um n-espaco afim
E" c R™FF,

ii) Se ||H|| # 0, entdo f(M) estd contida num (n+ 1)-subespaco afim E""1, e ndo estd contida
em nenhum n-subespaco afim.

Dem.: i) Sendo a imersao umbilica e ||H|| = 0 temos a(X,Y) = (X,Y) H = 0, ou seja, f é
totalmente geodésica. E neste caso ji vimos no coroldrio 1.13 que f(M) é um aberto de um
n-subespaco afim E* C R"k,

ii) Basta observar que, pelo Lema 1.15, o subfibrado E(p) = gerH (p) é paralelo na conexao

normal V+ e usar o lema 1.12.
Od

Teorema 1.18 Se f: M™ — R"* ¢ umbilica, M conexa, n > 2 e ||H| # 0, entdo f(M) é um
aberto de uma n-esfera de raio r = 1/||H||.

H
Dem.: Defina N(p) = ﬂ, para todo p em M e a funcdo h : M — R""* por h(p) =

IH®)l
f(p) +rN(p).
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Para cada X € T'M, temos
X (h) = X(f(p) + 7N(p)) = X +rVxN.

Mas,

VxN = —AyX + VN = —mAHX = —|H|X = —~X.

Logo,
1
X(h)y=X+r <—TX> =0.

Assim, sendo M conexa, h é constante ao longo de M. Fazendo h(p) = C € R"* temos que
| f(p) — C|| = [|[*rN(p)|| = r, para todo p € M. Logo, f(M) C S"T*=1(C,r) (esfera de dimensdo
n+k — 1, de centro C' e raio r).

O



CAPITULO 2

Hipersuperficies

Neste capitulo estudaremos as hipersuperficies que sao imersoes isométricas de co-dimensao
um. No espaco euclidiano, as hipersuperficies constituem uma generalizacao natural das super-
ficies em R3 e consequentemente, muitas de suas propriedades se estendem &s hipersuperficies.
Inicialmente determinaremos suas equagoes basicas e enunciaremos o teorema fundamental das
subvariedades, como foi feito anteriormente para o caso de imersoes de co-dimensao qualquer.
Em seguida, daremos uma lista de hipersuperficies que aparecerao nos teoremas de classificagao.
Por fim demonstraremos alguns resultados de fundamental importancia no estudo das hipersu-
perficies homogéneas realizado no préximo capitulo.

2.1 Equacoes Basicas e Teorema Fundamental das Subvariedades

Seja f : M™ — M"*1 uma imersdo isométrica (hipersuperficie) e p € M. Escolha um
campo vetorial diferencidvel unitério normal & € TM~+ definido numa vizinhanca U de p, isto é,
(&y,&y) = 1 paratodoy € U. Como o espaco normal tem dimensao um, s6 hé duas possibilidades
de escolha para {. Dados X € T,M e um campo diferencidvel Y € T'M temos

VxY =VxY 4+ a(X,Y) = VxY + (a(X,Y),6)¢,

ou seja,

que é a féormula de Gauss para as hipersuperficies. Por outro lado, como £ é um campo
vetorial unitario, temos <VX§, §> = 0, isto implica que V)Lff = 0 para todo X € T'M. Portanto,
a férmula de Weingarten torna-se

Vxé = —AcX.

Dados X,Y,Z € TM, usando o fato de que o(X,Y) = (4¢X,Y) ¢ e tomando as compo-
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nentes tangenciais de PL(X ,Y)Z obtemos a equagao de Gauss
R(X,Y)Z = (R(X,Y)Z)" + (AcX N AcY)Z, (2.1)
onde (A X NAY)Z = (AeY, Z) Ac X — (Ae X, Z) AgY .
A equacgao de Codazzi, nesse caso, é
(R(X,Y)6)T = (Vy A X — (Vx A)Y, (2.2)

onde por definico (VxAg)Y = Vx(AY) — A VY.

Observe que a equacao de Ricci (1.10) para as hipersuperficies é naturalmente satisfeita.
Com efeito, por definicio, R*(X,Y) = 0 e como n = £¢ para todo campo normal unitario
n € TM* temos que [A¢, Ay] = 0. Logo tal equacao se anula em ambos membros.

No caso de M"™t! ter curvatura seccional constante ¢, as equacdes de Gauss e Codazzi ficam,

respectivamente,

R(X,Y)=c(XAY)+ AcX N AcY

(VyAg)X = (VxAe)Y.

Sejam f: M™ — Ml g: M — M"+1 duas hipersuperficies conexas em M+l suponha
que M+l seja orientavel. Sob essas condicOes, vamos construir um isomorfismo isométrico de
fibrados 5: TMfl — TMgl. Para isto, fixe uma orientacao de ML, Assim, para cada p € M,
escolha uma base ordenada X1, ..., X,, em T, M e um vetor unitario normal 5; eTM ]%, tal que
a base ordenada df X, ...,den,ﬁg é positivamente orientada em Tf(p)l\? . Como hé um tnico
campo normal unitario {g € T,M gL tal que a base dgXj, ..., dgX,, {g é positivamente orientada
em Tg(p)M , definimos o isomorfismo mencionado como a aplicacao que satisfaz 5(511,) = 512, eé

linear nas fibras. Observe que ¢ e —¢ sao as Unicas tais aplicagoes.

Finalizamos esta secao enunciando o teorema fundamental das subvariedades para as hiper-
superficies:

Teorema 2.1 i) Seja M™ uma variedade riemanniana simplesmente conexa e A : TM — T M
um tensor simétrico satisfazendo as equacoes de Gauss e Codazzi no caso de curvatura
seccional constante c. Entdo existe wma imersao isométrica f : M" — Q" l(c), onde
Q" (c) ¢ a forma espacial real de curvatura c, tal que A = Ag¢ para algum campo vetorial
normal unitdrio & € TM™*, onde A¢ denota a sequnda forma fundamental da imersao f.

i) Sejam f: M"™ — Q" (c) eg: M™ — Q" (c) hipersuperficies conexas e 5: TMfl — TMgl
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um dos dois isomorfismos de fibrados vetoriais. Suponha que
ay(X,Y) = gpas(X,Y)

ou ~
Oég(X, Y) - —¢Ckf(X, Y)

para todo X, Y € TM, onde oy e oy denotam, respectivamente, as sequnda formas funda-
mentais de f e g. Entdo existe uma isometria do ambiente

Q) - Q)

tal que g=T1o f edegoudT:—qgemTML.
2.2 Exemplos

A seguir veremos alguns exemplos de hipersuperficies que vao aparecer na classificacao
realizada no ultimo capitulo.

Para o caso do espaco euclidiano E"*! como ambiente da imersao temos:

Exemplo 2.2 Hiperplanos: sdo obtidos pela aplicacdo inclusdo i : M — E"1 onde M =
{p e B poi = 0}. Do exemplo 1.7 temos que tal hipersuperficie € totalmente geodésica e
portanto seu operador de forma é A=0. Veja ainda que M = E", isto €, a variedade riemannina
M com a métrica induzida pela imersao acima € isométrica ao espaco euclidiano E™.

Exemplo 2.3 Esferas: dadas pela inclusioi : M — E" tal que M = {p € E"*1; |]p||> =1/c}.
Neste caso, A = \/cI (como foi visto no exemplo 1.8) e M = S™(c).

Exemplo 2.4 Cilindros sobre esferas: obtidas pela aplicacio i : M — E" sendo M =
{peE™L pi+ . +pi=1/c} el < k < n. Tomando a se¢do normal unitdria N(p) =
—ve(p1y ooy Dk, 0, ..., 0) e calculando V x N, podemos concluir que A = \/cl_1 @ 0.

Exemplo 2.5 Cilindros sobre curvas planas completas: Seja M' uma variedade rieman-
niana unidimensional completa. Assim, M' € isométrica a S* ou E. Seja~y : M' — E? imersdo
isométrica. Entdo, v x i : M' x E"~Y — E" € uma hipersuperficie completa e pode-se calcular
A=KI &0, onde K € a curvatura de .

Exemplos de hipersuperficies na esfera S"!(¢):

Exemplo 2.6 Grandes esferas: obtidas com a inclusio i : M < S"1(¢) onde M =

{p € E"*2; |Ipl|? = 1/¢, pnie = 0}. Nesse caso, a imersdo € totalmente geodésica, ou seja,
A=0eM= S"(0).
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Exemplo 2.7 Pequenas esferas: dadas pela aplicacio inclusio i : M < S"TY(E) com
M = {p € E" 2, ||p||2 = 1/¢, pnao = /1/¢— 1/0}. Como M € uma variedade riemanniana

de curvatura constante ¢ > ¢, temos M = S™(c¢). O operador de forma desta hipersuperficie é

A=+/c—rcl.

Exemplo 2.8 Produto de esferas: obtido pela inclusao da variedade
M ={(p,) € B2 ol = 1/er, gl = 1/es, p € BEH, g € BV FH, e +1/er = 1/7, |

onde 1 <k <n—1, em S"TY(C). Neste caso, M = S¥(c1) x S"*(c3) e o operador de forma ¢é

A= (1/\/m>(01[k D CQIn,k).

Exemplo 2.9 Seja M = E! x S"!(c) e considere a imersao f : M — S"T1(¢) c E"*2 dada

por f(t,p) = ((1/\/c1)cost,(1/\/c1)sent,p), onde 1/ci + 1/ca = 1/¢c. O operador de forma é
andlogo ao do exemplo anterior, ou seja, A = (1/\/c1 + ¢c2)(c1ly @ calp—1).

Por conveniéncia, denotaremos uma circunferéncia isométrica a circunferéncia de raio 1//c
em R? por S(c).

Exemplo 2.10 Seja M = S'(c1/1?) x S Y(cy). Considere a imersio f : M — H"L(¢) dada
por f(t,p) = (f1(t),p), onde f1 : S'(c1/1?) — S'(c1) € a aplicagcdo que consiste em enrolar a
esfera S'(c1/1%) 1 vezes na esfera S'(c1). Note que a imagem de f € isométrica a S'(c1) x
S L(eg) com 1/cy +1/co = 1/c.

Hipersuperficies no espaco hiperbdlico H"*1(¢). Usaremos a notacao JH"*! para a “fronteira”
do espaco hiperbdlico no modelo do semi-espaco.

Exemplo 2.11 Hiperplanos: sdo obtidos pela imersio i : M — H"(¢) sendo que M =
{p € B ppy1 >0 epr =0} ouM = {peE"Y; poy1 >0, [p—pII> =1/d, pj,,; =0}, onde
p' € um ponto fizo em OH" ! e a norma é a euclidiana. Geometricamente, sdo as intersecgoes
de hiperplanos de E"! ortogonais ¢ OH" ! ou de esferas euclidianas de centro em OH" ! com
H"+1. Estas hipersuperficies sao totalmente geodésicas, isto é, A =0 e M = H"(c).

No final da presente secdo mostraremos que as hipersuperficies apresentadas a seguir sao
de fato umbilicas do espago hiperbdlico. Além disso, em cada caso, vamos calcular a curvatura
principal A da imersao, o que nos fornece o operador de forma A = A e as respectivas curvaturas
seccionais c.

Exemplo 2.12 Umbilicas: Nos exemplos que sequem p' é um ponto fizo de H**' e a norma
| . |l €a euclidiana.
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i) Esferas Geodésicas: obtidas com a inclusdo, em H" "1, de
M= {p SE™Y lp—p'|* = 1/d, phys > 1/\@}'

Tais hipersuperficies sio esferas do E"t! de centro euclidiano p' totalmente contidas em
H"+ e possuem curvatura seccional ¢ positiva.

ii) Horoesferas: dadas pela aplicacio i : M — H"T(¢) tal que
M= {p B p—p/|I* = 1/d, Py = 1/Vd}.

Essas hipersuperficies sio obtidas pela inclusio de esferas euclidianas, com centro em p',
tangenciando OH™ ! e tém curvatural seccional nula. Pode-se mostrar que tais esferas sao
isométricas, em H" T, a um hiperplano P de E"! paralelo & OH" . Como a métrica
induzida em P por H™1 é muiltiplo da métrica euclidiana, P € uma variedade de curvatura
constante nula e 0 mesmo se passa com sua imagem isométrica M, isto é, ¢ = 0 €, de fato,
a curvatura seccional dessa hipersuperficie.

iii) Hipersuperficies equidistantes: sao obtidas pela aplicacdo i : M — H" 1(¢) onde
M={p e E"Y; p—p/|? =1/d, ~1/Vd<py <1/Vd ep, #0}.

Ou seja, sdo interseccoes com H' ! de esferas euclidianas que cortam OH" ' sequndo um
angulo « € (0,7/2). Denotando tal intersecgao por X, é possivel mostrar a ezisténcia de
uma isometria (do espaco H" ') que leva ¥ na intersec¢io com H™ 1 de um hiperplano P
de E"1 que corta OH™ pelo mesmo dngulo . Agora, considere o hiperplano Q que é
ortogonal a OH™! e contém P N OH" . Pode-se mostrar que P, e portanto sua imagem
isométrica 3, € uma hipersuperficie equidistante da hipersuperficie totalmente geodésica Q.
Além disso, sua curvatura seccional ¢ € negativa.

Nos exemplos seguintes consideramos o modelo de Lorentz para o espaco hiperbdlico.

Exemplo 2.13 Considere a aplicagdo inclusdo i : M — H"1(¢) onde
M ={(p,q) € E™; pe SH(er), g € B H(ea), 1/er +1/c2 = 1/}

e k # 1. Nesse caso, M = S¥(c1) x H" *(cp).

Exemplo 2.14 Seja M = E' x H" (c3) e considere a hipersuperficie f : M — H"1(¢) dada

por f(t,p) = ((1/\/c1)cos\/eit, (1/ /c1)seny/eit,p). A imagem f(M) € isométrica a S'(c1) x
H"(cq) com 1/cy +1/cog = 1/C.
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Exemplo 2.15 Seja M = S*(c1/1?) x H" " Y(cq) e considere a hipersuperficie f : M — H""1(¢)
dada por f(t,p) = (f1(t),p), onde f1 : S*(c1/1?) — S(c1) € a aplicagdo que consiste em enrolar
a esfera S'(c1/1?) | vezes na esfera S'(c1). A imagem f(M) é isométrica a S'(c1) x H"(cg)
com 1/c1 4+ 1/cg =1/c.

Mais tarde, quando estivermos classificando hipersuperficies a menos de isometria, a afir-
magao “(M, f) é uma grande esfera”, por exemplo, significa que a imersao (M, f) é congruente
a hipersuperficie descrita acima como grande esfera.

Vamos agora mostrar que as hipersuperficies do espago hiperbdlico apresentadas no exemplo
2.12 sao realmente umbilicas. Para isto, vamos precisar de alguns resultados relacionados ao

conceito de métrica conforme. Dizemos que duas métricas riemannianas (, ), e (, );, de uma

g
variedade M, sdo conformes se existe uma funcio positiva u : M — R tal que <X,Y>§ =

u(X,Y), para todo X,Y € T'M.

Lema 2.16 Sejam M uma variedade diferencidvel, (, ), e (,); duas métricas riemannianas

_ g
conformes de M. Se V e V sdo as conexoes riemannianas de (, ), e (, );, respectivamente,
entao

VxY =VxY +5(X,Y),

1
onde S(X,Y) = o [(Xu)Y + (Yu)X —(X,Y) gradu| e gradu € calculado na métrica (, )

isto €, X(u) = (X, grad u),.

g}

Dem.: Sejam X,Y,Z € TM. Defina
VxY :=VxY + S(X,Y).

Vamos mostrar que V é a conexao riemanniana de (, ) > portanto V =V e o resutado segue.
Como S(X,Y) é simétrico, segue facilmente que V é simétrica. Basta mostrar que V é compativel

com a métrica (, )., ou seja,

g?
X(Y,2), = <VXY, Z>g + <Y, VXZ>§.
O membro esquerdo dessa igualdade é
X(u (Y, 2),) = X(u) (Y, 2), +u (VxY, 2), + u(VxZY),

e o direito é

w(VxY,Z), +u(Y,VxZ), +u(S(X,Y),Z), +u(Y,S(X,2)),
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Assim, basta mostrar

X(u) (Y, 2), = u(S(X,Y), Z), +u(Y,S(X, 2)),. (2.3)

Note que

w(S(X,Y),2), +u(Y,S(X.2)), = u <21u [X(u)Y +Y ()X — (X,Y), grad u} , Z>
g

#u (¥, g [X)Z + 200X - (X, 2), rad ] >

= %[X(u) Y, Z), +Y(u)(X,Z), - (X,Y), (gradu, Z),
+X(u) (Y, Z), + Z(u) (Y, X), — (X, Z), (X, Z) (Y,grad u) ]

= X(u)(Y.,2),.

Ou seja, a igualdade (2.3) é verdadeira, e o lema estd provado.

Lema 2.17 Sejam (M"‘H,<7 )y) uma variedade riemanniana, V sua conexdo de Levi-Civita
e f i M — (M (),
a métrica (, ); = u(, ), conforme a (,)

g
continua umbilica e

) uma hipersuperficie umbilica. Se a métrica (, >g for mudada para

entdo a hipersuperficie f : M™ — (]Tj”“,(, )2)

g’ g

<vx <\7/7a> ,Y>g - W (X,Y),, (2.4)

onde X,Y € TM, n é um campo unitdrio normal a f(M) em rela¢ao a métrica (, )g, Véa
conexao de Levi-Civita de (M”‘H, (,)g) € A=A, sendo A o operador de forma da imersao
foMm— (M (),).

Dem.: Sejam X,Y,Z € TM e = \if um campo unitdrio normal f(M) em relacdo a (, );.
u
Observe que f: M" — (]TJ/”H, (, )5) ser umbilica (A = M) é equivalente a
Ap) (X, Y); (p) = (A5 X, V)5 (p) = — (Vx7,Y ), (D),

para todo p € M. Portanto, basta mostrar a igualdade (2.4). O que passamos a fazer:
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= —\}EMX, Y), +

 —2ul +n(u)
= T ouvi (X,Y);-

a0 (X.V),

2 u — n(u)
2u\/u

Note que, da equagao (2.4), podemos obter a curvatura principal \ = da hipersu-

perficie f: M™ — (M™+! (, )g)-
g

Proposicao 2.18 As hipersuperficies umbilicas completas (nao totalmente geodésicas) do es-
paco hiperbdlico sdo as esferas geodésicas, as horoesferas e as hipersuperficies equidistantes.

Dem.: Pela proposicao 1.17 e teorema 1.18, concluimos que as hipersuperficies umbilicas do
espaco euclidiano E"*! estdo contidas em n-planos ou em n-esferas. Assim, as hipersuperficies
umbilicas do semi-espaco superior de E"*! estdo contidas nas interseccoes de tal espaco com
n-planos ou n-esferas de E*+1.

Considerando o modelo do semi-espaco superior para o espaco hiperbélico H* ™!, que é o

semi-espaco superior de E"*! com a métrica (, ). =

5= —3— (s )y conforme & métrica euclidiana

2
pn+1
(,) . Pelo lema 2.17, concluimos que as imersdes umbilicas de H"t! estdo contidas nas inter-
seccoes deste espaco com os n-planos ou n-esferas de E"T1. Ou seja, as hipersuperficies umbilicas
completas do H"*! sdo as mencionadas no enunciado.

a

Proposigao 2.19 Seja ¥ = S*(H"!' a interseccao de H" ' com uma n-esfera euclidiana
S™ C E* de raio 1 e centro em H"T'. Entdo a curvatura principal N da hipersuperficie
umbilica ¥ em H" coincide, a menos de sinal, com a altura do centro euclidiano de ¥ em
relacdo a OH" 1.



2.3 Alguns Resutados Sobre Hipersuperficies 35

Dem.: Pelo lema 2.17, a curvatura principal de 3 no espago hiperbdlico é

2 u — n(u)

=" 2" 2.5
2u\/u (25)
1 1 ~ s
Em nosso caso, u(p) = ——, A= —len: X — TY" é a secdo normal unitdria para fora da
DPn+1

esfera no semi-espaco superior de E"t1,

Para calcular n(u) = du(n), observe que basta considerar a derivagao de u(p) = —— na

n+1

direcao do eixo x,+1, pois em relacao as outras diregoes a derivada se anula. Tomando a projecao
de 1(p) no eixo x,4+1 obtemos cos @, onde # é angulo entre n(p) e tal eixo. Assim,
ou -2

n(u)|p, = cosf = cos 0.
P 3xn+1 p ng-l

Substituindo estes dados em (2.5) temos

A(p) = —pn+1 + cosb.

Agora note que geometricamente (a constante) A representa, a menos de sinal, a altura do centro
euclidiano de ¥ em relacdo & fronteira OH" 1.
g

Corolario 2.20 Na notacao da proposicao anterior e sendo ¢ a curvatura seccional de Y temos:

i) ¢ >0 se X € uma hiperesfera;
ii) ¢ =0 se ¥ € uma horoesfera;
iit) ¢ < ¢ <0 se X é uma hipersuperficie equidistante.

Dem.: Pela equacio de Gauss a curvatura seccional de ¥ é dada por ¢ = A2 +¢ = \? — 1.
Assim, se ¥ é uma hiperesfera ‘5\’ > 1 e c> 0. Se for uma horoesfera,

5\‘ =1ec=0. No caso
de ser X uma hipersuperficie equidistante, entao ‘5\‘ <lec<e<O
O

2.3 Alguns Resutados Sobre Hipersuperficies

Nesta secao mostraremos uma série de resultados que serao usados na classificacado das
hipersuperficies homogéneas feita no capitulo seguinte.
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Seja f: M" — M1 uma hipersuperficie. Denominaremos o posto do operador de forma
A, de niumero tipo da hipersuperficie em p e denotaremos ¢(p).

Proposicao 2.21 Dada uma hipersuperficie f : M™ — M”“(E). Se t(p) > 2, entdo

ker A, = {X € T,M; R(X,Y)=¢X AY, VY € T,M}.

Dem.: Denote o tltimo conjunto por Ty(p). No decorrer desta demonstragao A representard
Ap. Dado X € ker A, temos AX =0e AX N AY = 0, para todo Y € T,M. Pela equacao de
Gauss para curvatura seccional constante, R(X,Y) = ¢cX AN Y + AX AN AY = ¢X ANY. Logo,
X e T()(p).

Seja agora X € Tp(p). Tome Y € T,M tal que AY # 0 e (AX, AY) = 0. Note que isto
é possivel, pois o posto de A é maior ou igual a dois. Por hipdtese, AX A AY = 0, isto im-
plica que (AX,AX)AY = (AY,AX) AX = 0. Assim, (AX,AX) =0e X € ker A. Ou seja,
To(p) = ker A.
O

Proposicao 2.22 Sejam f e f imersoes isométricas de M™ como hipersuperficie em Mn+L, Se
t(p) > 3 para f em todo p € M"™, entao A = +A, onde A é a sequnda forma fundamental de f.

Dem.: Inicialmente, verificaremos que t(p) = Z(p) Suponha que N(p) < 1, entao AX NAY = 0,
vV X,Y € T,M, pois nesse caso, AX = aAY para algum a € R. Assim, terfamos Tp(p) =
{XeT)M; RIX,Y)=cXAY, VY € T,M} com dimensao n e isto contradiz o fato de ser
t(p) > 3 que é equivalente a dimTy(p) < n — 3. Portanto, t(p) > 2, V p € M e, pela proposicio
2.21, ker A = ker A = T(p). Como A e A siio operadores simétricos, temos ImA:Img:TOJ-(p).

Em particular, ¢(p) = t(p).

Vejamos agora que AX A AX = 0. Com efeito, se supormos que AX A AX # 0, podemos
escolher Y € T, M tal que AX NAX NAY #0. Mas, AXNAY = AXNAY = R(X,Y)—-cXA\Y,
pois o tltimo membro nao depende da imersdo. Logo, AX A AX A AY # 0 o que é absurdo.

Assim, podemos afirmar que para cada X € T,M, AX = aAX , onde a € R possivelmente
depende de X. Mais especificamente, temos <EX ,AX > AX = (AX, AX) AX.

Por outro lado, dados X1, X5 € TOl (p) linearmente independentes, temos AX; = angl,
AXy = a2AXs e A(X1+ X32) = azA(X1 + X3). Temos entao

A(X1 + XQ) =AX; +AXy = alAle + CLQAZXQ = agg(Xl + XQ) = agzz{Xl + agng,

ou, (a3 — ag)AVXl + (az — ag)ng =0, que implica a1 = as = as.
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Conclui-se que AX = aAX onde a independe de X. Como tal igualdade vale para X € ker A
temos
AX NAY = AX NAY = a?AX A AY,

ouseja,a==+le A, = :tgp.

Pelo teorema fundamental das subvariedades 2.1, duas hipersuperficies f : M"™ — ML (©) e
f:M™ — M"™"1(¢) sdo congruentes sempre que possuem a mesma segunda forma fundamental.
Observe que sobre as hipdteses da proposi¢ao anterior, podemos escolher a se¢ao normal £ de

tal maneira que A = A. Isto prova o seguinte

Teorema 2.23 Sejam f: M" — M”H(E) e f: M" — M”‘H(E) hipersuperficies. Se t(p) > 3
para todo p € M, entao (M™, f) e (M™, f) sdo congruentes.

Os resultados a seguir, tratam das possibilidades de imergir variedades riemannianas M"
de curvatura seccional constante ¢ como hipersuperficies de espacos de curvatura constante ¢.

Proposicao 2.24 Seja M"(c) uma hipersuperficie em ]\7”“(6) com ¢ # c en > 2. Entao

c>¢, o posto de A én e a imersdo é umbilica.

Dem.: Dado p € M, tome uma base {e1, ..., e, } de T, M, formada por autovetores ortonormais
do operador de forma A, e sejam {1, ..., A, } 0s respectivos autovalores. Pela equagio de Gauss,

R(ei, ej) =ce; N e; + Ae; A Aej = (E—i— )\i)\j)ei N ej.

Como M tem curvatura constante ¢, \;A; + ¢ = ¢ para ¢ # j. Concluimos entao que todos \;’s
sao iguais e nao nulos. De fato, para i # j # k # ¢ temos \;A; + ¢ = MA, + ¢, o que implica
Aj = M\ = A, para todo k,j = 1,....,n, e A2 = ¢ — ¢. Portanto, ¢ > ¢, posto de A é igual a n e
A% = (c—0)l.

O

Corolario 2.25 Sejam f e fv duas imersoes de M"™(c) como hipersuperficies em uma forma
espacial Q"TH(C). Sen > 2 ec#¢, entdo (M™, f) e (M™, f) sdo congruentes.

Dem.: Sendo n > 2 e ¢ # ¢, pela proposi¢dao anterior a imersdao é umbilica com autovalor de
A nao nulo, em particular, t(p) = n para todo p € M. Aplicando o teorema 2.23 concluimos o

resultado.
O
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O caso ¢ = ¢ é um pouco mais dificil e por este motivo usamos um teorema de O’Neill e
Stiel [30] o qual pode ser apresentado como

Teorema 2.26 Uma hipersuperficie completa M"™(c) de M”‘H(c) ¢ totalmente geodésica sempre
que ¢ > 0.

Proposigao 2.27 Sejam f e f imersoes totalmente geodésicas de M™ em uma forma espacial
Q"1(¢). Entio (M™, f) e (M™, f) sdo congruentes.

Dem.: Sendo os operadores de formas A e A ambos nulos, o resultado segue através do teorema
das subvariedades 2.1.
O

Proposigao 2.28 Seja (M™, f) uma hipersuperficie em uma forma espacial real Q"1(¢) tal
que t(p) > 3 ou t(p) = 0 para todo p € M"™. Entao para toda isometria ¢ de M", eziste uma
isometria T de Q"1 (¢) tal que fop =To f.

Dem.: Basta aplicar o teorema 2.23, se t(p) > 3, ou a proposicao 2.27, caso t(p) = 0, as imersoes

fefoo.

a

O seguinte resultado serd fundamental nos teoremas de classificacao. Porém, antes de
enuncia-lo vamos relembrar alguns conceitos e resultados sobre espacos de recobrimento: dada
uma variedade riemanniana M™, considere o seu recobrimento universal riemanniano 7 : M" —
M™ (no qual M é simplesmente conexo). H4 um resultado cldssico que garante a existéncia e
unicidade (a menos de isomorfismos de recobrimentos) de tal recobrimento, veja, por exemplo,
[22]. Observe que M" herda a estrutura diferencidvel de M™ através da aplicacio de recobrimento
7. Além disto, definimos a métrica riemanniana em M" por

(X,Y), = (drX,dnY) ., (2.6)

para todo p € MeX,Y € TpM.
Observacgoes:
1. A aplicacao de recobrimento associada m é uma isometria local. Com efeito, 7 é um
difeomorfismo local, em partiular dm é injetora e por (2.6) dm preserva produto interno.

2. Se (M™, f) é uma hipersuperficie de M"*!, entdao o é (M", f o m), por ser composicio de
imersoes isometricas e por manter co-dimensao 1.
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Denotando a segunda forma fundamental da dltima hipersuperficie por A para algum campo
normal unitario £&. A proposicao seguinte mostra como A e A estao relacionados.

Proposigao 2.29 Em cada p € M, Ap = :l:d7r*1A7r(p)d7r.

Dem.: Seja X um campo vetorial em M. Assim,
Vxé=—d(fon)AX = —dfdrAX,

onde é é um campo vetorial unitario em M sobre f om. Por outro lado, todo campo em M §é
localmente da forma drn(X) para algum X € TM , pois ™ é uma isometria local.

Considerando £ um campo vetorial umitario em M sobre f temos

Virx€ = —df A(dr X).

Como d(fow)(TpM) = df(dﬂ‘(TpM)) = df (Tr(p)M), temos que ép = & (p)- Portanto, para
cada p € M,
(ng)P = (VdﬂX(ig))w(p) = :l:(vdﬂ'Xg)W(p)7

ou seja, dfdﬂfle = *df Appydn X.

Como df € injetora, dﬂApX = +A;)dn X, para todo X € TM e Sendo dr injetora obtemos

ApX = :|:d7T_1A7r(p)d7TX.

Seja f : M™ — M™! uma hipersuperficie. Chamamos de curvaturas principais de M em p
os autovalores de A, e de vetores principais os autovetores de A, associados. O lema seguinte,
nos diz que as curvaturas principais variam continuamente em M.

Lema 2.30 Seja M™ uma variedade riemanniana e A, um operador simétrico variando difer-
enciavelmente com p € M™. Entdo existem n fungoes continuas A\ > Ag > ... > A\, tais que
para cada p, {\1(p), ..., \u(p)} sdo os autovalores de A,.

Dem.: Seja h(t,p) = t" + a1t" ! + ... + a, o polindémio caracteristico de Ap. Note que cada a;
¢ uma funcao diferencidvel de p. Suponha que p1, ...,/ sa0 os autovalores distintos de A,, e
seja my, i = 1, ..., 7, suas respectivas multiplicidades. Assuma que p1 > po > ... > p,. Sejam €
arbitrario e

1
€= ml’n{eo, 3 min |p; Nj|}-
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Considere a esfera complexa C; = {z € C; |z — p;| = €}. Observe que € foi determinado
de tal maneira que C; ndo contenha nenhuma raiz de h(t, po), ou seja, h(z,pg) # 0, para todo
z € C;.

Escolha dp > 0 tal que se d(p,po) < do, entdao h(z,p) # 0 em C;, onde d é a fungao distancia
em M induzida pela métrica riemanniana. A escolha de um tal dy é sempre possivel, pois h(z, p)
é uma funcao polinomial, em particular, continua em seu dominio. Logo,

1 R (z,po)

= — dz.
™ o c; h(z,po) :

De fato, h(z,po) = (2 — pi)™ R(z, po), onde R(u;,po) # 0, e B’ (z,p0) = mi(z — pi)™ 1 R(z, po) +
(Z - N’L’)R,(zaPO)' ASSiHl,

- o= (2 ey ) 2 = e

onde a tdltima igualdade vem do fato de % ser analitica num aberto de C contendo Cj.

Agora note que,

o ) (G - s

h'(z,p)
) ' 42

/ h/ h/ h/
< i sup h (Z)p()) . (Zap) ‘ ’dZ‘ < esup (Z7p0) - (Z,p)‘
™ Jo; 2€C; h(z,po) h(z7p) z€C; h(vao) h(Z,p)
W(z,p) |

é continua (e portanto uniformemente continua) em C; x Vj,,, onde V}, é

hl(z»po) _ h/(z,p)
h(z,p0)  h(z,p)
para todo z € C;. Portanto, existe § < dg tal que d(p, po) < ¢ implica

W (z,p0) N'(z,p) ‘
sup - < 1.
zeC h(z7p0) h(zvp)

Como a fungao
h(z,p)

o fecho de uma vizinhanca de pg, concluimos que

converge para 0 quando p — po,

Com isso, obtemos

1 /
my - W(zp) | _
271 C; (Zap)

sempre que d(p,pp) < 6.

Mas a integral do primeiro membro em (2.7) é um muiltiplo inteiro de 27, na realidade é o
numero de zeros de h(z,p), no interior de C;, multiplicado por 27i. De onde temos que h(z,p)
tem m; zeros no interior de C;.
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Em nosso caso, A; é real e portanto se d(p,po) < 0 entao |Ai(p) — \i(po)| < € < €.
|

Proposigao 2.31 Seja A como no lema 2.30 e suponha que exatamente dois autovalores \ >
sao distintos em cada ponto. Entao A e u tém multiplicidades constantes e sao diferencidveis.

Dem.: Dado pg € M, sejam

A1(po) = ... = Ak(po) = Ao > po = Aer1(Po) = - = An(po)-

Pela continuidade de cada \;, existe uma vizinhanga de pg tal que

A
Ai > O—guo >N, paral<i<kek+1<j<n
Como apenas dois autovalores sao distintos em cada ponto, A\i = ... = \p = A>pu=\+1=

... = Ap, nesta vizinhanca. Isto mostra que para cada inteiro k,
U = {p € M"™; multiplicidade de \(p) = k}

é aberto.

Como 1 < k < n, M é a uniao disjunta de abertos Uy e conexa (ou seja, s6 admite cisao
trivial) concluimos que M = Uy, para algum k. Isso mostra que as multiplicidades dos autovalores
A e p sao constantes em M.

Seja k a multiplicidade do maior autovalor A. Defina as funcoes auxiliares f,g : M — R por

F0) =kXp) +1ulp) e g(p) = k(k — DA*(p) + 2kIN(p)u(p) + 1(1 — 1) (p),

onde [ = n — k. Observe que ambas sdo coeficientes do polindémio caracteristico de A

r(t) = (t = MMt — )",

Mais especificamente, f e g sdo os coeficientes dos termos t" "' e "2, respectivamente. Isto
implica que f e g sdo diferencidveis. De fato, o polinémio caracteristico r(t) = det(A, — tI) é
dado por somas de produtos de elementos da matriz A, —tI. Como A, varia diferenciavelmente
em relag@o a p, os coeficientes de r(t) serao fungoes diferencidveis de p.

Observando que f2 = k2)\2 + 2kiAp + 1242, temos kA2 +1u? = f2 —ge (Iu)? = (f — kM2
Estas duas ultimas igualdades implicam que

knd? = 2kfA+ f2—1(f*—g)=0.
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Defina outra funcdo auxiliar por h(t,p) = knt? — 2kft + (1 — 1)f? + lg e observe que

h
h(A(p),p) =0, h é C*® e ?)t = 2knt — 2k f = 2k(nt — kX — lp). Assim,

Oh

a()\o,po) = 2k(nXo — kAo — lpo) = 2kl(Ag — po) # 0.

Para facilitar a notacdo, escrevamos a funcdo h como h(t,p) = a(p)t? + b(p)t + c(p), de onde

b= Vb2 —4dac
a 2a '

obtemos
A(p)

oh
Como a()\g,po) # 0, temos b? — 4ac > 0. Isso implica que A(p) é C™.

Sendo p(p) = (tragoA, — kA(p))/l, concluimos que p é C*.

Proposigao 2.32 Seja f: M™ — ]\7”“(5) uma hipersuperficie. Se em cada ponto de M, exata-
mente duas curvaturas principais sao distintas e X € uma dessas curvaturas, entao a distribuicao
T\ = {X € TM; AX = \X} € diferencidvel e involutiva. Se dimTy\ > 1, entao X\ = 0 para
todo X € T).

Dem.: Inicialmente, vamos mostrar que Ty é C'*°. Dado pyp € M e supondo A > p em py,
escolha uma vizinhanca U de pg tal que o campo normal unitario ¢ esta definido e A > pu. Pela
proposigao 2.31, A e u sao diferencidveis e de multiplicidades constantes.

Agora tome campos diferenciaveis X1, ..., X, em U tais que X7, ..., X geram Ty e Xy 11, ..., Xy,
geram T}, em pg. Defina

v =) (A=p)Xi para  i=1,..k
"l (A=XNX; para i=k+1,...,n

Note que Y; é um campo diferencidvel em U para cada i = 1,...,n. Além disso, Y1, ..., Y, sdo
linearmente independentes. Vamos mostrar que Y7, ..., Yy gera T, para isto basta que Y; € T)
para todo i = 1,..., k. Mas,

(A=NY; = (A=A = p)Xi = (A2 = (A + p)A+ M) X; =0,
pois t2 — (XA + u)t + A é o polinémio minimo de A. Portanto, Ty é C°.
Vejamos agora que T\ é involutiva. Dados X,Y € T) temos

AIX,Y] = A(VxY — VyX) = A(VxY) — A(Vy X).
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A equagao de Codazzi Vx(AY) — A(VxY) = Vy(AX) — A(Vy X) implica que
A[X,Y] = Vx(AY) — Vy(AX) = Vx(\Y) — Vy(AX) = X(\)Y — Y(A\)X + A[X, Y],

ou ainda,

(A—N[X,Y]=X\Y - Y(N)X.

O membro esquerdo da tltima igualdade pertence a 7T, e o direito pertence a T, logo sao
ambos nulos e A[X,Y] = A[X,Y], isto é, [X,Y] € T e Ty é involutiva.

Se dimT) > 1, dado X € T) escolha Y € T) tal que X e Y sejam linearmente independentes.
Assim, X(A)Y — Y (\)X = 0 implica X(\) = 0.
O

Dada uma variedade riemanniana M"™ com a conexao de Levi-Civita V, uma distribuicao
A em M é dita totalmente geodésica, ou, auto-paralela, se VxY € A para quaisquer X,Y € A.
Se VxY € A para quaisquer X € TM e Y € A a distribuicao é chamada paralela.

Proposigao 2.33 Se f: M"™ — ]’\\/[/”H(a € uma hipersuperficie com duas curvaturas principais
distintas e constantes \ e p, entao as distribuicoes T e T),, definidas na proposicao 2.32, sdo
paralelas.

Dem.: Vamos mostrar primeiro que se X; € T e X; € T), entao Vx, X; € T\ e Vx, X; € T),.
Pela equagao de Codazzi, Vx,(uX;) — Vx,(AX;) = AVx,X; — AVx, X;. Como X e u sdo
constantes, obtemos

(A — A)VXJXz = (A — /L)VXlXJ

O lado esquerdo desta igualdade estd em 7}, e o lado direito em 7). Portanto ambos sao nulos,
isto é, VXin €eTheVx,X;eT,.

Para mostrar que Vx,X; € Ty se X;, Xy € T), basta observar que dado Y € T, temos
9(Vx,X;,Y) = —g(X;,Vx,Y) = 0, pois como vimos acima Vy,Y € T),. De forma andloga
concluimos que VXj,Xj €T, para X;, X € T),.

Desta forma, mostramos que se X € T\ e Y € T}, entao VzX € T\ e VY € T, para todo
ZeTM.
Od

Proposigao 2.34 Se M = My x My é uma variedade diferencidvel produto e g € uma métrica
riemanniana em M com respeito a qual as distribuicoes T My e T My sdo totalmente geodésicas,
entao g € o produto das métricas riemannianas g; de M;, 1 < i < 2.
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Dem.: Como as distribuicoes T'M; e T' My sao totalmente geodésicas, sao também involutivas.
Pela proposigao 1.2, existe um sistema de coordenadas x1, ..., ,, numa vizinhanca de p, tal que
as equagoes x; = 0, 1 < i < k, (respectivamente z; = 0, kK + 1 < j < n) definem uma variedade
integral de T'Ms (respectivamente T Mj).

Agora, defina uma vizinhanga V' de p tomando |z;| < d, 1 <7 < n, onde § > 0 é suficiente-
mente pequeno para que o sistema de coordenadas x1, ..., T seja um homeomorfismo de V' com
o cubo |z;| < § em R™. Seja V; (respectivamente V3) o subconjunto de V' definido por |z;| < ¢
sel<i<kexzj;=0sek+1<j<n (respectivamente |z;| <dsek+1<j<nex;=0se
1<i<k).

Note que V; e V5 sao variedades integrais de T'M; e T'Ms, respectivamente, passando por
p. Além disto, V1 e Vs s@o vizinhancas de p das variedades integrais maximais M; e Ms, e mais
ainda, V = V; x Vs,

9
ox;

7
produto direto das métricas em V; e Va. Para isto, mostraremos que

Denotando X; = , ¢ = 1,...,n. Vamos mostrar que a métrica riemanniana de V é o

i) gij = (Xi, Xj) sao independentes de zjy1,...,x, para 1 <i,j <k,
ii) ¢ij = (Xi, Xj) sdo independentes de 1, ...,z parak+1<i,j <ne

iii) g;j = (X;, X;) =0quando 1 <i<kek+1<j<n.

A 1ltima afirmacao segue dos fatos de T'M; e T'Ms serem ortogonais, X; € TMysel <i < k
eX;€TMysek+1<j<n.

Vamos mostrar a afirmagao i) e a prova de ii) é inteiramente andloga. Sejam 1 < i < k
ek+ 1< j <n. Da proposicao 2.33 temos VXin € TM; e Vx,X; € TM>. Pela simetria
da conexao, V x;Xi — Vx, Xj = [Xi, X;] e como o colchete entre campos coordenados é nulo,
obtemos Vx, X; — Vy,X; = 0. Além disto, como V é compativel com (, ) concluimos que

X;(g9u) = (Vx,Xi, Xi) + (Xi, Vx, X;) =0,

para 1 <i,1 <k, o que prova a afirmagao i).

Teorema 2.35 Seja f: M™ — M”‘H(a uma hipersuperficie cujas curvaturas principais sao
constantes. Se exatamente duas sao distintas, entao M ¢ localmente isométrica ao produto de
dois espacos de curvatura constantes ou ao produto de um espaco unidimensional com outro de
curvatura constante. Além disso,

Ap+¢=0,
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onde \ e pu sao as curvaturas principais distintas.

Dem.: Suponha, sem perda de generalidade, que A > u. Pela proposicao 2.32, T e T}, sao
distribuicoes diferencidveis e involutivas. Da proposicao 2.33 temos que T e T}, sao distribuicoes
paralelas.

Da proposicao 2.34, segue ainda que M é localmente isométrica ao produto riemanniano
das variedades integrais maximais My e M, de T\ e T}, respectivamente. Se dimM) > 1, pelo
item i) do lema 1.5 e a equacao de Gauss, temos que a curvatura seccional de M) é constante e
igual a A + ¢. O mesmo ocorre para M,. Se dimM), = 1 entdo M ¢é localmente isométrica ao
produto entre o espago unidimensional M) e o espaco M, de curvatura constante u? +¢.

Pelo segundo item do lema 1.5 e a equacao de Gauss de f, dados X € T) e Y € T, temos
AM+c=Ky(X,Y)=0.
O

No préximo resultado demonstraremos uma importante relacdo denominada formula funda-
mental de Cartan. Em seguinda, vamos utilizd-la para demonstrar um teorema devido a Cartan
[9], segundo o qual, a hipdtese no teorema 2.35 de se ter no maximo duas curvaturas principais
distintas, nao traz nenhuma restricao quando o ambiente da hipersuperficie for de curvatura
negativa ou nula.

Teorema 2.36 (Férmula Fundamental de Cartan) Seja f : M™ — M™1(¢) uma hipersu-
perficie com curvaturas principais constantes. Entao

) mjmzo, Vi=1,..1, (2.8)
: Py

J=1

AjFEN

onde l denota o niumero de curvaturas principais distintas A1, ..., \; da hipersuperficie emy,...,my
suas respectivas multiplicidades.

Dem.: Sejam X1, ..., X;, campos diferenciaveis definidos em um aberto U de M, formando uma
base do espaco tangente em cada ponto de U e tais que AX; = \; X;, para i = 1,...,n. Observe
que para \; # Aj,

(Vx, A)Xi, Xj) = (Vx, (AXi), Xj) — (AVx, Xi, Xj) = (N — ) (Vx, Xi, Xj) -

Assim, pela equagao de Codazzi e por ser Vx A auto-adjunta

1 1

(Vx, Xi, Xj) = ) (Vx,A) X, Xj) = Y ((Vx,;A)X;, X)), (2.9)
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que se anula quando A\ = A\; # A;j.
Analogamente,

1 1

(Vx, X, Xi) = Oy =) (Vx, A)X;, Xi) = YES ((Vx;A) X, X)), (2.10)

que também se anula se A\, = A\; # A;.

Usando as equagoes (2.9) e (2.10) junto as equagoes de Gauss e Codazzi, para i,j = 1,...,n
e \; # Aj, obtemos:

cH AN = (R(X, X5) X5, Xi)
= (VXY X, X) = (Vi Vi X, X) = (Vi X, X )
= X <VX].XJ-,X¢> - <VXij’inXi>
X (Vo X, X) + (Vi X, Vi, X) = (Vi 3 X5, Xi)
= (Vx.X5, Y, X0) = (Vi X5, X )

AN = (VX Vi X) - L . ((Vix, x4 X5, Xi)
= (Vx,X;, Vx,Xi) — N — )\Z (Vx, A)Xj, [Xi, X;])
= (Vx,X;,Vx,Xi) — = Az ((Vx,A)X;,Vx, X;) — (Vx,A)X;,Vx, X;))
= (Vx,X;,Vx, Xi) — Az (((Vx, A)Xi, Vx, X;) — ((Vx,A) X, Vi, X;))
— (VX[ Vi X)) AjiAi(Ai — ) (VX Vi, X))

= 2(Vx,X;, Vx,X;)
= 2 <VXZ.XJ-, 3 <VXjXZ-,Xk>Xk>
k=1

k=1
_ o ¥ (Vx, A)Xi, X))
= (=A%) (N — A)
AeANi N

(Observe que a sétima igualdade sé é vélida quando a base {X7,..., X, } é ortonormal.)

Isto implica que
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Xni NN, f (Vx, A)Xi, X;)?
=1 (=) 2 =)0 = M) (i — )
AjFEAG A FEXN AN FE N
nooCH AN
= -y ST A%k
=1 (A = k)
ApFEN

Ou seja,

Aj#EN

Teorema 2.37 Seja M™ wma hipersuperficie em M"T1(¢), onde ¢ < 0, cujas curvaturas prin-
cipais sdo constantes. Entao no mdzimo duas delas sdo distintas.

Dem.: Considere primeiro que ¢ = 0. Sejam Ay, ..., A, as curvaturas principais da hipersuperfi-
cie. Fazendo uma mudanca no campo normal, se necessario, podemos assumir que existe alguma
curvatura principal positiva. Defina

v :=min{\;; \; > 0}.

AjY AjY
Aj = Aj =
Logo, por (2.8), se houver mais que uma curvatura principal distinta entao havera exatamente
duas e A1y = 0.

Note que se existir \; < 0, entao > 0. Por outro lado, se houver A\; > ~, entao > 0.

Considere agora o caso ¢ < 0, sem perda de generalidade, suponha ¢ = —1. Podemos
assumir que existe A; > 0. Sejam

Ar=max{\;0< A\ <1} e p:=min{\;\ > 1}.

Se X existe, assuma inicialmente que nao existe curvatura principal no intervalo aberto (A, 1/X).

Entao,
-1 —l—)\)\j _ /\)\j — 1/)\
XA XA

é positivo para todo A\; # A, exceto possivelmente para A; = 1/\. Portanto, se existe mais que
uma curvatura principal distinta, por (2.8), entao hé exatamente duas e \j A2 = 1. Assuma agora
que exista alguma curvatura principal em (A, 1/X). Assim, pu € (\,1/\) e nao existe nenhuma
curvatura principal em (1/p, ). Podemos portanto aplicar o argumento acima para p ao invés
de A.
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Finalmente, se ndo existir A; € (0, 1], entao u existe e novamente (1/u, 1) ndo contém qual-
quer \;.
|

Se ¢ for positivo no teorema acima, a afirmagcao é falsa. De fato, podem haver 1, 2, 3, 4 ou
6 curvaturas distintas, como provado por Miinzner em [27] e [28].

Teorema 2.38 Seja M™ uma variedade riemanniana, conexa, simplesmente conexa e completa.
Se My e M, sao as variedades integrais mazimais das distribuicoes Ty e T),, respectivamente,
definidas na demonstracao do teorema 2.35. Entao M ¢é isométrica ao produto My x M,

Para uma demonstragao deste teorema veja [21] pg 187.



CAPITULO 3

Hipersuperficies Homogéneas

Uma variedade riemanniana é dita homogénea se seu grupo de isometrias é transitivo. Neste
capitulo apresentamos uma classificagdo das hipersuperficies homogéneas conexas, com ¢(p) # 2,
nas formas espaciais reais E"*1, H"*t! ¢ §7+1. Na esfera S"t!, tal classificacio se restringira
a0 caso em que a imersao possui no maximo duas curvaturas principais distintas. Para as
hipersuperficies homogéneas em E"*! e H"*!, devido ao teorema 2.37, nio é necessario adicionar
tal hipdtese. Para uma classificagdo mais detalhada das homogéneas na esfera indicamos [37].

3.1 Resultados Principais

Teorema 3.1 Toda variedade riemanniana homogénea € (geodesicamente) completa.

Dem.: Seja M uma variedade riemanniana homogénea e pg € M. Iremos mostrar que uma
geodésica v = p; partindo de pgy esta definida para todos os valores de seu parametro t € R.

Dados p um ponto qualquer de M e v : [0,a] — M uma geodésica y(t) = p; parametrizada
por comprimento de arco. Observe que os pontos inicial e final dessa geodésica sao v(0) = pg e
v(a) = p,. Tome uma isometria ¢ de M tal que ¢(p) = p,. Pela proposicao 1.3, existe € > 0 tal
que, para todo vetor unitdrio X € T, M, a geodésica exp(tX) estd definida para |t| < e.

Afirmamos que v pode ser estendida para o intervalo [0, a + ¢]. Com efeito, note que d¢~!
transforma o vetor unitdrio 7/(a) em um vetor unitdrio X € T,M, isto é, X = d¢*(v'(a)).
Como exp(tX) é uma geodésica passando por p, ¢(exp(tX)) serd uma geodésica que passa em
pa com vetor tangente 7' (a) nesse ponto. Tal geodésica pode ser escrita por

Patt = ¢(exp(tX)), 0<t<e

Assim, podemos definir y(t) = p; para t € [0,a + €] de tal maneira que 7 continue uma geo-
désica. Analogamente, podemos estender v(t) = p; para t < 0. Aplicando o mesmo raciocinio
recursivamente é possivel definir tal geodésica para todo ¢t € R.

Od
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Observagao 3.2 Se M ¢ uma variedade riemanniana, V sua conexdo de Levi-Civita e ¢ uma
isometria de M. Dado p € M, entao

dgb(vXY) = vdqbXd(lSK V X,Y € TpM.

De fato, sendo ¢ : M — M uma imersao isométrica, pela identificacao feita no inicio da se¢do
1.3 (sobre imersoes isométricas), dados X,Y € TM temos a igualdade dp(VxY) = VxY.
Por outro lado, como a codimensao da imersao € zero, a componente normal € nula e podemos
escrever VagxdpY = VxY. Portanto, dp(VxY) = VasxdoY,V XY € TM.

Teorema 3.3 Seja f : M™ — M”‘H(a uma hipersuperficie homogénea. Entao t(p) < 1 para
todo p € M ou t(p) € constante em M.

Dem.: Pela proposigao 2.21, se t(p) > 2 entao

ker A, = Ty(p) = {X € T,M; R(X,Y)=¢X AY,VY € T,M}.

Seja ¢ outro ponto de M e ¢ uma isometria de M tal que ¢(p) = ¢, a qual existe por ser
M homogénea. Sabemos que d¢ ¢ um isomorfismo de T,M sobre T,M que preserva produto
interno. Portanto,

do(To(p)) = {doX € T,M; R(X,Y)=¢XAY, VY € T,M}
(d6X € T,M; R(d$X,doY) = &(dpX AdeY), VY € T,M}
= To(q).

Note que a segunda igualdade segue da seguinte equivaléncia, que é facilmente demonstrada com
a ajuda da observagao 3.2:

R(X,Y)=cX NY, VY € T,M <= R(d¢X,dY) =c(dpX NdpY) VY € T, M.

Sendo d¢ isomorfismo temos dimTy(p) =dimTp(q), ou seja, dimker A, =dimker A, o que
implica t(p) = t(q).

No caso t(p) < 1, para algum p, temos dim7Ty(p) = n pois AX AN AY = 0, para todo
X,Y € T,M. Assim, por argumento andlogo ao realizado acima, dimTy(p) =dimTp(q) para
qualquer ¢ € M, logo AX N AY =0, para todo X,Y € T, M, isto é, t(¢q) < 1 para todo a € M.

O

Teorema 3.4 Seja (M™, f) uma hipersuperficie homogénea de uma forma espacial real Q"1 (¢).
Se t(p) > 3 para algum p € M, entdao as curvaturas principais de M sao constantes.
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Dem.: Sejam p,q € M e uma isometria ¢ de M tal que ¢(p) = q. Pela proposicao 2.28, ¢ pode
ser estendida a uma isometria 7 de @, isto é, 7o f = f o ¢. Note que dado um campo normal
unitario £ em uma vizinhanca de p, entao d7¢ é um campo normal unitario numa vizinhanca de
q. De fato, 7o f = f o ¢ implica que o espago tangente T,y M ¢é levado (isometricamente) a
Tr(p(p))M por dr.

Agora, observe que
dr (%df Xg) — _drdf AX = —dfdpAX,

por outro lado,
Vdefxde = Vdfd¢XdT£ = :Eded(bX.

Pela observagao 3.2, drv x&= 6617 xd7€, logo temos que

—dfdpA,X = +df Ay dpX = A, = +dpA,do.

Assim, Ag = dczSAgd(é_l implicando que Ag e AI% possuem os mesmos autovalores. Ou seja,
o quadrado das curvaturas principais \; : M — R, i = 1,...,n, sao constantes em M. Pelo lema
2.30, as curvaturas principais Ay > Ao > ... > A, sa@o funcgoes continuas em M. Portanto, \;,
i =1,...,n sao funcoes localmente constantes e como M é conexa, afirmamos que tais fungoes
sao constantes em M. Com efeito, o conjunto

U={peM; \(p) = \i(q) fixadoge M,i=1,...,n}

é aberto por serem \;, ¢ = 1,...,n fungoes localmente constantes e é fechado por conter seus
pontos de acumulacao. Sendo M conexa, concluimos que U = M, o que prova o teorema.
O

Teorema 3.5 Seja M™ wma hipersuperficie homogénea em uma forma espacial Q"1 (¢) onde
¢ <0 et(p) #2 para algum p € M. Entdo um dos seguintes casos ocorre:

i) M™ é um espago de curvatura constante ¢ e t(p) < 1 para todo p,

ii) M™ € um espago de curvatura constante ¢ > ¢, t(p) = n para todo p € M e a imersao €
umbilica,

iit) M™ € localmente isométrica ao produto riemanniano de variedades de curvatura constante
MFO2 +2) x MP (2 +2) onde \u+¢=0el <k<n-—1,

w) M™ ¢é localmente isométrica a M} x My~ (u? 4 ) para alguma constante pu.
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Dem.: Pelo teorema 3.3 exatamente uma das seguintes situagoes ocorre: t(p) < 1 para todo p,
ou, t(p) > 3 é constante em M.

Se a primeira ocorre, entdo M é um espaco de curvatura constante ¢. De fato, da equacao
de Gauss temos
R(X,)Y)=cX AY, V XY € T,M,

pois AX N AY = 0.

Se t(p) > 3, pelo teorema 3.4, as curvaturas principais sdo constantes. Assim, pelo teorema
2.37 existem no maximo duas curvaturas principais distintas. Se todas essas curvaturas sao
iguais e nao nulas, a imersao é umbilica, t(p) = n e pela proposi¢do 1.16 M tem curvatura

constante ¢ > ¢.

Se as curvaturas principais ndo sao todas idénticas, existem exatamente duas distintas, se-
jam A\ > u. Portanto, do teorema 2.35, concluimos que M é localmente isométrica ao produto
de dois espagos de curvaturas constantes como esté descrito nos itens iii) e iv) do enunciado.

O

Teorema 3.6 Seja (M", f) uma hipersuperficie homogénea em E"*!  tal que t(p) # 2 para
algum p € M. Entao, uma das seguintes afirmacdes ocorre:

i) M =E"™ e (M, f) é um hiperplano,
i) M =St xE"! e (M, f) é um cilindro sobre uma curva plana fechada,
iii) M = Sk(c) x E" % onde c >0 e2 <k <n. (M,f) é um cilindro sobre uma esfera,

iw) M =8"c), c>0e(M,f)éuma esfera.

Dem.: Pelo teorema 3.3 t(p) < 1, ou, t(p) é constante para todo p € M. No primeiro caso,
temos que M™ é uma variedade riemanniana flat, isto ¢, localmente isométrica a E". Com efeito,
AX NAY =0, para todo X,Y € T, M, implica R(X,Y) = 0. Além disso, pela proposicao 3.1 M
é completa. Logo, pelo teorema de Hartman-Nirenberg (cf. [15], pg.72), M é isométrica a um
cilindro sobre uma curva plana, C'*® e regular. Sendo uma variedade unidimensional, tal curva
¢ difeomorfa & R ou S! e isométrica a (a,0), (a,b), (—o0,00), ou, S', onde a,b € R e a < b.
Como nos dois primeiros casos o cilindro nao é completo e consequentemente nao homogéneo,
concluimos que M é isométrica & E™ ou S' x E"~!, caso seja ou ndo simplesmente conexa,
respectivamente.

Considere agora o caso t(p) > 3 e constante. Pela proposicao 2.29, a hipersuperficie de
recobrimento universal (M, f om) é tal que A, = idﬁ_lAW(q)dﬂ', para todo g € M, onde A é a
segunda forma fundamental de imersao (M, f o).
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Assim, se t(p) = n, pelo item ii) do teorema 3.5, M e portanto M é um espaco de curvatura
constante ¢ > 0. Por ser, completa e simplesmente conexa, pelo teorema 1.6, M é isométrica a

S™(e).

Se t(p) = k < n, existe um campo unitério normal ¢ definido globalmente em M (pois
M é orientével por ser simplesmente conexa) e portanto Th = {X € TM; AX =X} e Ty =
{X € TM; AX =0} estdo definidos em todo M.

Pelo teorema 2.38, M é isométrica ao produto riemanniano das variedades integrais max-
imais das distribuigoes T e Ty, denotadas por M) e My. Isto é, M = My x My. Como M é
completa e simplesmente conexa, o mesmo ocorrerd com My e My. De fato, se My ou My nao
for completa, é facil ver que My X My também nao serd. E como o grupo fundamental de M
é o produto dos grupos fundamentais de M) e My, temos que os grupos fundamentais dessas
variedades devem ser triviais. Pelo teorema 2.35, M) e My sao ainda espagos de curvaturas
constantes A% e 0, respectivamente. Ou seja, M & isométrica & S* x E"*.

De 2.23 temos, em cada caso, que a hipersuperficie de recobrimento (M , fom) é congruente
aos espagos modelos correspondentes (veja exemplos das esferas e cilindros sobre esferas no es-
paco IE"H). Assim, em particular, f o m e consequentemente 7 sao injetoras. Sendo aplicagao
de recobrimento e injetora, m é uma isometria, M é simplesmente conexa e o resultado segue.

O

Teorema 3.7 Seja (M™, f) uma hipersuperficie homogénea em H"1(¢), ¢ < 0, tal que, para
algum p € M, t(p) # 2. Entao, uma das sequintes afirmagoes ocorre:

i) M € um espago de curvatura constante ¢,
ii) M € um espago de curvatura constante ¢ > ¢ e a imersao é umbilica,

i) M é o produto S*(c1) x H" *(cp), onde 1 <k <n e % + é =1

c’

i) M € localmente isométrica a E' x H" 1(c2) para uma certa constante ca. Se M é simples-
mente conexa, a hipersuperficie é congruente a imersio de E' x H" !(cp) sobre S'(c1) x
H"Y(c2) dada no evemplo 2.14. Se M ndo for simplesmente conexa, a hipersuperficie é

congruente & imersio do evemplo 2.15. A imagem f(M) € isométrica a S'(c1) x H* 1(cg)
1
<.

com % + é =
Dem.: Por 3.3, t(p) < 1, ou, 3 < t(p) =constante, para todo p € M. Se o primeiro ocorre, M
é um espago de curvatura seccional constante ¢. Se t(p) > 3 para todo p, entdo as curvaturas
principais sdo constantes e no maximo duas sao distintas (3.4 e 2.37), quais sejam A > u. Se
X = p, M é um espaco de curvatura constante ¢ = A2 + ¢ > ¢ e a imersdao é umbilica. Se
A > u, aplicando o teorema 2.35, temos que M é localmente isométrica ao produto riemanniano
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MF@E+X\2) x M™%+ 1?). Se k # 1, por um raciocinio analogo ao da demonstracio anterior,
concluimos que M =2 S*(¢ + \2) x H"F(C + 1?).

Se k = 1, M é localmente isométrica a E! x H" 1 (¢4 p?). Além disto, se M é simplesmente
conexa, por 2.23, (M, f) é congruente & imersdo de E! x H""!(cy) sobre S'(c;) x H**(cz) ap-
resentada no exemplo 2.14 e f(M) é isométrica & S'(c;) x H*"!(cz). Se ndo for simplesmente
conexa, M é isométrica a S x H" !(c), onde S! é isométrica a uma circunferéncia cujo raio
é multiplo inteiro de \/% De fato, considerando somente a parte da imersdo que leva S' em
S1(c1), temos um homeomorfismo de um espaco de Hausdorff compacto em um espaco de Haus-
dorff que portanto é uma aplicagdo de recobrimento. Pela classificagao dos recobrimentos em
S*(c1) temos que S! é isométrica a uma circunferéncia de raio miltiplo inteiro de 1/¢; e portanto
a imersao é congruente a do exemplo 2.15.

O

Vale ressaltar que no artigo [33] do Ryan, o item iii) do teorema acima diz apenas que “M"
é localmente isométrica & MF(N2+2) x MP~F (12 +2) onde \u+¢=0e1 < k <n—1" Contudo,
através do trabalho do Takahashi [38] foi possivel refinar melhor este item e concluir que M é o
produto S*(c1) x H" *(cy), onde 1 <k <n e é + é =1

Observe ainda, que para o caso t(p) < 1 no teorema 3.6, em que o ambiente era E"F1,
foi possivel classificar as imersoes através do teorema de Hartman-Nirenberg. Tal classificagao
ainda nao existe para o espaco hiperbdlico, na realidade a geometria hiperbédlica é bastante rica
neste sentido, havendo infinitas maneiras de se obter hipersuperficies com #(p) < 1 em H"*L.

Teorema 3.8 Seja (M™, f) uma hipersuperficie homogénea em S"*1(¢) tal que t(p) # 2 para
algump € M. Assuma, além disso, que em algum ponto p no mdzximo duas curvaturas prinicipais
sao distintas. Entao uma das sequintes conclusdes € verdadeira:

i) M é um espago de curvatura constante ¢ e (M, f) é uma grande esfera,
ii) M € um espaco de curvatura constante ¢ > ¢ e (M, f) é uma pequena esfera,

iii) M ¢ localmente isométrica a MF(A\? +¢) x My~ *(u? +¢) onde 1 <k <n—1elu+¢=0
e (M, f) é um produto de esferas,

i) M € localmente isométrica a M{ x Mg“l(,u2 + ¢) para alguma constante p. Nesse caso,
se M for simplesmente conexa, (M, f) é congruente a imersio de BE' x S"!(cp) sobre
Sl(c1) x 8" L(eo) e f(M) = S (c1) x S"1(co) onde % +1=1

co c

Dem.:

Por 3.3, t(p) < 1 para todo p, ou, 3 < ¢(p) =constante. Se t(p) < 1, M é um espaco de
curvatura constante ¢. Pelo teorema 3.1, M é completa, assim, por 2.26, (M", f) é totalmente
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geodésica. Considerando a hipersuperficie de recobrimento universal (M " fom) de M, pela
proposicao 2.29 tal imersao é também totalmente geodésica e M possui curvatura constante c.
Por 1.6, M é isométrico a S™(c), assim, pelo teorema 2.23, (M", f o) é uma grande esfera.

Se t(p) > 3 e constante, assuma que ha no méximo 2 curvaturas prinicipais distintas, quais
sejam A > p. No caso A = p, pelo item i) do teorema 3.8, a imersao é umbilica e temos que M e
consequentemente M (por 2.29) s@o espagos de curvatura constante ¢ > ¢. Aplicando o teorema
1.6, concluimos que M é isométrico S™(c). Por 2.23, (M, fom) é uma pequena esfera.

Consideremos agora o caso em que duas curvaturas principais sao distintas (A > u). Sendo
simplesmente conexa, M ¢é orientdvel. Portanto, é possivel definir um campo normal unitario
global ¢ e as distribuicoes T\ = {X € TM; AX =X} eT,={X € TM; AX = pX} em todo
M. Por 2.38, M é isométrico & MF(A2 +8) x MP (> +28)sel <k <n—1.

Como M e M, sdao completas, simplesmente conexas e de curvaturas constantes ¢; = \? +
¢>0ecy=p2+¢ > 0, pelo teorema 1.6, podemos dizer que M ¢ isométrico & S¥(c1) x S *(¢y).
Novamente, por 2.23, (M, f o 7) é congruente ao produto de esferas em S™+1(¢).

Note que nos trés casos acima, usando o teorema 2.23 e o mesmo argumento na demon-
strancao do teorema 3.1, concluimos que 7 é uma isometria entre M e M. Isto é, M é uma
grande esfera, uma pequena esfera, ou, um produto de esferas.

Falta analisar o caso k = 1. Pelo teorema 2.35, M é localmente isométrico & M] x M5 (cg).
Além disso, se M é simplesmente conexa, pelo teorema 2.38, M ¢é isométrica a ]\411 X M;_l(cg).
Logo, M ¢ isométrica & E! x S"1(c2) e pelo teorema 2.23, (M, f) é congruente & imersio de
E! x S"71(cy) sobre S1(e1) x S 1(cy) apresentada no exemplo 2.9, no qual % + é = 1.

a

3.2 Resultados posteriores

Na introducao deste trabalho vimos que os artigos [20], [29], [33], [38], [39] e [37], d&o
uma classificagao das hipersuperficies homogéneas em formas espaciais reais. Observe que esses
artigos nao dao a classificagao completa dessas hipersuperficies, pois ficam faltando algumas
homogéneas na esfera. Relacionados a estes estudos, sobre hipersuperficies homogéneas, emer-
giram trés caminhos a serem percorridos: o estudo das hipersuperficies homogéneas de formas
espaciais complexas; o das subvariedades homogéneas de codimensao 2 de formas espaciais reais
e o das hipersuperficies de co-homogeneidade 1 de formas espaciais reais.

Em relacdo ao primeiro caminho, ja se tem a classificacao das hipersuperficies reais ho-
mogéneas no espago projetivo complexo, a qual foi estudada em: [36], [32], [35], [14] e [19]. Uma
importante consequéncia do trabalho de Takagi [36], é que cada hipersuperficie homogénea no
espago projetivo complexo é uma hipersuperficie Hopf (nao é necessario entrar em detalhes em
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tal definicao). Em 1989, Berndt [5] classificou as hipersuperficies homogéneas Hopf no espago
hiperbédlico complexo (CH"). Por algum tempo acreditou-se que, assim como no caso do es-
pago projetivo complexo, toda hipersuperficie homogénea no CH" era Hopf. Mas Lohnherr [23]
construiu, em 1998, um contra-exemplo: a hipersuperficie regrada real W2"~! em CH" que é
homogénea porém nao Hopf. Recentemente Berndt e Tamaru [7] obtiveram a classificacao das
hypersuperficies homogéneas em CH".

Sobre as subvariedades homogéneas de codimensao 2 do espago euclidiano ha os trabalhos
[3] e [10]. Em 2002, Castro e Noronha obtiveram em [11] uma melhora destes resultados, mas
ainda no espago euclidiano. Em [12], os mesmos autores classificam parcialmente as imersoes
isométricas de codimensao 2 nao rigidas de variedades riemannanianas homogéneas na esfera e
no espaco hiperbolico real.

Antes de comentarmos o terceiro caminho, vejamos de maneira sucinta a definicdo de co-
homogeneidade 1. Sejam M"™ uma variedade riemanniana e G C Iso(M) um subgrupo fechado
e conexo do grupo das isometrias de M. Considerando a acao isométrica G x M — M, diremos
que M é uma G-variedade riemanniana. Dizemos que a acdo de G (ou a variedade M) é de
co-homogeneidade 1 se a codimensao minima das orbitas for 1.

Quanto as hipersuperficies de co-homogeneidade 1 de formas espaciais reais, em [31] e [4] sdo
dadas condicoes suficientes para que uma hipersuperficie compacta de co-homogeneidade 1 do
espago euclidiano seja de revolucao. J4 em [34], Seixas estende esses resultados para variedades
completas. Em [2], Caputi obteve resultado andlogo ao de Seixas para hipersuperficies de co-
homogeneidade 1 do espago hiperbdlico. Esse mesmo problema foi tratado por Almeida, em [1],
no caso de hipersuperficies da esfera.

O conceito de exemplo padrao generaliza o conceito de hipersuperficies de revolucao. A
grosso modo, dizemos que uma hipersuperficie de co-homogeneidade 1 é um exemplo padrao
se o0 seu grupo de isometrias pode ser identificado com um grupo de isometrias do ambiente.
Em [17], Fukuoka obteve condicoes para que hipersuperficies de co-homogeneidade 1 fossem
exemplos padroes. Em [24], os autores provam que sob condi¢oes naturais, as hipersuperficies
de co-homogeneidade 1 sao exemplos padroes.

Ampliando o enfoque, o trabalho [26] é o mais recente no assunto. Ele trata acoes polares
(dentre as quais se encontram aquelas de co-homogeneidade 1) sobre hipersuperficies compactas
do espaco euclidiano.
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