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À meu pai Juan, minha mãe Sara
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Resumo

O objetivo deste trabalho é provar a existência, unicidade e o comportamento as-

sintótico de soluções para as equações parabólicas e hiperbólicas em Rn. A prova da

existência de soluções é baseada no Método de Faedo-Galerkin e, para obtermos o com-

portamento assintótico da equação parabólica utilizamos o Método da Energia, enquanto

para a equação hiperbólica usamos o Método da Perturbação da Energia.

Palavras-chave: Equação parabólica, equação hiperbólica, existência e unicidade, de-

caimento exponencial.
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Abstract

The purpose of this work is to prove the existence, uniqueness and asymptotic beha-

vior of solutions to the parabolic and the hyperbolic equations on Rn. The proof of the

existence of solutions is based on Faedo-Galerkin method and to establish the asymptotic

behavior of the parabolic equation we utilize the Energy Methods, whereas for hyperbolic

equation we use the Energy Perturbation Methods.

Keywords: Parabolic equation, hyperbolic equation, existence and uniqueness, expo-

nential decay.
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Introdução 1

1 Preliminares 3

1.1 Algumas Noções Sobre Distribuições Escalares . . . . . . . . . . . . . . . 3
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Introdução

Neste trabalho abordamos a existência e unicidade de soluções bem como das taxas

de decaimento da energia associadas às equações parabólicas e hiperbólicas definidas em

Rn × (0,+∞), mais precisamente estudamos os problemas

∣∣∣∣∣∣ u
′ −∆u = 0 em Rn × (0,+∞)

u(x, 0) = u0(x), x ∈ Rn
(1)

∣∣∣∣∣∣ u
′′ −∆u+ γu′ = 0 em Rn × (0,+∞)

u(x, 0) = u0(x), u′(x, 0) = u1(x), x ∈ Rn
(2)

onde u′ e u′′ significam a derivada primeira e segunda, respectivamente, de u com respeito

ao tempo e γ > 0.

Em [1], os autores estabelecem que a solução do problema (1) decai exponecialmente

se, e somente se, o dado inicial é zero quase sempre em uma pequena bola centrada na

origem no espaço de Fourier.

Recentemente, em [15], provou-se que a energia da solução da equação de Klein-

Gordon linear

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
u′′ −∆u+ c2u = 0 em Rn × R

u(., 0) = f em Rn

x′u′(., 0) = g em Rn

(3)

decai localmente com uma taxa polinomial, isto é, existe uma constante real positiva K ′,

independente de f ∈ H1(Ω) e g ∈ L2(Ω) (onde seus suportes estão contidos em domı́nio

limitado Ω ⊂ Rn ) tal que
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‖u(x, t)‖2

H1(Rn)
+

∥∥∥∥ ∂∂tu(x, t)

∥∥∥∥2

L2(Rn)

≤ K ′

tn

{
‖f‖2

H1(Ω)
+ ‖g‖2

L2(Ω)

}
para todo t ≥ T0.

O plano de apresentação desta dissertação é o seguinte:

No Caṕıtulo 1, apresentamos as notações, terminologias e resultados preliminares

essenciais ao desenvolvimento dos caṕıtulos subsequentes.

Nos Caṕıtulo 2, 3 e 4, estudamos a existência e unicidade de solução fraca para o Pro-

blema (1) e soluções fortes e fracas para o Problema (2), respectivamente, via o Método

de Faedo-Galerkin, considerando os espaços de Hilbert definidos no Caṕıtulo 1, inspirados

no trabalho de Bjorland e Schonbeck [1]. Em cada caso, estudamos o decaimento expo-

nencial da solução fraca. No problema (2), contudo, a prova do decaimento exponencial

é obtida através do Método da Perturbação da Energia conforme [7].
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Caṕıtulo 1

Preliminares

Neste caṕıtulo apresentaremos as notações e resultados fundamentais utilizados no

desenvolvimento do trabalho, introduzindo os conceitos de Distribuição e Espaços de

Sobolev, com base nas quais defini-se uma solução fraca de uma equação diferencial

parcial. Vamos, também, introduzir alguns resultados de Análise Funcional sem, nos

dedicarmos as demonstrações, apenas indicaremos as referências bibliográficas onde as

quais podem ser encontradas.

1.1 Algumas Noções Sobre Distribuições Escalares

1.1.1 Espaços das Funções Testes e Derivada Distribucional

Antes de definirmos o espaço das funções testes, serão feitas algumas considerações

sobre as notações.

Definição 1.1 Seja α = (α1, . . . , αn) ∈ Nn, onde |α| = α1 + . . . + αn e, seja x =

(x1, . . . , xn) ∈ Rn, o operador derivação é denotado por

Dα =
∂|α|

∂xα1
1 , . . . , ∂x

αn
n

.

Em particular, para α = (0, 0, . . . , 0), temos D0x = x, isto é, o operador derivação

neste caso é a identidade.
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Definição 1.2 Sejam Ω um aberto do Rn e u : Ω −→ Rn uma aplicação cont́ınua. O

suporte de u, denotado por supp(u), é definido como sendo o fecho, em Ω, do conjunto

dos pontos x pertencentes a Ω em que u não se anula, isto é,

supp(u) = {x ∈ Ω;u(x) 6= 0} em Ω

Sejam u, v : Ω ⊂ Rn −→ Rn cont́ınuas. Pela definição acima, temos as seguintes

propriedades:

(i) supp(u+ v) ⊂ supp(u) ∪ supp(v)

(ii) supp(uv) ⊂ supp(u) ∩ supp(v)

(iii) supp(λu) = supp(u), λ ∈ R∗.

Observação 1.1 Embora o suporte de uma função cont́ınua seja um fechado de Ω, exis-

tem funções cujo suporte não é um compacto do Rn. Por exemplo, seja u : (0, 1) −→ R

dado por u(x) = 1 para todo x ∈ (0, 1). Temos que o supp(u) = (0, 1), que não é um

conjunto compacto da reta.

Tendo em vista nosso interesse na classe das funções cujo suporte seja um conjunto

compacto de Ω, representaremos por C∞0 (Ω) o conjunto das funções u : Ω ⊂ Rn → R que

são infinitamente diferenciáveis em Ω e que tem suporte compacto contido em Ω.

Das propriedades de suportes mencionadas acima, temos que C∞0 (Ω) é um espaço

vetorial e supp(Dαu) ⊂ supp(u), ∀α ∈ Nn.

É posśıvel introduzir uma topologia em C∞0 (Ω), denominada topologia do limite in-

dutivo, que faz deste espaço um espaço topológico denotado por D(Ω), cujos elementos

serão chamados funções testes.

Convergência em D(Ω)

Dizemos que uma sequência (ϕn)n∈N de funções testes converge para ϕ ∈ D(Ω),

quando:

(i) Existe um subconjunto compacto K de Ω tal que
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supp(ϕn) ⊂ K, ∀n ∈ N e supp(ϕ) ⊂ K.

(ii) Dαϕn −→ Dαϕ uniformemente sobre K, para todo α ∈ Nn.

Definição 1.3 Entendemos por distribuição escalar sobre Ω, uma forma linear e cont́ınua

sobre D(Ω), isto é, uma forma T : D(Ω)→ K (K = R ou C), tal que

T (αϕ+ ψ) = αT (ϕ) + T (ψ), ∀α ∈ R e ϕ, ψ ∈ D(Ω)

e T é cont́ınua, isto é, se (ϕn)n∈N converge para ϕ em D(Ω), então (T (ϕn))n∈N converge

para T (ϕ) em K.

O valor da distribuição T em ϕ será representando por 〈T, ϕ〉 e por D′(Ω) estaremos

representando a coleção de todas as formas lineares cont́ınuas T : D(Ω)→ R.

Dadas T e S em D′(Ω) definimos

(i) 〈T + S, ϕ〉 = 〈T, ϕ〉+ 〈S, ϕ〉, ϕ ∈ D(Ω)

(ii) 〈αT, ϕ〉 = α〈T, ϕ〉, ϕ ∈ D(Ω) e α ∈ K.

Munido destas operações, D′(Ω) torna-se um espaço vetorial denominado espaço das

distribuições escalares sobre Ω.

Convergência em D′(Ω)

Uma sequência de distribuições escalares (Tn)n∈N converge para uma distribuição

escalar T , em D′(Ω), quando:

〈Tn, ϕ〉 −→ 〈T, ϕ〉 em K, ∀ϕ ∈ D(Ω)

Com esta notação de convergência, D′(Ω) passa a ser um espaço vetorial topológico.

As funções localmente integráveis serão utilizadas, inicialmente, para gerar distri-

buições escalares, como mostra o exemplo a seguir.
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Exemplo 1.1 Dada u ∈ L1
loc(Rn), definimos para toda ϕ ∈ D(Rn)

Tu : D(Rn) −→ R

ϕ 7−→ 〈Tu, ϕ〉 =

∫
Rn
u(x)ϕ(x)dx

(1.1)

Temos que Tu é uma distribuição escalar sobre Rn. Com efeito, a linearidade de Tu

segue da linearidade da integral. Agora, seja (ϕn)n∈N uma sequência de funções testes

sobre Rn que converge para ϕ ∈ D(Rn). Assim temos

|〈Tu, ϕn〉 − 〈Tu, ϕ〉| = |〈Tu, ϕn − ϕ〉| ≤
∫
Rn
|u(x)||(ϕn − ϕ)(x)|dx

≤ max
x∈K
|(ϕn − ϕ)(x)|

∫
K

|u(x)|dx −→ 0

onde K é um compacto de Rn que contém o supp(ϕn − ϕ), ∀n ∈ N

Lema 1.1 (Du Bois-Raymond) Seja u ∈ L1
loc(Ω). Então

∫
Ω

u(x)ϕ(x)dx = 0, ∀ϕ ∈ D(Ω)

se, e somente, se u = 0 q.s. em Ω.

Demonstração: Ver [4].

Observação 1.2 A aplicação (1.1) é injetiva. De fato, sejam u, v ∈ L1
loc(Ω) tais que

Tu = Tv, então pelo Lema de Du Bois-Raymond seque que u = v q.s. em Ω.

Por esta razão, indentifica-se u com a distribuição Tu por ela definida e podemos

concluir que o espaço L1
loc(Ω) se indentifica com uma parte do espaço das distribuições

D′(Ω). Simbolicamente,

L1
loc(Ω) = {Tu;u ∈ L1

loc(Ω)} ⊂ D′(Ω).

No exemplo a seguir, construiremos uma distribuição que não é gerada por uma função

de L1
loc(Rn). O que mostra que L1

loc(Rn) é uma parte própria de D′(Rn).
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Exemplo 1.2 Fixado x0 ∈ Rn. Então δx0 definido por

〈δx0 , ϕ〉 = ϕ(x0), ϕ ∈ D(Rn),

é uma distribuição sobre Rn denominada Delta de Dirac. Provaremos, que a distribuição

δx0 não é definida por uma função localmente integrável. Vamos supor que exista u ∈

L1
loc(Rn) tal que Tu = δx0, assim temos que

∫
Rn
u(x)ϕ(x)dx = ϕ(x0), ∀ϕ ∈ D(Rn).

Em particular, seja ψ ∈ D(Rn) dada por

ψ(x) = ϕ(x)‖x− x0‖2

teremos

0 = ψ(x0 = 〈δx0 , ψ〉 =

∫
Rn
u(x)ϕ(x)‖x− x0‖2dx ∀ϕ ∈ D(Rn).

Pelo Lema de Du Bois-Raymond tem-se que u(x)‖x−x0‖2 = 0 q.s. em Rn e, portanto,

u(x) = 0 q.s. em Rn. Logo ϕ(x0) = 0, para todo ϕ ∈ D(Rn). O que é um aburdo.

A noção de derivada fraca de uma função foi proposta, inicialmente por Sobolev,

motivado pela fórmula de integração por partes.

Dada uma função u continuamente derivável em R (no sentido de Leibniz), então

para cada ϕ ∈ D(R) temos:

∫
R
u(x)ϕ′(x)dx = −

∫
R
u′(x)ϕ(x)dx, (1.2)

porque ϕ se anula fora de um compacto da reta.

Motivados pela fórmula (1.2), Sobolev-Schwartz definiram a derivada de uma distri-

buição.

Dizemos que a distribuição u ∈ L1
loc(R) possui derivada fraca quando existir uma

distribuição v ∈ L1
loc(R) tal que

7



∫
R
u(x)ϕ′(x)dx = −

∫
R
v(x)ϕ(x)dx, ∀ ∈ D(R). (1.3)

A função v denomina-se derivada fraca de u.

Para uma distribuição qualquer de D′(R), Schwartz formulou o seguinte conceito:

dado T ∈ D′(R), defini-se derivada distribucional de T como sendo a forma linear
dT

dx
:

D(R) −→ R dada por:

〈
dT

dx
, ϕ

〉
=

〈
T,
dϕ

dx

〉
, ∀ϕ ∈ D(R) (1.4)

No caso em que T e
dT

dx
são definidas por funções localmente integráveis u e v,

respectivamente, então (1.3) e (1.4) coincidem. Agora, se u ∈ C1(R) então (1.3) e (1.4)

identificam-se a (1.2), isto é, a derivada no sentido clássico identifica-se à derivada no

sentido das distribuições.

Agora, sejam T ∈ D′(Ω) e α ∈ Nn. A derivada distribucional de ordem α de T é a

distribuição DαT definida por

〈DαT, ϕ〉 = (−1)|α|〈T,Dαϕ〉, ∀ϕ ∈ D(Ω). (1.5)

Observação 1.3 (i) A aplicação

Dα : D′(Ω) −→ D′(Ω)

T 7−→ DαT

é linear e cont́ınua no sentido da convergência definida em D′(Ω), isto é,

Tn −→ T em D′(Ω) =⇒ DαTn −→ DαT em D′(Ω).

(ii) A derivada de uma distribuição localmente integrável pode não ser localmente in-

tegrável.

Exemplo 1.3 Seja u a função de Heaviside definida em R do seguinte modo:
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u(x) =

 1, se x ≥ 0

0, se, x < 0

Esta função é localmente integrável em R, no entanto sua derivado não o é. De fato,

〈u′, ϕ〉 = −〈u, ϕ′〉 = −
∫ +∞

0

ϕ′(x)dx = ϕ(0) = 〈δ0, ϕ〉

para toda função ϕ ∈ D(R). Portanto, u′ = δ0 /∈ L1
loc(R).

A função de Heaviside embora derivável no sentido de Sobolev, a derivada u′ não

é derivável no mesmo sentido, pois u′ = δ0 não é localmente integrável. Entretanto,

segue-se da definição (1.5) que cada distribuição T ∈ D′(Rn) possui derivadas de todas

as ordens no sentido das distribuições.

1.2 Espaços de Sobolev

1.2.1 Os Espaços Lp(Ω)

Definição 1.4 Denotamos por Lp(Ω), 1 ≤ p < +∞, o conjunto

Lp(Ω) = {u : Ω→ R; u é mensurável e |u|p é integrável em Ω no sentido de Lebesgue}

com

‖u‖Lp(Ω) = ‖u‖p =

(∫
Ω

|u(x)|pdx
)1/p

onde ‖.‖p é a norma de Lp(Ω).

Definição 1.5 No caso em que p =∞, temos o espaço vetorial

L∞(Ω) =

 u : Ω −→ R;u é mensurável e existe uma

constante C tal que |u(x)| ≤ C q.s. em Ω


com

‖u‖L∞(Ω) = ‖u‖∞ = inf{C; |f(x)| ≤ q.s. em Ω}

9



onde ‖.‖∞ é uma norma em L∞(Ω).

Observação 1.4 O espaço Lp(Ω), 1 ≤ p ≤ ∞, munido com sua respectiva norma é um

espaço de Banach. Em particular, o espaço L2(Ω) é um espaço de Hilbert, cuja norma e

produto interno serão denotados e definidos, respectivamente, por

‖u‖2 =

(∫
Ω

|u(x)|2dx
)1/2

e ((u, v))2 =

∫
Ω

u(x)v(x)dx.

Notação: Seja 1 ≤ p ≤ ∞, denotamos por q o expoente conjungado de p, isto é,

1

p
+

1

q
= 1

Na teoria dos espaços Lp, ressaltamos três desigualdades básicas:

(i) Desigualdade de Young (DY ): Seja 1 < p < ∞. Se a, b ∈ R não-negativos e q o

expoente conjugado de p, então

ab ≤ ap

p
+
bq

q
.

(ii) Desigualdade de Hölder (DH): Sejam 1 ≤ p ≤ +∞ e q o expoente conjugado de

p. Se u ∈ Lp(Ω) e v ∈ Lq(Ω), então

uv ∈ L1(Ω) e ‖uv‖L1(Ω) ≤ ‖u‖Lp(Ω)‖v‖Lq(Ω).

(ii) Desigualdade de Minkowski (DM): Se u, v ∈ Lp(Ω), 1 ≤ p ≤ ∞, então

‖u+ v‖Lp(Ω) ≤ ‖u‖Lp(Ω) + ‖v‖Lp(Ω).

Definição 1.6 Sejam V e H dois espaços com V ⊂ H. Diremos que V está imerso

continuamente em H quando a aplicação inclusão i : V −→ H for cont́ınua.

Pela definição acima, estabelecemos a seguinte cadeia de injeções cont́ınuas e densas:

D(Ω) ↪→ Lp(Ω) ↪→ L1
loc(Ω) ↪→ D′(Ω), 1 ≤ p <∞.
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Teorema 1.1 Lp(Ω) é reflexivo para qualquer p, 1 < p <∞.

Demonstração: Ver [2].

Teorema 1.2 Lp(Ω) é separável para qualquer p, 1 ≤ p <∞.

Demonstração: Ver [2].

Definição 1.7 Sejam f ∈ L1(Rn) e g ∈ Lp(Rn) com 1 ≤ p ≤ +∞. Definimos a

convolução de f por g como

(f ∗ g)(x) =

∫
Rn
f(x− y)g(y)dy.

Observação 1.5 Com as condições mencionadas na definição acima temos que (f ∗g) ∈

Lp(Rn) e, além disso, ‖f ∗g‖ ≤ ‖f‖LRn‖g‖Lp(Rn). Contudo, sendo f ∈ Ck
0 (Rn) (k natural)

e g ∈ L1
loc(Rn), então (f ∗ g) ∈ Ck(Rn) e vale a fórmula de derivação

Dk(f ∗ g) = (Dkf) ∗ g.

E mais ainda, f e g são funções para as quais a convolução está bem definida, então

supp(f ∗ g) ⊂ supp(f) + supp(g).

Definição 1.8 Denominamos sucessão regularizante à toda sucessão (ρν)ν∈N de funções

tais que:

(i) ρν ∈ C∞0 (Rn);

(ii) supp(ρν) ⊂ B1/ν(0);

(iii)

∫
Rn
ρν(x)dx = 1;

(iv) ρν > 0.

No que se segue (ρν) representará uma sucessão regularizante.
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Proposição 1.1 Seja f ∈ C(Rn). Então, ρν ∗ f −→ f uniformemente sobre todo com-

pacto do Rn.

Demonstração: Ver [4].

Proposição 1.2 C∞0 (Rn) é denso em Lp(Rn) para 1 ≤ p <∞.

Demonstração: Ver [4].

Proposição 1.3 Seja f ∈ Lp(Rn) com 1 ≤ p <∞. Então

ρν ∗ f −→ f em Lp(Rn).

Demonstração: Ver [4].

1.2.2 Propriedades da Transformada de Fourier

A transformada de Fourier juntamento com o produto de convoluções fornece-nos um

poderoso e útil instrumento no estudo das equações diferenciais parciais. A seguir, defi-

niremos a transformada de Fourier para funções de L1(Rn) e estenderemos este conceito

para a classe das distribuições.

Definição 1.9 Seja f ∈ L1(Rn). A transformada de Fourier de f , denotada por f̂ , é

uma função definida sobre o Rn pela fórmula

f̂(ξ) =

∫
Rn
e−2πi<x,ξ>f(x)dx,

onde < x, ξ >=
n∑
i=1

xiξi é o produto interno usual em Rn.

Observação 1.6 A transformada de Fourier também é definida através da expressão

f̂(ξ) = (2π)−n/2
∫
Rn
ei<x,ξ>f(x)dx,
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Observação 1.7 Como f ∈ L1(Rn) é imediato ver que f̂(ξ) está bem definida para todo

ξ ∈ Rn. De fato,

|f̂(ξ)| ≤
∣∣∣∣∫

Rn
e−2πi<x,ξ>f(x)dx

∣∣∣∣ ≤ ∫
Rn
|f(x)|dx = ‖f‖L1(Rn)

Proposição 1.4 A função f̂ é uniformemente cont́ınua.

Demonstração: Ver [4].

Proposição 1.5 Seja f ∈ L1(Rn) e h ∈ Rn. Então:

(i) (τ̂hf) = e−2πi<h,ξ>f̂(ξ)

(ii) τh(f̂)(ξ) = ( ̂e2πi<h,.>f(.))(ξ)

(iii) Se λ > 0 e g(x) = f(x/λ) para x ∈ Rn, então

ĝ(ξ) = λnf̂(λξ)

(iv) Se f, g ∈ L1(Rn) então,

f̂ ∗ g = f̂ ĝ

Demonstração:Ver [4].

Observação 1.8 Uma generalização do ı́tem (iv) do Teorema 1.5: se f ∈ L1(Rn) e

g ∈ Lp(Rn), 1 ≤ p ≤ 2. Então

(̂f ∗ g)(ξ) = f̂(ξ)ĝ(ξ).

Demonstração: Ver [10].

Exemplo 1.4 A transformada de Fourier da função x 7→ e−π‖x‖
2

é dada por

(ê−π‖x‖2)(ξ) = e−π‖ξ‖
2

, (1.6)

(Ver demonstração em [4])

Claramente, e−π‖.‖
2 ∈ L1(Rn).
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1.2.3 O Espaço de Schwartz

Definição 1.10 O Espaço de Schwartz (ou o espaço das funções rapidamente decrescen-

tes), que denotamos por S, é o subespaço vetorial formado pelas funções ϕ ∈ C∞(Rn)

tais que

lim
‖x‖→∞

‖x‖kDαϕ(x) = 0

quaisquer que sejam k ∈ N e α ∈ Nn.

Exemplo 1.5 A função e−‖x‖
2

é um clássico exemplo de função que pertence ao Espaço

de Schwartz.

Exemplo 1.6 Temos que as funções testes são funções rapidamente decrescentes, ou

seja, C∞0 (Rn). De fato, seja ϕ ∈ C∞0 (Rn), então existe um compacto K ⊂ Rn tal que

supp(ϕ) ⊂ K. Consideremos, então, ρ > 0 tal que K ⊂ Bρ(0). Logo, dados ε > 0, k ∈ N

e α ∈ Nn tem-se para todo x ∈ Rn tal que ‖x‖ > ρ que

‖x‖k||Dαϕ| = 0 < ε,

isto é, ϕ ∈ S.

Proposição 1.6 Uma função ϕ ∈ C∞(Rn) pertence a S se, e somente se, ‖x‖kDαϕ(x)

é limitada em Rn quaisquer que sejam k ∈ N e α ∈ N.

Demonstração: Ver [4].

Observação 1.9 Segue da fórmula de Leibniz que o produto de funções de S pertence a

S.

Proposição 1.7 Se ϕ ∈ S, então xqϕ ∈ S para qualquer q ∈ Nn.

Demonstração: Ver [4].
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Corolário 1.1 Considerando que P (x) representa um polinômio com coeficientes cons-

tantes, isto é, P (x) =
∑
|α|≤n

aαx
α e, que P (D) representa um polinômio diferencial com

coeficientes constantes, ou seja, P (D) =
∑
|β|≤m

bβD
β. Seja ϕ ∈ S, então

P (x)P (D)(ϕ(x)) e P (D)[P (x)ϕ(x)]

pertencem a S.

Em particular, se ϕ ∈ S, então Dαϕ ∈ S para todo α ∈ Nn.

Demonstração: Ver [4].

Proposição 1.8 S ⊂ L1(Rn) é uma inclusão cont́ınua.

Demonstração: Ver [4].

Proposição 1.9 Para 1 ≤ p ≤ +∞, temos

S ↪→ Lp(Rn).

Demonstração: Ver [4].

Observação 1.10 Em particular, para 1 ≤ p < +∞, resulta que S é denso em Lp(Rn)

em virtude da densidade de D(Rn) em Lp(Rn) e do fato que D(Rn) ⊂ S.

Proposição 1.10 C∞0 (Rn) é denso S.

Demonstração: Ver [4].

Proposição 1.11 Seja ϕ ∈ S, então ϕ̂ ∈ C∞(Rn).

Demonstração: Ver [4].

Proposição 1.12 Seja ϕ ∈ S. Então,

(i) (D̂α
xϕ)(ξ) = (2πiξ)αϕ̂(ξ), ∀α ∈ Nn.

(ii) ξβDα
ξ (ϕ̂(ξ)) =

(−2πi)|α|

(2πi)|β|
( ̂Dβ

x(xαϕ(x)))(ξ), ∀α, β ∈ Nn.

(iii) lim
‖ξ‖→∞

ϕ̂(ξ) = 0
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Demonstração: Ver [4].

Proposição 1.13 Seja ϕ ∈ S. Então ϕ̂ ∈ S e a aplicação ϕ ∈ S 7→ ϕ̂ ∈ S é linear e

cont́ınua.

Demonstração: Ver [4].

Proposição 1.14 (Relação Fraca de Parseval) Sejam f, g ∈ S. Então

∫
Rn
f̂(ξ)g(ξ)dξ =

∫
Rn
f(x)ĝ(x)dx. (1.7)

Demonstração: Ver [4].

Proposição 1.15 (Fórmula de inversão de Fourier) Seja g ∈ S. Então,

g(x) =

∫
Rn
e2πi<x,ξ>ĝ(ξ)dξ. (1.8)

Demonstração: Ver [4].

Proposição 1.16 A transformada de Fourier é um isomorfismo topológico de S em S.

Demonstração: Ver [4].

Proposição 1.17 (Relação Forte de Parseval) Sejam f, g ∈ S. Então∫
Rn
fḡ =

∫
Rn
f̂ ¯̂g. (1.9)

Demonstração: Ver [4].

Corolário 1.2 Seja f ∈ S. Então

‖f‖L2(Rn) = ‖f̂‖L2(Rn).

Demonstração: Basta aplicar a proposição precedente com f = g.

Teorema 1.3 (Plancherel) Existe uma única bijeção isométrica

P : L2(Rn) −→ L2(Rn)

tal que P(f) = f̂ , para toda f ∈ S.

Demonstração: Ver [4].
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1.2.4 Distribuição Temperadas

Definição 1.11 Um funcional linear T definido e cont́ınuo sobre S é denominado uma

distribuição temperada (ou lentamente crescente). A totalidade das distribuições tempe-

radas, ou seja, o espaço vetorial dos funcionais lineares e cont́ınuos sobre S é denotado

por S ′. Desta forma, S ′ é um espaço vetorial topológico localmente convexo para o qual

estamos considerando a topologia dual forte.

Observação 1.11 Pela Proposição 1.10, temos que C∞0 (Rn) é denso em S. Resulta dáı

que S ′ é identificado com um subespaço de D′(Rn).

Definição 1.12 Seja T ∈ S ′. Definimos a transformada de Fourier T̂ de T por:

〈T̂ , ϕ〉 = 〈T, ϕ̂〉 ∀ϕ ∈ S.

Definição 1.13 De maneira análoga à definição anterior, definimos a transformada de

Fourier inversa, ou seja, dado T ∈ S ′, definimos a transformada de Fourier inversa Ť

de T por

〈Ťϕ〉 = 〈T, ϕ̌〉 ∀ϕ ∈ S

onde ϕ̌ é a transformada de Fourier inversa de ϕ.

Proposição 1.18 Seja T ∈ S ′ e consideremos α ∈ Nn. Então,

(i) DαT̂ = (−2πi)|α|(x̂αT )

(ii) (D̂αT ) = (2πi)|α|ξαT̂ .

Demonstração: Ver [4].

1.2.5 Propriedades Elementares dos Espaços de Sobolev

Como visto anteriormente, como Lp(Ω) ↪→ L1
loc(Ω), para todo 1 ≤ p < ∞, segue que

toda função u ∈ Lp(Ω) pode ser identificada com a distribuição por ela definida. Assim,
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u possui derivadas de todas as ordens no sentido das distribuições, que são também

distribuições sobre Ω. No entanto, Dαu não é, em geral, uma distribuição definida por

uma função de Lp(Ω). Isto motiva o conceito de um novo espaço. Assim, representamos

por Wm,p(Ω) o espaço vetorial das (classes de) funções u de Lp(Ω), para as quais as

derivadas distribucionais Dαu estão em Lp(Ω), com |α| ≤ m. Para cada u ∈ Wm,p(Ω)

definimos a norma de u pondo:

‖u‖pm,p =
∑
|α|≤m

∫
Ω

|Dαu|pdx.

O espaço normado (Wm,p(Ω), ‖.‖m,p) é denominado espaço de Sobolev.

Observação 1.12 Representa-se Wm,2(Ω) = Hm(Ω).

Proposição 1.19 O espaço de Sobolev Wm,p(Ω) é um espaço de Banach.

Demonstração: Ver [4].

Corolário 1.3 Os espaços Hm(Ω) são espaços de Hilbert.

Teorema 1.4 O espaço de Sobolev Wm,p(Ω) é reflexivo para 1 < p <∞ e separável para

1 ≤ p <∞.

Demonstração: Ver [2].

Embora o espaço das funções testes D(Ω) seja denso em Lp(Ω), 1 ≤ p < ∞, em

geral ele não é denso em Wm,p(Ω) para m ≥ 1. Assim, somos motivados para a seguinte

definição.

Definição 1.14 Define-se o espaço Wm,p
0 (Ω) como sendo o fecho de C∞0 (Ω) em Wm,p(Ω),

isto é,

C∞0 (Ω)
Wm,p(Ω)

= Wm,p
0 (Ω).

Observação 1.13 Quando p = 2, o espaço Wm,p
0 (Ω) será representado por Hm

0 (Ω).
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Definição 1.15 Sejam 1 ≤ p < +∞ e q > 1 tal que
1

p
+

1

q
= 1. Representa-se por

W−m,q(Ω) o dual topológico de Wm,p
0 (Ω). O dual topológico de Hm

0 (Ω) representa-se por

H−m(Ω).

Observação 1.14 Seja T ∈ W−m,q(Ω) e (ϕν)ν∈N uma sequência de funções testes tal

que ϕν → 0 em D(Ω). Resulta que ϕν → 0 em Wm,p
0 (Ω). De fato, sabemos que existe

um compacto K em Ω tal que supp(ϕν) ⊂ K, ∀ν ∈ N. Além disso, (Dαϕν) → 0

uniformemente em K. Logo,

‖ϕν‖pWm,p
0 (Ω)

=
∑
|α|≤m

∫
Ω

|Dαϕν(x)|pdx =
∑
|α|≤m

∫
K

|Dαϕν(x)|pdx =

≤ med(K)
∑
|α|≤m

sup
x∈K
|Dαϕν(x)|p −→ 0.

Logo, 〈T, ϕν〉W−mq ,Wm,p
0
→ 0 em K (K = R ou C) o que nos permite concluir que a

restrição de T a D(Ω) é uma distribuição. Consideremos agora, a aplicação linear

σ : W−m,q(Ω) −→ D′(Ω)

T 7−→ σ(T ) = T |D(Ω)

Afirmamos que σ é uma aplicação injetiva, pois se T |D(Ω) = S|D(Ω) então dada u ∈

Wm,p
0 (Ω) existe (ψν)ν∈N ⊂ D(Ω) tal que ψν → u em Wm,p

0 (Ω) e pelo fato de 〈T, ψν〉 =

〈S, ψν〉 tem-se que 〈T, u〉 = 〈S, u〉, o que implica que T = S. Portanto, σ é injetiva o

que nos permite identificar W−m,q(Ω) a um subespaço vetorial de D′(Ω). Além disso, a

imersão de W−m,q(Ω) ↪→ D′(Ω) é cont́ınua. Com efeito, seja (Tν)ν∈N ⊂ W−m,q(Ω) tal que

Tν → 0 em W−m,q(Ω), isto é, a sequência numérica

‖Tν‖W−m,q(Ω) = sup
u∈Wm,p

0 (Ω)

|〈Tν , u〉|
‖u‖

, u 6= 0

tende para zero. Segue dáı que 〈Tν , u〉W−m,q ,Wm,p
0
→ 0 para todo u ∈ Wm,p

0 (Ω). Em

particular temos 〈Tν , ϕ〉D′(Ω),D(Ω) → 0 para toda ϕ ∈ D(Ω), o que prova a continuidade

da imersão.
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1.2.6 Os Espaços Hs(Rn)

Definimos anteriormente o espaço

Hm(Rn) = {u ∈ L2(Rn);Dαu ∈ L2(Rn);∀α ∈ Nn; |α| ≤ m}, (1.10)

onde as derivadas são distribucionais, munido do produto interno

((u, v))
Hm(Rn)

=
∑
|α|≤m

∫
Rn
DαuDαvdx =

∑
|α|≤m

(Dαu,Dαv)L2(Rn). (1.11)

Consideremos o seguinte espaço

{u ∈ S ′(Rn); (1 + ‖x‖2)m/2û ∈ L2(Rn)}, (1.12)

onde û designa a transformada de Fourier da u, munido do produto interno

(((u, v))) =

∫
Rn

(1+‖x‖2)mû(x)v̂(x)dx =
(
(1 + ‖x‖2)m/2û, (1 + ‖x‖2)m/2v̂

)
L2(Rn)

. (1.13)

O nosso intuito é provar que os espaços (1.10) e (1.12) são iguais. Antes, porém

precisamos de um resultado preliminar

Lema 1.2 Existem constantes c1, c2 > 0 que dependem de m tais que

c1

∑
|α|≤m

x2α ≤ (1 + ‖x‖2)m ≤ c2

∑
|α|≤m

x2α, ∀x ∈ Rn

onde α ∈ Nn e m ∈ N.

Demonstração: Ver [4]

Proposição 1.20 Para todo m ∈ N temos

Hm = {u ∈ S ′(Rn); (1 + ‖x‖2)m/2û ∈ L2(Rn)}.

Além disso, as normas ‖.‖Hm e |||.||| provenientes dos produtos internos dados em

(1.11) e (1.13) são equivalentes.
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Demonstração: Ver [4]

Motivados pela Proposição 1.21, definimos para s ∈ R, s ≥ 0:

Hs(Rn) = {u ∈ S ′(Rn); (1 + ‖x‖2)s/2û ∈ L2(Rn)},

munido do produto interno

(u, v)Hs =

∫
Rn

(1 + ‖x‖2)sû(x)v̂(x)dx.

Observação 1.15 Segue da definição acima que

Hs(Rn) ↪→ L2(Rn),

pois se u ∈ Hs(Rn)

‖u‖2
L2 = ‖û‖2

L2 =

∫
Rn
|û(x)|2dx ≤

∫
Rn

(1 + ‖x‖2)s|û(x)|2dx = ‖u‖2
Hs .

Proposição 1.21 Para todo s ≥ 0, Hs(Rn) é um espaço de Hilbert.

Demonstração: Ver [4]

Proposição 1.22 S(Rn) tem uma imersão cont́ınua e densa em Hs(Rn), s ≥ 0.

Demonstração: Ver [4]

Corolário 1.4 D(Rn) tem uma imersão cont́ınua e densa em Hs(Rn).

Demonstração: Como visto anteriormente, temos que D(Rn) ↪→ S(Rn) é uma imersão

cont́ınua e densa. Pela proposição anterior, temos que S(Rn) ↪→ Hs(Rn) é uma imersão

cont́ınua e densa. Logo, por transitividade temos o desejado.

Veremos a seguir, uma propriedade local dos espaços Hs(Rn) através do seguinte

resultado:

Proposição 1.23 Para todo s ∈ R, s ≥ 0 e toda ϕ ∈ D(Rn) a aplicação de Hs(Rn) →

Hs(Rn) tal que u 7→ ϕu é linear e cont́ınua
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Demonstração: Ver [4]

Proposição 1.24 Sejam s ∈ R, s ≥ 0 e α ∈ Nn tal que |α| ≤ s. A aplicação Dα :

Hs(Rn)→ Hs−|α|(Rn) dado por u 7→ Dαu é linear e cont́ınua.

Demonstração: Ver [4]

Corolário 1.5 Sejam ϕ ∈ D(Rn), s ≥ 0 e α ∈ Nn tal que |α| ≤ s. Então, a aplicação

Hs(Rn)→ Hs−α(Rn) tal que u 7→ ϕDαu é linear e cont́ınua.

Demonstração: De acordo com as proposições 1.24 e 1.25 as aplicações abaixo:

Hs(Rn) −→ Hs−|α|(Rn) −→ Hs−|α|(Rn)

u 7−→ Dαu 7−→ ϕDαu

são lineares e cont́ınuas, o que prova o desejado. Ver [4]

Definição 1.16 Para todo s ∈ R, s ≥ 0, denotaremos o dual topológico de Hs(Rn),

pondo

H−s(Rn) = (Hs(Rn))′.

A proposição seguinte justifica a notação acima:

Proposição 1.25 As seguintes afirmações são verdadeiras:

(i) H−s(Rn) = {f ∈ S ′(Rn); (1 + ‖x‖2)−s/2f̂ ∈ L2(Rn)}

(ii) ‖f‖H−s(Rn) =

(∫
Rn

(1 + ‖x‖2)−s|f̂(x)|2dx
)1/2

; ∀f ∈ H−s(Rn).

Demonstração: Ver [4]
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1.3 Espaços Lp(0, T ;X) e Distribuições Vetorias

Seja X um espaço de Banach, cuja norma será representada por ‖.‖ e o intervalo

(0, T ) ⊂ R, T > 0, consideremos a medida de Lebesgue dt. Denominamos função simples

toda função ϕ : (0, T ) → X que assume apenas um número finito de valores não-nulos,

onde cada valor não-nulo é assumido num conjunto mensurável de medida finita. Toda

função simples possui uma representação canônica da forma

ϕ(t) =
k∑
i=1

χEi(t).ϕi,

onde ϕi ∈ X e Ei ⊂ (0, T ) é mensurável, com m(Ei) < ∞, i = 1, . . . , k. Os vetores ϕi

são distintos e os conjuntos Ei são dois a dois disjuntos. Aqui χEi representa a função

caracteŕıstica do conjunto Ei e estes são dados por

Ei = {t ∈ (0, T );ϕ(t) = ϕi}.

Definimos a integral de ϕ como sendo o vetor de X dado por

∫ T

0

ϕ(t)dt =
k∑
i=1

m(Ei).ϕi.

Teorema 1.5 Seja (ϕn)n∈N uma sequência de funções simples tais que

lim
n,m→∞

∫ T

0

‖ϕn(t)− ϕm(t)‖dt = 0. (1.14)

Existe uma única função vetorial u : (0, T ) → X tal que ‖u(t)‖ e ‖ϕn(t)− u(t)‖ são

mensuráveis (à Lebesgue) em (0, T ), para todo n ∈ N e

lim
n→∞

∫ T

0

‖ϕn(t)− u(t)‖dt = 0. (1.15)

Demonstração: Ver [13].

Corolário 1.6 Nas condições do Teorema 1.10, a sequência

(∫ T

0

ϕn(t)dt

)
converge em

X e seu limite é unicamente determinado por u. Este limite é, por definição, a integral

de Bochner da função u e é denotado por

23



∫ T

0

u(t)dt.

Demonstração: Ver [13].

Desta forma, a integral de Bochner da função vetorial u, é o vetor de X dado por

∫ T

0

u(t)dt = lim
n→∞

∫ T

0

ϕn(t)dt,

onde o limite é considerado na norma de X.

Dizer que uma função vetorial u é integrável no sentido de Bochner-Lebesgue ou

simplesmente B−integrável, significa que ela pode ser aproximada em X, quase sempre

em (0, T ), por uma sequência de funções simples satisfazendo (1.14) e, consequentemente

(1.15).

Uma função vetorial u : (0, T ) → X é dita fracamente mensurável (ω−mensurável)

quando a função numérica t 7→ 〈Φ, u(t)〉 for mensurável, para qualquer funcional Φ ∈ X ′.

Dizemos que u é fortemente mensurável (s−mensurável) quando existir uma sequência

de funções simples (ϕn)n∈N tal que

ϕn(t) −→ u(t), em X, quase sempre em (0, T ).

Em particular, quando u é s−mensurável, então a função numérica t 7→ ‖u(t)‖ é

mensurável à Lebesgue.

Teorema 1.6 (S. Bochner) Uma função u : (0, T )→ X é B−integrável se, e somente

se, é s−mensurável e a função numérica t 7→ ‖u(t)‖ é integrável.

Demonstração: Ver [13].

Corolário 1.7 Sejam X e Y dois espaços de Banach. Se u : (0, T )→ X é B−integrável

e T : X → Y é um operador linear limitado, então a função vetorial Tu : (0, T ) → Y

definida por (Tu)(t) = T (u(t)) é B−integrável e é válida a relação

∫ T

0

T (u(t))dt = T

(∫ T

0

u(t)dt

)
.
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Demonstração: Ver [13].

Corolário 1.8 Se u : (0, T )→ X ′ é B−integrável, então para cada v ∈ X temos

〈∫ T

0

u(t)dt, v

〉
X′,X

=

∫ T

0

〈u(t), v〉X′,Xdt.

Demonstração: Ver [13].

Definição 1.17 Num espaço de Hilbert H com produto interno (., .) onde os funcionais

lineares limitados são identificados, via o Teorema da Representação de Riez, com o

produto interno, obtemos do Corolário 1.9 a seguinte relação

(∫ T

0

u(t)dt, v

)
=

∫ T

0

(u(t), v)dt, ∀v ∈ H,

quando u : (0, T )→ X é B−integrável.

Dado T > 0, um número real, denotaremos por Lp(0, T ;X), 1 ≤ p < ∞, o espaço

vetorial das (classes de) funções vetoriais u : (0, T )→ X fortemente mensuráveis e tais

que a função numérica t 7→ ‖u(t)‖X está em Lp(0, T ), munido da norma

‖u‖Lp(0,T ;X) =

(∫ T

0

‖u(t)‖pXdt
)1/p

.

Observação 1.16 Quando p = 2 e X = H é um espaço de Hilbert, o espaço L2(0, T ;H)

é também um espaço de Hilbert cujo produto interno é dado por

((u, v))L2(0,T ;X) =

∫ T

0

((u(t), v(t)))Hdt.

Por L∞(0, T ;X) representaremos o espaço de Banach das (classes de) funções veto-

riais u : (0, T ) → X que são fortemente mensuráveis e t 7→ ‖u(t)‖X ∈ L∞(0, T ) com a

norma

‖u‖L∞(0,T ;X) = supess‖u(t)‖X , ∀t ∈ [0, T ].
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Lema 1.3 (Imersão) Sejam X e Y dois espaços de Banach e suponhamos que X ↪→ Y,

isto é, X ⊂ Y com imersão cont́ınua. Se 1 ≤ s ≤ r ≤ ∞, então

Lr(0, T ;X) ↪→ Ls(0, T ;Y ).

Demonstração: Ver [13].

Lema 1.4 Se u ∈ Lp(0, T ;X ′), 1 ≤ p ≤ ∞ e, v ∈ X então t 7→ 〈u(t), v〉X′,X ∈ Lp(0, T ).

Em particular, se H é um espaço de Hilbert, então t 7→ (u(t), v)H ∈ Lp(0, T ).

Demonstração: Ver [13].

Quando X é reflexivo e separável e 1 < p <∞, então Lp(0, T ;X) é um espaço reflexivo

separável, cujo dual topológico se identifica ao espaço de Banach Lq(0, T ;X ′), onde p e

q são expoentes conjugados. No caso, p = 1 o dual topológico do espaço L1(0, T ;X) se

identifica ao espaço L∞(0, T ;X ′).

Lema 1.5 Se p e q são ı́ndices conjugados, u ∈ Lp(0, T ;X) e v ∈ Lq(0, T ;X ′), então a

função numérica t 7→ 〈v(t), u(t)〉X′,X ∈ L1(0, T ).

Demonstração: Ver [13].

Observemos que o espaço de Banach Lp(0, T ;Lp(Rn)) se identifica, via o Teorema de

Fubini, com o espaço Lp(Q), 1 ≤ p ≤ ∞, sendo Q = Rn× (0, T ). De fato, vejamos o caso

em que 1 ≤ p < ∞. Dada uma função u ∈ Lp(0, t;Lp(Rn)), então para cada t ∈ (0, T )

temos que u(t) ∈ Lp(Rn) e, portanto, u(t) é uma função de Rn → R cujo valor em x será

denotado por u(x, t). Assim,

∫ T

0

‖u(t)‖ppdt =

∫ T

0

∫
Rn
|u(x, t)|pdxdt =

∫
Q

|u(x, t)|dQ = ‖u‖pp.

Definição 1.18 Dado u ∈ Lp(0, T ;X), 1 ≤ p <∞, definimos o operador

Tu : D(0, T ) −→ X

ϕ 7−→ Tu(ϕ) =

∫ T

0

u(t)ϕ(t)dt
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onde a integral é calculada no sentido de Bochner em X. A aplicação Tu é linear e

cont́ınua de D(0, T ) em X e por esta razão é denominada Distribuição Vetorial.

O espaço vetorial das aplicações lineares e cont́ınuas de D(0, T ) em X é denominado

o espaço das distribuições vetoriais sobre (0, T ) com valores em X, o qual denotaremos

por D′(0, T ;X).

Definição 1.19 Por Cm(0, T ;X), com m = 0, 1, . . . e 0 < T < ∞, representaremos o

espaço de Banach das funções cont́ınuas u : [0, T ]→ X que tem derivadas cont́ınuas até

de ordem m sobre [0, T ] munido da norma da convergência uniforme

‖u‖Cm([0,T ];X) =
m∑
i=0

max
t∈[0,T ]

‖u(i)(t)‖X .

onde u(0) significa u, escreveremos C([0, T ];X).

Definição 1.20 Por C0
s (0, T ;X), 0 < T < ∞, denotaremos o espaço das funções u :

[0, T ]→ X tais que a aplicação t 7→ 〈v, u(t)〉X′,X é cont́ınua em [0, T ], para todo v ∈ X ′.

Uma tal função u é denominada fracamente cont́ınua e, no caso em que X = H é um

espaço de Hilbert, a continuidade fraca de u é equivalente a continuidade da aplicação

t 7→ ((u(t), v))H , v ∈ H.

Denotaremos C1
s (0, T ;X) = {u ∈ C0

s (0, T ;X); u′ ∈ C0
s (0, T ;X)}, onde u′ é a deri-

vada de u no sentido das distribuições. Da mesma forma, usaremos a seguinte notação:

C2
s = {u ∈ C0

s (0, T ;X); u′ ∈ C1
s (0, T ;X)}.

Observação 1.17 Se u ∈ C([0, T ];X), então u ∈ Cs(0, T ;X).

Lema 1.6 Sejam V e H espaços de Hilbert, V imerso continuamente em H, u ∈ Lp(0, T ;V )

e u′ ∈ Lp(0, T ;H), com 1 ≤ p ≤ ∞, então

u ∈ C0([0, T ];H) ∩ C0
w([0, T ], V ).

Demonstração: Ver [11].
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Lema 1.7 Sejam X e Y dois espaços de Banach, X ↪→ Y e X reflexivo. Então

L∞(0, T ;X) ∩ Cs(0, T ;Y ) = Cs(0, T ;X).

Demonstração: Ver [12]

Definição 1.21 Sejam X e Y dois espaços de Hilbert complexos separáveis com X ↪→ Y

e X é denso em Y . Definimos o espaço

W (a, b;X, Y ) = {u; u ∈ L2(a, b;X). u′ ∈ L2(a, b;Y )}

onde munido com a norma

‖u‖
W

= (‖u‖2
L2(a,b;X) + ‖u′‖2

L2(a,b;Y ))
1/2

é um espaço de Hilbert.

Teorema 1.7 Sejam V e H espaços de Hilbert complexos separáveis, V ⊂ H, V é denso

em H com imersão cont́ınua. Identificando-se H com seu antidual H ′ e V ′ denotando o

antidual de V , tem-se que W (a, b;V, V ′) ↪→ C([a, b];H).

Onde ↪→ designa a imersão cont́ınua de um espaço no outro.

Demonstração: Ver [6].

1.4 Resultados Auxiliares

Nesta seção enunciaremos resultados importantes que serão utilizados ao longo de

todo o trabalho

Teorema 1.8 (Teorema da Representação de Riesz) Seja H um espaço de Hilbert

complexo e

ϕ : H −→ C
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um funcional linear cont́ınuo. Então existe um único f ∈ H tal que

〈ϕ, u〉 = ((u, f))
H
, ∀u ∈ H.

Além disso,

‖f‖
H

= ‖ϕ‖
H′
.

Demonstração: Ver [8].

Lema 1.8 (Lema de Lax-Milgram) Seja H um espaço de Hilbert, a : H × H → K

uma forma sesquilinear cont́ınua e coerciva, isto é, existe α > 0 tal que

Rea(v, v) ≥ α‖v‖2
H
, ∀v ∈ H,

então para cada ϕ ∈ H ′, existe um único u ∈ H tal que

a(u, v) = 〈ϕ, v〉, ∀v ∈ H.

Além disso, se a(w, v) = a(v, w) para todo v, w ∈ H, então u é caracterizada por


u ∈ H
1

2
a(u, u)−Re 〈ϕ, u〉 = min

v∈H

{
1

2
a(v, v)−Re 〈ϕ, v〉

}

Demonstração: Ver [3].

Proposição 1.26 (Desigualdade de Cauchy-Schwarz) Seja H um espaço de Hil-

bert complexo com produto interno ((., .))
H

e norma ‖.‖
H

, então

|((u, v))
H
| ≤ ‖u‖

H
‖v‖

H
, ∀u, v ∈ H.

Demonstração: Ver em [8].
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Definição 1.22 Seja E um espaço de Banach. A topologia fraca σ(E,E ′) sobre E é a

topologia menos fina sobre E que torna cont́ınuas todas as aplicações f ∈ E ′.

Seja (xn)
n∈N uma sequência de E a qual converge para x ∈ E na topologia fraca

σ(E,E ′). Utilizamos, neste caso, a seguinte notação:

xn ⇀ x em E.

Proposição 1.27 Seja (xn)
n∈N uma sequência em E, então:

(i) xn ⇀ x em E se, e somente se, 〈f, xn〉 → 〈f, xn〉, para todo f ∈ E ′.

(ii) Se xn → x em E, então xn ⇀ x em E.

(iii) Se xn ⇀ x em E, então ‖xn‖E é limitada e ‖x‖
E
≤ lim inf ‖xn‖E .

(iv) Se xn ⇀ x em E e fn → f em E ′, então 〈fn, xn〉 → 〈f, x〉

Demonstração: Ver [2].

Seja E um espaço de Banach e seja x ∈ E fixo. Definamos Jx : E ′ → R por

〈Jx, f〉 = 〈f, x〉.

As aplicações Jx são lineares e cont́ınuas, portanto Jx ∈ E ′′, para todo x ∈ E.

Definamos, agora, J : E → E ′′ tal que J(x) = Jx.

Definição 1.23 A topologia fraca ∗, também designada por σ(E ′, E), é a topologia menos

fina sobre E ′ que torna cont́ınuas todas as aplicações Jx.

Proposição 1.28 Seja (fn)
n∈N uma sequência em E ′, então:

(i) fn
∗
⇀ f em E ′ se, e somente se, 〈fn, x〉 → 〈f, x〉, para todo x ∈ E.

(ii) Se fn → f em E ′, então fn ⇀ f em E ′.

(iii) Se fn ⇀ f em E ′, então fn
∗
⇀ f em E ′.

Demonstração: Ver em [2].
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Lema 1.9 Sejam E um espaço de Banach reflexivo e (xn)
n∈N uma sequência limitada

em E, então existe uma subsequência (xnk)k∈N de (xn)
n∈N e x ∈ E, tal que

xnk ⇀ x fracamente em E.

Reciprocamente, seja E um espaço de Banach tal que toda sucessão limitada {xn}n∈N
possui uma subsequência {xnk}k∈N que converge fraco em E. Então E é reflexivo.

Demonstração: Ver em [2].

Lema 1.10 Sejam E um espaço de Banach separável e (fn)
n∈N uma sequência limitada

em E ′, então existe uma subsequência (fnk)k∈N e f ∈ E ′ tal que

fnk
∗
⇀ f em E ′.

Demonstração: Ver em [2].

1.5 Construção de Espaços de Hilbert

Em esta seção, inspirados no trabalho de Bjorland e Schonbeck [1], apresentaremos os

espaços de Hilbert W , V e H. Tais espaços serão fundamentais para estudar a existência

de soluções dos problemas parabólicos e hiperbólicos em Rn.

1.5.1 O Espaço H

Seja R > 0 fixado. Consideremos o conjunto

H = {u ∈ L2(Rn); û(ξ) = 0 q.s. em ‖ξ‖ ≤ R}

Claramente, H é um subespaço vetorial de L2(Rn).

Exemplo 1.7 Definamos
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H
R

(x) =
sin(2πRx)

πx

calculando a sua transformada de Fourier obtemos

Ĥ
R

(ξ) =

∫ ∞
−∞

e−2πixξH
R

(x)dx =

∫ ∞
−∞

e−2πixξ sin(2πRx)

πx
(x)dx

=
1

π

∫ ∞
−∞

cos(2πx)ξ sin(2πRx)

x
dx− i

π

∫ ∞
−∞

sin(2πxξ) sin(2πRx)xdx

=
1

π

∫ ∞
−∞

sin(2πRx) cos(2πx)ξ

x
dx =

1

π

∫ ∞
−∞

1

2

[
sin(2πx(R + ξ)) + sin(2πx(R− ξ))

x

]
dx,

logo

Ĥ
R

(ξ) =
1

2π

∫ ∞
−∞

[
sin(2πx(R + ξ)) + sin(2πx(R− ξ))

x

]
dx

Se ξ = R, então

Ĥ
R

(R) =
1

2π

∫ ∞
−∞

sin(4πx)

x
dx =

1

2π
.π =

1

2

Se ξ = −R, então

Ĥ
R

(−R) =
1

2π

∫ ∞
−∞

sin(4πx)

x
dx =

1

2π
.π =

1

2

Se ξ < −R, então R + ξ < 0 e R− ξ > 0 obtemos

Ĥ
R

(ξ) =
1

2π

∫ ∞
−∞

sin(2πx(R + ξ))

x
dx+

1

2π

∫ ∞
−∞

sin(2πx(R− ξ))
x

=
1

2π
(−π) +

1

2π
(π) = 0

Se ξ > −R, então R + ξ > 0 e R− ξ < 0 obtemos

Ĥ
R

(ξ) =
1

2π
(π) +

1

2π
(−π) = 0.

Se −R < ξ < R, então R + ξ > 0 e R− ξ > 0 obtemos

Ĥ
R

(ξ) =
1

2π
(π) +

1

2π
(π) = 1.
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Assim temos,

Ĥ
R

(ξ) =


1, se −R < ξ < R
1

2
, se ξ = −R ou ξ = R

0, se ξ < −R ou ξ > R

Deste modo, temos que

Ĥ
R

(ξ) = χ
R

(ξ) q.s. em R,

onde χ
R

(ξ) é a função caracteŕıstica do intervalo fechado [−R,R].

Agora, seja

v(x) = eπ|x|
2

,

deste modo, definamos

u(x) = v(x)− (H
R
∗ v)(x).

Claramente, u ∈ L2(R). Aplicando a Observação 1.8, obtemos que

û(ξ) = v̂(ξ)− Ĥ
R

(ξ)v̂(ξ) = v̂(ξ)− χ
R

(ξ)v̂(ξ), q.s. em R.

Portanto

û(ξ) = 0 q.s. em [−R,R].

Logo, u ∈ H.

Agora, muniremos H com o produto interno e a norma induzidos de L2(Rn), isto é,

para u, v ∈ H temos

((u, v))
H

=

∫
Rn
u(x)v(x)dx (1.16)

e a norma associada a este produto interno é dado por
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‖u‖
H

=

(∫
Rn
|u(x)|2dx

)1/2

(1.17)

Observação 1.18 Como L2(Rn) é um espaço separável, temos que H é um espaço se-

parável.

Lema 1.11 H munido com o produto interno dado por (1.16) é um espaço de Hilbert.

Demonstração: Para demonstrar o lema, basta provar que H é fechado, isto é

H
L2(Rn)

= H.

De fato, sejam (un)n∈N ⊂ H e u ∈ L2(Rn) tal que un → u ∈ L2(Rn). Assim, por

Plancherel temos

ûn −→ û em L2(Rn).

Como un ∈ H, para todo n ∈ N, então ûn(ξ) = 0 quase sempre em ‖ξ‖ ≤ R para

todo n ∈ N. Deste modo

0 ≤
∫
‖ξ‖≤R

| ûn(ξ)︸ ︷︷ ︸
=0

−û(ξ)|2dξ ≤
∫
Rn
|ûn(ξ)− û(ξ)|2dξ,

isto é,

0 ≤
∫
‖ξ‖≤R

|û(ξ)|2dξ ≤
∫
Rn
|ûn(ξ)− û(ξ)|2dξ

Passando o limite nas desigualdades acima, quando n −→∞, obtemos

0 ≤
∫
‖ξ‖≤R

|û(ξ)|2dξ ≤ lim
n→∞

∫
Rn
|ûn(ξ)− û(ξ)|2dξ.

Logo,

∫
‖ξ‖≤R

|û(ξ)|2dξ = 0,

o que implica que

34



|û(ξ)|2 = 0,

o que acarreta que û(ξ) = 0 quase sempre em ‖ξ‖ ≤ R, isto é, u ∈ H, como queŕıamos

demonstrar.

1.5.2 O Espaço V

Seja R > 0 fixado. Consideremos o conjunto

V = {u ∈ H1(Rn); û(ξ) = 0 q.s. em ‖ξ‖ ≤ R}

Claramente V é um subespaço fechado de H1(Rn).

Lema 1.12 Sobre o espaço vetorial V a expressão

((u, v))
V

=

∫
Rn
∇u(x)∇v(x), ∀u, v ∈ V, (1.18)

define um produto interno.

A única dificuldade para provar o Lema acima é

se ((u, u))
V

= 0, implica que u = 0, (1.19)

Para provar (1.19), usaremos o seguinte resultado:

Teorema 1.9 Para cada u ∈ H1(Rn) e para qualquer Λ > 0, a seguinte desigualdade

segue:

‖∇u‖2
2 ≥ Λ2‖u‖2

2 −
∫
{ξ;|ξ|≤Λ}

(Λ2 − |ξ|2)|û|2dξ.

Demonstração: Tomemos

Rn = S ∪ Sc, onde S = {ξ; |ξ| ≤ Λ}.
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Assim, por Plancherel temos

‖∇u‖2
2 =

n∑
i=1

∫
Rn

∣∣∣∣ ∂u∂ξi
∣∣∣∣2 dξ =

n∑
i=1

∫
Rn

∣∣∣∣∣ ∂̂u∂ξi
∣∣∣∣∣
2

dξ

=

∫
Rn

∣∣∣∣∣ ∂̂u∂ξ1

∣∣∣∣∣
2

dξ +

∫
Rn

∣∣∣∣∣ ∂̂u∂ξ2

∣∣∣∣∣
2

dξ + . . .+

∫
Rn

∣∣∣∣∣ ∂̂u∂ξn
∣∣∣∣∣
2

dξ

=

∫
Rn
|iξ1|2|û|2dξ +

∫
Rn
|iξ2|2|û|2dξ + . . .+

∫
Rn
|iξn|2|û|2dξ

=

∫
Rn
|ξ1|2|û|2dξ +

∫
Rn
|ξ2|2|û|2dξ + . . .+

∫
Rn
|ξn|2|û|2dξ

=

∫
Rn
|ξ|2|û|2dξ

=

∫
Sc
|ξ|2|û|2dξ +

∫
S
|ξ|2|û|2dξ

≥ Λ2

∫
Sc
|û|2dξ +

∫
S
|ξ|2|û|2dξ

= Λ2

∫
Sc
|û|2dξ+

(
Λ2

∫
S
|û|2dξ − Λ2

∫
S
|û|2dξ

)
+

∫
S
|ξ|2|û|2dξ

= Λ2

∫
Rn
|û|2dξ +

∫
S
(|ξ|2 − Λ2)|û|2dξ

Prova do Lema 1.12:

Para cada u ∈ H1(Rn) e qualquer Λ > 0, temos pelo Teorema 1.9 a seguinte desigual-

dade

‖∇u‖2
2 ≥ Λ2‖u‖2

2 −
∫
{ξ;|ξ|≤Λ}

(Λ2 − |ξ|2)|û(ξ)|dξ.

Em particular, seja u ∈ V, isto é u ∈ H1(Rn) tal que û = 0 quase sempre em ‖ξ‖ ≤ R

e tomemos Λ = R, deste modo temos

‖∇u‖2
2 ≥ R2‖u‖2

2.

Portanto
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‖u‖2
2 ≤

1

R2
‖∇u‖2

2. (1.20)

Da hipótese dada em (1.19) e da expressão (1.18) temos que se ((u, u))
V

= 0, então

‖∇u‖2
2 = 0 (1.21)

e assim, de (1.20) e (1.21), resulta que

‖u‖2
2 = 0,

o que implica que u = 0.

A norma associada ao produto interno definido em (1.18) em V é

‖u‖
V

=

(∫
Rn
|∇u(x)|2

)1/2

= ‖∇u‖2. (1.22)

Observação 1.19 Da desigualdade em (1.20) e da expressão em (1.22) deduzimos que

‖u‖
H
≤ 1

R
‖u‖

V
, ∀u ∈ V. (1.23)

A desigualdade acima é uma correspondent da Desigualdade de Poincaré.

Observação 1.20 Da expressão dada em (1.23) deduzimos a seguinte desigualdade

R√
R2 + 1

‖u‖H1(Rn) ≤ ‖u‖V ≤ ‖u‖H1(Rn), ∀u ∈ V (1.24)

Lema 1.13 V munido com o produto interno dado por (1.18) é um espaço de Hilbert.

Demonstração: Seja (um)
m∈N uma sequência de Cauchy em V . Devido a primeira

desigualdade de (1.24) temos que
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R√
R2 + 1

‖um − un‖H1(Rn) ≤ ‖um − un‖V .

Como ‖um − un‖V → 0, quando m,n → +∞, vem que (um)
m∈N é uma sequência de

Cauchy em H1(Rn) e devido a completude de H1(Rn) temos que

un −→ u em H1(Rn) ↪→ L2(Rn).

Por Plancherel temos que

ûn −→ û em L2(Rn).

Como un ∈ V, para todo n ∈ N, então ûn = 0 quase sempre em ‖ξ‖ ≤ R. Assim,

analogamente ao procedimento imposto na demonstração do Lema 1.9, obtemos que û = 0

quase sempre em ‖ξ‖ ≤ R. Agora usando a segunda desigualdade de (1.24), obtemos

‖un − u‖V ≤ ‖un − u‖H1(Rn)

e levando em conta que un → u em H1(Rn), obtemos que

un −→ u em V,

o que encerra a demonstração.

O próximo resultado nos auxiliará para demonstrar que V é denso em H.

Lema 1.14 Dα(ϕ ∗ u) = Dαϕ ∗ u, para todo ϕ ∈ S(Rn), para todo u ∈ L2(Rn) e para

todo |α| ≤ m

Demonstração: Seja u ∈ L2(Rn). Existe ψk ∈ C∞0 (Rn) tal que

ψk −→ u em L2(Rn). (1.25)

Afirmamos que
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Dαϕ ∗ ψk −→ Dαϕ ∗ u em L2(Rn). (1.26)

Com efeito, temos

‖Dαϕ ∗ ψk −Dαϕ ∗ u‖2 = ‖Dαϕ ∗ (ψk − u)‖2 ≤ ‖Dαϕ‖1‖ψk − u‖2 −→ 0,

quando k → +∞, o que prova (1.26). Da mesma forma, tem-se

ϕ ∗ ψk −→ ϕ ∗ u em L2(Rn), (1.27)

de onde vem que

Dα(ϕ ∗ ψk) −→ Dα(ϕ ∗ u) em D′(Rn). (1.28)

Combinando (1.26) e (1.28) e tendo em mente que

Dα(ϕ ∗ ψk) = Dαϕ ∗ ψk = ϕ ∗Dαψk,

resulta que Dα(ϕ ∗ u) = Dαϕ ∗ u ∈ L2(Rn), o que prova o Lema.

O Lema 1.12 nos informa que se ϕ ∈ S(Rn) e u ∈ L2(Rn), então ϕ ∗ u ∈ Hm(Rn),

para todo m ∈ N.

Lema 1.15 V é denso em H.

Demonstração: Seja u ∈ H tal que

((u, v))
H

= 0, ∀v ∈ V. (1.29)

Devemos provar que u ≡ 0. De fato, de (1.29) resulta que

∫
Rn
u(x)v(x)dx = 0, ∀v ∈ V,
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ou seja,

∫
Rn
u(x)v(x)dx = 0, ∀v ∈ H1(Rn) com v̂ = 0 q.s. em ‖ξ‖ ≤ R

e da Relação Forte de Parseval (1.12) obtemos

∫
Rn
û(ξ)v̂(ξ)dξ = 0, ∀v ∈ H1(Rn) com v̂ = 0 q.s. em ‖ξ‖ ≤ R. (1.30)

Consideremos w(x) = e−π‖x‖
2 ∗ u(x). Observe que pelo Exemplo 1.5 temos que

e−π‖x‖
2 ∈ S(Rn) e pela Proposição 1.8 temos que S(Rn) ⊂ L1(Rn), logo

e−π‖x‖
2 ∈ L1(Rn).

Como u ∈ L2(Rn), resulta que w ∈ L2(Rn).

Pelo Corolário 1.1, Lema 1.14 e usando a idéia análoga mostra-se que
∂w

∂xi
∈ L2(Rn),

para todo 1 ≤ i ≤ n. Além disso, como

ŵ(ξ) = e−π‖ξ‖
2

û(ξ),

resulta que ŵ = 0 quase sempre em ‖ξ‖ ≤ R. Portanto w ∈ V.

Dáı e de (1.30) obtemos

∫
Rn
û(ξ)e−π‖ξ‖

2

û(ξ)dξ = 0,

ou ainda,

∫
Rn
e−π‖ξ‖

2|û(ξ)|2dξ = 0,

de onde conclúımos que û = 0 quase sempre em Rn e, como

‖u‖2 = ‖û‖2,

segue que que u ≡ 0.
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Observação 1.21 O espaço V é separável. A aplicação linear

T : V −→ L2(Rn)× L2(Rn)× . . . L2(Rn)

u 7−→ Tu =

(
∂u

∂x1

,
∂u

∂x2

, . . . ,
∂u

∂xn

)
é claramente uma isometria. Pondo

W = T (V ),

resulta que W é um subespaço de um espaço separável e, portanto, é também separável.

Sendo T uma isometria, vemos que T−1(W ) possui um subconjunto enumerável e denso

em V . O que prova que V é separável.

1.6 O Operador A

Sejam V e H os espaços de Hilbert complexos definidos nas subseções acima cujos pro-

dutos internos e normas foram denotados, respectivamente, por ((., .))
V

, ‖.‖
V

e ((., .))
H

,

‖.‖
H

.

Devido a (1.23) temos

V ↪→ H, (1.31)

Pelo Lema 1.15 temos que

V é denso em H. (1.32)

Definimos a aplicação

a(., .) : V × V −→ C dada por a(u, v) = ((u, v))
V
. (1.33)

É fácil provar que a aplicação acima definida é uma forma sesquilinear cont́ınua e

coerciva.

Definamos

41



D(A) =

 u ∈ V ; a forma antilinear v ∈ V 7→ ((u, v))
V

é cont́ınua com a topologia induzida por H
(1.34)

Em outras palavras, estamos colecionando em D(A) os elementos u ∈ V tais que a

forma antilinear

gu : V −→ C

v 7−→ gu(v) = ((u, v))
V

(1.35)

é cont́ınua quando induzimos em V a topologia de H. Evidentemente, D(A) 6= ∅, pois

0 ∈ D(A). Sendo V denso em H, podemos estender a aplicação (1.35) a uma aplicação

g̃u : H −→ C,

antilinear e cont́ınua tal que

g̃u(v) = gu(v), ∀v ∈ V. (1.36)

Logo, pelo Teorema da Representação de Riesz, existe um único fu ∈ H tal que

g̃u(v) = ((fu, v))
H
, ∀v ∈ H. (1.37)

Em particular, segue de (1.35), (1.36) e (1.37) que

((u, v))
V

= ((fu, v))
H
, ∀v ∈ V. (1.38)

Desta forma, temos definida a aplicação

A : D(A) −→ H

u 7−→ Au = fu.
(1.39)

Usando (1.34)-(1.39), chegamos a uma nova caracterização para D(A), a saber
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D(A) = {u ∈ V ; existe f ∈ H que verifica ((u, v))
V

= ((f, v))
H
, para todo v ∈ V }

(1.40)

D(A) definido em (1.40) é um subespaço vetorial deH e fica bem definido um operador

linear

A : D(A) −→ H

u 7−→ Au,

onde

((Au, v))
H

= ((u, v))
V
, ∀u ∈ D(A), ∀v ∈ V. (1.41)

Neste contexto, diremos que o operador A é definido pela terna {V,H, ((u, v))
V
} e

denotaremos tal fato escrevendo

A↔ {V,H, ((u, v))
V
}. (1.42)

A forma sesquilinear a(u, v) = ((u, v))
V

é uma forma hermitiana.

Temos os seguintes resultados (veja [5] e [9]):

• A : D(A) −→ H é uma bijeção;

• D(A) é denso em H e A é um operador fechado de H;

• A é um operador não-limitado de H;

• D(A) é denso em V ;

• A : D(A)→ H é auto-adjunto e satisfaz ((Au, v))
H

= ((u,Av))
H
, ∀u, v ∈ D(A).

A seguir definiremos as extensões do operador A definido pela terna {V,H, ((u, v))
V
}.

Consideremos V ′ e H ′ os antiduais de V e H, respectivamente. Definamos
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Ã : V −→ V ′

u 7−→ Ãu,

onde

Ãu : V −→ C é definido por 〈Ãu, v〉
V ′,V

= ((u, v))
V
. (1.43)

Observemos que Ã : V → V ′ é linear e cont́ınua. Portanto, Ã ∈ L(V, V ′). Identifi-

cando H com seu antidual H ′, temos a cadeia de imersões cont́ınuas e densas

V ↪→ H ↪→ V ′. (1.44)

Logo, para todo u ∈ D(A) resulta que

〈Ãu, v〉
V ′,V

= ((u, v))
V

= ((Au, v))
H

= 〈Au, v〉
V ′,V

, ∀v ∈ V,

de onde se conclui que

Ãu = Au, ∀u ∈ D(A), (1.45)

ou seja, Ã é uma extensão de A a todo V .

Também, o operador Ã : V → V ′ é uma isometria, isto é

‖Ãu‖
V ′

= ‖u‖
V
, ∀u ∈ V. (1.46)

Se introduzimos em D(A) o produto interno

((u, v))
D(A)

= ((u, v))
H

+ ((Au,Av))
H
, ∀u, v ∈ D(A), (1.47)

então, pelo fato de A ser fechado, resulta que D(A) é um espaço de Hilbert. Prova-se

que existe uma constante C > 0 tal que

‖u‖
V
≤ c‖u‖

D(A)
, ∀u ∈ D(A),
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ou seja,

D(A) ↪→ V.

Identificando-se H com seu antidual H ′ resulta a cadeia de imersões cont́ınuas e

densas:

D(A) ↪→ V ↪→ H ≡ H ′ ↪→ V ′ ↪→ (D(A))′. (1.48)

Definamos

A∗ : H −→ (D(A))′

u 7−→ A∗u,

onde

A∗u : D(A)→ C é definido por 〈A∗u, v〉
(D(A))′,D(A)

= ((u,Av))
H
. (1.49)

Prova-se que A∗ ∈ (D(A))′. Além disso, temos

〈A∗u, v〉
(D(A))′,D(A)

= ((u,Av))
H

= ((Au, v))
H

= 〈Au, v〉
(D(A))′,D(A)

, ∀u, v ∈ D(A),

o que implica que A∗u = Au, para todo u ∈ D(A), o que prova que A∗ é uma extensão

de A a todo H. Observemos que em D(A) as seguintes normas

‖|u‖|
D(A)

= ‖Au‖
H

e ‖u‖
D(A)

= (‖u‖2
H

+ ‖Au‖2
H

)1/2, (1.50)

são equivalentes. Agora munindo D(A) da topologia ‖|u‖|
D(A)

= ‖Au‖
H

resulta que

A∗ : H → (D(A))′ é uma isometria.

Usando o Lema de Lax-Milgram demonstra-se que

Ã : V −→ V ′ e A∗ : H −→ (D(A))′

são sobrejetoras.
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Observação 1.22 O espaço D(A) munido com a norma ‖u‖
D(A)

= ‖Au‖
H

é separável.

De fato, definamos a seguinte aplicação

σ : D(A) −→ H

u 7−→ σ(u) = Au.

Como A é linear, segue que σ o é.

Também, temos que

‖σu‖
H

= ‖Au‖
H

= ‖|u‖|
D(A)

, ∀u ∈ D(A)

e σ é sobrejetora.

Sendo H separável e σ uma bijeção isométrica, obtemos que D(A) é separável.

Agora, se considerarmos o espaço W = {u ∈ H2(Rn); û(ξ) = 0 em ‖ξ‖ ≤ R} vamos

mostrar que W = D(A) e A = −∆.

A demonstração, será dada a seguir:

Proposição 1.29 Se u ∈ W , então −∆̂u = 0 quase sempre em ‖ξ‖ ≤ R.

Demonstração: De fato, se u ∈ W , então

u ∈ H2(Rn) e û = 0 q.s. em ‖ξ‖ ≤ R. (1.51)

Como ∆̂u(ξ) = ‖ξ‖2û(ξ), segue-se de (1.51) que −∆̂u = 0 quase sempre em ‖ξ‖ ≤ R.

Observação 1.23 A proposição acima nos diz que se u ∈ W, então −∆u ∈ H.

Proposição 1.30 W ⊂ D(A).

Demonstração:De fato, se u ∈ W e v ∈ V temos que
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((−∆u, v))
H

=

∫
Rn
−∆u(x)v(x)dx = −

∫
Rn

∆̂u(ξ)v̂(ξ)dξ = −
∫
Rn
‖ξ‖2û(ξ)v̂(ξ)dξ

(1.52)

e

((u, v))
V

=

∫
Rn
∇u(x)∇v(x)dx =

∫
Rn
‖ξ‖2û(ξ)v̂(ξ)dξ (1.53)

de (1.52) e (1.53) obtemos

((u, v))
V

= ((−∆u, v))
H
, ∀v ∈ V (1.54)

dáı segue-se que u ∈ D(A), o que prova que W ⊂ D(A).

Proposição 1.31 Au = −∆u, ∀u ∈ W.

Demonstração: De fato,

((Au, v))
H

= ((u, v))
V
, ∀u ∈ W, ∀v ∈ V (1.55)

De (1.54) e (1.55) vem que

((Au, v))
H

= ((−∆u, v))
H
, ∀v ∈ V.

Sendo V denso em H conclúımos

((Au, v))
H

= ((−∆u, v))
H
, ∀v ∈ H,

onde Au = −∆u, para todo u ∈ W.

Observação 1.24 A proposição acima nos diz que A|
W

= −∆.

Proposição 1.32 W é denso em D(A).
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Demonstração: De fato, seja u ∈ D(A) tal que

0 = ((u, v))
D(A)

= ((Au,Av))
H
, ∀v ∈ W, (1.56)

devemos provar que u = 0.

Com efeito, tomemos v(x) = e−π‖x‖
2 ∗ u(x), com u ∈ D(A). Claramente v ∈ W, logo

usando (1.56) e o fato que A é auto-adjunto, obtemos:

0 = ((Au,A(e−π‖.‖
2 ∗ u)))

H
= ((Au,−∆(e−π‖.‖

2 ∗ u)))
H

= ((Au, (−∆e−π‖.‖
2
) ∗ u))

H

= ((u,A(−∆(e−π‖.‖
2
)∗u)))

H
= ((u,∆2(e−π‖.‖

2
)∗u))

H
=

∫
Rn
‖ξ‖4e−π‖ξ‖

2|û(ξ)|2dξ.

o que implica

‖ξ‖4e−π‖ξ‖
2|û(ξ)|2 = 0 q.s. em Rn,

ou ainda

|û(ξ)|2 = 0 q.s. em Rn.

Assim,

‖u‖2 = ‖û‖2 =

∫
Rn
|û(ξ)|2dx = 0,

o que nos fornece u = 0.

Proposição 1.33 W
D(A)

= W, ou seja, W é fechado em D(A).

Demonstração: De fato, seja un ∈ W tal que

un −→ u em D(A).

Logo

un −→ u em H

−∆un = Aun −→ Au em H
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ou ainda,

un −→ u em L2(Rn) ↪→ D′(Rn) (1.57)

−∆un −→ Au em L2(Rn) ↪→ D′(Rn) (1.58)

Assim

−∆un −→ −∆u em D′(Rn)

−∆un −→ Au em D′(Rn)

Por unicidade do limite resulta que

−∆u = Au ∈ H ↪→ L2(Rn).

Como u ∈ L2(Rn) e ∆u ∈ L2(Rn), então u ∈ H2(Rn). (Veja [5])

Da convergência (1.57) obtemos que

ûn −→ û em L2(Rn).

Sendo que ûn = 0 quase sempre em ‖ξ‖ ≤ R, segue-se que û = 0 quase sempre em

‖ξ‖ ≤ R. Assim, u ∈ W.

Observação 1.25 As proposições 1.32 e 1.33 nos dizem que W = D(A).
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Caṕıtulo 2

Problema Parabólico em Rn

Neste caṕıtulo, estudaremos a existência , unicidade e o decaimento exponencial da

solução fraca da equação parabólica em Rn × (0,+∞).

Consideremos o seguinte problema

∣∣∣∣∣∣ u
′ −∆u = 0 em Rn × (0,+∞)

u(x, 0) = u0, x ∈ Rn
(2.1)

A energia associada ao problema (2.1) vem dada pela seguinte expressão

E(t) =
1

2

∫
Rn
|u(x, t)|2dx =

1

2
‖u(t)‖2

H
. (2.2)

onde o espaço de Hilbert H foi definido no Caṕıtulo 1 (Seção 1.5).

A seguir definimos o que entendemos por solução fraca do problema (2.1).

Definição 2.1 Uma função u(x, t), definida em Rn × [0, T ], é uma solução fraca para

(2.1), se

u ∈ L∞(0, T ;H), u′ ∈ L2(0, T ;V ′) (2.3)

u′ −∆u = 0 em L2(0, T ;V ′) (2.4)

u(x, 0) = u0(x), x ∈ Rn. (2.5)
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Teorema 2.1 Dados u0 ∈ H, existe uma única solução fraca u do problema (2.1) sa-

tisfazendo (2.3), (2.4) e (2.5). Além disso, a energia E(t) associada ao problema (2.1)

decai exponencialmente, isto é, existe uma constante positiva w0 tal que

E(t) ≤ e−w0t, ∀t ≥ 0.

Demonstração:

2.1 Existência de Solução

A existência de solução será estabelecida utilizando o Método de Faedo-Galerkin, o

qual consiste em obter uma sequência de soluções aproximadas do problema (2.1) e, em

seguida, por meio de estimativas a Priori, passar o limite, em uma topologia adequada,

nesta sequência de soluções aproximadas. Por simplicidade, dividiremos a demonstração

nas seguintes etapas:

1. Construções de soluções aproximadas em subespaços de dimensão finita;

2. Estimativas a Priori;

3. Passagem ao limite nas soluções aproximadas;

4. Localização da 1◦ derivada;

5. Condição Inicial.

2.1.1 Etapa 1: Problema aproximado

Consideremos o espaço de Hilbert V separável definido no Caṕıtulo 1 (Seção 1.5). Seja

uma base {ων}ν∈N em V , ortonormal em H (para se conseguir tal propriedade basta apli-

carmos na base de V o processo de ortogonalização de Gram-Schmidt). Representamos

por

Vm = [ω1, . . . , ωm],
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o subespaço gerado pelos m primeiros elementos da base. Definimos por

um(t) =
m∑
i=1

gim(t)ωi ∈ Vm, (2.6)

onde um(t) é a solução do seguinte problema de Cauchy

((u′m(t), ωj))H + ((um(t), ωj))V = 0 (2.7)

com dado inicial

um(0) = u0m −→ u0 em H (2.8)

Observe que para obtermos (2.8) usamos o fato de V está imerso continuamente e

densamente em H.

Em virtude de (2.6) temos que

m∑
i=1

αimωi = u0m = um(0) =
m∑
i=1

gim(0)ωi (2.9)

De (2.7)-(2.9) podemos escrever

∣∣∣∣∣∣∣∣
m∑
i=1

g′im(t)((ωi, ωj))H +
m∑
i=1

gim(t)((ωi, ωj))V = 0

gim(0) = αjm , j = 1, . . . ,m

ou ainda, em forma matricial


((ω1, ω1))

H
. . . ((ω1, ωm))

H

((ω2, ω1))
H

. . . ((ω2, ωm))
H

...
. . .

...

((ωm, ω1))
H

. . . ((ωm, ωm))
H


︸ ︷︷ ︸

=A


g′1(t)

g′2(t)
...

g′m(t)

+


((ω1, ω1))

V
. . . ((ω1, ωm))

V

((ω2, ω1))
V

. . . ((ω2, ωm))
V

...
. . .

...

((ωm, ω1))
V

. . . ((ωm, ωm))
V


︸ ︷︷ ︸

=B


g1(t)

g2(t)
...

gm(t)

 =


0

0
...

0


(2.10)

Definimos
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Z(t) =


g1m(t)

g2m(t)
...

gmm(t)

 ⇒ Z(0)


g1m(0)

g2m(0)
...

gmm(0)

 =


α1m

α2m

...

αmm

 (2.11)

Observe que sendo {ων}ν∈N ortonormal em H, resulta que a matriz A é a matriz

identidade e , portanto, de (2.10) e (2.11) vem que

∣∣∣∣∣∣ Z
′(t) + BZ(t) = 0

Z(0) = Z0

(2.12)

o qual possui solução em [0, T ] dada por

Z(t) = e−tBZ0,

onde eB = I +
∞∑
k=0

Bk

k!
. Aqui I representa a matriz identidade.

2.1.2 Etapa 2: Estimativas a priori

Multiplicando (2.7) por gjm(t) e somando em j de 1 até m obtemos

((u′m(t), um(t)))
H

+ ((um(t), um(t)))
V

= 0. (2.13)

Tomando parte real em (2.13), obtemos

1

2

d

dt
‖um(t)‖2

H
+ ‖um(t)‖2

V
= 0

integrando de 0 à t, temos;

‖um(t)‖2
H

+ 2

∫ t

0

‖um(s)‖2
V
ds = ‖um(0)‖2

H
(2.14)

e, consequentemente, de (2.8) e (2.14), temos
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‖um(t)‖2
H

+ 2

∫ t

0

‖um(s)‖2
V
ds = ‖u0m‖2

H
, (2.15)

para todo t ∈ [0, T ]. Como u0m → u0 em H, então existe uma constante K1, independente

de m tal que

‖um(0)‖2
H
≤ K1. (2.16)

Combinando (2.15) e (2.16) resulta que

‖um(t)‖2
H

+ 2

∫ t

0

‖um(s)‖2
V
ds ≤ K1, para todo t ∈ [0, T ] e para todo m ∈ N (2.17)

A desigualdade (2.17) nos diz que

{um} é limitada em L∞(0, T ;H);

{um} é limitada em L2(0, T ;V )

(2.18)

Consequentemente, de (2.18) existe uma subsequência {uµ}µ∈N de {uν}ν∈N tal que

uν
∗
⇀ u fraco estrela em L∞(0, T ;H);

uν ⇀ u fraco em L2(0, T ;V )

(2.19)

2.1.3 Passagem ao Limite

Seja j ∈ N arbitrário, porém fixado e consideremos ν > j, então de (2.7) temos

((u′ν(t), ωj))H + ((uν(t), ωj))V = 0.

Multiplicando a identidade acima por θ ∈ D(0, T ), obtemos

((u′ν(t), ωj))Hθ(t) + ((uν(t), ωj))V θ(t) = 0,
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agora integrando de 0 à T, temos

∫ T

0

((u′ν(t), ωj))Hθ(t)dt+

∫ T

0

((uν(t), ωj))V θ(t)dt = 0. (2.20)

Integrando por partes em (2.20) resulta

[((uν(t), ωj))Hθ(t)]
T
0︸ ︷︷ ︸

=0

−
∫ T

0

((uν(t), ωj))Hθ
′(t)dt+

∫ T

0

((uν(t), ωj))V θ(t)dt = 0. (2.21)

Agora, passando o limite em (2.21) quando ν → ∞ e levando em consideração a

convergência dada em (2.19) obtemos

−
∫ T

0

((u(t), ωj))Hθ
′(t)dt+

∫ T

0

((u(t), ωj))V θ(t)dt = 0 (2.22)

Consideremos, agora v ∈ V. Como as combinações lineares finitas dos elementos da

base {ων}ν∈N são densas em V , existe uma sequência {zk}k∈N , zk =

ν(k)∑
i=1

ξikωik tal que

zk → v em V quando k → +∞. Além disso, pelo fato que V ↪→ H, temos em (2.22),

para todo k ∈ N que

−
∫ T

0

((u(t), v))
H
θ′(t)dt+

∫ T

0

((u(t), v))
V
θ(t)dt = 0, (2.23)

assim para todo v ∈ V e θ ∈ D(0, T ) resulta que

〈
d

dt
((u(t), v))

H
, θ(t)

〉
+ 〈((u(t), v))

V
, θ(t)〉 = 0. (2.24)

2.1.4 Localização da 1◦ derivada

Pela estimativa (2.19) e a cadeia de imersões V ↪→ H ↪→ V ′ temos que

u ∈ L2(0, T ;V ) ↪→ L2(0, T ;H) ↪→ L2(0, T, V ′) ↪→ D′(0, T, V ′).

Assim, seja θ ∈ D(0, T ), temos
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〈u′, θ〉 = −〈u, θ′〉 = −
∫ T

0

u(t)θ′(t)dt ∈ H ↪→ V ′.

Logo,

〈u′, θ〉 ∈ V ′.

Deste modo, para v ∈ V, temos

〈〈u′, θ〉, v〉 =

〈
−
∫ T

0

u(t)θ′(t)dt, v

〉
= −

∫ T

0

〈u(t), v〉θ′(t)dt (2.25)

onde 〈., .〉 representa a antidualidade V ′, V .

Por outro lado, devido a definição do operador dada no Caṕıtulo 1 (Seção 1.6) temos

que

∫ T

0

((u(t), v))
V
θ(t)dt =

∫ T

0

〈−∆u(t), v〉θ(t)dt =

〈∫ T

0

−∆u(t)θ(t)dt, v

〉
= 〈〈−∆u, θ〉, v〉

(2.26)

Logo, de (2.25) e (2.26) temos

〈〈u′, θ〉, v〉
V ′,V

+ 〈〈−∆u, θ〉, v〉
V ′,V

= 0,

isto é,

〈〈u′ −∆u, θ〉, v〉
V ′,V

= 0.

Logo, u′ −∆u = 0 em D′(0, T, V ′). Mais ainda

u′ = ∆u ∈ L2(0, T ;V ′).

Portanto, u′ ∈ L2(0, T ;V ′) e

u′ −∆u = 0 ∈ L2(0, T ;V ′).
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2.1.5 Condição Inicial

Notemos que pelo fato de

u ∈ L2(0, T ;V ) e u′ ∈ L2(0, T, V ′),

segue que

u ∈ W (0, T ;V, V ′),

então pelo Teorema 1.7 que

u ∈ C0

([0, T ];H).

Desta forma, faz sentido falarmos em u(t) qualquer que seja t ∈ [0, T ].

Provaremos que u(0) = u0. Com efeito, seja θ ∈ C1([0, T ]) tal que θ(0) = 1 e

θ(T ) = 0. Retornando ao problema aproximado podemos escrever

∫ T

0

((u′ν(t), ωj))Hθ(t)dt+

∫ T

0

((uν(t), ωj))V θ(t)dt = 0, ν ≥ j (fixo).

Integrando por partes a identidade acima chegamos a

−((uν(0), ωj))H −
∫ T

0

((uν(t), ωj))Hθ
′(t)dt+

∫ T

0

((uν(t), ωj))V θ(t)dt = 0

Passando o limite na identidade acima quando ν → +∞ vem que

−((u0, ωj))H −
∫ T

0

((u(t), ωj))Hθ
′(t)dt+

∫ T

0

((u(t), ωj))V θ(t)dt = 0.

Integrando novamente por partes, obtemos

−((u0, ωj))H − ((u(0), ωj))H +

∫ T

0

d

dt
((u(t), ωj))Hθ(t)dt+

∫ T

0

((u(t), ωj))V θ(t)dt = 0.

(2.27)
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Como u é solução fraca do problema em questão de (2.24) e (2.27) conclúımos que

((u(0), ωj))H = ((u0, ωj))H , ∀j ∈ N.

Como {ωj}j∈N é denso em V e V é denso em H temos que

((u(0), v))
H

= ((u0, v))
H
, ∀v ∈ H,

dáı segue-se que u(0) = u0.

2.2 Unicidade

Sejam u e ũ soluções do Problema (2.1) e definamos w = u− ũ. Temos,

∣∣∣∣∣∣ w
′(t)−∆w(t) = 0 em L2(0, T, V ′)

w(0) = 0

Como w ∈ W (0, T ;V, V ′), faz sentido compormos w′(t) com w(t) na dualidade 〈., .〉V ′,V .

Assim temos

〈w′(t), w(t)〉
V ′,V

+ 〈−∆w(t), w(t)〉
V ′,V

= 0,

ou ainda,

〈w′(t), w(t)〉
V ′,V

+ ((w(t), w(t)))
V

= 0 (2.28)

Por outro lado, observe que

d

dt
((w(t), w(t)))

H
= 2Re〈w′(t), w(t)〉

V ′,V
(2.29)

Assim, de (2.28) e (2.29) resulta

1

2

d

dt
‖w(t)‖2

H
+ ‖w(t)‖2

V
= 0
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Agora, integrando de 0 à t ≤ T, obtemos

1

2

‖w(t)‖2
H
− ‖w(0)‖2

H︸ ︷︷ ︸
= 0

+

∫ t

0

‖w(s)‖2
V
ds = 0

Portanto,

‖w(t)‖2
H

= 0, ∀t ∈ [0, T ]

o que resulta que w = 0, encerrando a prova da unicidade.

2.3 Decaimento Exponencial

Compondo (2.4) com u(t) na dualidade 〈., .〉 temos

〈u′(t), u(t)〉+ 〈−∆u(t), u(t)〉 = 0,

ou ainda,

d

dt

(
1

2
‖u(t)‖2

H

)
+ ‖u(t)‖2

V
= 0,

dáı e de (2.2) vem que

E ′(t) + ‖u(t)‖2
V

= 0. (2.30)

Por outro lado, pela desigualdade dada em (1.23), existe uma constante R > 0 tal

que

‖u(t)‖2
H
≤ 1

R2
‖u(t)‖2

V
,

ou seja,

R2‖u(t)‖2
H
≤ ‖u(t)‖2

V
. (2.31)
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Assim, por (2.30) e (2.31) obtemos que

E ′(t) +R2‖u(t)‖2
H
≤ E ′(t) + ‖u(t)‖2

V
= 0. (2.32)

Substituindo (2.2) em (2.32) temos

E ′(t) + 2R2E(t) ≤ 0.

Multiplicando a desigualdade acima por e2R2t implica que

[
E(t)e2R2t

]′
≤ 0. (2.33)

Integrando (2.33) de 0 à t obtemos

E(t)e2R2t − E(0) ≤ 0,

assim

E(t) ≤ E(0)e−2R2t.

Tomando w0 = 2R2, o resultado segue.
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Caṕıtulo 3

Solução Forte do Problema

Hiperbólico em Rn

Neste caṕıtulo, estudaremos a existência e unicidade da solução forte da equação

hiperbólica em Rn × (0,+∞).

Consideremos o seguinte problema:

∣∣∣∣∣∣ u
′′ −∆u+ γu′ = 0 em Rn × (0,+∞)

u(x, 0) = u0(x), u′(x, 0) = u1(x), x ∈ Rn
(3.1)

onde γ > 0. A energia associada ao problema (3.1) é dada por

E(t) =
1

2

∫
Rn

(|u′|2 + |∇u|2)dx =
1

2
‖u′(t)‖2

H
+

1

2
‖u(t)‖2

V
(3.2)

onde os espaços de Hilbert V e H foram definidos no Caṕıtulo 1 (Seção 1.5).

Primeiramente, definimos o que entendemos por solução forte do problema (3.1).

Definição 3.1 Uma função u(x, t), definida em Rn × [0, T ], é uma solução forte para

(3.1), se

u ∈ L∞(0, T ;W ), u′ ∈ L∞(0, T ;V ), u′′ ∈ L∞(0, T ;H) (3.3)
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u′′ −∆u+ γu′ = 0 em L∞(0, T ;H) (3.4)

u(x, 0) = u0(x), u′(x, 0) = u1(x), x ∈ Rn. (3.5)

Teorema 3.1 Sejam {u0, u1} ∈ W×V. O problema (3.1) possui uma única solução forte

u satisfazendo (3.3), (3.4) e (3.5).

Demonstração:

3.1 Existência de Solução

A existência de solução será estabelecida utilizando o Método de Faedo-Galerkin, o

qual consiste em obter uma sequência de soluções aproximadas do problema (3.1) e, em

seguida, por meio de estimativas a Priori, passar o limite, em uma topologia adequada,

nesta sequência de soluções aproximadas. Por simplicidade, dividiremos a demonstração

nas seguintes etapas:

1. Construções de soluções aproximadas em subespaços de dimensão finita;

2. Estimativas a Priori;

3. Passagem ao limite nas soluções aproximadas;

4. Condições Iniciais.

3.1.1 Etapa 1: Problema Aproximado

Seja {ων}ν∈N uma base em W, ortonormal em H. Representamos por

Vm = [ω1 , ω2 , . . . , ωm ],

o subespaço gerado pelos primeiros m primeiros vetores de {ων}ν∈N e, definimos por
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um(t) =
m∑
i=1

gim(t)ω
i
∈ Vm , (3.6)

onde um(t) é a solução do seguinte problema de Cauchy

((u′′m(t), ω
j
))
H

+ ((um(t), ω
j
))
V

+ γ((u′m(t), ω
j
))
H

= 0, (3.7)

com dados iniciais

um(0) = u0m → u0 em W (3.8)

u′m(0) = u1m → u1 em V (3.9)

Temos em virtude de (3.6) que

u0m =
m∑
i=1

αimωi = um(0) =
m∑
i=1

gim(0)ω
i

u1m =
m∑
i=1

βimωi = u′m(0) =
m∑
i=1

g′im(0)ω
i

(3.10)

e, dáı de (3.7)-(3.10) podemos escrever

∣∣∣∣∣∣∣∣
m∑
i=1

g′′im(t)(ω
i
, ω

j
)
H

+
m∑
i=1

gim(t)(ω
i
, ω

j
)
V

+ γ

m∑
i=1

g′im(t)(ω
i
, ω

j
)
H

= 0

gjm(0) = αjm , g
′(0) = βjm , j = 1, 2, . . . ,m

ou ainda,
((ω1 , ω1))

H
. . . ((ω1 , ωm))

H

((ω2 , ω1))
H

. . . ((ω2 , ωm))
H

...
. . .

...

((ωm , ω1))
H

. . . ((ωm , ωm))
H


︸ ︷︷ ︸

=A


g′′1(t)

g′′2(t)
...

g′′m(t)

+


((ω1 , ω1))

V
. . . ((ω1 , ωm))

V

((ω2 , ω1))
V

. . . ((ω2 , ωm))
V

...
. . .

...

((ωm , ω1))
V

. . . ((ωm , ωm))
V


︸ ︷︷ ︸

=B


g1(t)

g2(t)
...

gm(t)


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+γ


((ω1 , ω1))

H
. . . ((ω1 , ωm))

H

((ω2 , ω1))
H

. . . ((ω2 , ωm))
H

...
. . .

...

((ωm , ω1))
H

. . . ((ωm , ωm))
H




g′1(t)

g′2(t)
...

g′m(t)

 =


0

0
...

0

 (3.11)

Definimos

Z(t) =


g1m(t)

g2m(t)
...

gmm(t)

 ⇒ Z(0) =


g1m(0)

g2m(0)
...

gmm(0)

 =


α1m(0)

α2m(0)
...

αmm(0)

 = Z0 (3.12)

Z ′(t) =


g′1m(t)

g′2m(t)
...

g′mm(t)

 ⇒ Z ′(0) =


g′1m(0)

g′2m(0)
...

g′mm(0)

 =


β1m(0)

β2m(0)
...

βmm(0)

 = Z1 (3.13)

Observe que sendo {ων}ν∈N uma base ortonormal em H resulta que a matriz A é a

matriz identidade e, portanto de (3.11)-(3.13) vem que

∣∣∣∣∣∣ Z
′′(t) + γZ ′(t) + BZ(t) = 0

Z(0) = Z0, Z
′(0) = Z1

(3.14)

Definindo

Y1(t) = Z(t), Y2(t) = Z ′(t) e Y (t) =

 Y1(t)

Y2(t)

 ,
temos

Y (0) =

 Y1(0)

Y2(0)

 =

 Z(0)

Z ′(0)

 =

 Z0

Z1

 = Y0

de (3.14) resulta que
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Y ′(t) =

 Y ′1(t)

Y ′2(t)

 =

 Z ′(t)

Z ′′(t)

 =

 Z ′(t)

−γZ ′(t)− BZ(t)

 =

 Y2(t)

−γZ ′(t)−BZ(t)


ou seja,

Y ′(t) =

 0 I

−B −γI


︸ ︷︷ ︸

= C

 Y1(t)

Y2(t)


︸ ︷︷ ︸

=Y (t)

ou ainda,

Y ′(t) = CY (t),

assim, obtemos o seguinte sistema

∣∣∣∣∣∣ Y
′(t) = CY (t)

Y (0) = Y0

(3.15)

onde, Y0 =

 Z0

Z1

 , o qual possui solução em [0, T ] dada por

Y (t) = etCY0,

onde etC = I +
∞∑
k=0

Ck

k!
. Aqui I representa a matriz identidade.

3.1.2 Etapa 2: Estimativa a Priori

Estimativa 1

Multiplicando (3.7) por g′jm(t) e somando em j de 1 até m obtemos

((u′′m(t), u′m(t)))
H

+ ((um(t), u′m(t)))
V

+ γ((u′m(t), u′m(t)))
H

= 0,

isto é,
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1

2

d

dt
‖u′m(t)‖2

H
+

1

2

d

dt
‖um(t)‖2

V
+ γ‖u′m(t)‖2

H
= 0

integrando de 0 à t, vem que

‖u′m(t)‖2
H

+ ‖um(t)‖2
V

+ 2γ

∫ t

0

‖u′m(s)‖2
H
ds = ‖u′m(0)‖2

H
+ ‖um(0)‖2

V

= ‖u1m‖2
H

+ ‖u0m‖2
V
. (3.16)

Contudo de (3.8), (3.9) e pelo fato de W ↪→ V obtemos a existência de uma constante

c1 > 0 independente de m ∈ N e t ∈ [0,+∞) tal que

‖u1m‖2
H

+ ‖u0m‖2
V
≤ c1. (3.17)

Logo, de (3.16) e (3.17) resulta que

‖u′m(t)‖2
H

+ ‖um(t)‖2
V

+ 2γ

∫ t

0

‖u′m(s)‖2
H
ds ≤ c1 (3.18)

para todo t ∈ [0, T ] e para todo m ∈ N.

Afirmação: ‖u′′(0)‖2
H

é limitado.

De fato, multiplicando (3.7) por g′′jm(t), somando em j de 1 até m e tomando t = 0,

temos

‖u′′m(0)‖2
H

+ ((um(0), u′′m(0)))
V

+ γ((u′m(0), u′′m(0)))
H

= 0,

ou ainda,

‖u′′m(0)‖2
H

+ ((−∆um(0), u′′m(0)))
H

+ γ((u′m(0), u′′m(0)))
H

= 0.

Usando a Desigualdade de Schwarz resulta

‖u′′m(0)‖2
H
≤ ‖∆um(0)‖

H
‖u′′m(0)‖

H
+ γ‖u′m(0)‖

H
‖u′′m(0)‖

H
,
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assim temos que

‖u′′m(0)‖
H
≤ ‖∆um(0)‖

H
+ γ‖u′m(0)‖

H
. (3.19)

Por outro lado, de (3.8), (3.9) e pelo fato de V ↪→ H, existe uma constante c2 > 0

independente de m ∈ N e t ∈ [0, T ] tal que

‖∆um(0)‖
H

+ γ‖u′m(0)‖
H
≤ c2. (3.20)

Portanto de (3.19) e (3.20) resulta que

‖u′′m(0)‖
H
≤ c2, ∀m ∈ N e ∀t ∈ [0, T ]. (3.21)

Estimativa 2

Derivando a equação (3.7) em relação a t, obtemos

((u′′′m(t), ω
j
))
H

+ ((u′m(t), ω
j
))
V

+ γ((u′′m(t), ω
j
))
H

= 0 (3.22)

multiplicando (3.22) por g′′j (t) e somando em j de 1 até m

((u′′′m(t), u′′m(t)))
H

+ ((u′m(t), u′′m(t)))
V

+ γ((u′′m(t), u′′m(t)))
H

= 0

tomando a parte real, obtemos

1

2

d

dt
‖u′′m(t)‖2

H
+

1

2
‖u′m(t)‖2

V
+ γ‖u′′m(t)‖2

H
= 0

e integrando de 0 à t implica que

‖u′′m(t)‖2
H

+ ‖u′m(t)‖2
V

+ γ

∫ t

0

‖u′′m(s)‖2
H
ds = ‖u′′m(0)‖2

H
+ ‖u′m(0)‖2

V

= ‖u′′m(0)‖2
H

+ ‖u1m‖2
V
. (3.23)
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De (3.9) e (3.21) temos a existência de uma constante c3 > 0 independente de m ∈ N

e t ∈ [0, T ] tal que

‖u′′m(0)‖2
H

+ ‖u1m‖2
V
≤ c3. (3.24)

Logo de (3.23) e (3.24) temos que

‖u′′m(t)‖2
H

+ ‖u′m(t)‖2
V

+ γ

∫ t

0

‖u′′m(s)‖2
H
ds ≤ c3 (3.25)

Assim, as desigualdades dadas em (3.18) e (3.25) nos dizem que

{um} é limitada em L∞(0, T ;V )

{u′m} é limitada em L∞(0, T ;V ) ↪→ L∞(0, T ;H)

{u′′m} é limitada em L∞(0, T ;H)

(3.26)

Consequentemente, de (3.26) existe uma subsequência {uµ}µ∈N de {uν}ν∈N tal que

uµ
∗
⇀ u fraco estrela em L∞(0, T ;V ) (3.27)

u′µ
∗
⇀ u′ fraco estrela em L∞(0, T ;V ) ↪→ L∞(0, T ;H) (3.28)

u′′µ
∗
⇀ u′′ fraco estrela em L∞(0, T ;H) (3.29)

3.1.3 Etapa 3: Passagem ao Limite

Seja j ∈ N arbitrário, porém fixado. Consideremos ν > j, então de resulta que

((u′′ν(t), ωj))H + ((uν(t), ωj))V + γ((u′ν(t), ωj))H = 0. (3.30)

Multiplicando (3.30) por θ ∈ D(0, T ) e integrando de 0 à T , obtemos
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∫ T

0

((u′′ν(t), ωj))Hθ(t)dt+

∫ T

0

((uν(t), ωj))V θ(t)dt+ γ

∫ T

0

((u′ν(t), ωj))Hθ(t)dt = 0. (3.31)

Passando o limite em (3.31) quando ν → ∞ e levando em consideração as con-

vergências (3.27)-(3.29) temos

∫ T

0

((u′′(t), ω
j
))
H
θ(t)dt+

∫ T

0

((u(t), ω
j
))
V
θ(t)dt+ γ

∫ T

0

((u′(t), ω
j
))
H
θ(t)dt = 0. (3.32)

Considerando v ∈ W. Como as combinações lineares finitas dos elementos de {ων}ν∈N
são densas em W, existe uma subsequência {zk}k∈N , onde

zk =

ν(k)∑
i=1

ξikωik ,

tal que zk → v em W quando k →∞. Logo, de (3.32), para todo k ∈ N temos

∫ T

0

((u′′(t), zk))Hθ(t)dt+

∫ T

0

((u(t), zk))V θ(t)dt+ γ

∫ T

0

((u′(t), zk))Hθ(t)dt = 0. (3.33)

Da convergência forte zk → v em W e das cadeias de imersões W ↪→ V ↪→ H e de

(3.33) obtemos

∫ T

0

((u′′(t), v))
H
θ(t)dt+

∫ T

0

((u(t), v))
V
θ(t)dt+γ

∫ T

0

((u′(t), v))
H
θ(t)dt = 0, ∀v ∈ W, ∀θ ∈ D(0, T )

Resulta dáı que

u′′ −∆u+ γu′ = 0 em D′(0, T ;H), (3.34)

mas como

u′′ ∈ L∞(0, T ;H) e u′ ∈ L∞(0, T ;V ) ↪→ L∞(0, T ;H), (3.35)
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resulta de (3.35) em (3.34) que

∆u ∈ L∞(0, T ;H). (3.36)

Portanto,

u′′ −∆u+ γu′ = 0 em L∞(0, T ;H). (3.37)

De (3.37) obtemos

((u(t), v))
V

= ((−u′(t)− γu′(t), v))
H
, ∀v ∈ V e para q.t. t ∈]0, T [,

o que implica, face a definição de W que

u(t) ∈ W, para q.t. t ∈]0, T [. (3.38)

De (3.36) e (3.38) temos que

u ∈ L∞(0, T ;W ).

3.1.4 Etapa 4: Condições Iniciais

Como

u ∈ L∞(0, T ;W ), u′ ∈ L∞(0, T ;V ), u′′ ∈ L∞(0, T ;H)

e levando em conta os Lemas 1.6 e 1.7, então

u ∈ C([0, T ];V ), u ∈ C0
s (0, T ;W )

u′ ∈ C([0, T ];H), u′ ∈ C0
s (0, T ;V )
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Desta forma, faz sentido falarmos de u(t) ∈ W e u′(t) ∈ V qualquer que seja t ∈ [0, T ].

Provaremos que:

(i) u(0) = u0

De fato, sejam v ∈ V e θ ∈ C1[0, T ] tal que θ(0) = 1 e θ(T ) = 0. Da convergência em

(3.28), resulta que

∫ T

0

((u′ν(t), v))
V
θ(t)dt −→

∫ T

0

((u′(t), v))
V
θ(t)dt quando ν → +∞

ou seja,

∫ T

0

d

dt
((uν(t), v))

V
θ(t)dt −→

∫ T

0

d

dt
((u(t), v))

V
θ(t)dt quando ν → +∞

integrando por partes, obtemos

−((uν(0), v))
V
−
∫ T

0

((uν(t), v))
V
θ′(t)dt −→ −((u(0), v))

V
−
∫ T

0

((u(t), v))
V
θ′(t)dt. (3.39)

Pela convergência dada em (3.27) temos para v ∈ V e θ′ ∈ C[0, T ]

∫ T

0

((uν(t), v))
V
θ′(t)dt −→

∫ T

0

((u(t), v))
V
θ′(t)dt (3.40)

De (3.39) e (3.40) resulta

((uν(0), v))
V
−→ ((u(0), v))

V
, ∀v ∈ V,

isto é

((u0ν , v))
V
−→ ((u(0), v))

V
, ∀v ∈ V. (3.41)

Por outro lado,

uν(0) = u0ν −→ u0 em W ↪→ V
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assim

((u0ν , v))
V
−→ ((u0, v))

V
, ∀v ∈ V (3.42)

De (3.41), (3.42) e pela unicidade do limite resulta que

((u(0), v))
V

= ((u0, v))
V
, ∀v ∈ V,

dáı, u(0) = u0.

(ii) u′(0) = u1

De fato, sejam v ∈ H e θ ∈ C1[0, T ] tal que θ(0) = 1 e θ(T ) = 0. Da convergência em

(3.29) resulta que

∫ T

0

((u′′ν , v))
H
θ(t)dt −→

∫ T

0

((u′′, v))
H
θ(t)dt quando ν → +∞,

ou seja,

∫ T

0

d

dt
((u′ν , v))

H
θ(t)dt −→

∫ T

0

d

dt
((u′, v))

H
θ(t)dt quando ν → +∞

agora, integrando por partes, obtemos

−((u′ν(0), v))
H
−
∫ T

0

((u′ν(t), v))
H
θ′(t)dt −→ ((u′(0), v))

H
−
∫ T

0

((u′(t), v))
H
θ′(t)dt (3.43)

Pela convergência dada em (3.28), temos para v ∈ H e θ′ ∈ C[0, T ] que

∫ T

0

((u′ν(t), v))
H
θ′(t)dt −→

∫ T

0

((u′(t), v))
H
θ′(t)dt (3.44)

De (3.43) e (3.44) resulta que

((u′ν(0), v))
H
−→ ((u′(0), v))

H
, ∀v ∈ H

isto é,
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((u1ν , v))
H
−→ ((u′(0), v))

H
, ∀v ∈ H (3.45)

Por outro lado,

u′ν(0) = u1ν −→ u1 em V ↪→ H

assim

((u1v , v))
H
−→ ((u1, v))

H
, ∀v ∈ H (3.46)

De (3.45), (3.46) e pela unicidade do limite, resulta

((u′(0), v))
H

= ((u1, v))
H
, ∀v ∈ H

dáı, u′(0) = u1.

3.2 Unicidade

Sejam u e ũ duas soluções do Problema (3.1) e definamos w = u− ũ. Temos∣∣∣∣∣∣ w
′′ −∆u+ γw′ = 0 em L∞(0, T ;H)

w(0) = w′(0) = 0

Como w′ ∈ L∞(0, T ;V ) ↪→ L∞(0, T ;H) ↪→ L1(0, T ;H), tem sentido compormos

w′′ −∆w + γw com w′ no produto interno ((., .))
H
, logo

((w′′(t), w′(t)))
H

+ ((−∆w(t), w′(t)))
H

+ γ((w′(t), w′(t)))
H

= 0 (3.47)

Como w ∈ L∞(0, T ;W ) e w′ ∈ L∞(0, T ;V ) de (3.47) obtemos

((w′′(t), w′(t)))
H

+ ((w(t), w′(t)))
V

+ γ‖w′(t)‖2
H

= 0 (3.48)
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Tomando a parte real em (3.48), obtemos

1

2

d

dt
‖w′(t)‖2

H
+

1

2

d

dt
‖w(t)‖2

V
+ γ‖w′(t)‖2

H
= 0

integrando de 0 à t e levando em conta que w(0) = w′(0) = 0, temos

1

2
‖w′(t)‖2

H
+

1

2
‖w(t)‖2

V
+ γ

∫ t

0

‖w′(s)‖2
H
ds = 0

Logo w(t) = 0, para todo t ∈ [0, T ]. O que encerra a prova da unicidade.

Observação 3.1

• Como u ∈ L∞(0, T ;W ) e u′ ∈ L∞(0, T ;V ), então obtemos dos Lemas 1.6 e 1.7 que

u ∈ C0([0, T ];V ) e u ∈ C0
s (0, T ;W ).

• Como u′ ∈ L∞(0, T ;V ) e u′′ ∈ L∞(0, T ;H), então obtemos dos Lemas 1.6 e 1.7

que

u′ ∈ C0([0, T ];H) e u′ ∈ C0
s (0, T ;V ).

• Temos que:

(i) u′′ −∆u+ γu′ = 0 em L∞(0, T ;H) ↪→ L∞(0, T ;V ′);

(ii) u ∈ C0([0, T ];V ) resulta que −∆u ∈ C0([0, T ], V ′);

(iii) u′ ∈ C0([0, T ];V ) ↪→ C0([0, T ];V ′);

De (i)− (iii) obtemos que

(iv) u′′ ∈ C0([0, T ];V ′)

De (iv) e do fato que u′′ ∈ L∞(0, T ;H) vemos que face o Lema 1.7 resulta que

u′′ ∈ L∞(0, T ;H) ∩ Cs(0, T ;V ′) = C0
s (0, T ;H).
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Caṕıtulo 4

Solução Fraca do Problema

Hiperbólico em Rn

Neste caṕıtulo, estudaremos a existência, unicidade e o decaimento exponencial da

solução fraca do problema (3.1).

A seguir, definiremos o conceito de solução fraca do problema (3.1):

Definição 4.1 Uma função u(x, t), definida em Rn × [0, T ], é uma solução fraca para

(3.1), se

u ∈ C0([0, T ];V ) ∩ C1([0, T ];H) ∩ C2([0, T ];V ′) (4.1)

u′′ −∆u+ γu′ = 0 em C0([0, T ];V ′) (4.2)

u(x, 0) = u0(x), u′(x, 0) = u1(x), x ∈ Rn. (4.3)

Teorema 4.1 Dados u0 ∈ V e u1 ∈ H, existe uma única solução fraca u do problema

(3.1) satisfazendo (4.1), (4.2) e (4.3). Além disso, a solução do problema (3.1) satisfaz

a identidade da energia
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1

2
‖u′(t)‖2

H
+

1

2
‖u(t)‖2

V
+ γ

∫ t

0

‖u′(s)‖2
H
ds =

1

2
‖u1‖2

H
+

1

2
‖u0‖2

V
, ∀t ∈ [0, T ]

Demonstração:

4.1 Existência de Solução

Como W é denso em V e V é denso em H conforme Caṕıtulo 1 (Seção 1.6), então

existem sequências (u0ν )ν∈N ⊂ W e (u1ν )ν∈N ⊂ V tais que

u0ν = u0ν −→ u0 em V (4.4)

u′ν(0) = u1ν −→ u1 em H (4.5)

Para cada ν ≥ ν0, seja uν , a solução forte do Problemas (3.1) com a condição inicial

{u0ν , u1ν} ∈ W × V, isto é, para todo T > 0

uν ∈ C0
s ([0, T ];W ) ∩ C1

s ([0, T ];V ) ∩ C2
s ([0, T ];H)

e verifica que

∣∣∣∣∣∣ u
′′
ν −∆uν + γu′ν = 0 q.s. em Rn × (0,+∞)

uν(0) = u0ν , u
′
ν(0) = u1ν

(4.6)

Para cada µ ≥ ν0, obtemos

∣∣∣∣∣∣ u
′′
µ −∆uµ + γu′µ = 0 q.s. em Rn × (0,+∞)

uµ(0) = u0µ , u
′
µ(0) = u1µ

(4.7)

De (4.6) e (4.7) resulta

∣∣∣∣∣∣ (uν − uµ)′′ −∆(uν − uµ) + γ(uν − uµ)′ = 0 q.s. em Rn × (0,+∞)

(uν − uµ)(0) = u0ν − u0µ (uν − uµ)′(0) = u1ν − u1µ

(4.8)
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Definindo zν,µ = uν − uµ, ν, µ ∈ N, ν, µ ≥ ν0 segue de (4.8)

∣∣∣∣∣∣ z
′′
ν,µ −∆zν,µ + γz′ν,µ = 0 q.s. em Rn × (0,+∞)

zν,µ(0) = z0ν,µ , z
′
νµ(0) = z1ν,µ

(4.9)

Compondo a primeira equação de (4.9) por z′ν,µ ∈ C0([0, T ];V ), obtemos

((z′′ν,µ(t), z′ν,µ(t)))
H

+ ((−∆zν,µ(t), z′ν,µ(t)))
H

+ γ((z′ν,µ(t), z′ν,µ(t)))
H

= 0

ou

((z′′ν,µ(t), z′ν,µ(t)))
H

+ ((zν,µ(t), z′ν,µ(t)))
V

+ γ‖z′ν,µ(t)‖2
H

= 0 (4.10)

Tomando a parte real em (4.10), obtemos

1

2

d

dt
‖z′ν,µ(t)‖2

H
+

1

2

d

dt
‖zν,µ(t)‖2

V
+ γ‖z′ν,µ(t)‖2

H
= 0 (4.11)

integrando de 0 à t na equação (4.11) conclúımos que

‖z′ν,µ(t)‖2
H

+ ‖zν,µ(t)‖2
V

+ 2 γ

∫ t

0

‖z′ν,µ(s)‖2
H
ds = ‖z′ν,µ(0)‖2

H
+ ‖zν,µ(0)‖2

V

= ‖z1ν,µ‖2
H

+ ‖z0ν,µ‖2
H
. (4.12)

Logo, resulta que para todo t ∈ [0, T ] temos

‖u′ν(t)− u′µ(t)‖2
H

+ ‖uν(t)− uµ(t)‖2
V
≤ ‖u0ν − u0µ‖2

V
+ ‖u1ν − u1µ‖2

H

Assim,

sup
t∈[0,T ]

‖u′ν(t)− u′µ(t)‖2
H

+ sup
t∈[0,T ]

‖uν(t)− uµ(t)‖2
V
≤ ‖u0ν − u0µ‖2

V
+ ‖u1ν − u1µ‖2

H
(4.13)

De (4.4), (4.5) e (4.13) temos que (uν)ν∈N é uma sequência de Cauchy em C0([0, T ];V )

e (u′ν)ν∈N é uma sequência de Cauchy em C0([0, T ];H).
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Da completude de C0([0, T ];V ) e C0([0, T ];H) segue que

uν −→ u em C0([0, T ];V ) ↪→ L2(0, T ;V ) (4.14)

u′ν −→ u′ em C0([0, T ];H) ↪→ L2(0, T ;H) (4.15)

Sejam θ ∈ D(0, T ) e v ∈ V. Compondo a primeira equação de (4.6) com vθ no produto

interno de L2(0, T ;H) e usando a definição de D(A) obtemos

∫ T

0

((u′′ν(t), v))
H
θ(t)dt+

∫ T

0

((uν(t), v))
V
θ(t)dt+ γ

∫ T

0

((u′ν(t), v))
H
θ(t)dt = 0,

integrando por partes e tendo em conta que θ(0) = θ(T ) = 0 temos

−
∫ T

0

((u′ν(t), v))
H
θ′(t)dt+

∫ T

0

((uν(t), v))
V
θ(t)dt+ γ

∫ T

0

((u′ν(t), v))
H
θ(t)dt = 0. (4.16)

Assim de (4.14), (4.15), (4.16) e passando ao limite quando ν →∞, obtemos

−
∫ T

0

((u′(t), v))
H
θ′(t)dt+

∫ T

0

((u(t), v))
V
θ(t)dt+ γ

∫ T

0

((u′(t), v))
H
θ(t)dt = 0 (4.17)

Agora observe que

−
∫ T

0

((u′(t), v))
H
θ′(t)dt =

((
−
∫ T

0

u′(t)θ′(t)dt, v

))
H

=

〈
−
∫ T

0

u′(t)θ′(t)dt, v

〉
V ′,V

= 〈〈u′′, θ〉, v〉
V ′,V

(4.18)

∫ T

0

((u(t), v))
V
θ(t)dt =

∫ T

0

〈−∆u(t), v〉
V ′,V

θ(t)dt =

〈∫ T

0

−∆u(t)θ(t)dt, v

〉
V ′,V

= 〈〈−∆u, θ〉, v〉
V ′,V

(4.19)
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∫ T

0

((γu′(t), v))
H
θ(t)dt =

((∫ T

0

γu′(t)θ(t)dt, v

))
=

〈∫ T

0

γu′(t)θ(t)dt, v

〉
V ′,V

= 〈〈γu′, θ〉, v〉
V ′,V

(4.20)

Substituindo (4.18)-(4.20) em (4.17) chegamos que

〈〈u′′, θ〉, v〉
V ′,V

+ 〈〈−∆u(t), θ(t)〉, v〉
V ′,V

+ 〈〈γu′, θ〉, v〉
V ′,V

= 0

para todo v ∈ V e para todo θ ∈ D(0, T ). E dessa forma, obtemos

〈〈u′′ −∆u+ γu′, θ〉, v〉
V ′,V

= 0,

para todo v ∈ V no sentido de D′(0, T ), ou seja,

u′′ −∆u+ γu′ = 0 em D′(0, T ;V ′). (4.21)

Observando que u ∈ C0([0.T ];V ), então −∆u ∈ C0([0.T ];V ′) e que u′ ∈ C0([0, T ];H) ↪→

C0([0.T ];V ′), obtemos a igualdade (4.21) em C0([0.T ];V ′).

4.1.1 Condição Inicial

Como uν → u em C([0, T ];V ), então

u0ν = uν(0) −→ u(0) em V.

Por outro lado,

u0ν −→ u0 em V.

Destas últimas convergências e pela unicidade do limite, temos
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u(0) = u0.

Agora, como u′ν → u′ em C([0, T ];H), então

u1ν = u′ν(0) −→ u′(0) em H.

Por outro lado,

u1ν −→ u1 em H.

Destas últimas convergências e pela unicidade do limite, temos

u′(0) = u1.

4.1.2 Unicidade

Sejam u e ũ soluções fracas do Problema (3.1). Então, se definirmos w = u− ũ, temos

w ∈ C0([0, T ];V ) ∩ C1([0, T ];H) ∩ C2([0, T ];V ′)

e verifica-se

∣∣∣∣∣∣ w
′′ −∆w + γw′ = 0

w(0) = w′(0) = 0
(4.22)

Sejam s, t ∈ [0, T ] e definamos a seguinte função auxiliar

ψ(t) =

 −
∫ s

t

w(τ)dτ, 0 ≤ t ≤ s

0 , s ≤ t ≤ T

Observemos que para cada t ∈ [0, T ], ψ(t) ∈ V. Além disso,∫ T

0

‖ψ(t)‖
V
dt =

∫ s

0

∥∥∥∥−∫ s

t

w(τ)dτ

∥∥∥∥
V

dt ≤
∫ s

0

∫ s

t

‖w(τ)‖
V
dτdt

80



≤ supess ‖w‖
V

∫ s

0

(s− t)dt = supess‖w‖
V

[
st− t2

2

]s
0

= supess‖w‖
V

[
s2 − s2

2

]
≤ T 2

2
supess‖w‖

V
< +∞

Logo, ψ ∈ L1(0, T ;V ). Além disso, como ψ′ = w ∈ C0([0, s];V ) resulta que ψ ∈

C1([0, s];V ).

Por outro lado, observemos que w′′−∆w+γw′ ∈ L∞(0, T ;V ′) e compondo a equação

w′′ −∆w + γw′ = 0 com ψ na dualidade L∞(0, T ;V ′)× L1(0, T ;V ) obtemos

∫ T

0

〈w′′, ψ(t)〉dt+

∫ T

0

〈−∆w(t), ψ(t)〉dt+ γ

∫ T

0

〈w′(t), ψ(t)〉dt = 0,

ou ainda,

∫ T

0

〈w′′, ψ(t)〉dt+

∫ T

0

((w(t), ψ(t)))
V
dt+ γ

∫ T

0

((w′(t), ψ(t)))
H
dt = 0

Como ψ(t) = 0 para todo t ∈ [s, T ] da última identidade podemos escrever

∫ s

0

〈w′′, ψ(t)〉dt+

∫ s

0

((w(t), ψ(t)))
V
dt+ γ

∫ s

0

((w′(t), ψ(t)))
H
dt = 0. (4.23)

Agora, vamos analisar cada integral de (4.23). Assim, note que

d

dt
〈w′(t), ψ(t)〉 = 〈w′′(t), ψ(t)〉+ 〈w′(t), ψ′(t)〉. (4.24)

Como

〈w′(t), ψ(t)〉 = ((w′(t), ψ(t)))
H
, (4.25)

então de (4.24) e (4.25) vem que

d

dt
((w′(t), ψ(t)))

H
= 〈w′′(t), ψ(t)〉+ 〈w′(t), ψ′(t)〉 (4.26)

Agora, observemos que ψ′(t) = w(t) quase sempre em [0, s], assim temos
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〈w′(t), ψ′(t)〉 = 〈w′(t), w(t)〉 = ((w′(t), w(t)))
H
, (4.27)

tomando parte real em (4.27) obtemos

Re〈w′(t), ψ′(t)〉 =
1

2

d

dt
‖w(t)‖2

H
. (4.28)

Tomando a parte real em (4.26) e usando (4.28) obtemos

Re
d

dt
((w′(t), ψ(t)))

H
= Re〈w′′(t), ψ(t)〉+

1

2

d

dt
‖w(t)‖2

H
, (4.29)

integrando a identidade (4.29) de 0 à s e pelo fato que w(0) = w′(0) = ψ(s) = 0 vem que

0 = Re

∫ s

0

〈w′′(t), ψ(t)〉dt+
1

2
‖w(s)‖2

H
,

assim,

Re

∫ s

0

〈w′′(t), ψ(t)〉dt = −1

2
‖w(s)‖2

H
(4.30)

Por outro lado, como ψ′ = w quase sempre em [0, s] temos que

Re((w(t), ψ(t)))
V

= Re((ψ′(t), ψ(t)))
V

=
1

2

d

dt
‖ψ(t)‖2

V
,

integrando a identidade acima de 0 à s, obtemos

Re

∫ s

0

((w(t), ψ(t)))
V
dt =

1

2
‖ψ(s)‖2

V
− 1

2
‖ψ(0)‖2

V
= −1

2
‖ψ(0)‖2

V
. (4.31)

Agora, note que

d

dt
((w(t), ψ(t)))

H
= ((w′(t), ψ(t)))

H
+ ((w(t), ψ′(t)))

H
,

integrando a identidade acima de 0 à s e levando em conta que w(0) = ψ(s) = 0, obtemos

0 =

∫ s

0

((w′(t), ψ(t)))
H
dt+

∫ s

0

((w(t), ψ′(t)))
H
dt,
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ou seja,

∫ s

0

((w′(t), ψ(t)))
H
dt = −

∫ s

0

‖w(t)‖2
H
. (4.32)

Tomando a parte real em (4.23) e usando (4.30), (4.31) e (4.32), obtemos

1

2
‖w(s)‖2

H
+

1

2
‖ψ(0)‖2

V
+

∫ s

0

‖w(t)‖2
H

= 0,

o que implica que ‖w(s)‖2
H

= 0, para todo s ∈ [0, T ], ou seja, w = 0. O que encerra a

unicidade.

4.1.3 Identidade da Energia

Compondo a primeira equação de (4.6) com u′ν(t) ∈ C0([0, T ], V ) temos

((u′′ν(t), u
′
ν(t)))H + ((−∆uν(t), u

′
ν(t)))H + γ((u′ν(t), u

′
ν(t)))H = 0,

ou ainda,

((u′′ν(t), u
′
ν(t)))H + ((uν(t), u

′
ν(t)))V + γ((u′ν(t), u

′
ν(t)))H = 0 (4.33)

Tomando a parte real em (4.33), obtemos

1

2

d

dt
‖u′ν(t)‖2

H
+

1

2

d

dt
‖uν(t)‖2

V
+ γ‖u′ν(t)‖2

H
= 0

integrando de 0 à t resulta que,

1

2
‖u′ν(t)‖2

H
+

1

2
‖uν(t)‖2

V
+ γ

∫ t

0

‖u′ν(s)‖2
H
ds =

1

2
‖u′ν(0)‖2

H
+

1

2
‖uν(0)‖2

V

=
1

2
‖u1ν‖2

H
+

1

2
‖u0ν‖2

V

Devido as convegências dadas em (4.4), (4.5), (4.14) e (4.15) obtemos quando ν →∞
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1

2
‖u′(t)‖2

H
+

1

2
‖u(t)‖2

V
+ γ

∫ t

0

‖u′(s)‖2
H
ds =

1

2
‖u1‖2

H
+

1

2
‖u0‖2

V

4.2 Decaimento Exponencial

∣∣∣∣∣∣ u
′′ −∆u+ γu′ = 0 em Rn × (0,∞)

u(x, 0) = u0(x), u′(x, 0) = u1(x) x ∈ Rn
(4.34)

u0 ∈ W, u1 ∈ V (4.35)

Consideremos a energia de (4.34) dada por

E(t) =
1

2
‖u′(t)‖2

H
+

1

2
‖u(t)‖2

V
(4.36)

Compondo a primeira equação de (4.34) por u′ no produto interno de ((., .))
H

obtemos

E ′(t) = −γ‖u′(t)‖2
H

(4.37)

Recordemos que existe uma constante R > 0 tal que

‖v‖
H
≤ 1

R
‖v‖

V
, ∀v ∈ V (4.38)

Para qualquer ε > 0, definimos a energia perturbada

Eε(t) = E(t) + εReψ(t) (4.39)

onde

ψ(t) = ((u′(t), u(t)))
H

(4.40)

Proposição 4.1 Existe c1 > 0 tal que

|Eε(t)− E(t)| ≤ εc1E(t), ∀t ≥ 0
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Demonstração: Usando a Desigualdade de Cauchy-Schwarz, a Desigualdade de Young,

(4.38) e (4.40), obtemos:

|Reψ(t)| ≤ |ψ(t)| = |((u′(t), u(t)))
H
| ≤ ‖u′(t)‖

H
‖u(t)‖

H

≤ 1

R
‖u′(t)‖

H
‖u(t)‖

V

≤ 1

R

[
1

2
‖u′(t)‖2

H
+

1

2
‖u(t)‖2

V

]
isto é,

|Reψ(t)| ≤ 1

R
E(t) (4.41)

De (4.39) obtemos

Eε(t)− E(t) = εReψ(t),

assim temos que

|Eε(t)− E(t)| = ε|Reψ(t)| (4.42)

De (4.41) e (4.42) obtemos

|Eε(t)− E(t)| ≤ ε
1

R
E(t), ∀t ≥ 0.

Conclúımos a prova tomando c1 = R
1

R

Proposição 4.2

E ′ε(t) ≤ −εE(t), ∀t ≥ 0

onde ε ∈ (0, ε1] tal que ε1 é uma constante positiva.

Demonstração: Derivando (4.40) obtemos

Reψ′(t) = Re ((u′′(t), u(t)))
H

+ ‖u′(t)‖2
H

(4.43)
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De (4.34) temos

u′′ = ∆u− γu′ (4.44)

substiuindo (4.44) em (4.43) vem que

ψ′(t) = ((∆u(t)− γu′(t), u(t)))
H

+ ‖u′(t)‖2
H

= ((∆u(t), u(t)))
H
− γ((u′(t), u(t)))

H
+ ‖u′(t)‖2

H

= −((u(t), u(t)))
V
− γ((u′(t), u(t)))

H
+ ‖u′(t)‖2

H

= −‖u(t)‖2
V
− γ((u′(t), u(t)))

H
+ ‖u′(t)‖2

H .

Tomando a parte real, obtemos

Re(ψ′(t)) = −‖u(t)‖2
V
− γRe ((u′(t), u(t)))

H
+ ‖u′(t)‖2

H . (4.45)

Agora, vamos analisar o termo I1 = −γRe ((u′(t), u(t)))
H
.

I1 ≤ |I1| = | − γRe ((u′(t), u(t)))
H
| = γ|Re ((u′(t), u(t)))

H
| ≤ γ|((u′(t), u(t)))

H
|

≤ γ‖u′(t)‖
H
‖u(t)‖

H
≤ γ

1

R
‖u′(t)‖

H
‖u(t)‖

V
≤ γ2

2R2
‖u′(t)‖2

H
+

1

2
‖u(t)‖2

V
,

isto é,

I1 ≤
γ2

2R2
‖u′(t)‖2

H
+

1

2
‖u(t)‖2

V
(4.46)

De (4.45) e (4.46), obtemos

Re(ψ′(t)) ≤ −1

2
‖u(t)‖2

V
+

(
γ2 + 2R2

2R2

)
‖u′(t)‖2

H (4.47)

Derivando (4.39), obtemos

E ′ε(t) = E ′(t) + εRe(ψ′(t)) (4.48)

86



De (4.37), (4.47) e (4.48), obtemos

E ′ε(t) ≤ −γ‖u′(t)‖2
H
− ε

2
‖u(t)‖2

V
+ ε

(
γ2 + 2R2

2R2

)
‖u′(t)‖2

H

= −γ‖u′(t)‖2
H
− ε

2
‖u(t)‖2

V
− ε

2
‖u′(t)‖2

H
+
ε

2
‖u′(t)‖2

H
+ ε

(
γ2 + 2R2

2R2

)
‖u′(t)‖2

H

= −εE(t)− γ‖u′(t)‖2
H

+
ε

2
‖u′(t)‖2

H
+ ε

(
γ2 + 2R2

2R2

)
‖u′(t)‖2

H

= −εE(t)−
[
γ − ε

(
γ2 + 3R2

2R2

)]
‖u′(t)‖2

H

ou seja,

E ′ε(t) ≤ −εE(t)−
[
γ − ε

(
γ2 + 3R2

2R2

)]
‖u′(t)‖2

H
(4.49)

Finalmente, se escolhermos ε suficientemente pequeno tal que γ−ε
(
γ2 + 3R2

2R2

)
≥ 0,

conclúımos a prova com ε1 =
2γR2

γ2 + 3R2
.

Proposição 4.3 (Decaimento Exponencial) Se ε0 = min

{
1

2c1

, ε1

}
, então

E(t) ≤ 3E(0)e
−
ε

4
t
, ∀t ≥ 0, ∀ε ∈ (0, ε0].

Demonstração: Pela Proposição 4.1 temos:

(1− c1ε)E(t) ≤ Eε(t) ≤ (1 + c1ε)E(t).

Mas, como ε ≤ ε0 ≤
1

2c1

temos

1

2
E(t) ≤ Eε(t) ≤

3

2
E(t) ≤ 2E(t), ∀t ≥ 0. (4.50)

Observemos de (4.50) obtemos que Eε(t) ≤ 2E(t). Consequentemente:

−ε
2
E(t) ≤ −ε

4
Eε(t) (4.51)

Logo, de (4.51) e da Proposição 4.2 obtemos:
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E ′ε(t) ≤ −εE(t) ≤ −ε
2
E(t) ≤ −ε

4
Eε(t)

e, portanto

E ′ε(t) +
ε

4
Eε(t) ≤ 0. (4.52)

Multiplicando (4.52) por e

ε

4
t
, obtemos

d

dt

(
Eε(t)e

ε

4
t
)
≤ 0.

Integrando a desigualdade acima sobre [0, t] obtemos

Eε(t) ≤ Eε(0)e
−
ε

4
t
. (4.53)

De (4.50) e (4.53) obtemos

1

2
E(t) ≤ 3

2
E(0)e

−
ε

4
t
,

dáı segue-se que

E(t) ≤ 3E(0)e
−
ε

4
t
,

como queŕıamos demonstrar.

Observação 4.1 Por argumento de densidade, obtemos o mesmo resultado para soluções

fracas.
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