UNIVERSIDADE ESTADUAL DE MARINGA
CENTRO DE CIENCIAS EXATAS
DEPARTAMENTO DE MATEMATICA
PROGRAMA DE POS-GRADUACAO EM MATEMATICA
(Mestrado)

JOAO MANOEL SORIANO PITOT

Existencia e Comportamento Assintético de Solucoes de
Equacoes Diferenciais Parciais Lineares em R"

Maringa

2013



JOAO MANOEL SORIANO PITOT

Existencia e Comportamento Assintético de Solucoes de
Equacoes Diferenciais Parciais Lineares em R"

Dissertacao apresentada ao Programa de Pés-Graduagao em
Matematica do Departamento de Matematica, Centro de
Cieéncias Exatas da Universidade Estadual de Maringa, como
requisito parcial para obtencao do titulo de Mestre em Ma-
tematica.

Area de concentracao: Analise.

Orientador: Prof. Dr. Marcelo Moreira Cavalcanti

Maringa

2013



Dedicatoria

A meu pai Juan, minha mae Sara
e meu irmao Paulo por serem exemplos

de sabedoria, forca e companheirismo.

i



Agradecimentos

Ao Professor Marcelo Moreira Cavalcanti, por sua dedicagao na realizacao deste traba-
lho, pela experiéncia adquirida com seus ensinamentos, pela compreensao e pela confianga
depositada em mim.

Aos meus professores da graduagao e do mestrado, a minha gratidao pelos conheci-
mentos repassados.

Aos amigos do curso: Camila, Cleilton, Ginnara, Juliana, Patricia, Simone, Stephanie,
Tatiana e Thales que nunca faltaram com o espirito de companheirismo e amizade.

Aos mestres: Alex (Boi), André, Djeison, Eliomar, Guilherme (carioca), Jorge, José
Henrique, Juliano, Rodrigo, Thiago(fera) e Victor que me ajudaram nos estudos quando
precisei.

A minha namorada Ariella, pela compreensao da minha auséncia na reta final deste
trabalho.

Ao meu amigo Rafael que considero como um irmao mais velho, sempre dando con-
selhos sobre a vida

Aos meus amigos Aline, Lucas e Carol, pela forca, incentivo e alegria que me deram.

Ao meu irmao Paulo (Dis) que sempre me proporcionou forga, conselhos e muitas
risadas.

A Universidade Estadual de Maringa, Departamento de Matematica e a CAPES, pelo
respaldo financeiro.

Aos meus pais Juan e Sara: Palavras nao fazem justica pelo quanto sou agradecido
pelo amor, educagao, forca e coragem que me deram; amo voces .

E a todos que de forma direta ou indireta, contribuiram para a realizacao deste
trabalho.

Meu Muito Obrigado.

il



Resumo

O objetivo deste trabalho é provar a existéncia, unicidade e o comportamento as-
sintético de solucoes para as equacoes parabdlicas e hiperbdlicas em R™. A prova da
existéncia de solucoes é baseada no Método de Faedo-Galerkin e, para obtermos o com-
portamento assintético da equagao parabdlica utilizamos o Método da Energia, enquanto

para a equagao hiperbdlica usamos o Método da Perturbacao da Energia.

Palavras-chave: Equacao parabdlica, equacao hiperbdlica, existéncia e unicidade, de-

caimento exponencial.

v



Abstract

The purpose of this work is to prove the existence, uniqueness and asymptotic beha-
vior of solutions to the parabolic and the hyperbolic equations on R™. The proof of the
existence of solutions is based on Faedo-Galerkin method and to establish the asymptotic
behavior of the parabolic equation we utilize the Energy Methods, whereas for hyperbolic

equation we use the Energy Perturbation Methods.

Keywords: Parabolic equation, hyperbolic equation, existence and uniqueness, expo-

nential decay.
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Introducao

Neste trabalho abordamos a existéncia e unicidade de solugoes bem como das taxas
de decaimento da energia associadas as equagoes parabdlicas e hiperbdlicas definidas em

R™ x (0,400), mais precisamente estudamos os problemas

w —Au=0em R"” x (0, +00)

u(z,0) = up(x), z € R”

u — Au+~yu' =0 em R” x (0, +00)

u(z,0) = ug(x), v'(x,0) =u(x), € R"

(2)

onde u’ e u” significam a derivada primeira e segunda, respectivamente, de u com respeito
ao tempo e v > 0.

Em [1], os autores estabelecem que a solug¢ao do problema (1) decai exponecialmente
se, e somente se, o dado inicial é zero quase sempre em uma pequena bola centrada na
origem no espaco de Fourier.

Recentemente, em [15], provou-se que a energia da solu¢ao da equagao de Klein-

Gordon linear

w' —Au+cu=0em R* xR
u(.,0) = f em R" (3)
2 (.,0) = g em R”

decai localmente com uma taxa polinomial, isto é, existe uma constante real positiva K’,

independente de f € H(Q) e g € L*(Q) (onde seus suportes estao contidos em dominio

limitado 2 C R™ ) tal que



lu(z, )]

KI
< {Ine,, el b

H—u T, t
Hl(]R”)

L2(R™)
para todo t > Tj.

O plano de apresentacao desta dissertacao é o seguinte:

No Capitulo 1, apresentamos as notagoes, terminologias e resultados preliminares
essenciais ao desenvolvimento dos capitulos subsequentes.

Nos Capitulo 2, 3 e 4, estudamos a existéncia e unicidade de solucao fraca para o Pro-
blema (1) e solugoes fortes e fracas para o Problema (2), respectivamente, via o Método
de Faedo-Galerkin, considerando os espagos de Hilbert definidos no Capitulo 1, inspirados
no trabalho de Bjorland e Schonbeck [1]. Em cada caso, estudamos o decaimento expo-
nencial da solugao fraca. No problema (2), contudo, a prova do decaimento exponencial

é obtida através do Método da Perturbagao da Energia conforme [7].



Capitulo 1

Preliminares

Neste capitulo apresentaremos as notacoes e resultados fundamentais utilizados no
desenvolvimento do trabalho, introduzindo os conceitos de Distribuicao e Espacos de
Sobolev, com base nas quais defini-se uma solugao fraca de uma equagao diferencial
parcial. Vamos, também, introduzir alguns resultados de Anadlise Funcional sem, nos
dedicarmos as demonstragoes, apenas indicaremos as referéncias bibliograficas onde as

quais podem ser encontradas.

1.1 Algumas Nocgoes Sobre Distribuicoes Escalares

1.1.1 Espacos das Funcoes Testes e Derivada Distribucional

Antes de definirmos o espaco das fungoes testes, serao feitas algumas consideragoes

sobre as notagoes.

Definicao 1.1 Seja o = (aq,..., o) € N, onde |a] = a1 + ... + a, e, seja v =

T1,...,T,) € R™, 0 operador derivacao € denotado por
( , Tn) , 0 0p ¢ P
Do olel
oz, ..., 0xon’
Em particular, para a = (0,0,...,0), temos D% = x, isto é, o operador derivagio

neste caso é a identidade.



Definicao 1.2 Sejam Q um aberto do R" e u : Q@ — R™ uma aplicagcao continua. O
suporte de u, denotado por supp(u), € definido como sendo o fecho, em Q, do conjunto

dos pontos x pertencentes a {2 em que u nao se anula, isto é,

supp(u) = {z € Q;u(z) # 0} em Q

Sejam u,v : 2 C R®* — R” continuas. Pela definicao acima, temos as seguintes

propriedades:
(1) supp(u +v) C supp(u) U supp(v)
(ii) supp(uv) C supp(u) N supp(v)

(173) supp(Au) = supp(u), A € R*.

Observagao 1.1 Embora o suporte de uma funcdao continua seja um fechado de €1, exis-
tem fungoes cujo suporte nao € um compacto do R"™. Por exemplo, seja u : (0,1) — R
dado por u(x) = 1 para todo x € (0,1). Temos que o supp(u) = (0,1), que ndo € um

conjunto compacto da reta.

Tendo em vista nosso interesse na classe das funcoes cujo suporte seja um conjunto
compacto de 2, representaremos por C5°(€2) o conjunto das fungoes u : 2 C R™ — R que
sao infinitamente diferenciaveis em {2 e que tem suporte compacto contido em (2.

Das propriedades de suportes mencionadas acima, temos que C§°(§2) é um espago
vetorial e supp(D%u) C supp(u), Vo € N™.

E possivel introduzir uma topologia em C§°(£2), denominada topologia do limite in-
dutivo, que faz deste espago um espago topoldgico denotado por D(f2), cujos elementos

serao chamados fungoes testes.

Convergéncia em D(2)

Dizemos que uma sequéncia (@, ),eny de fungoes testes converge para ¢ € D(),

quando:

(7) Existe um subconjunto compacto K de (2 tal que



supp(pn) C K, YneN e supp(y) C K.
(17) D%p, — D%p uniformemente sobre K, para todo o € N".

Definicao 1.3 Entendemos por distribuicao escalar sobre S2, uma forma linear e continua

sobre D(QY), isto €, uma forma T : D(Q2) - K (K =R ou C), tal que

T(wp+v)=aT(p)+TW), VaeR e ¢, € D(Q)

e T € continua, isto €, se (on)nen converge para p em D(), entdo (T (py))nen converge
para T(p) em K.
O valor da distribuicao T em ¢ serd representando por (T, ¢) e por D'(£2) estaremos

representando a cole¢do de todas as formas lineares continuas T : D(2) — R.

Dadas T e S em D'(Q) definimos
(@) (T +5,0) = (T, 0) + (S,9), ¢ € D(Q)
(17) (T, @) = (T, p), ¢ € D(Q) e a € K.

Munido destas operagies, D'(Q2) torna-se um espago vetorial denominado espago das

distribuicoes escalares sobre €.

Convergéncia em D'(12)

Uma sequéncia de distribuigoes escalares (T,),en converge para uma distribuigao

escalar T', em D'(2), quando:

(T, o) — (T, ) em K, Yy € D(Q)

Com esta notagao de convergéncia, D’(2) passa a ser um espago vetorial topoldgico.
As funcoes localmente integraveis serao utilizadas, inicialmente, para gerar distri-

buigoes escalares, como mostra o exemplo a seguir.



Exemplo 1.1 Dada u € L} (R"), definimos para toda p € D(R")

loc

T,: DR — R
oo T = [ e

Temos que T, ¢ uma distribuicao escalar sobre R™. Com efeito, a linearidade de T,

(1.1)

seque da linearidade da integral. Agora, seja (@n)nen uma sequéncia de fungoes testes

sobre R™ que converge para ¢ € D(R™). Assim temos

(Toson) = T = [T =2 < [ (@l = )l

< maxl (e — @) [ fu(o)lds — 0

onde K é um compacto de R™ que contém o supp(en — ¢), Vn € N

Lema 1.1 (Du Bois-Raymond) Sejau € L, (). Entdo

/Qu(a:)go(x)d:v =0, Yo € D)

se, e somente, se u =0 q.s. em Q.

Demonstracao: Ver [4]. =

1
loc

Observagao 1.2 A aplicagao (1.1) é injetiva. De fato, sejam u,v € L; () tais que

T, =T,, entdo pelo Lema de Du Bois-Raymond seque que u = v ¢.s5. em €.

Por esta razao, indentifica-se u com a distribuicao T, por ela definida e podemos

1

Le(82) se indentifica com uma parte do espago das distribuicoes

concluir que o espaco L

D'(§2). Simbolicamente,

1
Lloc

(Q) = {Tu;u € Lip (D} C D'(9).

No exemplo a seguir, construiremos uma distribuicao que nao é gerada por uma fungao

de L}

loc

(R"). O que mostra que L}, .(R") é uma parte prépria de D’'(R™).



Exemplo 1.2 Fizado o € R". Entao ¢,, definido por

<5J107 SO> = QO(I‘()), S D(Rn)v

¢ uma distribuicao sobre R™ denominada Delta de Dirac. Provaremos, que a distribuicao
0z nao € definida por uma funcdao localmente integrdvel. Vamos supor que exista u €

Ll

loe(R™) tal que T,, = 04,, assim temos que

/ ula)p(w)dz = g(zo), Vi € DRY)

Em particular, seja b € D(R™) dada por

V(@) = ()7 — 20|

teremos

0= 0o = Gyt = | ula)ola)o — aolPde Vi € D).

Pelo Lema de Du Bois-Raymond tem-se que u(x)||x—xo||* = 0 ¢.s. em R™ e, portanto,

u(z) =0 ¢.s. em R™. Logo ¢(x) =0, para todo ¢ € D(R™). O que é um aburdo.

A nocao de derivada fraca de uma funcao foi proposta, inicialmente por Sobolev,
motivado pela formula de integracao por partes.
Dada uma fungdo u continuamente derivdvel em R (no sentido de Leibniz), entao

para cada ¢ € D(R) temos:

/u(x)cp’(x)dx =— / u'(z)p(x)de, (1.2)
R R
porque @ se anula fora de um compacto da reta.

Motivados pela férmula (1.2), Sobolev-Schwartz definiram a derivada de uma distri-
buicao.

1

loe(R) possui derivada fraca quando existir uma

Dizemos que a distribuicao v € L

distribuicao v € L;, . (R) tal que



/Ru(x)go'(x)dx = —/Rv(x)go(x)dx, vV € D(R). (1.3)

A fungao v denomina-se derivada fraca de u.

Para uma distribuicao qualquer de D’(R), Schwartz formulou o seguinte conceito:
dT

dado T' € D'(R), defini-se derivada distribucional de T como sendo a forma linear e

T
D(R) — R dada por:

<%,¢> _ <T,Z—i>, Ve € D(R) (1.4)

No caso em que T e % sao definidas por funcgoes localmente integraveis u e v,
respectivamente, entdo (1.3) e (1.4) coincidem. Agora, se u € C*(R) entao (1.3) e (1.4)
identificam-se a (1.2), isto é, a derivada no sentido cldssico identifica-se a derivada no
sentido das distribuicoes.

Agora, sejam T € D'(2) e « € N". A derivada distribucional de ordem a de T é a
distribuicao D*T" definida por

(DT, ) = (=D)ll(T, D), Yy € D). (1.5)

Observacao 1.3 (i) A aplicagao

D*: DQ) — D(Q)
T > D°T

¢ linear e continua no sentido da convergéncia definida em D'(2), isto €,

T, — T em D'(Q) = D*T,, — D*T em D'(Q).

(17) A derivada de uma distribuicao localmente integrdvel pode ndo ser localmente in-

tegravel.

Exemplo 1.3 Seja u a funcdao de Heaviside definida em R do sequinte modo:



1, sex >0
u(z) =
0, se, z <0

Esta fungao € localmente integrdavel em R, no entanto sua derivado nao o €. De fato,

+o00
@A@:—wwvz—A & (2)dz = p(0) = (6o, 0)

para toda funcao ¢ € D(R). Portanto, u' = &y ¢ L, .(R).

loc

A funcao de Heaviside embora derivavel no sentido de Sobolev, a derivada u' nao
é derivavel no mesmo sentido, pois u' = &y nao é localmente integravel. Entretanto,
segue-se da defini¢do (1.5) que cada distribuigao 7' € D’(R™) possui derivadas de todas

as ordens no sentido das distribuigoes.

1.2 Espacos de Sobolev

1.2.1 Os Espagos L*(12)

Definicao 1.4 Denotamos por LP(Q)), 1 < p < +o0, o conjunto
LP(Q) = {u: Q — R; u € mensurdvel e |ulP € integravel em 2 no sentido de Lebesque}

com

1/p
nummn:uwpz(lgmmwm)

onde ||.||, € a norma de LP(S).

Definicao 1.5 No caso em que p = 00, temos o espaco vetorial

u: Q2 — R;u € mensurdvel e existe uma
Le=() =
constante C tal que |u(z)| < C ¢.s. em Q

com

[ullz(@) = l[ulle = nf{C; |f(z)| < g¢.5. em Q}



onde ||.]|oo € uma norma em L>().

Observagao 1.4 O espaco LF(Q), 1 < p < oo, munido com sua respectiva norma € um
espago de Banach. Em particular, o espago L*()) € um espago de Hilbert, cuja norma e

produto interno serdo denotados e definidos, respectivamente, por

ful = ( [ W),?dx)” ¢ (o= [ uwiea

Notagao: Seja 1 < p < oo, denotamos por g o expoente conjungado de p, isto é,

—4+ =1
P q
Na teoria dos espacos LP, ressaltamos trés desigualdades basicas:

(1) Desigualdade de Young (DY): Seja 1 < p < co. Se a,b € R nao-negativos e ¢q o

expoente conjugado de p, entao

ab b
ab < — + —.
p q

(77) Desigualdade de Holder (DH): Sejam 1 < p < 400 e g 0 expoente conjugado de
p. Seu € LP(Q) e v € LI(Q), entdo

w € LNQ) e |Juvllpr) < ullwr@ o)l La@)-

(17) Desigualdade de Minkowski (DM): Se u,v € LP(Q2), 1 < p < oo, entao

[u 4 vllzr() < llull o) + v]lzr@).

Definicao 1.6 Sejam V' e H dois espagos com V. C H. Diremos que V estd imerso

continuamente em H quando a aplicacao inclusao i : V. — H for continua.

Pela definicao acima, estabelecemos a seguinte cadeia de injecoes continuas e densas:
D(Q) — LP(Q) — L (Q) — D'(), 1 < p < 0.

10



Teorema 1.1 LP(Q) € reflexivo para qualquer p, 1 < p < oo.
Demonstracao: Ver 2. =
Teorema 1.2 LP(Q)) € separdvel para qualquer p, 1 < p < c0.
Demonstracao: Ver 2. =
Definigao 1.7 Sejam f € LY(R") e g € LP(R") com 1 < p < +oo. Definimos a
convolugao de f por g como
(f *g)(x) = . f(x —y)g(y)dy.

Observagao 1.5 Com as condi¢oes mencionadas na defini¢ao acima temos que (f*g) €
LP(R™) e, além disso, || f*g|| < |||z ||g||Lr(rn). Contudo, sendo f € CF(R™) (k natural)
e g€ L (R"), entao (f * g) € C*(R") e vale a férmula de derivagao

D*(fxg) = (D"f)*g

E mais ainda, f e g sao funcoes para as quais a convolucao estd bem definida, entao

supp(f * g) C supp(f) + supp(g).

Definicao 1.8 Denominamos sucessio reqularizante & toda sucessio (py),., de fungoes

tais que:

(1) p € C°(R™);

(ii) supp(p,) C Bi(0);
(444) / py(x)dr = 1;

(1v) p, > 0.

No que se segue (p,) representard uma sucessao regularizante.

11



Proposicao 1.1 Seja f € C(R"). Entao, p, * f — f uniformemente sobre todo com-

pacto do R™.

Demonstracao: Ver [4]. =

Proposicao 1.2 C§°(R") € denso em LP(R™) para 1 < p < oc.
Demonstracao: Ver [4]. =

Proposicao 1.3 Seja f € LP(R") com 1 < p < co. Entao

pyx f— f em LP(R").

Demonstracao: Ver [4]. =

1.2.2 Propriedades da Transformada de Fourier

A transformada de Fourier juntamento com o produto de convolugoes fornece-nos um
poderoso e 1util instrumento no estudo das equacgoes diferenciais parciais. A seguir, defi-
niremos a transformada de Fourier para fungoes de L'(R™) e estenderemos este conceito

para a classe das distribuigoes.

Definigao 1.9 Seja f € L*(R™). A transformada de Fourier de f, denotada por f, é

uma fungao definida sobre o R™ pela formula

fle) = [ e faya,

n

onde < x,& >= szﬁz € o produto interno usual em R™.
i=1

Observagao 1.6 A transformada de Fourier também € definida através da expressao

£(6) = (2m) 2 / &< f(2)da,

n

12



Observagio 1.7 Como f € L*(R") € imediato ver que f(€) estd bem definida para todo
& € R™. De fato,

1f(©)] <

/ 672m‘<a:,§>f<x>dx

< [ Vr@lde = Il
Proposicao 1.4 A funcao f ¢ uniformemente continua.
Demonstracao: Ver [4]. =

Proposigao 1.5 Seja f € L'(R") e h € R". Entdo:

(i) (f) = e72m<h> f(¢)

(i1) 7 ((E) = (> () (€)

(i7) Se A >0 e g(x) = f(z/N) para x € R™, entdio

3(6) = X" f ()
(iv) Se f,g € LY(R™) entao,

Demonstracao:Ver [4]. =

Observagao 1.8 Uma generalizacao do item (iv) do Teorema 1.5: se f € L'(R") e
g€ LP(R"), 1 <p<2. Entao

— —~

(f *9)(&) = F(£)g(E).

Demonstracao: Ver [10]. =

Exemplo 1.4 A transformada de Fourier da funcio x — e~ ™11 ¢ dada por

—

(e=mllel?)(¢) = eIl (1.6)

(Ver demonstracao em [4])

Claramente, e "I* e L1(R™).

13



1.2.3 O Espaco de Schwartz

Definicao 1.10 O FEspago de Schwartz (ou o espago das fungoes rapidamente decrescen-
tes), que denotamos por S, € o subespago vetorial formado pelas fungoes p € C(R")

tais que

lim ||z[|*D%p(x) = 0
Jzli—>o0

quaisquer que sejam k € N e o € N".

Exemplo 1.5 A funcao eI ¢ um cldssico exemplo de fungao que pertence ao Espaco

de Schwartz.

Exemplo 1.6 Temos que as fungoes testes sao fungoes rapidamente decrescentes, ou
seja, C(R™). De fato, seja p € C(R™), entao existe um compacto K C R™ tal que
supp(yp) C K. Consideremos, entdo, p > 0 tal que K C B,(0). Logo, dados e >0, k € N

e a € N" tem-se para todo © € R" tal que ||z|| > p que
lz[*[|D%e] = 0 <,
isto €, p € S.

Proposigao 1.6 Uma fungdo p € C*(R") pertence a S se, e somente se, ||z||*D%p(z)

¢ limitada em R™ quaisquer que sejam k € N e a € N.
Demonstracao: Ver [4]. =

Observagao 1.9 Segue da formula de Leibniz que o produto de fungoes de S pertence a

S.
Proposicao 1.7 Se p € S, entao x%p € S para qualquer g € N™.

Demonstracao: Ver [4]. =
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Coroléario 1.1 Considerando que P(z) representa um polinomio com coeficientes cons-

tantes, isto €, P(x) = Z anx® e, que P(D) representa um polinémio diferencial com
la|<n
coeficientes constantes, ou seja, P(D) = Z bﬂDfB. Seja ¢ € S, entao
1B]<m

P(z)P(D)(¢(x)) e P(D)[P(x)p(x)]

pertencem a S.

Em particular, se p € S, entdo D%p € S para todo o € N".
Demonstracao: Ver [4]. =
Proposigao 1.8 S C L'(R") € uma inclusio continua.
Demonstracao: Ver [4]. =

Proposicao 1.9 Para 1 < p < +o0, temos

S — LP(R").
Demonstragao: Ver [4]. =

Observacao 1.10 Em particular, para 1 < p < 400, resulta que S é denso em LP(R™)
em virtude da densidade de D(R™) em LP(R™) e do fato que D(R") C S.

Proposicao 1.10 C3°(R™) € denso S.
Demonstracao: Ver [4]. =

Proposicao 1.11 Seja ¢ € S, entio ¢ € C°(R™).
Demonstracao: Ver [4]. =

Proposicao 1.12 Seja ¢ € S. Entao,

(i) (D2g)(€) = (2mi€)*$(€), Yo € N™.

(—2mi)lel o ——

(1) £°Dg(p(€)) = W(Dg(ﬂf"‘@(ﬂﬂ)))(ﬁ)a Va, 3 € N
(i) lim @(€) =0

l[€]]—o0
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Demonstracao: Ver [4]. =

Proposicao 1.13 Seja ¢ € S. Entao ¢ € S e a aplicagio p € S — ¢ € S € linear e

continua.
Demonstracao: Ver [4]. =

Proposicao 1.14 (Relagao Fraca de Parseval) Sejam f,g € S. Entao

| J©g(©de = | f@)(e)da (17)
Demonstracao: Ver [4]. =

Proposicao 1.15 (Férmula de inversao de Fourier) Seja g € S. Entao,

ga) = [ g (19

Demonstracao: Ver [4]. =
Proposigao 1.16 A transformada de Fourier € um isomorfismo topoldgico de S em S.
Demonstracao: Ver [4]. =
Proposicao 1.17 (Relagao Forte de Parseval) Sejam f,g € S. Entao

| 13- i (1.9)

R Rn
Demonstracao: Ver [4]. =

Corolario 1.2 Seja f € S. Entao

[ fllz2@ny = 1 f || L2 )
Demonstracgao: Basta aplicar a proposicao precedente com f = g.

Teorema 1.3 (Plancherel) Eziste uma tnica bijecao isométrica

P L*(R") — L*(R")
tal que P(f) = f, para toda f € S.

Demonstracao: Ver [4]. =
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1.2.4 Distribuicao Temperadas

Definicao 1.11 Um funcional linear T definido e continuo sobre S € denominado uma
distribuicao temperada (ou lentamente crescente). A totalidade das distribui¢oes tempe-
radas, ou seja, o espaco vetorial dos funcionais lineares e continuos sobre S € denotado
por §'. Desta forma, 8’ é um espaco vetorial topoldgico localmente convexo para o qual

estamos considerando a topologia dual forte.

Observagao 1.11 Pela Proposi¢io 1.10, temos que C§°(R™) é denso em S. Resulta dai
que 8" € identificado com um subespaco de D'(R™).

Definigao 1.12 Seja T € S’. Definimos a transformada de Fourier T deT por:

(Tp) =(T, @) Vo €S.

Definicao 1.13 De maneira andloga a defini¢ao anterior, definimos a transformada de
Fourier inversa, ou seja, dado T € S', definimos a transformada de Fourier inversa T

de T por

(T'o) =(T,¢) Vo €S
onde ¢ € a transformada de Fourier inversa de .
Proposicao 1.18 Seja T € S’ e consideremos o € N™. Entao,
(i) DT = (—2mi)lel(zoT)
(i) (DoT) = (2mi)lelgaT.

Demonstragao: Ver [4]. =

1.2.5 Propriedades Elementares dos Espacos de Sobolev

1
loc

Como visto anteriormente, como LP(Q2) — L; (), para todo 1 < p < oo, segue que

toda funcao u € LP(§2) pode ser identificada com a distribui¢ao por ela definida. Assim,
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u possui derivadas de todas as ordens no sentido das distribuicoes, que sao também
distribuicoes sobre 2. No entanto, D%u nao é, em geral, uma distribuicao definida por
uma fungao de LP(2). Isto motiva o conceito de um novo espago. Assim, representamos
por W™P(Q) o espago vetorial das (classes de) fungées u de LP(f2), para as quais as
derivadas distribucionais D*u estdo em LP()), com |o| < m. Para cada u € W™P(Q)

definimos a norma de u pondo:

lult, = 3 / D*ulPde.

laj<m

O espago normado (W™P(Q),||.||m,) é denominado espago de Sobolev.
Observagao 1.12 Representa-se W™2(Q) = H™(Q).
Proposicao 1.19 O espago de Sobolev W™P(QQ) é um espago de Banach.
Demonstracao: Ver [4]. =
Coroldrio 1.3 Os espagcos H™(Q2) sdo espagos de Hilbert.

Teorema 1.4 O espago de Sobolev WP (Q) € reflexivo para 1 < p < 0o e separdvel para
1 <p<oo.
Demonstracao: Ver 2. =

Embora o espago das fungoes testes D(€2) seja denso em LP(€2), 1 < p < oo, em
geral ele nao é denso em W™P(Q) para m > 1. Assim, somos motivados para a seguinte

definicao.

Definicao 1.14 Define-se o espago Wy () como sendo o fecho de C3°(Q2) em W™P(Q),

1sto €,

WP ()
5o ()

= WP ().
Observagao 1.13 Quando p =2, o espago Wy""(Q) serd representado por HJ'(S2).
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1 1
Definicao 1.15 Sejam 1 < p < +00 e ¢ > 1 tal que — + — = 1. Representa-se por
P 4q
W=m4(Q) o dual topoldgico de W3 (Q). O dual topoldgico de HJ'(QY) representa-se por
H™(Q).

Observagao 1.14 Seja T € W4(Q) e (v,)ven uma sequéncia de fungoes testes tal
que ¢, — 0 em D(Q). Resulta que @, — 0 em Wi (Q). De fato, sabemos que existe
um compacto K em Q tal que supp(yp,) C K, Vv € N. Além disso, (D%p,) — 0

uniformemente em K. Logo,

lpullFymr = > /Q|D0‘gol,($)|1’dx: > /K|Dagp,,(x)|i’dx:

la|<m |a|<m

< med(K) Z sup [D%p, ()P — 0.

la|<m zeK

Logo, (T, ou)w-mawrr — 0 em K (K = R ou C) o que nos permite concluir que a

restrigao de 7" a D(Q2) é uma distribuigao. Consideremos agora, a aplicagao linear

o: W—m™1(Q) — D'(Q)
T — J(T) = T‘D(Q)

Afirmamos que o é uma aplicacao injetiva, pois se T'|pw) = S|p() entdo dada u €
Wy"P(Q) existe (1,),en C D(Q) tal que ¥, — u em Wy (Q) e pelo fato de (T,v,) =
(S,1,) tem-se que (T,u) = (S,u), o que implica que 7" = S. Portanto, o é injetiva o
que nos permite identificar W~"49(Q2) a um subespago vetorial de D’'(2). Além disso, a
imersao de W~"™4(Q)) — D’(Q) é continua. Com efeito, seja (T},),eny C W™9(Q2) tal que

T, — 0 em W~"4(Q)), isto é, a sequéncia numérica
| T, ||lw-ma) = sup
ueWJP () ||

tende para zero. Segue dai que (T, )y —mqwmr» — 0 para todo u € Wy™(Q). Em
particular temos (T, ¢)p/(q),p) — 0 para toda ¢ € D(Q2), o que prova a continuidade

da imersao.
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1.2.6 Os Espagos H*(R")

Definimos anteriormente o espaco

H™R") = {u € L*(R"); D*u € L*(R");Ya € N"; |a| < m}, (1.10)
onde as derivadas sao distribucionais, munido do produto interno

(1 0)) gy = /R ) DuD%dx = Y (D"u, D*v)L*(R"). (1.11)

la|<m || <m

Consideremos o seguinte espago

{u e S'RM); (1 + ||z||>)™?0 e L2 (R")}, (1.12)

onde 4 designa a transformada de Fourier da u, munido do produto interno

(((u, 0))) = /H(HIISUIIQ)W(:E)mdw = (1 + lll?)™a, (1 + 2]%)™20) o gy - (1.13)

O nosso intuito é provar que os espacos (1.10) e (1.12) sdo iguais. Antes, porém

precisamos de um resultado preliminar

Lema 1.2 FEuxistem constantes c1,co > 0 que dependem de m tais que

1 Z 2 < (L4 [[z]*)™ < e Z z*, Yz eR"

lor|<m lor|<m
onde a € N e m € N.

Demonstracao: Ver [4] =

Proposicao 1.20 Para todo m € N temos

H™ = {u € S'(R™); (1 + ||z||»)™%4 € L*(R")}.

Além disso, as normas ||.|gm € |||.||| provenientes dos produtos internos dados em

(1.11) e (1.13) sao equivalentes.
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Demonstracao: Ver [4] =

Motivados pela Proposicao 1.21, definimos para s € R, s > 0:

H*(R") = {u € S'(R"); (1 + [[2|*)**a € LA(R")},

munido do produto interno

(1, 0) e = / (1+ |2 i(z)0(@)dz.
Observacao 1.15 Segue da definicao acima que

H*(R™) — L*(R"),

pois se u € H?(R")

lullZ> = llal7. = /n () [*dx < /n(l +l2l*)fa(@) P = [Jull3.-
Proposicao 1.21 Para todo s > 0, H*(R™) é um espago de Hilbert.
Demonstracao: Ver [4] =
Proposicao 1.22 S(R") tem uma imersdo continua e densa em H*(R™), s > 0.
Demonstracao: Ver [4] =
Corolario 1.4 D(R") tem uma imersao continua e densa em H*(R").

Demonstracao: Como visto anteriormente, temos que D(R") — S(R") é uma imersao
continua e densa. Pela proposi¢ao anterior, temos que S(R") < H*(R") é uma imersao

continua e densa. Logo, por transitividade temos o desejado. m
Veremos a seguir, uma propriedade local dos espagos H*(R™) através do seguinte

resultado:

Proposicao 1.23 Para todo s € R, s > 0 e toda ¢ € D(R") a aplica¢io de H*(R™) —

H*(R™) tal que u — @u € linear e continua
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Demonstracao: Ver [4] =

Proposicao 1.24 Sejam s € R, s > 0 e a € N” tal que |a| < s. A aplicagao D* :

H*(R™) — H*~1*[(R™) dado por u +— D%u € linear e continua.
Demonstracao: Ver [4] =

Corolario 1.5 Sejam ¢ € D(R"), s > 0 e a € N" tal que |o| < s. Entao, a aplicagdo

H*(R"™) — H**(R™) tal que u+— ¢D*u € linear e continua.
Demonstracao: De acordo com as proposigoes 1.24 e 1.25 as aplicagoes abaixo:

HR") — HlI(R") — Helol(RY)

u — D*u — pD%u

sao lineares e continuas, o que prova o desejado. Ver [4] =

Definigao 1.16 Para todo s € R, s > 0, denotaremos o dual topolégico de H*(R™),
pondo

H(R") = (H*(R")).
A proposicao seguinte justifica a notacao acima:

Proposicao 1.25 As sequintes afirmacoes sao verdadeiras:
(i) H*(R") = {f € S'(R"); (1 + [|=[|*)~*/2f € L2(R")}
) 1/2
@) 1wy = ([ (Bl ) s € Hos(e)

Demonstracao: Ver [4] =
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1.3 Espacgos LP(0,T; X) e Distribuicoes Vetorias

Seja X um espago de Banach, cuja norma serd representada por |.|| e o intervalo
(0,7) C R, T > 0, consideremos a medida de Lebesgue dt. Denominamos fun¢do simples
toda funcao ¢ : (0,7) — X que assume apenas um numero finito de valores nao-nulos,
onde cada valor nao-nulo é assumido num conjunto mensuravel de medida finita. Toda

funcao simples possui uma representacao canonica da forma

p(t) = Z xE ()i,

onde ¢; € X e E; C (0,T) é mensurdvel, com m(E;) < oo, i = 1,...,k. Os vetores g;
sao distintos e os conjuntos F; sao dois a dois disjuntos. Aqui x g, representa a funcao

caracteristica do conjunto F; e estes sao dados por

Ei={t€(0,T);0(t) = ¢i}.

Definimos a integral de ¢ como sendo o vetor de X dado por

Teorema 1.5 Seja (¢, )nen uma sequéncia de fungoes simples tais que

limy | llen(t) = om(t) ]t = 0. (1.14)

n,M—00
Eziste uma tnica fungdo vetorial u : (0,T) — X tal que ||u(t)| e ||on(t) — u(t)|| sdo

mensurdveis (a Lebesque) em (0,T), para todon € N e

lim [ llgn(t) = u(®)lde = 0. (1.15)

n—o0

Demonstracao: Ver [13]. =

T

Corolario 1.6 Nas condi¢coes do Teorema 1.10, a sequéncia (/ <pn(t)dt) converge em
0

X e seu limite € unicamente determinado por u. FEste limite €, por defini¢do, a integral

de Bochner da funcao u e € denotado por
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/0 " ()t

Desta forma, a integral de Bochner da funcao vetorial u, é o vetor de X dado por

Demonstracao: Ver [13]. =

T T
/ u(t)dt = lim on(t)dt,
0

n=oo Jo
onde o limite é considerado na norma de X.

Dizer que uma funcao vetorial u é integravel no sentido de Bochner-Lebesgue ou
simplesmente B—integravel, significa que ela pode ser aproximada em X, quase sempre
em (0,7), por uma sequéncia de fungoes simples satisfazendo (1.14) e, consequentemente
(1.15).

Uma fungao vetorial v : (0,7) — X ¢é dita fracamente mensurdvel (w—mensurével)
quando a fungao numérica t — (®, u(t)) for mensuravel, para qualquer funcional ® € X’.
Dizemos que u é fortemente mensurdvel (s—mensuravel) quando existir uma sequéncia

de fungoes simples (@, )nen tal que

©n(t) — u(t), em X, quase sempre em (0,7).

Em particular, quando u é s—mensurédvel, entdo a fungdo numérica t — |lu(t)| é

mensuravel a Lebesgue.

Teorema 1.6 (S. Bochner) Uma fun¢io u: (0,T) — X éB—integrdvel se, e somente

se, € s—mensurdvel e a fun¢ao numérica t — ||u(t)| € integrdvel.
Demonstracao: Ver [13]. =

Corolario 1.7 Sejam X eY dois espagos de Banach. Sew : (0,T) — X € B—integrdvel
eT : X =Y € um operador linear limitado, entao a fun¢ao vetorial Tu : (0,T) — Y

definida por (Tw)(t) = T(u(t)) € B—integrdvel e € vdlida a relag¢ao

/0 ' T(u(t))dt = T ( /0 ' u(t)dt) .
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Demonstracao: Ver [13]. =

Coroldrio 1.8 Seu: (0,T) — X' é B—integrdvel, entao para cada v € X temos

</0Tu(t)dt’“>x,,X = /OT<U(t),v>X/,th.

Demonstracao: Ver [13]. =

Definicao 1.17 Num espago de Hilbert H com produto interno (.,.) onde os funcionais
lineares limitados sao identificados, via o Teorema da Representacdo de Riez, com o

produto interno, obtemos do Coroldrio 1.9 a segquinte relagcao

(/OT u(t)dt,v) = /OT(u(t),v)dt, Vv € H,

quando u : (0,T) — X € B—integrdvel.
Dado T > 0, um numero real, denotaremos por LP(0,T;X), 1 < p < 00, 0 espago
vetorial das (classes de) fungoes vetoriais u : (0,T) — X fortemente mensurdveis e tais

que a fungao numérica t — ||u(t)||x estd em LP(0,T), munido da norma

T 1/p
lulloso, = ( / Hu(t)Hs%dt) .

Observagao 1.16 Quandop =2 e X = H ¢ um espaco de Hilbert, o espago L*(0,T; H)

¢ também um espaco de Hilbert cujo produto interno € dado por

((u,v)) r2(0,7:x) :/0 ((u(t),v(t)))pdt.

Por L>(0,T; X) representaremos o espago de Banach das (classes de) fungoes veto-
riais u : (0,T) — X que sao fortemente mensurdveis e t — ||u(t)||x € L>(0,T) com a

norma

|lull oo 0,7 x) = supess|lu(t)||x, Vte[0,T].
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Lema 1.3 (Imersao) Sejam X eY dois espagos de Banach e suponhamos que X <Y,

1sto €, X CY com imersao continua. Se 1 < s <r < oo, entao

L7(0,T; X) < L*(0,T;Y).
Demonstracao: Ver [13]. =

Lema 1.4 Sew e LP(0,T;X'), 1 <p<oo e veX entiot— (u(t),v)x x € L*(0,T).
Em particular, se H é um espago de Hilbert, entdo t — (u(t),v)y € LP(0,T).
Demonstracao: Ver [13]. =

Quando X é reflexivo e separdvel e 1 < p < 0o, entdo LP(0,T; X) é um espago reflexivo
separavel, cujo dual topolégico se identifica ao espaco de Banach L%(0,7; X'), onde p e
q sao expoentes conjugados. No caso, p = 1 o dual topolégico do espaco L'(0,T; X) se

identifica ao espago L>(0,7T; X').

Lema 1.5 Se p e q sdo indices conjugados, u € LP(0,T;X) e v € L1(0,T;X’), entdo a
fungdo numérica t — (v(t),u(t))x x € L'(0,T).
Demonstracao: Ver [13]. =

Observemos que o espaco de Banach LP(0,T'; LP(R™)) se identifica, via o Teorema de
Fubini, com o espaco LP(Q), 1 < p < oo, sendo ) = R" x (0,7"). De fato, vejamos o caso
em que 1 < p < oo. Dada uma funcao u € LP(0,t; LP(R™)), entdao para cada t € (0,7
temos que u(t) € LP(R™) e, portanto, u(t) é uma fungao de R™ — R cujo valor em z serd

denotado por u(z,t). Assim,
T T
| ol = [ [t opisa = [ u.olae = ul
0 0 JR» Q
Defini¢ao 1.18 Dado v € LP(0,T;X), 1 < p < 00, definimos o operador

T,: DO,T) — X

o Tue) = / u(t)p(t)dt
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onde a integral é calculada no sentido de Bochner em X. A aplicagao T, € linear e
continua de D(0,T) em X e por esta razao é denominada Distribui¢ao Vetorial.

O espago vetorial das aplicagoes lineares e continuas de D(0,T) em X é denominado
o espago das distribui¢oes vetoriais sobre (0,T) com valores em X, o qual denotaremos

por D'(0,T; X).

Definicao 1.19 Por C™(0,7;X), comm = 0,1,... e 0 < T < o0, representaremos o
espago de Banach das fungoes continuas u : [0,T] — X que tem derivadas continuas até
de ordem m sobre [0,T] munido da norma da convergéncia uniforme

m

llenono =3 mase IO Ol

onde u'% significa u, escreveremos C([0,T]; X).
Definigao 1.20 Por C%(0,T;X), 0 < T < oo, denotaremos o espago das fungoes u :
[0,T] — X tais que a aplicagao t — (v,u(t))x: x € continua em [0,T], para todo v € X'.
Uma tal funcao u € denominada fracamente continua e, no caso em que X = H € um
espaco de Hilbert, a continuidade fraca de u € equivalente a continuidade da aplicagao
t— ((u(t),v))y, v e H.

Denotaremos C1(0,T; X) = {u € C%(0,T; X); u' € C%0,T;X)}, onde ' € a deri-
vada de u no sentido das distribuicoes. Da mesma forma, usaremos a sequinte nota¢ao:

C?={uecC)0,T;X); u' € CLO,T; X)}.
Observagao 1.17 Se u € C([0,T]; X), entao u € Cs(0,T; X).

Lema 1.6 SejamV e H espagos de Hilbert, V imerso continuamente em H, uw € LP(0,T; V)

eu € LP(0,T;H), com 1 <p < o0, entdo

u € C°[0,T); H) N C2([0,T), V).

Demonstracao: Ver [11]. =
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Lema 1.7 Sejam X e Y dois espagos de Banach, X — Y e X reflexivo. Entdo

L=(0,T; X) N Cy(0,T;Y) = C5(0, T; X).
Demonstracao: Ver [12]

Definicao 1.21 Sejam X eY dois espacos de Hilbert complexos separdveis com X — Y

e X é denso em Y. Definimos o espago

Wi(a,b; X,Y) = {u; u € L*(a,b; X).u' € L*(a,b;Y)}

onde munido com a norma

lully = (el 2@ + 11 Z2gap0))
¢ um espaco de Hilbert.

Teorema 1.7 Sejam V' e H espacos de Hilbert complexos separaveis, V C H, V é denso
em H com imersao continua. Identificando-se H com seu antidual H' e V' denotando o
antidual de V', tem-se que W(a,b; V, V') — C([a,b]; H).

Onde — designa a imersao continua de um espago no outro.

Demonstragao: Ver [6]. =

1.4 Resultados Auxiliares

Nesta secao enunciaremos resultados importantes que serao utilizados ao longo de

todo o trabalho

Teorema 1.8 (Teorema da Representacao de Riesz) Seja H um espaco de Hilbert

complexo e

p:H—C
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um funcional linear continuo. Entao existe um unico f € H tal que

(p,uy = ((u, f)),, Yue H.

Além disso,

11 = Nl

Demonstracao: Ver [§]. =

Lema 1.8 (Lema de Lax-Milgram) Seja H um espaco de Hilbert, a : H x H — K

uma forma sesquilinear continua e coerciva, isto €, existe a > 0 tal que

Rea(v,v) > a|v|?, YveH,

entdo para cada @ € H', existe um unico uw € H tal que

a(u,v) = (p,v), Yv e H.

Além disso, se a(w,v) = a(v,w) para todo v,w € H, entdo u € caracterizada por

u€e H
L, u) — Re (o, u) = min 4 ~a(v,v) — Re (ip,0)
2a U, U e {p,u) = min 2@ v, e (p,v

Demonstracao: Ver [3]. =

Proposicao 1.26 (Desigualdade de Cauchy-Schwarz) Seja H um espago de Hil-

bert complexo com produto interno ((.,.)), e norma ||.||,, entdo

|((w, 0)) | < Ml ll0llyys V0 € H.

Demonstracao: Ver em [8]. m
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Definigao 1.22 Seja E um espago de Banach. A topologia fraca o(E, E") sobre E € a
topologia menos fina sobre E que torna continuas todas as aplicacoes f € E'.

Seja (x,), ., uma sequéncia de E a qual converge para x € E na topologia fraca

o(E, E"). Utilizamos, neste caso, a sequinte notagdao:

T, —~x em F.

Proposicao 1.27 Seja (x,), ., uma sequéncia em E, entdo:

(1) x, — x em E se, e somente se, (f,x,) — (f,x,), para todo f € E'.
(17) Se x,, - x em E, entdo x,, — x em E.

(i1i) Se x, — x em E, entao ||x,||, € limitada e ||z|, < liminf ||z,] .
(iv) Se x, = x em E e f, = f em E', entdo (f,,x,) = (f, )

Demonstracao: Ver 2. =

Seja EF um espaco de Banach e seja x € F fixo. Definamos J, : B/ — R por

(Jay ) = ([, ).

As aplicacoes J, sao lineares e continuas, portanto J, € E”, para todo = € E.

Definamos, agora, J : E — E” tal que J(z) = J,.

Definigao 1.23 A topologia fraca x, também designada por o(E', E), € a topologia menos

fina sobre E' que torna continuas todas as aplica¢oes J,.

Proposicao 1.28 Seja (f,,), ., uma sequéncia em E', entdo:

en
(1) fn = f em E' se, e somente se, (fn,x) — (f, ), para todo v € E.
(1i) Se f, = f em E', entao f, — f em E'.
(iii) Se f, — f em E', entdo f, — f em E'.

Demonstracao: Ver em [2]. =
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Lema 1.9 Sejam E um espago de Banach reflexivo e (x,)

de (z,)

uma sequéncia limitada
neN

em E, entdo existe uma subsequéncia (z,, ) ex € F, tal que

keN neN

Tn, — x fracamente em E.

Reciprocamente, seja E um espago de Banach tal que toda sucessdo limitada {x,, fnen

possui uma subsequéncia {x,, }ren que converge fraco em E. Entao E € reflexivo.
Demonstracao: Ver em [2]. =

Lema 1.10 Sejam E um espago de Banach separdvel e (f,). .. uma sequéncia limitada

neN

em E', entio eriste uma subsequéncia (fn, )., € f € E' tal que

keN

fop — f em E'.

Demonstracao: Ver em [2]. =

1.5 Construcao de Espacos de Hilbert

Em esta secao, inspirados no trabalho de Bjorland e Schonbeck [1], apresentaremos os
espagos de Hilbert W, V e H. Tais espacos serao fundamentais para estudar a existéncia

de solugoes dos problemas parabdlicos e hiperbolicos em R™.
1.5.1 O Espaco H
Seja R > 0 fixado. Consideremos o conjunto

H = {ue IX(R"); 2(¢) = 0 as. em [ < R}
Claramente, H é um subespago vetorial de L*(R").

Exemplo 1.7 Definamos
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_ sin(27Rx)

H, (o) = 2

calculando a sua transformada de Fourier obtemos

~ R *  oiseSin(2mRx
HR(g):/ e ? gH’R(:L’)olac’:/ e ? 5#(1‘)6&6

1/ cos(27Tx)§SIH(27TRx)dx_l/ sin(27x€) sin(27 Rx)xdx
. T )

™ x 00
1 [* sin(27Rx) cos(27rx)£d 1 ™1 [sin(2rz(R + §)) 4 sin(2rz(R - §)) p
B ;/_Oo x = ;/_Oo 2 [ x “
logo
7 (6) = %/00 {sin(wa(Rqu)) —;sin(Zﬁx(R—ﬁ))] s
Se £ = R, entao
~ 1 [*sin(4nz) 1 1

Se £ = —R, entao

~ 1 [ sin(47z) 1 1
H,(-R)=— de = —.m =
w(=F) 27 /_Oo x T T

Se £ < —R, entaio R+& <0 e R—&>0 obtemos

() = % /_OO sin(27rx;R + 5))dw n % _°° Sin(27rx;R —-¢) 1 (=) + i(@ 0

Se &> —R, entio R+&6>0e R—& <0 obtemos

Bo(6) = 5= (m) + 5=(~m) =

Se —R< &< R, entao R+&>0e R—E& >0 obtemos

FL(6) = = (m) + = (m) = L.

T or 2
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Assim temos,

1, se —R<¢(E<R
1
27 seE=—Roué=R
0, seé<—Roué>R

Deste modo, temos que

H,(€) = xp(€) g.5. emR,

onde x,(§) € a fungdo caracteristica do intervalo fechado [—R, R].

Agora, seja

2
v(z) = e,

deste modo, definamos

u(x) =v(r) — (H, *xv)(x).

Claramente, u € L*(R). Aplicando a Observagao 1.8, obtemos que

(€) = () — H(§)B(E) = (&) = X4()D(E), g.s. em R,

Portanto

Logo, uw € H.

Agora, muniremos H com o produto interno e a norma induzidos de L*(R"), isto &,

para u,v € H temos

(o)) = | uleolords (1.16)
e a norma associada a este produto interno é dado por
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oy = ([ oar) (L.17

Observagao 1.18 Como L*(R™) é um espago separdvel, temos que H é um espago se-

pardvel.
Lema 1.11 H munido com o produto interno dado por (1.16) é um espago de Hilbert.

Demonstracao: Para demonstrar o lema, basta provar que H é fechado, isto é

712 n
g-®) _ g

De fato, sejam (uy)ney C H e u € L*(R") tal que u, — u € L*(R"). Assim, por

Plancherel temos

u, — 1 em L*(R").
Como u,, € H, para todo n € N, entdao u,({) = 0 quase sempre em ||| < R para

todo n € N. Deste modo
0< / () —a(e))2de < | Jan(e) — a(e)|de,
lEII<R \:6-’ R"
isto é,

o< [P < [ e - a©Pd
<R

R

Passando o limite nas desigualdades acima, quando n — oo, obtemos

0< [ jaePds < lim [ ) - a(e) e
lel<r e

R’I’L

Logo,

/ a(€)Pde = 0,
lEII<R

o que implica que
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[a©)[* =0,
o que acarreta que u(§) = 0 quase sempre em ||£]| < R, isto é, u € H, como querfamos

demonstrar. m

1.5.2 O Espaco V

Seja R > 0 fixado. Consideremos o conjunto

V={ue H'(R"); 0(§) =0 qs. em [|¢]| < R}
Claramente V' é um subespago fechado de H*(R™).

Lema 1.12 Sobre o espaco vetorial V a expressao

((u,v)), = - Vu(z)Vu(z), Yu,v €V, (1.18)

define um produto interno.

A tnica dificuldade para provar o Lema acima é

se ((u,u)), =0, implica que u = 0, (1.19)

Para provar (1.19), usaremos o seguinte resultado:

Teorema 1.9 Para cada u € H'(R") e para qualquer A > 0, a segquinte desigualdade

seque:

IVull} > A2fulf} / (A2 — |¢?)alRde.
{&1€1<A}

Demonstragao: Tomemos

R" =8SUS onde § = {; |¢] < A}
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Assim, por Plancherel temos

2

- ou |? - u
Vul|2 = / d¢ = / d
IVull3 Z 5| Z 5|
—/ @26154-/ @2d§+ +/ @2(15
e |0G Rn | 082 e |06

= \i§1|2|ﬂ|2d§ + |i£2|2|ﬂ]2d£ + ...+ |i£n|2|ﬁ\2d§
R™ R” R»

- / & 1aPde + / G2laPde + .. + / &Pl
R™ R™ Rn

= [ [¢Pfal’de

R'Il

_ 2/\2d 2/\2d
[ \epraas+ [ jriarae

> 2 [ apdg + [ lePapd
Se S

— A2 =12 2 ~|2 A2 ~(2 21~12
-2 [ d€+<A [ fatas = a2 [ fa d§)+ [ 1epraras
— A% [ |apd 2 A2)[a)de

| iapde+ [ (e - anarae

Prova do Lema 1.12:
Para cada u € H'(R") e qualquer A > 0, temos pelo Teorema 1.9 a seguinte desigual-

dade

[Vull3 > A%[|ull3 — /{£-|£|<A}(A2 — &) [a(s)|de.

Em particular, seja u € V, isto é u € H'(R") tal que @ = 0 quase sempre em ||¢]| < R

e tomemos A = R, deste modo temos

IVull; > R?|lul3.
Portanto
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1
Jull} < 2 IVl (1.20

Da hipétese dada em (1.19) e da expressao (1.18) temos que se ((u,u)), = 0, entao

[Vul3 =0 (1.21)

e assim, de (1.20) e (1.21), resulta que

lull3 =0,
o que implica que u =0. =

A norma associada ao produto interno definido em (1.18) em V' é
1/2
full, = ([ 19@)?) = 19ul (122)

Observagao 1.19 Da desigualdade em (1.20) e da expressao em (1.22) deduzimos que

1
lull,y < Zlully, VueV. (1.23)

A desigualdade acima € uma correspondent da Desigualdade de Poincaré.

Observagao 1.20 Da expressao dada em (1.23) deduzimos a sequinte desigualdade

rr) < lull, < lullp@ny, YueV (1.24)

R
——|u
Lema 1.13 V munido com o produto interno dado por (1.18) é um espago de Hilbert.

Demonstracao: Seja (uy,),, ., uma sequéncia de Cauchy em V. Devido a primeira

desigualdade de (1.24) temos que
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) < v = unlly -

R
\/R?_H”um — unHHl(R"

Como ||ty — uy,|l, — 0, quando m,n — 400, vem que (u,), ., ¢ uma sequéncia de

meN

Cauchy em H'(R™) e devido a completude de H*(R™) temos que

u, — u em H'(R") — L*(R™).

Por Plancherel temos que

u, — 1 em L*(R").

Como u,, € V, para todo n € N, entdo u, = 0 quase sempre em ||£|| < R. Assim,
analogamente ao procedimento imposto na demonstracao do Lema 1.9, obtemos que © = 0

quase sempre em ||£|| < R. Agora usando a segunda desigualdade de (1.24), obtemos

[n = ully < flun = ull 1. ny
e levando em conta que u,, — v em H'(R"), obtemos que
Uy, —> w em V,

o que encerra a demonstracao. m

O préximo resultado nos auxiliard para demonstrar que V' é denso em H.

Lema 1.14 D%(¢ * u) = D% % u, para todo ¢ € S(R"), para todo u € L*(R") e para

todo |a] < m
Demonstragao: Seja u € L*(R"). Existe ¢, € C5°(R™) tal que

Y — u em L*(R™). (1.25)
Afirmamos que
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D%p % )y, — D% % u em L*(R™). (1.26)

Com efeito, temos

[1D%p by — D@ x ullz = [|[D%0 * (Yr — u)|l2 < [ DY|l1[|¥x — ull2 — 0,
quando k — 400, 0 que prova (1.26). Da mesma forma, tem-se

@ * P, — p*uem L*(R"), (1.27)

de onde vem que

D*(p x 1) — D*(p xu) em D'(R™). (1.28)

Combinando (1.26) e (1.28) e tendo em mente que

D*(p* ) = D% x Py = o * DYy,
resulta que D*(p * u) = D% % u € L*(R"), o que prova o Lema. =

O Lema 1.12 nos informa que se ¢ € S(R") e u € L*(R"), entdao ¢ * u € H™(R"),

para todo m € N.

Lema 1.15 V € denso em H.
Demonstragao: Seja u € H tal que

(4, v)), =0, Yo € V. (1.29)

Devemos provar que u = 0. De fato, de (1.29) resulta que

/ u(z)v(z)de =0, Vv eV,
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ou seja,

/ u(z)v(x)dr =0, Yo € H'(R™) com 0 =0 q.s. em ||€|| < R

e da Relac@o Forte de Parseval (1.12) obtemos

/ u(&)o(€)de =0, Yo € HY(R™) com 7 =0 q.s. em ||¢|| < R. (1.30)

Consideremos w(z) = e ™I#I” s y(z). Observe que pelo Exemplo 1.5 temos que

e l7* € S(R™) e pela Proposicao 1.8 temos que S(R™) € L'(R™), logo

emlzl* e 1R,

Como u € L*(R"), resulta que w € L*(R"™).
ow

3:15,-

Pelo Corolario 1.1, Lema 1.14 e usando a idéia andloga mostra-se que € L*(R"),

para todo 1 < i <n. Além disso, como

(€) = eI g(g),

£)

resulta que @w = 0 quase sempre em ||| < R. Portanto w € V.

Dai e de (1.30) obtemos

/ (e IR dE = 0,

ou ainda,

/ eI (e Pdg = 0,

de onde concluimos que © = 0 quase sempre em R" e, como

[[ll2 = ull2,

segue que que u =0. =
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Observacao 1.21 O espaco V' € separdvel. A aplicacao linear

T: V — L2R") x L*(R") x ... [2(R")
ou OJOu ou
Ox, 0xy’ ' Oz,

u  —> Tu:(

¢ claramente uma isometria. Pondo

resulta que W é um subespaco de um espaco separdvel e, portanto, é também separdvel.
Sendo T uma isometria, vemos que T~ (W) possui um subconjunto enumerdvel e denso

em V. O que prova que V € separdvel.

1.6 O Operador A

Sejam V e H os espacos de Hilbert complexos definidos nas subsegoes acima cujos pro-

dutos internos e normas foram denotados, respectivamente, por ((.,.)),, |-/, € ((,-))

1115+

Devido a (1.23) temos

V — H, (1.31)
Pelo Lema 1.15 temos que
V é denso em H. (1.32)
Definimos a aplicacao
a(.,.): V xV — C dada por a(u,v) = ((u,v)),,. (1.33)

E facil provar que a aplicacao acima definida é uma forma sesquilinear continua e
coerciva.

Definamos
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DA u € V; a forma antilinear v € V — ((u,v)),, (1.34)
é continua com a topologia induzida por H '

Em outras palavras, estamos colecionando em D(A) os elementos u € V tais que a

forma antilinear

gu: V. — C
(1.35)

v gu(v) = ((w,0))y

é continua quando induzimos em V' a topologia de H. Evidentemente, D(A) # (), pois

0 € D(A). Sendo V denso em H, podemos estender a aplicacao (1.35) a uma aplicagao

gu: H— C,

antilinear e continua tal que

gu(v) = gu(v), Yo € V. (1.36)

Logo, pelo Teorema da Representacao de Riesz, existe um unico f, € H tal que

gu(v) = ((fu,0)) > Vv € H. (1.37)

Em particular, segue de (1.35), (1.36) e (1.37) que

((u,v))y = ((fu, v)), Yo EV. (1.38)

Desta forma, temos definida a aplicagao

A: D(A) — H (1.39)
u  — Au = f,.

Usando (1.34)-(1.39), chegamos a uma nova caracterizagdo para D(A), a saber
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D(A) = {u e V; existe f € H que verifica ((u,v)), = ((f,v)),, para todo v € V'}
(1.40)

D(A) definido em (1.40) é um subespago vetorial de H e fica bem definido um operador

linear

A: D(A) — H
u > Au,

onde

((Au,v)),, = (u,v)),, Yue D(A), Yve V. (1.41)

Neste contexto, diremos que o operador A é definido pela terna {V, H, ((u,v)),} e

denotaremos tal fato escrevendo

A~ A{V . H, ((u,v)),} (1.42)

A forma sesquilinear a(u,v) = ((u,v)),, é uma forma hermitiana.

Temos os seguintes resultados (veja [5] e [9]):

e A:D(A) — H é uma bijegao;

D(A) é denso em H e A é um operador fechado de H;

e A é um operador nao-limitado de H;

D(A) é denso em V;

e A:D(A) — H ¢ auto-adjunto e satisfaz ((Au,v)), = ((u, Av)),, Yu,v € D(A).

A seguir definiremos as extensoes do operador A definido pela terna {V, H, ((u,v)),, }.

Consideremos V' e H' os antiduais de V' e H, respectivamente. Definamos
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AV — V
ur—>ﬁu,

onde

(1.43)

v

Au: V — C é definido por (Au, V) = ((u,v))

Observemos que A : V — V' ¢ linear e continua. Portanto, A € L(V,V"). Identifi-

cando H com seu antidual H’, temos a cadeia de imersoes continuas e densas

Ve H<=V. (1.44)

Logo, para todo u € D(A) resulta que

(Eu,wv,,v = <<u7v))v = ((AU7U>>H = <Au7 U>V/,V7 Vo eV,

de onde se conclui que

Au = Au, Yu € D(A), (1.45)

ou seja, A é uma extensdo de A a todo V.

Também, o operador A : V — V'’ é uma isometria, isto é

VAull,, = llull,, Vue V. (1.46)

Se introduzimos em D(A) o produto interno

((u,0)) piay = (w0, 0))y + ((Au, Av)) ., Vu, v € D(A), (1.47)

entao, pelo fato de A ser fechado, resulta que D(A) é um espago de Hilbert. Prova-se

que existe uma constante C' > 0 tal que

lull, < cllullp,, Yu € D(A),
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ou seja,

D(A) — V.

Identificando-se H com seu antidual H' resulta a cadeia de imersoes continuas e

densas:
DA) >V s H=H <V < (D(A)). (1.48)
Definamos
A*: H — (D(A))
u +—  A'u,
onde

A*u : D(A) — C é definido por (A*u,v) u, Av)),,. (1.49)

(D(A),D(A) ((

Prova-se que A* € (D(A))". Além disso, temos

(A*u,v) ((u, Av)), = ((Au,v)),, = (Au,v) Vu,v € D(A),

(D(A),D(A) (D(A)),D(A)

o que implica que A*u = Au, para todo u € D(A), o que prova que A* é uma extensao

de A a todo H. Observemos que em D(A) as seguintes normas

elllpay = NAully e Ml ey = Ul + 1Aull?), (1.50)

D(A) —

sdo equivalentes. Agora munindo D(A) da topologia |||ul||

A*: H — (D(A))" é uma isometria.

oy = I Aull, resulta que

Usando o Lema de Lax-Milgram demonstra-se que
A:V—V' e A" H— (DAY
sao sobrejetoras.
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Observagao 1.22 O espagco D(A) munido com a norma ||ul| = ||Aul|,, € separdvel.

D(A)
De fato, definamos a sequinte aplicacao
oc: D(A) — H
u  +— o(u) = Au.
Como A € linear, seque que o o €.
Também, temos que
loull, = [|Aull,; = [[lulll 54y, Yu € D(A)

e o € sobrejetora.

Sendo H separdvel e o uma bijecdo isométrica, obtemos que D(A) é separdvel.

Agora, se considerarmos o espago W = {u € H*(R"); u(£) = 0 em ||{|| < R} vamos
mostrar que W = D(A) e A = —A.
A demonstragao, sera dada a seguir:

Proposigao 1.29 Se u € W, entao —Au=0 quase sempre em ||£]| < R.

Demonstracao: De fato, se u € W, entao

u€ H*(R") e =0qs. em |[£]| <R. (1.51)

Como &L(é) = ||&|*u(), segue-se de (1.51) que —Au = 0 quase sempre em €] < R.

Observagao 1.23 A proposicio acima nos diz que se u € W, entao —Au € H.
Proposicao 1.30 W C D(A).

Demonstragao:De fato, se u € W e v € V temos que
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((—Au,v)), = —Au(z)o(z)dr = — | Au(€)v(&)dE = —

R™ R™

(wo)y = | Vu@)Vol@)de= | JelPaEue)ds

Rn

de (1.52) e (1.53) obtemos

((w,v)), = (-Au,v)),, YveV
dai segue-se que u € D(A), o que prova que W C D(A). =
Proposicao 1.31 Au = —Au, Yu € W.

Demonstracao: De fato,

((Au,v)), = (u,v)),, Yue W, Yo eV

De (1.54) e (1.55) vem que

((Au,v)), = (-Au,v)),, YveV.

Sendo V denso em H concluimos

((Au,v)),, = ((=Au,v)),, Vv € H,
onde Au = —Au, paratodou e W. =m

Observacao 1.24 A proposi¢ao acima nos diz que Al,, = —A.

Proposicao 1.32 W ¢ denso em D(A).
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Demonstracao: De fato, seja u € D(A) tal que

0= ((u,v)) ., = (Au, Av)),, Vv €W, (1.56)

devemos provar que u = 0.
Com efeito, tomemos v(x) = e ™1I” s u(z), com u € D(A). Claramente v € W, logo

usando (1.56) e o fato que A é auto-adjunto, obtemos:
0= ((Au, A(e™™ ")), = ((Au, =A™ xw)),, = ((Au, (=AeHF) ),
= ((u, A(=A(e7 7 )xu)),, = ((u, A7) xw)),, =/ €] eI ) e
R
o que implica
I€]1*e P @(€)* = 0 qs. em R™,

ou ainda

u(&)]*> =0 q.s. em R™

Assim,

Julla =l = | [a(¢)Pdz = o
Rn
o que nos fornece u=0. m
. —D(A) . ,
Proposicao 1.33 W =W, ou seja, W € fechado em D(A).

Demonstracgao: De fato, seja u,, € W tal que

up, — u em D(A).

Logo

u, — uwem H

—Au, = Au, — Auem H
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ou ainda,

u, — u em L*(R") — D'(R") (1.57)

—Au, — Au em L*(R") — D'(R") (1.58)

Assim

—Au, — —Auem D'(R")
—Au, — Auem D'(R")

Por unicidade do limite resulta que
—Au = Au € H — L*(R").

Como u € L*(R") e Au € L*(R"), entao u € H*(R"™). (Veja [5])

Da convergeéncia (1.57) obtemos que

U, — U em L*(R™).

Sendo que u, = 0 quase sempre em [[£]| < R, segue-se que u = 0 quase sempre em

€]l < R. Assim, u € W. =

Observagao 1.25 As proposi¢oes 1.32 e 1.33 nos dizem que W = D(A).
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Capitulo 2

Problema Parabdlico em R"

Neste capitulo, estudaremos a existéncia , unicidade e o decaimento exponencial da
solugao fraca da equagao parabdlica em R™ x (0, +00).

Consideremos o seguinte problema

v —Au=0em R" x (0, +00)

(2.1)
u(z,0) = up, x € R"
A energia associada ao problema (2.1) vem dada pela seguinte expressao
1 2 1 2
B0 =1 [ P = L. (22)
R

onde o espago de Hilbert H foi definido no Capitulo 1 (Segao 1.5).

A seguir definimos o que entendemos por solugao fraca do problema (2.1).

Defini¢ao 2.1 Uma funcgdio u(z,t), definida em R™ x [0,T], é uma solugao fraca para

(2.1), se
uwe L®0,T;H), v e L*0,T;V") (2.3)
u' —Au=0 em L*(0,T; V") (2.4)
u(z,0) = up(x), € R"™ (2.5)
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Teorema 2.1 Dados ug € H, eziste uma tnica solugdo fraca u do problema (2.1) sa-
tisfazendo (2.3), (2.4) e (2.5). Além disso, a energia E(t) associada ao problema (2.1)

decai exponencialmente, isto €, existe uma constante positiva wqy tal que
E(t) <e ™' Vit >0.

Demonstracgao:

2.1 Existéncia de Solucao

A existéncia de solugao sera estabelecida utilizando o Método de Faedo-Galerkin, o
qual consiste em obter uma sequéncia de solugoes aproximadas do problema (2.1) e, em
seguida, por meio de estimativas a Priori, passar o limite, em uma topologia adequada,
nesta sequéncia de solugoes aproximadas. Por simplicidade, dividiremos a demonstragao

nas seguintes etapas:

1. Construcgoes de solucoes aproximadas em subespacos de dimensao finita;
2. Estimativas a Priori;

3. Passagem ao limite nas solugoes aproximadas;

4. Localizagao da 1° derivada;

5. Condicgao Inicial.

2.1.1 Etapa 1: Problema aproximado

Consideremos o espago de Hilbert V' separédvel definido no Capitulo 1 (Secao 1.5). Seja
uma base {w, }, ., em V, ortonormal em H (para se conseguir tal propriedade basta apli-
carmos na base de V' o processo de ortogonalizagao de Gram-Schmidt). Representamos

por

Vin = w1, -+, Wi,
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o subespaco gerado pelos m primeiros elementos da base. Definimos por

= Zgim (t)wz - Vm, (26)

onde u,,(t) é a solugdo do seguinte problema de Cauchy

(g (£),@5)) 5 + (U (t),05)),, = 0 (2.7)

com dado inicial

Um (0) = ug,, —> up em H (2.8)

Observe que para obtermos (2.8) usamos o fato de V' estd imerso continuamente e
densamente em H.

Em virtude de (2.6) temos que

Z i, Wi = U, = Up(0) = Zgim(o)wi (2.9)
De (2.7)-(2.9) podemos escrever
Zgz"m( (wi, wj)),y + Zgzm ((wi,wj))y, =0
i, (0) = ;. jzl,...,m
ou ainda, em forma matricial
(wnw))y o (e || a® | | @ie))y o (@iea) || e
(w2, w1))y - (W2, 0m)) 4 95(t) N (wo,wi))y o (w2, wm))y 9(t)
L ((wmvwl))H coo ((Wmywm)) gy 1L I (t) 1 L ((wmvwl))v oo ((Wmywm))y 1L Im(t)
—A _B
(2.10)
Definimos

52




() ] 0,0 | | ]
Z(t) = 92"7(“ — 7(0) 92’".(0) — | O (2.11)
i gmm(t) i | Imm (0) i | Oman |

Observe que sendo {w,}, ., ortonormal em H, resulta que a matriz A é a matriz

identidade e , portanto, de (2.10) e (2.11) vem que

Z'(t)+ BZ(t) =0

(2.12)
Z(0) = Zy
o qual possui soluc¢ao em [0, 7] dada por
Z(t) = e ®2Z,,
onde ¥ =T + Z R Aqui I representa a matriz identidade.
k=0
2.1.2 Etapa 2: Estimativas a priori
Multiplicando (2.7) por g;,.(t) e somando em j de 1 até m obtemos
((ur (), () 5 + (U (), um (1)), = 0. (2.13)
Tomando parte real em (2.13), obtemos
5 g lum @I + lum @5 =0
integrando de 0 a t, temos;
t
Jan @I +2 [ T (5) 2 ds = [un OV (214)

e, consequentemente, de (2.8) e (2.14), temos
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t
lum @I, + 2/ ()15, ds = [Juo,, I (2.15)
0

para todo t € [0, T]. Como ug,, — ug em H, entao existe uma constante K7, independente

de m tal que

[un (O), < K. (2.16)

Combinando (2.15) e (2.16) resulta que

t
[um ()7, + 2/0 [um(s)||” ds < Ky, para todo ¢ € [0,T] e para todom € N (2.17)
A desigualdade (2.17) nos diz que

{tum} é limitada em L>*(0,T; H);
(2.18)
{um} ¢ limitada em L2(0,T;V)

Consequentemente, de (2.18) existe uma subsequéncia {u,} , de {u,}, ., tal que

HEN

u, — u fraco estrela em L>(0,T; H);

(2.19)
u, — u fraco em L?(0,T;V)

2.1.3 Passagem ao Limite

Seja j € N arbitrario, porém fixado e consideremos v > j, entao de (2.7) temos

((u;/(t)ij»H + ((UV(t)’wj))v =0.

Multiplicando a identidade acima por 6 € D(0,T), obtemos



agora integrando de 0 a 7', temos

jg <@4xtxa%>>Hea>dt+-]£ (1), 7)), O(8)dt = 0. (2.20)

Integrando por partes em (2.20) resulta

[((uu(t)awj))ﬁ(t)]g—/o ((uu(t),wj))HQ’(t)dtJr/O ((uy (1), 05)), 0(t)dt = 0. (2.21)

N /
-~

=0

Agora, passando o limite em (2.21) quando ¥ — oo e levando em consideracao a

convergéncia dada em (2.19) obtemos

T T
- [ (@O @+ [ (), o0 =0 (222)
0 0
Consideremos, agora v € V. Como as combinacoes lineares finitas dos elementos da
v(k)
base {w,},., sdo densas em V, existe uma sequéncia {z}, ., 2x = Z&kwik tal que
i=1

2z — v em V quando k — +oo. Além disso, pelo fato que V' < H, temos em (2.22),

para todo k € N que

—/0 ((u(t),v))HQ’(t)dtJr/O (u(t), v)),, 0(t)dt = 0, (2.23)

assim para todo v € V e 6 € D(0,T) resulta que

(G000} + ((u(0), 0,60 =0 (2.21)
2.1.4 Localizacao da 1° derivada

Pela estimativa (2.19) e a cadeia de imersoes V' < H < V' temos que

w € L*(0,T;V) < L*(0,T; H) — L*(0,T,V') — D'(0,T, V).
Assim, seja 6 € D(0,T), temos
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(W, 0) = —(u,8') = — /OTu(t)G’(t)dt eH<—V.

Logo,

(u',0) e V'

Deste modo, para v € V, temos

(l 0), v) = <— /OT u(t)&’(t)dt,v> - —/OT<u(t),v)8’(t)dt (2.25)

onde (.,.) representa a antidualidade V', V.
Por outro lado, devido a defini¢ao do operador dada no Capitulo 1 (Se¢ao 1.6) temos

que

/0 (u(t), v)), 0(t)dt = /O (—Au(t),v>9(t)dt:< /0 —Au(t)@(t)dt,v>:<<—Au,9>,v)
(2.26)

Logo, de (2.25) e (2.26) temos

<<u/7 9>>U>V/,V + <<_Au7 9>,U> =0,

vV
isto é,
((u' = Au,0),v),,, =0.

Vv

Logo, v/ — Au =0 em D'(0,T,V’). Mais ainda

u' = Au € L*0,T; V).

Portanto, v’ € L*(0,T;V") e

u' — Au=0€ L*0,T;V").
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2.1.5 Condicao Inicial

Notemos que pelo fato de

uwe€ L*0,T;V) e u' € L*0,T,V"),

segue que

uwe W, T;V, V'),
entao pelo Teorema 1.7 que

ue C ([0,T]; H).

Desta forma, faz sentido falarmos em u(t) qualquer que seja t € [0, T.
Provaremos que u(0) = wug. Com efeito, seja 6 € C'([0,T]) tal que 0(0) = 1 e

0(T) = 0. Retornando ao problema aproximado podemos escrever

/O (0 (8), 7))y B(E) 1+ / (o (t). 7)), (8t = 0, v > j (fixo).

Integrando por partes a identidade acima chegamos a

~((,(0), ), / (1), 05)) 0 (D)t + / (1), 7)), O()dt = 0

Passando o limite na identidade acima quando v — +o00 vem que

(0, ;). — / (u(t), ;)08 (B)dE + / ((u(t),,)), B(t)dt = 0.

Integrando novamente por partes, obtemos

(o) = (05D + [ () 00001+ [ (C0(0).09), 00011 =0

(2.27)
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Como u é solugao fraca do problema em questao de (2.24) e (2.27) concluimos que

((u(0)7wj))}1 = ((u()ij))H’ Vj € N.

Como {wj},., € denso em V e V ¢é denso em H temos que

((u(0),0)) 5 = ((uo,v)), Yo € H,

dai segue-se que u(0) = uy.

2.2 Unicidade

Sejam u e u solugoes do Problema (2.1) e definamos w = u — u. Temos,

w'(t) — Aw(t) = 0 em L*(0,T,V")
w(0) =0

Comow € W(0,T;V, V'), faz sentido compormos w’(¢) com w(t) na dualidade (., .)y v

Assim temos

(w'(t), w(t)),, , + (=Aw(t), w(t)),,, =0,

ou ainda,

(w'(t), w(t)),, , + ((w(t), w(t))), =0 (2.28)
Por outro lado, observe que

%((w(t), w(t))y = 2 Rew'(t), w(t)),, , (2.29)

Assim, de (2.28) e (2.29) resulta

57 @I + Tw@®)IlF =0
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Agora, integrando de 0 a t < T, obtemos

1 t
5 4 le@I5, = [wO)l, +/ lw(s)I[? ds =0
—— 0

=0

Portanto,

lw(®)|?, =0, Vtel0,T]

o que resulta que w = 0, encerrando a prova da unicidade.

2.3 Decaimento Exponencial

Compondo (2.4) com u(t) na dualidade (.,.) temos

(u'(t), u(t)) + (=Au(t), u(t)) =0,
ou ainda,

& (1) + ol =

dai e de (2.2) vem que
E'(t) + [lu(t)|? = 0. (2.30)

Por outro lado, pela desigualdade dada em (1.23), existe uma constante R > 0 tal

que

1
l@Il; < 2 llu@®I,
ou seja,
R u()|3, < u)I}- (2.31)
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Assim, por (2.30) e (2.31) obtemos que

E'(t) + B |lu(t), < E'(t) + u(®)]l}, = 0. (2.32)

Substituindo (2.2) em (2.32) temos

E'(t)+2R*E(t) <0.

R

Multiplicando a desigualdade acima por e? *t implica que

E)e™] <o, (2.33)
LORS

Integrando (2.33) de 0 a t obtemos

E(t)e*™t — E(0) <0,

assim

E(t) < E(0)e 27,

Tomando wy = 2R?, o resultado segue.
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Capitulo 3

Solucao Forte do Problema

Hiperbodlico em R"

Neste capitulo, estudaremos a existéncia e unicidade da solucao forte da equacao

hiperbélica em R" x (0, 400).

Consideremos o seguinte problema:

u — Au+~yu' =0 em R” x (0, +00)

(3.1)
u<x70) = U’O(x)? u’(a:, 0) = u1<.1’), r e R"
onde v > 0. A energia associada ao problema (3.1) é dada por
1 "2 2 Loz 1 2
Et) =5 | (W +[Vuf)de = S’ @l + 5 u@)]f (3.2)

onde os espagos de Hilbert V' e H foram definidos no Capitulo 1 (Secao 1.5).

Primeiramente, definimos o que entendemos por solugao forte do problema (3.1).

Defini¢ao 3.1 Uma func¢io u(z,t), definida em R™ x [0,T], € uma solugcao forte para

(5.1), se

we L0, T; W), u € L®(0,T:V), u" € L*(0,T; H) (3.3)
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u' — Au+~yu' =0 em L=(0,T; H) (3.4)

u(z,0) = up(x), u'(x,0)=ui(z), v€R" (3.5)

Teorema 3.1 Sejam {ug,us} € W x V. O problema (3.1) possui uma tinica solugao forte

u satisfazendo (3.3), (3.4) e (3.5).

Demonstragao:

3.1 Existéncia de Solucao

A existéncia de solucao sera estabelecida utilizando o Método de Faedo-Galerkin, o
qual consiste em obter uma sequéncia de solugoes aproximadas do problema (3.1) e, em
seguida, por meio de estimativas a Priori, passar o limite, em uma topologia adequada,
nesta sequéncia de solucoes aproximadas. Por simplicidade, dividiremos a demonstracao

nas seguintes etapas:

1. Construcoes de solugoes aproximadas em subespacos de dimensao finita;
2. Estimativas a Priori;

3. Passagem ao limite nas solugoes aproximadas;

4. Condigoes Iniciais.
3.1.1 Etapa 1: Problema Aproximado
Seja {w, }, ., uma base em W, ortonormal em H. Representamos por

V. o=lw,wy,.. . ,w,],

o subespago gerado pelos primeiros m primeiros vetores de {w,},_,, e, definimos por

veN
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i=1

onde u, (t) é a solugao do seguinte problema de Cauchy

(W (1), ;) 5 + ((m (t),0,))y + (1, (1), @)y = O,

com dados iniciais

Um (0) = ug,, — ug em W

u, (0) = uy, — u; em V

Temos em virtude de (3.6) que

ug,, = Z a;, W, = Uy (0) = Zgim(O)wi
i=1 i=1

un, = 3 B, =, (0) = > gl (O)w,
=1 =1

e, dai de (3.7)-(3.10) podemos escrever

m

Zgﬁn(t)(wm%)f[ + Zgz‘m(t)(ww%)v 7Y g, (8w w); =0

=1
gjm(o):ajm7 g/(o):/@.]nﬂ j:1727"'7m

ou ainda,

[ (wow)y o (@ow))y | oo ] T (ow))y o (@hw,),

(ol - (sl | | 0 || sy (),

L @ew)y o (@ | [0 | [ (@ow) o (@00,))
—A -B
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Definimos

Z'(t)

. ((wz,.wl))H
(W w01))

91, (1)

S

gmm(t)

91,,(t)

gé,,i(t) o 2(0) =
| I, (1) ]

| g0, (0) |

$2,.(0)

[ 5,.(0) |

| B, (0) |

(3.11)
Zo (3.12)
7 (3.13)

Observe que sendo {w, },ey uma base ortonormal em H resulta que a matriz A é a

matriz identidade e, portanto de (3.11)-(3.13) vem que

Definindo

temos

de (3.14) resulta que
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Y/(t) = Yig) | | Z@) | Z'(t) B Ya(t)
vi(1) (1) —Z'(t) - BZ(t) —2'(t) — BZ(1)
ou seja,
0 1 Yi(t
Y'(t) = 1t
—B =1 | | Ya(t)
=c —Y (1)
ou ainda,
Y'(t) = CY (¢),
assim, obtemos o seguinte sistema
Y'(t) =CY(t
() = CY (1) s,
Y(0) =Yo
Zy
onde, Yy = , 0 qual possui solugao em [0, 7] dada por
Z
Y (t) = Yy,

oo
Ck
onde e® =T + Z R Aqui I representa a matriz identidade.
k=0

3.1.2 Etapa 2: Estimativa a Priori

Estimativa 1

Multiplicando (3.7) por gj (t) e somando em j de 1 até m obtemos

(W (8), 1 () 5 + (i (8), 1 () + V(Ui (8), 35 () = O,

isto é,
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1d
2dt

1d

i (12 + 5 lem@IZ + Al (D] = 0

integrando de 0 a ¢, vem que
t
lum @117 + lum@®IF + 27/0 i ()15 ds = [l (O)I, + lum ()17
= [lua,, I, + o, [} - (3.16)

Contudo de (3.8), (3.9) e pelo fato de W < V obtemos a existéncia de uma constante

¢1 > 0 independente de m € N e t € [0, +00) tal que

I3 + lluo,, 15 < e (3.17)
Logo, de (3.16) e (3.17) resulta que
t
s I, + llum (O] + 27/0 7 (8)17,ds < 1 (3.18)
para todo t € [0,7] e para todo m € N.
Afirmacao: ||u”(0)[? é limitado.

De fato, multiplicando (3.7) por g7 (t), somando em j de 1 até m e tomando t = 0,

temos

[ ()15, + (i (0), 1, (0)))y + (1, (0), 177, (0))) = 0,

ou ainda,

[ ()7, + (= At (0), up, (0)))  + (1, (0), iy, (0))),, = 0.
Usando a Desigualdade de Schwarz resulta
[ (O)17, < 1A (0) [ e, (O) 1 + Y12t (O)] a2z, (O]
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assim temos que

[t (Ol < (AU (O) ]|y + 217, (0) ] -

(3.19)

Por outro lado, de (3.8), (3.9) e pelo fato de V' — H, existe uma constante c; > 0

independente de m € N e t € [0, 7] tal que

1At (0)] 4 + Y[t (O] < co.

Portanto de (3.19) e (3.20) resulta que

|ur (0)||,; < 2, Ym € Ne Vit € [0,T].

Estimativa 2

Derivando a equagao (3.7) em relagdo a t, obtemos

(g (8),w,)) 5 + (g (8),0,)) . + (W (), ;) p = 0

multiplicando (3.22) por ¢ (t) e somando em j de 1 até m

(e (8), 1 () 1+ (U (8, 113 (8)))y + (U (8), 0 () = O

tomando a parte real, obtemos

1d

1
S @I + S I + Al @Ol =0

e integrando de 0 a ¢t implica que
t
" 2 / 2 " 2 o " 2 / 2
[t (D) + Nluan (D)5, + ’Y/O [t ($) 115, s = Ny (O)17; =+ [ (O[5
= [lum O)[, + llur,, |13
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De (3.9) e (3.21) temos a existéncia de uma constante ¢z > 0 independente de m € N

et € [0,T] tal que

e (OIS, + T, I < cs. (3.24)

Logo de (3.23) e (3.24) temos que

t
(D15 + T, I + 7/0 lurm ()15 ds < e (3.25)
Assim, as desigualdades dadas em (3.18) e (3.25) nos dizem que
{tp,} € limitada em L>(0,7;V)

{u!,} é limitada em L>(0,T;V) < L*(0,T; H) (3.26)

{u’ } é limitada em L>(0,T; H)

Consequentemente, de (3.26) existe uma subsequéncia {u,},., de {w,},., tal que

u,, = u fraco estrela em L>(0,T;V) (3.27)
), = o' fraco estrela em L>(0,T;V) — L>(0,T; H) (3.28)
u,, = u" fraco estrela em L(0,T; H) (3.29)

3.1.3 Etapa 3: Passagem ao Limite

Seja j € N arbitrario, porém fixado. Consideremos v > j, entao de resulta que

((up(t),w,))y + ((w(t),w,))y +7((u, (1), w,)), = 0. (3.30)
Multiplicando (3.30) por 6§ € D(0,T) e integrando de 0 a T, obtemos
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/0 (1), w,)),,B(t)d + / ((8),,)), O(8)dt + / () (1), w,)) ,B(1)dt = 0. (331)

Passando o limite em (3.31) quando v — oo e levando em consideracao as con-

vergéncias (3.27)-(3.29) temos

/0 ("(t), w,)) ,6(0)dt + / ((u(t), ), O(8)dt + / (1), w,)),6(8)dt = 0. (3.32)

Considerando v € W. Como as combinagoes lineares finitas dos elementos de {w, },

sao densas em W, existe uma subsequéncia {z},.,, onde

v(k)

2k = E £ikwik>
i=1

tal que z, — v em W quando k — oo. Logo, de (3.32), para todo k € N temos

/0 (1), 24)),, O(t) -+ / ((u(t), 2)), O(0)dE + / (1), 24)),B(t)dt = 0. (3.33)

Da convergéncia forte 2z — v em W e das cadeias de imersoes W — V — H e de

(3.33) obtemos

/0 (" (t),v)),,0(t)dt+ /O ((u(t), ), 0(t)dt+ /0 (W(t),v)),00t)dt =0, Yv € W, V0 € D(0,T)

Resulta dai que

v — Au+~yu' =0em D'(0,T; H), (3.34)

mas como
u' e L®0,T;H) e u € L>®0,T;V)— L*(0,T; H), (3.35)
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resulta de (3.35) em (3.34) que

Au e L¥(0,T; H). (3.36)

Portanto,

u' — Au+~yu' =0em L=(0,T; H). (3.37)

De (3.37) obtemos

((u(t),v)), = ((—u'(t) —yu'(t),v)),, Yv € V e para q.t. t €]0,T],

o que implica, face a definicao de W que

u(t) € W, para q.t. t €]0,T]. (3.38)

De (3.36) e (3.38) temos que

u e L0, T;W).

3.1.4 Etapa 4: Condicoes Iniciais

Como

we L=0,T;W), v € L*(0,T;V), v € L*(0,T; H)

e levando em conta os Lemas 1.6 e 1.7, entao

ue C([0,T;V), ue 0, T;W)

W € C([0,T): H), o' € CO0,T;V)
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Desta forma, faz sentido falarmos de u(t) € W e v/(t) € V qualquer que sejat € [0, 7.

Provaremos que:
() u(0) = uo

De fato, sejam v € V e 6 € C*[0,T] tal que #(0) =1 e §(T) = 0. Da convergéncia em
(3.28), resulta que

/0 (! (1), ), 0(t)dt —>/O (' (8), 0)), 0(t)dt quando v — +00

ou seja,

/o %((Uu(t),v))ve(t)dt H/o %((u(t),v))vﬁ(t)dt quando v — +o00

integrando por partes, obtemos

_((ul/(o)7v))v_/0 ((u (), 0)), 0 (t)dt — —((U(O),v))v—/o ((u(t),v)), 0" (t)dt. (3.39)

Pela convergéncia dada em (3.27) temos parav € V e ¢ € C[0, T

/0 (1), 0)), O (1)t — / (u(t), ), 0'(t)dt (3.40)

De (3.39) e (3.40) resulta

((uy(0),0))y, — ((u(0),v))y, Yo €V,

isto é

((uo,,v)), — ((u(0),v)),,, Yv e V. (3.41)

Por outro lado,

u,(0) = ug, —> ugpem W =V
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assim

((wo,,v)), — ((uo,v)),, Vo €V (3.42)

De (3.41), (3.42) e pela unicidade do limite resulta que

((u(0),v))y = ((uo, v))y, Yv €V,
dai, u(0) = up.
(17) u'(0) = wy

De fato, sejam v € H e § € C*[0,T] tal que #(0) =1 e §(T) = 0. Da convergéncia em
(3.29) resulta que

/0 ((uy,v)),0(t)dt — /0 ((u",v)),0(t)dt quando v — +00,

ou seja,

/0 %((uL,v))He(t)dt — /0 %<<U'av>)H9(t)dt quando v — +00

agora, integrando por partes, obtemos

—((uL(O),v))H—/O ((w,, (), 0)) ;0" (t)dt — ((U’(O)w))H—/O ((W(1),v)) 0 (D)t (3.43)

Pela convergéncia dada em (3.28), temos para v € H e § € C[0,T] que

/0 (1 (1), 0)) 0/ (B)dt —> / (1), 0)) 0 (t)dt (3.44)

De (3.43) e (3.44) resulta que

isto é,
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((u1u7v)>H — ((UI(O),U))H, Vve H (345)

Por outro lado,

u,(0) =uy, —> u; em V— H

assim

((u1,,v)); — ((u1,v)),, Yve H (3.46)

De (3.45), (3.46) e pela unicidade do limite, resulta

(W' (0),v)),; = ((u1,v)),, Yo € H

dai, v/(0) = u;.

3.2 Unicidade

Sejam u e u duas solugoes do Problema (3.1) e definamos w = u — u. Temos

w”" — Au+~yw' =0em L*(0,T; H)
w(0) =w'(0) =0

Como w' € L*>(0,T;V) < L>*(0,T;H) — L'0,T;H), tem sentido compormos

w” — Aw + yw com w' no produto interno ((.,.)),, logo

(("(t), w' () + (=Aw(t), w'(£), +7((w'(t), w'(£)), =0 (3.47)

Como w € L*(0,T;W) e w' € L>(0,T;V) de (3.47) obtemos
((w"(t),w' (1)) + ((w(t),w'(t))), + [ (B, =0 (3.48)
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Tomando a parte real em (3.48), obtemos

1d
S WO + 5= lw®5 +yllw' @), =0
2 dt

integrando de 0 a ¢t e levando em conta que w(0) = w'(0) = 0, temos

1 1 b
IO, + 310l +7 [ o (6) 1 ds =0
Logo w(t) = 0, para todo t € [0,T]. O que encerra a prova da unicidade.

Observacao 3.1

o Comou e L>®(0,T;W) e € L*(0,T;V), entdo obtemos dos Lemas 1.6 e 1.7 que

u€ C[0,T); V) eu € C20,T; W).

e Como v € L>®(0,T;V) eu € L*(0,T;H), entdo obtemos dos Lemas 1.6 e 1.7

que

u' € CO[0,T); H) e € C0,T;V).
e Temos que:
(1) u" — Au+~yu' =0 em L>®(0,T; H) — L>(0,T;V");
(ii) u € C°([0,T); V) resulta que —Au € C°([0,T],V");

(i) v’ € C([0,T]; V) — C°([0, T]; V');

De (i) — (ii1) obtemos que

(iv) u" € C°([0, T]; V)

De (iv) e do fato que u” € L*(0,T; H) vemos que face o Lema 1.7 resulta que
u” € L0, T; H)N C,(0,T; V') = C°(0,T; H).
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Capitulo 4

Solucao Fraca do Problema

Hiperbodlico em R"

Neste capitulo, estudaremos a existéncia, unicidade e o decaimento exponencial da
solugao fraca do problema (3.1).

A seguir, definiremos o conceito de solucao fraca do problema (3.1):

Defini¢ao 4.1 Uma func¢do u(z,t), definida em R™ x [0,T], é uma solugao fraca para

(3.1), se
u € C°[0,T); VYN CH([0,T); H) n C*([0,T]; V') (4.1)
u’ — Au+yu' =0 em C°[0,T); V) (4.2)
u(z,0) = ug(x), u'(z,0) =wu(z), v€R" (4.3)

Teorema 4.1 Dados ug € V e uy € H, existe uma unica solu¢ao fraca u do problema
(3.1) satisfazendo (4.1), (4.2) e (4.3). Além disso, a solugdo do problema (3.1) satisfaz

a identidade da energia
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1 1 t 1 1
SO, + 51O+ [ @l ds = Flhalf, + 3l ¥ < 0.7)

Demonstragao:

4.1 Existéncia de Solucao

Como W é denso em V e V é denso em H conforme Capitulo 1 (Segao 1.6), entdo

existem sequeéncias (u,),., C W e (u1,),., C V tais que
Up, = Uy, — Up em V' (4.4)
u,(0) =wuy, — u; em H (4.5)

Para cada v > vy, seja u,, a solugao forte do Problemas (3.1) com a condigao inicial

{ug,,u1,} € W x V, isto é, para todo T > 0

w, € CJ([0, 71, W) N C([0,T]; V) N C2([0, T H)

e verifica que

!l — Au, +yul, =0 q.s. em R” x (0, +00)

(4.6)
uy(0) = ug,, u,(0) =u,
Para cada i > 14, obtemos
u), — Auy, +yu;, = 0 g.s. em R™ x (0, 4+00) (47)
u,(0) = uo, , uL(O) =y,
De (4.6) e (4.7) resulta
(wy —up)" — A(uy —uy,) + y(uy —w,) =0 q.s. em R” x (0,400) (48)

(=) (0) = wo, — wo, (w, —u,)'(0) = w1, —w,
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Definindo z,,, = u, — u,, v, 1 € N, v, u > 1 segue de (4.8)

Zl///,u - AZV,M + ’YZ{/,M =0 g.s. €m R™ x (07 +OO)

(4.9)
ZV”u(O) = ZOV,,u? ZI,/;L<O) = zlu,,u
Compondo a primeira equagio de (4.9) por 2, , € CY([0,T7; V), obtemos
(20 (8), 20, () s + (A2 (2), 2,,,(8))) s + (27, (2), 2, ,(8))) = O
ou
(20, (1), 20,0 + ((20u(8), 20, (D)) + VN2, (O, =0 (4.10)
Tomando a parte real em (4.10), obtemos
1d 1d
5717 O + 57 12 O1% + 112, @Ol =0 (4.11)
integrando de 0 & ¢ na equagao (4.11) concluimos que
' 2
22, (O, + 2 (DI + 27/ 127, ()15 ds = [12,,, ()3, + ll20.,. (0)II5
0
= Hzlu,uH?{ + Hzou,,u“?{' (412)

Logo, resulta que para todo t € [0,T] temos

o (8) = w, (O, + [ (8) = wu (DN < o, — o, I} + [lur, —u, I

Assim,

sup luy,(t) — u, (D)% + sup [Ju, (t) = u, (O < uo, —wo, |2 + [Jur, —ua,|I% (4.13)
te[0,T] t€[0,7]

De (4.4), (4.5) e (4.13) temos que (u,),_, ¢ uma sequéncia de Cauchy em C°([0,T]; V)

veN

e (u},),., ¢ uma sequéncia de Cauchy em C°([0,T]; H).
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Da completude de C°([0,T]; V) e C°([0,T]; H) segue que

u, — u em C°([0,T); V) — L*(0,T;V) (4.14)

u, — v em C°([0,T); H) < L*(0,T; H) (4.15)

Sejam 0 € D(0,7T) e v € V. Compondo a primeira equacao de (4.6) com v no produto
interno de L?(0,7; H) e usando a definigao de D(A) obtemos

|t onoma+ [ oo+ [ .0),00d=o

integrando por partes e tendo em conta que 0(0) = 6(T") = 0 temos

jA«%@w%ﬂ@ﬁ+l(Mﬁwmﬁ®ﬁ+vl(wﬁmmﬁwﬁ=0(4w)

Assim de (4.14), (4.15), (4.16) e passando ao limite quando v — oo, obtemos

jA«w@WMW@ﬁ+A(W@w»ﬁ®ﬁ+7£(wwwﬂw®ﬁ=0 (4.17)
Agora observe que

—/OT((u’(t),v))HG’(t)dt: ((— /OTu’(t)e’(t)dt,v)) = <—/0Tu’(t)0’(t)dt,v>

H Vv

= (W",0),0),,, (418)

/OT((U(t),U))VQ(L‘)dt = /OT<—Au(t),v>V,’V0(t)dt = </0T —Au(t)&(t)dt,v>

vV

= ((—Au,0),v),, (4.19)

v
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/0 (6,0, 6(0)dt = (( /0 Tw/@)e(t)dt,v)) _ < /0 Tyu’(t)@(t)dt,v> |

vV

= (v, 0),v),,, (4.20)

Substituindo (4.18)-(4.20) em (4.17) chegamos que

(", 0),0),,, + {(=Au(),0(1),v) ,  +((y,0),0),, =0

\ %8 vV

para todo v € V e para todo 6 € D(0,T). E dessa forma, obtemos

(" = Au+~u',0),v),, , =0,
para todo v € V no sentido de D’(0,T), ou seja,
u" — Au+~yu' =0 em D'(0,T;V"). (4.21)

Observando que u € C°([0.77; V), entao —Au € C°([0.T]; V') equew’ € C°([0,T]; H) —
C°([0.T]; V'), obtemos a igualdade (4.21) em C°([0.T]; V).

4.1.1 Condicao Inicial

Como u,, — u em C([0,T]; V), entao

ug, = u,(0) — u(0) em V.

Por outro lado,

g, — ug em V.

Destas tultimas convergéncias e pela unicidade do limite, temos
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u(0) = up.

Agora, como u,, — u' em C([0,7]; H), entao

uy, = u,(0) — u/'(0) em H.

Por outro lado,

Uy, — U em H.

Destas tultimas convergéncias e pela unicidade do limite, temos

u'(0) = uy.

4.1.2 Unicidade

Sejam u e u solugoes fracas do Problema (3.1). Entao, se definirmos w = u—u, temos
w € C°([0,T]; V) n ([0, T); H) n C*([0, T]; V')
e verifica-se

w’ — Aw+yw' =0
w(0) = w'(0) =0

(4.22)

Sejam s,t € [0,7T] e definamos a seguinte funcao auxiliar

—/ w(T)dr, 0 <t<s
Y(t) = ¢
0 , s<t<T

Observemos que para cada t € [0,7], ¥ (t) € V. Além disso,

/ o) de = L= [ war| ae< [ e e
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s t2 s
< supess ||w||,, / (s — t)dt = supess||w]|,, {st - 5}
0 0

2 2

= supess||w]||,, {32 — %] < 75upess||w||v < 400

Logo, ¥ € LY(0,T;V). Além disso, como ¢/ = w € C°([0,s]; V) resulta que ¢ €
C([0,s]; V).
Por outro lado, observemos que w” — Aw+~w' € L*(0,7; V") e compondo a equagao

w” — Aw + yw' = 0 com 1 na dualidade L>°(0,T; V") x L'(0,T;V) obtemos

| wonde+ [ s, v+ [ oo oo -o

ou ainda,

[ twrvtendes [y [ o), =0

Como 9 (t) = 0 para todo t € [s,T] da dltima identidade podemos escrever

/0 () di + / (w(t), 9(8)))y dt + / (W) 0(0),dt =0, (423)

Agora, vamos analisar cada integral de (4.23). Assim, note que

—(W'(t),%(1)) = (W"(t), V(1)) + (w'(t), ¢'(1)). (4.24)

Como

(W'(t), (1)) = (w'(£), ¥ (1)) s (4.25)

entao de (4.24) e (4.25) vem que

— (W'(1), ¥ (1)) = (W"(8), (1)) + (w'(t), (1)) (4.26)

Agora, observemos que ¢'(t) = w(t) quase sempre em [0, s], assim temos
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(w'(t), ¢'(1)) = (w'(t), w(t)) = (W'(t), w(t)), (4.27)

Re(w'(t),¢'(t)) = 5~ [lw(®)] (4.28)

Tomando a parte real em (4.26) e usando (4.28) obtemos

d 1d

Re S ((w/(0), (1)), = Re(w"(2), 0(6)) + 5w, (429)

integrando a identidade (4.29) de 0 & s e pelo fato que w(0) = w'(0) = ¥(s) = 0 vem que

0= Re /05<w"(t>, Y(B)dt + %IIw(s)HZ,

assim,

Re [ (o), w0t = 5 o) (430)

Por outro lado, como ¢’ = w quase sempre em [0, s| temos que

Re((w(t), (1)), = Re((0'(2),(0), = 5 G002,

integrando a identidade acima de 0 a s, obtemos

Re [ (w00, dt = 1O - SO = 5902 @31

Agora, note que

d

2 (@), 9(0) 5 = (1), (1)) + (W (1), ¥'(1)))

integrando a identidade acima de 0 a s e levando em conta que w(0) = 1 (s) = 0, obtemos

0= / (W () 0(0))) et + / ((w(t), o/ (1)) .
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ou seja,

/0 (@ () 0(0))) it = — / @R, (4.32)

Tomando a parte real em (4.23) e usando (4.30), (4.31) e (4.32), obtemos

1 1 s
S0 + IO + [ el o

o que implica que [lw(s)||?, = 0, para todo s € [0,77], ou seja, w = 0. O que encerra a

unicidade.

4.1.3 Identidade da Energia

Compondo a primeira equagao de (4.6) com u,(t) € C°([0,T],V) temos

(g (8), 1w, (1)) 5 + (= Auy (t), w, (1)) + (1, (1), 1w, (1)) = 0,

ou ainda,

(i (), 0, () g + ((w(8), 0, (1)) + (1, (8), 1, (1)) = O (4.33)

Tomando a parte real em (4.33), obtemos

1d 1d
5 1@ + 52w @I + vl @l =0

integrando de 0 a t resulta que,

1 1 ¢ 1 1
S + Sl @I+ [ I3 ds = Sl + 5l O
0

1 1
= §HU1V||§, + §HU0VHQV

Devido as convegéncias dadas em (4.4), (4.5), (4.14) e (4.15) obtemos quando v — oo
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1 1 K 1 1
S @I + @I} + v/o e ()15 ds = Sllunlly, + 5 llwolly
4.2 Decaimento Exponencial

u — Au+~yu' =0 em R" x (0, 00)

(4.34)
u(z,0) = up(x), v'(z,0) =u(x) x € R”
Uy € W, Uu; € V (435)
Consideremos a energia de (4.34) dada por
1 / 2 1 2
E(t) = llv @I + 5llu®l (4.36)

Compondo a primeira equagao de (4.34) por ' no produto interno de ((.,.)),, obtemos

E'(t) = =yl (0I5 (4.37)

Recordemos que existe uma constante R > 0 tal que

1
ol < Zlolly, Vo eV (4.38)

Para qualquer € > 0, definimos a energia perturbada

E.(t) = E(t) + cRe(t) (4.39)

onde

b(t) = (W' (1), u(t) (4.40)

Proposicao 4.1 FExiste ¢y > 0 tal que

|E.(t) — E(t)| <ec1E(t), Vt >0
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Demonstragao: Usando a Desigualdade de Cauchy-Schwarz, a Desigualdade de Young,

(4.38) e (4.40), obtemos:

[Redp(t)] < [0 @)] = [((W'(8), u(®) | < M1 @] a4
[ @ Nl

1
2 2
S @I + @I

isto é,

E(t) (4.41)

De (4.39) obtemos

E.(t) — E(t) = cRe b(t),

assim temos que

IE.(t) — B(t)] = e| Rets (1) (4.42)

De (4.41) e (4.42) obtemos

|E.(t) — E(t)| < g%E(t), vt > 0.

1
Concluimos a prova tomando ¢y = R— =

R

Proposicao 4.2
E/(t) < —eE(t), ¥t >0

onde € € (0,e1] tal que €1 € uma constante positiva.

Demonstragao: Derivando (4.40) obtemos
Red/(t) = Re ((u"(t), u(t))), + v/ ()], (4.43)
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De (4.34) temos

' = Au —yu (4.44)

substiuindo (4.44) em (4.43) vem que

V(1) = (Ault) — ' (t), u(®))), + [[u' ()]
= ((Au(t), u(t)),; = v((u'(t), u(®)), + v/ DI
= = ((u(®), u(?))), — (W' (&), u(t)), + ' @)%
= —lu@IF, = (W' (), u(®)), + ' @1

Tomando a parte real, obtemos

Re(y/'(t)) = —[u(®)[l}, — yRe (('(1),u(t))), + [l (0)- (4.45)
Agora, vamos analisar o termo [} = —yRe ((u/(t),u(t))),,-
I <L = | = yRe ((W/(t), u(t)) 4| = v[Re ((u'(£), u(t))) | < A|((W'(2), ult))) ]

1 1
<A Ol < A5 1e Ol lu®ll, < 5zl O + 5 1@,

isto é,

2
v 1
< oz I @I + @I (4.46)

De (4.45) e (4.46), obtemos

Re(w/0) <~ o0l + (T3 ) ol (1.47)
Derivando (4.39), obtemos
EL(t) = E'(t) + eRe(¢'(t)) (4.48)
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De (4.37), (4.47) e (4.48), obtemos

BL() <~ I, - Sl +2 (225 ) ol

£

2 2
€ € v+ 2R
= <O, = Sl = SO, + 5O = (S5 ) W

2R?

= —c0) - [ -« (S22 o

= 2B =IO + I OIE +2 (T ) IO

ou seja,

B0 < —280) - [ = (225 ol (1.49)

. . v? + 3R?
Finalmente, se escolhermos ¢ suficientemente pequeno tal que v —¢ | ——— ] > 0,

2R?
2vR?

concluimos a prova com ¢y = ———.
72+ 3R?

- . . . 1 .
Proposicao 4.3 (Decaimento Exponencial) Se £y = min {2—, 51} , entao
(&1

5
=1
E(t) <3FE(0)e 4, Vt >0, Ve € (0,

Demonstracao: Pela Proposicao 4.1 temos:

(1 —ae)E@) < E.(t) < (14 ag)E(1).

1
Mas, como ¢ < gp < et temos
&1

E(t) < 2E(t), Yt > 0. (4.50)

LE() < ()<

Observemos de (4.50) obtemos que F.(t) < 2E(t). Consequentemente:

E.(t) (4.51)
Logo, de (4.51) e da Proposigao 4.2 obtemos:
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EL(t) < —<B(t) < =S B(t) < = Ex(1)
e, portanto
EL(t) + ZEE(t) <0. (4.52)
£
Multiplicando (4.52) por cd , obtemos
d “t
p (Es(t)eél ) <0.
Integrando a desigualdade acima sobre [0, ] obtemos
5y
E.(t) < E.(0)e 4 . (4.53)
De (4.50) e (4.53) obtemos
€

dai segue-se que

como queriamos demonstrar. m

Observacao 4.1 Por argumento de densidade, obtemos o mesmo resultado para solu¢oes

fracas.
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