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Resumo

Neste trabalho, caracterizamos a geometria de uma determinada classe de curvas
planas parametrizadas em R?, por meio dos pontos singulares de campos vetoriais
associados a estas curvas. Mais precisamente, provamos que os pontos duplos, ou bi-
tangéncias, ou inflexdes, ou ctspides de uma dada curva «, sdo pontos singulares de
um campo F,. Relacionamos o indice topolégico de F,, com a quantidade de pontos
duplos, bitangéncias, inflexdes e ctispides de . No caso complexo, temos uma abor-
dagem mais algébrica, obtendo uma relagdo entre a multiplicidade do campo F, e o
nimero de pontos duplos, bitangéncias e inflexdes de uma deformagao da curva o,
tanto no caso local, quanto global. Também obtivemos rela¢des entre invariantes bem
conhecidos da teoria de singularidades, como o ntimero de Milnor e a A.-codimenséo,

e os numeros de inflexdes e bitangéncias de uma deformacao da curva.

Palavras-chave: Curvas planas, indice topoldgico, pontos duplos, bitangéncias, infle-

x0es e ctuspides.



Abstract

In this work, we characterize the geometry of a certain class of parametrized plane
curves in R?, through the singular points of vector fields associated with these cur-
ves. More precisely, we prove that the double points, or bitangencies, or inflections, or
cusps of a given curve o, are singular points of a vector field F;,. We relate the topologi-
cal index of F,,, with the quantities of double points, bitangencies, inflections and cusps
of a. In the complex case, with an algebraic approach, we obtain a relation among the
multiplicity of the vector field F, and the number of double points, bitangencies and
inflections of a deformation of ¢, in the local and global case. We also obtain rela-
tions among well known invariants of singularity theory, as the Milnor number and
A.-codimension, and the number of inflections and bitangencies of a deformation of

the curve.

Keywords: Plane curves, topological index, double points, bitangencies, inflections

and cusps.
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INTRODUCAO

O estudo de curvas planas aparece na literatura desde a antiguidade. Na obra "Ele-
mentos", Euclides apresenta um sistema axiomadtico para a geometria englobando a
nocdo de retas e suas posi¢des. A teoria também é desenvolvida sob outros pontos
de vista como o da Geometria Diferencial, que nos permite estudar suas propriedades

locais e globais utilizando ferramentas do Calculo Diferencial e Integral.

Aplicagdes da teoria de curvas sdo encontradas na Fisica, por exemplo, relacio-
nando evolutas de curvas singulares e sistemas 6ticos, como em [36], e descrevendo a

dindmica de uma particula em movimento.

Na Matematica, uma das aplicacdes da teoria global de curvas planas é a demons-

tragio do Teorema Fundamental da Algebra (veja, por exemplo, [1]).

Outros estudos que foram desenvolvidos na Matematica, nos auxiliam na contagem
de pontos que caracterizam a geometria de certas curvas. E é sob esse ponto de vista o
foco deste trabalho. Conhecer um pouco mais a geometria de uma curva plana, através
do conhecimento de seus pontos duplos, bitangéncias e inflexdes, conforme ilustramos

a seguir.

(5] 2) (3) (4)

Figura 1: (1) bitangéncia de mesmo lado, (2) bitangéncia de lados opostos, (3) ponto
duplo e (4) inflexao
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Fabricius-Bjerre em [14], num trabalho de 1962, considerou uma curva fechada no
plano afim, isto é, a : S* — R?, diferencidvel, orientada e composta por um namero
finito de arcos convexos que ndo se tocam um ao outro, ou seja, nao sao tangentes. Tais

curvas deveriam ainda satisfazer as seguintes condicdes:

1. Nenhum ponto de uma bitangéncia de a é de inflexao;
2. ando possui tritangéncias;

3. a possui apenas pontos duplos transversais e ndo possui pontos triplos.

Nesse sentido, Fabricius-Bjerre mostrou, de uma maneira bem geométrica, que para
cada curva nestas condic¢des, a diferenca entre o namero de bitangéncias de mesmo
lado e o nimero de bitangéncias de lados opostos é igual a soma do ntimero de pontos
duplos com metade do namero de inflexdes, ou seja, denotando por ¢; o niimero de
bitangéncias de mesmo lado, ¢, o nimero de bitangéncias de lados opostos, d o ntimero
de pontos duplos e i o ntimero de inflexdes, a relagdo descrita acima é dada por:

ts—to=d+ % (0.1)

A contagem desses pontos faz sentido porque o dominio das curvas é compacto,

logo se esses pontos existem, sdo em nimero finito.

No ano de 1977, em [15], Fabricius-Bjerre considerou uma nova classe de curvas,
que além das trés propriedades anteriores, possuiam ctispides do primeiro e segundo
tipo, cujas quantidades denotou por ¢; e ¢y, respectivamente. E provou que:

) Co
ts—to=d+ - +c1+ —.
2 12

Em 1970, Halpern provou a mesma relagdo (0.1) para curvas fechadas, continua-
mente diferencidveis de ordem pelo menos 4, satisfazendo certas condi¢des de regula-
ridade. Na prova ele utiliza campos de vetores e niimeros de rotagdo. Joel Weiner, em
[35] do ano de 1987, chegou numa relagdo similar a (0.1), para uma classe de aplicagdes

a : C — 52, que sdo imersdes de classe C?, de um circulo C' na esfera unitaria S?,

chamadas de curvas fechadas esféricas. Nesse trabalho, além de ¢, ¢,, d e i apareceu o
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numero de pares antipodais, denotado por a. Assim, a férmula obtida por Weiner foi:

te—t,=d—a+1.

Em 2011, uma férmula semelhante a (0.1), foi provada por Dias e Mello, em [10].
No entanto, os autores consideraram uma classe de curvas suaves planas o : I — R?,
com / um intervalo aberto de R, satisfazendo trés condicdes, similares as apresentadas
em [14], entretanto exigindo a finitude do niimero de pontos duplos, bitangéncias e de
inflexdes, ja que ndo estamos mais trabalhando com curvas fechadas. Neste trabalho,
os autores definem um campo de vetores associado a curva o, e provam que 0s zeros
do campo correspondem a pontos duplos, ou bitangéncias ou pontos de inflexdo da
curva. E ainda, eles calculam o indice de Poincaré-Hopf do campo em cada um de
seus zeros, e obtém uma férmula entre o indice topolégico do campo e os nimeros ¢,
t,, dei.

Em 2014, Dias, Sinha e Ruas consideraram, em [11], uma classe mais ampla de
curvas planas suaves « : I — R? que incluiam pontos de ctspide, denotada por

G(I,R?), satisfazendo quatro condi¢des, a saber:

1. A curva « possui um nimero finito de pontos duplos que sdo todos transversais

e ndo possui pontos triplos;

2. A curva a possui um namero finito de bitangéncias, todas regulares, e ndo possui

tritangéncias;
3. A curva « possui um ndmero finito de inflexdes ordindrias;

4. A curva a possui um namero finito de ctispides do primeiro e segundo tipo.

Para as curvas a € G(I,R?) que sdo deformagdes genéricas de certas curvas mono-
miais da forma 3(u) = (agu®, b,,u™), eles demonstraram uma relacdo entre os nimeros
de pontos duplos, bitangéncias, inflexdes e ctispides de a, que varia de acordo com a
paridade de k£ e m.

Nesta dissertagdo, tivemos como referéncia principal o artigo [11]. Nosso objetivo
foi desenvolver um estudo das curvas « € G(I,R?), para chegar na relagdo entre seus

pontos duplos, bitangéncias, inflexdes e ctispides. Para isso, foi importante definirmos
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o Indice de Poincaré-Hopf de uma singularidade isolada de campos vetoriais conti-
nuos, uma vez que, a cada curva o € G(I,R?) associamos um campo vetorial, deno-

tado por F,, cujas singularidades caracterizam a geometria de o.

Assim que iniciamos o estudo deste tema, como foco desta dissertagdo, tomamos
conhecimento que este assunto j4 tinha sido explorado, no trabalho de dissertacdo de
mestrado em [3]. Assim, com o intuito de contribuir de algum modo, e talvez numa
vertente ligeiramente diferente da explorada em [3], focamos apenas nos artigos [10]
e [11]. Apresentamos neste trabalho, diversos exemplos, com os cdlculos efetivos do
campo de vetores associado a cada curva. Diversos esbocos de curvas e seus respecti-
vos campos, para auxiliar no célculo, por exemplo, do indice topolégico. Apresenta-
mos uma prova um pouco diferente do Theorem 3.5 de [10]. Neste teorema, os autores
utilizam uma férmula conhecida como férmula de Bendixson para o calculo do in-
dice topolégico do campo. Neste resultado, utilizamos a mesma andlise do sinal das
coordenadas do campo em [10], mas calculamos o indice pela defini¢do, utilizando a
aplicagdo de Gauss. Uma prova mais longa, mas talvez mais acessivel ao leitor que
ndo tem o conhecimento do que sdo setores elipticos e hiperbdlicos de um campo de
vetores. No estudo de germes de curvas complexas, os autores em [11] apresentam
uma desigualdade, entre o ndmero de inflexdes e bitangéncias de uma deformagdo da
curva o e a A.-codimensdo de a. Neste trabalho, apresentamos uma igualdade entre
0s objetos acima citados, introduzindo um invariante analitico, muito estudado prin-

cipalmente, na classificagdo analitica de curvas planas.

No Capitulo 1, apresentamos os conceitos necessdrios a compreensao deste traba-
lho. De maneira geral, a partir da nogao de grau de uma aplicacdo, definimos o indice
de um campo vetorial continuo e enunciamos resultados que envolvem campos veto-
riais continuos sobre variedades diferencidveis. Em particular, exibimos uma defini¢do
equivalente de indice para campos vetoriais em R?, sendo esta de cardter puramente
geométrico. Por fim, fizemos um breve estudo sobre raizes de polinomios, cujo resul-
tado mais importante é a Regra de Sinais de Descartes, que nos d4 informagdes sobre a
quantidade de raizes positivas de um polindmio em Rz]. Esse resultado foi fortemente
aplicado na Segdo 2.3 do Capitulo 2, para provarmos a existéncia de zeros isolados para
campos vetoriais e analisarmos o comportamento desses campos em uma vizinhanga

de suas singularidades.
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Iniciamos o Capitulo 2, com a defini¢do de curva plana suave e de alguns pontos
especiais que a caracterizam, como os pontos duplos, as bitangéncias, as inflexdes e
as ctuspides. Esses pontos foram essenciais para definirmos uma classe especial de
curvas planas suaves, que chamamos de curvas genéricas e denotamos por G(I,R?).
Nessa classe, exigimos que tais pontos fossem em niimero finito a fim de conseguirmos

conta-los. Em seguida, a cada curva a € G(I,R?), associamos um campo vetorial F,,.

Nesse sentido, provamos que as singularidades de F}, caracterizam a geometria de
a. E mais, demonstramos que o indice topoldgico de F,, pode ser escrito em func¢do dos
numeros de pontos duplos (d), bitangéncias de mesmo lado (¢,), bitangéncias de lados
opostos (t,), inflexdes (i), caspides do primeiro tipo (¢;) e caspides do segundo tipo
(co) de oy, a saber: ind(F,,) = —2d —2t,+2t; —i— 2¢; — ¢o. Por fim, definimos uma classe
de curvas monomiais da forma 3(u) = (ayu,b,,u™) e calculamos o indice topol6gico
dos campos F}; associado a elas, usando basicamente a definicio geométrica do Indice

de Poincaré-Hopf para campos de vetores em R?.

No Capitulo 3, apresentamos um dos resultados principais deste trabalho. Para
tanto, consideramos a classe de curvas monomiais 3(u) = (azu”,b,u™) e definimos
que uma curva v € G(I,R?) é uma deformagdo genérica de 3, quando existe uma
homotopia H : I x [0,1] — R? entre 3 e v, e um compacto K contendo todas as sin-
gularidades dos campos associados as curvas da homotopia. Uma vez que, sob certas
condigdes, o indice topolégico é invariante por homotopia, demonstramos a invarian-
cia do indice topologico por deformagdes genéricas, ou seja, se 71,72 € G(I,R?) sdo
deformacdes genéricas de 3, entdo ind(F,,) = ind(F}) = ind(F’,). Entretanto, verifica-
mos em exemplos que o namero de pontos duplos, bitangéncias, inflexdes e ctispides

que aparecem em 7, e 7, podem ndo coincidir.

Finalizamos este capitulo provando um dos principais resultados deste trabalho,
Teorema 3.3.1, que estabelece uma relacdo entre as quantidades dos pontos que carac-
terizam a geometria das deformagdes genéricas de /3, dependendo da paridade de k e
m, ou seja, as férmulas envolvendo d, i, t,, t,, i, ¢1 e co. Essas relagdes fazem analogia
aquela estudada por Fabricius-Bjerre, em [15].

No Capitulo 4, tomando como referéncia principal o artigo [11], estudamos germes
de curvas planas complexas irredutiveis, definindo o ntimero de pontos duplos, infle-

x0es e bitangéncias de uma deformacdo da curva, de um ponto de vista puramente
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algébrico, tanto no caso local, quanto global. Verificamos que é possivel relacionar
os nimeros dos pontos em questdo, com a multiplicidade de um dado germe. E mais,
apresentamos uma férmula envolvendo o niimero de Milnor e os nimeros de inflexdes
(I) e bitangéncias (1) de uma deformacdo da curva. Em [11], os autores apresentam
uma desigualdade envolvendo I, T" e a A.-codimensdo da curva o, ou mais precisa-
mente,

I(I —1)—2T >2A, — cod(a). (0.2)

Tal desigualdade foi obtida em [11] através de uma relacdo envolvendo o nimero de
Milnor da imagem, definida por D. Mond, e a A.-codimensao. Neste trabalho, escolhe-
mos obter (0.2) utilizando um invariante chamado namero de Tjurina. Uma vantagem
desta abordagem ¢é que, na verdade, é possivel obter uma igualdade entre os referidos
elementos, tendo o conhecimento de um novo invariante analitico, que ndo vai ser ex-
plorado neste trabalho, mas que tem sido foco de muita pesquisa no estudo de germes

curvas planas complexas.



CAPITULO 1

RESULTADQOS PRELIMINARES

Neste capitulo apresentamos alguns conceitos que serdo utilizados durante este
trabalho. Sem perda alguma, pode-se iniciar a leitura desta dissertagdo pelo segundo
capitulo, e recorrer aos resultados preliminares gradativamente, a cada novo conceito
introduzido. De maneira geral, definimos indice de um campo vetorial continuo e
enunciamos resultados que envolvem campos vetoriais continuos sobre variedades
diferenciaveis. Em particular, exibimos uma defini¢do equivalente de indice para cam-
pos vetoriais em R?. Por fim, fizemos um breve estudo sobre raizes de polindmios, cujo
resultado mais importante é a Regra de Sinais de Descartes, que nos da informacoes

sobre a quantidade de raizes positivas de um polindmio em R]z].

1.1 Variedades Diferenciaveis

Nessa secdo, apresentamos o conceito de variedades diferencidveis e alguns resultados
necessdrios para introduzirmos o conceito de grau de uma aplicacdo entre variedades.
As demonstracdes dos resultados expostos aqui serdo omitidas. Para mais detalhes

consulte [24], [25], [26], [27] e [28].

Definicao 1.1.1. Seja M um espago topolégico. Um sistema de coordenadas locais ou uma

carta em M é um homeomorfismo ¢ : U — ¢(U), de um subconjunto U C M sobre um aberto
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o(U) C R™.

Definicao 1.1.2. Um atlas U, m-dimensional, de um espago topolégico M é uma familia
{¢i, Ui }iea de coordenadas locais ¢; : U; — ¢;(U;) C R™, onde U; é um aberto de M, tal
UseaU; cubram M.

Definic¢ao 1.1.3. Dados os sistemas de coordenadas locais ¢ : U — R™ e : V. — R™ no
espago topoldgico M, tais que UNV # ), entdo o homeomorfismo ¢, = hop™' : p(UNV) —
(U NV) é chamado de mudanga de coordenadas.

Um atlas U é dito de classe C* se todas as mudancas ¢, ; sdo C*.

Veja uma ilustragdo dessa definicdo:

p(UNYV)
»(U) Po 5971 (V)
. ~ /.
M
Y(UNV)

Definicao 1.1.4. Um espago topoldgico X chama-se um espago de Hausdorff (ou espago sepa-
rado), quando dado dois pontos distintos arbitrdrios x,y € X, existem abertos A, B C X tais

quex € A,y Be AN B = 1.

Definigdo 1.1.5. Uma variedade diferencidvel m-dimensional de classe C*, é um par
(M,U), em que M é um espago topolégico Hausdorff com base enumerdvel e U é um atlas

m-dimensional de classe C*.
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Entdo uma variedade m-dimensional é um espaco topolégico localmente homeo-
morfo ao R™, isto é, existe uma cobertura aberta {U;},ca de M e para todo i € A,
existem aplicagdes da forma ¢; : U; — R™ que levam cada U; homeomorficamente
sobre um aberto de R™.

Neste trabalho, vamos considerar variedades sem bordo.

Vale ressaltar que em um atlas diferencidvel i/, todas as mudangas de coordenadas

¢y, sd0 difeomorfismos.

Definicdo 1.1.6. Sejam M e N variedades diferencidveis de classe C* com dimensdes m e n,

respectivamente. Uma aplicagio f : M — N é:

1. diferencidvel em x € M se, dada uma parametrizagio o : V — (V) C R", comV C N
contendo f(x) existir uma parametriza¢io » : U — (U) C R™, comxz € U C M tal

que f(U) C V ea aplicagio

po foy™ i y(U) = p(V) (1.1)

é diferencidvel em 1 (z). Quando f é diferencidvel em todos os elementos de M dizemos

que f é diferenciduvel.
2. de classe C', | < k se existirem cartas tais que a aplicagio dada em (1.1) é de classe C'.

A aplicagdo em (1.1) é denominada, expressdo local de f nas parametrizacdes ) e

A seguir definimos o conceito de espaco tangente a uma variedade diferenciavel

em um ponto.
Daqui em diante consideramos em R™ a base canoénica = {e1, - , e}

Sabemos que o vetor velocidade de uma curva a : (—¢,e) — R™, definida por
a(t) = (x1(t),...,xn(t)) év = a'(0) = (1(0),...,27,(0)), onde z; : (—e,e) — R sdo as
fun¢des coordenadas de a. Fixado p € R™, o espago tangente a R™ em p, denotado por
T,R™, pode ser definido como o conjunto {a/(0); Vo : (—¢,e) — R™ tal que a(0) = p}.
E nesse caso é possivel verificar que 7, R™ coincide com R™.

Uma outra forma de pensarmos em 7,R™ é a seguinte:

Considere

D,(R™) ={f:R™ — R, fédiferencidvel em p}.
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Associe cada vetor tangente v = o/(0) com uma funcao definida por

a'(0) :+ D,R™) — R
foooe 3o
Definimos 7,R™ como o conjunto de todas as fungdes o/(0). Logo, 7,R™ é um R-

espaco vetorial e uma base paraele é B = { (8%1) R (6%) }, onde
p m p

(ai) . D,R™) — R
fo= 2Ly

comi=1,2,---,m. Ouseja, T,R™ possui uma identificagdo natural com R™.

Utilizando a mesma ideia, definimos espaco tangente a variedades.

Considere M uma variedade diferencidvel m-dimensional, e o : (—¢,¢) — M uma

curva diferencidvel em M com «(0) = p € M. Considere o conjunto
D,(M)={f:M — R; fédiferencidvel em p}.

O vetor tangente a em ¢ = 0 é o/(0) : D,(M) — R, dado por o/ (0) f = 4(f o ).

Um vetor tangente a M em p é o vetor tangente, em ¢ = 0, a alguma curva diferen-
cidvel a : (—e,e) = M com «(0) = p.

O conjunto de todos os vetores tangente a M em p, denotado por 7,,M, é um espago
vetorial.

Seja ¢ : U — M uma parametrizacdo de M em p com ¢(0) = p. Dadas f € D,(M) e

uma curva diferencidvel a : (—¢,¢) — M, com «(0) = p, podemos escrever

flxy,. .. zm) = fogp_l(xl,...,xm)

ea(t) =poa(t) = (z1(t),...,xn(t)),emque f: p(U) CR™ - Rea: (—¢,¢) = R™,

de forma que Ima|_..) C U.

Entdo foa(t) = f(x1(t),...,2m(t)) e

20)f = 5ol = SFomloo =3 2L (002100

i=1 Oz
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é a derivada direcional de f na diregio de v = (2(0),...,2,,(0)) € R™ noponto0 € R™.

Denote por «/(0) = <a%-> o vetor tangente em p, a curva coordenada «; : (—¢,¢) —
M dada por a;(t) = ¢ !(te;). Nesse caso, o}(0) f é a i-ésima derivada parcial de f no

ponto 0 € R™, assim

A0)f = 3 ZH00) = S (el 0))10) = Y i) (55 £

i=1 i=1 g2

E possivel verificar que { <ag > } é um conjunto linearmente independente. Logo,
70 1

fixada uma carta ¢, o vetor tangente o/(0) pode ser escrito de modo tinico como

- 0
@) =320 (5]
iz:; 9vi )
dependendo apenas das coordenadas da derivada de @ em 0. Disso, concluimos que
T,M é um R-espago vetorial de dimensdo m e uma base para este espago é o conjunto
dp1 0 ) '\ Oom 0 .
Essa base é denominada base associada a parametrizacao ¢ e T,/ é chamado de

espaco tangente a M em p.

Observacao 1.1.7. No caso de R™ temos que T,R™ coincide com R™ e pensamos, de maneira

natural, na diferencial de f : R™ — R".

Proposicao 1.1.8. Considere M e N variedades diferencidveis de dimensdes m e n, respectiva-
mente, e f : M — N uma aplicagio diferencidvel. Dados v € M ev € T,,M, escolha uma curva
diferencidvel o : (—¢,e) — M tal que o(0) = x e &/ (0) = v. Defina p := foa : (—e,e) — N.
Entdo, B é uma curva diferencidvel em N e 3(0) = f(«(0)) = f(x). Além disso, o vetor 5'(0)

ndo depende da escolha de c.

Definigao 1.1.9. A aplicacio df, : T,M — Ty N dada por df,(v) = p'(0) é chamada

diferencial de f em .

Definic¢ao 1.1.10. Sejam M uma variedade diferencidvel m-dimensional, N uma variedade

diferencidvel n-dimensional e f : M — N uma aplicagdo diferencidvel. Dizemos que:

1. f é uma imersdo em p, se a aplicagdo diferencial df, é injetiva (m < n)em p € M, isto

é, 0 posto da matriz jacobiana [J f (p)]nxm € igual a m.
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2. [ éuma submersdo em p, se a aplicagio diferencial df,, é sobrejetora (m > n)emp € M,

isto é, 0 posto da matriz jacobiana [J f (p)]nxm € igual a n.

Seem p € M aaplicagdo f : M — N for uma submersdo, p é dito ponto regular de f. Um
ponto ¢ € N é chamado valor reqular de f se sua imagem inversa f~'(q) s6 contém pontos
regulares.

Seemp € M aaplicagio f : M — N ndo é submersio nem imersio, dizemos que p é ponto

singular de f e f(p) é valor singular de f.

Teorema 1.1.11. (Teorema de Sard) Seja f : M — N uma aplicagdo de classe C*, o subcon-

junto formado pelos valores regulares de f é denso em N.

Demonstragdo. A prova desse resultado pode ser encontrada em [24]. [

Teorema 1.1.12. Sejam N uma variedade diferencidvel n-dimensional, P uma variedade dife-
rencidvel r-dimensional, f : N — P uma aplicagio diferencidvel e p um valor reqular de f.
Entdo, f~'(p) é vazio ou é uma subvariedade diferencidvel (n — r)-dimensional de N. Mais

ainda, dado q € M temos que T,M = ker(df,).

Para a demonstragdo deste teorema veja, por exemplo, [27], Proposicdo 1, e [24],

Theorem 3.2.

Sabendo o que é o espago tangente a uma variedade em um determinado ponto é

possivel definir fibrado tangente.
Seja M uma variedade diferencidvel de classe C*, m-dimensional com k > 2.

Considere o conjunto

TM = {(z,v); e MeveT,M}= U{x}meM

zeM
e a aplicagdo 7 : T'M — M dada por 7 (z,v) = z.

Proposicao 1.1.13. O conjunto T'M admite um atlas que o torna uma variedade diferencidvel
de classe C*~ dimensido 2m e orientdvel. E com essa estrutura a aplicagdo 7 é uma submersdo.

Nessas condigdes, T M é chamado de fibrado tangente de M.

Observacdo 1.1.14. Sendo m submersdo, todo ponto x € M é valor regular de m. Dai, cada
7N x) = {z} x T.M é uma subvariedade de dimensiio m de TM. E mais, cada variedade

{z} x T, M é difeomorfa a R™. Logo, T'M é dito um fibrado vetorial.
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1.2 Grau de uma Aplicacao

Nesta se¢do apresentamos o conceito de grau de uma aplicacdo, com o intuito de defi-
nirmos o Indice de Poincaré-Hopf de um campo vetorial continuo sobre uma variedade

diferencidvel. Para mais detalhes sobre esta se¢do veja [8], [24] e [25].

Um conceito importante neste trabalho é o de grau de uma aplicacdo. Para tanto,
vamos introduzir uma nocdo de orientacdo de um espago vetorial V, definindo uma

orientagdo no conjunto das bases ordenadas de V.

Seja V um K-espago vetorial, com K um corpo. Dizemos que as bases ordenadas 3
e ' de V tém a mesma orientacao, se o determinante da matriz mudanca de base [/ ]g/ é
positivo. Essa relacdo entre as bases de V' € uma relagdo de equivaléncia, que particiona
o conjunto das bases ordenadas de VV em duas classes de equivaléncia. Cada classe é

dita uma orientagdo de V.

Defini¢do 1.2.1. Um espaco vetorial orientado V' é um par, formado pelo espago vetorial V e
uma orientagdo de V. As bases de V' que pertencem a essa orientagio, sio ditas bases positivas

e as demais bases negativas.

Definicao 1.2.2. Sejam V' e W dois espagos vetoriais n-dimensionais e orientados, se T : V —
W é um isomorfismo de V em W, dizemos que T" preserva a orientagio se T leva base positiva de
V' em base positiva de W, ou se leva base negativa de V' em base negativa de W. Caso contrdrio,
diremos que T inverte a orientagdo. Quando um isomorfismo entre espagos vetoriais de mesma
dimensdo preserva a orientagdo, dizemos que o isomorfismo é positivo, se inverte a orientagio

dizemos que é negativo.

Definicdo 1.2.3. Sejam M, N variedades diferencidveis n-dimensionais orientadas e f : M —
N uma aplicagdo diferencidvel. Dados um valor reqular p € N de f e os pontos requlares
q € f~(p), dizemos que q é positivo se o isomorfismo df, : T,M — T,N preserva a orientagio

e é negativo se o mesmo isomorfismo inverte a orientagdo.

Definicao 1.2.4. Sejam X e Y espacos topolégicos localmente compactos. Dizemos que uma
aplicagdo continua f : X — Y é prépria, quando dado um subconjunto compacto K de 'Y, a

sua imagem inversa f~(K) é um subconjunto compacto de X.

E conhecido da literatura que um espaco topolégico Hausdorff X é localmente

compacto se, e somente se, cada ponto + € X admite pelo menos uma vizinhanga
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compacta. Sabemos que imagem de compacto por uma aplica¢do continua ainda é um
compacto. Dado que as variedades diferencidveis sdo espacos topolégicos Hausdorff,
e suas cartas locais sdo homeomorfismos, concluimos que tais variedades sdo espagos

topolégicos localmente compactos.

O préximo resultado nos fornece uma classe de aplicagdes préprias.

Proposicdo 1.2.5. Se X é um espago topolégico compacto e Y é um espago topoldgico local-

mente compacto Hausdorff, entdo toda aplicacdo continua f : X — Y é prpria.

O resultado abaixo, nos garante que o conjunto dos valores regulares de uma dada

f: M — N é aberto em N (veja [8]).

Proposicao 1.2.6. Sejam M e N variedades diferencidveis n-dimensionais e f : M — N uma
aplicagio prdpria de classe C'. Entdo, o subconjunto R de N formado por todos os valores

requlares de f é aberto em N.

Observacao 1.2.7. Sejam M e N variedades diferencidveis orientadas n-dimensionais e f :
M — N uma aplicagdo diferencidvel prépria. Como N é espaco Hausdorff, dado p € N temos
que K = {p} é compacto em N e como f é propria, f~*(p) é um compacto de M. Se p for valor
regular de f, seque do Teorema 1.1.12, que f~(p) é subvariedade 0-dimensional de M, ou seja,

em f~(p) hd uma quantidade finita de pontos.

Da Observagao 1.2.7 faz sentido a seguinte definigao:

Definicao 1.2.8. Sejam M e N variedades diferencidveis n-dimensionais orientadase f : M —
N uma aplicagdo diferencidvel propria. Dado p € N um valor reqular de f, o grau de f,
relativamente ao valor regular p, é o mimero algébrico de pontos em f~'(p), ou seja, o
niimero de pontos positivos menos o niimero de pontos negativos em f~'(p). Denotamos o

grau de f relativamente a p como gr(f,p).

Em outras palavras,

gr(fip)= Y gra(f),

zef~*(p)
em que gr,(f) = 1, se x é ponto positivo e gr,(f) = —1, se = é ponto negativo em
J/(p). Definimos que se f~!(p) = 0, entdo gr(f,p) = 0.
Se M, N sao variedades diferencidveis n-dimensionais, orientadas com N conexa
e f: M — N uma aplicagdo propria de classe C' é possivel provar que o grau de f

independe do valor regular p € N. Mais precisamente:
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Teorema 1.2.9. Sejam M, N variedades diferencidveis n-dimensionais, orientadas com N co-
nexae f : M — N uma aplicagdo propria de classe C*. Entdo o grau de f independe do valor

regularp € N.

Veja a prova desse resultado em [8] e [24].

Em [8], encontramos exemplos que ilustram que as condigdes de N ser conexa e
f ser prépria sdo importantes. Em um exemplo, f : M — N é prépria de classe C?,
com N ndo conexa, outro que N é conexa com f nao sendo prépria e outro que M
é uma variedade com bordo. Em todos eles, o grau de f assume diferentes valores,

dependendo do valor regular de V.

Com isso podemos definir:

Defini¢do 1.2.10. Dadas M e N variedades diferencidveis n-dimensionais, orientadas, com N
conexa e f : M — N uma aplicagio prépria de classe C*, chamamos de grau de f o niimero

gr(f) = gr(f,p), onde p é um valor reqular qualquer de f.

Teorema 1.2.11. Sejam M, N e P variedades diferencidveis, n-dimensionais orientadas, com

N e P conexas. Consideremos f : M — N e g: N — P aplicacdes proprias de classe C", entiio

gr(go f)=gr(g)-gr(f).

Agora vamos definir homotopia, pois enunciamos um resultado que garante a in-

variancia do grau de uma aplicagdo por homotopia.

Definicao 1.2.12. Sejam X e Y espagos topoldgicos, dizemos que duas aplicagdes continuas

f.g: X =Y sdo homotdpicas quando existe uma aplicagdo continua

H:XxI-Y,

com I = [0,1] tal que H(x,0) = f(x) e H(x,1) = g(x) para todo x € X. A aplicacio H é

chamada de homotopia entre f e g.

Escrevemos f ~ g para dizer que f é homotopica a g.

Teorema 1.2.13. Sejam M e N variedades diferencidveis compactas, entdo toda aplicagdo con-

tinua f : M — N é homotdpica a uma aplicagio g : M — N de classe C".

Demonstragdo. Veja [24] e [25]. O
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Teorema 1.2.14. Sejam M, N variedades diferencidveis n-dimensionais, orientadas, com M
compacta e f,g : M — N aplicagdes préprias de classe C* que admitem mesmo ponto p € N

como valor regular. Se f é homotdpica a g entdo gr,(f) = gry(g).

Logo, faz sentido definirmos grau de uma aplicagdo continua como segue:

Definic¢do 1.2.15. Sejam M, N variedades diferencidveis n-dimensionais, compactas e orien-
tadas. Considere f : M — N uma aplicagdo continua e g : M — N uma aplicagdo de classe

C*, homotdpica a f. Definimos o grau de f, como sendo o grau da aplicagio g.

Vamos definir o conceito de grau local de uma aplicagao.

Definicdo 1.2.16. Sejam X e Y espagos topoldgicos, dizemos que uma aplicagdo continua f :
X — Y é uma equivaléncia homotdpica quando existe uma aplicagio g : Y — X tal que
gof~id: X —- Xefog~id:Y — Y. Neste caso, dizemos que g é uma equivaléncia

inversa de f e os espagos topoldgicos X e Y tém o mesmo tipo de homotopia.

Exemplo 1.2.17. Dado um ponto a € R", seja B.(a) a bola fechada de centro a e raio ¢ > 0

em R". Entdo, B.(a) \ {a} e a esfera unitdria S"~* tém o mesmo tipo de homotopia.

De fato, sejam as aplicagdes continuas p : B.(a) \ {a} — S"'ej: S" ' = B.(a)\ {a}
dadas por p(x) = =55 ¢ j(y) = a+ey. Note que po j = id : Sl Snlejop ~id:

B.(a) \ {a} — B.(a)\ {a}, considerando a homotopia H : B.(a) \ {a} x I — B.(a)\ {a}
dada por:

H(x,t)=(1-1) <a+6|| H>+t:z:.
Observe ainda que, pelo Teorema 1.2.11, gr(j o p) = gr(id) = 1. Analogamente, para p o j.

Defini¢ao 1.2.18. Sejam U C R™ um aberto, a € U, b € R"e f : U\ {a} — R"\ {b}
uma aplicagdo continua. Consideremos B.(a) C U e as aplicagﬁes j St = BJa), p
R™\ {b} — S dadas por j(z) = a +exep(y) = bH comz € S" ey e R\ {b}.

Definimos o grau local da aplicagio f em a, denotado por ~,(f), como sendo o grau da aplicacio

pofoj: St — S ouseja, v, (f) =gr(po foj).

Observe que pela Proposigdo 1.2.5, po f o j é propria. Se essa aplicagdo for de classe
C" estéd bem definido seu grau. Se for apenas continua, pelo Teorema 1.2.13, po f o j
é homotodpica a uma aplicagdo g de classe C' e assim, pela defini¢do 1.2.15, também é

possivel o calculo do seu grau.
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O conceito de grau local esta bem definido, uma vez que, pelo Teorema 1.2.11 e pelo

exemplo acima

gr(pe feoj)

Vamos verificar abaixo que o grau local de f ndo depende da escolha da bola B.(a),

equese f,g: U\ {a} = R"\ {b} sdo homotdpicas, entdo v,(f) = 7.(g)-

Observagao 1.2.19.

1. O grau local ~,(f) depende somente do comportamento de f numa

vizinhanga arbitrariamente pequena do ponto a. Isto é,se U, V' C R"™ sdo abertos contendo
a,ef:U\{a} = R"\{b}, g:V\{a} = R"\ {b} sdo aplicagdes continuas tais que
flw = glw, onde W é um aberto de R" satisfazendo W C U NV, entdo v,(f) = va(9).

Para isto, na definigdo de grau local basta tomarmos a bola fechada B tdo pequena de

modo que B C W e usd-la para calcular ~,(f) e va(g).

2. Se f~g:U\{a} — R\ {b}, entdo v,(f) = va(g). De fato, temos f ~ g : B\ {a} —
R", donde po foj~pogojedain,(f)=gr(pofoj)=gr(pogoyj)=nag)

Vejamos algumas propriedades e exemplos que vao nos auxiliar no célculo do grau

local.

Teorema 1.2.20. Sejam U e V subconjuntos abertos de R™. Consideremos trés pontos a,b, c €

R", tais que a e b estejam contidos em U e V, respectivamente. Consideremos ainda, f :

U\{a} = R"\{b}eg: V\{b} — R"\ {c} aplicagdes continuas, com f(U \{a}) C V' \ {b}.

Entdo, va(g o ) = (9)-7a(f)-

Corolério 1.2.21. Sejam U,V e W subconjuntos abertos de R" e os pontos a € W C U,
b e V. Consideremos f : U \ {a} — R\ {b} uma aplicagdo continua. Se f aplica W \ {a}

homeomorficamente sobre V' \ {b}, entdo v,(f) = £1.

Demonstragido. Consideremos a aplicagdo continua f, = flw\(a} € f,' a sua inversa.

Pelo Teorema 1.2.20 temos 7,(1d) = v,(f: ' o fi) = 7a(fo) W (f1). Como ~,(Id) = +1

concluimos que 7, (f) = 1.

]
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Exemplo 1.2.22. Seja f : R" — R" uma aplicagdo linear invertivel, entdo f(R" \ {0}) =
R™ \ {0}. Mostremos que

%(f){ 1, se det[(f)] >0
—1, se det[(f)] <O,

onde (f) denota a matriz de f numa dada base.

Se det[(f)] > 0, entdo f pertence a componente conexa da identidade em Gl(n,R), logo
existe uma aplicagdo continua o : [0,1] — Gl(n,R) definida por a(t) = f,, com fo = fe
fi =id : R™ — R". Cada aplicacio linear f, é invertivel e tal que f,(R™\ {0}) C R™\ {0},
assim, considerando a aplicacio continua F' : R™ x [0,1] — R", com F(z,t) = fi(z) obtemos
f ~id : R" — R" logo vo(f) = 1. Por outro lado, se det[(f)] < 0, considerando \ :
R™\ {0} — R™\ {0} a reflexdo relativamente ao hiperplano =, = 0, isto é, \(z1,...,x,) =

(@1, ooy Tp_1, —x,,) obtemos que vo(\) = —1. Como det[(\ o f)] > 0 temos

L="(Ao f) =7M)n(f) = —n(f)

Portanto, vo(f) = —1.

Um resultado importante envolvendo o grau local de f é o seguinte:

Proposi¢do 1.2.23. Sejam [ : U — R"™ uma aplicagio diferencidvel, um ponto a € U C R"
eb = f(a). Suponhamos que f(U \ {a}) C R™\ {b} e admitamos que a aplicagdo linear
df, : R* — R" seja invertivel. Entdo, v,(f) = 1, se o determinante jacobiano det(df,) > 0 e
Yao(f) = —1, se det(df,) < 0.

Demonstragdo. Por hipétese, temos que a aplicacdo linear df, : R" — R" é invertivel,
portanto df, é bijetora, ou seja, um isomorfismo. Assim, f aplica homeomorficamente
uma vizinhanga do ponto a sobre uma vizinhanga do ponto b e pelo Corolério 1.2.21
temos que v,(f) = £1.

Para utilizarmos o Exemplo 1.2.22 basta mostrarmos que 7,(f) = vo(df,) onde df, :

R"™\ {0} — R"™\ {0}. Sem perda de generalidade suponhamos a = 0 e f(a) = 0. Seja

i = inf{|ldfa(u)ll;u € R, [Jul| = 1}. (1.2)

Mostremos que ¢ > 0. Como a norma euclideana é sempre maior ou igual a zero,
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suponhamos que i = 0. Entdo, dado ¢ = 1 > 0 existe u, € R\ {0} com |ju,|| = 1e

|dfa(un)|| < . Nesse caso, terfamos a sequéncia {||df,(u,)||} convergindo para 0 e por
consequéncia {df,(u,)} também convergiria para 0. Como f é uma aplicagdo de classe
C" segue que u,, — 0, mas isto é um absurdo, pois ||u,| = 1 para todo n € N. Portanto,

7> 0.

Numa vizinhanga de 0, escrevemos f(x) = df,(z) + 6(z), onde lim,_,, (”9(“’)”> =0.

Logo, quaisquer que sejam z € W\ {0} e0 <t <1,

(1 =8)f(z) + tdfo(z) = f(x) = tf(x) + tdfa(x)
= dfo(x) + 0(x) — t(dfa(z) + 0(x)) + tdfa(z))

= (1 - t)dfa(x) =+ (1 - t)&(l‘) + tdfa(x)
e <dfa(:c) L= t)@(:p))

] ]

= | (dfa (“”) e _t>9<@> 0

kgl ]

pois 7 € unitdrio e por (1.2) i > 0. Logo, (1 —1t)f(x) + tdf.(x) # 0.

E portanto definimos uma homotopia F' : (W \ {0}) x I — R\ {0} entre f e df,,
como F(z,t) = (1 —t)f(x) + tdf.(x).

Logo, v (f) = 7o(df.), conforme o determinante jacobiano de f seja positivo ou

negativo. O

1.3 Campos Vetoriais e indice de Poincaré-Hopf

Nesta secdo estudamos campos vetoriais, a fim de definirmos o Indice de Poincaré-
Hopf de campos vetoriais continuos definidos em variedades diferencidveis. Além
disso, apresentamos uma definicao de carater geométrico para o Indice de Poincaré-
Hopf de campos vetoriais continuos em R?. A partir dai, definimos indice topoldgico
de campos de vetores que é um conceito relevante no desenvolvimento deste trabalho,
uma vez que, um dos objetivos dessa dissertacdo é relaciond-lo com a geometria de

uma curva plana.

Defini¢ao 1.3.1. Dado um subconjunto aberto U C R", um campo de vetores em U é uma
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aplicagio v : U — R™ que associa cada (x1, ..., x,) € U ao elemento

V(X1 ey ) = (V1(T1, oy )y oy (X1, oy X)),

Definicao 1.3.2. Sejam U C R"™ um aberto e v : U — R™ um campo de vetores. Dizemos
que um ponto p € U é uma singularidade de campo (ou um ponto critico) se v(p) = (0, ...,0).

Quando p ndo é critico dizemos que p é reqular.

Muitas vezes é conveniente considerarmos um campo v, como uma aplicagdo da
formav : U € R™ — R™ x R™ dada por v(z) = (z,v(z)). Por exemplo, quando
queremos associar a cada posi¢do x, uma velocidade v(z).

Nosso objetivo agora é definir campos vetoriais, sobre quaisquer variedades dife-

renciaveis.

Definicdo 1.3.3. Seja M uma variedade diferencidvel de classe C*, k > 2 e U C M um aberto.
Um campo de vetores sobre M é uma aplicagio v : U C M — TM tal que w(v(x)) = .
O campo de vetores é diferencidvel (continuo), sev : U C M — TM for uma aplicacio

diferencidvel (continua).

De maneira geral, um campo de vetores v sobre M é uma correspondéncia v(z) =
(x,v,) em que v, € T, M, para cada z € U C M. Por meio de cartas locais escrevemos
v nas coordenadas do espago tangente como segue:

Sejav: U C M — T'M um campo vetorial, p c Ue ¢ : V C R™ — M uma carta em
M com ¢(q) = p. Escolha ¢ : V x R™ — T'M a carta dada por ¢(u, w) = (p(u), dp,(w)).

A expressdo de v nessas cartas é dada por

vrovowp(q) = (), V)
(¢ H(2(9)): (dpg) ™ (Vp(e)))

(4, (depg) ™ (Vp())

(q, al(“@(q)) @(”w(q)))

Defina para cada i, a aplicacdo a; : V' C R™ — R por a;(x) = a;(vy()) € denote por

f:V CR™ = R"™ocampo f(z) = (a1(z),...,an(x)).

Assim a expressdo local de v em p é dada por (¢, f(g)), uma vez que (dy,) " (vy()) =
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(a1(q),- -+ ,am(q)), e deste modo obtemos

o = Ao (0). -+ ana) = 300 (5]

i=1

Portanto,

b= a0 (57) 13)

=1
onde ¢(q) = p.
Assim, o campo v é diferencidvel (continuo) se, e somente se, as fung¢des a; sdo
diferencidveis (continuas). E quando v é escrito como em (1.3), dizemos que v esta

escrito em coordenadas locais ou definido localmente.

Exemplo 1.3.4. 1. Seja f : R* — R? dada por f(z,y) = (—y,z). A aplicagio f define
localmente um campo sobre S*. De fato, basta definir v : S* — T'S* como v(z,y) =

((z,y), f(2,y)).

2. Seja g : R® — R3 definida por g(z,y,2) = (y + z,—x + z,—x — y). Temos que g
define localmente um campo sobre S?, pois para cada (x,y,z) € S* podemos escrever

U(.I,y, Z) = ((:E,y,z),g(x,y, Z))/ onde (y + 2, =T + 2, =T — y) € T(I7y72)52'

Defini¢do 1.3.5. Se p € M é uma singularidade do campo v, e se existe uma vizinhanga U de

M tal que p é a tinica singularidade do campo v, entdo p é chamada singularidade isolada de v.

Agora considere v : U C M — T'M um campo de vetores continuo definido sobre
uma variedade diferencidvel de dimensdo m. Seja p uma singularidade isolada de v
em U e W uma vizinhanga de p tal que v, se anula, mas v, # 0 para todo ¢ € W — {p}.
Sabemos que, para cada ¢ € W e cada parametrizacdo ¢ : V C R™ — W de M em ¢, o
campo v é escrito na base de T, M/ como em (1.3). Assim, a aplicagdo f : V C R™ — R™,
dada pelas coordenadas do campo nessa base, é continua. E ainda, como p é a tinica
singularidade de v em W, segue que f(u) = 0 € R™ apenas para u = ¢ *(p), logo
fV ={e~'(p)}) cR™ —{0}.

Defini¢do 1.3.6. Sejam v um campo vetorial continuo sobre uma variedade diferencidvel m-
dimensional orientada M, p € M uma singularidade isolada de v e ¢ : U — W uma carta
de M, com W uma vizinhanga de p e U um aberto de R™. Consideremos a = p~'(p) € U

e f(U\ {a}) € R™\ {0} a aplicacio continua na base de T,M como acima. O Indice de
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Poincaré-Hopf de v em p é o grau local v,(f) da aplicagdo f em a. Tal indice é denotado por

Indpg (v, p).

Exemplo 1.3.7. Seja F : R x R — R? um campo vetorial dado por F(u,v) = (—u? — 2uv —
L, o2+ 2uv + 1).

Observe que somando as equagdes do sistema associado ao campo

—u?=2uw—-1 = 0

vP4+2uw+1 = 0,

obtemos v? — u? = 0, ou seja, v = +u. Entdo, substituindo v = u na primeira equagio, segue
que —3v? = 1, 0 que é um absurdo. Agora, fazendo o mesmo para v = —u, concluimos que
v?—1 =0, istoé, v = +1. Logo, as singularidades de I sdo (u,v) = (1,—1) e (u,v) = (—1,1).
Veja que a matriz jacobiana de F é a sequinte:

—2u—2v 2u

JF(u,v) =
2v 2v + 2u

Como det(JF(1,—1)) = det(JF(—1,1)) = —4 < 0, a diferencial de F' é um isomorfismo
nestes pontos, entdo pela Proposigio 1.2.23, Indpy (F, (1,—1)) = Indpy (F, (—1,1)) = —1.

Em particular, considerando v : U — R? um campo vetorial continuo, definido em
um aberto U de R? e p € U uma singularidade isolada de v em U, o célculo do Indice

de Poincaré-Hopf de v em p se reduz ao célculo do grau da aplicagdo v : S. — S!

v(z)
lv() Il

S* é a circunferéncia de centro v(p) e raio 1. Essa aplicagdo é chamada de aplica¢do

definida por v(z) = onde S, C U é uma circunferéncia de centro p e raio € e
de Gauss, e ela desempenha o0 mesmo papel da aplicagdo p o f o j, definida na secdo
anterior, ja que o grau local ndo depende da bola em torno do ponto. Visto que, v é
continua e tem dominio e contradominio compacto, segue da Proposicao 1.2.5, que vy é

uma aplicacdo propria e assim seu grau estd bem definido.

E possivel dar uma definicdo de cardter puramente geométrico para o grau de 7.

Para tanto vamos definir orientacdo de circunferéncias.

Definigdo 1.3.8. Seja S. uma circunferéncia de raio € em R?. Definimos o sentido positivo de
Se, como sendo o sentido anti-hordrio de S., e o sentido negativo serd dado pelo sentido hordrio

de S..
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Definigdo 1.3.9. Considere um subconjunto aberto U de R? e v : U — R? um campo de vetores
continuo, com uma singularidade isolada p. Tomando o sentido anti-hordrio como referéncia,
dizemos que ~ percorre S* positivamente, se quando v percorre S. no sentido anti-hordrio,
7 percorre S* no sentido anti-hordrio. Se enquanto v percorre S, no sentido anti-hordrio, ~

percorre S* no sentido hordrio, dizemos que ~y percorre S* negativamente.

Definigdo 1.3.10. Considere um aberto U C R? e v : U — R? um campo de vetores continuo
em U, com uma singularidade isolada p. Seja S. uma pequena circunferéncia centrada em p de
raio €. O Indice de Poincaré-Hopf de v em p, Indpy (v, p), é o nmiimero de voltas positivas,
menos o niimero de voltas negativas, que a aplicacio de Gauss ~ faz em torno de S*, quando v

percorre toda a circunferéncia S..

No entanto, o ntimero de voltas positivas menos o nimero de voltas negativas, que
a aplicacdo v faz em torno de S', quando v percorre toda a circunferéncia S, é o grau
de v em p. Observe que o nimero de voltas positivas ou negativas da aplicacdo de
Gauss, é o numero de pontos positivos ou negativos em f~!(¢), onde ¢ € S' é um valor

regular de f, que é a representagdo local do campo.

Definigdo 1.3.11. Sejam U um aberto de R* e v : U — R* um campo vetorial continuo com um
niimero finito de singularidades p., ..., px. O indice topolégico de v, denotado por ind(v), é

definido como

ind(v) = Zlnde(upj).

j=1
Como o Indice de Poincaré-Hopf de v em cada p; é o grau da aplicagio de Gauss,

podemos reescrever o indice topolégico da Defini¢do 1.3.11 da seguinte forma:

k

ind(v) =Y gr(y), (1.4)

j=1
em que v; € a aplicacdo de Gauss, definida numa circunferéncia suficientemente pe-
quena de centro p,.

Apesar do indice topolégico ter sido definido acima, apenas para campos no plano,
este pode ser naturalmente definido para variedades, como soma dos indices de Poincaré-

Hopf em cada ponto singular, conforme a Definigdo 1.3.6.

Exemplo 1.3.12. Seja v : R?* — R? um campo de vetores dado por v(x,y) = (x,y), cuja

Unica singularidade é a = (0,0). Vamos calcular o Indice de Poincaré-Hopf de v em a, utili-
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zando a representagdo geométrica deste campo. Observe que a imagem da aplicacdo de Gauss é,
simplesmente, dispor os vetores em torno da singularidade a, em S*, respeitando a diregio e o

sentido.

Note que, enquanto a aplicagio de Gauss ~y percorre S* no sentido anti-hordrio, v percorre
S, no sentido anti-hordrio. Assim, - percorre S* positivamente. Logo, ~ dd uma volta positiva
em torno de S*, enquanto v percorre toda a circunferéncia S., e entiio, Indpy(v,a) = 1. Como

v possui uma tinica singularidade, concluimos que ind(v) = 1.

Exemplo 1.3.13. Considere um campo de vetores continuo, com uma singularidade isolada no

ponto a, representado geometricamente abaixo:

3 2 9
8
4 1 , 2 1
16
16 5
—_—
5 4 715
14 10 14
11
8 13 13
10 S
16 1 12

» v

Sl

Nesse caso, temos que ~ percorre S* no sentido anti-hordrio, enquanto v percorre S, no sen-
tido anti-hordrio e entdo y percorre S* positivamente. No entanto, ~ dd duas voltas positivas em

torno de S* enquanto v percorre uma vez a circunferéncia S.. Entdo ind(v) = Indpy (v, a) = 2.

Exemplo 1.3.14. Neste exemplo, temos um caso em que o Indice de Poincaré-Hopf é negativo.
Seja v : R* — R? dado por v(z,y) = (x,—y) um campo de vetores continuo, com uma
singularidade isolada no ponto a = (0, 0).

Como ~y percorre S* no sentido hordrio, enquanto v percorre S, no sentido anti-hordrio,

temos que ~y percorre S* negativamente. E pelo fato de v dar uma volta negativa em torno de S*,
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10 Mg
9 13
8 14
7 15
6 16
5 1
4
3 2
Sl
enquanto v dd uma volta completa em S, obtemos que Indpy (v, a) = —1. Consequentemente,

ind(v) = —1.

Exemplo 1.3.15. Seja F': R x R — R?, como no Exemplo 1.3.7, dado por:
F(u,v) = (—u?® — 2uv — 1,v* + 2uv + 1).

A representagio geométrica do campo F' no plano cartesiano é a seguinte:

NN Vol o T T " "N N
LN N A LI N U S U U N
AR N N N i 1 T T U U U N N S
AR NN N YONOX X %N Y % -
Py e~ 2 v e
Fr P Yy U= 4 %X XxXxxwww~
Ay N A AN NI AN S AN
i i S U S S N S N N A
-4 -3 -2 RONASTY AR 2 3 4
A .. T T T e
s~ wx N X X1} ke § )N
A S S N T N Y A A
AR N SN T T 1 I e N W B B
A NA N N N VUL T N e i N W
AN N U VA U U U T P P A e NI N W
AN N U U N N O 4 A 7=
AU U U U N N T ST N B A g e S RN

Figura 1.1: Representagdo de F' no plano

Vimos que as singularidades de F' sio a = (—1,1) e b = (1, —1). Tome uma pequena cir-
cunferéncia em torno de cada singularidade desse campo. Pela Defini¢do 1.3.10, Indpy (F,a) =
Indpy(F,b) = —1 que coincide com o obtido no Exemplo 1.3.7. Esses pontos sio conhecidos

na literatura como pontos de sela, ver por exemplo, [4].

Portanto, pela Defini¢do 1.3.11, ind(F') = Indpy (F,a) + Indpy(F,b) = —2.

Segue do Teorema 1.2.14 e da Observagao 1.2.19 que o indice topolégico é invariante

por homotopia. Mais precisamente:
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Proposicao 1.3.16. Sejam M e N variedades diferencidveis n — dimensionais orientadas e sem

bordo, com M compactae N conexa. Se f, g : M — N sdo homotdpicas, entdo ind(f) = ind(g).

1.4 Regra de Sinais de Descartes

René-Descartes na obra La Géométrie (A Geometria), publicado em 1637, como apéndice
do Discours de la Méthode (Discurso do Método), aborda problemas da geometria plana,
e resolucdes por meio de constru¢des geométricas. Nesse sentido, ele faz um estudo
das raizes de equacdes e da uma interpretacdo geométrica a elas. Nesta secdo, temos
por objetivo, apresentar um resultado de sua obra, conhecido como Regra de Sinais
de Descartes. Este resultado nos fornece um limitante superior para a quantidade de
raizes positivas de polinomios. Omitimos as demonstra¢des para ndo perdermos o

foco desta dissertacdo, porém para mais detalhes consulte [6], [9] e [34].

Para o que segue considere uma funcdo polinomial (ou simplesmente um polino-
mio) na variavel z,

p(x) = agz®™ + arz™ + - + ana™, (1.5)
com ay, . . ., a, reais nao nulos e by, by, . . . b, satisfazendo 0 < by < by < - -+ < b,,.

Definicao 1.4.1. Quando p(x) = (v — z1)™ q(z), em que q(x) é um polindmio de grau menor

que o grau de p(x) e q(x1) # 0, dizemos que x, é uma raiz de p(x) com multiplicidade m,.

Lema 1.4.2. Sejam x1 < xy < --- < x, as raizes de um polindmio p(x), com multiplicidades
iguais a my, mo, . .., my, respectivamente. Entdo, x1, zo, . . ., x, também sdo raizes da derivada

de p, denotada por p'(x), com multiplicidades m, — 1,ms — 1,...,my — 1, respectivamente.
Observagdo 1.4.3. Se m; = 1 entdo x; nio é raiz de p'(x).

Denote por m,(p), o nimero de mudangas de sinais em termos consecutivos da
sequéncia dos coeficientes ay, - - - , a,, € por m(p), o nimero de raizes positivas de p(z)
contando as multiplicidades. Note que m(p) é também a soma das multiplicidades de

cada raiz positiva de p(z).

Exemplo 1.4.4. O polindmio p(z) = 2 — x — 22> + 2® = (z + 1)(x — 1)(z — 2) possui
duas raizes positivas de multiplicidade 1, e duas mudangas de sinais em termos consecutivos da

sequéncia dos coeficientes 2, —1, —2,1. Logo m(p) = 2 e m4(p) = 2.
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Veja que h(z) = —9z+ 1522 — TaP 4+ 2* = x(x — 3)*(x — 1) é um polindmio que possui duas
raizes positivas, sendo uma delas de multiplicidade 2 e a outra de multiplicidade 1. Além disso,
hd trés mudangas de sinais em termos consecutivos na sequéncia dos coeficientes —9,15, =7, 1,

de h. Entdo, m(h) = 3 e ms(h) = 3.

Lema 1.4.5. Considere p(x) como em (1.5).

)

1. Se apa, < 0, entdo m(p) é impar.
2. Se apa,, > 0, entdo m(p) € par.

Teorema 1.4.6. (Regra de Sinais de Descartes) Considere p(x) um polindmio como em (1.5).
Entdo, o mimero de raizes positivas de p(x) (contando as multiplicidades) é menor ou igual a
quantidade de mudanga de sinais na sequéncia de coeficientes ay, . . . , a,,. Além disso, a diferenca
entre a quantidade de mudanga de sinais e a quantidade de raizes positivas de p(x) é um niimero

par.

Z

Portanto, pela Regra de Sinais de Descartes, m(p) < ms(p) e ms(p) — m(p) é um

namero par.

Exemplo 1.4.7. Seja p(z) = 2—x—22*+ 3. No Exemplo 1.4.4, vimos que my(p) = m(p) = 2

donde my(p) — m(p) = 0 é um niimero par.

Exemplo 1.4.8. Considere p(x) = —2° + 2* — 2® + 2% —x + 1.

Nesse caso m4(p) = 5, entdo, pela Regra de Sinais de Descartes, m(p) < 5.

Uma vez que p(x) = —(z — 1)(z* + 2% + 1) e 2* + 2* + 1 ndo admite raiz real, temos que
a inica raiz real de p(x) é v = 1. Consequentemente, m(p) = 1 e my(p) — m(p) = 4 é um

niimero par.

A Regra de Sinais de Descartes, também nos diz que o nimero de raizes negativas
de p(z) (contando as multiplicidades) é menor ou igual & quantidade de mudanga de
sinais na sequéncia dos coeficientes de p(—z). E a diferenca entre a quantidade de

mudanca de sinais e de raizes negativas é um ntimero par.

O Teorema 1.4.6 sera aplicado nas demonstra¢des da Segdo 2.3 do Capitulo 2. Utili-
zando esse teorema, provamos a existéncia de zeros isolados para certos campos veto-
riais, bem como a configuragdo geométrica desses campos em uma vizinhanga de suas

singularidades.



CAPITULO 2

CAMPOS DE VETORES E A GEOMETRIA DE CURVAS
PLANAS REAIS

Neste capitulo, definimos curvas planas suaves e determinados pontos especiais que
nos auxiliam na compreensdo da geometria de tais curvas. Dada uma curva, perten-
cente a classe especial de curvas, chamadas curvas genéricas, definimos um campo
vetorial, cujos zeros correspondem aos pontos duplos, ou bitangéncias, ou inflexdes,
ou ctspides da curva. Provamos ainda, que a cada curva genérica, o indice topolégico
do seu campo associado, pode ser escrito em fun¢do dos nimeros de inflexdes, bitan-
géncias, pontos duplos e ctuispides da curva. Por fim, calculamos o indice topolégico

do campo de vetores associado as curvas monomiais.

2.1 Defini¢coes Gerais

Nessa se¢do apresentamos as defini¢des mais gerais, envolvendo as propriedades lo-
cais das curvas planas suaves e nos baseamos em [1] e [5]. Além disso, estudamos a
geometria de uma classe especial de curvas planas suaves, conforme [11]. Para algu-
mas demonstragdes, utilizamos o artigo [10], pois nele os autores estudaram curvas

com trés propriedades semelhantes das curvas descritas em [11].

Definigdo 2.1.1. Uma curva plana parametrizada suave é uma aplicagio o : I — R?, de classe

C™, definida num intervalo I C R. A imagem de o é chamada de trago.
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Vale ressaltar que, a aplicagdo « dada por a(u) = (z(u), y(u)) é C*, se cada fungao

coordenada x,y : I — R é uma funcao C*°.

Defini¢do 2.1.2. Seju o : I — R? dada por a(u) = (z(u), y(u)), uma curva plana parametri-

zada suave. O vetor tangente a « no ponto ty € 1 é dado por o/ (ty) = (2'(to), y'(to))

Definigdo 2.1.3. Seja o : I — R? uma curva plana parametrizada suave. Dizemos que « é
reqular em ty € I, se &'(ty) # (0,0). Caso contrdrio, o é dita singular em t, € I e ty é um

ponto singular de . Se o for reqular para todo t € I, dizemos que « é regular.

Nas defini¢des a seguir, consideramos a : I — R? uma curva plana suave. Vamos
definir uma classe de pontos especiais de a, que nos auxiliam na caracterizacdo da

geometria da curva.

Definicao 2.1.4. Uma bitangéncia de o é um par (u,v) de pontos u,v € I, tais que a reta
tangente a o em u coincide com a reta tangente a curva o em v. Dizemos que uma bitangén-
cia (u,v) é de mesmo lado, se existem vizinhangas de a(u) e a(v), tais que o(I) pertence a
um mesmo lado da reta tangente comum. Caso contrdrio, a bitangéncia (u,v) é chamada de

bitangéncia de lados opostos.

Definicdo 2.1.5. Uma tritangéncia de o é uma tripla (u, v, w) de pontos u, v, w € I, tais que

a reta tangente a oc em u, v e w coincidem.

Definicdo 2.1.6. Um ponto duplo de o é um par de pontos (u,v) com u,v € I distintos, tais

que a(u) = a(v).

Definicdo 2.1.7. Um ponto triplo de o é uma tripla (u, v, w) de pontos u,v, w € I, tais que

alu) = a(v) = a(w).

Definicao 2.1.8. Um ponto regular u € I é dito um ponto de inflexdo de «, se a curvatura

ko(u) de ovem w é igual a zero, ou seja,

) — det(a/(u), " (u))
Falt) = o) B

em que ||/ (u)| = /{/(u), o/ (uw)), com (,) o produto interno candnico em R?.

Na Figura 2.1 temos o trago de curvas quaisquer que ilustram a imagem de uma

bitangéncia, de um ponto duplo e de uma inflexao.
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YA f\\J )Y/

1) (2)

Figura 2.1: (1) bitangéncia de mesmo lado, (2) bitangéncia de lados opostos, (3) ponto
duplo e (4) inflexao

Observe que se u € I é uma inflexdo de «, entdo det(c/(u), a”(u)) = 0. Derivando a

funcao curvatura temos:

lo (u)[|* [det (e (u), o (w))]" — det(a’ (), " (w))(|o’ (u)[[*)

o) = @
_ [det(e(w), a”(w)]
IO
em que
det(e’(w), ()] = [o/(u)y/"(w) — " (w)y ()]

(u) — '
= 2wy (u) + 2" (w)y" (u) — 2" (u)y'(u) — 2"(w)y" (u)
= det(d/(u),a” (u)).

Definic¢do 2.1.9. Seja u € I uma inflexio de .. Quando o/ (u) nio é miiltiplo de o/ (u), isto é,

det(o/ (u), " (u)) # 0, (k. (u) # 0), dizemos que u é uma inflexio ordindria.

Definicdo 2.1.10. Seja (u,v) uma bitangéncia de . Se w e v ndo sdo pontos de inflexdo,

dizemos que a bitangéncia é reqular.

Definicdo 2.1.11. Seja (u,v) um ponto duplo de . Dizemos que (u,v) é um ponto duplo

transversal, quando o/ (u) ndo é miiltiplo de o' (v), isto é, quando det (/' (u), &' (v)) # 0.

Exemplo 2.1.12. Seja a(u) = (u, sen(u)) com u € (0,2.867).

Note que o' (u) = (1, cos(u)) # (0,0), portanto  é uma curva regular.

Para ug = % temos a(ug) = (%,1) e/ (ug) = (1,0). E para vy = 2 temos a(vg) = (Z,1)
e d'(vg) = (1,0). Uma vez que o/ (uy) € paralelo a o/ (vy), obtemos que a reta tangente a o em

ug e a reta tangente a « em v, sdo paralelas e suas equagdes sdo dadas, respectivamente, por

Tatuo)(t) = (3,1) +1(1,0) € Tawy(N) = (Z,1) + A(1,0), comt, X € R.
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Figura 2.2: a(u) = (u, sen(u))

Tomando t = 2m é possivel concluir que (5, 1) pertence a ambas as retas. Portanto, elas
sdo paralelas coincidentes. Assim (ug, vo) = (5, %) é uma bitangéncia de o de mesmo lado. Tal

bitangeéncia é reqular, pois u e v ndo sio inflexdes. De fato,

o (1) = det(o/ (u), o' (u)) _ det((1, cos(u)), (0, —sen(u))) _ sen(u)
" llo’(w)]? 11, cos(u))[|* |sen(u)[*’

entdo kq(ug) = ko(vo) = —1 # 0.
Agora para w = 7 segue que o/ (1) = (1, —1) e &”(m) = (0,0), donde k,(m) =0eu=mé
uma inflexdo. E esta é uma inflexdo ordindria, jd que o/ () ndo é miiltiplo de o () = (0, 1).
Podemos observar também, que o ndo possui pontos duplos, pois a(u) = a(v) se, e somente
se, u = v. No entanto, ponto duplo é um par de pontos distintos do dominio de «, tal que

a(u) = a(v).

Exemplo 2.1.13. Considere a(u) = (u, —u® + 2u* + v® — 2u® — u) comu € (—1,2).
Observe que a segunda coordenada de o pode ser escrita como:

2

—u® 4 2ut +u? — 2u? —u = —u(—u® +u+1)%

Entdo, —u® + 2u* 4+ u® — 2u? —u = 0 se, e somente se, —u(—u®+u+1)? = 0, que acontece

1—v5 1+V5
-

se, e somente se, u = 0, u = S ouu =

Sejam ug = 255 e vy = 125, Temos que a(ug) = (252,0) e alvy) = (2572,0).

S

Note que o/ (u) = (1, —=bu* + 8u® + 3u? — 4u — 1), ou seja, « é uma curva regular.
Uma vez que —5u* + 8u3 + 3u® — du — 1 = (—u? + u + 1)(5u? — 3u — 1) seque que ug e
vy so raizes do polindmio —5u* + 8u?® + 3u® — 4u — 1. Assim, o’ (ug) = (1,0) = ' (vp).

Sejam 1oy, € Ta(v) A4S equagdes das retas tangentes a o em g e em vy, respectivamente:
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Figura 2.3: a(u) = (u, —u’ + 2u* + u® — 2u? — u)

Fatuo) () = (352,0) +£(1,0) € Tape(N) = (252,0) + A\(1,0), com t, A € R.

Como os vetores o' (ug) e o/ (vo) sdo paralelos segue que as 1etas rq(yuy) € T'a(vy) S0 paralelas.

Além disso, substituindo t = /5 obtemos que o ponto (13—‘/5, 0) é comum as duas retas. Isto

1+V5
2

nos dd que elas sdo coincidentes. Logo, (ug, vo) = (1‘2—‘/5,

) é uma bitangéncia de o de lados
opostos. Podemos observar que esta curva possui outras bitangéncias, entretanto, em geral, é

dificil calcular tais pontos.

Veja que

k () _det(o/(u),@”(w))  _ det((1,—5u*4+-8uB+3uZ—4u—1),(0,—20u+24u> +6u—4))
o) = llo ()12 N (\/l+(75u4+8u3+3u274u71)2)3
—20u3+24u>+-6u—4
<.
(\/1+(—5u4+8u3+3u2—4u—1)2)

Dat, é posstvel verificar que a curvatura de o em ug e em vy ndo se anula, isto é, ug e vy nao

sdo pontos de inflexdo de o, donde concluimos que tal bitangéncia é regular.

Neste exemplo ndo hd pontos duplos, pois a(u) = «(v) se, e somente se, u = v.

Observacio 2.1.14. A andlise que vamos fazer agora, serd 1itil no cdlculo do Indice de Poincaré-
Hopf. Seja o : I — R? uma curva, que sem perda de generalidade, vamos assumir parametri-
zada pelo comprimento de arco. Se (ug,vo) uma bitangéncia reqular de o, entdo a curvatura
Kaltto) # 0 € ka(vo) # 0.

Além disso, a(ug) — a(vg) = aa/(up) e a(ug) — a(vy) = ba'(vy), para algum a, b € R.

Em [32], encontramos uma interpretacio geométrica do sinal da curvatura, que também
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pode ser expressa da forma:
to) = 000

lo?(w)]l*
em que n(u) é o vetor unitdrio normal. Se n(u) e o' (u) possuem sentidos opostos, entio

ko(u) < 0, e se possuem mesmo sentido, entdo k,(u) > 0. Com esta afirmagio é possivel

provar que:

(i) Se (ug,vo) € uma bitangéncia de mesmo lado, entdo w = abk,(ug)ka(vo) > 0.
(ii) Se (ug,vo) € uma bitangéncia de lados opostos, entio w := abk, (ug)ka(vo) < 0.

De fato, 10 €aso (i), se em ug € vy 4 Curoa possui mesma orientagdo, entdo a > 0, b > 0
e analisando o sinal da curvatura, temos ko (uo)ka(vo) > 0. Entretanto, se a curva o em g
possui orientagdo contrdria a de o em vy, entdo a e b possuem sinais opostos e kq (ug)kq(vo) < 0.

Em ambos os casos, w > 0.

Em (ii), se a orientagdo de « é a mesma em uy e em vy, entdo a > 0e b > 0, mas
ko (ug)ka(ve) < 0. E se a orientagdo de o é contrdria em ug e vy, entdo a e b possuem sinais

contrdrios, todavia k. (ug)ka(vo) > 0. Logo, em quaisquer casos, w < 0.

Exemplo 2.1.15. Seja a(u) = (u,u?) comu € (—1,1).

Ay

P(0,0)

Figura 2.4: a(u) = (u,u?)

Esta curva é reqular, pois o (u) = (1,3u?) # (0,0). Além disso, temos o' (u) = (0, 6u) e

o (u) = (0,6). A curvatura de o é dada por:

bo(n) = @) _ de{(s000) o

e/ ()] o lI(1,3u)[1?  (vivear)”
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Observe que k,(u) = 0 se, e somente se, u = 0. Logo, ug = 0 é um ponto de inflexio de c.
E pelo fato de o/ (u) ndo ser miiltiplo de /" (u), segue que essa é uma inflexdo ordindria. Pela

mesma justificativa do exemplo anterior, o ndo possui pontos duplos.

Exemplo 2.1.16. Considere a curva a(u) = (sen(2u), sen(3u)) com u € (—n, ), conhecida

como curva de Lissajous.

Figura 2.5: Curva de Lissajous

Nesse caso, o/ (u) = (2cos(2u),3cos(3u)), o' (u) = (—4sen(2u), —9sen(3u)) e &' (u) =
(—8cos(2u), —27cos(3u)). A curvatura de o é dada por:

k (U) _ det((2cos(2u),3cos(3w))),(—4sen(2u),—9sen(3u))) _ 718$en(3u)cos(2u)+1256n(2u)eos(3u)
« ll(2cos(2u),3cos(3u))|1® (\/4cos2(2u)+9c052(3u))

Como det(c/(0),a”(0)) = 0 com o' (0) # (0,0), segue que vy = 0 é um ponto de inflexdo
de o.. Além disso, det(a/(0), & (0)) = —30 # 0, ou seja, uy = 0 é uma inflexdo ordindria.

Veja que uy = 2,0, = —T € (—m,7) e alur) = alv) = (—%,0) com uy # vi. Isto
significa que (uq,v1) é um ponto duplo de o. E mais, o/ (u1) = (—1, 3) ndo é paralelo ao vetor
o/(vy) = (—1,-3), logo (uq,v1) é ponto duplo transversal.

Analogamente, uy = —2 e vy = % satisfazem o(us) = a(ve) = (‘f 0), e portanto (us, vs)

é um ponto duplo de o. E é fdcil verificar que ele também é transversal.

Exemplo 2.1.17. Seja a(u) = (sen(u) + sen (2) , cos(u)) comu € (—%, 3n).
Seuy = 0evy = 2m entdo a(0) = (0,1) = «(2m). Logo, o par (ug,vo) é um ponto
duplo de o. Mas, o (u) = (cos(u) + 2cos (%), —sen(u)), entdo o/ (ug) = (2,0) é paralelo a

o (vg) = (—3,0) eassim (ug, vo) é ponto duplo nio transversal de o, conforme a Figura 2.6.

A principal referéncia para definirmos ctspide e reta tangente a ctispide foi [31].



2.1 Defini¢des Gerais 44

Y

7
1>

Figura 2.6: a(u) = (sen(u) + sen (%), cos(u))

2

Sejam « : I — R? uma curva de classe C* e t; € I um ponto singular de a. Suponha
que as (k — 1) primeiras derivadas de o se anulam em ¢, € I, mas a¥)(t;) # 0. Fazendo
a expansdo de o em série de Taylor em torno de t = t;, temos bem definida a reta
tangente a a em ¢, como 7(t) = a(ty) + (t — to)a®(t), onde a¥) é a k-ésima derivada

de a.

Definicdo 2.1.18. Uma ciispide de o : I — R? é um ponto u € I singular, tal que em uma
vizinhanga de a(u), a curva o possui dois ramos, para os quais a reta tangente aos dois ramos

de oo em u coincidem.

Dado ¢, € I um ponto de caspide de « : I — R?, sabemos que em uma vizinhanga
de a(ty), a curva possui dois arcos convexos sem pontos comuns. Uma ctspide ¢, € dita
do primeiro tipo, se os arcos convexos situam-se em lados opostos da reta tangente
a a em t;. E dizemos que ¢, é uma ctuspide do segundo tipo, se os arcos convexos

encontram-se de um mesmo lado da reta tangente.

Podemos classificar as ctspides de primeiro e segundo tipo da seguinte forma: as-
suma que, a classe de diferenciabilidade de « : I — R? seja suficientemente grande, de
modo que p e ¢ sejam os menores inteiros tais que 1 < p < ¢ < oo e {aP(ty), P (ty)}
nao sejam colineares. Considere que a(V(t)) = a@(ty) = -+ = aPY(ty) = 0 e para
cadai € {p+1,p+2,---,q— 1} temos que a'Y(ty) = a,aP(ty), onde a; € R. Entao,
para h suficientemente préximo de 0,

hP hptl ha—1

to+h)—alte) = | = .
a(to+h)—a(ty) p!+ap+1(p+1)!+ +aq1(q_1)!

hq
a(p)(to)+aa(q)(to)ﬂ%q(h)hq,

com élzlz(z)sq(h) = 0.
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Como tomamos h suficientemente préximo de zero, podemos desprezar os termos
R ... heT e assumir que as coordenadas do vetor w := «a(ty + h) — a(ty), na base
{a®)(ty), D (ty)}, é dado por (’;—T, ’;—?) Analisemos os seguintes casos:

Se p é par e g é impar entdo, a primeira coordenada de w mantém sempre o mesmo
sinal, mas a segunda muda de sinal quando % passar do semi-eixo positivo para o
negativo. E portanto, ¢, € um ponto de ctaspide do primeiro tipo. Por outro lado, se
p é par e ¢ é par, o arco permanece no quadrante definido por {a®(ty),a'? (t,)} para
valores positivos e negativos de h. E nesse caso, t, ¢ um ponto de ctispide do segundo

tipo. Se p é impar e ¢ é par temos uma curva como na Figura 2.7 (A). E se p e ¢ sdo

impares, temos localmente uma curva, conforme a Figura 2.7 (B).

y Ay

(A) (B)

Figura 2.7: (p, q) = (Impar, par) e (p, ¢) = (impar, impar), respectivamente
Exemplo 2.1.19. Sejam a(u) = (u?,u?®) e B(v) = (v?,v* + v°) definidas em um intervalo
I C R, contendo o zero. Pelo exposto acima, temos que ug = 0 é uma ciispide do primeiro tipo

de o e vy = 0 é uma cuispide do segundo tipo de 3. Veja o trago de « e /3 nas figuras abaixo:

alu) = (u’,u®) Bv) = (v vt +0°)
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Exemplo 2.1.20. Considere a(u) = (2cos(u)(1 + cos(u)), 2sen(u)(1 + cos(u))), com u €

(0,27). Esta curva é denominada cardidide.

AY

——

Figura 2.8: Cardidide

Como o/ (u) = (—2sen(u) — 4cos(u)sen(u),2cos(u) + 2cos?(u) — 2sen?(u)) segue que

up = 7 é um ponto singular de o, pois o/ (r) = (0,0). Veja que

o (u) = (—2cos(u) — (—4sen*(u) + 4cos?(u)), —2sen(u) — 8cos(u)sen(u)) e

" (u) = (2sen(u) + 16sen(u)cos(u), —2cos(u) — 8cos*(u) + 8sen?(u)).

Entdo, o (7) = (—2,0) # (0,0), &(7w) = (0,—6) # (0,0) e B = {" (1), " (1)} é um
conjunto linearmente independente, e portanto base de R

Assim, a reta tangente a o em ug = w é paralela ao vetor o () = (—2,0) e contém o ponto

a(m) = (0,0), ou seja, é dada por
o (t) = a(m) + (t = m)a”(x) = (t — 7)(~2,0),

e portanto esta reta coincide com o eixo Ox.

Observe que para h — 0 podemos escrever a(m + h) — a(m) na base B como
h* h3

Como p = 2 é par e ¢ = 3 é impar temos que u = 7 é uma cuspide do primeiro tipo.
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2.2 Curvas Genéricas

Em [10], os autores fizeram um estudo de curvas planas suaves a : I — R? que satisfa-

zem as seguintes propriedades:

1. a possui um ntmero finito de pontos duplos transversais e ndo possui pontos

triplos;
2. a possui um ntimero finito de bitangéncias regulares e ndo possui tritangéncias;

3. a possui um nimero finito de inflexdes ordinérias;

A cada curva o : I — R? dessa classe, associaram um campo vetorial continuo F,,

e provaram que suas singularidades caracterizam a geometria de a.
Nesta se¢do, definimos uma classe de curvas planas suaves que satisfazem quatro
propriedades, conforme [11].

Ressaltamos que as trés primeiras propriedades, coincidem com as trés descritas

acima e a ultima se trata de uma condic¢do sobre o nimero de ctiispides da curva.

Na defini¢do a seguir, estamos assumido que os pontos especiais de uma dada
curva: bitangéncia, ponto duplo, inflexdo e ctispide sdo exclusivos, ou seja, se (u,v) é
uma bitangéncia, entdo ndo é ponto duplo, além disso u e v ndo sdo pontos de inflexao,
e assim por diante. No Exemplo 2.1.16, considerando a curva de Lissajous definida em
(=27, 2m) temos que uy = 0 é um ponto de inflexdo e o ponto (0, 27) é um ponto duplo,

pois «(0) = (0,0) = «a(27).

Definigdo 2.2.1. Denotamos por G(I,R?), o conjunto de todas as curvas suaves o : I — R?,

definidas no aberto I C R que satisfazem as seguintes condigdes:

1. A curva o possui um niimero finito de pontos duplos, que sdo todos transversais, e nio

possui pontos triplos.

2. A curva o possui um niimero finito de bitangéncias, todas regulares, e ndo possui tritan-

géncias.
3. A curva o possui um niimero finito de inflexdes ordindrias.

4. A curva o possui um niimero finito de ciispides do primeiro e sequndo tipo.
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Utilizando técnicas de transversalidade é possivel verificar que G(I, R?) C C*(I,R?)
é residual com a topologia de W hitney C*, ou seja, ele contém uma intersecdo enume-

ravel de conjuntos abertos densos nesta topologia.

Como as propriedades da Defini¢do 2.2.1 se verificam para um conjunto residual
de aplicagodes, elas sdo chamadas de propriedades genéricas. Nesse sentido, denomi-

namos as curvas a € G(I,R?) como curvas genéricas.

Observagdo 2.2.2. Do Exemplo 2.1.17, concluimos que o(u) = (sen(u) + sen (22) , cos(u))

ndo pertence ao conjunto G ((—%7 3m), R2) porque possui um ponto duplo nio transversal.

Observagao 2.2.3. Seja o« € G(I,R?).

1. Sejam u,v € I com u # v e suponha (u,v) uma bitangéncia de . Entdo, (u,v) nio é
um ponto duplo de «. De fato, se (u,v) é ponto duplo de o, temos que é transversal, pois
a € G(I,R?). Mas, pela definigio de bitangéncia, o vetor o (u) é paralelo ao vetor o/ (v),

o0 que é um absurdo.

2. Considere u,v € I com u # v, e (u,v) um ponto duplo transversal de .. Entdo, u e
v sdo pontos requlares de «. De fato, como (u,v) é ponto duplo transversal, temos que
o/ (u) ndo é nuiltiplo de o/ (v), ou seja, det(a/(u),a/(v)) # 0 e assim o/(u) # (0,0) e

a'(v) # (0,0).

3. Se (u,v) é uma bitangéncia de o temos que (u, v) é bitangéncia reqular, entdo u,v € I
ndo sdo inflexdes de «. Dessa forma, ko(u) # 0 e ko(v) # 0, l0g0 ko(u)ka(v) # 0
donde temos que det(o/(u),a”(u)) # 0 e det(a/(v),a”(v)) # 0. Consequentemente
o/ (u),d (v), " (u), o (v) # (0,0), o/ (u) ndo é paralelo a " (u) e o/ (v) nio é paralelo a

o (v).

Nosso préximo passo é associar a cada « € G(I, R?), um campo vetorial, e por meio

deste obter uma relagdo entre seus zeros e a geometria de a.

2.3 Campo Vetorial associado as curvas Genéricas

Nesta segdo, a cada curva genérica «, definimos um campo vetorial, que denotamos
por F,, e caracterizamos a geometria de « a partir das singularidades de F,. As prin-

cipais referéncias utilizadas foram [10] e [11].
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Seja o € G(I,R?). Associe a « 0 campo vetorial F, : I x [ — R* dado por:

_ (det(e’(w), a(u) — a(v)) det(a’(v), a(u) — a(v))
Fafu) = (SHhety Zol) detefohoy, @
Proposi¢do 2.3.1. Sejam o € G(I,R?) e F,, como em (2.1). Entio, F,, estd bem definida para

u=wveF,(u,v) = (0,0) se, e somente se,
1. (u,v) é ponto duplo ou uma bitangéncia de o, se u # v.
2. u é uma inflexdo ou uma ciispide, se u = v.

Demonstragdo. Suponha u # v.

Se (u,v) é uma bitangéncia de o entdo a(u)—a(v) é um vetor diretor da reta tangente
comum a o« em u e em v. Logo, a(u) — a(v) é multiplo de o/(u) e de o/(v), e assim
det(a/(u), a(u) — a(v)) = det(a/(v), a(u) — a(v)) = 0, implicando em F,(u,v) = (0,0).
Quando (u,v) é ponto duplo, temos «o(u) = «(v), isto é, a(u) — a(v) = (0,0). Isto nos
da que F,(u,v) = (0,0). Observe que se u e v distintos forem ctispides de o, ou seja,
o' (u) = o/(v) = (0,0) temos que F,(u,v) = (0,0). Mas cada um desses pontos sera
analisado no outro item.

Reciprocamente, suponha F,, (u,v) = (0,0) com u # v e que (u, v) ndo é ponto duplo

de a. Entéo,
det(c/(u), a(u) — a(v)) = det(a’(v), a(u) — a(v)) =0 e alu) — a(v) # (0,0). (2.2)

De (2.2) temos que o/(u) e o (v) sdo ambos multiplos de a(u) — a(v). Se o (u) e &/ (v)
sdo ndo nulos, como a(u) — a(v) é ndo nulo, pois (u, v) ndo é ponto duplo de «, temos
que existem a,b € R* satisfazendo o/(u) = a(a(u) — a(v)) e o/(v) = bla(u) — a(v)).
Logo, as equacgdes das retas tangentes a « em u e em v sdo dadas, respectivamente,
por: 7o) (t) = a(u) + ta/(u) = a(u) + ta(a(u) — a(v)) e Taw)(A) = a(v) + Ad/(v) =
a(v) + Mb(a(u) — a(v)), com t, A € R. Assim,

Ta@)(t) = a(u) +ta(a(u) = a(v))

4 (o) + ta(a(u) - a(v))
a(v) +a(u) = av) + ta(a(u) — a(v))
= a(v) + (1 +ta)(a(u) — a(v)),

alv
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ou seja, as retas tangentes a @ em u e em v sdo coincidentes. Portanto, (u,v) é uma
bitangéncia.
Observe que, fixado u € I, o caso o/ (u) = (0,y'(u)) e a(u) — a(v) = (0,y(u) — y(v)),

com y'(u) # 0 e y(u) — y(v) # 0 estd contemplado nesse caso, pois

/() = - (0. (w) — y(v))

Analogamente, se o/ (u) = (2'(u),0) e a(u) — a(v) = (x(u) — 2(v),0), com o/ (u) # 0 e
x(u) —x(v) # 0.
Suponha agora u = v. Vamos provar que F,(u, u) estd bem definida.

Denotemos as coordenadas do campo F,,(u,v) por:

det(a’(u), au) — a(v)) det(a’(v), a(u) — a(v))

filu,v) = (u—0)? e fa(u,v) = (4 —0)?
Veja que
fio,u) = SBoot) _ deos)(e)-ot))
el ota o) — _py, ),
Assim,
fo(u,v) = = fi(v,u). (2.3)

Fazendo a expansdo de o em série de Taylor em torno de u, temos

"(u)(v—u)? = (u)(v—u
o(v) — alu) = o/ (w) (v — ) + L 'y "
n=3
alv)—alu o o (u a(n) w)(v—u n—2 .
LOgO/ ((v)fu)(2 = v—u + ( : + Zn 3 %') -Ou s€ja,
> (n) _ -2
alu-a() _ _ o (v “)
n=3

Agora, denotando a(u) = (z1(u), z2(u)) e Yo, CARIO) CuD i (S51,52), em que

n!

Y

o (n) n—2 oo (n) n—2
PO o W CICEID G o 0 [T

n!
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obtemos de (2.5) que:

filu,v) = det (a/(u),%)

_ 7 (u) w(u)
L ) g me) ) g
) | A g, 4 A5 | s{ene) | g

— detlelaZ) — det (o (u), (1, S2))
det(a/ (u),a’ (u o™ (W) (v—u)n—2
_ det(a/(w.a"(w) _ oy (a’(U),ZZig () )

n!

_ _det(a’(uz),a”(u)) - (U o U) det (O/(U), ZZO:S a(m(u)(v—u)n_s) )

Portanto, existe f(u,v) satisfazendo

fl(ua U) = _det (O/(UQ)’ a”(U)) B (U - u)f(ua U), (26)

e de (2.3), segue que
Fo(u,u) = %(—det(o/(u), o’ (u)), det(a/(u), o (u))). (2.7)

Veja que, se F,,(u,u) = 0 entdo det(c/(u), a”(u)) = 0. Nesse caso, se o/ (u) # 0 entdo
ko(u) = 0 e u é ponto de inflexdao de a. E se o/(u) = 0 obtemos « uma ctspide de a.

Reciprocamente, se u € I é uma inflexdo de o, entdo k,(u) = 0 e F,(u,u) = (0,0). E
quando u € [ é cuspide de a vale que o/(u) = 0 implicando em det(o/(u), ' (u)) = 0,

ou seja, Fy,(u,u) = (0,0). ]
Exemplo 2.3.2. Seja a(u) = (u?, u® + bu) comu € R e b € R. Vamos provar que:
Seb > 0, entdou = i\/g sdo inflexdes de c.

Seb =0, entdo u = 0 é uma ciispide de c.

Seb < 0, entiio (v/—b, —v/—b) é ponto duplo de c.
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Para determinarmos o campo vetorial Fy,, observe que:

2u 3u® +b
det (o/(u), a(u) — a(v)) = *

u? —v? u* — v+ b(u —v)

= 2ufu®—v®+0b(u—v)]— (v —v*)(3u®+b)
= (u—v)[2u® + 2uv + 2uv? + 2ub — 3u® — ub — 3uv — vb)

)
= (u—v)[—u®—v*v + 2uv? + (u — v)b
= (u—)[(u—v)(—u?—=2uv) + (u—v)b
= (u—v)*(—u?®—2uv +0).

Logo, o campo vetorial F,, é dado por:

= (—u® — 2uv + b, v* + 2uv — b).

Nesse caso, F,(u,v) = (0,0) se, e somente se,

—u? —2uv+b = 0

(2.8)
vP+2uw—b = 0.
O que ocorre se, e somente se, v> — u? = 0, 0 que nos di v = +u.
Primeiro vamos estudar o caso b > 0.
Se v = —u temos, pela sequnda equagdo do sistema (2.8), que u*> = —b, que nio admite

solugdo se b > 0. E o caso b = 0 ocorre no caso v = u = 0. Entdo, v = u e as singularidades

de F, sio: (u,v) = <\/;\[> = (—\/g,—\/@. Assim,u:\/geu:— 2

correspondem a pontos de ciispide ou mﬂexées de a.
Veja que o/ (u) = (2u,3u® + b) = (0,0) se, e somente se, u = 0eb = 0. Seb > 0

b % ndo so ciispides. Portanto, sio inflexdes. Tais inflexdes sio ordindrias,

pois o <\/g> = (0, 6) ndo é multiplo de o/ (\/§> = <2\/§, 2b> ea"” (— g) = (0,6) ndo
b

3

é miltiplo de o < ) = (—2\/2, 26). Eseb = 0, entdo u = 0 é uma ciispide de o do

u = eu = —

primeiro tipo. Logo, a ndo possui pontos duplos nem bitangéncias.
Agora, considere b < 0.

Se v = wu, pela primeira equagio do sistema (2.8), obtemos —3u® = —b, o que é um ab-
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surdo. Entdo, v = —u e as singularidades de F,, sio: (u,v) = (v/—=b,—v/=b) e (u,v) =
(=V=b,V~=b).

Note que a(V/=b) = (=b, (=b)2 + b(=b)?) = (=b,(=b)> — (=b)(=b)?) = (~b,0) =
a(—+/=b), ou seja, (/—b, —/—b) é um ponto duplo de o E ainda o/ (v/—b) = (2v/—b, —2b)
nio é paralelo a o/ (—/—b) = (—2v/—b, —2b), isto é, (v/—b, —/—b) é ponto duplo transversal
de a.

Nesse caso, o ndo possui ciispides, inflexoes nem bitangéncias.

Portanto, « satisfaz as condigdes da Definigio 2.2.1 e assim a € G(R, R?).

Observacgdo 2.3.3. No Exemplo 2.1.13, apresentamos uma curva o que, aparentemente, pelo

traco, parecia ter uma bitangéncia no eixo Ox. Entdo, tentamos encontrar os zeros da fungﬁo

145

f(u) = —u® + 2u* + u* — 2u® — u, donde obtivemos u = 0 e u = 5

1+v5 1-v56
2 0 2

. Em seguida, por
inspegdo, verificamos que o par ( > era, de fato, uma bitangéncia. Naquele momento,
ndo tinhamos conhecimentos do campo associado a « para nos ajudar a encontrar pontos como

esse.

Em geral, dada uma curva plana qualquer, o cdlculo do campo F ndo é trivial, muito menos
suas singularidades. Os cdlculos sdo drduos, inclusive sendo a solugdo de um sistema polino-
mial, com duas equagdes e duas varidveis, como é o nosso caso. E vai se tornando algo cada vez

mais complexo, quando o grau do polindmio aumenta.

Com o intuito de nos auxiliar, nos célculos do campo F' e de suas singularidades,
o Professor Dr. Marcelo Escudeiro Hernandes, da UEM, implementou uma rotina no
Maple, em que dada uma curva «, de coordenadas polinomiais, a rotina determina
o campo polinomial F' e nos retorna os pares (u,v) que satisfazem F(u,v) = (0,0).
Na verdade, o programa calcula uma base de Grobner, com respeito a uma ordem
monomial de eliminagdo, que nada mais é do que um outro conjunto de geradores
para o ideal (fi(u,v), fa(u,v)), em que F'(u,v) = (fi(u,v), fo(u,v)). Com este conjunto
especial de geradores, é possivel determinar as solu¢des de f;(u, v) = fa(u,v) = 0. Para

mais detalhes, veja [23].

Vamos ilustrar sua aplicacdo em alguns exemplos ao longo do trabalho, comecando

com o exemplo a seguir.

Exemplo 2.3.4. No Exemplo 2.1.13, tinhamos a curva a(u) = (u, —u® 4 2u* 4+ u?® — 2u? —w).

Nagquele momento, consideramos u € (—1, 2) porque queriamos verificar que o par (%, %)
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era uma bitangéncia de o de lados opostos. E os cdlculos foram feitos manualmente. Agora, que-

remos calcular o campo vetorial associado a .

O Maple toma como dominio para a curva dada, um intervalo padrdo. Nesse caso,

Fo(u,v) = (4u® + 3u*v + 2uv? + v* — 6u? — duv — 20% — 2u — v + 2,
—u® — 2u?v — 3uv? — 40 4 2u® + duv + 6v* + u + 20 — 2).

E as singularidades de F, sio: ( —%2, 72), (§7 —@), (7*1‘65, ”1\({%), (”1\({875, 7*1‘({875),
<1+\/5 17\/5> e (17\/5 1+\/5>
2 2 2 2 :

Niio sabemos se essas sdo as inicas singularidades, uma vez que ndo temos o comportamento
global desta curva. Mas, considerando o : (—10,10) — R? estas sdo as tinicas singularidades
reais de F,. Além disso, o programa apresenta singularidades complexas. Veja na Figura 2.9
o trago de o = (—10,10) — R2, em que A = « <1+2\/5>, B =« (1_T\/g)/ C =« (—?) e
D=« (ﬂ>

2

u

Figura 2.9: a definida no intervalo (—10, 10)

2.4 Indice Topolégico associado as singularidades de F,

Iniciamos esta se¢do apresentando a matriz jacobiana de F,,, com o € G(/, R?), nos
casos em que u # v e u = v, a fim de calcularmos o indice topolégico do campo F,,
visto na Defini¢do 1.3.11. O intuito aqui é escrever tal indice em termos dos ntiimeros

de pontos duplos, bitangéncias, inflexdes e ctspides de .
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Lema 2.4.1. Sejam a(u,v) = (a(u,v),b(u,v)) e f(u,v) = (c(u,v),d(u,v)) aplicagdes dife-

rencidveis. Considerando g(u,v) = det(a(u,v), 5(u,v)), temos que

9g(u, v) = det <gz,ﬁ(u,v)> + det <a(u, v), gg) e

89(81:; v) = det (gi,ﬁ@,@) + det (a(u,v), gf) )

Demonstragdo. Temos que g(u,v) = a(u,v)d(u,v) — b(u,v)c(u,v), entdo

dg(u,v)  da(u,v)

_ A, v) + a(u,v)ad(u’ v)  0Ob(u,v)

c(u,v) — b(u,v) Oc(u, v)'

u u u u du
Mas,
. (“,5( w)) :aag;,v)d( | )_(%(81212) (wv) e
det <a(u,v),g§) = a(u, )8‘15;2”) —( ,v>acgig“)
Portanto,
agg;’ V) _ det <gi,ﬁ(u, v)) + det <a(u,v), gi) .
Analogamente, 220 — det (92, B(u,v)) + det (a(u,v), 22). =

Sabemos que para u # v e u = v temos F,, definido, respectivamente, por :

_(det(/(u), a(u) — a(v)) detd/(v), a(u) — alv))
R e () |

~( det(a(u),a"(u)) det(a’(u),a”(u))
Fo(u,u) = <— 5 , 5 ) :

Proposicdo 2.4.2. Dado o campo F,, como definido acima, temos que

det(a” (u),a(u)—a(v))  2det(a’(u),a(u)—a(v)) det(a/ (v),a’ (u)) + 2 det(a’ (u),a(u)—a(v))
JE — (w-v)? (w0)? (w02 (w—0)?
@ det(a’ (v),’(u))  2det(a’(v),a(u)—c(v)) det (e’ (v),a(u)—a(v)) + 2det(a’ (v),a(u)—a(v))
(u—v)? (u—v)? (u—v)? (u—v)?
e
_ det(e/(w),a(w)) _ det(a(u),a™(u))
JE,(u,u) = 3 6

det(a/ (u),a’”’ (u)) det(a/ (u),a’”’ (u))
6 3
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Demonstragdo. Suponha u # v. Denotemos as coordenadas do campo F,,(u, v) por:

£ 0) = det(o/(u), a(u) — a(v)) e folu,v) =

(u—v)?

det(a/(v), a(u) — OZ(U)).

(u—v)?

Do Lema 2.4.1, temos que

0
/ 13(27 o) _ - e _2U)3 det o' (u), a(u) = a(v)) + 55 det (o (u),alu) ~ a(v)) e
aflég’w = @ _21])3 det (o (u), a(u) — a(v)) + (u—1v)2 det (o' (v),a/(u)) .
De maneira anéloga, calculamos or, 26(;"”) e . 2;3’”).

Agora, suponha u = v. Vimos na demonstra¢do da Proposic¢do 2.3.1, expressdo (2.6)

que
i) = ST () ),
em que flu,v) = det (o/(u), >, M) :
Pelo Lema 2.4.1,
0fi(u,v)  det(d/(u),0”(u) | + af (u,v)

= + f(u,v) — (v —u)

ou 2 ou

Fazendo u = v, obtemos

D) _det(o(w). ") | (0" | det(e/(w).o"(w)
ou 2 3! 3
E Lla(g’“) — —f(u, v) — (v —u) 8%‘;’”), o qual para u = v, temos
O f1(u,u) B _det(o/(u),a”’(u))
v 6 ’
Como f5(u,v) = —f1(v, u), segue o resultado.

Proposig¢do 2.4.3. Considere o € G(I,R?) e p = (ug, vo) um ponto de a. Entio,
1. Indpy(F,,p) = —1, se p é um ponto duplo de o;

2. Indpy(F,,p) = —1, se p é uma bitangéncia de lados opostos de o;
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3. Indpy(Fy,p) =1, se p é uma bitangéncia de mesmo lado de o;
4. Indpy(F,,p) = —1, se p = (uo, up), com ug uma inflexdo de .

Demonstracdo. Nesta demonstragdo utilizamos a Proposigao 1.2.23.

1. Se p = (up,v) € um ponto duplo de «, temos 1y # vy € a(ug) — a(v) = 0. Entdo,

0 det(a/(v0) .0’ (uo))
JFu(p) = e
¢ det (o (v0) .’ (uo)) 0
(up—w0)2
Assim, det(JF,(p)) = — [det(oz'qis(:);i:;£“°))]2 . Esse determinante se anula se, e somente

se, &/ (ug) é paralelo a o/(vy), ou seja, somente nos pontos duplos nao transversais
da curva. Mas, a € G(I,R?) possui apenas pontos duplos transversais, entdo

det(JF,(p)) < 0 e Indpy(Fa,p) = —1.

2. Suponha p = (uo, v9) uma bitangéncia de lados opostos. Entdo, o/ (ug) e &' (vy) sdo

paralelos e ambos paralelos a «(ug) — «(vy), donde obtemos

det(a (uo),a(ug) —ar(vp)) 0
JF.(p) = (ol
o det (o’ (vo),c(uo)—ox(vo))
0 (uo—w0)?

det(JF,(p)) = det(a”(uo), a(uo) — a((ZZ))_dfot)(ff"(vo), a(ug) — a(vo)).

Visto que a(ugy) — a(vg) = ad’(ug) = ba/(vg) com a,b € R* podemos reescrever o

determinante da matriz acima da seguinte maneira:

abl|a (uo)[* [l (vo)[|*ka (u0) ko (vo)
(uo — vo)* '

det(JF,(p)) =

(2.9)

Pelo fato de « possuir apenas bitangéncias regulares, segue que v, e vy ndo sao

inflexdes, ou seja, k, (uo)kq(vo) # 0. E como ug, v9 ndo sdo pontos singulares de «,

segue que ||/ (ug)]|*||a’(vo)||* # 0. Assim, pela Observagao 2.1.14, o determinante

obtido em (2.9) é menor que zero e Indpy (Fy,p) = —1.
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3. Considere p = (uo,v9) uma bitangéncia de mesmo lado. O célculo da matriz
J(F,(p)), neste caso, se reduz ao que fizemos no item anterior. Novamente, pela
Observacdo 2.1.14, o determinante obtido em (2.9) é sempre maior que zero, por-

tanto Indpy (F,,p) = 1.

4. Seja p = (ug, up), com uy um ponto de inflexdo de o, ou seja, det(o(ug), &"(ug)) =

0. Nesse caso,

_det(a’(uo),a’”(uo)) _det(a’(uo),a”’(uo))
JF,(ug, ug) = 3 6 ,
(o, o) det(o (up),a’ (ug))  det(a (uo),a” (ug))
6 3
ou seja, det(JF,(p)) = — [det(a,("‘)l)éo‘m(“ow. O valor desse determinante é sempre

negativo, pois as inflexdes de a sdo ordindrias (det(o/(uo), " (ug)) # 0). Portanto,

Inde(Fa,p) =—1.

Proposi¢do 2.4.4. Considere o € G(I,R?) e p = (u,u), com u € I. Entdo
1. Indpy(F,,p) = —2, se u é uma ciispide do primeiro tipo.
2. Indpy(F,,p) = —1, se u é uma cispide do segundo tipo.

Para calcularmos o Indice de Poincaré-Hopf de F,, em p = (u, u), cujo ponto u € I
corresponde a ctspide, ndo podemos utilizar a Proposi¢do 1.2.23, pois a matriz JF,(p)

nao é inversivel. Uma prova desta proposicdo serd apresentada na préxima secao.

Dada uma curva plana « : I — R? denotamos por:
d o namero de pontos duplos de «,

ts o nimero de bitangéncias de mesmo lado de ¢,
t, o nimero de bitangéncias de lados opostos de «,
1 o numero de inflexdes de «,

c; o namero de ctispides do primeiro tipo de a e

¢, o nimero de caspides do segundo tipo de a.

Proposi¢do 2.4.5. Seju o € G(I,R?). O indice topoldgico de F, é dado por

ind(Fa) = —2d — 2t0 + 2t5 — 11— 201 — Co. (210)
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Demonstragdo. Pelo fato de

Fo(o,u) = (_det(a’(v),a(u) —a(v)) det(a/(u),au) - a(v))> |

(u—v)? ’ (u —v)?

temos F,,(u,v) = (0,0) se, e somente se, F,,(v,u) = (0,0). Ou seja, o possui um total de
2d+-2ts+2t,+i+c, +c singularidades isoladas. Consequentemente, pelas Proposigdes

2.4.3 e 2.4.4 e pela Defini¢do 1.3.11 concluimos que

ind(Fa) = —2d — 2t0 + 2t5 —1— 201 — Co.

Exemplo 2.4.6. Considere a(u) = (u*,u® — u) comu € (—2,2).

3

Figura 2.10: a(u) = (u*,u® — u)

Vimos no Exemplo 2.3.2, que o campo vetorial associado a « é dado por:
Fo(u,v) = (—u? = 2uv — 1,v* 4 2uv + 1),

e que F,(u,v) = (0,0) nos pontos (u,v) = (1,—1) e (u,v) = (—1,1). Um esbogo de F,, pode
ser visto no Exemplo 1.3.15. Além disso, (1, —1) é ponto duplo transversal desta curva, e mais,
a ndo possui bitangéncias, inflexdes nem ciispides. Logo, d = lec; =c; =i =1t, = t, = 0.

Portanto, pela Proposicio 2.4.5, obtemos

ind(Fa) = —2d — 2t0 + 2t5 — 7 — 201 — Cy = —2.
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Exemplo 2.4.7. Seja a(u) = (u,u® 4+ 2u*) com u € R.

Na imagem de «, Figura 2.11, temos A = « (—% — %’), B=a«a (—é + ?), C=a0)e
p=a(-3)
Figura 2.11: a(u) = (u,u® + 2u?)
Note que

1 3u? + 8u?
det (o (u), a(u) — a(v)) =
u—v ut—vd+2(ut —ov?)
= =03+ 2(ut — o) — (3u® + 8u?)(u — v)
u—v)(u? + uv + v? + 2u® + 2u?v + 2uv? + 20 — 3u? — 8u?)
)(—2u? + uv + v? — 6u® + 203 + 2u?v + 2uv?)
)((—u = 2u?)(u = v) = (14 2u)(v? — v*) = 2(u® — %))

= (u—v)*(—2u—v— 6u? — 20v* — 4uv).

(
:(u
(

— v
u—"v
Logo, o campo vetorial associado a « é dado por:

Fo(u,v) = (—2u — v — 6u® — 20% — 4uw, 20 + u + 6v% + 2u* + 4uv).

Veja que F,(u,v) = (0,0) se, e somente se,

—2u—v—6u?—20>—4duv = 0

20 4+ u + 6v% + 2u? +duv = 0.

Somando as duas equagdes obtemos (u — v)(4u + 4v + 1) = 0, que ocorre se, e somente se,

u=vouu=—v-—g.

Substituindo u = v na primeira equagdo do sistema, concluimos que —3v(4v + 1) = 0, ou
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seja, v =0ouv = —1. Agora, seu = —v — 3, temos —4v* — v + 2 =0, logo v = _“g‘\/g.

Entdo, as tinicas singularidades de F,(u,v) sdo: (ug,vo) = (0,0), (u1,v1) = (_i, _i),
(ug, v2) = (—é o %) e (vg,ug) = (—% +4 L1 ?3)

5
Repare que o/ (u) = (1, 3u*+8u?), o’ (u) = (0, 6u+ 24u?) e " (u) = (0,6 +48u). Assim,

det(a/(u),a” (u)) = 6u + 24u? e det(a’(u), " (u)) = 6 + 48u.

Note que o é regular e det(o/(u), o (u)) = 0 se, e somente se, u = 0 ou v = —1%, entdo
up = 0 euy = —7 sdo inflexdes a.. Além disso, det(o/(u), o (u)) = 0 se, e somente se, u = —z,
logo ug = 0 e uy = —1 sdo inflexdes ordindrias de c.

Considere o par (uz, vs) = (—é - g, -5+ ?) As equacgdes das retas tangentes a o em

u = ug e u = vy sdo dadas, respectivamente, por:

Ta(uz)(A> = (715\/57 71((5(;4/32724) + A (17 6%1) e

_ —14+v3 16v/3—24 2
Ta(u) (1) = ( JEg T (64)2 )+t(1?@)v

com A\t € Red (us) = o/ (v2) = (1, &).

Dessa forma, concluimos que as retas rq(u,) € Ta(v,) 540 paralelas. Substituindo t = %‘/5
—16/3—24

obtemos que o ponto (flg\/g, e ) é comum as duas retas, logo elas sdo coincidentes

e (uq,v2) corresponde a uma bitangéncia de «. Essa bitangéncia é regular, pois uy e vy nio
sdo inflexdes de . Além disso, é possivel verificar que o/ (uz) = o'(v2) = (0,2), logo
ko (u2)ka(ve) > 0 e, pela Observagio 2.1.14, (ug, ve) é uma bitangéncia de mesmo lado.

Assim, i =2,t, =1,t, = c; = co = 0 e pela Proposigio 2.4.5 segue que:
ind(F,) = —2d — 2t, + 2ty —i—2c; —co = —2+2=0.

Na proxima secdo, estudamos uma classe de curvas monomiais, bem como algu-

mas propriedades do campo de vetores associado a elas.

2.5 Curvas Monomiais e Indices Topolégicos

Nesta sec¢do, consideramos curvas cujos dominios sdo abertos I C R, contendo a ori-
gem, da forma B(u) = (apu®, b,u™) com 0 < k < m, ayb,, # 0 e calculamos o indice

topoldgico de Fj3 levando em consideragdo a paridade de k e m.
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Considere 3(u) = (axu®, b, u™) como descrita acima. Note que

1 m—1

mb,u

ap(uf —vk) b, (u™ — ™)

kajuF~

det(B'(u), B(u) — B(v)) =

= kapbyu" (U™ — v™) — magbyu™ ! (ub — o)
= apby, (kuFtmt — kubmtom — maktmel 4omam k)

= apbm ((k — m)u" ™1 + mum ok — kuF~1o™) |

Entdo, se considerarmos Fj(u,v) = (fi(u,v), f2(u,v)), temos:

b,
filu,v) = (%)2((16 —m)uT T ™ R — k™).
u—uv
Como f>(u,v) = — fi(v,u) concluimos que:

b
ak)Q((k—m)uk+m_1+mum_1vk—kuk_lvm, (m—k) " ™ ™).

(2.11)

(u—w
Observe que para u # v temos:

filu —v)? = kapb,u* t(u™ — v™) — magbpu™ H(ub — o)
— akbm(u _ U)[k,ukfl(umfl + w2y N um—kyk—1 =+ umf(kJrl)Uk
+um7(k+2)vk‘+1 + . _|_ umf(mfl)v’rTLfQ _|_ ,Umfl)
—mu™ (P 4+ w20 a3 R
— akbm(u _ U)[(k} _ m>uk+m72 + (k’ _ m)uk+m73v R (k’ _ m)umflkal
+kukfl(umf(k+1)vk + umf(k+2)vk+1 NI umf(mfl)vm72 + vmfl)]
= apbp(u—v)[(k — m)uFtm=2 + (k — m)uFtm 3y + -+ (B — m)um Lokl

+h(um 20k 4 um TSRt kM2 L),

Considere G(u,v) = (k — m)uft™=2 4+ (kK — m)uF*™ 30 + .-+ + (kK — m)u™toF 1 e
H(’LL, ’U) — _kuk—l(um—(k-i-l),uk + um—(k+2) k1 R ym—(m=1),m=2 + Um—l).
Observe que, G(u, v) possui k parcelas com m — k unidades cada e H (u,v) contém

(m — k) parcelas, cada qual com k unidades. Logo, é possivel agruparmos os termos

deGeH.
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Assim, fi(u,v)(u —v)? é igual a:

akbm(u _ v)[_um—Q(uk o ,Uk) . uk(um—2 _ ,Um—2> _ uk—l(um—l _ ,Um—l)
_um—Z,U(uk—l o Uk_l) .. ukv(um—B _ ,Um—S) _ uk—lv(um—Q _ Um—Z)
_um72vk71(u _ U) . ukkal(umfkfl _ vmfkfl) _ ukflkal(umfk _ ,Umfk)]_

Colocando em evidéncia novamente o fator (v — v) obtemos a seguinte expressao

para fi(u,v):

b [—um 2 (W 4+ gy (u,0) — - = uF (U3 4 gs(u, ) — uF (W2 + g o (u, )
—u™ 20hg_o(u,v) — -+ - — uFvhy, g (u,v) — uF ok, 3(u, v)
—um 2kt — kR o (uyv) — uF TR R, g (u,0)],

em que hj(u,v) = u +uwto+ ...+ v egj(u,v) = h;j(u,v) — v’ sdo polindmios homo-
géneos de grau j.

Ou seja,

f1(u,v) = apbp ((k — m)u™3 —vh(u,v)). (2.12)

em que h(u,v) é um polindmio homogéneo de grau k + m — 4, o que significa que cada
fungdo coordenada do campo Fj3 é um polindmio homogéneo de grau k + m — 3.

Agora, note que:

1

mb,u™ !

kaguf~
k(k — Dagu*=2 m(m — 1)b,um2

= apbpkm(m — Dur™=3 — apb, km(k — 1)uktm=3

det(8'(u), B"(u)) =

= kmagb,(m — k)urtm=3,

Entéo, por (2.7), temos:
1
Fs(u,u) = 5(—kmakbm(m — k)urTm 3 kmagb,, (m — k)uFtmT3). (2.13)

Observe no caso k = 1 e m = 2, 0o campo Fj(u,v) = (—agby,, axb,) # (0,0), ou seja,

0 campo ndo possui singularidades.
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Observagao 2.5.1. Seja Fz como em (2.11). Quando k e m sdo pares, todos os pontos da forma

(u, —u) sdo singularidades de F, ou seja, este campo é nulo sobre a reta v = —u. De fato, se

Fs(u,v) = (fi(u,v), fa(u,v)), temos:

filu, —u) = (uf’gfz)y (k — m)uFm=t + mum =t (—u)? — kuf~1(—u)™)
— e (k- m) 4 (- Kk =0
e
folu, —u) = (uf’fiﬁ))z ((m _ k)(_u)k%mfl _ muk(_u)mq + kum(_u)kq)
= % ((k = m)uF™m=t 4 (m — k)um1) = 0.
Nesse contexto, para eliminar estes zeros de Fj, vamos considerar o campo (uii‘i)y que por

simplicidade, ainda denotamos por Fj.

Proposi¢do 2.5.2. Seja f(u) = (axu®, bp,u™), com 0 < k < m e agb,, # 0. Considerando Fy

como em (2.11) e em (2.13), temos que a origem é a tinica singularidade de Fj.

Demonstragdo. Claramente, pela expressao (2.13), temos (0,0) uma singularidade do
campo Fp.

Resta provar que (0, 0) é a tinica singularidade de F para u # v. Suponha (u, v) #
(0,0) satisfazendo F(u,v) = (0,0). Como as coordenadas de Fj; sdo polindmios homo-
géneos de grau k + m — 3, se (u,v) é um zero de Fj, entdo todos os pontos da forma
(tu, tv) também sdo zeros de Fj, pois Fj(tu, tv) = tF™ =3 Fy(u,v).

Supondo u # v temos tanto u quanto v ndo nulos, pois se um deles é zero e outro
ndo, chegamos em F,(u,v) # (0,0) uma vez que, por (2.12), as coordenadas de F3 sdo

polindmios homogéneos de grau k + m — 3. Entdo, defina z = 2.

u

Observe que fi(u,v) = 0 se, e somente se,

(= )l e — () + w3~ k)T

(u—o)? (u—v)?

o s mzf_”f;"z —k (2.14)
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E ainda f5(u,v) = 0 se, e somente se,

T T T () i ) M
(u—wv)? (u —v)?

(m—k)z™ —ma™* +k
T — 0. (2.15)

De (2.14) e (2.15) segue que Fz(u,v) = (0,0) se, e somente se Fj(1,z) = (0,0), ou

seja,

(k—m)+mak —kaz™ - 0
e (2.16)

k—maz™ F+(m—k)z™ 0

(1—z)? - :

Vamos analisar os zeros do sistema polinomial abaixo:
) = (k—m)+ma*— ka™ =

p) = (k=m) o1

pa(z) = k—ma™F+ (m—k)a™ = 0.

Como p;(z) é um polindmio com coeficientes reais ndo nulos, 0 < k£ < m e ocorre
duas mudangas de sinais na sequéncia dos coeficientes (k — m), m, —k, obtemos pela
Regra de Sinais de Descartes, que p; (x) possui no maximo duas raizes positivas conta-
das as multiplicidades. Dado que z = 1 é raiz de p;(z) e de p}(z) = kma*~t — kma™1,
entdo z = 1 é raiz de multiplicidade 2 de p;(z). O mesmo ocorre para p;(z). No en-
tanto, v = 7 = 1 corresponde ao caso u = v, mas estamos considerando u # v. Logo, o

sistema (2.17) ndo possui solugdes positivas.

Para estudar as solugdes negativas do sistema (2.17), basta analisar as solug¢des po-

sitivas do seguinte sistema de equacgdes:

(k—m)+m(—2)* — k(—2x)™ =
@) = k=m(=2)"* 5 (m—k)(-a)" = 0

]
[y
—~
8
~
Il

(2.18)

Vamos dividir nosso problema em quatro casos, levando em consideracédo a pari-

dade de k e m.

1. (k,m) = (impar, par)

Veja que ¢i(z) = (k — m) — ma® — ka™ possui todos os coeficientes negativos.
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Entdo, pelo Teorema 1.4.6, ¢; ndo admite raizes positivas, ou seja, ndo ha solug¢des
positivas para o sistema (2.18) e assim o sistema de equagdes (2.17) ndo possui
solucdes negativas. Portanto, o campo F3 ndo admite outra singularidade, além

de (0,0).

2. (k,m) = (par, par)

Neste caso temos:

q(z) = (k—m)+ma®—ka™ = 0
@) = k—mz™*+(m—kz™ = 0.

Note que z = 1 éraizde ¢i(x), ¢2(x), ¢} (x) e ¢5(z), donde segue que = = 1 é raiz de
multiplicidade 2 de ¢; e ¢;. Como ocorre duas mudangas de sinais nos coeficientes
dos polindmios ¢; e ¢», segue do Teorema 1.4.6, que = 1 é a tinica raiz positiva,

de multiplicidade 2 de ¢, e g3, ou seja, v = 1 é solugdo (com multiplicidade 2) do

sistema (2.18). Consequentemente x = —1 é solugdo (com multiplicidade 2) do
sistema (2.17). Pela Observagao 2.5.1, consideramos o campo fo:;;’z) . Mas, neste

caso, os denominadores das equagdes do sistema (2.16), contém os fatores (1—z)?

e (1 + x)% Logo, esse sistema ndo admite solucdes.

3. (k,m) = (par, impar)
Veja que

¢ (x) (k —m) + ma* + ka™ = 0

@) = k+ma™F —(m—k)a™ = 0.

Analisando a mudanga de sinais dos coeficientes de ¢;(z) e ¢:(z), segue do Te-
orema 1.4.6, que possuem no maximo uma raiz positiva. Observe que ¢;(0) =
k—m < 0eq(l) =2k > 0. Como ¢(x) é uma funcdo polinomial, portanto con-
tinua em [0, 1], temos pelo Teorema do Valor Intermedidrio, que existe z, € (0, 1)
tal que ¢1(xp) = 0. Ou seja, ¢;(x) possui apenas uma raiz positiva e essa pertence

ao intervalo (0, 1).

No entanto, se existe raiz para ¢»(x) esta ndo pode ser z,. De fato, ¢2(0) =k > 0e

!/

dhl) = mlm—k)em

m(m—k)z™ ' = (—=m(m—k)z"+m(m—k))z™ " > 0,
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pois 2™+ 1 > 0e —m(m—k)z*+m(m—k) = m(m—k)(1—2*) > O parax € (0,1).
Assim, no intervalo (0,1) a fun¢ao polinomial ¢}(z) é positiva, portanto ¢.(x) é
crescente, donde concluimos que ¢2(z) # 0, para todo = € (0, 1) e o sistema (2.16)

nao possui solugdo nao trivial.

4. (k,m) = (impar, impar)

Pelo Teorema 1.4.6, os polindmios

a(z) = (k—m)—ma*+ ka™
@(r) = k—maz™ " —(m—k)z™

possuem no maximo uma raiz positiva.

Visto que ¢» é uma funcdo continua em [0, 1], tal que ¢2(0) = k£ > 0 e go(1) =
2(k —m) < 0, a tnica raiz positiva de ¢, pertence ao intervalo (0,1). Porém,
q1(0) = k —m < 0 e para todo z € (0,1) temos ¢;(z) = kma™ ! — kma*~1 =
kmaxk=1(zm=* — 1) < 0. Dessa forma, ¢;(z) € uma fun¢do decrescente no intervalo

(0,1) e assim ¢ () # 0 para todo = € (0, 1).

Logo, ndo existem solugdes positivas para (2.18), nem solugdes negativas para

(2.17), consequentemente o sistema (2.16) ndo admite solugdes ndo triviais.

Portanto, (0,0) é a tinica singularidade de Fj.
]

A seguir definimos duas aplicagdes as quais denotamos por hy, hy : R? — R?. Estas
aplicagdes correspondem a reflexdo em torno da reta v = v e em torno da reta v = —u,

respectivamente dadas por:

hl : R? — R?
(2.19)
(u,v) — (v,u),

hQ : R? — R?
(2.20)
(u,v) = (—v,—u).
Por meio das simetrias de h, e hy, é possivel obtermos uma configura¢do do campo

de vetores Fj3 em uma vizinhanca de sua singularidade. Para este propdsito provamos

algumas propriedades envolvendo Fs, iy e hy como segue:
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Lema 2.5.3. Sejam Fg, hy, hy : R? — R? como em (2.11), (2.19) e (2.20), respectivamente.
1. hy(Fs(u,v)) = —Fpg(hi(u,v)).
2. Se k e m tém paridades opostas, entdo ho(Fp(u,v)) = Fz(ha(u,v)).
3. Se k e m tém a mesma paridade, entdo ho(Fs(u,v)) = —EFg(hs(u,v)).
Demonstragdo. Sabemos de (2.11) que Fy(u,v) = (f1(u,v), fa(u,v)) com

Wu,v) = @b kE—m)u*T™ 4o R — ko™
u—v

e fa(u,v) = —fi(v,u).

1. Veja que hy(Fs(u,v)) = hi(fi(u,v), fa(u,v)) = (f2(u,v), fi(u,v)). Por outro lado,

Fﬁ(hl(uvv)) = FB(UﬂU) = (fl(vau)>f2(vﬂu)) = (_f2(u7v)v _fl(uv U))

Logo, hi(Fs(u,v)) = —Fg(hi(u,v)).
2. Observe que
Fy(ha(u,v)) = Fy(~v, —u) = Fs(ha(~u, ~v)) = —hy (Fs(~u, ~0))

= _hl (fl(_u7 _U)a f2(_u7 _U)> = (_fQ(_u7 _U)a _fl(_u7 —1))).

Se k e m tém paridades opostas, entdo k + m — 1 é par e obtemos:

(v—u)?

fo(—u,—v) = akbm((mkafv)’“*m*lfm<fu>’“<fv>"kl+k(fu>"1(—v>k*1)

- (7TL7]€)Uk+m717mukvm71+kum1)k71 o
= agbn, ( 2 - f2(uv U)‘

(u—v)
e
—m)(—u k4+m—1 m(—u m—1 —v k_ —u k—1 —_p)™m
fl(_uy _'U) = akbm ((k ) + ((v)fu)Q( S =k(zw) (=v) )
—-m uk+7n—1 mu'ln—l,uk'_ uk—l,v'ln
= apb, ((k ) j(Lufv)2 k ) = fi1(u,v).
Portanto,

Fy(ha(u,v)) = (= faol=u, =v), = fi(=u, =v)) = (= fo(u, v), = fi(u,v)) = ha(Fp(u, v)).

3. Como acima, —Fp(h(u,v) = (fa(—u, —v), fi(—u, —v)).
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Se k e m tém a mesma paridade, entdo k£ + m — 1 é impar e

m—k)(—v k+m717m —u k —v m—1 k(—u)™(—v k—1
fol=u,—v) = apbm (( )(=v) ( (v)_£)2> k(=)™ (~v) )
—(m— ,Uk+m71 mukvm717 umvk—l
= agby, ( (m—k) (Z_U)Q K ) = —fo(u,v).
e
—m)(—u k4+m—1 m(—u m—1 —v k_ —u k—1 —_v)™
fil=,=v) = ayby, (GG G )
—(k—m uk+m—1_mum—lvk uk—l,Um
— akbm ( (k ) (u_v)Q +k ) — _fl (U, U).
Ou seja,

_Fﬂ(hQ(uvv)) = (fg(—u, _U>7f1(_u7 —1))) = (—fQ(UJJ), —f1(U, U)) = hQ(Fﬂ(uav))'

]

No que segue, estudamos o comportamento do campo vetorial F; no plano, com
intuito de calcularmos o indice topolégico de F3. Como esse campo possui apenas
o ponto (0,0) como singularidade, o indice topolégico coincide com Ind py (£}, (0,0)).
Em [10], os autores calculam o indice topolégico utilizando a férmula de Bendixson

que depende da quantidade de setores elipticos (e) e hiperbdlicos (h) do campo, isto é,

—h
Indps (Fs,(0,0)) = 1+ & —

Nesta dissertagdo, utilizamos a mesma ideia da prova apresentada pelos autores
em [10], todavia vamos utilizar a defini¢do geométrica do Indice de Poincaré-Hopf
para campos de vetores continuos em R?, ou seja, a Defini¢do 1.3.10 que depende do

comportamento do campo apenas em uma vizinhanga de sua singularidade.

Observagao 2.5.4. Do Lema 2.5.3, concluimos que é suficiente estudarmos o campo Fp nas
seguintes regioes do plano: A = {(u,v) € R%; 0 <u <v}eB = {(u,v) € R} 0 < —u < v}

De fato, como todos os vetores do semiplano u < v sdo levados por hy no semiplano v > v,
pelo Lema 2.5.3 (item (1)) basta conhecer Fg(u,v) para v < v. Agora analisemos os vetores
do semiplano u < v, que é dividido pelas retas v = u e v = —u em quatro setores: A, B,
ho(A) = {(u,v) € R% u < v < 0}ehy(B) = {(u,v) € R% 0 < v < —u}. Isto justifica o fato
de que basta analisarmos Fy nas regides A e B do plano, pois pelo Lema 2.5.3 (itens (2) e (3))

conhecemos Fz em hyo(A) e ho(B), dependendo da paridade de k e m.
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v>—u

u<w u>v

v< —u

Figura 2.12: Representagdo das regides A e B3, no plano

Observacdo 2.5.5. Para estudarmos os sinais das funcdes coordenadas do campo vetorial
Fs(u,v) = (fi(u,v), fo(u,v)) na regido B, basta sabermos os sinais destas fungdes na re-
gido Dy = {(u,1); (u,1) € B} = {(u,1); 0 < —u < 1}. De fato, para todo vy > 0 considere
Dy, = {(u,v0); 0 < —u < vp}. E claro que B = U,~¢D,.

Vamos supor ayb,, > 0. O caso a;b,, < 0 é andlogo. Sejam

gl(u,v) — (/{} _ m)ukerfl + mumfl,uk _ kukflvm e

g(u,v) = (m—k)o*mt —muFom=t 4+ kymokt
Veja que para vy > 0 fixado,

gi(u,vg) = (k—m)uFrm=t 4+ mumlof — kukb—tom
= ot (= m) () () = R () )

— ,Ungmfl((k, . m)yk+m—1 + mym—l _ kyk—l)

= " aly, 1)
em que y = .
Como (u,vy) € B temos que 0 < —y < 1 evs™™ ' > 0, donde obtemos que (y,1) € D; e
g1(u,v9) € g1(y, 1) possuem o mesmo sinal.
Analogamente gy(u,vo) = va™ ' ga(y, 1) com y = = implicando que g>(u,vo) € g2(y. 1)

tém mesmo sinal.
Dos cdlculos acima, e do fato de fi(u,v)(u — v)* = agbpgi(u,v) e fo(u,v)(u — v)* =

aibmg2(u,v), com agb,, > 0 é possivel concluir os sinais das fungoes coordenadas de Fjp, sa-
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bendo os sinais delas na regido D;.
Quando k e m sdo niimeros pares, temos fi(u,v)(u — v)*(u + v)? = arbmgi(u,v) e

fo(u,v)(uw — v)*(u+ v)? = arbmga(u, v), portanto a conclusio é a mesma.

No préximo resultado, calculamos o indice topolégico de Fj;. Pela Proposicdo 2.5.2,
(0,0) € R? é um zero isolado de Fj, entdo ind(Fj) coincide com o Indpy(Fj, (0,0)).
E na demonstracdo desse resultado, utilizamos a defini¢do de cardter geométrico do

Indice de Poincaré-Hopf que foi apresentada na Segio 1 do Capitulo 1.

Teorema 2.5.6. Seja B(u) = (apu®, b,u™), com 0 < k < m e apb,, # 0. Entdo, o indice

topoldgico de Fj é:

(i) ind(Fp) = —1, se k e m tém a mesma paridade.
(ii) ind(Fg) = —2, se k é par e m é impar.
(iii) ind(Fp) = 0, se k é impar e m é par.

Demonstragdo. Denotemos Fj(u,v) = (fi(u,v), fo(u,v)) e analisemos primeiramente o
caso u # v. Se (u,v) € R? situa-se no primeiro quadrante, entdo u,v > 0 e de (2.12)
constatamos que se a;, e b,, possuem mesmo sinal, temos que a;b,, > 0, portanto
filu,v) < 0e fo(u,v) = —fi(v,u) > 0. Se a;, e b, possuem sinais contrdrios, temos
que axb,, < 0 e portanto fi(u,v) > 0e fo(u,v) < 0. Como a andlise nos dois casos é

analoga, vamos considerar axb,, > 0.

Se k e m tem paridades opostas, entdo do item 2 do Lema 2.5.3, o vetor que repre-
senta o campo Fj no ponto (—v, —u) (terceiro quadrante) tem origem neste ponto e é
paralelo a (—f2(u,v), — fi(u,v)), ou seja, possui primeira coordenada negativa e a se-
gunda positiva. Do item 3 do Lema 2.5.3, se k e m tém mesma paridade, o vetor que
representa Fj3 no ponto (—v, —u) é Fg(—v, —u) = (f2(u,v), fi(u,v)). Entdo representa-
mos os vetores de Fg no primeiro e terceiro quadrante considerando a paridade de k e

m como na Figura 2.13.

Considere B e D, as regides definidas na Observagdo 2.5.5. Abaixo vamos estudar
o comportamento das coordenadas do campo Fj; na regido D;, que pela observacdo
anterior, nos dd o comportamento do campo vetorial na regido B, e pelo Lema 2.5.3,

chegamos a uma configuracdo de F3 no segundo e quarto quadrante.
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Figura 2.13: k e m com paridades opostas e £ e m com mesma paridade, respectiva-
mente

e (k,m) = (impar, par)

Para (u,v) € B temos u < 0 e v > (0 e assim

<0 <0 <0

—_—— S
filu,v)(u —v)? = apbp[(k — m)uF™ ™ mu™ R — kP o™ < 0 e
fo(u,v)(u =) = apbp[(m — E)oF™ 1 —maFo™ ! ™0 1 > 0.
>0 >0 >0

Assim, concluimos que f;(u,v) < 0 e fa(u,v) > 0 na regido B. Pelo Lema 2.5.3,
temos Fi(—v, —u) = (—fa(u,v), — fi(u,v)). Mas, Fz(v,u) = (—fo(u,v), — f1(u,v))
e como Fp(ha(v,u)) = ha(Fs(hi(u,v))) = ha(=hi(Fp(u,v))) = (f1(u,v), f2(u,v)),
temos Fji(—u,—v) = (fi(u,v), fo(u,v)). Veja o esboco destes vetores na Figura

2.14.

|
8]

Figura 2.14: Segundo e quarto quadrante (k impar e m par)

Veja também que para todo v # 0 temos F3(0,v) = (0, agby,(m — k)v™=3) um
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vetor vertical, com f5(0,v) > 0ja que k +m — 3 é par. E para todo u # 0, o vetor

Fjs(u,0) = (agbm(k — m)u**™=3,0) é horizontal, com f;(u,0) < 0.

Nesse caso, temos que v d& duas voltas positivas e duas voltas negativas em
torno de S?, enquanto F; dd uma volta completa ao redor de S, no sentido anti-

horério. Logo, ind(F5) = 0.

Figura 2.15: Aplicagdo de Gauss (k impar e m par)

e (k,m) = (par, par)

Para0 < —u < 1,ou ainda, —1 < u < v, defina
pi(u) = (k —m)u™ + mu™ % —k e py(u) = ku™ — mu® 4+ (m — k).

Veja que pi(u) = ut gy (u, 1) e pa(u) = g2(u, 1), com g; e go como na Observagao
2.5.5. Temos que p;(u) = po(u) = 0 se, e somente se, g1(u,1) = go(u,1) = 0, ou

seja,
(k —m)u*™™ 1t mum ™t — kubt =0 e ku™ —muf + (m — k) = 0.

Note que como k e m sdo pares, os polindmios

g(—u,1) = —(k—m)u**™ 1 —mum 1t + kubt = —g(u,1) e

G(—u,1) =  ku™ —muf + (m —k) = go(u, 1).

Assim, g;(u,1) = go(u, 1) = 0 se, e somente se, g;(—u, 1) = go(—u,1) = 0. Como
héa duas trocas de sinais em cada uma das sequéncias m —k, —m, ke k, —m,m—k,
o Teorema 1.4.6, nos garante que os polindmios ¢;(—u, 1) e g»(—u, 1) possuem
no maximo duas raizes positivas, contando as multiplicidades. Assim p; e p,
possuem no méaximo duas raizes negativas cada. E facil verificar que x = —1 é

raiz de pi, ps, P} e py. O que implica que esta raiz é de multiplicidade 2 para p;
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e po. No entanto, —1 ¢ (—1,0) e assim tais polindmios ndo possuem zeros neste

intervalo.
Uma vez que p; e p, sdo fungdes continuas sem raizes em (—1,0), p1(0) = —k < 0
ep2(0) =m —k >0, entdo pi(u) < 0 e pa(u) > 0 para todo u € (—1,0).

E como
filw D=1 (w17 = abut 'pi(u) e

falw (= D2+ 17 = aybupalu)
temos fi(u,1) > 0e fo(u,1) > 0, para todo u € (—1,0). Portanto, da Observacgao

255, fi(u,v) > 0e fy(u,v) > 0 na regido B.

Pelo Lema 2.5.3, F3(—v, —u) = (fa(u,v), fi(u,v)), Fs(v,u) = (—f2(u,v), — fi1(u,v))

e como

Fa(ha(v,u)) = —ha(Fp(v,u)) = =ha(Fp(hi(u,v)))
= —ha(=hi(Fp(u, v))) = (= fi(u,v), = fo(u,v)),

concluimos que Fj(—u, —v) = (—fi(u, v), — fo(u, v)). Veja a figura 2.16.

Fy(u,v)
v
\\Q)Z—U /l v=UuU / *
\ /7 7 r*
N (u,v) 7
\ 7 ‘
N , A
Fy(—v,—u) N (f},{,-).fz(u. v))
y 4 ® (). filuw.v)) X
—v,—u \ 20U, v), u,v
' >
)
(= fou,v), = fi(u,v)) N Blvu) (v,u) ;
/, A 4
SN 0),~h0f o) N ¥
P \
\
/’ oy ’
—u,—v \
y . .
/i 4

Figura 2.16: Segundo e quarto quadrante (k par e m par)

Além disso, para todo v # 0, F5(0,v) = (0, agb,,(m—k)v™+*=5) é um vetor vertical,
em que f5(0,v) > 0,sev > 0e f»(0,v) < 0,sev < 0ja que m + k — 5 é impar.
E para todo u # 0, o vetor Fj(u,0) = (agby,(k — m)u™*=5 0) é horizontal, com
fi(u,0) < 0,seu>0e f1(u,0) >0,seu < 0,pois k+m —5éimparek —m é

negativo.
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Entdo, é possivel obtermos a configuracdo do campo em torno de uma circunfe-
réncia de raio ¢ > 0. Nessas condi¢des, a aplicagdo v percorre S' uma vez, no
sentido horario, enquanto F3 dd uma volta completa em torno de S, no sentido

anti-horario. Entdo, ind(Fp) = —1.

Figura 2.17: Aplicagdo de Gauss (k par e m par)

e (k,m) = (impar, impar)
Seja pi(u) = (kK — m)u™ + mu™* —k, com 0 < —u < 1. Pelo Teorema 1.4.6, a
equacdo p;(—u) = —(k — m)u™ + mu™* — k = 0 possui no méximo uma solugao
positiva, donde p;(u) possui no médximo uma raiz negativa. Como p;(—1) =
2(m — k) > 0 e p(0) = —k < 0, temos por continuidade, que este polindmio

possui uma raiz, digamos ug, em (—1,0). Veja ainda que

pi(u) =mk —m)u™ " +m(m — k)u™ " = m(m — k)u™ (1 - uF) <0,

para u € (—1,0) jd que m — k — 1 é impar. Deste modo, p;(u) é decrescente em

(—1,0). Assim, py(u) > 0, para todo u € (—1,ug) e p1(u) < 0, para todo u € (u, 0).

Portanto, fi(u,1)(u — 1)? = agb,u*'pi(u), e por consequéncia fi(u,v) muda de
sinal, conforme p;(u) muda de sinal em (—1,0). Mais precisamente, para todo
(u,v) € B, comu € (—1,up) temos fi(u,v) > 0e fo(u,v) > 0 e parau € (ug,0)

temos fi(u,v) < 0e fa(u,v) > 0.

Observe que como p;(up) = 0 temos que fi(ug, 1) = 0, logo

Fauo. 1) = — 2 (£, (uo 1), foluo, 1)) = (o,

o1y (2.21)

é um vetor vertical.

Agora, considere py(u) = ku™ — mu* + (m — k). Visto que pa(—1) = 2(m — k) > 0,
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p2(0) =m — k > 0 e para todo u € (—1,0),
ph(u) = kmu™ ' — kmu*! = kmauF (™ — 1) <0,

verificamos que p»(u) é decrescente e positiva em (—1,0).

Além disso, como fo(u,1)(u — 1)* = arb,pa(u), segue que fo(u,1) > 0 para todo
u € (—1,0),logo fa(u,v) é positiva na regido B.

Do Lema 253/ F/J)(_v7 —U) = (fQ(U, U), fl(ua ’U))/ Fﬂ(U, U’) = (_fQ(ua U)a _fl(u7 1))) €
Fa(—u,—v) = (- fi(u,v), — fo(u,v)), conforme a Figura 2.18.

Nas tabelas abaixo, apresentamos o sinal de cada coordenada de Fj, com (u,v)

no 2° e 4° quadrantes, respectivamente, com v, € (—1,0) satisfazendo p; (ug) = 0.

u € (—1,up) u € (up,0)
(u,v) € B Fzg=(>0,>0) | Fg=(<0,>0)
(—v,—u) € ho(B) | Fg=(>0,>0) | Fg=(>0,<0)

Tabela 2.1: 2° quadrante (k impar, m impar)

u € (—1,uq) u € (ugp,0)
(v,u) € hi(B) Fg=(<0,<0) | Fg=(<0,>0)
(—U, —U) Ehl(hQ(B)) F5:(< 0,<0) Fﬁ:(> 0, < 0)

Tabela 2.2: 4° quadrante (k impar, m impar)

Figura 2.18: Segundo e quarto quadrante (k impar, m fimpar com f; > Oe f; < 0,

respectivamente)

Além disso, para todo v # 0, F3(0,v) = (0, (m — k)v*"™3) é um vetor vertical

com f>(0,v) > 0,sev > 0e f»(0,v) < 0,sev < 0. Mais ainda, para todo u # 0
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o vetor Fj(u,0) = ((k — m)uf*™=3,0) é horizontal, com f;(u,0) < 0,seu > O e

fi(u,0) > 0,seu < 0.

De maneira mais geral, temos que o campo é representado como na Figura 2.19.
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Figura 2.19: (k impar, m impar)

Portanto, aplicando a Defini¢do 1.3.10, temos que v dd uma volta negativa em
torno de S?, enquanto Fj percorre S, uma vez, no sentido anti-hordrio. Logo,

ind(Fj3) = —1. Veja a Figura 2.20.

1

Figura 2.20: Aplicagdo de Gauss (k impar e m impar)

o (k,m) = (par,impar)
Temos f1(u,1)(u—1)% = kuF~H(u™ — 1) —mu™ 1 (u* — 1) > 0 para todo u € (—1,0).
Entdo fi(u,1) > 0 no intervalo (—1,0) implicando que f;(u,v) > 0 na regido B.
Analisemos o polindbmio py(u) = ku™ — muf + (m — k), para 0 < —u < 1. Pelo

Teorema 1.4.6, 0 polindmio py(—u) = —ku™ — mu* + (m — k) possui no maximo
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uma raiz positiva no intervalo (0, 1), e portanto p,(u) possui no maximo uma raiz
negativa, digamos u,. Uma tal raiz u, existe, por continuidade e pelo fato de
pa(=1) = =2k < 0 e pa(0) = m — k > 0. E ainda, py(u) = kmu™1 — kmu*~! > 0,
para todo u € (—1,0), logo p2(u) é crescente no intervalo (—1, 0) e mais: pa(u) < 0,
para todo u € (—1,0) e p2(u) > 0, para todo u € (ug, 0).

Portanto, fo(u,1)(u — 1)? = apb,po(u) satisfaz a mesma mudanca de sinal de
p2(u), donde concluimos que fi(u,v) > 0 e fo(u,v) < 0, para todo u € (—1,ug) e
fi(u,v) > 0e fa(u,v) > 0, para todo u € (uyg,0).

Dado (u,v) € B, pelo Lema 2.5.3, obtemos Fj(—v, —u) = (—fa(u,v), — fi(u,v)),
Fa(v,u) = (= fa(u,v), = fi(u, v)) e Fg(—u, —v) = (f1(u, ), fa(u, v)).

Temos entdo a seguinte configuracdo para o campo Fj, no 2° e 4° quadrantes,

respectivamente, em que v, € (—1,0) satisfaz py(up) = 0.

u € (—1,ugp) u € (up,0)
(u,v) € B Fg=(>0,<0)| Fg=(>0,>0)
(—v,—u) € ho(B) | Fg=(>0,<0) | Fg=(<0,<0)

Tabela 2.3: 2° quadrante (k par, m impar)

u € (—1,up) u € (ugp,0)
(v,u) € hi(B) Fg=(>0,<0) | Fg=(<0,<0)
(—u,—v) € hi(ha(B)) | F3=(>0,<0) | Fg=(>0,>0)

Tabela 2.4: 4° quadrante (k par, m impar)

Veja o comportamento do campo Fj no segundo e quarto quadrante de acordo

com o sinal de f, na Figura 2.21.

Observe também que para todo v # 0, F3(0,0) = (0, agb,v™*=3) é um vetor
vertical satisfazendo f>(0,v) > 0, pois m + k — 3 é par. E para todo v # 0, o vetor
Fs(u,0) = ((k — m)u™**=3,0) é horizontal, com fi(u,0) < 0ja que m + k — 3 é par e
(k—m) <0.

De modo geral, o campo F} é representado como na Figura 2.22.

Aplicando a Definigdo 1.3.10, temos que v d4 duas voltas negativas em torno de
S, enquanto Fj percorre S, uma vez, no sentido anti-horario, conforme a Figura 2.23.

Logo, ind(Fj) = —2.
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Figura 2.21: Segundo e quarto quadrante (k par e m impar nos casos fo < 0e fo > 0,

respectivamente)

Observacdo 2.5.7. Seja ((u)
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Figura 2.22: (k par, m impar)

(aru®, b, u™) nas condigdes do Teorema 2.5.6, com k impar

e m par. Pelas Proposicdes 2.4.3 e 2.4.4, se [3 pertencer a G(I,R?), entdo tanto se ug = 0

fosse uma inflexdo ou uma cispide, teriamos que Indpy (Fjp, (0,0)) seria diferente de zero. No

entanto, o Teorema 2.5.6 nos diz que este indice é zero. Vamos analisar o que ocorre neste caso.

Observe que se k # 1, entdo B'(u) = (kapu*~t, mb,u™ ') e ug = 0 é um ponto singular

de 3. Entretanto, como k é impar e m é par, vimos na Segdo 2.1, que uy = 0 ndo é uma ciispide

de primeiro nem de segundo tipo.

Mas, quando k = 1, temos ' (u) = (ax, mb,,u™ ). Nesse caso, ug = 0 é um ponto regular,
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Figura 2.23: Aplicagdo de Gauss (k par e m impar)

que corresponde a uma inflexdo de [3, pois

o) < S @A) mlm = Db
’ 1B (T Gt

Como

ak mb,u™ !

AtEE A = = 1) — 2

= m(m—1)(m — 2)agb,u™ 3,

e m € par, entdo m > 4, pois vimos que se k = 1, entdo m ndo pode ser 2, pois neste caso, o
campo Fg ndo possui singularidades. Logo, uy = 0 é uma inflexdo ndo ordindria de 3, isto é,

B¢ G(I,R?).

Exemplo 2.5.8. Seja 3(u) = (u?,u*) com u € (—2,2). Como f'(u) = (2u,4u?), temos:

2u 4u?

uz—v2 ’LL4—’U4

det(f'(u), B(u) — B(v)) =

(
(—2u* — 2udv + 2uv? + 2uv?)
= (u—v)(—2u*(u® — v?) — 2uv(u® — v?))
= (u—v)*(=2u*(u+v) — 2uv(u +v))
= —2u(u—v)*(u+v)?

Entido, pela Observagdo 2.5.1, segue que F(u,v) = (—2u, 2v).

Veja, na Figura 2.24, o trago de 3 e 0 esbogo do campo F no plano.
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Figura 2.24: Trago de 3(u) = (u? u*)/ Esbogo de Fj

Nesse caso, (0,0) é uma singularidade isolada de Fj. E como det(J(Fp)) < 0 temos, da
Proposigido 1.2.23, que Indpp (F3,(0,0)) = —

Exemplo 2.5.9. Seja 3(u) = (—u?,u?) com u € (—2,2). Como B'(u) = (—2u, 4u?), temos:

—2u 4u3

—U2 — 1)2 u4 —1)4

det(f'(u), B(u) = B(v)) =

= —2u(u* —v?) + 4u3(u? — v?)
N(—2u(u?® + v?v + wv? + v3) + 4ud(u + v))
= (u—v)2u* + 2udv — 2uv? — 2uv?)
= (u—v)(2u*(u® — v?) + 2uv(u® — v?))
= (u—v)*(2u*(u+v) + 2uv(u +v))
= 2u(u—v)*(u+v)2

= (u—v

Entdo, pela Observagio 2.5.1, seque que Fg(u,v) = (2u, —2v).
Veja, na Figura 2.25, o trago de /3 e 0 esbogo do campo Fz no plano.

Temos que (0,0) é uma singularidade isolada de Fj. Repare que nesse exemplo, ar, = —1 e
by, = 1, donde ayb,, < 0, diferente do exemplo anterior, em que a;b,, > 0. Mas, pela Proposicio
1.2.23, obtemos que Indpy (Fj, (0,0)) = —1, que coincide com o Indice de Poincaré-Hopf obtido
no Exemplo 2.5.8.

Observacdo 2.5.10. Como as ciispides do primeiro tipo sio localmente dadas por a(u) =

<;—f, 1;—‘,1) com p par e q impar, a prova do item 1 da Proposicio 2.4.4 segue do Teorema 2.5.6. E

pelo fato das ciispides do sequndo tipo serem localmente dadas por a(u) = (%’;, Z—?) compeq
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Figura 2.25: Trago de 3(u) = (—u?,u*)/ Esbogo de Fj
pares, basta aplicarmos o Teorema 2.5.6 e fica demonstrado o item 2 da Proposi¢io 2.4.4.

Esse tdltimo resultado (Teorema 2.5.6 ) € uma ferramenta importante para obtermos
uma relacdo entre a quantidade de bitangéncias, pontos duplos, inflexdes e ctispides

de algumas curvas do conjunto G(/, R?), conforme apresentamos no préximo capitulo.



CAPITULO 3

INDICE TOPOLOGICO E DEFORMACOES GENERICAS
DE CURVAS

Nesta parte de nosso estudo, consideramos (u) = (axu*, b, u™), como na Segdo 2.5 do
Capitulo 2, e definimos quando uma curva y € G(I,R?) é uma deformagao genérica de
B. Além disso, relacionamos a quantidade de pontos duplos, bitangéncias, inflexdes e

ctuspides das curvas 7, aplicando basicamente a Proposicdo 2.4.5 e o Teorema 2.5.6.

3.1 Deformacdes Genéricas

Considere 3 : I — R?, dada por (u) = (azu”,b,,u™) com I um intervalo aberto de R,

gy by, € R, agby, #0e0 < k < m (sem que k = 1 e m = 2 simultaneamente).

Definigdo 3.1.1. Uma deformagio em G(I,R?) de 3 é uma curva plana
Y(u) = (apu® + ap uF o agu by ™ A by u™ T b)),

tal que v € G(I,R?).

Recordemos o conceito de homotopia, apresentado na Defini¢do 1.2.12.

Duas curvas 3 : I — R? e : I — R? sdo ditas homotopicas, se existe uma aplicagdo

continua H : I x [0,1] — R?, satisfazendo H(u,0) = S(u) e H(u,1) = y(u), para todo
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u € I. Fixado s € [0, 1], podemos definir a curva parametrizada H, : I — R?* dada por

Hy(u) = H(u, s). Observe que Hy(u) = H(u,0) = f(u) e Hy(u) = H(u,1) = y(u).

Definigdo 3.1.2. Dizemos que v € G(I,R?) é uma deformagdo genérica de (3, se as duas

condigdes abaixo sdo satisfeitas:

1. Existe uma homotopia continua H : I x [0,1] — R? entre 3 e vy, ou seja, H (u,0) = B(u)

e H(u,1) = ~v(u), para todo u € 1.

2. Existe um compacto K C R? contendo todos os zeros de Fyy,, isto é,
{(u,v); Fu,(u,v) =0es€[0,1]} C K.

Exemplo 3.1.3. Neste exemplo vamos exibir uma homotopia entre duas curvas em que a condi-
¢io 2 da Definigio 3.1.2 nio é satisfeita. Sejam B(u) = (u?,u?) e y(u) = (u,u?), com u € R2
Defina Hy(u) = H(u,s) = ((1 — s)u® + su,u?®) com (u,s) € R x [0,1]. Temos que
Hy(u) = B(u) e Hy(u) = vy(u), para todo u € R.
No Exemplo 2.3.2, vimos que a curva 3 pertence ao conjunto G(R,R?), pois u = 0 é ponto

ciispide de (3 e essa curva ndo possui pontos duplos, bitangéncias, nem inflexoes.

Como
21— s)u+s 3u?

2(1—s) 6u
= 12u® — 12su? + 6su — 6u? + 6su?

det(H!(u), H'(u)) =

= 6u(u—su+s),
temos Fiy, (u,u) = 3(—6u(u — su+ s), 6u(u — su + s)).
Observe que Fy,(u,u) = 0 se, e somente se, u = 0 ou u = .. Consequentemente, quando
s — 1 temos que uw — —oo. Assim, ndo existe um compacto contendo todas as singularidades

de Fy,, que sdo da forma (0,0) ou (=%, 7).

1-s7 1—s
Portanto H ndo satisfaz a condigdo 2 da Definigdo 3.1.2.
Exemplo 3.1.4. Sejam B(u) = (u?,u?) e y(u) = (u*, u® + bu) comb € R* eu € R.
No Exemplo 2.3.2, garantimos que para b > 0 e b < 0 a curva -y pertence ao conjunto
G(R,R?).
Defina Hy : R — R? por Hy(u) = (u*,u® + sbu), com s € [0,1]. Essa é uma aplicagio

continua e satisfaz Hy(u) = f(u) e Hi(u) = y(u), para todo v € R, ou seja, H(u,s) = Hs(u)
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é uma homotopia entre 3 e .
Analogamente ao que fizemos no Exemplo 2.3.2, para cada s € [0,1], o campo de vetores

associado as curvas H, da homotopia é dado por:

Fy.(u,v) = (—u? — 2uv + sb, v* + 2uv — sb).

Analisamos os zeros de Fy_(u,v) nos casos: b > 0eb < 0.
Se b > 0 temos Fy, (u,v) = (0,0) se, e somente se, (u,v) = <\/S;b, \/S;b> e (u,v) =

sb sb . _ sb Sb asA 1 ~ . st _
<—\/;, —/ 5). E mais, u = /% e —\/; sdo inflexdes ordindrias de Hy, para s # 0eu =0
é

ciispide de Hy.
Observe que ||(u,v)|| = /%L, O fatode 0 < s < 1eb > 0 implica que 0 < /%> < \/%

Entdo, escolhemos o compacto K C R? como a bola fechada, de centro (0,0) e qualquer raio

/2b
r> 3 -

Se b < 0, entdo as singularidades de Fy_ sido: (u,v) = (v/—sb,—v/—sb) e (u,v) =
(—v/—sb,v/—sb). E (v/—sb, —/—sb) é um ponto duplo de Hy, para s # 0.

Assim, ||(u,v)|| = v/—2sb e escolhemos K C R? a bola fechada, de centro (0,0) e qualquer

raio r > +/—2b, jd que 0 < /—2sb < /—2b,para 0 < s < 1.

No caso s = 0, F, = Fjp possui uma tinica singularidade, que é a origem. E claramente

(0,0) € K. Portanto, v é uma deformagdo genérica de (3. Veja na Figura 3.1, algumas curvas

da homotopia parab = —1eb = 1.

y y 5
)2 s 7
5=05

Figura 3.1: Algumas curvas da homotopia para b = —1 e b = 1, respectivamente
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No Exemplo 3.1.4, provamos que v é uma deformacdo genérica de B(u) = (u?, u?).

E de acordo com o sinal de b, a curva 7 possui um ponto duplo ou duas inflexdes.
Entretanto, isso ndo ocorre com todas as deformagdes genéricas de 3, conforme exem-

plificamos a seguir:

Exemplo 3.1.5. A curva v(u) = (u? + 2u,u® — 3u) é uma deformagio genérica de S(u) =
(u?,u3), comu € R,
A aplicagido Hy(u) = (1 — s)5(u) + sy(u) € continua e Hy(u) = [(u) e Hi(u) = v(u),

para todo u € R, ou seja, é uma homotopia entre 3 e y. Veja que

2u + 2s 3u® — 3s
det(H!(u), Hy(u) — Hy(v)) =
(u* —v?) + 2s(u —v) (u® —v*) —3s(u—v)
= (u—v)(2u + 2s)(u® + uv + v? — 3s)
—(u —v)(3u? — 3s)(u + v + 2s)

3

= (u—v)(—u®—vu?v — 3su — 4su?)

+(u — v)(2uv? + 2suv + 2502 + 3sv)

= (u—v)((—u—2s)(u* —v*) — (uv + 2su + 3s)(u — v))
= (u—v)*(—~u(u+v) —uv — 2su — 2s(u + v) — 3s)
= (u—v)?(—u®— 2uv — 4su — 2sv — 3s).

Logo, Fy,(u,v) = (—u® — 2uv — 4su — 2sv — 3s,v* + 2uv + 4sv + 2su + 3s).Entdo
Fy, (u,v) = (0,0) se, e somente se,
—u? — 2uv — 4su —2sv —3s = 0

(3.1)
v2 4+ 2uv +4sv+2su+3s = 0.

Somando as duas equacdes acima, obtemos v* — u? +2sv — 2su = 0 que ocorre se, e somente
se, (u—v)(—u—wv —2s) = 0. Isso nos dd que u = v ou u = —v — 2s.

Substituindo u = v na primeira coordenada de Fy, obtemos: —3v? — 6sv — 3s = 0, que nio
possui raiz real, para s # 0,1, pois o discriminante A = 36s*> — 36s = 36s(s — 1) é negativo,
para s € (0,1). Observe que para s = 0e s = 1, A = 0 e portanto a equagdo tem solugio para

u=wv,0useja,ses=0,entiou=v=0eses=1,u=v=—1
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Agora, substituindo uw = —v — 2s na primeira equagdo do sistema (3.1) obtemos:
—(—v —28)% = 2(—v — 28)v — 48(—v — 25) — 250 — 35 = 0,

ou seja, v* + 2sv + 4s* — 3s = 0. Nesse caso,

—25+V/—1252 + 125 —25+2,/3(—s% +5)
2 B 2

= —s++/3(—s%+s).

Dai, as singularidades de Fyy_ (u,v) sdo: (u,v) = (—s—+/3(=s2 + s), —=s++/3(—s2 + s))
e (u,v) = (—s++/3(—=s% +5), —s — /3(—5% + 5)), donde || (u, v)|| = v/—452 + 6s.

Visto que 0 < s < 1 concluimos que 6 — 4s < —4s> + 6s < 6s < 6. Isto significa que
podemos escolher a bola fechada em R? de centro (0,0), com qualquer raio r > /6 para ser o
compacto K.

Para s = 0, (0,0) é a tinica singularidade de Fy,(u,v) = Fz(u,v) e para s = 1, a iinica
singularidade de Fy,(u,v) = F,(u,v) é o ponto (—1,—1). E claro que (0,0) e (—1,—1)
pertencem ao compacto K.

Veja que o' (u) = (2u + 2,3u® — 3), entdo ug é um ponto singular de ~. Além disso,
7' (u) = (2,6u) e v"(u) = (0,6), logo v"(—1) = (2, —6) ndo é miiltiplo de v"'(—1) = (0,6) e

o conjunto {7"(ug), 7" (ug)} é uma base de R?. Nessa base, temos
u2 U3
o +0) =2 (u0) = (57:57).

donde uy = —1 é uma ciispide de ~y, do primeiro tipo.

Portanto, v € G(R,R?) e é uma deformagio genérica de /3, que nio possui pontos duplos

nem inflexdes, apenas uma ciispide. Veja algumas curvas da homotopia na Figura 3.2.

Observagao 3.1.6. Sejam vy(u) = (u? + 2u, u® — 3u) e f(u) = (v, u?), comu € R.

No exemplo anterior, vimos que ~y é uma deformagdo genérica de 3, considerando a homo-
topia Hy(u) = (1 — s)B(u) + sy(u) = (u? + 2su,u® — 3su). Além disso, concluimos que
(0,0) é a tinica singularidade de F, em que u = 0 é ponto ciispide de e (—1,—1) é a tinica
singularidade de F,, com w = —1 uma ciispide de . Agora, vamos mostrar que, para cada
s € (0,1) fixado, (ug,vo) = (—s — /3(=52 + 8), —s + 1/3(—s2 + s)) é ponto duplo da curva
H(u).
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Figura 3.2: Algumas curvas da homotopia do Exemplo 3.1.5
Seu=1wug=—s—/3(—s>+s), entdo:

u? 4+ 2su = (—s —/3(—s2 + 5))2 +2s (—s —/3(—s2 + 5))

= §2+4+28y/3(—8s2+5) +3(—s>+5) — 257 — 251/3(—52 + )

= —4s%+ 3s.

E ainda,
3
ud —3su = (—s —/3(—s2 + s)) —3s <—s —/3(—s2 + s)>
= —53—25%/3(—s2+s) — 3s(—s? + 5) — s2\/3(—s* +5) — 6s(—s* + s)

+35%/3(—s? + 5) — 3sy/3(—s% + 5) + 35> + 35/3(—5% + 3)
= 8s3—6s%

Seu=wvy=—s++/3(—s?+s), entdo:

2
u? +2su = (—s +1/3(—s% + 5)) +2s (—s +/3(—s%+ s))

= 5% —25y/3(=82+3) + 3(—s? +5) — 252 + 254/3(—5% + 3)

= —4s%+ 3s.
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E mais,

3
ud —3su = <—s + /3(—s% + s)) —3s <—s + /3(—s% + s))
= —s52425%/3(—s2+5) — 3s(—s* + 5) + s2/3(—s2 + 5) — 6s(—s* + 3)
—35%/3(—5% + 5) + 3sy/3(—s% + 8) + 3s% — 35/3(—5? + )

= 853 — 652

Portanto, Hy(ug) = H(vo) € (uo, vo) € ponto duplo de Hy(u) = (u® + 2su, u® — 3su), para
cada s € (0, 1) fixado.

3.2 Indice Topolégico - Deformacdes Genéricas

Nosso objetivo, nessa segdo, é relacionar o indice topolégico de campos vetoriais as-
sociados as curvas monomiais (nas condic¢oes vistas na Segdo 2.5 do Capitulo 2) com
o indice topoldgico dos campos de vetores associados as suas deformacdes genéricas.
Para isso, tomando como base a referéncia [12], definimos a chamada Compactificacdo
de Bendixson, que nos permite estudar o comportamento das trajetérias de um campo
vetorial polinomial planar préximo ao infinito.

Considere a esfera S? em R? dada por S? = {(z,y,2) € R% a? + y* + 22 = 1} e
um campo de vetores polinomial v : R? — R?. Identifique o plano R?, no qual v est4
definido, com o plano tangente a esfera no ponto S = (0,0, —1) dado por z = —1.

Seja Py : S?\ {N} — R? a projecdo estereografica, que é um homeomorfismo entre
S%\ {N}eoplano z = —1,em que N = (0,0,1) é o polo norte de S2.

Naturalmente, definimos 7 : S? — R? U {00} da forma

Py(x), se x e S?\{N}

m(x) =
00, se x=N.

A aplicagdo 7 ¢ um homeomorfismo e dizemos que R*U{cc} é uma compactificagdo
do plano.

Sabemos que Py' define um campo de vetores induzido, vy : S*\ {N} — R?, em
S%\ {N}.

A extensdo de vy para um campo em S? é chamada de Compactificagdo de Bendix-
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son, e a denotamos por s, : S? = R? U {oo}, em que s,(z) = vy(x) sex € S?\ {N} e
sp(r) =ocosex = N.

Nesse contexto, o comportamento das érbitas de v préximas ao infinito, sdo deter-
minadas pelo comportamento de s, préximo ao ponto N, denominado ponto critico
infinito de s,. Entendemos como ponto critico finito de v ou s,, o ponto critico de s,

que pertence a 5%\ {N}.

Portanto segue da Defini¢do 1.3.11 que
ind(s,) = ind(v) + Indpg(s,, N). (3.2)

Lema 3.2.1. Sejam 3 : I — R?, dada por B(u) = (axu®, b,u™) com I um intervalo aberto
de R, ag,b,, € R, apb,, # 0e0 < k < m (sem que k = 1 e m = 2 simultaneamente). Se

v € G(I,R?) é uma deformagio genérica de [3, entdo,
ind(F,) = ind(Fg). (3.3)

Demonstragdo. Por hipétese, v é uma deformacdo genérica de 3, entdo existe uma ho-
motopia Hy(u) = H(u,s), com (u,s) € I x [0,1] entre 3 e v, ou seja, Ho(u) = S(u)
e Hi(u) = v(u). E mais, existe um compacto K C R?, tal que {(u,v); Fy, (u,v) =
(0,0), s €[0,1]} C K.

A aplicagdo H induz uma homotopia H : I x I x [0, 1] — R? entre Fj; e F,, dada por:

H (det((l —5)B'(w) + 7' (u), Hs(u) = Hs(v)) det((1 = 5)5"(v) + 57/ (v), Hs(u) = Hs(v))) ,

s (u— )2 ’ (u—v)?

E claro que H é uma homotopia, pois é uma aplicagio continua ja que é definida como
composta de aplicagdes continuas, e Ho(u,v) = Fp(u,v) e Hi(u,v) = F,(u,v), para todo
(u,v) € I x 1.

Considere s, : S = R*U {oc} e sp, : §* = R? U {oo} as compactificagdes de Bendixson,
associadas aos campos Fj e F.,, respectivamente.

Como Fj e F, sdo homotopicos, podemos estender a homotopia H; para S?, obtendo que
Sp, € sp, também sdo homotopicos. Uma vez que S5* e R? U {oco} sdo variedades suaves de
dimensdo 2, orientadas, compacta e conexa, respectivamente, e ndo possuem bordo, segue da

Proposigdo 1.3.16 que ind(sf,) = ind(sk, ).
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Dai por (3.2)
'lnd(Fg) + Il‘lde(SFﬁ, N) = ind(Fﬁ/) + IndPH(SFw N)

Sabemos que Fj3 ndo possui ponto critico no infinito, e F, também ndo possui, pela segunda
condi¢do da Defini¢do 3.1.2. Portanto, Indpp (s Fs N ) = Indpg(s £, N) = 0, logo ind(Fg) =
ind(Fy,). O
Exemplo 3.2.2. Sejam y(u) = (u* + 2u,v® — 3u) e f(u) = (u*,u?), com u € R.

No Exemplo 3.1.5, vimos que -y é uma deformagdo genérica de /3. E ainda, obtivemos que
Fs(u,v) = (—u®—2uv, v*+2uv) e F,(u,v) = (—u*—2uv—4u—2v—3,v*+2uv+4v+2u+3).

Como v € G(R,R?), p = (—1,—1) é a uinica singularidade de F, e u = —1 é uma ciispide
de v, do primeiro tipo, seque da Proposi¢do 2.4.4 que ind(F,) = —2. Além disso, pelo Teorema
2.5.6, ind(F3) = —2. Evidenciando que ind(F,) = ind(Fjz) = —2.

Veja o comportamento de Fy e F.,, na Figura 3.3.

E N A | LY T S N U S LS U S U WS
N WA e o YR % % %o % % % ww
AR N N T T S U U U U N Y% X % W %
L T U N Y% W W W W % % W W w
V2 2 B W N Y O% W W W % W W W W
A 20 BN oW Wl W - * R W W W W
R ) I W PP P 2 N

LN N S AN N N N B - % ) F o o a e
A S N T O N R W | %% % A AR AR A
S P - % % A L I A A 4
% % % % b AP e N NN % % k| RN NE N B/

Figura 3.3: Fj e I, respectivamente

Exemplo 3.2.3. Sejam B(u) = (u?,u?) e y(u) = (u*,u + bu), comb < 0eu € R.

Pelo Teorema 2.5.6, ind(F3) = —2. No Exemplo 3.1.4, vimos que v € G(R,R?). Além
disso, quando b < 0, F., contém duas singularidades, ou seja, p, = (ﬁ , —M) epy =
(—v/—=b,V/=b) que correspondem a um ponto duplo transversal de ~y. Entio, pela Proposicio
2.4.3,Indpy(F,,p1) = Indpy(F,, p2) = —1. Logo, ind(F,) = Indpy (F,, p1)+Indpy (F,, ps) =
—2.

Portanto, ind(F,) = ind(Fp) = —2.

Na préxima secdo, o Lema 3.2.1 nos ajudard a obter uma férmula envolvendo o

numero de pontos duplos, inflexdes, bitangéncias e ctaspides de curvas que sdo defor-

magdes genéricas de uma curva monomial.
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3.3 A Geometria das Deformag¢oes Genéricas de Curvas

Nessa sec¢do, enunciamos um dos principais resultados desse trabalho, que nos fornece
uma relagdo entre o nimero de pontos duplos (d), de inflexdes (i), de bitangéncias
de mesmo lado (¢,), de bitangéncias de lados opostos (¢,), ctispides de primeiro tipo
(c1) e caspides do segundo tipo (c;) de uma deformagdo genérica v de uma curva

B(u) = (aru®, byu™), dependendo da paridade de k e m.

Teorema 3.3.1. (Theorem 3.10, [11]) Seja 5(u) = (apuk, byu™) uma curoa plana, com u € I,
gy by, € R, agby, # 0,0 < k < m (sem que k = 1 e m = 2 simultaneamente) e considere -y

uma deformagio genérica qualquer de 3.

1. Se k e m tém mesma paridade, entio

—1
bo—ty=dte+ 2
2
2. Se k é par e m é impar, entdo
 +
bty —d+ o 4+ 2 .
3. Se k é impar e m € par, entdo
i+02

ts—t0:d+01+ B .

Demonstragdo. Pelo Lema 3.2.1, ind(F,) = ind(F}). Todavia, na Proposigdo 2.4.5, vimos
que ind(F,) = —2d — 2t, + 2t, — i — 2¢; — 2 e no Teorema 2.5.6, se k e m tém mesma
paridade, entdo ind(F#;) = —1. Logo,

i-]."‘Cg

ts—tO:d+Cl+ 9

Os demais casos seguem analogamente, apenas observando que, no Teorema 2.5.6,
se k é par e m é impar, entdo ind(F3) = —2, e se k é impar e m é par, temos que
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Corolério 3.3.2. Para qualquer deformagio genérica «y de [3, que ndo tenha cispides vale:

1. Se k e m tém mesma paridade, entdo ~ tem um niimero impar de inflexdes;

2. Se k e m tém paridades opostas, entio ~y tem um niimero par de inflexdes.

Demonstragdo. Por hipotese, ¢; = co = 0. Segue do Teorema 3.3.1 que, se k e m tém
mesma paridade i = 2(t;—t,—d)+1. Nas condi¢des do item 2, ocorre i = 2(t,—typ—d+1)

quando k é par e m é impar, ou : = 2(t;, — t, — d) se k é impar e m par. O

Corolario 3.3.3. Para qualquer deformacio genérica y de 3, que ndo tenha ciispides nem pontos

duplos vale:

1. Se k e m tém mesma paridade, entdo i = 2(t; — t,) + 1;
2. Se k é par e m é impar, entido i = 2(ts — t, + 1);
3. Se k é impar e m é par, entdo i = 2(t5 — t,).

Demonstracdo. Fazendo d = 0 em todos os casos da demonstra¢ao do Corolério 3.3.2,

obtemos o desejado. O

Observagao 3.3.4. Vimos no Lema 3.2.1, que o indice topolégico do campo F.,, para qualquer
deformagio genérica v de B(u) = (axu®, b,u™), coincide com o indice topoldgico de Fg, ou seja,
o indice topoldgico é invariante por deformagdes genéricas de [3. Nesse sentido, se y; e ~y, sS40
deformagdes genéricas de [3, entdo ind(F.,) = ind(Fy) = ind(F,,). Entretanto, o niimero de
pontos duplos, bitangéncias, inflexdes e ciispides que aparecem em ~y dependem da deformagio

genérica de 3 escolhida, como verificamos nos Exemplos 3.2.2 e 3.2.3.



CAPITULO 4

CAMPOS DE VETORES E GERMES DE CURVAS PLANAS
COMPLEXAS

Neste capitulo, apresentamos de que maneira as relagdes obtidas no caso real, sdo li-
das no caso de germes de curvas planas complexas. Neste caso, obtemos relagdes entre
o numero de pontos duplos, bitangéncias e inflexdes de uma deformacdo da curva.
Como no caso complexo definimos a multiplicidade do campo, o ntiimero de inflexdes
e pontos duplos como a dimensao sobre C de espagos vetoriais da forma £, em que
R é um anel e J um ideal de R, foi necessdrio estudarmos ferramentas algébricas que
nos permitam calcular dimensdes como essa, por exemplo, o conhecido Teorema de
Bézout e propriedades do indice de intersecdo. Além disso, a partir de um germe de
curva plana complexa e do campo de vetores associado a ele, provamos que é vélida
uma relacdo entre a multiplicidade do campo e dos ntimeros de pontos duplos, bitan-
geéncias e inflexdes de alguma deformacao da curva. Por fim, conhecendo o ntimero
de Tjurina, provamos algumas relagdes entre invariantes bem conhecidos da teoria de
curvas, como o numero de Milnor e a A.-codimensio, e os niimeros de inflexdes e

bitangéncias de uma deformacdo de uma dada curva.
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4.1 Germes de Aplica¢Oes

Nesta secdo, definimos o conceito de germes de aplicagdes, pois desejamos estudar

germes de curvas planas complexas. Para tanto, utilizamos as referéncias [17] e [33].
Vamos comegar definindo o conceito de germe de uma aplicagéo.

Considere o conjunto de todas as aplicagdes analiticas f : U — CP, definidas em

uma vizinhanga aberta U C C" da origem.

Neste conjunto, podemos definir a seguinte relacao de equivaléncia: dadas f : U —
CP e g :V — CP analiticas, com U e V vizinhangas da origem, dizemos que f e g sdo
equivalentes, se existe uma vizinhanga aberta W C U NV contendo 0 € C", tal que

flw = glw.

Definicao 4.1.1. O germe de uma aplicagio analitica f : U — CP, com U uma vizinhanga
aberta de 0 em C", é definido como a classe de equivaléncia de f, sequndo a relacdo definida

acima. Se f é um representante do germe em 0, entdo o denotamos por f : (C*,0) — (CP, f(0)).

Definicao 4.1.2. Dizemos que um germe f : (C",0) — (CP,0) é germe de difeomorfismo, se

um de seus representantes, e portanto todos, é um difeomorfismo local em 0.

Considere o conjunto
Onp={f:(C",0) = (CP,0); gégerme de aplicagao analitica numa vizinhanca de 0}.

Quando p = 1, é usual denotarmos O, ; simplesmente por O,,, que é o conjunto dos
germes de fungdes analiticas definidas numa vizinhanga da origem de C". E possivel
provar (veja [19], por exemplo) que O,, é um anel Noetheriano local, cujo ideal maxi-
mal, denotado por M, é dado por M,, = {f € O,,; f(0) = 0}. O conjunto O,,, é na
verdade um O,,-médulo livre de posto p.

Considere C{z1,...,z,} o anel das séries de poténcias, nas varidveis z1,...,z,,
que convergem absolutamente em alguma vizinhanca de 0. Um resultado importante,

neste contexto, é que O,, é isomorfo ao anel C{z1,...,z,} (veja [19], Theorem 2).
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4.2 Teorema de Bézout

Uma questdo que nos interessa, neste trabalho, é: dado um anel R e J um ideal de R,
Icular a di do de &, vi ial. D f a

como calcular a dimenséao de 7, visto como espago vetorial. Dessa forma, nesta segéo,

apresentamos alguns resultados que vdo nos auxiliar nesta dire¢do. Vamos denotar

por Clzy, ..., z,] o anel de polindmios nas variaveis 1, . .., z,, com coeficientes em C.

Proposicdo 4.2.1. Seja f € Clz] de grau d e (f) o ideal gerado por f. Entdo,

. C
dzm(cM =d,
()
em que a dimensdo é como C-espago vetorial.
Demonstragdo. Sabemos que o C-espago vetorial quociente % é o conjunto de classes

de equivaléncia {g; g € C[z]}, em que g = h se, e somente se, g — h € (f).
Pelo algoritmo da divisdo, dado g € Clz] existem tnicos ¢,r € C[z], satisfazendo

g=qf+r,com0<gr(r) < gr(f)=d. Logo, g =T, ouseja,

% = {r;reClz]} = {agz¥'+...+ax+ap; a; €C,i=0...d—1}.
E sabemos que, o subespaco vetorial dos polindmios de grau menor ouiguala d—1,

tem como base, por exemplo, o conjunto {z*!,..., x, 1}, como querifamos. [

Um resultado que vai nos auxiliar, no caso em que R = C|z, y|, é o cldssico resultado
de geometria algébrica, chamado Teorema de Bézout. Vamos apresentar a versao deste
Teorema, como em [7].

Sejam Fi, Fy, . .., F,, polindmios homogéneos nas varidveis complexas z, . . . , x,, ou
seja, F; € Clxo, ..., z,]. Suponha que o grau de F; seja d; parai = 1,...,n. O Teorema

de Bézout nos diz que, quando o niamero de solugdes do sistema de equagdes

é finito em P, entdo o ndmero de solugdes é d; - ... - d,, , contado com multiplicidades.

Também é conveniente encontrar solu¢des no espago afim. No espago projetivo

complexo P", temos o espago afim C" C P, definido por



4.3 Indice de Intersecio 97

xo = 1. Defina

(x1,...,xn) = Fi(lL,xq,...,2,
i (71 ) (1,2 ) 42)
Fi(xy,...,x,) = Fi(0,21,...,2,).
Observe que cada f; tem grau, no maximo, d;. As solugdes das equagdes afins
h=fo=-=fa=0, (4.3)

sdo as solugdes de (4.1) que estdo contidas em C".

Uma solugdo nao trivial de F} = --- = F,, = 0 é chamada solucdo "no infinito", ou
ainda, é uma solucdo em "o0". Se F| = --- = F,, = 0 possui apenas solugdes triviais,

dizemos que as equagdes afins, dadas em (4.3) ndo possuem solugdes no infinito.

Teorema 4.2.2. (Teorema de Bézout): Sejam fi, fa, ..., f, definidas como em (4.2). Suponha
que as equagoes afins dadas em (4.3) ndo possuem solugdes no infinito. Entdo, essas equagoes

tém dyds...d,, solugoes (contadas as multiplicidades) e

C[l’l, e ,In}

m:dldg...dn

dim@
como espago vetorial sobre C.

Para detalhes da demonstracdo do Teorema 4.2.2 consulte [7].

No caso que nos interessa, n = 2, observe que fi(z1,x2) = fao(z1,22) = 0 ndo possui
solugdo no infinito se, e somente se, Fi(0, 1, 23) e F5(0, 1, x2) ndo tem fator comum
em C[xzy, x5], pois caso contrdrio, se ax; + bxy é fator comum, ou seja, Fy(0, 21, 22) =
(axy + bxa)gi(z1,22) € F5(0,21,22) = (ax; + brg)ge(z1,22), entdo o ponto do infinito
(0:b:—a) ésolucdode Fy, = F, = 0.

Recordando que, uma fatoracdo de um polindmio homogéneo F'(zy, z1, z2) , corres-

ponde uma fatoracdo de f(x1,z2) = F(1, 21, 22).

4.3 Indice de Intersecdo

Nesta secdo, vamos definir o conceito de indice de intersecdo como uma ferramenta
algébrica para calcular dim¢ ﬁ, em que R é o anel C[z,y] ou C{z,y} e (f, g) é o ideal

gerado por f,g € R. Em geral, este conceito é definido no estudo de curvas, por ter
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uma interpretacdo geométrica em termos das multiplicidades dos pontos de interse¢do

das curvas definidas por f e g. Para mais detalhes ver [16] e [21].

De modo a contemplar os casos que nos interessam, vamos definir o indice de in-

tersecdo de elementos no anel das séries de poténcias formais.

Definicao 4.3.1. Sejam K um corpo e x4, ..., x, indeterminadas sobre K. Denotamos por
K|([z1,...,z,]) o conjunto de todas as somas formais do tipoy .-, P;, em que P; é um polinémio
homogéneo de grau i nas indeterminadas x, . . ., x,, com coeficientes em K. Cada elemento de
Kl[x1,...,x,]|| é chamado de série de poténcias formais nas indeterminadas x1, . .., x,, com

coeficientes em K.

Sejap € K|[z1,...,z,]]dadoporp =7 P, com P, € K[[z1,...,z,]] um polindmio
homogeéneo de grau i. E possivel mostrar que p é inversivel se, e somente se, P # 0.
Os elementos inversiveis de K[[z1, ..., z,]] sdo chamados unidades. Veja, por exemplo,

[21].

Defini¢do 4.3.2. Seja f € K|[x1,...,x,]]\{0}. Suponha f =32, F;, com F; um polindmio
homogéneo de grau i e n o menor inteiro tal que F,, # 0. O polindmio homogéneo F,, é dito a

forma inicial de f, e o inteiro ndo negativo n é chamado de multiplicidade de f e denotado por

mult(f). Se f = 0, definimos mult(f) = oo.

Definic¢do 4.3.3. Sejam f,g € K[[z,y]]. Definimos o indice de intersecio de f e g, denotado
por Z(f. g), por
K[z, y]]

I(f,9) = dimKﬁ7

podendo ocorrer Z( f, g) = oo.

No que segue, apresentamos alguns resultados e propriedades do indice de inter-

se¢do, cuja demonstra¢do pode ser encontrada, por exemplo, em [21].
Proposicdo 4.3.4. Sejam f,g € K|[[x,y]]. As sequintes condigdes sdo equivalentes:

(i) f e g sdo relativamente primos;

K([z,y]]
(f.9)

(i1) a dimensio de , como espago vetorial, é finita.

Teorema 4.3.5. Sejam f, g, h € K|[x,y]] e uw uma unidade de K|[x,y]]. Entdo,

1. Z(f,9) = Z(g, f);



4.3 Indice de Intersecio 99

2. I(f,ug) = Z(f,9);
3. Z(f,gh) = Z(f,9) + Z(f, h);
4. I(f,g — hf) = Z(f, 9).

Observacio 4.3.6. Podemos calcular o indice de intersegio de f e g, para f, g € C{x,y} (anel
das séries que convergem absolutamente em uma vizinhanga da origem) ou Clx, y| (anel de po-
linomios). No entanto, os elementos inversiveis do anel de polindmios sdo apenas as constantes.

E nesses dois casos, as propriedades do Teorema 4.3.5 sio vilidas.

Exemplo 4.3.7. Sejam (f) e (g) duas curvas algebréides planas, em que f(z,y) = y* — 2% e

g(z,y) = y* — a®. Aplicando os itens do Teorema 4.3.5 obtemos:

I(fag) = I(y5—$3,y7—$2)

—
N
N2

Proposicdo 4.3.8. Dados f,g € K|[x,y]l,com f=F, +Fp1+...e9g=Gpn+Gmi1...,
n = mult(f) e m = mult(g). Entio,

Z(f,9) = mult(f) - mult(g),

valendo a igualdade se, e somente se, F,, e G,, nio possuem fator comum.

Demonstracido. Ver Theorem 4.18 de [21]. O

Proposicao 4.3.9. Seja K um corpo algebricamente fechado e P € K{z,y| um polindmio

homogéneo de grau n. Entdo, P(x,y) pode ser escrito como produto de fatores lineares, isto é,
P(z,y) = i (@iz + biy)",

emque . ri=mn,a;,b; € K, paratodoi,j=1,... s, coma;b; —a;b; #0,sei# j.
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4.4 Germes de Aplica¢des Finitas

Nesta se¢do, vamos introduzir o conceito de multiplicidade de um germe de aplicagdo
f:(C*0) — (C",0). Este ndo deve ser confundido com multiplicidade de uma série

de poténcias, introduzido na se¢do anterior.

Em [2], Section 4.3, temos o seguinte resultado:
Teorema 4.4.1. Seja f : (C*,0) — (C",0) um germe de aplicagdo holomorfa, com f =
(fi,-.-ofu), fi : (C"0) — (C,0), ¢ = 1,...,n. O nimero de pré-imagens, proximas de

zero, de f é igual a dimensdo da dlgebra local

. n . C{l‘l N ,l’n}
dime———— = dime—————, 44
(C<f17"'7fn> C<f17"'7fn> ( )
onde (f1,..., fn) € o ideal gerado pelas coordenadas de f, e a dimensdo é como espago vetorial.

No caso holomorfo, a dimensio em (4.4) é finita se, e somente se, 0 é isolado em f~*(0).

O ntmero
C{l‘l, N ,.In}
<f17 .- 7fn>

é dita a multiplicidade local de f em 0. Uma aplicagao f : (C*,0) — (C",0) é dita de

0, f= dim@

multiplicidade finita se ¥ < oco.

Denotando o anel O,, por O¢» o , podemos definir a multiplicidade global de f como

. Clzy, ... 2, . Ocn
dimg———~—"— = Z dime——-2—, (4.5)
<f17"'>fn> cf-1(0) <f17"'afn>
onde f = (fi,..., fn) é finito. Isto significa que dim¢ S%lfw*;] é o nimero de pontos de

fi=---= f, =0, contando as multiplicidades.

Exemplo 4.4.2. Seja f : (C",0) — (C",0) escrita como f = (fi,..., fn). Suponha que cada
fi é um polindmio homogéneo de grau d;, para i = 1,...,n. Se 0 é isolado em f~(0), entio
Vp=dy-... dy.

De fato, se a iinica solugdo de

fi=fo=-=fu=0 4.6)

é(0,...,0), significa que os polindmios f;'s ndo possuem um fator comum, caso contrdrio, se
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p € Clzy,...,x,], pndo constante, satisfaz fi = pgu, ..., frn = Pgn, entdo p = 0 é uma solugao
- .. . 1 o ) Clz1,Tn] _ 72 Ocn o
ndo trivial do sistema (4.6). E por (4.5), se f~'(0) = {0}, entdo dim¢ T = dzm(Cm.

Logo, pelo Teorema de Bézout,

C{(El,...,xn} i
<f17"'7f7l> B

(C[Jll, ‘e 73,‘"]

o ) =dy-... d,.

19]0 = dlm(c dZmC
Exemplo 4.4.3. Seja f : (C2,0) — (C?,0) uma aplicagdo suave, dada por f = (f1, f2). Para
cada i = 1,2, f; : (C%0) — (C,0) se decompde como soma de polindmios homogéneos, ou
ainda, f; = g; + G, com g; a forma inicial de f; (ver Definigdo 4.3.2). Assim, f = g+ G, com
g = (g1, 92). Se 0 é isolado em g~*(0), entdo ¥; = 0,

Com efeito, como g, e go sdo polindmios homogéneos em Clx,y|, seque da Proposigio 4.3.9,

que gy e go se escrevem como produto de fatores lineares,
gi(z,y) = Iy (agw + biy)"™ e ga(w,y) = iy (e + diy)™,

com a;, bi, Ci, d@ e C.
Se 0 é isolado em g=*(0), entdo g e go nio possuem fator comum, pelo mesmo argumento

do exemplo anterior. Logo, pela Proposigio 4.3.8,

T(fu, fo) = dime S Y— tb(f) - mult(f) = di - i,
Ui fo)

em que d; é o grau de g;, i = 1,2.

Mas, pelo exemplo anterior, ¥, = d; - dy. Logo,

C{z,y}
(1, f2)

ﬁf:dim(c :dl'dgzﬁg.

4.5 Multiplicidade, Inflexdes e Pontos Duplos de Defor-

macgoes de Curvas Planas

Nesta sec¢do, a cada germe de curva plana complexa irredutivel a : (C,0) — (C?,0),

definido por a(u) = (aq(u), as(u)), associamos o campo vetorial F, : (C x C,0) —
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(C?,0) dado por

Fo(u,v) = (det(a’(u), alu) —a(v)) det(d(v), alu) — a(v))) . 47)

(u—wv)? ’ (u—v)?

Temos por objetivo obter uma relagdo entre os ntimeros de inflexdes, bitangéncias
e pontos duplos de uma deformacdo de o com o ntimero de Milnor da curva. Nesse
sentido, definimos as quantidades desses pontos local e globalmente, fazendo uma
analogia com a geometria das deformagdes genéricas de curvas planas, que estudamos

no caso real.

Defini¢do 4.5.1. Seja o : (C,0) — (C?,0) dado por a(u) = (cu(u),az(u)), um germe de

curva plana complexa irredutivel e F,, como em (4.7). Definimos:

1. Vg, = dimc <g&’ﬁ)> a multiplicidade do germe F,, na origem;

2.9 F, = dimcﬂﬂ a multiplicidade global do germe F,;

Fa(u,v)>

3. I= dimcm o miimero de inflexdes de uma deformagio de o

4. T = dimg TGt (o) @) (U;La,/ @ quantidade global de inflexdes de uma deformagdo de o;

5.0 = %dimc <a1 w):alﬁ,{f"g}(u):az(v) o niimero de pontos duplos de uma deformagdo de o;

6. 6 = dimc GOE gffi(u):%(v) a quantidade global de pontos duplos de uma deforma-
cdo de a.

Observacdo 4.5.2. No caso real, um ponto regular uy € I era dito uma inflexdo de uma curva

a : I — R? (Definigio 2.1.8), se a curvatura k,(ug) = 0, em que

_ det(a’(u),a"(u))
Fal) = o) P

Como a curvatura se anula se, e somente se, det(o/ (u), & (u)) = 0, faz sentido a definicio

para miimero de inflexdes no caso complexo.

Analogamente, um par (u,v) de pontos u,v € I distintos, é dito um ponto duplo de
a, no caso real, se a(u) = «a(v), ou seja, (ai(u), as(u)) = (a1(v),a2(v)), o que implica
(aq(u) — aq(v), as(u) — as(v)) = (0,0). Justificando assim a definicdo no caso complexo, em

que quocientamos por u — v, para eliminar o caso em que u = v.
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Lema 4.5.3. Seja o : (C,0) — (C?,0) dado por a(u) = (aruf, b,u™), com 0 < k < m,
aiby, # 0 (sem que ocorra k = 1 e m = 2 simultaneamente). Se k e m sdo coprimos, entdo I,

tem a origem como um zero isolado em C.

Demonstragdo. Como no caso real, o campo F,, é dado como em (2.11), para v # v, e

como em (2.13) para u = v.

Facilmente verificamos que quando u = v, (0,0) é uma singularidade de F,,. Falta
analisar o caso u # wv.
Suponha (u,v) # (0,0), satisfazendo Fi(u,v) = (0,0) e defina z = . Como em
(2.14) e (2.15), sabemos que F,(u,v) = (0,0) se, e somente se,
—kx™4mak4(k—m)
(=) =0

(m—k)z™—ma™ F4+k
s 0.

(4.8)

Suponha que z € C seja uma solugdo de (4.8). Entdo, da primeira equacdo desse

sistema, obtemos —kz" + mz* + (k —m) = 0, ou seja, como k # 0

~ mz"+ (k—m)

m

Substituindo 2™ no numerador da segunda equacao de (4.8), segue que

(m . k’) <mzk+l§k7m)) o ka (mzkﬁgkfm)) +k=0

& L;k)(mzk +(k—m)) — (m2+(k7mk)msz7k2) 4
o B 2k 4 (k—m)) — ((m%)(mk);(m,k)m%) .
& (mi,;k)(mzk—l—k—m_k_mjLka):O

< W(mzk—Qm-F%):O

& M kg L _2) =0

e 29k i1—

& (F-1)2=0,

e assim, z¥ = 1, ou seja, z € C é solucdo de (4.8) se, e somente se, z e uma raiz k-

ésima da unidade. Mas, as raizes k — ésimas de 1 sdo: z, = cos (2”7”) + isen (2"7”) , com

n=0,1,---,k— 1. Podemos reescrever essas raizes utilizando a Férmula de Euler, isto

2nmi

éz,=e* ,comn=0,1,---  k—1.
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Substituindo z = ¢ no numerador da primeira equacio de (4.8), obtemos

—k (e%>m +m (627?1-)’“ +(k—=m)=0

2tmni

& —kemk 4+mer™ 4+ k—m=0

2mmni

& —kemkr +m+k—m=0
o —k <672”’£”"—1):o,

isto é, z™ = 1.

Note que 2¢ = 1 com d = mdc(k,m) se, e somente se, z* = 1e 2™ = 1. Como ke m
sdo coprimos, temos que a Unica raiz k-ésima e m-ésima da unidade é z = 1. Isso nos
déd que = = 1 é a tinica solugdo do sistema (4.8), o que é um absurdo, j4 que paraz =1

os denominadores das duas equagdes se anulam.
Portanto, a tinica solugdo de F,(u,v) = (0,0) é (u,v) = (0,0). O

Os autores em [11] afirmam que, se a € um germe de curva plana complexa irredu-

tivel, entdo da versdo complexa da Proposigdo 2.3.1, vale que
O, =20+ 2T + 1, (4.9)

em que 71" é o nimero de bitangéncias de uma deformagdo da curva.

Analogamente, para a nogdo global correspondente, vale que
Vg, =204 2T + 1, (4.10)

em que 7 é igual a T, mais o nimero de bitangéncias da curva antes da deformagao.
Vamos tentar ilustrar essas relagdes em alguns exemplos.

Exemplo 4.5.4. Seja o : (C,0) — (C2,0) definida por a(u) = (u,2u*). Considere j3 :

(C,0) — (C?,0), dada por B(u) = (u, 2u* + u®) uma deformagdo de c.

Por (2.11), temos que o campo vetorial associado a « é dado por:
Fo(u,v) = (—6u? — 4uv — 20%, 60% + 4uv + 2u?).

Note que o/ (u) = (1,8u?), o (u) = (0, 24u?) e 2=1() _ 4=t — 1. Entdo,

uU—7v u—

1. Pelo Lema 4.5.3 e Exemplo 4.4.2, seque que: ¥, = dimc <ga’"3)> =2.2=4;
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i €O _ g Oy _
2. I = dime sty = HiMe gy = 2

C{u,v}

3. 6= fdzmc< a2(0— :2(v>>

No Exemplo 2.4.7, vimos que o campo associado a curva 3 é dado por:
Fs(u,v) = (—2u — v — 6u* — 20* — duv, 20 + u + 60* + 2u + 4uv).

Além disso, as singularidades de Fj sdo: (0,0), (=1, 1), (—é - ?, —5+ ?) e

Op, =20+ 2T+ 1

LB em que uy = 0 ewu; = —1 corresponde a inflexdes de (3 e o par

f
- i 1 + f uma bitangéncia de [, entdo T = 1. Verificando assim a relagdo,

ool

Na Figura 4.1 esbogamos o trago real de e 3, com A = 3 (—é —
C=p0)eD=p(-1).

Figura 4.1: Traco real de a(u) = (u,2u?) e de S(u) = (u, u® + 2u*), respectivamente

Exemplo 4.5.5. Sejam o : (C,0) — (C2,0) uma curva complexa irredutivel definida por
a(u) = (u*,u?) e f: (C,0) — (C%0) dada por B(u) = (u? + 2u, u® — 3u) uma deformagio de

[

Figura 4.2: Traco real de o(u) = (u?,u?) e B(u) = (u* + 2u, u® — 3u), respectivamente
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Como no Exemplo 2.3.2, F,(u,v) = (—u® — 2uv,v* + 2uv). E ainda o/ (u) = (2u, 3u?),

o (u) = (2,6u), =) _ .y 4y o 220z02l) _ 2 4y 442 Donde obtemos:

1. Pelo Lema 4.5.3 e Exemplo 4.4.2, seque que Vg, = Z(u?® — 2uv,v® + 2uv) =22 =4;

2. I = dimcy Clu}

det(a (u),a (@) dimg

1 Cu,v} _1
2 (utv,ul+uvto?) T 2

3. 0= T(u+v,u® +uv+0?) =2 =1.

2

Nesse caso, pelo Exemplo 3.1.5, F(u,v) = (—u*—2uv—4u—2v—3,v*+2uv+4v+2u+3)
e (u,v) = (=1, —1) é a iinica singularidade de Fj, em que w = —1 corresponde a um ponto
ciispide de f3.

Observe que esta deformagio de o, ndo capturou, o niimero de singularidades de Fj, o

niimero de inflexdes, nem o ponto duplo obtido algebricamente acima.

Exemplo 4.5.6. Considerando o como no exemplo anterior, mas B(u) = (u?,u® — 3u) temos
que Fg(u,v) = (—u? — 2uv — 3,v* + 2uv + 3).

Assim, somando as equagdes do sistema

—u2—=2uww—-3 = 0

v+2uw+3 = 0

concluimos que v? — u* = 0 se, e somente se, v = +u.

Se v = u, entdo substituindo na segunda equagio do sistema acima, temos que 3u® +3 = 0,
cuja solugdo é u = +i. E se v = —u, entdo —u? + 3 = 0 tem solugio u = ++/3. Portanto,
as singularidades de Fg sio: (v/3,—v/3), (—v/3,V3), (i,1) e (—i, —i), que corresponde ao que
obtemos em V., = 4.

Veja que 3 (v/3) = (3,0) = B (—+/3), ou seja, (v/3, —+/3) é um ponto duplo de 3 e

/ " 2u 3u2 -3 2 2 2
det(8'(u), 8" (u)) = = 12u® — 6u® + 6 = 6(u’® + 1),
2 6u
ou seja, det(f'(u), 8"(u)) = 0 se, e somente se, w = =+i. Portanto, w = i e u = —1i corres-

pondem a inflexdes de (3. Essa deformagdo da curva « reflete o que obtemos algebricamente com
I =2ed =1, ou seja, existe uma deformagio de o com duas inflexdes e um ponto duplo.

Novamente neste caso, nido temos bitangéncias.
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[N/
A

Figura 4.3: Traco real de a(u) = (u?,v?) e B(u) = (u?, u® — 3u), respectivamente

Vamos agora obter algumas rela¢des envolvendo os ntimeros ¥, 9I,1,5ed para

uma classe de curvas planas irredutiveis mais gerais que as monomiais.

Para o proximo resultado, vamos analisar o seguinte caso particular.

Considere a(u) = (apu* + au!, b,u™ + b,u™) com arab,b, # 0,1 < k < m, k < I
em < n (sem que ocorra k = 1 e m = 2 simultaneamente). Calculemos o campo

F,(u,v) = (f(u,v), —f(v,u)). Veja que

kaguF~' + laut" mby,u™ 1t + nb,un !
flu,v) = ﬁ
ap(u® — o) + a(ut — o) by (u™ —v™) + by (u — 0™)

- ﬁ[kakbmuk_l(um —v™) — magbyu™ 1 (ub — oF)
+kagb,u* "t (u™ — v™) — nagb,u™ "t (u* — vk)
+Hlaghpu! =t (u™ — v™) — magb,u™ H(ut — o)

+Hlagb,u! 7t (u™ — v™) — nagb,u™ " (ul — oh)].

Contas andlogas as que foram feitas para se obter (2.12), podem ser aplicadas a cada

soma de duas parcelas, do somatério acima, obtendo a seguinte expressdo para Fi,:

Fa(ua U) - (Pk—l—m—?:(ua U) =+ Pk+n—3(u7 ’l)) + jjl—l—m—?x(u’ U) —+ Pl+n—3(u7 ’U), (4 11)
_Pk+m—3(va ’U,) - Pk—l—n—?x(va U) - PH_m_g(U, U) - -Pl+n—3(va U))
em que
Prejalu,0) = aiby (i — a9~ = vhyy(u,0)) (4.12)

como em (2.12).
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Proposi¢do 4.5.7. Seja v : (C,0) — (C?,0) um germe do tipo

l n
afu) = (Z a;u’, Z bﬂﬁ) (4.13)
i=k j=m

com apaby,b, #0el <k <m, k <lem < n (semqueocorra k = 1em = 2 simultanea-

mente).

1. Se k e m sdo coprimos, entdo Vg, = I*.
2. Sel e n sdo coprimos, entiio U, = I

Demonstragdo. Suponha k e m coprimos e seja F,(u,v) = (f(u,v),—f(v,u)) como em

(4.7). Uma generalizagdo de (4.11), nos permite decompor F,, da forma:

Fo(u,v) = (Prgm-3(u,v) + -+ Prps(u,v), =Prpm-s(v,u) — -+ — Pryp_g(v,u))

= (filu,v), fo(u,v)),
(4.14)

onde P, ;_3 é um polindmio homogéneo de grau i+ j —3, dado em (4.12), com k < i < [

em<j<n.

Podemos decompor a da forma a(u) = S(u) + A(u), com B(u) = (axu®,b,u™) e

A(u) = (Zi:kﬂ a;u’, Z?:mﬂ bﬂﬂ). E portanto, de (4.14),

Fo(u,v) = Fg(u,v) + FX\(u,v) = (Pyym—3(u,v), = Prim—s(v,u)) + F(u,v).

Como cada fungédo coordenada de Fs é um polindmio homogéneo de grau k+m —3

e k e m sdo coprimos temos, do Lema 4.5.3, que F3 tem a origem como zero isolado.

Portanto, do Exemplo 4.4.3 e do Exemplo 4.4.2, temos que

UF,

@

=dp, = (k+m—=3)(k+m—3)=(k+m—3)>
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Por outro lado,

1 1

kaguk~ mby,u™”
k(k — Dagu*=2 m(m — 1)b,um™?

= km(m — Dagb,u*™™3 — km(k — 1)agb,,u*+m=3

det(8'(u), " (u)) =
(4.15)

= kmagb,,(m — k)uk+m=3

é um polindmio homogéneo de grau k£ +m — 3. Logo,

Clu} g C{u

(det(8'(u), B"(u))) (uk+m=3) =k+m-—3.

1= dlm(c

Portanto, ¥y, = I°.
Supondo que [ e n sdo coprimos, vamos homogeneizar os polindmios F;;;_3, em
(4.14), para que F} e I, sejam polindmios homogéneos de grau [ + n — 3. Para tanto,

defina

Fl(wu u, U) = wl+n_k_mpk+m—3<u? ’U) + wl+n_k_m_1pk+m—2(ua 1)) + -Pl-‘rn—S(u) ’U)

Fy(w,u,v) = —wtn=k=mp oo, u) —wtbemmip o (v,u) — oo — Pryns(v,u).

Note que Fi(1,u,v) = fi(u,v), Fo(1,u,v) = folu,v), F1(0,u,v) = Pn 3(u,v) e
F5(0,u,v) = = Pipn-3(v,u).

O campo F,(u,v) = (Pyn-3(u,v), —Pn_s(v,u)) = (F1(0,u,v), F»(0,u,v)) associ-
ado a curva y(u) = (au', b,u") satisfaz, pelo Lema 4.5.3, que F; = F, = 0 tem a ori-
gem como zero isolado, pois [ e n sdo coprimos. Assim, as equagdes afins fi(u,v) =
f2(u,v) = 0 ndo possuem solugdes no infinito. Entdo, pelo Teorema de Bézout, conclui-

mos que

Clu, v]
(Fa(u,v))

Clu, v]

a0y, (o))~ L7 =3)

@Fa = dlm(c = dlm(c

Seja M a matriz cujas linhas sdo as componentes de o/(u) e o’ (u), respectivamente

Eagu=t 4+ ...+ lagut? mby,u™ 1t + ..+ nbu !

k(k—Dagu* 2+ ...+ 11 — Dau!=? m(m — )bu™ 2+ ... +n(n — 1)bu"2

M:
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Nesse caso, analogamente ao obtido em (4.15), temos:
det(a/(u),a”(u)) = det M = kmagby,(m — E)u* ™3 4+ .+ Inab,(n — Du™3,

Dai, pelo Teorema de Bézout,

Clu]
(det(/(u), " (u)))

I = dim¢ =l+n-—3.

Portanto, Uy, = I2. O

Exemplo 4.5.8. Considere o : (C,0) — (C?,0) um germe dado por a(u) = (u*, u").

Visto que 4 e 7 sdo coprimos, segue do Lema 4.5.3, que F, tem a origem como zero isolado
em C. Além disso, sabemos que as fungdes coordenadas de F, sdo polindmios homogéneos, de
graus k +m — 3 =4+ 7 — 3 = 8. Entdo, do item 1 da Proposicio 4.5.7, temos ) = 8* = 64 e
I=28.

Observe que gy (u,v) = “HW=10) — w'vl 43 420 42 408 e

uU—v uU—v

as(u)—as (v u’ —o7
92(u7v> = s 127112( ) = Tu—v

= S+ v+ utv? + P + wPot + uv® + 08

= w3 (ud + uPv + w? + 0v3) + vt + u® + 5.

Assim,

C{u,v}

o = I + vt + uo? + 0% wd (U’ + wte + ue’ 4+ 0°) + wPut + ue’ +0°)

dim(c

= Z(u® + v?v + uw? + 03wt + uwd + o)
= Z(u® + v?v + uv? + 03 ot + wd + 08 — 03 (ud + wPo + ww? + 03))
= Z((u®+v*)(u+v), —uv?)
= Z(u*+ 0%, u3?®) + Z(u + v, u*v?)
= 3Z(u®+ v u) + 3Z(u® + v, v) + 3Z(u + v,u) + 3Z(u + v,v)
= 127(u,v) 4+ 6Z(u,v) = 18.
Logo, § = %dimc% =09,
Como vale (4.9), ou seja, ¥, = 26+2T+1, temos que 2T = 64—18—8, e portanto T' = 19.

Logo, existe uma deformagdo da curva o, com 9 pontos duplos, 8 inflexdes e 19 bitangéncias.



4.5 Multiplicidade, Inflexdes e Pontos Duplos de Deformacgoes de Curvas Planas 111

De maneira andloga, 9=64,1=805=09¢ aplicando (4.10) segue que T = 19.

Exemplo 4.5.9. Seja o : (C,0) — (C?,0) dada por a(u) = (u*, u” 4+ u).
Uma vez que « é dada como em (4.13) e k = 4 e m = 7 sdo coprimos, seque do item 1, da
Proposicio 4.5.7, que 9 = 64 e [ = 8.

Note que gy (u,v) = 2= — 43 L 42 402 403 e

uU—7v

puv) = =)

= u® +udv + uto? + uded + uPot +uwd + 08+

+uTv + ubv? + w3 + utot + wPvd + wo® + wo” + o8,

Assim, a forma inicial de g;(u,v) é o préprio ¢i(u,v), e a forma inicial de go(u,v) é
g(u,v) = ub + vPv + u'v? + udvd + u?vt + wv® 4+ 0°, ou seja, mult(gy) = 3 e mult(gy) = 6.
Veja que g, (u,v) e g(u, v) ndo possuem fator comum, pois se f(u,v) = (g1(u,v), g(u,v)),

entdo (0, 0) é isolado em f~1(0,0). De fato, sabemos que f(u,v) = (0,0) se, e somente se,

u? + uv 4+ w? + 03 = 0

ud(u? + v + uv? + 03) +uPot +u® +05 = 0.
Isso ocorre se, e somente se,

wu? +uv+0*) 40P = 0
(4.16)
u?vt + uv® + 08 = 0.

Da segqunda equagio de (4.16), temos que u*v* +uv® +v° = 0, ou seja, v*(u? +uv+v?) = 0,

donde v = 0 ou u® + uv + v* = 0.

Se v = 0, segue da primeira equagio de (4.16), que u* = 0, logo u = 0. Agora, substituindo
u? + uv + v? = 0 na primeira equagdo desse sistema, obtemos v3 = 0,istoé, v = 0, e assim
u=0.

Portanto, (0,0) é a inica solugdo de f(u,v) = (0,0) e, da Proposigdo 4.3.8, seque que

C{u, v}

dim
. <gla 92>

= mult(gy) - mult(gs) =3 -6 = 18.

Logo 6 =9, e por (4.9), obtemos T' = 19.

Aplicando o item 2 da Proposicio 4.5.7 seque que 0 = (I +n—3)? = (10)2 = 100 e I = 10.
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Em [11], os autores calculam o namero de inflexdes, pontos duplos, bitangéncias,
multiplicidade e o nimero de Milnor, tanto no caso local quanto no global, para a
classe dos germes simples de curvas planas. Com cédlculos andlogos ao que fizemos

neste trabalho, recuperamos as tabelas como em [11].

4.6 Numero de Milnor e A.-codimensao

Nesta secdo, vamos obter algumas rela¢des entre invariantes bem conhecidos da teoria
de curvas, como o numero de Milnor e a A.-codimensédo, e os conceitos estudados,

como o numero de inflexdes e bitangéncias de uma deformacao de uma dada curva.
Seja g : (C,0) — (C?,0) um germe de aplicacdo, cuja imagem é definida por uma

equagdo f € Oy, ouseja, f: (C%0) — (C,0) define uma curva que denotamos por

Cr=A{(z,y) € U; f(z,y) =0}, (4.17)

em que U é uma vizinhanga de C2.

O ntimero de Milnor local de f é definido por:

C{z,y}

of of\’
ox’ Oy
of of

em que < o ay> é o ideal gerado pelas derivadas parciais de f. Em [29], Milnor mostra

o= dll’n(c

a seguinte relagao:

w=20—r+1.

em que § é o niumero de pontos duplos que aparecem numa perturbacado estavel de f
e r é o namero de ramos da curva C;. Para a defini¢do de perturbagéo estavel veja, por
exemplo, [33].

Como estamos estudando curvas complexas planas irredutiveis, ou seja, Cy possui
um tnico ramo, r = 1 e assim p = 24.

O ntimero de Milnor global de f, denotado por /i, é igual a soma de todos os nt-

meros de Milnor locais em todos os pontos criticos de f. E vale ji = 24.
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Teorema 4.6.1. Seja o : (C,0) — (C?,0) um germe de curva plana, dado por
l n
a(u) = (Z a;u’, Z bjuj)
i=k j=m

com apaby,b, #0el <k <m, k <lem < n (semqueocorra k =1em = 2 simultanea-

mente).
1. Se k e m sdo coprimos, entdo = I(I — 1) —2T.
2. Selen sdo coprimos, entio ji = I(I — 1) — 2T.

Demonstragdo. Das relagdes (4.9) e (4.10) temos que ¥, = 20+2T+1e Op, = 26+2T+1.

Mas, pela Proposigdo 4.5.7, Vg, = I*e 9 = I2. Como no caso irredutivel, p = 26 segue

que:
p=1I1"—2T—1=1I(I—-1)—2T.
Analogamente, no caso global. [
a(u) I ) T I, i
(u,ub); k> 2 k—2 EE3 | (k—22 | 0
(u?, u? ) k> 1 2k k 2k(k — 1) 42 2k
(u, uF ) k> 1 3k+1| 3k | FCED I gp41)2| 6k
(ud, uk+2); k> 1 3k+2 | 3k+1| FCED [ (3 42)2 | 6k +2
(u*, ud); (u*, u® +u") 6 6 9 36 12
(uh,u”); (ut,u” +u¥); (vt u” 4 ul?) 8 9 19 64 18
Tabela 4.1: T', ¥ e ;. para germes simples de curvas planas
alu) I ) T I, i
(u,ub); k> 2 k—2 0 E=2)E3) | (- 2)? 0
(u?, ) k> 1 2k k 2k(k —1) 4k? 2k
(WP, k>1 [3k+1| 3k SkGED) (Bk+1)2| 6k
(W3, u342) k>1 | 3k+2| 3k+1 SkGETD) (3k+2)2 | 6k+2
(ut, u®) 6 6 9 36 12
(u*, u® +u") 8 9 19 64 18
(u, u") 8 9 19 64 18
(ut, u” +u?) 10 12 33 100 24
(ut, u” 4 u'3) 14 18 73 196 36
(0 +2M45) k> 1| 2k4+6 | 3(k+2) | 2k — 14k +21 | (2k+6)% | 6(k +2)

Tabela 4.2: T, ¥ e ji para germes simples de curvas planas
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Outro conceito importante, em teoria de singularidades, é a codimensdo de um
germe com respeito a acdo de um grupo. Neste caso, vamos definir a .4.-codimensdo
de um germe de aplicagdo f : (C"*,0) — (C?,0). Para mais detalhes veja [17].
Definicao 4.6.2. Dois germes f; : (C",0) — (CP,0) e fo : (C*,0) — (CP,0) sdo ditos
A-equivalentes ( fi o f2>, se existem germes de difeomorfismos ¢ : (C*,0) — (C™,0) e ¢ :
(CP,0) — (CP,0) para os quais fo = 1) o f1 0 ¢, ou seja, para os quais o seguinte diagrama

comuta:

h
(c",0) —> (C",0)

(C",0)

(C*,0)
f2

Figura 4.4: A-equivaléncia

O conjunto A = {(¢,v); ¢ € O,, et € O, sdo difeomorfismos} forma um grupo

com respeito a composigao.

E simples verificar que o conceito acima, define uma relacdo de equivaléncia. A
Orbita de um elemento f € O, , é a classe de equivaléncia de f por essa relacdo, ou
seja, A- f={vo fop™t; (¢,0) € A}

Dado um germe f € O,,,, denotamos por M,,0,,, = {f € O,,; f(0) =0}.

Definicdo 4.6.3. Seja f € O, .

1. O espago tangente a orbita de f sequndo a agio do grupo A é definido por:
TA-f= Z%gi; 9="(91."" . 9n) € MnOnpnp +{ho f; h € MOy}
=1
2. O espago tangente extendido é definido por:

"0
TA:-f= {Z&Efigi; 9=1(91,""" . 9n) EOn,n} +{hofi h €Oy}
i=1

Definicdo 4.6.4. Definimos a A—codimensdo de f, denotada por A—cod f, como dimc MT"f;P
Onp

TAe-f"

Ea A. — codimensdo de f, denotada por A. — codf, é definida como dimc
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E possivel provar que o nimero de Milnor, a A-codimensio e a A.-codimensio
sdo invariantes com respeito a 4-equivaléncia, ou seja, dois germes A-equivalentes
possuem mesmo nimero de Milnor, mesma A e A.-codimensdo. Para mais detalhes
veja [2] e [33].

Para obtermos uma rela¢do dos objetos estudados neste trabalho, e a A.-codimensao,
vamos introduzir um novo invariante analitico, chamado ntimero de Tjurina. Esta
abordagem difere da escolhida pelos autores em [11], que utilizam o niimero de Mil-
nor da imagem.

Outro invariante bem conhecido, no estudo de curvas planas, é o chamado namero

de Tjurina, denotado por 7. Dada uma curva Cy, como em (4.17), definimos

Cz,y}
(r3.8)

T = dlm(c

em que < f, %, ‘3—5> é oideal gerado pela equagdo f, que define a curva, e suas derivadas

parciais. Note que 7 < pu.

Em [18], Proposition 2.30(3), eles provam que se C; é uma curva plana irredutivel e

a: (C,0) — (C?0) é uma parametrizagdo da curva, entdo
Ac-cod(a) =7 — 6. (4.18)

Na verdade, em [18], os autores provam que a relagdo é verdadeira, mais geral-

mente, para curvas planas reduzidas (com varios ramos).

Assim, no caso irredutivel, por (4.18) e como 7 < p temos:
Ae-COd(a)ZT—5SN—5=25—5=5:%.

Portanto, p > 2A.-cod(a).

Definicao 4.6.5. Um germe f : (C",0) — (C,0) édito quase homogéneo, de tipo (wy, . .., w,,d),
se existem inteiros positivos wy, . .., w,, denominados pesos, e um inteiro positivo d chamado
grau, tal que

LAy, Ay = M f(n, .. 1y),

para todo (x4, ...,x,) € C"etodo X € C.
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Temos o seguinte resultado:

Teorema 4.6.6. Seja Cy uma curva plana irredutivel. Entdo, f é quasehomogéneo se, e somente

se, T = [i.

Demonstracdo. Para visualizar os resultados que nos permitem provar esse teorema,

veja, por exemplo, [30]. O

Portanto, ;1 > 2.4.-cod(«). Valendo a igualdade se, e somente se, f é quasehomogg-
neo. No caso de curvas planas irredutiveis, é possivel provar que f é quasehomogéneo

se, e somente se, a parametrizagdo o ¢ monomial (veja [30]).
Corolario 4.6.7. Seja o : (C,0) — (C2,0) um germe de curva plana, dado por
l n
ot~ (Lot 3 o)
i=k j=m
com apaby,b, #0el <k <m, k <lem < n (semqueocorra k =1em = 2 simultanea-
mente), e f o germe que define a curva C;. Entio,

I(I —1)—2T > 2A.-cod(a),

valendo a igualdade se, e somente se, f é quasehomogéneo.

Demonstragdo. Como p > 2A.-cod(a) e vale a igualdade se, e somente se, f é quaseho-

mogeéneo, o resultado segue diretamente do Teorema 4.6.1. ]

Finalizamos este trabalho, apresentando uma generalizacdo do Corolario acima,
que nos apresenta uma desigualdade, que foi obtida a partir da relacdo ;1 > 2.A.-cod ().
Na verdade é possivel obter uma férmula no caso geral, e ndo apenas para f qua-

sehomogéneo. Dado um germe de curva plana irredutivel Cy, tem-se a relacdo
T=pu—#A\T, (4.19)

em que #A \ I' é a cardinalidade do conjunto A \ I, que resumidamente, é um con-
junto de ordens de diferenciais associados a curva (ver, por exemplo, [30]). Nao vamos

entrar nestes detalhes, por ser necessario introduzir ainda mais conceitos e resultados.
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Mas A \ I' é um importante invariante analitico, e que foi uma peca chave na classi-
ficacdo analitica de curvas planas irredutiveis, obtidas por Abramo Hefez e Marcelo
E. Hernandes em 2011. Este invariante foi calculado para diversas classes de curvas
planas, em trabalhos de Hefez e Hernandes (veja, por exemplo, [22]).

Em nosso contexto, por (4.18) e (4.19), obtemos A.-cod(a) = p — 6 — #A\ T, ou
ainda, ¢ = A.-cod(a) + § + #A \ I'. Portanto, nas hip6teses do Teorema 4.6.1, obtemos

I(I—1)—2T = Accod(ar) + 6 + #A\T.

Esta é uma relacdo interessante, por envolver invariantes algébricos e geométricos

no estudo de curvas planas.



CONCLUSAO

O estudo de curvas é tema de interesse de matematicos desde a antiguidade. Neste tra-
balho, apresentamos uma abordagem para o estudo de curvas planas afins, que teve
como ponto de partida, um trabalho de Fabricius-Bjerre de 1962, [14]. No referido tra-
balho, ele obteve uma férmula envolvendo o niimero de bitangéncias, pontos duplos
e inflexdes de curvas planas fechadas. Desde entdo, diversos trabalhos como: Halpern
([20], 1970), Fabricius-Bjerre ([15], 1977) e Weiner ([35], 1987) atacaram este mesmo pro-

blema para diversas classes de curvas.

Mais recentemente, Dias e Mello ([10], 2011) obtiveram uma férmula analoga a de
Fabricius-Bjerre para curvas planas definidas num intervalo aberto. E em 2014, Dias,
Sinha e Ruas ([11]) generalizaram tal resultado para curvas planas, incluindo ctspi-
des. Além disso, os autores estudaram germes de curvas planas complexas, apresen-
tando rela¢des envolvendo o ntimero de pontos duplos, inflexdes e bitangéncias de
uma deformacdo da curva e invariantes cldssicos como o nimero de Milnor e a A.-

codimensio.

Todo este histérico, nos leva a concluir que este tema, de fato, é interessante, por
se tratar de um problema atacado sob vdrios aspectos, mas sempre na busca de uma
melhor compreensdo dos aspectos geométricos/algébricos locais e globais do estudo

de curvas.
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