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Programa de Pós-Graduação em Matemática
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Resumo

Um resultado conhecido da Teoria de Grupos, devido a J. Thompson, diz que se um

subgrupo maximal de um grupo finito G é nilpotente de ordem ı́mpar, então G é solúvel.

Neste trabalho, apresentamos uma generalização deste resultado, devido a Y. Wang, o

qual estabelece que se G é um grupo finito, A é um grupo π(G)-solúvel agindo sobre

G por automorfismos e existe um subgrupo A-invariante maximal M de G tal que M é

nilpotente e o 2-subgrupo de Sylow de M não possui grupo quociente isomorfo ao grupo

diedral de ordem 8, então G é solúvel.
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Abstract

A known result of Theory of Groups, due to J. Thompson, establishes that if a

maximal subgroup of a finite group G is nilpotent of odd order, then G is soluble. In this

work, we study a generalization of this result, due to Y. Wang, which states that if G is

a finite group, A is a π(G)-solvable group that acts on G by automorphism and there is

a nilpotent maximal A-invariant subgroup M of G such that M does not has quotient

group isomorphic to the dihedral group of order 8, then G is solvable.
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H é um subgrupo caracteŕıstico de G.
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Introdução

Uma classe de grupos que vem sendo intensamente estudada ao longo dos anos é a

dos grupos solúveis. Tais grupos foram e, ainda são, alvos de pesquisa de matemáticos

do mundo inteiro, dentre os quais destacamos P. Hall, J. Thompson, Z. Janko e O. J.

Schmidt. Descobrir propriedades destes grupos e condições suficientes para um grupo

ser solúvel, são alguns dos tópicos pesquisados por estes matemáticos e que continuam a

render excelentes trabalhos na área de Álgebra.

O. J. Schmidt provou que se todos os subgrupos maximais de um grupo finito G

são nilpotentes, então G é solúvel. Alguns anos mais tarde, J. Thompson mostrou que

para obter-se a conclusão de Schmidt, é suficiente que o grupo G possua um subgrupo

maximal nilpotente de ordem ı́mpar.

Em seguida, Z. Janko mostrou que um grupo finito G é solúvel se contém um subgrupo

maximal M nilpotente com 2-subgrupo de Sylow de classe de nilpotência no máximo 2.

Num trabalho publicado em 1998, [10], Y. Wang demonstrou o seguinte:

Teorema. Seja G um grupo finito e A um grupo agindo por automorfismos sobre

G. Suponhamos que A é π(G)-solúvel. Se existe um subgrupo A-invariante maximal

nilpotente M de G tal que o 2-subgrupo de Sylow de M não possui grupo quociente

isomorfo a D8, então G é solúvel.

O objetivo deste trabalho é apresentar a demonstração do Teorema de Wang,

constante no Caṕıtulo 6. Nos cinco caṕıtulos anteriores, encontram-se a maioria dos

conceitos e resultados necessários para um bom entendimento desta e das demais demon-

strações estabelecidas no Caṕıtulo 6.

No primeiro caṕıtulo, apresentamos alguns requisitos mı́nimos para o desenvolvimento
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deste trabalho, tais como: subgrupos comutadores e caracteŕısticos, grupos solúveis e

nilpotentes, grupos livres, grupo de Frobenius, produto semi-direto, representações de

grupos e propriedades do grupo linear GL(2, q).

No Caṕıtulo 2, expomos, primeiramente, a demonstração do Teorema de Schur-

Zassenhaus, que fornece uma condição suficiente para a existência e conjugação de π-

subgrupos de Hall. Na sequência, introduzimos as definições e algumas propriedades dos

grupos π-separáveis e π-solúveis, onde π é um conjunto não vazio de primos.

Em seguida, no Caṕıtulo 3, estudamos um assunto pouco abordado na literatura

matemática. Trata-se dos chamados grupos p-estáveis, onde p é um primo. O objetivo

primeiro é estabelecer condições suficientes para um grupo finito ser p-estável, através do

Teorema 3.6, para que na sequência possamos obter propriedades dos grupos fortemente

p-solúveis, onde p é um primo.

No ińıcio do Caṕıtulo 4, apresentamos a construção do chamado subgrupo de Thomp-

son e obtemos algumas de suas propriedades. Como veremos, o normalizador do centro

de tal subgrupo desempenha o papel de “protagonista”no Teorema da p-Nilpotência de

Glauberman-Thompson, que nos dá uma condição suficiente para que um grupo finito

seja p-nilpotente. Para finalizar o caṕıtulo, vamos demonstrar o Teorema de Thompson.

Com a teoria estabelecida nos Caṕıtulos 1, 2, 3 e 4, é posśıvel demonstrarmos o

Teorema de Wang, desde que 2 não divida |M |. Se 2 divide |M |, precisamos recorrer ao

Teorema de T. Yoshida, que diz o seguinte:

Teorema Se P é um Sp-subgrupo de um grupo finito G que não possui grupo quociente

isomorfo a Zp o Zp, então P ∩G′ = P ∩NG(P )′.

Como a demonstração do Teorema de Yoshida envolve o conceito de p-singularidade

em um grupo, onde p é um primo, dedicamos o Caṕıtulo 5 ao estudo de transfer de

caracter e p-singularidades.

Finalmente, no Caṕıtulo 6, demonstramos o Teorema de Wang e conclúımos o tra-

balho com um exemplo, onde mostramos que existe um grupo solúvel que não possui um

subgrupo maximal nilpotente, mas tem um subgrupo A-invariante maximal nilpotente,

para um grupo A conveniente.
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Caṕıtulo 1

Resultados Preliminares

Neste primeiro caṕıtulo vamos estabelecer alguns conceitos e resultados da Teoria

de Grupos que nos serão úteis para o desenvolvimento do trabalho. Em geral não

apresentamos as demonstrações destes resultados, mas tomamos o cuidado de sempre

indicar uma bibliografia na qual o leitor interessado poderá obtê-las. Esperamos que o

leitor domine tópicos básicos da Teoria de Grupos e Teoria de Módulos. Observamos que

as notações aqui usadas são as clássicas e encontradas na maioria dos livros relacionados

a grupos. Caso o leitor tenha dúvidas quanto a isso, basta consultar nosso ı́ndice de

notação no ińıcio do trabalho.

1.1 Subgrupo Comutador e Subgrupos Caracteŕısticos

Neste primeiro caṕıtulo, convencionamos que G sempre denotará um grupo arbitrário,

a menos que se mencione o contrário. A notaçãoX ⊂ Y significa queX é um subconjunto

próprio de Y , enquanto que X ⊆ Y significa que X é um subconjunto de Y . Usamos a

notação H ≤ G para indicar que H é um subgrupo de G.

Se a, b ∈ G, o conjugado b−1ab é escrito ab e o elemento a−1b−1ab é chamado de

comutador de a e b e denotado por [a, b]. O subgrupo de G gerado por todos os comu-

tadores é chamado subgrupo comutador ou subgrupo derivado de G e denotado por G′.
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Tal subgrupo tem sua importância, pois através dele é posśıvel determinar quando um

grupo quociente é abeliano, como mostra a

Proposição 1.1 ([6], pág. 33) O subgrupo comutador G′ de G é normal em G. Além

disso, se H �G, então
G

H
é abeliano se, e somente se, G′ ≤ H.

Se H e K são subconjuntos não vazios de G, o subgrupo 〈[h, k] : h ∈ H, k ∈ K〉 de G é

denotado por [H,K]. Nós podemos estender a definição dos comutadores [h, k] (e [H,K])

para um número arbitrário de elementos (e subconjuntos) de G da seguinte maneira:

se xi ∈ G, 1 ≤ i ≤ n, n ≥ 2, definimos [x1, x2, · · · , xn], recursivamente, colocando

[x1, x2, · · · , xn] = [[x1, x2, · · · , xn−1], xn]. Analogamente, se Xi, 1 ≤ i ≤ n, n ≥ 2, são

subconjuntos não vazios de G, colocamos [X1, X2, · · · , Xn] = [[X1, X2, · · · , Xn−1], Xn].

Para simplificar, escrevemos (indutivamente sobre m) [Xi, Xj;m] = [[Xi, Xj;m− 1], Xj]

para m > 0 e [Xi, Xj; 0] = Xi.

Os comutadores possuem várias propriedades que apresentamos nos dois próximos

resultados.

Proposição 1.2 ([2], pág. 18-20) Sejam x, y, z ∈ G e H,K,L ≤ G. Temos

(i) [xy, z] = [x, z]y[y, z] e [x, yz] = [x, z][x, y]z

(ii) Se y comuta com z e [x,G] é abeliano, então [x, y, z] = [x, z, y];

(iii) [x, y]−1 = [y, x];

(iv) [x, y−1, z]y[y, z−1, x]z[z, x−1, y]x = 1;

(v) Se [x, y] comuta com ambos x e y, então [x, y]−1 = [x−1, y] = [x, y−1];

(vi) [Lema dos Três Subgrupos]. Se [H,K,L] = [K,L,H] = 1, então [L,H,K] = 1;

(vii) [H,K] � 〈H,K〉;

(viii) [H,K] = [K,H].

Proposição 1.3 ([6], pág. 112) Se H,K ≤ G e f : G −→ L for um homomorfismo de

grupos, então f([H,K]) = [f(H), f(K)].
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Os p-grupos finitos possuem duas propriedades interessantes, dadas pela

Proposição 1.4 ([2], pág. 7 e 31) Seja G um p-grupo finito. Temos que:

(i) Se H é um subgrupo próprio de G, então NG(H) ⊃ H;

(ii) Se K é um subgrupo normal não trivial de G, então K ∩ Z(G) 6= 1.

Dado um subgrupo H de G e g ∈ G, o subconjunto g−1Hg = {g−1hg : h ∈ H}

é chamado de conjugado de H por g e denotado por Hg. Observe que H � G se, e

somente se, H = Hg para todo g ∈ G. O normalizador de H em G é o subgrupo

NG(H) = {a ∈ G : Ha = H}, enquanto o centralizador de H em G é o subgrupo

CG(H) = {a ∈ G : ah = ha, ∀ h ∈ H}.

Escrevemos sempre a expressão “Sp-subgrupo de G”querendo dizer “p-subgrupo de

Sylow de G”. Se G é um grupo finito, ele pode ser escrito como um produto de certos

subgrupos, como mostra o

Teorema 1.5 (Argumento de Frattini) ([6], pág. 81) Seja K um subgrupo normal

de um grupo finito G. Se P é um Sp-subgrupo de K (para algum primo p), então

G = KNG(P ).

Demonstração: Seja g ∈ G. Então, g−1Pg ≤ g−1Kg = K, pois K � G. Como

|g−1Pg| = |P |, temos que g−1Pg é um Sp-subgrupo de K e, assim, existe k ∈ K tal que

k−1Pk = g−1Pg. Portanto, P = (gk−1)−1P (gk−1), de modo que gk−1 ∈ NG(P ). Logo,

g = (gk−1)k ∈ NG(P )K = KNG(P ). 2

Um grupo finito G isomorfo a Zp × · · · × Zp, p primo, é chamado p-grupo abeliano

elementar . Claramente, um p-grupo abeliano elementar G pode ser visto como um espaço

vetorial sobre o corpo Zp. Neste caso, temos o

Teorema 1.6 ([2], pág. 30) Seja G um p-grupo abeliano elementar. Então Aut(G) é

isomorfo ao grupo dos operadores lineares de G.

Dizemos que um elemento g ∈ G é um p-elemento, p primo, se g tem ordem potência

de p.
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É fácil ver que todo elemento de NG(H) induz por conjugação um automorfismo de

G. Isto juntamente com o teorema anterior dão sentido ao enunciado do

Teorema 1.7 ([2], pág. 32) Seja H um p-subgrupo abeliano elementar de um grupo fito

G e x um p-elemento de NG(H). Se φx denota o operador linear de H, visto como espaço

vetorial sobre Zp, então o polinômio minimal de φx é (X − 1)r, onde r é o menor inteiro

tal que [h, x, x, · · · , x︸ ︷︷ ︸
r vezes

] = 1 para todo h ∈ H.

Observe que se a ∈ G, a aplicação γa : G −→ G, dada por γa(x) = a−1xa, para todo

x ∈ G, define um automorfismo de G. Claramente, um subgrupo N é normal em G

se, e somente se, γa(N) = N , para todo a ∈ G. Porém, podem existir subgrupos H de

G tais que φ(H) = H para todo automorfismo φ de G. Estes subgrupos são chamados

subgrupos caracteŕısticos de G. Escrevemos H char G se H é um subgrupo caracteŕıstico

de G. Certamente, Z(G) char G.

Suponhamos que H é um subgrupo de G tal que φ(H) ≤ H para todo φ ∈ Aut(G).

Como φ−1 ∈ Aut(G), temos φ−1(H) ≤ H, de modo que H = φ(φ−1(H)) ≤ φ(H) e, assim,

φ(H) = H. Portanto, H char G se, e somente se, φ(H) ≤ H para todo φ ∈ Aut(G).

Usando-se isso, é fácil demonstrar a

Proposição 1.8 ([6], pág. 104) Sejam H,K,N ≤ G.

(i) Se H charK e K char G, então H char G;

(ii) Se H charK e K �G, então H �G;

(iii) Se N char G, N ≤ H e
H

N
char

G

N
então H char G.

1.2 Grupos Solúveis e Nilpotentes

O conceito de grupo solúvel é, certamente, um dos mais importantes da Teoria de

Grupos. Um dos primeiros matemáticos a usar essa noção foi E. Galois quando estudou

a possibilidade de um polinômio, com coeficientes sobre um determinado corpo, ter suas
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ráızes expressas por radicais. Daremos, neste seção, a definição de grupos solúveis e

nilpotentes e, em seguida, veremos algumas propriedades dos mesmos. As demonstrações

dos resultados podem ser encontradas em [6] e [2].

Seja H um subgrupo normal de um grupo G. Dizemos que H é um subgrupo normal

minimal de G, se H 6= 1 e não existe um subgrupo normal K de G tal que 1 < K < H.

Por outro lado, se não existe um subgrupo normal K de G tal que H < K < G, dizemos

que H é um subgrupo normal maximal de G.

Uma série normal de um grupo G é uma sequência de subgrupos

G = G0 ≥ G1 ≥ · · · ≥ Gn = 1

na qual Gi+1 � Gi para todo i. Os grupos fatores desta série normal são os grupos

quocientes
Gi

Gi+1

, para i = 0, 1, · · · , n− 1.

Sejam

G = H0 ≥ H1 ≥ · · · ≥ Hm = 1 (1.1)

e

G = G0 ≥ G1 ≥ · · · ≥ Gn = 1 (1.2)

duas séries normais de um grupo G. Dizemos que a série (1.2) é um refinamento da série

(1.1), se G0, G1, · · · , Gn é uma subsequência de H0, H1, · · · , Hm. A série (1.1) é chamada

uma série de composição, se Gi+1 é um subgrupo normal maximal em Gi ou Gi+1 = Gi,

para todo i. Cada grupo fator de uma série de composição de G é chamado de fator

de composição de G. Dizemos que (1.1) e (1.2) são séries equivalentes se existe uma

correspondência biuńıvoca entre seus grupos fatores não triviais onde fatores correspon-

dentes são isomorfos.

As séries de um grupo possuem um propriedade peculiar dada pela

Proposição 1.9 (Jordan-Hölder) ([6], pág. 100) Quaisquer duas séries de composição

de um grupo G são equivalentes.

Um grupo é chamado grupo solúvel, se ele possui uma série normal em que cada grupo

fator é abeliano. É fácil ver que um grupo finito é solúvel se, e somente se, ele possui

uma série normal cujos grupos fatores são ćıclicos de ordem prima.

7



Vamos agora apresentar algumas propriedades de grupos solúveis.

Proposição 1.10 ([6], pág. 102-105)

(i) Subgrupo e imagem homomórfica de grupo solúvel são solúveis;

(ii) Se H �G e ambos, H e
G

H
são solúveis, então G é solúvel;

(iii) Produto direto de grupos solúveis é solúvel;

(iv) Todo p-grupo finito é solúvel;

(v) Se G for um grupo solúvel finito, então todo subgrupo normal minimal de G é um

p-grupo abeliano elementar para algum primo p;

Os subgrupos comutadores superiores de um grupo G são definidos indutivamente por

G(0) = G; G(i+1) = G(i)′

i.é, G(i+1) é o subgrupo comutador de G(i). A série

G = G(0) ≥ G(1) ≥ · · · ≥ G(i) · · ·

é chamada de série derivada de G. É fácil mostrar, por indução sobre i, que G(i+1) char G.

Os grupos solúveis são caracterizados através de suas séries derivadas, como mostra

o próximo resultado.

Proposição 1.11 ([6], pág. 105) Um grupo G é solúvel se, e somente se, G(n) = 1 para

algum n.

Note que se H,K char G e φ ∈ Aut(G), então pela Proposição 1.3, tem-se φ([H,K]) =

[φ(H), φ(K)] = [H,K], isto é, [H,K] char G. Assim, os subgrupos γi(G) de G definidos

indutivamente por: γ1(G) = G e γi+1(G) = [γi(G), G], i ≥ 1, são caracteŕısticos em G. É

claro que γi+1(G) ≤ γi(G), para todo i ≥ 1. A série

G = γ1(G) ≥ γ2(G) ≥ · · · γi(G) ≥ · · ·

é chamada série central inferior do grupo G. Note que esta série pode não ser normal,

pois ela pode não atingir 1.

O próximo resultado nos dá uma propriedade da série central inferior.
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Proposição 1.12 ([2], pág. 209) Se G é um grupo finito, x ∈ γi(G) e y ∈ γj(G), então

[x, y] ∈ γi+j(G).

Um grupo G é dito nilpotente se existe um inteiro c tal que γc+1(G) = 1. O menor

de tais c é chamado classe de nilpotência do grupo G e denotada por cl(G).

Um subgrupo M de G é dito subgrupo maximal de G se não existir subgrupo H de

G tal que M ⊂ H ⊂ G.

A seguir vamos estabelecer algumas propriedades de grupos nilpotentes.

Proposição 1.13 ([6], pág. 115-117)

(i) Todo subgrupo H de um grupo nilpotente G é nilpotente e cl(H) ≤ cl(G);

(ii) Se G é nilpotente e H�G, então
G

H
é nilpotente com classe de nilpotência ≤ cl(G);

(iii) Produto direto de grupos nilpotentes é nilpotente;

(iv) Todo p-grupo finito é nilpotente;

(v) Todo grupo nilpotente é solúvel;

(vi) Um grupo finito G é nilpotente se, e somente se, G é o produto direto de seus

Sp-subgrupos;

(vii) Se G é um grupo nilpotente, então todo subgrupo maximal H de G é normal em G

e tem ı́ndice primo;

(viii) Se G 6= 1 é nilpotente, então Z(G) 6= 1;

Como Z(S3) = 1, o item (viii) do teorema anterior mostra que S3 não é nilpotente.

No entanto, ambos A3
∼= Z3 e S3/A3

∼= Z2 são abelianos e, portanto, nilpotentes. Isto

mostra que o item (ii) da Proposição 1.10 não é válida para grupos nilpotentes.

Observe que se G for um grupo finito, então sempre existem subgrupos maximais.

Isso não é válido para o caso em que G é infinito e um exemplo é o grupo aditivo dos

racionais Q. Isto motiva a
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Definição 1.14 Se M é o conjunto de todos os subgrupos maximais de G, define-se o

subgrupo de Frattini de G, denotado por Φ(G), do seguinte modo:

Φ(G) =


⋂

M∈M

M, se M 6= ∅

G, se M = ∅
.

Claramente, Φ(G) char G e, assim, Φ(G) �G. Além disso, temos a

Proposição 1.15 ([6], pág. 123)

(i) [Frattini, 1885]. Se G é um grupo finito, então Φ(G) é nilpotente;

(ii) Se G é um p-grupo finito, então Φ(G) = G′Gp, onde Gp é o subgrupo de G gerado

por todas as p-ésimas potências de elementos de G;

(iii) Se G é um p-grupo finito, então
G

Φ(G)
é um espaço vetorial sobre o corpo Zp.

Diremos que um automorfismo de ordem finita ψ de um grupoG é um p′-automorfismo,

se sua ordem não é diviśıvel por p.

Teorema 1.16 (Burnside) ([2], pág. 174) Seja ψ um p′-automorfismo de um p-grupo

finito P que induz a identidade sobre P/Φ(P ). Então, ψ é o automorfismo identidade de

P .

1.3 Apresentação de Grupos

Um grupo F é dito livre sobre um conjunto X ⊆ F se, para todo grupo G e toda

função θ : X −→ G, existe um único homomorfismo θ′ : F −→ G tal que

θ′(x) = θ(x)

para todo x ∈ X. A cardinalidade de X é chamada de posto de F .

Proposição 1.17 ([4], pág. 7) Todo grupo é uma imagem homomórfica de algum grupo

livre.
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SejaG um grupo e φ : F −→ G um epimorfismo de um grupo livre F = F (X) sobreG.

Temos então queG ∼=
F

K
, ondeK é o kernel de φ. Agora, seja R um subconjunto de F que

gera K como subgrupo normal de F , i.é, 〈R〉F = K. Observamos que X e R determinam

G, a menos de isomorfismo. Portanto, escrevemos G = 〈X |R 〉 e chamamos esta uma

apresentação livre, ou simplesmente apresentação, do grupo G. Os elementos de X são

denominados geradores e os de R relatores. Dizemos que G é finitamente apresentado se

existe uma apresentação G = 〈X |R 〉, onde X e R são finitos. Quando X = {x1, · · · , xn}

e R = {r1, · · · , rm} é comum escrevermos G = 〈x1, · · · , xn | r1 = 1, · · · rm = 1 〉. Neste

caso, chamamos ri = 1, 1 ≤ i ≤ m, de relações definidoras para G

Exemplo 1.18 Um grupo ćıclico G de ordem m tem apresentação

G ∼= 〈x |xm = 1 〉

e o grupo diedral de ordem 2n, D2n, tem apresentação

D2n
∼= 〈x, y |x2 = 1, yn = 1, yx = y−1 〉

Teorema 1.19 [Teste da Substituição] ([4], pág. 29) Sejam G um grupo com apresen-

tação G = 〈X |R 〉, H um grupo e θ : X −→ H uma função. Então, θ se estende a

um homomorfismo θ′ : G −→ H se, e somente se, θ é consistente com todas as relações

definidoras para G, i.é, se para todo x ∈ X e todo r ∈ R, o resultado da substituição de

x por θ(x) em r dá a identidade de H.

O próximo resultado nos fornece a apresentação do produto direto de dois grupos, a

partir da apresentação dos mesmos.

Proposição 1.20 ([4], pág. 32). Se G e H são grupos com apresentações G = 〈X |R 〉

e H = 〈Y |S 〉, respectivamente, então o produto direto G×H tem apresentação

〈X, Y |R,S, [X, Y ] 〉.
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1.4 Produto Semi-Direto

Sejam A e G dois grupos. Diremos que A age (à direita) sobre G por automorfismos,

se existe uma função

φ : A×G −→ G

(α, g) 7−→ gα

tal que:

(i) g1 = g para todo g ∈ G;

(ii) (gα)β = gαβ para todo g ∈ G e α, β ∈ A;

(iii) Para todo α ∈ A a função φα : G −→ G definida por φα(g) = gα, para todo g ∈ G,

é um automorfismo de G.

A função φ é chamado de ação por automorfismos (a direita) de A sobre G . Um

subgrupo H de G é chamado de subgrupo A-invariante, se hα ∈ H para todo h ∈ H e

α ∈ A.

Ressaltamos que neste trabalho todas as ações por automorfismos serão à direita, a

menos que se mencione o contrário.

Um grupo G é um produto semi-direto de seus subgrupos H e K, se K�G, G = HK

e H ∩K = 1.

Agora, seja φ : A ×K −→ K, denotada por (α, k) 7−→ kα, uma ação de A sobre K

por automorfismos. É fácil ver que o conjunto G = {(α, k) : α ∈ A, k ∈ K} munido com

a operação

(α1, k1)(α2, k2) = (α1α2, k
α2
1 k2)

é um grupo, cujo elemento neutro é (1A, 1K) e o inverso de (α, k) é (α−1, (k−1)α−1
).

Consideremos os subconjuntos A∗ = {(α, 1K) : α ∈ A} e K∗ = {(1A, k) : k ∈ K} de

G. É claro que A∗ é um subgrupo de G isomorfo a A pelo isomorfismo α 7−→ (α, 1K)
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e K∗ é um subgrupo de G isomorfo a K pelo isomorfismo k 7−→ (1A, k). Obviamente,

G = A∗K∗ e A∗ ∩K∗ = (1A, 1K). Mais ainda, para todo α ∈ A e k ∈ K, temos

(α, 1K)−1(1A, k)(α, 1K) = (1A, k
α) ∈ K∗ (1.3)

e

(1A, k)
−1(α, 1K)−1(1A, k)(α, 1K) = (1A, k

−1kα) ∈ K∗ (1.4)

Observe que por (1.3), o elemento (1A, k) de K∗ é transformado no elemento (1A, k
α)

pela conjugação por (α, 1K). Isto mostra que K∗ �G. Pelos isomorfismos de A em A∗ e

de K em K∗ definidos anteriormente, é natural identificarmos A e K com suas imagens

A∗ e K∗ em G, respectivamente. Portanto, obtemos a seguinte conclusão: existe um

grupo G tal que G = AK, K � G, A ∩K = 1, α−1kα = kα e k−1α−1kα = k−1kα. Tal

grupo G é chamado de produto semi-direto de K por A com respeito a ação φ e denotado

por AnK.

A relação (1.4), motiva a definirmos em G o comutador de k e α como sendo o

elemento [k, α] = k−1kα de K. Também, o subgrupo comutador de K e A é definido por

[K,A] = 〈[k, α] : k ∈ K, α ∈ A〉.

O subconjunto CK(A) = {k ∈ K : kα = k, ∀ α ∈ A} de K é, certamente, um

subgrupo A-invariante de K, chamado centralizador de A sobre K.

1.5 Grupo de Frobenius

Nesta seção, vamos definir e estabelecer algumas propriedades do chamado grupo de

Frobenius. Trataremos apenas de grupos finitos. Se S for um conjunto, denotaremos

por Sym(S) o grupo de todas as permutações de S com a operação de composição de

funções.

Seja G um grupo de permutações de um conjunto finito S, i.é, G é um subgrupo de

Sym(S). Diremos que G é um grupo de permutações transitivo sobre S, se para quaisquer

s, s′ ∈ S, existe γ ∈ G tal que γ(s) = s′. É fácil ver que o conjunto de todos os elementos
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de G que fixam um elemento s de S é um subgrupo de G. Tal subgrupo será chamado

de estabilizador de s e denotado por stab(s).

Sejam H um subgrupo de um grupo G e S = {x1H, · · · , xnH} o conjunto de todas

as classes laterais à esquerda distintas de H em G. Note que para cada x ∈ G, a função

αx : S −→ S dada por αx(xiH) = xxiH está bem definida e é uma permutação de S.

Além disso, αxy = αxαy para quaisquer x, y ∈ G, de modo que, a função αH : G −→

Sym(S), definida por αH(x) = αx para todo x ∈ G, é um homomorfismo. Chamamos αH

de representação permutacional transitiva de G sobre o conjunto S das classes laterais à

esquerda de H em G.

Mais geralmente, se G é um grupo e S é um conjunto, todo homomorfismo

α : G −→ Sym(S) é chamado uma representação permutacional de G sobre S. Também

é usual dizer que G age sobre o conjunto S. Diremos que α é uma representação permuta-

cional transitiva se α(G) for um grupo permutacional transitivo sobre S. Os elementos

de S serão chamados de letras . Se α e α′ são representações permutacionais transiti-

vas sobre os conjuntos S e S ′, respectivamente, diremos que α e α′ são equivalentes, se

existir uma bijeção θ : S −→ S ′ tal que α′(g) = θα(g)θ−1, para todo g ∈ G. O primeiro

resultado nos diz que toda representação permutacional transitiva é equivalente a uma

representação particular.

Teorema 1.21 ([2], pág. 34) Toda representação permutacional transitiva de um grupo

finito G é equivalente a uma representação de um grupo G sobre o conjunto das classes

laterais à esquerda de algum subgrupo de G.

O caso particular H = 1 tem uma importância peculiar. Certamente Ker αH = 1 e,

neste caso, ρ = αH é um monomorfismo de G no grupo das permutações de grau |G|.

Chamaremos esta representação permutacional de representação regular à esquerda de

G. Tal representação tem a propriedade que somente a identidade fixa mais que uma

letra.

A classe de grupos de permutações transitivas nos quais somente a identidade fixa mais

de uma letra, mas stab(i) 6= 1 para alguma letra i, é fundamental para o nosso trabalho.

Um grupo de permutações transitivo que satisfaz estas duas condições, é chamado grupo
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de Frobenius , por ter sido ele o primeiro a estudá-los.

Frobenius descobriu uma propriedade muito interessante desta classe de grupos.

Teorema 1.22 ([2], pág. 140) Sejam G um grupo de Frobenius e H o estabilizador de

uma letra. Então o subconjunto K de G constitúıdo da identidade juntamente com todos

os elementos que não fixam letras é um subgrupo normal de G cuja ordem é |G : H|.

O subgrupoK do teorema acima é chamado kernel de Frobenius de G e o estabilizador

H é chamado de complemento de Frobenius de G.

Observação 1.23 Como K \ 1 não fixa letra, temos K ∩H = 1. Além disso, segue do

Teorema de Frobenius e do Teorema de Lagrange que |G| = |H| · |K| = |HK|
|H ∩K|

= |HK|

e, portanto, G = K nH.

O resultado a seguir nos dá uma condição necessária e suficiente para que um grupo

seja um grupo de Frobenius.

Teorema 1.24 ([2] pág. 39) Seja H um subgrupo não trivial de um grupo finito G.

Então G é um grupo de Frobenius com complemento H se, e somente se, H ∩ Hx = 1

para todo x ∈ G \H.

1.6 Representações de Grupos

Na seção 1.5, chamamos de representação permutacional a um homomorfismo de um

grupo G no grupo Sym(S), onde S é um conjunto. Na presente seção, iremos estudar

algumas propriedades de homomorfismos de um grupo no grupo dos operadores lineares

inverśıveis de um espaço vetorial de dimensão finita sobre um corpo F . Todos os grupos

desta seção serão finitos.

Sejam G um grupo, V/F um espaço vetorial de dimensão finita sobre um corpo

F e GL(V, F ) o grupo dos operadores lineares inverśıveis de V . Um homomorfismo

φ : G −→ GL(V, F ) é chamado de representação de G sobre V/F . Se φ leva todos

os elementos de G no operador identidade, dizemos que a representação é trivial . A
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dimensão de V/F é chamada grau da representação φ. Se A é um subgrupo de φ(G) e

W um subespaço de V tal que A(W ) ⊆ W , diremos que W é A-invariante.

Há dois tipos de representações muito importantes: as fiéis e as irredut́ıveis. Se o

kernel de uma representação φ for igual a 1, diremos que φ é uma representação fiel. Se 0 e

V forem os únicos subespaços φ(G)-invariantes de V , diremos que φ é uma representação

irredut́ıvel.

O próximo resultado nos fornece informações sobre representações irredut́ıveis de

p-grupos e sobre a existência de subgrupos normais em grupos que possuem represen-

tações fiéis irredut́ıveis.

Proposição 1.25 ([2], pág. 62)

(i) Toda representação irredut́ıvel de um p-grupo sobre um espaço vetorial sobre um

corpo de caracteŕıstica p é trivial. Equivalentemente, um p-grupo não trivial não

possui uma representação fiel e irredut́ıvel sobre um espaço vetorial sobre um corpo

de caracteŕıstica p.

(ii) Se G possui uma representação fiel e irredut́ıvel sobre um espaço vetorial V/F ,

onde F é um corpo de caracteŕıstica p, então G não possui p-subgrupos normais

não triviais.

No último resultado desta seção, vamos ver uma condição para que uma representação

seja trivial.

Proposição 1.26 ([2], pág. 69) Seja φ uma representação de G sobre V/F e assuma

que F tenha caracteŕıstica nula ou relativamente prima com |G|. Se

V = V1 ⊃ V2 ⊃ · · · ⊃ Vn+1 = 0

é uma sequência de subespaços φ(G)-invariantes tal que φ(G) age trivialmente sobre cada
Vi

Vi+1

, então φ é a representação trivial sobre V .

Observação 1.27 Sejam V um espaço vetorial de dimensão finita n sobre um corpo

F , β = {v1, v2, . . . , vn} uma base de V e denotemos por GL(n, F ) o grupo das matrizes
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inverśıveis n× n com entradas em F . Como é usual, nós associaremos a cada T perten-

cente a GL(V, F ) a matriz Tβ de T com respeito a base β dada. Sabemos que a aplicação

αβ : GL(V, F ) −→ GL(n, F ) dada por αβ(T ) = Tβ é um isomorfismo. Assim, toda

representação φ de G sobre V induz um homomorfismo de G em GL(n, F ) através da

composição αβ ◦φ. De um modo geral, um homomorfismo ψ : G −→ GL(n, F ) é chama-

do de F -representação matricial de G. O número n é chamado grau da representação

matricial. Duas representações matriciais φ e ψ de G são ditas equivalentes, se existe

uma matriz M ∈ GL(n, F ) tal que ψ(g) = M−1 · φ(g) ·M , para todo g ∈ G. Observamos

que representações matriciais obtidas de uma representação φ de G sobre V por bases

diferentes são equivalentes. As representações matriciais nos serão muito úteis quando

estudarmos os caracteres de um grupo no Caṕıtulo 5.

SejaG um grupo, F um corpo e consideremos o conjunto FG =
{∑

x∈G axx : ax ∈ F
}
.

Sobre FG, definimos a soma de dois elementos
∑

x∈G axx e
∑

x∈G bxx por∑
x∈G axx+

∑
x∈G bxx =

∑
x∈G(ax + bx)x

e o produto por (∑
x∈G axx

) (∑
x∈G bxx

)
=

∑
x∈G

∑
y∈G(axby)xy.

É fácil ver que, com estas operações, FG é um anel.

Se φ : G −→ GL(V/F ) é uma representação, façamos a seguinte identificação:

xu = φ(x)(u), ∀ u ∈ V, ∀ x ∈ G.

Definindo
(∑

x∈G axx
)
·u =

∑
x∈G ax(xu), para todo u ∈ V e todo

∑
x∈G axx ∈ FG, temos

que V/F torna-se um FG-módulo à esquerda. Neste caso, diremos simplesmente que V/F

é um G-módulo. Quando isso é feito, cada elemento de G torna-se um operador linear de

V e podemos adaptar para G-módulos todos os conceitos anteriormente definidos para

representações. Assim, um subespaço de V φ(G)-invariante torna-se G-submódulo de V ;

V é um G-módulo irredut́ıvel se 0 e V são os únicos G-submódulos e V é um G-módulo

fiel se apenas o elemento neutro de G determina o operador identidade de V . Os demais

conceitos de representações possuem interpretações análogas.
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Reciprocamente, se V/F é um G-módulo, então para cada x ∈ G, a aplicação

Tx : V −→ V dada por Tx(v) = xv, para todo v ∈ V , é um operador linear inverśıvel de

V . Assim, a aplicação φ : G −→ GL(V, F ) definida por φ(x) = Tx, é uma representação

de G sobre V/F . Portanto, as noções de representação de G e G-módulo são equivalentes

e nós usaremos o conceito que for mais conveniente em cada ocasião.

1.7 Grupo Linear GL(2, q)

O grupo GL(2, q) das matrizes 2×2 inverśıveis com entradas no corpo finito GF (q) de

q elementos, possui uma importância particular no nosso trabalho, principalmente quando

estudarmos os grupos p-estáveis no Caṕıtulo 3. Por isso nós estabeleceremos algumas de

suas propriedades, que não serão demonstradas, mas o leitor poderá encontrá-las em [2]

e [6].

GL(2, q) é conhecido como grupo linear geral (de dimensão 2); seu subgrupo consti-

túıdo das matrizes de determinate 1, é chamado o grupo linear especial e é denotado

por SL(2, q). O centro de GL(2, q) consiste de todas as matrizes escalares e o grupo

quociente correspondente, PGL(2, q), é chamado de grupo linear projetivo. Finalmente,

a imagem L2(q) de SL(2, q) em PGL(2, q) é chamado grupo linear projetivo especial .

Os resultados a seguir nos fornecem a descrição dos S2-subgrupos de SL(2, q) e uma

condição necessária e suficiente para que L2(q) seja simples.

Proposição 1.28 ([2], pág. 42 e [6], pág. 225)

(i) Um S2-subgrupo de SL(2, q) é abeliano elementar se q for par e é quatérnio gener-

alizado se q for ı́mpar;

(ii) SL(2, p) não é solúvel para todo primo p ≥ 5.

(iii) L2(q) é simples se, e somente se, q > 3;

Também temos o
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Teorema 1.29 (Dickson) ([2], pág. 44) Sejam λ um gerador de GF (pr) sobre o corpo

primo de ordem p, p ı́mpar, e L =

〈 1 0

λ 1

 ,

 1 1

0 1

〉
. Então uma das seguintes

condições se verifica:

(i) L = SL(2, pr)

(ii) pr = 9, | Z(L) |= 2, L/Z(L) é isomorfo a A5 e L contém um subgrupo isomorfo

a SL(2, 3).
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Caṕıtulo 2

π-Separabilidade

Seja π um conjunto não vazio de primos. Um número inteiro n é dito ser um

π-número se todos seus fatores primos estão em π e é um π′-número, se nenhum de

seus fatores primos está em π.

Enfatizamos que, ao longo do trabalho, π sempre denotará um conjunto não vazio de

primos e todos os grupo serão finitos, a menos que se mencione o contrário. Ressaltamos

ainda, que se G é um grupo, denotaremos por π(G) o conjunto de todos os divisores

primos de |G|.

Um grupo G é um π-grupo, se a ordem de cada um dos seus elementos é um π-número

e é um π′-grupo se a ordem de cada elemento é um π′-número.

Observe que π-subgrupos maximais de um grupo G sempre existem, mas eles não são

necessariamente conjugados quando π contém mais que um primo. Se G é um grupo, um

π-subgrupo H de G tal que |G : H| é um π′-número é chamado de π-subgrupo de Hall de

G. Note que, se H é um π-subgrupo de Hall de G, então segue direto da definição que

H é um π-subgrupo maximal de G . Além disso, é fácil ver que os termos “p-subgrupos

de Hall”e “p-subgrupos de Sylow”são sinônimos.

Em contraste com os π-subgrupos maximais, os π-subgrupos de Hall nem sempre

existem. Por exemplo, se G = A5 e π = {3, 5}, um π-subgrupo de Hall de A5 deveria

ter ı́ndice 4. Porém, A5 não possui subgrupo de ordem 15. Logo, A5 não possui um

{3, 5}-subgrupo de Hall. Veremos adiante que em um grupo solúvel, os π-subgrupos de
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Hall sempre existem e formam uma única classe de conjugação.

Os π-subgrupos normais desempenham um papel especial. Suponhamos que H e K

são π-subgrupos de G com K � G. Então, claramente, H ∩K e
HK

K
∼=

H

H ∩K
são π-

grupos de modo que HK é um π-grupo. Consequentemente, o subgrupo gerado por todos

os π-subgrupos normais de G é um π-grupo. Este é o único π-subgrupo normal maximal

de G e é denotado por Oπ(G). Note que se φ ∈ Aut(G), então φ(Oπ(G)) � G, pelo

Teorema da Correspondência, de modo que φ(Oπ(G)) ≤ Oπ(G) por definição. Portanto,

Oπ(G) char G.

Definição 2.1 Um subgrupo H de G é dito ser subnormal em G, quando existem sub-

grupos H0 = H, H1, · · · , Hl = G de G, distintos dois a dois, tais que H = H0 � H1,

H1 �H2, · · ·, Hl−1 �Hl = G.

Proposição 2.2 Seja G um grupo e π um conjunto não vazio de primos.

(i) Se H é um π-subgrupo subnormal de G, então H ≤ Oπ(G);

(ii) Oπ(G) é a interseção de todos os π-subgrupos maximais de G. Em particular,

Oπ(G) está contido em todo π-subgrupo de Hall de G.

Demonstração: (i) Por hipótese, existe uma série H = H0 � H1 � · · ·Hl = G de

subgrupos de G distintos dois a dois. Faremos a demonstração por indução sobre l,

observando que se l ≤ 1, então H � G e H ≤ Oπ(G). Suponha l > 1. A hipótese de

indução garante que H ≤ Oπ(Hl−1).

Como Oπ(Hl−1) char Hl−1 e Hl−1 �G, temos da Proposição 1.8 (ii) que Oπ(Hl−1)�G

e, portanto, Oπ(Hl−1) ≤ Oπ(G). Logo, pela hipótese de indução, H ≤ Oπ(G).

(ii) Sejam R = Oπ(G) e S um π-subgrupo maximal qualquer de G. Então RS é um π-

subgrupo de G. Portanto, R ≤ S, pela maximilidade de S. Por outro lado, a interseção

de todos os π-subgrupos maximais de G é certamente normal em G e, portanto, está

contido em R. 2
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2.1 O Teorema de Schur-Zassenhaus

O teorema a seguir, deve ser encarado como um dos principais resultados da Teoria

de Grupos, por ser uma rećıproca fraca do Teorema de Lagrange, ou seja, sob algumas

condições ele nos garante a existência de subgrupos de certa ordem.

Teorema 2.3 (Schur-Zassenhaus) Seja N um subgrupo normal de um grupo G. Supon-

hamos que |N | = n e |G : N | = m sejam relativamente primos. Então G contém subgru-

pos de ordem m e quaisquer dois deles são conjugados em G.

Demonstração: (i) Caso: N abeliano.

Seja Q =
G

N
. Visto que N é abeliano, é fácil mostrar que a aplicação agN = ag, para

todo gN ∈ Q e todo a ∈ G, é uma ação bem definida. Para cada x em Q, nós escolhemos

um representante tx de modo que o conjunto T = {tx : x ∈ Q} é uma transversal de N

em G, i.é., um subconjunto de G constitúıdo de um representante de cada classe lateral

de N em G. Como txty pertence a classe txtyN = txyN , existe c(x, y) ∈ N tal que

txty = txyc(x, y). Aplicando esta equação e a lei associativa (txty)tz = tx(tytz), obtemos

a relação

c(xy, z)c(x, y)z = c(x, yz)c(y, z), (2.1)

que é válida para todo x, y, z ∈ Q.

Agora, considere o elemento d(y) =
∏
x∈Q

c(x, y), o qual está em N . Tomando o produto

das equações (2.1) para todo x ∈ Q temos, do fato de N ser abeliano, que∏
x∈Q

c(xy, z)
∏
x∈Q

c(x, y)z =
∏
x∈Q

c(x, yz)
∏
x∈Q

c(y, z). (2.2)

Note que
∏
x∈Q

c(y, z) = c(y, z)m, pois |Q| = m e c(y, z) não envolve x. Também temos∏
x∈Q

c(x, y)z =
(∏

x∈Q

c(x, y)
)z

e
∏
x∈Q

c(xy, z) = d(z), pois xy percorre Q quando x percorre

Q. Assim, obtemos da equação (2.2) que d(z)d(y)z = d(yz)c(y, z)m, ou ainda,

d(yz) = d(y)zd(z)c(y, z)−m. (2.3)
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Como (m,n) = 1, temos do Teorema de Bezout, que existem a e b inteiros tais que

am + bn = 1. Tomando e(y) = d(y)−a, temos e(y)m = d(y)−am = d(y)−1+bn = d(y)−1.

Deste modo, existe um elemento e(y) em N tal que e(y)m = d(y)−1 e (2.3) torna-

se e(yz)−m = (e(y)ze(z)c(y, z))−m. Visto que N é abeliano e (m,n) = 1, obtemos

e(yz) = e(y)ze(z)c(y, z). Colocando Sx = txe(x), para todo x ∈ G, temos

SySz = tytzt
−1
z e(y)tze(z) = tytze(y)

ze(z) = tyzc(y, z)e(y)
ze(z) = tyze(yz) = Syz.

Isto mostra que a aplicação θ : Q −→ G dada por θ(x) = Sx é um homomorfismo. Além

disso, se x ∈ Kerθ, então Sx = 1 e, assim, tx = e(x)−1 ∈ N , i.é., o representante da

classe lateral x ∈ Q está em N . Logo, x = N = 1Q, o que implica Kerθ = 1 e então

|Imθ| = |Q| = m. Portanto, G possui um subgrupo de ordem m, a saber, Imθ.

Suponhamos agora que H e H∗ são dois subgrupos de G de ordem m. Vamos mostrar

que existe c ∈ G tal que H∗ = c−1Hc. Como |H| = |H∗| = m = |G : N |, NH, NH∗ ≤ G

e (|H|, |N |) = 1, temos G = HN , H ∩N = 1, G = H∗N e H∗ ∩N = 1. Além disso, se

x ∈ Q, então x = gN para algum g ∈ G. Mas, g = hxn
′ para algum hx ∈ H e n′ ∈ N , o

que implica x = hxN . Analogamente, x = h∗xN para algum h∗x ∈ H∗.

Considere os homomorfismos φ1 : Q =
HN

N
−→ H e φ2 : Q =

H∗N

N
−→ H∗

dados por φ1(x) = hx e φ2(x) = h∗x, respectivamente. Como hxN = x = h∗xN , h∗x =

hxa(x) para algum a(x) ∈ N . No entanto, hxya(xy) = h∗xy = h∗xh
∗
y = hxa(x)hya(y) =

hxhyh
−1
y a(x)hya(y) = hxya(x)

ya(y) e deduzimos, portanto, a relação

a(xy) = a(x)ya(y). (2.4)

Defina b =
∏
x∈Q

a(x). Fazendo o produto das equações (2.4) sobre todo x ∈ Q, obtemos

b =
∏
x∈Q

a(xy) =
∏
x∈Q

a(x)y
∏
x∈Q

a(y) = bya(y)m.

Visto que (m,n) = 1, existem k1, k2 ∈ Z tais que k1m + k2n = 1 e, assim,

b = bk1m+k2n = (bk1)m, i.é., existe c ∈ N tal que b = cm. Deste modo, a equação

b = bya(y)m torna-se cm = (cm)ya(y)m = (cya(y))m e então c = cya(y), ou ainda,

a(y) = c−yc. Portanto, levando-se em conta que c−y = (c−1)hy , temos

h∗y = hya(y) = hyc
−yc = hy(h

−1
y c−1hy)c = c−1hyc.
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Logo, H∗ = c−1Hc = Hc.

(ii) Existência - Caso geral

Procederemos por indução sobre |G|, notando ser óbvio se |G| = 1. A hipótese de

indução garante que o teorema é válido para todo grupo que está nas hipóteses e tenha

ordem menor que |G|.

Sejam p um divisor primo de |N | e P um Sp-subgrupo de N . Coloquemos L = NG(P )

e C = Z(P ). Como C char P , segue que L ≤ NG(C) = M . Pelo Argumento de Frattini,

temos G = LN e, como L ≤ M , segue que G = MN . Denotemos por N1 o subgrupo

normal N ∩ M de M e note que |M : N1| = |G : N | = m. Visto que C 6= 1, pela

Proposição 1.13 (iv) e (viii), temos |M | < |G|, onde M̄ = M/C. Além disso, C ≤ N1 ≤

M com C, N1 �M . Então, pelo Terceiro Teorema do Isomorfismo, N1 = N1/C �M e∣∣M : N1

∣∣ = |M : N1| = m. Como N1 é subgrupo de N , temos que |N1| é relativamente

prima com |M : N1|. Assim, pela hipótese de indução, existe um subgrupo X =
X

C
de

M cuja ordem é m, de modo que, X ∩ N1 = 1. Disso temos M = XN1, o que implica

M = XN1. Uma vez que C ≤ X e C ≤ N1, C ≤ X ∩N1. Se C < X ∩N1, então existe

x em X ∩ N1 que não está em C. Mas dáı, a classe xC é diferente de C e pertence a

X ∩N1, o que não ocorre. Logo, C = X ∩N1. Além disso, |X : C| = m é relativamente

prima com |C|. Visto que C é abeliano, temos do caso anterior que X tem um subgrupo

de ordem m. Portanto, G também possui.

(iii) Conjugação - caso
G

N
solúvel.

Denotemos por π o conjunto de divisores primos de m e escrevamos R = Oπ(G).

Sejam H e K dois subgrupos de G, ambos de ordem m. Então |G : H| = |G : K| = n

que é um π′-número, de modo que H e K são π-subgrupos de Hall. Pela Proposição 2.2

(ii), R ≤ H ∩ K. Passando para o quociente G =
G

R
, temos que, H =

H

R
e K =

K

R
são π-subgrupos de Hall. Note que se H e K forem conjugados, então existe g ∈ G tal

que K = Hg e, portanto, K = Hg, ou seja, K e H serão conjugados. Além disso, pela

maximilidade de Oπ(G), tem-se Oπ(G) = 1. Deste modo, basta mostrar o teorema para

o caso em que Oπ(G) = 1. Claro que podemos assumir m 6= 1 e, assim, N 6= G

Seja L/N um subgrupo normal minimal de G/N . Visto que este último é solúvel,

temos da Proposição 1.10 (v) que
L

N
é um p-grupo abeliano elementar para algum primo
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p em π. Agora H ∩ L é um Sp-subgrupo de L, pois H ∩ L ∼=
(H ∩ L)N

N
≤ L

N
. Além

disso |L : H ∩ L| = |LH : (H ∩ L)H| = |LH : H| de modo que |L : H ∩ L| é um

divisor de n e, assim, |L : H ∩ L| é um π′-número e, consequentemente, um p′-número.

O mesmo ocorre com K ∩ L. Então, pelo Teorema de Sylow, existe g ∈ G tal que

H ∩L = (K ∩L)g. Mas como
L

N
�
G

N
, segue do Teorema da Correspondência que L�G

e, assim, H ∩ L = (K ∩ L)g = Kg ∩ L. Escrevendo S no lugar de H ∩ L nós conclúımos

que S � J , onde J = 〈H,Kg〉.

Suponhamos que J = G. Então S � G, e como S é um π-grupo, pois S ≤ H, segue

que S é um π-subgrupo normal de G e, consequentemente, S ≤ R = 1. Assim, L∩H = 1

e isto força L a ser um p′-grupo. Mas isso não pode ocorrer, uma vez que
L

N
é um

p-grupo. Disso segue que |J | < |G|. Como H e Kg são subgrupos de J de ordem m,

temos da hipótese de indução que H e Kg são conjugados em J e, portanto, H e K são

conjugados em G.

(iv) Conjugação - caso N solúvel.

Sejam H e K subgrupos de G de ordem m. Como N/N ′ é abeliano e N/N ′ �

G/N ′, segue do ı́tem (i) que existe g ∈ G tal que (HN ′/N ′)gN ′
= KN ′/N ′. Dáı, Hg ≤

KN ′. Agora, note que N (i) char G � G, de modo que N (i) � G para todo i. Como

N (1)/N (2) é abeliano e N/N (2) � G/N (2), temos do item (i) que existe g2 ∈ G tal que(
HN (2)/N (2)

)g2N(2)

= KN (2)/N (2). Dáı, Hg2 ≤ KN (2). Repetindo-se esse processo,

podemos mostrar que existe gk ∈ G tal que Hgk ≤ KN (k), para todo k. Como N é

solúvel, existe um inteiro l tal que N (l) = 1 e, portanto, existe gl ∈ G tal que Hgl ≤ K.

Disso e de |Hgl| = |K|, temos Hgl = K. Logo, H e K são conjugados.

(v) Conjugação - caso geral

Uma vez que m e n são relativamente primos, um dos dois deve ser ı́mpar. Se n é

ı́mpar, então pelo Teorema de Feit-Thompson (que diz que todo grupo de ordem ı́mpar é

solúvel) temos que N é solúvel e recáımos no caso (iv). Se m é ı́mpar, então
G

N
é solúvel

e recáımos no caso (iii). Logo, o resultado segue. 2

Observe que o Teorema de Feit-Thompson é apenas usado para provar a conjugação

e somente no caso de não sabermos a priori que N ou
G

N
é solúvel.
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Corolário 2.4 Com a notação do Teorema de Schur-Zassenhaus, seja m1 um divisor de

m. Se K é um subgrupo de G de ordem m1, então K está contido em um subgrupo de

ordem m.

Demonstração: Sejam H e K subgrupos de G de ordem m e m1, respectivamente.

EntãoG = HN e, consequentemente,KN = (KN)∩G = (KN)∩(HN) = ((KN) ∩H)N .

Disto, do Segundo Teorema do Isomorfismo e de H ∩N = 1, segue que
KN

N
∼= KN ∩H.

Por outro lado, do Segundo Teorema do Isomorfismo e de N∩K = 1, vem que
KN

N
∼= K.

Portanto, |KN ∩H| = |KN : N | = |K| = m1, de modo que K e KN ∩H tem a mesma

ordem. Pelo Teorema de Schur-Zassenhaus, existe g ∈ G tal que K = (KN ∩H)g ≤ Hg.

Como|Hg| = m, o resultado segue. 2

Seja K um subgrupo de um grupo G não necessariamente normal. Dizemos que um

subgrupo H de G é um complemento de K em G se G = KH e K ∩H = 1.

Note que na demonstração do Teorema de Schur-Zassenhaus, nós tomamos π como o

conjunto de primos divisores de m. Podemos tomar π como sendo o conjunto dos primos

divisores de |N | = n. Neste caso, o teorema tem a seguinte formulação:

Teorema 2.5 Seja N um π-subgrupo de Hall normal em G. Então, G possui um π′-

subgrupo de Hall K que é um complemento de N em G e quaisquer dois π′-subgrupos de

Hall são conjugados.

Usaremos esta formulação para a demonstração dos próximos dois teoremas.

Teorema 2.6 Seja A um π′-grupo de automorfismos do π-grupo G. Então para cada

primo p em π, temos:

(i) A deixa invariante algum Sp-subgrupo de G;

(ii) Quaisquer dois Sp-subgrupos A-invariantes de G são conjugados por elementos de

CG(A);

(iii) Qualquer p-subgrupo A-invariante de G está contido em um Sp-subgrupo A-invariante

de G .
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Demonstração: Como A ≤ Aut(G), A age naturalmente por automorfismos sobre G.

Seja G∗ o produto semi-direto de G por A. Assim, G é um π-subgrupo de Hall normal

de G∗ e A é um π′-subgrupo de Hall de G∗ que também é um complemento de G em G∗.

Pelas observações anteriores, qualquer outro π′-subgrupo de Hall de G∗ é conjugado a A

por algum elemento de G∗. Visto que G∗ = AG, podemos claramente assumir que este

elemento de conjugação está em G.

(i) Tomemos P um Sp-subgrupo de G e seja N = NG∗(P ). Pelo Argumento de

Frattini, G∗ = GN e, assim, A ∼=
G∗

G
=
GN

G
∼=

N

N ∩G
, de modo que |N : N ∩ G| =

|A|. Como |A| é um π′-número, N ∩ G é um π-subgrupo de Hall de N . Uma vez que

G∩N�N, G∩N é um π-subgrupo de Hall normal de N . Logo, pela observação anterior,

N possui um π′-subgrupo de Hall B, que é um complemento de G ∩ N em N e assim,

|B| = |N : G∩N | = |A|. Portanto, B é um π′-subgrupo de Hall de G∗ e, então, A = Bx

para algum x ∈ G. Porém, B deixa P invariante, pois B ≤ N e, consequentemente, Bx

deixa P x invariante. Logo, A deixa o Sp-subgrupo P x invariante, provando (i).

(ii) Sejam P e Q dois Sp-subgrupos de G A-invariantes. Vamos mostrar que existe

z ∈ CG(A) = {g ∈ G : gφ = g,∀φ ∈ A} tal que P = Qz. Pelo Teorema de Sylow,

existe x ∈ G tal que P = Qx e, consequentemente, Ax deixa Qx = P invariante. Visto

que A e Ax deixam P invariante, ambos estão contidos em N = NG∗(P ). Assim cada

um deles é um π′-subgrupo de Hall de N , pois A e Ax são π′-subgrupos de Hall de G∗.

Como vimos no item (i), G ∩ N é um π-subgrupo de Hall normal de N . Logo, pelo

Teorema de Schur-Zassenhaus, existe y ∈ G ∩ N tal que A = (Ax)y. Tomemos z = xy,

de modo que z ∈ G, pois x, y ∈ G. Agora, como y normaliza P , pois y ∈ N , temos

que Qz = (Qx)y = P y = P Afirmamos que z ∈ CG(A). De fato, em G∗ tem-se que

[z, A] = 〈z−1φ−1zφ : φ ∈ A〉 ⊆ A, pois como z normaliza A, z−1φ−1z ∈ A e então

z−1φ−1zφ ∈ A. Por outro lado, como G�G∗ temos que z−1φ−1zφ ∈ G, para todo φ ∈ A

e assim, [z, A] ⊆ G. Logo, [z, A] ⊆ G ∩ A = 1 e, com isso, zφ = z para todo φ ∈ A, ou

seja, z ∈ CG(A).

(iii) Seja Q um p-subgrupo A-invariante de G e seja P um p-subgrupo A-invariante

maximal de G contendo Q. Vamos mostrar que P é um Sp-subgrupo de G. Como A

é um grupo de automorfismos de G e P é A-invariante, temos que para todo y ∈ P ,
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existe x ∈ P tal que φ(x) = y para todo φ ∈ A. Assim, se g ∈ N = NG(P ), então

yφ(g) = φ(x)φ(g) = φ(xg) ∈ P , pois xg ∈ P . Deste modo N é A-invariante e, portanto,

A age como um grupo de automorfismos sobre N . Pelo item (i), existe um Sp-subgrupo

R de N que é A-invariante. Agora note que P é um p-grupo normal de N e como

consequência do Teorema de Sylow temos que P está contido em todo Sp-subgrupo de

N , em particular, P ⊆ R. Uma vez que Q ⊆ R, pela escolha maximal de P , devemos

ter P = R. Por outro lado, como P é um p-subgrupo de G segue do Teorema de Sylow

que existe um Sp-subgrupo S de G tal que P ⊆ S. Se P ⊂ S, então pela Proposição 1.4

(i) temos P ⊂ NS(P ). Mas NS(P ) ⊆ S ∩ NG(P ) = S ∩ N . Dáı, P ⊂ N ∩ S, ou seja,

um Sp-subgrupo de N está contido estritamente num p-subgrupo de N , absurdo. Logo,

P = S, como queŕıamos. 2

2.2 Grupos π-Separáveis

Estudaremos agora uma classe de grupos extremamente importantes para a Teoria

de Grupos. Trata-se dos grupos π-separáveis. A propriedade mais interessante destes

grupos é que qualquer um de seus π-subgrupos sempre está contido em um π-subgrupo

de Hall e quaisquer dois π-subgrupos de Hall são conjugados. Este resultado deve-se a P.

Hall e S. Cunihin, e será demonstrado mais adiante, no Teorema 2.11. Por hora vamos

definir grupos π-separáveis e obter algumas propriedades básicas desta classe de grupos.

Definição 2.7 Um grupo G é dito ser π-separável se ele possui uma série normal na

qual cada fator é um π-grupo ou um π′-grupo.

Por exemplo, se G for um grupo finito solúvel, então G é π-separável para todo

conjunto de primos não vazio π, pois G possui uma série normal cujos fatores tem ordem

prima.

Note que os conceitos de π-separabilidade e π′-separabilidade são equivalentes. Também

é fácil provar que subgrupos e imagem homomórfica de grupo π-separável é π-separável.
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Dado um grupo G, construiremos agora uma série especial de subgrupos normais.

Esta série nos permitirá dar uma caracterização para grupos π-separáveis.

Definição 2.8 Se G é um grupo, a π′π-série superior de G é a série

1 = P0 �N0 � P1 �N1 � · · ·� Pm �Nm · · · , (2.5)

definida por

Ni

Pi

= Oπ′

(
G

Pi

)
e
Pi+1

Ni

= Oπ

(
G

Ni

)
.

Assim temos, por exemplo, que N0 = Oπ′(G) e

P1

Oπ′(G)
=
P1

N0

= Oπ

(
G

N0

)
= Oπ

(
G

Oπ′(G)

)
.

Deste modo, P1 é a imagem inversa em G do π-subgrupo normal maximal de
G

Oπ′(G)
.

Algumas vezes é conveniente escrever os primeiros termos da π′π-série superior N0,P1,

N1,· · · como

Oπ′(G), Oπ′π(G), Oπ′ππ′(G), · · ·.

ComoOπ′ (G/Pi) e Oπ (G/Ni) são caracteŕısticos emG/Pi eG/Ni, respectivamente, segue

que Ni/Pi e Pi+1/Ni são caracteŕısticos em G/Pi e G/Ni, respectivamente. Além disso,

N0 char G, de modo que indutivamente e pelo Lema 1.8 (iii), a série (2.5) é uma série de

subgrupos caracteŕısticos de G cujos fatores são alternadamente π′-grupos e π-grupos.

Além da π′π-série superior de um grupo, podem existir outras π′π-séries , i.é, séries

normais cujos fatores são, alternadamente, π′ e π-grupos. O resultado a seguir relaciona

estas séries de subgrupos.

Proposição 2.9 Sejam G um grupo π-separável e

1 = H0 �K0 �H1 �K1 � · · ·�Hm �Km = G

uma π′π-série, i.é,
Ki

Hi

é um π′-grupo e
Hi+1

Ki

é um π-grupo. Então Hi ≤ Pi e Ki ≤ Ni,

onde Pi e Ni são termos da π′π-série superior de G. Em particular Nm = G.

29



Demonstração: Faremos a demonstração por indução sobre i, observando que para

i = 0 temos Hi ≤ Pi. Suponhamos que para algum i, 0 < i < m, Hi ≤ Pi. Então,

KiPi/Pi é um π′-grupo subnormal de G/Pi, pois

KiPi

Pi

�
Hi+1Pi

Pi

� · · ·� KmPi

Pi

=
G

Pi

,

pelo Segundo Teorema do Isomorfismo. Além disso, |KiPi : Pi| = |Ki : Ki ∩ Pi| e como

Hi ≤ Ki e Hi ≤ Pi, tem-se Hi ≤ Ki ∩ Pi. Logo, |KiPi : Pi| é um divisor de |Ki : Hi|,

que é um π′-número. Portanto, KiPi/Pi é um π′-subgrupo subnormal de G/Pi e, assim,

pela Proposição 2.2, KiPi/Pi ≤ Oπ′ (G/Pi) = Ni/Pi, de modo que Ki ≤ KiPi ≤ Ni.

Assim, pelo mesmo motivo de antes Hi+1Ni/Ni é um π-subgrupo subnormal de G/Ni e

novamente pela Proposição 2.2, Hi+1 ≤ Pi+1. Logo, o resultado segue por indução. 2

Segue imediatamente do resultado anterior que um grupo G é π-separável se, e so-

mente se, ele coincide com algum termo de sua π′π-série superior. Mais ainda, a π′π-série

superior é uma π′π-série mais curta.

Para demonstrarmos o próximo resultado, precisamos de algumas definições.

Dado um grupo G, sabemos que para todo g ∈ G, a função µg : G −→ G definida por

µg(x) = g−1xg é um automorfismo de G e o subconjunto Inn(G) = {µg : g ∈ G} é um

subgrupo de Aut(G). Uma Inn(G)-série de G é uma série normal 1 = G0�G1�· · ·�Gl =

G, onde cada Gi 1 ≤ i ≤ l é Inn(G)-invariante. Uma Inn(G)-série que não admite

refinamento próprio por subgrupos Inn(G)-invariantes é chamado uma série principal

de G. Cada grupo quociente da série principal é chamado um fator principal. Note que

uma série principal não pode ser refinada por subgrupos Inn(G)-invariantes, mas pode

ser refinada por subgrupos que não sejam Inn(G)-invariantes. Além disso, cada elemento

de uma série principal é normal em G, pois cada elemento é Inn(G)-invariante.

Um grupo que não possui subgrupos caracteŕısticos próprios não triviais é chamado

caracteristicamente simples. Um subgrupo normal minimal N de um grupo G é carac-

teristicamente simples, pois se existisse 1 6= H < N tal que H char N , teŕıamos H � G,

pela Proposição 1.8 (ii), contrariando a minimilidade de N .

Daremos agora uma caracterização dos grupos π-separáveis, através da

Proposição 2.10 As seguintes propriedades de um grupo G são equivalentes:
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(i) G é π-separável;

(ii) Todo fator principal de G é um π-grupo ou um π′-grupo;

(iii) Todo fator de composição de G é um π-grupo ou um π′-grupo.

Demonstração: (i) implica (ii). Seja 1 = G0 � G1 � · · · � Gm = G uma série

principal de G. Como G é π-separável, cada Gi+1 =
Gi+1

Gi

é π-separável. Mas estes

últimos são caracteristicamente simples, pois se existir um subgrupo próprio não trivial

Hi+1 de Gi+1 que é caracteŕıstico em Gi+1, então, em particular, Hi+1 � Gi+1, o que

implica Hi+1 � Gi+1. Além disso, Hi+1 é Inn(G)-invariante. Com efeito, se h ∈ Hi+1 e

γa ∈ Inn(G), então γ̄a : Gi+1 −→ Gi+1 dada por γa(xGi) = (γa(x))Gi é um isomorfismo,

pois Gi+1 é γa-invariante e, assim, γa(h) ∈ Hi+1 se, e somente se, γ̄a(hGi) ∈ Hi+1. Porém,

γ̄a(hGi) realmente pertence a Hi+1, já que Hi+1 char Gi+1. Logo, γa(h) ∈ Hi+1 e Hi+1 é

Inn(G)-invariante. Portanto, Hi+1 pode ser acrescentado na série principal de modo que

ela possui um refinamento próprio, contradição. Como Oπ′
(
Gi+1

)
char Gi+1, segue que

Oπ′
(
Gi+1

)
= 1 ou Oπ′

(
Gi+1

)
= Gi+1. Se ocorrer a segunda igualdade, então Gi+1 é um

π′-grupo e o resultado segue. Se ocorrer a primeira igualdade, então o elemento P1 da

π′π-série de Gi+1 é igual a Oπ

(
Gi+1

)
. Como Oπ

(
Gi+1

)
char Gi+1 temos Oπ

(
Gi+1

)
= 1

ou Oπ

(
Gi+1

)
= Gi+1. Visto que a primeira não ocorre, pois Gi+1 é π-separável e, então,

sua π′π-série superior termina em Gi+1, segue que Gi+1 é um π-grupo e o resultado segue.

(ii) implica (iii). Refine a série principal até uma série de composição. Como cada

fator de composição continua sendo um π ou π′-grupo, a implicação segue da Proposição

1.9.

(iii) implica (i).É óbvio. 2

Finalmente estamos aptos a demonstrar o Teorema de P.Hall-Cunihin.

Teorema 2.11 (P.Hall-Cunihin) Seja G um grupo π-separável. Então todo π-subgrupo

de G está contido em algum π-subgrupo de Hall e quaisquer dois π-subgrupos de Hall são

conjugados.

Demonstração: Note que todo π-subgrupo de G está contido em algum π-subgrupo

maximal de G, pois G é finito. Assim, é suficiente provarmos que todo π-subgrupo
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maximal P é um π-subgrupo de Hall e que quaisquer dois π-subgrupos de Hall são

conjugados. Isto será feito por indução sobre |G|, observando que o resultado é óbvio

para |G| = 1. A hipótese de indução garante que para todo grupo π-separável Ḡ tal que

|Ḡ| < |G|, o teorema é válido.

Seja R = Oπ(G) e suponhamos primeiro que R 6= 1. Visto que a interseção de todos os

π-subgrupos maximais está contida em P , temos da Proposição 2.2 que R ≤ P e também

R�P , pois R�G. Como P é um π-subgrupo maximal de G, tem-se que P = P/R é um

π-subgrupo maximal de G = G/R e, pela hipótese de indução, P é um π-subgrupo de

Hall de G, i.é, |G : P | =
∣∣G : P

∣∣ é um π′-número e, deste modo, P é um π-subgrupo de

Hall de G. Se Q for outro π-subgrupo de Hall de G, então Q = Q/R é um π-subgrupo

de Hall de G. Pela hipótese de indução, existe g ∈ G tal que Q =
(
P

)gN
= P g. Logo,

Q = P g, como desejado.

Agora suponhamos que R = 1. Como G é π-separável, G coincide com um dos

termos de sua π′π-série superior. Assim, temos S = Oπ′(G) 6= 1. Sendo PS/S um π-

grupo, pela hipótese de indução, PS/S está contido em algum π-subgrupo de Hall Q/S

de G/S. Agora, tomando N = S, G = Q no Corolário 2.4, temos que o π-subgrupo P

está contido em algum π-subgrupo de Hall P ∗ de Q. Note que pela maximilidade de P ,

devemos ter P = P ∗ e, consequentemente, P é um π-subgrupo de Hall de Q. Assim,

|G : P | = |G : Q| · |Q : P | é um π′-número, ou seja P é um π-subgrupo de Hall de G. Se

P1 for um outro π-subgrupo de Hall de G, então do Segundo Teorema do Isomorfismo

e de P ∩ S = P1 ∩ S = 1 resulta que P1S/S e PS/S são π-subgrupos de Hall de G/S.

Pela hipótese de indução, existe g ∈ G tal que (P1S/S)gS = PS/S. Assim, P1
g ≤ PS.

Aplicando o Teorema de Schur-Zassenhaus, (com G = PS e N = S), obtemos que P e

P1 são conjugados, e o teorema está demonstrado. 2

Demonstraremos agora um teorema que nos será muito útil futuramente.

Teorema 2.12 Se G é um grupo π-separável, então CḠ(Oπ(Ḡ)) ≤ Oπ(Ḡ), onde Ḡ =

G/Oπ′(G).

Demonstração: Basta supormos que Oπ′(G) = 1 e provar que CG(Oπ(G)) ≤ Oπ(G).

De fato, se Oπ′(G) 6= 1, vamos para o grupo quociente G, onde teremos Oπ′
(
G

)
= 1 e G
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π-separável. Dáı, pelo caso Oπ′(G) = 1 obteremos que CG

(
Oπ

(
G

))
≤ Oπ

(
G

)
.

Coloquemos P = Oπ(G) e C = CG(P ). Como P �G temos C �G. Pela Proposição

1.8 (ii), P ∩C = Z(P )�G e, então, tem-se Z(P )�C, de modo que Z(P ) ≤ Oπ(C). Por

outro lado, de Oπ(C) char C � G, vem que Oπ(C) � G e, assim, Oπ(C) ≤ Oπ(G). Dáı,

Oπ(C) ≤ P ∩ C = Z(P ) e disto segue que Z(P ) = Oπ(C).

Suponhamos que C � P . Então, Z(P ) < C, de onde temos Oπ(C) = Z(P ) < C.

Como C é π-separável, pois G o é, C coincide com um dos termos de sua π′π-série

superior. Sabemos que os subgrupos que formam esta série são caracteŕısticosem C cujos

fatores são alternadamente π′-grupos e π-grupos. Disso, de Oπ′(C) ≤ Oπ′(G) = 1 e

do fato que Oπ(C) < C segue que existe um subgrupo caracteŕıstico L de C tal que

Oπ(C) < L e
L

Oπ(C)
é um π′-grupo. Assim, Oπ(C) � L e (|Oπ(C)|, |L : Oπ(C)|) = 1.

Pelo Teorema de Schur-Zassenhaus, existe um subgrupoK de L tal que |K| = |L : Oπ(C)|

e, consequentemente, L = KOπ(C) e K ∩ Oπ(C) = 1. Agora, L = K × Oπ(C). De fato,

K ≤ C = CG(Oπ(G)), ou seja, os elementos de K comutam com todos os elementos

de Oπ(G) e, em particular, com os elementos de Oπ(C). Disso obtemos que K � L e

L = K × Oπ(C). Observamos que K é um π′-subgrupo de Hall de L, pois |K| é um

π′-número e (|K|, |L : K|) = 1. Logo, segue do Teorema de Schur-Zassenhaus que se

existe outro subgrupo de L com ordem igual a |K|, então eles são conjugados. Mas,

como K � L, K é o único π′-subgrupo de Hall de L e pela Proposição 2.2, K = Oπ′(L).

Assim, K char L char C �G e isto implica em K �G. Logo, K ≤ Oπ′(G) = 1 e, então,

L = Oπ(C). Mas isto contradiz a escolha de L. 2

Um grupo G é π-solúvel se todo fator de composição de G é um π′-grupo ou um

p-grupo para algum primo p ∈ π. Note que todo grupo π-solúvel é em particular π-

separável. No caso em que π possui um único primo p, p-solubilidade e p-separabilidade

são obviamente equivalentes, mas em geral um grupo π-separável não é π-solúvel. Por

exemplo, o grupo das permutações S5 é {2, 3, 5}-separável mas não é {2, 3, 5}-solúvel.

Além disso, se G é um grupo solúvel então todo fator de composição é um p-grupo, de

modo que para qualquer conjunto de primos π, teremos G π-solúvel. SeH for um π-grupo

π-solúvel, então é claro que todo fator de composição é um p-grupo para algum primo

p ∈ π. Também, como no caso de π-separabilidade, subgrupos e imagens homomorfas de
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grupos π-solúveis são π-solúveis.

Um caso particularmente interessante de grupo π-solúvel é quando π é constitúıdo de

um único primo. Neste caso temos o

Teorema 2.13 (Hall-Higman) Seja G um grupo p-solúvel, com Op′(G) = 1 e colo-

quemos H = Op(G). Então a conjugação induz uma representação fiel de G/H sobre o

espaço vetorial H/Φ(H) sobre Zp.

Demonstração: Denotemos o grupo
H

Φ(H)
por H. Do Teorema 1.15 (ii) segue que

Φ(H) = H ′Hp onde Hp é o subgrupo de G gerado por todas as p-ésimas potências de

elementos de H e que Φ(H) char H. Como H �G, temos Φ(H) �G. Para cada x ∈ G,

definimos φx : H −→ H por φx(h̄) = xhx−1. Claramente φx é um automorfismo de H de

modo que φx é um operador linear não singular de H, visto como espaço vetorial sobre

Zp. É fácil ver que a aplicação, ψ : G −→ GL
(
H,Zp

)
, definida por ψ(x) = φx, é um

homomorfismo. Deste modo,
G

Kerψ
é fielmente representado sobre GL

(
H,Zp

)
.

Mostraremos que Kerψ = H. Com efeito,

Kerψ = {g ∈ G : φg(h) = h,∀h ∈ H}

= {g ∈ G : ghg−1 = h,∀h ∈ H}

= {g ∈ G : [h, g−1] ∈ Φ(H),∀h ∈ H}.

Assim, H ⊆ Kerψ, uma vez que H ′ ⊆ Φ(H). Agora coloquemos C = Kerψ e D =

CG(H). Sendo H � G, D � G. Obviamente, D ⊆ C e, pelo Teorema 2.12, D ⊆ H, de

modo que D é um p-grupo. Assim, se mostrarmos que
C

D
é um p-grupo, obteremos que

C é um p-grupo. Como também C � G, teremos C ⊆ Op(G) = H e H ⊆ C, de modo

que C = H, como desejamos.

Suponhamos que exista um p′-elemento x̄ não trivial em C/D e seja x um represen-

tante de x̄ em C. Se ◦(x) = psb, onde s ≥ 0 e (p, b) = 1, então y = xps
e ȳ = xps

D

são p′-elementos. Agora, φ : H −→ H dada por φ(h) = yhy−1 é um p′-automorfismo

de H e induz a função identidade de H, pois y ∈ Kerψ. Assim, pelo Teorema 1.16, φ

é o automorfismo identidade de H e, então, y ∈ CG(H) = D. Isso nos dá que y é um

p-elemento, uma contradição. Portanto, C/D é um p-grupo. 2
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Teorema 2.14 Se P é um Sp-subgrupo de um grupo p-solúvel, então

CG(P ∩Op′p(G)) ⊆ Op′p(G).

Em particular, Z(P ) ⊆ Op′p(G).

Demonstração: Seja Q = P ∩ Op′p(G) e G = G/Op′(G). Como Op′p(G) � G, segue

que Q é um Sp-subgrupo de Op′p(G). Note que Op′p(G) é aplicado sobrejetivamente

sobre Op′p(G)/Op′(G) = Op

(
G

)
. A imagem de Q em Op(Ḡ) é QOp′(G)/Op′(G), e pelo

Segundo Teorema do Isomorfismo, |QOp′(G) : Op′(G)| = |Q|. Como Op(G) é um p-grupo

e |Op(G)| divide |Op′p(G)| = |Q| · b, onde p - b, temos da igualdade anterior que Q é

aplicado sobrejetivamente sobre Op(G). Se x ∈ CG(Q), então x̄ ∈ CG(Op(G)) e, assim,

CG(Q) é aplicado em CG(Op(G)). Pelo Teorema 2.12, temos que CG(Op(G)) ⊆ Op(G) e,

então, a imagem de CG(Q) está contida em Op(G), de modo que CG(Q) ⊆ Op′p(G).

Visto que os elementos de Z(P ) comutam com os elementos de Q, temos que

Z(P ) ⊆ CG(Q) ⊆ Op′p(G). 2
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Caṕıtulo 3

p-Estabilidade

No Caṕıtulo 1, apresentamos alguns resultados e definições de representações de um

grupo finito G e também estabelecemos algumas propriedades dos grupos lineares. No

que segue, estamos interessados em aplicar aqueles conceitos e resultados para obtermos

informações de uma classe de grupos chamados grupos p-estáveis.

3.1 Grupos p-Estáveis

Se V/F é um G-módulo fiel, onde F é um corpo de caracteŕıstica p, nós podemos

perguntar se algum p-elemento de G tem um polinômio minimal quadrático. A resposta

para esta pergunta é de fundamental importância para o desenrolar deste trabalho. Se

p = 2, qualquer elemento x de G de ordem 2 satisfaz o polinômio X2 − 1 = (X − 1)2 de

grau 2 (sobre F ) e este deve ser o polinômio minimal de x, pois caso contrário p(X) =

X − 1 seria seu polinômio minimal e, assim, para todo v ∈ V, (x− 1)v = 0, de modo que

xv = v para todo v ∈ V , contradizendo o fato de V/F ser um G-módulo fiel. Nós vemos

então que a questão levantada anteriormente é significativa apenas quando p é ı́mpar.

Se G = SL(2, p) age de forma natural sobre um espaço vetorial bidimensional V

sobre Zp, então todo elemento de G tem um polinômio caracteŕıstico quadrático. Assim,

um p-elemento não trivial certamente tem um polinômio minimal quadrático neste caso.
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Portanto, existem grupos G e G-módulos fiéis V sobre corpos de caracteŕıstica p, p

ı́mpar, em que um p-elemento de G tem um polinômio minimal quadrático. Nós estamos

interessados em grupos G e G-módulos onde isso não ocorra, e daremos a tais grupos um

nome especial através da

Definição 3.1 Seja G um grupo que não possui p-subgrupos normais não triviais, p

ı́mpar. Uma representação fiel φ de G sobre um espaço vetorial V sobre o corpo GF (pn)

será chamada p-estável se nenhum p-elemento de φ(G) tem um polinômio minimal

quadrático sobre V . Mais ainda, nós dizemos que G é um grupo p-estável se todas rep-

resentações fiéis de G são p-estáveis.

Nesta seção daremos, através do Teorema 3.6, condições suficientes para que um grupo

sem p-subgrupos normais não triviais seja p-estável. Este resultado pode ser visto como

o mais importante desta seção e será de grande importância na seção seguinte.

Nossa análise de p-estabilidade depende do seguinte resultado:

Teorema 3.2 Seja G um grupo de transformações lineares agindo fiel e irredutivelmente

sobre um espaço vetorial V sobre um fecho algébrico F de Zp e suponha que G é gerado

por dois p-elementos que têm um polinômio minimal quadrático sobre V . Então G contém

um subgrupo isomorfo a SL(2, p).

Demonstração: Sejam x1, x2 os dois geradores dados de G. Seja Vi = CV (xi) =

{v ∈ V : xiv = v}, 1 ≤ i ≤ 2. Visto que xi é um p-elemento e F tem caracteŕıstica p,

segue facilmente do Binômio de Newton que xi anula (X − 1)2. Além disso, xi não anula

X−1 pois senão xi seria a transformação identidade. Consequentemente, (xi−1)2V = 0,

1 ≤ i ≤ 2, onde 1 denota a transformação identidade de V . Colocando Wi = (xi − 1)V ,

segue que (xi − 1)Wi = 0 e, assim, Wi ⊆ Vi, 1 ≤ i ≤ 2. Dáı temos (xi − 1)V ⊆ Vi e

(xi−1)Wi = 0. Portanto, xi−1 é uma transformação linear de V em Vi comKer(xi−1) =

Vi. Mas dimFV = dimFker(xi − 1) + dimF (xi − 1)V = dimF (Vi) + dimF (xi − 1)V ≤

dimFVi + dimFVi, pois (xi − 1)V ⊆ Vi. Se escrevemos d = dimFV e di = dimFVi, temos

que d ≤ 2di, i.é,
d

2
≤ di, 1 ≤ i ≤ 2.
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Suponhamos que d1 ou d2 seja maior que
d

2
. Neste caso W = V1 ∩ V2 6= 0, pois se

V1∩V2 = 0, então dimF (V1+V2) = d1+d2 > d = dimFV , absurdo. MasW é G-invariante,

pois x1 e x2, que geram G, agem trivialmente sobre W . Visto que G age irredutivelmente

sobre V , obtemos V = W , i.é, todo elemento de G age como a transformação identidade

sobre os elementos de V , contrariando o fato de G agir fielmente sobre V . Portanto,

d1 = d2 =
d

2
, o que implica, d = 2m, onde d1 = d2 = m e W = 0. Em particular,

V = V1 ⊕ V2.

Agora, se v ∈ V2 então (x1−1)v ∈ V1, ou seja, x1−1 aplica V2 em V1. Como V1∩V2 = 0

e as dimensões de V1 e V2 são iguais, segue que x1 − 1 é um isomorfismo de V2 sobre V1.

Analogamente, x2 − 1 é um isomorfismo de V1 sobre V2. Seja {vi : 1 ≤ i ≤ m} uma base

de V2 e vm+i = (xi − 1)vi, 1 ≤ i ≤ m. Então os vm+i formam uma base de V1, de modo

que βV = {vi : 1 ≤ i ≤ 2m} forma uma base de V . Relativa a essa base podemos calcular

a matriz das transformações x1, x2 : V −→ V . Como vm+i = (x1−1)vi = x1vi−vi, temos

x1vi = vi + vm+i, 1 ≤ i ≤ m. Deste modo a matriz da transformação de x1 em relação a

base βV é

A1 =

 I 0

I I

 (3.1)

Calculemos a matriz da transformação x2 de ordem 2m×2m. Como {vi : 1 ≤ i ≤ m}

é uma base de V2 temos x2vi = vi, 1 ≤ i ≤ m. Visto que vm+i = (x1 − 1)vi,obtém-se

(x2 − 1)(vm+i) = (x2 − 1)(x1 − 1)vi, e dáı, x2(vm+i) = (x2 − 1)(x1 − 1)vi + vm+i, para

1 ≤ i ≤ m. Mas, (x2 − 1)(x1 − 1)vi = a1iv1 + · · · + amivm, aij ∈ F . Logo, a matriz da

transformação de x2 em relação a base {vi : 1 ≤ i ≤ 2m} é

A2 =

 I R

0 I

 (3.2)

onde R é a matriz do isomorfismo de V1 em V2 determinado por x2− 1 em relação a base

{vi : 1 ≤ i ≤ m} de V2. Assim, R é não singular.

Visto que F é algebricamente fechado, existe uma matriz não singular Q, m×m, tal

que S = Q−1RQ está na forma canônica de Jordan. Se nós conjugamos as matrizes A1
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e A2 pela matriz

D =

 Q 0

0 Q

 (3.3)

o qual corresponde a uma mudança de base de V , as matrizes de x1 e x2 com respeito a

essa nova base são, respectivamente:

B1 = D−1(A1D) = A1 (3.4)

B2 = D−1(A2D) =

 I S

0 I

 (3.5)

onde S = Q−1RQ.

Visto que S é não singular, (por ser produto de matrizes não singulares), na forma

canônica de Jordan, as entradas de sua diagonal são não nulas e S é uma matriz triangular

inferior. Seja λ a entrada de S no canto superior esquerdo. Finalmente, seja P a matriz

permutacional 2m×2m obtida pela troca da linha 2 pela linha m+1 da matriz identidade

e conjugue B1 e B2 por P . É fácil ver que com respeito a nova base correspondente

{ui : 1 ≤ i ≤ 2m} de V , as matrizes C1 e C2 de x1 e x2 têm respectivamente a forma

C1 =


1 0 0 · · · 0

1 1 0 · · · 0

∗ ∗


2m×2m

e C2 =


1 λ 0 · · · 0

0 1 0 · · · 0

∗ ∗


2m×2m

(3.6)

Assim, nós vemos que x1 e x2 deixa invariante o subespaço U de V gerado por u1 e

u2 . Desde que G = 〈x1, x2〉, G deixa U invariante e pela irredutibilidade de G sobre V

temos U = V . Portanto, dimFV = 2 e G é isomorfo a um grupo gerado por

 1 0

1 1


e

 1 λ

0 1

. Visto que Zp(λ) é um corpo finito, nós podemos concluir do Teorema 1.29

que G contém um subgrupo isomorfo a SL(2, p). 2

A seguir veremos um resultado que não diz respeito diretamente a grupos p-estáveis,

mas este, juntamente com o Teorema 3.2, nos darão uma propriedade de relevo dos grupos

p-estáveis.
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Teorema 3.3 Seja K uma classe de conjugação de p-elementos de um grupo G. Se todo

par de elementos de K gera um p-grupo, então K está contido em um p-subgrupo normal

de G.

Demonstração: Seja K = {g−1ag : g ∈ G} a classe de conjugação de a cuja ordem

é pr e note que os elementos de K são p-elementos. Provaremos o teorema por indução

sobre | G |, observando que se | G |= 1, o teorema é imediato. O teorema é obviamente

válido para o caso K = 1 e, portanto, basta considerarmos dois casos:

(i) Op(G) 6= 1, K 6= 1

(ii) Op(G) = 1, K 6= 1.

Suponhamos que temos (i). Se φ : G −→ Ḡ é um homomorfismo sobrejetor de

grupos, então a imagem K̄ de K em Ḡ é uma classe de conjugação de p-elementos de Ḡ e

cada par de elementos de K̄ gera um p-grupo. Portanto, K̄ está nas hipóteses do teorema

e se | Ḡ |<| G |, pela hipótese de indução, K̄ ⊆ Op(Ḡ). Como Op(G) 6= 1, podemos

tomar, em particular, o homomorfismo canônico α : G −→ G

Op(G)
= Ḡ e concluir que

K̄ ⊆ Op(Ḡ). Mas o Teorema da Correspondência garante que a imagem inversa L de

Op(Ḡ) por α é um subgrupo normal de G que contém Kerα = Op(G). Além disso,

α|L : L −→ Op(Ḡ) é um homomorfismo sobrejetor, de modo que pelo Primeiro Teorema

do Isomorfismo,
L

Ker(α|L)
∼= Op(Ḡ). Uma vez que Ker(α|L) ≤ Ker(α) = Op(G) e

Op(Ḡ) são p-grupos, tem-se que L é um p-grupo e, assim, L é um p-subgrupo normal de

G. Visto que K ⊆ L, pois K̄ ⊆ Op(Ḡ), temos K contido em um p-subgrupo normal de

G e o teorema segue.

Agora, mostraremos que o caso (ii) não pode ocorrer. Mas primeiro provaremos o

seguinte:

(A) Se H é um subgrupo próprio de G, então K ∩H ⊆ Op(H).

De fato, se H é um subgrupo próprio de G, então certamente K ∩ H é a união de

algumas classes de conjugação K1, K2, · · ·Kr de p-elementos de H. Visto que cada par

de elementos de Ki gera um p-grupo, pois Ki ⊆ K, segue da hipótese de indução que

cada Ki está contido em algum p-subgrupo normal de H e, assim, Ki ⊆ Op(H), para

todo 1 ≤ i ≤ r. Logo, K ∩H ⊆ Op(H).

Agora, introduziremos duas famı́lias de p-grupos:
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H = {H : H 6= 1, H não é um Sp-subgrupo de G e H = Op(NG(H))};

H0 = {H : H 6= 1, Op(NG(H)) não é um Sp-subgrupo de NG(H)}.

Segue do Teorema de Sylow e da definição de H que se H ∈ H, então H ⊂ P para

algum Sp-subgrupo P de G. Dáı, temos da Proposição 1.4 (i) que H ⊂ NP (H) ⊆ NG(H).

Assim, H ⊂ P ∩NG(H) e, portanto, H = Op(NG(H)) não é um Sp-subgrupo de NG(H),

de modo que H ∈ H0. Logo, H ⊆ H0.

Vamos provar as seguintes duas propriedades dos conjuntos H e H0.

(B) Se H0 ∈ H0, então existe H ∈ H contendo H0 tal que NG(H0) ⊆ NG(H).

(C) Se H ∈ H e L é um subgrupo de G contendo NG(H), então Op(L) ⊆ H.

Para provarmos (B), escolhemos um p-subgrupo H de G com H0 ⊆ H de ordem

maximal tal que N0 = NG(H0) ⊆ NG(H) = N . Mostraremos que H ∈ H. Obviamente

H C N e, então, H ⊆ H∗ = Op(N). Assim, H0 ⊆ H∗. Além disso, como H∗ C N , segue

que N0 ⊆ NG(H∗). Portanto, encontramos um p-subgrupo H∗ de G contendo H tal que

H0 ⊆ H∗ e NG(H0) ⊆ NG(H∗). Pela maximilidade da ordem de H, temos |H| = |H∗|

e, consequentemente, H = H∗ = Op(NG(H)). Assim, para que H pertença a H, resta

mostrarmos que H não é um Sp-subgrupo de G. Suponhamos o contrário. Então H

também será um Sp-subgrupo de L = HN0 ≤ NG(H), e disso temos que L/H será um

p′-grupo. Portanto, pelo Segundo Teorema do Isomorfismo, temos que N0/H ∩N0 é um

p′-grupo. Mas, como H ∩ N0 é um p-subgrupo normal de N0, então N0/H ∩ N0 é um

p′-grupo somente se |H ∩N0| é a maior potência de p que divide |N0|, ou seja, somente se

H∩N0 = Op(N0) e H∩N0 é um Sp-subgrupo de N0. Logo, temos Op(N0) = Op(NG(H0))

um Sp-subgrupo de NG(H0) contradizendo o fato que H0 ∈ H0. Portanto, H não é um

Sp-subgrupo de G e (B) está demonstrado.

Provemos a propriedade (C). Sejam H ∈ H e L um subgrupo de G tal que N =

NG(H) ⊆ L. Não é dificil ver que Op(L) é a interseção de todos os Sp-subgrupos de L.

Portanto, se provarmos que H é a interseção de alguns Sp-subgrupos Ri de L teremos

Op(L) ⊆ H.

Novamente, Op(N) é a interseção de todos os Sp-subgrupos de N que nós denotaremos

por Pi, 1 ≤ i ≤ n. Também temos H = Op(N), pois H ∈ H. Como cada Pi é um

p-subgrupo de L, temos do Teorema de Sylow que cada Pi está contido em algum Sp-

41



subgrupo Qi de L. Coloquemos M =
n⋂

i=1

Qi e notemos que H = Op(N) =
n⋂

i=1

Pi ⊆ M .

Por outro lado, NM(H) ⊆M ∩N =
n⋂

i=1

Qi∩N =
n⋂

i=1

Pi = H. Como H ⊆ NM(H), tem-se

H = NM(H). Assim, se H ⊂ M , então segue da Proposição 1.4 (i) que H ⊂ NM(H), o

que não ocorre. Deste modo, H = M =
n⋂

i=1

Qi, provando (C).

Para provarmos que (ii) não ocorre basta mostrarmos a seguinte afirmação:

(D) Se P e Q são quaisquer dois Sp-subgrupos de G tais que K ∩ P ∩ Q 6= ∅, então

K ∩ P ⊆ Q.

De fato, suponhamos que (D) seja válido. Se existir um Sp-subgrupo P de G que não

contém K, então existe x em K que não está em P . Temos também que K ∩P 6= ∅, pois

como a é um p-elemento, a pertence a algum Sp-subgrupo A de G. Mas, pelo Teorema

de Sylow, existe g ∈ G tal que P = Ag, de modo que ag ∈ Ag ∩K = P ∩K. Tomemos

y ∈ K ∩ P . Deste modo, x, y ∈ K e pela hipótese 〈x, y〉 é um p-grupo e, portanto, 〈x, y〉

está contido em algum Sp-subgrupo Q de G. Assim, y ∈ K ∩ P ∩Q, e item (D) implica

que K ∩P ⊆ Q, de modo que K ∩P ⊆ K ∩Q. Analogamente, pelo item (D) temos que

K ∩ Q ⊆ P , e então K ∩ Q ⊆ K ∩ P . Portanto, K ∩ P = K ∩ Q. Porém, x pertence

a K ∩Q e não pertence a K ∩ P , uma contradição. Logo, o Sp-subgrupo tomado acima

não existe, e, deste modo, K ⊆ Op(G) = 1, contradição, pois K 6= 1.

Suponhamos que (D) seja falso. Então existe pelo menos um par de Sp-subgrupos

P e Q de G tais que K ∩ P ∩ Q 6= ∅ com K ∩ P * Q. Dentre todos tais pares vamos

escolher P e Q de tal maneira que H = P ∩Q tenha ordem maximal. Note que P 6= Q,

e disso obtemos facilmente que H ⊂ P e H ⊂ Q. Seja N = NG(H) e sejam R e S

Sp-subgrupos de G tais que R∩N e S∩N são Sp-subgrupos de N com NP (H) ⊆ R∩N e

NQ(H) ⊆ S∩N . Como, pela Proposição 1.4 (i), H ⊂ NP (H) e H ⊂ NQ(H), H ⊂ P∩R e

H ⊂ Q∩S. Disso obtemos K∩P∩R 6= ∅ e K∩S∩Q 6= ∅. Pela escolha de P e Q, devemos

ter K ∩ P ⊆ R e K ∩ S ⊆ Q. Assim sendo, (D) deve ser falso para o par R,S, pois caso

contrário, teŕıamos K ∩ R ⊆ S e, consequentemente, K ∩ P ⊆ K ∩ R ⊆ K ∩ S ⊆ Q, o

que não ocorre. Mais ainda, como R ∩N e S ∩N são Sp-subgrupos de N e Op(N) �N ,

temos Op(N) ⊆ R ∩ N e Op(N) ⊆ S ∩ N , de modo que Op(N) ⊆ R ∩ S. Além disso,
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visto que H é um p-grupo e H �N , segue que H ⊆ Op(N). Assim, H ⊆ R ∩ S e então

∅ 6= K ∩ H ⊆ K ∩ R ∩ S. Logo, encontramos dois Sp-subgrupos R,S de G tais que

K ∩R∩S 6= ∅ e K ∩R * S. Pela escolha maximal de P e Q temos |R∩S| ≤ |H|. Visto

que H ⊆ R ∩ S, segue que |H| = |R ∩ S| e H = R ∩ S. Dáı, como H ⊆ Op(N) ⊆ R ∩ S,

tem-se H = Op(N). Disso, de H 6= 1 e de H não ser Sp-subgrupo de G, segue que

H ∈ H. Note que R∩N e S∩N são Sp-subgrupos de N . Uma vez que |R∩S| é também

maximal e (D) é falso para R,S, podemos substituir P,Q por R,S, se necessário. Assim,

podemos supor que P ∩N e Q ∩N são Sp-subgrupos de N .

Nós produzimos, portanto, um par (H,P ) com H ∈ H e P um Sp-subgrupo de G tal

que H ⊆ P, K ∩H 6= ∅, K ∩ P * H e P ∩NG(H) é um Sp-subgrupo de NG(H). Dentre

todos os pares que satisfazem estas condições, escolhamos (H∗, P ∗) tal que |P ∗∩NG(H∗)|

seja maximal. Para obtermos uma contradição basta mostrarmos que

(E) P ∗ ⊆ NG(H∗).

De fato, suponhamos (E) válido e seja N∗ = NG(H∗). Visto que H∗ = Op(N
∗),

e Op(G) = 1, temos N∗ ⊂ G. Assim, por (A) obtemos K ∩ N∗ ⊆ H∗. Por (E),

K ∩ P ∗ ⊆ K ∩N∗ e, assim, K ∩ P ∗ ⊆ H∗, contradizendo a escolha de (H∗, P ∗).

Vamos provar (E). Suponhamos que P ∗ * N∗ e sejamH0 = 〈K∩H∗〉 eN0 = NG(H0).

Claramente, os elementos de K ∩H∗ são permutados pela conjugação por elementos de

N∗. Disso obtemos H0 � N∗ e, portanto, N∗ ⊆ N0. Além disso, como no parágrafo

anterior, tem-se K ∩ N∗ ⊆ H∗. Visto que H∗ ⊆ P ∗, segue que K ∩ N∗ ∩ P ∗ ⊆ H∗

e isto implica, K ∩ P ∗ ∩ N∗ ⊆ K ∩ H∗. Por outro lado, como H∗ é um p-grupo,

H∗ � N∗ e P ∗ ∩ N∗ é um Sp-subgrupo de N∗, temos que H∗ ⊆ P ∗ ∩ N∗ de modo que

K ∩H∗ ⊆ K ∩ P ∗ ∩N∗. Logo, K ∩ P ∗ ∩N∗ = K ∩H∗. Isto implica que NP ∗(P ∗ ∩N∗)

permuta por conjugação os elementos de K ∩H∗ e, portanto, NP ∗(P ∗ ∩ N∗) normaliza

H0, ou ainda NP ∗(P ∗ ∩N∗) ⊆ N0. Visto que P ∗ ∩N∗ ⊂ P ∗, nós obtemos da Proposição

1.4 (i) que P ∗ ∩N∗ ⊂ NP ∗(P ∗ ∩N∗) ⊆ N0 ∩ P ∗. Logo, P ∗ ∩N∗ ⊂ P ∗ ∩N0. Por outro

lado, como H∗ ∈ H e N0 contém N∗, tem-se do item (C) que Op(N0) ⊆ H∗. Portanto,

Op(N0) ⊂ P ∗ ∩ N0 e, assim sendo, Op(N0) não é um Sp-subgrupo de N0 concluindo-se

que H0 ∈ H0.

Finalmente, pela propriedade (B) existe H1 ∈ H com H0 ⊆ H1 tal que N0 ⊆ N1,
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onde N1 = NG(H1). Seja P1 um Sp-subgrupo de G tal que P1 ∩N1 é um Sp-subgrupo de

N1. Como N0 ⊆ N1, segue que P ∗ ∩N0 ⊆ P ∗ ∩N1. Deste modo, |P1 ∩N1| ≥ |P ∗ ∩N0| >

|P ∗∩N∗| e ∅ 6= K∩H∗ ⊆ K∩H1. Assim encontramos um par (H1, P1), com H1 ∈ H e P1

um Sp-subgrupo de G, tal que K∩H1 6= ∅ e |P1∩NG(H1)| > |P ∗∩NG(H∗)| Também, H1

é um p-subgrupo normal de N1, de modo que H1 está contido em todos os Sp-subgrupos

de N1, em particular, H1 ⊆ P1 ∩N1 ⊆ P1. Pela escolha de (H∗, P ∗), temos K ∩P1 ⊆ H1.

Uma vez que N∗ ⊆ N1, outra aplicação de (C) resulta que H1 = Op(N1) ⊆ H∗. Assim,

K ∩P1 ⊆ H1 ⊆ H∗, e visto que H∗ ⊆ P ∗, obtemos K ∩P1 ⊆ K ∩P ∗. Mas, pelo Teorema

de Sylow, existe g ∈ G tal que P ∗ = P1
g de modo que |K ∩ P1| = |K ∩ P ∗|. Logo,

K ∩ P ∗ = K ∩ P1 ⊆ H∗, contradizendo a escolha de (H∗, P ∗). Isto conclui a prova de

(E). 2

Observação 3.4 Seja V/F um espaço vetorial sobre um corpo F de caracteŕıstica p e

T ∈ GL(V, F ) um p-elemento. Então, existe r ∈ N tal que T pr
= 1, de modo que T

satisfaz o polinômio P (X) = Xpr − 1 sobre F . Por outro lado, pelo Binômio de Newton,

e por F ter caracteŕıstica p, temos P (X) = (X−1)pr
. Como o polinômio minimal m(X)

de T divide P (X), m(X) = (X − 1)s, para algum s ∈ N.

Dizemos que um grupo K está envolvido em G se K é isomorfo a uma imagem homo-

morfa de um subgrupo H de G. O nosso próximo resultado nos diz que sob determinadas

condições um grupo não p-estável envolve SL(2, p).

Teorema 3.5 Seja G um grupo sem p-subgrupos normais além dos triviais, p ı́mpar. Se

G não é p-estável, então G envolve SL(2, p).

Demonstração: Nós precisamos mostrar que uma imagem homomórfica de algum

subgrupo de G é isomorfa a SL(2, p). Como G não é p-estável, existe uma representação

fiel φ de G sobre um espaço vetorial V sobre GF (pn), para algum n, que não é p-estável,

i.é., algum p-elemento de φ(G) tem polinômio minimal quadrático. Nós olharemos V

como um espaço vetorial sobre o fecho algébrico F de GF (pn) e V/F como um G-módulo,

lembrando que a ação de g ∈ G sobre u ∈ V é dada por gu = (φ(g))u. Seja x ∈ G um

p-elemento de G com polinômio minimal quadrático.
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Se K é a classe de conjugação contendo x, então todo elemento de K possui polinômio

minimal quadrático sobre V , pois se P (X) = X2 + aX + b, a, b ∈ F é o polinômio

minimal de x sobre V e se g−1xg ∈ K, com g ∈ G, então para todo v ∈ V , tem-se

(P (g−1xg))(v) = 0. Além disso, g−1xg não anula X − 1, pois φ é fiel. Também, como G

não possui p-subgrupos normais não triviais, a contra-positiva do Teorema 3.3 garante a

existência de um elemento y ∈ K tal que H = 〈x, y〉 não é um p-grupo.

Seja

V = V1 ⊃ V2 ⊃ · · · ⊃ Vm+1 = 0 (3.7)

um sequência de subespaçosH-invariantes de V tal queH age irredutivelmente sobre cada

V̄i =
Vi

Vi+1

, 1 ≤ i ≤ m e seja Ni o kernel da representação de H sobre V̄i. Mostraremos

agora que Ni ⊂ H para algum i, 1 ≤ i ≤ m. Suponhamos que para todo i, 1 ≤ i ≤ m,

tenhamos H = Ni. Como H não é um p-grupo, existe um primo q 6= p, tal que q divide

|H|. Assim sendo, H possui um p′-subgrupo não trivial Q. Uma vez que H = Vi para

todo i e Q ⊂ H, temos Q ⊂ Ni para todo i, ou seja , Q induz a transformação identidade

sobre V̄i. Em resumo temos: Q age sobre V/F ; a caracteŕıstica de F é relativamente

prima com |Q|; na sequência (3.7) cada Vi é Q-invariante; Q age trivialmente sobre cada

V̄i. Então pela Proposição 1.26, Q age trivialmente sobre V , contradizendo o fato de G

ser um G-módulo fiel.

Assim, Ni ⊂ H para algum i. Para tal i, sejam H̄ =
H

Ni

e x̄, ȳ, respectivamente,

as imagens de x, y em H̄ pelo homomorfismo canônico de modo que H̄ = 〈x̄, ȳ〉. Como

o polinômio minimal de x tem grau 2, o polinômio minimal de x̄ sobre V̄i é (X − 1)2

ou (X − 1), pela observação anterior. Se for X − 1, então x̄ age trivialmente sobre V̄i,

de modo que x̄ = 1 e H̄ = 〈ȳ〉 é um p-grupo. Como H̄ age irredutivelmente sobre

V̄i e H̄ age fielmente sobre V̄i, pois apenas os elementos de Ni agem trivialmente sobre

V̄i e Ni é o elemento neutro de H̄, temos que H̄ é um p-grupo não trivial agindo fiel

e irredutivelmente sobre V̄i/F . Pela Proposição 1.25 (i), H̄ = 1 e, então, Ni = H,

contradizendo nossa escolha de i. Logo, x̄ tem polinômio minimal de grau 2 sobre V̄i.

Analogamente, ȳ tem polinômio minimal de grau 2.

Agora, H̄ pode ser visto como um grupo de transformações lineares agindo fiel e ir-

redutivelmente sobre V̄i/F onde F é o fecho algébrico de Zp. Além disso, H̄ é gerado
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por dois elementos x̄ e ȳ que possuem polinômio minimal quadrático. Sendo essas ex-

atamente as hipóteses do Teorema 3.2, temos que H̄ contém um subgrupo isomorfo a

SL(2, p). Portanto, SL(2, p) é isomorfo a uma imagem homomorfa de algum subgrupo

de G, provando o teorema. 2

O último resultado é o mais importante dessa seção e ele nos dará condições suficientes

para que um grupo seja p-estável.

Teorema 3.6 Seja G um grupo que não possui p-subgrupos normais não triviais, com p

ı́mpar, satisfazendo uma das seguintes condições:

(a) G é de ordem ı́mpar;

(b) Um S2-subgrupo de G é abeliano;

(c) G é solúvel e ou p ≥ 5, ou p = 3 e SL(2, 3) não está envolvido em G.

Então, G é p-estável.

Demonstração: (a) Suponhamos que G tenha ordem ı́mpar e seja φ um homomorfismo

qualquer de G e H um subgrupo de G. Então |φ(H)| é ı́mpar. Uma vez que SL(2, p)

tem ordem par a contra-positiva do Teorema 3.5 garante que G é p-estável.

(b) Agora seja S um S2-subgrupo de G e suponhamos que G não é p-estável. Então

pelo Teorema 3.5 existem um subgrupoH de G e um homomorfismo de grupos φ : H � J

tal que SL(2, p) é isomorfo a J . Como todos os Sp-subgrupos de J são isomorfos, temos

que todo S2-subgrupo K de J é isomorfo ao grupo dos quatérnios generalizado pela

Proposição 1.28 (i). Visto que φ é sobrejetora, existem subgrupos R, Q de S tais que

Q � R e
R

Q
∼= K. Assim,

R

Q
é isomorfo a um grupo quatérnio. Como este grupo não é

abeliano, S também não é.

(c) Se G é solúvel, p = 3 e SL(2, 3) não está envolvido em G então G é p-estável

pelo Teorema 3.5. Suponha que G seja solúvel e p ≥ 5. Note que pelo Lema 1.28

(iii), SL(2, p) não é solúvel para p ≥ 5. Por outro lado, grupos solúveis não envolvem

grupos não solúveis, pelo Proposição 1.10 (i). Assim, SL(2, p) não está envolvido em G

e, portanto, G é p-estável, pelo Teorema 3.5. 2
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3.2 p-Estabilidade em Grupos p-Solúveis

Nesta seção vamos estudar p-estabilidade para o caso particular em que os grupos

são p-solúveis. Nossos resultados sobre p-estabilidade juntamente com as propriedades

gerais de grupos p-solúveis estabelecidos nas duas seções anteriores nos dão três resultados

muito interessantes. O primeiro deles, nos dá uma condição suficiente para que um grupo

p-solúvel seja p-estável, para p um primo ı́mpar.

Teorema 3.7 Seja G um grupo p-solúvel em que Op(G) = 1 e suponhamos que p ≥ 5

ou p = 3 e SL(2, 3) não está envolvido em G. Então G é p-estável.

Demonstração: Suponhamos queG não seja p-estável, i.é, existe uma representação fiel

φ de G sobre um espaço vetorial V sobre GF (pn) tal que algum p-elemento φ(x) ∈ φ(G)

possui um polinômio minimal quadrático.

Sejam P = 〈x〉 e |P | = pr, H = Op′(G). Visto que O(p′)′(G) = Op(G) = 1, tomando

π = {p′} no Teorema 2.12 temos CG(H) ≤ H. Dáı, como P ∩ H = 1, CP (H) = 1.

Assim, a aplicação φ : P −→ Aut(H) definida por φ(a) = γa−1 é um homomorfismo

injetor, onde γa(h) = ha para todo h ∈ H. Deste modo, P ∼= Imφ e |Imφ| = pr. Então

P pode ser visto como um grupo de automorfismos de H. Tomando π como sendo o

conjunto dos divisores primos de H e G = H no Teorema 2.6 (i), temos que P deixa

um Sq-subgrupo Q de H invariante por conjugação, para cada primo q ∈ π. Visto que

Ω1(P ) = 〈g ∈ P : ◦(g) = p〉 não centraliza H, temos que Ω1(P ) não centraliza algum Q

e, claramente, para tal Q, temos CP (Q) = 1.

Seja K = PQ. Então Op(K) ⊆ P . Como para todo h ∈ Op(K) e g ∈ Q, h−1g−1hg ∈

Op(K), pois Op(K) �K, temos [Op(K), Q] ⊆ Op(K) ⊆ P . Também, h−1g−1h ∈ Q, pois

P deixa Q invariante por conjugação, de modo que h−1g−1hg ∈ Q, i.é, [Op(K), Q] ⊆ Q.

Disso temos [Op(K), Q] ⊆ P ∩ Q = 1. Portanto, Op(K) centraliza Q e do fato de

Op(K) ⊆ P , segue que Op(K) ⊆ CP (Q) = 1. Como |K| = |P ||Q| = prqs, temos do

Teorema de Burnside que K é solúvel. Além disso, K não possui nenhum p-subgrupo

normal não trivial, pois Op(K) = 1. Mais ainda, SL(2, 3) não está envolvido em K para
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p = 3. Portanto, K é p-estável pelo Teorema 3.6 (iii). Visto que x ∈ K e K é fielmente

representado sobre V , pois G o é, temos que x não possui polinômio minimal quadrático,

contradizendo nossa escolha. 2

Chamaremos um grupo p-solúvel de fortemente p-solúvel se p ≥ 5 ou se p = 3 e

SL(2, 3) não está envolvido em G. Por exemplo, S3 é fortemente 3-solúvel. De fato,

S3 é 3-solúvel por ser solúvel. Uma imagem homomorfa de qualquer subgrupo de S3

tem ordem 1, 2, 3 ou 6. Visto que SL(2, 3) tem ordem 24, temos que SL(2, 3) não está

envolvido em S3 e, portanto, S3 é fortemente 3-solúvel. Além disso, todo grupo Zp, p ≥ 5,

é fortemente p-solúvel.

Note que com este novo conceito, o Teorema 3.7 pode ser enunciado da seguinte forma:

Todo grupo G fortemente p-solúvel com Op(G) = 1 é p-estável.

Os subgrupos abelianos normais de um Sp-subgrupo de um grupo fortemente p-solúvel

G estão contidos em um subgrupo particular de G como nos mostra o

Teorema 3.8 Se P é um Sp-subgrupo de um grupo fortemente p-solúvel G, então todo

subgrupo abeliano normal de P está contido em Op′p(G).

Demonstração: Basta supormos Op′(G) = 1 e mostrarmos que todo subgrupo abeliano

normal A de P é tal que A ⊆ Op(G). De fato, sejam G1 = G/Op′(G) e P1 = P/Op′(G).

Como Op′(G1) = 1 e P1 é um Sp-subgrupo de G1, A1 = A/Op′(G) é um subgrupo abeliano

normal de P1 e claramente G1 é fortemente p-solúvel. Segue então que A1 ⊆ Op (G1) =

Op′p(G)/Op′(G), o que implica A ⊆ Op′p(G). Portanto, suponhamos que Op′(G) = 1.

Sejam R = Op(G), V = R/Φ(R) e G = G/R. Então, pelo Teorema 2.13, G é fielmente

representado sobre o espaço vetorial V sobre Zp. Mas G também é fortemente p-solúvel

e Op(G) = 1. Portanto, pelo Teorema 3.7, G é p-estável, de modo que a representação

de G sobre V é p-estável.

Agora seja A um subgrupo normal abeliano de P e A a sua imagem em G. Visto que

A � P, [P,A] ⊆ A e como A é abeliano, temos [P,A,A] = 1. Como R é a interseção

de todos os Sp-subgrupos de G, R ⊆ P , de modo que [R,A,A] = 1. Consequentemente,[
R

Φ(R)
,
AΦ(R)

Φ(R)
,
AΦ(R)

Φ(R)

]
= 1. Como a ação de G sobre V é a induzida por conjugação,

(veja Teorema 2.13), temos [V,A,A] = 1.
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Pelo Teorema 1.7, cada x̄ ∈ Ā induz um operador linear de V que satisfaz o polinômio

(X − 1)2. Visto que seu polinômio minimal divide (X − 1)2 e que a representação de

Ḡ sobre V é p-estável, segue que o polinômio minimal de x̄ é X − 1, para todo x̄ ∈ A.

Assim, Ā age trivialmente sobre V . Como a representação de Ḡ sobre V é fiel, temos

que Ā = 1̄ e, portanto, A ⊆ R = Op(G). 2

Lema 3.9 Seja G um grupo fortemente p-solúvel e P um p-subgrupo de G. Se N ≤

NG(P ), então existe um subgrupo normal K de P invariante por conjugação por elemen-

tos de N tal que
P

K
é um p-grupo abeliano elementar e tal que N age irredutivelmente

por conjugação sobre P/K.

Demonstração: Visto que Φ(P ) char P , Φ(P ) é invariante pela conjugação por el-

ementos de N . Além disso, P̄ =
P

Φ(P )
é um p-grupo abeliano elementar. Assim, se

N age irredutivelmente por conjugação sobre P̄ então o teorema segue. Senão, existe

um subgrupo K satisfazendo as seguintes condições: P ⊃ K ⊃ Φ(P ), K � P e K é

invariante pela conjugação por elementos de N . Dentre todos os subgrupos de P que

satisfazem essas condições, seja K um de ordem maximal. Logo, N age irredutivelmente

sobre
P

K
. Agora, seja gK ∈ P

K
. Como P̄ é um p-grupo abeliano elementar, temos que

existe um inteiro r tal que gpr
Φ(P ) = Φ(P ), ou seja, gpr ∈ Φ(P ) ⊂ K. Além disso,

P ′ ⊆ P ′P p = Φ(P ) ⊂ K. Da Proposição 1.1, temos que
P

K
é abeliano. Portanto

P

K
é

um p-grupo abeliano elementar e o lema está provado. 2

Sejam G um grupo, A um subgrupo de Aut(G). É fácil ver que se N é um subgrupo

normal A-invariante de G e φ ∈ A, então a aplicação φ∗ : G/N −→ G/N definida por

φ∗(gN) = φ(g)N é um automorfismo de G/N . Diremos que A age trivialmente sobre

G/N se φ∗ é a função identidade de G/N para todo φ ∈ A.

Sejam G um grupo, A um subgrupo de Aut(G) e

G = G0 ⊇ G1 ⊇ · · · ⊇ Gn = 1 (3.8)

uma série normal de G. Dizemos que A estabiliza a série (3.8), se cada Gi é A-invariante

e A age trivialmente sobre cada fator
Gi−1

Gi

, 1 ≤ i ≤ n.
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Veremos agora uma condição necessária e suficiente para que um subgrupo de Aut(G)

estabilize uma série normal de G.

Lema 3.10 Um subgrupo A de Aut(G) estabiliza a série normal

G = G0 ⊇ G1 ⊇ · · · ⊇ Gn = 1 (3.9)

se, e somente se, cada Gi é A-invariante e [Gi, A] ⊆ Gi+1, 0 ≤ i ≤ n− 1.

Demonstração: Isso segue do fato que φ∗(xGi+1) = xGi+1 para todo x ∈ Gi e φ ∈ A

se, e somente se, x−1φ(x) = [x, φ] ∈ Gi+1 para todo x ∈ Gi e φ ∈ A. 2

Com este lema podemos provar o

Teorema 3.11 Seja A um p′-grupo de automorfismos do p-grupo P que estabiliza alguma

série normal de P . Então, A = 1.

Demonstração: Seja P = P0 ⊇ P1 ⊇ · · · ⊇ Pn = 1 uma série normal de P estabilizada

por A. Procederemos por indução sobre n, observando que o resultado é óbvio para n = 1.

A hipótese de indução garante que se A estabiliza uma normal de comprimento < n de um

p-grupo, então A = 1. Note que se φ ∈ A, φ|P1 ∈ Aut(P1) e, então, A induz um p′-grupo

de automorfismos de P1 e A estabiliza a série normal P1 ⊇ · · · ⊇ Pn = 1 de P1. Pela

hipótese de indução, A age trivialmente sobre P1. Além disso, A age trivialmente sobre
P

P1

, por hipótese. Logo, [x, φ] ∈ P1, para todo x ∈ P e φ ∈ A. Dáı, φ(x) = xz, para algum

z ∈ P1. Como φ age trivialmente sobre P1, φ
2(x) = φ(xz) = φ(x)φ(z) = (xz)z = xz2.

Segue facilmente, por indução, que φi(x) = xzi, para todo i. Em particular, se m = ◦(φ),

temos x = φm(x) = xzm, de modo que zm = 1. Como p não dividem e z é um p-elemento,

temos que z = 1 e, assim, φ(x) = x para todo x ∈ P e todo φ ∈ A, ou seja, A = 1. 2

A forma mais conveniente deste resultado é dado pelo

Corolário 3.12 Se A é um subgrupo do grupo dos automorfismos de um p-grupo P tal

que A estabiliza alguma série normal de P , então A é um p-grupo.
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Demonstração: Se φ ∈ A e p não é um divisor de ◦(φ), pelo Teorema 3.11, 〈φ〉 = 1.

Em outras palavras, A não possui p′-automorfismos não triviais. Portanto, A é um p-

grupo. 2

Para finalizar esta seção, apresentaremos um resultado que será de grande utilidade

para o estudo dos Teoremas de Glauberman e de Thompson no próximo caṕıtulo.

Teorema 3.13 Sejam G um grupo fortemente p-solúvel e P um p-subgrupo de G tal que

Op′(G)P �G. Então, se A é um p-subgrupo de NG(P ) com a propriedade [P,A,A] = 1,

temos

ACG(P )

CG(P )
⊆ Op

(
NG(P )

CG(P )

)
.

Demonstração: Seja N = NG(P ). Aplicando o Lema 3.9 tantas vezes quantas forem

necessárias, constrúımos uma série normal N -invariante de P ,

P = P1 ⊃ P2 ⊃ · · · ⊃ Pn+1 = 1 (3.10)

tal que cada P̄i =
Pi

Pi+1

é abeliano elementar e N age irredutivelmente sobre P̄i por

conjugação.

Seja Hi o kernel da representação de N sobre P̄i. Como N̄i =
N

Hi

age fiel e irredu-

tivelmente sobre P̄i, visto como um espaço vetorial sobre Zp, temos que Op(N̄i) = 1̄ pelo

Teorema 1.25 (ii). Logo, como N̄i é fortemente p-solúvel, pois N o é, segue do Teorema

3.7 que N̄i é p-estável.

Por outro lado, como [P,A,A] = 1, da mesma maneira que no Teorema 3.8, temos

[P̄i, Āi, Āi] = 1, onde Āi é a imagem de A em N̄i. Mas segue do Teorema 1.7, como na

prova do Teorema 3.8, que Āi = 1̄ e portanto, A ⊆ Hi, para todo i, 1 ≤ i ≤ n. Conclúımos

que A ⊆ H =
n⋂

i=1

Hi. Mas como H ≤ N , segue que cada Pi é H-invariante, 1 ≤ i ≤ n+1

e pela definição de cada Hi, temos que H age trivialmente sobre cada P̄i, 1 ≤ i ≤ n+ 1.

Como C = CG(P ) fixa, por conjugação, os elementos de P , temos, claramente, que C fixa

cada P̄i por conjugação. Assim, C ⊆ H. Uma vez queH ≤ N , cada elemento a ∈ H induz

por conjugação um automorfismo γa de P , de modo que a aplicação γ : H −→ Aut(P )
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definida por γ(a) = γa, é um homomorfismo, com Ker γ = C ∩ H = C. Portanto,
H

C
∼= Imγ e, assim, podemos ver H/C como um subgrupo de Aut(P ). Disso e do que

vimos antes, temos que H/C estabiliza a série (3.10) e, então, pelo Corolário 3.12 temos

que H/C é um p-grupo. Mas, H/C�N/C, e, portanto, H/C ≤ Op(N/C). Como A ⊆ H

e C �H, temos AC ≤ H, de modo que, AC/C ≤ H/C. Logo, AC/C ≤ Op(N/C). 2
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Caṕıtulo 4

Os Teoremas de

Glauberman-Thompson

Neste caṕıtulo iremos estudar vários resultados, e muitos destes são atribúıdos aos

grandes matemáticos George Glauberman e John Thompson. No entanto, nosso prin-

cipal objetivo é demonstrar dois teoremas notáveis na Teoria de Grupos. O primeiro

deles, conhecido como Teorema da p-Nilpotência de Glauberman-Thompson, diz sim-

plesmente que se o normalizador de um determinado subgrupo H de um grupo finito

G é p-nilpotente, p primo ı́mpar, então o grupo G também é p-nilpotente, enquan-

to o segundo dá uma condição suficiente para que um grupo finito seja solúvel. As

demonstrações são relativamente extensas, mas não dif́ıceis de serem entendidas e de-

pendem basicamente de vários resultados preliminares, dos quais alguns já foram vistos

em seções anteriores e outros serão apresentados no decorrer deste caṕıtulo. Mais ainda,

ambas as demonstrações dependem da construção do subgrupo H mencionado acima.

Isto não é uma tarefa complicada, porém, nós precisaremos de várias propriedades deste

subgrupo até estarmos aptos para ver estes dois resultados.

Neste caṕıtulo todos os grupo serão finitos, a menos que se mencione o contrário.
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4.1 Subgrupo de Thompson

Seja G um grupo fortemente p-solúvel, com p ı́mpar, e P um Sp-subgrupo. Nesta

seção, iremos construir um subgrupo H de P tal que Z(H) � G. Estabeleceremos este

resultado posteriormente e ressaltamos que sua demonstração é devida a G. Glaubeman

e depende, em partes, de resultados e conceitos de J. Thompson.

Para qualquer p-grupo P , definimos A(P ) como sendo o conjunto de todos os sub-

grupos abelianos de P de ordem maximal.

Exemplo 4.1 Considere o clássico grupo multiplicativo H = {±1,±i,±j,±k}, chamado

Grupo Quatérnio, que satisfaz as seguintes relações: i2 = j2 = k2 = −1, ij = k, jk =

i, ki = j, ji = −k, kj = −i, ik = −j. É fácil ver que os únicos subgrupos abelianos

de ordem maximal de H são 〈i〉, 〈j〉, 〈k〉 e, assim, A(H) = {〈i〉, 〈j〉, 〈k〉}.

Os elementos de A(P ) possuem a seguinte propriedade básica:

Lema 4.2 Se A ∈ A(P ), então A = CP (A); em particular, Z(P ) ⊆ A.

Demonstração: Claramente A ⊆ CP (A). Agora, tomemos x ∈ CP (A) e consideremos

o subgrupo 〈A, x〉 de P . Como A é abeliano e x ∈ CP (A) temos que 〈A, x〉 é abeliano e

contém A. Pela maximilidade de A, devemos ter x ∈ A. Logo, A = CP (A). Visto que

Z(P ) ⊆ CP (A), tem-se Z(P ) ⊆ A. 2

Seja P um p-grupo. O subgrupo J (P ) = 〈A : A ∈ A(P )〉, é chamado subgrupo de

Thompson de P.

Exemplo 4.3 Para os grupo H do exemplo anterior, temos que J (H) = H.

Como o subgrupo de Thompson está definido apenas para p-grupos, daqui por diante

P denotará um p-grupo a menos que se mencione o contrário.

Observação 4.4 Seja P um p-grupo, φ ∈ Aut(P ) e A ∈ A(P ). Claramente φ(A) é

abeliano e |φ(A)| = |A|, de modo que φ permuta os elementos de A(P ) entre si. Disso

segue que J (P ) é invariante para todo automorfismo de P , de modo que J (P ) char P .
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Como Z(J (P )) charJ (P ), tem-se Z(J (P )) char P e, assim sendo, J (P ) possui pro-

priedades interessantes e que nos ajudarão mais adiante.

As propriedades de J (P ) mostradas na observação anterior são válidas para todo

p-grupo P . Mas se P fosse um Sp-subgrupo de um grupo G, então J (P ) teria mais

propriedades? O próximo resultado responde esta pergunta.

Proposição 4.5 Seja P um Sp-subgrupo de G. Então temos:

(i) Se R é um subgrupo de P que contém um elemento de A(P ), então A(R) ⊆ A(P )

e J (R) ⊆ J (P ). Em particular, se J (P ) ⊆ R, então J (P ) = J (R).

(ii) Se Q = P x, x ∈ G, então J (Q) = J (P )x.

(iii) Se Q é um Sp-subgrupo de G contendo J (P ), então J (q) = J (P ).

(iv) J (P ) é caracteŕıstico em qualquer p-subgrupo de G em que está contido.

Demonstração: (i) Seja A ∈ A(P ) tal que A ⊆ R ⊆ P . Então, obviamente, A ∈ A(R).

Disso e do fato de todos os elementos de A(R) terem a mesma ordem, segue que os

elementos de A(R) tem a mesma ordem dos elementos de A(P ). Portanto, A(R) ⊆ A(P )

e, consequentemente, J (R) ⊆ J (P ). Em particular, se J (P ) ⊆ R, então R contém todos

os elementos de A(P ). Assim, todo elemento de A(P ) é um elemento de A(R), de modo

que J (P ) ⊆ J (R) e segue então que J (P ) = J (R), provando (i).

(ii) Seja Q = P x, com x ∈ G. Como Q e P são isomorfos, segue que se A ∈ A(P )

então Ax ∈ A(Q). Por outro lado, se Bx ∈ A(Q), então B ≤ P é abeliano e como

|B| = |Bx| segue que B ∈ A(P ). Assim, A(Q) = {Ax : A ∈ A(P )} e, portanto,

J (Q) = J (P )x.

(iii) Suponhamos que J (P ) ⊆ Q. Então certamente A ⊆ Q, para todo A ∈ A(P ).

Disso e de Q = P x, para algum x ∈ G, segue que todo A ∈ A(P ) também pertence a

A(Q), i.é, A(P ) ⊆ A(Q). Logo, J (P ) ⊆ J (Q). Além disso, pelo item (ii), |J (Q)| =

|J (P )x| = |J (P )|. Portanto, J (P ) = J (Q) e (iii) é válido.

(iv) Finalmente, suponhamos que J (P ) ⊆ S, onde S é um p-subgrupo de G. Seja Q

um Sp-subgrupo de G contendo S. Dáı, J (P ) ⊆ S ⊆ Q e por (iii), temos J (P ) = J (Q).
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Logo, por (i), J (Q) = J (S). Visto que J (S) char S, temos J (P ) char S e o lema está

provado. 2

Lema 4.6 Seja A ∈ A(P ) e B um subgrupo de P . Então B normaliza A se, e somente

se, [B,A,A] = 1.

Demonstração: Se B normaliza A, então [B,A] ⊆ A e como A é abeliano, [B,A,A] =

1. Reciprocamente, se [B,A,A] = 1, então [B,A] centraliza A, i.é, [B,A] ⊆ CP (A) e,

portanto, pelo Lema 4.2, obtemos [B,A] ⊆ A. Isto implica que B normaliza A. 2

Agora vamos demonstrar um resultado devido a Thompson e que é mais uma pro-

priedade de A(P ).

Teorema 4.7 (Thompson) Seja A ∈ A(P ) e x ∈ P . Se M = [x,A] é abeliano, então

MCA(M) ∈ A(P ).

Demonstração: Seja C = CA(M). Visto que M é abeliano, claramente MC é um

grupo abeliano. Portanto, necessitamos apenas mostrar que |MC| ≥ |A|, pois então

MC ∈ A(P ) pela definição de A(P ). De M ser abeliano, segue trivialmente que C∩M =

A ∩M . Pelo Lema 4.2, A = CP (A) e assim, C ∩M = A ∩M = CP (A) ∩M = CM(A).

Portanto, |MC| = |M ||CA(M)|
|CM(A)|

e a conclusão desejada |MC| ≥ |A| seguirá da igualdade

anterior, se mostrarmos que
|M |

|CM(A)|
≥ |A|
|CA(M)|

(4.1)

Porém para estabelecermos (4.1), é suficiente mostrarmos que se u e v são elementos

de A pertencentes a classes laterais distintas de CA(M), então os elementos [x, u] e [x, v]

de M pertencem a classes laterais distintas de CM(A).

Suponhamos que [x, u] e [x, v] pertençam a mesma classe lateral de CM(A). Então,

y = [x, u]−1[x, v] ∈ CM(A). Mas y = (x−1xu)−1(x−1xv) = (xu)−1xv, e como y centraliza

A, segue que y = uyu−1 = yu−1
. Destas duas últimas igualdades, obtemos y = [x, vu−1].

Visto que y centraliza A, segue que [x, vu−1, a] = 1, para todo a ∈ A. Mas como vu−1 e a

comutam por A ser abeliano e como [x,A] também é abeliano, segue da Proposição 1.2(ii)

que [x, vu−1, a] = [x, a, vu−1], de modo que [x, a, vu−1] = 1. Assim, vu−1 centraliza [x, a]

56



para todo a ∈ A. Portanto, vu−1 ∈ CA(M) e, assim, vCA(M) = uCA(M) contrariando a

escolha de v e u. 2

Suponhamos que um elemento A de A(P ) normaliza um subgrupo abeliano B de P ,

mas que B não normalize A. Sob essas hipóteses, o resultado a seguir mostra a existência

de um elemento de A(P ) com duas propriedades importantes.

Teorema 4.8 (Teorema da Substituição de Thompson) Sejam A ∈ A(P ) e B um

subgrupo abeliano de P . Se A normaliza B, mas B não normaliza A, então existe um

elemento A∗ em A(P ) com as seguintes propriedades:

(i) A ∩B ⊂ A∗ ∩B;

(ii) A∗ normaliza A.

Demonstração: Como A normaliza B, segue trivialmente que AB é um grupo e B

é normal em AB. Temos também que N = NB(A) � AB e como B não normaliza A,

segue que N ⊂ B. Do Teorema da Correspondência, temos B/N �AB/N e, assim, B/N

é um subgrupo normal não trivial do p-grupo AB/N . Então pela Proposição 1.4 (ii),

B/N ∩ Z (AB/N) 6= 1 e portanto, podemos escolher x ∈ B \ N tal que sua imagem

xN está em Z (AB/N). Assim, para todo a ∈ A, obtemos [x, a]N = N e portanto,

[x,A] ⊆ N . Tomando M = [x,A], temos que M é abeliano, pois M ≤ N < B. Logo,

A∗ = MCA(M) ∈ A(P ), pelo Teorema 4.7. Vamos mostrar que A∗ tem as propriedades

requeridas.

Primeiro de tudo, M normaliza A, pois M ⊆ N = NB(A). Visto que CA(M) ⊆

A, segue que A∗ normaliza A, provando o item (ii). Mais ainda, visto que A e B

são abelianos, e que x ∈ B, temos que A ∩ B centraliza ambos x e A, de modo que

A ∩ B ⊆ CA(M) ∩ B ⊆ A∗. Por outro lado, M = [x,A] * A, pois x 6∈ N , de modo que

A∩B ⊂M(A∩B). Mas, M ⊆ A∗∩B e A∩B ⊆ A∗∩B. Logo, A∩B ⊂M(A∩B) ⊆ A∗∩B,

provando o teorema. 2

Corolário 4.9 Seja B um subgrupo normal abeliano de P . Então, existe um elemento

A de A(P ) tal que B normaliza A.
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Demonstração: Neste caso, todo elemento de A(P ) normaliza B, pois B�P . Escolha

A ∈ A(P ) tal que A∩B é maximal. Se B não normaliza A, então pelo teorema anterior,

existe A∗ ∈ A(P ) tal que A ∩B ⊂ A∗ ∩B, contradizendo a escolha de A. 2

Observe que o subgrupo B do Teorema da Substituição de Thompson é nilpotente,

por ser abeliano. Este resultado pode ser estendido para o caso em que B é um subgrupo

normal do p-grupo P com classe de nilpotência no máximo 2 tal que B′ ⊆ Z(J (P )).

Porém, antes de demonstrarmos isto, nós introduziremos um lema, relembrando que para

quaisquer grupos A e B definimos [B,A; 0] = B e [B,A; i] = [[B,A; i− 1], A], i ≤ 1.

Lema 4.10 Seja P um p-grupo da forma P = AB com B�P, B′ ⊆ Z(P ) e A abeliano.

Seja n o menor inteiro positivo tal que [B,A;n] é abeliano. Então valem as seguintes

propriedades:

(i) Para i ≥ 2, todo elemento x ∈ γi(P ) pode ser escrito da forma x = bb′, onde

b ∈ [B,A; i− 1] e b′ ∈ B′;

(ii) [B,A; i+ 1] ⊆ [B,A; i] para todo i ≥ 0.

(iii) Se [B,A;n+ 1] = 1 então n ≤ 2 e a classe de nilpotência de P é ≤ 4.

Demonstração: Note que como P é nilpotente, existe um inteiro positivo k tal que

γk(P ) = [γk−1(P ), P ] = 1. Agora, claramente [B,A; i] ⊆ γi(P ) para todo i. Deste modo,

[B,A, k − 1] ⊆ γk−1(P ) = 1. Mas, [γk−1(P ), γk−1(P )] ⊆ [γk−1(P ), P ] e, assim, γk−1(P ) é

abeliano. Logo, [B,A; k − 1] é abeliano e n está bem definido.

(i) Vamos dividir a prova em dois casos:

1o caso: B é abeliano.

Como
P

B
=
AB

B
∼= A, o grupo

P

B
é abeliano. Usando-se este fato, é fácil mostrar,

por indução sobre i, que γi(P ) ⊆ B, para i ≥ 2. Visto que B é abeliano, para todos

b ∈ B, a ∈ A e x ∈ γi(P ), obtemos [ba, x] = a−1b−1x−1bax = a−1x−1b−1bax = [a, x].

Isto implica que para todo i ≥ 2,

γi+1(P ) = [γi(P ), P ] = [P, γi(P )] = [BA, γi(P )] = [A, γi(P )] = [γi(P ), A]. (4.2)

Usando (4.2) e indução sobre i nós provaremos que γi(P ) = [B,A; i− 1] para todo i ≥ 2.
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Mostraremos primeiro que γ2(P ) = [B,A]. Pela Proposição 1.2 (i), temos que para

a ∈ A, b ∈ B e x ∈ P ,

[ab, x] = [a, x]b[b, x]. (4.3)

Mas, como [a, x] ∈ P ′ ⊆ B, de B ser abeliano, tem-se [a, x]b = [a, x] e, portanto, (4.3)

reduz-se a

[ab, x] = [a, x][b, x] (4.4)

Assim, todo gerador de P ′ está em [A,P ][B,P ]. Logo, P ′ ⊆ [A,P ][B,P ]. Porém, usando-

se que A, B são abelianos e que P = BA, mostra-se facilmente que [B,P ] = [B,A] e

[A,P ] = [A,B] = [B,A]. Assim, P ′ ⊆ [B,A]. Como [B,A] ⊆ [P, P ] = P ′, temos que

γ2(P ) = P ′ = [B,A].

A hipótese de indução garante que γi(P ) = [B,A; i − 1]. Disso e de (4.2) tem-se

γi+1(P ) = [B,A; i]. Logo, (i) é válido.

2o caso: B não é abeliano.

Pela Proposição 1.1,
B

B′ é abeliano e, pelo caso anterior,

γi

( P
B′

)
=

[B
B′ ,

AB′

B′ ; i− 1
]
. (4.5)

Mostremos que todo x ∈ γi(P ) é da forma x = bb′, com b ∈ [B,A; i− 1] e b′ ∈ B′. (∗)

Notemos primeiro que tomando o homomorfismo canônico de P em
P

B′ na Proposição

1.3, mostra-se que por indução sobre i que

γi(P )B′

B′ = γi

( P
B′

)
e

[B,A; i− 1]B′

B′ =
[B
B′ ,

AB′

B′ ; i− 1
]
. (4.6)

Com estas igualdades, mostra-se (∗). Portanto, o item (i) está provado.

(ii) Basta mostrarmos que A normaliza cada [B,A; i], pois se isso é válido, então,

[B,A; i + 1] = [[B,A; i], A] ⊆ [B,A; i]. Faremos a demonstração por indução sobre i,

observando ser trivial para i = 0. A hipótese de indução garante que A normaliza

[B,A; i]. Pela Proposição 1.2 (vi), segue que [B,A; i + 1] = [[B,A; i], A] � 〈[B,A; i], A〉.

Visto que A ⊆ 〈[B,A; i], A〉, temos que A normaliza [B,A; i+ 1], provando (ii).

(iii) Finalmente suponhamos que [B,A;n + 1] = 1. Pelo item (i) e pela hipótese,

temos γn+2(P ) ⊆ B′ ⊆ Z(P ) e, consequentemente, γn+3(P ) = [γn+2(P ), P ] = 1
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Seja m o maior inteiro não excedendo 1
2
(n + 4). Visto que n ≥ 1, temos m ≥ 2.

Além disso, segue da definição de m que 1
2
(n + 3) ≤ m, de modo que 2m ≥ n + 3.

Assim, pela Proposição 1.12, [γm(P ), γm(P )] ⊆ γm+m(P ) = γ2m(P ). Mas de 2m ≥ n+3,

obtemos γ2m(P ) ≤ γn+3(P ), de modo que [γm(P ), γm(P )] = 1 e, portanto, γm(P ) deve

ser abeliano. Assim, de (4.5) e (4.6), [B,A;m− 1] abeliano também. Uma vez que m− 1

é positivo, segue da nossa definição de n que m−1 ≥ n. Logo, n ≤ m−1 ≤ 1
2
(n+4)−1 =

n+2
2

e então n ≤ 2. Como γn+3(P ) = 1 é válido γ5(P ) = 1 e, consequentemente, cl(P ) ≤ 4,

provando (iii). 2

Agora estamos em condições de estender o Teorema da Substituição de Thompson.

Teorema 4.11 (Teorema da Substituição de Glauberman) Seja P um p-grupo, p

ı́mpar e seja B um subgrupo normal de P de classe de nilpotência no maximo 2 tal que

B′ ⊆ Z(J (P )). Se A é um elemento de A(P ) que não é normalizado por B, então existe

um elemento A∗ em A(P ) satisfazendo:

(i) A ∩B ⊂ A∗ ∩B;

(ii) A∗ normaliza A.

Demonstração: Tomemos o produto Q = AB. Como A ⊆ Q, pelo Lema 4.5 (i),

A(Q) ⊆ A(P ) e J (Q) ⊆ J (P ). Além disso, como Z(J (P )) centraliza A ⊆ J (P ), tem-

se Z(J (P )) ⊆ CP (A) = A, pelo Teorema 4.2. Visto que A ∈ A(P ), Q ≤ P e A ⊆ Q,

o argumento usado no Lema 4.5 (i) mostra que A ⊆ J (Q) e, então Z(J (P )) ⊆ J (Q).

Disso e do fato de J (Q) ⊆ J (P ), segue que Z(J (P )) ⊆ Z(J (Q)). Portanto, B′ ⊆

Z(J (Q)) e assim as hipóteses do teorema valem para Q. Uma vez que A(Q) ⊆ A(P ),

basta exibirmos um elemento A∗ em A(Q) com as propriedades requeridas. Portanto,

podemos assumir que P = AB. Como a classe de nilpotência de B é no máximo 2,

temos claramente B′ ⊆ Z(B). Mas B′ ⊆ Z(J (P )) ⊆ A, de modo que B′ ⊆ A ∩ Z(B) =

Z(A)∩Z(B) ⊆ Z(AB) = Z(P ). Logo, B′ ⊆ Z(P ). Considere n o menor inteiro positivo

tal que [B,A;n] é abeliano. Vamos separar a prova em dois casos:

1o caso: [B,A, n+ 1] 6= 1.
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Seja r o menor inteiro positivo tal que [B,A; r] = 1. Então r ≥ n+2 ≥ 3, pois n ≥ 1.

Portanto, [B,A; r− 3] está bem definido. Além disso, [B,A; r− 2] não centraliza A, pois

caso contrário, teŕıamos [B,A; r− 1] = [[B,A; r− 2], A] = 1, o que não ocorre pelo modo

como r foi tomado. Portanto, podemos tomar x ∈ [B,A; r − 3] tal que A não centraliza

[x,A]. Coloquemos M = [x,A]. Então, M ⊆ [B,A; r − 2] e como r ≥ n + 2, temos do

Lema 4.10(ii) que [B,A; r − 2] ⊆ [B,A;n], de maneira que M ⊆ [B,A;n]. Disso e da

escolha de n, segue que M é abeliano. Portanto, A∗ = MCA(M) ∈ A(P ) pelo Teorema

4.7.

Agora, [B,A ∩ B,A] ⊆ [B,B,A] = [B′, A] ⊆ [Z(P ), A] = 1 e [A ∩ B,A,B] ⊆

[A,A,B] = [A′, B] = [1, B] = 1. Logo, pelo Lema dos Três Subgrupos, [A,B,A∩B] = 1 e

portanto, A∩B centraliza [A,B] = [B,A] = [B,A; 1]. Assim, pelo item (ii) do Lema 4.10,

A∩B centraliza [B,A; i] para todo i ≥ 1. Em particular, A∩B centraliza M ⊆ [B,A;n]

e assim, centraliza A∗. Por outro lado, M * A, uma vez que A não centraliza M . Como

A normaliza B temos claramente que [B,A; r−3] ⊆ B. Assim, x ∈ B e novamente por A

normalizar B, M = [x,A] ⊆ B. Deste modo, A∩B ⊂M(A∩B) ⊆ B ∩A∗. Além disso,

como A é abeliano e CA(M) ⊆ A, segue que os elementos de CA(M) comutam com os

elementos de A e então [A∗, A] = [MCA(M), A] = [M,A]. De M ⊆ [B,A; r−2], obtemos

[A∗, A,A] = [M,A,A] ⊆ [B,A; r] = 1. Pelo Lema 4.6, A∗ normaliza A. Portanto, A∗

tem as propriedades requeridas.

2o caso: [B,A;n+ 1] = 1

Neste caso, n ≤ 2 pelo Lema 4.10 (iii). Visto que B não normaliza A por hipótese,

segue do Lema 4.6 que [B,A, 2] = [B,A,A] 6= 1 e assim, n = 2. Provaremos agora que

[x,A] é abeliano para todo x ∈ B. Sejam u, v ∈ A e apliquemos a Proposição 1.2 (iv)

colocando x, u−1 e w = [x, v] no lugar de x, y, z, respectivamente, para obtermos

[x, u, w]u
−1

[u−1, w−1, x]w[w, x−1, u−1]x = 1 (4.7)

Como A normaliza B, segue que [x, u], w ∈ B, de modo que [x, u, w] ∈ B′ ⊆ Z(P ). Pela

mesma razão [u−1, w−1, x] ∈ Z(P ). Além disso, como [w, x−1] ∈ B′ ⊆ Z(P ), temos que

[w, x−1, u−1] = 1. Portanto, (4.7) reduz-se a

[x, u, w][u−1, w−1, x] = 1. (4.8)
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Uma vez que [u−1, w−1, x] ∈ Z(P ), [u−1, w−1, x] comuta, em particular, com [u−1, w−1] e

x. Logo, pela Proposição 1.2 (iii) e (v) obtemos

[u−1, w−1, x]−1 = [[u−1, w−1], x]−1 = [[u−1, w−1]−1, x] = [[w−1, u−1], x]. (4.9)

Agora (4.8) e (4.9) juntamente com w = [x, v] dão:

[[x, u], [x, v]] = [[[x, v]−1, u−1], x] (4.10)

Nós simplificaremos o termo [[x, v]−1, u−1]. Seja P̄ =
P

B′ , Ā =
AB′

B′ e B̄ =
B

B′ .

Visto que [[B,A,A], A] = 1, temos [[B̄, Ā, Ā], Ā] = 1, de modo que [B̄, Ā, Ā] centraliza

Ā. Mas como [B,A,A] ⊆ B, segue que [B̄, Ā, Ā] ⊆ B̄ = Z(B̄), pois B̄ é abeliano. Por-

tanto, [B̄, Ā, Ā] ⊆ Z(P̄ ). Logo, colocando [[B̄, Ā], Ā] no lugar de G e [x, v], ū−1 no lugar

de x e y, respectivamente, na Proposição 1.2 (v) temos
[
[x, v], ū−1

]−1

=
[
[x, v]−1, ū−1

]
e[

[x, v], ū−1
]−1

= [x̄, v̄, ū]. Disso e da Proposição 1.3, obtemos
[
[x, v], u−1

]−1

=
[
[x, v]−1, u−1

]
e

[
[x, v], u−1

]−1

= [x, v, u]. Logo,[
[x, v]−1, u−1

]
≡

[
[x, v], u−1

]−1

(mob B′) e [x, v, u] ≡
[
[x, v], u−1

]−1

(mod B′). (4.11)

Visto que v e u comutam e
[x,A]B′

B′ ⊆ B

B′ é abeliano, temos que [x,A] = [x̄, Ā] é abeliano.

Pela Proposição 1.2 (ii), [x̄, v̄, ū] = [x̄, ū, v̄], o que implica [x, v, u] = [x, u, v]. Disso vem

que

[x, v, u] ≡ [x, u, v](mod B′). (4.12)

Como B′ ⊆ Z(P ), segue de (4.10), (4.11) e (4.12) que

[[x, u], [x, v]] = [[x, u, v], x]. (4.13)

Por simetria,

[[x, v], [x, u]] = [[x, v, u], x] = [[x, u, v], x]. (4.14)

Visto que [[x, v], [x, u]] = [[x, u], [x, v]]−1 pela Proposição 1.2 (iii), segue de (4.13) e (4.14)

que [[x, u], [x, v]]2 = 1. Como P é um p-grupo, com p ı́mpar, temos [[x, u], [x, v]] = 1.

De u e v serem elementos arbitrários de A, segue que [x,A] é abeliano para todo x ∈ B,

como desejávamos.
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Uma vez que B não normaliza A, temos do Lema 4.6 que [B,A,A] 6= 1 e, então,

[B,A] não centraliza A. Escolha x ∈ B tal que [x,A] não centraliza A. Colocando

M = [x,A] e aplicando o Teorema 4.7, obtemos A∗ = MCA(M) ∈ A(P ). Como no

1o caso, A ∩ B centraliza [B,A]. Uma vez que M ⊆ [B,A], temos, em particular, que

A ∩ B ⊆ CA(M). Além disso, M * A. Em suma, A ∩ B ⊆ CA(M), M ⊆ B e

M * A. Logo, A ∩ B ⊂ M(A ∩ B) ⊆ MCA(M) = A∗. Da mesma maneira que no 1o

caso, como CA(M) centraliza A, segue que [A∗, A,A] = [MCA(M), A,A] = [M,A,A].

Por outro lado, M ⊆ [B,A] o que implica [M,A,A] ⊆ [B,A,A,A] = [B,A; 3] = 1.

Logo,[A∗, A,A] = 1 e o Lema 4.6 garante que A∗ normaliza A. Portanto, A∗ possui as

propriedades desejadas e o teorema está demonstrado. 2

Observação 4.12 O fato de p ser ı́mpar foi usado somente no 2o caso, onde [B,A; 3] =

1. Portanto, o Teorema 4.11 é válido para p = 2 se assumirmos [B,A; 3] 6= 1.

Como no caso do Teorema 4.8, para o teorema anterior temos o

Corolário 4.13 Com as hipóteses do Teorema 4.11, existe um elemento A em A(P ) tal

que B normaliza A.

Demonstração: A demonstração é análogo ao Corolário 4.9, porém usando o Teorema

4.11 no lugar do Teorema 4.8. 2

Observe que os Teoremas 2.14 e 3.13 mostram que para todo grupo fortemente p-

solúvel G valem as seguintes afirmações:

(I) Se Q é um Sp-subgrupo de Op′p(G), então CG(Q) ⊆ Op′p(G).

(II) Seja P um p-subgrupo de G tal que Op′(G)P � G. Então, se A é um p-subgrupo

de NG(P ) com a propriedade [P,A,A] = 1, temos
ACG(P )

CG(P )
⊆ Op

(NG(P )

CG(P )

)
.

Os Sp-subgrupos de um grupo que satisfazem (II), p ı́mpar, possuem um propriedade

peculiar:

Teorema 4.14 (Glauberman) Seja B um p-subgrupo normal não trivial de um grupo

G que satisfaz (II), p ı́mpar. Se P é um Sp-subgrupo de G, então B ∩ Z(J (P )) �G.
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Demonstração: Suponhamos que o teorema seja falso e seja B 6= 1 um p-subgrupo

normal de G de menor ordem tal que o teorema não valha. Sejam Z = Z(J (P )) e B1 o

fecho normal de Z ∩B em G, i.é, B1 = 〈xg : x ∈ B ∩ Z, g ∈ G〉. De B �G, resulta que

B1 ⊆ B e como Z ∩B ⊆ B1, temos Z ∩B1 = Z ∩B. Assim, pela escolha minimal de B,

devemos ter B1 = B.

Agora, como B é nilpotente, por ser um p-grupo, temos claramente que B′ ⊂ B, e,

então, Z ∩ B′ é um subgrupo normal de G, pela minimilidade de B. Visto que Z � P ,

temos [Z ∩B,B] ⊆ Z ∩B′. Logo, para todo x ∈ G,

[(Z ∩B)x, B] = [(Z ∩B)x, Bx] = [(Z ∩B), B]x ⊆ (Z ∩B′)x = Z ∩B′, (4.15)

pois B e Z ∩ B′ são normais em G. Como B = B1 é gerado por todos tais (Z ∩ B)x

obtemos B′ ⊆ Z ∩ B′ ⊆ Z, e, então, Z ∩ B centraliza B′. Disso temos claramente que

(Z ∩ B)x centraliza B′x, para todo x ∈ G. De B′ char B, B � G, segue que B′x = B′,

para todo x ∈ G. Assim, (Z ∩ B)x também centraliza B′, para todo x ∈ G. Mas,

então, B centraliza B′ e, portanto, B′ ⊆ Z(B). Logo, conclúımos que γ3(B) = 1 e,

dáı, cl(B) ≤ 2. Assim, B tem a estrutura requerida para aplicarmos o Teorema da

Substituição de Glauberman e seu corolário.

Seja L o maior subgrupo normal de G que normaliza Z ∩ B. Então P ∩ L é um

Sp-subgrupo de L. Como J (P ∩ L) char P ∩ L e todo elemento de NG(P ∩ L) induz,

por conjugação, um automorfismo de P ∩ L, temos NG(P ∩ L) ⊆ NG(J (P ∩ L)). Pelo

Argumento de Frattini, G = LNG(P ∩ L) ⊆ LNG(J (P ∩ L)). Assim, G = LN , onde

N = NG(J (P ∩ L)). Se J (P ) ⊆ P ∩ L, então J (P ) = J (P ∩ L), pelo Teorema 4.5

(i). Neste caso, N normaliza Z, e de B � G, segue que N normaliza Z ∩ B. Mas

então, G = LN normaliza Z ∩ B e Z ∩ B � G, contrariando nossa escolha de B. Logo,

J (P ) * L ∩ P .

Pelo Corolário 4.13 e Lema 4.6, existe um elemento A em A(P ) tal que [B,A,A] = 1.

Como B � G, temos Op′(G)B � G e A ⊆ NG(B). Como G satisfaz (II), AC/C ⊆

Op(NG(B)/C) = Op(G/C), onde C = CG(B). Em particular, C também centraliza

Z ∩ B. Uma vez que C char B � G, temos C � G e, portanto, LC é um subgrupo

normal em G que normaliza Z ∩ B. Nossa escolha maximal de L força C ⊆ L. Disso
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segue trivialmente que φ̄ : G/C −→ Ḡ = G/L dado por φ̄(xC) = xL está bem definida

e é um homomorfismo sobrejetor. Dáı, AC/C é levado sobre AL/L. Por outro lado,

φ̄
(
Op

(
G/C

))
é um p-subgrupo normal em Ḡ e, portanto, φ̄

(
Op

(
G/C

))
⊆ Op(Ḡ).

Disso e de AC/C ⊆ Op

(
G/C

)
temos AL/L ⊆ Op(Ḡ). Porém, nós mostraremos que

Op(Ḡ) = 1̄. De fato, seja K a imagem inversa de Op(Ḡ) em G. Então, K � G e, assim,

P ∩K é um Sp-subgrupo de K. Da mesma forma que na demonstração do Teorema 2.14

temos que P ∩K é aplicado sobrejetivamente sobre Op(Ḡ), ou seja,
L(P ∩K)

L
= Op(Ḡ).

Portanto, K = L(P ∩K). Mas, P ∩K normaliza Z ∩ B e, além disso, P ∩K �G pelo

Teorema da Correspondência. Logo, pela escolha de L, temos P ∩K ⊆ L e dáı, K = L.

Portanto, Op(Ḡ) = 1̄. Visto que
AL

L
⊆ Op(Ḡ), temos A ⊆ L ∩ P . Tomando R = P ∩ L

no Lema 4.5(i), obtemos J (P ∩ L) ⊆ J (P ). Como A ∈ A(P ) e A ⊆ P ∩ L, temos

A ⊆ J (P ∩ L). Note ainda que Z ⊆ Z(A) = A, de modo que Z ⊆ A ⊆ J (P ∩ L), e isto

implica que Z ∩ B ⊆ Z(J (P ∩ L)). Escrevamos X = Z(J (P ∩ L)). De X char (P ∩ L)

obtemos NG(P ∩ L) ⊆ NG(X). Uma vez que L � G e L ∩ P é um Sp-subgrupo de L,

temos do Argumento de Frattini que G = LNG(P ∩ L) e, então, G = LNG(X). Agora,

Z∩B ⊆ X, de modo que 〈(Z∩B)x : x ∈ NG(X)〉 ⊆ X. Assim, como L normaliza Z∩B,

B é o fecho normal de Z ∩B em G e G = LNG(X), obtemos B ⊆ X. Em particular, B

é abeliano.

Uma vez que J (P ) * L ∩ P , existe um elemento A1 ∈ A(P ) tal que A1 * L. Nós

afirmamos que [B,A1, A1] 6= 1. De fato, se [B,A1, A1] = 1, então o argumento utilizado

anteriormente para A pode ser aplicado para A1 afim de obter que A1 ⊆ L, contradizendo

a escolha de A1.

Finalmente, dentre todos os elementos de A(P ) que não estão contidos em L,

escolhemos A1 tal que |A1 ∩ B| é maximal. Pelo Lema 4.6, B não normaliza A1. Visto

que A1 normaliza B, o Teorema da Substituição de Thompson pode ser aplicado para

mostrar que existe um elemento A∗ ∈ A(P ) tal que A1 ∩ B ⊂ A∗ ∩ B e A∗ normaliza

A1. Devido a nossa escolha maximal de A1, devemos ter A∗ ⊆ L e, consequentemente,

A∗ ⊆ P ∩L. Logo, A∗ ⊆ J (P ∩L). Assim, X = Z(J (P ∩L)) ⊆ CP (A∗) = A∗ pelo Lema

4.2. Mas, B ⊆ X, de modo que, [B,A1, A1] ⊆ [X,A1, A1] ⊆ [A∗, A1, A1] = 1, pois A∗

normaliza A1, contradizendo o fato de [B,A1, A1] 6= 1. Portanto, o teorema está provado.
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2

Como consequência do resultado anterior temos o

Teorema 4.15 (Glauberman) Seja G um grupo fortemente p-solúvel com p ı́mpar e

tal que Op′(G) = 1. Se P for um Sp-subgrupo de G, então Z(J (P )) �G.

Demonstração: Como Z(J (P )) é um subgrupo normal abeliano de P , temos do

Teorema 3.8 que Z(J (P )) ⊆ Op′p(G) = Op(G) já que por hipótese Op′(G) = 1. Colo-

cando B = Op(G) no Teorema 4.14, segue que Z(J (P )) = Z(J (P )) ∩Op(G) �G, como

queŕıamos. 2

4.2 Grupos p-Nilpotentes

Uma classe de grupos particularmente importantes no nosso trabalho são os chamados

grupos p-nilpotentes. Nesta seção vamos definir este conceito e em seguida iremos apre-

sentar uma condição suficiente para um grupo ser p-nilpotente. Para finalizar o caṕıtulo,

vamos estabelecer uma condição suficiente para um grupo ser solúvel.

Definição 4.16 Um grupo G é p-nilpotente, onde p é um primo, se ele possui um p′-

subgrupo de Hall normal.

Se um grupo G é p-nilpotente e N é um p′-subgrupo de Hall normal de G, então

claramente existe um Sp-subgrupo P de G tal que G = NP . Como N ≤ Op′(G) e N é

um p′-subgrupo de Hall, temos N = Op′(G) e, assim, G = Op′(G)P . Reciprocamente,

se G = Op′(G)P , para algum Sp-subgrupo P de G, então |G : Op′(G)| = |P | e G será

p-nilpotente. Logo, G é p-nilpotente se, e somente se, existe um Sp-subgrupo P tal que

G = Op′(G)P . Dessa equivalência, segue também que G é p-nilpotente se, e somente se,

G = Op′p(G).

Sabemos que todo grupo finito nilpotente G é produto de seus subgrupos de Sylow,

de modo que todo grupo finito nilpotente é p-nilpotente, para todo p ∈ π(G).
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Observação 4.17 Seja G um grupo p-nilpotente, H ≤ G e K � G. Se denotarmos

por N o p′-subgrupo de Hall normal de G, então cálculos triviais mostram que H ∩ N

e
KN

K
são, respectivamente, p′-subgrupos de Hall normais em H e

G

K
. Isto mostra que

subgrupos e quocientes de grupos p-nilpotentes são p-nilpotentes.

No que segue, veremos uma caracterização de grupos p-nilpotentes, devido a Frobe-

nius. Sua demonstração não será apresentada, mas o leitor poderá obtê-la em [2], página

253.

Teorema 4.18 (Frobenius) Um grupo G é p-nilpotente se, e somente se, uma das

seguintes condições está satisfeita:

(a)
NG(H)

CG(H)
é um p-grupo para todo p-subgrupo H 6= 1 de G;

(b) NG(H) é p-nilpotente para todo p-subgrupo H 6= 1 de G.

Para p um primo ı́mpar, Thompson mostrou que se os normalizadores de certos dois

subgrupos caracteŕısticos de um Sp-subgrupo P de G são p-nilpotentes, então G também

é p-nilpotente. O próximo resultado dá um refinamento deste resultado e, de fato, mostra

que a p-nilpotência apenas de NG(Z(J (P ))) é suficiente para garantir que G também é

p-nilpotente.

Teorema 4.19 (Glauberman-Thompson) Se P é um Sp-subgrupo de G, p ı́mpar, e

se NG(Z(J (P ))) é p-nilpotente, então G também é p-nilpotente.

Demonstração: Faremos a demonstração por indução sobre |G|, observando que o

teorema é óbvio para |G| = 1. Em particular, todo subgrupo próprio D de G contendo

P é p-nilpotente, pois ND(Z(J (P ))) ⊆ NG(Z(J (P ))). Suponhamos que NG(Z(J (P )))

é p-nilpotente, mas G não. Então, pelo Teorema de Frobenius, existe um p-subgrupo

H não trivial de G tal que NG(H) não é p-nilpotente. Dentre todos tais subgrupos,

vamos escolher H de forma que um Sp-subgrupo de N = NG(H) tenha ordem maximal.

Se P0 for um Sp-subgrupo de N , então claramente H ⊆ P0. Por outro lado, P0 está

contido em um Sp-subgrupo Q de G e pelo Teorema de Sylow, P0 ≤ Q = P x para algum
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x ∈ G. Observamos que pela Proposição 4.5 (ii), J(Q) = J(P )x e, então, NG(Z(J(Q))) é

também p-nilpotente. Assim, substituindo P por um conjugado adequado, se necessário,

podemos assumir P0 ≤ P , de modo que H ≤ P . Como P0 ≤ P ∩N temos P0 = P ∩N .

Portanto, sem perdas, podemos assumir que P ∩N é um Sp-subgrupo de N .

Mostraremos que P ⊆ N . Suponhamos o contrário e coloquemos R = P ∩ N ,

L = NN(Z(J (R))) e M = NG(Z(J (R))), de modo que L ⊆ M e R ⊂ P . Mas então

R ⊂ NP (R) pela Proposição 1.4 (i). Como Z(J (R)) char R, temos NP (R) ⊆M e, assim,

R ⊂ M ∩ P . Portanto, um Sp-subgrupo de M tem ordem maior que a ordem de um

Sp-subgrupo de N e então M é p-nilpotente, pela escolha maximal de H. Por outro

lado, |N | < |G| e L ⊆M é p-nilpotente. Por indução, N é p-nilpotente, contradizendo a

escolha de H. Logo, P ⊆ N e o primeiro parágrafo força N = G.

Claramente nossas hipóteses valem também para G/Op′(G). Portanto, se Op′(G) 6=

1, então, por indução, G/Op′(G) é p-nilpotente e pelo Teorema da Correspondência e

Terceiro Teorema do Isomorfismo, G também é, contradição. Logo, Op′(G) = 1. Visto

que Op(G) 6= 1 e NG(H) = G = NG(Op(G)), obtemos que H e Op(G) têm as mesmas

propriedades e, portanto, podemos supor sem perda que H = Op(G). Assim H � G.

Observamos que H ⊂ P , pois, caso contrário, teŕıamos P �G e, então, Z(J (P )) �G, o

que implicaria G = NG(Z(J (P ))) e, consequentemente, G seria p-nilpotente.

Agora, sejam Ḡ =
G

H
e P̄ a imagem de P em Ḡ, de modo que P̄ 6= 1. Sejam N̄1 =

NḠ(Z(J (P̄ ))) e N1 e H1 as imagens inversas de N̄1 e Z(J (P̄ )) em G, respectivamente.

Então N1 = NG(H1) e H ⊂ H1. Também, NḠ(P̄ ) ⊆ N̄1 e então P̄ ⊆ N̄1, de modo que

P ⊆ N1. Além disso, N1 ⊂ G, pois de outro modo, H1 seria um p-subgrupo normal de

G e, então, teŕıamos H1 ⊆ Op(G) = H ⊂ H1, uma contradição. Visto que N1 contém P ,

N1 é p-nilpotente pela hipótese de indução e, com isso, N̄1 também é p-nilpotente. Mas

agora, aplicando indução sobre Ḡ, cuja ordem é menor que a ordem de G obtemos que

Ḡ é p-nilpotente.

Assim, Ḡ = Op′p(Ḡ) e então G = Opp′p(G), em particular, G é p-solúvel. Observamos

que se G for fortemente p-solúvel, como Op′(G) = 1, obtemos do Teorema 1.28 (i) que

Z(J (P )) � G de modo que NG(Z(J (P ))) = G e, pela hipótese sobre NG(Z(J (P ))),

têm-se que G também é p-nilpotente. Vamos mostrar que, de fato, G é fortemente p-
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solúvel. Mas por G ser um grupo p-solúvel, G será fortemente p-solúvel se p ≥ 5 ou p = 3

e SL(2, 3) não está envolvido em G. Logo, se p ≥ 5 então a demonstração acaba aqui.

Se p = 3, então pelo Teorema 1.28 (i), basta mostrarmos que os S2-subgrupos de G são

abelianos.

Como P̄ ⊆ Ḡ = NḠ(Op′(Ḡ)), cada ḡ ∈ P̄ induz por conjugação um automorfismo

γḡ de Op′(Ḡ). Além disso, γ : P̄ −→ Aut(Op′(Ḡ)) dada por γ(ḡ) = γḡ−1 é um homo-

morfismo. Logo, P̄ /Kerγ ∼= Imγ e assim P̄ /Kerγ pode ser visto como um subgrupo de

Aut(Op′(Ḡ)). Tomando π′ = {p}, A = P̄ /Kerγ e G = Op′(Ḡ) no Teorema 2.6, segue do

item (i) que P̄ /Kerγ normaliza um Sq-subgrupo Q̄ de Op′(Ḡ) para cada primo q 6= p, em

particular, P̄ normaliza Z(Q̄). Seja G1 a imagem inversa de P̄Z(Q̄) em G, de modo que

G1 = PQ1, onde Q1 é um q-grupo abeliano isomorfo a Z(Q̄). Mostremos que G1 = G.

Visto que P ⊆ G1, se G1 ⊂ G, então pela hipótese de indução, G1 é p-nilpotente, ou seja,

G1 possui um p′-subgrupo de Hall normal, que neste caso deve ser o próprio Q1. Disso

temos [H,Q1] ⊆ H ∩ Q1 = 1, e, assim, Q1 centraliza H. Porém, como G é p-separável,

Op′(G) = 1 e H = Op(G), segue do Teorema 2.12 que CG(H) ⊆ H ⊂ P e, então, Q1 ⊆ H,

uma contradição. Portanto, G = G1 = PQ1 e os S2-subgrupos de G são necessariamente

abelianos. Logo, G é fortemente p-solúvel quando p = 3 e o teorema está provado. 2

Na verdade o resultado é falso para p = 2 como vemos no

Exemplo 4.20 Sejam G = S4 e P = 〈(24), (1234)〉. Colocando α = (1234) e β = (24),

temos que α4 = β2 = 1 e = βαβ = α3. Assim, P é um grupo diedral de ordem 8.

Também é fácil ver que Z(P ) = {Id, α2} = {Id, (13)(24)}.

Como P não é abeliano e 〈α〉 é abeliano de ordem 4, os subgrupos abelianos maximais

de P têm ordem 4 e, assim, 〈α〉 ∈ A(P ). Além disso, A1 = {Id, α2, β, α2β} é um

subgrupo abeliano de P e, portanto, A1 ∈ A(P ). Logo, P = 〈α,A1〉 ⊆ J (P ) e, como

P ⊇ J (P ), obtemos J (P ) = P . Portanto, Z(J (P )) = Z(P ) = {Id, (13)(24)}.

Calculemos NG(Z(J (P ))). Como ((13)(24))γ = (13)(24) para todo γ ∈ P , segue

que P ≤ NG(Z(J (P ))) e, assim, |NG(Z(J (P )))| ≥ 8. Pelo Teorema de Lagrange,

|NG(Z(J (P )))| = 8, 12 ou 24. Note que 12 não pode ser, pois senão NG(Z(J (P )))

teria um subgrupo de ordem 8. NG(Z(J (P ))) 6= S4, pois tomando γ = (123) ∈ S4, temos
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((13)(24))γ = (14)(32) 6∈ 〈(13)(24)〉. Logo, NG(Z(J (P ))) = P . Visto que P é nilpotente,

por ser um 2-grupo, P é 2-nilpotente e, assim, NG(Z(J (P ))) é 2-nilpotente. Porém, S4

não é 2-nilpotente, pois se fosse, então S4 teria um subgrupo normal N de ordem 3. Mas

então, N seria o único S3-subgrupo de S4, o que é um absurdo, já que 〈(123)〉 e 〈(132)〉

são S3-subgrupos distintos de S4.

Finalmente vamos ver uma condição suficiente para que um grupo seja solúvel.

Teorema 4.21 (Thompson) Se um subgrupo maximal de um grupo G é nilpotente de

ordem ı́mpar, então G é solúvel.

Demonstração: Seja M um subgrupo maximal de G nilpotente de ordem ı́mpar.

Faremos a demonstração por indução sobre |G| notando que o teorema é óbvio se |G| = 1.

Suponhamos primeiro que M contém um subgrupo normal não trivial H de G. Então,

M/H é um subgrupo maximal de G/H e é nilpotente de ordem ı́mpar. Portanto, por

indução, G/H é solúvel. Visto que H ≤ M é nilpotente, H é solúvel e pela Proposição

1.10 (iv), G é solúvel. Logo, podemos assumir que M não possui subgrupos normais não

triviais de G.

Se M = 1, a maximilidade de M implica que G tem ordem prima e, portanto, G é

solúvel. Assim, podemos assumir ainda que M 6= 1. Sejam P um Sp-subgrupo de M

com p ∈ π(M) = π e N = NG(P ). Como M é nilpotente, a Proposição 1.13 (iv) mostra

que P �M e disso temos M ⊆ N . Se N = G, então P �G e como P ≤M , temos uma

contradição. Assim, N ⊂ G e a maximilidade de M nos dá M = N . Disso e do fato de P

estar contido em algum Sp-subgrupo S de G, temos NS(P ) = S ∩NG(P ) = S ∩M = P .

Agora, a contrapositiva da Proposição 1.4 (i) nos dá P = S. Logo, |G : M | e p são

relativamente primos. Como isso vale para todo p ∈ π, temos que M é um π-subgrupo

de Hall de G. Além disso, sabemos que Z(J (P )) char P�M , de modo que Z(J (P ))�M

e um argumento análogo ao anterior mostra que M = NG(Z(J (P ))). Visto que todo

grupo nilpotente é p-nilpotente, segue que M = NG(Z(J (P ))) é p-nilpotente. Como p

é ı́mpar, o Teorema de Glauberman-Thompson implica que G possui um p′-subgrupo de

Hall normal Lp. Este argumento é válido para todo p ∈ π. Coloquemos L =
⋂

p∈π Lp

de modo que L � G. Agora, G = PLp com P ∩ Lp = 1 e portanto Lp contém todos os
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p′-elementos de G. Vemos então que L é um π′-grupo. Logo, L é, de fato, um π′-subgrupo

de Hall de G, pois
G

L
é um π-grupo. Desta forma temos que G = ML com L ∩M = 1

e L�G. Mostraremos que L é nilpotente. Disso e do fato que M é também nilpotente,

seguirá que L e
G

L
∼= M são solúveis. Dáı, pela Proposição 1.10 (ii), G será solúvel.

Seja Q um subgrupo de Sylow de L. Então G = NG(Q)L pelo Argumento de Frattini.

De L � G segue claramente que NL(Q) � NG(Q). Pelo Teorema de Schur-Zassenhaus,

NG(Q) = XNL(Q) para algum subgrupo X de NG(Q). Isto dá G = XNL(Q)L = XL,

de modo que X é um outro complemento de L e, então, X = M g para algum g ∈ G,

pela segunda parte do Teorema de Schur-Zassenhaus. Disso segue que X é um subgrupo

maximal de G. Além disso, como X normaliza Q, pois X ⊆ NG(Q), temos que XQ é

um subgrupo de G e Q�XQ. Assim, X ≤ XQ ≤ G. Pela maximalidade de X, devemos

ter G = XQ, pois Q * X. Logo, Q�XQ = G. Conclúımos então que todo subgrupo de

Sylow de L é normal em G e, assim, em L. Portanto, L é nilpotente, como desejado. 2

Observação 4.22 Para encerrarmos o caṕıtulo, vamos mostrar que o Teorema de Thomp-

son não vale se a ordem do subgrupo maximal nilpotente for par. De fato, pela Proposição

1.28 (ii), L2(17) é simples e como L2(17) não tem ordem prima, segue que L2(17) não é

solúvel. Por outro lado, L2(17) possui um subgrupo maximal de ordem 32, que é nilpotente

por ser um 2-grupo.
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Caṕıtulo 5

p-Singularidades

Sejam G um grupo finito, P um Sp-subgrupo de G e K um subgrupo normal de G tal

que G/K é um p-grupo abeliano. Então, G′ ⊆ K e G = KP , pois G/K é um p-grupo.

Em particular, P ∩ G′ ≤ K e o homomorfismo canônico φ : P −→ KP/K induz um

epimorfismo φ̄ : P/P ∩ G′ −→ KP/K = G/K. Além disso, pelo Terceiro Teorema do

Isomorfismo, existe um isomorfismo ψ : G/K −→ P/P ∩ K. Deste modo temos que,

ψφ̄ : P/P ∩G′ −→ P/P ∩K é um epimorfismo. Portanto, G/K ∼= ψφ̄(P/P ∩G′)

Agora, G/G′ é abeliano e, como G′ �G, temos que P ∩G′ é um Sp-subgrupo de G′.

Seja N a imagem inversa de Op′(G/G
′) em G. É fácil ver que P ∩G′ = P ∩N , N �G e

G/N é um p-grupo abeliano isomorfo a P/P ∩G′. Portanto, conclúımos que:

Se P é um Sp-subgrupo de um grupo finito G e K um subgrupo normal de G tal

que G/K é um p-grupo abeliano, então P ∩ G′ ≤ K e G/K é isomorfo a uma imagem

homomórfica de P/P ∩G′. Mais ainda, existe um subgrupo normal N de G tal que G/N

é isomorfo a P/P ∩G′.

Isto mostra a importância do subgrupo P ∩G′, que é chamado de subgrupo focal de P

em G. Há vários resultados que dão uma descrição mais simplificada deste subgrupo. Por

exemplo, quando P é abeliano, o Teorema 7.4.4 de [6], afirma que P ∩G′ = P ∩NG(P )′.

Num trabalho publicado no final da década de 60, T. Yoshida mostrou que se P não

possui grupo quociente isomorfo a Zp o Zp, também temos P ∩ G′ = P ∩NG(P )′. Neste

caṕıtulo, o objetivo principal é apresentar a demonstração do Teorema de Yoshida. Para

72



tanto, iremos estudar algumas propriedades de dois novos conceitos: transfer de caracter

e p-singularidades.

Observamos que neste caṕıtulo G sempre denotará um grupo finito e p um primo.

5.1 Caracteres

Nesta seção apresentamos o conceito de caracter de um grupo e algumas de suas

propriedades. Em seguida veremos um método para se obter, a partir de um caracter de

um subgrupo, um caracter para o grupo todo.

Os resultados desta seção não serão provados, mas o leitor poderá encontrar suas

demonstrações no Caṕıtulo 2 de [1].

Seja φ uma C-representação matricial de um grupo G, i.é, φ é um homomorfismo

de G em GL(n,C) e seja θ = trφ : G −→ C a função definida por θ(g) =traço(φ(g))

para todo g ∈ G, ou seja, θ(g) é a soma dos elementos da diagonal principal de φ(g). A

função θ é chamada o caracter de G admitido pela C-representação φ. Dizemos que θ é um

caracter de G se θ é o caracter admitido por alguma C-representação de G. O grau de um

caracter é o grau de uma representação que o admite. Chamamos de caracter principal,

e denotamos por 1G, ao caracter admitido pela C-representação τ : G −→ GL(1,C) dada

por τ(g) = 1 para todo g ∈ G.

Vamos ver agora algumas propriedades de caracteres.

Lema 5.1 O caracter θ admitido pela C-representação φ de G satisfaz as seguintes pro-

priedades:

(i) θ(1) é o grau de φ;

(ii) Para todo g ∈ G, θ(g) é uma soma de ráızes complexas da unidade;

(iii) Para todo g ∈ G, θ(g−1) = θ(g)

(iv) θ é uma função constante nas classes de conjugação.
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Sejam χ e θ dois caracteres de um grupo G. Definimos as aplicações θ+ χ : G −→ C

e θ ·χ : G −→ C, respectivamente, por (θ+χ)(g) = θ(g) +χ(g) e (θ ·χ)(g) = θ(g) ·χ(g),

para todo g ∈ G. Vamos mostrar que θ + χ e θ · χ são caracteres de G, i.é, existem

C-representações Λ e Ψ de G que admitem θ + χ e θ · χ como caracteres. Para isso

precisamos da noção de soma direta e produto tensorial de C-representações matriciais

de um grupo.

Denotamos por Mat(n, F ) o conjunto das matrizes n× n com entradas no corpo F .

Sejam M = (αij)i,j ∈Mat(m,F ) e N = (βkl)k,l ∈Mat(n, F ), onde F é um corpo.

(i) Denotamos por M ⊕ N a matriz (m + n) × (m + n) sobre F , definida por

M ⊕N =

 M 0

0 N

. Tal matriz é chamada soma direta de M e N,

(ii) Definimos o bloco Prs de ordem m por Prs = βrsM = (βrs ·αij)1≤i,j≤m. Denotamos

por M ⊗ N a matriz mn × mn formada pelos blocos (Prs)1≤r,s≤n. Essa matriz é

chamada produto tensorial de M e N.

Observamos que (M ⊕ N) · (B ⊕ C) = M · B ⊕ N · C, onde M,C ∈ Mat(m,F ) e

N,B ∈Mat(n, F ). Também temos, claramente, que se M ∈ GL(m,F ) e N ∈ GL(n, F ),

então M ⊗N ∈ GL(mn,F ).

Sejam φ : G −→ GL(m,C) e ψ : G −→ GL(n,C) duas C-representações matriciais de

G de graus n e m, respectivamente. Denotamos por φ ⊕ ψ, a função

φ ⊕ ψ : G −→ GL(m + n,C) dada por (φ ⊕ ψ)(g) = φ(g) ⊕ ψ(g), para todo g ∈ G.

É fácil ver que φ⊕ψ é um homomorfismo e, portanto, φ⊕ψ define uma C-representação

matricial de G de grau n+m, que é chamada de soma direta de φ e ψ. Analogamente,

a função φ ⊗ ψ : G −→ GL(mn,C) definida por (φ ⊗ ψ)(g) = φ(g) ⊗ ψ(g), para todo

g ∈ G, é um homomorfismo, de modo que φ ⊗ ψ define uma C-representação matricial

de G de grau mn. Esta representação é chamada de produto tensorial de φ e ψ.

Agora, sejam θ e χ são os caracteres admitidos pelas representações φ e ψ, respecti-

vamente. Então, para todo g ∈ G, temos:

tr((φ⊕ψ)(g)) = tr(φ(g)⊕ψ(g)) = tr(φ(g))+ tr(ψ(g)) = θ(g)+χ(g) = (θ+χ)(g) (5.1)

tr((φ⊗ ψ)(g)) = tr(φ(g)⊗ ψ(g)) = tr(φ(g)) · tr(ψ(g)) = θ(g) · χ(g) = (θ · χ)(g) (5.2)
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Logo, as representações φ⊕ψ e φ ·ψ admitem θ+χ e θ ·χ como caracter, respectivamente.

Observe que a operação de multiplicação de caracteres deG é associativo e distributivo

em relação à operação de adição. Além disso, o conjunto dos caracteres de G não é um

grupo com a operação de adição, pois a função nula de G em C não é admitida como

caracter por nenhuma representação de G. Para isso, definimos o conceito caracter

generalizado de G. Dados dois caracteres θ e χ de G, chamamos χ − θ de caracter

generalizado de G.

Sejam χ = χ1 − χ2 e θ = θ1 − θ2 dois caracteres generalizados de G. Definimos

χ+ θ = (χ1 + θ1)− (χ2 + θ2) e χ · θ = χ1 · θ1 + χ2 · θ2 − (χ1 · θ2 + χ2 · θ1). O conjunto de

todos os caracteres generalizados munido com estas duas operações é um anel comutativo,

com identidade 1G, chamado anel caracter de G, que é denotado por ch(G).

Um caso particular de caracter é aquele admitido por uma representação de grau 1.

Tal caracter é chamado de caracter linear. O conjunto de todos os caracteres lineares de

um grupo G é denotado por Ĝ. Como GL(1,C) é isomorfo a C∗, existe um homomorfismo

do grupo G em C∗. É fácil ver que Ĝ é um grupo com respeito a multiplicação de

caracteres, onde o elemento neutro é o caracter 1G.

Vamos estudar agora um método de construção de caracteres de um grupo a partir

de caracteres de um subgrupo.

Se H é um subgrupo de um grupo G, chamamos de transversal à direita de H em G

o subconjunto T de G constitúıdo de um elemento de cada classe lateral à direita de H

em G

Seja H um subgrupo de um grupo G de ı́ndice m e sejam T = {g1, g2, · · · , gm} uma

transversal à direita de H em G e φ : H −→ GL(n, F ) uma representação matricial de

H de grau n. Definimos uma função φ̂ : G −→ Mat(n, F ) por φ̂(g) = 0n, se g 6∈ H e

φ̂(g) = φ(g), se g ∈ H, onde 0n denota a matriz nula n× n.

Agora, se g ∈ G e i, j ∈ {1, 2, · · · ,m}, coloquemos Bij(g) = φ̂(gigg
−1
j ), de modo

que Bij(g) = 0n se gigg
−1
j 6∈ H. Definimos φG : G −→ Mat(mn,F ) por φG(g) =

(Bij(g))1≤i,j≤m para todo g ∈ G.

Lema 5.2 (i) φG definida acima é uma F -representação matricial de G de grau mn,

chamada representação induzida em G pela representação φ de H.

75



(ii) Quaisquer duas F -representações induzidas em G, através de duas escolhas de

transversais, são equivalentes.

Chamamos φG de representação induzida em G pela representação φ de H.

Observamos que se φ = 1H é a representação unitária de H, então φG é uma repre-

sentação permutacional de G.

Observação 5.3 Consideremos a notação estabelecida acima e tome y ∈ G. Sabemos

que para cada i, existe uma única classe lateral Hgi′ contendo giy, de modo que existe

apenas um i′ tal que giygi′
−1 ∈ H. Dáı, se j 6= i′, então φ(giygj

−1) = 0 e portanto cada

linha (ou coluna) da matriz φG(y) possui apenas um elemento não nulo. Em particular,

1H
G(y) é uma matriz m × m cujas linha (ou colunas) possuem apenas um elemento 1

e os demais são todos nulos. Deste modo pode-se permutar as linhas (ou colunas) da

matriz 1H
G(y) até obtermos a matriz identidade de ordem m. Suponha que sejam k tais

permutações. Assim, o número de permutações das linhas (ou colunas) da matriz φG(y)

até se obter a matriz diagonal formada pelos blocos φ(giygi′
−1) é mk.

Se φG é a representação induzida em G pela representação φ de H e tr(φ) = θ,

denotamos tr(φG) por θG e diremos que θG é o caracter induzido em G pelo caracter θ

de H.

O próximo resultado estabelece, entre outras, uma fórmula para calcular θG.

Lema 5.4 Sejam H um subgrupo de G e φ uma C-representação de H com θ = trφ.

Considere a função θ̂ : G −→ C dada por

θ̂(g) =

 0, se g 6∈ H

θ(g), se g ∈ H
.

Temos:

(i) Se g ∈ G, então θG(g) =
1

|H|
∑
x∈G

θ̂(xgx−1);

(ii) θG independe da escolha da transversal à direita de H.

(iii) Se χ : H −→ C é um caracter de H, então (θ + χ)G = θG + χG
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Observação 5.5 Seria conveniente se pudéssemos calcular θG sem precisarmos percor-

rer x por todo o grupo G. Para tanto, tomemos T = {g1, g2, · · · , gm} uma transversal à

direita de H em G. Como G = Hg1∪· · ·∪Hgm e θ é constante nas classes de conjugação

de H, temos

θG(g) =
1

|H|

m∑
i=1

∑
h∈H

θ̂(hgiggi
−1h−1) =

1

|H|

m∑
i=1

∑
h∈H

θ̂(giggi
−1) =

m∑
i=1

θ̂(giggi
−1).

Sejam µ = θ − χ um caracter generalizado de G. Definimos µG = θG − χG. É fácil

ver que a fórmula µG(g) =
1

|H|
∑
x∈G

µ̂(xgx−1) continua válida.

Lema 5.6 (Frobenius) Sejam H e M subgrupos de G tais que H ⊆ M ⊆ G. Seja θ

um caracter generalizado de H e µ um caracter generalizado de G. Então:

(i) [Transitividade da indução]
(
θM

)G
= θG

(ii) θG · µ = (θ · µ|H)G

5.2 Transfer de Caracter

Sejam χ um caracter de G e φ é uma representação matricial que admite o carac-

ter χ. Definimos det(χ) : G −→ C∗ por det(χ)(g) = det(φ(g)), para todo g ∈ G. É

claro que det(χ) é um homomorfismo de G em C∗, de modo que det(χ) é um carac-

ter linear de G. Agora, dado um caracter generalizado χ = χ1 − χ2 de G, definimos

det(χ)(g) = det(χ1)(g) · (det(χ2)(g))
−1, para todo g ∈ G. É fácil ver que det é um ho-

momorfismo do grupo aditivo dos caracteres generalizados de G no grupo multiplicativo

dos caracteres lineares de G.

Se χ e θ são caracteres de G admitidos pelas representações matriciais φ e ψ, respec-

tivamente, então para todo g ∈ G, temos

det(χθ)(g) = det((φ⊗ ψ)(g)) = (detφ(g))n · (detψ(g))m = (det(χ))n(g) · (det(θ))m(g),
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onde n e m são, respectivamente, o grau de θ e χ. Assim, det(χθ) = det(χ)θ(1)det(θ)χ(1).

Esta última igualdade pode ser facilmente estendida para caracteres generalizados, i.é,

se χ e θ são caracteres generalizados de G, então det(χθ) = det(χ)θ(1)det(θ)χ(1).

Para todo subgrupo H de G e θ ∈ ch(H), definimos

TH
G(θ) = det(θG − θ(1)1H

G).

A aplicação TH
G : ch(H) −→ Ĝ é chamada um transfer de caracter. Sempre que estiver

expĺıcito quem é o subgrupo H de G, denotamos um transfer de caracter simplesmente

por TG. Se não houver confusão, denotaremos a restrição de TG aos subgrupos de Ĥ

pela mesma notação.

Em seguida vamos estabelecer quatro propriedades, que nada mais são que fórmulas

para facilitar o cálculo do transfer de caracter.

Lema 5.7 Sejam H um subgrupo de G e θ, θ1, θ2 ∈ ch(H). Então valem as seguintes

afirmações:

(i) TG(θ) = TG(det(θ));

(ii) TG(θ1θ2) = TG(θ1)
d2 · TG(θ2)

d1, onde di = θi(1). Em particular, TG|Ĥ é um homo-

morfismo de Ĥ em Ĝ;

(iii) Se H ≤ K ≤ G, então TK
G(TH

K(θ)) = TH
G(θ);

(iv) Se χ ∈ ch(G), então TH
G(χ|H) = det(χ)|G:H|;

Demonstração: (i) Vamos provar primeiro que (i) é válido se θ for um caracter de H.

Seja φ uma representação matricial de H com caracter θ e grau d, i.é, θ(1) = d. Seja

xi, 1 ≤ i ≤ n um conjunto completo de representantes das classes laterais à direita de H

em G. Sabe-se que a representação induzida φG : G −→ GL(nd,C) é tal que φG(y) é

uma matriz n× n em blocos cuja entrada (i, j) é a matriz d× d φ̂(xiyxj
−1).

Seja y ∈ G. Para cada i, existe uma única classe lateral Hxi′ contendo xiy, de

modo que existe apenas um i′ tal que xiyxi′
−1 ∈ H. Pela Observação 5.3, temos que
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det(θG)(y) = det(φG(y)) = (sgn(y))d
∏

i

det(φ(xiyxi′
−1)) onde sgn = det1H

G. Substi-

tuindo φ por detθ, temos que

det
(
(detθ)G(y)

)
= sgn(y)

∏
i

det
(
(detθ)(xiyxi′

−1)
)

= sgn(y)
∏

i

det(det(φ(xiyxi′
−1)))

= sgn(y)
∏

i

det(φ(xiyxi′
−1))

= sgn(y)det(θG)(y)(sgn(y)d)
−1

= sgn(y)1−ddet(θG)(y). (5.3)

Agora,

TG(θ)(y) = det(θG − θ(1)1H
G)(y)

= det(θG)(y) · ((detθ(1)1H
G)(y))−1

= det(θG)(y) ·

det (1H
G + · · ·+ 1H

G)︸ ︷︷ ︸
θ(1) vezes

(y)


−1

= det(θG)(y) ·
((
det(1H

G)(y)
)d

)−1

= det(θG)(y) ·
(
(sgn(y))d

)−1
. (5.4)

Disso segue finalmente que

TG(detθ)(y) = det((detθ)G)(y) · ((det(detθ(1)1H
G))(y))−1

= det((detθ)G)(y) · ((det(det(φ(1))1H
G))(y))−1

= det((detθ)G)(y) · ((det1H
G)(y))−1

= det((detθ)G)(y) · (sgn(y))−1

= sgn(y)1−ddet(θG)(y) · (sgn(y))−1 por (5.3)

= det(θG)(y) · (sgn(y)d)−1

= TG(θ)(y) por (5.4).

Logo, TG(θ) = TG(det(θ)), para todo caracter θ de H. Se θ for um caracter generalizado,

então do fato de TG ser um homomorfismo do grupo aditivo dos caracteres generalizados

no grupo multiplicativo dos caracteres lineares de G, segue que TG(θ) = TG(det(θ)).
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(ii) Sejam χ1 e χ2 dois caracteres generalizados deH. Como det e TG são homomorfis-

mos, temos det(χ1)·det(χ2) = det(χ1+χ2) e TG(χ1+χ2) = TG(χ1)·TG(χ2). Disso e de (i)

temos TG(det(χ1)det(χ2)) = TG(χ1+χ2) = TG(χ1) ·TG(χ2) = TG(det(χ1)) ·TG(det(χ2)).

Assim,

TG(θ1θ2) = TG(det(θ1θ2)) = TG(det(θ1)
d2 · det(θ2)

d1) = TG(θ1)
d2 · TG(θ2)

d1 .

Em particular, se θ1, θ2 ∈ Ĥ, então θ(1) = θ2(1) = 1 e, consequentemente, TG|Ĥ é um

homomorfismo de Ĥ em Ĝ.

(iii) De (i) e de (θK)G = θG, resulta que

TK
G(TH

K(θ)) = TK
G(θK − θ(1)1H

K)

= det
(
(θK − θ(1)1H

K)G − (θK(1)− θ(1)1H
K(1))1K

G
)

= det
(
(θK)G − θ(1)(1H

K)G − (θK(1)− θ(1)1H
K(1))1K

G
)

= det
(
θG − θ(1)1H

G − (|K : H| · θ(1)− θ(1) · |K : H| · 1H(1))1K
G
)

= det(θG − θ(1)1H
G)

= TH
G(θ).

(iv) Sabemos do Lema 5.6 (ii) que (χ|H)G = χ · 1H
G. Assim, para todo y ∈ G,

TG(χ|H)(y) = det
(
χ · 1H

G − χ(1)1H
G
)
(y)

= det
(
χ · 1H

G
)
(y) ·

(
det(χ(1)1H

G)(y)
)−1

=
[
(det(χ))1H

G(1) · (det(1H
G))χ(1)

]
(y) ·

(
(det1H

G)χ(1)(y)
)−1

=
(
det(χ)|G:H|) (y).

2

Dados λ um caracter de H e t ∈ G, escrevemos λt−1
(g) = λ(tgt−1) para todo g ∈ G.

O próximo resultado nos dá uma maneira alternativa para calcular λG|K .

Teorema 5.8 (Mackey) Sejam H e K subgrupos de G, λ um caracter de H, R =

{t1, · · · , tm} um conjunto completo de representantes das (H,K)-classes duplas em G,

Kti = K ∩H ti e λti = λti
−1

∣∣∣
Kti

, 1 ≤ i ≤ m. Então, λG
∣∣∣
K

=
m∑

i=1

(λti)
K.
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Demonstração: Seja U = {u1, · · · , ur} uma transversal à direita de H em G =
m⋃

i=1

HtiK tal que {u1, · · · , us1}, {us1+1, · · · , us2}, · · · , {usm−1+1, · · · , usm} são conjuntos de

representantes classes laterais à direita de H em Ht1K, Ht2K, · · · , HtmK, respectiva-

mente. Note que: para 1 ≤ i ≤ s1, ui = h1it1k1i; para s1 + 1 ≤ i ≤ s2, ui = h2it2k2i;

· · · ; para sm−1 + 1 ≤ i ≤ sm, ui = hmitmkmi, onde cada hli ∈ H e cada kli ∈ K.

Sabemos que o número de classes laterais de H em HtiK é |K : H ti ∩K|, 1 ≤ i ≤ m.

Assim, o número de elementos em uma transversal à direita de H ti ∩ K em K é igual

ao número de representantes das classes laterais à direita de H em HtiK. Claramente,

{k1i : 1 ≤ i ≤ s1}, {k2i : s1 + 1 ≤ i ≤ s2}, · · ·, {kmi : sm−1 + 1 ≤ i ≤ sm} são transversais

de H t1 ∩K, H t2 ∩K, · · ·, H tm ∩K em K, respectivamente.

Sejam k ∈ K e λ um caracter de H admitido pela representação φ. Então,

λG(k) =
r∑

i=1

λ̂(uikui
−1) =

s1∑
i=1

λ̂(uikui
−1) +

s2∑
i=s1+1

λ̂(uikui
−1) + · · ·+

sm∑
i=sm−1+1

λ̂(uikui
−1).

Vamos analisar

s1∑
i=1

λ̂(uikui
−1). Note que

s1∑
i=1

λ̂(uikui
−1) =

s1∑
i=1

λ̂(t1k1ikk1i
−1t1

−1), onde

λ̂(t1k1ikk1i
−1t1

−1) =

 0, se t1k1ikk1i
−1t1

−1 6∈ H

λ(t1k1ikk1i
−1t1

−1), se t1k1ikk1i
−1t1

−1 ∈ H

=

 0, se k1ikk1i
−1 6∈ H t1 ∩K

λ(t1k1ikk1i
−1t1

−1), se k1ikk1i
−1 ∈ H t1 ∩K

.

Agora, vamos calcular (λt1)
K(k). Observe que

(λt1)
K(k) =

(
λt1−1

∣∣∣
Ht1∩K

)K

(k) =

s1∑
i=1

ˆ(
λt1−1

∣∣∣
Ht1∩K

)
(k1ikk1i

−1),

onde

ˆ(
λt1−1

∣∣∣
Ht1∩K

)
(k1ikk1i

−1) =

 0, se k1ikk1i
−1 6∈ H t1 ∩K

λt1−1
(k1ikk1i

−1), se k1ikk1i
−1 ∈ H t1 ∩K

=

 0, se k1ikk1i
−1 6∈ H t1 ∩K

λ(t1k1ikk1i
−1t1

−1), se k1ikk1i
−1 ∈ H t1 ∩K
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Logo, (λt1)
K(k) =

s1∑
i=1

λ̂(uikui
−1). Procedendo da mesma forma com as outras parce-

las de λG(k), conclúımos que λG(k) =
m∑

i=1

(λti)
K(k). 2

O próximo resultado nos dá uma fórmula alternativa para calcularmos TG(λ)(x),

quando λ ∈ Ĥ e x é um elemento de G.

Lema 5.9 (Decomposição de Mackey) (i) Sejam H,K ≤ G, λ ∈ Ĥ, R um con-

junto completo de representantes das (H,K)-classes duplas em G, Kg = K ∩Hg e

λg = λg−1
∣∣∣
Kg

para todo g ∈ R. Então, TH
G(λ)

∣∣∣
K

=
∏
g∈R

TKg

K(λg).

(ii) Seja H ≤ G, x ∈ G, λ ∈ Ĥ, R um conjunto completo das (H,K)-classes duplas

em G e eg = |〈x〉 : 〈x〉 ∩Hg| para todo g ∈ R. Então, TH
G(λ)(x) =

∏
g∈R

λ(gxegg−1).

Demonstração: (i) Pelo Teorema de Mackey, λG
∣∣∣
K

=
∑
g∈R

λg
K e 1H

G
∣∣∣
K

=
∑
g∈R

1Kg

K .

Assim,

TH
G(λ)

∣∣∣
K

= det
(∑

g∈R

λg
K−λ(1)

∑
g∈R

1Kg

K
)

= det
(∑

g∈R

(
λg

K − λg(1)1Kg

K
))

=
∏
g∈R

TK(λg).

(ii) Agora, seja K = 〈x〉. Definimos Kg e λg como em (i). Então eg = |K : Kg|, para

todo g ∈ R. Seja g ∈ R. Visto que K é ćıclico, K tem um caracter linear µg tal que

µg

∣∣∣
Kg

= λg. Assim, TKg

K(λg) = (detµg)
|K:Kg | = µg

eg , pelo Lema 5.7 (iv) e porque µg ∈ K̂.

Como xeg ∈ Kg e µg é um homomorfismo, temos TKg

K(λg)(x) = λg(x
eg) = λ(gxegg−1).

Por (i), obtemos que TH
G(λ)(x) =

∏
g∈R

TKg

K(λg)(x) =
∏
g∈R

λ(gxegg−1) e (ii) está provado.

2

Para subconjuntos X e Y de G, escrevemos XY = {xy : x ∈ X, y ∈ Y }. Se

TG(λ)(x) 6= 1, x ∈ G, obtém-se um informação importante sobre o kernel de λ através

do

Corolário 5.10 Sejam H ≤ G, x ∈ G e λ ∈ Ĥ. Se TG(λ)(x) 6= 1, então

〈x〉G ∩H * Kerλ.
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Demonstração: Sejam K = 〈x〉, R um conjunto completo de representantes das

(H,K)-classes duplas em G e eg = |K : K ∩ Hg| para todo g ∈ R. Como xeg ∈ Kg =

K ∩ Hg, temos que gxegg−1 ∈ H ∩ KG. Agora suponhamos que KG ∩ H ⊆ Kerλ.

Então, λ(gxegg−1) = 1, para todo g ∈ R e pelo Lema 5.9 (ii), segue que TG(λ)(x) =∏
g∈R

λ(gxegg−1) = 1, contradizendo a hipótese. 2

No decorrer desta seção, usamos as seguintes notações: Sejam X um grupo e Y um

subgrupo de X. Denotamos o homomorfismo restrição X̂ −→ Ŷ por RY
X ou simples-

mente RY , quando não houver confusão. Para qualquer subgrupo Λ de X̂, colocamos

Λ⊥ = {x ∈ X : λ(x) = 1, ∀ λ ∈ Λ}. Este é chamado de anulador de Λ. Denotamos por

X̂p o único Sp-subgrupo de Ĥ. Escrevemos RY
X e TY

X no lugar de RY
X |X̂p

e TY
X |Ŷp

,

respectivamwente, sempre que for conveniente e não houver confusão. Também, Op(X)

é o subgrupo gerado por todos os p′-elementos de X e X ′(p) = X ′Op(X).

Lema 5.11 Sejam p um primo e H ≤ G tal que (|G : H|, p) = 1. Então

(i) A composição TG ◦RH : Ĝp −→ Ĥp −→ Ĝp é um isomorfismo e Ĥp = (ImRH)×

(KerTG).

(ii) Seja P um p-subgrupo de H e suponhamos que P ∩HpH ′ ≤ K < P ∩GpG′. Então

existe λ ∈ Ĥ tal que ◦(λ) = p, K ≤ Kerλ e λ|P 6= 1.

Demonstração: (i) Coloquemos R = RH e T = TG. Pela definição de R e pelo Lema

5.7 (ii) temos que T ◦ R é um homomorfismo. Do Lema 5.7 (iv), segue que para todo

µ ∈ Ĝp, T (R(µ)) = T (µ|H) = (det(µ))|G:H| = µ|G:H|. Seja µ ∈ Ker(T ◦ R). Então

µ|G:H| = 1Ĝp
, onde 1Ĝp

é o elemento neutro do grupo multiplicativo Ĝp. Como |Ĝp| = pr,

para algum inteiro r, (|G : H|, p) = 1 e µ|G:H| = 1Ĝp
, segue que µ = 1Ĝp

e, portanto,

T ◦ R é injetora. Visto que Ĝp é finito, temos que T ◦ R é um isomorfismo. Assim, R

é um monomorfismo e T é um epimorfismo. Também, ImR ∩ KerT = 1. Disso e de

ImR ∼= Ĝp
∼=

Ĥp

KerT
, obtemos Ĥp = ImR×KerT .

(ii) Suponhamos que não exista λ ∈ Ĥ tal que ◦(λ) = p, TG(λ) = 1, K ≤ Kerλ

e λ|P 6= 1. Seja Λ o grupo de todos os caracteres λ ∈ Ĥ tais que HpH ′K ⊆ Kerλ e
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M = R(Ω1(Ĝp)). Como Ĝp é abeliano, e Ω1(Ĝp) = {µ ∈ Ĝp : ◦(µ) = p} ∪ {1}, segue que

os elementos não triviais de M têm ordem p.

Afirmamos que M ≤ Λ.

De fato, como M ≤ Ĥp ≤ Ĥ, basta mostrarmos que HpH ′K ⊆ Kerλ, para todo

λ ∈ M . Para cada h ∈ H, λ(hp) = λp(h) = 1H(h) = 1 e então Hp ⊆ Kerλ. É claro que

H ′ ⊆ Kerλ. Para vermos que K ⊆ Kerλ, basta usarmos a hipótese K < P ∩ GpG′ ≤

H ∩ GpG′. Portanto, HpH ′K ⊆ Kerλ e M ≤ Λ. Disso segue que Λ ⊇ (KerT ∩ Λ)M .

Vamos mostrar agora que (KerT ∩ Λ)M ⊇ Λ. Se λ ∈ Λ, então para todo h ∈ H temos

λp(h) = λ(h)p = λ(hp) = 1 e, assim, λ ∈ Ĥp. Pelo item (i), λ = RH(µ)θ = µ|Hθ, onde

µ ∈ Ĝp e θ ∈ KerT . Note que pelo Lema 5.7 (iv), temos T (λ) = T (µ|H) = µ|G:H| e isto

implica que 1G = µ|G:H|p, de modo que ◦(µ)
∣∣∣|G : H|p. Por outro lado, ◦(µ)

∣∣∣|Ĝp| = pr e

então ◦(µ)
∣∣∣mdc(pr, |G : H|p) = p. Logo, ◦(µ) = p, se µ 6= 1. Assim, RH(µ) ∈ M . Por

outro lado, θ = RH(µ)−1λ ∈ Λ ∩Ket T e, portanto, Λ = (KerT ∩ Λ)M .

Agora, vamos provar que P ≤ (Λ ∩ KerT )⊥. Pelo que assumimos no ińıcio, segue

que para todo λ ∈ Ĥ, temos ◦(λ) 6= p ou T (λ) 6= 1 ou H � Kerλ ou λ|P = 1. Tomemos

λ ∈ Λ ∩ Ker T . Como ◦(λ) = p e K < P ∩ GpG′, da mesma maneira que antes,

obtemos K ≤ Kerλ. Logo, pelo que assumimos acima, devemos ter λ|P = 1, ou seja,

P ≤ (Λ ∩KerT )⊥. Assim, P ∩ GpG′ ≤ (Λ ∩KerT )⊥ ∩M⊥ ≤ ((Λ ∩KerT )M)⊥ = Λ⊥,

de modo que P ∩ GpG′ ≤ P ∩ HpH ′K ≤ K. Mas isso contraria a hipótese. Portanto,

(ii) é válido e o lema está provado. 2

O último resultado desta seção é devido a Tate-Thompson e será utilizado no próximo

tópico a ser estudado. Sua demonstração será omitida, mas o leitor interessado poderá

encontrá-la em [8].

Teorema 5.12 (Tate-Thompson) Seja H um subgrupo de um grupo G de ı́ndice rela-

tivamente primo com p, p primo e K ≤ H∩G′(p). Suponhamos que H∩GpG′ = HpH ′K.

Temos:

(i) H ∩G′(p) = H ′(p)K;

(ii) Se K C H e K ≤ Op(G), então H ∩Op(G) = Op(H)K.
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5.3 Singularidades

A maior parte desta seção é uma preparação para demonstrarmos o resultado principal

deste caṕıtulo apresentado no Teorema 5.27. Para tanto, precisamos do conceito de

singularidade.

Definição 5.13 Sejam H um grupo finito, S um subgrupo de H, x um p-elemento de

H e λ um caracter linear de S de ordem p. Dizemos que (S, λ, x) é uma p-singularidade

em H se:

(a) TH(λ)(x) 6= 1;

(b) 〈xp〉H ∩ S ⊆ Kerλ.

O subgrupo S, o caracter linear λ e o p-elemento x são chamados um subgrupo singular

(ou simplesmente uma singularidade), um caracter singular , e um elemento singular da

singularidade (S, λ, x), respectivamente.

Exemplo 5.14 Tome H = A4, S = 〈(123)〉, p = 3 e λ o caracter linear de S de

ordem 3 dado por λ(1) = 1, λ(123) = ω, λ(132) = ω, onde ω = e
2πi
3 ∈ C. Note

que 〈xp〉H ∩ S ⊆ Kerλ, onde x = (123). Portanto, para mostrarmos que (S, λ, x) é

uma 3-singularidade em H, basta checarmos que TS
H(λ)(x) 6= 1. Para isso, precisamos

encontrar as matrizes φH(x) e ψH(x), onde φ e ψ são representações matriciais de S que

admitem λ e 1S como caracteres, respectivamente. É fácil ver que

T = {g1 = 1, g2 = (12)(34), g3 = (13)(24), g4 = (14)(23)}

é uma transversal de S em H. Sabemos que φH(x) = (Bij(x))1≤i,j≤4 onde Bij(x) =

λ̂(gixgj
−1) ∈ C∗

Note que apenas g1xg1
−1, g2xg3

−1, g3xg4
−1, g4xg3

−1 estão em P e são todos iguais a

(123), de modo que B11(x) = B23(x) = B34(x) = B43(x) = ω e os demais Bij(x) são

nulos. Portanto,
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φH(x) =


ω 0 0 0

0 0 ω 0

0 0 0 ω

0 ω 0 0

 e ψH(x) =


1 0 0 0

0 0 1 0

0 0 0 1

0 1 0 0

.

Logo, TH(λ)(x) = det(λH(x))·
(
det(1S

H)(x)
)−1

= ω 6= 1 e (S, λ, x) é uma p-singularidade

em A4.

O primeiro resultado desta seção é composto por 5 ı́tens e nos mostra como obtermos

singularidades a partir de uma singularidade conhecida.

Lema 5.15 Seja (S, λ, x) uma p-singularidade em um grupo finito H. Então valem as

seguintes afirmações:

(i) Para a, b ∈ H, (Sa, λa−1
, xb) é também uma p-singularidade em H.

(ii) Se N é um subgrupo normal de H contido em Kerλ, então (
S

N
, λ′, xN) é uma

p-singularidade em
H

N
onde λ′ é o caracter linear de

S

N
induzido por λ

(iii) Se P é um Sp-subgrupo de S, então (P, λ|P , x) é também uma p-singularidade em

H.

(iv) Se S ≤ R ≤ H, então (R, TS
R(λ), x) é também p-singularidade em H

(v) Se x ∈ L ≤ H, então existe um conjugado R = Sh de S tal que (L∩R, λh−1|L∩R, x)

é uma p-singularidade em L. Além disso, se H = LS, então (S ∩ L, λ|S∩L, x) é

uma p-singularidade em L.

Demonstração: (i) Recordemos que λa−1
(s) = λ(asa−1) para todo s ∈ S. É fácil

ver que Sa ≤ H, xb é um p-elemento de H e λa−1
é um caracter linear de Sa de ordem

p. Portanto, resta provarmos (a) e (b) da definição 5.13. Note que 〈(xb)p〉H ∩ Sa =

〈xp〉H ∩ Sa. Assim, se g ∈ 〈(xb)p〉H ∩ Sa então g = sa ∈ 〈xp〉H para algum s ∈ S.

Deste modo, s ∈ 〈xp〉H ∩ S e λa−1
(g) = λa−1

(sa) = λ(s) = 1. Logo, g ∈ Kerλa−1
, i.é,

〈(xb)p〉H ∩ Sa ⊆ Kerλa−1
.
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Para verificarmos (a), devemos calcular (ψa−1
)H(y) e (φSa)H(y), onde y ∈ H e ψa−1

e

φSa são, respectivamente, representações matriciais que admitem λa−1
e 1Sa como carac-

teres. Seja T = {g1, · · · , gm} uma transversal de Sa em H. Então U = {ag1, · · · , agm} é

uma transversal de S em H. Sabemos que (ψa−1
)H(y) = (Bij(y))1≤i,j≤m, onde

Bij(y) =

 0, se giygj
−1 6∈ Sa

λa−1
(giygj

−1), se giygj
−1 ∈ Sa

.

Disso e da definição de λa−1
, obtemos que (ψa−1

)H(y) = ψH(y) e (φSa)H(y) = φH(y),

onde ψ e φ são representações matriciais de H que admitem λ e 1S como caracteres,

respectivamente e as representações induzidas ψH e φH são determinadas pela transversal

U . Deste modo, TSa

H(λa−1
)(xb) = det(ψH(xb)) = det(φH(xb))−1 · TH

S (λ)(x) 6= 1.

(ii) Claramente basta verificar os ı́tens (a) e (b) da definição 5.13. Como λ′ é um

caracter linear de
S

N
induzido por λ temos que λ′(gN) = λ(g), para todo g ∈ S e,

assim, gN ∈ Ker λ′ se, e somente se, g ∈ Ker λ. Se g é um elemento de S tal que

gN ∈ 〈xpN〉H/N ∩ (S/N), então gN = (xpr)hN para algum inteiro r e h ∈ H. Assim,

(xpr)h = gn para algum n ∈ N e, dáı, (xpr)h ∈ 〈xp〉H ∩ S ⊆ Kerλ. Como também

N ⊆ Kerλ, temos g = (xpr)hn−1 ∈ Kerλ e, consequentemente, gN ∈ Kerλ′.

Vamos provar (a). Por hipótese, N C H, N ⊆ Kerλ ⊆ S ⊆ H. Do Terceiro

Teorema do Isomorfismo segue que |H̄ : S̄| = |H : S|, onde H̄ = H/N e S̄ = S/N . Seja

{h1, · · · , ht} uma transversal de S em H. Então {h1, · · · , ht} é uma transversal de S̄ e H̄.

Assim, ψ′H̄(x̄) =
(
λ̂′(hix̄hj

−1
)
)

1≤i,j≤m
, onde ψ′ é uma representação matricial de S/N

que admite λ′ como caracter. Como hix̄hj
−1 ∈ S̄ se e somente se hixhj

−1 ∈ S, tem-se que

λ̂′(hix̄hj
−1

) 6= 0 se e somente se λ̂(hixhj
−1) 6= 0. Assim, ψ′H̄(x̄) =

(
λ̂(hixhj

−1)
)

1≤i,j≤m

e, portanto, TS̄
H̄(x̄) 6= 1, pois TS

H(x) 6= 1.

(iii) Claramente, 〈xp〉H ∩ P ⊆ 〈xp〉H ∩ S ⊆ Ker λ. Assim, para todo y ∈ 〈xp〉H ∩ P

temos λ(y) = 1 e, consequentemente, λ|P = 1. Portanto, 〈xP 〉H ∩ P ⊆ Kerλ|P . Além

disso, P ⊆ S ⊆ H e assim, pelo Lema 5.7 ı́tens (iii), (iv), (ii) e (i), valem as seguintes

igualdades:

TP
H(λ|P ) = TS

H(TP
S(λ|P )) = TS

H(det(λ)|S:P |) =
(
TS

H(det(λ))
)|S:P |

=
(
TS

H(λ)
)|S:P |

.
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Deste modo, TP
H(λ|P )(x) = TS

H(λ)|S:P |(x) =
(
TS

H(λ)(x)
)|S:P | 6= 1, pois TS

H(λ)(x) é

um p-elemento e |S : P | é um p′-elemento.

(iv) Como TS
R(θ) ∈ R̂, para todo θ ∈ Ŝ, basta mostrarmos os ı́tens (a) e (b) da

definição 5.13. Pelo Lema 5.7 (iii), TR
H(TS

R(λ))(x) = TS
H(λ)(x) 6= 1 e (a) está provado.

Suponhamos que 〈xp〉H ∩ R * KerTS
R(λ). Então, existem um inteiro k e h em H tais

que ((xp)k)h ∈ R e TS
R(λ)(x(pk)h) 6= 1. Assim, pelo Corolário 5.10, temos 〈x(pk)h〉R∩S *

Kerλ. Como 〈x(pk)h〉R ∩ S ≤ 〈xp〉H ∩ S, segue que 〈xp〉H ∩ S * Kerλ, contradizendo a

hipótese. Portanto, (iv) está provado.

(v) Visto que TH(λ)(x) 6= 1,
(
TH(λ)|L

)
(x) 6= 1. Por outro lado, segue do Teorema

da Decomposição de Mackey que
(
TH(λ)|L

)
(x) =

∏
h

TL(λh−1|L∩Sh)(x), onde h percorre

um conjunto completo de representantes das (S, L)-classes duplas em H e, portanto,

existe h ∈ H tal que TL(µ)(x) 6= 1, onde µ = λh−1|R∩L e R = Sh. Além disso,

〈xp〉Lh−1 ∩ S ∩ Lh−1 ⊆ 〈xp〉H ∩ S ⊆ Kerλ e é fácil ver que (Kerλ)h ⊆ Kerµ. Logo,

〈xp〉L ∩ R ∩ L ≤
(
〈xp〉Lh−1 ∩ S ∩ Lh−1

)h

≤ (Kerλ)h ≤ Kerµ. Portanto o ı́tem (b) está

provado e o lema segue. 2

Sejam H, G grupos finitos, Ω um conjunto finito e α : G −→ Sym(Ω) uma represen-

tação permutacional de G. Seja Map (Ω, H) o conjunto de todas as funções de Ω em H.

Para f, g ∈ Map (Ω, H) definimos fg colocando (fg)(i) = f(i)g(i) para todo i ∈ Ω. É

fácil ver que com este produto de funções, o conjunto Map (Ω, H) é um grupo, onde o

elemento neutro é a função fe dada por fe(i) = 1 para todo i ∈ Ω e o elemento inverso

de f ∈Map (Ω, H) é a função f−1 definida por f−1(i) = f(i)−1 para todo i ∈ Ω.

Agora, para toda f ∈ Map (Ω, H) e x ∈ G definimos fx : Ω −→ H, colocando

fx(i) = f(xi), para todo i ∈ Ω, onde xi indica a ação de x sobre i, i.é, xi = α(x)(i).

Note que para todo x ∈ G, a aplicação ψx : Map (Ω, H) −→ Map (Ω, H) definida por

ψx(f) = fx é um automorfismo de Map (Ω, H). Além disso, (fx)y = fxy para todo

x, y ∈ G e f 1 = f . Assim, G age sobre Map (Ω, H) por automorfismos e, portanto,

podemos formar o produto semi-direto de Map (Ω, H) por G, que denotamos por H oG e

chamamos de produto entrelaçado de H por G constrúıdo da representação permutacional

α. O subgrupo normal Map (Ω, H) é chamado subgrupo base de H oG.
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Denote n = |Ω|. Claramente a aplicação

φ : H × · · · ×H −→ Map (Ω, H)

h = (h1, · · · , hn) 7−→ φh : Ω −→ H

i 7−→ hi

é um isomorfismo. Deste modo podemos dizer que Map (Ω, H) é isomorfo a n cópias de

H.

Neste trabalho, o produto entrelaçado Zp o Zp sempre será constrúıdo a partir da

representação regular de Zp.

Exemplo 5.16 Seja Map (Z2,Z2) = {f0, f1, f2, f3}, onde

f0 : 0 7−→ 0

1 7−→ 0

f1 : 0 7−→ 1

1 7−→ 1

f2 : 0 7−→ 0

1 7−→ 1

f3 : 0 7−→ 1

1 7−→ 0

É fácil ver que α = (1, f1) e γ = (1, f2) geram Z2 o Z2, α
2 = γ4 = (0, f0) e αγα = γ3.

Portanto, Z2 o Z2 é isomorfo ao grupo diedral de ordem 8, D8.

Observação 5.17 Suponhamos que na definição acima, H seja um grupo ćıclico de

ordem r gerado por h. É fácil ver que Map (Ω, H) é gerado pelas |Ω| funções vi dadas

por vi(j) = h, se i = j e vi(j) = 1, se i 6= j.

Observação 5.18 Sejam G um grupo de permutações transitivo sobre Ω = {1, · · · , n}

e Y o estabilizador de 1. Vamos mostrar que |G : Y | = n. Seja i ∈ Ω. Visto que G é

transitivo, existe xi ∈ G tal que xi(1) = i. Então, para todo y ∈ Y , temos xiy(1) = i.

Reciprocamente, se x(1) = i, então x−1
i x(1) = 1 e, assim, x ∈ xiY . Portanto, xiY é um

conjunto completo de elementos transformando 1 em i. Em particular, xiY 6= xjY , se

i 6= j. Além disso, um elemento de G transforma 1 em i, para algum i, de modo que todo

elemento de G está em xiY para algum i, 1 ≤ i ≤ n. Logo, o conjunto {xiY : 1 ≤ i ≤ n}

é um conjunto completo de classes laterais à esquerda de Y em G e, assim, |G : Y | = n.

De modo geral, se G é um grupo de permutações transitivo sobre um conjunto finito Ω e

Y o estabilizador de uma letra de Ω, então |G : Y | = |Ω|.

Com esta última observação, faz sentido o seguinte resultado:
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Lema 5.19 Sejam G um grupo de permutacões transitivo sobre um conjunto finito Ω,

Y o estabilizador de uma letra e C um grupo ćıclico de ordem p gerado por c. Do grupo

permutacional G, construa o produto entrelaçado H = C o G com subgrupo base V ∼=

C |G:Y |. Então, Y n V é uma p-singularidade em H com elemento singular pertencente a

V .

Demonstração: Sem perda de generalidade, podemos supor que Ω = {1, · · · , n}. Da

hipótese temos que G age transitivamente sobre Ω = {1, · · · , n}. O subgrupo base V de

H é gerado pelo conjunto {v1, v2, · · · , vn}, onde cada vi é dado pela Observação 5.17. É

claro que {v1, v2, · · · , vn} é invariante pela ação de G. Como Y fixa um elemento de Ω,

podemos assumir que Y fixa vn. Seja S = Y n V ≤ H e K = Y n 〈v1 · · · vn−1〉, de modo

que S = K × 〈vn〉

Visto que
S

K
é um grupo ćıclico,

S

K
possui caracteres lineares. Tomemos λ′ um destes

caracteres, de modo que λ = λ′ ◦ α : S −→ C∗ seja um caracter linear de S cujo kernel

contém K, onde α é o homomorfismo canônico de S em
S

K
.

Afirmação: Se t 6∈ S, então tvnt
−1 ∈ K. Com efeito, suponhamos que vn

t−1 6∈ K.

Então, como {v1, v2, · · · , vn} é G-invariante, devemos ter vt−1

n = vn, o que implica que t−1

fixa vn. Logo, t−1 ∈ Y ⊆ S e, portanto, t ∈ S.

Claramente, |H : S| = |G : Y | = n. Tomemos {1, t2, · · · , tn} uma transversal de S

em H. Então, λH(vn) =
n∑

i=1

λ̂(vn
t−1
i ) = λ(vn) +

n∑
i=2

λ̂(vn
t−1
i ). Agora, para 2 ≤ i ≤ n,

vn
t−1
i ∈ K, de modo que λ̂(vn

t−1
i ) = λ(vn

t−1
i ) = 1. Logo, λH(vn) = n − 1 + λ(vn).

Analogamente, 1S
H(vn) = n. Portanto, (λH − 1S

H)(vn) = (λ − 1S)(vn), de modo que

TS
H(λ)(vn) = λ(vn) 6= 1. Além disso, como vn

p = 1, temos que 〈vn
p〉 ∩ S = 1 ⊆ Kerλ.

Logo, (S, λ, vn) é uma p-singularidade em H. 2

Observação 5.20 No Lema 5.19, temos |C o G| = |V | · |G| e |Y n V | = |V | · |Y |,

de modo que |C o G : Y n V | = |G : Y |. Agora considere o caso particular G = Zp

agindo sobre Zp por soma, Y o estabilizador de 0̄ ∈ Zp e C = Zp. Então, |Y | = 1 e,

portanto, existe um subgrupo singular V de Zp o Zp (V é Y n V do Lema 5.19) tal que

|Zp o Zp : V | = |Zp : Y | = p.
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Se H é um subgrupo de um grupo G, denotamos por HG a interseção de todos os

conjugados de H. Claramente, HG C G.

Observação 5.21 Seja S um subgrupo de um grupo P e V = SP . Denotemos por P/S

o conjunto de todas as classes laterais à esquerda de S em P . Certamente, a aplicação

φ : P −→ Sym(P/S)

x 7−→ φx : P/S −→ P/S

gS 7−→ xgS

é uma representação permutacional de P sobre P/S cujo kernel é SP = V . Então, φ

induz um homomorfismo φ̄ : P/V −→ Sym(P/S). Quando S � P , então V = S e a

representação φ̄ é a representação regular de P/S.

A demonstração do próximo resultado será omitida, mas o leitor poderá encontrá-la

na página 9 de [9].

Lema 5.22 Sejam (S, λ, x) uma singularidade em um p-grupo P , V = SP , K = Ker λ,

P̄ = P/KP e V̄ = V/KP . Assuma que x pertence a V . Então P̄ ∼= Zp o P/V , onde o

produto entrelaçado é constrúıdo da representação permutacional de P/V sobre o con-

junto P/S e o subgrupo base é isomorfo a V̄ . Em particular, V̄ é abeliano elementar de

dimensão |P : S|.

Vamos estudar agora algumas propriedades de singularidades em p-grupos.

Lema 5.23 Sejam P um p-grupo, M um subgrupo maximal de P , λ ∈ M̂ , K = Kerλ e

u ∈ P\M . Então temos:

(i) TM
P (λ)|M = λū, onde ū = 1 + u+ · · ·+ up−1 e TM

P (λ)(u) = λ(up);

(ii) Se (M,λ, x) é uma singularidade em P para um elemento x em P , então
P

KP

∼=

Zp o Zp.

Demonstração: (i) Como P é um p-grupo, P é nilpotente e, portanto, seu subgrupo

maximal M é normal em P e disso segue que |P : M | = p. Claramente {1, u, · · · , up−1} é
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uma transversal de M em P . Sejam ψ e φ, respectivamente, representações matriciais de

P que admitem λ e 1M como caracteres. Se x ∈ M , então uix(ui)−1 ∈ M , de modo que

a matriz ψP (x) é a matriz diagonal (aij)1≤i,j≤p, onde aii = λ(ui−1x(ui−1)−1), 1 ≤ i ≤ p

e a matriz φP (x) é a identidade p× p. Assim, temos TM
P (λ)(x) = det

(
λp − 1M

P
)
(x) =

p−1∏
i=0

λ(uix(ui)−1) =

p−1∏
i=0

λ(ui)−1

(x) = λū(x). Logo, TM
P (λ)|M = λū.

Agora, provemos que TM
P (λ)(u) = λ(up). Dividimos em dois casos.

1o caso: 〈u〉 = P . Nesta situação temos M〈u〉 = P , M ∩ 〈u〉 = M e existe apenas

uma (M, 〈u〉)-classe dupla em P . Dáı, temos e1 = |〈u〉 : M ∩ 〈u〉| = |〈u〉 : M | = p e, pelo

Lema 5.9 (ii), TM
P (λ)(u) = λ(up).

2o caso: 〈u〉 6= P . Neste caso, os fatos de M ser maximal e normal em P e u 6∈ M ,

garantem que M〈u〉 = P e M ∩ 〈u〉 = 1 e, novamente, existe apenas uma (M, 〈u〉)-classe

dupla em P . Além disso, e1 = |〈u〉 : M ∩ 〈u〉| = |〈u〉| = p. Pelo Lema 5.9 (ii), obtemos

TM
P (λ)(u) = λ(up) e (i) está demonstrado.

(ii) Seja (M,λ, x) é uma singularidade em P . Afirmamos que x ∈ M . Com efeito,

suponhamos que x 6∈ M . Como [P : M ] = p, temos que xp ∈ M . Por outro lado, como

x ∈ P \M , segue do ı́tem (i) e da definição de singularidade que λ(xp) = TM
P (λ)(x) 6= 1,

de modo que xp 6∈ Kerλ. Disso e de 〈xp〉P ∩M ⊆ Kerλ, obtemos xp 6∈ 〈xp〉P ∩M . Como

xp ∈ 〈xp〉P , segue que xp 6∈ M , contradição. Portanto, visto que MP = M e x ∈ M ,

podemos aplicar o Lema 5.22 e a Observação 5.21 para obter
P

KP

∼= Zp o
P

M
∼= Zp oZp. 2

No que segue, iremos apresentar uma caracterização de p-grupos que não possuem

subgrupos singulares próprios.

Lema 5.24 Seja P um p-grupo. Então P não possui subgrupo singular próprio se, e

somente se, P não possui grupo quociente isomorfo a Zp o Zp.

Demonstração: Suponhamos que P possui um subgrupo normal N tal que P/N ∼=

Zp o Zp. Por esse isomorfismo e pela Observação 5.20, P/N possui uma singularidade,

digamos (M/N, λ′, xN), com p =
∣∣∣P/N : M/N

∣∣∣ = |P : M |. Logo, M é um subgrupo

próprio de P . Além disso, x é um p-elemento e λ = λ′ ◦ α : M −→ C∗ é um caracter

linear de M , onde α é o homomorfismo canônico de M em M/N . Note para todo m ∈M ,

λp(m) = λ(mp) = λ′(α(mp)) = λ′(α(m)p) = λ′((mN)p) = λ′p(mN) = 1.
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Vamos mostrar que 〈xp〉P ∩M ⊆ Kerλ e T P
M(λ)(x) 6= 1.

Seja y ∈ 〈xp〉P ∩M . Então, y = (xpr
)g ∈ M onde g ∈ P . Então, α(y) = yN ∈ M/N

e α(y) = yN = g−1xpr
gN = g−1Nxpr

gN = (xpr
N)gN , ou seja, α(y) ∈ 〈xp〉P/N ∩M/N ⊆

Kerλ′. Assim, λ(y) = λ′(α(y)) = 1. Portanto, 〈xp〉P ∩M ⊆ Kerλ.

Agora, como |P/N : M/N | = |P : M |, um racioćınio análogo aquele realizado no

item (ii) do Lema 5.15 nos dá que T P
M(λ)(x) 6= 1. Logo, (M,λ, x) é uma p-singularidade

em P com M um subgrupo próprio de P .

Suponhamos que P possui um subgrupo singular próprio S. Afirmamos que P possui

um subgrupo maximal singular. De fato, se S for maximal, a afirmação segue. Se S não

for maximal, então existe um subgrupo R tal que S < R < P . Como S é singular em H,

segue do Lema 5.15 (iv) que R também é singular em H. Se R for maximal, a afirmação

está provada. Senão, repete-se o processo até encontrarmos um subgrupo singular M que

seja maximal. Pelo Lema 5.23 (ii), P possui um grupo quociente isomorfo a Zp o Zp. 2

O próximo resultado será o último antes de enunciarmos e demonstrarmos o teorema

que é o objetivo central dessa seção.

Lema 5.25 Sejam H um subgrupo de um grupo G com ı́ndice relativamente primo com

p, P um p-subgrupo de H e P ∗ um subgrupo de P . Suponhamos que uma das seguintes

condições esteja satisfeita:

(a) P é um Sp-subgrupo de G e P ∩H ′ ≤ P ∗ < P ∩G′;

(b) P ∩HpH ′ ≤ P ∗ < P ∩GpG′;

Então temos:

(i) Existe λ ∈ Ĥ tal que ◦(λ) = p, TH
G(λ) = 1, P ∗ ≤ Kerλ e λ|P 6= 1;

(ii) Seja x ∈ P \Kerλ tal que 〈xp〉G ∩H ⊆ Kerλ. Para cada g ∈ G, escreva

Hg = H ∩Hg, λg = λ−1|Hg
· λg−1 |Hg

Pg = P ∩Hg, λ′g = λg|Pg
.

Então existe g ∈ G \H tal que (Hg, λg, x) e (Pg, λ
′
g, x) são p-singularidades em H

e P , respectivamente.
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Demonstração: Suponhamos (a) válido. Neste caso afirmamos que Φ(P )P p <

P ∩GpG′. De fato, como P é um p-grupo finito, Φ(P ) = P pP ′ e, então, de P ∗ < P ∩G′,

resulta Φ(P )P ∗ ≤ P ∩ GpG′. Se Φ(P )P ∗ = P ∩ GpG′, aplicando o item (i) do Teorema

5.12, obtemos P ∩ G′(p) = P ′(p)P ∗. Assim, como P ∩ G′ ≤ P ∩ G′(p) e P ′(p)P ∗ = P ∗

(pois P ′ ⊆ P ∗), chegamos a P∩G′ ≤ P ∗ < P∩G′, uma contradição. Portanto, Φ(P )P ∗ <

P ∩GpG′. Além disso, P ∩HpH ′ ≤ Φ(P )P ∗. Assim, P ∩HpH ′ ≤ Φ(P )P ∗ < P ∩GpG′,

de modo que é suficiente provarmos o lema assumindo apenas (b).

(i) Para mostrarmos o ı́tem (i), basta tomarmos K = P ∗ no Lema 5.11 (ii).

(ii) Seja R um conjunto completo de representantes das (H,H)-classes duplas em

G. Sabemos que para todo g ∈ R, HgH é a união de |H : H ∩ Hg| classes laterais à

direita distintas de H em HgH. Disso e da cardinalidade de uma classe lateral de H

em G ser |H|, temos que |HgH| = |H : H ∩ Hg| · |H|. Como G =
⋃
g∈R

HgH (união

disjunta), segue que |G| =
∑
g∈R

|HgH| = |H|
∑
g∈R

|H : H ∩ Hg| de onde obtemos que

|G : H| =
∑
g∈R

|H : H ∩Hg|.

Do ı́tem (i), existe λ ∈ Ĥ tal que ◦(λ) = p, TH
G(λ) = 1 e λ|P 6= 1. Por hipótese,

x ∈ P \ Kerλ e (p, |G : H|) = 1. Disso obtemos 1 6= λ−|G:H|(x) e TH
G(λ)(x) = 1, de

modo que

1 6= λ−|G:H|(x) · TH
G(λ)(x) (5.5)

Tomando K = H no Lema 5.9 (i), temos

TH
G(λ)(x) =

∏
g∈R

THg

H(λg−1|Hg)(x) (5.6)

Além disso, como λ é um caracter linear, temos detλ = λ e, portanto, tomando χ =

λ, G = H e H = Hg no Lema 5.7 (iv), obtemos

λ−|G:Hg |(x) =
(
λ|G:Hg |

)−1
(x) =

(
THg

H(λ|Hg)
)−1

(x),

para todo g ∈ R. Portanto,∏
g∈R

(
THg

H(λ|Hg)
)−1

(x) =
∏
g∈R

λ−|G:Hg |(x) = λ−
∑

g∈R |G:Hg |(x) = λ−|G:H|(x). (5.7)
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Logo, de (5.5), (5.6) e (5.7) obtemos

1 6=
∏
g∈R

(
THg

H(λ|Hg)
)−1

(x) ·
∏
g∈R

(
THg

H(λg−1|Hg)
)

(x)

=
∏
g∈R

(
THg

H(λ|Hg)
)−1

(x)
(
THg

H(λg−1|Hg)
)

(x)

=
∏
g∈R

THg

H(λg)(x).

Assim, existe g ∈ G tal que THg

H(λg)(x) 6= 1. Visto que λ tem ordem p, λ−1|Hg e

λg−1 |Hg também possuem ordem p. Como o produto de caracteres é comutativo, segue

que λg tem ordem p. Além disso, g 6∈ H, pois caso contrário, teŕıamos Hg = H, de

modo que para todo h ∈ H = Hg, ghg
−1 ∈ H e de λ ser homomorfismo obteŕıamos

λg(h) = λ−1(h)λg−1
(h) = λ−1(h)λ(ghg−1) = 1, de onde viria que THg

H(λg)(x) = 1,

contradição. Portanto, para mostrarmos que (Hg, λg, x) é uma p-singularidade em H,

resta provarmos que 〈xp〉H∩Hg ⊆ Kerλg. Por hipótese, 〈xp〉G∩H ⊆ Kerλ, de onde temos

〈xp〉H ∩H ⊆ Kerλ e 〈xp〉H ∩Hg ⊆ (Kerλ)g. Mais ainda, se y ∈ Kerλ ∩ (Kerλ)g, então

y ∈ Kerλ e y = g−1hg para algum h ∈ Kerλ, e dáı obtemos que λg(y) = λ−1(y)λg−1
(y) =

(λ(y))−1 λ(h) = 1, ou seja, y ∈ Kerλg. Logo, 〈xp〉H ∩Hg ≤ Kerλ ∩ (Kerλ)g ≤ Kerλg.

Antes de demonstrarmos a segunda afirmação do ı́tem (ii), observamos que

P ∩ Hg
h = P ∩ (H ∩ Hg)h = P ∩ H ∩ Hgh = P ∩ Hgh e λg

h−1|P∩Hg
h = λ′gh. Visto

que (Hg, λg, x) é uma p-singularidade em H e x ∈ P ≤ H, obtemos do Lema 5.15 (v)

que existe h ∈ H tal que (Pgh, λ
′
gh, x) = (P ∩Hg

h, λg
h−1|P∩Hg

h , x) é uma p-singularidade

em P . Se necessário, substitúımos g por gh−1 e temos, portanto, que (Pg, λ
′
g, x) é uma

p-singularidade em P . 2

Observação 5.26 Sejam H ≤ G e P um Sp-subgrupo de H. Se x ∈ PG ∩ H, então

x = yg ∈ H, para algum y ∈ P e g ∈ G. Como ◦(x) = ◦(yg) = ◦(y), temos que x é um

p-elemento de H e, portanto, x ∈ Q, onde Q é um Sp-subgrupo de H. Pelo Teorema de

Sylow, existe h ∈ H tal que Q = P h e, então x ∈ PH . Assim, PG ∩H ⊆ PH . Uma vez

que a inclusão contrária é obvia, temos PG ∩H = PH .

Agora, consideremos o caso particular em que H = NG(P ), λ ∈ Ĥ e tomemos

x ∈ P \Kerλ um elemento de ordem minimal. Iremos mostrar que 〈xp〉G ∩H ⊆ Kerλ.

95



Com efeito, seja ((xp)k)g ∈ 〈xp〉G ∩H, onde k ∈ Z e g ∈ G. Então, ((xp)k)g ∈ P g ∩H ⊆

PG ∩H ⊆ PH . Assim sendo, existem y ∈ P e h ∈ H tais que ((xp)k)g = yh. Mas como

H = NG(P ), segue que ((xp)k)g ∈ P . Logo, devemos ter ((xp)k)g ∈ Kerλ, pois caso

contrário ((xp)k)g seria um elemento em P \ Kerλ com ordem menor que ◦(x), o que

contraria a escolha de x.

Finalmente temos o resultado desejado.

Teorema 5.27 (T.Yoshida) Se P é um Sp-subgrupo de um grupo G que não possui

grupo quociente isomorfo a Zp o Zp, então P ∩G′ = P ∩NG(P )′

Demonstração: Suponhamos que P ∩ NG(P )′ < P ∩ G′ e seja H = NG(P ). Como

P é um Sp-subgrupo de G e P ⊆ H, |G : H| é relativamente primo com p. Assim, pelo

Lema 5.25 (i), existe λ ∈ Ĥ tal que ◦(λ) = p e TH
G(λ) = 1. Seja x ∈ P \Kerλ de ordem

minimal. Então pela Observação 5.26, 〈xp〉G ∩H ⊆ Kerλ. Assim, pelo Lema 5.25 (ii),

existe g ∈ G \H tal que P ∩Hg é um subgrupo singular de P com elemento singular x.

Agora, P ∩Hg < P . De fato, se P ∩Hg = P , então P ⊆ Hg, o que implica P g−1 ⊆ H.

Visto que |P g−1| = |P | e P é um Sp-subgrupo de H, segue que P g−1
é um Sp-subgrupo de

H e, portanto, existe h ∈ H tal que P g−1
= P h. Assim, P hg = P e, consequentemente,

hg ∈ NG(P ) = H. Uma vez que h ∈ H, temos g ∈ H, contradição. Logo P possui um

subgrupo singular próprio e, então, pelo Lema 5.24, P possui um subgrupo quociente

isomorfo a Zp o Zp, e o teorema está provado. 2
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Caṕıtulo 6

O Critério de Solubilidade de Wang

Como vimos no final do Caṕıtulo 3, o Teorema de Thompson (4.21) afirma que se

um grupo finito G possui um subgrupo maximal nilpotente de ordem ı́mpar, então G

é solúvel. Janko generalizou este resultado substituindo a hipótese “subgrupo maximal

nilpotente de ordem ı́mpar”por “subgrupo maximal nilpotente possuindo um S2-subgrupo

de classe de nilpotência no máximo 2”. Em 1998, Y. Wang publicou um artigo no qual

ele generaliza o Teorema de Thompson e de Janko. Nós apresentamos este resultado de

Wang através do Teorema 6.2, que nos diz o seguinte:

Sejam G um grupo finito e A um grupo agindo sobre G por automorfismos.

Suponhamos que A é π(G)-solúvel. Se existe um subgrupo A-invariante maximal M

de G tal que M é nilpotente e o S2-subgrupo de M não possui grupo quociente isomorfo

a D8, então G é solúvel.

6.1 Teorema de Wang

Nesta seção, todos os grupos serão finitos. Em geral, se A for um grupo que age

sobre um grupo G, denotamos por letras gregas os elementos de A e seus subcon-

juntos e utilizamos letras latinas para denotar os elementos de G e seu subconjuntos.

Dizemos que a ação de A sobre G é irredut́ıvel se 1 e G são os únicos subgrupos
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A-invariantes de G.

Seja G um grupo. Quando um grupo π(G)-solúvel A age sobre G por automorfismos

e a ação é irredut́ıvel, é posśıvel concluir algo sobre a estrutura de G, como veremos no

próximo resultado. Além de seu beĺıssimo teor matemático, este resultado desempenha

um papel crucial na demonstração do Teorema de Wang, como veremos adiante.

Lema 6.1 Sejam G um grupo finito e A um grupo agindo sobre G por automorfismos.

Suponhamos que A é π(G)-solúvel. Se A age irredutivelmente sobre G, então G é um

p-grupo abeliano elementar.

Demonstração: Se A = 1, então todos os subgrupos de G são A-invariantes. Por outro

lado os únicos subgrupos de G A-invariantes são 1 e G, pois A age irredutivelmente sobre

G. Portanto, os únicos subgrupos de G são 1 e G, de modo que |G| = p, para algum

primo p e o lema segue. Seja K o kernel da ação de A sobre G i.é., K = {α ∈ A; gα =

g,∀ g ∈ G}). Claramente K � A. A ação de A sobre G induz naturalmente uma ação

de A/K sobre G e, certamente, A age irredutivelmente sobre G se, e somente se,
A

K
age irredutivelmente sobre G. Assim, podemos supor que A age fielmente sobre G, ou

seja, K = 1. Consideremos A 6= 1 e seja L um subgrupo normal minimal de A. O

subgrupo CG(L) = {g ∈ G : gγ = g,∀ γ ∈ L} de G é A-invariante. Visto que A age

irredutivelmente sobre G, CG(L) = 1 ou CG(L) = G. Se CG(L) = G, então todos os

elementos de G são fixados pelos elementos de L. Como A age fielmente sobre G, temos

L = 1, contradizendo a definição de L ser normal minimal. Portanto, CG(L) = 1.

Afirmação: (|G|, |L|) = 1.

Com efeito, como L é um subgrupo normal minimal de A, existe uma série de com-

posição de A contendo L e L sendo o primeiro subgrupo não trivial contendo 1. Logo,

L ∼=
L

1
é um p-grupo para algum p ∈ π(G) ou um π(G)′-grupo, pois A é π(G)-solúvel.

Suponhamos que L seja um p-grupo com p ∈ π(G). Sabemos que para todo g ∈ G, a

L-órbita de g é o conjunto O(g) = {gγ : γ ∈ L} e |O(g)| divide |L|, i.é., |O(g)| é uma

potência de p. Além disso, as L-órbitas de G formam uma partição de G e se g ∈ CG(L),

então O(g) = {g}. Deste modo, se R = {g1, g2, · · · , gr} é um subconjunto de G tal que

G =
r⋃

i=1

O(gi) (união disjunta), então
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|G| =
∑
g∈R

|O(g)| = |CG(L)|+
∑

g∈R\CG(L)

|O(g)| = 1 + kp ≡ 1mod p

e, assim, (|G|, p) = 1, contradição. Portanto, L é um π(G)′-subgrupo e (|G|, |L|) = 1,

como queŕıamos.

Assim, L pode ser visto como um π(G)′-grupo de automorfismos de G e, então, pelo

Teorema 2.6 item (i), para todo primo p ∈ π(G) existe um Sp-subgrupo P de G que é

L-invariante. O mesmo teorema, item (ii), fornece que P é o único Sp-subgrupo com esta

propriedade, visto que CG(L) = 1. Uma vez que L � A, temos (Pα)L = (PL)α = Pα,

para todo α ∈ A. A unicidade de P mostra que Pα = P e, assim, P é A-invariante.

Pela irredutibilidade da ação de A sobre G temos P = G. Além disso, como Φ(P )charP ,

temos que Φ(P ) é A-invariante e, dáı a irredutibilidade da ação de A nos dá que Φ(P ) = 1,

uma vez que Φ(P ) < P . Portanto, G ∼=
P

Φ(P )
é um p-grupo abeliano elementar. 2

Se um grupo M possui apenas um S2-subgrupo, ele será denotado por M2.

O lema anterior juntamente com os Teoremas 4.19 e 5.27 nos serão extremamente

úteis para obtermos a generalização dos Teorema de Thompson e Janko mencionada na

introdução deste caṕıtulo.

Teorema 6.2 (Wang) Sejam G um grupo e A um grupo agindo sobre G por automor-

fismos. Suponhamos que A é π(G)-solúvel. Se existe um subgrupo A-invariante maximal

M de G tal que M é nilpotente e M2 não possui grupo quociente isomorfo a D8, então

G é solúvel.

Demonstração: Suponhamos que o resultado seja falso e seja G um contra exemplo

de ordem minimal. Assim, todo grupo que está nas hipóteses do teorema e tem ordem

menor que |G| é solúvel. Então:

(1) M não contém subgrupos normais A-invariantes não triviais de G.

De fato, suponhamos que exista um subgrupo normal não trivial N de G A-invariante

contido em M . O grupo A age sobre G/N da seguinte forma: se α ∈ A e Ng ∈ G/N = Ḡ,

então (Ng)α = N(gα). Disso e da hipótese sobre M , obtemos que M/N é um subgrupo

A-invariante maximal nilpotente de Ḡ. Além disso, (M/N)2 não tem grupo quociente

isomorfo a D8, pois M2 não possui. Assim Ḡ satisfaz as hipóteses do teorema e |Ḡ| < |G|.
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Logo, Ḡ é solúvel. Como N ≤ M segue que N é nilpotente e, portanto, solúvel. Pela

Proposição 1.10 (ii), G é solúvel, contradição.

(2) M é um subgrupo de Hall de G.

De fato, sejam p ∈ π(M) e P um Sp-subgrupo de M . Pela Proposição 1.13 (vi),

P � M e, assim, P é o único Sp-subgrupo de M . Visto que M é A-invariante e que A

age sobre G como um grupo de automorfismos, temos Pα ⊆ M e |Pα| = |P |, para todo

α ∈ A. Logo, Pα é um Sp-subgrupo de M e, então, Pα = P , para todo α ∈ A. Agora,

tome g ∈ NG(P ), α ∈ A e y ∈ P . Uma vez que A age sobre G por automorfismos e P é

A-invariante, temos y = xα para algum x ∈ P . Assim, ygα
= (g−1xg)α ∈ P . Portanto, P

e NG(P ) são ambos subgrupos A-invariantes de G. De P �M , segue que M ≤ NG(P ).

Se M < NG(P ), então existe um subgrupo A-invariante de G contendo propriamente M .

Pela maximilidade de M devemos ter G = NG(P ), o que implica P � G, contradizendo

(1). Logo, M = NG(P ). Como P está contido em algum Sp-subgrupo S de G, temos

NS(P ) = S ∩ NG(P ) = S ∩M = P , pois S ∩M é um p-subgrupo de M que contém

P . Agora, a contrapositiva da Proposição 1.4 (i), implica P = S, ou seja, P é um

Sp-subgrupo de G. Logo, |G : M | é relativamente primo com p. Como isso vale para

todo p ∈ π(M), conclúımos que M é um π(M)-subgrupo de Hall de G, provando (2).

(3) G é p-nilpotente, para todo p ∈ π(M).

Sejam p ∈ π(M) e P um Sp-subgrupo de M . Visto que J(P ) é um p-grupo,

Z(J(P )) 6= 1. Além disso, Z(J(P )) char J(P ) char P e P é A-invariante, pelo parágrafo

anterior, de modo que Z(J(P )) é A-invariante. Mais ainda, visto que A age sobre

Z(J(P )) como um grupo de automorfismos, é fácil mostrar, como no parágrafo ante-

rior, que NG(Z(J(P )) também é A-invariante. Como Z(J(P )) ≤ M , temos de (1) que

NG(Z(J(P ))) < G. De Z(J(P )) char P resulta que NG(P ) ≤ NG(Z(J(P ))) e, assim,

M ≤ NG(P ) ≤ NG(Z(J(P ))) < G. Portanto, NG(Z(J(P ))) é um subgrupo A-invariante

próprio de G, contendo M . Pela maximilidade de M , obtémos M = NG(Z(J(P ))) e,

assim, NG(Z(J(P ))) é p-nilpotente, para todo p ∈ π(M). Se p é ı́mpar, então o Teorema

de Glauberman Thompson (4.19) implica que G é p-nilpotente. Se p = 2, então de (2)

segue que P é um S2-subgrupo de G e NG(P ) = M , de modo que NG(P ) é 2-nilpotente.

Por outro lado, Z2 o Z2
∼= D8. Uma vez que P = M2, a hipótese sobre M2 garante
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que P não possui grupo quociente isomorfo a Z2 o Z2. Dáı, pelo Teorema 5.27 temos

P ∩G′ = P ∩NG(P )′ = P ∩M ′. Isto implica que G é 2-nilpotente.

Por (3), G = Op′(G)P para todo p ∈ π(M), onde P é um Sp-subgrupo de G. Assim

como na demonstração do Teorema de Thompson (4.21), temos que se K =
⋂

p∈π(M)

Op′(G)

então K � G e G = KM , com K ∩ M = 1. Mais ainda, como Op′(G) char G, para

todo p ∈ π(M), segue que K char G. Por outro lado, visto que A age sobre G por

automorfismos, e M é A-invariante, podemos formar o produto semi-direto A n M =

{(α,m) : α ∈ A, m ∈M}. Claramente AnM age sobre G por automorfismos pela ação

g(m,α) = m−1gαm, para todo (α,m) ∈ A n M e todo g ∈ G. Além disso, de K char G,

segue que K é (A n M)-invariante. Vamos mostrar que A n M age irredutivelmente

sobre K. De fato, suponhamos que exista 1 6= K1 < K tal que K1 é (AnM)-invariante.

Logo, M normaliza K1 e, assim, K1M é um subgrupo de G. Além disso, K1 é A-

invariante e, como M também é A-invariante, K1M é um subgrupo A-invariante de G,

com M < K1M < KM = G, contradizendo a escolha de M . Como M é nilpotente temos

que M é solúvel e, consequentemente, M é p-solúvel para todo primo p e, assim, M é

π(G)-solúvel. Visto que A é π(G)-solúvel, por hipótese, temos que AnM é π(G)-solúvel.

Pelo Lema 6.1, K é um grupo abeliano elementar e, portanto, K é solúvel. Como
G

K
∼= M

é solúvel, segue da Proposição 1.10 (ii) que G é solúvel, contradizendo nossa escolha de

G. 2

No exemplo a seguir vamos exibir um grupo solúvel que não possui subgrupo maximal

nilpotente, mas tem um subgrupo A-invariante maximal nilpotente, para um grupo con-

veniente A. Isso mostra que o Teorema 6.2 não é uma generalização trivial do Teorema

de Thompson.

Exemplo 6.3 Denotemos por Cp um grupo ćıclico de ordem p. Consideremos os produ-

tos diretos C11 × C11 = 〈a, b | a11 = b11 = [a, b] = 1〉 e C5 × C5 = 〈c, d | c5 = d5 =

[c, d] = 1〉. Definindo
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φc : {a, b} −→ C11 × C11

a 7−→ ac = a4

b 7−→ bc = b5

φd : {a, b} −→ C11 × C11

a 7−→ ad = a5

b 7−→ bd = b4

é fácil ver que φc e φd são consistentes com as relações definidoras de C11×C11. Logo, pelo

Teste da Substituição, φc se estende a um

homomorfismo φ”
c : C11 × C11 −→ C11 × C11 e φd se estende a um homomorfismo

φ”
d : C11 × C11 −→ C11 × C11.

Vamos mostrar que φ”
c e φ”

d são automomorfismos de C11 × C11. Para tanto, basta

mostrarmos que φ”
c e φ”

d são epimorfismos, já que C11 × C11 é finito. Mas isto segue do

fato que 〈a4〉 = 〈a〉 = 〈a5〉 e 〈b5〉 = 〈b〉 = 〈b4〉.

Consideremos a seguinte aplicação:

φ : {c, d} −→ Aut(C11 × C11) .

c 7−→ φ”
c

d 7−→ φ”
d

É fácil ver que φ se estende a um homomorfismo φ” : C5 × C5 −→ Aut(C11 × C11) .

Logo, podemos formar o produto semi-direto G = (C5 × C5) n (C11 × C11) de C11 × C11

por C5×C5. Visto que C11×C11 e
G

C11 × C11

∼= C5×C5 são solúveis por serem p-grupos,

segue que G é solúvel.

Tomemos agora a função α : {a, b, c, d} −→ G definida por α(a) = b, α(b) = a,

α(c) = d e α(d) = c. É claro que α é consistente com todas as relações definidoras de

G, de modo que, pelo Teste da Substituição, α se estende a um endomorfismo α′ de G.

Mais ainda, pelo modo como α está definida, é fácil ver que α′ é bijetora e, assim, α′ é

um automorfismo de G. Além disso, certamente α′ tem ordem 2. Portanto, A = 〈α′〉

age por automorfismos sobre G.

(1) G não possui subgrupo maximal nilpotente de G.

De fato, seja M um subgrupo maximal de G. Não é dif́ıcil verificar que |G : M | = 5 ou

11. Suponhamos que |G : M | = 5. Então |M | = 112 ·5, de modo que M = 〈m〉(〈a〉×〈b〉),

onde m é um elemento de ordem 5 em M . Assim, 〈m〉 é um S5-subgrupo de M . Se M

é nilpotente, então, pelo Teorema 1.13, 〈m〉 � M . Consequentemente, ma = m = mb.

Podemos supor, sem perda de generalidade, que m = cidj. Agora, note que aci
= a4i

,
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adj
= a5j

, bc
i

= b5
i

e bd
i

= b4
i
. Disso e de ma = m = mb, obtemos a = am = a4i5j

e

b = bm = b5
i4j

, i.é, 4i5j ≡ 1(mod 11) e 5i4j ≡ 1(mod 11). Visto que 5 ≡ 42(mod 11),

obtemos 4i+2j ≡ 1(mod 11) e 42i+j ≡ 1(mod 11). Disso e de 45 ≡ 1(mod 11), temos

i + 2j ≡ 0(mod 5) e 2i + j ≡ 0(mod 5). Assim, 5|(i + j) e 5|(i − j). Logo, 5|i e 5|j, de

onde temos que m = 1, uma contradição. Portanto, M não é nilpotente.

Suponhamos |G : M | = 11. Então, |M | = 52 · 11 e, como M ≤ G, podemos assumir,

sem perda de generalidade, que M contém 〈c〉 × 〈d〉 e M possui um elemento m =

aibj de ordem 11. De [a, b] = 1, obtemos bj = b5jb−4j = a4ib5ja−4ib−4j = mcm−4 ∈

M . Se bj 6= 1, então j é relativamente primo com 11 = |b|, de onde obtemos que

M = (〈c〉 × 〈d〉) n 〈b〉. Se bj = 1, então ai 6= 1 e, uma argumentação análoga a anterior

mostra-se que M = (〈c〉 × 〈d〉) n 〈a〉. Porém, nenhum destes é nilpotente.

(2) 〈c〉 × 〈d〉 é um subgrupo 〈α′〉-invariante maximal nilpotente.

Claramente, 〈c〉 × 〈d〉 é um subgrupo 〈α′〉-invariante e nilpotente. Mais ainda, se

existir um subgrupo M de G tal que 〈c〉 × 〈d〉 < M < G, então, como foi provado

anteriormente, M = (〈c〉 × 〈d〉) n 〈a〉 ou M = (〈c〉 × 〈d〉) n 〈b〉. Certamente, nenhum

destes é 〈α′〉-invariante, pois α′(a) = b e α′(b) = a
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π-solúvel, 33

p-estável, 37

105



de Frobenius, 15

de permutações transitivo, 13
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