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RESUMO

No presente trabalho exibiremos relagoes que ligam as algebras de Clifford associadas
ao espago vetorial R™, munido de produto interno negativo, matrizes de Vahlen e trans-
formacoes de Mobius em um espaco paravetorial estendido W= (ReR™)U{oo} com o
lagco de Mo6bius ou girogrupo de Mobius. Com isso descreveremos, de forma compacta,
uma férmula para a operacao do girogrupo de Mobius a @ b = (a + b)(1 + ab)~!, onde
o lado direito é dado em termos dos elementos da algebra de Clifford, generalizando o
girogrupo de Mobius do disco unitario complexo.

Palavras-chave: Algebras de Clifford, matriz de Vahlen, transformacao de Mobius,

B-lacos, grupos involutivos e girogrupos.



ABSTRACT

In this paper we display links between the Clifford algebras associated with vector space
R™, provided with negative inner product matrices Vahlen and Mobius transformations
in an extended paravector space W = (R @ R™) U {oco} with Mébius loop or Mébius
gyrogroup. With that describe, in a compact form, a formula for operating Mdbius
gyrogroup a ® b = (a + b)(1 + ab)~!, where the right side is given in terms of the
elements of the Clifford algebra, generalizing the Mobius gyrogroup unit complex disc.
Keywords: Clifford algebra, Vahlen matrices, Mobius transformations, B-loop, invo-

lutive group and gyrogroup.
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INTRODUCAO

A adigdo de Mé&bius no disco unitério complexo D = {z € C | |z| < 1} definida por

U+ v
— 1
(VRSSRY 1+ ()

fornece a D uma estrutura de um B-laco, ou seja, um girogrupo girocomutativo com a
propriedade da raiz quadrada tnica.
O fato de que (D, ®) é um girogrupo girocomutativo é abordado por Abraham A.

Ungar, em [19], através das transformacgoes de Mobius que preservam D da forma

a—+z

z e — =
1+az

onde a,z € D, # € R fixo e @ é o conjugado de a.

Tal fato, induz uma operacao binaria @ em I, definida por

a-+z

a®dz: = —,
1+az

a qual é nao-comutativa e nao-associativa. No entanto, essas situacoes podem ser
reparadas com a introducao da aplicagao gyr : D x D — Aut(D, ®) definida por

adz 1+az
s®a 1+az’

gyrla, 2] =

onde Aut(D,®) o grupo dos automorfismos de (D, @), sendo que gyr|a,b] geometri-
camente age como uma rotagao em torno da origem do disco . Dessa forma, sendo

a,b,c € D, conseguimos as relagoes:

a® b= gyr[a,b](b® a) (girocomutatividade)



a® (b c)=(a®b)® gyr|a,bl(c) (giroassociatividade).

Ap6s, Ungar reescreve a adigao de Mébius dada por (1), da seguinte forma

(1 + 2(u, v) + [[o*)u + (1 — [Jul[*)v
14 2(u, v) + [[ul*[o?

(2)

uPpv=

Essa nova relacao mostra que, a adicao de Mobius pode ser vista como uma equagao
vetorial restrita ao disco unitdrio do espaco vetorial R%2. Tal fato, motivou Ungar
a generalizar a adicao de Mobius para o disco unitario de um R-espaco vetorial V|
munido de produto interno e norma derivada do produto interno, por definir a adi¢ao
de Mébius conforme dado em (2). Essa abordagem é citada, mas o autor nao apresenta
uma prova de tal fato.

Para uma abordagem cléssica das transformagoes de Mdbius em varias dimensoes
nos referimos a [1], [5] e [22]. Sendo V' um espago vetorial sobre R de dimensao finita,
Alhfors, em [1], observa que uma abordagem natural das transformagoes de M&bius
em varias dimensoes ¢ através dos nimeros de Clifford que sao elementos do subespago
vetorial R @ V' da &lgebra de Clifford Cly,, = C,. Apods esse trabalho, as édlgebras
de Clifford se tornaram uma ferramenta comum para o estudo das transformagoes de
Mébius, conforme pode ser visto em [22]. Em [5], Ferreira faz o que é afirmado por
Ungar, ou seja, um estudo do girogrupo de Mobius do espaco paravetorial R & V', cujos
elementos sao os numeros de Clifford de C¥;,, mostrando algebricamente que munindo
o disco unitario do espago paravetorial com a adigao de Mobius dada em (1), obtém-se
uma generalizagao do girogrupo de Mdébius na élgebra de Clifford C,,.

Com o mesmo foco algébrico, Jimmie Lawson, em [12], aborda o girogrupo de
Mobius de uma maneira diferente, através da uniao de assuntos variados, tais como:
algebras de Clifford reais em um espaco vetorial com produto interno negativo, matrizes
de Vahlen, transformacoes de Mobius e teoria dos lacos, em especial os K-lacos. Essa

abordagem ¢é diferente da de Ungar e Ferreira, pois Lawson primeiramente exibe uma



formula simples para a operacao binaria do lago de Mobius, ou seja, do disco unitario

do espago paravetorial W =R @& R", o qual é um K-lago, definida por
v@u=(v+u)(l+a) (3)

onde v,u € {fw e RV |||lw|| < 1}.

Em seguida, Lawson observa que os conceitos de K-lagos e girogrupos girocomuta-
tivos s@o equivalentes, mostrando dessa forma que a operacao dada em (3) vale para o
girogrupo de Mobius B, = {w e R@ V | |Jw|| < 1} C C,. Com isso, podemos concluir
que a adicao de Mobius do girogrupo de Mobius B,, funciona de maneira andloga para
o caso trivial do girogrupo de Mébius D = By, conforme dado em (1).

Os girogrupos, os quais generalizam o conceito de grupo, aparecem em 1988, sendo
o primeiro girogrupo o girogrupo de Einstein, cuja a operac¢ao binéaria é nao-comutativa
e nao-associativa. Outro exemplo de um girogrupo é o girogrupo de Mobius, o qual é
um modelo concreto da teoria abstrata de girogrupos, sendo que seu estudo direciona
a uma melhor compreensao das transformacoes de Lorentz da teoria da relatividade
especial, uma vez que o grupo de Lorentz atua no disco de todas as possiveis velocidades
simétricas via aplicacoes conformes. Ainda, possuem mais uma aplicacdo na fisica
para os modelos descritos por equacoes invariantes sob transformacoes conformes. A
girolinguagem ¢é devidoa a Ungar.

Nessa dissertacao, exploramos detalhadamente o trabalho realizado por Lawson, o
qual da uma visao algébrica para o girogrupo de Mobius B, através do formalismo das
algebras de Clifford C,. A partir de um espago vetorial V' = R" munido de produto
interno e norma, determinamos a algebra de Clifford associada e construimos o espago
paravetorial R® V' que é o espaco vetorial das somas diretas de escalar com vetor. Este
espacgo paravetorial sera o ambiente para o estudo do girogrupo de Mobius no disco

unitario. Uma vez que cada ntumero de Clifford nao-nulo tem um inverso podemos
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definir transformacgoes de Mdbius no espaco paravetorial R @ V. Nossos resultados em
espacos paravetoriais permanecem validos aos espagos vetoriais por restricao.

O primeiro capitulo fornece as notacoes, terminologias e resultados preliminares
essenciais para o desenvolvimento dos demais capitulos, onde abordamos um exemplo
de algebra quociente que dara significado a primeira definicao do capitulo seguinte.

No segundo capitulo, exploramos alguns topicos gerais das algebras de Clifford, do
ponto de vista algébrico, tais como: a sua construcao, automorfismo principal e anti-
automorfismo principal e centro da dlgebra de Clifford. Apds, focaremos nas dlgebras de
Clifford reais. Apresentamos o espaco paravetorial da algebra de Clifford e definiremos
o grupo de Clifford do espaco paravetorial, o qual sera descrito de duas formas, em que
uma dessas formas aparece a aplicagao adjunta torcida.

No terceiro capitulo, definimos duas aplicagoes sobre o espaco paravetorial que ca-
racterizam as transformacoes de Mobius. Veremos também as matrizes de Vahlen, as
quais induzem transformagcoes de Mobius. Por fim veremos as translacoes de Mobius,
que sao transformacoes de Mobius que preservam o disco unitario do espaco paravetorial.

O quarto capitulo apresenta, de forma direta, alguns topicos de teoria dos lagos. Um
fato notdvel, é a relacao obtida entre as algebras de Clifford, transformagoes de Mobius
e matrizes de Vahlen com a teoria de lacos, permitindo falar no lago de Mobius.

O dultimo capitulo trata dos girogrupos, onde veremos dois resultados importantes,
sendo que o primeiro ¢ a equivaléncia entre girogrupos comutativos com a propriedade
da raiz quadrada tnica e os B-lacos, e o outro resultado é a generalizacao do caso do

girogrupo do disco unitario complexo, ou seja, do girogrupo de Mobius.



CapiTULO 1

Preliminares

Neste primeiro capitulo abordaremos alguns conceitos da dlgebra em geral, os quais
servirao de suporte para o desenvolvimento deste trabalho. O capitulo esta dividido em
quatro partes: na primeira, apresentaremos algumas defini¢oes e resultados basicos de
algebra, ilustrando com exemplos algumas dessas defini¢oes e alguns desses resultados;
na segunda, apresentamos brevemente a algebra quociente; ja na terceira, abordaremos
a dlgebra tensorial T'(V') de um espago vetorial V; por fim, na tltima parte, veremos que,
ao tomarmos um ideal especifico de T'(V'), obtemos algumas propriedades da &lgebra

quociente T'(V') /1.

1.1 Nocoes de Algebra e Algebra linear

Com o objetivo de fixar notagoes e conceitos que serao utilizados em capitulos pos-
teriores, apresentaremos algumas definigoes e resultados da dlgebra e algebra linear e

daremos alguns exemplos desses fatos.

Defini¢ao 1.1.1. Um espago vetorial A sobre um corpo F é uma F-dlgebra (ou uma

dlgebra sobre IF) se existir uma operacao bindria - em A, que satisfaz:
i)a-(b+c)=(a-b)+(a-c)e(b+c)-a=(b-a)+(c-a), Va,b,ce A,

ii) (a-b)-c=a-(b-c), Va,b,c € A.
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i11) Existe um elemento u € A tal que u-a = a-u = a, Ya € A. Tal elemento € unico,

serd denotado por 14 e denominado elemento identidade.
i) Ma-b) =(Xa)-b=a-(A\b), VA €T, Va,b e A.

Observagao 1.1.2. Para evitar trivialidades, assumimos que 14 # 04, onde 04 € o

elemento neutro do espago vetorial A.

A dimensao de uma F-algebra A, denotada por dimpA, é a dimensao do F-espaco

vetorial A.
Um homomorfismo entre F-dlgebras (A, -) e (A, ®) é uma aplicagao f : A — A’ que

satisfaz:
i) f é uma transformagao F-linear(ou simplesmente, transformacao linear).
i) f(1a) =1a.
iii) f(a-b) = f(a)® f(b), Va,b € A.
Mais ainda, dizemos que a aplicacao f: A — A’ é um:
i) isomorfismo se f for bijetora e um homomorfismo.
v) automorfismo se f for um isomorfismo e A = A’.

vi) anti-automorfismo se f for bijetora e satisfazer i), ii) e f(a-b) = f(b) ® f(a),

Va,b € A.
Observagao 1.1.3. Para toda F-dlgebra A, existe um isomorfismo natural F = F1 4.
Exemplo 1.1.4. Vejamos algumas dlgebras:

i) Todo corpoF € uma F-dlgebra unidimensional. O conjunto dos nimeros complezos
C e o conjunto dos nimeros quatérnios reais H = {a + bi + cj + dk | i* = j* =

k*=—1¢e a,b,c,d € R} sao R-dlgebras, com dimgC = 2 e dimgH = 4.
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i1) Sejam X um conjunto ndo-vazio e A uma F-dlgebra. O F-espago vetorial de todas
as aplicagoes de X em A, denotado por AX, munido da operagdo (f - g)(z) =

f(x)-g(x), Vo e X eVf ge AX, é uma F-dlgebra.

iii) Seja M(n,F) o F-espago vetorial de todas as matrizes de ordem nxn com entradas
em I, munido da operacao multiplicacao usual de matrizes. Com estas operacgoes

M(n,F) é uma F-dlgebra, com dimensao n?.

i) O F-espaco vetorial F[X] dos polinomios a uma indeterminada sobre F, munido

da multiplicacdo usual de polinomios, € uma F-dlgebra, de dimensao nao-finita.

v) O R-espaco vetorial R? com a operagao produto (a,b) - (c,d) = (ac+ bd, ad + bc),

¢ uma R-dlgebra de dimensao 2.
Observagao 1.1.5. Note que 0p-a=a-04 =04, Ya € A, para qualquer F-dlgebra A.

Definicao 1.1.6. Seja A uma F-algebra. Um subconjunto nao-vazio S C A é uma
subdlgebra de A se S é um subespaco vetorial de A que contém 14 e para quaisquer

a,b € S, implicar que a - b € S.

Observagao 1.1.7. Seja A uma F-dlgebra e seja J um conjunto de indices. Se S; é

uma subdlgebra de A, para todo i € J, entao [\ S; é uma subdlgebra de A.
ieJ

Definigao 1.1.8. Seja A uma F-algebra e seja X C A um subconjunto nao-vazio. A
subdlgebra de A gerada por X, denotada por (X), é a intersegao de todas as subalgebras

de A que contém X.

Observagao 1.1.9. Se A ¢é uma F-dlgebra e X C A é um subconjunto nao-vazio,

entao (X) € o conjunto de todas as somas finitas da forma Mgla + > Ajxy, onde I =
T

(t1y.vsip), K<, xp =4 - ..oy, cOM T4y, ..., 25 € X e Ao, A\ € F.

k
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Definicao 1.1.10. Uma forma bilinear simétrica sobre um F-espaco vetorial V' é uma

aplicacao B : V x V — [ tal que, para cada v,u,w € V e todo A € F satisfaz:
i) B(v+ Aw,u) = B(v,u) + AB(w,u) e B(v,u+ Aw) = B(v,u) + AB(v, w).
ii) B(v,u) = B(u,v).
Dizemos que dois vetores v, u € V' sao ortogonais em relagao a B, quando B(v,u) = 0.

Definicao 1.1.11. Seja V' um F-espaco vetorial munido de uma forma bilinear simétrica.
Dizemos que B é nao-degenerada se para todo v € V, v # Oy, existe u € V,u # 0y tal

que B(v,u) # 0.

Um corpo F tem caracteristica diferente de doisse 2 # 0, onde 2 =141 € F. Neste

trabalho, iremos sempre considerar [F um corpo com essa propriedade.

Definicao 1.1.12. Uma forma quadrdtica sobre um F-espaco vetorial V' é uma aplicagao

Q :V — F tal que:
i) QW) = NQ(v), VAeTF, Vv e V.

it) A aplicagio Bg : V x V — F definida por Bg(v,u) := 3[Q(v+u) — Q(v) — Q(u)]

é uma forma bilinear simétrica sobre V.

Observacao 1.1.13. Eziste uma forma bilinear simétrica B : V xV — [ se, e somente
se, existe uma forma quadrdtica @ -V — F. De fato: se v € V, entdo Q(v) := B(v,v)
¢ uma forma quadrdtica (chamada forma quadrdtica associada a B). A reciproca é

imediata.

Proposigao 1.1.14. Seja V um F-espaco vetorial de dimensao finita, munido de uma
forma bilinear simétrica B. Entdo existe uma base B de V tal que B(e,e') =0, Ve, e’ €

B, com e # €, isto €, existe uma base ortogonal em relagao a B.
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Demonstragao: Ver [9], pg. 316. m

De acordo com a proposicao 1.1.14, existe uma base de V' tal que a matriz da forma
bilinear B ¢é diagonal. Com a hip6tese de B ser nao-degenerada, veremos que a matriz

da forma bilinear B é invertivel em qualquer base de V. Esse é o enunciado da seguinte:

Proposicao 1.1.15. Seja V' um F-espaco vetorial de dimensao finita n, munido de
uma forma bilinear simétrica B. Se By é uma base ortogonal em relagio a B de V e

B € nao-degenerada, entao:

i) Q(e;) # 0, para todo e; € By, 1 <i < n.

it) A matriz [Blyg € invertivel, para toda base B de V.
Demonstragao:

i) Da proposigao 1.1.14, existe uma base By ortogonal em relagdo a B. Como B é
n

nao-degenerada, temos que, dado e; € By, com 1 <i < n, existe v = ) z;e; €
j=1

V, v # 0y, tal que B(v,e;) # 0. Assim, B(v,e;) = x;B(e;,e;) #0 = z; #0 e

B(ei, e;) # 0. Logo, Q(e;) = Blei, e;) # 0.

ii) Seja [B]s, a matriz de B em relagao a base By. Pelo item i) e por ser [Blsy,

uma matriz diagonal, temos que det[B]yg, = Q(e1)...Q(e,) # 0. Logo, a matriz

de B em relagao a base By ¢ invertivel.
Considere uma base 8 de V. Dados v,u € V, sabemos que a matriz mudanca
B

de base de B para By, denotada por [I]g , é uma matriz invertivel e satisfaz

[v]e, = [{]3, [v]s. Assim, obtemos as relacoes:
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Logo, (1) e (2) implicam que [Bly = ([I]},)[Bls, [[]3,, mostrando que [Bly

¢ invertivel se, e somente se, [B]gy, ¢ invertivel. |
Vejamos alguns exemplos.
Exemplo 1.1.16. Seja V' um F-espago vetorial com base {e;}?;.

n
i) Considere V.= R" e p,q € N tais que p+ q = n. Dados v = > mie;,u =
i=1

n
S _ 2 2 2 2 4
Zyiei, v,y € R, a aplicagio Qpq(v) = x{+ ... + 2, — 25, — ... — a5, €

i=1
uma forma quadrdtica, cuja forma bilinear simétrica associada € B ,(v,u) =

P n
Yoy — Y, xyi. E mais, By, € ndo-degenerada.
i=1 i=p+1

ii) No item i), tomando p =n e ¢ = 0, obtemos que B, ¢ o produto interno usual

de R™, o qual € uma forma bilinear simétrica e nao-degenerada.

iii) Ainda em i), tomando p = 0 e ¢ = n, obtemos que By, € a aplicagdo produto
interno usual negativo, denotada e dada por —(v,u) = —T1y1 — ... — TpYn, @ qual

¢ uma forma bilinear simétrica e nao-degenerada.

i) SejaV = C". A aplica¢ao B : C"xC" — C dada por B((z1, ..., 2n), (W1, ..., w,)) =
21wy + .. 2wy, V2w, € C, 1 <0 < n € uma forma bilinear, simétrica e nao-

degenerada.

1.2 Algebra quociente

Seja A um conjunto nao-vazio e seja R uma relagao de equivaléncia sobre A. Deno-
tamos (a,b) € R por aRb. Dado a € A, o conjunto |a]g = {x € A | vRa} é chamado
de classe de equivaléncia de a € A. O conjunto de todas as classes de equivaléncia de
A pela relagao de equivaléncia R, denotado por A/R = {[a|g | a € A}, é chamado de

conjunto quociente.
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Dada uma F-algebra A, um subconjunto nao-vazio I C A é um ideal de A se para
quaisquer z,y € I e todo a € A, implicar que + —y €  ea -z, v -a € . Assim,
se R é a relagao sobre A x A definida por aRb < a — b € I, entao R é uma relagao
de equivaléncia. Sendo A € F e a,b € A, e munindo o conjunto quociente A/R das
operagoes [a]g + [b]r = [a + b]r, Aa]r = [Ma]gr € [a]r - [b]r = [a - b]r, as quais sdo bem
definidas, temos que A/R é uma F-dlgebra. O elemento neutro e a identidade de A/R
sao, nesta ordem, [04]r e [1a]r.

A TF-dlgebra acima é denominada dlgebra quociente de A por I (ou de A mdédulo
I), a qual denotamos por A/I e seus elementos por a + I, com a € A. Neste caso, a

projegao canodnica m: A — A/l é um homomorfismo.

1.3 Algebra Tensorial

Nesta secao veremos algumas nocoes de dlgebra tensorial, as quais serao necessarias
para o desenvolvimento deste trabalho.

Dados F-espacos vetoriais V,U e W, uma aplicacao bilinear de V-x U em W é
uma aplicagdo B : V x U — W que satisfaz B(v,u + Au/) = B(v,u) + AB(v,u') e

B(v+ Nv',u) = B(v,u) + NB(¥',u), Yo, € V, Vu,u' € U e YA\, XN € F.

Definicao 1.3.1. Sejam V', U espacos vetoriais sobre F. Um produto tensorial de V'

por U é um par (V ®p U, ®) que satisfaz as seguintes condigoes:

i) V ®p U é um F-espago vetorial e ® : V x U — V @ U é uma aplicagao bilinear

deVxUemV ®pU.

ii) Se {e; | i € I} é uma base para V e {f; | j € J} é uma base para U, entao

{e; ® f; |i€1,j € J} éuma base para V ®p U.
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Uma prova de que o produto tensorial é tinico, a menos de isomorfismo, é dada em

[13]. Para nao carregar a notacao, denotaremos V ®p U simplesmente por V ® U.

Proposicao 1.3.2. Sejam V', U e W F-espacos vetoriais. Sao isomorfos como espacos

vetoriais:
i) FoV =V.
i) VelU=UV.
i) (VeoU)eW=2Ve(UW).
w) (VelU)eW=VeoW)e (U W).

Demonstracao: Ver [13], pg. 62. -

Observacao 1.3.3. De acordo com a proposi¢cao 1.3.2, nao ha ambiguidade nos sequintes

produtos tensoriais: (V@ V)V 2V (Ve V)2VeVeV.

Definicao 1.3.4. Seja {V; | i € N} uma familia de F-espacos vetoriais. A soma direta

(externa) dos espagos vetoriais V;, denotada por € V;, é o espago vetorial formado por
ieN

todas as sequéncias (v;);en, v; € V;, para os quais existe um iy € N tal que v; = Oy,

para todo i > ig, com as operagoes (v;)ien + (U;)ieny = (Vi + U;)ien € AM(Vi)ien = (AV;)sen,

VA€ F, Vvi,ui S ‘/,L

Denotamos o elemento neutro de cada V;, simplesmente por 0.

Para cada i € N, a aplicagdo ¢; : V; = @ V; definida por ¢;(v;) = (v;),en, onde
ieN

0 ,sej#1
’Uj:

v; ,8€e ) =1

é uma transformacgao linear e injetora, a qual é denominada de inclusdo.



CAPITULO 1. PRELIMINARES 13

Seja V um F-espaco vetorial e definamos V&0 :=TF, V&l .= |V e V® .= V(- D}l
para cada natural ¢ > 2. Denotemos por T'(V') o espago vetorial Q% V®i . Podemos
ic
tornar o espago vetorial 7'(V') uma élgebra.
Dados a,b € T(V), existem k,¢ € N tais que a = (vg,v1,...,0%,0,...) e b =

(ug, u1, ..., up,0...), onde v; € V&' u; € V.

Defina uma aplicacao ® : T'(V) x T (V) — T'(V') por
a ® b := (voug, vous + vV1ug, VoUz + ViUy + Vo, . . ., Vg, 0, .. )

onde v; € V& u; € V& e vu; € VOIHD) ¢ tal que
(

VolUg, se t =7 =0

vouj, set=0ej#0
Vil =
ugvi, se i #0, e 7 =0

viQuj,sei#0ej#0

Para todos a,b,c € T(V) e A € F, valem as seguintes propriedades que tornam 7'(V)

uma [F-algebra:
i)a®@(b+c)=(a®b)+(a®c)e(a+b)@c=(a®@c)+ (b®c).
i) (a®b)®@c=a® (b® c).
iii) Existe 17 € T(V) tal que 17 ® a = a ® 17 = a, a saber 17 = (1,0,0,...).
i) Ma®b)=(Aa) ®b=a® (\b).
Defini¢ao 1.3.5. Chamamos a F-dlgebra T'(V') de dlgebra tensorial sobre V.

Fixado um ideal I C T(V), de acordo com a segunda segao, para todo A\ € F e

quaisquer a,b € T(V') temos as seguintes operagoes na algebra quociente T'(V')/I:
(a+D+b+1)=(a+b)+1I, Na+I)=MNa)+Te(a+1)-(b+I)=(a®b)+1,

em que Oy = Op 4 I é o elemento neutro e 1p,; = 1p + I ¢ a identidade de T'(V') /1.
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Exemplo 1.3.6. Se dimgV = 1, entao T(V) = R[X]. Basta definir a transformag¢aio

linear por (1,0,...) = lgixy € (0,€,0,...) — X.

Exemplo 1.3.7. Seja R(X,Y) a R-dlgebra dos polinémios nas indeterminadas ndo-
comutativas X eY . SedimpV =2, entao T(V) = R(X,Y). De fato: basta definir uma

transformagao linear por (1,0,...) = lgxy), (0,€1,0,...) = X e (0,e2,0,...) = Y.

1.4 A Algebra quociente V)

Ip
Nesta secao veremos que ao considerar um ideal particular da dlgebra tensorial de

V', obtemos algumas propriedades interessantes a respeito da algebra quociente.

Teorema 1.4.1. Seja V um F-espaco vetorial, munido de uma forma bilinear simétrica
e nao-degenerada B. Se Iz C T(V') € o ideal formado pelos elementos da forma Zk:lai ®
(v ®up +uy @y —2B(v,u)lr) ® b;, sendo a;, b, v1 = (0,0,0,...),u; = (07%0; .)€
T(V), v,u € V, k € N* e 17 a identidade de T(V), entdo eziste uma transformacao

linear v : V. — T(V)/Ip satisfazendo as sequintes condigoes:

i) Flgp/r, e v(V) sdo subespacos vetoriais distintos em T(V)/Ip, onde 1y, € a

identidade de T(V')/1p.
i) y(v) - y(u) +y(u) - 7(v) = 2B(v, u)lr/1,, Yo,u € V.
iii) A dlgebra T(V')/1p € gerada por v(V').

i) Se (A,.) € uma F-dlgebra e f : V. — A é uma transformacdo linear tal que
f(v) o f(u) + f(u)« f(v) = 2B(v,u)la, entao existe um unico homomorfismo

F:T(V)/Ig — A tal que foy=f.
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Demonstragao: Defina a aplicagdo v :=mo¢:V — T(V)/Ig, onde ¢ : V. — T (V) é

a inclusao e m: T'(V)) — T(V)/Ip é a projegao canoénica. Temos que y(v) = 7(t(v)) =

m(v1) =v1 + Ig,onde v € V ewvy = (0,v,0,...) € T(V).

i)

iii)

Segue da observacao 1.1.3 e do fato de y ser uma transformagao linear, pois essa é a
composicao de transformagoes lineares, que 1z, e v(V') sdo subespacos vetoriais
de T(V)/Ip. Ainda, todo elemento de Fly/;, é da forma (A,0,0,...) + Ip, j4 em

7(V'), todo elemento ¢é da forma (0,v,0,...) 4+ I, mostrando que Flp,r, # y(V).
Se v, u; € T(V), entdao (vy + Ip) - (ug + Ip) = (v ® u1) + Ip. Note que:

1
v QU = 5(1)1 ®uy —uy @vy + 2B(v,u)ly) + =(v1 @ up + ug ® vy — 2B(v,u)lr)

J

(b | —

~~

elp

Logo, vale que (v1 + I) - (u1 + Ip) = 2 (v1 @ wy — uy ® vy + 2B(v,u)ly) + Ip.

Na igualdade acima, trocando v; por u; e somando os resultados, obtemos a
relagao: (vy + Ip) - (w1 + Ig) + (w1 + Ip) - (v1 + Ig) = 2B(v,u)lr + Ig. Como

y(v) = v+ Ip e 1p + Ig = 171, segue que
V() - y(w) +v(u) - y(v) = 2B(v, u)lry,.

Dado a € T(V)/Ip, existe k € N tal que a = (ag,as,...,ax,0,...) + Ig, onde
a; € V¥ 0 < i < k. Temos que a = ((ap,0,...) + Ig) + ((0,a1,0,...) + Ig) +

4 ((-..,0,a,0...) + Ip) tal que (...,0,a;,0...) € V.

Para cada a; € V', existe z;,_j € F, j1,...,J; € J, para algum conjunto de

indices J, tais que a; = Yz, je;, @...® e, onde e;,,...,ej sdo elementos de
alguma base de V. Logo, temos que

(30,050 )+ Ip =Y @y ((0,€5,,0,..) + 1p) .. ((0,€5,,0,..) + In)

ev(V) ev(V)
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k
e, portanto, a = > (...,0,a;,0,...) + Iy € (y(V)). Portanto, T'(V')/Ip C (y(V))

i=0
e sendo a inclusao contraria ébvia, segue que T'(V') é a F-algebra gerada por (V).

Seja (A,.) uma F-dlgebra e seja f : V — A uma transformagao linear tal que
f)« f(u)+ fu)« f(v) = 2B(v,u)lys, Yo,u € V, sendo 14 a identidade de A.
Para cada i € N, definamos as aplicagoes f; : V& — A dadas por fo(\) = A,
filw) = f(v), filvi®...0v;) = f(vy) ... f(vi), VA € F, Yo, vq,...,0;, € V. B

facil ver que tais aplicagoes sao transformagoes lineares.

Agora, sendo a = (ag, a1, ..., a;,0,...) € T(V), onde k € N, definimos a seguinte

aplicagao ¢ : T(V) — A por
¢(CL) = fo(ao) + fl(Cll) + ...+ fk(ak)

Vamos mostrar que ¢ é um homomorfismo de dlgebras. Note que, ¢ é uma
transformacao linear, pois é uma soma de transformagoes lineares. Pela definicao,
o(17) = 14, restando mostrar que se a,b € T(V'), entao ¢p(a®@b) = ¢(a).¢(b). De
fato, observe que se (...,0,11®...®v;,0,...), (..., 0,1 ®...®u;,0,...) € T(V),
onde vq,...,v;,u,...,u; € Vei,jeN entdo fir;(11®@...0v) (w1 ®...u;)) =

f(Ul) ... f(l)z) . f(ul) ..... f(u]) = fi(vl ® e ® Ui) . fj(ul ® ey ®Uj)

Em seguida, tomemos a = (ag, a1, ..., ax,0,...),0 = (bo,b1,...,bn,0,...) € T(V).
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Temos que:

dla®b) = é(aghy, aghy + arbg, . .., ab; + ...+ abo, ..., agby,, 0, ...)
= folapby) + fi(apbs + arbo) + ...
+filaohi + ... 4+ aibo) + ... + frym(arby,)
= Jolao) - fo(bo) + fo+1(aobr) + frro(arbo) + ...
forilaobs) + ...+ firii(asbij) + ...+ firo(aibo)
+ ...+ frlar) « frn(bm)
= Jfolao) « (bo) + folao) « fi(b1) + fi(a1) « fo(bo) + ...
folao) « fi(hi) + .. + filaz) « fimj(bizj) + ... + fiai) « fo(bo)
+.o 4 felar) « fr(bim)
= (folao) + filar) + ... + filar)) « (folbo) + fr(br) + - fin(bm))
= ¢(a).o(b).

Note que ker ¢ :={v € T(V) | p(v) =04} C T(V) é um ideal.

E mais, sendo v; = (0,v,0,...,),u; = (0,u,0,...) € T(V), com v,u € V,

temos que ¢ (v @uy+u1@v1—2B(v, u)lr) = fl(”) < Si(w) + fi(u) . fl(v)l—2B(v, u)ly =

=f()f (w)+f(u).f(v)=2B(v,u)1a
04, logo, Ip C ker ¢. Logo, podemos definir a aplicagao f : T(V)/Igp — A por

fla+1Ip) = ¢(a), a € T(V), a qual se trata de um homomorfismo. De fato: f
estd bem definida pois se a + I, b+ Ig € T(V)/Ip sao tais que a + Ip = b+ I,
entdo a — b € Ig. Assim, ¢(a — b) = ¢(a) — ¢(b) = 0, ou seja, ¢(a) = ¢(b). Logo,

fla+1Ip) = f(b+Ip).
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Sea+Ig,b+IgeT(V)/Ige e, entao

flla+1Ip)-(b+1p)) = f((a®b)+Ip)

= ¢(a®b) = d(a).o(b)

= f(a+IB).f(b—|—IB),

flla+ 1)+ Ab+1g)) = f((a+Ab)+ Ip)

= ¢la+Ab) = ¢(a) + Ap(b)

= fla+Ip)+ Af(b+ Ip),

fQlryr,) = f(lr + Ig) = ¢(17) = 1a.

Agora, se v € V, (foy)(v) = f(v(v)) = f((0,v,0,...) + Ig) = ¢(0,v,0,...) =

f(w).

Resta provar a unicidade de ]7 Seja g : T(V)/Ip — A um homomorfismo tal

que goy = f. Dado v € V, temos que (go7)(v) = g(y(v)) = f(v) = f(7(v)).

Pelo item iii), segue que g = f.

Exemplo 1.4.2. De acordo com o item i) de 1.1.16, se B = By 1, entdo T'(V)/Ip,, =

R[X]/(X2+1) = C.



CAPITULO 2

Algebras de Clifford

Neste capitulo, introduziremos os elementos essenciais das dlgebras de Clifford para
a compreensao do restante do trabalho. As algebras de Clifford foram introduzidas
pelo matematico-filésofo William Kingdon Clifford em 1876, as quais generalizam o
conceito de nimeros complexos e quatérnios, possuindo aplicacoes na geometria e na
fisica. Para o desenvolvimento deste texto, focaremos apenas em algumas (das muitas)

propriedades da algebra de Clifford.

2.1 Introducao as algebras de Clifford

Nesta secao, veremos que dado um espaco vetorial V' munido de uma forma bilinear
simétrica e nao-degenerada B : V x V — [ é possivel associar, por meio de uma
transformacao linear, uma algebra, chamada algebra de Clifford. Apresentaremos trés
aplicacoes, sendo uma um automorfismo e as outras duas anti-automorfismos, onde uma
dessas aplicagoes decompoe toda algebra de Clifford como soma direta de sua parte par
com a parte impar. Apos, assumindo que a dimensao de V' € finita, poderemos descrever
uma base da algebra de Clifford, que nesse caso serd finita. Encerramos a sec¢ao, vendo
que o centro da algebra de Clifford depende da dimensao de V' e ilustramos toda a secao

com alguns exemplos.
Definicao 2.1.1. Seja F um corpo de caracteristica diferente de dois e seja V' um F-

19
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espaco vetorial, munido de uma forma bilinear simétrica e nao-degenerada B. Uma
dlgebra de Clifford universal associada a (V,B), denotada por C/(V,B), é um par
(CL(V, B), u) tal que CL(V, B) é uma F-dlgebrae p: V' — Cl(V, B) é uma transformacao

linear, satisfazendo as seguintes propriedades:

i) F1 e u(V') sdo subespagos vetoriais distintos em C¢(V, B), onde 1 ¢ a identidade

da élgebra C{(V, B).

i) p(v) - p(u) + p(u) - plv) = 2B(v,u)l, Yo,u € V. Chamamos essa identidade de

condi¢ao de Clifford.
ii1) CL(V, B) é a F-algebra gerada por pu(V).

i) Dada uma F-dlgebra (A, ®) e uma transformagao F-linear ¢ : V' — A tal que
d(v) ® P(u) + ¢(u) © ¢(v) = 2B(v,u)la, Yv,u € V, existe um tinico homomor-
fismo entre as dlgebras C4(V,B) e A que estende u, ou seja, existe um tnico

homomorfismo ¢ : Cl(V,B) — A tal que bou=dg.

Chamamos i) de propriedade universal e a aplicagdo ¢ de aplicacio de Clifford.
Caso ocorram apenas as condigoes 1), ii) e iii), chamamos o par (C4(V, B), u) de algebra
de Clifford. Em particular, a aplicacao p também é uma aplicacao de Clifford.

No que segue, B denota uma forma bilinear simétrica e nao-degenerada sobre o
F-espaco vetorial V', ) a forma quadratica associada a B, 8y é uma base ortogonal
de V em relagao a B, e 0 e 1 denotam os elementos neutro e identidade de C¢(V, B),

respectivamente.

Observacao 2.1.2. Do teorema 1.4.1 e da definicao 2.1.1, seque que a dlgebra quo-
ciente T(V')/Ip € uma dlgebra de Clifford universal de (V, B), onde Ig € o ideal gerado
pelos elementos da forma vy ® up + uy @ v — 2B(v,u)ly sendo vy = (0,v,0,...),u; =

(0,u,0,...) € T(V) e 17 € a identidade de T(V'). Logo, a definicao 2.1.1 faz sentido.
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Podemos ilustrar a propriedade universal com o seguinte diagrama:

% CU(V, B)

Observagao 2.1.3. Do item iii) da definigao 2.1.1 temos que, para todo a € CL(V, B),
existem Ao, Ay, € F e p(vr), ..., u(vg) € CUV, B) tais que a = N1 + Y Niy i, pt(v1) -

oo (vg), onde k € N* e iq,..., i € I, para algum conjunto de indices I.

Observacgao 2.1.4. A dlgebra de Clifford universal associada a (V, B) € tinica, a menos
de isomorfismo. De fato: se A e A’ sao dlgebras de Clifford universais associadas a
(V,B), com aplicagoes de Clifford p:V — A e ¢ : V. — A, respectivamente, entio da
propriedade universal, existem unicos homomorfismos i : A — A e 5 A — A tais
que [1op =i e ggou = ¢. Por substituicdo, seque que: ji 0 (&Fo W) = e go (Lo @) = o,
implicando que [i o 5 =1idy e 50 i = idy, uma vez que A e A’ sdo geradas como
F-dlgebras por u(V') e ¢p(V'), rescpectivamente. Logo, 1 é invertivel, garantindo que

i A" — A € um isomorfismo satisfazendo j1o ¢ = p. O diagrama abaizo ilustra o que

v\{‘ ﬂ

foi dito.
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De acordo com a observagao acima, a partir de agora, ao invés de uma algebra de
Clifford universal, diremos a algebra de Clifford universal.

Note que, se dimV = n, entao pela proposicao 1.1.14, existe uma base By =
{e1,...,e,} ortogonal em relacao a forma bilinear B de V. Da condigao de Clifford,

para 1 <1i,5 < n, obtemos as relagoes:

ples) - ples) = Qe)l, i =37 (2.1)  ple;) - plej) = —ple;) - ple), i #j (2.2)

Logo, considerando a base By de V, pela observagao 2.1.4 e usando (2.1) e (2.2),

segue que a algebra de Clifford é gerada por {u(e)™ - ... u(e,)™ | 41,0 = 0,1},

0 0

:= 1. Do principio multiplicativo, ha 2" elementos da forma

onde p(er)? - ... uley,)

p(er)*-. .. u(en)’™, implicando que a dimensao méxima da dlgebra de Clifford universal
é 2" — 2dimV.
Abaixo, segue um resultado que garante quando uma &algebra de Clifford possui a

propriedade universal.

Proposigao 2.1.5. Seja (A, 1) uma dlgebra de Clifford associada o (V, B) e dimV = n.

Se dimA = 2", entdo A € uma dlgebra de Clifford universal.

Demonstragao: Seja By = {e1,...,e,} uma base ortogonal em relacao a B de V' e
(A, 1) uma algebra de Clifford associada a (V, B) satisfazendo as condigoes 1), ii) e iii)
da definicao 2.1.1.

Considere o par (A’, ¢) tal que A’ é uma F-algebra e ¢ : V — A’ uma transformagao
linear tal que ¢(e;) - P(e;) + Plej) - dle;) = 2B(ej,e5)la, 1 <1 < j <, e,e; € By.
Defina a seguinte aplicacio ¢ : A — A’ por ¢(u(es,) - ... - ple)) = oley) ... - dley) e
5(1/1) = 1. Claramente, 5 ¢ um homomorfismo de algebras tal que go = o.

Portanto, (A, ) é uma élgebra de Clifford universal associada a (V, B).
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Como iremos trabalhar apenas com &lgebras de Clifford universais, omitiremos a

partir de agora, a palavra universal. Nos seguintes exemplos, usaremos alguns dos

exemplos de algebras vistos no exemplo 1.1.4 e de formas bilineares e quadraticas,

vistos no exemplo 1.1.16.

Exemplo 2.1.6. Seja V' um F-espago vetorial e () a forma quadrdtica associada a B.

i)

Sejam V' unidimensional, com base {e} e A uma F-dlgebra com base {14, z}.
Seja V. — A a transformagdo linear tal que p(e) = x. Claramente, o par
(A, 1) satisfaz os itens i), i) e iii) da definicio 2.1.1. Como dimA = 2!, pela
proposi¢ao 2.1.5, seque que (A, 1) € a dlgebra de Clifford associada a (V, B), sendo
2 = Q(e)la.

SeF =R e B = By, entao a dlgebra de Clifford é a R-dlgebra dos nimeros
complexos C, onde a aplicagao de Clifford é definida por u(e) = i satisfazendo

u(e)? = —1lc. Neste caso, denotamos a dlgebra de Clifford por Cly ;.

De maneira andloga, porém tomando B = By, seque que Cl1 oy = R®R, sendo
a aplicagao de Clifford dada por u(e) = (0,1) e satisfazendo u(e)? = (1,0) = lgar,

onde (a,b)(c,d) = (ac + bd, ad + bc).

Seja V' um F-espago vetorial com base ortogonal {eq,es} em rela¢ao a B e con-
sidere A uma F-dlgebra com base {14,x,y,z}. Definindo a transformagao linear
w:V— Aporpuler) = x e plex) =y, seque que (A, ) é a dlgebra de Clifford

associada o (V, B), em que 2* = Q(e1)1a, ¥* = Q(e2)la ez -y = —y - .
Considerando F = R e B = Bya, temos que Clyo = H, onde a aplicagcao de
Clifford € tal que p(er) =1 e u(es) = J, satisfazendo p(er)? = u(ez)* = —1y.

Nas mesmas condigoes, considerando B = By e B = By 1, temos que Cly g =

Cli1 = M(2,R) , onde M(2,R) é a R-dlgebra das matrizes de ordem 2 com
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entradas reais. De fato: sendo {1,x,y,xz-y} e{l’, 2", v/, 2"-y'} bases de Clyy e Cly 1
respectivamente, temos que um elemento de Cly o € da forma agl+az+asy+asz-y,

2 =9y? = 1. Jd um elemento de Cly, € da

onde ap,a1,as,a3 € R, tal que x

orma byl’ + bia’ + bhy' + bha' -y, onde by,by,ba,bs € R, sendo (2')? = 1 e
2 3

(v)> = —1. Agora basta ver que as transformacoes lineares Clag — Cli; e

Clyoy — M(2,R) definidas, respectivamente, por 1 — 1, x— ', y =y, v -y —

?yel=ED, = %, y—= 00, z-y— (5 3), sdo isomorfismos,

onde {(§9), (62), @ 8,(58)} ¢ wma base para M(2,R).

vi) Em C toda forma bilinear nao-degenerada € da forma descrita no item iv) do
exemplo 1.1.16. Denotando por Cl, a dlgebra de Clifford C{(C™, B), n € N*,
obtemos, de forma andloga a Cly, que Cl; = C @ C, onde C ® C € uma C-

dalgebra, obtida da mesma forma que R & R.

Em geral, utilizamos a notacao C¢,, para indicar a algebra de Clifford real associada
ao produto interno negativo.

Chamamos a atencao para trés situacoes que ocorrem aqui, mas que podem ser
encontradas de forma diferente em textos que tratam sobre algebra de Clifford, depen-

dendo da definicao escolhida.

1*) As R-dlgebras Cly3 e H @ H néo sao isomorfas, onde consideramos a operagao

(a,b)(c,d) := (ac — bd, ad + b¢), pois em H @ H nio vale a associatividade.

2%) Se () = 0, entao nao existe a algebra de Clifford C/(V,0), pois, nesse caso, a forma

bilinear associada a forma quadratica é degenerada.

3%) A primeira condigdo da definigao de algebra de Clifford, nos impede de definir

Céo,o por R.
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Neste texto, o conceito de involugao abordado é diferente do conceito dado em
algebra em geral. Uma involu¢do de um conjunto nao-vazio X é uma funcao f : X — X
tal que f o f = idx (ou seja f? = idx). Veremos em seguida trés aplicagoes, as quais

sao involugoes nao-triviais de algebras de Clifford.
Observagao 2.1.7. Se f é uma involucao, entao f € bijetora e f~' = f.

Proposigao 2.1.8. Seja CL(V, B) a dlgebra de Clifford associada a (V, B). Se a aplicagao
go : V. — CUV,B) € tal que go(v) = —u(v), Yv € V, entdo existe um tunico automor-

fismo g : CL(V,B) — CL(V, B) tal que ¢g*> =id e go u = go.

Demonstracao: Note que gy é uma aplicacao de Clifford, pois pela forma que foi
definida é uma transformacao linear, satisfazendo a condigao de Clifford, ou seja, go(v)-
90(u)-+0(1)-g0(v) = (—4a(0))-(—p(w))+(—p(w))-(~(v)) = 2B(v, u)1, Yo,u € V. Logo,
pelo item iv) da defini¢ao 2.1.1, existe um tnico homomorfismo g : C4(V, B) — C{(V, B)
tal que g o pu = go, isto &, g(u(v)) = —p(v) (1).

Dado a = X1 + > Niy ippt(vr) - ... - p(vg) € CLV,B), k € N*, segue de (1) que
g(a) = M1+(=1)F >SN, iopu(vr)-. . .- p(vg). Logo, decorre que g? = id e pela observagao
2.1.7, g é bijetora e portanto, g é um automorfismo e uma involucao.

|
Definigao 2.1.9. O automorfismo g da proposicao 2.1.8, denotado por g(a) = a, Va €

Cl(V, B), é chamado de involu¢ao graduada ou automorfismo canénico.

Segue direto da proposicao 2.1.8, que podemos decompor a dlgebra de Clifford em
subconjuntos que possuem elementos que sao invariantes sob a involucao graduada com
os elementos que trocam de sinal sob a agao desta, onde a intersegao desses subconjuntos

¢ formada apenas pelo elemento neutro.
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Proposigao 2.1.10. Seja C{(V, B) a dlgebra de Clifford associada ¢ (V, B). Se A° =
{a€eClV,B) |a=a} eA' ={a€ClV,B) | a= —a}, entio A’ é uma subdlgebra,

A um subespaco vetorial e CL(V, B) = A° @ A como subespagos vetoriais.

Demonstracao: Mostremos que A° ¢ subdlgebra. Como a involucao graduada ¢, em

particular, um homomorfismo, segue que 1 € A°. Se a,b € A e A € T, entao

L — o~

G+ N =a+ N=a+ ecAeca-b=a-b=a-be A

Analogamente, prova-se que A' é um subespaco vetorial. Claramente, C/(V, B) =
A+ At ese a € A’ N AL, entdo a = —a se, e somente se, a = 0, implicando que
Cl(V,B) =A@ Al.

|

Defini¢ao 2.1.11. Chamamos a subdlgebra A° de parte par e o subespaco vetorial A!
de parte impar da algebra de Clifford C/(V, B), denotadas por C{(V, B)° e C¢(V, B)!,

respectivamente.

Definigao 2.1.12. Seja (A,+) um grupo aditivo. Uma algebra A é A-graduada se

A = @ A;, onde A; é subespaco vetorial de A, tal que se z € A; e y € A;, entao
ieA

r-y € Aiqj,sendo i+ j €A

Observacao 2.1.13. Seque da definicao acima, que toda dlgebra de Clifford € Zio-

graduada.

Considere a aplicagao e : C{(V, B) x C{(V, B) — C{(V, B) definida por aeb :=b- a.
E claro que (CL(V,B),e) é uma F-dlgebra, a qual é denotada por C{(V, B)°P e que
Cl(V,B)°® e CL(V, B) sao conjuntos iguais.
Proposigao 2.1.14. Seja C{(V,B) a dlgebra de Clifford associada a (V,B). Se rq :

V' — CU(V, B) é tal que ro(v) = pu(v), Yu € V, entdo existe um tinico anti-automorfismo

r:ClV,B) — ClV,B) tal que r* =1id erop =ry.
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Demonstracgao: Claramente, rq é uma aplicacao de Clifford. Sendo assim, existe um
tnico homomorfismo r : C4(V, B) — CL(V, B)°P tal que r o u = rg, isto é, r(u(v)) =
p(v), Yo € V. Se a,b € Cl(V,B), entao r(a-b) = r(a) e r(b) = r(b) - r(a), ou seja,
r:ClV,B) — C{(V, B) é um anti-homomorfismo.

Por fim, dado a = Aol + > Ai, i p(v1) - ... pu(vg) € CUV, B), k € N*, temos que:
r(a) = Aol + > Ny ippt(vg) - ... - u(vy). Dal segue que r é uma involucédo e bijetora.

Portanto, » é uma involucao e um anti-automorfismo.

Definicao 2.1.15. Chamamos o anti-automorfismo r da proposicao 2.1.14, de reversao

ou anti-automorfismo principal e o denotamos por r(a) = a*, Va € CL(V, B).

J& vimos duas involugoes na algebra de Clifford, sendo uma um automorfismo e outra
um anti-automorfismo. Veremos que a composicao destas duas involucoes é comutativa

e descreve outra involugao.

Proposigao 2.1.16. Se C{(V,B) ¢ a dlgebra de Clifford associada a (V, B), entdo a

aplicagao (/3 o(.)*:CLV,B) — ClV,B) satisfaz (/3 o()*=(.)"o 6, ¢ uma involugao
e um anti-automorfismo.

Demonstragao: Se a = Aol + 3. Ay, i i(v1) - ... - p(vg) € CL(V, B), entio a* = a*,
pois p(v)* = p(v) = —p(v) = —(u(v)") = (=p())" = p(v)*. Como (.)o (.)* é uma
involugao, obtemos a bijetividade. Ainda, para cada a,b € C{(V, B) e todo A € F, temos

—_— X A~

que: (1)* =1, (a+Ab) = @+ )" = (@) +AD)* e (a-b)* = (a-b)* = (b)*- (@)
|

Definicao 2.1.17. Chamamos o anti-automorfismo da proposi¢ao 2.1.16 de conjugag¢ao

e o denotamos por a* = a, Va € CL(V, B).

Exemplo 2.1.18. Veremos nos itens abaixo que o anti-automorfismo conjugacao é uma

generalizacao do conceito de conjugacao dos niumeros complexos e quatérnios.
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i) Seja a dlgebra de Clifford Clyy = C. Se z = alc + bi € C, com a,b € R, entdo

Z=ZzZ=ualc—bi ez*==z.

ii) Considerando a dlgebra de Clifford Cl, o = R® R, temos que se (z,y) = x(1,0) +

—

y(0,1) e R®R, z,y € R, entao (z,y) = (z,y) = (z,—y) e (z,y)" = (z,y).

iii) Seja Clyo = H. Dado h = alg + bi + ¢j + dk € H, a,b,c,d € R, temos que se

k= ij, entio k =ij =1j = (=i)(—j) = ij = k, k* = (ij)* = j** = ji = —k
ek =k = —k. Logo, h = aﬂ—b?—c}—i—d%, h =alg+bi+cj —dk e

= h* = aly — bi — cj — dk.

=l

iv) Se x = al + bu(er) + cplex) + dules) + ep(er) - plez) + frler) - ples) + gules) -
p(es) + huler) - plea) - p(es) € Clog, entio
o = al+bu(er) +cplez) +dules) —epler) - plea) — fuler) - ples) — gulea) - ples) —
hi(er) - ples) - ples),

T

al —bu(er) — cp(ez) — dules) +epler) - plex) + fruler) - ples) + gu(ez) - p(es) —

huler) - plez) - ples) e

T = al —bu(er) —culez) — dules) —ep(er) - plez) — fuler) - ples) — gulez) - ples) +
hu(er) - plez) - p(es).

Observacao 2.1.19. Daqui em diante, trabalharemos apenas com dlgebras de Clifford

tais que a dimensao do espago vetorial V' € finita.

Vamos mostrar que se a dimensao do espaco vetorial V' ¢ finita, entao a dimensao
da algebra de Clifford sobre ele também ¢é finita. Para isso, falaremos sobre o produto
tensorial graduado e enunciaremos um lema.

Sejam A = A ® A! e B = B® @ B! F-algebras Z,-graduadas. O produto tensorial

(A ® B,®) munido da operacao definida por

(d@b)-(a®b):=(-1)"(d 4a)® (1 -5b),ondeac A e b€ B’ (2.1)
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é uma F-4lgebra Zy-graduada tal que A® B = (A® B)’® (A® B)!, sendo (A® B)? :=
(A’@ BYY @ (A @ B') e (A® B)! := (A’ ® B') & (A' ® BY).
O produto tensorial Zs-graduado de A por B, denotado por ARB, é o produto

tensorial de A por B munido da operagao (2.1).

Observagao 2.1.20. Da definicio acima, seque que se CL(Vy, By) e Cl(Va, By) sao

dlgebras de Clifford, entdao CL(Vy, By) ® Cl(Vy, By) € um produto tensorial Zo-graduado.

Lema 2.1.21. Seja V = V; & Vo um F-espaco vetorial de dimensdo finita e sejam

Q@ :V — F uma forma quadrdtica. Entao sao validas as sequintes afirmagoes:

i) Qi:=Q :V; = F éuma forma quadrdtica sobre V;, onde Q; € a forma quadrdtica

sobre V' restrita a V.

ii) Se B, By, By sdo as formas bilineares associadas a Q, Q1, Q2, respectivamente, e se
CUV,B), Cl(Vy, By) e Cl(Va, Bs) sdo dlgebras de Clifford, entao C(Vy @ Va, By +

By) e CU(Vi, By)®CL(Va, By) sdo isomorfas.

Demonstragao: i) Imediato.

it) Seja p : V. — C(V, B) uma aplicagao de Clifford e considere as restrigdes i :
Vi — CL(V1, By) e g : Vo — CU(Vy, By) que também sao aplicagoes de Clifford.
Defina a seguinte aplicacao T : V; @& Vo — Cl(V4, Bl)@)Cf(Vg, By) por T'(vy +vy) =

w1 (v1) @ 11 + 1o ® po(vy), onde v; € V; e 1; é a identidade de CU(V;, B;).

Dado v = v; + vy € V, é facil ver que T' é uma transformagcao linear tal que

T(w)?=Tw) - T(v) = p(v1)’ @11+ 1y ® po(vs)?
= Q1(n)1; ® 13+ 1; ® Q2(v2)1,
= (Q1(v1) + Q2(12))1; ® 15

= Q(v1 +12)(1; ® 1),
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onde 1; ® 15 é a identidade do produto tensorial graduado C¢(V3, BQ@C@(VQ, By).

Logo, T : V. — CU(Vy, B)®CL(Va, By) é uma aplicacao de Clifford. Pela pro-
priedade universal, existe um tnico homomorfismo T : CL(V, B) — CL(Vi, By)&CL(Va, Bs)

tal que To p="T,sendo pu:V — Cl(V,B) uma aplicagao de Clifford.

Afirmamos que T é um isomorfismo. De fato, sejam r e s as dimensoes de
V1 e Vi, nesta ordem, e {ej,..., e, €],...,e.} uma base(ortogonal) de V. Sendo
{it,...,igy C{1,...;r} e {j1,.. g C{l,...;s},com 1 <k <rel </¢<s,

temos que:

T1)=1,®1,,
T(pey) .- pleq,)) = (palen) @ 12) ... (pales,) @ 12) = (pley) .- pley,)) @ 1a,

(€)oo pleh)) = (L@ a(eh)) - (L@ pale,)) = L@ (u(ely) .- (€l )

T(u(en)-. - plen)-1(€)) - u(€})) = (uren) - - p(eq)) @ (alel, ). -pia(e,))

Portanto, T leva base em base.

Teorema 2.1.22. Se By = {e1,...,e,} € finita, entao a dlgebra de Clifford C{(V, B)

¢ tal que:
i) A aplicag¢ao de Clifford p 'V — CU(V, B) € injetora.
i) dimCL(V, B) = 2",

iii) {pley) . ..oople) | IT=Hir, ...,y C{1,...,n}, 1 <iy <...<ix <n,keN}

¢ uma base para CL(V, B), onde p(e;,) = p(ey) := 1.

w) dimCl(V, B)? = dimC{(V, B)! = 21,
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Demonstracao: Sejam C/(V,B) a algebra de Clifford e pp : V. — C{(V,B) uma

aplicacao de Clifford correspondente.

1)

iii)

)

A contra-positiva da defini¢ao 1.1.11 é dada por: se v € V é tal que B(v,u) = 0,
para todo u € V, entdo v = Oy. Tome v € kerp e veja que: 2B(v,u)l =

w(v) - p(u) + p(u) - p(v) = 0. Logo, B(v,u) =0, Yu € V, isto é, v = 0.

Denotando por V;, o subespaco gerado por ¢; € By, 1 < i < n, temos que
V = élVi, onde V; é unidimensional. Pelo item i) do lema 2.1.21 segue que,
Q; : V;—> F é uma forma quadrédtica em V;. Ainda, y; : V; — Cl(V;, B;) é uma
aplicacao de Clifford, sendo p; a restricao da aplicacao de Clifford g em V;. Usando
o item ii) do mesmo lema, temos que C{(V, B) = C{(V}, B)® ...® C{(V,, B,).
Logo, dimC{(V, B) = HnldimCE(V;, B;) (1). Mas V; é unidimensional e conforme

)

o item i) do exemplo 2.1.6 podemos concluir que dimC/(V;, B;) = 2.

Portanto, de (1), segue que dimCl(V, B) = 2.

Note que, o conjunto dado no enunciado do item iii) gera a algebra de Clifford.
E cada elemento desse conjunto é obtido determinando um subconjunto I C
{1,...,n}. Logo, pelo principio da contagem, o conjunto possui 2" elementos e

por i), segue o resultado.

Veja que, determinar a dimensao de C/(V,B)® e de C{(V, B)' é equivalente a
determinar o niimero de subconjuntos I C {1,...,n} com nimero par e impar de
elementos, os quais denotamos por p e 7, respectivamente. Logo, dimCl(V, B)" = p
e dimC/(V)! = i. Da combinatéria, temos que p = i e, por outro lado, p+i = 27,

donde segue que p =i = 2771, n

Pela definigao 2.1.1, observacao 1.1.3 e do teorema 2.1.22, segue que F e V sao

subespagos distintos em C¢(V, B). A partir de agora, escrevemos a condicao de Clifford
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por: v-u+u-v=2B(v,u), Vv,u € V e denotaremos a base de C/(V, B) simplesmente
por {e;:=e; -...-e;, | I ={ir,....i5x} C{l,...,n},1 <k <n}, ondee; € By.
O centro da élgebra de Clifford C¢(V, B), denotado por Z(C¢(V, B)), é o conjunto

de todos os elementos a € CL(V, B) tais que a-b=0b- a, para todo b € C{(V, B).

Proposicao 2.1.23. Sejam CU(V,B) a dlgebra de Clifford associada a (V,B). Sdo

vdlidas as afirmacoes:
i) Se dimgV =n € par, entao Z(CL(V,B)) =F.

ii) Se dimgV = n € impar, entao Z(CLV,B)) = F & V", sendo V" o subespago

gerado por ey - ...-e,, onde e, ..., e, € By.

Demonstracao: Ver [18], pg. 13. n

Exemplo 2.1.24. Abaizo seque a confirmacdo de que vale a comutatividade em C e a

nao-comutatividade em H.

i) Sendo a dlgebra de Clifford Cly; = C = R @ Ri com dimensdo 2, temos que

Z(C) =R @ Ri =C, pois dimgV =1 € impar. Mais ainda, C° =R e C' = Ri.

ii) Seja Clig 2 R @R de dimensdio 2. Temos que ZR®R) =ROR, (RO R)° =

Ra& {0} e ReR) = {0} ®R. O mesmo vale para Cl; = C ¢ C.

iwi) Como Clyy = H e dimgH = 4 (dimgpV = 2 € par), seque que Z(H) = R, H° =

R @Rk ¢ H' = Ri @ Rj.

2.2 O Grupo de Clifford

Particularizamos nosso estudo para as algebras de Clifford reais, onde focaremos no

estudo dos nimeros de Clifford, que sao os elementos do espaco paravetorial R ®R" da
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algebra de Clifford C{y,. Dessa forma, definiremos o grupo de Clifford como sendo o
grupo obtido por produtos finitos de niimeros de Clifford, o qual é subgrupo formado por
elementos invertiveis da algebra de Clifford. Daremos duas caracterizacoes para o grupo
de Clifford. Para isto, relembraremos alguns conceitos, tais como: grupo ortogonal e
especial ortogonal, reflexao e agao; e também, um teorema que relaciona transformagoes
ortogonais com reflexdes. Encerramos com algumas propriedades do grupo de Clifford.
Daremos exemplos no decorrer da secao.

Denotamos a dlgebra de Clifford associada a (R™, —(.,.)), ou seja, Cly,, simples-
mente por C,, onde —(.,.) é o produto interno negativo e denotaremos a operac¢ao mul-
tiplicacao pela justaposicao. Logo, v1va+vov; = —2(v1, v2) € —||v]|? = v%, Yoy, v9,v € V.
Estaremos sempre considerando {ey,...,e,} uma base ortogonal de R" em relagao a
—(,yefer=ey...ep | I={ir,...,igy C{L,....n}, 1<y <...<ip <1, ke N}

uma base da algebra de Clifford C,.

Definicao 2.2.1. Um numero de Clifford é um elemento da forma xy + v € C,, onde
xo E Rev =uxz1614+ ...+ 256, € R". O conjunto R & R" de todos os nimeros de

Clifford, denotado por W, é chamado de espaco paravetorial.

Um elemento a € C,, é invertivel se existir b € C,, tal que ab = ba = 1. Nesse caso,
b é tnico, serd denotado por a~! e chamado de inverso de a. O grupo de todos os
elementos invertiveis de C,, ¢ denotado por U(C,,).

Considerando a aplicacdo N : C, x C, — C, definida por N'(a,b) = 3(ab + ba),
podemos obter outra aplicagdo N : C,, — C, definida por N(a) := N'(a,a), a qual é
denominada aplicacdo norma. Se N’ é restrita a W x W, entao N’ é uma forma bilinear
simétrica, sendo N(w) := N'(w,w) uma norma. Com efeito: se w = xy +v € W, onde
r9 € Rewv € R entao ww = ww = (zg + v)(zg —v) = 22 + ||v||*> = N(w), pois

xo pertence ao centro de C, e v = —||v[|. Da relagio ww = ww = N(w) segue o
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afirmado. Logo, (W, N) é um espa¢o normado, permitindo usar a notacao ||wl||* =

N(w) e (w,u) := N'(w,u), Vw,u € W.

Proposigao 2.2.2. Um elemento w € W C C, ¢ invertivel se, e somente se, w # 0,

sendo w! = () w.
[lwl]

Demonstracio: E imediato da igualdade ww = ww = ||w|?. -

Motivados pela proposicao acima, consideramos o subconjunto do grupo dos elemen-
tos invertiveis de C, formado por produtos finitos de elementos nao-nulos de W. Na

verdade, tal subconjunto é um subgrupo de U(C,,), conforme nosso préximo resultado.

Proposicao 2.2.3. Considere a dlgebra de Clifford C,,. Se X denota o sequinte conjunto

{wy - ccw | Jwi|| #0, 1 <i <k, wye W}, entdo X C U(C,,) € um subgrupo.

Demonstracao: Claramente, 1 € X e fechado em relacao a operacao induzida. Se

-1

wy ... wp € X, entdo (wy ... cwp) P =w L wpt € X pois ||w;1||:||TliH7£O'

Definicao 2.2.4. O subgrupo X da proposigao 2.2.3, denotado por I',,, é chamado de

grupo de Clifford da algebra de Clifford C,,, ou seja,
Io={acU(C,) |a=wy-...-wg, |Jw] #0, 1 <i<Ek}.

Exemplo 2.2.5. Vejamos alguns grupos de Clifford, onde X* denota a dlgebra X sem

o elemento nulo.

i) Considerando C; = C, onde identificamos V' com Ri, temos que W = R®R: = C.

Logo, a aplicagdo norma € a norma usual dos nimeros complexos e Iy = C*.

ii) Sendo Co = H e identificando V' com Ri @ Ry, entdo I = H*.
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iii) Sen > 2, entdo I, # C):. Tome 1+e1ese3 € C,, € veja que (1+-e1e0e3)(l—ereqes) =
0. Logo, 1 + ejeqes € divisor proprio do zero em C,, ou seja, 1 + ejesez nao €

invertivel e portanto I, C C;.
Observagao 2.2.6. O item i) do exemplo acima serd provado mais adiante.

Nosso objetivo agora é apresentar outra caracterizacao para o grupo de Clifford.
Para isso, introduziremos alguns conceitos sobre transformagoes ortogonais, reflexoes
e rotacoes. Em seguida, apresentaremos um certo grupo, onde obteremos a aplicagao
representacao adjunta torcida, permitindo estabelecer a igualdade entre esse novo grupo
e o grupo de Clifford.

No que segue, consideramos V' um F-espaco vetorial, munido de uma forma bilinear

simétrica B.

Defini¢ao 2.2.7. Uma transformacao ortogonal de (V, B) é uma transformagao linear
bijetora f : V — V satisfazendo B(f(v), f(u)) = B(v,u), Yv,u € V. Nesse caso,

dizemos que f preserva a forma bilinear B.

O conjunto das transformagoes ortogonais de (V, B), denotado por Oy (B), é um

grupo com respeito a composigao de fungoes, denominado grupo ortogonal de (V, B).

Proposicao 2.2.8. Seja B uma base de V. Se f : V — V é uma transformacao linear,
entao f € Oy(B) se, e somente se, [f]s[Bls[fls = [Bls, onde [f]s e [Bls denotam a
matriz da transformagao linear f e da forma bilinear B, respectivamente, em relag¢do a

base B.

Demonstracio: Dada uma base B de V, da &lgebra linear, temos que se v,u €
V, entio B(f(v), f(w) = [f(0)lls[Blalf ()]s, sendo [f()]n = [falols e [f(w)s =
[flluls. Logo, seguem as relagdes B(f(v), £ (u) = [v]a[fls[Bla[flalula (1) e B(v,u) =
(o) [Blluls (2).

Portanto, pela arbitrariedade de v e u, e de (1) e (2), segue o desejado.
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[
Coroléario 2.2.9. Se f é uma transformagao ortogonal, entao det[f]y = 1.
Demonstragao: Imediato das proposigoes 1.1.15 e 2.2.8, e da igualdade det[f]% =
det[f]ss- -

Definigao 2.2.10. Uma transformagao ortogonal f € Oy (B) é chamada de reflexao se

det[f]s = 1, e de rotagdo se det[f]s = —1, onde B é uma base de V.

O subconjunto do grupo ortogonal, formado por todas as rotagoes, denotado por
SOy (B), é um subgrupo, denominado de grupo especial ortogonal de (V, B).

Para o nosso caso, denotaremos o conjunto de todas as transformagoes ortogonais de
(W, (.,.)) por O(n,R). Também denotamos o grupo especial ortogonal por SO(n,R).

Defina o seguinte conjunto Y := {a € U(C,) | awa™! € W,Yw € W} e vejamos que
tal conjunto é um subgrupo. De fato: claramente, 1 € Y. Se a € Y, entao a aplicagao
pa : W — W dada por p,(w) = awa! estd bem definida. Note que, pgp = pa © pp €
que p, ¢ uma transformacao linear bijetora, pois como p, € injetora, pelo teorema do

niicleo-imagem, segue a sobrejetividade. Logo, p;t = p,-1, isto é, a™! € Y.

Defini¢ao 2.2.11. Chamamos a aplica¢do p : Y — GL(W) definida p(a) := p, : W —
W tal que p,(w) = awa™!, de representagdio adjunta torcida, onde GL(W) é o grupo

das transformacoes lineares bijetoras em W.

Proposicao 2.2.12. Considere a dlgebra de Clifford C,, p : Y — GL(W) a repre-
sentacao adjunta torcida e N : C, — C,, a aplicacao norma. Sao verdadeiras as sequintes

afirmacoes:
i) ker p = R*.

ii) Sea €Y, entio N(a) € R*.
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i) A aplicagao norma restrita Ny : Y — R é um homomorfismo.

i) A aplicagdo adjunta torcida preserva o produto interno em W.

Demonstragao:

i) Se a € ker p, entao p, = idy, ou seja, awa !

= w, Yw € W. Suponhamos, por
absurdo, que a = > arer ¢ R, onde {e; | I C {1,...,n}} é uma base de C,.
Claramente, a # 0, caso contréario, tomando w = 1 terfamos 1 = 0, contrariando

1

a observacao 1.1.2. Note que, awa ' = w < aw = wa < ere; = e;ér, onde ¢; é

um elemento da base de V', sendo 1 < i < n. Temos trés possibilidades:

(Caso 1) Se I =0, entdo e; = 1 e nao ha o que fazer.

(Caso 2) Se 4] = n, entao eje; = (—1)"'ejer, mas e;é; = (—1)"e;er. Logo,
ere; # €;er.

Caso 3) Se 1 < #] = k < n, entdo existe i € I tal que eje; = (—1)¥Le;er, mas
( , q :

eiér = (_1)k€z‘€1' Logo, ere; # eiéy.
Portanto, como a # 0 e pelos casos acima, segue que a € R*, isto é, ker p = R*.
ii) Se a € Y, entao awa=t € W, Vw € W. Temos que, w* = w, em particular

(awa™)* = awa™'. Dai segue que (@) 'wa* = awa ' = (@a)w(@a)™* = w. Pelo

item i) segue que aa € ker p = R*. Logo, aa = aa € R*, ou seja, N(a) € R*.
iii) Se a,b € Y, entdo N(ab) = abab = abba D qabb = N(a)N(b).

w) Sea €Y eww €W, entao (p,(w), po(w')) = awatawat + aw'a " awa=! =

it (awwa + aw'w @) = gl (afw, w)a) = (w,w'), pois aa = N(a).

Com o objetivo de provar que Y = [}, vamos enunciar um resultado conhecido

como teorema de Cartan-Dieudonné, cuja demonstragao sera omitida, porém pode ser
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encontrada em [2], pg. 23. Apds, apresentaremos algumas consequéncias do grupo Y

em relacao a representacao adjunta torcida. Particularmente se u € W é tal que u # 0,

denominamos a aplicagao s, : W — W definida por s,(w) = w — 2|<|Z’|’|Z>u, de reflexao

sobre o hiperplano ortogonal a u (ou simplesmente reflezdo). Usaremos um fato aqui,

que sera mostrado no capitulo 3, que é de s, ser uma involucao e uma reflexao.

Teorema 2.2.13 (Cartan-Dieudonné). Seja V' um espago vetorial de dimensao finita
n, munido de uma forma bilinear simétrica B. Se f :V — V é uma transformacao
ortogonal, entao existem, no mdzrimo, n reflexoes da forma s,, tais que f = s,,0...08,,,
onde 1 < k <n, sendo s,,(v) =v — %vi e Q(v;) = B(v;,v;) # 0.
Proposicao 2.2.14. Se p: Y — GL(W) € a representagdo adjunta torcida, entdo sao
verdadeiras as afirmagoes:

i) pa € SO(n,R).

ii) Toda rota¢ao em SO(n,R) é da forma p, e Y = I},.

Demonstragao:

i) Se w € W é tal que u # 0, isto é, ||u|| # 0, entdo considere a reflexdo s,.

Mostremos que p, = s, o s;. Com efeito: dado w € W, temos que s,(s1(w)) =

Sy(—W) = —w — 2<”_uﬁ§u>u = —w+ (W u+ww)(w)™! =vwwa!, pois w = u. Logo,

Pu = Sy © 1, mostrando que p, € SO(n,R). Mais ainda, sendo cada reflexao uma

1 1 -1 _

involucao, segue que 5108, = 57 08, = (s, 08,) L = p;t = py-1.

ii) Se f € SO(n,R) é uma rotagao, entao, pelo teorema de Cartan-Dieudonné, existe
um numero par de reflexdes sy, . . ., Sy, tais que f = $,,0...08,,, com ||Jw;|| # 0.
Como s,, é uma involugao e p um homomorfismo, segue que f = (s,, 0$1) 0 (s10

Swy) © .0 (810 8u,) = Puy © .0 Py = Puwr.wy = Par cOm a € Y. Logo,
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Pa(wy..wy)-t = idw e de acordo com o item i) da proposicao 2.2.12, implica que
a(wy ...w,)™t =X € R*. Logo, a = Awy...w, = Uy ..U, para u; = Aw; # 0
e u; = w; # 0, para 2 <14 < k. Portanto, [ju;|| # 0, 1 < 7 < k, mostrando que

a=1uy...u; € I, ouseja, Y C I,.

Reciprocamente, se a € [, entao existem wuq...ux € W tais que a = uq ... ug
com ||u;|| # 0. Para cada w € W, vale que wu; + u;w = 2(w, u;) e multiplicando
a direita essa igualdade por u;, segue que u;wu; = 2{w,u;)u; — ||lug|[*w € W.
Substituindo w por w e usando o fato de que w* = w, obtemos wwu; € W. Logo,

repetindo esse processo, iniciando com wy até uy, obtemos: uy ... ugwuy ... uj =

awa* = awN%a)/d_l EW =awateW,istoé, a€Y.

Decorre da proposigao 2.2.14 que podemos definir ||al|* = N(a), V € I, pois se
a=wy...wy €I}, entdo N(a) = N(w;)...N(wy) = ||wi]]?...[Jwe||* > 0. Logo, os

ftens ii) e iii) de 2.2.12 podem ser reescritos por aa = aa = |lal|* e |lab|| = |al/|?]|,

1
llall

Va,b € I',. Ainda, se a € I',, entdo ™' = —5a.

A proposigao abaixo esclarece o item ii) de 2.2.5 e apresenta algumas propriedades
do grupo de Clifford.

Proposicao 2.2.15. Sao verdadeiras as afirmacgoes abaizo:

i) Sea,be {weW | |w| <1} sio tais que a,b#0 e ab # 1, entdo k := 1+ab # 0
e € o produto de dois elementos nao-nulos de W, isto é, k € I,. Mais ainda, se
q = mk, entio q € I, |lg|l = 1 e a aplicagdo w — quwg* € SO(n,R) é uma
rotacao em W.

i) Iy = H*.

iit) Se a € I, entdo a,a*,a € I,.
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iv)

Se a,b €T, entio ab™t € W se, e somente se, a*b € W.

Demonstragao:

i)

iii)

Sejam a,b € {w € W | ||w|| < 1} tais que a,b # 0 e ab # 1. Claramente, a,b € I,

e 1+ ab # 0, caso contrdrio, terfamos a = —b~! implicando que ||a|| = ﬁ > 1.

Temos que, 1 + ab = a(a™? +3) # 0 é o produto de dois elementos nao-

nulos de W, isto é, 1 + ab € I,. Fazendo k := 1+ ab € W e q = =k, entao

Hk’H

kH = kT =

qe,elql? = =1=|¢|| = 1. Logo, a aplicagao

w— quq ' = quq¢* = qug* = p, é uma rotagao em W, ou seja, p, € SO(n,R).

qul2

Basta usar a segunda caracterizagao do grupo de Clifford, ou seja, se a € H*,

entao awa~! = ||alH2awa* eW =R&®dRi® Ry, para todo w € W.

Basta usar a primeira caracterizacao do grupo de Clifford, isto é, dado a € I,

existem wy, ..., wx € W, com w; # 0, tais que a = wy ... w,. Segue o resultado

A~

do fato de que a* = wy ... wy, @ = Wy ... Wy, pois ||w;]| = |Jwi]|, e @ = a*.

Se b € I',, entdao bwb~! = Hb1||2 € W = bwb* € W. Como b* € I,, analoga-
mente, segue que b*wb € W. Logo, ab™! € W & (ab™1)* = (b*)la* € W &

b((0")La b e W < a*b e W.



CapiTULO 3

Transformacoes de Mobius e

Matrizes de Vahlen

Neste capitulo, definiremos as transformagoes de Mobius em varias dimensoes. Para
isso, nos referimos a [1], [2] e [22]. Alhfors, em [1], observa que a maneira mais natural
para tratar das transformacoes de Mobius em varias dimensoes é através dos nimeros
de Clifford do espaco paravetorial W, vistos no capitulo 2. Definiremos as aplicacoes
inversao e reflexdo de acordo com Beardon, em [2], porém com o foco de Alhfors, ou
seja, usando numeros de Clifford. Apds, definiremos as transformagoes de Mobius como
sendo composicoes finitas dessas duas aplicacoes, formando o grupo geral de Mdobius.
Definiremos também as matrizes de Vahlen, que sao matrizes invertiveis com entradas
na algebra de Clifford C,, satisfazendo certas condic¢oes, as quais formam um grupo.
Em seguida, faremos alguns comentdrios do trabalho feito por Waterman, em [22],
que mostra uma relacao intrinseca entre as matrizes de Vahlen e as transformacoes
de Mobius. Por fim, definiremos as translagoes de Mobius, que sao transformacoes de
Mobius que preservam o disco unitario de W e veremos uma decomposicao para o grupo

das transformacoes de Mobius que preservam o disco unitario de W.

41
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3.1 Transformacao de Mobius

Vamos introduzir duas aplicagdes (inversao e reflexao), as quais caracterizam as
transformacoes de Mobius. No que segue, consideramos o espago paravetorial W da
algebra de Clifford C,. Seja oo um ponto tal que co ¢ W. Denotamos por W o
conjunto W U {oo} e denominamos oo de ponto ideal.

Dados a € W e r > 0, uma hiperesfera de centro em a e raio r é o conjunto

S(a,r) ={weW | |[|w—al =1}

Definigao 3.1.1. A inversao em relagao a S(a,r) é a aplicacao ¢ : W — W definida

por:

a+ﬁ(w—a) ,se we W\ {a}

o(w) = a , Se w = 00

%9 , sew =a

Para o caso n = 2. temos a seguinte internretacio geométrica da definicao 3.1.1.

lw—al <r [|lw—al =7r |lw—al >r

Figura 3.1.1. Inversao em relac¢ao a S(a,r) para n = 2

De acordo com a figura acima, é facil ver que vale a seguinte:

Proposigao 3.1.2. Se ¢ : W — W ¢é uma inversio em relagao a S(a,r), entdo sao

verdadeiras as sequintes afirmacoes:
i) ¢ € uma involugado.

ii) o(w) =w se, e somente se, w € S(a,r).
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Demonstragao:

i) Claramente, ¢*(a) = ¢(¢(a)) = ¢(00) = a e ¢*(00) = §(¢(o0)) = ¢(a) = oo (1).
Se w € W\ {a}, entdo ¢*(w) = $($(w)) = a + e (d(w) —a) (2).

De ¢(w) — a = —=—(w — a), obtemos ||p(w) — a| = |L Logo, subtituindo

[w—al? [w—all*
essas igualdades em (2), concluimos que:

lw —all?

2 ( i (w—a)):a+(w—a):w.

lw = all?

¢(w) = a+ —

ii) (<=) Imediato.

(=) Seja w € W tal que ¢(w) = w. Pela definigdo de inversao, é claro que

w # a e w # co. Desenvolvendo, segue que:

7,2

a+—(w—a):w<:>(1
lw — alf?

2

r 2

)(a—w):():>1 = 0.

lw = all? lw = all?

Logo =1=||lw—a|?*=r*=|jw—al| =r,isto é w e S(a,r). -

_rr
7 [lw—all®

Sejam a € W\{0} et € R. Um hiperplano em W, denotado por P(a,t), é o conjunto

{weW | (w,a) =t}U{oco}. Casot =0, chamamos o hiperplano P(a,0) de hiperplano

ortogonal a a, denotado por a*.

Defini¢ao 3.1.3. Uma reflexdo em relagao a P(a,t) é uma aplicagao ¢ : W — W tal

que ¢(00) = 00 e p(w) = w + Aa, onde X € R é tal que 5(w + ¢(w)) € P(a,t).

O fato do ponto médio de w e p(w) pertencer ao hiperplano, torna possivel escrever

p(w) exclusivamente em termos de a e t. De fato, temos que:

1

Jetw)+u) € Plat) o (Hotw) +uha) =t

& 2(w,a) + Ma,a) =2t

ato 2t —2(w,a)
z e R
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Logo, p(w) = w — 2 <<“|’|’aaﬁ;t> a e p(00) = oo. Portanto, podemmos dizer que ¢ é a

reflexdo em relacao a P(a,t).

As figuras abaixo ilustram as defini¢oes dadas acima:

Figura 3.1.3. Para o caso n = 2, temos os hiperplanos P((2,1),0) e P((2,1),2).

Oy

Figura 3.1.4. Reflexao de w em relacao a P((2,1),0).

A figura 3.1.4 motiva a seguinte:

—_

Proposicao 3.1.4. Se ¢ : W — W ¢ a reflexao em relagao a P(a,t), entdo sao

verdadeiras as sequintes afirmacoes:
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i) @ € uma involugdo.
i) p(w) = w se, e somente se, w € P(a,t).
iii) Set =0, entdo ¢ € uma reflexdo.
Demonstragao:

i) Claramente, p?(00) = ¢(p(0)) = ¢(o0) = oo (1).

Sew € W, entdo ¢*(w) = p(p(w)) = p(w)—2 (%) a. Note que, (p(w),a) =

(w,a)—2 (%) w = (w,a)—2{w,a)+2t = 2t — (w, a). Logo, (p(w),a)—t =

=llal?

t — {w, a) e substituindo, temos que ©?(w) = w — 2(<“|’|’aalf{t)a - 2(t_|‘f;ﬁ’2“>)a =w (2).

Logo, de (1) e (2), segue o desejado.

it) (=) Seja wy € P(a,t). Se w, € W, entao (wg,a) = t. Logo, ¢(wy) = wy. Se
wy = 00, p(wy) = ¢(00) = 0o = wy.

(<) Por definigao, ¢(c0) = 00 e 0o € P(a,t). Se w # 0o, entao w — 2<“|’|’:|f2_ta =

<w7a>7t
llall®

w = a = 0. Como a # 0, obtemos que (w,a) =t e, portanto, w € P(a,t).

i11) Suponhamos que ¢ : W — W seja uma reflexdo em relacdo a P(a,0), isto é,

o(w) =w— Hw.a) ; para todo w € W. Devemos mostrar que v € O(n,R). E facil

[ER
ver que ¢ é uma transformacao linear que preserva o produto interno e é bijetora

por i). Suponhamos que {1, e} seja uma base de W. Assim, dado a = z+ye € W,

2

x,y € R, temos que p(1) = (1 — %) —”za%e ep(e) = —ﬁ%—l— <1 — QLIZe). Logo,

llal

o determinante de ¢ em relacao a base {1,e} é igual a —1. Por indugao sobre a

dimensao de W segue o caso geral.
[

No que segue, ¢ denota a inversdo em relacao a S(a,r) e ¢ a reflexdo em relagao a

P(a,t).
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Definicao 3.1.5. Uma transformac¢ao de Mobius em W é uma aplicagao obtida pela

composi¢ao de um niimero finito de reflexdes e/ou inversoes.

Proposicao 3.1.6. O conjunto {f : W W | f € uma transformagao de Mébius} é

um grupo com respeito a composicao de funcoes.

Demonstracao: Claramente, o conjunto de todas as transformacoes de Mobius é
fechada para a composicao de fungoes. Das proposicoes 3.1.2 e 3.1.4 segue que a inversa
de uma transformacao de Mobius também goza da mesma propriedade. Por fim, as

aplicacoes identidade, reflexao e inversao sao também transformacoes de Mobius. -

Definicao 3.1.7. O grupo das transformagoes de Mobius em W, denotado por GM (W),

¢ chamado de grupo geral de Mobius em w.
Exemplo 3.1.8. As sequintes aplicagcoes sao transformagcoes de Mobius:

i) A aplicagio w — w + a, a € W estd em QM(W), pois € a composicao da
- - llal? - P
reflexao em P(a,0) com a reflexao em P (a, T) Denominamos tal aplicagao

de translacao.

i1) A aplicagdo w — kw, k > 0 estd em QM(/W), pois € a composicao da inversao em

S(0,1), com a inversio em S(0,vk). Denominamos tal aplicacdo de dilatagdo.

iii) Do capitulo 2, se a € I, € tal que ||a]| = 1, entdo toda rotag¢do da forma awa* é
o produto de reflexoes em hiperplanos ortogonais, ou seja, € uma transformacao

de Mobius.
i) A aplicagio w — w € a transformacgdao de Mdbius identidade.
v) A aplicagao w Ww = (w)~! € a inversio em relagao a S(0,1).

vi) A aplicagdo w — —w € a reflexdo em relagio a P(1,0).
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1

vii) A aplicagdo w — —w™" € uma transformacgdao de Mobius, pois é a composi¢do das

transformagoes de Mébius dos itens v) e vi).

3.2 Matrizes de Vahlen

Em [1], [22], temos uma generalizagdo das propriedades existentes entre as ma-
trizes associadas as transformacoes de Mobius no caso complexo C. Tais matrizes sio
chamadas matrizes de Vahlen, que sao matrizes quadradas invertiveis de ordem 2 e com
entradas invertiveis ou nulas na algebra de Clifford C, sujeitas a algumas condigoes.

No que segue, I, é o grupo de Clifford da algebra de Clifford C,, e M(2,C,,) denota

o grupo das matrizes de ordem 2 com entradas em C,,.

Definicao 3.2.1. Dizemos que uma matriz (¢ §)€ M(2,C,) é de Vahlen se satisfaz as

seguintes condicoes:
i) a,b,c,d € T, U{0}.
i) ab*, cd*, c*a, d'be W.
iii) ad* —bc* = A € R*.

Da condicao iii), segue que toda matriz de Vahlen é invertivel, o que é visto na

seguinte:

Proposicao 3.2.2. O subconjunto das matrizes de Vahlen, munido a multiplicagcao

usual de matrizes em M(2,C,,) forma um grupo.

Demonstracao: Claramente, a matriz identidade é de Vahlen. Dadas duas ma-

trizes de Vahlen (g g) e (; fﬂ), considere a operagao multiplicacao usual (g Z) G fu):

(am-l—by az+bw

crtdy or +dw). Para mostrarmos que o subconjunto é fechado em nessa operacgao, con-

sideramos primeiro a entrada ax + by e analisamos quatro casos.
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(Caso 1) Se a,b,y, w # 0, entdao ax + by = a(xy™ + a~'b)y.

Por hipétese, y*x,ab* € W, implicando que (y*z)* = 2*y € W e (ab*)* = ba* =
(b*)*a* € W. Pelo item iv) de 2.2.15, segue que zy~*,b*(a*)™' = b*(a™')* = (a7'b)* €
W, donde segue que a~'b € W. Logo, sendo W um espaco vetorial, segue que xy~! +
albeWw.

Se xy~' +a~'b = 0, nao hé o que fazer. Caso contrario, se zy~* 4+ a~'b # 0, entdo
ry ' +a b e W C I,. Logo, sendo I, um grupo, segue que ax + by € I', U {0}.
(Caso 2) Se a = 0, entao obtemos a matriz (wlfdy %) Claramente by, bw € I',U{0}.
Repetimos o procedimento feito no caso 1 para cx + dy e cz + dw. Analogamente, para
as possibilidades: b=10, y =0 ou w = 0.

(Caso 3) Se quaisquer dois elementos dentre a, b, y, w forem nulos, entao obtemos uma
das seguintes matrizes: as quatro entradas sao pertencem a I7,; duas entradas nulas e
duas entradas as quais se aplicam o caso 1; uma entrada nula, duas entradas em I, e
uma entrada em que se aplica o caso 1; trés entradas em [, e uma entrada em que se
aplica o caso 1.

(Caso 4) Se quaisquer trés elementos dentre a,b,y,w forem nulos, entdo obtemos
matrizes com duas entradas nulas, uma em [, e a outra se aplica o caso 1, ou uma
matriz com as quatro entradas em [7,.

Logo, seguindo o mesmo procedimento para as demais entradas, segue que, a mul-
tiplicacao de matrizes de Vahlen é uma matriz de Vahlen. Agora, vamos verificar que
o conjunto das matrizes de Vahlen é um grupo.

Claramente, a multiplicagdo é associativa. Se M = (¢ %) ¢ uma matriz de Vahlen,

entao N = (% ’ab:) satisfaz a defini¢ao 3.2.1. De fato: os itens i) e ii) sdo claros. Se
Ay = ad* —bc* € R* e Ay = d*a — b*c € C,, entao se d # 0, da relagao A||d|* =

d*(ad* — be*)d = ||d||?d*a — b*de*d = (d*a — b*c)||d||? tiramos que Ay = Ay, pois
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cd* € W. Se d = 0, entao obtemos b # 0 e ¢ # 0, caso contrario Ay, = 0. Logo,

1 ou seja, —b*c = Ay = Ay, mostrando

Ay = —bc*, implicando que —b = Ay (c*)~
que N satisfaz iii).
Portanto, MN = Ay I, NM = AynI e definindo A := Ay, = Ay € R*, segue que

M-l =1N.
A ]

Defini¢ao 3.2.3. O grupo das matrizes de Vahlen, denotado por V(C,), é chamado

grupo de Vahlen.

Exemplo 3.2.4. Considerando C; = C temos que, W = C, [T = C* ea* = a € C.
Dados a,b,c,d € C, a matriz da forma (* %) satisfazendo ad* —b*c = ad —bc # 0 é uma

matriz de Vahlen. Logo, V(C) = GL(2,C) = {M € M(2,C) | detM # 0}.

Consideremos o conjunto das matrizes da forma M = (¢ %), onde a,b, ¢, d € C,,, tais
que a matriz M induz uma bijecio em W definida por (aw +b)(cw+d)~!. Claramente,
a matriz identidade induz uma bijecio em W, pois w = (1w + 0)(0w + 1)~ 1.

Note que, se a matriz M em questao é de Vahlen, entao a aplicacao induzida por
esta matriz é uma transformacao de Mébius. De fato: temos que cd* = (¢*)*d* € W <
Hd) = ([d ) eW = {[(d o)yt =cldeW. Edecta=c(a!)eW &
cateW = (ca )y t=acteW.

Considere as transformacoes de Mobius

~

fi(w) = w+ ¢ d (translacdo), fo(w) = —w™, fi3(w) = “—fnw(ﬁ)* (rotagao)
f ( - |A| : ~ _ A _ —1 =~
1(w) = ||c||2w (dilatagao), fs(w) = |A|w, fo(w) = ac™" 4+ w (translagao).

Dado w € W temos que (feo fso...o f1)(w) éigual a

~

ac™t + Ii_l {|||CA|||2 [i(—(w - c‘ld)‘l)} (ﬁ)} =ac' = A(H) N w+ctd) e

el
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Mas (aw+b)(cw+d)™! = [ac™ (cw+d) +b—ac d](cw+d) ™t = act + (b—ac™d)(cw+
d)tesendo A = ad* —bc* = b= —A(c*) " +ad*(c*)t = =A(¢*) " +a(ctd)*. Como
cldeW = (¢ 'd)* = ¢7'd. Logo, (aw+b)(cw+d)tac™ — A)(e*) " Hw+crd) et

A reciproca se encontra em [22], ou seja, supondo a existéncia de uma bijecao em
W, prova-se que a matriz é de Vahlen.

O que foi mencionado acima pode ser encontrado em [1] e [22], e é enunciado no

seguinte:

Teorema 3.2.5. Dada uma matriz M = (%) € M(2,C,,), sdo verdadeiras as sequintes

afirmacoes:

i) M € V(C,) € uma matriz de Vahlen se, e somente se, a aplica¢ao f : W oW

definida por f(w) = (aw + b)(cw + d)~ € uma transformagdio de Mdobius.

it) A multiplicacdo de matrizes de Vahlen induz a composi¢ao de transformagoes de

Mébius.

iii) O nicleo da aplicagao V(C,) — QM(/W) definida por M — fy(w) = (aw +

b)(cw +d)~' € o conjunto {\I | A € R*}, onde I denota a matriz identidade.

i) Matrizes de Vahlen mailtiplas por um nimero real nao-nulo, induzem a mesma

transformacao de Mdbius.

Demonstragao: Para os itens ii), iii) e iv) ver [22], pg. 91. -

Exemplo 3.2.6. De acordo com 3.2.4, a aplicacdo f : C—C definida por f(z) = gjig

¢ uma transformagao de Mobius desde que ad — be # 0, onde a,b,c,d € C.

Exemplo 3.2.7. As sequintes matrizes sao de Vahlen e induzem as respectivas trans-

formacgoes de Mobius:
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i) (39) induz a aplicagdo id(w) = w = (1w +0)(0w+1)7", denominada identidade.
it) (§9) induz uma translagio w + a = (1w + a)(0w + 1)~

-1
iii) <‘{)E i) induz a dilatacio kw = (VEkw + 0) (\/LEUJ + O) , onde k > 0.
vE

) Sea € I, €tal que ||a| =1, entao (& L) induz a rotagio awa* = (aw + 0)(aw +

1)~%
v) (é ‘f) induz a transformacao de Mobius (1w + a)(aw + 1)1,

Denotando o disco unitério do espago paravetorial W por B, ou seja, B, := {w €
W ||Jw|| < 1}, segue que se a € B, e f: W — W ¢ a transformacdo de Mobius do item
v) do exemplo 3.2.7, entao f(B,) = B,. Com efeito: se w € B,,, entao

IF)? = flw)f(w) = (w+a)[(1 +wa")(1 +aw)] " (@ +a)

lwll* + 2{a, w) + [lal”
1+ 2(a, w) + [lal?[[w]*

Fazendo ||w|* =z < 1e |la||> =y < 1 e 2{(a,w) = z e supondo, por absurdo, que
r+z+y>l4ztaoysrzy—r—y+1<0& (x—1)(y—1) <0, implicando que

r<ley>1,ouz>1ey<1 Logo, ||[f(w)||* <1, implicando que || f(w)| < 1.

Definicao 3.2.8. Seja a € B,. A translacao de Médbius induzida por a, denotada por
Ta, é a transformacdo de Mobius 7, : W — W dada por To(w) = (w+a)(1 +aw)™t. O

conjunto de todas as translagoes de Mobius é denotado por 7.

Se G(B,) denota o conjunto das transformagdes de Mébius que preservam o disco
unitario do espago paravetorial W, entao G(B,,) é um grupo com a operagao composicao.
Claramente, idy € G(B,,). Se f,g € G(B,), entao f(g(B)) = f(Bn) = Bn e f(w) =

w' & f~H(w') = w, mostrando que fog, f~' € G(B,).

Lema 3.2.9. Se f ¢ uma transformagao de Mobius do espaco paravetorial W tal que

f(Bn) = B, e f(0) =0, entdo f € uma transformacao ortogonal.
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Demonstragao: Ver [2], pg. 38. -

De acordo com o teorema 3.2.5, como a composicao de transformacoes de Mobius in-
S lieacs : . -1 _ o (ta)( 1 —a)_
duz a multiplicacao de matrizes de Vahlen, concluimos que 7, * = 7_,, pois (a 1) (—a | )_

(1+ ||la]l?) (%) (1)), a qual induz a transformagao de Mobius identidade, sendo a € B,,.

Proposicao 3.2.10. Dado [ € G(B,), existem 7, € Ty € 0 € O(n,R) tais que

f=m1,08.

Demonstragao: Seja f uma tranformacao de Mobius tal que f(B,) = B, e defina
a= f(0) € B,. Assim, 7_,0 f é uma transformacao de Mébius que preserva B,, e leva 0
em 0. Logo, pelo lema 3.2.9, temos que 7_, o f é uma transformacao ortogonal. Sendo
f=m.0(1_q0f) =1,00, segue que G(B,) = TrproO(n,R), uma vez que se § € O(n,R),
entao 0 é produto de no maximo (n + 1)-reflexdes e satisfaz ||#(w)| = ||w| < 1, para

todo w € B,,.
[ |



CapiTULO 4

Teoria dos Lacos

Neste capitulo, estudaremos alguns tépicos da Teoria dos Lacos, tais como: B-lagos,
subgrupo torcido, grupo involutivo, transversal e aplicagao precessao. Os dois principais

exemplos tratados aqui sao os lacos obtidos via secao e o lago de Mobius.

4.1 B-lacos

Daremos uma breve introducgao dos conceitos bésicos da teoria dos lagos. Para um
aprofundamento melhor, indicamos [10]. Daremos exemplos dos conceitos apresenta-

dos, sempre que necessario.

Definicao 4.1.1. Seja £ um conjunto nao-vazio, munido de uma operacao bindria
- L x L — L e suponha que £ tenha um tnico elemento neutro, denotado por 1,. O

par (L£,-) é chamado de:
i) lago a esquerda se dados a,b € L, existir um tnico = € L que satisfaz a - © = b.
i) lago a direita se dados a,b € L, existir um tnico y € L que satisfaz y - a = b.
Nessas condigoes, (£,-) é um lago se satisfaz i) e ii).

Observagao 4.1.2. Quando nao houver confusao, denotaremos um lago (L, ) simples-

mente por L e um produto a -b € L simplesmente por ab.

Exemplo 4.1.3. Todo grupo é um laco.

53
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No final dessa se¢ao mostraremos um outro exemplo de laco a esquerda. Veja que,
(Z,—) e (Z4, ) nao sao lagos, pois o primeiro nao possui elemento neutro, ja no segundo,
a equagao 2 - x = 1 ndo possui solugao, sendo Z4 = {0, 1,2, 3}.

Seja £ um laco. Um elemento a € L é dito ser:

i) invertivel a esquerda se existir b € L tal que ba = 1. Neste caso, dizemos que b

é um nverso a esquerda de a € L.

ii) invertivel a direita se existir ¢ € L tal que ac = 1. Neste caso, dizemos que ¢ é

um nverso a direita de a € L.

Observacao 4.1.4. Todo elemento de um laco possui unico inverso a esquerda e unico

wmverso a direita, devido as condi¢oes da defini¢ao 4.1.1.

Definigao 4.1.5. Seja £ um laco. Um elemento a € L é invertivel se existir a’ € L

satisfazendo os itens i) e ii) acima. Nesse caso, dizemos que a’ é um inverso de a € L.

Observagao 4.1.6. Se a € L € invertivel, entao seu inverso € unico. Com efeito: se
a' € L éum inverso de a, entao aa’ = a’'a = 1. Sendo L um lago, temos que as equacoes
ar =1 e ya = 1 possuem solucdo unica. Logo, x = a' =y, permitindo usar a notagao

a™! para o inverso de a.
Definicao 4.1.7. Um lago £ é chamado de:
i) Bol-lago a esquerda se satisfaz a(b(ac)) = (a(ba))c, Va,b,c € L.

it) K-lago (ou Bruck-lago) se for um Bol-lago a esquerda, todo elemento em L é

invertivel e (ab)™* = a=1b7!, Va,b € L.

Mais ainda, um K-laco possui a propriedade da raiz quadrada se para todo a € L, existir
b € L tal que b*> = a. Neste caso, se b € L for tinico, dizemos que £ possui a propriedade

3 ’ - 1
da raiz quadrada unica e denotamos b por az.
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Definicao 4.1.8. Um B-la¢o é um K-lago com a propriedade da raiz quadrada unica.

Exemplo 4.1.9. Todo grupo comutativo é um K-laco. Em particular, R com a mul-

tiplicagcao usual de niumeros reais € um B-lago.

Observagao 4.1.10. A propriedade da raiz quadrada unica pode ser aplicada para

qualquer conjunto nao-vazio munido de uma operacao bindria.
Com o objetivo de apresentar um exemplo de lagco a esquerda, enunciamos a seguinte:

Definigao 4.1.11. Sejam (G, ) um grupo, H C G um subgrupo, G/H conjunto das
classes laterais a esquerda de H em G e 7 : G — G/H a projecao canoénica. Uma se¢ao

da projecao canonica ¢ uma aplicacao o : G/H — G tal que moo = idg g e 0(H) = 1¢.

Veremos mais adiante que sempre existe se¢ao. O seguinte exemplo ilustra a defini¢ao

acima.

Exemplo 4.1.12. Considere o grupo G = S3 = {id = (1 3 3),a1 = (] 3 3),0 =

323, a3=0023as=032%23),a5=03L2%} etome H = {id, a5} C G. Claramente, H
¢ um subgrupo, mas nao é subgrupo normal de G. Temos que G/H = {H,c;0H, as0H},
pois H=as0H, ayo H =az30H eayoH = ay0 H. Logo, definindo a aplicagdo
0:G/H — Gporo(H)=1id eo(o;o H) = oy, para i = 1,2, seque que o € uma se¢ao

dem:G— G/H.

Vamos introduzir uma operacao em G/ H, via segao, de tal forma que G/H adquira
uma estrutura de lago a esquerda. Para isso, sejam G um grupo multiplicativo, H C G
um subgrupo que nao é normal e suponhamos que ¢ : G/H — G seja uma segao da

projecao canodnica. Considere a operagdo @, : G/H x G/H — G/H definida por:

aH @, bH := o(aH)o(bH)H.
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A operagao @, é bem definida, pois se aH,bH,cH,dH € G/H sao tais que aH =
cH e bH = dH, entdo o(aH) = o(cH) e o(bH) = o(dH). Logo, o(aH)o(bH) =
o(cH)o(dH) = o(aH)o(bH)H = o(cH)o(dH)H, mostrando que aH ©, bH = cH @,
dH.

Como o(aH)H = w(o(aH)) = (moo)(aH) = aH, segue que o(aH) = ah, para

—
algum h € H. Logo, podemos escrever:;;H @, bH = o(aH)bH.

Para cada aH € G/H temos que, H &, (aH) = (aH) &, H = aH, mostrando que
H é o elemento neutro de (G/H, ®,).

Agora, dada a equagdo aH @©, vH = bH, temos que o(aH)xH = bH. Segue que
tH = o(aH) 'bH. Caso yH € G/H seja outra solucao da equacao, multiplicando
a igualdade aH &, vH = aH @, yH por o(aH)™', obtemos que yH = xH. Logo,
denotamos por ©,aH o elemento o(aH) 'H. Podemos resumir o que foi feito no

seguinte:

Lema 4.1.13. Se G é um grupo, H C G € um subgrupo e o : G/H — G € uma se¢ao
de m : G — G/H entao a operagdo bindria &, : G/H x G/H — G/H definida por

(aH) @, (bH) := o(aH)bH € tal que (G/H,®,) € um lago a esquerda.

Demonstragao: Segue das consideracoes acima. ]

Observacao 4.1.14. Se H é subgrupo normal, entao a operagao &, coincide com a
operacdo do grupo quociente G/H, isto €, a opera¢io @, independe da se¢do, pois

o(aH)o(bH)H = ahybhoH = ab(b~*hib)ho H = abH, para certos hy, hy € H.

4.2 Subgrupo torcido

Nesta secao, veremos uma condicao suficiente para termos um laco a esquerda. Apos,

definiremos subgrupo torcido, donde segue um resultado o qual afirma que é possivel
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tornar um subgrupo torcido um B-laco, desde que este possua a propriedade da raiz
quadrada tunica.
O seguinte lema fornece uma condicao suficiente para que tenhamos um laco a

esquerda.

Lema 4.2.1. Seja L um conjunto nao-vazio, munido de uma operagao bindria - e com
elemento neutro 1. Se para todo a € L, existe o’ € L tal que a’ - (a-b) = b, para cada

be L, entio (L,-) é um lago a esquerda.

Demonstracao: Primeiramente, mostremos que todo elemento de £ é invertivel.
Dado a € L, por hipétese, existe ' € L tal que o' - (a-b) = b, Vb € L. Em
particular, tomando b = 1., segue que a'-a = 1. Ainda, tome b = @', donde segue que
a-(a-d)=d.
Aplicando a hipétese para a’ € L, existe a” € L tal que a” - (a'-¢) = ¢, Ve € L. Em
particular, para ¢ = a-a’, segue que a” - (a'-(a-a’)) = a-a’. Mas a’-(a-a') = a' e entdo,
a”-a =a-da. Tomando ¢ = 1., segue que a” - a’ = 1., implicando que a-a’ = 1.

, . ~ b=a
Por fim, se ag é outro inverso de a, entao @’ =a’ -1, =ad’ - (a-ag) =" ao.

Agora, mostremos que (£, ) ¢ um lago a esquerda. Como @’ = a™!, segue que, para

todos a,b € L, vale a identidade a™' - (a - b) = b. Logo, a equagio a - x = b possui

solucao tnica, a saber x = a~!-b

Definigao 4.2.2. Seja (G, -) um grupo com elemento neutro 1g. Um subconjunto nao-
vazio X C G é um subgrupo torcido se 1 € X e para todos x,y € X, implicar que

ooy -z e X.

Exemplo 4.2.3. Se G € um grupo e H C G um subgrupo, entao H é um subgrupo

torcido de G.
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Observacao 4.2.4. Nem todo subgrupo torcido é um subgrupo. De fato: considere
(G,-) um grupo ndo-abeliano e fize um automorfismo nao-trivial f : G — G. Defina
K(f):={9€ G| f(g) =g '}. Claramente, K(f) é um subgrupo torcido que nio é um

subgrupo de G, pois se v,y € K(f) ex-y#y-x entao f(z-y) = f(z) - fly) =x L -y !

e(z-y) =y 27, ouseja, vy ¢ K(f).

Teorema 4.2.5. Seja (G,-) um grupo e X C G um subgrupo torcido com a propriedade

da raiz quadrada unica. Se X for munido da operacao bindria ® : X x X — X definida

pora@b:a% -b-a%, entéoa®a=a-a,Va € X e (X,®) € um B-lago.

Demonstragio: Note que, se a € X, entdo (a2)™' = (a!)z. Com efeito: se z =
1

(@ Nz, emtdo 22 =a e () t=as ()2 =as ! =a2 <z =(az)" . Logo,

)= (a1 € X.

D=

_1

podemos denotar a™2 por (a
o 1

Temos que a ® a em X, coincide com a - a em G. Como (a- a2 - a

: 1 1 11
-a. Assim, temos que a ®a = a2 -a-az =a-a2-a2 = a-a. Logo,

[NIE

que a-a: =a
segue que (X, ®) possui a propriedade da raiz quadrada tnica, restando mostrar que é
um K-lago.

Como X ¢ um subgrupo torcido, para cada a € X, temos que 1g,a™ ' € X. Note
que, lc®a=a0lg=aea!®a=a®a ! =1g. Dados a,b € X C G é imediato
que a~ ! ® (a ® b) = b. Pelo lema 4.2.1, segue que (X, ®) é um lago & esquerda.

Agora, mostrando que a ® (b ® (a®¢)) =(a® (b®a)) ®c¢, Va,b,c € X (1), segue
que (X,®) é um laco a direita, implicando que (X,®) é um Bol-lago. Se a,b € X,
entdo defina u := a2 - b2 - a2 € X. Para todo ¢ € X, temos que a ® (b ® (a ® ¢)) =

ce-(u2)2 = u2®c. Tomando ¢ = 1¢, obtemos

[N

1 1 1 1 1 1
az-b2-a2-c-a2-b2-a2? =u-c-u = (u?)

que a ® (b ® a) = u?, implicando em (1).

Sey=a'®((a®b) ®al) € X, entéoy@a:(a”@((a@b)@a*l))@ag

a o (aob)®(a®a) =at®(a®b) =b Logo, a equagido y ® a = b possui
1
=lg
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solucao. Se yy € X ¢ outra solucao, entao:

a®yy = a@(yoca(a@a‘l))@(aca(yo@a))caa—l

~—

- @o@oa)ea Leo@o@od) =aoy.

Sendo (X, ®) um lago & esquerda, concluimos que yo = y. Logo, (X,®) é um lago e

N

por (1), é também um Bol-laco. Por fim, veja que (¢! © b)) = a2 - b - a2 =

(a

SIS

1 . , ~
‘b-a2)" = (a®b)7!, ouseja, X é um K-lago, encerrando a nossa demonstragao.
|

Corolario 4.2.6. Um subgrupo torcido X de um grupo (G,-), com a propriedade da

. L . . 1
raiz quadrada nica, é um B-lago com respeito a operag¢io aob = (a-b?-a)2.

Demonstragao: A operagao ¢ : X x X — X esta bem definida, pois sendo X um
subgrupo torcido, para cada a,b € X, temos que b* =b-1g-be X ea-b*-a € X.
Como X possui a propriedade da raiz quadrada tnica temos que a ¢ b € X.
Definamos a aplicagao f : (X,¢) — (X,®) por f(z) = x ® x e afirmamos que f é
um isomorfismo. Pela hipdtese, podemos escrever x = f (m)% Assim, dados =,y € X,

temos que:
i) se f(z) = f(y), entdo x = f(a:)% = f(y)% =y, ou seja, f é injetora.

ii) z = (22)? = f(z2), isto ¢, f 6 sobrejetora.

N

2 (1) =20y = f(2) O fly).

[N

)=rega = (a?)

i) f(zoy) = f((z-y* )

Portanto, as propriedades de (X, ®) sao transferidas para (X, ¢) via o isomorfismo

f, ou seja, (X, o) é um B-lago.
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4.3 Grupos involutivos

Nesta se¢ao, definimos grupo involutivo, ou seja, um grupo munido de uma in-
volucao, que também é um automorfismo. A partir desse conceito definiremos mais
trés conjuntos e estudamos suas propriedades. Introduziremos a nogao de transversal e
aplicagao polar e veremos uma proposi¢ao que relaciona grupo involutivo, transversal,
aplicacao polar e subgrupo torcido. Encerraremos vendo que a nogao de transversal é
equivalente a nogao de se¢cao da projecao canonica.

O par (G, 7) é denominado um grupo involutivo se G é um grupo e 7 é uma involugao

e um automorfismo.

Observagao 4.3.1. Se (G,7) é um grupo involutivo, entio g* = [t(g)]™* = 7(97!),

para todo g € G.

Proposicao 4.3.2. Se (G,7) € um grupo involutivo, entdo a aplicagdo g — g* € uma

mvolugcao e um anti-automorfismo.

Demonstracao: Imediato. u

Agora, fixado um grupo involutivo (G, 7), consideremos os seguintes conjuntos:
GTi={geCG|1(9)=gt={9€CG g =g},

Po={9-9"lgeGleG,.={geG|g* =g}
Temos que P; C G, pois se x € FPg, entao x = g - ¢°, para algum g € G. Pela
proposigao 4.3.2, segue que z°* = (¢g-¢*)* = (¢°)*-¢* = g - ¢* = x. Mais ainda, G” é um

subgrupo de G e GTNG, ={g € G | ¢* = 1¢}.

Lema 4.3.3. Se (G, 1) € um grupo involutivo, entio Pg € um subgrupo torcido tal que
a aplicagio T : G x Pg — Pg definida por T(g,h) := g-h-g°®, é uma a¢io de G em

Pg. Mais ainda, se para cada g € G definirmos Ty(h) :== T(g, h), entao T,(Pg) C Pg.
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Demonstracao: Claramente, 15 € Fg, pois 13, = 1g. Dados ¢g,h € FPg, existem

x,y € G tais que g = x - z*, h =y -y*. Logo, temos que:

gl=@h)  [@H)*cPseg-h-g=@-2"y) - (x-2°y)° € Pg.

Mostrando que Pg é um subgrupo torcido.

Temos que, a aplicacao T': G x Pg — G definida por T'(g, h) = g-h-g* é uma agao de
G em Pg. De fato: se h =z-2* € Pg, comx € G, entdo g-h-g* = g-xz-2*-¢° = (9-2)-(g-
x)® € Pg. Logo, T : G X Pg — Pg. Dados g1,92 € G e h € Pg, temos que T(1g,h) = h
e T(g1,T(g2, 1)) = 91-T(g2,h) -9} = g1-(g2-h-95)- 97 = (g1-92) - h-(91-92)* = T(g1-g2, h).

Para cada g € G fixado, fazendo T, (h) := T'(g, h), segue que T,(P¢) C Pg. Logo, Ps
é um subgrupo torcido invariante pelas aplicagoes Ty, : Pg — Pg, sendo T,(h) =T (g, h).
Em particular, o subgrupo G™ C G satisfaz ¢* = g7, Vg € G7. E de forma anéloga,

obtemos o mesmo para a aplicagio T : GT x Pg — P dada por Ty(h) =g-h-g".

Definigao 4.3.4. Sejam (G,-) um grupo, H C G um subgrupo. Um subconjunto

L C G é uma transversal de G/H se 1 € Le (L Ng-H) =1, para cada g € G.

Observagao 4.3.5. Pelo axioma da escolha, existe transversal. De fato, seja G um
grupo e H C G um subgrupo. Defina a sequinte relagao de equivaléncia em G: dados
z,y € G, v =y (mod H) se, e somente se, v —y € H. Dai seque que G/H é uma
particao de G. Logo, pelo axioma da escolha, tome 1 € H e, para cada g € G, um
tnico vy € gH, onde gH # H. Portanto, L = {15} U{z, | g € G} € uma transversal

de G/H.

Exemplo 4.3.6. De acordo com as notacoes do exemplo 4.1.12, se G = S3, H =
{id, a5} e L = {id, ay, an}, entdo L é uma transversal de H, poisid € L e §(LNa;0H) =

1, para i =0,1,2, onde ag := id.
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Apresentamos uma equivaléncia da definigao 4.3.4, dada acima.

Proposicao 4.3.7. Seja H um subgrupo do grupo (G,-) e 1¢ € L C G. Entdo, L é
uma transversal de G/H se, e somente se, a aplicagio f : L x H — G definida por

fll,g) =1L h, é bijetora.

Demonstracao: (=) Se f(LNg- H) =1, entdo para cada g € G, existe h, € H tal
que g-hy € L. Como H C G é subgrupo, para cada g € GG, temos que g = (g-hg)-hg_1 =
f(g- hg, hy), mostrando que f é sobrejetora. Note que, se £ € L, entdo LN{- H = {(}.
Assim, se (,{' € L e h,)/ € H sao tais que f({,h) = f(¢',1'), entao £ = ' - (W' - h™1).
Logo, segue que {{} = LN{-H>(=0-(-hYYe LNt -H={{} ousejal=1"e
h = k', mostrando que f é injetora.

(«<=) Reciprocamente, suponhamos que f seja bijetora. Da sobrejetividade temos que,
para cada g € G, existem ¢ € L e h € H tais que f({,h) = g, isto é, {-h = g, implicando
que £ = g-h™l. Assim, temos que L > ¢ =g-h™' € g- H, ou seja, (L Ng- H) > 1.
Se (1,0, € LN g- H, entao existem hy, hy € H tais que {1 = g - hy,lo = g - hy. Segue
que g =y - hy' =y~ hy', implicando que f(¢1,h;') = f({2,hy'). Como f é injetora,
concluimos que ¢; = ly, dai (L Nh- H) < 1, para cada g € G. Logo, como 1g € L e

t(LNg-H)=1,Vg € G, segue que L é uma transerval de G/H. -

A proposicao 4.3.7, diz que dada uma transversal L de G/H, podemos decompor
de forma tnica cada elemento de G, como um produto de elementos de L e H, nesta
ordem, isto é, para cada g € G, existem unicos ¢ € L, h € H tais que g = ¢ - h, ou seja,

G=L-H.

Definigao 4.3.8. Seja (G, 7) um grupo involutivo e L C G um subconjunto nao-vazio.
Uma aplicag¢io polar é uma aplicagdo p : L X G™ — G definida por p(¢, k) = (- k tal

que L C G,.
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Proposicao 4.3.9. Seja (G, 1) um grupo involutivo e 1¢ € L C G,.. Entao, L é uma

transversal de G/G™ se, e somente se, a aplicagao polar é bijetora.

Demonstracao Basta fazer H = GG™ na proposicao 4.3.7. (]

Quando a aplicagao polar p : L x G™G for uma bijegao, o par (L, GT) é denominado

uma decomposi¢ao polar de (G, 1), com G = L-G".

Proposicao 4.3.10. Seja (G,7) um grupo involutivo. Sao equivalentes as sequintes

afirmacoes:
i) Pg € um subgrupo torcido com a propriedade da tinica raiz quadrada.

it) Para cada g € G, existem unicos © € Pg e k € G tais que g = x - k, onde

r=(g-g*)"?, ou seja, (Pg,G™) ¢ uma decomposicao polar de G.
iii) Pg € transversal em G/GT.

Demonstragao: i) = i) Dado g € G, por hipétese, existe um unico z € Py C G,

1/2

tal que 2> = g - ¢g* € Pg, onde x = (g - ¢*)"%. Fazendo k = 27! - g € G, segue que

k € G™ se, e somente se, k* = k~!. De fato, basta ver que k-k* = (z71-g)- (z7'-g)* =
vl gegt () = et = 1

Logo, se ' € Pg e k' € G™ sdo tais que g = 2/ - K/, entdao g - ¢° = 2> = (2/)?,
implicando que = = 2/, o0 que garante que k = k’, mostrando a unicidade.

Portanto a aplicagao polar é bijetora e (Pg, G™) é uma decomposigao polar de G.
i1) = 4i1) Como Py C G, entdo a aplicacao p : Po xG™ — G dada por p(z, k) = z-k é
uma aplicacao polar. Como, por hipdtese, a aplicacao polar é bijetora, pela proposicao
4.3.9, segue que Pg é uma transversal de G/G".
i11) = 1) Se Pg é transversal de G/G™, entao, pela proposicao 4.3.7, a aplica¢ao polar

é bijetora, ou seja, para cada g € (G, existem tnicos x € Pg, k € G7 tais que g = = - k.
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Temos que g-¢* = (v - k)(z-k)* =z -k-k* - 2°=x-k-k' -2 =22 esendo g-¢* € Pg,
segue que Py possui a propriedade da raiz quadrada.
Mostremos a unicidade dessa propriedade. Se y € Pg é tal que 4> = g - ¢°, com

g € G, entao y~!-g € G, pois

Logo, temos que g =y - (y~! - g) € Ps - GT é uma decomposicao para g € G. Como
a aplicacao polar p é bijetora e sabendo g = x - k, concluimos que y =z ey~ - g = k.
Pelo lema 4.3.3, segue que Pz é um subgrupo torcido.

Observacao 4.3.11. O conceito de transversal e secao sao equivalentes. Se L C G
¢ uma transversal de G/H, entdo defina a aplicacio or, : G/H — G por o(H) = 1g
eor(gH) = x4, onde v, € gH N L € dnico. Logo, € fdcil ver que o, € uma se¢do de
7 : G — G/H. Reciprocamente, se 0 : G/H — G é uma secao da proje¢ao canodnica,
entio 1g € o(G/H) e como o(gH)H = gH, seque que §(c(G/H)NgH) > 1. Se
z,y € o(G/H)NgH, entio x = ghy = o(gH) = ghs = y, para cada g € G, ou seja,

t(c(G/H)NgH) < 1. Logo, 0(G/H) € uma transversal de G/H.

Observacao 4.3.12. Pelas observagoes 4.3.5 e 4.3.11, seque que sempre existe secao.

4.4 Lacos em transversais

Nesta segao, dada uma transversal L C G de G/H, onde H C G é subgrupo,
introduziremos a operagao transversal em L e a aplicacao transversal de L x L em

H. Dessa forma, L munido da operacao transversal adquire uma estrutura de lago a
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esquerda, tornando possivel definir a aplicacao precessao em L. Veremos também que,
se Py é uma transversal de G7, entao Pg; é um B-laco com a operacao transversal e a
aplicagao precessao ¢ dada em termos da conjugacao da aplicacao transversal.

Seja (G, ) um grupo, H C G um subgrupo e L uma transversal de G/H. Sabemos
que para todo g € G, existem unicos ¢ € L e h € H tais que g = ¢ - h. Em particular,
para (1,0 € L C G, existem unicos ¢ = (({1,05) € L e h = h(l1,0;) € H tais
que {1 - lo = £ - h. Assim, garantimos a existéncia de uma operacao bindria . em L
definida por ¢; . l3 = ¢, e de uma aplicagdo h : L x L — H definida por h(¢y,¢3) = h.
Denominamos a operagao . em L de operacao transversal e a aplicacao h de aplicacao

transversal.

Proposicao 4.4.1. Seja (G,-) um grupo, H C G um subgrupo e L uma transversal de

G/H. Se.: L x L — L € a operagao transversal, entio (L,.) € um lago a esquerda.

Demonstracao: Se L = {15} ndo ha o que fazer. Suponhamos que L # {lg} e
tomemos ¢ € L tal que £ # 1g. Como ¢ =/ -15 = ({.1¢)-h(¢, 1¢), segue que £.1g = /.
Escrevendo ¢ = 14 - £, obtemos que 1 . ¢ = £, mostrando que 14 é o elemento neutro
de (L,.).

Dados a,b € L, existem tinicos 79 € Le h € H taisquea ' -b=a2¢-h€ G =L-H,
ou melhor, a - x9 = b-h~!. Como H é subgrupo, temos que h™* € H, mas a - zg =
(avx9)-h(a,zq), e devido a unicidade da decomposicao, segue que a equacao a.xy = b,

possui solugao tnica. Logo, (L,.) é um lago a esquerda. |

Fixado um lago a esquerda (L,-) e dados a,b € L temos que, para cada ¢ € L,
existe um dnico = € L tal que (a-b) -z =a- (b-c), onde x depende dos trés elementos
a,b,c € L. Uma vez fixados a e b, a determinacao deste tnico elemento x é obtida de
acordo com a escolha de ¢ € L, afinal em £ toda equagao da forma u - x = v, para

quaisquer u,v € L, tem solugao tinica. Formalmente, fixados a,b € L, existe e é tinica
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a func@o v, : £ — L que satisfaz a igualdade (a - b) - ya5(c) = a - (b- ¢), para todo
c € L. A aplicagao definida acima é denominada de aplicacdo precessao. E imediato

que a aplicacao precessao ¢ bijetora e v, (1) = 1.
Exemplo 4.4.2. Em um grupo a aplicagao precessao € a aplicacao identidade.

Exemplo 4.4.3. Considere o lago a esquerda (G/H,®,). Se a,b,c € G e h(ab) :=
lo(o(aH)VH)] 'o(aH)o(bH), entio h(ab) € H e Youpu(cH) = h(ab)ch(ab)™ H. De

fato: como o(aH) = ah, para algum h € H, temos que:

h((lb) = (ahlbhg)_l(lhlbhg = h;lb_lhl_la_lahlbhg == h51h3 S H, com ]’Ll, hg, hg € H.

Por verificacao, seque que:

((aH) ©y (bH)) @4 (h(ab)ch(ab) ' H) = (o(aH)bH) @, (h(ab)ch(ab) ™ H)
= (o(c(aH)bH))h(ab)ch(ab) ' H
= o(aH)o(bH)cH
= (aH)®, (o(bH)cH)
= (aH) @ (0H) ®5 (cH)).
O seguinte teorema afirma que, dado um grupo involutivo (G, 7) temos que, Pg sob

a hipdtese de ser transversal ganha uma estrutura de B-lago em relacao a operacao

transversal, onde sua aplicagao precessao é caracterizada pela aplicacao transversal.

Teorema 4.4.4. Seja (G, 7) um grupo involutivo. Se Pg é uma transversal de G/G"
e sendo « : Pg X Pq — Pg a operacao transversal e h : Pg x Pg — G” a aplicacao

transversal, entao as sequintes afirmacoes sao verdadeiras:
i) Para todo a,b € Pg, temos que a-b = (a.b)-h(a,b) € Po-G7, sendo a.b = (a-b?-a)?.

ii) (Pg,.) € um B-lago.
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iii) Dados a,b € Pg, temos que a aplicagio precessao é dada por v,(c) =h(a,b) - c-

h(a,b)™t, Ve € Pg.

Demonstragao: Suponhamos que Py seja uma transversal de G/G7. Pelo item ii) da

proposicao 4.3.10, dado g € G, existem unicos x € Pg, k € G7 tais que g = x - k, onde

[N

z=(g9-9%)2.

i) Se a,b € Pg, entao existem tnicos x € Pg, k € G7 tais que a - b = x - k, onde
z=(a-b)-(a-b)*);=(a-b-b"- a®)z. Como Py C G, temos que a® = a e
b* =b. Logo, z=(a-b-b-a)z = (a-b?-a)2. Mas a-b= (a.b)-h(a,b) e pela

decomposicao polar, temos que x = a . b, ou seja, a.b = (a - b*- a)%.

i1) Pelo item 1) da proposic¢ao 4.3.10, Pg é um subgrupo torcido com a propriedade

da raiz quadrada unica. Logo, do corolario 4.2.6, segue que (Pg,.) ¢ um B-lago.

iti) Como G é grupo, dados a,b,c € Py C G, temos que a-(b-c¢) = (a-b)-c.

Desenvolvendo cada lado da igualdade, obtemos que:

a-(b-c)=a-((b.c) h(b,c))=(a.(b.c)) -h(a,(b.c) h(b,c)) h(b,c).

J/

€Ps eGr
(a-b)-c = ((a.b)-h(a,b))-c=(a.bd)-(h(a,b) -c-h(a,b)"")-h(a,b)
i3 ((@:D)+ (h(a.t) -c-h(a,b) ) -h(a.b.h(a.b) - h(a.b) ™) -h(a.b)
€Pg eGT

Logo, a+ (b.c) = (a.b). (h(a,b) - c-h(a,b)™"), mostrando que 7,,(c) =
h(a,b) - c-h(a,b) .
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4.5 O Laco de Mobius

Nesta se¢ao, veremos um teorema que liga alguns dos conceitos vistos nos capitulos
anteriores com o capitulo atual. Na verdade, dado certo grupo involutivo (G, 7), iremos
caracterizar G™ e Pg, onde provaremos que o segundo conjunto possui a propriedade
da raiz quadrada tnica.

Considere C,, a algebra de Clifford associada a (R™, —(.,.)), B,, o disco unitdrio no
espago paravetorial W = R @ R™ e os grupos ortogonal O(n,R) e especial ortogonal
SO(n,R) em relacao a W.

Do capitulo 3, temos que G(B,,), ou seja, o conjunto das transformagoes de Mobius
que preservam B,,, é um grupo. Note que, j € G(B,,) definida por j(w) = —w é uma
involugao, tornando possivel definir a aplicagao o : G(B,,) — G(B,,) da seguinte forma

o(f) :=jo foj. Afirmamos que o é uma involugdo e um automorfismo. De fato: se

f € G(B,), entao o*(f) = a(o(f)) = joo(f)oj=jojofojoj=f, ouseja, fé
=id =id
uma involucao. Pelo lema 2.1.7, segue que o é bijetora.

Se f,g9 € G(By), entao o(fog) =jo fogoj=jofojojogoj=oa(f)oo(g).
Logo, (G(B,), o) ¢ um grupo involutivo.
Nesse caso, veremos que os conjuntos G” e Pg ganham uma caracterizagao especial.

E mais, iremos garantir que Py possui a propriedade da raiz quadrada tnica.
Teorema 4.5.1. Seja (G(B,), o) um grupo involutivo. Entdo:
i) G(B,)? = O(n,R) € o grupo ortogonal.

i) Pas,) = Tam € um subgrupo torcido com a propriedade da raiz quadrada tinica,

onde Tyy = {7. | a € By} € o conjunto de todas as translagoes de Mobius.

iii) (T, O(n,R)) € a decomposicao polar de G(By,).
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Demonstragao: Temos que, G(B,)” = {f € G(B,) | f* = f7'}, G(B.)s = {[f €

G(B,) | f*=f}ePom,y={fof*| feG(B,)} éum subgrupo torcido.

i) Se # € O(n,R) C G(B,,) ¢ uma transformagao ortogonal, entdo, em particular,

=1 : W — W é uma transformacao linear. Dado w € W, segue que:

0°(w) = [o(07))(w) = (j 00" og)(w)=j(07"(j(w)))

Logo, 0* = 0!, mostrando que 6 € G(B,,)°.

Agora, se f € G(B,)?, entao f* = f~! se, e s6 se, o(f) = f. Em particular,
a(f(0)) = f(0) = f(0) = 0. Pelo lema 3.2.9, segue que f € O(n,R) é uma

transformagao ortogonal. Logo, G(B,)? = O(n,R).

ii) Se a € B, entao a translacao de Mobius 7, € Ty é tal que 7, € G(B,),. (1)

1

De fato: temos que 7, ' =7, e se w € W, entao j~'(w) = —w. Logo,

Ta(w) = [o(ra)] " (w) = (joroh) " (w) = (j
= (7 (Tma(-w)) =7 (~w = a)(1 + (—a)(—w)) ")

= —(~w—a)(l+aw) ™ = (w+a)(l +aw)™" =7, (w).

De acordo com o teorema 3.2.5, a translacao de Mobius 7, induz a matriz de
Vahlen (3 9). Ese a # 0, entdao a = @ e aa = ||a||?, pois a € W C T,.
Sejam A € Rea € B, tais que 0 < A < 1 e a # 0. Dal segue que Ta, € Ta,
1 Xa 1 Xa

induzindo a seguinte matriz de Vahlen dada por (XE L > = ( a1 ) Pelo teorema

3.2.5, vamos obter a composicao T, © T\, através da multiplicacao das matrizes
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de Vahlen correspondentes, isto é:

I Xa\(1 Xa\  [1+XNaa 2 [T+ Xal? 2)\a
Xa 1) \\a 1 2 a1+ Naa 20\ 1+ A?|al?

2\
= aNay( L TP,
2

S 1

Se —2 — =1 entao ) = —v il

Tz[a]? ol < 1. Caso a = 0, entao 7, = id e nao
ha o que fazer. Logo, para cada 7, € Ty, existe A € R, 0 < A < 1, tal que

1
Ta = Tha © Tha W Taa © Taa” € Pa(s,), mostrando que Ty C Pg(g,)-

Reciprocamente, se f o f* € Pg,), onde f € G(B,), entdo, pela proposi¢ao

3.2.10, existem 7, € Ty e 0 € O(n,R) tais que f = 7,06. Sendo 6* = 0~ e

T,® = T,, segue que fo f* =71_ o o € Twm. Logo, Pg(s,) = Twm, restando mostrar
11[all

que Pg(p,) possui a propriedade da raiz quadrada unica.

Sejam a,b € B, nao-nulos tais que a # b e suponhamos, por absurdo, que

72 = 77. Em particular, 72(0) = ﬁa = ﬁb = 7£(0). Da igualdade
172(0)||*> = ||72(0)||*, obtemos que: 13‘“‘2"'2 = 1J2r||||lz||||2. Desenvolvendo, obtemos

(lall = 1o)X = {lall[[o]l) = 0 = llall = [|6]] ou [[a[l]|b]] = 1.

Se ||al]| = [|b]|, entdao de 72(0) = 72(0), obtemos que a = b. Se ||a||[|b]| = 1,

entao ||b]| = = > 1, pois 0 < ||| < 1.

llall

Logo, pela contra-positiva, se 72 = 77, entao a = b.

0 —

iii) Por ii) e pelo item i) do teorema 4.3.10 temos que, Tys é uma transversal de

G(B,)/O(n,R), donde segue que (Tr, O(n,R)) é a decomposigao polar de G(B,,).
|

Observacao 4.5.2. Com o teorema 4.5.1, garantimos a unicidade da decomposi¢ao

vista na proposicao 3.2.10.
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Sejam a,b € B, tais que a,b # 0 e ab # 1. Pelo item iii) do teorema 4.5.1, existem
tnicos 7, € Ty e 8 € O(n,R) tais que 7, o 7, = 7. 0 . Por outro lado, podemos obter
uma caracterizacao para 7. e # através da multiplicacao das respectivas matrizes de
Vahlen <é ‘f) e <% l{) De acordo com a proposigao 2.2.15 item i), temos que 1+ ab &

invertivel. Dai segue que:

1 a 1 b B 1—|—a/l; a+b
a 1)\b 1 atb 1+ab

_ ( 1 <a+b)(1+ab)—1> <1+a6 0 )
(a+b)(1 +ab)~2 1 0 1+ab)

Usando o teorema 3.2.5 na ultima igualdade acima segue que, a primeira matriz
de Vahlen corresponde a translagao de Mobius T4y (14a5-1 € a segunda matriz de

Vahlen corresponde a transformacio de Mébius 6 : W — W dada por O(w) = (1 +

— -1

ag)w( 1+ ab) que é uma transformagao ortogonal.

Como Ty, é uma transversal de G(B,,)/O(n,R), pelo teorema 4.4.4, podemos con-
siderar a operacao transversal . : Ty X Tayg — Ta, onde (T, ) é um B-lago. Para
a € B, temos @ = @, mostrando que 7, = T, « T, = T(a+b)(14+ab)~1 -

Agora, definimos a aplicagao g : Ty — B, por g(7,) = a. Claramente, g é bijetora.
Dessa forma, podemos definir a operagao binaria @ em B,, por a®b := g(7,.7,). Como

Ta » Ty = T(atb)(1+ab)—1, Segue que a & b := (a + b)(1 +ab)~".
Proposicao 4.5.3. (B,,®) é um B-lago.

Demonstragao: B, é um lago, pois de a b = g(7, . 7) e 7o = id, segue que 0 ® a =
a®0 = a. Como as equagoes T, T, = Tp € T, + T, = T POssuem solucao dnica em (Tpy, )
temos que, a @ x = b e y ® a = b possuem solugao tnica em (B, ®). Ainda, B,, é um

Bol-lago a esquerda, pois 7, « T, = Taqp € sendo Tr um Bol-lago, segue que

a®(bB(adc)) = 9(Taopo(aac)) = 9(Tar(Toe(TasTe))) = 9((Tas(T5e7a))o7e) = (aB(bBa))De.
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Sendo a™' = —a e g(7,; ') = g(7_4) = —a, temos que:

—(a®b)=g((ra-m) ) = glr,; ey ) = g(7o0 - 7p) = (—a) @ (=)
onde em () usamos o fato de Ty ser um K-lago. Logo, B, é um K-lago possuindo a
propriedade da raiz quadrada tunica. m
Defini¢ao 4.5.4. Chamamos o B-laco (B, ®) de lago de Mdbius.
Teorema 4.5.5. O lago de Mobius (B,,®) satisfaz as sequintes propriedades:

i) A operagio @ : B, X B, — B, € dada em termos da dlgebra de Clifford C,.

1+a§
[[14ab]|

ii) Dados a,b € B, temos que v,5(c) = qcq*, para todo ¢ € B, onde q¢ =

sendo v, € SO(n,R)
Demonstracao: O item i) é imediato.

i1) Dados a,b € B,, existem tunicos T,gp € Ty € 0 € O(n,R) tais que 7, 07, =
— 1

Taap © 0, onde O(w) = (1 + a/b\)w(l + aA) ,Vw € W. Para todo ¢ € B, temos
a® (b®c)=(aDb) ®7.p(c). Dai segue que 7o+ 7y« 7e) = (Ta » Tb) « T, 4(c)> Sendo
Tyas(c) = Vraim (Te). Mas por 4.4.4., temos que 7y, -, (7.) = 0 070 0=, Logo, para
algum z € B,, vale a igualdade 7,, -, (7.) = 7.

1+ab 0

Note que, ao multiplicar a matriz de Vahlen ( o 14ab 1

—— e
||[14-abl|

) pelo ntmero real

fazendo q = ”1?1@”(1 + ab), obtemos uma nova matriz de Vahlen dada por (g g).

Pelo item iv) do teorema 3.4.5, essa matriz induz a mesma transformacao de
Mobius 0. Ainda, note que, o elemento ¢ satisfaz o item i) da proposicao 2.2.15.

1

Logo, a aplicagdo quq~' = qwq* € W é uma rotagao (1). Por outro lado, como

—1 .
<g 2) = (g QQ), e sendo ¢§ = gq = 1, temos que

-1
0 g/\e 1/\0 ¢ o 1)
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que ¢ a matriz de Vahlen da translacdo de Mobius 7.4, afinal ||geq*|| = ||c[| < 1.

Portanto, © = qc¢* e como @ = @, Va € I, segue que vY,p(c) = qeq* =

(14+ab) . (1+ab)~!
[1+abl| ™ [[1+ab]

e por (1), garantimos que v, € SO(n, R).
]

Exemplo 4.5.6. Considerando a dlgebra de Clifford Cl1 = C, seque que o disco unitdrio

complexo € um B-lago. De fato: dados z,w € By = {z € C||z| < 1}, pelo teorema 4.5.5,

ale 2tw 1+zw ~ —1 « _ l+zw |14z
v l que 2 @ w = 12w € q = |1 ZTU|’ sendo fyz7w<c) e qc<q) qcq ‘1 Zw| i
142w [ ]l __ zbw
1+zwc' 04go, POAEIMOS €SCrever ’Vz,w = .



CAPITULO 5

Girogrupos

Neste capitulo, veremos que o conceito de girogrupo, que geometricamente é uma
adaptacao de vetores para a geomtria hiperbdlica e algebricamente, generaliza o con-
ceito de grupo, foi introduzido por Abraham A. Ungar em 1988. Na primeira secao,
apresentaremos algumas de suas propriedades e exemplos, os quais se encontram em
[19]. Na segunda e tultima segdo, abordaremos o artigo de Lawson, mostrando que os
conceitos de K-lagos e girogrupos girocomutativos sao equivalentes, conforme observado
em [12]. Com isso, obtemos como consequéncia o nosso resultado principal, que é a
generalizacao do caso conhecido do girogrupo de Mdébius, uma vez que, do capitulo 4,
(B, ®) é um K-lago. O girogrupo de Mébius possui aplicagoes na Fisica, no estudo das
transformacoes de Lorentz, na teoria da relatividade especial, pois o grupo de Lorentz
atua no disco de todos as possiveis velocidades simétricas via aplicagoes conformes.

Usamos como referéncias para este capitulo: [5], [12] e [19].

5.1 Introducao aos Girogrupos

Nesta secao, definiremos girogrupos, sendo estes uma generalizagao do conceito de
grupo. Apresentaremos algumas de suas propriedades e daremos alguns exemplos de

girogrupos no final da secao.

Definicao 5.1.1. Um conjunto nao-vazio G, munido de uma operacgao binaria &, é um

74
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girogrupo se para todos a,b € G, existir uma aplicagdo gyr|a,b] : G — G de maneira

que as seguintes condicoes sejam satisfeitas:

)

iii)

Existe e € GG tal que e ® a = a, Va € G. Neste caso, e é um elemento neutro a

esquerda em G.

Para cada a € G, existe @’ € G tal que a’ @ a = e. Neste caso, dizemos que a’ é

um inverso a esquerda de a.

Dados a,b, ¢ € G, existe um tnico elemento gyrfa,b](c) € G tal que a ® (b D ¢) =
(a @ b) ® gyr|a,b](c). Chamamos essa igualdade de lei da giroassociatividade a

esquerda.

A aplicagao gyrla,b] : G — G é um automorfismo, ou seja, gyr|a,b](c ® d) =
gyrla,bl(c) ® gyrla,b](d), Ve,d € G, chamado de giroautomorfismo gerado por
a e b, e a aplicagao gyr : G x G — Aut(G) chamada de girador de G, onde

Aut(G) ={f: G — G | f é um automorfismo}.

gyrla @ b,b] = gyrla,b], Va,b € G. Chamamos esta igualdade de propriedade do

laco a esquerda.

Dizemos que o girogrupo é girocomutativo se a ® b = gyr{a,b](b ® a), Ya,b € G.

Da definicao de girogrupo, as duas primeiras condigoes dizem respeito sobre a es-

trutura de G, enquanto as duas ultimas condigoes falam da aplica¢do gyr[a,b]. Enfim,

a terceira condigao é a ponte que liga a estrutura de G com gyr|a, b].

Vejamos algumas propriedades imediatas da definicao de girogrupo.

Proposicao 5.1.2. Se (G,®) € um girogrupo, entdo valem as sequintes propriedades:

1)

Dados a,b,c € G, se a b= a® c entao b = c.
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ii) Se e € G € um elemento neutro a esquerda em G, entdo gyr|e,a] = id.
iii) Se a' um elemento inverso a esquerda de a € G, entdo gyrlda’,a] = id.
w) gyrla,a) =1id, Ya € G.

v) Se e € G € um elemento neutro a esquerda em G, entdo a ® e = a, Ya € G, ou

seja, e € um elemento neutro a direita em G.

vi) Eziste um unico elemento que é neutro a esquerda e neutro a direita em G, de-

notado por 0 € G, isto €, 0a=a®0=a,Va € G.

vii) Se a' € G é um elemento inverso a esquerda de a € G, entdo a ® a' = e, ou seja,

a' € um elemento inverso o direita de a € G.

viti) Dado a € G, existe um unico elemento que € inverso de a, denotado por ©a e

6(6a) = a,Va € G.
i) (6a)® (a®b) =bVa,be G. (lei do cancelamento a esquerda)
z) gyrla,bl(c) = (©(a®b)) ®[a® (b® )], Ya,b,c € G.
zi) gyr|a,b)(0) =0, Va,b € G.
zii) gyr|a,b](&c) = Sgyrla,b](c), Ya,b,c € G.
ziii) gyrla,0] =1id, Ya € G.
Demonstragao:

i) Dados e € G um elemento neutro a esquerda em G e a’ € G um inverso a esquerda
de a € G, por hipétese, temos que o' @ (a ®b) = ¢’ @ (a ® ¢). Usando a lei da

giroassociatividade a esquerda em cada lado da igualdade, segue que:

(d ©a)®gyr(d,a)(b) = (¢’ © a) ® gyrld,a](c) = gyrld’,a](b) = gyrld’, a](c).

=e =e
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Como gyr|a’, a] é injetora, segue que b = c.

it) Dados a,b € G e e € G um elemento neutro a esquerda em G, pela lei da

giroassociatividade a esquerda, temos que:
a®b=e®(a®b) = (e®a)®gyrle,al(b) =a® gyrle, a](b)

Logo, do item i), segue que b = gyrle,al(b), isto é, gyrle, a] = id.

i11) Seja @' € G um elemento inverso a esquerda de a € G. Pela propriedade do laco

a esquerda, segue que gyr(d’,a] = gyr[d’ @ a,a] = gyrle, a] 9.

iv) Seja e um elemento neutro a esquerda em G. Usando a propriedade do lago a

esquerda e o item ii), temos gyr(a,a] = gyrle ® a,a] = gyrle,a] = id, Ya € G.

v) Seja e € G um elemento inverso a esquerda em G e o’ € G um elemento inverso
a esquerda de a € G. Usando a lei da giroassociatividade, temos que:
d®(ade)=(dDa rld',al(e) =e®e=e=d Da.
®ade)=(ad @a)®gyrla,a(e) =e® &

=e =id

Logo, pelo item i) segue que a @ e = a, Va € G.

vi) Se ey € G é tal que eg ®a = a @ ey = a, YVa € G, entdo, em particular, ey =

e @ eg = e, mostrando que e é o elemento neutro de GG, denotado por 0 € G.

vii) Seja a’ € G um elemento inverso a esquerda de a € G. Usando a lei da giroasso-
ciatividade e ii), segue que o’ @ (a ®a’) = 0@ a = da’ = d’ © 0. Logo, pelo item

i), obtemos que a ® a’ =0, Va € G.

viti) Seja a” € G tal que " ®a=a®a” =0. Logo, " =ad"®0=d"® (add) =
(a" @ a) ® gyr[a’,a](a’) = 0@ @ = d/, mostrando que a ¢ invertivel. Denotamos

o inverso de a por Sa.
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iz) Dados a,b € G, pela lei da giroassociatividade & esquerda e iii), temos que (©a) ®

(a®db)=0db=0.
z) S(a@b)®[ad (b®c)] = S(a®b)|(a®b) @ gyrla, b(0)] 2 gyrla, b](c), Ya, b, c € G.
zi) Tome ¢ = 0 no item x).

zii) 0 = gyrla,b](0) = gyr|a,b]((&c) ® ¢) = gyr|a, bl(Sc) @ gyr[a,b](c). Logo, do item

viil) segue que ©gyrla, bl(c) = gyr|a, b](&c¢), Ya,b,c € G.

ziii) Fazendo b = 0 no item x), vem que gyrfa,0](c) = S(a®0) @ (a® (0D ¢)) =

(©a) @ (a ®c) = (6a) D a)® gyr[©a,al(c) = 0® ¢ = ¢, Va,c € G, ou seja,
gyrla,0] = id.

|

Observagao 5.1.3. Dados a,b € G, definimos ©a @ a := (6a) @ a, a©b:=a® (Sb)

e ©aob:=(6a)® (OD).
Exemplo 5.1.4. Listamos abaizo alguns girogrupos:
i) Todo grupo G € um girogrupo, basta tomar gyr|a,b] = id, Va,b € G.

it) Considere Ty o grupo de todas as matrizes triangulares superiores de ordem 4 com
entradas complezas, cuja diagonal principal é igual a 1, em relagao a multiplicagao
usual. Definindo A® B := A?BA~! e considerando gyr[A, B](C) = (A® B)™' ®

[A® (BoO)], VA, B,C € Ty, seque que (Ty, ®) € um girogrupo.

iii) Considere o congunto Kig := {1,2,...,16} com a tdbua da operacio ©® : Kig X

K — Kig dada abaizo, possuindo apenas dois giroautomorfismos, sendo um a
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identidade e o outro, denotado por A : K¢ — Kig, obedecendo:

1—1 5—=5 9—10 13— 14
2—-2 6—=6 10—9 14 —13
3—3 7—7 11 —12 15— 16
4—4 8—=8 12—11 16— 15
® 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16
1 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16
2 2 1 4 3 6 5 8 7 10 9 12 11 14 13 16 15
3 3 4 2 1 7 8 6 5 12 11 9 10 16 15 13 14
4 4 3 1 2 8 7 5 6 11 12 10 9 15 16 14 13
5 5 6 7 8 4 3 2 1 16 15 13 14 10 9 12 11
6 6 5 8 7 3 4 2 1 15 16 14 13 9 10 11 12
7 7 8 6 5 1 2 3 4 14 13 16 15 11 12 10 9
8 8 7 5 6 2 1 4 3 13 14 15 16 12 11 9 10
9 9 10 11 12 13 14 15 16 1 2 3 4 5 6 7 8
10 10 9 12 11 14 13 16 15 2 1 4 3 6 5 8 7
11 11 12 10 9 15 16 14 13 4 3 1 2 8 7 5 6
12 12 11 9 10 16 15 13 14 3 4 2 1 7 8 6 5
13 13 14 15 16 12 11 9 10 7 8 6 5 2 1 4 3
14 14 13 16 15 11 12 10 9 8 7 5 6 2 1 4 3
15 15 16 14 13 9 10 11 12 5 6 7 8 4 3 1 2
16 16 15 13 14 10 9 12 11 6 5 8 7 3 4 2 1
gy'r[a,b] 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16
1 id id id id id id id id id id id id id id id id
2 id id id id id id id id id id id id id id id id
3 id id id id id id id id id id id id id id id id
4 id id id id id id id id id id id id id id id id
5 id id id id id id id A A A A A A A A A
6 id id id id id id id A A A A A A A A A
7 id id id id id id id A A A A A A A A A
8 id id id id id id id A A A A A A A A A
9 id id id id A A A A id id id id A A A A
10 id id id id A A A A id id id id A A A A
11 id id id id A A A A id id id id A A A A
12 id id id id A A A A id id id id A A A A
13 id id id id A A A A A A A A id id id id
14 id id id id A A A A A A A A id id id id
15 id id id id A A A A A A A A id id id id
16 id id id id A A A A A A A A id id id id

79

De acordo com as tabelas, temos que (K15, ®) € um girogrupo, nao-girocomutativo,

pois 9 ® 8 = 16, mas gyr|9,8](8 ®9) = A(13) = 14.
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Observagao 5.1.5. Ndo se wverifica o exemplo i) de imediato, uma demonstra¢ao €

encontrada em [7].

Observagao 5.1.6. O ezemplo iii) € de um girogrupo finito, o qual foi criado pelo
pacote de software MAGMA e por sua biblioteca [3], utilizando o método desenvolvido

em [7].

5.2 Lacos e Girogrupos

E notével algumas semelhancas entre as defini¢oes e propriedades de girogrupos e
as de lacos. Na verdade, os K-lagos e os girogrupos girocomutativos gozam das mesmas
propriedades. O objetivo deste capitulo é o de apresentar um teorema que liga os K-
lagos com os girogrupos girocomutativos, conforme Lawson observa em [12]. Dessa
forma, poderemos ampliar nossos exemplos de girogrupos, sendo o principal exemplo

dessa dissertacao a generalizacao do girogrupo de Mobius.
Defini¢ao 5.2.1. A operagao coadi¢do em um girogrupo (G, ®) é definida por:
aBb:=a® gyrla,&bl(b), Ya,b € G.

Lema 5.2.2. Se (G,®) € um girogrupo, entao, para quaisquer a,b,c € G, as sequintes

identidades sao verdadeiras:
i) gyrla,b® c] o gyr[b, c] = gyrla @ b, gyr|a, b)(c)] o gyr|a, b].
ii) id = gyr[a ® b, ©gyr|a, b](b)] o gyr|a, b].
iii) id = gyr|a, ©gyra, b](b)] o gyr|a, b].
w) id = gyr(©a,a & b] o gyr|a,b].

v) id = gyr[b,a & b] o gyr|a,b].
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Demonstracao: Sejam a,b,c,d € G.

i) a®(b®(cdd)) = a®((bDc)Dgyr(b, c](d)) = (a®(bdc))Dgyr|a, bDc](gyr|b, c|(d)).

De outra forma, temos que:

a®bd(cdd) = (adb)Dgyrla,bl(c®d)
= (a®b) ® (gyrla,b](c) ® gyrla, b)(d))

= ((a®b) @ gyra,b](c)) ® gyrla ® b, gyr|a, bl(c)](gyr|a, b](d))

= (a® (b&c) ® gyrla® b, gyrla, b](c)l(gyrla, bl(d)).
Logo, do item i) de 5.1.2, segue o resultado.
ii) Tome ¢ = &b em 1) e use xii) de 5.1.2.
iii) Segue do item ii), que:

id = gyrla®b,egyr(a,b(b)] o gyr|a,b]

—_
~—

gyr((a @ b) ® gyrla, b](©b), ©gyr|a, b](b)] o gyrla, b]

|22

gyrla ® (b©b), Sgyr(a,b](b)] o gyr|a, b]

= gyrla, ©gyr(a,b](b)] o gyrla,b],

sendo 1)-lei do lago a esquerda e o item xii) da proposi¢ao 5.1.2 e 2) a lei da

giroassociatividade a esquerda.

i) Se b = ©a em i), entdo:

gyrla,©a @ c] o gyr[Sa,c] = gyrla© a,gyr|a, ©al(c)] o gyrla, Sal = id,

onde na tltima igualdade, segue dos itens xiii) e iii) de 5.1.2. Substituindo a por

©a e ¢ por b, segue o desejado.
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v) id 2 gyrea,a® bl o gyrla,b] 2 gyr(ca® (a ®b),a ® b o gyrla,

2 gyr[b,a @ b o gyr|a,b], sendo 1)-propriedade do lago & esquerda, 2)-lei do

cancelamento a esquerda.

Lema 5.2.3. Se (G,®) € um girogrupo, entdo sao vdlidas as afirmagoes:
i) Para todo a,b,c € G, vale a identidade a ® (b (a®c)) = (a® (bDa)) ®c.

ii) Dados a,b € G, existem unicos x,y € G tais que a®x =b ey da = b, sendo

r=060a®bey=>bH(Sa).
iii) ©(a ® b) = gyr|a,b)(6b S a).
i) G € girocomutativo se, e somente se, S(a ®b) = ©a S b, Va,b € G.
Demonstragao:
i) Se a,b,c € G, entao

a®(bd(a®c) = (a®b)®gyrfa,bl(a®c)

= (a®b) ® (gyrla,bl(a) ® gyrla,b](c))

=
\a

N
~

= (a® (b®a))® (gyr(a,b& a] o gyr(b, a])(c)

[|&

(a®(b®a))®e,

sendo 1)-lei da giroassociatividade & esquerda, 2)-lema 5.2.2 item i) e 3)-lema

5.2.2 item v).

i1) Dados a,b € G, defina x = ©a®b € G. Logo, pela lei do cancelamento & esquerda

e item i) de 5.1.2, segue que x é unico tal que a @ x = b. Agora, se y = bH (©a),

((a®b) @ gyrla,bl(a)) @ (gyrla @ b, gyr|a,b](a)] o gyrla,b])(c)
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iii)

entdo y = b @ (&gyr(b, a](a)). Logo, temos que:

yda = (bogyrbal(a)) ®a

5.2.2
iid)

= (bogyrb,al(a)) © gyr[b, ogyr(b, al(a)](gyr(b, a](a))
= b (Ogyrb, al(a) ® gyr(b,al(a))

= bd0=0b.

Agora, se yg € G é outa solugao, entao y ® a 1P Yo P a. Assim, temos que:
1By = & (1 & (060)) 2 (a6 (1)) Sa T (a8 (y&a))Sa 2 as(y& (aSa)

=a®y. Mas a® y = a P y, possui solucao tnica, mostrando que y = 1.

Pela proposigao 5.1.2 item x) e usando a lei do cancelamento a esquerda, segue

que:

gyrla,bl(6boa) = ©(a®b) B (a® (b (6boa))) =0(adb) B (aca) = S(adb).

Suponhamos que G seja girocomutativo, ou seja, a®b = gyr|a, b|(bda), Va,b € G.

Temos que:

gyrla, bl(S(Caob)) = Sgyrla, bl(Cach) = o(6(b®a)) = b®a = gyrla, b(a®b).

Pela bijetividade, segue que ©(6©a © b) = a ® b, ou seja, OS(a ® b) = ©a O b.
Reciprocamente, se S(a @ b) = Sa © b, entao:

a @b cgyrlabl(eb e a) = ogyrla,b(©(b & a) = gyrla,bl(e(Eb & a) =

gyrla, b](b @ a), mostrando que G é girocomutativo.
|

Proposicao 5.2.4. Se (G,®) € um girogrupo girocomutativo, entio (G, D) € um K-

laco.

Demonstragao: Da proposicao 5.1.2 item vi) e do lema 5.2.3 item ii), segue que G é

um lago. Pelo lema 5.2.3 itens i) e iv), segue que G é um K-lago.



CAPITULO 5. GIROGRUPOS 84
u

Para mostrarmos a reciproca da proposi¢ao acima, apresentamos dois lemas técnicos.
Antes, veja que se (£,-) é um lago, entao, dados x,¢ € L, temos que as aplicagoes

M(z) =10 -z eny(x)=x-{sao bijetoras.

Lema 5.2.5. Seja (L,-) um lago e sejam «, 3,7 : L — L aplicagdes bijetoras tais que
a(r) - Bly) =z -y), Yo,y € L. Se 5(1c) = 1z, entao a = e (a(lz) - B(z)) - By) =

a(le) - Blz-y).

Demonstracao: Fazendo a = a(l.) e b = (1), temos que:
V(@) = (- 1) = alz) - B(1e) = a(z) -bey(z) = (1 - x) = a(le) - f(x) = a- f(x).

Logo, a(z) - b = v(z) = a- f(x). Por hipétese, b = 1., implicando que o = 7 e
a(x) = a- B(x), ou melhor, « = A\, o 5.
Portanto, (A, 0 8)(x) - B(y) = (Aa 0 B)(z - y), ou seja, (a- B(x)) - B(y) = a- B(z - y),

de a = a(lg).
onde a = a(1,) -

Lema 5.2.6. Se (L,-) € um K-lago, entdo a aplicagao precessao é um automorfismo.

1 1 1

Demonstragao: Note que, \;! = \;-1 e n,7! = 1,-1, pois aa™! = a~'a = 1. Sendo

L um Bol-lago, para cada x,y € L, temos que (A\una)(z) - A\; 1 (y) = (a(za))(a™ty) =
a(zy) = Ao(x - y). Logo, como Y,p(lz) = 1z e sendo (Aap 0 Ayt o N\ N)(12) = ((a-

b) - (a=t-b7Y)) = 1f, segue do lema 5.2.5 que (((a-b) - (@™ - b)) - Yap(7)) - Yan(y) =

N S

1,
((a-b)-(a' b)) - vap(x - y), como querfamos.
> ~ g m

=1,

Proposicao 5.2.7. Se (L,) € um K-lago, entao (L,-) € um girogrupo girocomutativo.
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Demonstracao: As condigoes i) e ii) da definicao 5.1.1, seguem pelo fato de £ ser
um lago. Definindo o girador gerado por a,b € L pela aplicacao precessao, isto é,
gyrla,b] := 7,4, obtemos a lei da giroassociatividade a esquerda.

De acordo com o lema 5.2.5, dado a € L, a aplicacao A\, : L — L definida por
Ao(z) = a - x é bijetora. Decorre do fato de £ ser um Bol-laco & esquerda a seguinte
relacao A\, 0 Ap = Agp © Vap = Yap = )\;,1) 0 A, © Ay, onde 7, ¢ um automorfismo e que
(a-b)"'=a"! b7l Restando mostrar que a aplicagao precessao obedece a lei do lago
a esquerda.

Sea-(b-(a-¢)) = (a-(b-a))-c, entdo Yap = Yabs, Va, b, ¢ € L. E suficiente mostrar
QUE Vopo = Voa € Yap = Ya-tabs POIS Yap = (Ya-ta0) " = (Voo t.(p) " = Yabpe De
fato: como Y4 p.0 = )\;%b.a) 0XgONpg € Voo = )\,;; o\, 0 A, € por ser um Bol-lago, temos que
vale a igualdade A\goA\y0 Ay = Aq.(bq). Logo, ¢ imediato que V5.4 °Yab-a = Vb-a,0©Vo,a = id.

Temos também que v,-1 44 = P

-1
a=1-(ab) © Aa-1 0 Agp = Ay 0 Ag-1 0 Agyp, onde a outra

igualdade é 6bvia, mostrando que £ é um girogrupo girocomutativo. -

Podemos enriquecer essa ligacao dizendo que todo B-lago ¢ um girogrupo girocomu-
tativo. De fato: note que, das proposigoes 5.2.4 e 5.2.5 segue que G é um K-lago, se, e
somente se, G é um girogrupo girocomutativo. Por fim, um B-lago se, e somente se, GG
¢ um K-lago com a propriedade da raiz quadrada tnica.

Dessa forma, denominamos o B-laco (B,,, @) de lag¢o de Mébius, ou seja, um girogrupo

girocomutativo com a propriedade da raiz quadrada tnica, sendo seu girador definido

1+a§
|[14-ad|

por gyrla,bl(c) = qeq*, Va, b, c € B, onde g = Por essa razao, o laco de Mébius
também é chamado de girogrupo de Mobius.
O girogrupo de Mobius é um dos principais objetos de estudo em [19], ou lago de

Mébius conforme vimos. Ungar([19]) define a adi¢do de Mdbius no disco unitério de

R™ pela equacao (1) dada na introdugao. Nossa abordagem, via algebras de Clifford,
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produz uma férmula equivalente, porém mais compacta, dada por (2), que é uma forma
mais geral da adicao de Mobius do disco unitario complexo dada na introdugao desta

dissertacao.
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