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CENTRO DE CIÊNCIAS EXATAS

DEPARTAMENTO DE MATEMÁTICA
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ingá, como partes dos requisitos necessários para a obtenção do t́ıtulo de Mestre em
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Resumo

No presente trabalho exibiremos relações que ligam as álgebras de Clifford associadas

ao espaço vetorial Rn, munido de produto interno negativo, matrizes de Vahlen e trans-

formações de Möbius em um espaço paravetorial estendido Ŵ = (R⊕Rn)∪{∞} com o

laço de Möbius ou girogrupo de Möbius. Com isso descreveremos, de forma compacta,

uma fórmula para a operação do girogrupo de Möbius a⊕ b = (a + b)(1 + ab)−1, onde

o lado direito é dado em termos dos elementos da álgebra de Clifford, generalizando o

girogrupo de Möbius do disco unitário complexo.

Palavras-chave: Álgebras de Clifford, matriz de Vahlen, transformação de Möbius,

B-laços, grupos involutivos e girogrupos.
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Abstract

In this paper we display links between the Clifford algebras associated with vector space

Rn, provided with negative inner product matrices Vahlen and Möbius transformations

in an extended paravector space Ŵ = (R ⊕ Rn) ∪ {∞} with Möbius loop or Möbius

gyrogroup. With that describe, in a compact form, a formula for operating Möbius

gyrogroup a ⊕ b = (a + b)(1 + ab)−1, where the right side is given in terms of the

elements of the Clifford algebra, generalizing the Möbius gyrogroup unit complex disc.

Keywords: Clifford algebra, Vahlen matrices, Möbius transformations, B-loop, invo-

lutive group and gyrogroup.
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1.2 Álgebra quociente . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 10
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Introdução

A adição de Möbius no disco unitário complexo D = {z ∈ C | |z| < 1} definida por

u⊕ v =
u+ v

1 + uv
(1)

fornece a D uma estrutura de um B-laço, ou seja, um girogrupo girocomutativo com a

propriedade da raiz quadrada única.

O fato de que (D,⊕) é um girogrupo girocomutativo é abordado por Abraham A.

Ungar, em [19], através das transformações de Möbius que preservam D da forma

z 7→ eiθ
a+ z

1 + az
,

onde a, z ∈ D, θ ∈ R fixo e a é o conjugado de a.

Tal fato, induz uma operação binária ⊕ em D, definida por

a⊕ z :=
a+ z

1 + az
,

a qual é não-comutativa e não-associativa. No entanto, essas situações podem ser

reparadas com a introdução da aplicação gyr : D× D → Aut(D,⊕) definida por

gyr[a, z] =
a⊕ z

z ⊕ a
=

1 + az

1 + az
,

onde Aut(D,⊕) o grupo dos automorfismos de (D,⊕), sendo que gyr[a, b] geometri-

camente age como uma rotação em torno da origem do disco D. Dessa forma, sendo

a, b, c ∈ D, conseguimos as relações:

a⊕ b = gyr[a, b](b⊕ a) (girocomutatividade)
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a⊕ (b⊕ c) = (a⊕ b)⊕ gyr[a, b](c) (giroassociatividade).

Após, Ungar reescreve a adição de Möbius dada por (1), da seguinte forma

u⊕ v =
(1 + 2⟨u, v⟩+ ∥v∥2)u+ (1− ∥u∥2)v

1 + 2⟨u, v⟩+ ∥u∥2|v|2
. (2)

Essa nova relação mostra que, a adição de Möbius pode ser vista como uma equação

vetorial restrita ao disco unitário do espaço vetorial R2. Tal fato, motivou Ungar

a generalizar a adição de Möbius para o disco unitário de um R-espaço vetorial V ,

munido de produto interno e norma derivada do produto interno, por definir a adição

de Möbius conforme dado em (2). Essa abordagem é citada, mas o autor não apresenta

uma prova de tal fato.

Para uma abordagem clássica das transformações de Möbius em várias dimensões

nos referimos a [1], [5] e [22]. Sendo V um espaço vetorial sobre R de dimensão finita,

Alhfors, em [1], observa que uma abordagem natural das transformações de Möbius

em várias dimensões é através dos números de Clifford que são elementos do subespaço

vetorial R ⊕ V da álgebra de Clifford Cℓ0,n = Cn. Após esse trabalho, as álgebras

de Clifford se tornaram uma ferramenta comum para o estudo das transformações de

Möbius, conforme pode ser visto em [22]. Em [5], Ferreira faz o que é afirmado por

Ungar, ou seja, um estudo do girogrupo de Möbius do espaço paravetorial R⊕V , cujos

elementos são os números de Clifford de Cℓ0,n, mostrando algebricamente que munindo

o disco unitário do espaço paravetorial com a adição de Möbius dada em (1), obtém-se

uma generalização do girogrupo de Möbius na álgebra de Clifford Cn.

Com o mesmo foco algébrico, Jimmie Lawson, em [12], aborda o girogrupo de

Möbius de uma maneira diferente, através da união de assuntos variados, tais como:

álgebras de Clifford reais em um espaço vetorial com produto interno negativo, matrizes

de Vahlen, transformações de Möbius e teoria dos laços, em especial os K-laços. Essa

abordagem é diferente da de Ungar e Ferreira, pois Lawson primeiramente exibe uma
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fórmula simples para a operação binária do laço de Möbius, ou seja, do disco unitário

do espaço paravetorial W = R⊕ Rn, o qual é um K-laço, definida por

v ⊕ u = (v + u)(1 + uv)−1, (3)

onde v, u ∈ {w ∈ R⊕ V |∥w∥ < 1}.

Em seguida, Lawson observa que os conceitos de K-laços e girogrupos girocomuta-

tivos são equivalentes, mostrando dessa forma que a operação dada em (3) vale para o

girogrupo de Möbius Bn = {w ∈ R⊕ V | ∥w∥ < 1} ⊂ Cn. Com isso, podemos concluir

que a adição de Möbius do girogrupo de Möbius Bn funciona de maneira análoga para

o caso trivial do girogrupo de Möbius D = B1, conforme dado em (1).

Os girogrupos, os quais generalizam o conceito de grupo, aparecem em 1988, sendo

o primeiro girogrupo o girogrupo de Einstein, cuja a operação binária é não-comutativa

e não-associativa. Outro exemplo de um girogrupo é o girogrupo de Möbius, o qual é

um modelo concreto da teoria abstrata de girogrupos, sendo que seu estudo direciona

a uma melhor compreensão das transformações de Lorentz da teoria da relatividade

especial, uma vez que o grupo de Lorentz atua no disco de todas as posśıveis velocidades

simétricas via aplicações conformes. Ainda, possuem mais uma aplicação na fiśıca

para os modelos descritos por equações invariantes sob transformações conformes. A

girolinguagem é devidoa a Ungar.

Nessa dissertação, exploramos detalhadamente o trabalho realizado por Lawson, o

qual dá uma visão algébrica para o girogrupo de Möbius Bn, através do formalismo das

álgebras de Clifford Cn. A partir de um espaço vetorial V = Rn, munido de produto

interno e norma, determinamos a álgebra de Clifford associada e constrúımos o espaço

paravetorial R⊕V que é o espaço vetorial das somas diretas de escalar com vetor. Este

espaço paravetorial será o ambiente para o estudo do girogrupo de Möbius no disco

unitário. Uma vez que cada número de Clifford não-nulo tem um inverso podemos
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definir transformações de Möbius no espaço paravetorial R⊕ V . Nossos resultados em

espaços paravetoriais permanecem válidos aos espaços vetoriais por restrição.

O primeiro caṕıtulo fornece as notações, terminologias e resultados preliminares

essenciais para o desenvolvimento dos demais caṕıtulos, onde abordamos um exemplo

de álgebra quociente que dará significado a primeira definição do caṕıtulo seguinte.

No segundo caṕıtulo, exploramos alguns tópicos gerais das álgebras de Clifford, do

ponto de vista algébrico, tais como: a sua construção, automorfismo principal e anti-

automorfismo principal e centro da álgebra de Clifford. Após, focaremos nas álgebras de

Clifford reais. Apresentamos o espaço paravetorial da álgebra de Clifford e definiremos

o grupo de Clifford do espaço paravetorial, o qual será descrito de duas formas, em que

uma dessas formas aparece a aplicação adjunta torcida.

No terceiro caṕıtulo, definimos duas aplicações sobre o espaço paravetorial que ca-

racterizam as transformações de Möbius. Veremos também as matrizes de Vahlen, as

quais induzem transformações de Möbius. Por fim veremos as translações de Möbius,

que são transformações de Möbius que preservam o disco unitário do espaço paravetorial.

O quarto caṕıtulo apresenta, de forma direta, alguns tópicos de teoria dos laços. Um

fato notável, é a relação obtida entre as álgebras de Clifford, transformações de Möbius

e matrizes de Vahlen com a teoria de laços, permitindo falar no laço de Möbius.

O último caṕıtulo trata dos girogrupos, onde veremos dois resultados importantes,

sendo que o primeiro é a equivalência entre girogrupos comutativos com a propriedade

da raiz quadrada única e os B-laços, e o outro resultado é a generalização do caso do

girogrupo do disco unitário complexo, ou seja, do girogrupo de Möbius.
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Caṕıtulo 1

Preliminares

Neste primeiro caṕıtulo abordaremos alguns conceitos da álgebra em geral, os quais

servirão de suporte para o desenvolvimento deste trabalho. O caṕıtulo está dividido em

quatro partes: na primeira, apresentaremos algumas definições e resultados básicos de

álgebra, ilustrando com exemplos algumas dessas definições e alguns desses resultados;

na segunda, apresentamos brevemente a álgebra quociente; já na terceira, abordaremos

a álgebra tensorial T (V ) de um espaço vetorial V ; por fim, na última parte, veremos que,

ao tomarmos um ideal espećıfico de T (V ), obtemos algumas propriedades da álgebra

quociente T (V )/I.

1.1 Noções de Álgebra e Álgebra linear

Com o objetivo de fixar notações e conceitos que serão utilizados em caṕıtulos pos-

teriores, apresentaremos algumas definições e resultados da álgebra e álgebra linear e

daremos alguns exemplos desses fatos.

Definição 1.1.1. Um espaço vetorial A sobre um corpo F é uma F-álgebra (ou uma

álgebra sobre F) se existir uma operação binária · em A, que satisfaz:

i) a · (b+ c) = (a · b) + (a · c) e (b+ c) · a = (b · a) + (c · a), ∀a, b, c ∈ A.

ii) (a · b) · c = a · (b · c), ∀a, b, c ∈ A.

5



CAPÍTULO 1. PRELIMINARES 6

iii) Existe um elemento u ∈ A tal que u ·a = a ·u = a, ∀a ∈ A. Tal elemento é único,

será denotado por 1A e denominado elemento identidade.

iv) λ(a · b) = (λa) · b = a · (λb), ∀λ ∈ F, ∀a, b ∈ A.

Observação 1.1.2. Para evitar trivialidades, assumimos que 1A ̸= 0A, onde 0A é o

elemento neutro do espaço vetorial A.

A dimensão de uma F-álgebra A, denotada por dimFA, é a dimensão do F-espaço

vetorial A.

Um homomorfismo entre F-álgebras (A, ·) e (A′,⊙) é uma aplicação f : A → A′ que

satisfaz:

i) f é uma transformação F-linear(ou simplesmente, transformação linear).

ii) f(1A) = 1A′ .

iii) f(a · b) = f(a)⊙ f(b), ∀a, b ∈ A.

Mais ainda, dizemos que a aplicação f : A → A′ é um:

iv) isomorfismo se f for bijetora e um homomorfismo.

v) automorfismo se f for um isomorfismo e A = A′.

vi) anti-automorfismo se f for bijetora e satisfazer i), ii) e f(a · b) = f(b) ⊙ f(a),

∀a, b ∈ A.

Observação 1.1.3. Para toda F-álgebra A, existe um isomorfismo natural F ∼= F1A.

Exemplo 1.1.4. Vejamos algumas álgebras:

i) Todo corpo F é uma F-álgebra unidimensional. O conjunto dos números complexos

C e o conjunto dos números quatérnios reais H = {a + bi + cj + dk | i2 = j2 =

k2 = −1 e a, b, c, d ∈ R} são R-álgebras, com dimRC = 2 e dimRH = 4.
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ii) Sejam X um conjunto não-vazio e A uma F-álgebra. O F-espaço vetorial de todas

as aplicações de X em A, denotado por AX , munido da operação (f · g)(x) =

f(x) · g(x), ∀x ∈ X e ∀f, g ∈ AX , é uma F-álgebra.

iii) Seja M(n,F) o F-espaço vetorial de todas as matrizes de ordem n×n com entradas

em F, munido da operação multiplicação usual de matrizes. Com estas operações

M(n,F) é uma F-álgebra, com dimensão n2.

iv) O F-espaço vetorial F[X] dos polinômios a uma indeterminada sobre F, munido

da multiplicação usual de polinômios, é uma F-álgebra, de dimensão não-finita.

v) O R-espaço vetorial R2 com a operação produto (a, b) · (c, d) = (ac+ bd, ad+ bc),

é uma R-álgebra de dimensão 2.

Observação 1.1.5. Note que 0A · a = a · 0A = 0A, ∀a ∈ A, para qualquer F-álgebra A.

Definição 1.1.6. Seja A uma F-álgebra. Um subconjunto não-vazio S ⊂ A é uma

subálgebra de A se S é um subespaço vetorial de A que contém 1A e para quaisquer

a, b ∈ S, implicar que a · b ∈ S.

Observação 1.1.7. Seja A uma F-álgebra e seja J um conjunto de ı́ndices. Se Si é

uma subálgebra de A, para todo i ∈ J , então
∩
i∈J

Si é uma subálgebra de A.

Definição 1.1.8. Seja A uma F-álgebra e seja X ⊂ A um subconjunto não-vazio. A

subálgebra de A gerada por X, denotada por ⟨X⟩, é a interseção de todas as subálgebras

de A que contêm X.

Observação 1.1.9. Se A é uma F-álgebra e X ⊂ A é um subconjunto não-vazio,

então ⟨X⟩ é o conjunto de todas as somas finitas da forma λ01A +
∑
I

λIxI , onde I =

(i1, . . . , ik), k ≤ 1, xI = xi1 · . . . · xik com xi1 , . . . , xik ∈ X e λ0, λI ∈ F.



CAPÍTULO 1. PRELIMINARES 8

Definição 1.1.10. Uma forma bilinear simétrica sobre um F-espaço vetorial V é uma

aplicação B : V × V → F tal que, para cada v, u, w ∈ V e todo λ ∈ F satisfaz:

i) B(v + λw, u) = B(v, u) + λB(w, u) e B(v, u+ λw) = B(v, u) + λB(v, w).

ii) B(v, u) = B(u, v).

Dizemos que dois vetores v, u ∈ V são ortogonais em relação à B, quando B(v, u) = 0.

Definição 1.1.11. Seja V um F-espaço vetorial munido de uma forma bilinear simétrica.

Dizemos que B é não-degenerada se para todo v ∈ V, v ̸= 0V , existe u ∈ V, u ̸= 0V tal

que B(v, u) ̸= 0.

Um corpo F tem caracteŕıstica diferente de dois se 2 ̸= 0, onde 2 = 1+1 ∈ F. Neste

trabalho, iremos sempre considerar F um corpo com essa propriedade.

Definição 1.1.12. Uma forma quadrática sobre um F-espaço vetorial V é uma aplicação

Q : V → F tal que:

i) Q(λv) = λ2Q(v), ∀λ ∈ F, ∀v ∈ V .

ii) A aplicação BQ : V × V → F definida por BQ(v, u) :=
1
2
[Q(v+ u)−Q(v)−Q(u)]

é uma forma bilinear simétrica sobre V .

Observação 1.1.13. Existe uma forma bilinear simétrica B : V ×V → F se, e somente

se, existe uma forma quadrática Q : V → F. De fato: se v ∈ V , então Q(v) := B(v, v)

é uma forma quadrática (chamada forma quadrática associada à B). A rećıproca é

imediata.

Proposição 1.1.14. Seja V um F-espaço vetorial de dimensão finita, munido de uma

forma bilinear simétrica B. Então existe uma base B de V tal que B(e, e′) = 0, ∀e, e′ ∈

B, com e ̸= e′, isto é, existe uma base ortogonal em relação à B.
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Demonstração: Ver [9], pg. 316. �

De acordo com a proposição 1.1.14, existe uma base de V tal que a matriz da forma

bilinear B é diagonal. Com a hipótese de B ser não-degenerada, veremos que a matriz

da forma bilinear B é invert́ıvel em qualquer base de V . Esse é o enunciado da seguinte:

Proposição 1.1.15. Seja V um F-espaço vetorial de dimensão finita n, munido de

uma forma bilinear simétrica B. Se BV é uma base ortogonal em relação à B de V e

B é não-degenerada, então:

i) Q(ei) ̸= 0, para todo ei ∈ BV , 1 ≤ i ≤ n.

ii) A matriz [B]B é invert́ıvel, para toda base B de V .

Demonstração:

i) Da proposição 1.1.14, existe uma base BV ortogonal em relação à B. Como B é

não-degenerada, temos que, dado ei ∈ BV , com 1 ≤ i ≤ n, existe v =
n∑

j=1

xjej ∈

V , v ̸= 0V , tal que B(v, ei) ̸= 0. Assim, B(v, ei) = xiB(ei, ei) ̸= 0 ⇒ xi ̸= 0 e

B(ei, ei) ̸= 0. Logo, Q(ei) = B(ei, ei) ̸= 0.

ii) Seja [B]BV
a matriz de B em relação à base BV . Pelo item i) e por ser [B]BV

uma matriz diagonal, temos que det[B]BV
= Q(e1) . . . Q(en) ̸= 0. Logo, a matriz

de B em relação a base BV é invert́ıvel.

Considere uma base B de V . Dados v, u ∈ V , sabemos que a matriz mudança

de base de B para BV , denotada por [I]BBV
, é uma matriz invert́ıvel e satisfaz

[v]BV
= [I]BBV

[v]B. Assim, obtemos as relações:

B(v, u) = [v]tB[B]B[u]B (1)

B(v, u) = [v]tBV
[B]BV

[u]BV
= [v]tB([I]

B
BV

)t[B]BV
[I]BBV

[u]B (2)
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Logo, (1) e (2) implicam que [B]B = ([I]BBV
)t[B]BV

[I]BBV
, mostrando que [B]B

é invert́ıvel se, e somente se, [B]BV
é invert́ıvel. �

Vejamos alguns exemplos.

Exemplo 1.1.16. Seja V um F-espaço vetorial com base {ei}ni=1.

i) Considere V = Rn e p, q ∈ N tais que p + q = n. Dados v =
n∑

i=1

xiei, u =

n∑
i=1

yiei, xi, yi ∈ R, a aplicação Qp,q(v) = x2
1 + . . . + x2

p − x2
p+1 − . . . − x2

p+q é

uma forma quadrática, cuja forma bilinear simétrica associada é Bp,q(v, u) =
p∑

i=1

xiyi −
n∑

i=p+1

xiyi. E mais, Bp,q é não-degenerada.

ii) No item i), tomando p = n e q = 0, obtemos que Bn,0 é o produto interno usual

de Rn, o qual é uma forma bilinear simétrica e não-degenerada.

iii) Ainda em i), tomando p = 0 e q = n, obtemos que B0,n é a aplicação produto

interno usual negativo, denotada e dada por −⟨v, u⟩ = −x1y1 − . . .− xnyn, a qual

é uma forma bilinear simétrica e não-degenerada.

iv) Seja V = Cn. A aplicação B : Cn×Cn → C dada por B((z1, . . . , zn), (w1, . . . , wn)) =

z1w1 + . . .+ z1wn, ∀zi, wi ∈ C, 1 ≤ i ≤ n é uma forma bilinear, simétrica e não-

degenerada.

1.2 Álgebra quociente

Seja A um conjunto não-vazio e seja R uma relação de equivalência sobre A. Deno-

tamos (a, b) ∈ R por aRb. Dado a ∈ A, o conjunto [a]R = {x ∈ A | xRa} é chamado

de classe de equivalência de a ∈ A. O conjunto de todas as classes de equivalência de

A pela relação de equivalência R, denotado por A/R = {[a]R | a ∈ A}, é chamado de

conjunto quociente.
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Dada uma F-álgebra A, um subconjunto não-vazio I ⊂ A é um ideal de A se para

quaisquer x, y ∈ I e todo a ∈ A, implicar que x − y ∈ I e a · x, x · a ∈ I. Assim,

se R é a relação sobre A × A definida por aRb ⇔ a − b ∈ I, então R é uma relação

de equivalência. Sendo λ ∈ F e a, b ∈ A, e munindo o conjunto quociente A/R das

operações [a]R + [b]R = [a + b]R, λ[a]R = [λa]R e [a]R · [b]R = [a · b]R, as quais são bem

definidas, temos que A/R é uma F-álgebra. O elemento neutro e a identidade de A/R

são, nesta ordem, [0A]R e [1A]R.

A F-álgebra acima é denominada álgebra quociente de A por I (ou de A módulo

I), a qual denotamos por A/I e seus elementos por a + I, com a ∈ A. Neste caso, a

projeção canônica π : A → A/I é um homomorfismo.

1.3 Álgebra Tensorial

Nesta seção veremos algumas noções de álgebra tensorial, as quais serão necessárias

para o desenvolvimento deste trabalho.

Dados F-espaços vetoriais V, U e W , uma aplicação bilinear de V × U em W é

uma aplicação B : V × U → W que satisfaz B(v, u + λu′) = B(v, u) + λB(v, u′) e

B(v + λ′v′, u) = B(v, u) + λ′B(v′, u), ∀v, v′ ∈ V , ∀u, u′ ∈ U e ∀λ, λ′ ∈ F.

Definição 1.3.1. Sejam V , U espaços vetoriais sobre F. Um produto tensorial de V

por U é um par (V ⊗F U,⊗) que satisfaz as seguintes condições:

i) V ⊗F U é um F-espaço vetorial e ⊗ : V × U → V ⊗F U é uma aplicação bilinear

de V × U em V ⊗F U .

ii) Se {ei | i ∈ I} é uma base para V e {fj | j ∈ J} é uma base para U , então

{ei ⊗ fj | i ∈ I, j ∈ J} é uma base para V ⊗F U .
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Uma prova de que o produto tensorial é único, a menos de isomorfismo, é dada em

[13]. Para não carregar a notação, denotaremos V ⊗F U simplesmente por V ⊗ U .

Proposição 1.3.2. Sejam V , U e W F-espaços vetoriais. São isomorfos como espaços

vetoriais:

i) F⊗ V ∼= V .

ii) V ⊗ U ∼= U ⊗ V .

iii) (V ⊗ U)⊗W ∼= V ⊗ (U ⊗W ).

iv) (V ⊕ U)⊗W ∼= (V ⊗W )⊕ (U ⊗W ).

Demonstração: Ver [13], pg. 62.
�

Observação 1.3.3. De acordo com a proposição 1.3.2, não há ambiguidade nos seguintes

produtos tensoriais: (V ⊗ V )⊗ V ∼= V ⊗ (V ⊗ V ) ∼= V ⊗ V ⊗ V .

Definição 1.3.4. Seja {Vi | i ∈ N} uma famı́lia de F-espaços vetoriais. A soma direta

(externa) dos espaços vetoriais Vi, denotada por
⊕
i∈N

Vi, é o espaço vetorial formado por

todas as sequências (vi)i∈N, vi ∈ Vi, para os quais existe um i0 ∈ N tal que vi = 0Vi

para todo i > i0, com as operações (vi)i∈N +(ui)i∈N = (vi +ui)i∈N e λ(vi)i∈N = (λvi)i∈N,

∀λ ∈ F, ∀vi, ui ∈ Vi.

Denotamos o elemento neutro de cada Vi, simplesmente por 0.

Para cada i ∈ N, a aplicação ιi : Vi →
⊕
i∈N

Vi definida por ιi(vi) = (vj)j∈N, onde

vj =

 0 , se j ̸= i

vi , se j = i

é uma transformação linear e injetora, a qual é denominada de inclusão.
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Seja V um F-espaço vetorial e definamos V ⊗0 := F, V ⊗1 := V e V ⊗i := V ⊗(i−1)⊗V ⊗1,

para cada natural i ≥ 2. Denotemos por T (V ) o espaço vetorial
⊕
i∈N

V ⊗i. Podemos

tornar o espaço vetorial T (V ) uma álgebra.

Dados a, b ∈ T (V ), existem k, ℓ ∈ N tais que a = (v0, v1, . . . , vk, 0, . . .) e b =

(u0, u1, . . . , uℓ, 0 . . .), onde vi ∈ V ⊗i, uj ∈ V ⊗j.

Defina uma aplicação ⊗ : T (V )× T (V ) → T (V ) por

a⊗ b := (v0u0, v0u1 + v1u0, v0u2 + v1u1 + v2u0, . . . , vkuℓ, 0, . . .)

onde vi ∈ V ⊗i, uj ∈ V ⊗j e viuj ∈ V ⊗(i+j) é tal que

viuj =



v0u0, se i = j = 0

v0uj, se i = 0 e j ̸= 0

u0vi, se i ̸= 0, e j = 0

vi ⊗ uj, se i ̸= 0 e j ̸= 0

.

Para todos a, b, c ∈ T (V ) e λ ∈ F, valem as seguintes propriedades que tornam T (V )

uma F-álgebra:

i) a⊗ (b+ c) = (a⊗ b) + (a⊗ c) e (a+ b)⊗ c = (a⊗ c) + (b⊗ c).

ii) (a⊗ b)⊗ c = a⊗ (b⊗ c).

iii) Existe 1T ∈ T (V ) tal que 1T ⊗ a = a⊗ 1T = a, a saber 1T = (1, 0, 0, . . .).

iv) λ(a⊗ b) = (λa)⊗ b = a⊗ (λb).

Definição 1.3.5. Chamamos a F-álgebra T (V ) de álgebra tensorial sobre V .

Fixado um ideal I ⊂ T (V ), de acordo com a segunda seção, para todo λ ∈ F e

quaisquer a, b ∈ T (V ) temos as seguintes operações na álgebra quociente T (V )/I:

(a+ I) + (b+ I) = (a+ b) + I, λ(a+ I) = (λa) + I e (a+ I) · (b+ I) = (a⊗ b) + I,

em que 0T/I = 0T + I é o elemento neutro e 1T/I = 1T + I é a identidade de T (V )/I.



CAPÍTULO 1. PRELIMINARES 14

Exemplo 1.3.6. Se dimRV = 1, então T (V ) ∼= R[X]. Basta definir a transformação

linear por (1, 0, . . .) 7→ 1R[X] e (0, e, 0, . . .) 7→ X.

Exemplo 1.3.7. Seja R⟨X,Y ⟩ a R-álgebra dos polinômios nas indeterminadas não-

comutativas X e Y . Se dimRV = 2, então T (V ) ∼= R⟨X, Y ⟩. De fato: basta definir uma

transformação linear por (1, 0, . . .) 7→ 1R⟨X,Y ⟩, (0, e1, 0, . . .) 7→ X e (0, e2, 0, . . .) 7→ Y .

1.4 A álgebra quociente T (V )
IB

Nesta seção veremos que ao considerar um ideal particular da álgebra tensorial de

V , obtemos algumas propriedades interessantes a respeito da álgebra quociente.

Teorema 1.4.1. Seja V um F-espaço vetorial, munido de uma forma bilinear simétrica

e não-degenerada B. Se IB ⊂ T (V ) é o ideal formado pelos elementos da forma
k∑

i=1

ai⊗

(v1 ⊗ u1 + u1 ⊗ v1 − 2B(v, u)1T )⊗ bi, sendo ai, bi, v1 = (0, v, 0, . . .), u1 = (0, u, 0, . . .) ∈

T (V ), v, u ∈ V , k ∈ N∗ e 1T a identidade de T (V ), então existe uma transformação

linear γ : V → T (V )/IB satisfazendo as seguintes condições:

i) F1T/IB e γ(V ) são subespaços vetoriais distintos em T (V )/IB, onde 1T/IB é a

identidade de T (V )/IB.

ii) γ(v) · γ(u) + γ(u) · γ(v) = 2B(v, u)1T/IB , ∀v, u ∈ V .

iii) A álgebra T (V )/IB é gerada por γ(V ).

iv) Se (A, �) é uma F-álgebra e f : V → A é uma transformação linear tal que

f(v) � f(u) + f(u) � f(v) = 2B(v, u)1A, então existe um único homomorfismo

f̃ : T (V )/IB → A tal que f̃ ◦ γ = f .
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Demonstração: Defina a aplicação γ := π ◦ ι : V → T (V )/IB, onde ι : V → T (V ) é

a inclusão e π : T (V ) → T (V )/IB é a projeção canônica. Temos que γ(v) = π(ι(v)) =

π(v1) = v1 + IB, onde v ∈ V e v1 = (0, v, 0, . . .) ∈ T (V ).

i) Segue da observação 1.1.3 e do fato de γ ser uma transformação linear, pois essa é a

composição de transformações lineares, que F1T/IB e γ(V ) são subespaços vetoriais

de T (V )/IB. Ainda, todo elemento de F1T/IB é da forma (λ, 0, 0, . . .) + IB, já em

γ(V ), todo elemento é da forma (0, v, 0, . . .) + IB, mostrando que F1T/IB ̸= γ(V ).

ii) Se v1, u1 ∈ T (V ), então (v1 + IB) · (u1 + IB) = (v1 ⊗ u1) + IB. Note que:

v1 ⊗ u1 =
1

2
(v1 ⊗ u1 − u1 ⊗ v1 + 2B(v, u)1T ) +

1

2
(v1 ⊗ u1 + u1 ⊗ v1 − 2B(v, u)1T )︸ ︷︷ ︸

∈IB

Logo, vale que (v1 + IB) · (u1 + IB) =
1
2
(v1 ⊗ u1 − u1 ⊗ v1 + 2B(v, u)1T ) + IB.

Na igualdade acima, trocando v1 por u1 e somando os resultados, obtemos a

relação: (v1 + IB) · (u1 + IB) + (u1 + IB) · (v1 + IB) = 2B(v, u)1T + IB. Como

γ(v) = v1 + IB e 1T + IB = 1T/IB , segue que

γ(v) · γ(u) + γ(u) · γ(v) = 2B(v, u)1T/IB .

iii) Dado a ∈ T (V )/IB, existe k ∈ N tal que a = (a0, a1, . . . , ak, 0, . . .) + IB, onde

ai ∈ V ⊗i, 0 ≤ i ≤ k. Temos que a = ((a0, 0, . . .) + IB) + ((0, a1, 0, . . .) + IB) +

. . .+ ((. . . , 0, ak, 0 . . .) + IB) tal que (. . . , 0, ai, 0 . . .) ∈ V ⊗i.

Para cada ai ∈ V ⊗i, existe xj1,...,ji ∈ F, j1, . . . , ji ∈ J , para algum conjunto de

ı́ndices J , tais que ai =
∑

xj1...jiej1 ⊗ . . .⊗ eji , onde ej1 , . . . , eji são elementos de

alguma base de V . Logo, temos que

(. . . , 0, ai, 0 . . .) + IB =
∑

xj1...ji ((0, ej1 , 0, . . .) + IB)︸ ︷︷ ︸
∈γ(V )

· . . . · ((0, eji , 0, . . .) + IB)︸ ︷︷ ︸
∈γ(V )
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e, portanto, a =
k∑

i=0

(. . . , 0, ai, 0, . . .) + IB ∈ ⟨γ(V )⟩. Portanto, T (V )/IB ⊂ ⟨γ(V )⟩

e sendo a inclusão contrária óbvia, segue que T (V ) é a F-álgebra gerada por γ(V ).

iv) Seja (A, �) uma F-álgebra e seja f : V → A uma transformação linear tal que

f(v) � f(u) + f(u) � f(v) = 2B(v, u)1A, ∀v, u ∈ V , sendo 1A a identidade de A.

Para cada i ∈ N, definamos as aplicações fi : V
⊗i → A dadas por f0(λ) = λ1A,

f1(v) = f(v), fi(v1 ⊗ . . . ⊗ vi) = f(v1) � . . . � f(vi), ∀λ ∈ F, ∀v, v1, . . . , vi ∈ V . É

fácil ver que tais aplicações são transformações lineares.

Agora, sendo a = (a0, a1, . . . , ak, 0, . . .) ∈ T (V ), onde k ∈ N, definimos a seguinte

aplicação ϕ : T (V ) → A por

ϕ(a) = f0(a0) + f1(a1) + . . .+ fk(ak).

Vamos mostrar que ϕ é um homomorfismo de álgebras. Note que, ϕ é uma

transformação linear, pois é uma soma de transformações lineares. Pela definição,

ϕ(1T ) = 1A, restando mostrar que se a, b ∈ T (V ), então ϕ(a⊗ b) = ϕ(a) �ϕ(b). De

fato, observe que se (. . . , 0, v1⊗ . . .⊗vi, 0, . . .), (. . . , 0, u1⊗ . . .⊗uj, 0, . . .) ∈ T (V ),

onde v1, . . . , vi, u1, . . . , uj ∈ V e i, j ∈ N, então fi+j((v1 ⊗ . . .⊗ vi)(u1 ⊗ . . . uj)) =

f(v1) � . . . f(vi) � f(u1) � . . . � f(uj) = fi(v1 ⊗ . . .⊗ vi) � fj(u1 ⊗ . . . ,⊗uj).

Em seguida, tomemos a = (a0, a1, . . . , ak, 0, . . .), b = (b0, b1, . . . , bm, 0, . . .) ∈ T (V ).
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Temos que:

ϕ(a⊗ b) = ϕ(a0b0, a0b1 + a1b0, . . . , a0bi + . . .+ aib0, . . . , akbm, 0, . . .)

= f0(a0b0) + f1(a0b1 + a1b0) + . . .

+fi(a0bi + . . .+ aib0) + . . .+ fk+m(akbm)

= f0(a0) � f0(b0) + f0+1(a0b1) + f1+0(a1b0) + . . .

f0+i(a0bi) + . . .+ fj+(i−j)(ajbi−j) + . . .+ fi+0(aib0)

+ . . .+ fk(ak) � fm(bm)

= f0(a0) � (b0) + f0(a0) � f1(b1) + f1(a1) � f0(b0) + . . .

f0(a0) � fi(bi) + . . .+ fj(aj) � fi−j(bi−j) + . . .+ fi(ai) � f0(b0)

+ . . .+ fk(ak) � fm(bm)

= (f0(a0) + f1(a1) + . . .+ fk(ak)) � (f0(b0) + f1(b1) + . . . fm(bm))

= ϕ(a) � ϕ(b).

Note que kerϕ := {v ∈ T (V ) | ϕ(v) = 0A} ⊂ T (V ) é um ideal.

E mais, sendo v1 = (0, v, 0, . . . , ), u1 = (0, u, 0, . . .) ∈ T (V ), com v, u ∈ V ,

temos que ϕ(v1⊗u1+u1⊗v1−2B(v, u)1T ) = f1(v) � f1(u) + f1(u) � f1(v)︸ ︷︷ ︸
=f(v)�f(u)+f(u)�f(v)=2B(v,u)1A

−2B(v, u)1A =

0A, logo, IB ⊂ kerϕ. Logo, podemos definir a aplicação f̃ : T (V )/IB → A por

f̃(a + IB) = ϕ(a), a ∈ T (V ), a qual se trata de um homomorfismo. De fato: f̃

está bem definida pois se a+ IB, b+ IB ∈ T (V )/IB são tais que a+ IB = b+ IB,

então a− b ∈ IB. Assim, ϕ(a− b) = ϕ(a)− ϕ(b) = 0, ou seja, ϕ(a) = ϕ(b). Logo,

f̃(a+ IB) = f̃(b+ IB).
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Se a+ IB, b+ IB ∈ T (V )/IB e λ ∈ F, então

f̃((a+ IB) · (b+ IB)) = f̃((a⊗ b) + IB)

= ϕ(a⊗ b) = ϕ(a) � ϕ(b)

= f̃(a+ IB) � f̃(b+ IB),

f̃((a+ IB) + λ(b+ IB)) = f̃((a+ λb) + IB)

= ϕ(a+ λb) = ϕ(a) + λϕ(b)

= f̃(a+ IB) + λf̃(b+ IB),

f̃(1T/IB) = f̃(1T + IB) = ϕ(1T ) = 1A.

Agora, se v ∈ V , (f̃ ◦ γ)(v) = f̃(γ(v)) = f̃((0, v, 0, . . .) + IB) = ϕ(0, v, 0, . . .) =

f(v).

Resta provar a unicidade de f̃ . Seja g̃ : T (V )/IB → A um homomorfismo tal

que g̃ ◦ γ = f . Dado v ∈ V , temos que (g̃ ◦ γ)(v) = g̃(γ(v)) = f(v) = f̃(γ(v)).

Pelo item iii), segue que g̃ = f̃ .

�

Exemplo 1.4.2. De acordo com o item iii) de 1.1.16, se B = B0,1, então T (V )/IB0,1
∼=

R[X]/⟨X2 + 1⟩ ∼= C.



Caṕıtulo 2

Álgebras de Clifford

Neste caṕıtulo, introduziremos os elementos essenciais das álgebras de Clifford para

a compreensão do restante do trabalho. As álgebras de Clifford foram introduzidas

pelo matemático-filósofo William Kingdon Clifford em 1876, as quais generalizam o

conceito de números complexos e quatérnios, possuindo aplicações na geometria e na

f́ısica. Para o desenvolvimento deste texto, focaremos apenas em algumas (das muitas)

propriedades da álgebra de Clifford.

2.1 Introdução às álgebras de Clifford

Nesta seção, veremos que dado um espaço vetorial V munido de uma forma bilinear

simétrica e não-degenerada B : V × V → F é posśıvel associar, por meio de uma

transformação linear, uma álgebra, chamada álgebra de Clifford. Apresentaremos três

aplicações, sendo uma um automorfismo e as outras duas anti-automorfismos, onde uma

dessas aplicações decompõe toda álgebra de Clifford como soma direta de sua parte par

com a parte ı́mpar. Após, assumindo que a dimensão de V é finita, poderemos descrever

uma base da álgebra de Clifford, que nesse caso será finita. Encerramos a seção, vendo

que o centro da álgebra de Clifford depende da dimensão de V e ilustramos toda a seção

com alguns exemplos.

Definição 2.1.1. Seja F um corpo de caracteŕıstica diferente de dois e seja V um F-

19
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espaço vetorial, munido de uma forma bilinear simétrica e não-degenerada B. Uma

álgebra de Clifford universal associada à (V,B), denotada por Cℓ(V,B), é um par

(Cℓ(V,B), µ) tal que Cℓ(V,B) é uma F-álgebra e µ : V → Cℓ(V,B) é uma transformação

linear, satisfazendo as seguintes propriedades:

i) F1 e µ(V ) são subespaços vetoriais distintos em Cℓ(V,B), onde 1 é a identidade

da álgebra Cℓ(V,B).

ii) µ(v) · µ(u) + µ(u) · µ(v) = 2B(v, u)1, ∀v, u ∈ V . Chamamos essa identidade de

condição de Clifford.

iii) Cℓ(V,B) é a F-álgebra gerada por µ(V ).

iv) Dada uma F-álgebra (A,⊙) e uma transformação F-linear ϕ : V → A tal que

ϕ(v) ⊙ ϕ(u) + ϕ(u) ⊙ ϕ(v) = 2B(v, u)1A, ∀v, u ∈ V , existe um único homomor-

fismo entre as álgebras Cℓ(V,B) e A que estende µ, ou seja, existe um único

homomorfismo ϕ̃ : Cℓ(V,B) → A tal que ϕ̃ ◦ µ = ϕ.

Chamamos iv) de propriedade universal e a aplicação ϕ de aplicação de Clifford.

Caso ocorram apenas as condições i), ii) e iii), chamamos o par (Cℓ(V,B), µ) de álgebra

de Clifford. Em particular, a aplicação µ também é uma aplicação de Clifford.

No que segue, B denota uma forma bilinear simétrica e não-degenerada sobre o

F-espaço vetorial V , Q a forma quadrática associada à B, BV é uma base ortogonal

de V em relação à B, e 0 e 1 denotam os elementos neutro e identidade de Cℓ(V,B),

respectivamente.

Observação 2.1.2. Do teorema 1.4.1 e da definição 2.1.1, segue que a álgebra quo-

ciente T (V )/IB é uma álgebra de Clifford universal de (V,B), onde IB é o ideal gerado

pelos elementos da forma v1 ⊗ u1 + u1 ⊗ v1 − 2B(v, u)1T sendo v1 = (0, v, 0, . . .), u1 =

(0, u, 0, . . .) ∈ T (V ) e 1T é a identidade de T (V ). Logo, a definição 2.1.1 faz sentido.
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Podemos ilustrar a propriedade universal com o seguinte diagrama:

Observação 2.1.3. Do item iii) da definição 2.1.1 temos que, para todo a ∈ Cℓ(V,B),

existem λ0, λi1...ik ∈ F e µ(v1), . . . , µ(vk) ∈ Cℓ(V,B) tais que a = λ01 +
∑

λi1...ikµ(v1) ·

. . . · µ(vk), onde k ∈ N∗ e i1, . . . , ik ∈ I, para algum conjunto de ı́ndices I.

Observação 2.1.4. A álgebra de Clifford universal associada à (V,B) é única, a menos

de isomorfismo. De fato: se A e A′ são álgebras de Clifford universais associadas à

(V,B), com aplicações de Clifford µ : V → A e ϕ : V → A′, respectivamente, então da

propriedade universal, existem únicos homomorfismos µ̃ : A′ → A e ϕ̃ : A → A′ tais

que µ̃ ◦ϕ = µ e ϕ̃ ◦µ = ϕ. Por substituição, segue que: µ̃ ◦ (ϕ̃ ◦µ) = µ e ϕ̃ ◦ (µ̃ ◦ϕ) = ϕ,

implicando que µ̃ ◦ ϕ̃ = idA e ϕ̃ ◦ µ̃ = idA′, uma vez que A e A′ são geradas como

F-álgebras por µ(V ) e ϕ(V ), rescpectivamente. Logo, µ̃ é invert́ıvel, garantindo que

µ̃ : A′ → A é um isomorfismo satisfazendo µ̃ ◦ ϕ = µ. O diagrama abaixo ilustra o que

foi dito.
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De acordo com a observação acima, a partir de agora, ao invés de uma álgebra de

Clifford universal, diremos a álgebra de Clifford universal.

Note que, se dimV = n, então pela proposição 1.1.14, existe uma base BV =

{e1, . . . , en} ortogonal em relação à forma bilinear B de V . Da condição de Clifford,

para 1 ≤ i, j ≤ n, obtemos as relações:

µ(ei) · µ(ei) = Q(ei)1, i = j (2.1) µ(ei) · µ(ej) = −µ(ej) · µ(ei), i ̸= j (2.2)

Logo, considerando a base BV de V , pela observação 2.1.4 e usando (2.1) e (2.2),

segue que a álgebra de Clifford é gerada por {µ(e1)j1 · . . . · µ(en)jn | j1, . . . , jn = 0, 1},

onde µ(e1)
0 · . . . · µ(en)0 := 1. Do prinćıpio multiplicativo, há 2n elementos da forma

µ(e1)
j1 ·. . .·µ(en)jn , implicando que a dimensão máxima da álgebra de Clifford universal

é 2n = 2dimV .

Abaixo, segue um resultado que garante quando uma álgebra de Clifford possui a

propriedade universal.

Proposição 2.1.5. Seja (A, µ) uma álgebra de Clifford associada à (V,B) e dimV = n.

Se dimA = 2n, então A é uma álgebra de Clifford universal.

Demonstração: Seja BV = {e1, . . . , en} uma base ortogonal em relação à B de V e

(A, µ) uma álgebra de Clifford associada à (V,B) satisfazendo as condições i), ii) e iii)

da definição 2.1.1.

Considere o par (A′, ϕ) tal que A′ é uma F-álgebra e ϕ : V → A′ uma transformação

linear tal que ϕ(ei) · ϕ(ej) + ϕ(ej) · ϕ(ei) = 2B(ei, ej)1A′ , 1 ≤ i ≤ j ≤ n, ei, ej ∈ BV .

Defina a seguinte aplicação ϕ̃ : A → A′ por ϕ̃(µ(ei1) · . . . · µ(eik)) = ϕ(ei1) · . . . · ϕ(eik) e

ϕ̃(1A) = 1A′ . Claramente, ϕ̃ é um homomorfismo de álgebras tal que ϕ̃ ◦ µ = ϕ.

Portanto, (A, µ) é uma álgebra de Clifford universal associada à (V,B).
�
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Como iremos trabalhar apenas com álgebras de Clifford universais, omitiremos a

partir de agora, a palavra universal. Nos seguintes exemplos, usaremos alguns dos

exemplos de álgebras vistos no exemplo 1.1.4 e de formas bilineares e quadráticas,

vistos no exemplo 1.1.16.

Exemplo 2.1.6. Seja V um F-espaço vetorial e Q a forma quadrática associada à B.

i) Sejam V unidimensional, com base {e} e A uma F-álgebra com base {1A, x}.

Seja µ : V → A a transformação linear tal que µ(e) = x. Claramente, o par

(A, µ) satisfaz os itens i), ii) e iii) da definição 2.1.1. Como dimA = 21, pela

proposição 2.1.5, segue que (A, µ) é a álgebra de Clifford associada à (V,B), sendo

x2 = Q(e)1A.

Se F = R e B = B0,1, então a álgebra de Clifford é a R-álgebra dos números

complexos C, onde a aplicação de Clifford é definida por µ(e) = i satisfazendo

µ(e)2 = −1C. Neste caso, denotamos a álgebra de Clifford por Cℓ0,1.

De maneira análoga, porém tomando B = B1,0, segue que Cℓ1,0 ∼= R⊕R, sendo

a aplicação de Clifford dada por µ(e) = (0, 1) e satisfazendo µ(e)2 = (1, 0) = 1R⊕R,

onde (a, b)(c, d) = (ac+ bd, ad+ bc).

ii) Seja V um F-espaço vetorial com base ortogonal {e1, e2} em relação à B e con-

sidere A uma F-álgebra com base {1A, x, y, z}. Definindo a transformação linear

µ : V → A por µ(e1) = x e µ(e2) = y, segue que (A, µ) é a álgebra de Clifford

associada à (V,B), em que x2 = Q(e1)1A, y
2 = Q(e2)1A e x · y = −y · x.

Considerando F = R e B = B0,2, temos que Cℓ0,2 ∼= H, onde a aplicação de

Clifford é tal que µ(e1) = i e µ(e2) = j, satisfazendo µ(e1)
2 = µ(e2)

2 = −1H.

Nas mesmas condições, considerando B = B2,0 e B = B1,1, temos que Cℓ2,0 ∼=

Cℓ1,1 ∼= M(2,R) , onde M(2,R) é a R-álgebra das matrizes de ordem 2 com
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entradas reais. De fato: sendo {1, x, y, x·y} e {1′, x′, y′, x′·y′} bases de Cℓ2,0 e Cℓ1,1

respectivamente, temos que um elemento de Cℓ2,0 é da forma a01+a1x+a2y+a3x·y,

onde a0, a1, a2, a3 ∈ R, tal que x2 = y2 = 1. Já um elemento de Cℓ1,1 é da

forma b01
′ + b1x

′ + b′2y
′ + b′3x

′ · y′, onde b0, b1, b2, b3 ∈ R, sendo (x′)2 = 1 e

(y′)2 = −1. Agora basta ver que as transformações lineares Cℓ2,0 → Cℓ1,1 e

Cℓ2,0 → M(2,R) definidas, respectivamente, por 1 7→ 1′, x 7→ x′, y 7→ y′, x · y 7→

x′ · y′ e 1 7→ (10
0
1) , x 7→

(
1
0

0
−1

)
, y 7→ (01

1
0) , x · y 7→

(
0

−1
1
0

)
, são isomorfismos,

onde
{
(10

0
1) ,

(
1
0

0
−1

)
, (01

1
0) ,
(

0
−1

1
0

)}
é uma base para M(2,R).

vi) Em C toda forma bilinear não-degenerada é da forma descrita no item iv) do

exemplo 1.1.16. Denotando por Cℓn a álgebra de Clifford Cℓ(Cn, B), n ∈ N∗,

obtemos, de forma análoga a Cℓ1,0, que Cℓ1 ∼= C ⊕ C, onde C ⊕ C é uma C-

álgebra, obtida da mesma forma que R⊕ R.

Em geral, utilizamos a notação Cℓp,q para indicar a álgebra de Clifford real associada

ao produto interno negativo.

Chamamos a atenção para três situações que ocorrem aqui, mas que podem ser

encontradas de forma diferente em textos que tratam sobre álgebra de Clifford, depen-

dendo da definição escolhida.

1a) As R-álgebras Cℓ0,3 e H ⊕ H não são isomorfas, onde consideramos a operação

(a, b)(c, d) := (ac− bd, ad+ bc), pois em H⊕H não vale a associatividade.

2a) Se Q ≡ 0, então não existe a álgebra de Clifford Cℓ(V, 0), pois, nesse caso, a forma

bilinear associada a forma quadrática é degenerada.

3a) A primeira condição da definição de álgebra de Clifford, nos impede de definir

Cℓ0,0 por R.
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Neste texto, o conceito de involução abordado é diferente do conceito dado em

álgebra em geral. Uma involução de um conjunto não-vazio X é uma função f : X → X

tal que f ◦ f = idX (ou seja f 2 = idX). Veremos em seguida três aplicações, as quais

são involuções não-triviais de álgebras de Clifford.

Observação 2.1.7. Se f é uma involução, então f é bijetora e f−1 = f .

Proposição 2.1.8. Seja Cℓ(V,B) a álgebra de Clifford associada à (V,B). Se a aplicação

g0 : V → Cℓ(V,B) é tal que g0(v) = −µ(v), ∀v ∈ V , então existe um único automor-

fismo g : Cℓ(V,B) → Cℓ(V,B) tal que g2 = id e g ◦ µ = g0.

Demonstração: Note que g0 é uma aplicação de Clifford, pois pela forma que foi

definida é uma transformação linear, satisfazendo a condição de Clifford, ou seja, g0(v) ·

g0(u)+g0(u)·g0(v) = (−µ(v))·(−µ(u))+(−µ(u))·(−µ(v)) = 2B(v, u)1, ∀v, u ∈ V . Logo,

pelo item iv) da definição 2.1.1, existe um único homomorfismo g : Cℓ(V,B) → Cℓ(V,B)

tal que g ◦ µ = g0, isto é, g(µ(v)) = −µ(v) (1).

Dado a = λ01 +
∑

λi1...ikµ(v1) · . . . · µ(vk) ∈ Cℓ(V,B), k ∈ N∗, segue de (1) que

g(a) = λ01+(−1)k
∑

λi1...ikµ(v1)·. . .·µ(vk). Logo, decorre que g2 = id e pela observação

2.1.7, g é bijetora e portanto, g é um automorfismo e uma involução.
�

Definição 2.1.9. O automorfismo g da proposição 2.1.8, denotado por g(a) = â, ∀a ∈

Cℓ(V,B), é chamado de involução graduada ou automorfismo canônico.

Segue direto da proposição 2.1.8, que podemos decompor a álgebra de Clifford em

subconjuntos que possuem elementos que são invariantes sob a involução graduada com

os elementos que trocam de sinal sob a ação desta, onde a interseção desses subconjuntos

é formada apenas pelo elemento neutro.
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Proposição 2.1.10. Seja Cℓ(V,B) a álgebra de Clifford associada à (V,B). Se A0 =

{a ∈ Cℓ(V,B) | â = a} e A1 = {a ∈ Cℓ(V,B) | â = −a}, então A0 é uma subálgebra,

A1 um subespaço vetorial e Cℓ(V,B) = A0 ⊕ A1 como subespaços vetoriais.

Demonstração: Mostremos que A0 é subálgebra. Como a involução graduada é, em

particular, um homomorfismo, segue que 1 ∈ A0. Se a, b ∈ A0 e λ ∈ F, então

â+ λb = â+ λb̂ = a+ λb ∈ A0 e â · b = â · b̂ = a · b ∈ A0.

Analogamente, prova-se que A1 é um subespaço vetorial. Claramente, Cℓ(V,B) =

A0 + A1 e se a ∈ A0 ∩ A1, então a = −a se, e somente se, a = 0, implicando que

Cℓ(V,B) = A0 ⊕ A1.

�

Definição 2.1.11. Chamamos a subálgebra A0 de parte par e o subespaço vetorial A1

de parte ı́mpar da álgebra de Clifford Cℓ(V,B), denotadas por Cℓ(V,B)0 e Cℓ(V,B)1,

respectivamente.

Definição 2.1.12. Seja (Λ,+) um grupo aditivo. Uma álgebra A é Λ-graduada se

A =
⊕
i∈Λ

Ai, onde Ai é subespaço vetorial de A, tal que se x ∈ Ai e y ∈ Aj, então

x · y ∈ Ai+j, sendo i+ j ∈ Λ.

Observação 2.1.13. Segue da definição acima, que toda álgebra de Clifford é Z2-

graduada.

Considere a aplicação • : Cℓ(V,B)× Cℓ(V,B) → Cℓ(V,B) definida por a • b := b · a.

É claro que (Cℓ(V,B), •) é uma F-álgebra, a qual é denotada por Cℓ(V,B)op e que

Cℓ(V,B)op e Cℓ(V,B) são conjuntos iguais.

Proposição 2.1.14. Seja Cℓ(V,B) a álgebra de Clifford associada à (V,B). Se r0 :

V → Cℓ(V,B)op é tal que r0(v) = µ(v), ∀v ∈ V , então existe um único anti-automorfismo

r : Cℓ(V,B) → Cℓ(V,B) tal que r2 = id e r ◦ µ = r0.
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Demonstração: Claramente, r0 é uma aplicação de Clifford. Sendo assim, existe um

único homomorfismo r : Cℓ(V,B) → Cℓ(V,B)op tal que r ◦ µ = r0, isto é, r(µ(v)) =

µ(v), ∀v ∈ V . Se a, b ∈ Cℓ(V,B), então r(a · b) = r(a) • r(b) = r(b) · r(a), ou seja,

r : Cℓ(V,B) → Cℓ(V,B) é um anti-homomorfismo.

Por fim, dado a = λ01 +
∑

λi1...ikµ(v1) · . . . µ(vk) ∈ Cℓ(V,B), k ∈ N∗, temos que:

r(a) = λ01 +
∑

λi1...ikµ(vk) · . . . · µ(v1). Dáı segue que r é uma involução e bijetora.

Portanto, r é uma involução e um anti-automorfismo. �

Definição 2.1.15. Chamamos o anti-automorfismo r da proposição 2.1.14, de reversão

ou anti-automorfismo principal e o denotamos por r(a) = a∗, ∀a ∈ Cℓ(V,B).

Já vimos duas involuções na álgebra de Clifford, sendo uma um automorfismo e outra

um anti-automorfismo. Veremos que a composição destas duas involuções é comutativa

e descreve outra involução.

Proposição 2.1.16. Se Cℓ(V,B) é a álgebra de Clifford associada à (V,B), então a

aplicação (̂.) ◦ (.)∗ : Cℓ(V,B) → Cℓ(V,B) satisfaz (̂.) ◦ (.)∗ = (.)∗ ◦ (̂.), é uma involução

e um anti-automorfismo.

Demonstração: Se a = λ01 +
∑

λi1...ikµ(v1) · . . . · µ(vk) ∈ Cℓ(V,B), então â∗ = â∗,

pois µ̂(v)∗ = µ̂(v) = −µ(v) = −(µ(v)∗) = (−µ(v))∗ = µ̂(v)∗. Como (̂.) ◦ (.)∗ é uma

involução, obtemos a bijetividade. Ainda, para cada a, b ∈ Cℓ(V,B) e todo λ ∈ F, temos

que: (1̂)∗ = 1, ̂(a+ λb)
∗
= (â+ λb̂)∗ = (â)∗ + λ(̂b)∗ e (â · b)∗ = (â · b̂)∗ = (̂b)∗ · (â)∗.

�

Definição 2.1.17. Chamamos o anti-automorfismo da proposição 2.1.16 de conjugação

e o denotamos por â∗ = a, ∀a ∈ Cℓ(V,B).

Exemplo 2.1.18. Veremos nos ı́tens abaixo que o anti-automorfismo conjugação é uma

generalização do conceito de conjugação dos números complexos e quatérnios.
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i) Seja a álgebra de Clifford Cℓ0,1 ∼= C. Se z = a1C + bi ∈ C, com a, b ∈ R, então

ẑ = z = a1C − bi e z∗ = z.

ii) Considerando a álgebra de Clifford Cℓ1,0 ∼= R⊕R, temos que se (x, y) = x(1, 0)+

y(0, 1) ∈ R⊕ R, x, y ∈ R, então (̂x, y) = (x, y) = (x,−y) e (x, y)∗ = (x, y).

iii) Seja Cℓ0,2 ∼= H. Dado h = a1H + bi + cj + dk ∈ H, a, b, c, d ∈ R, temos que se

k = ij, então k̂ = îj = îĵ = (−i)(−j) = ij = k, k∗ = (ij)∗ = j∗i∗ = ji = −k

e k = k̂∗ = −k. Logo, ĥ = a1̂H − b̂i − cĵ + dk̂, h∗ = a1H + bi + cj − dk e

h = ĥ∗ = a1H − bi− cj − dk.

iv) Se x = a1 + bµ(e1) + cµ(e2) + dµ(e3) + eµ(e1) · µ(e2) + fµ(e1) · µ(e3) + gµ(e2) ·

µ(e3) + hµ(e1) · µ(e2) · µ(e3) ∈ Cℓ0,3, então

x∗ = a1+bµ(e1)+cµ(e2)+dµ(e3)−eµ(e1) ·µ(e2)−fµ(e1) ·µ(e3)−gµ(e2) ·µ(e3)−

hµ(e1) · µ(e2) · µ(e3),

x̂ = a1− bµ(e1)− cµ(e2)−dµ(e3)+ eµ(e1) ·µ(e2)+fµ(e1) ·µ(e3)+gµ(e2) ·µ(e3)−

hµ(e1) · µ(e2) · µ(e3) e

x = a1− bµ(e1)− cµ(e2)−dµ(e3)− eµ(e1) ·µ(e2)−fµ(e1) ·µ(e3)−gµ(e2) ·µ(e3)+

hµ(e1) · µ(e2) · µ(e3).

Observação 2.1.19. Daqui em diante, trabalharemos apenas com álgebras de Clifford

tais que a dimensão do espaço vetorial V é finita.

Vamos mostrar que se a dimensão do espaço vetorial V é finita, então a dimensão

da álgebra de Clifford sobre ele também é finita. Para isso, falaremos sobre o produto

tensorial graduado e enunciaremos um lema.

Sejam A = A0 ⊕ A1 e B = B0 ⊕ B1 F-álgebras Z2-graduadas. O produto tensorial

(A⊗B,⊗) munido da operação definida por

(a′ ⊗ b) · (a⊗ b′) := (−1)ij(a′ ·A a)⊗ (b′ ·B b), onde a ∈ Ai e b ∈ Bj (2.1)
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é uma F-álgebra Z2-graduada tal que A⊗B = (A⊗B)0⊕ (A⊗B)1, sendo (A⊗B)0 :=

(A0 ⊗B0)⊕ (A1 ⊗B1) e (A⊗B)1 := (A0 ⊗B1)⊕ (A1 ⊗B0).

O produto tensorial Z2-graduado de A por B, denotado por A⊗̂B, é o produto

tensorial de A por B munido da operação (2.1).

Observação 2.1.20. Da definição acima, segue que se Cℓ(V1, B1) e Cℓ(V2, B2) são

álgebras de Clifford, então Cℓ(V1, B1) ⊗̂ Cℓ(V2, B2) é um produto tensorial Z2-graduado.

Lema 2.1.21. Seja V = V1 ⊕ V2 um F-espaço vetorial de dimensão finita e sejam

Q : V → F uma forma quadrática. Então são válidas as seguintes afirmações:

i) Qi := Q : Vi → F é uma forma quadrática sobre Vi, onde Qi é a forma quadrática

sobre V restrita a Vi.

ii) Se B,B1, B2 são as formas bilineares associadas a Q,Q1, Q2, respectivamente, e se

Cℓ(V,B), Cℓ(V1, B1) e Cℓ(V2, B2) são álgebras de Clifford, então Cℓ(V1 ⊕ V2, B1 +

B2) e Cℓ(V1, B1)⊗̂Cℓ(V2, B2) são isomorfas.

Demonstração: i) Imediato.

ii) Seja µ : V → Cℓ(V,B) uma aplicação de Clifford e considere as restrições µ1 :

V1 → Cℓ(V1, B1) e µ2 : V2 → Cℓ(V2, B2) que também são aplicações de Clifford.

Defina a seguinte aplicação T : V1⊕V2 → Cℓ(V1, B1)⊗̂Cℓ(V2, B2) por T (v1+v2) =

µ1(v1)⊗ 11 + 12 ⊗ µ2(v2), onde vi ∈ Vi e 1i é a identidade de Cℓ(Vi, Bi).

Dado v = v1 + v2 ∈ V , é fácil ver que T é uma transformação linear tal que

T (v)2 = T (v) · T (v) = µ1(v1)
2 ⊗ 11 + 12 ⊗ µ2(v2)

2

= Q1(v1)11 ⊗ 12 + 11 ⊗Q2(v2)12

= (Q1(v1) +Q2(v2))11 ⊗ 12

= Q(v1 + v2)(11 ⊗ 12),
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onde 11⊗12 é a identidade do produto tensorial graduado Cℓ(V1, B1)⊗̂Cℓ(V2, B2).

Logo, T : V → Cℓ(V1, B1)⊗̂Cℓ(V2, B2) é uma aplicação de Clifford. Pela pro-

priedade universal, existe um único homomorfismo T̃ : Cℓ(V,B) → Cℓ(V1, B1)⊗̂Cℓ(V2, B2)

tal que T̃ ◦ µ = T , sendo µ : V → Cℓ(V,B) uma aplicação de Clifford.

Afirmamos que T̃ é um isomorfismo. De fato, sejam r e s as dimensões de

V1 e V2, nesta ordem, e {e1, . . . , er, e′1, . . . , e′s} uma base(ortogonal) de V . Sendo

{i1, . . . , ik} ⊂ {1, . . . , r} e {j1, . . . , jℓ} ⊂ {1, . . . , s}, com 1 ≤ k ≤ r e 1 ≤ ℓ ≤ s,

temos que:

T̃ (1) = 11 ⊗ 12,

T̃ (µ(ei1) · . . . ·µ(eik)) = (µ1(ei1)⊗12) . . . (µ1(eik)⊗12) = (µ(ei1) · . . . ·µ(eik))⊗12,

T̃ (µ(e′j1) · . . . ·µ(e
′
jℓ
)) = (11⊗µ2(e

′
j1
)) . . . (11⊗µ2(ejk)) = 11⊗ (µ(e′j1) · . . . ·µ(e

′
jk
)).

Logo,

T̃ (µ(ei1)·. . .·µ(eik)·µ(e′j1)·. . . µ(e
′
jℓ
)) = (µ1(ei1)·. . .·µ1(eik))⊗(µ2(e

′
j1
)·. . .·µ2(e

′
jℓ
))

Portanto, T̃ leva base em base.

�

Teorema 2.1.22. Se BV = {e1, . . . , en} é finita, então a álgebra de Clifford Cℓ(V,B)

é tal que:

i) A aplicação de Clifford µ : V → Cℓ(V,B) é injetora.

ii) dimCℓ(V,B) = 2n.

iii) {µ(ei1) · . . . · µ(eik) | I = {i1, . . . , ik} ⊂ {1, . . . , n}, 1 ≤ i1 < . . . < ik ≤ n, k ∈ N}

é uma base para Cℓ(V,B), onde µ(ei0) = µ(e∅) := 1.

iv) dimCℓ(V,B)0 = dimCℓ(V,B)1 = 2n−1.



CAPÍTULO 2. ÁLGEBRAS DE CLIFFORD 31

Demonstração: Sejam Cℓ(V,B) a álgebra de Clifford e µ : V → Cℓ(V,B) uma

aplicação de Clifford correspondente.

i) A contra-positiva da definição 1.1.11 é dada por: se v ∈ V é tal que B(v, u) = 0,

para todo u ∈ V , então v = 0V . Tome v ∈ kerµ e veja que: 2B(v, u)1 =

µ(v) · µ(u) + µ(u) · µ(v) = 0. Logo, B(v, u) = 0, ∀u ∈ V , isto é, v = 0.

ii) Denotando por Vi, o subespaço gerado por ei ∈ BV , 1 ≤ i ≤ n, temos que

V =
n⊕

i=1

Vi, onde Vi é unidimensional. Pelo item i) do lema 2.1.21 segue que,

Qi : Vi → F é uma forma quadrática em Vi. Ainda, µi : Vi → Cℓ(Vi, Bi) é uma

aplicação de Clifford, sendo µi a restrição da aplicação de Clifford µ em Vi. Usando

o item ii) do mesmo lema, temos que Cℓ(V,B) ∼= Cℓ(V1, B1)⊗̂ . . . ⊗̂ Cℓ(Vn, Bn).

Logo, dimCℓ(V,B) =
n∏

i=1

dimCℓ(Vi, Bi) (1). Mas Vi é unidimensional e conforme

o item i) do exemplo 2.1.6 podemos concluir que dimCℓ(Vi, Bi) = 2.

Portanto, de (1), segue que dimCℓ(V,B) = 2n.

iii) Note que, o conjunto dado no enunciado do item iii) gera a álgebra de Clifford.

E cada elemento desse conjunto é obtido determinando um subconjunto I ⊂

{1, . . . , n}. Logo, pelo prinćıpio da contagem, o conjunto possui 2n elementos e

por i), segue o resultado.

iv) Veja que, determinar a dimensão de Cℓ(V,B)0 e de Cℓ(V,B)1 é equivalente a

determinar o número de subconjuntos I ⊂ {1, . . . , n} com número par e ı́mpar de

elementos, os quais denotamos por p e i, respectivamente. Logo, dimCℓ(V,B)0 = p

e dimCℓ(V )1 = i. Da combinatória, temos que p = i e, por outro lado, p+ i = 2n,

donde segue que p = i = 2n−1. �

Pela definição 2.1.1, observação 1.1.3 e do teorema 2.1.22, segue que F e V são

subespaços distintos em Cℓ(V,B). A partir de agora, escrevemos a condição de Clifford
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por: v · u+ u · v = 2B(v, u), ∀v, u ∈ V e denotaremos a base de Cℓ(V,B) simplesmente

por {eI := ei1 · . . . · eik | I = {i1, . . . , ik} ⊂ {1, . . . , n}, 1 ≤ k ≤ n}, onde eik ∈ BV .

O centro da álgebra de Clifford Cℓ(V,B), denotado por Z(Cℓ(V,B)), é o conjunto

de todos os elementos a ∈ Cℓ(V,B) tais que a · b = b · a, para todo b ∈ Cℓ(V,B).

Proposição 2.1.23. Sejam Cℓ(V,B) a álgebra de Clifford associada à (V,B). São

válidas as afirmações:

i) Se dimFV = n é par, então Z(Cℓ(V,B)) = F.

ii) Se dimFV = n é ı́mpar, então Z(Cℓ(V,B)) = F ⊕ V n, sendo V n o subespaço

gerado por e1 · . . . · en, onde e1, . . . , en ∈ BV .

Demonstração: Ver [18], pg. 13. �

Exemplo 2.1.24. Abaixo segue a confirmação de que vale a comutatividade em C e a

não-comutatividade em H.

i) Sendo a álgebra de Clifford Cℓ0,1 ∼= C = R ⊕ Ri com dimensão 2, temos que

Z(C) = R⊕ Ri = C, pois dimRV = 1 é ı́mpar. Mais ainda, C0 = R e C1 = Ri.

ii) Seja Cℓ1,0 ∼= R ⊕ R de dimensão 2. Temos que Z(R ⊕ R) = R ⊕ R, (R ⊕ R)0 =

R⊕ {0} e (R⊕ R)1 = {0} ⊕ R. O mesmo vale para Cℓ1 ∼= C⊕ C.

iii) Como Cℓ0,2 ∼= H e dimRH = 4 (dimRV = 2 é par), segue que Z(H) = R, H0 =

R⊕ Rk e H1 = Ri⊕ Rj.

2.2 O Grupo de Clifford

Particularizamos nosso estudo para as álgebras de Clifford reais, onde focaremos no

estudo dos números de Clifford, que são os elementos do espaço paravetorial R⊕Rn da



CAPÍTULO 2. ÁLGEBRAS DE CLIFFORD 33

álgebra de Clifford Cℓ0,n. Dessa forma, definiremos o grupo de Clifford como sendo o

grupo obtido por produtos finitos de números de Clifford, o qual é subgrupo formado por

elementos invert́ıveis da álgebra de Clifford. Daremos duas caracterizações para o grupo

de Clifford. Para isto, relembraremos alguns conceitos, tais como: grupo ortogonal e

especial ortogonal, reflexão e ação; e também, um teorema que relaciona transformações

ortogonais com reflexões. Encerramos com algumas propriedades do grupo de Clifford.

Daremos exemplos no decorrer da seção.

Denotamos a álgebra de Clifford associada à (Rn,−⟨., .⟩), ou seja, Cℓ0,n, simples-

mente por Cn, onde −⟨., .⟩ é o produto interno negativo e denotaremos a operação mul-

tiplicação pela justaposição. Logo, v1v2+v2v1 = −2⟨v1, v2⟩ e −∥v∥2 = v2, ∀v1, v2, v ∈ V .

Estaremos sempre considerando {e1, . . . , en} uma base ortogonal de Rn em relação à

−⟨., .⟩ e {eI := ei1 . . . eik | I = {i1, . . . , ik} ⊂ {1, . . . , n}, 1 ≤ i1 < . . . < ik ≤ 1, k ∈ N}

uma base da álgebra de Clifford Cn.

Definição 2.2.1. Um número de Clifford é um elemento da forma x0 + v ∈ Cn, onde

x0 ∈ R e v = x1e1 + . . . + xnen ∈ Rn. O conjunto R ⊕ Rn de todos os números de

Clifford, denotado por W , é chamado de espaço paravetorial.

Um elemento a ∈ Cn é invert́ıvel se existir b ∈ Cn tal que ab = ba = 1. Nesse caso,

b é único, será denotado por a−1 e chamado de inverso de a. O grupo de todos os

elementos invert́ıveis de Cn é denotado por U(Cn).

Considerando a aplicação N ′ : Cn × Cn → Cn definida por N ′(a, b) = 1
2
(ab + ba),

podemos obter outra aplicação N : Cn → Cn definida por N(a) := N ′(a, a), a qual é

denominada aplicação norma. Se N ′ é restrita a W ×W , então N ′ é uma forma bilinear

simétrica, sendo N(w) := N ′(w,w) uma norma. Com efeito: se w = x0 + v ∈ W , onde

x0 ∈ R e v ∈ Rn, então ww = ww = (x0 + v)(x0 − v) = x2
0 + ∥v∥2 = N(w), pois

x0 pertence ao centro de Cn e v2 = −∥v∥. Da relação ww = ww = N(w) segue o
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afirmado. Logo, (W,N) é um espaço normado, permitindo usar a notação ∥w∥2 :=

N(w) e ⟨w, u⟩ := N ′(w, u), ∀w, u ∈ W .

Proposição 2.2.2. Um elemento w ∈ W ⊂ Cn é invert́ıvel se, e somente se, w ̸= 0,

sendo w−1 =
(

1
∥w∥2

)
w.

Demonstração: É imediato da igualdade ww = ww = ∥w∥2.
�

Motivados pela proposição acima, consideramos o subconjunto do grupo dos elemen-

tos invert́ıveis de Cn formado por produtos finitos de elementos não-nulos de W . Na

verdade, tal subconjunto é um subgrupo de U(Cn), conforme nosso próximo resultado.

Proposição 2.2.3. Considere a álgebra de Clifford Cn. Se X denota o seguinte conjunto

{w1 · . . . · wk | ∥wi∥ ̸= 0, 1 ≤ i ≤ k, wi ∈ W}, então X ⊂ U(Cn) é um subgrupo.

Demonstração: Claramente, 1 ∈ X e fechado em relação a operação induzida. Se

w1 · . . . · wk ∈ X, então (w1 · . . . · wk)
−1 = w−1

k · . . . · w−1
1 ∈ X, pois ∥w−1

i ∥ = 1
∥wi∥ ̸= 0.

�

Definição 2.2.4. O subgrupo X da proposição 2.2.3, denotado por Γ n, é chamado de

grupo de Clifford da álgebra de Clifford Cn, ou seja,

Γn = {a ∈ U(Cn) | a = w1 · . . . · wk, ∥wi∥ ̸= 0, 1 ≤ i ≤ k}.

Exemplo 2.2.5. Vejamos alguns grupos de Clifford, onde X∗ denota a álgebra X sem

o elemento nulo.

i) Considerando C1 ∼= C, onde identificamos V com Ri, temos que W = R⊕Ri = C.

Logo, a aplicação norma é a norma usual dos números complexos e Γ1 = C∗.

ii) Sendo C2 ∼= H e identificando V com Ri⊕ Rj, então Γ2 = H∗.
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iii) Se n > 2, então Γn ̸= C∗
n. Tome 1+e1e2e3 ∈ Cn e veja que (1+e1e2e3)(1−e1e2e3) =

0. Logo, 1 + e1e2e3 é divisor próprio do zero em Cn, ou seja, 1 + e1e2e3 não é

invert́ıvel e portanto Γn ( C∗
n.

Observação 2.2.6. O item ii) do exemplo acima será provado mais adiante.

Nosso objetivo agora é apresentar outra caracterização para o grupo de Clifford.

Para isso, introduziremos alguns conceitos sobre transformações ortogonais, reflexões

e rotações. Em seguida, apresentaremos um certo grupo, onde obteremos a aplicação

representação adjunta torcida, permitindo estabelecer a igualdade entre esse novo grupo

e o grupo de Clifford.

No que segue, consideramos V um F-espaço vetorial, munido de uma forma bilinear

simétrica B.

Definição 2.2.7. Uma transformação ortogonal de (V,B) é uma transformação linear

bijetora f : V → V satisfazendo B(f(v), f(u)) = B(v, u), ∀v, u ∈ V . Nesse caso,

dizemos que f preserva a forma bilinear B.

O conjunto das transformações ortogonais de (V,B), denotado por OV (B), é um

grupo com respeito a composição de funções, denominado grupo ortogonal de (V,B).

Proposição 2.2.8. Seja B uma base de V . Se f : V → V é uma transformação linear,

então f ∈ OV (B) se, e somente se, [f ]tB[B]B[f ]B = [B]B, onde [f ]B e [B]B denotam a

matriz da transformação linear f e da forma bilinear B, respectivamente, em relação a

base B.

Demonstração: Dada uma base B de V , da álgebra linear, temos que se v, u ∈

V , então B(f(v), f(u)) = [f(v)]tB[B]B[f(u)]B, sendo [f(v)]B = [f ]B[v]B e [f(u)]B =

[f ]B[u]B. Logo, seguem as relaçõesB(f(v), f(u)) = [v]B[f ]
t
B[B]B[f ]B[u]B (1) eB(v, u) =

[v]B[B]B[u]B (2).

Portanto, pela arbitrariedade de v e u, e de (1) e (2), segue o desejado.
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�

Corolário 2.2.9. Se f é uma transformação ortogonal, então det[f ]B = ±1.

Demonstração: Imediato das proposições 1.1.15 e 2.2.8, e da igualdade det[f ]tB =

det[f ]B. �

Definição 2.2.10. Uma transformação ortogonal f ∈ OV (B) é chamada de reflexão se

det[f ]B = 1, e de rotação se det[f ]B = −1, onde B é uma base de V .

O subconjunto do grupo ortogonal, formado por todas as rotações, denotado por

SOV (B), é um subgrupo, denominado de grupo especial ortogonal de (V,B).

Para o nosso caso, denotaremos o conjunto de todas as transformações ortogonais de

(W, ⟨., .⟩) por O(n,R). Também denotamos o grupo especial ortogonal por SO(n,R).

Defina o seguinte conjunto Y := {a ∈ U(Cn) | awâ−1 ∈ W, ∀w ∈ W} e vejamos que

tal conjunto é um subgrupo. De fato: claramente, 1 ∈ Y . Se a ∈ Y , então a aplicação

ρa : W → W dada por ρa(w) = awâ−1 está bem definida. Note que, ρab = ρa ◦ ρb e

que ρa é uma transformação linear bijetora, pois como ρa é injetora, pelo teorema do

núcleo-imagem, segue a sobrejetividade. Logo, ρ−1
a = ρa−1 , isto é, a−1 ∈ Y .

Definição 2.2.11. Chamamos a aplicação ρ : Y → GL(W ) definida ρ(a) := ρa : W →

W tal que ρa(w) = awâ−1, de representação adjunta torcida, onde GL(W ) é o grupo

das transformações lineares bijetoras em W .

Proposição 2.2.12. Considere a álgebra de Clifford Cn, ρ : Y → GL(W ) a repre-

sentação adjunta torcida e N : Cn → Cn a aplicação norma. São verdadeiras as seguintes

afirmações:

i) ker ρ = R∗.

ii) Se a ∈ Y , então N(a) ∈ R∗.
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iii) A aplicação norma restrita N|Y : Y → R é um homomorfismo.

iv) A aplicação adjunta torcida preserva o produto interno em W .

Demonstração:

i) Se a ∈ ker ρ, então ρa = idW , ou seja, awâ−1 = w, ∀w ∈ W . Suponhamos, por

absurdo, que a =
∑

αIeI /∈ R, onde {eI | I ⊂ {1, . . . , n}} é uma base de Cn.

Claramente, a ̸= 0, caso contrário, tomando w = 1 teŕıamos 1 = 0, contrariando

a observação 1.1.2. Note que, awâ−1 = w ⇔ aw = wâ ⇔ eIei = eiêI , onde ei é

um elemento da base de V , sendo 1 ≤ i ≤ n. Temos três possibilidades:

(Caso 1) Se ♯I = 0, então eI = 1 e não há o que fazer.

(Caso 2) Se ♯I = n, então eIei = (−1)n−1eieI , mas eiêI = (−1)neieI . Logo,

eIei ̸= eiêI .

(Caso 3) Se 1 ≤ ♯I = k < n, então existe i ∈ I tal que eIei = (−1)k−1eieI , mas

eiêI = (−1)keieI . Logo, eIei ̸= eiêI .

Portanto, como a ̸= 0 e pelos casos acima, segue que a ∈ R∗, isto é, ker ρ = R∗.

ii) Se a ∈ Y , então awâ−1 ∈ W , ∀w ∈ W . Temos que, w∗ = w, em particular

(awâ−1)∗ = awâ−1. Dáı segue que (a)−1wa∗ = awâ−1 ⇒ (aa)w(âa)−1 = w. Pelo

item i) segue que aa ∈ ker ρ = R∗. Logo, aa = aa ∈ R∗, ou seja, N(a) ∈ R∗.

iii) Se a, b ∈ Y , então N(ab) = abab = abba
ii)
= aabb = N(a)N(b).

iv) Se a ∈ Y e w,w′ ∈ W , então ⟨ρa(w), ρa(w′)⟩ = awâ−1aw′â−1 + aw′â−1awâ−1 =

1
N(a)

(
aww′a+ aw′w a

)
= 1

N(a)
(a⟨w,w′⟩a) = ⟨w,w′⟩, pois aa = N(a).

�

Com o objetivo de provar que Y = Γn, vamos enunciar um resultado conhecido

como teorema de Cartan-Dieudonné, cuja demonstração será omitida, porém pode ser
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encontrada em [2], pg. 23. Após, apresentaremos algumas consequências do grupo Y

em relação à representação adjunta torcida. Particularmente se u ∈ W é tal que u ̸= 0,

denominamos a aplicação su : W → W definida por su(w) = w − 2⟨w,u⟩
∥u∥2 u, de reflexão

sobre o hiperplano ortogonal a u (ou simplesmente reflexão). Usaremos um fato aqui,

que será mostrado no caṕıtulo 3, que é de su ser uma involução e uma reflexão.

Teorema 2.2.13 (Cartan-Dieudonné). Seja V um espaço vetorial de dimensão finita

n, munido de uma forma bilinear simétrica B. Se f : V → V é uma transformação

ortogonal, então existem, no máximo, n reflexões da forma svi tais que f = sv1 ◦. . .◦svk ,

onde 1 ≤ k ≤ n, sendo svi(v) = v − 2B(v,vi)
Q(vi)

vi e Q(vi) = B(vi, vi) ̸= 0.

Proposição 2.2.14. Se ρ : Y → GL(W ) é a representação adjunta torcida, então são

verdadeiras as afirmações:

i) ρa ∈ SO(n,R).

ii) Toda rotação em SO(n,R) é da forma ρa e Y = Γn.

Demonstração:

i) Se u ∈ W é tal que u ̸= 0, isto é, ∥u∥ ̸= 0, então considere a reflexão su.

Mostremos que ρu = su ◦ s1. Com efeito: dado w ∈ W , temos que su(s1(w)) =

su(−w) = −w − 2⟨−w,u⟩
∥u∥2 u = −w + (w u + uw)(u)−1 = uwû−1, pois u = û. Logo,

ρu = su ◦ s1, mostrando que ρu ∈ SO(n,R). Mais ainda, sendo cada reflexão uma

involução, segue que s1 ◦ su = s−1
1 ◦ s−1

u = (su ◦ s1)−1 = ρ−1
u = ρu−1 .

ii) Se f ∈ SO(n,R) é uma rotação, então, pelo teorema de Cartan-Dieudonné, existe

um número par de reflexões sw1 , . . . , swk
tais que f = sw1 ◦ . . .◦swk

, com ∥wi∥ ̸= 0.

Como sw é uma involução e ρ um homomorfismo, segue que f = (sw1 ◦ s1) ◦ (s1 ◦

sw2) ◦ . . . ◦ (s1 ◦ swk
) = ρw1 ◦ . . . ◦ ρwk

= ρw1...wk
= ρa, com a ∈ Y . Logo,
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ρa(w1...wk)−1 = idW e de acordo com o item i) da proposição 2.2.12, implica que

a(w1 . . . wk)
−1 = λ ∈ R∗. Logo, a = λw1 . . . wk = u1 . . . uk, para u1 = λw1 ̸= 0

e ui = wi ̸= 0, para 2 ≤ i ≤ k. Portanto, ∥uj∥ ̸= 0, 1 ≤ j ≤ k, mostrando que

a = u1 . . . uk ∈ Γn, ou seja, Y ⊂ Γn.

Reciprocamente, se a ∈ Γn, então existem u1 . . . uk ∈ W tais que a = u1 . . . uk

com ∥ui∥ ̸= 0. Para cada w ∈ W , vale que wui + uiw = 2⟨w, ui⟩ e multiplicando

a direita essa igualdade por ui, segue que uiwui = 2⟨w, ui⟩ui − ∥ui∥2w ∈ W .

Substituindo w por w e usando o fato de que w∗ = w, obtemos uiwu
∗
i ∈ W . Logo,

repetindo esse processo, iniciando com uk até u1, obtemos: u1 . . . ukwu
∗
k . . . u

∗
1 =

awa∗ = aw 1
N(a)

â−1 ∈ W ⇒ awâ−1 ∈ W , isto é, a ∈ Y .

�

Decorre da proposição 2.2.14 que podemos definir ∥a∥2 = N(a), ∀ ∈ Γn, pois se

a = w1 . . . wk ∈ Γn, então N(a) = N(w1) . . . N(wk) = ∥w1∥2 . . . ∥wk∥2 ≥ 0. Logo, os

ı́tens ii) e iii) de 2.2.12 podem ser reescritos por aa = aa = ∥a∥2 e ∥ab∥ = ∥a∥∥b∥,

∀a, b ∈ Γn. Ainda, se a ∈ Γn, então a−1 = 1
∥a∥2a.

A proposição abaixo esclarece o item ii) de 2.2.5 e apresenta algumas propriedades

do grupo de Clifford.

Proposição 2.2.15. São verdadeiras as afirmações abaixo:

i) Se a, b ∈ {w ∈ W | ∥w∥ < 1} são tais que a, b ̸= 0 e ab ̸= 1, então k := 1+ab̂ ̸= 0

e é o produto de dois elementos não-nulos de W , isto é, k ∈ Γn. Mais ainda, se

q := 1
∥k∥k, então q ∈ Γn, ∥q∥ = 1 e a aplicação w 7→ qwq∗ ∈ SO(n,R) é uma

rotação em W .

ii) Γ2 = H∗.

iii) Se a ∈ Γn, então â, a∗, a ∈ Γn.
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iv) Se a, b ∈ Γn, então ab−1 ∈ W se, e somente se, a∗b ∈ W .

Demonstração:

i) Sejam a, b ∈ {w ∈ W | ∥w∥ < 1} tais que a, b ̸= 0 e ab ̸= 1. Claramente, a, b ∈ Γn

e 1 + ab̂ ̸= 0, caso contrário, teŕıamos a = −b̂−1 implicando que ∥a∥ = 1
∥b∥ > 1.

Temos que, 1 + ab̂ = a(a−1 + b̂) ̸= 0 é o produto de dois elementos não-

nulos de W , isto é, 1 + ab̂ ∈ Γn. Fazendo k := 1 + ab̂ ∈ W e q := 1
∥k∥k, então

q ∈ Γn e ∥q∥2 =
∥∥∥ 1
∥k∥k

∥∥∥2 = 1
∥k∥k

1
∥k∥k = ∥k∥2

∥k∥2 = 1 ⇒ ∥q∥ = 1. Logo, a aplicação

w → qwq̂−1 = qw 1
∥q∥2 q

∗ = qwq∗ = ρq é uma rotação emW , ou seja, ρq ∈ SO(n,R).

ii) Basta usar a segunda caracterização do grupo de Clifford, ou seja, se a ∈ H∗,

então awâ−1 = 1
∥a∥2awa

∗ ∈ W = R⊕ Ri⊕ Rj, para todo w ∈ W .

iii) Basta usar a primeira caracterização do grupo de Clifford, isto é, dado a ∈ Γn,

existem w1, . . . , wk ∈ W , com wi ̸= 0, tais que a = w1 . . . wk. Segue o resultado

do fato de que a∗ = wk . . . w1, â = ŵ1 . . . ŵk, pois ∥ŵi∥ = ∥wi∥, e a = â∗.

iv) Se b ∈ Γn, então bwb̂−1 = 1
∥b∥2 bwb

∗ ∈ W ⇒ bwb∗ ∈ W . Como b∗ ∈ Γn, analoga-

mente, segue que b∗wb ∈ W . Logo, ab−1 ∈ W ⇔ (ab−1)∗ = (b∗)−1a∗ ∈ W ⇔

b∗((b∗)−1a∗)b ∈ W ⇔ a∗b ∈ W .

�



Caṕıtulo 3

Transformações de Möbius e

Matrizes de Vahlen

Neste caṕıtulo, definiremos as transformações de Möbius em várias dimensões. Para

isso, nos referimos a [1], [2] e [22]. Alhfors, em [1], observa que a maneira mais natural

para tratar das transformações de Möbius em várias dimensões é através dos números

de Clifford do espaço paravetorial W , vistos no caṕıtulo 2. Definiremos as aplicações

inversão e reflexão de acordo com Beardon, em [2], porém com o foco de Alhfors, ou

seja, usando números de Clifford. Após, definiremos as transformações de Möbius como

sendo composições finitas dessas duas aplicações, formando o grupo geral de Möbius.

Definiremos também as matrizes de Vahlen, que são matrizes invert́ıveis com entradas

na álgebra de Clifford Cn satisfazendo certas condições, as quais formam um grupo.

Em seguida, faremos alguns comentários do trabalho feito por Waterman, em [22],

que mostra uma relação intŕınseca entre as matrizes de Vahlen e as transformações

de Möbius. Por fim, definiremos as translações de Möbius, que são transformações de

Möbius que preservam o disco unitário de W e veremos uma decomposição para o grupo

das transformações de Möbius que preservam o disco unitário de W .

41
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3.1 Transformação de Möbius

Vamos introduzir duas aplicações (inversão e reflexão), as quais caracterizam as

transformações de Möbius. No que segue, consideramos o espaço paravetorial W da

álgebra de Clifford Cn. Seja ∞ um ponto tal que ∞ /∈ W . Denotamos por Ŵ o

conjunto W ∪ {∞} e denominamos ∞ de ponto ideal.

Dados a ∈ W e r > 0, uma hiperesfera de centro em a e raio r é o conjunto

S(a, r) := {w ∈ W | ∥w − a∥ = r}.

Definição 3.1.1. A inversão em relação à S(a, r) é a aplicação ϕ : Ŵ → Ŵ definida

por:

ϕ(w) =


a+ r2

∥w−a∥2 (w − a) , se w ∈ W \ {a}
a , se w = ∞
∞ , se w = a

Para o caso n = 2, temos a seguinte interpretação geométrica da definição 3.1.1.

Figura 3.1.1. Inversão em relação à S(a, r) para n = 2

De acordo com a figura acima, é fácil ver que vale a seguinte:

Proposição 3.1.2. Se ϕ : Ŵ → Ŵ é uma inversão em relação à S(a, r), então são

verdadeiras as seguintes afirmações:

i) ϕ é uma involução.

ii) ϕ(w) = w se, e somente se, w ∈ S(a, r).
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Demonstração:

i) Claramente, ϕ2(a) = ϕ(ϕ(a)) = ϕ(∞) = a e ϕ2(∞) = ϕ(ϕ(∞)) = ϕ(a) = ∞ (1).

Se w ∈ W \ {a}, então ϕ2(w) = ϕ(ϕ(w)) = a+ r2

∥ϕ(w)−a∥2 (ϕ(w)− a) (2).

De ϕ(w) − a = r2

∥w−a∥2 (w − a), obtemos ∥ϕ(w) − a∥ = r2

∥w−a∥ . Logo, subtituindo

essas igualdades em (2), conclúımos que:

ϕ2(w) = a+
∥w − a∥2

r2

(
r2

∥w − a∥2
(w − a)

)
= a+ (w − a) = w.

ii) (⇐=) Imediato.

(=⇒) Seja w ∈ Ŵ tal que ϕ(w) = w. Pela definição de inversão, é claro que

w ̸= a e w ̸= ∞. Desenvolvendo, segue que:

a+
r2

∥w − a∥2
(w − a) = w ⇔

(
1− r2

∥w − a∥2

)
(a− w) = 0 ⇒ 1− r2

∥w − a∥2
= 0.

Logo, r2

∥w−a∥2 = 1 ⇒ ∥w − a∥2 = r2 ⇒ ∥w − a∥ = r, isto é, w ∈ S(a, r). �

Sejam a ∈ W \{0} e t ∈ R. Um hiperplano em Ŵ , denotado por P (a, t), é o conjunto

{w ∈ W | ⟨w, a⟩ = t}∪{∞}. Caso t = 0, chamamos o hiperplano P (a, 0) de hiperplano

ortogonal a a, denotado por a⊥.

Definição 3.1.3. Uma reflexão em relação à P (a, t) é uma aplicação φ : Ŵ → Ŵ tal

que φ(∞) = ∞ e φ(w) = w + λa, onde λ ∈ R é tal que 1
2
(w + φ(w)) ∈ P (a, t).

O fato do ponto médio de w e φ(w) pertencer ao hiperplano, torna posśıvel escrever

φ(w) exclusivamente em termos de a e t. De fato, temos que:

1

2
(φ(w) + w) ∈ P (a, t) ⇔

⟨
1

2
(φ(w) + w), a

⟩
= t

⇔ 2⟨w, a⟩+ λ⟨a, a⟩ = 2t

a ̸=0⇔ λ =
2t− 2⟨w, a⟩

⟨a, a⟩

⇔ λ = −2

(
⟨w, a⟩ − t

∥a∥2

)
.
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Logo, φ(w) = w − 2
(

⟨w,a⟩−t
∥a∥2

)
a e φ(∞) = ∞. Portanto, podemmos dizer que φ é a

reflexão em relação à P (a, t).

As figuras abaixo ilustram as definições dadas acima:

Figura 3.1.3. Para o caso n = 2, temos os hiperplanos P ((2, 1), 0) e P ((2, 1), 2).

Figura 3.1.4. Reflexão de w em relação à P ((2, 1), 0).

A figura 3.1.4 motiva a seguinte:

Proposição 3.1.4. Se φ : Ŵ → Ŵ é a reflexão em relação à P (a, t), então são

verdadeiras as seguintes afirmações:
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i) φ é uma involução.

ii) φ(w) = w se, e somente se, w ∈ P (a, t).

iii) Se t = 0, então φ é uma reflexão.

Demonstração:

i) Claramente, φ2(∞) = φ(φ(∞)) = φ(∞) = ∞ (1).

Se w ∈ W , então φ2(w) = φ(φ(w)) = φ(w)−2
(

⟨φ(w),a⟩−t
∥a∥2

)
a. Note que, ⟨φ(w), a⟩ =

⟨w, a⟩−2
(

⟨w,a⟩−t
∥a∥2

)
⟨a, a⟩︸ ︷︷ ︸
=∥a∥2

= ⟨w, a⟩−2⟨w, a⟩+2t = 2t−⟨w, a⟩. Logo, ⟨φ(w), a⟩−t =

t−⟨w, a⟩ e substituindo, temos que φ2(w) = w− 2 (⟨w,a⟩−t)
∥a∥2 a− 2 (t−⟨w,a⟩)

∥a∥2 a = w (2).

Logo, de (1) e (2), segue o desejado.

ii) (=⇒) Seja w0 ∈ P (a, t). Se wo ∈ W , então ⟨w0, a⟩ = t. Logo, φ(w0) = w0. Se

w0 = ∞, φ(w0) = φ(∞) = ∞ = w0.

(⇐=) Por definição, φ(∞) = ∞ e ∞ ∈ P (a, t). Se w ̸= ∞, então w− 2 ⟨w,a⟩−t
∥a∥2 a =

w ⇒ ⟨w,a⟩−t
∥a∥2 a = 0. Como a ̸= 0, obtemos que ⟨w, a⟩ = t e, portanto, w ∈ P (a, t).

iii) Suponhamos que φ : Ŵ → Ŵ seja uma reflexão em relação à P (a, 0), isto é,

φ(w) = w− 2⟨w,a⟩
∥a∥2 a, para todo w ∈ W . Devemos mostrar que φ ∈ O(n,R). É fácil

ver que φ é uma transformação linear que preserva o produto interno e é bijetora

por i). Suponhamos que {1, e} seja uma base de W . Assim, dado a = x+ye ∈ W ,

x, y ∈ R, temos que φ(1) =
(
1− 2x2

∥a∥2

)
− 2xy

∥a∥2 e e φ(e) = − 2yx
∥a∥2+

(
1− 2y2

∥a∥2 e
)
. Logo,

o determinante de φ em relação à base {1, e} é igual a −1. Por indução sobre a

dimensão de W segue o caso geral.

�

No que segue, ϕ denota a inversão em relação à S(a, r) e φ a reflexão em relação à

P (a, t).
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Definição 3.1.5. Uma transformação de Möbius em Ŵ é uma aplicação obtida pela

composição de um número finito de reflexões e/ou inversões.

Proposição 3.1.6. O conjunto {f : Ŵ → Ŵ | f é uma transformação de Möbius} é

um grupo com respeito a composição de funções.

Demonstração: Claramente, o conjunto de todas as transformações de Möbius é

fechada para a composição de funções. Das proposições 3.1.2 e 3.1.4 segue que a inversa

de uma transformação de Möbius também goza da mesma propriedade. Por fim, as

aplicações identidade, reflexão e inversão são também transformações de Möbius. �

Definição 3.1.7. O grupo das transformações de Möbius em Ŵ , denotado por GM(Ŵ ),

é chamado de grupo geral de Möbius em Ŵ .

Exemplo 3.1.8. As seguintes aplicações são transformações de Möbius:

i) A aplicação w 7→ w + a, a ∈ W está em GM(Ŵ ), pois é a composição da

reflexão em P (a, 0) com a reflexão em P
(
a, ∥a∥

2

2

)
. Denominamos tal aplicação

de translação.

ii) A aplicação w 7→ kw, k > 0 está em GM(Ŵ ), pois é a composição da inversão em

S(0, 1), com a inversão em S(0,
√
k). Denominamos tal aplicação de dilatação.

iii) Do caṕıtulo 2, se a ∈ Γn é tal que ∥a∥ = 1, então toda rotação da forma awa∗ é

o produto de reflexões em hiperplanos ortogonais, ou seja, é uma transformação

de Möbius.

iv) A aplicação w 7→ w é a transformação de Möbius identidade.

v) A aplicação w 7→ 1
∥w∥2w = (w)−1 é a inversão em relação à S(0, 1).

vi) A aplicação w 7→ −w é a reflexão em relação à P (1, 0).
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vii) A aplicação w 7→ −w−1 é uma transformação de Möbius, pois é a composição das

transformações de Möbius dos itens v) e vi).

3.2 Matrizes de Vahlen

Em [1], [22], temos uma generalização das propriedades existentes entre as ma-

trizes associadas às transformações de Möbius no caso complexo Ĉ. Tais matrizes são

chamadas matrizes de Vahlen, que são matrizes quadradas invert́ıveis de ordem 2 e com

entradas invert́ıveis ou nulas na álgebra de Clifford Cn sujeitas a algumas condições.

No que segue, Γn é o grupo de Clifford da álgebra de Clifford Cn e M(2, Cn) denota

o grupo das matrizes de ordem 2 com entradas em Cn.

Definição 3.2.1. Dizemos que uma matriz
(
a
c

b
d

)
∈ M(2, Cn) é de Vahlen se satisfaz as

seguintes condições:

i) a, b, c, d ∈ Γn ∪ {0}.

ii) ab∗, cd∗, c∗a, d∗b ∈ W .

iii) ad∗ − bc∗ = ∆ ∈ R∗.

Da condição iii), segue que toda matriz de Vahlen é invert́ıvel, o que é visto na

seguinte:

Proposição 3.2.2. O subconjunto das matrizes de Vahlen, munido a multiplicação

usual de matrizes em M(2, Cn) forma um grupo.

Demonstração: Claramente, a matriz identidade é de Vahlen. Dadas duas ma-

trizes de Vahlen
(
a
c

b
d

)
e
(
x
y

z
w

)
, considere a operação multiplicação usual

(
a
c

b
d

)
(xy

z
w

)
=(

ax+by
cx+dy

az+bw
cz+dw

)
. Para mostrarmos que o subconjunto é fechado em nessa operação, con-

sideramos primeiro a entrada ax+ by e analisamos quatro casos.
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(Caso 1) Se a, b, y, w ̸= 0, então ax+ by = a(xy−1 + a−1b)y.

Por hipótese, y∗x, ab∗ ∈ W , implicando que (y∗x)∗ = x∗y ∈ W e (ab∗)∗ = ba∗ =

(b∗)∗a∗ ∈ W . Pelo item iv) de 2.2.15, segue que xy−1, b∗(a∗)−1 = b∗(a−1)∗ = (a−1b)∗ ∈

W , donde segue que a−1b ∈ W . Logo, sendo W um espaço vetorial, segue que xy−1 +

a−1b ∈ W .

Se xy−1 + a−1b = 0, não há o que fazer. Caso contrário, se xy−1 + a−1b ̸= 0, então

xy−1 + a−1b ∈ W ⊂ Γn . Logo, sendo Γn um grupo, segue que ax+ by ∈ Γn ∪ {0}.

(Caso 2) Se a = 0, então obtemos a matriz
(

by
cx+dy

bw
cz+dw

)
. Claramente by, bw ∈ Γn∪{0}.

Repetimos o procedimento feito no caso 1 para cx+ dy e cz+ dw. Analogamente, para

as possibilidades: b = 0, y = 0 ou w = 0.

(Caso 3) Se quaisquer dois elementos dentre a, b, y, w forem nulos, então obtemos uma

das seguintes matrizes: as quatro entradas são pertencem a Γn; duas entradas nulas e

duas entradas as quais se aplicam o caso 1; uma entrada nula, duas entradas em Γn e

uma entrada em que se aplica o caso 1; três entradas em Γn e uma entrada em que se

aplica o caso 1.

(Caso 4) Se quaisquer três elementos dentre a, b, y, w forem nulos, então obtemos

matrizes com duas entradas nulas, uma em Γn e a outra se aplica o caso 1, ou uma

matriz com as quatro entradas em Γn .

Logo, seguindo o mesmo procedimento para as demais entradas, segue que, a mul-

tiplicação de matrizes de Vahlen é uma matriz de Vahlen. Agora, vamos verificar que

o conjunto das matrizes de Vahlen é um grupo.

Claramente, a multiplicação é associativa. Se M =
(
a
c

b
d

)
é uma matriz de Vahlen,

então N =
(

d∗
−c∗

−b∗

a∗

)
satisfaz a definição 3.2.1. De fato: os itens i) e ii) são claros. Se

∆M = ad∗ − bc∗ ∈ R∗ e ∆N = d∗a − b∗c ∈ Cn, então se d ̸= 0, da relação ∆∥d∥2 =

d∗(ad∗ − bc∗)d̂ = ∥d∥2d∗a − b∗dc∗d̂ = (d∗a − b∗c)∥d∥2 tiramos que ∆M = ∆N , pois
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cd∗ ∈ W . Se d = 0, então obtemos b ̸= 0 e c ̸= 0, caso contrário ∆M = 0. Logo,

∆M = −bc∗, implicando que −b = ∆M(c∗)−1, ou seja, −b∗c = ∆M = ∆N , mostrando

que N satisfaz iii).

Portanto, MN = ∆MI, NM = ∆NI e definindo ∆ := ∆M = ∆N ∈ R∗, segue que

M−1 = 1
∆
N .

�

Definição 3.2.3. O grupo das matrizes de Vahlen, denotado por V(Cn), é chamado

grupo de Vahlen.

Exemplo 3.2.4. Considerando C1 ∼= C temos que, W = C, Γ1 = C∗ e a∗ = a ∈ C.

Dados a, b, c, d ∈ C, a matriz da forma (ac
b
d) satisfazendo ad∗− b∗c = ad− bc ̸= 0 é uma

matriz de Vahlen. Logo, V(C) = GL(2,C) = {M ∈ M(2,C) | detM ̸= 0}.

Consideremos o conjunto das matrizes da forma M = (ac
b
d), onde a, b, c, d ∈ Cn, tais

que a matriz M induz uma bijeção em Ŵ definida por (aw+ b)(cw+d)−1. Claramente,

a matriz identidade induz uma bijeção em Ŵ , pois w = (1w + 0)(0w + 1)−1.

Note que, se a matriz M em questão é de Vahlen, então a aplicação induzida por

esta matriz é uma transformação de Möbius. De fato: temos que cd∗ = (c∗)∗d∗ ∈ W ⇔

c∗(d∗)−1 = (d−1c)∗ ∈ W ⇒ {[(d−1c)∗]∗}−1 = c−1d ∈ W . E de c∗a = c∗(a−1)−1 ∈ W ⇔

ca−1 ∈ W ⇒ (ca−1)−1 = ac−1 ∈ W .

Considere as transformações de Möbius

f1(w) = w + c−1d (translação), f2(w) = −w−1, f3(w) =
ĉ

∥c∥
w(

ĉ

∥c∥
)∗ (rotação)

f4(w) =
|∆|
∥c∥2

w (dilatação), f5(w) =
∆

|∆|
w, f6(w) = ac−1 + w (translação).

Dado w ∈ Ŵ temos que (f6 ◦ f5 ◦ . . . ◦ f1)(w) é igual a

ac−1 +
∆

|∆|

{
|∆|
∥c∥2

[
ĉ

∥c∥
(−(w + c−1d)−1)

](
ĉ

∥c∥

)∗}
= ac−1 −∆(c∗)−1(w + c−1d)−1c−1.
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Mas (aw+b)(cw+d)−1 = [ac−1(cw+d)+b−ac−1d](cw+d)−1 = ac−1+(b−ac−1d)(cw+

d)−1 e sendo ∆ = ad∗− bc∗ ⇒ b = −∆(c∗)−1+ad∗(c∗)−1 = −∆(c∗)−1+a(c−1d)∗. Como

c−1d ∈ W ⇒ (c−1d)∗ = c−1d. Logo, (aw+ b)(cw+ d)−1ac−1−∆)(c∗)−1(w+ c−1d)−1c−1.

A rećıproca se encontra em [22], ou seja, supondo a existência de uma bijeção em

Ŵ , prova-se que a matriz é de Vahlen.

O que foi mencionado acima pode ser encontrado em [1] e [22], e é enunciado no

seguinte:

Teorema 3.2.5. Dada uma matriz M = (ac
b
d) ∈ M(2, Cn), são verdadeiras as seguintes

afirmações:

i) M ∈ V(Cn) é uma matriz de Vahlen se, e somente se, a aplicação f : Ŵ → Ŵ

definida por f(w) = (aw + b)(cw + d)−1 é uma transformação de Möbius.

ii) A multiplicação de matrizes de Vahlen induz a composição de transformações de

Möbius.

iii) O núcleo da aplicação V(Cn) 7→ GM(Ŵ ) definida por M 7→ fM(w) = (aw +

b)(cw + d)−1 é o conjunto {λI | λ ∈ R∗}, onde I denota a matriz identidade.

iv) Matrizes de Vahlen múltiplas por um número real não-nulo, induzem a mesma

transformação de Möbius.

Demonstração: Para os ı́tens ii), iii) e iv) ver [22], pg. 91.
�

Exemplo 3.2.6. De acordo com 3.2.4, a aplicação f : Ĉ → Ĉ definida por f(z) = az+b
cz+d

é uma transformação de Möbius desde que ad− bc ̸= 0, onde a, b, c, d ∈ C.

Exemplo 3.2.7. As seguintes matrizes são de Vahlen e induzem as respectivas trans-

formações de Möbius:
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i)
(
1
0

0
1

)
induz a aplicação id(w) = w = (1w+0)(0w+1)−1, denominada identidade.

ii)
(
1
0

a
1

)
induz uma translação w + a = (1w + a)(0w + 1)−1.

iii)
( √

k
0

a
1√
k

)
induz a dilatação kw = (

√
kw + 0)

(
1√
k
w + 0

)−1

, onde k > 0.

iv) Se a ∈ Γn é tal que ∥a∥ = 1, então
(
a
0

1
â

)
induz a rotação awa∗ = (aw + 0)(âw +

1)−1.

v)
(
1
â

a
1

)
induz a transformação de Möbius (1w + a)(âw + 1)−1.

Denotando o disco unitário do espaço paravetorial W por Bn, ou seja, Bn := {w ∈

W |∥w∥ < 1}, segue que se a ∈ Bn e f : Ŵ → Ŵ é a transformação de Möbius do item

v) do exemplo 3.2.7, então f(Bn) = Bn. Com efeito: se w ∈ Bn, então

∥f(w)∥2 = f(w)f(w) = (w + a)[(1 + wa∗)(1 + âw)]−1(w + a)

=
∥w∥2 + 2⟨a, w⟩+ ∥a∥2

1 + 2⟨a, w⟩+ ∥a∥2∥w∥2
.

Fazendo ∥w∥2 = x < 1 e ∥a∥2 = y < 1 e 2⟨a, w⟩ = z e supondo, por absurdo, que

x + z + y ≥ 1 + z + xy ⇔ xy − x − y + 1 ≤ 0 ⇔ (x − 1)(y − 1) ≤ 0, implicando que

x ≤ 1 e y ≥ 1, ou x ≥ 1 e y ≤ 1. Logo, ∥f(w)∥2 < 1, implicando que ∥f(w)∥ < 1.

Definição 3.2.8. Seja a ∈ Bn. A translação de Möbius induzida por a, denotada por

τa, é a transformação de Möbius τa : Ŵ → Ŵ dada por τa(w) = (w + a)(1 + âw)−1. O

conjunto de todas as translações de Möbius é denotado por TM.

Se G(Bn) denota o conjunto das transformações de Möbius que preservam o disco

unitário do espaço paravetorialW , entãoG(Bn) é um grupo com a operação composição.

Claramente, idW ∈ G(Bn). Se f, g ∈ G(Bn), então f(g(Bn)) = f(Bn) = Bn e f(w) =

w′ ⇔ f−1(w′) = w, mostrando que f ◦ g, f−1 ∈ G(Bn).

Lema 3.2.9. Se f é uma transformação de Möbius do espaço paravetorial W tal que

f(Bn) = Bn e f(0) = 0, então f é uma transformação ortogonal.
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Demonstração: Ver [2], pg. 38. �

De acordo com o teorema 3.2.5, como a composição de transformações de Möbius in-

duz a multiplicação de matrizes de Vahlen, conclúımos que τ−1
a = τ−a, pois

(
1
â
a
1

)(
1
−â

−a
1

)
=

(1 + ∥a∥2)
(
1
0

0
1

)
, a qual induz a transformação de Möbius identidade, sendo a ∈ Bn.

Proposição 3.2.10. Dado f ∈ G(Bn), existem τa ∈ TM e θ ∈ O(n,R) tais que

f = τa ◦ θ.

Demonstração: Seja f uma tranformação de Möbius tal que f(Bn) = Bn e defina

a = f(0) ∈ Bn. Assim, τ−a ◦f é uma transformação de Möbius que preserva Bn e leva 0

em 0. Logo, pelo lema 3.2.9, temos que τ−a ◦ f é uma transformação ortogonal. Sendo

f = τa◦(τ−a◦f) = τa◦θ, segue que G(Bn) = TM◦O(n,R), uma vez que se θ ∈ O(n,R),

então θ é produto de no máximo (n + 1)-reflexões e satisfaz ∥θ(w)∥ = ∥w∥ < 1, para

todo w ∈ Bn. �



Caṕıtulo 4

Teoria dos Laços

Neste caṕıtulo, estudaremos alguns tópicos da Teoria dos Laços, tais como: B-laços,

subgrupo torcido, grupo involutivo, transversal e aplicação precessão. Os dois principais

exemplos tratados aqui são os laços obtidos via seção e o laço de Möbius.

4.1 B-laços

Daremos uma breve introdução dos conceitos básicos da teoria dos laços. Para um

aprofundamento melhor, indicamos [10]. Daremos exemplos dos conceitos apresenta-

dos, sempre que necessário.

Definição 4.1.1. Seja L um conjunto não-vazio, munido de uma operação binária

· : L × L → L e suponha que L tenha um único elemento neutro, denotado por 1L. O

par (L, ·) é chamado de:

i) laço à esquerda se dados a, b ∈ L, existir um único x ∈ L que satisfaz a · x = b.

ii) laço à direita se dados a, b ∈ L, existir um único y ∈ L que satisfaz y · a = b.

Nessas condições, (L, ·) é um laço se satisfaz i) e ii).

Observação 4.1.2. Quando não houver confusão, denotaremos um laço (L, ·) simples-

mente por L e um produto a · b ∈ L simplesmente por ab.

Exemplo 4.1.3. Todo grupo é um laço.

53
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No final dessa seção mostraremos um outro exemplo de laço à esquerda. Veja que,

(Z,−) e (Z4, ·) não são laços, pois o primeiro não possui elemento neutro, já no segundo,

a equação 2 · x = 1 não possui solução, sendo Z4 = {0, 1, 2, 3}.

Seja L um laço. Um elemento a ∈ L é dito ser:

i) invert́ıvel à esquerda se existir b ∈ L tal que ba = 1L. Neste caso, dizemos que b

é um inverso à esquerda de a ∈ L.

ii) invert́ıvel à direita se existir c ∈ L tal que ac = 1L. Neste caso, dizemos que c é

um inverso à direita de a ∈ L.

Observação 4.1.4. Todo elemento de um laço possui único inverso à esquerda e único

inverso à direita, devido as condições da definição 4.1.1.

Definição 4.1.5. Seja L um laço. Um elemento a ∈ L é invert́ıvel se existir a′ ∈ L

satisfazendo os itens i) e ii) acima. Nesse caso, dizemos que a′ é um inverso de a ∈ L.

Observação 4.1.6. Se a ∈ L é invert́ıvel, então seu inverso é único. Com efeito: se

a′ ∈ L é um inverso de a, então aa′ = a′a = 1. Sendo L um laço, temos que as equações

ax = 1 e ya = 1 possuem solução única. Logo, x = a′ = y, permitindo usar a notação

a−1 para o inverso de a.

Definição 4.1.7. Um laço L é chamado de:

i) Bol-laço à esquerda se satisfaz a(b(ac)) = (a(ba))c, ∀a, b, c ∈ L.

ii) K-laço (ou Bruck-laço) se for um Bol-laço à esquerda, todo elemento em L é

invert́ıvel e (ab)−1 = a−1b−1, ∀a, b ∈ L.

Mais ainda, um K-laço possui a propriedade da raiz quadrada se para todo a ∈ L, existir

b ∈ L tal que b2 = a. Neste caso, se b ∈ L for único, dizemos que L possui a propriedade

da raiz quadrada única e denotamos b por a
1
2 .
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Definição 4.1.8. Um B-laço é um K-laço com a propriedade da raiz quadrada única.

Exemplo 4.1.9. Todo grupo comutativo é um K-laço. Em particular, R∗
+ com a mul-

tiplicação usual de números reais é um B-laço.

Observação 4.1.10. A propriedade da raiz quadrada única pode ser aplicada para

qualquer conjunto não-vazio munido de uma operação binária.

Com o objetivo de apresentar um exemplo de laço à esquerda, enunciamos a seguinte:

Definição 4.1.11. Sejam (G, ·) um grupo, H ⊂ G um subgrupo, G/H conjunto das

classes laterais à esquerda de H em G e π : G → G/H a projeção canônica. Uma seção

da projeção canônica é uma aplicação σ : G/H → G tal que π◦σ = idG/H e σ(H) = 1G.

Veremos mais adiante que sempre existe seção. O seguinte exemplo ilustra a definição

acima.

Exemplo 4.1.12. Considere o grupo G = S3 = {id = (11
2
2

3
3), α1 = (11

2
3

3
2), α2 =

(12
2
1

3
3), α3 = (12

2
3

3
1), α4 = (13

2
1

3
2), α5 = (13

2
2

3
1)} e tome H = {id, α5} ⊂ G. Claramente, H

é um subgrupo, mas não é subgrupo normal de G. Temos que G/H = {H,α1◦H,α2◦H},

pois H = α5 ◦ H, α1 ◦ H = α3 ◦ H e α2 ◦ H = α4 ◦ H. Logo, definindo a aplicação

σ : G/H → G por σ(H) = id e σ(αi ◦H) = αi, para i = 1, 2, segue que σ é uma seção

de π : G → G/H.

Vamos introduzir uma operação em G/H, via seção, de tal forma que G/H adquira

uma estrutura de laço à esquerda. Para isso, sejam G um grupo multiplicativo, H ⊂ G

um subgrupo que não é normal e suponhamos que σ : G/H → G seja uma seção da

projeção canônica. Considere a operação ⊕σ : G/H ×G/H → G/H definida por:

aH ⊕σ bH := σ(aH)σ(bH)H.
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A operação ⊕σ é bem definida, pois se aH, bH, cH, dH ∈ G/H são tais que aH =

cH e bH = dH, então σ(aH) = σ(cH) e σ(bH) = σ(dH). Logo, σ(aH)σ(bH) =

σ(cH)σ(dH) ⇒ σ(aH)σ(bH)H = σ(cH)σ(dH)H, mostrando que aH ⊕σ bH = cH ⊕σ

dH.

Como σ(aH)H = π(σ(aH)) = (π ◦ σ)︸ ︷︷ ︸
=id

(aH) = aH, segue que σ(aH) = ah, para

algum h ∈ H. Logo, podemos escrever aH ⊕σ bH = σ(aH)bH.

Para cada aH ∈ G/H temos que, H ⊕σ (aH) = (aH) ⊕σ H = aH, mostrando que

H é o elemento neutro de (G/H,⊕σ).

Agora, dada a equação aH ⊕σ xH = bH, temos que σ(aH)xH = bH. Segue que

xH = σ(aH)−1bH. Caso yH ∈ G/H seja outra solução da equação, multiplicando

a igualdade aH ⊕σ xH = aH ⊕σ yH por σ(aH)−1, obtemos que yH = xH. Logo,

denotamos por ⊖σaH o elemento σ(aH)−1H. Podemos resumir o que foi feito no

seguinte:

Lema 4.1.13. Se G é um grupo, H ⊂ G é um subgrupo e σ : G/H → G é uma seção

de π : G → G/H então a operação binária ⊕σ : G/H × G/H → G/H definida por

(aH)⊕σ (bH) := σ(aH)bH é tal que (G/H,⊕σ) é um laço à esquerda.

Demonstração: Segue das considerações acima. �

Observação 4.1.14. Se H é subgrupo normal, então a operação ⊕σ coincide com a

operação do grupo quociente G/H, isto é, a operação ⊕σ independe da seção, pois

σ(aH)σ(bH)H = ah1bh2H = ab(b−1h1b)h2H = abH, para certos h1, h2 ∈ H.

4.2 Subgrupo torcido

Nesta seção, veremos uma condição suficiente para termos um laço à esquerda. Após,

definiremos subgrupo torcido, donde segue um resultado o qual afirma que é posśıvel
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tornar um subgrupo torcido um B-laço, desde que este possua a propriedade da raiz

quadrada única.

O seguinte lema fornece uma condição suficiente para que tenhamos um laço à

esquerda.

Lema 4.2.1. Seja L um conjunto não-vazio, munido de uma operação binária · e com

elemento neutro 1L. Se para todo a ∈ L, existe a′ ∈ L tal que a′ · (a · b) = b, para cada

b ∈ L, então (L, ·) é um laço à esquerda.

Demonstração: Primeiramente, mostremos que todo elemento de L é invert́ıvel.

Dado a ∈ L, por hipótese, existe a′ ∈ L tal que a′ · (a · b) = b, ∀b ∈ L. Em

particular, tomando b = 1L, segue que a
′ · a = 1L. Ainda, tome b = a′, donde segue que

a′ · (a · a′) = a′.

Aplicando a hipótese para a′ ∈ L, existe a′′ ∈ L tal que a′′ · (a′ · c) = c, ∀c ∈ L. Em

particular, para c = a ·a′, segue que a′′ · (a′ · (a ·a′)) = a ·a′. Mas a′ · (a ·a′) = a′ e então,

a′′ · a′ = a · a′. Tomando c = 1L, segue que a′′ · a′ = 1L, implicando que a · a′ = 1L.

Por fim, se a0 é outro inverso de a, então a′ = a′ · 1L = a′ · (a · a0)
b=a0= a0.

Agora, mostremos que (L, ·) é um laço à esquerda. Como a′ = a−1, segue que, para

todos a, b ∈ L, vale a identidade a−1 · (a · b) = b. Logo, a equação a · x = b possui

solução única, a saber x = a−1 · b
�

Definição 4.2.2. Seja (G, ·) um grupo com elemento neutro 1G. Um subconjunto não-

vazio X ⊂ G é um subgrupo torcido se 1G ∈ X e para todos x, y ∈ X, implicar que

x−1, x · y · x ∈ X.

Exemplo 4.2.3. Se G é um grupo e H ⊂ G um subgrupo, então H é um subgrupo

torcido de G.
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Observação 4.2.4. Nem todo subgrupo torcido é um subgrupo. De fato: considere

(G, ·) um grupo não-abeliano e fixe um automorfismo não-trivial f : G → G. Defina

K(f) := {g ∈ G | f(g) = g−1}. Claramente, K(f) é um subgrupo torcido que não é um

subgrupo de G, pois se x, y ∈ K(f) e x · y ̸= y ·x então f(x · y) = f(x) · f(y) = x−1 · y−1

e (x · y)−1 = y−1 · x−1, ou seja, x · y /∈ K(f).

Teorema 4.2.5. Seja (G, ·) um grupo e X ⊂ G um subgrupo torcido com a propriedade

da raiz quadrada única. Se X for munido da operação binária ⊙ : X×X → X definida

por a⊙ b = a
1
2 · b · a 1

2 , então a⊙ a = a · a, ∀a ∈ X e (X,⊙) é um B-laço.

Demonstração: Note que, se a ∈ X, então (a
1
2 )−1 = (a−1)

1
2 . Com efeito: se x =

(a−1)
1
2 , então x2 = a−1 ⇔ (x2)−1 = a ⇔ (x−1)2 = a ⇔ x−1 = a

1
2 ⇔ x = (a

1
2 )−1. Logo,

podemos denotar a−
1
2 por (a

1
2 )−1 = (a−1)

1
2 ∈ X.

Temos que a ⊙ a em X, coincide com a · a em G. Como (a · a 1
2 · a−1)2 = a, segue

que a · a 1
2 = a

1
2 · a. Assim, temos que a ⊙ a = a

1
2 · a · a 1

2 = a · a 1
2 · a 1

2 = a · a. Logo,

segue que (X,⊙) possui a propriedade da raiz quadrada única, restando mostrar que é

um K-laço.

Como X é um subgrupo torcido, para cada a ∈ X, temos que 1G, a
−1 ∈ X. Note

que, 1G ⊙ a = a ⊙ 1G = a e a−1 ⊙ a = a ⊙ a−1 = 1G. Dados a, b ∈ X ⊂ G é imediato

que a−1 ⊙ (a⊙ b) = b. Pelo lema 4.2.1, segue que (X,⊙) é um laço à esquerda.

Agora, mostrando que a⊙ (b⊙ (a⊙ c)) = (a⊙ (b⊙ a))⊙ c, ∀a, b, c ∈ X (1), segue

que (X,⊙) é um laço à direita, implicando que (X,⊙) é um Bol-laço. Se a, b ∈ X,

então defina u := a
1
2 · b 1

2 · a 1
2 ∈ X. Para todo c ∈ X, temos que a ⊙ (b ⊙ (a ⊙ c)) =

a
1
2 · b 1

2 ·a 1
2 · c ·a 1

2 · b 1
2 ·a 1

2 = u · c ·u = (u2)
1
2 · c · (u2)

1
2 = u2⊙ c. Tomando c = 1G, obtemos

que a⊙ (b⊙ a) = u2, implicando em (1).

Se y = a−1 ⊙ ((a ⊙ b) ⊙ a−1) ∈ X, então y ⊙ a = (a−1 ⊙ ((a ⊙ b) ⊙ a−1)) ⊙ a
(1)
=

a−1 ⊙ ((a ⊙ b) ⊙ (a−1 ⊙ a)︸ ︷︷ ︸
=1G

) = a−1 ⊙ (a ⊙ b) = b. Logo, a equação y ⊙ a = b possui
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solução. Se y0 ∈ X é outra solução, então:

a⊙ y0 = a⊙ (y0 ⊙ (a⊙ a−1))
(1)
= (a⊙ (y0 ⊙ a))⊙ a−1

= (a⊙ (y ⊙ a))⊙ a−1 (1)
= a⊙ (y ⊙ (a⊙ a−1)) = a⊙ y.

Sendo (X,⊙) um laço à esquerda, conclúımos que y0 = y. Logo, (X,⊙) é um laço e

por (1), é também um Bol-laço. Por fim, veja que (a−1 ⊙ b−1) = a−
1
2 · b−1 · a− 1

2 =

(a
1
2 · b · a 1

2 )−1 = (a⊙ b)−1, ou seja, X é um K-laço, encerrando a nossa demonstração.

�

Corolário 4.2.6. Um subgrupo torcido X de um grupo (G, ·), com a propriedade da

raiz quadrada única, é um B-laço com respeito a operação a ⋄ b := (a · b2 · a) 1
2 .

Demonstração: A operação ⋄ : X × X → X está bem definida, pois sendo X um

subgrupo torcido, para cada a, b ∈ X, temos que b2 = b · 1G · b ∈ X e a · b2 · a ∈ X.

Como X possui a propriedade da raiz quadrada única temos que a ⋄ b ∈ X.

Definamos a aplicação f : (X, ⋄) → (X,⊙) por f(x) = x ⊙ x e afirmamos que f é

um isomorfismo. Pela hipótese, podemos escrever x = f(x)
1
2 . Assim, dados x, y ∈ X,

temos que:

i) se f(x) = f(y), então x = f(x)
1
2 = f(y)

1
2 = y, ou seja, f é injetora.

ii) x = (x
1
2 )2 = f(x

1
2 ), isto é, f é sobrejetora.

iii) f(x ⋄ y) = f((x · y2 · x) 1
2 ) = x · y2 · x = (x2)

1
2 · y2 · (x2)

1
2 = x2 ⊙ y2 = f(x)⊙ f(y).

Portanto, as propriedades de (X,⊙) são transferidas para (X, ⋄) via o isomorfismo

f , ou seja, (X, ⋄) é um B-laço.

�
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4.3 Grupos involutivos

Nesta seção, definimos grupo involutivo, ou seja, um grupo munido de uma in-

volução, que também é um automorfismo. A partir desse conceito definiremos mais

três conjuntos e estudamos suas propriedades. Introduziremos a noção de transversal e

aplicação polar e veremos uma proposição que relaciona grupo involutivo, transversal,

aplicação polar e subgrupo torcido. Encerraremos vendo que a noção de transversal é

equivalente a noção de seção da projeção canônica.

O par (G, τ) é denominado um grupo involutivo se G é um grupo e τ é uma involução

e um automorfismo.

Observação 4.3.1. Se (G, τ) é um grupo involutivo, então g• := [τ(g)]−1 = τ(g−1),

para todo g ∈ G.

Proposição 4.3.2. Se (G, τ) é um grupo involutivo, então a aplicação g 7→ g• é uma

involução e um anti-automorfismo.

Demonstração: Imediato. �

Agora, fixado um grupo involutivo (G, τ), consideremos os seguintes conjuntos:

Gτ := {g ∈ G | τ(g) = g} = {g ∈ G | g• = g−1},

PG := {g · g• | g ∈ G} e Gτ := {g ∈ G | g• = g}.

Temos que PG ⊂ Gτ , pois se x ∈ PG, então x = g · g•, para algum g ∈ G. Pela

proposição 4.3.2, segue que x• = (g · g•)• = (g•)• · g• = g · g• = x. Mais ainda, Gτ é um

subgrupo de G e Gτ ∩Gτ = {g ∈ G | g2 = 1G}.

Lema 4.3.3. Se (G, τ) é um grupo involutivo, então PG é um subgrupo torcido tal que

a aplicação T : G × PG → PG definida por T (g, h) := g · h · g•, é uma ação de G em

PG. Mais ainda, se para cada g ∈ G definirmos Tg(h) := T (g, h), então Tg(PG) ⊂ PG.
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Demonstração: Claramente, 1G ∈ PG, pois 1•G = 1G. Dados g, h ∈ PG, existem

x, y ∈ G tais que g = x · x•, h = y · y•. Logo, temos que:

g−1 = (x−1)• · [(x−1)•]• ∈ PG e g · h · g = (x · x• · y) · (x · x• · y)• ∈ PG.

Mostrando que PG é um subgrupo torcido.

Temos que, a aplicação T : G×PG → G definida por T (g, h) = g ·h·g• é uma ação de

G em PG. De fato: se h = x·x• ∈ PG, com x ∈ G, então g ·h·g• = g ·x·x• ·g• = (g ·x)·(g ·

x)• ∈ PG. Logo, T : G×PG → PG. Dados g1, g2 ∈ G e h ∈ PG, temos que T (1G, h) = h

e T (g1, T (g2, h)) = g1 ·T (g2, h)·g•1 = g1 ·(g2 ·h·g•2)·g•1 = (g1 ·g2)·h·(g1 ·g2)• = T (g1 ·g2, h).

Para cada g ∈ G fixado, fazendo Tg(h) := T (g, h), segue que Tg(PG) ⊂ PG. Logo, PG

é um subgrupo torcido invariante pelas aplicações Tg : PG → PG, sendo Tg(h) = T (g, h).

Em particular, o subgrupo Gτ ⊂ G satisfaz g• = g−1, ∀g ∈ Gτ . E de forma análoga,

obtemos o mesmo para a aplicação T : Gτ × PG → PG dada por Tg(h) = g · h · g−1.

�

Definição 4.3.4. Sejam (G, ·) um grupo, H ⊂ G um subgrupo. Um subconjunto

L ⊂ G é uma transversal de G/H se 1G ∈ L e ♯(L ∩ g ·H) = 1, para cada g ∈ G.

Observação 4.3.5. Pelo axioma da escolha, existe transversal. De fato, seja G um

grupo e H ⊂ G um subgrupo. Defina a seguinte relação de equivalência em G: dados

x, y ∈ G, x ≡ y (mod H) se, e somente se, x − y ∈ H. Dáı segue que G/H é uma

partição de G. Logo, pelo axioma da escolha, tome 1G ∈ H e, para cada g ∈ G, um

único xg ∈ gH, onde gH ̸= H. Portanto, L = {1G} ∪ {xg | g ∈ G} é uma transversal

de G/H.

Exemplo 4.3.6. De acordo com as notações do exemplo 4.1.12, se G = S3, H =

{id, α5} e L = {id, α1, α2}, então L é uma transversal de H, pois id ∈ L e ♯(L∩αi◦H) =

1, para i = 0, 1, 2, onde α0 := id.
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Apresentamos uma equivalência da definição 4.3.4, dada acima.

Proposição 4.3.7. Seja H um subgrupo do grupo (G, ·) e 1G ∈ L ⊂ G. Então, L é

uma transversal de G/H se, e somente se, a aplicação f : L × H → G definida por

f(ℓ, g) = ℓ · h, é bijetora.

Demonstração: (=⇒) Se ♯(L ∩ g ·H) = 1, então para cada g ∈ G, existe hg ∈ H tal

que g ·hg ∈ L. Como H ⊂ G é subgrupo, para cada g ∈ G, temos que g = (g ·hg) ·h−1
g =

f(g · hg, hg), mostrando que f é sobrejetora. Note que, se ℓ ∈ L, então L∩ ℓ ·H = {ℓ}.

Assim, se ℓ, ℓ′ ∈ L e h, h′ ∈ H são tais que f(ℓ, h) = f(ℓ′, h′), então ℓ = ℓ′ · (h′ · h−1).

Logo, segue que {ℓ} = L ∩ ℓ ·H ∋ ℓ = ℓ′ · (h′ · h−1) ∈ L ∩ ℓ′ ·H = {ℓ′}, ou seja ℓ = ℓ′ e

h = h′, mostrando que f é injetora.

(⇐=) Reciprocamente, suponhamos que f seja bijetora. Da sobrejetividade temos que,

para cada g ∈ G, existem ℓ ∈ L e h ∈ H tais que f(ℓ, h) = g, isto é, ℓ·h = g, implicando

que ℓ = g · h−1. Assim, temos que L ∋ ℓ = g · h−1 ∈ g · H, ou seja, ♯(L ∩ g · H) ≥ 1.

Se ℓ1, ℓ2 ∈ L ∩ g · H, então existem h1, h2 ∈ H tais que ℓ1 = g · h1, ℓ2 = g · h2. Segue

que g = ℓ1 · h−1
1 = ℓ2 · h−1

2 , implicando que f(ℓ1, h
−1
1 ) = f(ℓ2, h

−1
2 ). Como f é injetora,

conclúımos que ℓ1 = ℓ2, dáı ♯(L ∩ h ·H) ≤ 1, para cada g ∈ G. Logo, como 1G ∈ L e

♯(L ∩ g ·H) = 1, ∀g ∈ G, segue que L é uma transerval de G/H. �

A proposição 4.3.7, diz que dada uma transversal L de G/H, podemos decompor

de forma única cada elemento de G, como um produto de elementos de L e H, nesta

ordem, isto é, para cada g ∈ G, existem únicos ℓ ∈ L, h ∈ H tais que g = ℓ · h, ou seja,

G = L ·H.

Definição 4.3.8. Seja (G, τ) um grupo involutivo e L ⊂ G um subconjunto não-vazio.

Uma aplicação polar é uma aplicação p : L × Gτ → G definida por p(ℓ, k) = ℓ · k tal

que L ⊂ Gτ .
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Proposição 4.3.9. Seja (G, τ) um grupo involutivo e 1G ∈ L ⊂ Gτ . Então, L é uma

transversal de G/Gτ se, e somente se, a aplicação polar é bijetora.

Demonstração Basta fazer H = Gτ na proposição 4.3.7. �

Quando a aplicação polar p : L×GτG for uma bijeção, o par (L,Gτ ) é denominado

uma decomposição polar de (G, τ), com G = L ·Gτ .

Proposição 4.3.10. Seja (G, τ) um grupo involutivo. São equivalentes as seguintes

afirmações:

i) PG é um subgrupo torcido com a propriedade da única raiz quadrada.

ii) Para cada g ∈ G, existem únicos x ∈ PG e k ∈ Gτ tais que g = x · k, onde

x = (g · g•)1/2, ou seja, (PG, G
τ ) é uma decomposição polar de G.

iii) PG é transversal em G/Gτ .

Demonstração: i) =⇒ ii) Dado g ∈ G, por hipótese, existe um único x ∈ PG ⊂ Gτ

tal que x2 = g · g• ∈ PG, onde x = (g · g•)1/2. Fazendo k = x−1 · g ∈ G, segue que

k ∈ Gτ se, e somente se, k• = k−1. De fato, basta ver que k · k• = (x−1 · g) · (x−1 · g)• =

x−1 · g · g• · (x−1)• = x−1 · x2 · x−1 = 1G.

Logo, se x′ ∈ PG e k′ ∈ Gτ são tais que g = x′ · k′, então g · g• = x2 = (x′)2,

implicando que x = x′, o que garante que k = k′, mostrando a unicidade.

Portanto a aplicação polar é bijetora e (PG, G
τ ) é uma decomposição polar de G.

ii) =⇒ iii) Como PG ⊂ Gτ , então a aplicação p : PG×Gτ → G dada por p(x, k) = x·k é

uma aplicação polar. Como, por hipótese, a aplicação polar é bijetora, pela proposição

4.3.9, segue que PG é uma transversal de G/Gτ .

iii) =⇒ i) Se PG é transversal de G/Gτ , então, pela proposição 4.3.7, a aplicação polar

é bijetora, ou seja, para cada g ∈ G, existem únicos x ∈ PG, k ∈ Gτ tais que g = x · k.
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Temos que g · g• = (x · k)(x · k)• = x · k · k• · x• = x · k · k−1 · x = x2, e sendo g · g• ∈ PG,

segue que PG possui a propriedade da raiz quadrada.

Mostremos a unicidade dessa propriedade. Se y ∈ PG é tal que y2 = g · g•, com

g ∈ G, então y−1 · g ∈ Gτ , pois

y−1 · g = y−1 · g · g• · (g•)−1 = y−1 · (g · g•) · (τ(g)−1)−1 = y−1 · y2 · τ(g)

= y · τ(g) = y• · τ(g) = τ(y−1) · τ(g) = τ(y−1 · g) = (g−1 · y)•

Logo, temos que g = y · (y−1 · g) ∈ PG ·Gτ é uma decomposição para g ∈ G. Como

a aplicação polar p é bijetora e sabendo g = x · k, conclúımos que y = x e y−1 · g = k.

Pelo lema 4.3.3, segue que PG é um subgrupo torcido.

�

Observação 4.3.11. O conceito de transversal e seção são equivalentes. Se L ⊂ G

é uma transversal de G/H, então defina a aplicação σL : G/H → G por σ(H) = 1G

e σL(gH) = xg, onde xg ∈ gH ∩ L é único. Logo, é fácil ver que σL é uma seção de

π : G → G/H. Reciprocamente, se σ : G/H → G é uma seção da projeção canônica,

então 1G ∈ σ(G/H) e como σ(gH)H = gH, segue que ♯(σ(G/H) ∩ gH) ≥ 1. Se

x, y ∈ σ(G/H) ∩ gH, então x = gh1 = σ(gH) = gh2 = y, para cada g ∈ G, ou seja,

♯(σ(G/H) ∩ gH) ≤ 1. Logo, σ(G/H) é uma transversal de G/H.

Observação 4.3.12. Pelas observações 4.3.5 e 4.3.11, segue que sempre existe seção.

4.4 Laços em transversais

Nesta seção, dada uma transversal L ⊂ G de G/H, onde H ⊂ G é subgrupo,

introduziremos a operação transversal em L e a aplicação transversal de L × L em

H. Dessa forma, L munido da operação transversal adquire uma estrutura de laço à
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esquerda, tornando posśıvel definir a aplicação precessão em L. Veremos também que,

se PG é uma transversal de Gτ , então PG é um B-laço com a operação transversal e a

aplicação precessão é dada em termos da conjugação da aplicação transversal.

Seja (G, ·) um grupo, H ⊂ G um subgrupo e L uma transversal de G/H. Sabemos

que para todo g ∈ G, existem únicos ℓ ∈ L e h ∈ H tais que g = ℓ · h. Em particular,

para ℓ1, ℓ2 ∈ L ⊂ G, existem únicos ℓ = ℓ(ℓ1, ℓ2) ∈ L e h = h(ℓ1, ℓ2) ∈ H tais

que ℓ1 · ℓ2 = ℓ · h. Assim, garantimos a existência de uma operação binária � em L

definida por ℓ1 � ℓ2 = ℓ, e de uma aplicação h : L × L → H definida por h(ℓ1, ℓ2) = h.

Denominamos a operação � em L de operação transversal e a aplicação h de aplicação

transversal.

Proposição 4.4.1. Seja (G, ·) um grupo, H ⊂ G um subgrupo e L uma transversal de

G/H. Se � : L× L → L é a operação transversal, então (L, �) é um laço à esquerda.

Demonstração: Se L = {1G} não há o que fazer. Suponhamos que L ̸= {1G} e

tomemos ℓ ∈ L tal que ℓ ̸= 1G. Como ℓ = ℓ ·1G = (ℓ �1G) ·h(ℓ, 1G), segue que ℓ �1G = ℓ.

Escrevendo ℓ = 1G · ℓ, obtemos que 1G � ℓ = ℓ, mostrando que 1G é o elemento neutro

de (L, �).

Dados a, b ∈ L, existem únicos x0 ∈ L e h ∈ H tais que a−1 · b = x0 · h ∈ G = L ·H,

ou melhor, a · x0 = b · h−1. Como H é subgrupo, temos que h−1 ∈ H, mas a · x0 =

(a �x0) ·h(a, x0), e devido a unicidade da decomposição, segue que a equação a �x0 = b,

possui solução única. Logo, (L, �) é um laço à esquerda. �

Fixado um laço à esquerda (L, ·) e dados a, b ∈ L temos que, para cada c ∈ L,

existe um único x ∈ L tal que (a · b) · x = a · (b · c), onde x depende dos três elementos

a, b, c ∈ L. Uma vez fixados a e b, a determinação deste único elemento x é obtida de

acordo com a escolha de c ∈ L, afinal em L toda equação da forma u · x = v, para

quaisquer u, v ∈ L, tem solução única. Formalmente, fixados a, b ∈ L, existe e é única
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a função γa,b : L → L que satisfaz a igualdade (a · b) · γa,b(c) = a · (b · c), para todo

c ∈ L. A aplicação definida acima é denominada de aplicação precessão. É imediato

que a aplicação precessão é bijetora e γa,b(1L) = 1L.

Exemplo 4.4.2. Em um grupo a aplicação precessão é a aplicação identidade.

Exemplo 4.4.3. Considere o laço à esquerda (G/H,⊕σ). Se a, b, c ∈ G e h(ab) :=

[σ(σ(aH)bH)]−1σ(aH)σ(bH), então h(ab) ∈ H e γaH,bH(cH) = h(ab)ch(ab)−1H. De

fato: como σ(aH) = ah, para algum h ∈ H, temos que:

h(ab) = (ah1bh2)
−1ah1bh3 = h−1

2 b−1h−1
1 a−1ah1bh3 = h−1

2 h3 ∈ H, com h1, h2, h3 ∈ H.

Por verificação, segue que:

((aH)⊕σ (bH))⊕σ (h(ab)ch(ab)
−1H) = (σ(aH)bH)⊕σ (h(ab)ch(ab)

−1H)

= (σ(σ(aH)bH))h(ab)ch(ab)−1H

= σ(aH)σ(bH)cH

= (aH)⊕σ (σ(bH)cH)

= (aH)⊕σ ((bH)⊕σ (cH)).

O seguinte teorema afirma que, dado um grupo involutivo (G, τ) temos que, PG sob

a hipótese de ser transversal ganha uma estrutura de B-laço em relação a operação

transversal, onde sua aplicação precessão é caracterizada pela aplicação transversal.

Teorema 4.4.4. Seja (G, τ) um grupo involutivo. Se PG é uma transversal de G/Gτ

e sendo � : PG × PG → PG a operação transversal e h : PG × PG → Gτ a aplicação

transversal, então as seguintes afirmações são verdadeiras:

i) Para todo a, b ∈ PG, temos que a·b = (a�b)·h(a, b) ∈ PG·Gτ , sendo a�b = (a·b2·a) 1
2 .

ii) (PG, �) é um B-laço.
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iii) Dados a, b ∈ PG, temos que a aplicação precessão é dada por γa,b(c) = h(a, b) · c ·

h(a, b)−1, ∀c ∈ PG.

Demonstração: Suponhamos que PG seja uma transversal de G/Gτ . Pelo item ii) da

proposição 4.3.10, dado g ∈ G, existem únicos x ∈ PG, k ∈ Gτ tais que g = x · k, onde

x = (g · g•) 1
2 .

i) Se a, b ∈ PG, então existem únicos x ∈ PG, k ∈ Gτ tais que a · b = x · k, onde

x = ((a · b) · (a · b)•)1
2
= (a · b · b• · a•) 1

2 . Como PG ⊂ Gτ , temos que a• = a e

b• = b. Logo, x = (a · b · b · a) 1
2 = (a · b2 · a) 1

2 . Mas a · b = (a � b) · h(a, b) e pela

decomposição polar, temos que x = a � b, ou seja, a � b = (a · b2 · a) 1
2 .

ii) Pelo item i) da proposição 4.3.10, PG é um subgrupo torcido com a propriedade

da raiz quadrada única. Logo, do corolário 4.2.6, segue que (PG, �) é um B-laço.

iii) Como G é grupo, dados a, b, c ∈ PG ⊂ G, temos que a · (b · c) = (a · b) · c.

Desenvolvendo cada lado da igualdade, obtemos que:

a · (b · c) = a · ((b � c) · h(b, c)) = (a � (b � c))︸ ︷︷ ︸
∈PG

·h(a, (b � c) · h(b, c)) · h(b, c)︸ ︷︷ ︸
∈Gτ

.

(a · b) · c = ((a � b) · h(a, b)) · c = (a � b) · (h(a, b) · c · h(a, b)−1) · h(a, b)
lema
4.3.3= ((a � b) � (h(a, b) · c · h(a, b)−1))︸ ︷︷ ︸

∈PG

·h(a � b,h(a, b) · c · h(a, b)−1) · h(a, b)︸ ︷︷ ︸
∈Gτ

Logo, a � (b � c) = (a � b) � (h(a, b) · c · h(a, b)−1), mostrando que γa,b(c) =

h(a, b) · c · h(a, b)−1.

�
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4.5 O Laço de Möbius

Nesta seção, veremos um teorema que liga alguns dos conceitos vistos nos caṕıtulos

anteriores com o caṕıtulo atual. Na verdade, dado certo grupo involutivo (G, τ), iremos

caracterizar Gτ e PG, onde provaremos que o segundo conjunto possui a propriedade

da raiz quadrada única.

Considere Cn a álgebra de Clifford associada a (Rn,−⟨., .⟩), Bn o disco unitário no

espaço paravetorial W = R ⊕ Rn e os grupos ortogonal O(n,R) e especial ortogonal

SO(n,R) em relação à W .

Do caṕıtulo 3, temos que G(Bn), ou seja, o conjunto das transformações de Möbius

que preservam Bn, é um grupo. Note que, j ∈ G(Bn) definida por j(w) = −w é uma

involução, tornando posśıvel definir a aplicação σ : G(Bn) → G(Bn) da seguinte forma

σ(f) := j ◦ f ◦ j. Afirmamos que σ é uma involução e um automorfismo. De fato: se

f ∈ G(Bn), então σ2(f) = σ(σ(f)) = j ◦ σ(f) ◦ j = j ◦ j︸︷︷︸
=id

◦f ◦ j ◦ j︸︷︷︸
=id

= f , ou seja, f é

uma involução. Pelo lema 2.1.7, segue que σ é bijetora.

Se f, g ∈ G(Bn), então σ(f ◦ g) = j ◦ f ◦ g ◦ j = j ◦ f ◦ j ◦ j ◦ g ◦ j = σ(f) ◦ σ(g).

Logo, (G(Bn), σ) é um grupo involutivo.

Nesse caso, veremos que os conjuntos Gτ e PG ganham uma caracterização especial.

E mais, iremos garantir que PG possui a propriedade da raiz quadrada única.

Teorema 4.5.1. Seja (G(Bn), σ) um grupo involutivo. Então:

i) G(Bn)
σ = O(n,R) é o grupo ortogonal.

ii) PG(Bn) = TM é um subgrupo torcido com a propriedade da raiz quadrada única,

onde TM = {τa | a ∈ Bn} é o conjunto de todas as translações de Möbius.

iii) (TM, O(n,R)) é a decomposição polar de G(Bn).
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Demonstração: Temos que, G(Bn)
σ = {f ∈ G(Bn) | f • = f−1}, G(Bn)σ = {f ∈

G(Bn) | f• = f} e PG(Bn) = {f ◦ f • | f ∈ G(Bn)} é um subgrupo torcido.

i) Se θ ∈ O(n,R) ⊂ G(Bn) é uma transformação ortogonal, então, em particular,

θ−1 : W → W é uma transformação linear. Dado w ∈ W , segue que:

θ•(w) = [σ(θ−1)](w) = (j ◦ θ−1 ◦ j)(w) = j(θ−1(j(w)))

= j(θ−1(−w)) = j(−θ−1(w)) = −(−θ−1(w)) = θ−1(w).

Logo, θ• = θ−1, mostrando que θ ∈ G(Bn)
σ.

Agora, se f ∈ G(Bn)
σ, então f • = f−1 se, e só se, σ(f) = f . Em particular,

σ(f(0)) = f(0) ⇒ f(0) = 0. Pelo lema 3.2.9, segue que f ∈ O(n,R) é uma

transformação ortogonal. Logo, G(Bn)
σ = O(n,R).

ii) Se a ∈ Bn, então a translação de Möbius τa ∈ TM é tal que τa ∈ G(Bn)σ. (1)

De fato: temos que τ−1
a = τ−a e se w ∈ W , então j−1(w) = −w. Logo,

τ •a (w) = [σ(τa)]
−1(w) = (j ◦ τa ◦ j)−1(w) = (j−1 ◦ τ−1

a ◦ j−1)(w)

= (j−1(τ−a(−w))) = j−1((−w − a)(1 + (̂−a)(−w))−1)

= −(−w − a)(1 + âw)−1 = (w + a)(1 + âw)−1 = τa(w).

De acordo com o teorema 3.2.5, a translação de Möbius τa induz a matriz de

Vahlen (1â
a
1). E se a ̸= 0, então â = a e aa = ∥a∥2, pois a ∈ W ⊂ Γn .

Sejam λ ∈ R e a ∈ Bn tais que 0 < λ < 1 e a ̸= 0. Dáı segue que τλa ∈ TM,

induzindo a seguinte matriz de Vahlen dada por
(

1

λ̂a

λa
1

)
=
(

1
λa

λa
1

)
. Pelo teorema

3.2.5, vamos obter a composição τλa ◦ τλa através da multiplicação das matrizes
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de Vahlen correspondentes, isto é:(
1 λa

λa 1

)(
1 λa

λa 1

)
=

(
1 + λ2aa 2λa

2λa 1 + λ2aa

)
=

(
1 + λ2∥a∥2 2λa

2λa 1 + λ2∥a∥2

)

= (1 + λ2∥a∥2)

(
1 2λ

1+λ2∥a∥2a

2λ
1+λ2∥a∥2a 1

)
.

Se 2λ
1+λ2∥a∥2 = 1, então λ =

1−
√

1−∥a∥2
∥a∥2 < 1. Caso a = 0, então τa = id e não

há o que fazer. Logo, para cada τa ∈ TM, existe λ ∈ R, 0 < λ < 1, tal que

τa = τλa ◦ τλa
(1)
= τλa ◦ τλa• ∈ PG(Bn), mostrando que TM ⊂ PG(Bn).

Reciprocamente, se f ◦ f• ∈ PG(Bn), onde f ∈ G(Bn), então, pela proposição

3.2.10, existem τa ∈ TM e θ ∈ O(n,R) tais que f = τa ◦ θ. Sendo θ• = θ−1 e

τa
• = τa, segue que f ◦ f • = τ 2

1+∥a∥2
a ∈ TM. Logo, PG(Bn) = TM, restando mostrar

que PG(Bn) possui a propriedade da raiz quadrada única.

Sejam a, b ∈ Bn não-nulos tais que a ̸= b e suponhamos, por absurdo, que

τ 2a = τ 2b . Em particular, τ 2a (0) = 2
1+∥a∥2a = 2

1+∥b∥2 b = τ 2b (0). Da igualdade

∥τ 2a (0)∥2 = ∥τ 2b (0)∥2, obtemos que: 2∥a∥
1+∥a∥2 = 2∥b∥

1+∥b∥2 . Desenvolvendo, obtemos

(∥a∥ − ∥b∥)(1− ∥a∥∥b∥) = 0 ⇒ ∥a∥ = ∥b∥ ou ∥a∥∥b∥ = 1.

Se ∥a∥ = ∥b∥, então de τ 2(0) = τ 2(0), obtemos que a = b. Se ∥a∥∥b∥ = 1,

então ∥b∥ = 1
∥a∥ > 1, pois 0 < ∥a∥ < 1.

Logo, pela contra-positiva, se τ 2a = τ 2b , então a = b.

iii) Por ii) e pelo item i) do teorema 4.3.10 temos que, TM é uma transversal de

G(Bn)/O(n,R), donde segue que (TM, O(n,R)) é a decomposição polar de G(Bn).

�

Observação 4.5.2. Com o teorema 4.5.1, garantimos a unicidade da decomposição

vista na proposição 3.2.10.
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Sejam a, b ∈ Bn tais que a, b ̸= 0 e ab ̸= 1. Pelo item iii) do teorema 4.5.1, existem

únicos τc ∈ TM e θ ∈ O(n,R) tais que τa ◦ τb = τc ◦ θ. Por outro lado, podemos obter

uma caracterização para τc e θ através da multiplicação das respectivas matrizes de

Vahlen
(
1
â

a
1

)
e
(
1
b̂

b
1

)
. De acordo com a proposição 2.2.15 item i), temos que 1 + ab̂ é

invert́ıvel. Dáı segue que:(
1 a

â 1

)(
1 b

b̂ 1

)
=

(
1 + ab̂ a+ b

â+ b 1 + âb

)

=

(
1 (a+ b)(1 + âb)−1

̂(a+ b)(1 + âb)−1 1

)(
1 + ab̂ 0

0 1 + âb

)
.

Usando o teorema 3.2.5 na última igualdade acima segue que, a primeira matriz

de Vahlen corresponde a translação de Möbius τ(a+b)(1+âb)−1 e a segunda matriz de

Vahlen corresponde a transformação de Möbius θ : Ŵ → Ŵ dada por θ(w) = (1 +

ab̂)w
̂

(1 + ab̂)
−1

que é uma transformação ortogonal.

Como TM é uma transversal de G(Bn)/O(n,R), pelo teorema 4.4.4, podemos con-

siderar a operação transversal � : TM × TM → TM, onde (TM, �) é um B-laço. Para

a ∈ Bn, temos â = a, mostrando que τc = τa � τb = τ(a+b)(1+ab)−1 .

Agora, definimos a aplicação g : TM → Bn por g(τa) = a. Claramente, g é bijetora.

Dessa forma, podemos definir a operação binária ⊕ em Bn por a⊕ b := g(τa � τb). Como

τa � τb = τ(a+b)(1+ab)−1 , segue que a⊕ b := (a+ b)(1 + ab)−1.

Proposição 4.5.3. (Bn,⊕) é um B-laço.

Demonstração: Bn é um laço, pois de a⊕ b = g(τa � τb) e τ0 = id, segue que 0⊕ a =

a⊕ 0 = a. Como as equações τa � τx = τb e τy � τa = τb possuem solução única em (TM, �)

temos que, a⊕ x = b e y ⊕ a = b possuem solução única em (Bn,⊕). Ainda, Bn é um

Bol-laço à esquerda, pois τa � τb = τa⊕b e sendo TM um Bol-laço, segue que

a⊕(b⊕(a⊕c)) = g(τa⊕(b⊕(a⊕c))) = g(τa�(τb�(τa�τc))) = g((τa�(τb�τa))�τc) = (a⊕(b⊕a))⊕c.
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Sendo a−1 = −a e g(τ−1
a ) = g(τ−a) = −a, temos que:

−(a⊕ b) = g((τa � τb)−1)
(∗)
= g(τ−1

a � τ−1
b ) = g(τ−a � τ−b) = (−a)⊕ (−b)

onde em (∗) usamos o fato de TM ser um K-laço. Logo, Bn é um K-laço possuindo a

propriedade da raiz quadrada única. �

Definição 4.5.4. Chamamos o B-laço (Bn,⊕) de laço de Möbius.

Teorema 4.5.5. O laço de Möbius (Bn,⊕) satisfaz as seguintes propriedades:

i) A operação ⊕ : Bn ×Bn → Bn é dada em termos da álgebra de Clifford Cn.

ii) Dados a, b ∈ Bn, temos que γa,b(c) = qcq∗, para todo c ∈ Bn, onde q = 1+ab
∥1+ab∥ e

sendo γa,b ∈ SO(n,R)

Demonstração: O item i) é imediato.

ii) Dados a, b ∈ Bn, existem únicos τa⊕b ∈ TM e θ ∈ O(n,R) tais que τa ◦ τb =

τa⊕b ◦ θ, onde θ(w) = (1 + ab̂)w
̂

(1 + ab̂)
−1

, ∀w ∈ Ŵ . Para todo c ∈ Bn, temos

a⊕ (b⊕ c) = (a⊕ b)⊕ γa,b(c). Dáı segue que τa � (τb � τc) = (τa � τb) � τγa,b(c), sendo

τγa,b(c) = γτa,τb(τc). Mas por 4.4.4., temos que γτa,τb(τc) = θ ◦ τc ◦ θ−1. Logo, para

algum x ∈ Bn, vale a igualdade γτa,τb(τc) = τx.

Note que, ao multiplicar a matriz de Vahlen
(
1+ab̂
0

0
1+âb

)
pelo número real 1

∥1+ab̂∥
e

fazendo q = 1

∥1+ab̂∥
(1 + ab̂), obtemos uma nova matriz de Vahlen dada por

(
q
0

0
q̂

)
.

Pelo item iv) do teorema 3.4.5, essa matriz induz a mesma transformação de

Möbius θ. Ainda, note que, o elemento q satisfaz o item i) da proposição 2.2.15.

Logo, a aplicação qwq̂−1 = qwq∗ ∈ W é uma rotação (1). Por outro lado, como(
q
0

0
q̂

)−1

=
(
q
0

0
q∗

)
, e sendo qq = qq = 1, temos que

(
q 0

0 q̂

)(
1 c

ĉ 1

)(
q 0

0 q̂

)−1

=

(
1 qcq∗

q̂cq∗ 1

)
,



CAPÍTULO 4. TEORIA DOS LAÇOS 73

que é a matriz de Vahlen da translação de Möbius τqcq∗ , afinal ∥qcq∗∥ = ∥c∥ < 1.

Portanto, x = qcq∗ e como â = a, ∀a ∈ Γn, segue que γa,b(c) = qcq∗ =

(1+ab)

∥1+ab∥c
(1+ab)−1

∥1+ab∥ , e por (1), garantimos que γa,b ∈ SO(n,R).
�

Exemplo 4.5.6. Considerando a álgebra de Clifford Cℓ1 ∼= C, segue que o disco unitário

complexo é um B-laço. De fato: dados z, w ∈ B1 = {z ∈ C ||z| < 1}, pelo teorema 4.5.5,

vale que z ⊕ w = z+w
1+zw

e q = 1+zw
|1+zw| , sendo γz,w(c) = qc(q̂)−1 = qcq∗ = 1+zw

|1+zw|c
|1+zw|
1+zw

=

1+zw
1+zw

c. Logo, podemos escrever γz,w = z⊕w
w⊕z

.



Caṕıtulo 5

Girogrupos

Neste caṕıtulo, veremos que o conceito de girogrupo, que geometricamente é uma

adaptação de vetores para a geomtria hiperbólica e algebricamente, generaliza o con-

ceito de grupo, foi introduzido por Abraham A. Ungar em 1988. Na primeira seção,

apresentaremos algumas de suas propriedades e exemplos, os quais se encontram em

[19]. Na segunda e última seção, abordaremos o artigo de Lawson, mostrando que os

conceitos de K-laços e girogrupos girocomutativos são equivalentes, conforme observado

em [12]. Com isso, obtemos como consequência o nosso resultado principal, que é a

generalização do caso conhecido do girogrupo de Möbius, uma vez que, do caṕıtulo 4,

(Bn,⊕) é um K-laço. O girogrupo de Möbius possui aplicações na Fiśıca, no estudo das

transformações de Lorentz, na teoria da relatividade especial, pois o grupo de Lorentz

atua no disco de todos as posśıveis velocidades simétricas via aplicações conformes.

Usamos como referências para este caṕıtulo: [5], [12] e [19].

5.1 Introdução aos Girogrupos

Nesta seção, definiremos girogrupos, sendo estes uma generalização do conceito de

grupo. Apresentaremos algumas de suas propriedades e daremos alguns exemplos de

girogrupos no final da seção.

Definição 5.1.1. Um conjunto não-vazio G, munido de uma operação binária ⊕, é um

74
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girogrupo se para todos a, b ∈ G, existir uma aplicação gyr[a, b] : G → G de maneira

que as seguintes condições sejam satisfeitas:

i) Existe e ∈ G tal que e ⊕ a = a, ∀a ∈ G. Neste caso, e é um elemento neutro à

esquerda em G.

ii) Para cada a ∈ G, existe a′ ∈ G tal que a′ ⊕ a = e. Neste caso, dizemos que a′ é

um inverso à esquerda de a.

iii) Dados a, b, c ∈ G, existe um único elemento gyr[a, b](c) ∈ G tal que a⊕ (b⊕ c) =

(a ⊕ b) ⊕ gyr[a, b](c). Chamamos essa igualdade de lei da giroassociatividade à

esquerda.

iv) A aplicação gyr[a, b] : G → G é um automorfismo, ou seja, gyr[a, b](c ⊕ d) =

gyr[a, b](c) ⊕ gyr[a, b](d), ∀c, d ∈ G, chamado de giroautomorfismo gerado por

a e b, e a aplicação gyr : G × G → Aut(G) chamada de girador de G, onde

Aut(G) = {f : G → G | f é um automorfismo}.

v) gyr[a ⊕ b, b] = gyr[a, b], ∀a, b ∈ G. Chamamos esta igualdade de propriedade do

laço à esquerda.

Dizemos que o girogrupo é girocomutativo se a⊕ b = gyr[a, b](b⊕ a), ∀a, b ∈ G.

Da definição de girogrupo, as duas primeiras condições dizem respeito sobre a es-

trutura de G, enquanto as duas últimas condições falam da aplicação gyr[a, b]. Enfim,

a terceira condição é a ponte que liga a estrutura de G com gyr[a, b].

Vejamos algumas propriedades imediatas da definição de girogrupo.

Proposição 5.1.2. Se (G,⊕) é um girogrupo, então valem as seguintes propriedades:

i) Dados a, b, c ∈ G, se a⊕ b = a⊕ c então b = c.
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ii) Se e ∈ G é um elemento neutro à esquerda em G, então gyr[e, a] = id.

iii) Se a′ um elemento inverso à esquerda de a ∈ G, então gyr[a′, a] = id.

iv) gyr[a, a] = id, ∀a ∈ G.

v) Se e ∈ G é um elemento neutro à esquerda em G, então a ⊕ e = a, ∀a ∈ G, ou

seja, e é um elemento neutro à direita em G.

vi) Existe um único elemento que é neutro à esquerda e neutro à direita em G, de-

notado por 0 ∈ G, isto é, 0⊕ a = a⊕ 0 = a,∀a ∈ G.

vii) Se a′ ∈ G é um elemento inverso à esquerda de a ∈ G, então a⊕ a′ = e, ou seja,

a′ é um elemento inverso à direita de a ∈ G.

viii) Dado a ∈ G, existe um único elemento que é inverso de a, denotado por ⊖a e

⊖(⊖a) = a,∀a ∈ G.

ix) (⊖a)⊕ (a⊕ b) = b ∀a, b ∈ G. (lei do cancelamento à esquerda)

x) gyr[a, b](c) = (⊖(a⊕ b))⊕ [a⊕ (b⊕ c)], ∀a, b, c ∈ G.

xi) gyr[a, b](0) = 0, ∀a, b ∈ G.

xii) gyr[a, b](⊖c) = ⊖gyr[a, b](c), ∀a, b, c ∈ G.

xiii) gyr[a, 0] = id, ∀a ∈ G.

Demonstração:

i) Dados e ∈ G um elemento neutro à esquerda em G e a′ ∈ G um inverso à esquerda

de a ∈ G, por hipótese, temos que a′ ⊕ (a ⊕ b) = a′ ⊕ (a ⊕ c). Usando a lei da

giroassociatividade à esquerda em cada lado da igualdade, segue que:

(a′ ⊕ a︸ ︷︷ ︸
=e

)⊕ gyr[a′, a](b) = (a′ ⊕ a︸ ︷︷ ︸
=e

)⊕ gyr[a′, a](c) ⇒ gyr[a′, a](b) = gyr[a′, a](c).
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Como gyr[a′, a] é injetora, segue que b = c.

ii) Dados a, b ∈ G e e ∈ G um elemento neutro à esquerda em G, pela lei da

giroassociatividade à esquerda, temos que:

a⊕ b = e⊕ (a⊕ b) = (e⊕ a)⊕ gyr[e, a](b) = a⊕ gyr[e, a](b)

Logo, do item i), segue que b = gyr[e, a](b), isto é, gyr[e, a] = id.

iii) Seja a′ ∈ G um elemento inverso à esquerda de a ∈ G. Pela propriedade do laço

à esquerda, segue que gyr[a′, a] = gyr[a′ ⊕ a, a] = gyr[e, a]
ii)
= id.

iv) Seja e um elemento neutro à esquerda em G. Usando a propriedade do laço à

esquerda e o item ii), temos gyr[a, a] = gyr[e⊕ a, a] = gyr[e, a] = id, ∀a ∈ G.

v) Seja e ∈ G um elemento inverso à esquerda em G e a′ ∈ G um elemento inverso

à esquerda de a ∈ G. Usando a lei da giroassociatividade, temos que:

a′ ⊕ (a⊕ e) = (a′ ⊕ a︸ ︷︷ ︸
=e

)⊕ gyr[a′, a]︸ ︷︷ ︸
=id

(e) = e⊕ e = e = a′ ⊕ a.

Logo, pelo item i) segue que a⊕ e = a, ∀a ∈ G.

vi) Se e0 ∈ G é tal que e0 ⊕ a = a ⊕ e0 = a, ∀a ∈ G, então, em particular, e0 =

e⊕ e0 = e, mostrando que e é o elemento neutro de G, denotado por 0 ∈ G.

vii) Seja a′ ∈ G um elemento inverso à esquerda de a ∈ G. Usando a lei da giroasso-

ciatividade e ii), segue que a′ ⊕ (a ⊕ a′) = 0 ⊕ a′ = a′ = a′ ⊕ 0. Logo, pelo item

i), obtemos que a⊕ a′ = 0, ∀a ∈ G.

viii) Seja a′′ ∈ G tal que a′′ ⊕ a = a ⊕ a′′ = 0. Logo, a′′ = a′′ ⊕ 0 = a′′ ⊕ (a ⊕ a′) =

(a′′ ⊕ a)⊕ gyr[a′′, a](a′) = 0⊕ a′ = a′, mostrando que a é invert́ıvel. Denotamos

o inverso de a por ⊖a.
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ix) Dados a, b ∈ G, pela lei da giroassociatividade à esquerda e iii), temos que (⊖a)⊕

(a⊕ b) = 0⊕ b = b.

x) ⊖(a⊕b)⊕ [a⊕ (b⊕c)] = ⊖(a⊕b)[(a⊕b)⊕gyr[a, b](c)]
ix)
= gyr[a, b](c), ∀a, b, c ∈ G.

xi) Tome c = 0 no item x).

xii) 0 = gyr[a, b](0) = gyr[a, b]((⊖c)⊕ c) = gyr[a, b](⊖c)⊕ gyr[a, b](c). Logo, do item

viii) segue que ⊖gyr[a, b](c) = gyr[a, b](⊖c), ∀a, b, c ∈ G.

xiii) Fazendo b = 0 no item x), vem que gyr[a, 0](c) = ⊖(a ⊕ 0) ⊕ (a ⊕ (0 ⊕ c)) =

(⊖a) ⊕ (a ⊕ c) = ((⊖a) ⊕ a) ⊕ gyr[⊖a, a](c) = 0 ⊕ c = c, ∀a, c ∈ G, ou seja,

gyr[a, 0] = id.

�

Observação 5.1.3. Dados a, b ∈ G, definimos ⊖a⊕ a := (⊖a)⊕ a, a⊖ b := a⊕ (⊖b)

e ⊖a⊖ b := (⊖a)⊕ (⊖b).

Exemplo 5.1.4. Listamos abaixo alguns girogrupos:

i) Todo grupo G é um girogrupo, basta tomar gyr[a, b] = id, ∀a, b ∈ G.

ii) Considere T4 o grupo de todas as matrizes triangulares superiores de ordem 4 com

entradas complexas, cuja diagonal principal é igual a 1, em relação a multiplicação

usual. Definindo A⊙B := A2BA−1 e considerando gyr[A,B](C) = (A⊙B)−1 ⊙

[A⊙ (B ⊙ C)], ∀A,B,C ∈ T4, segue que (T4,⊙) é um girogrupo.

iii) Considere o conjunto K16 := {1, 2, . . . , 16} com a tábua da operação ⊙ : K16 ×

K16 → K16 dada abaixo, possuindo apenas dois giroautomorfismos, sendo um a
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identidade e o outro, denotado por A : K16 → K16, obedecendo:

1 → 1 5 → 5 9 → 10 13 → 14

2 → 2 6 → 6 10 → 9 14 → 13

3 → 3 7 → 7 11 → 12 15 → 16

4 → 4 8 → 8 12 → 11 16 → 15

⊙ 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16

1 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16

2 2 1 4 3 6 5 8 7 10 9 12 11 14 13 16 15

3 3 4 2 1 7 8 6 5 12 11 9 10 16 15 13 14

4 4 3 1 2 8 7 5 6 11 12 10 9 15 16 14 13

5 5 6 7 8 4 3 2 1 16 15 13 14 10 9 12 11

6 6 5 8 7 3 4 2 1 15 16 14 13 9 10 11 12

7 7 8 6 5 1 2 3 4 14 13 16 15 11 12 10 9

8 8 7 5 6 2 1 4 3 13 14 15 16 12 11 9 10

9 9 10 11 12 13 14 15 16 1 2 3 4 5 6 7 8

10 10 9 12 11 14 13 16 15 2 1 4 3 6 5 8 7

11 11 12 10 9 15 16 14 13 4 3 1 2 8 7 5 6

12 12 11 9 10 16 15 13 14 3 4 2 1 7 8 6 5

13 13 14 15 16 12 11 9 10 7 8 6 5 2 1 4 3

14 14 13 16 15 11 12 10 9 8 7 5 6 2 1 4 3

15 15 16 14 13 9 10 11 12 5 6 7 8 4 3 1 2

16 16 15 13 14 10 9 12 11 6 5 8 7 3 4 2 1

gyr[a, b] 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16

1 id id id id id id id id id id id id id id id id

2 id id id id id id id id id id id id id id id id

3 id id id id id id id id id id id id id id id id

4 id id id id id id id id id id id id id id id id

5 id id id id id id id A A A A A A A A A

6 id id id id id id id A A A A A A A A A

7 id id id id id id id A A A A A A A A A

8 id id id id id id id A A A A A A A A A

9 id id id id A A A A id id id id A A A A

10 id id id id A A A A id id id id A A A A

11 id id id id A A A A id id id id A A A A

12 id id id id A A A A id id id id A A A A

13 id id id id A A A A A A A A id id id id

14 id id id id A A A A A A A A id id id id

15 id id id id A A A A A A A A id id id id

16 id id id id A A A A A A A A id id id id

De acordo com as tabelas, temos que (K16,⊙) é um girogrupo, não-girocomutativo,

pois 9⊙ 8 = 16, mas gyr[9, 8](8⊙ 9) = A(13) = 14.
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Observação 5.1.5. Não se verifica o exemplo ii) de imediato, uma demonstração é

encontrada em [7].

Observação 5.1.6. O exemplo iii) é de um girogrupo finito, o qual foi criado pelo

pacote de software MAGMA e por sua biblioteca [3], utilizando o método desenvolvido

em [7].

5.2 Laços e Girogrupos

É notável algumas semelhanças entre as definições e propriedades de girogrupos e

as de laços. Na verdade, os K-laços e os girogrupos girocomutativos gozam das mesmas

propriedades. O objetivo deste caṕıtulo é o de apresentar um teorema que liga os K-

laços com os girogrupos girocomutativos, conforme Lawson observa em [12]. Dessa

forma, poderemos ampliar nossos exemplos de girogrupos, sendo o principal exemplo

dessa dissertação a generalização do girogrupo de Möbius.

Definição 5.2.1. A operação coadição em um girogrupo (G,⊕) é definida por:

a� b := a⊕ gyr[a,⊖b](b), ∀a, b ∈ G.

Lema 5.2.2. Se (G,⊕) é um girogrupo, então, para quaisquer a, b, c ∈ G, as seguintes

identidades são verdadeiras:

i) gyr[a, b⊕ c] ◦ gyr[b, c] = gyr[a⊕ b, gyr[a, b](c)] ◦ gyr[a, b].

ii) id = gyr[a⊕ b,⊖gyr[a, b](b)] ◦ gyr[a, b].

iii) id = gyr[a,⊖gyr[a, b](b)] ◦ gyr[a, b].

iv) id = gyr[⊖a, a⊕ b] ◦ gyr[a, b].

v) id = gyr[b, a⊕ b] ◦ gyr[a, b].



CAPÍTULO 5. GIROGRUPOS 81

Demonstração: Sejam a, b, c, d ∈ G.

i) a⊕(b⊕(c⊕d)) = a⊕((b⊕c)⊕gyr[b, c](d)) = (a⊕(b⊕c))⊕gyr[a, b⊕c](gyr[b, c](d)).

De outra forma, temos que:

a⊕ (b⊕ (c⊕ d)) = (a⊕ b)⊕ gyr[a, b](c⊕ d)

= (a⊕ b)⊕ (gyr[a, b](c)⊕ gyr[a, b](d))

= ((a⊕ b)⊕ gyr[a, b](c))⊕ gyr[a⊕ b, gyr[a, b](c)](gyr[a, b](d))

= (a⊕ (b⊕ c))⊕ gyr[a⊕ b, gyr[a, b](c)](gyr[a, b](d)).

Logo, do item i) de 5.1.2, segue o resultado.

ii) Tome c = ⊖b em i) e use xii) de 5.1.2.

iii) Segue do item ii), que:

id = gyr[a⊕ b,⊖gyr[a, b](b)] ◦ gyr[a, b]

1)
= gyr[(a⊕ b)⊕ gyr[a, b](⊖b),⊖gyr[a, b](b)] ◦ gyr[a, b]

2)
= gyr[a⊕ (b⊖ b),⊖gyr[a, b](b)] ◦ gyr[a, b]

= gyr[a,⊖gyr[a, b](b)] ◦ gyr[a, b],

sendo 1)-lei do laço à esquerda e o item xii) da proposição 5.1.2 e 2) a lei da

giroassociatividade à esquerda.

iv) Se b = ⊖a em i), então:

gyr[a,⊖a⊕ c] ◦ gyr[⊖a, c] = gyr[a⊖ a, gyr[a,⊖a](c)] ◦ gyr[a,⊖a] = id,

onde na última igualdade, segue dos ı́tens xiii) e iii) de 5.1.2. Substituindo a por

⊖a e c por b, segue o desejado.
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v) id
iv)
= gyr[⊖a, a⊕ b] ◦ gyr[a, b] 1)

= gyr[⊖a⊕ (a⊕ b), a⊕ b] ◦ gyr[a, b]

2)
= gyr[b, a ⊕ b] ◦ gyr[a, b], sendo 1)-propriedade do laço à esquerda, 2)-lei do

cancelamento à esquerda.

�

Lema 5.2.3. Se (G,⊕) é um girogrupo, então são válidas as afirmações:

i) Para todo a, b, c ∈ G, vale a identidade a⊕ (b⊕ (a⊕ c)) = (a⊕ (b⊕ a))⊕ c.

ii) Dados a, b ∈ G, existem únicos x, y ∈ G tais que a ⊕ x = b e y ⊕ a = b, sendo

x = ⊖a⊕ b e y = b� (⊖a).

iii) ⊖(a⊕ b) = gyr[a, b](⊖b⊖ a).

iv) G é girocomutativo se, e somente se, ⊖(a⊕ b) = ⊖a⊖ b, ∀a, b ∈ G.

Demonstração:

i) Se a, b, c ∈ G, então

a⊕ (b⊕ (a⊕ c)) = (a⊕ b)⊕ gyr[a, b](a⊕ c)

= (a⊕ b)⊕ (gyr[a, b](a)⊕ gyr[a, b](c))

1)
= ((a⊕ b)⊕ gyr[a, b](a))⊕ (gyr[a⊕ b, gyr[a, b](a)] ◦ gyr[a, b])(c)

2)
= (a⊕ (b⊕ a))⊕ (gyr[a, b⊕ a] ◦ gyr[b, a])(c)

3)
= (a⊕ (b⊕ a))⊕ c,

sendo 1)-lei da giroassociatividade à esquerda, 2)-lema 5.2.2 item i) e 3)-lema

5.2.2 item v).

ii) Dados a, b ∈ G, defina x = ⊖a⊕b ∈ G. Logo, pela lei do cancelamento à esquerda

e item i) de 5.1.2, segue que x é único tal que a⊕ x = b. Agora, se y = b� (⊖a),
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então y = b⊕ (⊖gyr[b, a](a)). Logo, temos que:

y ⊕ a = (b⊖ gyr[b, a](a))⊕ a

5.2.2
iii)
= (b⊖ gyr[b, a](a))⊕ gyr[b,⊖gyr[b, a](a)](gyr[b, a](a))

= b⊕ (⊖gyr[b, a](a)⊕ gyr[b, a](a))

= b⊕ 0 = b.

Agora, se y0 ∈ G é outa solução, então y ⊕ a
hip
= y0 ⊕ a. Assim, temos que:

a⊕y0 = a⊕(y0⊕(a⊖a))
i)
= (a⊕(y0⊕a))⊖a

hip
= (a⊕(y⊕a))⊖a

i)
= a⊕(y⊕(a⊖a))

= a⊕ y. Mas a⊕ y = a⊕ y0 possui solução única, mostrando que y = y0.

iii) Pela proposição 5.1.2 item x) e usando a lei do cancelamento à esquerda, segue

que:

gyr[a, b](⊖b⊖a) = ⊖(a⊕ b)⊕ (a⊕ (b⊕ (⊖b⊖a))) = ⊖(a⊕ b)⊕ (a⊖a) = ⊖(a⊕ b).

iv) Suponhamos que G seja girocomutativo, ou seja, a⊕b = gyr[a, b](b⊕a), ∀a, b ∈ G.

Temos que:

gyr[a, b](⊖(⊖a⊖b)) = ⊖gyr[a, b](⊖a⊖b)
iii)
= ⊖(⊖(b⊕a)) = b⊕a = gyr[a, b](a⊕b).

Pela bijetividade, segue que ⊖(⊖a⊖ b) = a⊕ b, ou seja, ⊖(a⊕ b) = ⊖a⊖ b.

Reciprocamente, se ⊖(a⊕ b) = ⊖a⊖ b, então:

a ⊕ b
iii)
= ⊖gyr[a, b](⊖b ⊖ a) = ⊖gyr[a, b](⊖(b ⊕ a)) = gyr[a, b](⊖(⊖(b ⊕ a)) =

gyr[a, b](b⊕ a), mostrando que G é girocomutativo.

�

Proposição 5.2.4. Se (G,⊕) é um girogrupo girocomutativo, então (G,⊕) é um K-

laço.

Demonstração: Da proposição 5.1.2 item vi) e do lema 5.2.3 item ii), segue que G é

um laço. Pelo lema 5.2.3 ı́tens i) e iv), segue que G é um K-laço.
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�

Para mostrarmos a rećıproca da proposição acima, apresentamos dois lemas técnicos.

Antes, veja que se (L, ·) é um laço, então, dados x, ℓ ∈ L, temos que as aplicações

λℓ(x) = ℓ · x e ηℓ(x) = x · ℓ são bijetoras.

Lema 5.2.5. Seja (L, ·) um laço e sejam α, β, γ : L → L aplicações bijetoras tais que

α(x) · β(y) = γ(x · y), ∀x, y ∈ L. Se β(1L) = 1L, então α = γ e (α(1L) · β(x)) · β(y) =

α(1L) · β(x · y).

Demonstração: Fazendo a = α(1L) e b = β(1L), temos que:

γ(x) = γ(x · 1L) = α(x) · β(1L) = α(x) · b e γ(x) = γ(1L · x) = α(1L) · β(x) = a · β(x).

Logo, α(x) · b = γ(x) = a · β(x). Por hipótese, b = 1L, implicando que α = γ e

α(x) = a · β(x), ou melhor, α = λa ◦ β.

Portanto, (λa ◦ β)(x) · β(y) = (λa ◦ β)(x · y), ou seja, (a · β(x)) · β(y) = a · β(x · y),

onde a = α(1L). �

Lema 5.2.6. Se (L, ·) é um K-laço, então a aplicação precessão é um automorfismo.

Demonstração: Note que, λ−1
a = λa−1 e ηa

−1 = ηa−1 , pois aa−1 = a−1a = 1L. Sendo

L um Bol-laço, para cada x, y ∈ L, temos que (λaηa)(x) · λ−1
a (y) = (a(xa))(a−1y) =

a(xy) = λa(x · y). Logo, como γa,b(1L) = 1L e sendo (λa·b ◦ λ−1
a ◦ λ−1

b )(1L) = ((a ·

b) · (a−1 · b−1)) = 1L, segue do lema 5.2.5 que (((a · b) · (a−1 · b−1)︸ ︷︷ ︸
=1L

) · γa,b(x)) · γa,b(y) =

((a · b) · (a−1 · b−1)︸ ︷︷ ︸
=1L

) · γa,b(x · y), como queŕıamos.
�

Proposição 5.2.7. Se (L, ·) é um K-laço, então (L, ·) é um girogrupo girocomutativo.
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Demonstração: As condições i) e ii) da definição 5.1.1, seguem pelo fato de L ser

um laço. Definindo o girador gerado por a, b ∈ L pela aplicação precessão, isto é,

gyr[a, b] := γa,b, obtemos a lei da giroassociatividade à esquerda.

De acordo com o lema 5.2.5, dado a ∈ L, a aplicação λa : L → L definida por

λa(x) = a · x é bijetora. Decorre do fato de L ser um Bol-laço à esquerda a seguinte

relação λa ◦ λb = λa·b ◦ γa,b ⇒ γa,b = λ−1
a·b ◦ λa ◦ λb, onde γa,b é um automorfismo e que

(a · b)−1 = a−1 · b−1. Restando mostrar que a aplicação precessão obedece a lei do laço

à esquerda.

Se a · (b · (a · c)) = (a · (b · a)) · c, então γa,b = γa·b,b, ∀a, b, c ∈ L. É suficiente mostrar

que γ−1
a,b·a = γb,a e γ−1

a,b = γa−1,a·b, pois γa,b = (γa−1,a·b)
−1 = (γ−1

a·b,a−1·(a·b))
−1 = γa·b,b. De

fato: como γa,b·a = λ−1
a·(b·a)◦λa◦λb·a e γb,a = λ−1

b·a ◦λb◦λa e por ser um Bol-laço, temos que

vale a igualdade λa◦λb◦λa = λa·(b·a). Logo, é imediato que γb,a◦γa,b·a = γb·a,a◦γb,a = id.

Temos também que γa−1,a·b = λ−1
a−1·(a·b) ◦ λa−1 ◦ λa·b = λ−1

b ◦ λa−1 ◦ λa·b, onde a outra

igualdade é óbvia, mostrando que L é um girogrupo girocomutativo.
�

Podemos enriquecer essa ligação dizendo que todo B-laço é um girogrupo girocomu-

tativo. De fato: note que, das proposições 5.2.4 e 5.2.5 segue que G é um K-laço, se, e

somente se, G é um girogrupo girocomutativo. Por fim, um B-laço se, e somente se, G

é um K-laço com a propriedade da raiz quadrada única.

Dessa forma, denominamos o B-laço (Bn,⊕) de laço de Möbius, ou seja, um girogrupo

girocomutativo com a propriedade da raiz quadrada única, sendo seu girador definido

por gyr[a, b](c) = qcq∗, ∀a, b, c ∈ Bn, onde q =
1+ab

∥1+ab∥ . Por essa razão, o laço de Möbius

também é chamado de girogrupo de Möbius.

O girogrupo de Möbius é um dos principais objetos de estudo em [19], ou laço de

Möbius conforme vimos. Ungar([19]) define a adição de Möbius no disco unitário de

Rn pela equação (1) dada na introdução. Nossa abordagem, via álgebras de Clifford,
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produz uma fórmula equivalente, porém mais compacta, dada por (2), que é uma forma

mais geral da adição de Möbius do disco unitário complexo dada na introdução desta

dissertação.
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