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RESUMO

Neste trabalho mostramos a existéncia de solucoes regulares, fracas e generalizadas
bem como o decaimento exponencial uniforme para a equacao semilinear da onda com

dissipacao localizada sobre um dominio nao limitado

u — Au+ au+ f(u) + a(z)uy =0 em R™ x (0,7)

U(O) =Ug € Hl(R"),ut(O) =u € L2(Rn)

Palavras-Chave: equagao da onda, dissipacao localizada, solucao regular,solucao fraca,

solucao generalizada, decaimento exponencial.
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ABSTRACT

In this work we show the existence of smooth solutions weak and generalized solutions
as well as uniform exponential decay for the semilinear wave equation with localized

damping in unbounded domains

uy — Au+au+ f(u) +a(z)u, =0 in R™ x (0,7)

w(0) = up € H'(R™), 1, (0) = uy € LA(R™).

Key-Words: wave equation, localized dissipation,smooth solution,weak solution, gener-

alized solution, exponential decay.
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Introducao

Este trabalho é dedicado ao estudo da existéncia e unicidade bem como o decaimento
exponencial uniforme das solugoes globais da equacao semilinear da onda com dissipagao

localizada num dominio nao limitado tendo como base o artigo do autor E. Zuazua [36].

Temos a seguinte equacgao semilinear da onda:

uy — Au+ au+ f(u) + a(z)uy =0 em R" x (0,7)

u(0) = up € HY(R"),us(0) = uy € L*(R").

Assumimos que

a€ LTR"), alz) > ap >0 gsem Qp=R"\Bg={|z| > R} (2)

para R > 0 com Br = {x € R" : |z| < R},

a>0; f(s)s>0 paratodo s€R, (3)

e, além disso f satisfaz as seguintes condicoes de crescimento

f € C*R) e existe alguma constante C' > 0 e p > 1 com (n — 2)p < n tal que

[f(z) = f)l < C(L+J2[P~" + [yI"~")]e — y| para todo 2,y € R.
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Note que da condicao (2) a dissipagao do termo a(x) é efetiva em Qp.

As condigoes impostas para fungdo f em (4) nos garante que o problema é bem posto

em H'(R") x L*(R™).

A hipétese (3) assegura que a energia dada por

1
B =3 [ 196+l +alufdr+ [ P de ()
R™ R
onde
= / f(s) ds,  para todoz € R, (6)
0

é nao negativa.

De acordo com as hipdteses (2) e (4) provaremos que o problema é bem posto em
C([0,00); H'(R")) N C([0, 00); L*(R™))
e que a energia F(t) é uma fungao nao crescente na variavel t do tempo. Mais precisamente

E(ty) — / / x)|us(z, 1)) dz dt  para todoty > t; > 0. (7)

O objetivo pricipal deste trabalho é dar condicoes suficientes para f de forma que

exista alguma constante C' > 1 e v > 0 tal que

E(t) < CE(0)e™"*  para todo t > 0 e qualquer solugio de (1). (8)

O problema é bem conhecido para o caso em que a equacao da onda € linear e para um
dominio limitado com condicoes de fronteira de Dirichlet ou Neumann homogénio. Neste
caso é possivel mostrar o decaimento em (8)adaptando o método de C. Bardos, G. Lebeau
e J.Rauch (ver [4] e [5]) quando a(x) > ag > 0 em algum suconjunto aberto w de €2, que
satisfaz a seguinte condigao geométrica de controle: existe algum 7" > 0 tal que o raio

da dtica geométrica intercepta o conjunto w x (0,7") ver (C. Bardos [3] e também [30]).
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Sempre no contesto linear e no caso particular quando w é uma vizinhanca da fronteira
de Q limitado, este resultado pode ser provado usando técnicas de multiplicadores ( ver
[25] e [17]).

Em [35] usando técnicas de multiplicadores é provado o decaimento exponencial de
(1) em um dominio limitado com dissipagao localizada numa vizinhanca da fronteira para

uma grande classe de problemas nao lineares e condig¢oes variaveis de fronteira.

O propésito deste trabalho é estender estes resultados vistos em [35] & dominios nao

limitados.

A hipétese (2) é natural para a obtengao do decaimento exponencial em R”. Se (2)
nao é satisfeito, um raio da oOtica geométrica pode escapar do efeito da dissipagao e o

decaimento exponencial pode falhar mesmo no caso mais simples onde f = 0.

Até entao pouco se conhece sobre o problema semilinear. Resultados positivos para a

solucdo do decaimento exponencial de (1), existe e referé-se a situagdes mais simples onde

a(x) > ay >0 paratodo R". 9)

Isto é a dissipacao é efetiva em todo R™. Neste caso em particular , o decaimento pode

ser obtido, construindo a seguinte perturbacao da energia

E.(t)=E(t) +¢ / u(z, t) u(x, t) de

n

para a qual, as desigualdades diferenciais nos levam ao decaimento exponencial desejado
que sao facilmente provadas quando € > 0 ¢ suficientemente pequeno (ver A.Haraux [16]

¢ E. Zuazua [34]).

Queremos mostrar que a hipdtese (9) pode ser relaxada para (2) desde que f satisfaca

algumas propriedades adicionais.

Noés estudaremos dois casos para f . O primeiro é quando f é globalmente Lipschitiz
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isto é f' € L™ f satisfaz uma das condigoes abaixo

3 lim f(s)=f1; lim f(s)=f",

S§——+00 S§——+00

3 lim ﬁzl

|s|=>+o00 S

O segundo caso é quando f é superlinear ou seja: existe algum 6 > 0 tal que

f(s)s > (24 0)F(s) paratodo s€R.

S6 faremos distingao entre esses dois caso quando for estritamente necessario.

(10)

(11)

O trabalho é composto de trés capitulos. No Capitulo 1 especificamos algumas no-

tacgoes, resultados preliminares e expomos brevemente a teoria de Semigrupos Lineares

necessaria para garantir a existéncia de solucao do problema proposto. No capitulo 2

provamos a existéncia e unicidade de solugoes regulares, fracas e generalizadas, via teoria

de Semigrupos. Ja no terceiro e tultimo capitulo demonstramos o decaimento exponencial

e uniforme.



Capitulo 1

NOTACOES BASICAS,
PRELIMINARES, OPERADORES
MAXIMAIS MONOTONOS E
SEMIGRUPOS

Apresentaremos neste capitulo os resultados bésicos que serao utilizados nos capitulos

posteriores e especificaremos as notacoes que aparecerao no decorrer deste trabalho.



1.0 Notacoes Basicas

Dados a = (aq, a9, ...,0,) € N" e (x1,29,...,2,) € R" representamos por D* o operador

de derivacao de ordem « definido por

olel

a1 o
Ox" Ox5? ... 0xon

onde |a| = |aq| + |ag| + -+ + |-

Seja € um subconjunto aberto do R™. Por C§°(2) representaremos o espago vetorial
das funcoes reais definidas em (2, infinitamente diferenciaveis e com suporte compacto
contido em Q. Por D(Q2) denotaremos o espago C°(€2) munido da seguinte nocao de

convergéncia. Dizemos que uma sucessao {¢,},. C D(§2) converge para zero se:
i) Todas as fungoes ¢, possuem suportes contidos em um mesmo compacto fixo K.

ii) As sucessoes {p,} e {D%,}, « € N", convergem uniformemente para zero em K.

Se v € CF°(2) e {p,}, oy ¢ uma sucessio de fungdes de C§°(Q2), dizemos que @,
converge para ¢ em D(2) se a sucessao {¢, — @}, converge para zero no sentido acima

mencionado. D(£2) assim definido ¢ denominado espago das fungoes testes em €.

Uma distribuicao sobre €2, segundo Laurent Schwartz, ¢ uma forma linear 7" sobre
D(Q2) que é continua no sentido da convergéncia definida em D((), isto é, para toda
sucessao {¢, }, .y de D(€) convergente para zero no sentido definido em D(£2) temos que

a sucessao numérica { (7T, ¢, também converge para zero.
’ veN

A derivada de ordem « de T, DT, definida por
(DT, ) = (=1)*(T, D*¢), V¢ €D(Q)

também é uma distribuicao sobre (2.



O conjunto de todas as distribuigdes constitui um espaco vetorial, o qual represen-
tamos por D'(§2). Neste espago, dizemos que uma sucessao {7,}, _ de elementos de
D'(£2) converge para zero em D'(£2) quando para toda funcao teste ¢ a sucessao numérica

{{T., ¢)} ey converge para zero.

Um espago vetorial normado, e completo em relagao a norma definida nesse espago, é
denominado espago de Banach. Quando a norma for proveniente de um produto interno

ele serd denominado espaco de Hilbert.

Seja X um espago de Banach, seja X’ seu dual dotado da norma dual ||f|| = sup |[(f, )|
rzeX
[lz]|<1
e seja X" seu bidual, isto é, o dual de X’ dotado da norma [|¢]| = sup [(&, f)|. Para
fex’
I1F1I<1

tanto, consideremos a injecao canonica J: X — X" definida como segue. Seja r € X
fixo. A aplicacao f +— (f,z) de X’ em R é uma forma linear e continua sobre X’. Assim,
temos que a aplicacao J, dada por <Jwvf>X",X/ = (f, x)X,X, Ve X,Vfe X étal
que J: X — X" definida por & +— J, ¢ linear e é uma isometria, isto é, || /.||y, = ||7]]

para todo x € X. Dizemos que X ¢é reflexivo se J(X) = X".

Um espago métrico E ¢ dito separavel se existe um subconjunto D C E, tal que D é

enumeravel e denso em F.

Para 1 < p < 400, denotamos por LP(Q2) o espaco das (classes) de fungdes reais u,
mensuraveis, tais que |u|P é integrdavel a Lebesgue em €. Assim definido, LP(2) é um

espaco de Banach munido da norma

1/p
lollio, = ( [ futoras)

Quando p = 400, L™(Q2) denotard o espago das fungoes reais, mensuraveis e essen-
cialmente limitadas em 2. Munido da norma Hu||LOO(Q) = supess|u(x)] = inf{\ €
e

R;u(z) < X q.s.}, L®(Q) se torna um espago de Banach.



Quando p = 2 temos que L*(€2) é um espago de Hilbert munido do produto interno

(u, v) = /Q w(@)o(z) da

1/2
lull = ( [ futoPae)

Temos que LP(2) é reflexivo para todo 1 < p < oo e que (LP(Q))/ = L49(2) onde

+ L 1. Se p = 1 temos que (L'(Q)) = L=(Q) e se p = oo temos (L¥())" 2 LY(Q).
q

e norma induzida

1
p
Além disso, LP()) é separavel para 1 < p < oo.

Por W™?(Q)), 1 < p < 400 representaremos o espaco de Sobolev de ordem m, isto é,

o espagco de todas as fungoes reais u € LP(Q) tais que D*u € LP(§2), V|a| < m. Munido

da norma
1/p

sy = | 32 [ 1D uPa )

|laj<m
WmP(Q) é um espago de Banach.
Quando p = 2 o espago W™?2(Q) serd denotado por H™()) que, munido do produto

interno

(U, V) gy < Z /QDau(x) D%(x) dx

| <m
e da norma induzida

1/2

iy = | 3 [ IDu(fdz )

laj<m
é um espaco de Hilbert.
Por Wy (€2) representamos o fecho de D(2) em W™F(Q2), 1< p < +o0, e por H*(Q)
representamos o fecho de D(Q) em H™(2). O dual topoldgico de H]*(2) é representado
por H=(2).



Seja u € L'(R™). A transformada de Fourier de u, denotada por i, ¢ uma fungao

definida sobre todo o R” pela férmula
a(e) = / 20 () du; i = /=1

onde (x,&) = > x;& é o produto interno usual em R™.
i=1

Por S, representaremos o espaco de Schwartz ou espacgo das funcoes decrescimento

rapido , definido por

S:{QDGCOO(R”); lim ||z|[* D*p(z) = 0; VkGNeaEN“}.

[lz]|—+o0

Por &', representaremos o espago das distribui¢oes temperadas, definido por

S ={T:8 — R; T é linear e continuo}.

A seguir definiremos os espagos H*(R"), s > 0 real.

Tomando, em particular, p = 2 e Q = R" temos que
H™(R") = {u € L*(R"); D*u € L*(R"), Ya € N";|a| < m}
munido do produto interno

((w,0)),, = Y (D%, D) gy (P.1)

|la|<m
Consideremos o seguinte espaco, definido para todo m € N,
{ueS'R"); (1+||=[?)"?a e LAR")},
onde U designa a transformada de Fourier da func¢ao u, munido do produto interno

() = (1 -+l 2, (1+][21)" o) (P2)

L2(Rn)



Vm € N.
Mostra-se, para todo m € N que

m/2 .

H"®") = {ue S®Y; (1+][|z])"" a € L2®RY},

onde as normas provenientes dos produtos internos (P.1) e (P.2) sdo equivalentes.
Motivados pelo conjunto acima, definimos para s > 0 real

s/2 .

H'R") = {ue S®Y); (1+]21)" a e L3R}
munido do produto interno

(e = [ (1 lel)’ o) (o) o
para todo s € R, s> 0.

O espaco H*(R™) possui as seguintes propriedades:

e H*(R"™) é um espaco de Hilbert.
e Definindo H—*(R") = (H*(R™))’, dual topolégico de H*(R"™), obtemos que

—s/2 .

HRY) = {ue S®); (1+||o)?) " a e 2R}

munido da seguinte norma

B 1/2
oy = | [ Q4 l?) " o]

||l

Definiremos, agora, os espagos H*(€2); s> 0.

Diremos que o aberto ) é bem regular se sua fronteira I' ¢ uma variedade de classe C'*
de dimensao n — 1, ) estando localmente do mesmo lado de I'. Para maiores detalhes

ver Cavalcanti e Domingos Cavalcanti [[9], pp. 178-179].

10



Seja 2 C R", um aberto limitado com fronteira I" bem regular ou o semi-espaco R’} .
Considere a aplicacao rq, linear e continua, dada por
rq: L*(R™) — L*(Q)
U Tou = ulg .
Como D*(rqu) = ro(D%u), para todo a € N, a aplicacao
ro: H"(R") — H™(Q)
U rou = ulg
¢ continua e sobrejetora qualquer que seja m € N.

A partir de rq podemos entao escrever

H™(Q) ={rqu; ve H™(R")}.

Estamos, assim, motivados a definir H*(2) para todo s € R, s >0 onde Q2 C R" é

um aberto limitado bem regular ou o semi-espaco R’} , como segue
H*(Q) = {v|y; ve H(R")}.

Seja u € H*(2). Temos que v € H*(R") tal que u = v|,. Como H*(R") C L*(R")
temos que v|, € L*(Q2) e portanto u € L*(Q).

Desta forma fica bem definida a aplicacao

ro: H*(R") — H*(Q)
Vi TQU =g .

O nosso intuito é definir uma topologia para H*(£2) de modo que para todo s € N a

topologia coincida com a topologia de H™(£2).

11



Para todo u € H*(§2) existe, por defini¢ao, v € H*(R") tal que u = v|, . Seria natural

pensarmos em definir uma aplicagao

H(Q) —R

U= ||U| Hs(R")

Contudo, tal aplicacao nao define uma norma pois se v = 0 em H*(Q2) entao u = v|, =
0 em H*(2), isto é, v = 0 quase sempre em 2. Mas isso nao implicaria que v = 0 quase

sempre em R”.

Como o Ker(rqg) é um subespago fechado de H*(R"™) temos que a aplicagao:

|- l- H*(R") / Ker(ra) — Ry

[o] =[]l

onde

el = inf { Jlw
:mf{uwy

Hern) s W E [U]}

;W € v—l—Kerm}

Hs(Rn)
é uma norma.

Lembremos que o conjunto quociente H*(R™)/ Ker(rg) é dado por

{v+Ker(rq);v e H*(R")} = {[v];v € H*(R")}.

Além disso, H*(R")/ Ker(rq) munido desta norma é um espaco de Banach.

Por outro lado, para cada v € H*(R™) temos

{we H*(R");w e v]} = {w e H(R"); rqu = rqu},

12



pois para qualquer w € H*(R™) podemos escrever

w € v+ Ker(rq) & w — v € Ker(rq)

S rolw—v)=0%< rquw = rqu.
Logo, para todo v € H*(R™)

||[U]||H§(R")/Ker(m) = inf {HwHHs(Rn);w €v+ Ker(TQ)}
:m@mumwwem}

= inf {Hw| He(rn) TQW = mv} .

Como rq: H*(R") —  H*(Q) ¢é sobrejetiva temos que a aplicacao
ro: H*(R™)/Ker(rq) — H*(2) definida por ro([v]) = rquv é sobrejetiva e, mais além,
injetiva.

Estamos agora aptos a definir a norma em H*(Q2) pra todo s € R, s > 0, como segue:

||U||Hs(g) = [[v]] Hs(R")/ Ker(rg)

= inf {[[1] gy P =}
onde rov = u.

Entao,

[l

He) = inf{\|w| Ho(n) W E [v]}

:mqumwwmw:u}
Temos os seguintes resultados acerca dos espagos H*()) para todo s € R, onde
2 C R™ é um aberto limitado com fronteira bem regular.

e H?*(Q2) é um espago de Hilbert munido da norma acima definida.

13



H*(Q)

e D(Q) é denso em H*(Q), H(Q) = D(Q) e H*(Q) = (H3(Q)) = dual forte de
).

H3 (). Aqui D(Q) = {plg; ¢ € CF°(R")}.
o Se 0 < sy <syentdo H2(2) — H*'(§2), onde — designa a imersao continua de um

espago no outro.
Finalmente, definiremos os espagos H*(I').
Seja {2 C R™ um aberto limitado com fronteira I' bem regular.

Considere o sistema {(Uy, 1), (Us, ¢2), ..., (Uk, ¢r)} de cartas locais para I". A cober-
tura aberta Q, U, Us,..., U, de Q determina uma particdo C* da unidade subordinada
a mesma, isto é, existem fungdes 6y, 01,02, ..., 60, € C°(R™) satisfazendo supp(fy) C €
supp(¢;) CU;, i=1,2,... ke f%ﬁi(x) =1 VeeQecom0<h <1, i=12,... k.

k

Seja u definida sobre I'. Entao u(z) = )" 6;(x)u(z), para quase todo = € T.
i=1

Definamos para i =1,2,3,... k.

uily) = (uB) 0 o7 (y), iy € [J(0. 1)

Notemos que

S(ub;) = {z € I'; (ub;)(x) # 0}.
Como u esta definida sobre I' e supp6; C U;
S(ub;) C supp(;)NT CcU;NT

e portanto S(uf;) é um compacto do R™.

Temos também que S(u;) = ¢;(S(ub;)) e como ¢; é continua vem que S(u;) é um

compacto do R"™!. Além disso, como supp(w;) C S(u;) C Y. podemos estender u; a uma

14



funcao u; como segue

(ubi) ooy '(y) se yed,

0 se yeR™IN\ Y.

;i (y) =

Observemos que u; herdara as mesmas caracteristicas da fungao w; e, portanto, como

u ¢ integravel entao u; é integravel e

/Rn1 ;(y) dy = /Z(uei) oo (y) dy :/ ()0 () () dT

U;Nnr
onde J; € C=(U;NT).

Reciprocamente, se ; for, para todo i = 1, ..., k, integravel em R"~! entao u também

/F u(w)dl = é /F (ub;)(w)dD = é /R w(y)T(y)dy.

Designaremos por LP(I"), 1 < p < oo o espago das fungoes LP somaveis sobre I',com

0 sera e

medida superficial ', onde muniremos tal espago com a norma

\UHLP (/\v |de> sel <p<oo

ou
ol ey = supess fu(e)] se p = +oc.
fAS
Usando a partigao da unidade {6;}, i = 0,1,2,... k, introduzida anteriormente,
temos que
LP(T) = {v: I - R; o = (vh)op ' € LP(R"1),i= 1,2,...,k:}
e a norma

k 1/p
HUHLF(F) - <Z H@‘Hip(Rn1))
i=1
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é equivalente a norma dada anteriormente.

Seja m € N. Representaremos por C™(I") o espago vetorial das fungées u: I' — R de
classe C™ e por D(I') o espago vetorial das fungoes infinitamente diferencidveis sobre I'.

Da mesma forma temos

cm(I) = {v: I —R; &= (vh)op;' € C"R");i=1,2,... ,k}

D) = {v: I —R; o= (wh)op;t e C"R" ) ,VmeNei= 1,2,...,k}
Definamos a aplicacao

¢i: D(I') — D(R"™)

U diu = 1; = (ub;) o ;"

Como ¢; é continua e D(I') é denso em D'(I') entdo podemos estender ¢; a uma

aplicagao, que ainda denotaremos por ¢; , tal que
¢;: D'(I') — D'(R™1).

Estamos assim, motivados a definir H*(I") para todo s € R onde I' = 92 com ©Q C R"
um aberto limitado bem regular como segue: H*(T') = {u;¢;u € H*(R" 1)} dotado da

norma
K 1/2
HUHHS(F) = (Z ||¢z‘u||12r{2(Rn—1)> .
i=1

Observe que a defini¢ao acima depende do sistema {U;, ¢;, 6; }.
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Mostra-se que o espago H*(I") definido acima goza das seguintes propriedades:
e H*(I') é um espago de Hilbert.
e D(T') é denso em H*(T').

e H*(I') independe da escolha do sistema de cartas locais {U;, ¢;} e da partigdo da
unidade {6;} subordinada.

Dado X um espago de Banach e T > 0 um nimero real, representaremos por LP(0,T; X),
1 < p < 400 o0 espago de Banach das (classes) fungoes vetoriais u: ]0,7[— X que sdo

fortemente mensuraveis e ||u(t)||, € LP(0,7) munido da norma

llx

1/p
loll ey = ([ Iutoltae)

Por L>(0, T'; X') representamos o espaco de Banach das fungoes vetoriais u: 0, 7[— X

que sao fortemente mensuraveis e ||u(t)||, € L*>(0,7"), munido da norma

llx

= supess ||u(t)
t€]0,T

lall o .1 [

Se 1 < p < 400, entdo o dual topoldgico de LP(0,T; X) se identifica com o espago

1 1
L9(0,T; X') onde — + — = 1. Além disso, se X for reflexivo (respectivamente separavel)
p q

e 1 < p < +oo (respectivamente 1 < p < +00) entao LP(0,T; X) é reflexivo (respectiva-

mente separavel). Com esta identificacdo, temos
T
(1) o im0 1) = /0 (), 0(t)) o x .

Denotamos por D’'(0,7; X) o espago das distribui¢oes vetoriais S sobre ]0,7] com

valores em X. Definimos sua derivada de ordem k, S®* da seguinte forma
(S®),0) = (—1)k (S,0%)), Vo€ D0,T).
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Sejau € LP(0,T;X) 1<p < 400, e definamos a transformagao S, de D(0,7T) em X
dada por
T
(S 0) = / w0 dt, ¥ € D(0,T),
0

onde a integral é entendida no sentido de Bochner. S, assim definida ¢ linear e continua e
portanto S, € D'(0,T; X). Além disso, como S, é univocamente definida por u, podemos
idenficar S, com u dizendo simplesmente a distribui¢do u ao invés de S, . Portanto, u’

designard a derivada de u no sentido de D'(0,7"; X), ou seja,
T
(W, 0y = —(u,0') = —/ uw(t)d'(t)dt, V60 e DO,T).
0

Representamos por W*?(0, T; X), 1 < p < 400, o espaco de Banach
WHEP(0,T; X) = {u € LP(0,T; X);u? € LP(0,T; X), 0 < j < k}

onde ) representa a j-ésima derivada de u no sentido das distribuicoes vetoriais, munido

da norma

k 1/p
Hunk,p(QT;X) = (Z HU(J)HIZP(O,T;X)> )
=0

ou da norma equivalente,
k
D [ [P
§=0

Quando p = 2 e X é um espaco de Hilbert o espaco W*2(0,7T; X) ¢ denotado por
H*(0,T; X), que é um espago de Hilbert munido do produto interno

M;r

(u,v)

H*(0,T;X) L2(0,T;X)

]=0

a norma induzida

1/2
||“||Hk0TX (ZHUJHLQOTX) :
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Quando k=0, H*(0,T;X) é o espaco L?(0,T; X).

Por D(0,T; X) denotamos o espaco das fungoes que s@o infinitamente diferencidveis

em [0,7[, com valores em X e com suporte compacto em ]0,77.

Por W (0, T; X) denotamos o fecho de D(0, T; X ) em W (0, T; X) e por H;(0,T; X)
o fecho de D(0,T; X) em H*(0,T;X). Demonstra-se que o espaco HF(0,T;X) é um
espaco de Hilbert e

HE0,T;X) = {u e H*0,T; X);u?(0) = u(T) =0, 0< j < k—1}.

O dual topoldgico de H}(0,T; X) é representado por H*(0,T; X).

Denotaremos por C°([0, T]; X) o espago de Banach das fungoes u: |0, T[— X que sdo

continuas, munido da norma

||UHCO([0T};X) = orgtég}g“ ||u(t)||X .

Seu € LP(0,T;X) e uy € LP(0,7;X) com 1 < p < 400 entdo obtemos que u €
([0, T); X).

Conforme explicitado em Cavalcanti e Domingos Cavalcanti [9] existe uma tinica apli-

cagao

m—1
v H™(Q) — [ #7772 (T)
j=0

U= yu = {YU MU, - - Vm-1U},

denominada aplicagao trago; que é linear, continua, sobrejetiva, com nicleo HJ*(2), veri-

ficando
ou omly —
u=(up —|,...,=—— ;o Yue D2
’y ( |F ay - 8Vm_1 F) ( )
e admitindo uma inversa a direita A linear e continua, isto é, existe uma aplicacao linear
m—1
A [T EV2 (M) - BEM(Q)
j=0
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que é continua e satisfaz

m—1
v(A) =&, vee [T a2 (D).
§=0
Tomando, em particular, m = 1 temos a aplicagao
Y: HY(Q) — Hl/Z(F)
U = You = ul,
que é denominada aplicacao trago de ordem zero.
Consideremos H'(Q) = {u € H*(Q); Au € L*(Q)} munido do produto interno
(uv U)1 = ((u’ U))HI(Q) + (Au7 AU)Lz(Q)
que o torna um espaco de Hilbert.

A aplicacao

mn: D) — H ()
ou

U= YU = —
o |

prolonga-se, por continuidade, a uma tnica aplicagao linear e continua v,: H'(Q) —

H='/2(T"), posto que D(Q2) é denso em H' ().

1.1 Resultados Auxiliares

Proposicao 1.1. (Aubin-Lions)Sejam By, B, By trés espagos de Banach tais que
BO — B — Bl
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onde By, B sdao reflexivos, < denota imersdo continua e a imersao de By em B ¢

compacta e definamos

d
W = {v; ve L™0,T;By), v'= d—: e L”(0,T; Bl)} ,

onde 1 < pg,p1 < +00 e T < 400.
Munido da norma
10l 2o 0,780 + 1101l o1 0730 »
W € um espaco de Banach.

Entao, a imersao de W em LP°(0,T; B) é compacta.

Demonstracao: Ver Lions [24].

Corolario 1.1. (Simon) Sejam X, B, Y trés espacos de Banach tais que
X < B <Y

onde X, B eY sao reflerivos, — denota imersao continua e a imersao de X em B €

compacta.

Seja F limitada em L>*(0,T;X) e %—f seja limitada em L"(0,T;Y") onde r > 1. Entdo

F € relativamente compacto em C(0,T; B).

Demonstracgao: Ver Simon.
Lema 1.1. (Lions). Seja (g,) uma sucessio de fungoes LI(Q) e 1 < g < +00. Se
(i) g, — g quase sempre em Q)

(ii) 119.) oy S ¢ Vv EN;
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entao, g, — g fraco em L1(Q).

Demonstracao: Ver Lions [24].

Proposigao 1.2. (Férmula de Green). Seja Q um aberto limitado bem regular do R™.

Se u,v € HY(Q), entdo para 1 < i < n temos que

ov /
U de = —
9 0x; Q

onde v = (v1,vs,...,v,) e v denota o vetor normal unitdrio exterior a I.

0
8; vdr + /F(/you> (’YOU)Vi dra

Seu e H*(Q) ev e HY(Q) temos que

/Vqudx:—/Avds+/v@-
Q ) r Ov

Demonstracgao: Ver Kesavan [20].

Proposigao 1.3. (22 Férmula de Green Generalizada). Para todo v € H'(Q) e todo
v e HY Q) tem-se

(Au, U)LQ(Q) + (Vu, VU>L2(Q) = <71U> 70U>H71/2(F0);H1/2(F0) .

Demonstracao: Ver Cavalcanti e Domingos Cavalcanti [9].

Proposicao 1.4. (Desigualdade de Holder). Sejam u € LP(Q) e v € Li(Q2) com

1 1
1<p<+occe-+-=1. Entiouv € L'(Q) e
p q

| teolde < el ol -

Demonstragao: Ver Brézis [8].
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Proposicgao 1.5. (Desigualdade de Hélder Generalizada - Corolario da Desigual-

dade de Holder). Sejam fi, fa, ..., fx fungoes tais que f; € LP1(Q), 1<1i<k, onde

1 1 1 1
—=—+—+---+— < 1. Entao o produto f = fifafs... fr € LP(Q) e
p Dp1 P2 Pk

HfHLP(Q) < HleLm(Q) Hf2HLP2(Q)"‘kaHLPk(Q)‘

Demonstracao: Ver Brézis [8].

Teorema 1.1. (Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue) Seja { f,,} uma

seqiiéncia de fungoes de LY(S)). Suponhamos que

a) faolx)— f(z) qs em

b) existe uma fungio g € LY(Q) tal que para cada n, |f,(z)] < g(z) ¢.s. em Q.

Entao f € LY (Q) e ||fn — fllr@) — 0.

Demonstracao: Ver Medeiros e Mello [27].

Proposigao 1.6. Seja Q C R™ aberto limitado de classe C*. Se tivermos uw € H'(Q) e
v e Whe(Q), entio uv € HY(Q) e

8( )_8u n ov
8Ii wur= al‘l v u@xz

em L*(9).

Demonstracao: Ver Cavalcanti e Domingos Cavalcanti [9].

Proposigao 1.7. Seja u € HY(R") tal que
~Au+u=feL*R")

no sentido das distribui¢oes. Entio u € H*(R") e |Jul|g2ny < C||flr2wn), onde C >0 €

uma constante que nao depende de f.
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E ainda, se f € H™(R™), onde m > 0 entdo

= Hm+2(Rn) com ||’U,||Hm+2(Rn) S O||f||Hm(Rn)

Demonstracao: Ver Kesavan [20].

Proposigao 1.8. (Rellich-Kondrachov) Suponhamos que Q2 seja limitado de classe C*.

Entao se verificam

c 1 1 1
S€p<N:>W1’pQ (_>LIIQ’ vge 1’p* Onde_:___;
(@) S 19(@), Vgellp| onde ==~
sep=N = W(Q) < LIQ), Vqell,+ool;
sep>N = W (Q) S CQ).
Demonstragao: Ver Brézis [§]
Proposicao 1.9. Seja 1 < p < oo. Se verificam
sel <p< N = WPQ)— L7 (Q), Ondeizl_l;
p* p N

sep=N = W(Q)— L(Q), Vqé&[p,+oo[;
sep>N = WH(Q)— C(Q).
N
E ainda, se m — ; > 0, entao
wme(Q) — CH(Q),

onde C*(Q) € espaco das funcoes f : Q — R que juntamente com suas derivadas D°f,

0 < |a| <k, sao fungoes uniformemente continuas em ), munido da norma

If]] = max Sug\Daf(:v)l-

0<|a|<n g
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Demonstragao: Ver Brézis [8].

Teorema 1.2. Seja Q um dominio tendo a propriedade do cone em R. Seja s > 0 e

1 <p < n. Entao:

np
n—sp’

sen>sp = W*P(Q)— L (Q), parap<r<

sen=sp = W*"(Q)— L"(Q), parap<r<oo;
sen < (s—j)p para algum inteiro nao negativo j = W*P(Q) — C’é(ﬁ),

onde C = {u € C?(Q) : D*u € limitada sobre Q, para |a| < j}.
Demonstracao: Ver Adams [1].

Lema 1.2. Para cada n € N € possivel encontrar um nimero ¢ = £(n) onde 0 < & < 1

de modo que

H'™0(Q) — L(Q),

desde que 2 < g < n2,n>2.

n —

Demonstragao: Se ¢ <

n ~
p—T n > 2, entao:

2n>q(n—2)<=2n—qn+2q>0.

Escolhendo entao
2n —qn+ 2q

0<e<
e < 2%

Com esta escolha de €, temos que

2n

2qe <2n — <= q¢g< —7r——.
qge <2n—qn+2q q_n—2(1—5)
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Portanto, do exposto, resulta que estamos nas condicoes do Teorema anterior para

s=1—¢(n)ep=2.

Assim,

H'==M(Q) — LI(Q).
Resta-nos verificar em que condicoes

s=1—¢n)>0 e n—21-¢)>0.

A primeira condicao acima é satisfeita quando 0 < ¢ < 1 e a segunda é sempre
verdadeira, pois se n > 2, entao n —2 > 0 > —2¢, o que mostra que n — 2+ 2¢ > 0, o que

mostra o resultado desejado. U

Lema 1.3. (Gronwall). Seja m € L'(0,T) tal que m(z) > 0 quase sempre em 10,T| e

seja a > 0. Considere ¢ uma fun¢ao continua de [0,T] em R verificando
t
o(t) <a +/ m(s)p(s)ds, para todo t € [0,T].
0

Entao,

o(t) <a- elo mSds - para todo t € [0,T).

Demonstragao: Ver Brézis [8].
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Proposicao 1.10. Seja (x,) uma sucessao em E. Se verificam as sequintes asser¢oes:
i) x, = x fracoem o(E,F) < (f,x,) — (f,x), VfeEFE.

i) Sex, — x forte, entao x,, — x fraco em o(E, E").

3i) Se x, — x fraco em o(E, E'), entdao ||x,|| € limitado e ||z|| < liminf ||x,||.

41) Se x, = x fraco em o(E,E") e se f, — [ forte em E' entao (f,,x,) — (f,z).

Demonstracao: Ver Brézis [8].

Temos resultados andlogos a proposicao anterior para a convergéncia fraco-*.

Proposicao 1.11. Seja E um espago de Banach separdvel e seja (u,) uma sucessao

limitada em E'. Entao existe uma subsucessao (uy,,) que converge na topologia fraco-*.

Demonstracao: Ver Brézis [8].

Proposigao 1.12. (Teorema da Representac¢ao de Riez-Fréchet). Seja H um espago de
Hilbert. Dada @ € H', existe uma tunica f € H tal que

(p,v) = (f,v) YveH.

Ademais, se verifica

|l = llel|m

Demonstragao: Ver Brézis [8].

Lema 1.4. (Lax-Milgram)Seja H um espago de Hilbert e a(u,v) uma forma bilinear,

27



continua e coerciva. Entdo, para toda ¢ € H' existe um unico u € H tal que

a(u,v) = (p,v); VveEH.

Demonstracao: Ver Brézis [8].

Lema 1.5. (Lema de Du Bois Raymond). Sejam u € L}, (Q) tal que

loc

/Qu(:c) p(x)dt =0, Vee Q).

Entdo uw =0 quase sempre em €.

Demonstragao: Ver Cavalcanti e Domingos Cavalcanti [9].

1 1
Proposigao 1.13. (Desigualdade de Young). Sejam 1 < p,q < +o0o tais que — +§ =
p

1. Entao,

1 1
ab< —-a’+-b!, Va>0,Vb>0.
p q

Demonstracgao: Ver Medeiros e Mello [27].

Proposicao 1.14. (Desigualdade de Minkowski). Sejam 1 < p < 400 e
f,g € LP(Q2). Entao

|’f+g||Lp(Q) < HfHLP(Q) + ||g||LP(Q)‘

Demonstracao: Ver Medeiros e Mello [27].

Lema 1.6. Seja Q C R™ aberto limitado de classe C* e consideremos ¢ € H*(Q)NH}(Q).

Yo <§Z> =7(¢)
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onde ~o : HY(Q) — Hz(T') e v : H2(Q) — H=(T') sdo as aplicagbes usuais traco e trago

da derivada normal.

Demonstracao: Ver Lions [25].

Teorema 1.3. Sob as sequintes hipoteses:

i) Sejam V, H espacos de Hilbert tal que V— H eV = H.

ii) A forma bilinear (u,v) — a(u,v) € continua, simétrica e coerciva em V x V.
Dados ug € V, uy € H e f € L*(0,T; H), existe uma fungdo u que verifica:

iti) we C0,T;V)NnCY0,T; H).

iv) Para todav €V,
%(u(t),v) +a(u(t),v) = (f(£),v)

no sentido das distribuicoes em (0,T).
v)  w(0) = ug, v'(0) = u;

Temos que a solugdo u do problema iii), iv) e v) verifica a sequinte desiqualdade:

du(t)
dt

{a(u(t),U(t)H } S{a(uo(t),uO(t))Jrlul!Q};+/0 £ (5)lds.

Demonstracao: Ver Lions [24].

Teorema 1.4. (Propriedade de Continuagao Ijnica) Assuma que u pertenca ao
espago L*(Q x (0,T)) e sejauma solucao fraca de Ou+v(z,t)u =0 em Q2 x (0,T), (onde
O € o operador D’Alembertiano) tal que T' > diam Q e v € L>(0,T; L™(2)), onde Q2 € um
aberto do R™.
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Entao se w =0 em algum conjunto {x € R"/a(x) > 0} x (0,T), temos que u = 0.

Demonstracao: Ver Ruiz [32].

1.2 O Teorema de Cauchy, Lipschitz, Picard.

Nesta se¢ao, veremos um resultado que nos serd ttil na se¢ao seguinte, quando vamos

caracterizar operadores maximais mondtonos.

Definicao 1.1. Seja X um espaco de Banach e w € R. Definamos o sequinte conjunto:

X, = {u e ([0, +00), E); ||u(t)|| < ce*', para algum ¢ >0 eVt >0} .

Proposigao 1.15. Seja X, é um espago de Banach, onde X, foi definido acima. Entao,
temos que

||ul|x = sup e [[u(t)||z
>0

€ uma norma para X,,,.

Demonstragao: Notemos que se u € X, entao o conjunto
{e[lut)l|e; t = 0F
¢ limitado, pois, note que
e ut)||lp < ce e =¢; Vit > 0.

Afirmo: ||u||x é uma norma em X,,.

De fato,
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i)  Devemos mostrar que se ||u||x > 0 e u = 0 se, e somente se, ||u||x = 0.

Basta mostrarmos que ||u||x = 0, entao, u = 0, pois a outra aplicagdo é evidente.
Com efeito, se

l|u||x =0 = supe “||u(t)||z = 0.
>0
Entao, por definicao de supremo, vem que
0 < e lu®)llp < 0;
o que implica que ||u(t)|| = 0, para todo ¢ > 0.
Portanto, u = 0.

it)  Para todo u € X, e A € R, temos

[Aullx = sup (e™[[Au(t)[|E)
t>0
= [Alsup (e™“||u(t)l|z)
t>0

= Allullx.
iii)  Para todo u,v € X, temos
[lu+vlx < lullx + [[v]][x-

De fato,

stlig)(e_‘”tﬂu(t) +v(@)lr)

Sug(e’mll(u +0)1)l|r)

t<

[lu + vl|x

IN

IN

stglg(e“”tIIU(t)llE +[o(®)]|e)

IN

supe “||u(t)||g + sup e “||v(t)||
t<0 t<0

[Jullx + |[v]]x

31



Mostraremos a seguir que (X, || - ||x) é um espaco de Banach, ou seja, basta provar-

mos que X,, é fechado em C([0, +oc[, E).
Seja {u, } C X, e tal que u,, — u. Devemos provar que u € X,,.

De fato, temos que:

lim w, = u, isto é, liIE llu, —ul|x = 0.
V—T00

v——400

Mas,
[l —ullx = sup {e™"|Ju, —ullp} .
£>0
Assim, dado € > 0, existe 1y € N, tal que para todo v > vy tem-se:
e (JJull = un|]) < e™|luy —ul| <e; Vv =w, t >0,
o que implica que
e (||lul| = lun|]) < Vv > 1, t >0, (1.1)
Contudo, como {u,} C X,; ||u,|| < ce*’, entdo —||u,|| > —ce*™
Dai, substituindo em (1.1) resulta que
e || — .1 < e Y Jul| — ce’ < g;

para todo v > vy, t > 0.

Desta forma,

e ul|| —c<e; VYv>w, t>0.
Face a arbitrariedade de € > 0, temos que
e lul] <c
e portanto ||u|| < ce“".

Segue-se finalmente que u € X, como anseiavamos demonstrar. O
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Proposicao 1.16. Seja F : E — E Lipschitziana, em outras palavras, suponhamos que

exista o > 0 tal que ||F(u) — F(v)|| < allu —v||; para todo u,v € E.

Definamos as aplicacoes

¢: X, —X,
U — Oy
GOu: [0,400) — E

t = (¢u)(t) = uo +/0 F(u(s))ds;ug € E

Suponhamos w > «. Entao ¢ é uma contragao em X,,.

Demonstragao:
i) Mostraremos inicialmente que ¢ estd bem definida.

Lembremos que

X, = {u e C([0, +00), E); |[[u(t)|| < ce**, para algum ¢ > 0 e ¥Vt > 0}.
Seja u € X, e considere
t
(du)(t) = ug +/ F(u(s))ds.
0

Provemos assim que ¢, € C([0, +00), E).

De fato, seja tg € C([0,400), E') e observe que
/0 F(u(s))ds — /0 0 F(u(s))ds
/t F(u(s))ds

6)(t) - GO = \

A IF (u(s))lds.

IN

0
|
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Todavia, sendo F' lipschitziana, vem que F' é continua no compacto [to,t]. Assim, existe

M > 0 tal que ||F(u(s))|| < M. Logo,
[1(u)(t) = (@u) (to)|] < Mt —to] .

Portanto, dado € > 0, existe § = 7 tal que se |t —#y| < J, entdo temos que

(@) () = (¢u)(to)] <€,

o que implica a continuidade de ¢, em t,.

it)  Existe ¢ > 0 tal que ||(¢)(t)]|r < ce*t; para todo t > 0.

Basta provar que ||(¢,)(t)||ze™" < ¢, onde ¢ é uma constante.

Com efeito,

e—wt

H@Wllpe™ < |uo+ /OtF(U(s))ds E
< {luolle + [P llsds e

Como F' ¢ Lipschitiziana, temos que

1E(u(s)) = F(u@))llz < aflu(s) = u(®)]]e.

Tome em particular, u(t) = 0, sendo assim,

1E(u(s)]]e < allu(s)l]z + [|FO0)]]-
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Deste modo,

G0l < u0+l/tF@45»d8 Yo
< {Huo!hﬁ/ |1 F(u HEds}e ot
<

_HWMe“+qumMMue%we“

t
+ /e“’tHF(O)HEe_“tds.e_“t.
0
E por sua vez,
@) Dllge™ < lluollg e +age™ /Hulbe“%
t
+ e“’ti“’t/o [|F(0)||g.e”“*ds
I | t 1
< Nluol|g €™ +04/0 HU(S)HE-ewstJF;HF(O)HE-

Como u € X, o integrando da segunda parcela da ultima desigualdade é finito, logo

H(¢u)(t)||E e < C onde C é uma constante.

Portanto,
(@) (D)l < Cee,

o que mostra que ¢, esta bem definida.

i1i) ¢ é uma contracao, desde que w > a.
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Sejam u,v € X, e consideremos;

6)(®) = ()OI =

< AHFW@D—Fwwm%

< o [ i) = s)lds

A(F@@»—F@@»w

(1.2)

Contudo, como u,v € X, temos que a diferenca entre v e v também pertence a X,

pois, (u —v) € C([0,+00), E) e portanto,
u®)]] < coe” e [[v(B)]] < cse™.
Mas, por outro lado,
[lu = vllx, = sup(e™||(u — v)(®)|])-
£>0

Portanto, e™*||u(t) — v(t)|| < ||u — v||x, e assim, tem-se que

lu(t) = v < e'fJu = vllx,; V=0

Da desigualdade anterior e de (1.2), podemos escrever:

wmxw—wamusmw—meﬁeww.

Todavia,

Assim,
1@)(t) = @O < Zllu = vllx. (e 1),

Mas, w > a > 0, entao —wt < 0.
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Logo, e < 1, o que implica que
et —1<0< e,

wt

Desta forma, multiplicando a equagao (1.3) por e " e usando a desigualdade acima

resulta que

L= o] x, e e
w

1(6u)(8) = (@) )] €™

IN

(0%
= Zju-rllx..

Deste modo,

sup (|[(0u)(t) = (¢u) D)) < allu —vl|x,,

>0

ou seja,

6w = 0ull < alfu —vl|x,.

Como por hipétese, 0 < o < w, em outras palavras, & < 1, obtemos enfim, que ¢ é

uma contragao. U

Teorema 1.5. (Cauchy, Lipschitz, Picard) Seja ¢ : X, — X, definida como nas
proposicoes anteriores. FEntdo o unico ponto firo de ¢ em X, € solucao do problema

inicial no espago de Banach E :

u'(t) = Fu(t); VE>0

u(0) = g

Demonstragao: Notemos de antemao que u(t) é solugao do problema de Cauchy, se e

somente se, u(t) = ug + fot F(u(s)ds.
Por outro lado, recordemos que
X, = {u e C([0,+00), E); [[u(t)|| < ce*’, para algum ¢ > 0 e Vt > 0},
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e (Xu,]|| - ||x) é Banach.

Também,

o: X, =X,
u = Oy
Gu: [0,+00) — E

b e (6u)(t) = o+ / F(u(s))ds; uo € E,

onde, I' : E — FE é Lipschitziana, com constante de Lipschitz igual a «. Se acaso tomarmos

w > «, vimos pela proposi¢ao anterior que ¢ é uma contracgao.
Assim, usaremos o Teorema do Ponto Fixo de Banach que passamos a recordar:

"Seja X um espaco métrico e consideremos S : X — X uma aplica¢do, onde se
d(Svy, Sve) < kd(vy,vs), para todo vi,vy € X com k < 1; entao existe um unico u € X,

onde Su =u.”

Assim, existe unico u € X, tal que ¢, = u. Sendo assim, existe tnico u € X, tal que
u(t) = ug + [, F(u(s))ds.
Segue-se deste modo que o unico ponto fixo de ¢ em X, é solucao do problema do

valor inicial no Espago de Banach F :

u'(t) = F(u(t)); Vt>0

u(0) = ug
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1.3 Operadores Maximais Monétonos - O Teorema

de Hille Yosida

Seja H um espago de Hilbert sobre o corpo dos reais. Detotemos por (-,-) e | - |, respecti-

vamente, o produto interno e a norma em H.

Seja A um operador n ao limitado sobre H: A: D(A) C H — H, entao temos:

Definig¢ao 1.2. Dizemos que A € um operador mondtono se para todo v € D(A) tivermos

(Av,v) > 0.

E ainda, A € dito operador maximal mondtono se
R(I+A)=H

1sto €,
VfeH Jue D(A) tal que u+ Au = f,

onde R(I + A) denota a imagem do operador I + A.

Proposicao 1.17. Seja A um operador mazimal monotono sobre H, entao temos:

i) D(A)=H.
i) A € fechado.
i) YA > 0,(I + NA) € bijetor de D(A) sobre H e (I + NA)™! € limitado com

(1 4+ AA) e < 1.

Demonstracgao:
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i) Seja f € H onde (f,v) = 0 para todo v € D(A). Mostremos que f = 0. Usaremos

uma aplicacao do Teorema de Hanh-Banach que passamos a recordar:

Lema 1.7. Seja E um espago vetorial normado e F' um subespago vetorial de E. Se para
toda f € E' tal que (f,x)=0 para todo x € F se tem f =0, isto é (f,x)=0 para todo
r € E, entdo F=E.

Demonstracao: Demonstracio (ver Brézis [8]). O
Com efeito, existe vy € D(A) onde vy + Avg = f, pois A é maximal mondtono. Assim,
0 = (f,v0) = (vo + Avg,v0) = (vo, vo) + (Avg, vo) >| vo |?,
ou seja, 0 >| vo |? , o que nos diz que vy=0, logo,

f:UO—f-A’Uo:O—f—AO:O.

i)  Note que para todo f € H existe tinico u € D(A) tal que

u+ Au = f. (1.4)

Com efeito, tome u outra solugao. Assim temos:
u+ Au = f. (1.5)

Fazendo produto escalar da diferenga entre as duas equagoes (1.4) e (1.5) com (u —u),
temos:
0 = (0,u—n)
= (u—u+Alu—1),u—7)
= Ju—7 " +(A(u—a),u—71)) >|u—71 |
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pois (A(u — @), u — ) é ndo negativo. Logo,
lu—u|l=0su—u=0u="1,

o que prove que o operador I + A é bijetor de D(A) em H e portanto o operador inverso

(I+A)~' de H em D(A) faz sentido.

Por outro lado, notemos que,

(f,u) = (u+ Au,u) =| u |* +(Au,u) >|u |*.
Pela desigualdade de Cauchy-Schwarz, temos
[l > ()] =] w
Para u # 0 resulta que

f ), (1.6)

o que trivialmente verdadeiro quando v = 0. Tendo em mente que u = (I + A)~'f, vem
através de (1.6), que o operador f +— u denotado por (I + A)~! é um operador linear
limitado de H em H, pois

[T+ A Il

|I+4)~1
1]

o que implica, para f # 0, que < 1. Tomando supremo, obtemos

I(I+A)7 <1

Mostremos agora que A é fechado. Primeiramente recordemos que um operador

A:D(A) C H — H é dito fechado se G(A), (isto é, o gréfico de A) é fechado em H x H.

Seja u, € D(A) onde u, — u e A(u,) — f. Logo,usando propriedade da soma de

duas seqiiéncias convergentes temos
(I + A, =up + Alup) —u+ f
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e entao,

= (I +A) " (u+ f).
Mas, u,, — wu e assim, pela unicidade de limite, temos
(I+ A (w+ )=
o que prova que u pertence a D(A) e, além disso, que Au=Ff.

i41)  Suponhamos que para algum Ay > 0 tenhamos R(I +  \gA)=H, (onde R é a imagem

do operador em questao). Mostremos que para todo A > % teremos R(I + \gA)=H.

De fato, pelo item ii), temos que para todo f € H existe um tnico u € D(A) satisfzen-
do u+ AgAu = f, onde o operador f + u é designado por (I + Xo) te || (I+ )t [< 1.

Para tanto, basta resolver a equagao abaixo:
u—+ NAu = f com \ > 0, (1.7)

ou equivalentemente, somando e subtraindo os termos %u e Ao Au, temos

A A
u+)\0Au:Tof+<l—T0>u. (1.8)
De (1.8) resulta que u é solucao de
A A
u=(I+X)" {Tof +(1-— Xo)u} € D(A).

Assim, fazendo uso do Teorema do Ponto Fixo de Banach, cujo enunciado estd na

demonstracao da proposigao (1.5) definamos o seguinte operador:

Ly :D(A) — H

u — Lp(u) = (I + XA {% + (1 - &)u]
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o qual provaremos ser uma contragao. Com efeito,

1Ly (ur) = Ly (us)]

A A A A
= H(HAOA)l HH (1— Toul)] — (T + XA)! HH (1- T0“2>] H
_ A
< I+ 20 Y| 1_70 ||y — us|
A

< |1 22| s = vl < s = el

——

se <1

Observe que desejamos que }1 — %‘ < 1, o que ¢ verdade se e s6 se \ > %

Seja A\ > % Notemos que o mesmo resultado permanece vélido com A1, ou seja, para

M o

A > —.
2>22

Por inducao, vale para todo n € N, e portanto, vale para todo A > 0. Isto prova que o

operador I + AA é sobrejetivo, conforme queriamos demonstrar. O

Definicao 1.3. Seja A operador maximal mondtono. Se entdo ponharmos para todo

A>0Jy= T+ M) eA = %([ — J)). Denotaremos Jy o resolvente de A e Ay a

reqularizacao Yosida de A. Note em particular que HJ,\H]L(H) <1

Proposicao 1.18. Seja A um operador mazimal mondtono. FEntdo se verificam as

sequintes condicoes:
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a;) Ax=A(Jy); Vv e H eVYA>0.

az) Ay = Jx\(Av); Vv € D(A) e VA > 0.
b) |Ax < |Av|; Vv e D(A) e VA > 0.

¢) limy_oJyv =v;Yv € D(A) eVA>0.
d) limy_ov= Av; Vv € H.

e) (Axy) >0;Yve H eVA>0.

) AN S%M;VUGH eVA>0.

Demonstracao: a;) Note que v = (Jyv) + AA(J)). Com efeito, temos que
v=((Jy) + ML) (v) = T+IA)7(v)+ I A+ A) " (v)

= (I+ XA +)2A)(v)
= I+ M)+ )\A)‘l(v).

Logo, isolando (.J)) na equagdo acima e em seguida aplicarmos o operador A em ambos

os membros da igualdade resulta que

AGR) = 10— () (0) = 50— (1)) = Ax(0): Yo € H e YA >0
ay)  Veja que
Av = % (T4 A)0) =] = = (T4 A)®) = (I+AA)  Ja(v)
——

(I+XA)~1(v)

_ %(1 +AA) (v — Jy(v)).
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Assim, aplicando J, em ambos os lados da igualdade obteremos que

T(v) = (I +24)" = %@ — J(0)) = Ay Vv € D(A) e VA > 0.

b) Por ay), temos que

|Ayv| = [Ja(Axv)| < |Av],

pois Jy = (I + X\)7! é um operador continuo, ou seja |Jy(v)| < |v|, para todo v € D(A)

(isto decorre da proposigao anterior). Desta forma obtém-se
MAyv| = v — Jy(v)] = | (I + XA)(v)| < v+ MNAv — v| = M| Av|,
sendo assim, veja que obtemos que

|Ayv| < AAv|; Yo e D(A) e VA > 0.

¢)  Suponhamos inicialmente que v € D(A), entdo por b) temos que
v — Jx(v)| = A|Axv| < AJAv|,

logo, limy ¢ Jy(v = v.)

Passemos a seguir para o caso geral. Sejav € H e ¢ > 0. Como D(A) = H, ja que A

¢ maximal mondtono, existe v; € D(A) tal que |[v —vy| < e.

Assim,

[Ia(v) —of < [Ia(©) = Ia(v)| HIa(v)] + Jor = o]

g

<|v1—v|

< o=l + |[Ia(v) — o] F|vr =]
—_——

<e, POIS veD(A)
< e+42lv —v| < e+ 2 = 3e.
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Tomando o limsup na desigualdade anterior temos o seguinte fato:

limsup |J(v) — v| < limsup 2e + limsup |Jy(v; —v)| =2¢; Vv € H.

—0 . A—0 .

g

—0, POIS v1eD(A)

d) Por ¢) e ay) facilmente vem que

Av :) }\ILI[I)J)\(A(U)) :) }\IL%A)\’U;VUED(A).
c a2

e) Temos que

(A)\Uu U) = (AAU,U — Hhv+ JAU)
= (A)\U, vV — J)\U) + (A)\U7 ‘]AU)
= (A)\U, )\A)\'U) + (A(J)\/U)a J)\Ul :

"'

AN POT as)

Isto nos leva a crer que

(A)\U,U) = /\|A)\U’2 + (A(J)\U), J)\U) Z >\|A>\‘2 Z 0.
N———

4 é mondtono

f)  Pela dltima desigualdade obtida em e) temos que

NAw? < (Ayw,v) < | Ayv||v]
——
por Cauchy-Schwarz

Se|Ayv| = 0, a desigualde é satisfeita.

Agora, se |Ayv| # 0, entdo, Multiplicando a desigualdade obtida acima por m
teremos
1
[Axe] < 5ol
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Teorema 1.6. (Hille-Yosida)Seja A um operador maximal mondtono em um espago de

Hilbert. Entao para todo ug € D(A) eziste uma tunica fungdao

u € C*([0,+00); H) N C([0, +00), D(A))

tal que
du(t
Z§)+Au:0; Vi>0
u(0) = ug
Ademais, se verifica:
du(t
0] < ol ¢ |42 = 14u0)] < 4wl ¥ 2.

onde D(A) é um espago de Banach para a norma do grdfico:

[ullpay = |u| + [Aul.

Demonstragao: Primeira etapa:(Unicidade)

Sejam u,u duas solugdes de (1.9). Logo, temos

du(t)
dt

= —Au(t); Vt>D0.

du
Uy = —Aa(b); .
(0 a(t); V>0

Subtraindo as equagodes (1.11) e (1.12), teremos o seguinte fato:

d _ —
S (u—10) = —(A(u—1)).

(1.10)

(1.11)

(1.12)

Com a igualdade obtida acima, fazendo o produto interno com (u — ), resulta que

(o
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Lembremos que se ¢ € C'([0,+00); H), entdo || € C([0,+00);R) e Llp]* =

2(%@, ¢). Assim, por este fato, vamos obter que

o que nos diz que

d — (V|2
EM@ —a(t)]* <0.

Isto nos leva a afirmar que a aplicagao t — |u(t) — u(t)| é decrescente sobre [0, +00).
Como, [u(0) —u(0)] = 0 e sendo [u(t) —u(t)| > 0 e do fato que esta é decrescente,

resulta que |u(t) —w(t)| = 0, para todo ¢t > 0, portanto, u(t) = u(t).

Para demonstrar a existéncia de u, vamos substituir A pela sua regularizacao de Yosida

Ay, no qual se estabelecem diversas estimativas independentes de \.

Seja uy a solucao do seguinte problema:

d
ﬂ(t)—FA)\’U,)\:O; Vt>0
dt (1.13)

ux(0) = up em D(A)

Observe que como H é espaco de Hilbert é um espaco de Banach e pela proposicao

(1.3), item f), temos:

1
|Ayu — Ayo| < |Ax(u —v)| < X|u—v].

Assim, estamos nas condigdes da proposigao (1.5). Entao, aplicando no caso F' = —A,,

resulta que u, existe.

Segunda etapa: Cumpre-se a seguinte estimativa:

d
'%U’\(t)‘ = [Ayux(t)| < |Aup|VE >0V A > 0. (1.14)
Tal desigualdade decorre imediatamente do seguinte lema:
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Lema 1.8. Seja w € C'((0,+00); H) wma fungao que verifica:

d
ot Ayw =0 (1.15)

Entao as funcgoes

ool et |Sul)] = 1w

s@o decrescentes sobre [0, 400].

Demonstragao: Tomando produto escalar com w em (1.15), obtemos que

iw, w) + (Ayw,w) = 0.

(dt
. . o 1d 9
Seguindo os mesmos passos feitos na primeira etapa teremos que §£lw(t)\ < 0. Logo, a

fungao t — |w(t)| é decrescente sobre [0, +o00].

Por outro lado, como A, é um operador linear limitado (continuo), por (1.15) temos

w € C*, pois,

%w(t—i—h) B %w(t) _ |A/\w(t+h2 Ayw(t)]
1wt h) — ()
- A h
< le =€
~ h

ja que w é continua. Repetindo este argumento infinitas vezes, temos que w € C*. E

d (d d

Note que desta forma, seguindo o mesmo raciocinio anterior, resulta que

assim,
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ou seja,

Y

-

dt

¢ decrescente em [0, 400). O

Portanto,

d U)\(Zf)
dt

‘ = [Ayua(t)] < [Auol;VE > 0;A > 0,

dux(t)

2= = |Axux(t)] é decrescente.

pelo fato que a aplicagao t —

Terceira etapa: Mostraremos que para todo ¢ > 0, u,(t) converge, quando A — 0 a um

limite u(t). Ademais, esta convergéncia ¢ uniforme em ¢ sobre cada intervalo limitado
[0,].

Com efeito, sejam, A, i > 0. Repetindo o mesmo artificio usado nas etapas anteriores,

obteremos que

duy, du
W—d—;-FA)\u)\—AMu#:O,
e ainda,
1d 9
2dt [ux — uy|” + (Anux — Ay, uy —uy,) = 0. (1.16)
Como,
(Ayuy — Ayug,uy —uy,) = (Auy — Ayuy, uy — Hhuy + Hhuy — Ju, + Ju, —uy,)

= Ayuy — A“uu,\(u,\ — J)\u,\)l—\(uu - JHUHZ

wV '
AAxuy pAp U

+ Ayuy — Ayuy , Jyuy, — Juy,
—_——

A(Truy )= A(uuy)
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= (A)\u,\ — A“UW )\AXU/)\ - :U’A#uﬂ)
+ \(A (ux — Juuy) , Jauy — Juuu)l

g

>0

> (Axuy — Apuy, Myuy — pA,uy,)

Assim,

(A,\UJ)\ — A,uu#, )\A)\U)\ — ,LLAMUM) Z (A)\UJ)\ — Auuu, )\A)\u/\ — ,LLANUH) (1.17)

Logo, de (1.14), (1.16) e (1.17), teremos:

1d
ST ux — | = — (Ayun — Ay, uy —uy,)
< = (Anun — Ayuy, AMAyuy — pAyuy,)
< —{/\|A,\u>\|2— (A + 1) [Axus| |Auuu|+M|Auuu|2}
= (A + ) [Asun| [Ayu,l _i\‘A/\uAF"’N‘Auqu
>0
< (A +p) [Asua| Ay,
< (2A+ ) [Anua| [Auuy
< 2(A+p) |AU0|21‘
(1.14)
Assim,
1d 2 2 2
¥ [ux — uul” < 20X+ p) |Aug|” |Augl” .

Integrando a ultima desigualdade, teremos:
fur — waf* < 40+ )t | Aug));
ou ainda,

uy — Uyl < 24/ (A + p)t|Augl . (1.18)
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Observe que se tomarmos ¢ € [0, 7], na desigualdade anterior vem que

Jux = w| <20/ (A + it [Auo| < Jun = up| < 20/ (A + p)T | Augl -

Ao tomar o méximo na desigualdade anterior, temos:

max [uy — u,| < |uy — u,| < 2/ (A + ) VT |Aug| — 0,

te[0,7

quando A, — 0. Isto nos diz que {uy(¢)} é de Cauchy em C°([0,T]; H), o que é possivel,
gragas ao fato que ug € D(A) e este é denso em H. Denotando este limite por u(t), temos

que esta convergéncia é uniforme em t sobre cada compacto [0, 7.
Quarta etapa: Suponhamos que uy € D(A?), isto é, ug € D(A) e Aug € D(A). Entao
“Lux(t) converge uniformemente sobre cada intervalo limitado [0, 7.

Com efeito, ponhamos v, = %u,\, de forma que %v,\ + Ayvy, = 0. Como na terceira

etapa, resultara que:

Sl =l < O Al A = (M A + el A, )
< (A4 ) [ Ay [Apu] + X Axun* + p | Ay
= (I + [Auval) - (A + 1 Apv,l)
ou seja,
1d ,
2 lox = vul” < ([Axa] + [Auvu]) - (A Axoa] + ] Auv,l) - (1.19)

Segundo o lema (1.8) temos que

’A)\U)\‘ S ‘A/\'U)\(O)’ = ‘A/\A)\UO‘ . (120)

|Apv] < |Aw,(0)] = |ALAuuol . (1.21)
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Como Aug € D(A) resulta da proposicao (1.3), item az) que
A)\A)\UQ == J)\AJ)\AUO == JAJ)\AAUJO == JfAQUO,
e por conseguinte,

|A)\A>\UJ0| S |A2 |A)\AMUO| S ‘AQUOl (122)

Combinando (1.19), (1.20), (1.21) e (1.22) resulta que

1d

SpAL val? <200+ p) | A2uo|” | Aug)*.

Ou ainda,
th ‘U,\ Ol [ox — val < 20/ (A + p)t | APuo| t > 0.

Da mesma forma que na terceira etapa, tomando o maximo da desigualdade anterior vem

que

max vy — v, < 24/ A+ \/_|A2u0’ — 0,

t€[0,T]
quando \, i — 0. Isto nos garante {vy } ¢ de Cauchy em C°([0, T]; H), no qual denotaremos
tal limite por v. Da mesma forma que na etapa anterior, v)(t) converge para v quando ¢

tende a 0, para todo ¢ > 0 e uniformemente em ¢ sobre cada compacto [0, 7.

Assim, da terceira e quarta etapa obtemos;

u, — u em C°([0,T); H) — L*(0,T; H) — D'(0,T; H) (1.23)
d dv 0 9 ,
%unﬁgemc([O,T];H)<—>L(O,T;H)<—>D(0,T;H) (1.24)

De (1.23) temos que Zu, — 4u em D'(0,T;H) e de (1.24) temos que %u, — v em
D'(0,T; H).
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Pela unicidade do limite em 7', obtemos que 4 = v em D'(0,T; H).

Quinta etapa: Existe uma solugao de (1.9) e se supoe ainda que ug € D(A?).

Com efeito da etapa anterior, se sabe que para todo T' < 400 tem-se:

uy — u(t)
dur(t)  du(t) (1.25)
adt

Onde estas convergéncias sao uniformes em [0, 7]. Podemos escrever (1.13) da seguinte

forma;
d
0 = Eu,\(t) + A)\U)\(t) (126)
duy(t)
< # + A (). (1.27)

(1.3),a1)

Note que Jyuy(t) — u(t). De fato,

|J>\u,\(t) — U(t)| |J>\U)\(t) — J)\U(t) + J)\U(t) — U(t)|

IN

| Jua(t) — Ju(t)| + [Iau(t) — u(t)]
< lux(t) — u(t)| + [Jyu(t) — u(t)] — 0,

~—
Jy é limitado

isto mediante o fato que u, converge uniformemente para u e a proposi¢ao (1.3).

Aplicando o fato que o grafico de A é fechado, por (1.26), temos que u(t) € D(A),

para todo ¢ > 0 e assim, Su(t) + Au(t) = 0.

Por tltimo, como u € C'([0, +o0]; H), a fungao ¢ — Au(t) é continua de [0. + oo,
pois, se

tp, —t e u(t,) — ul(t)
= Au(t,) — Au(t).
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Assim, u € C([0, +o0[; D(A)).

Desta forma, obtemos solugao de (1.9) que cumpre |u(t)| < |Aug|,para todo ¢ > 0.

Para terminarmos serd necessario o seguinte lema:
Lema 1.9. Seja ug € D(A), entdo para todo e > 0, existe Uy € D(A?) tal que |u — ug| < €
e |Aug — Atp| < e. Dito de outro modo, D(A?) é denso em D(A) (Para a morma do
grafico).
Demonstracao: Seja iy = Jyug de modo que Uy € D(A) e Ty + NATy = up.
Pelo fato que Ty, ug € D(A) temos que Aty € D(A), ou seja, Uy € D(A?).
Por outro lado, sabemos pela proposigao (1.3) que
Aﬂo = AJ)\UO = A/\UJQ = J)\’LLO
e os seguintes limites
lim |Jyug — up| = 0, lim |JyAug — Aug| = 0.
A—0 A—0

Escolhendo A > 0 suficientemente pequeno vamos obter a conclusao do lema. U

Sexta etapa: (Conclusao) Seja ug € D(A). Em virtude do lema anterior, existe uma

sucessao ug, C D(A?) tal que up, — ug e Aug, — Aug.

Da quinta etapa sabemos que existe uma solucao u,, e u,, dos seguintes problemas:

duy(t
L() + Au, =0; Vt>0
dt (1.28)

1, (0) = ug, em D(A?)

dum(?) + Au,, =0; Vt>0
dt (1.29)

U (0) = ugy, em D(A?).
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Temos que (u, — u,,) é solucao e fazendo a diferenca entre as equagoes (1.28) e (1.29)

teremos:
d
a(un — U, ) (t) + AUy, — Up,) =0; VE>0
(Un, — U )(0) = oy — Uom em D(A?).

E ainda se verifica,

[Uun(t) — ()] < |tuon — vom| — |ug — ug| = 0.

d d
%un(t) - %um(t) < |Aug, — Augm| — |Aug — Augl =0,  quando m,n — +oc.

Logo u,(t) — u(t) e Lu,(t) — Lu(t) uniformemente sobre [0, 400].

Desta forma, se u,(t) — wu(t), entdo
Auy,(t) — v(t)

Como A é fechado, u(t) € D(A) e v(t) = Au(t).

Mas, veja que
iu (t) iu(t) = Au(t)
dt " a7 ’

Portanto, v(t) = Au(t), o que nos diz que
u € C([0, +oo[; D(A)),

obtendo finalmente (1.9). O
Observacao 1.1. Seja A um operador mazximal mondtono e A € R. Considere o sequinte
problema
du
— + Au+ A u=0; em[0,+00]
dt (1.30)
u(0) = wuo.
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Multiplicando (1.30); por e teremos

d At At _
o () + A (M) = 0. (1.31)

Denotando v(s) = e*u(t), obtemos que v verifica

d
d_: +Av=0; em [0, +oo]
v(0) = uy.

Assim, resolver (1.30), se reduz a resolver (1.9) gragas ao artificio (1.31).

Regularidade:

Completaremos agora o resultado do Teorema de Hille-Yosida (1.6), onde vamos obter
uma solugao u mais regular (pois no Teorema (1.6) obtemos somente que a soluc¢do u €

C*([0,T); H)) com devidas hipéteses suplementares sobre o dado inicial w.

Para tal, define-se por inducgao ,0 espago
D(A®) = {v € D(A*); Av e D(AFN)}, VE > 2.

Mostremos que D(A*) é um espaco de Hilbert com o produto escalar

k
(U, U)D(Ak) = Z(AJ u, Al U)

J=0

e a norma associada )
k 2
[ulpary = (Z |A]U\2> :
j=0

Com efeito, seja {u, },en uma sucessao de Cauchy em D(AF) e consideremos 1, v € N

com v > L.

Assim,

k
Uy — Uuﬁ:)(Ak) = Z | AT, — A7 uu|2 —0
=0
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quando v, u tendem ao infinito.

Resulta que

{A7y,} éde Cauchy em H; j=0,1,..,k.
Logo, para cada j € {0,1,...,k}, existe u; € H tal que

lim A’wu, —wu; em H.

v—+00

Agora, 0 nosso préximo passo é mostrar que ug € D(AF).

De fato, sendo A fechado vem que

ug € D(A) e Aug = uy.
Pelo mesmo motivo, decorre que
u; = Aug € D(A) e A% ug = uy.
Entao, se agirmos por recorréncia, vamos obter que
uj 1 = A" ug e D(A) e Auy=uj; j=1,2,..,k

o que prova o desejado.

Teorema 1.7. Suponhamos que u, € D(A*) com k > 2. Entao a solucio u do problema

(1.9) obtida no Teorema de Hille-Yosida se verifica e ainda

ueck*j([oj_k()o);D(Aj)); j:01,2,/{3

Demonstragao:  Suponhamos inicialmente k& = 2 e considere o seguinte espaco de

Hilbert H1 = D(A) (§ Al =A: D(Al) = D(Az) — Hl.

Veja que Aju = Au, para u € D(A;) e D(A;) = D(A?) = {v € D(A); Av € D(A)},
onde

<u>v)H1 = (U,U)H + (Au7 AU>H |u|%{1 = |U|H + |Au|%{
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Mostremos que A; é maximal mondétono em H;.
i) A; é mondtono em Hy:

Para u € D(A), temos:

(Aru, w) piayy = (Au,u)pazy = (Au,u)p + (A%u, Au) g
= (Au,u)g + (A(Au), Au)y > 0,

pois, A é mondétono.
i1) A é maximal:

Devemos mostrar que para todo f € Hy, existe v € D(A;) onde u + Aju = f.

De fato, tome f € D(A) C H. Sendo A maximal, existe v’ € D(A) tal que
u 4+ Au' = f.

Como v/, Au' € D(A), segue que Au' € D(A). Disto decorre que v’ € D(A;). Entéao

Aju’ = Ad/, o que mostra que
u' + Au =o' 4+ A = f,
logo A; é maximal.

Assim, aplicando o Teorema de Hille-Yosida ao operador A; no espaco Hy, existe uma

funcao
u € C*([0,+00); H) N C([0, +00); D(A;))
tal que
d—u—i-Alu:O em [0, +00)
dt
u(0) = up.

Em particular, u satisfaz (1.9) e em virtude da unicidade, esta é uma solugao de (1.9).

Falta somente mostrar que u pertence a C*([0, +00); H).
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De fato, vejaque A € L(Hy, H) eu € C'([0.+00); Hy), temos que Au € C*([0, +00); H)

%%AU)ZA(%$>. (1.32)

Aplicando (1.9), temos que ¢ € C'([0, +00); H), ou seja, u € C*([0,+00); H) e

d (du
Ry By
ﬁ(ﬁ)+

Passemos agora para o caso geral k£ > 3. Usemos inducgao sobre k. Assim, suponhamos

(C;_g) — 0 em [0, +o00); (1.33)

que tal fato seja vélido para k — 1 e tomemos ug € D(A*).

Pelo que foi visto anteriormente, uma solugao de (1.9) pertence ao espago C*([0, +00); H)N

CL([0,+00); D(A)) e u verifica (1.33).

Pondo v = 2% obtemos que v € C'([0. 4 00); H) N C([0,+00); D(A)) e

d
d_;b +Av=0 em [0,+00)
du
v(0) = E(O) = —A(u(0)) = —Awup.
Assim, v é uma solucio de (1.9) com dado inicial vg = —Awug. Como vy € D(A* 1),

pela hipotese de indugao temos que

v e ([0, +00); D(A)); j=0.1,... . k-1, (1.34)

isto é,

u € C* ([0, +00); D(AY)); §=0,1,...,k—1.
Finalmente, resta-nos mostrar que
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u € C([0,+00); D(A")). (1.35)

De fato, aplicando (1.34) com j = k — 1, se obtém que

fl_j — v € O([0, +00); D(A*1)), (1.36)

Como pela equacao (1.9), Cfi—:j = —Au, entdo de (1.36), temos que Au € C([0, +00); D(A*1),

ou seja, obtemos (1.34). O

O Caso Auto-adjunto:

Seja A : D(A) C H — H um operador linear ndo limitado com D(A) = H. Se temos

a identificacao H' ~ H, pode-se considerar A* como um operador nao limitado em H.
Definicao 1.4. Dizemos que A € simétrico se
(Au,v) = (u, Av); Vu,v € D(A);
A € auto-adjunto se A* = A e D(A*) = D(A).

Note que todo operador auto-adjunto é simétrico. Porém, se A é maximal mondtono,

temos a reciproca.

Proposicao 1.19. Seja A um operador mazimal mondtono e simétrico. Entao A é auto-

adjunto.

Demonstragao: Seja J; = (I + A)~!. Mostremos primeiramente que .J; ¢ auto-adjunto.

Observe que é suficiente provar que

(Jru,v) = (u, J1v); Yu,veH (1.37)
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posto que J; € L(H).

Assim, ponhamos u; = J; u,v; = J; v, onde

w+Auw, = Jjut+AJu

= Jiu+Au
= u.
Logo,
w +Au; =u
V1 + A’Ul = .
Como A é simétrico, temos que (uj, Avy) = (Awug,v;). Sendo assim, compondo a

primeira equacao do sistema acima com v; e a segunda por u;, vem que
(U, Ul) - (Uw ul)

obtendo (1.37).
Agora seja u € D(A*) e ponhamos f = u + A*u.
Veja que
(f,v) = (u+ A"v)
= (u,v)+ (A" u,v)
= (u,v+ Av), Vove DA
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(f, Jiw) = (u+ A%u,J;w)

u, Jyw) + (u, A Jy w)

u, Jyw) + (u,w — Jyw)

(
(
= (u, Jyw) + (u, A w)
(
(u,

w); Ywe H.
Com isto,
(S fyw) = (f, Jfw) = (f, hw) = (u,w); YweH,
o que nos diz que u = Jy f e assim u € D(A), logo, D(A*) = D(A), o que mostra que A

¢ auto-adjunto. O

O teorema que veremos a seguir, difere do Teorema de Hille-Yosida, pois o dado inicial
. / / ~ / . du(t
uy € H, ao invés de uy € D(A). Porém, sua conclusao é mais fraca, porque % pode

ocasionalmente explodir quando t — 0.

Teorema 1.8. Seja A um operador mazimal mondtono, auto-adjunto. Entdo, para toda

uy € D(A), eziste uma tnica solugdo

u € C([0,+00); H) N C((0, +00); D(A))

tal que
%+Au_0 em (0, +00)
u(0) = up.

Ademais, se verificam

du(t)
dt

@) < Juo| e \



com

u € C*((0,400); D(AY)); Vk,l€N. (1.38)

Demonstragao: Unicidade: Os passos sao os mesmos feitos na unicidade do Teorema
de Hille-Yosida.

Existéncia.

Primeira etapa:

Suponhamos inicialmente que uy € D(A?) e u seja solugao de (1.9) obtida no Teorema

de Hille-Yosida. Estabeleceremos a seguinte estimativa

‘du(t)

1
< - : . .
- '_tyuo|, Vi >0 (1.39)

Pela proposigao (1.19), temos que J; = (I + A)~! é auto-adjunto. Seguindo o mesmo
raciocinio da proposigao citada acima, obtemos que J; = Jy e Ayx = A, para todo

A > 0.

Fazendo uso da aproximacao utilizada no Teorema de Hille-Yosida, obtemos:

W—I—A)\U)\ =0 (1.40)

em (0,400) e uy(0) = up.

Assim, em (1.40), fazendo o produto escalar com uy e em seguida, integrando sobre

/OT (ducgt(t),ux(t)) dt + /OT(AUA(t)aUA(t))dt = 0;

integrando por partes a primeira integral da equacao acima, resulta entao

[0,T7], temos:

%|“*<T)‘2+/o (A (1), ur (1))t = ol (1.41)

64



Agora, fazendo o produto escalar de (1.40) com ¢ d“d—kt(t) e apds isto, integrando sobre [0, 77,

vem que
Tldunt) |? 4 duy(t)
tdt A t tdt = 0. 1.42
[ ]he, +/0(uA<>, dt) (1.42)
Note ainda que
d duy(t duy(t
%(A)\UMUA) = [ Ayua(t), dAtU + [ Axua(t), dAt()>

Observe que pela integracao por partes, temos

/OT (AU)\(t)7 dud)\t(t)) tdt = l/oTi[(Au)\@),U)\(t))]tdt

2 dt

_ %{t(AUA(t)auA(t))‘g_/(; (A“*“)’“*(t))dt}

1 I
= i(Au,\(T),uA(T))T—i/ (Aux(t),ux(t))dt(1.43)
0
Por outro lado, como a fucao ¢ +— d“d—*t(t) ¢ decrescente (lema (1.8)), obtemos
T 2 2 2 T 2 42
/ dur(®) ", . _ |du(T) T__/ dldn@)|"
0 dt dt 2 o dt| dt 2
>0
duy(T)|* T?
> di) - (1.44)
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Combinando (1.42), (1.43) e (1.41) se chega que

_/OT duc;t(t)r i /OT (Aw(t),dugt(t)) Car

— %(AuA(T),u,\(T))T—%/O (Aux(t), ur(t))dt

1 1 1
= ol + Zlus®) + S(Au(T), un(T) T,

E de (1.44), da estimativa acima, obtemos

_/T dU)\(t) dU)\(T)

2 2
T2
——=| tdt —
\ i
Multiplicando a ultima desigualdade por 2, resulta que

dt 2

1

1, 5 1 9
— _Z‘u()’ —i—Z]u)\(t)\ +§(Au)\(T),U>\(T))T~

1, 1 ) duy(T)|” T?
— > —|uy(t Auy(T T+ | ————| —
Sl > S + Au(T),un(T) T+ | Z2 ] S
o [dua(T) ‘T |
- dt 2
logo,
— < = ;o VT > 0. 1.45
0] < Ll (145
Assim, se conclui (1.39) passando o limite quando A — 0 (note que dd% — ‘fl—;‘ gracas a

quinta etapa da demonstragao do Teorema de Hille-Yosida).

Segunda etapa:

Suponha agora que uy € H. Seja {ug,} uma sucessao em D(A) tal que ug, — uop

(lembre-se que isto é possivel, porque D(A) = H).

Seja u,, a solucao da equacao

du,
dt

un(0) = ugp.

+Au, =0 em [0,+00)
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Sabemos do Teorema (1.6) que
un(t) = un ()] < [uon — vom|;  Vm,n;t > 0;

e da primeira etapa que

D) Al ) = )
< Fluat) = tn(t)
< %|u0n(t)—u0m(t)|, Ym0,

dun
dt

donde u,(t) converge uniformemente a um limite u(¢) sobre [0, +00) e converge uni-

formente sobre cada intervalo [d,400),d > 0 (a desigualdade anterior justifica porque ¢

nao pode ser nulo). Assim, pela arbitrariedade de d, obtemos que
u € C([0,+00); H) N C*((0, +00); H).

Como A é fechado, temos que G(A) = {(u, Au); u € D(A)} é fechado, assim, u € D(A)

para todo ¢ > 0 e tem-se 4% + Au = 0 sobre (0, +00).

Demonstracao de (1.38): Demonstraremos por indugdo sobre k > 2 que
u € C*I((0,400); D(A))),Vji=0,1,... k. (1.46)
Admitamos que o resultado em (1.46) é valido para k — 1, ou seja,
u € C((0,+00); D(A*1). (1.47)
Para obtermos (1.46) para k, pelo Teorema (1.7), basta mostrar que
u € C((0, +00); D(A¥)). (1.48)

De fato, em um espaco de Hilbert H = D(AF1), vamos entdo considerar o operador

A:D(A) c H — H definido por

D(A) = D(AY)

A=A
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Veja que A é maximal mondtono e simétrico.
Com efeito,
e A é maximal.

De fato, tome f € D(ﬁ) C H. Sendo A = A maximal, existe u’ € D(A*1) tal que

u + Au' = f.

Como v/, Au' € D(A*1), segue que Au’ € D(AF), o decorre que u' € D(A).
Entao, obtemos que
U4 Ad =+ Ad = T,
fato este que nos garante que A é maximal.
e A é monétono.
Note que do fato que A7 u € D(A), resulta que
(Aw,u)pzy = (Au,u)par

k

= ) (AT, A

J=0
k

= > (AN u), Au)>0.

J=0

e A ¢é simétrico.
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Usando o fato que Aé auto-adjunto, vem que

(ZU, U)D(K) = (Au, U)D(Ak)
k

= Z(AjJrl u, A v)

J=0

(A(A7u), A7 v)

Il
<.
> | Mw
o

= (Au, A(A7u))

0

u, AU)D(Ak)

u, Av) gy Vu,v € D(A).

Il
—~ —~ <

De posse disto, pela proposigao (1.19), temos que A é auto-adjunto em H. Assim,
aplicando a primeira parte deste Teorema em H para o operador A temos que para todo

vy € H, existe uma unica solucao do problema

d

0L Av=0 em (0, +00)
dt

v(0) = vy

com

v e C([0,+00); H) N CY(0, +00); H) N C(0, +00; D(A)).
Nomeando vy = u(e),e > 0 o que é possivel, pois vy € H, gragas a (1.47).
Sendo assim, veja que

u(e) = vy € D(AM)

= u € D(A")
A(u(e)) = Avy € D(AM)
ou seja, u € C((g,+00); D(A")).
Pela arbitrariedade de ¢, obtemos finalmente (1.48). O
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1.4 Semigrupos

Sejam H um espaco de Hilbert e A : H — H um operador linear e continuo. Vamos

considerar o problema de Cauchy abstrato

d—u—l—Au:O em H Vt>0
(%) dt

uw(0) =ug em H.

O problema de dado inicial descrito em (%) possui uma unica solugao para ¢t > 0 dada

por u(t) = e! =4 vy, onde

A *f (A

k!
k=0

Todavia, ha diversas equacoes diferenciais parciais de evolucao que possuem a na-
tureza de (%), onde A é um operador linear de H nao necessariamente continuo. No
ambito de elucidar tais problemas, surge uma questao natural: “Existem operadores de
H, com propriedades anilogas as da aplicacdo exponencial e?, que resolvem (%) com A

nao necessariamente continuo?”

Para responder tal pergunta, foi desenvolvida a Teoria de Semigrupos, que sera o nosso
proximo objeto de estudo. No entanto, nao estudaremos Semigrupos no ponto de vista
de [14], dentre outros, onde A é definido como um gerador infinitesimal do semigrupo S,
mas estudaremos que o semigrupo S é gerado por operador maximal mondétono A, em
que muitas vezes, é mais atrativo que o citado anteriormente. Assim, com tal enfoque
unindo os resultados da secao anterior, juntamente com os resultados a seguir, estudamos

a existéncia, unicidade, regularidade, comportamento e blow-up, aplicacoes de solugoes
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de equagoes de evolugao nao lineares, em que as aplicagoes (equagao do calor, da onda e

de Schrodinger) serd vista na préxima secao.

Usando o Teorema de Hille-Yosida, podemos definir para ¢t > 0, o seguinte operador

linear:

S(t): D(A) — D(A)

uy +— S(t)ug = u(t)

Por Hille-Yosida, temos

[S(t)uo| = |u(t)] < |uol; Vv e D(A). (1.49)
Definamos
St):H — H
Uy + g(t)lbo

Como D(A) = H, existem u,, e v, em D(A) tal que u,, — up em H e v, — vy em H.
Logo,
[S(t)un — S()va| = [S() (un — va) | < [n — vnl.
~——
€D(A)
Em virtude que (u, — v,) € D(A), podemos usar o fato mencionado em (1.49). Assim,

fazendo n — +o00, teremos
15t — S0l < Juo — vol,

o que nos diz que S(t) é uma contragao em H. Por convencao , denotaremos de agora em

diante, S(t) = S(t), isto ¢, S(t) € L(H).
Definigao 1.5. S(t)é chamado Semigrupo gerado por —A.
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Veja que S(t) é gerado por —A decorre do fato que

. S(h)UO — Ug
11112% h h—0 h

u(h) —u(0) d

Também, S(t) € L(H).
De fato, dados ug,vg € H e A € R, tem-se:
S(t)ug = u(t) é solucao do seguinte problema:

du(t)
dt
u(0) = uyg

+Au(t)=0; Vt>0

E AS(t)ug = v(t), solugao do problema

dv—(t)%-Av(t):O; Vit>0
dt
v(0) = v

Somando as equagoes (1.50) e (1.51) teremos

d
a(u+v)—|—A(u—|—v) =0; Vt>0
u(0) +v(0) = up + vo
L S(t) (ug + Avg) = u(t) + v(t) = S(t)ug + AS(t)ve; Yt > 0.

Ademais, S(t) satisfaz as seguintes propriedades:

= Eu(()) = —AU(O) = —Auy.

(1.50)

(1.51)

(1.52)

Proposigao 1.20. Seja S(t) € L(H), semigrupo gerado por —A. Para todo t > 0, temos:

Z’LZ) hmt_)[) |S(t)U0 - U0| =0 \V/U,() € H.
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Demonstracao: i)  Como uy = u(0) := S(0)ug, temos (I — S(0))ug = 0; para todo
ug € H.

Entao,

(Ir — S(0)) = 0 = S(0) = Iy.

Agora seja u(t) = S(t)ug solu¢do do problema abaixo:

d—u-l—Au:O; Vt>0

dt (1.53)
u(0) = ug € D(A).

Definamos v(t) = S(t)vg = S(t)S(t2)up, onde t5 > 0 fixado. Temos desta forma que
v(ty) = S(t1)up = S(t1)S(t2)up que é solugao do problema

d
d—: FAv=0: Vi>0
v(0) = u(t:) = S(t)uo.

Devemos mostrar que v(t) = u(t + t3) é solucao de (1.53), para todo t > 0. Veja que
d
Eu(t+t2)+Au(t+tg):—Au(t+t2)+Au(t+t2):0

~u(t) =ut +t2); Ve > 0.

Em particular tomando ¢t = t; € H, teremos o desejado.

it)  Tome {u,} C D(A) onde u,, — up em H, jd que D(A) = H.

Entao,

S () un| < funl.

Fazendo n tender ao infinito, segue que

|S(t)uo| < |ugl;Vuog € H,t > 0.
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iit)  Temos pelo teorema (1.6) que u € C([0,T]; D(A)) N C*([0,T]; H).

Tome t, — ty em [0, 7). Logo,
S(tn)uo = u(tn) — u(to) = S(to);n — +o0.
Pondo, tg = 0, resulta que
|S(t)ug — ug| — 0, quando t — 0.

g

A seguir, mostraremos que através da teoria de semigrupos, podemos obter a reciproca

do Teorema de Hille-Yosida, ou seja, podemos estabelecer uma correspondéncia bijetiva

entre operadores maximais monoétonos e semigrupos continuos de contragoes.

Teorema 1.9. Se S(t) é semigrupo continuo de contragoes, entao erxiste um tnico oper-

ador mazximal mondtono A em H, tal que (S(t))i>0 € o semigrupo gerado por —A.

Demonstracao: Seja S(t) um semigrupo de contragoes, onde u(t) := S(t)ug é solucao

do seguinte problema:

du
— +Au=0
It + Au
u(0) = uyg
onde A é um operador maximal mondtono.
Temos que para todo dado inicial em D(A)
I S(h)ug —ug  du
im ——— = =
h—0+ h dt
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Por outro lado, seja —B o gerador de S(t) em H, entao pelo limite acima temos que

D(A) C D(B) e

(u— S(h)yu— (v —S{tw),u—v) = —(Sh)(u—2v),u—2v)+|u—uv|
> =Sl —vf* +Ju—vf*
> —|u—v+lu—vf=0
para todo u,v € H.

Para ¢t = 0 e multiplicando ambos os lados da desigualdade anterior por %, onde h > 0,

temos

(UO — S(h)UQ B (’Uo — S(t)vo
h h

aplicando o limite quando A tende a zero pela direita, obtém-se que

); U —Uo) > 0;

(B(ug — vg),ug —v9) >0 Yug,vg € D(B),
o que nos diz que B é mondtono.

Portanto, como D(A) C D(B) e A é maximal monétono, resulta que B = A. d

A seguir, veremos outras propriedades de semigrupos, dentre elas com respeito a difer-

encial de um semigrupo.

Proposicao 1.21. Seja S(t) um semigrupo gerado por —A. Temos as seguintes pro-

priedades:

i)  Seug € D(A), entao S(t)ug € D(A)

e ainda,



it)  Sewug € H, entdo f; S(s)ugds € D(A),Vt > 0.
t
iii) A (fo S(s)ug ds) = S(t)ug — ug.

Demonstragao: i) Inicialmente, designemos por A, um operador linear limitado,

onde A; = %, h > 0.

Assim, seja t > 0 fixado. Para todo A > 0, pelo mencionado acima, temos

S(t+h) — S(t)
h

Uy = —AhS(t)uo = S(t)Ahuo

Se ug € D(A), o membro da direita desta igualdade tem um limite quando h — 0, o

mesmo ocorrendo com os outros dois, logo S(t)ug € D(A) e

d+
St = —AS(t)uy = S(t) Aug. (1.54)

Por outro lado, para 0 < h < t, temos

S(t —h) — S(t)

— g = S(t = h)uo = S(t = h)(A — Aug) + S(t — h) Au.

Como, S é uma contragao, temos que |S(t — s)| < 1, para h € (0,¢) e do fato que
uy € D(A) vem que S(t — h)((An — A)ug) tende a zero quando h tende a zero e assim,

S(t — h)Aug tende a Aug, também quando h tende a zero, logo,

- o S(t—h) - S@)
5o = Jim —h

De (1.54) e (1.55) teremos ).

it)  Como Ap = S(hlzfl, entao, ApS(s)ug = %S(s)uo. desta forma,
I 1 I
—/ (S(h) —1)S(s)upds = —/ S(h)S(s)ugds — —/ S(s)ugds.
h 0 h 0 S h 0

S(h+s)
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Fazendo uma mudanca de varidaveis , ou seja h + s = w, na primeira integral do lado

direito da igualdade, vem que

- /0 (S(h) = 1)S(s)uo ds - /h " () duw - - /0 " S(s)uo ds.

Recordemos agora, o Teorema da Média:

Teorema 1.10. Seja f continua em E. Entdo temos que

| st =~y

onde T € conv  f(a,b), que € o fecho do conjunto das combinagdes convexas dos elemen-

tos do conjunto de valores de f em (a,b).

E ainda, Para todo t € [a,b] tem-se
1 t+h
lin / F(€)de = £). (1.56)

Demonstragao: Com efeito, considere

= max {tz — ti—l}

|
1<i<n

7]'Og07
1 b J—
b_a/a f)dt = b_a|}r1|130;(ti—ti_1)f(&)
e (i —ti) '
= l;grgog—b_a f(&).
Mas,



donde vem que
1

b—a

b
/ f(t)dt € conv  f(a,b),
0 que prova a primeira parte.

Provaremos a seguir (1.10). Com efeito, dado € > 0 tem-se ||f(§) — f(t)|| < € para
|€ — t| suficientemente pequeno, uma vez que por hipétese f é continua. Desta forma,

designando por B(z, &), a bola aberta de centro x e raio £ temos pela primeira parte que

1
b—a

t+h
/t F(©)de € B0, 2).

para h suficientemente pequeno. Tomando limite, quando h — 0 temos (1.10) U

Usando o Teorema da Média, teremos que o segundo lado da igualdade acima tende a

S(t)ug—S(0) ug, quando h tende a zero, enquanto que o primeiro tende a A (fot S(s)ug ds) ,
~—~

A ( /0 t S(s)ug ds) = S(t)uo — uo.

iti)  Integrando i) de s a t temos

I
portanto,

tS(S)Uo ds

t

AS(s)ugds

— T T

= S(s)Aug ds.

Definigao 1.6. Se A e —A sdo operadores mazimais monotonos, nos podemos definir

Sa(t) e S_a(t) semigrupos gerados por A e —A, respectivamente.
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Definamos
Sa(t)y=95(t); t>0;
S_A(t) = S(—t) 3 t S 0.

Claramente, S4(t) e S_4(t) s@o semigrupos, pois sao restri¢oes do semigrupo S(t).
Proposigao 1.22. Sejam Sa(t) e S_a(t) definidos acima. Entdo, temos que
Sa(t) = [S—a(®)]
Demonstracao: De fato, ponhamos T'(t) = S4(t) S—_a(t). Temos que 7" é um semigrupo,
pois
i) T(0) =54(0)S_4(0) = 5(0)S(0) = 1.
i1)  Para ty,ty > 0.

T(ti+t2) = Sa(ti+1t2)S_a(—t; —t2)
- S(tl + t2)S<—t1 - tg)
= S(t1)S(=t1)S(t2)S(—t3) = T(t1)T(t2).

Se tl,tg S 0.

T(tl + t2) - SA(-tl - tz) SfA(tl + tg)
- S(—tl - tg) S(tl + tQ)
Set; >0,t<0ety+ty > 0.

T(tl + tg) = SA<t1 + tz) S_A(—tl — tg)
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Finalmente, t1 >0, <0ety +1o <O0.

Tty +ta) = Sa(—t1 —t2)S_a(ts + t2)

iti)  Veja que

T ()uo = wol| = [[S(E)S(=t)uo — S()uo + S(t)uo — uol

IA

SIS (=t)uo — uol| + [[S(E)uo — uo|| — 0,
quando t — 0%.

Por outro lado, como uy € D(A) = D(—A), e h > 0, vem que

T(h)UO — Ug S(t)S(—t)Uo — Up

h B h
o S(—t)UO — Ug S(t)’LLO — Uo
= ST+

— —AUO+AUO:0

quando h tende a zero pela direita, para todo dado inicial ug € D(A).

Entao se T' é gerado por —B (veja que — B é gerado pelo limite de elementos de D(A)),

temos que B(ug) = 0, para todo ug € D(A). Note que D(A) C D(B) e como D(A) = H,
existe {u,} C D(A) tal que u, — u em H. Mas, do fato acima, temos que Bu, = 0, para

todo v natural e portanto Bu, — 0. Sendo B maximal monétono, B é fechado e assim,

B(ug) = 0, para todo uy € D(B).

Pela propriedade iii) da proposigao (1.21), temos que
Tuy—uyg =B /tS(T)dT:O,
0
ou seja, T ug = ug, para todo ug € H e desta forma, temos que
Sat)S_a(t) = S_a(t)Sa(t) =1,
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o que implica que T'(t) = I para todo ¢ ndo-negativo. A relagao acima nos diz que Sa(t)
é inversivel e portanto,
Sa(t) = [S-a(®)] "

para todo t > 0. O

Proposigao 1.23. Se A é mazimal mondtono, € necessario e suficiente que A* também

seja maximal mondtono.
Demonstragao: Faremos apenas uma implicagao, pois a outra é analoga.
Com efeito, seja A maximal mondétono. Observe que

(A" u,u) = (u,Au) = (Au,u) >0 Yue D(AY).

Por outro lado, suponha que R(I + A*) # H. Como H ¢ Hilbert e identificando H

com o seu dual, temos que

H=R(I+A") & [R(I £ A"
Logo, existe z € R(I + A*), tal que

(u+ A*u,z) =0; Yue D(A").

Veja, também que

(u,2) = —(A"u, z) = —(u, A z2).

Entao, z € D(A) e Az = z, assim, tomando em particular, u = z obtemos:
(Au,u) = (u, Au) = ~[uf* <0,

o que é uma contradi¢do, pois A é monétono e portanto, R(I + A*) = H, isto é, A* é

maximal mondtono. O
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Proposigao 1.24. Seja S(t) semigrupo gerado por —A. Se A* existe, entao S*(t) = S(t)*

€ o semigrupo gerado por —A*.

Demonstragao: Primeiro como A é maximal mondtono, entdo A* é maximal mond6tono.

Logo, seja R(t) o semigrupo gerado por —A*. Assim,

R(h)UO — Ug

R
= (A'U,())*
h—0 h
g 200 —uo
h—0 h

Entao, R(t) e S(t)* sao gerados por —A*, isto é,
u(t) = R(t)ug e u(t) = S(t) uop.

Mas pelo Teorema de Hille-Yosida, a soluc¢ao u(t) é unica, logo R(t) = S(t)*, o que prova
o desejado. (l
Proposigao 1.25. Considere Su(t), S—_a(t) definidos em (1.6). Entdo:

i) S(0) =1,

it) Sty +1ta) = S(t1) o S(ty); Vi1, te € R;

iti) |S(t)uo| = |uol; Yuo € H,Vt €R.

S(t) é dito grupo de operadores unitdrios sobre H.

Demonstragao:
i) Observe que S(0) = S4(0) =1 e S(0) =S5_4(0) = 1.

i1) Dividamos em quatro casos:
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CL) Se tl,tz Z 0.
St + ts) = Sa(t1)Salts) = S(t1)S(t2).

b) Se tl, tQ S 0.
Sty +ts) = S_a(t1)S_a(ts) = S(t1)S(ts).

¢) Set; >0,ty <0comt;+ty > 0.

Sty +ta) = Sa(ti+ta)
= Sty +t2) = Salty + t2)Sa(—t2)Sa(—ta) ™"
= S(t; +1t)
= Sa(t1)S_alta) = S(t1)S(ta),

onde a ultima igualdade é devido a proposigao (1.22).

d)  Se tivermos t; > 0,%3 < 0 com t; + t5 < 0.

Novamente pela proposicao (1.22), temos

Sty +1t2) = S_a(tsts)
S-a(tita)S_a(—t1)S-_a(—t)™"

= S_a(t2)S-a(=(—11))
S_a(t2)Sa(t1) = S(t1)S(tz).

iii)  Temos que
hliréh [|S(h)ug — upl| = hli,%l+ [[Sa(h)ug —upl| =0; Vuy € H;
lim ||S(h)ug — ug|| = lim |[S_a(h)ug —upl| =0; VYuy € H;
h—0~ —h0t
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Note que
1S () uollar — Huol s | < [|S(F)uo — uollz — 0,

onde temos que

|15 )uol | = lluolla-

Mostremos agora que S(¢) é um grupo unitdrio. Lembremos que um semigrupo é

unitdrio se T*(t) = T(¢)™!, se t > 0. Assim,

(uo,uo) = [|uollzr = [|S(t)uoll%
= (S(t)uo, S(t)uo)
= (uo, S(t)"S(t)uo),

para todo ug € H. Logo, S*(t) = S(t)~ ' O

Definicao 1.7. A € anti-adjunto se A=—A.

Proposicao 1.26. A ¢ anti-adjunto se, e somente se, A e —A sdo operadores mazrimais

monotonos.

Demonstragao: Sejam A e —A operadores maximais mondtonos. Pela proposigao ante-
rior, S(t) é um grupo unitario. Também, pela proposigao (1.24), —A* gera um semigrupo

5% (h).

Logo,

onde decorre que
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donde temos que D(A) = D(A*). De fato, aplicando uy € D(A*), na igualdade ante-
rior, pela proposi¢ao (1.21), item i), temos que Sy« (t)ug € D(A), e conseqiientemente,
S_a(t)ug € D(A) logo, D(A*) C D(—A) = D(A). Por outro lado, se na igualdade ante-
rior, aplicarmos ug € D(A), teremos a outra inclusdo. Veja que ao tomarmos o limite,

teremos que A* = —A, para todo ug € D(A), portanto, A* = —A.

Reciprocamente, seja agora A* = —A. Devemos mostrar que A e —A sao operadores

maximais mondtonos.
De fato, seja u € D(A), entao
(Au,u) = (u, A"u,u)
= (u,—Au)
= —(Au,u),
entdo (A u,u) = 0. De forma andloga, (—Au,u) = 0, o que nos diz que £ A sdo mondtonos.
Resta mostrar que R(/ £ A) = H.
Com efeito, para ug € D(A), temos a seguinte desigualdade
lugll = ((I £ A)uo, uo) + (FAuo, uo)
= (I + A)Uo,UO)

< |11+ Al |fuol*,
logo,
luol| < [T+ Al Vuo € D(A). (1.57)

*

Conforme sabemos, A* é um operador fechado e como A = —A*, entao +A sao

igualmente fechados e por conseguinte, I + A o sao.

Afirmamos que R(I + A) sao fechados em H.
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Com efeito, seja {u,} C R(I £ A), onde
v, v em H. (1.58)

Ora, para cada v € N, existe u, € D(A), tal que v, = R(I + A) u,.

Mas de (1.57), para v, € N temos através de (1.58) que
wy — wllg < |[(I £ Ay, — (I £ A)up|la = [, —vul| = 0;
logo, {u,} é de Cauchy em H e portanto, existe u € H tal que

u, —u em H. (1.59)

Em contrapartida, temos de (1.58) que

(I+Au, — . (1.60)

Sendo I £+ A fechados, de (1.59) e (1.60) resulta que u € D(A) e v = (I + A)u, o que
prova que R(I + A) sao fechados em H. Obtemos disto e do fato que H é Hilbert que

H=R(I+A)&[R(I+A), (1.61)
Mostremos que [R(I + A)]*+ = {0}.
De fato, trivialmente {0} C [R(I & A)]*. Por outro lado, seja v € [R(I & A)]*, entdo,
(v, (I £ A)u) =0,
logo
(£v,u) = (u, Au) = (A" v,u); Vue D(A). (1.62)
Da igualdade acima, vem que +v € D(A) e como D(A) = D(A*) e (Au,u) = 0, de

(1.62) para u = v vem que

£Jo[]* = (v, Av) = 0,
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isto é, v = 0, o que prova que [R(I &+ A)]*+ = {0}.

Portanto, R(I + A) = H, o que mostra que +A sao operadores maximais mon6tonos.

g

Corolario 1.2. Se A ¢ anti-adjunto, entao para todo uw € D(A) temos que

||u(t)||2 = cte.

Demonstragao: De fato, pela reciproca da demonstracao da proposicao anterior, obtém-

se que (Awu,u) = 0 para todo u € D(A). Assim,

du

0= (~Auu) = (W= 20

_t(u7u)7

donde resulta que ||u(t)||* é constante.

1.5 Equacao Linear Nao-Homogénea

Nos estudaremos agora o seguinte problema:

du
S Au= ) em 0.7
u(0) = ug

(1.63)

Definigao 1.8. Se w € C'([0,T], H) N C([0,T], D(A)), dizemos que u € solu¢ao cldssica

de (1.63).

Proposicao 1.27. se u é uma solugao cldssica de (1.63), u é dado da sequinte forma:

u(t) = S(t)ug + /0 S(t—s)f(s)ds.
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Demonstragao: De fato, ponhamos g(s) = f(f S(t—s)u(s)ds, 0<s<t.
Lembremos da proposi¢ao (1.21) que

%S(t)uo = —AS(t)ug = S(t) Aug.

Derivando g tem-se que

Coe) = LS —suls) = TSt s)uls) + S5t )

dt
S(t—s)Au(s) + S(t —s) (f(t) — Au(s))

du(s)
dt

N
(1.63)

= S(t—5)f(s)
Integrando de 0 a ¢, t € (0, +00), obtemos que
t d t
/ —g(s)ds :/ S(t—s)f(s)ds,
o dt 0

Pela proposigao (2.13), segue que

wmzlswﬂv@w

ou seja,

WM@—&W@zASWﬂV®w

Portanto, .
u(t) = S(t)ug + /0 S(t—s)f(s)ds.

i

Definicao 1.9. Se u € C([0,T]; H), entdao u € dita solugdo generalizada de (1.63), que

verifica a formula integral da proposicio (1.27).
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Em particular, toda solugao cléssica é generalizada, mas a reciproca nao é verdadeira.
Por isso, estaremos interessados em encontrar certas condigoes para que uma solucao

generalizada seja classica, donde devemos impor algumas hipdteses sobre f ou A.

Teorema 1.11. Se f € C'([0,T]; H) e ug € D(A), entdo existe uma solu¢io generalizada

e ela € cldssica.

Demonstragao: De inicio, definamos v(s) = fot S(t — s)f(s)ds e mostraremos que
u(t) = S(t)uo + v(s), (1.64)

¢ a solugao procurada.

S(h)—1I

Com efeito, lembrando que A, = S®=  temog
—Apo(t) = (5 “‘2_ ! )v(t)
_ (5“@2_ D /OtS(t—s)f(s)ds
_ %/OtS(tJrh— s)f(s)ds—l—%/tHhS(Hh— 5)f(s)ds
[ st 9t - et
_ %/OMS@ +h— ) f(s)ds — %v(t) - %/tmsa +h— 8)f(s)ds,
Ou ainda,
1 [tth 1 1 [tth
() = 5 [ S+ k== o) - E/t S(t+h—s)f(s)ds
_ vt h}i —v®) _ /tHh S(t+h— s)f(s)ds,
o que resulta que
_Ap(t) = 2 hf)L —v®) _ /tHh S(t+h — ) f(s)ds. (1.65)
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Se f € CH[0,T]; H), segue que v € C*([0,T]; H), o que nos diz que a solugao a ser
obtida em (1.64) é generalizada.

Assim, o segundo membro de (1.65) tem um limite quando h — 0%, V¢ > 0. Em outras

palavras,
—Av(t) = hli%l+ Apu(t)
L u(t+h) —o(t) bh
= ;}H& Y - hlir(r)l+ t S(t+h—s)f(s)ds
d
o ) = S0)f)
(1.10)
d
= —ou(t) — f(2).
Lolt) - f(1)
Logo,
d d d
Co(t) + Av(t) = S(t) — Solt) + 1) = F),
ou seja, satisfaz o problema (1.63). Como, ug € D(A), temos que u(t) € C([0,T]; D(A)),
isto é, a solugao é classica. Pela proposi¢ao (1.27), temos que u é da forma (1.64). Il
Teorema 1.12. Se eziste g € L'([0,T]; H) tal que f(t) )+ fo s)ds e ug € D(A),

entdo existe uma solugdo cldssica de (1.63).

Demonstragao: De fato, se g € Ll([O T]; H) entao S(t — s)g(s) € LY([0,T]; H) e
portanto integravel. Definamos w( fo (t — s)f(s)ds. Sendo g € L*([0,T]; H), temos
que w € C([0,T ] H). Por uma mudanga de varidveis, assim, nds podemos entao obter

que w(s fo g(t — s)ds.

Derivando w(s), teremos



Por hipétese, ¢ = f q.s. entao fg S(s)g'(t — s)ds é continua (ja que f : H — H é
continua), desta forma, resulta que w € C'([0,7]; H). Pelo teorema (1.11), existe uma

solugao classica de (1.63). O

Para demonstrarmos o proximo teorema, precisamos dos seguintes lemas:

Lema 1.10. Se f ¢é Lipschitz Continua de f em [0,T1], isto é,

1f(t1) = f(t2)llm < |ts — ta], V11, L2 € [0, T].

Entio f € diferencidvel q.s. e f' € L*([0,T]; H).

Demonstracao: Com efeito, se f é Lipschitz continua por ([27],paginas 110 e 113),
temos que f é Lipschitiziana, entao f é absolutamente continua, entao f é diferencidvel

q.s. Pelo teorema de Lebesgue ([27], pagina 115), temos que f' € L*([0,T]; H). O

Lema 1.11. Se f ¢é diferencidvel q.s. em [0,T] e f' € L'([0,T]; H) entdo para todo

up € D(A) existe uma solugdo € cldssica que satisfaz o problema (1.63).

Demonstracao: De fato como de praxe definamos v(s) = fot S(t —s)f(s)ds. Se f é
diferencidvel q.s. em [0,7] entdo v(s) também serd. Em particular, v(s) é continua.
Logo,
v'(s) = S(0)f(t) + /t S(s)f'(t — s)ds.
0
Se f' € L'([0,T7]; H), o lado direito da igualdade anterior é continuo, logo v € C([0,T]; H)
e assim v € C'([0,T]; H). Pelo teorema (1.11), existe uma solugao cléssica do problema

(1.63). 0

Teorema 1.13. Se f é Lipschitz-Continua sobre [0,T] entao para cada uy € D(A) temos

uma solucao cldssica de (1.63).
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Demonstragao: Por hipdtese,como f é Lipschitz-Continua, entao fazendo uso do lema
(1.11), teremos que f é diferencidvel q.s. e f' € L'(0,T; H). Veja que com isto, estamos
nas hipdteses do lema (1.10) que nos garante a existéncia da solucao classica, quando

uy € D(A), conforme o desejado. 0
Também neste teorema, necessitaremos de dois resultados auxiliares.
Lema 1.12. Se v(s) = fot S(t — s)f(s)ds € D(A) e Av € continua, entdo erxiste uma

solucao cldssica.

Demonstragao: De fato, por (1.65), temos que

v(t +h) +v(t)
h

t+h
=)+ [ S h -9

Pelas hipdteses, o segundo membro tende a —Av(t) + f(t), quando h — 0T. Logo, v é
-, < . . +
derivével & direita para t > 0 e Lu(t) = —Av(t) + f(¢).

+ , , .
d_v(t) é continua. Assim,

Mas, Av e f sao continuas. Desta maneira, resulta que G

estamos nas hipéteses do Teorema de Dini:
Teorema 1.14. (Teorema de Dini) Se v : [0,T] — H € continua em [0,T] e ¢-v(t) é

dt
continua em (0,T), entio v € C*([0,T]; H).

Veja ([27], pdgina 140). Se v € C*([0,T]; H), pelo teorema (1.11) existe uma solugao
classica de (1.63). O

Teorema 1.15. Se f € C([0,T); H) e f(t) € D(A) ¢.s. e Af(t) € L'([0,T]; H) (isto
significa que f € L'([0,T]; D(A))), entdo existe uma solucdo cldssica de (1.63).

Demonstragao: Das condigoes dadas por hipotese, segue que para s > 0, teremos

S(t—s)f(s) € D(A) e que AS(t — s)f(s) = S(t — s)Af(s) é integravel.
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Sendo S(t — s) f(s) continua, pela proposicao (1.21), temos que

v(s) = /0 S(t—s)f(s)ds € D(A),

ja que A é fechado e

Av(t):A/O S(t—s)f(s)ds:/o AS(t — s)f(s)ds € L'([0,T]; H)

é continuo. Pelo lema (1.12) existe solugao cléssica. O

Teorema 1.16. Se f € C([0,T]; H), nds temos uma solu¢dao generalizada. Caso tivermos

feC(0,T); D(A)), a solugcdo € classica.

Demonstracao: Com efeito, como j4 feito anteriormente, tome v(s) = f(f S(t—s)f(s)ds.
Se f € C([0,T]; H), entao v(s) € C([0,T]; H), logo u(t) = S(t)up + v(s) € C([0,T]; H).
Assim, pela defini¢ao (5.2) segue que u é uma solugao generalizada .

Agora se f € C([0,T]; D(A)), isto é, f é continua no compacto [0,7] vem que f é
integravel, logo, f € L'([0,T]; D(A)), logo f € D(A) e Af € L'([0,T]; H). Fazendo uso

do teorema (1.15), temos a garantia que a solugao é cldssica. U

1.6 Equacoes Nao Lineares

Estaremos interessados em resolver o seguinte problema:

du
=+ Au= F(u(t)); em [0,T] (1.66)
u(0) = o

Onde F' : H — H é continua. Da mesma que no caso anterior temos a seguinte

definicao:
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Defini¢ao 1.10. Seu € C([0,T]; H) satisfaz o problema (1.66) u € dita solu¢ao generalizada.
Sew e CY[0,T]; H) N C([0,T); D(A)), a solugio de (1.66) é dita cldssica. Em ambos o0s

casos, u satisfaz a equagao integral

u(t) = S(t)ug —{—/0 S(t — s)F(s)ds.

Teorema 1.17. Seja F': H — H wma fun¢ao Lipschitiziana, ou seja,
|Fu— Fv| <|v—ul|,Yu,v € H.

Entao:

i) Para toda uy € H existe uma unica v € C ([0, +oo[; H) que é solugio generalizada.

Se ug, ug € H wvalores respectivos as solugoes u(t) e u(t) entdo

[u(t) — (t)] < e*fug — o)
ii) Sewuy € D(A), a solugao € cldssica.
Demonstracgao:

i) Mostremos primeiro a unicidade:

De fato, suponhamos que u e u sao solugoes de (1.66), entao do fato que a funcao F

é Lipschitziana decorre que

u(t) — @(h) Slm—ﬂd+AnﬂvaWM@—Fﬂw%

<1
t
< o=l L [ Juls) = (s)lds
0
Pelo Lema de Gronwall, resulta que
lu(t) — u(t)] < e|ug — o).
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Se ug = g, obteremos a unicidade desejada.

i1) Definamos:

Ou(t) = S(t)ug + /Ot S(t — s)Fu(s)ds

e
£ = {u € C([0, +-oo[; H)/sup |u(t)|e™ < —l—oo} :
>0
Pela proposigao (2.18) temos que & é um Espago de Banach para a seguinte norma
||ul] = supysg [u(t) e

Mostremos que ¢ : £ — £ é %—Lipschitz—Contl’nua.

Com efeito,

(G0 = 0ol = by~ v
— ‘S Jug + St—s)Fu( )ds—S()uo—/FU( )ds
0

e~ kt

< /St—swu 5) = Fu(s)] e *

< L \u—’u\dse_kt
0

¢
= L{/ e_ks|u—v|eksdse_kt}
0

IN
1!
s
|
<
o

Tomando supremo na desigualdade acima, obteremos que

L
16w = doll = £ llu = vlle.
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Se escolhermos k = 2L, ¢ é uma contragao e pelo Teorema (1.5), existe uma solugao

generalizada de (1.66).

i1)  Suponha uy € D(A). Mostraremos que u é Lipschitz-Continua.

De fato, seja h > 0 e defina u(t + h),t > 0. veja que u é uma solugao com dado inicial

u(h), entdo:
lu(t + h) —u(t)] < e u(h) — ugl. (1.67)

Por outro lado, fazendo uso da proposigao (1.21), temos:

h h
|S(h)ug —up| = 'A/ S(s)upds| = / AS(s)upds
0 0
h
< / |Aug||S(s)|ds < h|Aug). (1.68)
0
Assim,
h
lu(h) —uo| = ‘S(h)uo—uo+/ S(h— ) (Fu(s) — Fug + Fug) ds
0
h
< ]S(h)uo—uo\+/ Liu(s) — ug| + |Fuglds
.
< hlA F L — ug|d
< | u0|+/0 |Fuo| + Lju(s) — uolds
1.68

h
= h|Aug| + |Fuo| + L/ |u(s) — uplds.
0

Pelo lema de Gronwall, temos que

|u(h) — ol < h(|Aug| + [Fuol) ™. (1.69)
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Logo, se t,t' € [0,T], onde ' =t + h em (1.67), resulta entao:

u®) —u®)] < eult’ — 1) — uo|

< eI —t] (JAug| + | Fuol) e*
<~
(1.69)
= 2 (JAug| + | Fugl) |t' — ).
Portanto, u é Lipschitz-Continua e ainda,

|[Fu(t) — Fu(r)| < Llu(t) — u(r)| < Le*™ (|Aug| + |Fuo|) |t' — ],

o que diz que Fu(t) é Lipschitz-continua. Pelo teorema (1.13), temos que a solugao é

classica. 0

Teorema 1.18. Seja F': D(A) — D(A) Lipschitz-Continua. Se uy € D(A), entao existe

uma solugao cldssica de (1.66).

Demonstragao: Seja H; = D(A) e A; = A: D(A;) = D(A?) — H,.
Veja que Aju = Au, para u € D(A;) e D(A;) = D(A?) = {v € D(A); Av € D(A)},
onde
(u, )y, = (u,v)g + (Au, Av)g  |ulfy, = |ulw + [AulF.
Mostremos que A; é maximal mondétono em H;.
i) A; é mondtono:
Para u € D(A), temos:
(Aru,u)payy = (Au,u)paz) = (Au,u)g + (Au, Au) g

pois, A é mondtono.
i) A é maximal:
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Devemos mostrar que para todo f € Hy, existe v € D(A;) onde u + Aju = f.
De fato, tome f € D(A) C H. Sendo A maximal, existe v’ € D(A) tal que
u + Au' = f.
Como v/, Au' € D(A), segue que Au' € D(A). Disto decorre que v’ € D(A;). Entédo
Aju = Ad/, o que mostra que
w4+ Au =u + A = f,
logo A; é maximal.

Pelo Teorema de Hille-Yosida (1.6) podemos definir um semigrupo S; : H; — H;
gerado por —A;. Note que Si(t) = S(t)[pa) -

Entao pelo teorema (1.17) nds obtemos uma solugao generalizada u € C([0, +-o00[; Hy)

com

u(t) = S(t)ug + /0 Si(t — s)Fu(s)ds

F.-H — H
u +— Fu(s) € D(A)
Como wug, F'u(s) € D(A), temos que u(t) € D(A) e pelo fato que Si(t) = S(t)[pa
podemos mudar S;(t) em S(t) e neste caso obtém-se que u(t) € C([0,4o0[; D(A)) que

pelo teorema (1.16) resulta que u é solugao é classica. O
Teorema 1.19. Seja F' : H — H localmente Lipschitz, ou seja, para todo M > 0 existe
Ly > 0 tal que |u| < M e |v| < M implica que |Fu— Fv| < M|u—v|.

Entao, para toda ug € H existe u solu¢ao generalizada de (1.17) em [0,T)] e esta pode

ser extendida em uma solugao mazximal sobre [0, Tyyax[ com

Thax = 100 0t Thax < 400 e lim |u(t)| = +o0.

t——+o0

98



Se ug € D(A), a solugdo é cldssica.

Demonstracao: Escolha T > 0 e defina

o K — K
T
u = o (t) = S(t)uo +/ S(t — s)Fu(s)ds
0
sobre K ={u € C([0,T]; H)/ |u(t)| < |uo| + 1,V € [0,T]}.
Se tomarmos M = |ug| + 1 estaremos na hipdtese que F' é uma constante de lipschitz,
no qual L é sua constante de Lipschitz. Mostremos que ¢ esta bem definida:

De fato, veja que
[¢u(t)] < IS(t)HUOH/O [S(t = )| (|1Fu— F(0)| + [F(0)]) ds

T
< ug +/ |F'(0)| 4+ L|ul|ds
0

< Juo| + T([F(0)] + Llul)

< Juo| + T(IF0)] + Li(uo| +1)).

——
pois uek

Assim, nds poderiamos escolher

1
T <
|F(0)| + L|uo| + 1

de tal forma que T7T* < 1. Por outro lado, como S(t) e Fu(t) sdo continuos temos que ¢

é continuo, o que mostra que ¢ € K.

Mostraremos a seguir que ¢ é uma contracao de K em K. De fato,

6o — 60| = ‘S(t)uo—l—/o S(t—s)Fu(s)ds—S(t)ug—/o S(t — s)Fu(s) ds

[ )= o] < [ 1ruts) - ot
= LT sup |u(s)—wv(s)| = LT||u—vll.

t€[0,7%]
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Considerando T < min{%, T*} = T° e em seguida tomando o supremo na desigualdade

acima, resulta que
Pu = @l < Ju—v]|.
Agora consideremos o seguinte fato:

Sejam wu; e v; solucoes dos seguintes problemas:

d
%—I—Aule(u); em [0, Tp]
ul(O):uo
DU |y = Pn(t));  em [0, T
dt or A e ’\}J
Iy
u(0) = ug

Uq em [0, T()]
U =
U1 (t — To em [To, TO -+ Tl
T3

Entao us é solucao em [0, 75].

E vy solucao do problema

% + Avy = F(vq(t)); em [0,T]

02(0) = ue(Ty +T1)  em [0, T3]

ug em [0, 7y + T1]
BT wt— (Th+T) em [T+ T, To+ T + Ty
T3
Definamos a familia:

u(t) = U ui(t)a Thax = U[Osz*]

€N iel
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Se Trhax = +00 nada temos a provar.

Considere Tyax < +00, e suponhamos que ||u(t)|| < ¢, para todo t € [0, Thax], donde

dv
-t Av=F(uv(t)); em [0,T]

v(0) = u(Tmax) em [0, ].

Sendo Tiax € ||u(t)]| finitos, entao ||u(Tmax)|| < ¢ e assim, u(Tiax) estéd definido e

conseqilentemente o problema anterior estda bem posto.

Desta forma, somos motivados a definir uma solugao

u em [0, Tinax]

U<t - Tmax) €m [Tmaxu Tmax + 6]

Logo, conseguimos uma solugao w que supera v em Ty, 0 que nos leva a uma con-

tradigao. O

Teorema 1.20. Seja F : D(A) — D(A) uma funcgdo localmente Lipschitz. Entdo para

todo dado inicial ug em D(A), existe
u € CH[0, Tax); H) N C([0, Tax); D(A)).
A solugao u € classica em [0, Tinax) € Trnax = 00 0u

Tmax <00 e lim (Ju(t)] + |A(u(t))]) = oo.

—Tmax

Demonstracao: Considerando o dado inicial em D(A), basta aplicar o Teorema (1.19)

com H = D(A) para a norma do gréafico. O
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Capitulo 2

EXISTENCIA E UNICIDADE DE
SOLUCOES

2.1 Preliminares

Primeiramente, recordaremos alguns resultados auxiliares da teoria de Semigrupos (cuja
demonstragoes se encontram no capitulo 1) que nos permitem garantir a existéncia e

unicidade de solugdes regulares, fracas e generalizadas para o problema (1) dado por:
uy — Au+ au+ f(u) + a(z)uy =0 em R" x (0,7)
u(0) = up € HY(R™),u4(0) = uy € L*(R").

Seja H um espaco de Hilbert sobre o corpo dos reais. Denotemos por (-,-) e |- |,
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respectivamente, o produto interno e a norma em H.

Seja A um operador nao limitado sobre H, A: D(A) C H — H, entao temos:

Definigao 2.1. Dizemos que A é um operador mondtono se para todo v € D(A) tivermos

(Av,v) > 0.
O operador, A € dito operador mazimal mondtono se, for mondtono e além disso,
Im(I+A)=H,

ou seja,

VfeH, Jue D(A) tal que u+ Au = f,

de tal modo que Im(I + A) denota a imagem do operador I + A.

Proposicao 2.1. Seja A um operador maximal mondtono sobre H, entao temos:
i) D(A)=H.

i) A € fechado.

iii) VA > 0,(I + \A) € bijetor de D(A) sobre H e (I + NA)~! é limitado com

17+ AA) e < 1.

Teorema 2.1. (Hille-Yosida) Seja A um operador mazximal mondtono em um espago de

Hilbert. Entao para todo ug € D(A) eziste uma tunica fungdo

u € C*([0,+00); H) N C([0, +00), D(A))

tal que
dul) | yu—0. viso
dt (2.2)
u(0) = ug
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Ademais, se verifica:

|u(t)] < fuo| e

t
ZE >‘ = |Au(t)| < |Auo|, ¥t > 0, (2.3)
onde D(A) é um espago de Banach munido da norma do grdfico:
ullpeay = lul + |Aul.
Usando o Teorema de Hille-Yosida, podemos definir para t > 0, o seguinte operador

linear:

S(t):H — H

uy +— S(t)ug = u(t)
onde u ¢é solugao de (2.2).

Definigao 2.2. O operador linear S(t)é chamado Semigrupo gerado por —A. Note que
por (2.3), |S(t) uo| = |u(t)| < |uo| o que nos diz que S(t) é uma contragio em H.

Temos ainda que S(t) satisfaz as seguintes propriedades:

Proposicao 2.2. Seja S(t) € L(H), semigrupo gerado por —A. Para todo t > 0, temos:

Z) S(O):IH €S<t1+t2>:S(tl)OS(t2>,vt1,t220

ZZZ) hmt_,() |S(t>U0 - U0| =0 VUQ € H.

Veremos também na proposicao que segue algumas propriedades de semigrupos, que

diz respeito a diferencial de um semigrupo .
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Proposicao 2.3. Seja S(t) um semigrupo gerado por —A. Temos as sequintes pro-

priedades:

i) Sewuy € D(A), entio S(t)ug € D(A)

e ainda,

©S(tyuo = ~AS(t)uo = S(1) Auo

¢
it) Sewug € H, entdo / S(s)upds € D(A),Vt > 0.
0

iii) A ( /0 t S(s)ug ds> = S(t)uo — uo.

Agora temos por objetivo resolver o seguinte problema:

d
d—z—l—Au:FU; em [0, 7
u(0) = ug

onde F : H — H é continua. Neste caso, temos a seguinte defini¢ao:

(2.4)

Definicao 2.3. Se u € C([0,T]; H) satisfaz o problema (2.4), a solu¢ao u € dita solugdo
generalizada. Se u € CY([0,T]; H) N C([0,T]; D(A)), a solugdo de (2.4) é dita regqular.

Em ambos os casos, u satisfaz a equacao integral

u(t) = S(t)uo +/0 S(t — s)F(u(s))ds.

Enunciaremos a seguir o resultado principal para existéncia do problema em questao.

Teorema 2.2. Seja F' : H — H localmente Lipschitz, ou seja, para todo M > 0 existe

Ly > 0 tal que |[u| < M e |v| < M implica que |Fu — Fv| < Ly|u — v.
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Entao, para toda ug € H existe u solugao generalizada de (2.4) em [0,T] e esta pode

ser estendida em uma solu¢ao maximal sobre [0, Tyns:| com

Tz = 400 0t Tpge < +00 e lim |[u(t)||z = +o0.

max

Se ug € D(A), a solugdo é regular.

2.2 Existéncia e unicidade e solucoes regulares em

[07 dex)

Nesta secao provaremos a existéncia e a unicidade de solucoes regulares e generalizadas

para o problema (2.1) no intervalo maximal [0, T},4.)-

Seja f € C'(R) uma fungao tal que

f(s)s>0, VseR (2.5)

e satisfazendo a seguinte condi¢ao de crescimento:

|f(z) — fy)] <O+ |z[P~! + |y[P~ ") |z — y| para todo z,y € R

(2.6)
para algum C' > 0ep > 1 com (n—2)p < n.
Seja a = a(x) € LY (R™) uma fungao limitada nao negativa tal que
a>ay>0 (2.7)
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q.s. em Qg = (R"\Bg) = {|z| > R}; para algum R > 0 onde B = {x € R" : |[x| < R} e

ag ¢ alguma constante positiva.
A condigao (2.7) nos diz que a dissipagao localizada é efetiva em Q.

Consideremos, a seguinte equacao semilinear da onda com dissipacdao localizada.

u — Au+au+ f(u) +a(z)uy =0 em R" x (0, 00) 28)
w(0) = uo € H'(R"), w(0) = uy € LA(RY). '

Mostraremos que com as condi¢oes acima, o problema (2.8) é bem posto no espaco
H'(R™) x L*(R"), isto é, para quaisquer dados iniciais {u’, u'} € H(R") x L*(R") existe

uma unica solugao fraca de (2.8) na classe

u € ([0, 00)); H'(R™)) N C*([0, 00); L*(R™). (2.9)

Com o intuito de mostrar a existéncia de solugoes para o problema (2.8), consideremos

o problema de Cauchy

daU
— 4+ AU = F(U
U) =0’

onde os operadores A e F serao devidamente definidos mais adiante. Tal problema sera

solucionado por meio da teoria de Semigrupo.

Sendo assim, devemos mostrar que o operador A a ser definido é maximal mondtono.

Denotando,

U
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temos que

ou [ w B Ut
ot Uy 28) Au—au — f(u) — a(x)uy
Ut 0
- -
Au — au —f(u) — a(z)uy
—F(U)
Dessa forma
oU —u 0
v 4 ! — (2.10)
ot —Au+ au —f(u) — a(x)u,
oU 0 -1 u
— + = F(U).
Seja H = H'(R™) x L*(R") e
A:D(A)CH — H
u u —v
— A =
v v —Au+ au
onde D(A) = H*(R") x H*(R"™).
Mostraremos que A é maximal mondtono.
Para tanto, definimos o seguinte produto interno em H:
(Uy,Ug)y = Vu, Vu2dx+a/ o u2dx+/ vy Uy dx
R" n R™
U
onde U; = ,1=1,2, a>0.
V;
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i) A é mondtono:

u
Considere U = € D(A). Precisamos mostrar que (AU, U)y > 0.
v
De fato,
u u
(AU U),, = A :
v v
H
Note que
u u —v u
(AUU) = [ A , = :
v v —Au + au v
H H

= —{/ VvVud:c+a/ vudw+/ (Au—au).vdx}.

Devido nossas condigoes sobre u e v, usando o teorema de Green, resulta que

(AU, U)LQ(Rn) = —(VU, V/U)LQ(RTL).
Diante disto, vem que
U u
(AU, U)= | A , = 0.
v v
H

i) A é maximal.

Devemos provar que dado (f,g) € H'(R™) x L*(R") existe uma tnica
(u,v) € D(A) = H*(R") x H'(R")

tal que
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(u,v) + A(u,v) = (f,9)-
Com efeito, da igualdade (u,v) + A(u,v) = (f, g) tem-se
(u,v) + (—v, —Au + au) = (f, g);
ou seja,

u—v=Ff
— —Au+(a+u=f+ge L’ R") sev=u—f.
v—Au+au=g
Definamos a seguinte forma bilinear, continua e coerciva
a: H'(R") x H'(R") — L*R")

(u,v) = a(u,v) = (Vu, Vv)r2@mny + (@ + 1)(u, v) L2@mn)

Veja que a é continua.

De fato,
la(u, v)] = [(Vu, Vo) 2@y + (@ + 1w, 0) 2@m| < (a4 D[((u,0)) @
< (a+ Dfullgr@s o]l g @n.-
Agora mostraremos que a coerciva. Com efeito,
|a(u, u)| = \VU\%z(Rn) + (o + 1)|u|%2(R") > min{l, o+ 1}Hu||§11(R")'

Seja L a seguinte aplicacao
L:H'(R") — R
v (L) = (P), e LR
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veja que L ¢é linear, assim, £ € (H'(R"))".
Pelo Teorema de Lax-Milgram existe uma tinica v € H'(R") tal que
a(u,v) = (L,v) = (Y, 0)2@n), Vv € H'(R").

Seja ¢ € D(R™), temos

(L,o) = () =a(u,p)

(

(Vu, Vo) + (a + 1)(u, ¢)
= (=Au,¢) + ((a+ Du,p)

(—Au+ (a+1)u,p), VeeDR").
Sendo assim, —Au + (a + 1)u = ¢ € L*(R™).

Como —Au € L*(R") temos pela regularidade do problema eliptico associado, que

u € H?(R") e portanto mostramos que dado
(f.9) € H'(R") x L*(R")

existe uma unica

(u,v) € D(A) = H*(R") x H'(R"™)

tal que
(U, U) + A(uv U) = (f7 9)7

o que prova que A é maximal.

Por outro lado, de (2.10) temos que

F:HY(R") x L*(R") — H'R") x L*(R")

(u,0) = (0, = f(u) — az)v)
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Agora, provaremos que F' é localmente Lipschitz.

Para tanto mostremos primeiramente que F' estd bem definida .

Com efeito,
[ la@ePds < ool < +oo
Note ainda que da condigao de crescimento (2.6) resulta que

/n [f)Pde < C/n[(1+|u|p_1)|u|]2da:

< 20{/ |u|2dx+/ |u|2pdx}.
Rn n

2n
n—2

n
Vejaquep§—2:>2§2p§
n_

Logo, da desigualdade anterior e usando interpolagao obtemos a seguinte imersao

2n
n—2

HYR") — L"(R"), r € [2, },n>3

Portanto, em particular temos H'(R") < L?’(R"™).

Finalmente,

/ F ()2 da < +oo.
O que prova o almejado.

A seguir mostraremos que F' é localmente Lipschitz.
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De fato, se ||(u,v)||x < R, ||(@,?)|lx <R, R> 0. Note que de (2.6) temos

|F(uw) = F@D)[3 = (0.~ (u) — a(x)o) — (0.~ f (@) — a(x)o) |}
10, f(w) — (@) — alw)(w — D)
1£ () = F@IEs, + lale) (o ~ DI,

< 20{/ lu — | do + lu>P~V|y —7)? dz
n RTL

IN

+ |a|2(f”—1)yu—a|2} +2[|allo|[v — T/ 2 (gny daz-
Rn
Como
1 1
— + T — 1’
p =
vem que

lu[2P=V |y — 7|? dx

p—1 1
(/ [|u|2(p_1)} o dx) ’ ( lu — |* dx) ’
R n R"

2(p—1 _
<l 2 e = Tl e )

IN

Em virtude de
H'(R") — L*(R")
vem que
[ull 2oy < C llull i eny 5
onde C' é uma constante positiva.

Logo,

_ _ — 2p _ _
. Jul*P Y|y —a? de < C 7 R2P=V ||y — T|3 gy
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Analogamente,
[P O de < © TR
Assim,

HF<U7U) - F(ﬂ76)”?-{

AN

2R*P Y u — a3 oy + 2] alloolv — T2 gy

< Lrlu—=allin@n + v = 02y = Lell(u,0) — @ 0)|lx

onde Lr = maxz{2C 2 R*P=D 2llal[o} > 0.

O que mostra que F' é localmente Lipschitz.

Assim, estamos nas hipétese do teorema ( 2.2).

Veja que por (2.10) temos:

aU
— + AU =FU
T %
0 (2.11)
U0)=0°= € D(A)
ul
onde A é maximal mondtono e F é localmente Lipschitz, o que implica
u
U= € O([0, Trnaz); (H*(R™) x HY(R™)) N CH[0, Trnge); H'(R™) x L*(R™)).
Ut
Ou seja,
u € C([0, Tongo): H*(R")) N CH([0, Tongo): H' (R™))
0 que prova a existéncia de solugoes regulares de (2.8) em [0, Tr,4.). Se € H,

entdo a solugao é generalizada em [0, T},42)-
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Extensao da solugao de zero ao infinito.
No intuito de obtermos solugdes globais de (2.8), é necessario estender nossa solugao
obtida anteriormente ao infinito. De fato, sabemos que
u

U= € C([0, Tinga); (H*(R™) x H'(R")) N CH([0, Trna); H' (R™) x L*(R™)).

Ut
Entao,
u € O([0, Trnga); HA(R)) N CH([0, Trnge); H'(R))

uy € C([0, Thnaz); H'(R™) N CH([0, Trnga); L*(R™)) .
Pelo Teorema (2.2), temos que T},5, = +00 ou se

Tinge < 00 = . lm |Ju(t)||y =400  seT < Thaw. (2.12)

max

Queremos provar que Ty, = 0o. Suponhamos por contradicao que, 1,4, < +00.

Por outro lado, compondo a primeira equagao de (2.8) com wu, teremos para solugoes

regulares

| =

{nutniw) [Vl + allul e +2 [ daz}

Rn

N —
QU

t
_ —/ a(@) w2 dr <0, Vte [0, Tog). (2.13)

Integrando de 0 a t, t € [0, 7], teremos

1 1 1
§||Ut||%2(m) + §||VU||%2(W) + 5 a”“”%?(R") + / F(u(t)) dx
1

1 1
< §HU1H%2(Rn) + §HVUOH%2(Rn) + 5 OCHUOHLQ(RTL) +/ F(uo) dx . (2.14)

=E(0)
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Note que de (2.12) e (2.14) obtemos que ||u(t)||3 < 0o, logo pelo teorema (2.2) temos

que Thae = + 00. Logo, solugdes regulares existem em [0, +00).

Unicidade de solugoes regulares

Considere u e v solugoes de (2.8) e w = u— v, assim, subtraindo o problema (2.8) com

respeito a u e v, temos
wy — Aw + aw + f(u) — f(v) +a(z)w, =0 em R" x (0, +00)

2.15
w(0) = wy(0) = 0. 219

Compondo (2.15) com wy, teremos

1d
2dt {Hth%Q(R”) + [Vl Loy + 04||w||L2(Rn)} + (f(u) — f(v))w; dx

J
+ /R a(x)|w|* dr = 0.

n

Dessa forma temos,

1d
2t el + 190l + allwlzzen | <

[ (5w = fw)wds

< [ @) =l ulde <€ [ [P+ up g 2l o

n

|w]

< C{/ |w] ]wt\daﬂ—/ [v[P~Hw| \wt]dx—l—/ [u|P~w| \wt]dx}.
Rn Rn Rn

Como
-1 1 1
L o,
2p 2p 2
pela desigualdade de Holder generalizada segue que

1d
2dt {Hth%Q(R") Ve lze + anHLQ(R”)} < Clllwllez@nllwell 2 @n)

-1
+ Nullpapgny 1wl 2e @y l|we|| L2y

HUHigpl(Rn)

+

\w||L2P(Rn)||wt||L2(Rn) }‘
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Note que
Hl(Rn) SN L2p<Rn>‘
Logo,
1d 5 )
S {HthLz(Rn) + ol w]| 2@y + | V0][F 2 } <C HwHHl &+ 5 HwHL2(Rn)

H ull 2 ) ) ) 1911720 gy

5 L [Kollwl3 ey + el 2] 5 L (Kol gy + Hth%?(R”)]}
L 2 2
< C{5 (U ull o + 1011520 (el gy + el Faen)}-

Da desigualdade acima obtemos

1d (1
g {1l + Wolfn} < O{ 3 (1ol + 1ol

(il eny + lwelZ2geny) 3

Portanto,

1d ~ [ L
37 (e + T} < O 5 10+ Bl + Il

(lwlE @y + lwellZzny)-
Integrando de 0 a t, t € [0, T]a desigualdade acima e de (2.14) , temos

§||wt||2L2(R") + 5”“’”%11(1&")

p—1

L 1 t
<o{ 5 +ABOIT T) [l + o) ds
Por Gronwall, resulta que
w22 ny + Wl geny <O

sendo assim, w = 0.

Portanto, u = v 0 que mostra a unicidade no caso de solugoes regulares.
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2.3 Existéncia e unicidade de solucoes fracas como

limite de solucoes regulares

Agora, o nosso objetivo é provar a existéncia de solugoes fracas para o problema (2.8),

como limite de solugoes regulares.

De fato, seja {u’,u'} € H'(R™) x L*(R"). Entao existe uma solugao generalizada em

[0, Thnax) dada pela férmula
t
U(t) = S(t)U°+/ S(t — s)F(U(s))ds.
0

Como D(A) = H existe {u®,ul} € D(A) tal que

w Y
{ug,u;} — {u®,u'} em H, quando p — oo.
Logo, para cada p € N temos

uy € O(0,T); H*(R"), u, € C((0,T); H'(B") e uf € C((0.7]; L*(R")

e satisfaz

uy, — Auy, + oy, + f(u,) +a(z)u, =0 qs. em R" x (0,+00)

(2.16)
u,(0) = ug; u:L(O) = ui
De maneira analoga ao que fizemos na secao anterior, obtemos
L., 2 1 2 «@
SO e+ SITuO By + Sl ey + | Flun(t))d
1 1
[ @ OPds = 3 o o + 51T e
1
+ 3 aHugHig(Rn) + /Rn F(ug) de < L, (2.17)
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para todo t € [0,7] e todo p € N, onde L > 0 é uma limitacao para os dados iniciais .

Fazendo z,, = u, — u, vem que

2y — Doy + gy +alx)2, , = f(u,) — f(ug).

o,

. . ,
Compondo a equagao anterior com z, , resulta que

1d
5 {1t ey + 19200 e + sl } < [ 170) = a1
<C [ Ut ol ] 2, e
Como
p=1,1 1 .
2 2p 2
novamente pela desigualdade de Holder generalizada e o fato que H'(R™) — L*(R")
segue que
S {12 O+ 1V 202y + llzon (Bl |
K 2 ro2
< C{5 (U Il Fanmny + Il Zoneny) (2ol eny + 1125l 72en)}-

Integrando de 0 a ¢, onde t € [0,7] e de (2.17), temos
1 1 ~ [ K Pt
sletullen + 3l < €1 5 [A+2° 7]

t 1
/O(HwHHl(Rn + llwellZzn) ds + 5 (1l Hip(Rn)Jr!\Zi,u!\%z(w))}-

Por Gronwall, resulta que

1 1 1
S22y + 5 120 Ol ey < 5 (13l + 1128 ull30 e ) €
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Tomando o maximo, temos

méaieio |2 (Ol Fomn = méziepnln(t) = w Ol
O,)—00
=~
< O (et aqemy + 120, ey ) =5 0

O, l4—00
/ =~
AT |C([0,T];L2(R")) — 0,
logo, {u},} ¢ de Cauchy em C([0, T; L*(R")).
Da mesma forma,
2 ,
||UU - uu”c([o,T};Hl(Rn)) = maxtE[O,T]HuU(t) - Uu(t)“?{l(ﬂ{n)

o,[4—00

1 =
< 5 (bl + 122, ey ) =50,

o que mostra também que {u,} é de Cauchy em C([0,T]; H'(R")). Sendo os espagos

envolvidos de Banach resulta que

u, — uem C°([0, T); H'(R™)) — L*(0,T; H'(R™)) — D'(0, T; H'(R")) (2.18)
w, — v em C°([0,T]; L*(R")) — L*(0,T; L*(R")) — D'(0,T; L*(R"™)). (2.19)

De (2.18) temos que u), — u' em D'(0,T; L*(R"™)) e de (2.19) temos que u), — v em
D'(0,T; L*(R™)).

Pela unicidade do limite em D', obtemos que v’ = v em D’'(0, T; L*(R")).

Compondo (2.16) por v € H'(R") e integrando em R™ e em seguida multiplicando por

uma funcao teste § € D(0,7T) teremos
T T T
/@MWMWMt+L/<A% ﬁ+/ (1), 0)610)
0 0 0
+ / (f(uu(t)),v)0(t) dt +/ v)(t) dt = 0.
0
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Na igualdade acima, integrando por partes com respeito a primeira integral vem que
T T T
—/ (u;L(t), )0 (t)dt + / (—Au,(t),v)0(t) dt +/ (auy,(t),v)0(t) dt
0 0
OT T
+ [ o) e [ (a6 a=o
0 0

e ainda, pelo Teorema de Green, temos
T T T
—/ (uL(t),v)@'(t)dt +/ (Vu,(t), Vu)o(t) dt +/ (o, (t),v)0(t) dt
0 0 0

+ /O(f(uu(t)),v)Q(t)dt~l—/0 (ax)uy,(t),v)0(t) dt = 0, Vo € HY(R"). (2.20)

Como vimos anteriormente, {u,} ¢ de Cauchy em C(0,T; H'(R")) e {u/,} é de Cauchy
em C(0,T; L?(R")); e além disso de (2.17) resulta que

{u,} é limitado em L*(0,T; H'(R™))

e
{w,} ¢ limitado em L*(0,T; L*(R")).
Logo,
u, —u fraco em L*(0,T; H'(R™))
e
w, = ¢ fraco em L*(0,T; L*(R"™)).
Mas, u, — u' em D'(0,T; L*(R™)). Pela unicidade do limite, temos que v’ = ¢ em

D'(0,T; L*(R™).

Assim,

/0 (W (8), o) (1)dt — /0 (1), 0)6 (1) di: (2.21)
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/O(a(x)uL(t),UW(t)dt — /O(a(:v)u’(t),v>9(t)dt; (2.22)

/0T<Vuu(t), Vu)o(t)dt — /OT(Vu(t), Vu)6(t)dt. (2.23)
Por outro lado da convergéncia (2.18) resulta que
u, —u forte em L*(R" x (0,7T))
e, portanto, u, — u quase sempre. Do fato que f ¢ continua temos

f(u,) — f(u) quase sempre em R" x (0,7).

Por outro lado, através da condic¢do de crescimento imposta pela f em (2.6) obtemos

Hf(uu)HL2(Rnx(o,T)) <C

e pelo Lema de Lions temos que

f(u,) — f(u) fraco em L*(R™ x (0,T)). (2.24)

Assim, de (2.24), obtemos

/0 (fuu(1)),0)0()dt — /0 (f(u(t)), v)0(t)dL. (2.25)
De (2.21), (2.22), (2.23) e (2.25) na passagem ao limite em (2.20) temos
—/0 (u'(t),v)0'(t) dt +/0 (Vu(t), Vu)o(t)dt +/0 (au(t),v)0(t) dt

+ /0 (f(u(t)),v)0(t) dt—l—/o (a(z)d'(t),v)0(t)dt =0, Yve H'(R");
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ou ainda,

(5000 60 + (Vo). 7e) 600} + (fau(t) ), 00)

+ ((f(u®?)),v),0@) + ((a(z)u'(t),v),0(t)) =0
para toda 6 € D(0,T).

Portanto,

d

E(u’(t), v) + (Vu(t), Vo) + (au(t),v) + (f(u(t)),v) + (a(x)u'(t),v) =0

em D'(0,T) e para todo v € H'(R™). O que prova a existéncia de solucao fraca para o

problema (2.1).

Com intuito de obter a identidade de energia para solucoes fracas resta-nos analisar a

integral / F(u,)dz.

Note que

T T
/ Fd)drdt < / /[C(1+|ug|p_1)|ug|]2dxdt
0 R" 0 n
T
< 202/ ]2 + [ da dt
0 R™
T
S 202/0 ||u2||L2(R")+Hu?LHL”(R")dxdt

Como H'(R") — L*(R") e H(R") — L"(R") para r € [2,-25] da desigualdade a
acima temos {F(u,)} ¢ limitado em L*(R™ x (0,T)).

E ainda como ug —u® q.s. em R"x (0,7) e F sendo continua vem que

F(up) — F(u) qs.em R"x(0,7).

Usando o Lema de Lions temos que
Fu) = F(u’) fracoem L*(R™ x (0,7)). (2.26)
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Da identidade (2.17), da convergéncia dos dados iniciais e das convergéncias (2.18),
(2.19) e (2.26) obtemos a identidade de energia para solugoes fracas (obtidas por limite

de solugbes regulares)

1 1 1
@y + 51Tl ay + Sllau(®lany + [ Pla(t) do

Rn
1 1
+ [ al@ ) do = Sl g + 5190 e

1
500 g +/ Fu)ds < L.

Rn
Desta forma, estamos aptos a estender as solugoes fracas a todo intervalo [0, +00)

como foi feito na se¢ao anterior no caso de solugoes regulares .

Agora, o nosso objetivo é demonstrar a unicidade de solugoes fracas que garantirad a
identidade de energia para qualquer solucao fraca e nao somente para aquelas que sao

limite de solugoes regulares.

Unicidade de solugoes fracas.

Afirmamos que o problema (2.8) admite uma tunica solugao fraca. De fato, considere
u e v solugoes de (2.8) e considere também w = u — v.

Entao

w e C(0,T; H'(R™) N CH(0,T; L*(R™)) (2.27)
e satisfaz o problema

wy — Aw + aw(t) + a(x)w, = f(v) — f(u) em C(0,T; (H'(R™)))
(2.28)
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Utilizaremos o método de Visik-Ladyzenskaya. Com efeito, tome para cada t € [0, 7],

a seguinte funcao:

0;, s<t<T

— w(&)dE; <t<s
w@{ / S 0=t= (2.29)

e sendo 1" a derivada no sentido das distribui¢oes vetoriais de 1), temos

w(t); 0<t<s
W'(t) = { (2.30)

0, s<t<T.
Das expressoes acima e de (2.27) temos
Y, € C(0,T; H'(R™)) N CH(0, T; L*(R™)). (2.31)

Compondo (2.28) com 9 na dualidade C(0,T; (HY(R"))" ) x C(0,T; H'(R")) e obser-

vando que ¥ = 0 em [s, T, obtemos
/0 s (1)) d + / (= Awt), p(6)) ds + / (nw(t), 0(0)) ds
n / (a(wywn(t),p(e)) dt = / (Fw) — Flu), b(0)) d. (2.32)

e Anidlisando agora o termo/ (a(x)w(t),v(t)) dt.
0

Integrando por partes, tem-se

/0 a@yw. o) dt = alx)w(t)b()




Integrando por partes a primeira integral de (2.32), da igualdade anterior e recordando
o fato que < —Aw,vy >= (Vw, V1)), onde (-,-) denota o produto interno em L*(R™),

temos

(wi(s), 1 (s)) — (wi(0),4(0)) — /Os(wt(t),wt(t)) dt

+ /S(Vw(t),vw(t))dt+/S(aw(t),@b(t))dt—/ (a(x)w(t), w(t)) dt

0 0 0

= [ v - 5w, v) ae
Novamente por (2.28)s, (2.29) e agora por (2.30) vem que
- [+ [0 vomu+ [ @)
- [ et wnde= [0 - ). vy s
ou seja,
=5 [ e+ 5 [ 1T de 5 [ o 6O e
- [ty = [ )~ o)

ou ainda,
1 2 1 2 1 2 1 2
Sl ey + 510y + IV Baguny — 51 THO Fagary
1 S
+ 30 IO — 50 IO = [ (alyu(®).w(e) d

- / (F) — Flu), (2)) d.

Observe que

IV (s)|| 2@ny < CllY(s)||areny = 0.
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Sendo assim,
V()| L2(ny = 0. (2.33)

Mais uma vez, usando (2.28) , (2.29) e (2.33) temos
1

1 1
Sl ey~ SIVHO) ) — 50 O] aqany

- /Os(a(x)w(t),w(t))dtZ/;(f(v)—f(U)W(t))dt;

ou seja,
1 2 1 2 Ly 2
S ey + S IVO) Bagan + 5 07 [6(0) Bage
/ /na(x)|w|2dxdt: [ = s v a0
e Andlisando o termo / / v))(t)dzdt.

De fato, note que

// vl d““</ 1) = F)lle(t) e dt

p—1 p—1 _
/0/ 1+ =+ o] | — o | J(8)|da dt.

Como

p—1+1+1 .
2 2 2

por Holder generalizada, segue que

// O)(t) da dt

_/ (w2 191l 2@n) + [ull 7z 191l 2n@n) ] 22 ny
0
0l 2 e 1l 20 0] 2y ] dlt

S/ [R [Jw(t)| z2en) 18] 1 ey + K [l Rn)||1/)||H1(R")||w||L2(R")
0

HI ([0l ey 101 2y [0 2 ey ] .
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Tomando R = max {R K ||u||Hl gy K ||U||H1(]R" } temos da desigualdade acima que

| [ = repuyded < B [ 1ol lo@leed. @39

Agora pondo
t) = d¢;
wl( ) /0 w(f) ¢

de (2.29) para todo t € [0, s], vem que

Mﬂ=j[w@%=—lfw®%—4w@% — () —wn(s). (2.36)

Desta forma,

w@z—L[w@%—Az%M4=—m®- (2.37)

Logo, de (2.35), (2.36), (2.37) em (2.34), teremos

1
§||w(s)||%2(R”) + §||w1(3)||§{1(ﬂ{n)

/ [w(®)[|r2@n) lwi(t) = wils)]| ey dt
o [Nz IOl -+ [ o)z lus(6) e e
s 1
+ 25C' ||w 2(Rn
/x/ P
C S
S 0@ + 11Ol o]

S 1 S
2 2
T %CAHM@MWWE+Z5MMﬂMWM(AdQ}

C [® 1
o | (10 + s (] + 5 () e
0

IN

IN

(5l e

IN

IN
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e, consequentemente,
1 2 1 2 ’ 2 2
Slw(s)lzagn + 7 llwi(s)lin @y < € i wIZegny + Nws (O |7 gy )t
Usando a Desigualdade de Gronwall, resulta que
1 2 1 2
) Baguny + 7101 (5) Bogeny <0
Assim, obtemos que
w(s) =0 em L*(R"); Vsc(0,1)
e como w(0) = 0, temos que
w(s)=0 em L*(R"); Vsecl0,T],

o que nos diz que u = v, mostrando portanto, a unicidade no caso fraco.

2.4 Existéncia e unicidade de solucoes generalizadas

como limite de solucgoes regulares

O nosso propdsito agora é mostrar que as solugoes generalizadas de (2.8) em [0,7), T' > 0,

podem também ser obtidas como limite de solucoes regulares.

Considere a seguinte solugao generalizada de (2.8)

Ut) = SOU° + /St—s U(s))ds

onde
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u
e em que UY = | €M Como (A) = H existe {u),,u;,} € D(A) tal que

{up,u,} — {u’,u'} em H, quando p — oo.

Para cada p € N, consideremos a seqiiéncia de problemas cujas solugoes sao regulares
(classicas)

u;, — Auy, + oy + f(uy) +a(z)u, =0 em R" x (0, +00)
(2.38)

Compondo o problema anterior com wu/,, teremos integrando de 0 até t como no caso
anterior que

1 1 «
5”%”%2(11% + §||Vuu||%2(m<n) + 5”%”%2(]1@) + / F(u,(t)) dx

R?’L
1 1 o
+ / a(x)|u,|” dr < 5”“;”%2(1&") + §HVU2H%2(W) + 5“%“%2(11@)
+ / F(up)de < L = L(u’,u') (2.39)
para todo t € [0,7] e todo p € N.

Veja que como no caso anterior, através da desigualdade acima, podemos obter a
desigualdade de energia para solugdes generalizadas (obtidas como limite de solugdes

regulares) e assim, estender as solugoes generalizadas a todo intervalo [0, +00).

Ponhamos

U.(t) = S()U° + /0 t S(t — $)G(U,(s))ds

Uy(t) = S(t)U? + /Ot S(t — 5)G(Uy(s))ds.
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Temos

1Uu(8) = Uz @®)l3 < 21SOIP1U = Ul + 2/0 1St = ) IPIG(UL#) — GUs ()15

Também, note que

|GWU(s) = GU N3 = [|(=alw)u), = f(u)) = (—al@)iy = f )] [}z g
< 2 / n a%x)\u; 42 [ 1f) = Sl da

< 2C |u;—u;|2dm—|—2 | f(u,) — f(u,)? dr.
R Rn

Desta forma, tendo em mente que ||S(t)||z) < 1, das desigualdades acima temos

1Uu(8) = Us@®llze < 2l — uglap ey + 2wy, — gl L2y + 20/l — gl|7on)

t t
+ 40/ / |u, —ul | da:+4/ |f(w,) — fluy)|*dx ds.
0 n 0 Rn

Denotando

t
A:2Hug—ug\|§ﬁ(w)+2||u;—u;\|iz(w)+2a||ug—ug\|iz(w)+4c/0/R o, — ! [Pdds

e do fato que

(T Uy (T
1U.(8) = Us (DI}, = " "

u,,(t) U (t)

H

= [V (uu(t) = o) L2g@n) + elluu(t) = e ()][72@n)
2, (£) = g (D) 122 @)

+
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obteremos entao

19 () — 1 () 2y + ) — i (1) [Zmy + 12 (8) — o, (8) 22
< g (8) — ti0 ()2 my + [1£4() =ty (8) 2y + 0 (8) — 1 (8) 2z
t
<At4 / F(u) — flu)P d ds
0 R™

t
< A+4C/ / (4 P+ oY) iy — o] derds
0 n

t
0 n

t

t
= A+ 120/ lu, — u,|*dz ds + 120/ |, 2PV |, — uyda ds
0 Jre 0

R
t
+126’/ / o 2P~V |u, — u,|dz ds.
O n

Tendo em vista que

1
e =k
p

e

temos por Holder generalizado que

p=1 1
P P 2(p—1 2
<R |u0|2pdm) (/R |uu—ua|2pdx) < et IR et = 0y -
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Logo,

o (8) = e ()3 @y +

IA

IN

+

[y, () — U;(t)H%?(Rn) + alfluy(t) — uo(t)“%Q(R”)

A+ 12C /t |, — uo”%?(R”)dS

12¢ / [t 3y [t = 112y
120/ [ oy 1t = | g s
A+C/ [ty — g || 72 gy s

12K/ o357 Nt = o [371 oy ds

2 1) 2
2k [ Il T = el

<Lp— 1 (por(2.39))

2|up) — USHHl(Rn) +2|u,, — Ui—“%?(ﬂ@n) + 2alluy, — U2||%2(Rn)

t
A~ 2
C/ {Huu - uO’||H1(]Rn) + ||U; - U;H%Q(Rn)
0

2
allu, — UUHL?(Rn)} ds.

Usando a desigualdade de Gronwall, resulta que

2ty () =1t (£ [ oy + 15, (8) —

()7 ey Tl () —tio (D) | 22y < Craoe

vVt e [0,T].

Tomando o méximo na desigualdade acima, como no caso anterior,resulta que

{u,} é de Cauchy em C([0,T7; L*(R")).

{u,} é de Cauchy em C([0,T]; H'(R")).

Como ja vimos anteriormente, podemos obter que

u, —u em LQ(O,T; HI(R”));
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w, — v em L*(0,T; L*(R")).

E ainda, note que seguindo as desigualdades anteriores, temos

t

0 S(t—s)G(Uu(s))ds—/o S(t — $)G(U(s))ds

H

IN

t
|15 = 965 ~ G sl
t

40/0 A |, — | dxds—i—C'/ |f(u,) — f(u)|*dzds

t
C/ |uj, — v/ [dds + C/ [ty = ul| 72 gy

0 R"

' 1) 2

w0 [ (I Nl ] e = e

& [ {1at0) = ) oy + ) = ) e
=

W/ ()32 | ds 2 0.

H—=+00

IA

IN

IN

+ Hut

Portanto,

Uu(t) = S(t)U, + /OtS(t — 8)G(U,(s))ds — S(t)U° + /Ot S(t—s)G(U(s))ds =U(t).

Unicidade de solugoes generalizadas

Agora, mostraremos a unicidade para solugoes generalizadas.

Com efeito, considere as seguintes solucoes generalizadas de (2.8)

U(#) = ST + /O ' S(t— $)G(U(s))ds

U(t) = S(t)U° + /0 t S(t—s)G(U(s))ds
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onde U(s) e G(U(s)) foram definidas na se¢ao anterior.

Deste modo, usando as estimativas provenientes da secao anterior, obtemos

||U U3,
2
= G(U(s))ds
H
< / G (s)) - GT() s
t
< 2{/ / a2(:c)|u’—ﬂ’|2dxds+/ ]f(u)—f(ﬂ)|2dxds}
t
< 20{/ lu' — ’|2dxds+2/ | f(u) —f(ﬂ)|2dxds}
R7 Rn
< C’{/ lu' — u|dxds+// [(1+ [uP~" + [@]P~ 1)|u—u|} dmds}
0 R
t t t
< C’{/ |u/—ﬂl|2da:d8+/ |u—ﬂ|2dxd3—|—/ u2P=Y |y — 7| 2dxds
0 R" 0 RrR" 0 R

¢
+ / @|>P= Dy, — ﬂ|2da:ds} :
0 Jre

Mais uma vez, como p e p%l sao conjugados, através da desigualdade de Hélder, com

os mesmos calculos feitos na secao anterior, vem que

U@ - T3
_ t
= C{ / |~ 2 ey ds + / ol ‘“L%W}

b [ - a ds+ [ —wpasas}

Novamente mediante o uso dos mesmos artificios da secao anterior, pela desigualdade

de Sobolev, em (2.6) resultara que

t t
()~ T < C { / [t = T2 gy ds + / = T2 g s

t
/o |lu' — EIH%Z(Rn)dS} .
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Por outro lado, como
IU) = U7 = ' (t) = @ (O Z2@n) + IV (@(t) = T6)) | Z2@ny + all(ult) = TE)l[72@n-
Logo,

() =) L2y + IV (w(t) =G0 L2 gy + llult) — AL ny

t
< 0{ / o = |2y ds + / o= s + [ a||u—a||%2(Rn)ds}.
0 0

Portanto, pela desigualdade de Gronwall, temos que

() = () L2 gen) + 1V (w(t) = G0 L2 gen) + ollult) = TE)[L2gn <0

o que nos diz que
lU) =Tz =0

e finalmente

U(t) =U(t)

o que mostra a unicidade das solucoes generalizadas.
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Capitulo 3

Decaimento Exponencial

Neste capitulo mostraremos as taxas de decaimento exponencial para solugoes regulares
da equagao semilinear da onda com dissipagao localizada e, considerando os argumentos
de densidade usados na obtencao de solugoes fracas (ou generalizadas), podemos estender

nossos resultados para solugoes fracas (ou generalizadas).

Admitiremos que a funcao f pode ser Globalmente Lipschitz ou superlinear fazendo

distincao entre os casos quando for estritamente necessario.

Considere o problema (2.1) dado por:

uy — Au+ au+ f(u) + a(z)uy =0 em R™ x (0,4 00)

(3.1)
u(0) = up € H(R"), us(0) = u; € L*(R™)
com as seguintes condicoes:
Assuma que
a€ LYR"), a(x) > a9 >0 gs. em Qr =R"\Bg = {|z| > R} (3.2)
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para R > 0 com Br = {z € R": |z| < R},
a>0; f(s)s>0 paratodo s € R, (3.3)

e também
f € CY(R) e existe alguma constante C' > 0 e p > 1 com (n — 2)p < n tal que

(3.4)
f(2) = f(y)] < CO+ [z~ + |[y[P~)]z — y| para todo z,y € R.

Note que da condicao (3.2) a dissipagao do termo a(z) é efetiva em Qg. De (3.4) temos

que o problema é bem posto em H'(R") x L*(R").

Agora, considere a energia

E(t) = %/RnHVu]Q + |ue|* + a|ul?]) dz + /Rn F(u)dx (3.5)
onde
F(z) = / f(s) ds,  para todoz € R. (3.6)
0

Para mostrar o teorema que segue faremos uso do seguinte resultado de continuacao

Unica de Ruiz.

Teorema 3.1. (Propriedade de Continuagao Unica ) Assuma que u pertenca ao
espaco L*(Q2x (0,T)) e seja uma solugao fraca de Ou+v(z,t)u =0 em Qx (0,T), (onde
O € o operador D’Alembertiano) tal que T > diam Q e v € L>*(0,T; L™(R2)), onde 2 é um
aberto do R™.

Entao se w =0 em algum conjunto {x € R"/a(x) > 0} x (0,T), temos que u = 0.

Demonstragao: Ver Ruiz, [32], pagina 465. O

Teorema 3.2. Suponha que as condigoes de (3.2) (3.4)sao satisfeitas. Suponha ainda

que [ satisfaca uma das sequintes condicoes
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i) (Caso em que f é Globalmente Lipschitz),f’ € L>(R) e uma das sequintes condi¢oes

sao vdlidas:

3 lm S8 = sl lim [ = [ (3.7
3 gm 1 g (3.8)

[s| =400 S

ii) ( Caso em que f € superlinear ). Existe algum 6 > 0 tal que
f(s)s > (24 0)F(s) para todo s € R. (3.9)
Entao, existem constantes C' > 1 ey > 0 tais que a estimativa
E(t) < CE(0) e (3.10)
se verifica para toda solugdo u = u(x,t) de (3.1) com dados iniciais em

HY(R™) x L*(R™) e para todo t > 0.

Demonstragao: E suficiente provar a seguinte estimativa

T
E(T) < C’D/ / a(x)|u(z, t)|*dedt, para algum Cy > 0. (3.11)
O n

De fato, note primeiramente que pelo capitulo anterior temos vélida a identidade de

energia para solugoes fracas e generalizadas ou seja,

1d
2 dt {HU/H%?(R”) + HVU”%%Rn) + ||U||2L2(Rn) + Q/R F(u“)dx} = —/ a(z)|u/|Pdx < 0.
B(t)
isto é:
1dE(t)

0 que prova que a energia em questao é decrescente para todo t € [0,+ 0o, em outras

palavras

E(t) < E(0), Yte[0,+ o).
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Integrando a desigualdade acima de t; a ¢, resulta que
to
Bty) — E(ty) < —/ / a(2)uPdzds, Vi >t > 0. (3.12)
t1 n

De (3.12) e (3.11) temos

EB(T)

<
~— Co
(3.11)

E(T)—-E(0) = —/0 /Rna(a:)\ut(x,tﬂ?da:dt

= B(T) <1 + Ci) < E(0)

0

Co

Considere o nosso problema de Cauchy obtido no capitulo anterior:

dU
o TAT=EO) (3.13)
U(0) = U°.

Sabemos que existe uma unica solugao U(t) do problema (3.13). Assim, definamos o

seguinte operador

St):H — H
U’ — SHU°=U(t)

onde U(t) é solugao de (3.13) e satisfaz as seguintes propriedades de semigrupo:
S0)=1; St+s)=S(t)S(s)Vt,s € [0,+ 0]

Também, considere o seguinte problema

dV
%—FAV:F(V)
V(0)=U(r)
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cuja unica solucao é V(t) = U(t + ).

Denotaremos a energia com respeito a U e a V' da seguinte forma:
Et,U)=FElt) e EtV)=E{t+r)Vt>0.

Assim, da mesma forma obtida para E(T') podemos ter para E(T,V') a seguinte esti-

mativa

Co
E(T, V)< E0,V
( Y ) — CD +1 ( Y )7
em outras palavras,

E(T+r) < Co E(r) (3.14)

~—Cp+1 . .

O nosso proximo passo € mostrar que

E(T+7) < % nE(r)'Vt—nT—i—r (3.15)

= C(] + 1 ) - ) N

onde 0 <r <T.

Provaremos por meio do método de indugao matematica. De fato,

i) Paran =1 vejaquet =T +r. Logo por (3.14) obtemos

E(t)=E(T+r) < Co

E(r).
_CO+1 (T)

i)  Para n = 2 observe que

EQT+r) = E(T+(T+r))




i1i)  Suponhamos que (3.15) seja vélido para todo n natural. Assim,

E((n+1)T+r) = E(TH+ (nT+r))

Co
< E(nT
- Co+1 (n + T)

<
< (g) o,

Por outro lado, como E(-) é decrescente, temos que E(r) < E(0). Desta forma,

B < (ijl)nEv)s(Cocjl)nmm:(cfjl)%_; B(0)

: (cfﬂ)é_l w0 - (%57 (000?1)_%(0)
_ (CO+1> (&) o).

o que mostra (3.15).

Co

Se tomarmos na estimativa anterior

1
=14 —
C +Co

_ (e 2
Tt C,

teremos finalmente o resultado de (3.10).

(3.16)

U

Com o intuito de demonstrar (3.11) faz-se necessario provar alguns lemas que seguem
abaixo. Trabalharemos com solugoes regulares e por argumento de densidades a estimativa

(3.10) sera estendida para solugoes fracas (ou generalizadas).
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Lema 3.1. Ezxiste uma constante C' > 0 tal que

e T
_/ / [|Vu|2+0z|u‘2—|— | |?] dxdt—l—/ / F(u) dz dt
2J)o Jasg o Joun
T ) )
=¢ {/0 /n a(@)fu]"dw dt + HUHP(BQRX(O,T)) + E(T)} (3.17)

para todo T' > 0 e toda solucao regular de (3.1).

Demonstragao: Multiplicando a equagio (3.1) por p(x)u com ¢ € W2°(R") e inte-

grando sobre (0,77) x R™ temos que

T T T
/ / uttgo(x)udxdt—i—/ / —Augp(m)udxdt—{—/ / aup(r)udedt
0 n 0 n 0 n

+/0T R"f(U)so(%)ml:ccht+/OT /na(m)utw(w)udﬂcdtZQ (3.18)

Usando Fubinni e integrando por partes a primeira integral da identidade acima obte-

(/n[utgpu]d:ﬂ) Z—/nutw iz — (/n[utgpu]dx) :
- [ty ptayuyao = ([ fooniar)|
_/OT [l o) do . (3.19)
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Usando a Férmula de Gauss e a férmula de Green, temos que

T T T
/ —Aup(r)udrdt = / / Vu-V(pu)dedt = / / Vu-(Vou+ Vup)drdt
o Jrn o Jre o Jre

T T
= / / VU'V(,DUCZZL‘dt—f—/ |Vul? ¢ do dt
T
— / / ou —udxdt+/ Vul? o dz dt
n 0$k 8$k 0 Rn

1 2 T
~- - / / Op Olul dxdtJr/ VUl pdedt

2 1 0 n 8l'k axk 0

1
= —5/ Ago\u|2d:cdt—|—/ / |Vul? ¢ dz dt. (3.20)
O R’ﬂ n

Observe agora que

/OT /n a(z)wp(x)udrdt = (/n %|u|2a(x) Spdg;) 0
— [ (2 e+ Zaw) @
= (/n %|u|2a($)g0dx) '

Dé (3.19), (3.20) e (3.21) obtemos de (3.18), que

</n[utg0u] dx)

T

(3.21)

T

T 1
—/ |ut|2g0dxdt——/ / A<p|u|2dxdt
0 o Jrn 2
T T
+/ \Vu\%dxdt%—//augauda:dt
0o Jre 0

T 1
/ f(u) pudr dt + (/ ~|ul*a( cpdm)
Dai temos,

/OT/n<p[|vu|2+(f<U)+aU)U] drdt = /OT/R (% |u‘2—|—go|ut|2) dz dt
_ (/Rn [(ut—l—a(x) g) @u] d:c) '

(3.22)
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Aplicando (3.22) com ¢ € W**(R") verificando:
0<e<1emR" =0 em Br; =1 em Qyp = R"\ Byg. (3.23)

onde B = {z € R" : |z| < R} para algum R > 0 dai, temos que

T
/ / [[Vu|® + (f(u) + au)u] dvdt = — (/ [(ut + a(z) g)gou] dx)
0 QoRr R™ 0
T T
_|_/ / % |u|2 dz dt +/ / |Ut|2 dr dt < (/ [(ut + a(z) E) gpu} dl’)
Bor\Bp Qg R™ 2
/ / |u\2d$dt+a0 / / aolug|? da dt.
Bor\Bp Q2R
Como a € LY(R"), a(z) > ap > 0 q.s. em Qop = R™\ Byg temos que
/ / [[Vul® + (f(u) + au)u] dzdt < (/ Kut + a(x)u) u} dx)
Qor 2 0

+ = mawAap// |u|? dz dt + ag* // (z)|u|? da dt. (3.24)
$€B2R Bar\BRr "

Observe que

T

T

0

T

3 3
[ wpuldr < ol [ v do < lole (/ |ut|2do:) ( |u|2das)
n Rn Rn R®

ou ainda, como a > 0 temos

/ woudr < o gl el 2 ollull 2
-1 1 2 - 2
< 0 gl (5 ullEaqany + 5 g
< o pllEt). (3.25)

Além disso,

IN

_ «
2Nalliela (5 [ fufas)
RTL

< 2lallec el o™ E(2). (3.26)

/ a(x) o |ul? dz
RTL

N
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Somando (3.25) ¢(3.26) vem que

[ (ut+ (?“)wdwsw lolo(l + [all) E() V>0,

Q

Logo,

([ (w4 "5 ) puas)

Usando a identidade de energia obtemos

T

0 <a el (14 [lalle ) [E(T) + E(0) ].

T

(o (o 5 o)

< a7 @lleo(1+ all) | 2B(T)

/OT / a(x) u? dx} : (3.27)

[ v+ 00+ e drat < 0 ol + o) 250

+/ / a(x)|u? dxdt} — mdx Acp/ / u|? d dt
-'EEB2R Bsr\Br
+ ag / / () |ug|? d dt. (3.28)

Considerando M = maz{a™" ||¢|lee(1 + ||a]ls), ag*} obtemos,

De (3.24) usando (3.27) temos que

//Q PVl + (f(u) + aw)u] drdt < 2M E(T)

41 maxAgp// |u]2dxdt+2M// (@) Pdedt.  (3.29)
xeBZR BQR\BR n

1
Tomando, Cy = max {2M, 3 max Ap} temos,

r € Bap

T
L[ 1w+ e +awaded < Co{BE)+ lulfxon
2R

/ / ()2 dt} (3.30)
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T
onde ||u||%2(B2R><(0,T)) :/ / |U|2d9§' dt
0 JByr\Br

Mostraremos a seguinte afirmagao: 3 p > 0 tal que
(f(s)+as)s>pu (% s% + F(s)) para todo s € R, a >0 (3.31)

para ambas as condicoes de f.

Se f uma funcdo superlinear basta tomar 1 = 2 e a desigualdade (3.31) se verifica.
2c

a+ 1l

De fato, note que a constante p dada acima existe, ja que a > 0 e f é Globalmente

Entretanto se f é Globalmente Lipschitz devemos tomar y =

Lipschitz (isto significa que f € L>(R)).
Assim,

2 (%52 + F(s)) = o?s? + 20 F (s) = os* + 2« /S F)aA. (3.32)
0

Sendo f" € L>®(R), pelo teorema do Valor Médio, existe €5 € (0, s) tal que
[F ()] = 1f'(€lls] < 11f llool 51 (3-33)
Deste modo, por (3.32) e usando (3.33) teremos

2 s s
20 (%4 FO) < @ aa [0 <@ 42l £ [ o
0 0

2
= a2+ 2a|\f’\|oo%. (3.34)

Como a > 0 e f(s)s > 0 para todo s € R, temos que

>0 >0

20 (%82 + F(s)> < a5 4 | f|ees® < a?s* +af(s)s+ £(8)8]f oo+l f]|0os”
= (f(s) +as)sa+ (f(s)s+as)s|f]lw
= (f(s) +as)s(a+ | fl)
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Assim,

16 +assz 20 (B4 )
s) + as)s s
Tat e \ 2
200
a+ [ f']loo
Desta forma usando (3.31) temos de (3.30) que

Tomando p = provamos a afirmacao (3.31).

T T
/ / [[Vul? —i—/L%u? + pF(u)] dx dt < / / [[Vul* + (f(u) + au) u] de dt
0 QQR 0 QQR
T
< Gy {E(T) [l 0 + /0 / o(2) | do dt} - (3.35)
Assim,

T a T
|| ivap e nGtdsat v [ Faydsar < G {B@) + o
0 Qor 0 Q2R

+ /OT /n a(x)|ut\2dxdt}.

Logo,

T T
/ / Va2 + 1 Sl + ) dxdt+u/ / F(u) d dt
0 QQR 2 0 QQR

T
< COE(T)+C’0||u||%2(BQRX(07T))+ C'O/ / a(x)|u|? dx dt
0 n

1 (T
—I——/ / aoluy|* dx dt.
CLO 0 n

Dessa forma,

T T
/ / (Va2 + 1l + ] dxdt+,u/ / P(u) d dt
0 Qor 2 0 Q2R

1 T
S OoE(T) + COHUH%Q(BZRX((LT)) + (Co + a_o) /0 / (Z($)|Ut|2 dx dt

T
< OB+ ilagpiomy + [ [ el drat)
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1
onde C| = max {C’O, Co+ — } Considerando K = min {1 /i} > (0 temos

{/ / |Vu|2+a|u|2+|ut| d:):dt—i—/ / dl‘dt}
Qor Q2R
Cl {E(T) + H’U/H%2(B2RX(O,T)) ‘|’/0‘ / a(:v)]ut\zda: dt} .

Da desigualdade acima vem que

/ / [Vuf2 + afuf? + [w]?] de dt+/ / w) de dt
Q2r QR
{ ( ) + ||u||L2 (Barx(0,T)) / / |Ut|2da7 dt}

g

Cy

onde C = — e

Lema 3.2. Seja q = (q1, ..., ¢,) € (WH2(R™))*. Para todo T, r > 0 e toda solugdo

reqular de (3.1), temos a segquinte identidade sobre B, x (0, T):

/ / div(q)[ |w]* — |Vul® — alul? d:pdt—/ / div(q)F(u) dx dt
Oqr, Ou Ou
+/ / 8_3:;8_:cja_md dt+/ /ra(a:)uthudxdt:— (/ utq~Vud$>
—/ / q.2)[ Jug|® — |Vul* — aful? dth——/ / q.z)F(u)dl dt
/ / (q- Vu)dl dt. (3.36)

Demonstracgao:

T

0

Multiplicando a equagao (3.1) por ¢(x) Vu(z, t) com um campo de vetores
q € (Wh°(R"))" (denotando por . o produto escalar em R" ) e integrando em
B, x (0,T) temos

/OT/ (we — Au~+ au+ f(u) + a(z)u)(q.Vu) de dt = 0. (3.37)
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Integrando por partes obtemos

/OT/Tutt(q.Vu) dx dt = (/Tut(q V) d:v)

Note que

T
//ut(q.Vut)dxdt = // utqk—dxdt
0 JB Br j=1
2
- // a'“t‘ da dt.
B

T k=1

Temos que g € H'(B,) e u, € H'(B,) sendo assim,

u? = uwuy € L'(B,)
= u; € WH(B,).
8|ut|

83:] € Li(B,)

Logo, usando a férmula de Gauss vem que

T
0
/ / uq.Vugdr dt = ——/ / Qk|ut|2d9§dt
0 . B

k= 1

+ / /qu|ut| vdl dt
S

T k=1

1
= ——/ / div(q)|uy|? da dt
2 /o .
I )
+ - (q - v)|ug|* dL dt.
2Jo Js.

Como v é o vetor normal unitario exterior a B, temos que

x
v="_% vses,.
r
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Sendo assim, de (3.40) vem que

A
//uthutdxdt = ——/ / div(q)|ug|? dz dt
. 2Jo Jg,

1 /7
+ —/ /(q-x)|ut|2dth. (3.41)
2rJo Js,
(3.38) e (3.41) temos que

,
/ / u(q.Vu)dxdt = (/ u(q.Vu) dx> / / div(q)|ug|? do dt
// q - x)|u|* dl dt. (3.42)

Note que u € H?*(B,), ¢ € L*(B,) e Vu € H'(B,) sendo assim ¢.Vu € H'(B,)

(proposicao IX.4 ver Brezis [8] ).

Usando a férmula de Green obtemos

T T
—/ / Au(q.Vu)dzdt = / / Vu.V(qVu) dx dt
0 ” T

/ / (¢.Vu)dl dt. (3.43)
Observe que

ou 0 .
//TVqu Vu)dxdt Z//aij%(ZQk@xk) dx dt.

Pela proposigao I1X.4 do Brezis [8] temos que

T Oq,, Ou 9%u
dt.
/0 Vu.V(q-Vu)dedt = Z/ / (99[;3 (8% . + q 8%8%) dx

Dai, temos

T ou 8qk ou
/0 | vuvavw i = Z/ / B2, 0, Dy 0

k,j=1

+ Z/ / 5 5o (a—%)qud:ﬁdt. (3.44)
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Aplicando a férmula de Gauss na segunda parcela acima vem que

Z// —2 dedt = ——//aq’“ LU
T28:ck Ox; I N k] . oxy, &c]
+ qr Vi dl’ dt
]k; 1
2
= ——/ / div(q) — | dzxdt
r 4
+ //ax]qxddt (3.45)
De (3.43), (3.44) e (3.45) obtemos,
ou Oq;, Ou
Au(q.Vu)dxdt = / / ———dxdt
/ / k;l 8% Oz Oxy,
1 :
_Zﬁ/ / div(q) | =— dxdt—i—— / / ax] (q.z)dl dt

/ / (q.Vu)dl dt
:/ / %%%d dt——/ / div(q)|Vul? dx dt
0 Oz Ox; Oxy, 3

e )
+2_r/0 /T(q.x)|Vu| dth—/O /Tg(Vu.q) dl dt. (3.46)

Agora, observe que

T
/O/Tozu(q.Vu)dacdt = / /BZauqka—mdxdt

T k=1

_ __/ / Zaqk (9xk S dedt. (3.47)

Br k=1

Note que, aq, € WH(B,), v? € H'(B,) e q € W' >(B,). Sendo assim, usando a
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Férmula de Gauss temos de (3.47) que

T 1 /T
//au(q.Vu)dxdt = ——/ / adiv(q \u|2dxdt
0 » 2Jo JB,

1 (T )

— a (q.z) |ul” dT dt.

27" 0 Sy

Também temos que

/OT Brf(u)(q.Vu)dxdt = Z/

qk— dx dt

_ Z//qka—wk/f Jds dz dt.

=F (U)

Note que, F(u) € WH1(B,). De fato, como u € H*(B,) portanto,

ou )
f(U)a—m L'(B,)
— F(u) € WH(B,).
., Ou 0*u )
f (U)(f)—% +f(u)8_a:,% € L' (B,)

Sendo assim, pela férmula de Gauss temos que

8%
d dt
/ /B &Uk

T
/ f(u)(¢.Vu)dxdt =
0 By T k=1

+ Z/ /qm w) dT dt
= //dw u) dx dt
JWACL

u) dl dt.
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De (3.37), (3.42), (3.46), (3.48) e (3.51) vem que

T

0 = / / (uye — Au+ au+ f(u) + a(z)u)(q.Vu) de dt = (/ ut(q.Vu)dx)O

ou Jqi, Ou

+ —//wa ) |ug|? dxdt——/ / q.)|u? dth—l—/ / G_x]@_xj@_xkd xdt
— //dw |Vu|2dxdt+—/ / q.x) |Vul*dl dt — // (¢.Vu)dldt
- //adw |u|2dmdt—|——// a(q.z) |u|2dI‘dt—/ / div(q)F(u) dx dt
+ / / qz) F dth+/ / x) ug (¢.Vu) dz dt. (3.52)
Logo,

1 /T

—/ / div(q) [Juel? — [Vul? — aful? dxdt—/ / div(q) F(u) dz dt

2 0 By T

r ou Oq, Ou
— = — . dx dt
—I—/O /Braxj 9z, O dx dt—i—/ /Ta(x)ut(un) x
:_(/ ut(un)dx) —i——/ / q.2)| Jug|* — |Vul* — a|u*] dI" dt

A
—— T — (q. dl' dt. 3.53
A /qu u)d dt+/0 /Tay(un) ( )

O

Lema 3.3. Seja T,7 > 0 e ¢ € WL°(R"). Para toda solugdo regular de (3.1) temos a

sequinte identidade:

/T/T@[|Vu|2+(f(u)—i—ozu)u]dxdt:/OT/T[¢|ut|2—qup.Vu]dxdt
o[ [egua ([ [(wrawg)en] a)|

0
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Demonstragao: Multiplicando a equagao (3.1) por ¢(x)u e integrando em

B, x (0,T) temos:
/0 / (uge — Au+ au + f(u) + a(z)us).(p(z)u) dzdt = 0. (3.54)

Integrando por partes vem que:

T T T
/ / gy pudr dt = (/ [ug @ ul dx) —/ / Utﬁ(gou) dx dt. (3.55)
o Ja, : o Jo Jp O

Como B, C R" aberto limitado de classe C', u € H*(B,) C H'(B,) e p € W'>*(B,)

segue de (3.55) que

T T T
//uttﬁpuda:dt = </ [utgpu]da:) —/ / Uy a—gou—i-goa—u dx dt
0 - - 0 0 - f% 815

=0

_ </T[ut<pu]dx> :_/OTLTut¢g—dxdt
_ (/T[utgpu]dx) OT—/OT/Tgo\uthxdt. (3.56)

Note ainda que aplicando o teorema de Green temos

T
//Augoudxdt //VUV ou dmdt—/ / —gpudfdt
0 . .
// Ou pu) ;. dt—/ OU v dr dt
o Ox; &BJ o Js OV

ou T ou
— — r
Z/ /n oz, <8xju+¢8:cj) dx dt /0 /& aygpud dt

/0 /T[(V“'V@UﬂL@\VUIZ]dwdt

T ou
— pudl'dt. 3.57
Iy ¥ (3.57)
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Temos ainda,

T
/ / a(x)us pudrdt =
o JB,

(3.58)

De (3.54), (3.56), (3.57) e (3.58) obtemos,

(/Br[uwu ) //Sp‘ut’2d.rdt+/ / [VuVou+p|Vul|?]dr dt
S (][] )

//augpudxdt—{—/ f(u) pudxdt =0.
ks B”‘
Dai, vem que

/T/TSOHVU‘ZJF<f(“)+0‘“>“]dxdt=/OT/T[go\utP—qupvu]dxdt
//w—udrdt (/T[(ut—i-a(x)g)gpu] dx)T

0
U

Lema 3.4. Para todo r > R existe uma constante positiva C,. > 0 tal que se verifica a

sequinte estimativa para todo T' > 0 e toda solug¢do regular de (3.1).

T
// [[Vul® + a|u?| + |w]* ] dedt + // dxdt<C’{/ / a(x)|u* da dt
0 n

+ uliEags, w0y + BT} (3.59)
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Demonstracgao:

Aplicando a identidade (3.36) com ¢ = x, temos que

/ / div(x)[|ug]* — |Vul* — a|ul?] dz dt — / / div(x)F(u) dz dt
(%ck ou Ou
:_(/ ut(xVu)dx) +—/ / Nz)|? [ |e)® — |Vul? — oful?] dl dt

1 T
——/ Hx\|2F(u)dth+/ / 72 (2.Vu) dT dt. (3.60)
0 JS, o Js, Ov

r

Note que se k # j, entao
Z/ / %%@d dt = 0.
Fyst Oz Ox; Oz

Se k = j, resulta que

5’xk ou\? B T 9
Z/ / ax] (a_:ck) dxdt—/o . \Vu|? dz dt (3.61)

temos que
)
div(z) = = on (3.62)
Ty
k=1
e ainda, temos
ou
Vu = 5 7 + Vru. (3.63)

O vetor gradiente pode ser decomposto como um vetor no plano tangente que chamamos

gradiente tangéncial e outro na diregdo da normal dado por (Vu.v)v ver [25].

Considerando a bola centrada na origem e x um vetor pertence a S, temos

z.Vu = %

5 (zv)+ xVpu . (3.64)

=0 POIS zLVru
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De (3.64)vem que

T
//%(x.Vu)dth //%% (x.v)dldt = //
o Js, - v

dth—r//

(x.v)dl dt

_ dF dt. (3.65)

Usando (3.60),(3.61), (3.62)e (3.65) segue que

/ / [wl® = |[Vu]* — alul’] dxdt—n/ / dmdt—i—/ / |Vul? dx dt
/ / ) ug (x.Vu) de dt — (/ u(z.Vu) da:)

oo Loee . |2u]

—{—7’/0 /Sr [2\ut| Q\Vu\ +13

—/OT/ a(z)u (x.Vu)drdt + A+ B (3.66)

0

dr dt

«
— Sl - F(u)

onde,

T

A = —(/ ut(x.Vu)dx)
B, 0

T
B 1, 5 1 , |Ou
B—r/o /T[2|ut| S IVul + |2

dl' dt.

2
— Slul? = F(u)

Por outro lado, aplicando (3.54) com ¢ = 1 e multiplicando por (3 € R temos,

ﬁ/OT/T[|Vu|2+(f(u)+ozu)u] dedt — 5/ BT|Ut|2dIdt+5/ / du
- ([l 5)e] )]

(3.67)
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Somando (3.66) e (3.67) obtemos,

<g—ﬁ)/OT/BT|ut|2d:cdt+<1+ﬁ—g>/0T/BT]Vu|2dxdt
va(5-10) /OT/T|u|2dxdt+/0T/r(ﬁf(u)u—nF(u))dmdt

T T ou
= —/ / a(z)uy (x.Vu)drdt+ B+ ﬁ/ / — uwdl'dt+ D (3.68)
0 . o Js, OV

onde,

T

D:A—ﬁ(/r [(ut—l—a(:ﬁ) g)@ dx)

Para que (g — B) e (1 + 0 — g) sejam positivos temos que

0

n n
——p>0<= (< =
2 g b 2
n n n—2
1 —=>0<«<=0>-—-1= .

+0 2 g 2 2
. n—2 n . ., ..
Sendo assim, tome 3 € (T ,§> . Considerando agora a hipétese (ii) do teorema

(3.2) ao qual supoe f superlinear temos que
Bf(w)u—nF(u) > (24 0)F(u) —nF(u) = F(u) [f(24 ) —n].

Para que (2 4+ §) — n seja positivo temos que

n

b>o05

Precisamos ter




Porém,como esse § nao pode ser escolhido entao, consideraremos um nimero auxiliar

4
n*, onde n* < min {5, —2} dai temos que
n J—

n n
0<N" <I<=24n" <2+ > )
g R * 240 249
Note que
n c n—2n
2+n* 2 72
pois,
. 4 . 2n
n < — 2410 < ——=
n—2 n—2
1 >n—2:> n >n—2
e
2+ n* 2n 2+ n* 2
240" >2 — ! <1<:> nor
g 2+ 2 24 o2

Considerando 3 > 24777" > 215 en=p02406) —n>0ousejaf(24+95)=n+n.

Pela condi¢ao (ii)do teorema (3.2) temos que

Bf(s)s > B(2+ 0)F(s) = (1 +n)F(s) (3.69)
ou seja,
nF(s) < Bf(s)s —nF(s)
ou ainda,
nF(s)—a (5= 8) s <a (8- 5) s+ Bf(s)s — nF(s) (3.70)
%

Para f satisfazendo a condicao (i) do teorema (3.2) temos que existe C' tal que
n—+n n
C= ( _ )|\f’||oo+<§—ﬁ)a>0
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que satisfaz a seguinte estimativa

a (ﬁ - g) s+ Bf(s)s —nF(s) > nF(s) — Cs? para todos € R. (3.71)

De fato,
Note que como > 0 e f(s)s > 0 para todo s real vem que

Bf(s)s >0

ou seja,
Bf(s)s = (n+n)F(s) = (n+n)F(s). (3.72)

Como f" € L*(R), usaremos o mesmo argumento requerido para mostrar (3.31) que
¢é o seguinte:

52

Fe) < [ 17010 < [ 17 ulolas = 111

assim,

et F() 2~ () 17

Logo, desta desigualdade e de (3.72 ), vem que

BI(s)s 2 (n+n)F(s) - <n.2w> 1£ll5”

ou seja,

a(5-5) 4 10 = (P = (M) I st 40 (5 5)

donde, finalmente

o (8- 1) st + Bf(s)s — nF(s) = nF(s) - (“;") 1#oos? — (2~ 8) as?,
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o que prova o almejado.

De (3.68), (3.71) e (3.70) para ambas as condi¢oes temos a seguinte estimativa

e e
2 E—ﬁ —/ / || do dt + 2 1+[3—2 —/ / \Vul? dx dt
B,
+2 ﬂ—— / / a]u\dedt—i—n/ / w) dx dt
/ / x)ug (.Vu) d:cdt—l—ﬁ/ / —udth+B+D (3.73)

Tomando oy = min {2 <g — ﬁ) ,2 (1 + 03— g) ,77} > ( temos de (3.73) que

ao{l[/ \utmde/ / ]Vu]Qd:r;dtJr/ /Ta|u|2da:dt1
[ [

T
— / / a(z)u (z.Vu) dx dt + ﬁ/ / Ou udl'dt + B+ D. (3.74)
0 . o Js, OV

Agora, note que

x)ug (x.Vu) dx dt‘ / / x)|ue| |z| [Vu| dx dt

:/ / —|“t“x| Vulv/2e da dt

1 2 2 1 T
—/ / alz |“t| 2 g dt+—/ |Vu|?2¢ da dt
2Jo JB, 2Jo JB.

1 T ’ut|2 2 T )
- dx dt + |Vu|“e dx dt
4 o JB, 0

B"‘
T
5/ ]Vu]dedt—l-M/ / () |ue|? doe dt (3.75)
o Ja, .
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para todo € > 0. Usando (3.75) resulta de (3.74) que

//|ut]2+a]u|2dxdt+(ao—2e) / Ve

2
+ ao// u) dx dt < ”a”LwBT// |ut|2dxdt

/S Eudl“dt’ + |B| + |D| + Hu||%2(BTX(O7T)). (3.76)

r2||a| oo

Considere ¢ < %, ap = ayg— 26 >0, Cy = ma’x{w,ﬁ,l} e ap =
€

min{ay, ag}.

Dai de (3.76) vem que

1 T
az{—/ |ut|2+a|u|2+|Vu|2da:dt+/ / d:pdt} (3.77)
{/ [ at@iufazd + / O qr ay
n o Js, OV

C
Tomando C = —2 obtemos,
%)

/ / (Vul? + aful? + 2] d:vdt+/ / ) de dt (3.78)
9 9 ou

<C a(z)|w|” dx dt + ||ul|72p, « 0y + —udl'dt| + |B|+ |D| ¢ .
0 n 0 Sy (9V

Considere ¢ € W1*(R) com

C1B) 4 D]+l OT»}

0<p<lem B, com R<r' <r;o=1em S,. (3.79)
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Aplicando ¢ x em (3.36) obtemos a seguinte identidade
A
—/ / V.o +ne] [|ul> — |Vul* — alul?] dz dt
2 0 T\B/
T T Op ou Ou
- Vo.x +np|F(u da:dt+/ / x dx dt
/ /T\B/[ i P ) T\B/axj kal’jak
// + auddtJr// (2. V) dz dt
e x augp(z.Vu) dx
A\B. 3$k Yo B, v
:_</ wip(2 V) d:c) +—/ / o 217 [lwl? = [Vul? — aluf?] dT dt
By \_’1"
—-/ / ollzl2F (u dth+/ / xVu)dth (3.80)

Note que por (3.64)temos,

//81/ (z.Vu)dl'dt = //8u auxu)dfdt

ul?
= —| dI'dt. 3.81
\// /T 8V HxH r/ /r (381)
De (3.80),(3.81)e(3.79) obtemos a seguinte identidade
2
A [ uf? = 5I9ul? = Shuf? = Fu) + ] ar

= —/ / [Vo.z +ne][|ul® — |[Vul® — a|ul?] dr dt
2Jo JBAB,
- // Vo +ne|F(u)drdt
B,/
+ / / ( xk+<p> \Vu|2dxdt—|—/ / gpxk Ou Ou dx dt
T\B ’ r\B ’ aI] ax] @l’k

+ /O / L, A eV e < /B Tut(p(a:.Vu)d:L') '

(3.82)
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Usando a identidade do lema (3.3) com ¢ satisfazendo (3.79) obtemos,

T
/ / o IVaf?
0 r\B,.

+ (/ (et a() 3] goud:c)

Da identidade (3.82) e (3.69) resulta que

| B

IN

Ll — Y - p — p) 4|2 ara
o M9 2 v

1 T
SVl + gl / / el [V o
r\B,./

(Voo + [Ine]loc) / / W) de dt
TB/

0
+ HSOHWLOO(R))/ / |Vul|? dz dt
o0 0 \B,

(=

al‘k
T

Aallelicle [ [ pulval+ ([ e )
0 \B, B, 0

1 T
31Vl tllele) [ [l [V + afuf? et
0 JB\

T

T
8]

r ot N Oo// w)u| dx dt

IVl alelo) [ f L

T
((r + D@l + lolloo) / / | IvuP
0 r\ B,

r T )
Slalleliole [ [ fuf dsas
0 JBA\B,.
r T )
(5 lallo i loc / / IVl do dt + o]
0 JB\B,
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(/ wr.Vu dx)
B,

T

0

(f(u)—l—au)u]dxdt—/ /\B Lol — u (V. V)] de dt

//—udth (3.83)

(3.84)



ou seja,
81 0 I¥ellectallllact rlal ol [ [ P asar

+ (571960 + el + -+ Dllplun

T
T
Hlelo + 5 ol lel) [ [ [VuP deds
0 JB\B,

T
r
+ <§||V<P||oo+nl|§0||oo) / / a!u|2dxdt
T\B ’

3
+r [Vl +llll) 5 | [udsd s ol

T

(/ Ug T. Vudx)
B'r

n+nlJo

0

Tomando

, 1
Ky = max {Hw\lw S [[Velloo +nllgllec + 7 lallec #lloo),

1 T
57 Vol +nllolle + (1 +7)lollwree + ll@lloo + 3 la]loo [ ]loos

L 19l + 0l

Vem que

T
B < Kl{/ / g2+ [Val? + aful? + f(u)u] do dt
0 T\Br/

o ([ wwan)| |1 359

T

0
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Agora, de (3.83) tem-se

T
/—“dFdf‘ // lo| [|Vul> 4+ f(u)u + alul?] d dt
o JB\B,

+/ / |<P||Ut|2dxdt+// [V [Vau| dae it
0 T\Br’ T\BT./
U T
(/ |:ut + a(x) —} ou dx)
B, 2

0

T T
<lell [ [ U9uP+ f@utalul )+ el [l deas
0 r\B,. 0 '\ B,/
1 g 1 4
3196l [ [ vuPdzdre el [ aluPdea
2 0 T\Br’ 2Q 0 T\Br-/
(], (s 25%) )]
U + oudx
3 2
< (el 1%6le) [ [ waldedi+ ol [ [ paude
'r\B/ T\B/
+ (et elVele) [ [ e dedit ol [ [ upda
«Q 0 \B,.s 0 \B,.s

(/ r (e 5" ) ude) '

0

+

+

(3.86)

+

Considerando

, 1 1
Ko = mie ol + 319le ol + ool il 1}

temos de (3.86) que

T
/ @udrdt‘
Sy aV

T
Ky {/ / uwe]® + [Vul® + aful® + f(u)udx dt
o JBAB,

O (o 222y )

T

0

167



Usando (3.85) e a tltima desigualdade temos

/ —udl“dt‘Jr\B]

T
< (K1+K2)/ / g2+ [Vul? + aful? + F(u)u] d dt
0 +\B, ./

(/ (ut + “(‘;)”) goudx) (/ s (2.V0) dx)

Considerando Ky = K7 + K5 segue que

T T

+Ko

+ K (3.87)

0 0

/ —udth‘ + |B|

SKo{/ / [ue® + |Vul? + alul* + f(u)u] dxdt+\G|} (3.88)
o JB\B,

(/B we(. V1) dx) 0 (/B (e + %) ou dx)

Finalmente aplicando a identidade do lema (3.3) em By, x (0,T) com ¢ € Wh*°(By,)

T T

onde |G| = +

0

tal que
0<¢p<lem B, p=0em Bg, p=1em B,\B.
com R<r'<r, ¢=0em Sy, (3.89)
\V4 2
Vel ¢ 1,

obtemos a identidade

/OT/BQTSOHVuF—i—(f(u)—i-au)u] dv dt = /OT/]32T90’ut|2d$dt
_/OT/BQTu(w.vu)dde (/B%—[(umLag) pul dx)

' (3.90)

0
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Da identidade acima e (3.89) vem que

//B [Vl + f(w)u + alul?) dxdt</ /Bwlut|2dxdt
//BQTUVQOVudde— (/ [(ut+a()2>w] dm)

:—/ / a0|ut|2d:vdt+/ / |uVp.Vu|dxdt
ao 0 B2'r 0 BZT

" T
— (/}32 [(ut—i-a( )2)<pu} dm)

//B o)y dxdt+/ /BQT|UV90Vu]dxdt+|H| (3.91)
e ([, L) o] )]

1
Considerando K3 = mdx {—, 1} temos de (3.91) que
Qo

/OT /BQT o[|Vul® + (f(u) + au)u]dedt < K {//BQT a(2)|u|? dz dt

/OT /BQTU(W.W) dx dt + |H|} (3.92)

T

0

+

onde

0
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Agora, observe que de (3.89) temos

g Vel |ul
uVo.Vu|dedt = / Vu|v2e du dt
L] | [ vevuveE 2

/ / ©|Vu|*2¢e dz dt
By
+ // |V<,0| |u\2dxdt—€// ©|Vul|® dz dt
B2 B2r
+ —/ / m|u|20lzzcalt
4e Jo Jp, @
1

IN

T 2 T

< s// ©|Vul|® dz dt // u|? dx dt
0 JBa, 4e ¥ lloodo JBy,
T 1 T

< 5/ / 30|Vu|2dxdt+—K4/ / lul*dzdt  (3.93)
0 B2'r € 0 B2r

1 2
para todo ¢ >0 e K4:_Hm

(e 9]

Combinando (3.92)e (3.93) com & > 0 suficientemente pequeno temos

// (Va2 + aful? + f(u)u ]dxdthg,// o) 2 d dt
B27‘ 0 BZT‘

1 T
0 B2T' € 0 BQT‘
ou seja,
T T
(1 —K3€)/ / ©|Vul? da:dt—i—/ / olaful® + f(u)u] dx dt
0 BQ,« 0 BQr
T T
K3 K.
< Kg/ / alu? da dt + =2 4/ / |u)? d dt + Ks|H|. (3.95)
0 JBa, € 0 JBa,
1
Considerando 0 < ¢ < 7 temos que K5 = min{l — K3e, 1} > 0 dai temos de (3.95)
3

T T
K5/ / SVl + alul? + flu)u] dzdt < Kg/ / o) g2 da dt
0 Bgr 0 B2r

KKy (T
& 4/ / |u|? d dt + K3 H].
€ 0 B2’V‘
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Dessa forma temos que

T K T
/ / S Va2 + alul + fluu]dedt < —3/ / o) g ? da dt
0 BQT K5 0 B27‘

K3K4/T/ 9 K;
+ u|*dx dt + — |H
Koz ). BZTI | K5| |

Ky [T )
— dx dt
K5/0 /n a(x)|ut\ X

K3K4// > K
+ u|*drdt + — |H|(3.96
o AL e 1H(3.96)

IN

K3 K3K4
K5 K5€

T T
// o [Vul? + aful® + f(u)u]dedt < K{/ / o) g2 da it
0 Bo, 0 n
T
// \u]dedt—l—]H\}.
0 B2’I‘
Logo,

T T
/ / ol [Vul® + alul* + flu)u]dedt < K{/ / a(x)|w|? dx dt
0 T\BT/ 0 n

+ NuliEaa oy +1HI - (3:97)

Tomando K = max { } temos da desigualdade (3.96) que

De (3.78) e (3.88) vem que

// [[Vul® + alul® + |ug?] dxdt+// w)dx dt

scél/amWﬁww+cwmmﬁmw

T
+CK0/ / el + [Vul? + alul + f(u)u] dz dt + CK|G| + C|D|.(3.98)
0 B \B,,
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Dessa forma temos,

//]Vu]2+a]u\2+|ut\ dxdt+// ) de dt

2 2 CKy ’ 2
<C a(@)|u|* dz dt + C ||ull72(p, < 0.1y + ao|ug|” dx dt
0 n Qo Jo JB,\B,.

T
+OK0/ / (Vul? + alul + f(u)u] de di + CKo|G| + C|D| (3.99)
r\ B,/

e de, por (3.97) resulta que

//|Vu|2+a|u\2+|ut| dxdt—l—// w)dx dt

2 2 CKo ’ 2
<C a(@)|u|* dz dt + C ||ull72(p, < 0.1 T a(x)|u|* dx dt
0 n Qo Jo +\B,s

T
+OKOK/ / a(x)|ut]2 dwdt‘I’CKOKHUH%;(B%X(O,T)) +OKQK|H|
0 B2’V‘
+CKo|G| + C|D)|

< <C+OKO+CK0 )/ / )| ug|? da dt

H(C + CKoK) ull22(p,, x(0.1y) d dt + CKG K| H| + CKo |G| + C|D.

Tomando A\ = max {C’ + CHKo
Qo

//|Vu|2+oz|u]2+\ut] Jdedt + // da:dt<)\{// () |ug)? da dt

+ HUHL2(BQTx(o,T)) + |H| + |G| + |D| } . (3.100)

+ CKyK, C’KO} obtemos,

Note que

/ut(:c.Vu)dx < (mdxxeBerH)/ | [V da

r

< 2r (/ |ut|2dx) (/ |Vu|2dx)
S 2THUt||L2 Rn ||VU,||L2 Rn
1
< 2 (Ghullen + 5100l ). (3.101)
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Dai,

' <2r(E(T) + E(0)) < rE(t). (3.102)

(/Tut (.Vu) dx)

Ainda, temos que

0

1 1
2 2
ﬁ/ wudr < ﬂ< |u|2dm> ( ]ut|2dx) < Bllull L2 @nyl|we]| 2@
. B, B,

BA

B
< Sl + S el ey < BAE(D). (3.103)

Sendo assim de (3.103) segue que

([ o)

Note ainda, que

"< (BAE()y < BAE(T) + E(0)). (3.104)

[ wouds = ol [ wude < el el lull e < o~ lelEG)
B, B,

Logo, obtemos,

< o ello(E(T) + E(0)) (3.105)

([ wsvuar)

u
[ sa@ jude < Bl [ v ds < Blallul e ful e

e ainda,

1

ata
< 2Balloe —5—llullZzgen
< 20lal|w a”t E(2). (3.106)
Dessa forma temos,
u T
< Ba(x) 5 U d:z:) < 28|alle o (E(T) + E(0)). (3.107)
B, 0
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Analogamente usando temos,

([ (5" ) ouae)

Das a desigualdades acima resulta que

T

< (lelle + 2llalloc ol ™) E(T) + E(0)). (3.108)

0

|H|+ |G|+ D]

<[r+8x+28a  allw + a7 el + 2(lells + 2llalls [19llee) @7 I(E(T) + E(0)).

Considerando, Ry = r+ A+ 2807 lallee + a7 [[@llso + 2([lplloo + 2flalloc 7" [[@llo0)

usando a identidade da energia

B(T) — B(0) = — /0 o) |2 e dt

temos:
T
|H| + |G|+ |D| < Ro(E(T)+ E(0)) = R {QE(T) +/ / alug|? dx dt} . (3.109)
0 n
Das desigualdades (3.100) e (3.109) vem que
/ / [[Vu|® + alul® + |u?] dxdt—l—/ / w) dx dt
[ [ el + Ml oy o
T
+2AR E(T) + /\Ro/ / alug|* dz dt
1+R0 / / |ut|2dxdt—|—)\\|u||L2 B, ><(0T)+2)‘R0E(T) (3110)
Tomando R, = mdx{A(1 + Ry), 2ARy} temos de (3.110) que
/ / [Vul2 + afuf? + [w]?] de dt+/ / w) de dt
<r [ [ o v+ ol om +E@} . @

g
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Lema 3.5. Eziste K > 0 tal que para todo T > K, existe uma constante C(T) > 0 tal

que

T
B0y < [ [ atlu + lelipaon | (3.112)
Demonstracao: Reescrevendo (3.17) e (3.59) para r = 2R deduzimos, respectivamente:

1 T T
-/ / [|Vu|2+a|u|2+|ut\2]dxdt+/ / F(u) dedt
2 0 Qor 0 Q2R

T
=¢ {/0 / a(@)|ul” dw dt + ull2(p,px 0.1y + E(T)} (3.113)

1 T T
—/ / (1Vul + alul? + w2 d:cdt+/ / F(u) d dt
2 0 Bar 0 Baogr

T
scr{ / / a<m>|ut|2da:dt+||u||iz<B4Rx<o,T»+E<T>}- (3.114)

Combinando ( 3.113) e ( 3.114), obtemos

T T
%/ / 1Vul? + alul® + w2 dxdt+/ / F(u) du dt
0 n 0 n
T
< (C+ CT)/O / a(z)|u|? dx dt + (C + Cr)HuHig(BmX(&T)) + (C+C.)E(T).

Tomando K = (C' + C,); temos
T T ,
/0 ET)dt < K {/0 / a(x)|ug)?® do dt + ||u||L2(B4RX(O,T)) + E(T)} (3.115)

com K >0 e com K que nao depende de 7' .

Por outro lado, note que

/ Bty di > / i B())dt = min{E(#)}.T = T.E(T)
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ou seja,

T
/ E(t)dt > T.E(T). (3.116)
0
Usando (3.116) vem de (3.115), que
T
T.E(T)<K {/0 / a(z)|uy)? dx dt + Hu|’i2(B4RX(0,T)) + E(T)} . (3.117)
De (3.117)resulta para T' > K que
T
(T — K)E(T) < K/O / a(@) e ? d dt + T |l 22, x 0 (3.118)
ou seja,
K T ) 2
E(T) < m ; . a(x)]ut\ dr dt + T1 "u"LQ(B4RX(O,T)) . (3119)
E finalmente tomando C' = m, obtemos a estimativa desejada.
OJ

Lema 3.6. Seja Ty > 0 suficientemente grande. Entao, para todo T > Ty existe uma

constante C(Ty, E(0)) > 0 tal que

T
122,00 0 < C (T, E(0)) /0 / o) g2 da . (3.120)

Demonstracgao:
A demonstracao sera feita por contradicao.

Assuma que a estimativa (3.120) ndo se verifica. Entao existe uma seqiiéncia de dados
iniciais {ug,, u1,} € H'(R™) x L*(R™) que corresponde a uma seqiiéncia {u,, } de solugoes
de (3.1) que satisfaz

(up)u — Ay, + oy, + fu,) +a(x)(u,) =0 em R™ x (0,7)
(3.121)
u(0) = (uo)y € H'(R™),  (w)e(0) = (ua), € L*(R")
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de forma que

’|uuH%2(B4R><(O,T))

/OT / a()|(uy).|* dz dt

enquanto E,(0) permanece uniformemente limitada, ou seja, existe M > 0 tal que E,,(0) <

— +00: pu— 00, (3.122)

M. Como a energia é decrescente entao:

E(t) < E0)<M, VYte]|0,T].

Dessa forma temos que

u, —u  fracoem H'(R" x (0,T)), (3.123)

I

(up)e —u;  fracoem L*(R™ x (0,7)). (3.124)

De (3.123) temos que u, — u fraco em H'(Byg % (0,T)). De {u,} ser limitada em
H'(Byr x (0,T)) e do fato de H'(Byg x (0,T)) ter imersao compacta em L?(Byr x (0,T))

(ver proposigao 1.8 ) usando o teorema de Aubin - Lions (1.1) resulta que

u, — u forte em L*(Byg x (0,T)), (3.125)

u, — u q.s. em Byp x (0,7). (3.126)

Existem duas possiblidades para o limite de {u,} : u # 0 ou u = 0.

a) Se u # 0 temos de (3.122) e do fato que u, é limitada em L*(Bygr x (0,T)) que
T
/ / a(@)| (w2 dw dt — 0, 1 — oo. (3.127)
O n

Logo,
T
/ |a($)%(uu)t|2 drdt — 0, pu — oo.
0o Jre
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que implica que

N

az(u,); — 0 forte em L*(R" x (0,T)). (3.128)

Por outro lado, notemos que

IRC

ou seja,

t\.’)\»—A

() z/1da:dt—>/ / (z)2ugp dz dt Vb € L2(R™ x (0,T)).

a%(uu)t g2y, fraco em L*(R™ x (0,7)). (3.129)

Pela unicidade de limite fraco de (3.128) e (3.129) obtemos a2u; = 0. Multiplicando

a igualdade por az temos,

au; =0 em L*(R"x (0,T)). (3.130)

Logo,
au; =0 qs. em R"x (0,7).

Portanto,
uw=0 qs. em {a>0}x(0,7T) (3.131)
Nosso objetivo agora é provar que f(u,) — f(u) fraco em L*(R"™ x (0,7)).
Note que f é limitada em L*(R™ x (0,T)).
De fato, da condigdao de crescimento imposta & f e da imersao H!(R") — L" onde,
2n
r e [2,

—| , temos:
]

T T
1f ) 2oy = /O A ‘f(uu)|2dxdt§/0 /R[qu\2+|uu|2p]dfcdt

< C ||uu||L2(0,T;H1(Rn)); C >0,
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ou seja,

Hf(uu)H%?(R”x(O,T)) <C ||Uu||L°°((0,T);H1(R")) < L.

Veja que de (3.132) temos em verdade que
||f(u“)||L2(O7T;L2(Rn)) < Z VY n e N.

Dessa forma

f(u,) = x fraco em L*(0,T;L*(R")).

Observe ainda que
u, —u fracoem L*(0,T;L*(R"™))
Definindo
Bi={x eR" :||x|gn <i: i €N}

e de (3.133) resulta que

()l z20,m522By) < L

(3.132)

(3.133)

(3.134)

(3.135)

Note que L que nao depende de i, onde i o raio da bola com centro na origem.

Pelo teorema de Aubin-Lions em cada bola temos que existe uma subseqiiéncia {u,,;}

de {u,} tal que em virtude de (3.135) temos

u,; — u em L*(0,T; L*(B;)).

(Note que o limite u de {u,;} nao depende de i em virtude de (3.135).)

Logo,

Uy, — u .. em B; x (0,7).
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Donde, pela continuidade da f

fluu;) — f(u) qs. em B; x (0,7).

Pelo Lema de Lions vem que
f(uui) = f(u)  fracoem L*(0,T; L*(B;)). (3.136)
Combinando (3.134) e (3.136) temos
flu) = x.

Portanto,

f(u,) — f(u)  fracoem L*(0,T; L*(R")).
Seja 6 € D(0,T) e w € H'(R") perceba que
[ o+ [ s iva [ o
w [ s [ e a
_ /0 (e w)0 (1) dt + /O ' (Vu,, V)t di + a /0 C0)0(0) dt
+ [ Gt [ atu e a

onde (., .) representa a dualidade (H*(R")) x H'(R").

Na situagao limite obtemos de (3.123), (3.124), (3.127), (3.130) e (3.136)

uy — Au+au+ f(u) =0 em D' (R" x(0,7))
(3.137)
u =0 em {a >0} x (0,7).
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Derivando a equagao no sentido das distribuigoes temos, para ¢ € D'(R™ x (0,7T)) que

(ugr — Ay + quy + f'(w)ug, V) = —(ug — Au+ au+ f(u), ') = 0.

Logo,
Ut — Aug + oug + f'(w)uy =0 em D'(R™ x (0,7))
(3.138)
u =0 em {a >0} x (0,7).
Note que temos a seguinte desigualdade pelas condigoes de f
[f(@)] < C(1+[uf™) (3.139)

Sabemos que H'(R") < L?*(R") e por interplolacio H'(R") — L"(R") V r €
=l
n—2

5)
Note que 0 < n(p—1) < L2 para termos n(p—1) > 2 consideremos 3 <p<
n —

n

n—2
Dali por (3.139) e interpolagao obtemos que f'(u) € L>(0,T; L™(R™)).

Denotando w = u; temos de (3.138) que

wy — Aw + aw + f(u)yw=0 em D'(R™x (0,7))

w=0 em {a>0}x(0,T).
Como w = 0 sobre {a > 0} x (0,7") usando o teorema de continuagao unica de Ruiz
(ver (1.4)) temos que, se T é suficientemente grande, w =0 sobre R™ x (0,7).

Portanto, retornando a (3.137) obtemos

_ — 2(mn
Au+ au, + f(u) =0 em L*(R").
EL2R") 12 Rn)



Logo, Au € L*(R™). Sendo assim, u € H*(R") e é valida a identidade.
—/ Auudx+/ avudr+ [ f(u)udr =0.
n n Rn
Por Green resulta que

|Vu|2dx+/ oz|u|2dat+/ f(w)udz = 0.
Rn R" Rn

Como a >0 e (u)u > 0 concluimos que u =0 q.s. em R"™ o que é absurdo pois

R
u # 0.

b) Se u = 0 definamos:

Au = ||Uu||L2(B4Rx(o,T)) (3.140)
(&
;
ol 1) = &) (3.141)
A

1
Se multiplicarmos por O problema (3.1) com respeito a seqiiéncia {u,} teremos que
m
v, satisfaz o seguinte sistema

(V) — Avy + avy, + fu(v,) +a(x)(v,)e = 0 em R™ x (0,77)

(3.142)
(uo)u = (vo) € H'(R™)  (uu)(0) = (v1)¢(0) € L*(R")
onde
Juls) = %f(Aus); VseR; VpeN. (3.143)
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Por outro lado,note que
1Vl 2(Bagx(0,r)) = 1- (3.144)

De (3.122) temos que

“uu“%Q(B4RX(OT))

lim = 0.

n—>oo/ / |(w,)¢|*dadt

Ou seja,

”UNHLQ (Barx(0,T))

nqoo/ / |(v,)e]? doe dt

Logo, de (3.144) e de (3.145) vem que

/ / |(v,):]? dz dt — 0. (3.146)

Dividindo ambos os membros da desigualdade (3.112) por )\i, teremos

E
< {// v#|dxdt—i— 1}§M, M > 0.

= 0. (3.145)

Considerando
= Lo, 2 a 2
Bult) = Sl aeny + 51Vl + 50l
temos que
~ E.(t
E,(t) < )\g ) < M, (3.147)



e dai resulta
v, = v fracoem H'(R" x (0,7)). (3.148)

Novamente do fato que {v,} ¢ limitada em H'(Byr x (0,7)) e a imersao de

H'(Bygr x (0,T)) em L*(Byg % (0,T)) é compacta, pelo Teorema de Aubin-Lions resulta

que

v, — v forte em L?*(Byg x (0,T))

(3.149)
v, — v s em Byrx(0,7).
De (3.149), obtemos que
[0ull L2 (Barx(0,1)) = 10l 2(Barx01))
e (3.144) resulta que
HUHLQ(B4R><(O,T)) = 1. (3150)
Note que em (3.146) equivale dizer que
T 1
| [ @@ Pas o
0o Jrn
Logo,
a2(z)(v,), — 0 forte em L*(R" x (0,T)). (3.151)

Por outro lado, de (3.148), temos que (v,); — v; fraco em L*(R™ x (0,T)), o que nos

diz que

para toda ¢ € L2 R™ x (0,7)).

M\»—A

) (v, )e @/}dxdt—>// )2 (2)v, ¥ da dt,
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Assim,

D=
N|=

a (z)vr, (3.152)

(@) (v)e = a

De (3.151), (3.152) e pela unicidade do limite fraco, obtemos que a2 (x)v; = 0.

Multiplicando esta igualdade por a%, teremos que
a(r)v; =0 em L*(R" x (0,T))
e conseqiientemente a(z)v; = 0 em Byg X (0,7).
Portanto,

v, =0 qs. em{a>0}x(0,7). (3.153)

Definamos agora a seguinte aplicacao:

f(z)
— sez#0
h(z) = z

0, sez=0
Veja que h > 0, pela condigao (3.3).
Observe que se s # 0 temos

fuls) = f“—(s)s = h,(s)s = f(Aus)s

s AuS

= h(\,s) s

para todo s real e p natural.
Vamos mostrar que { h,(v,) } acima definida ¢ limitada em L?*(R™ x (0,7)).

Com efeito,

1 1 _
‘hu(vu)‘2dx = )\_2/ ‘f()‘uvuﬂzdx < )\_2/ [C(1+ [A\vul? 1)‘)‘uvu’]2 dx
R" u JR™ u JR™
1

< IVl C [ INeval? + Nav ] do = O/ |0, [* dz + |)‘u|2(p_1) |0, .
yv R R™

Rn
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Note que de (3.125) e de (3.140) temos que )\i(p_l) < K; onde K > 0. Portanto, da

desigualdade acima, do fato que H'(R") < L"(R"); r € [2,-2%] e de (3.147) resulta o

desejado.

Logo, existe uma subseqiiéncia que ainda denotaremos por {h,(v,)} tal que
h.(v,) — p(z,t) fraco em L*(R™ x (0,T))

para algum p € L2 (Byg x (0,T)). Note que p > 0 uma vez que hy(v,) > 0.

Nosso, objetivo agora é passar o limite em (3.142).

Como
h,(v,) — p(z,t) fraco em L*(R" x (0,T))
e
v, — v forte em L*(Byg x (0,7)) (3.154)
entao,
fu(v,) = hu(v,)v, — p(x,t)v fraco em L*(Byg x (0,T)). (3.155)

Note que para (z,t) € R" x (0,7, temos

- fn(vu(x7t)) . f()‘uvu(xat)) _ f(/\uvu(xat» — f(0)
PV, 1)) = vz, t) Nz, t) Aoz, t) =0

Entao para quase todo (z,t) € R™ x (0,7, temos que
hy(vu(z,t)) — f'(0) qs. em R" x (0,T).
Por outro lado, sabemos que ||, (v,,) || L2@nx0,r)) < K entao pelo lema de Lions

hu(vu(x,t)) = f/(0)  fracoem L*(R" x (0,T)). (3.156)
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De (3.155), (3.156),(3.154) e da unicidade do limite fraco vem que
plx,t)v = f'(0)v qs. em Bygrx(0,7) (3.157)
Com as convergécias obtidas anteriormente podemos passar o limite na equagao (3.142)

obtendo
V' —Av+av+ f/(0)v =0 qs. em D'(Bygr x (0,7))

(3.158)
v'=0 q.s. em (Byg\Bg) x (0,7T)
Derivando (3.158) no sentido das distibuigoes obtemos
" — Av' +av' + f(0)0' =0 em D'(Bsr x (0,T)).
Considerando v" = w obtemos da equacao acima e de (3.158) que
W' —Aw+aw+ f'(0)w=0 qs. em D'(Byg x (0,T))
(3.159)

w =0 q.s. em (Bygr\Bg) x (0,7T).
Usando argumentos de continuagao unica temos que w = 0 q.s. em Byg x (0,7").
Logo, de (3.158) resulta que

—Av+av+ f(0)u=0 qs. em D(Bygx (0,7)).

Compondo a equagdo acima com v, integrando em Byg X (0,7) e usando o teorema

de Geen obtemos

T T T
/ / |Vv\2d:cdt+/ / o[ dz dt +/ F(O)of da dt = 0.
0 B4R 0 B4R 0 B4R

Como a > 0 e f’(0) > 0 temos da equagao acima que v = 0 o que contraria (3.150) e

conclui a prova.
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