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Resumo

Neste trabalho provaremos a existéncia, unicidade de solucao e fornecemos taxa

de decaimento para a energia associada ao problema

uy — Au+a(z)uy + [ulffu=0 em Q x (0,+00)
u=0 em T x(0,+00)
uw(x,0) = u(z), w(z,0) =u(x), v €

onde €2 é um dominio exterior do R", 9Q = I" e a(z) é uma fungdo nao negativa

sobre {2 e p estd nas condigoes das Imersoes de Sobolev.

vi



Abstract

In this work we prove the existence, uniqueness of solution and we give decay

rate for the energy associated to the problem

uy — Au+a(z)uy + [ulffu=0 em Q x (0,+00)
u=0 em I x(0,4+00)
u(x,0) = u(x), w(z,0) =u(z), v €

when  is an exterior domain of R”, 9Q = I" and a(x) is nonnegative function on Q

and p satisfies the Sobolev imbedding conditions

vil



Sumario

Introducao

1 Preliminares
1.1 Distribuicoes e Espagos Funcionais . . . . . . . . .. ... ... ...
1.1.1 Nocao de Derivada Fraca . . . . . ... . ... ... ... ...
1.1.2 Os Espagos LP(S2) . . . . . . oo oo
1.1.3 Espagos de Sobolev . . . . . .. ...
1.1.4 Espagos Funcionais a Valores Vetoriais . . . . .. .. ... ..
1.1.5 Funcgoes Escalarmente Continuas . . . . . . ... ... .. ..
1.2 Teoriade Trago . . . . . . . . . . . . .
1.2.1  Trago em L2(0,T; H™(2)). .« . o o oo i i
1.2.2 Tracoem H YO, T; H™(Q)) . . . . oo i it
1.3 Teorema de Carathéodory . . . . ... .. ... ... ... ......
1.4 Resultados auxiliares . . . . . . ... ... o0

1.5 Teoria Espectral . . . . . . .. . . ...

2 Existéncia e Unicidade de Solugao
2.1 Solugao Regular . . . . . . . . ... o

2.1.1 Existéencia de solugao regular . . . . ... ...

viil

12

13

14

16

17

18

19

24

26



2.1.2  Unicidade de solucao regular . . . . . . .. ... ... .. ...
2.2 Solugao Fraca . . . . . . ...
2.2.1 Existéncia de solugao fraca . . . . . . . ... ...
2.2.2  Unicidade da solugao fraca . . . . . . . ... ... ... ....
2.3 Apéndice . . . ...

2.3.1 Existéncia de soluc¢ao para o problema aproximado (2.9)

Taxas de Decaimento

Bibliografia

1X

99

66

94



Introducao

Este trabalho é dedicado ao estudo da existéncia global de solucao bem como das
taxas de decaimento da energia associada a equacao da onda semilinear com dis-
sipacao localizada no interior do dominio

uy — Au+ a(z)uy + |ul’u =0 g.s. em Q x (0,+00),
u=0 em T x (0,+00),
uw(0) =u® ; w(0) =ul.

onde © um dominio exterior em R" n > 1 tal que A = R"\Q é um conjunto

compacto do R", a(x) é uma fungao nao negativa e p estd nas condigoes da Imersao

de Sobolev.

Nosso objetivo é apresentar didaticamente e com mais detalhes alguns aspectos

do trabalho [23] de Mitsuhiro Nakao.

Dentre a vasta literatura que podemos citar relacionada a dominios exteriores
consideremos, inicialmente, a equacao linear da onda

u — Au+ a(z)uy =0 ¢.s. em Q x (0, +00),
u=0 em ' x (0,4 )
u(0) =u” ; w(0) =

E. Zuazua [28] ¢ M. Nakao [18] consideraram problemas de Cauchy em dominios
exteriores para a equacao da onda do tipo Klein-Gordon com dissipacao localizada

lineares e nao-lineares, respectivamente.

Mais recentemente, em [20], M. Nakao estudou o problema de Cauchy em todo
o R" para a equagao da onda semilinear com a(z) =constante > 0. Ainda, con-
siderando a(x) =constante > 0, Y. Shibata [26] considerou o problema em dominios

exteriores para a equacao da onda mais forte nao linear, no entanto, considerou



dados iniciais bem regulares, C. Zuily [29] também provou a existéncia global de

solugoes regulares para a equacao da onda fortemente nao linear com dissipacao.

Em [21], M. Nakao obteve taxa de decaimento para a energia do sistema dado
por

uy — Au+ a(x)uy = f(u) g.s. em Q x (0,4+00)
onde o termo de fonte nao linear f(u) é do tipo f(u) = |u|*u, a > 0.

De modo a obter as estimativas para a equagao linear, M. Nakao considerou
técnicas desenvolvidas por ele mesmo em [19] e por K. Mochizuki e H. Nakazawa
em [17].

A organizacao deste trabalho é a seguinte: No capitulo 1 apresentamos algumas
notagoes e resultados basicos, necessarios ao desenvolvimento do estudo feito. No

capitulo 2 provamos a existéncia e unicidade de solugao global para o problema

proposto e no capitulo 3 exibimos taxa de decaimento para a energia do sistema.



Capitulo 1

Preliminares

Neste capitulo, enumeraremos alguns resultados que serao usados no desenvolvi-
mento do nosso trabalho. Por serem resultados familiares, colocaremos apenas os
seus enunciados, deixando a cargo do leitor interessado a busca de suas demons-

tracoes.

1.1 Distribuigcoes e Espacos Funcionais

1.1.1 Nocao de Derivada Fraca

No estudo de problemas descritos pelas equacoes diferenciais parciais cujos dados
iniciais nao sao regulares o suficiente para possuirem derivada no sentido classico,

faz-se necessaria a introducao de um novo conceito de derivada.
Para entendermos tal conceito necessitamos de algumas definigoes:
1°) Espago das fungoes testes

Dados a = (ay, a9, ...,0,) € N e & = (x1,29,...,2,) € R", representaremos

por D% o operador derivacao de ordem « definido por

olal
D> =
8331“18362“2 R 8:1,"”% ’

onde |a| = Zai. Se a = (0,0,...,0), defini-se D*u = u.
i=1



Seja 2 um aberto do R™. Denotaremos por C§°(§2) o conjunto das fungoes
¢ : Q) — K (onde K = R ou K = C) que sao infinitamente diferenciaveis em € e que

tem suporte compacto, onde suporte ¢ é o fecho do conjunto {z € Q; p(x) # 0} em

Q
€2, ou seja, supp (¢) = {z € Q;p(x) # 0} .
Introduzimos uma topologia em C§° considerada pela seguinte defini¢ao de limite.

Dizemos que uma seqiiéncia {p,} C C§°(€2) converge para zero, e denotamos

v, — 0, se, e somente se, existe um subconjunto compacto K de €2, tal que:

i) supp(¢,) C K,Yv €N;

ii) D%p, — 0 uniformemente sobre K, Voo € N™.

Dizemos que uma seqiiéncia {¢,} C C5°(€2) converge para ¢ C C§°(§2) quando

a seqliéncia {¢, — ¢} converge para zero no sentido acima definido.

O espago C°(€2), munido desta nogao de convergéncia, é denominado espago das

funcoes testes, e denotado por D(2).
2°) Distribuigao sobre um aberto 2 C R"

Definimos como distribuicao sobre €2 a toda forma linear e continua com relacao
ao limite definido em D(2). O conjunto de todas as distribui¢oes sobre €2 é um
espaco vetorial, o qual representa-se por D/(Q), chamado espaco das distribuicoes
sobre €, munido da seguinte nogao de convergéncia: Seja (T,) uma sucessao em
D'(Q) e T € D(Q). Diremos que T, — T em D'(Q) se a seqiiéncia numérica
{{T,,¢)} converge para (T, p) em R, V ¢ € D(Q).

3°) Denotaremos por Lj,.(Q) o espago das (classes de) fungoes u : Q — K tais

que |u| é integravel no sentido de Lebesgue sobre cada compacto K de €.

De posse destas definigoes estamos aptos a entender este novo conceito de derivada.
S. Sobolev introduziu, em meados de 1936, uma noc¢ao global de derivada a qual

denominou-se derivada fraca, cuja construcao dar-se-a a seguir:



Sejam u, v definidas num aberto limitado €2 do R", cuja fronteira I' é regular.
Suponhamos que u e v possuam derivadas parciais continuas em Q = QUT. Se u

ou v se anula sobre I', obtemos do lema de Gauss que

uﬂdx = — U%dx‘.
o Oz o Oz

A expressao anterior motivou a derivada fraca dada por Sobolev: Uma fungao

uw € L (Q) é derivdvel no sentido fraco em (, quando existe uma fungao

v € L},.(Q) tal que

/Q u(x)agm(f)dx: _ /Q o(2) () dz,

para toda ¢ € D(Q).

Embora, tal conceito de derivada ter sido um marco na evolucao do conceito de

solugao de uma equacao diferencial, ela apresenta uma grave imperfeicao no fato

1

loe(£2) possui derivada neste sentido. No intuito de sanar

que nem toda funcao de L
este tipo de problema, Laurent Schwartz, em meados de 1945, introduziu a nocgao
de derivada no sentido das distribuicoes, a qual generaliza a nocao de derivada

formulada por Sobolev, como segue:

Seja T" uma distribui¢ao sobre 2 e o € N". a derivada de ordem « de T', no

sentido das distribuigoes, é definida por:

(D°T, @) = (—1)l*UT, D*¢);Vyp € D(Q).

Verifica-se que D®T ¢é ainda uma distribuicio e que o operador

D :D'(Q) — D'(Q), tal que a cada T associa-se DT, é linear e continuo.

1.1.2 Os Espagos L*(2)

Seja 2 um aberto do R™. Representaremos por LP(2), 1 < p < +00, 0 espago
vetorial das (classes de) fungoes definidas em 2 com valores em K tais que u seja

mensuravel e |u|P é integravel no sentido de Lebesgue em ).
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Teorema 1.1. (Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue) - Seja
(uy)ven uma seqiiéncia de fungoes integrdveis num aberto Q@ C R™, convergente quase
sempre para uma func¢do u. Se existir uma fungao ug € LY () tal que |u,| < vy quase

sempre, Vv € N entao u € integravel e ainda

u = lim Uy .
Q v—oe Ja

Demonstracao: Ver [12].

O espago LP(£2) munido da norma

p
lll ey = ( / \u(x)!pdx) paral < p < oo

[ul| e = supess|u(z)|, para p = +o0,
z€Q

¢ um espaco de Banach.
No caso p = 2, L*(Q) ¢ um espago de Hilbert.

Proposicao 1.2. (Desigualdade de Young) - Sejam 1 < p,q < oo tal que

1 1
—-+-=1¢ea,b>0. Entao
p q
a? b
ab < — + —.
p q

Demonstracao: Ver [2].

Proposicao 1.3. (Desigualdade de Minkowski) - Sejam 1 <p < oo e f,g em
LP(Q2), entdo

1f + gllzey < 1fllze) + 19l zr)-

Demonstragao: Ver [12].

Proposicao 1.4. (Desigualdade de Holder) - Sejam u € LP(2) e v € L1(Q)

1 1
coml1<p<ooe-+-=1. Entiouv € L'(Q) e temos a desigualdade
p q

/Q|uv| < Jull 2o |Vl Lag-



Demonstragao: Ver [2].

Segue como corolario da proposi¢ao anteiror o seguinte resultado:

Corolario 1.5. (Desigualdade de Hélder generalizada) - Sejam fi, fo, ..., fx

1 1 1 1
fungaoes, tais que f; € LP(Q), p; > 1,1 <i<k, onde —+—+...+ —=—c¢
1 p1 P2 Pk p
— < 1. Entao o produto f = fifa... fr € LP(Q) e
p

[fllze) < Ifilles@ll follrzc) - - - | fillzos @)

Proposicao 1.6. (Desigualdade de Interpolagao) - Se u € LP(Q) N LY(Q) com

1<p<qg<ooentioue L(Q) para todo p < r < q e se tem a desigualdade

lullr@) < lull e llull o
()

1 0 1-46
onde 0 < 0 < 1 verifica — = — + ——.

r p q
Demonstracao: Ver [14].

Além dos resultados acima, temos que:

i) LP(Q) é reflexivo para todo 1 < p < +o0;
ii) LP(Q) é separavel para todo 1 < p < +o0;
iii) C§° tem imersao continua e densa em LP(2) para todo 1 < p < +o0;

iv) Se (f.) é uma seqiiéncia em LP(Q2) e f € LP(Q) sdo tais que || fn, — fllzr@@) — 0
entdo existe uma subseqiiéncia (f,,) tal que f,, () — f(x) quase sempre em

Q.

Proposicao 1.7. (Teorema da Representacao de Riesz) - Sejam

/ 1 1
1 <p<+oo, p € (LP(Q)) com —+ — =1. Entao existe uma tunica u € LI1(2), tal
qg P

que

(o, 0) = /QU(JC)U(I)dI? Vo € LP(Q) e |lull o) = 11l o0y



Demonstragao: Ver [2].

Quando p = oo, temos:

Proposicao 1.8. Seja ¢ € (Ll(Q)),, entao existe uma unica u € L>®(Q) tal que
(o) = [ ulople)dz, Vo € L) e ey = el oy

Demonstragao: Ver [2].

p

Denotaremos por L,

(Q), 1 < p < +o0o o espago das (classes de) fungoes
u: ) — K tais que |u|P é integravel no sentido de Lebesgue sobre cada compacto
K de €2 munido da seguinte nocao de convergéncia: Uma sucessao u, converge para

u e L7 () se para cada compacto K de 2 tem-se:

loc

pic(ety — ) = (/K () — u<x>|pdg;)’l’ 0.

Proposigao 1.9. (Lema de Du Bois Raymond) - Sejau € L, (), entdao T, = 0

loc

se, e somente se, u = 0 quase sempre em . Onde T, € a distribuicao definida por

(T, ) = fQu(x)go(x)dx, Vo € D).

Demonstragao: Ver [13].

Desta proposigao tem-se que T, fica univocamente determinada por u € L}, (9),

isto é, se u,v € L (), entdao T, = T, se, e somente se, u = v quase sempre em ).
) ) loc ) ) )

Proposicao 1.10. Seja (u,)ven C Lj,
Lp

loc

(Q), 1 < p < 400, tal que u, — u em

(Q), entdo u, — u em D' (Q).
Demonstragao: Ver [1].

1.1.3 Espacos de Sobolev

Seja 2 um aberto do R™, 1 < p < +ooem € N. Se u € LP(Q2) sabemos que u possui

derivadas de todas as ordens no sentido das distribuicoes, mas nao é verdade, em



geral, que D®u seja uma distribuicao definida por uma fungao de LP(f2). Representa-
se por W™P(Q) o espaco vetorial de todas as fungées u € LP(2), tais que para todo

la] < m, D*u pertence a LP(£2), sendo D*u a derivada no sentido das distribuigoes.

O espago W™P () munido da norma

1
P
1wy = Z / |D%|Pdx | , paral <p < oo,
Q

laf<m

Um0 = sup ess|D%u(x)|, para p = oo
[l = 3 supess|D u(a)l, para p

laj<m
¢ um espaco de Banach.
Representa-se W™2(Q) = H™() devido a sua estrutura hilbertiana, ou seja, os
espagos H™(2) sao espagos de Hilbert.
E sabido que C5°(€2) é denso em LP(£2), mas nao é verdade que CS°(€2) é denso
em W™P(Q)) param > 1. Motivado por esta razao define-se o espago W5 (€2) como

sendo o fecho de C§°(€2) em W™P(Q), isto é, C’go(Q)Wmm(Q) =Wy (Q).

Mostra-se que Wy"* é o espaco vetorial das fungdes u € W™P tais que u|p = 0,

onde I' = 0f).

Observacao: Quando €2 é um aberto limitado em alguma diregao x; de R" e

1 < p < oo consideramos W™ (£2) munido da norma

= 3 / Du(a) P

|al=m
que ¢ equivalente a norma |||, .
1 1
Suponha que 1 < p < ooel < q< oo tal que — + — = 1. Representa-se por
p q
W~"4(Q) o dual topolégico de Wy"*(2). O dual topoldgico de HJ*(€2) denota-se
por H™(Q2).
Prosseguindo nas defini¢goes dos espagos que utilizaremos ao longo deste trabalho,

vamos caracterizar os espagos H*(2), s € R.

9



Para isso consideremos S = {p € C*°(R"); lim p(z)D%(x) = 0, para todo

[[z[|—o0

polinémio p de n varidveis reais e « € N"} o espago das fungdes rapidamente des-
crescente no infinito, S* o dual topolégico de S, também conhecido como espaco das
distribui¢oes temperadas, e para cada fungao v € L'(R") a transformada de Fourier

de u definida por
o) = (2% [ ey

onde (z,y) = Y x;y;.

j=1

Definimos, para todo s € R
H*(R™) = {u €S (1+|z]?)ka e L?(Rn)} .

Além disso, se s > 0 temos que H*(R") = (H*(R")) e H*(R") — L*(R") —
H~5(R™).

Seja €2 um aberto bem regular do R", ou o semi-espaco R’!. Consideremos a

aplicagao:
ro: LA(R") — L*Q)

u — g

que leva u na sua restrigao a 2. Assim, para s > 0 temos que

H*(Q) = {vlo; v e H*(R")}

H(Q) = (Hj(2) onde H(Q) =D(Q)" .

Teorema 1.11. (Imersao de Sobolev) - Seja Q um aberto do R", entdo

H™(Q) — C*(Q), sem > g + k.

Demonstracao: Ver [1].

Proposicao 1.12. Sejam 2 um conjunto aberto do R", de classe C™, com fronteira
limitada e m um inteiro tal que m > 1; e 1 < p < co. FEntao temos as segintes

imersoes continuas:

10



1 1 1

se — — 5 0 entdo WmP(Q) — L1(Q), onde — = — — @,
p n g p n
I m .

se — — — =0 entao W™P(Q) — L1(Q), Vq € [p, +o0],
p n
1

se — — 2 <0 entdo WmP(Q) — L=(£2).
p n

Demonstracao: Ver [3].

Teorema 1.13. (Teorema de Rellich Kondrachov) - Seja 2 um subconjunto

aberto limitado do R™, Q de classe C* e 1 < p < co. Entdo

1 1 1
se p < n entao WHP(Q) < Li(Q), Vq € [1,p*], onde —=—-——,

p p n
se p=mn entao WHP(Q) < LI(Q), Vq € [1, +o00],

se p=n entio WH(Q) < C(Q).

Demonstragao: Ver [3].

Notagao: <% indica imersao compacta.

Proposicao 1.14. (Desigualdade de Sobolev, Gagliardo, Nirenberg)

Se 1l <p<n, entao
WH(R") C LP*(R™),

1 1 1
onde p* vem dado por — = — — — | existe uma constante C' = C(p,n) tal que

px p n
lul|zr < CIVulle ¥ u € WHP(R™).
Demonstracao: Ver [2].

Teorema 1.15. Quando n > 2 temos a inclusio H'(R") — LP(R™) para todo p

1 1 1
satisfazendo 2 < p < p, onde p € dado por: — = 5~
P n

Demonstracao: Ver [6].
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1.1.4 Espacos Funcionais a Valores Vetoriais

Seja X um espago de Banach. Denotaremos por D(0,7; X) o espago localmente
convexo das fungdes vetoriais ¢ : (0,7) — X indefinidamente diferencidveis com

suporte compacto em (0,7"). Diremos que ¢, — ¢ em D(0,7; X) se:

i) K compacto de (0,7") tal que supp (p,) e supp (¢) estao contidos em K, Vv;

ii) Para cada k € N, o) (t) — ¢®(¢) em X uniformemente em t € (0,7).

O espago das aplicagoes lineares e continuas de D(0,7") = D(0,T;R) em X serd
denotado por D'(0,T; X), isto é, S € D'(0,T;X) se S : D(0,T) — X ¢ linear e
se 0, — 0 em D(0,T) entao (S,0,) — (S,0) em X. Diremos que S, — S em
D'(0,T; X) se (S,,0) — (S,0) em X, V0 € D(0,T). O espaco D' (0, T; X) equipado
com a convergéncia acima é denominado espaco das distribuigoes vetoriais de (0, 7T")

com valores em X.
Prova-se que o conjunto {0¢, § € D(Q),£ € X} é total em D(0,T; X).

Denotaremos por L?(0,7; X) o espago de Banach (das classes) de fungoes veto-
riais u : (0,7) — X fortemente mensuraveis em (0,7"), (0,7") dotado da medida de

Lebesgue, tais que

T
/ lu(t)]|%dt < oc.
0

Entao L?(0,7; X) é um espago de Hilbert munido do produto interno (u,v) =
[T (u(t),v(t))xdt se X & Hilbert. Denotaremos por H2(0,T; X) o espaco de Hilbert

0

Hi(0,T;X) ={v e L*0,T; X);v' € L*(0,T; X), v(0) = v(T) = 0},

munido do produto interno

12



Identificando L?(0,T; X) com o seu dual (LQ(O,T;X)),, via teorema de Riesz,

obtemos entao

D(0,T; X) — HL0,T;X) — L*(0,T; X) — H0,T;X) — D(0,T; X)
onde

HY(0,T; X) = (H'(0,T; X)) .
Proposigao 1.16. Seja u € L*(0,T; X). Entdo existe um tnico f € H=1(0,T; X)
que verifica
<fa 05) = (<UI70>€)Xa Vo e D(OaT)a v§ € X.

Demonstragao: Ver [15].

Baseado na proposicao anterior, identificamos f com u'. Em razao disto, diremos

que se u € L*(0,T; X) entao u' € H0,T; X).
Proposicao 1.17. A aplicacao

uwe L*0,T;X)—u € HY0,T; X)
onde X € um espaco de Hilbert, € linear e continua.

Demonstragao: Ver [15].

1.1.5 Funcoes Escalarmente Continuas

Seja X um espaco de Banach. Definimos o espago das fungoes escalarmente continuas
(ou fracamente continuas) como o conjunto das fungoes f € L>(0,7; X) tais que
a aplicacado t — (f(t),z) é continua sobre [0,T], V& € X', onde X’ é dual de X.
Denotaremos tal espago por C(0,7; X).

Disto segue que CL(0,T;X) = {ue€ Cs0,T;X);u € Cs(0,T;X)}, onde o
¢ a derivada de u no sentido das distribuicoes. Da mesma forma temos que
C2(0,T; X) = {u € C5(0,T; X);u" € C4(0,T; X)}.

Observagao: Se u € L>®(0,7;X) e u € C([0,T]; X) entao u € C(0,T; X).
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Lema 1.18. Sejam X e Y dois espagos de Banach, X — Y e X um espaco reflexivo.
Entao

L0, T; X)NCs(0,T;Y) = C5(0, T X).

Demonstragao: Ver [9].

1.2 Teoria de Traco

Consideremos 2 = R’} ou 2 um aberto limitado bem regular do R" com fronteira
['. Por D(I') representa-se o espago vetorial das fungoes reais w definidas em T,
possuindo derivadas parciais continuas de todas as ordens. Dada uma funcao u

definida em €, representa-se por you a restricao de u a I'.

Proposicao 1.19. Eziste uma constante positiva C' tal que
Ioull 3. < Cllullin o

para toda u € D(Q).

Demonstracao: Ver [14].

Considerando D(€2) com a topologia induzida por H'(£2), segue pela proposicio

1.19 que a aplicagao

N

Y : D(Q) — H2(T)

é continua. Sendo D(f) denso em H'(Q), esta aplicacio se prolonga por con-

tinuidade a uma aplicagao linear e continua, ainda representada por 7y, tal que
Yo H(Q) — H(D),
a qual denomina-se fungao trago.

Teorema 1.20. A funcio traco aplica H(Q) sobre Hz(I)e o nicleo de ~o € o
espaco Hi ().
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Demonstragao: Ver [14].

Consideremos, agora, {2 uma aberto limitado do R" com fronteira I' bem regular,

e seja v a normal unitéria exterior em I'. Para todo j =1,...,m —1 e u € D(Q),

seja yju = g%’j a derivada normal de ordem j de u e yyu u|.. Da densidade do
r

espaco (D(I))™ no espaco de Hilbert H™ 2 (') x H™ 2(T) x ... x Hz(T') temos o

seguinte resultado:

Teorema 1.21. Eziste uma unica aplicagdo linear e continua vy do espago H™(Q)
sobre o espago H;-”:_Ole_j_%(F) com nicleo v~1(0) = HJ'(Q), verificando a sequinte
condicao

Yu = (YU, Y1t - - -, Ym_1u) , Yu € D(Q).

Tal aplicacao admite uma inversa a direita linear e continua.

Demonstragao: Ver [14].

Além desses resultados, considerando os espagos de Hilbert H°(2) = {u € L?(Q);
Aue L*(Q)} e HY(Q) = {u € H'(Q); Au € L*(©2)} munidos dos produtos internos
(u,v)o = (w,v)r2(0)  +  (Au, Av)r20); V u,v € HO(Q) e
(u,0)0 = (u,V)pr) + (Au, Av)2);V u,v € HY(Q), respectivamente, temos os

seguintes resultados:

Proposigao 1.22. A aplicagio linear v : D(Q) — H~2(T') x H~2(T") definida por
u — yu = (yu,1u) se estende por continuidade a uma unica aplicag¢do linear e

continua

viHYQ) — H2(I) x H 2(I)
u = yu = (Yu, 1u).

Além disso, a aplicagdo v acima coincide com a aplicacao traco de ordem dois.

Demonstracao: Ver [4].
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Proposicao 1.23. A aplicacio linear -~ : D(Q) — H_%(F) definida  por

U — Yy u = % ‘F se estende por continuitdade a wma unica aplicacao linear e continua

i HN Q) — H(T).

Demonstragao: Ver [4].
1.2.1 Trago em L*(0,7; H™(Q)).
Pelo visto anteriormente temos que existe uma aplicacao trago
m—1
v H™Q) — [ E 2 (D) (1.1)
=0
que é linear, continua, sobrejetora, com nicleo HJ'(Q2), e admite uma inversa a

direita linear e continua.

Definamos a aplicagao
v: L20,T;H™SQ)) — L2 (o,T;H;”:‘Ole—j—%(r))
u = Yu, (yu)(t) = yu(t)

onde yu(t) é a aplicagao (1.1) aplicado em u(t) € H™(2). Denotamos as aplicagoes

(1.2)

(1.1) e (1.2) com o mesmo simbolo para nao sobrecarregar a notagdo. A aplicagao
definida em (1.2) é uma aplicagao linear, continua, sobrejetora, com ntcleo
L*(0,T; H(Q)), que admite uma inversa a direita 7 linear e continua, isto é,
m—1
T L (0,T; 11 Hmj%@)) — L0, T H™(Q)),;7(r(n) = 0. (1.3)
=0
De forma andloga podemos definir
v HYO, T HM Q) — HE (0,75 [T Hm 5 H(D))
u = vu, (yu)(t) = yu(t)

que tem as mesmas propriedades da aplicacao (1.2).

(1.4)

Proposigao 1.24. Sejau € L*(0,T; H™(Q)) comu’ € L*(0,T; H™(Q)) entdo yu' =

(yu)”
Demonstracao: Ver [4].
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1.2.2 Trago em H '(0,T; H™(Q))

Seja KC = L?(0,T; H™(Q2)) x L?(0,T; H™(Q)) e M o subespaco fechado de K dos

vetores {«, 5} tais que
(e, ) r20,rmm (@) + (B, V) L2(0/m;mm () = 0,

para todo v € H}(0,T; H™()). Entao a aplicagao

HY0,T:H™(Q)) —  M*
/ o {6000 (15)

onde {¢}, 97} € & étal que || f[[+[[{87. ¥} e & = {{or, s} € Ki (o5, v) + (¥y,0)
= (f,v) Yo € H}(Q)}, isto ¢, o conjunto dos {¢f, 1} € K tais que f = ¢ — by, A

aplicacao definida em (1.5) é uma isometria linear sobrejetora.

Para f € H1(0,T; H™(Q)) defini-se 3 f na forma:

T T
~ — 0 0 ./
<’Yf7 w> - A (’ygbf) w)n;n:Bl Hm—j—%(r‘)dt + /0\ (71/}‘]07 w >H;n:701 Hm—j—%(r\)dt (16)
w € Hj (0, T; H?:()l Hm_j_%(F)), que é linear e continua.

Assim temos estabelecido uma aplicagao

o HOTEN@) B (0TI D)
f — VS

~ f definido por (1.6), que é linear e continua. Esta aplica¢ao é denominada aplicagao

trago para as fungoes de H1(0,T; H™(2)). Assim sao validos os seguintes resulta-
dos:

Proposigao 1.25. Se v € L*(0,T; H™(Q2)) entao

7u|H&(0,T,H;n;01 H7n7j7%(r)) — /YU
Proposigao 1.26. Se u € L*(0,T; H™()) entdo
u' = (yu)".
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Teorema 1.27. A aplicagio trago (1.7) é sobrejetora, seu niicleo é H(0,T; H"(Q)),
e admite uma inversa d direita 7 : H=*(0, T} H;.”:Bl H™=3()) — H=Y0,T; H™(2))

linear e continua.

Observacao 1.28. Além desses resultados se considerarmos os espacos de Hilbert
H(Q) = {u € L*(Q); Aue L*(Q)} ou HY(Q) = {u € H'(Q); Au € L*(Q)} em vez
de H™(Q)) em conjunto com as proposicoes 1.22 e 1.23 obteremos a existéncia das
aplicagoes

v H Y0, T;H(Q)) — H Y0, T; H 2(T) x H 2(T))

v HH0, Ty HY(Q)) — HH(0,T; H2(T)).

1.3 Teorema de Carathéodory

Nesta secao enunciaremos o teorema de Carathéodory que sera utilizado no
capitulo 2. O teorema nos fornece a existéncia de solucao para um problema de
Cauchy em um intervalo [0, ¢,,], para cada m € N. A demonstragao deste resultado

pode ser encontrada em [5].

Seja Q C R um conjunto aberto cujos elementos sao denotados por (¢, ),

teR, z€R"eseja f: Q2 — R" uma funcao.

Consideremos o problema de valor inicial

{ 2'(t) = f(t,z(t)), (1.8)

x(tog) = o,
Dizemos que f : 2 — R" satisfaz as condi¢oes de Carathéodory sobre € se:
(i) f(t,z) é mensurdvel em ¢ para cada x fixado;
(ii) f(t,z) é continua em x para quase todo ¢ fixado;

111 ara Cada compacto K C Q, eXiSte uma fllIlCaN() real m t s iIlte I‘a;, \/el, tal ue
p p § K g q
”f(t,.’ﬂ)H]Rn < mK(t), V(t,l’) e K.
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Teorema 1.29. (Teorema de Carathéodory) - Seja f : Q — R" satisfazendo as
condi¢oes de Carathéodory sobre ). Entdo existe uma solucao x(t) de (1.8) sobre

algum intervalo |t — to| < B, > 0.

Corolario 1.30. Sejam Q = [0,T[xB com T > 0, B = {z € R |z| < b} onde
b>0ef:Q—R"nas condi¢oes de Carathéodory sobre Q. Suponhamos que x(t) é
uma solugao de (1.8) tal que |xo| < b e que em qualquer intervalo I, onde x(t) estd
definida, se tenha |z(t)] < M, ¥t € I, M independente de [ e M < b. Entao x(t)

possui um prolongamento a todo [0,T].

1.4 Resultados auxiliares

Nesta se¢ao enunciaremos resultados importantes que serao utilizados ao longo

de todo o trabalho.

Proposicao 1.31. (Desigualdade de Cauchy-Schwarz) - Sejam z,y € R",

entao
lz.y| < Jx|[yl.

Defini¢ao 1.32. Seja E um espago de Banach. A topologia fraca o(E, E') sobre E

¢ a topologia menos fina sobre E que torna continuas todas as aplicacoes f € E'.

Seja (2, )neny uma seqiiéncia de E a qual converge para x em E na topologia fraca

o(E, E'). Utilizamos, neste caso, a seguinte notacio:
T, = xemF.
Proposicao 1.33. Seja (,)nen uma seqiiéncia em E, entdo:
(i) x, — x em E se, e somente se, (f,x,) — (f,z), Vf € E'.
(i1) Se x,, — x em E, entdo x, — xem E.
(iii) Se x, = xem E, entao ||x,||g € limitada e ||z||p < lim inf]|z,| &
() Se x,, = xem E e f, — [ em E', entio (fn,xn) — (f,x).
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Demonstragao: Ver [2].

Seja . um espago de Banach e seja x € F fixo. Definamos J, : E' — R por

(Jo, [) = ([, ).
As aplicacoes J, sao lineares e continuas, portanto J, € E”, Vx € E.
Definamos, agora, J : E — E” tal que J(z) = J,.

Definigao 1.34. A topologia fraca *, também designada por o(E', E), € a topologia

menos fina sobre E' que torna continuas todas as aplicagéoes J,.
Proposicao 1.35. Seja (f,)nen uma seqiiéncia em E', entdo:
(i) fn =f em E' se, e somente se, (fn,z) — (f,z), Vo € E.
(ii) Se f, — f em E', entao f, — f em E'.

(i11) Se f, — f em E', entao f, =f em E'.

Demonstracao: Ver [2].

Lema 1.36. Sejam E um espa¢o de Banach reflexivo e (x,)nen uma seqiiéncia

limitada em E, entdo existe uma subseqiiéncia (n, )ken de (Tn)nen € € E, tal que

Ty, — T fracamente em E.

Demonstracao: Ver [2].

Lema 1.37. Sejam E um espa¢o de Banach separdvel e (f,)nen uma seqiéncia

limitada em E', entdo existe uma subseqiéncia (fn, )ken € f € E', tal que

fn, =f em E.

Demonstracao: Ver [2].

Lema 1.38. (Lema de Gronwall) - Sejam z € L>(0,T) e f € L*(0,T) tais que

2(t) >0, f(t) > 0 e seja ¢ uma constante nao negativa. Se
¢
f(t) < c+/ z(s) f(s)ds, ¥Vt € [0,T],
0
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entao

F(t) < celo 2% i e [0, 7).

Demonstracao: Ver [11].

Lema 1.39. Seja Q um aberto do R™ de classe C™°. Sejam si, So € $3 numeros reais
tais que

S1 > S9 > S3.

Entao, para todo n > 0 existe uma constante C(n) tal que

Nl o2 ) < nllullgs @) + C)lullmss ), Yu € H™ ().

Demonstracao: Ver [9].

Proposicao 1.40. (Teorema de Aubin-Lions) - Sejam By, B, By trés espagos

de Banach tais que By <B — By, onde By e By sao reflexivos. Definamos

d
W = {v;v € LP(0,T; By), v' = d—: e LP(0,T; Bl)} ,

onde 1 < pg,p1 < 00, e consideremos W munido da norma

vl zeo (0,7:80) + 10| o1 0,73 B1)

s

o que o torna um espago de Banach. FEntdo, a imersio de W em LP°(0,T;B) ¢é

compacta.

Proposicao 1.41. (Lema de Lions) - Seja (u,) uma sucessao de fungoes perten-
centes a L1(Q) com 1 < g < oo. Se

(i) u, — u quase sempre em Q)

(i) lluw || o) < C; Vv € N;

entdo u, — u fraco em L(Q).

21



Proposicao 1.42. (Férmula de Gauss e a Férmula de Green) - Seja Q0 um

aberto limitado bem regular do R™. Se u,v € H*(Q), entdo para 1 < i < n temos

que
ov ou
Uu—dr = — vdx + ) (Yov)v;dl,
e = [ Svde+ [ owonn
onde v = (v1,Va,...,v,) e v denota o vetor normal unitdrio exterior a I.

Seu e H*(Q) ev e HY(Q), temos a férmula de Green:

/Vqudx: —/AuvquL/v@dF.
Q Q r Ov

Demonstracao: Ver [4].

Proposigao 1.43. (Férmula de Green generalizada) - Para todo u € H'(Q)e

v e HYQ), tem-se

(AU7U)L2(Q) + (VU’VU)LQ(Q) = <71u,701/>

H—%(F)xH%(F)’

onde I' = 0f).

Demonstragao: Ver [4].

Proposicao 1.44. (Regularidade dos problemas elipticos) - Seja Q2 um aberto

de classe C* com fronteira T limitada. Sejam f € L*(Q) e u € H} (), verificando

/VuV(p—l—/ugpz/fga, Vo € Hy(S).
Q Q Q

Entio, u € H*(Q) e |lullpz@) < cl|fllrzq), onde ¢ é uma constante que s6
depende de Q2. Além disso, se Q € de classe C™2 e f € H™(Q), entao u € H™ ()
com ||ul| gm+2iqy < c||f|lam@); em particular, se m > 2 entdo u € C*(Q). Ainda, se

Q € de classe C e f € C™(Q), entdo u € C*(1Q).

Demonstracao: Ver [2].

Teorema 1.45. (Propriedade de Continuagao Unica) Assuma que u pertenca

ao espago L*(2x(0,T)) e seja uma solugao fraca de Du+v(z,t)u =0 em Qx(0,T),
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(onde O € o operador D’Alembertiano) tal que T > diam Q) e v € L*(0,T; L™(Q2)),

onde 2 é um aberto do R™.

Entao se uw = 0 em algum conjunto {x € R"/a(x) > 0} x (0,T), temos que

u=0.

Demonstragao: Ver [25].

Lema 1.46. Sejam H eV espacos de Banach, tais que H — V. Sew € L'(0,T; H)
eu € LY0,T;V) entio u € C°([0,T]; V).

Demonstracao: Ver [24].

Teorema 1.47. (Regra da Cadeia) Seja G € C'(R) tal que G(0) =0 e |G'(s)| <
M para todo s € R. Seja u € WHP(Q). Entao a func¢io Gou € WiP(Q) e

O (Gou= (G ouw"

, 1 <1 <n.
(%i aZL’Z -

Demonstragao: Ver [7].

Observacao 1.48. E conveniente observar uma consequéncia muito util da de-

sigualdade de Hélder: Seja fi, fo, ..., fr funcoes tais que

1 1 1 1
fielP(Q) 1<i<k com —=—+ —+ ...+ —.
p D1 D2 Pk

Entao o produto f = fifs....fx € LP(Q) e
1 1lee < LAllpon -l fellox

Em particular, se f € LP(Q) N LI(Q) com 1 < p =< o0, entdao f € L"(Q) para

todo p < r < q se verifica a desigualdade de interpolagao.

o o 1 o 1-«
£l < IAIZolIFIIZe® onde e (0<a<1).
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1.5 Teoria Espectral

Teorema 1.49. (Teorema Espectral para Operadores compactos Auto-

Adjuntos em Espaco de Hilbert) -Sejam H um espago de Hilbert real e A € £(H)

tais que a dimH = +o00 e A seja compacto e auto-adjunto. Entao

1.

2.

7.

0€o(A);

a(AN{0} = VP(AN{0};

o(A)\{0} = VP(A)\{0} € finito ou no mdximo enumerdvel. Se o(A)\{0}

= { A\ }nen, entio | A, > [Asal, Vn €N, A\, — 0 quando n — oo;

A =max{|m|, |[M|}, onde m = infjy=1,ueu{(Au,u)} e
M = max|y)=1,ver{(Au, u)};

0s wvetores préprios correspondentes aos N,s, {wy}neny C H, formam uma

sequéncia ortonormal em H.

para cada v € H, temos que

Av = il(Av,wn)wn = il An (U, Wy )Wy

para cada uw € H, temos uw = ug + Y-, (u, w,)w,, onde uy € Ker(A);

Corolario 1.50. Sejam H espago de Hilbert separavel real com dimH = 400, e

B : D(B) C H — H, linear, auto-adjunto, ((Bu,u) > 0), YVu € D(B), B bijetivo,

D(B) = H, B operador ndo limitado de H. Suponhamos que D(B) esta imerso

compactamente em H. Suponhamos que D(B) é um espago de Banach com a norma

do grdfico ||ull s = ([[ully + | Bully)?. Entio:

1.

2.

|lull1 = || Bul|g € também uma norma em D(B) equivalente a norma do grdfico;

B~ H — H satisfaz as hipdteses do Teorema Espectral;
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3. existe uma seqiéncia {wp}, C D(B) no mdrimo enumerdvel e seqiéncia

{tin}n CRO < py < pig < ... com p, — 00 tal que Bw, = p,w,, ¥ n € N;
4. o0s whs formam uma base Hilbertiana para H;

5. D(B) € um espago de Hilbert com rela¢ao aos produtos internos induzidos pelas

normas ||.||ps) e |-||1;

6. (zn)n = (%) ¢ base Hilbertiana (D(B), ||.||1). Em particular, para todo v €

n

D(B) tem-se v =" (v, 2,) 2.

Proposigao 1.51. O operador —A : H(Q) N H?(Q) C L*(Q) — L*(Q) satisfaz as

hipoteses do corolario do Teorema FEspectral.

As demonstracoes dos resultados anteriores podem ser encontradas em Milla [16].
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Capitulo 2

Existéncia e Unicidade de Solucao

Nos resultados a seguir omitiremos, eventualmente, as varidaveis de modo a nao
sobrecarregarmos a notagao. Usaremos , também, as notagoes u; e u’ para denotar-

mos a derivada de u em relacao ao parametro t.

Seja € um dominio exterior do R™, n > 1, de modo que A = R™\ 2 é um conjunto
compacto do R™, com fronteira 92 = I' de classe C2, e seja v o vetor normal unitario

exterior a I'. Consideremos o seguinte problema

uy — Au+ a(z)uy + |ulfu =0 em Qx]0,+o00] (2.1)
u(z,0) = u’(z) , w(z,0) =u'(r) em Q (2.2)
u =0 sobre I'x]0,+o0. (2.3)

No que segue utilizaremos as seguintes notacoes:
() = [ uapa)de.

fully = | Juta) e

lullfy) = Iluls+[Vulls.

Hipétese sobre p :

(H.1)-Considere p € R tal que

2
0<p< 2,epn22paran23ep>Ocompn22$en:1,2.
n_
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Hipdtese sobre as condicoes iniciais

(H.2)-Assuma que:
{u’,u'} € (Hy(2) N H*(Q)) x Hy(Q)

(H.3)-Assuma que:
{u’ u'} € Hy(Q) x L*(Q)
Hipétese sobre a funcao a:

(H.4)- Considere a(.) uma funcio ndo negativa definida sobre €, pertencente a

L=(9).

A energia associada ao problema (2.1) é dada pela seguinte expressao
E(t) = 1/(\%]2 + | Vul?)dz + L/ |u|P 2 da. (2.4)
2 Jq p+2Jq

Nas secoes que seguem, demonstraremos a existéncia e a unicidade para o pro-
blema (2.1)-(2.3) utilizando o método de Galerkin para a prova da existéncia. Os

principais resultados estao enunciados nos teoremas abaixo.

Teorema 2.1. Sob as hipdteses (H.1), (H.2) e (H.4) o problema (2.1)-(2.3) possui
uma Unica solugao reqular. Entendemos por solugdo reqular do problema (2.1)-(2.3)
uma func¢ao u tal que
w e L=(0,T; Hy(2) N H?(5Y)),

u' € L(0,T; Hy(2)),

u” € L*(0,T; L*()). (2.5)
verificando

u — Au+ a(z)uy + |ulfu =0 g.s. em Q x (0,7)

Proposicao 2.2. Sob as hipdteses do Teorema 2.1 o problema (2.1)-(2.3) possui
uma unica solucao u tal que

u € Cy(0,T; Hy(Q) N H*(Q)) NCHO,T; HY () e v’ € L=(0,T; L*(Q)). (2.6)
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Teorema 2.3. Sob as hipdteses (H.1), (H.3) e (H.4) o problema (2.1)-(2.3) possui

uma unica solugao fraca, ou seja, a solucao u satisfaz
u € C°([0,T); Hy(2)) N C*([0, T); L*(Q)) com u” € C°([0,T); H1(Q)).  (2.7)

e verifica

d

%(u/(t), v) + (Vu, Vo) + (a(z)d'(t),v) + (Ju(t)|Pu(t),v) =0 em D'(0,T),

para toda v € Hy(Q).

2.1 Solucao Regular
2.1.1 Existéncia de solugao regular

Considere {w,} uma base de Hj(Q2) N H*(Q).

Definamos,

Vin = (w1, ..oy Wiy (2.8)

e consideremos o problema aproximado

p

() = 3 gpu(t)w; € Vi,
j=1

(ty(£),0) + (Tt (1), V) + (@)1t (), 0) + (tt (8) Pt (), 0) = O, (2.9)
Yv eV,
Um(0) = ugy, — u® em H(Q) N H?(Q),

L ), (0) = w1, — u' em Hg(Q).

Pelo Teorema de Carathéodory o sistema de EDO’s possui solucao local em um in-
/ ~ ’ " .
tervalo [0, ,,), onde u,, e u, sdo absolutamente continuas e u,, existe quase sempre.

A primeira estimativa a priori permitird estender a solu¢ao a todo intervalo [0, +00).
Primeira estimativa a priori:

Considerando v = u/,(t) em (2.9) temos

(W (8), 1 () + (Ve (£), Vi (£)) + (i (8) [ un (1), 117, (£)) = = (@), (£), i, (1)),
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ou seja,

/Qu;'n(t)u'm(t)d:v+/QVum(t)Vu'm(t)dx + /Q|um(t)|”um(t)u'm(t)dx
S /Q o)l (1) 2dz. (2.10)

Notemos, inicialmente, que sao vélidas as seguintes igualdades no sentido das

distribuicoes:
1/ ! 1 d 2

= 2.11
| anounnar = 3501 (211)
[ VunVide = 5 LIV 0 (2.12)

g " UV UmT = g g Y dmAb ) '

/ 1 d +2

[ Pt (trde = —— (0I5 (2.13)

De fato, considere 0 € D(0, t,,,). Entao, pelo Teorema de Fubini,

([ atniiin.o) = [ [ iont, ootedsa
=t//%§; () 1o dtda
= 5 [ [ wopeama
= 3 [ [ W o o = -3 0151

(22 e (1)13.6),

o que prova a igualdade (2.11).
Analogamente provamos (2.12).

Finalmente, seja 0 € D(0,t,,). Logo, pelo Teorema de Fubini
tm
([ T OF w0z 0) = [ (/Wum )Pt (01, (10(1) iz
Q

- /Q/o ma’um@ t)|PT20(t)dxdt
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= [{owyrem)
o Q
_ /O yum(x,t)yf’“@’(t)dt} dz

tm
B ‘W / [ (1) |20 (t) decdt
P

1 d

= 033 o+ 2dt

—llum ()12, 6).

De (2.4) e das expressoes acima segue que

1 d
E ul (D2 + == |V (D) |2 + —— = |Jum (1) || 2.14
(0 = 5O+ 5 ZIVun O + — Zlun @3 (219
Como
[ a@lu 0P =0
Q
De (2.10) e de (2.14) obtemos
B,(0) =~ [ awlu, (0P ds <0, (215)
Q
o que implica que E! (t) é nao crescente.
Portanto,
1d 2 2 1 d p+2
3l + 3GV + 5 Tl <0, (@210)

Considere t € [0, t,,). Integrando (2.16) no intervalo [0,t) ¢ < t,,, obtemos

1 1 1
§IIUin(t)||§+§||Vum(t)||§+mllum( Motz < Il ()13 + [ Vun (013

2
+ e (0)11745-

p+2

Logo,
1 / 2 1 2 1 p+2
§||Um(t>||2 + §||Vum(t)||2 + mllum(t)llm <¢ Vte[0,ty,); VmeN, (2.17)

onde c¢ independe de t e de m.
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Usando o corolario do teorema de Carathéodory podemos estender as solugoes

um qualquer que sejam, ao todo intervalo [0,T], 7" > 0.

Conseqiientemente, para todo 7" > 0 temos que

(U ) men é limitada em L*(0,T; L*(Q)),
Oy,

(%)mel\! é limitada em L*°(0,T; LQ(Q))7

(um)mEN ¢é limitada em LOO(()’ T; LP+Q(Q))_

Além disso, de (2.10) segue que
1 d P2

(2.18)
(2.19)

(2.20)

1d 2 / 2 _
3 i I8 + 5 IV un @ + = T ln I35+ [ ale)li)Pde =0,

Somando o termo

1d
Sl @3

em ambos os lados da igualdade acima obtemos

1d , 1 d pr2

2
3l + 5 Tun @ + 5 Ll )13
/ 1 d 2 li 2
+ [ @l Fds + 5l O = 55l @)1
Logo,
1d 1 d
/ - 2 - p+2

n /Qa(x)|u;n(t)]2dx— ;i|lum< t)llz-

Por outro lado,

%Ilum(t)lli = 2ty (1), um (1)) < 2, (8) |2l () ]2

< Mm@+ lum @3 < Nl O3 + N ()l 0)-

Assim, de (2.22) temos

1d 1d 1 d
Sl ®IE + 5Ol + g gyl (133

t [ @O < 01 + )y
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Integrando (2.23) no intervalo (0,t), t <7, vem que

1 1
SOz + 5 lm Oy o)

mt p+2
+p—|—2||u ()||p+2

# [ [ ety @Pde < 5+ [ 1@+ gt 220

onde K, independe de t e m. Resulta dai, em virtude do Lema de Gronwall, que

3 K5 > 0 (independente de t e m) tal que

1 1 1 )
S O + 5 (8 0y + 5 N (B 523

p+2
—1—/ a(x)|ul,(t)*dz < K. (2.25)
Q
Logo
(U )men ¢ limitada em L™(0,T; H} (Q)). (2.26)

Da hipétese (H.1), segue que

4 4 2
W< e 2Pt 2< 4 2e=2<2pt2< D
n—2 n—2 n—2
e
2n — 2 2n
2 < 2 < < .
sptes n—2 " n-—2
Dessa forma concluimos usando o Teorema 1.15 que
HL(Q) — LXD(Q) e HYQ) — LFT3(Q). (2.27)
Sendo assim
(Unm)men ¢ limitada em L*(0,T; L*P+D(Q)). (2.28)

Segunda estimativa a priori:

O nosso intuito é derivar o problema aproximado em relacao a t. No que segue,

faremos alguns calculos que serao necessarios a obtencao da expressao desejada.
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Podemos, sem perda de generalidade, considerar a base (w,,) como sendo ortonor-

mal em L*(Q). Resulta dai e de (2.9) que

Tim () = (U, (1), w5) = —=(al@)uy, (t), w;) = (Vum(t), Vw;)

= (lum () um (1), w;). (2.29)

Como o lado direito da igualdade acima pertence a L*(0,T) resulta que gj,, €

L*(0,T), onde aqui as derivadas sao entendidas no sentido de Dini.

Logo
T
| ol / ||ng (t); I3t
0
T
< om) S oyl [ 0P < +oc
j=1 0
ou seja,
uy, € L*(0,T; L*()), (2.30)

onde aqui, novamente, as derivadas sao entendidas no sentido de Dini. Por outro
d
lado, sendo e derivada no sentido distribucional em D'(0,T; L*(Q2)) e & € D(0,T),

temos

( %umﬁ):— /0 U (£)0'dt = /O {Zgjm(t)wj}e’(t)dt
- Z{ [ ooy, = Z {00001 = [ g0t}

- {Z / g (D0(0)dt oy = / o (D8(E)dt = (il 6)

o que prova que a derivada distribucional de u,, e a derivada classica coincidem.

De maneira analoga prova-se que

d "
<Eum70> < m’0>

ou seja, que as derivadas distribucionais e classicas de 1* e 2* ordem coincidem.
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Por outro lado, usando propriedades da integral de Bochner nao é dificil constatar
que

(e (Tun(0), V), 6) = (Yt (1), V). 0)

{ %(a(:v)%(t),wj)@ = ((a(z)up, (1), w)))
d

(= (um @) un(t), wy), 0) = ((p + 1)/9\um(f)!”%(t)wj dz,6).

Das relagoes acima e de (2.29) resulta que

%(U;%(t)?wj) = —(Vu,(t), Vw;) — (a(x)uy, (), w;)
~ (1) /Q (8P, (£)u0; (2.31)

em L?(0,T), ou seja, de (2.29) vem que:

"

2
G € L7(0,T),
onde as trés derivadas sao no sentido distribucionais. Dai vem que

T
/ e (8)12dt = / ||Zg'" ()24t < +ov,
0

isto é,

u € L*(0,T; L*(2)). (2.32)

Derivando o problema aproximado decorre que

(tyn (£), w5) + (Vg (1), Vw;) + (a(z)u, (1),

w;) + (p + 1) ([t (8) [P0, (1), w5) (2.33)

Multiplicando-se a equagao (2.33) por 95 € somando-se em j, chegamos a
1d " 2 2
Mwum@)nz + VU OIE] + | a0

(p+1) /]um |pu tyul (t)dz = 0. (2.34)
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Donde
1 d " 2 ! 2 " 2
§E[Ilum(t)||2+||Vum(t)llz] + /Qa(ﬂf)lum(tﬂ dx

< (o4 1) [ lnOPlan (Ol Dl (235)

Por outro lado, u,(t),u,,(t), v (t) € H(Q) e como H(Q) — L2, (Q) temos

2(p+1)
P

(Q), lu,(8)] € L2D(Q) e Jup, ()] € L*(Q).

|um(1)]” €

p 1 1 ) ..
+ + — =1, pela desigualdade de Holder genera-
200+1) 2(p+1) 2 P & &

Além disso, como

lizada, obtemos

(p+1)/9Ium(t)lp%(t)ll%(t)ldfc

< (9 1) ()31 O by I () (2.36)
Logo, de (2.34) e (2.36)

1d.

3 O + 1901+ [ a0

< (P + Dllwm )15 1) 1o Ol 2601) 170, (8) ] 2-

Integrando no intervalo (0,t), t < T segue que

ke (I3 + 1V (1) 3] / / 9 Pduds

< |lulr, (0)[|3 + [Vl (0)]|3 + (p + 1)/ et ()50 1 () o) 2 (5) s
0
De (2.28) temos que
(tm)men 6 limitada em L=(0, T; L2+ (Q)),

portanto, 3 K3 > 0 tal que |[tum|| (o 120410 () < K3; Vm € N donde

—_

13-+ 19013+ [ [ o) Prds < It )13 + 9, 01

N |

(p+1)
+ g lum Ol rizze @) [||um()||2p+1>+|IUi;(s)||§]ds
0

p+ L ,
< lum (013 + [V, (0)[15 + ( )Ks/o[|\um(8)l|§<pﬂ)+H%(S)Hi]d& (2.37)
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Resta-nos estimar ||u! (0)|2. Considerando ¢ = 0 e v = u/ (0) no problema

aproximado (2.9) temos

[ (O)5 = =(Vum(0), Ve (0)) = (a(x)u, (0), u, (0))

— (|um(0)["um(0), 1y, (0)). (2.38)

Como u,,(0) € HY(Q) N H%(Q) e u!(0) € H} (), entdo decorre da Férmula de

Green que
Substituindo (2.39) em (2.38) obtemos

[ (O)5 = (Aum(0), u,(0)) — (a()uy, (0), ur, (0))

— (um(0) P (0), o (0)). (2.40)
Ou seja,
l )2 < / Nt (0) [ (0)]dz + / ()17 [, (0)]dz + / a(@)edy (O)] 1, (0)
Q Q Q
< 180 O) 2l O] + [t OV i (O) 12 + allo e (0 ol (0)]]
= (1D O+ [t OVZE 1, + lallo 18 (0) )t (O)]]>.
Portanto,

lum )2 < 1A O)l2 + lum (O 15 4 + lallollrn (02 (2.41)

De (2.37) e (2.41) temos que

S+ IV, 0+ [ [ el

2
< 4| Aun(O)I3 + lum(O)3001) + lallZllur, O)13] + [V, (0) 13

(p+1) !
+ 5 G i [, ()35 1) + Nl ()]3)ds.
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1
Somando §Hu;n(t)||2 em ambos os lados da desigualdade acima obtemos

1 " / T "
SO+ 1Ol + [ [ o)l (o) dads

<m0l @) + lwm(O)15E5 1) + llallocl e, (0) ]2 + Ve, (0) 13

(p+1 '
# K [y + (5 s
1
+ Sl (2.42)

De (2.18) e do Lema de Gronwall obtemos que

]' " /
sl @z + Ol @] < C, (2.43)

onde C'; é uma constante positiva que independe de m e de t.
Logo,
(u))men ¢ limitada em L>(0,T; Hy(9)), (2.44)

(U )men 6 limitada em L>(0,T; L*()). (2.45)

Das 1* e 2* estimativas a priori podemos extrair uma subseqiiéncia de (u,)men

que também denotaremos por (u,,)men satisfazendo:

Uy 2w em  L®(0,T; Hy(Q)), (2.46)
ul, v em  L>(0,T; Hy(Q)), (2.47)
u w  em  L(0,T; L*()). (2.48)

Notemos que ao identificarmos L?(€2) com o seu dual, isto &,
L*(Q) = [L2(Q)]',
temos que vale a seguinte cadeia de imersoes

Hy(Q) — L*(Q) — HH(Q) = [Hy(Q)]"
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Sendo assim,

L>(0,T; Hy(Q)) — L*(0,T; L*(2)) — D'(0, T; L*(52)). (2.49)

Logo, de (2.46) temos que

U, — u em D'(0,T; L*()).

Da continuidade do operador derivada no sentido das distribuicoes obtemos que:

ul, —u' em D(0,T; L*(Q)).
Por outro lado, de (2.47) e de (2.48) decorre que

ul, — v em D'(0,T; L*(Q)).

Da unicidade de limite em D’(0,T; L*(€2)) obtemos que v = u'.

!/

o e de (2.49) temos que

Agora, usando o fato de u

ul, — ' em D'(0,T; L*(Q)).

Novamente, da continuidade do operador derivada no sentido das distribuicoes

temos que

u! — u” em D'(0,T; L*()).
Por outro lado, de (2.48) e de (2.49) decorre que
u — w em D'(0,T; L*(Q)).

Da unicidade de limite em D’(0,T; L*(2)) resulta que w = u”.

Portanto,

Up 2u  em  L¥(0,T; Hy(Q)), (2.50)
ul, ' em  L(0,T; Hy(Q)), (2.51)
u, =" em  L®(0,T;L*(Q)). (2.52)
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Definamos
B; = {z € R"; ||lz;|| <i},i € N.
Logo, €2 C U B; e, de (2.26) e (2.18) segue, para todo i € N, que
iEN
(Um)men € limitada em L°°(0, T H&(Bi)),

(u! )men ¢é limitada em L™(0,T; L*(B;)).

Em virtude do Teorema 1.40 (Aubin Lions) podemos extrair uma subseqiiéncia

de (u,,) que ainda denotaremos pela mesma notagao de modo que

(U )men — w; forte em L*(0,T; L*(B;)); Vi€ N. (2.53)

Resulta daf e de (2.50), pela unicidade do limite fraco em L?*(0,T'; L*(B;)) que
w; =u q.s. em |0, T[xB;; Vi€ N,

Assim, de (2.53) decorre que u,, — u forte em L*(0,7T; L*(B;)); Vi € N, donde

Um — u q.s. em]0,T[xB;; VieN,

ou seja,

Um — u q.s. em |0, T[xS.
Pela continuidade da aplicagdo A € R — G(A) = |A|’A decorre que
[t [P, — |ulfu g.s. em 10, T[xCQ. (2.54)
Por outro lado, de (2.27) segue que
(||t )men € limitada em L>°(0,T; L*(£2)). (2.55)
De (2.54) e (2.55) e em virtude do Lema de Lions 1.41 vem que
U [Py, — |u|Pu fracamente em L*(0,T; L*(Q)). (2.56)
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Verifiquemos, agora, que a funcao u obtida verifica o problema (2.1)-(2.3).

Com efeito, seja 0 € D(0,T) e consideremos j € N e m > j. De (2.9) podemos

escrever

/OT(uZl,wj)H(t)dt + /OT(Vum, Vw;)6(t)dt + /OT(a(x)u;n,wj)H(t)dt
+ /T(]um]”um,wj)e(t)dt =0. (2.57)

As convergéncias dadas em (2.50), (2.51), (2.52) e (2.56) permite-nos passar o

limite quando m — oo em (2.57) para obter
T T T
/ (u",w;)0(t)dt + / (Vu, Vw;)6(t)dt +/ (a(z)u', w;)0(t)dt
0 N 0
+ / ([ulPu, w;)0(t)dt = 0. (2.58)
0
Da totalidade do conjunto {w; ;j € N} em H;(Q) segue que
T T T
/ (W, 0)0(t)dt + / (Vu, Vo)o(t)dt + / (a(z)u, v)6(t)dt

0 0 0

+ /T(|u]pu, v)0(t)dt =0 (2.59)

Yue H)Q) e §€DO,T).

Considerando, em particular v € D(£2) em (2.59) decorre que

/0 /S)u//(ﬂf,t)U(Z')e(t)d%dt — (Au(m,t)ﬂ)(l'))dt

S— >—

/Q a(z)u' (z, t)v(x)0(t)dxdt

n /Q (Julz, 8)[Pu(z, 1), v()0(t)dadt

, (2.60)

I
=

para todo 6 € D(0,7).

Assim, da totalidade do conjunto {v6 ;v € D(Q2),6 € D(0,7)} em D(2x (0,T))

segue que
u" — Au+ a(z)u' + [ulfu=0 em D'(Qx (0,7)). (2.61)
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Como u” v’ , |ulfu,€ L>®(0,T; L*(Q)), e a(x)u’ € L>*(0,T; L*(Q)), entdao Au €
L>(0,T; L*()). Logo,

u” — Au+ a(z)u’ + |ul’u =0 em L>(0,T; L*(Q)). (2.62)
e pela regularidade dos problemas elipticos (conforme 1.44) vem que

w € L*°(0,T; Hy () N H?(K)).

Como

u e L=(0,T; Hy(Q) N H*(2)),

u' € L>(0,T; Hy(Q)),

entao

u € HY(0,T; Hy () — €°([0, T]; Hy(%2)).
Como H} () N H*(Q) — H(Q) vem pelo lema 1.18 que

u € C[0, T); Hy(2) N HF(K2)). (2.63)

Por outro lado, como,
u' € L0, T; Hy (),
u” € L=(0,T; L*(Q)),

entao

u' € HY(0,T; L*(Q)) — C°([0, T]; L*(2)).
Sendo assim
o € L¥(0. T HY(2).
u' € C°([0, T); L*(Q2)).
Dessa forma, pelo lema 1.18 ¢ H}(Q)) — L*(2) concluimos que
u' € CX([0,T); Hy(2)). (2.64)
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De (2.63) e (2.64) vem que:

u € Co ([0, TT; Hy(%)).

Portanto,

w e C([0,T]; Hy(Q) N H*(Q)) N C([0,T]; Hy () e u” € L¥([0, T); L*(Q)).
Condigoes iniciais

Provaremos, inicialmente, que

u(0) = u°. (2.65)

Com efeito, seja 6 € C1([0,T]) tal que 8(0) =1 e 6(T) = 0. De (2.51) vem que

se m > j (j arbitrario porém fixado)

léwmmww@wﬁﬁ<wmww@m

Integrando por partes
T T
~(n(0)10) = [ 0. 0)0 ()01 = ~u(0), ) = [ (). 0
Agora, de (2.50) resulta que
T
/ (o (£), ;)0 (£)dt — / ), ;)0 (£)dt
0
o que implica que
(um(0), w;) = (u(0),w;) Vj €N,

ou ainda,

(U (0),v) — (u(0),v), ¥V v € L*().

Resulta, que

U (0) — u(0) em L*(€2).
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Por outro lado, como ,,(0) = ug,, — u® segue que

U (0) — u” em L*(Q)
o que nos leva, face a unicidade do limite fraco, a concluir o desejado em (2.65).

Provaremos a seguir que:

u'(0) = u'. (2.66)

Seja 6 € C*([0,T]) tal que #(0) =1 e O(T) = 0 e consideremos j € N. Logo do

problema aproximado temos que
/O " 0), wy)(t)dt + /0 ' (Vu(t), Y, o(t)dt + /0 ' (al@)(0), w0t
[ Qoo ot =o.
Integrando-se por partes resulta que
—(u,(0),w;) — /OT(UL(t%wj)@/(t)dt + /OT(VUu(t), Vw;)6(t)dt
n /O (ol (8),wy)0(0)dt + /0 (O uat), w8t 0.
Tomando-se o limite quando i — +o0 obtemos
(! wy) — /0 (), w0 (1)t + /0 L (Vult), Vo)t
n /0 (o) (1), wy)B()dt + /0 (u®)Pu(t), w;)0(E)dt = 0.
Pela totalidade dos w/s em H} () 1 H2(Q) obtemos
(! v) — /O L), o) (1)t + /O ' (Vu(t), Vo)) + /O (o) (1), 0)0(E)de
+ /0 ' (u®)Pun(t), 0)(E)dt 0.
Integrando-se por partes novamente, restlta que
() + (@0, ) + /0 " (6), 0)8(0)dt 1 /O L Vu(t), Va0t
n /0 " (o) (8), 0)68(2)dt + /O (e Pult), et = 0. (2.67)
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Resulta de (2.67) e (2.62) que
(u',v) = (u/(0),v); Vv € Hy(S).
o que conclui (2.66).
2.1.2 Unicidade de solucao regular
Sejam u; e uy duas solugoes do problema (2.1)-(2.3). Entéo , z = uy — uy verifica

(2" (1), w) = (Az(t), w) + (a(z)2(t), w) + (Jua|"ur — Juz| us, w) = 0

2(0) = 2/(0) =0 Yw € Hy(Q) e t €[0,T].

Aplicando a Formula de Green, temos que

(2"(t),w) + (Vz(t), Vw) + (a(z)2'(t), w) + (Jur|Pur — |uglfug, w) = 0(2.68)

Yw € Hyj(Q) e t €[0,T).
Também, obtemos que
[lua[Pur — fus|Pus| < K (p){[ur|” 4 |u2]”}z(2)]. (2.69)

Com efeito, como vimos anteriormente a fungao G(A) = |A|PA, A € R, é tal que
G'(\) = (p+1)|A|?, o que implica que G € C*(R). Logo, dados a, 3 € R com a < 3

existe, em virtude do Teorema do Valor Médio, £ €|a, 5] tal que
G(B) = G(o)| < |G (B = a,
ou ainda,
G(B) = G(a)] < (p+ DIEPIB —al. (2.70)
Seja 0 € (0,1) verificando

E=(1-0)a+0=a+0(0—a). (2.71)
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Tomando o = uy(x,t) e § = us(x,t), resulta de (2.70) e (2.71) que

IN

ur[Pur — |ug|?us (p+ D)|ug + (ur — u2)0|”|ur — us|

IN

(p+ Dflua| + |ua| + |uz|}*|2]
< (p+ D{2]us| + 2[ua|}*|2|
= (p+ 1)2{|us| + |uz[}"]2]
< K(p)(lur]” + |uz|?)]2],

o que prova (2.69).

Substituindo w = 2/(t) em (2.68) e considerando a desigualdade dada em (2.69)

resulta que
(2"(8), #'(1) + (VZ(2), Va(t)) + (a(sv)z’(t%z’(t))S/QHuﬂ”ul—IUz\”uzIIZ’<t)!daf
< K(p)/ﬂ(lulluIU2I”>IZ(t)|Iz/(t>|dx. (2.72)

Assim,

STULOB VO < (0, 70) + (V20), V(0) + (a@)2(0), #(1)

K(ﬂ)/g(!ul|p+ [uz|)[2(8)]12' (t) . (2.73)

IN

Por outro lado, notemos que

H(Q) — LI(Q), para 2<q< >
n_

de acordo com o Teorema 1.15.

Portanto, afirmamos que:

lur(8)]?, |ua(t)|” € L™(2) para quase todo t €]0,T7. (2.74)

Com efeito, temos por hipotese que 0 < p < e 2 < pn o que implica que
n _—

2
2§pn§—n . Logo,
n—2
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H () — LF™(Q). (2.75)
Como uy(t),us(t) € Hy(2) para quase todo ¢ €]0,T[, do exposto acima, vem
que uq(t), us(t) € LP(2) e, entao,
lur (8)|7, |ua(t)|P € L™(Q2) g.s. em |0, T
o que prova (2.74).

Observemos que:

1 1 1 2n
—+—+§:1, onde g =

2.
q n n—2 (2.76)

Resulta de (2.73), (2.74), (2.76) e pela desigualdade de Hélder generalizada que,

th{H YOI+ 1IV=@I5E < K(p)(lunllfom ) + 12l fon @) 12O | za@ 12/ )2
d , .
Somando %Hz(tﬂb em ambos os lados da desigualdade obtemos que:

2dt{H O HIVOIE+ 12003 < Kp)([ua@®l oo
+ Nua @O on @) 12O 2o 12 (0)]l2

gl
Assim,

L+ [0l

IN

K(p)([lua N Lon ()
||Uz()||m Pz a@ 12 (D)2

Zdt

+ -

Notemos que:

1d 9 1d o
gl = 52 (), 2(0) = (</(1), 2(1))

1 1

SI2 O+ 5120
1 1

SO+ 1202 (277)

IN

IN
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Logo

IN

K(p)(ur (D1 on o

+ w2 Lo @) 120 o 12 (1)]l2
_l’_

5 U@+ 1200 )

1 1
SO+ 512012 (279)

No entanto, de (2.75) e do fato que u; € L>(0,T; Hy(€2)) temos

supess||u1(t)[|7pn ) = sup ess/ |uq (¢ |””dx < C sup ess||u(t)|”

I < +o00.
t€]0,T'] t€]0,T'[ H5(©)

Analogamente, mostra-se o mesmo resultado para us.

Integrando-se a desigualdade (2.78) de 0 a t; ¢t € [0,7] e usando o fato anterior,

e (2.77) segue que 3 C > 0 verificando

1 t
5wam@umm@mﬁscénﬂw%wam@m@. (2.79)
Logo, pelo Lema de Gronwall, temos que
1
U Ol + 1207 @) <0 ¥ ¢ €[0,7]. (2.80)

0 que prova que

2(t) =0 em H}(Q), Vtecl0,T],

ou seja,

=0 em L™(0,T; H}()),

o que mostra a unicidade de solucao.
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2.2 Solugao Fraca
2.2.1 Existéncia de solucao fraca

Para obtencao de solugoes fracas usaremos argumentos de densidade. Assumamos

que

(W0, u'} € HY(Q) x LA(Q).

Como H{(2) N H?(Q) é denso em HJ(2) e H}(2) é denso em L?(Q) segue que

existe
{ug,ui} C Hy(Q)N H*(Q) x Hy(Q) (2.81)
tal que

uz —u’ e ui —u' em L*(Q); quando p — oo. (2.82)

Para cada pu > fio seja w, a solucdo regular do problema (2.1)-(2.3) com a
condigao inicial {u,, u,}, isto ¢, para todo T' > 0

w, € C(0, T3 HY(Q) N HA(Q)) N A0, T3 HA(Q) e u € L¥(0,T; L*(%))

e verifica

w, — Auy, + a(z)u), + |, u, =0 em L¥(0,T; L*(R)),

u, =0 em I' x (0,+00), (2.83)
u,(0) = uz : u’#(O) = u}L
Como uj, € L%(0,T; L*(Q)), entao compondo a equagao anterior com u;, segue
que
(up (), u, (1) = (Aug(t), u,(t) + (alz)u, (), u,(t))
+ (Jua®)|Pu,(t), u, () = 0. (2.84)

Aplicando a férmula de Green generalizada obtemos:

1d

1d 1
IV, ()5 + llaz (z)u, (t)]5 + 5@”%@)\\% =0. (2.85)

1d 1d
2 dt

SO+
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Considerando os mesmos argumentos que foram utilizados para provar (2.17),

obtemos a existéncia de uma constante K; > 0, que independe de u e ¢ tal que

e, (D13 + [Vuu ()3 < K.

Definindo 2, = u,—us; p, 0 €N, p, 0> g, temos que z, , € L*(0,T; L*(2))

e como em (2.84) obtemos

(205 2n0) — (D2uo, 2, 5) + (a(2)2), 4, 2, ) + (v, — ug|’ug, 2, ,) = 0. (2.86)

00 “p,o o 00 “p,o

Da igualdade anterior resulta que

1d
SN+ 5 VO3 + ek (@), ()13 < /||uﬂ w1

= uo(t)Pus(t)]12,4 (2.87)

Do fato que a(x) é nao negativa e da desigualdade (2.69), decorre a seguinte

desigualdade:

th{H O+ IVa @5} < Kz(p)/g(!uu(t)\”
+ uo (D)) 200 (D)2 (D)ld,  (2.88)

e, da desigualdade de Holder generalizada conforme (2.76) resulta que

O + Va3 < Kalp){llua. I,

+ o Oll5n H Zne O ll20+1) 12,6 (8 l2- (2.89)

2dt{l\

Integrando-se de 0 a t e usando argumentos anélogos a (2.42) concluimos que

existe K3 > 0 tal que

120l + 120e Oz 0) < 12005 + 11200 (07730

+ K3/0 1270 ()12 + 20 ()72 @ ds- (2-90)
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Aplicando o Lema de Gronwall em (2.90) resulta que para todo t € [0, 7] temos

s (8) = e (D115 + Nl (t) = o (Ol < Falllu,(t) = ug (015 + [lun(®)

- wB), (291)
onde K, é uma constante positiva que independe de u, 0 € Ne de t € [0,T].

Logo,

sup [|uy,(t) —up ()3 +  sup Juu(t) = uo ()70
te[0,7T7] t€[0,T]

< Ka(llu, = wolls + 1wy — wolling)- (2.92)
De (2.82) e (2.92) temos que (u,,) é uma seqiiéncia de Cauchy em C°([0, T]; Hy(2))
e (u),) é uma seqiiéncia de Cauchy em C°([0,T; L*(2)).
Da completude de C°([0, T]; HL(Q)) e C°([0, T]; L*(9)) segue que

u,, — u fortemente em C°([0,T]; Hy(2)) (2.93)

w, — v’ fortemente em C°([0,T]; L*(2)). (2.94)

Também, por (2.93) segue que
lu,|Pu, — |ul’u q.s. em  x[0,T]. (2.95)
e existe C' > 0 tal que

[l upll 220522 0)) < C. (2.96)

Assim usando argumentos andlogos a (2.56) segue que
lw|Pu, — |ulfu, fracamente em L*(0,T;L*(Q)). (2.97)
Das convergéncias anteriores resulta que o problema (2.1)-(2.3) possui uma solugao
fraca. Mais precisamente, obtemos
u” — Au+ a(z)u’ + |ul’u =0 em C°([0,T]; H1(Q)). (2.98)
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Com efeito, temos da 1* equagao de (2.83) que
wy, — Auy, + a(z)u), + u,|’u, =0 em L*(0,T;L*(Q)), VT > 0. (2.99)
Sejam 6 € D(0,T) e £ € D(Q2). Entao, de (2.99) temos que
T T T
| wnsaa — [ @u.00d+ | a0
0 0 0
T
+ / (|uu(®)|Pu,u(t), 06)dt = 0. (2.100)
0
Agora, pelo Teorema de Fubini, segue que
T
/ (u (1), 06)dt = ((uy(t),0)pp, ) = (—(uy,(1),0)pp, )
0
T
= —/ (u, (1), 0°¢)dt (2.101)
0
e, pela féormula de Green generalizada, obtemos

(Auy,, 08) = —(Vu,, 0VE). (2.102)
Substituindo (2.101) e (2.102) em (2.100) resulta

T

_ /0 (W, (0),0€)dt + /0 (Y, (1), 0VE)dt + /0 (ale)id, (1), 6¢)dt
= [ unte). 061 o (2.103)

Tomando o limite quando p — oo em (2.103), segue por (2.93), (2.94) e (2.96)

que

—/0 (u'(t),0'¢)dt /0 t),0V¢E) dt+/0 (a(z)u'(t), 6)dt
+ (Ju(t)|Pu(t), 0)dt = 0. (2.104)

Aplicando a Proposigao 1.16 resulta que v” € H=1(0,T; L*(2)) e
(=, 0 @x (0,1, (0.1y) = (U, 08) D10 (0,19 D2 (07)- (2.105)
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Notemos que

(Vu,0VE) = (Vu,0VE)paxo1r)p0x0.1))

B zn:< ou 0 o0& >
= 8:1:1-’ B, D (@O PO (O1))

i=1
= —Z (’9 27 §) D (2x(0,1)),D(x (0,T))
= (—Au, 0€) D (2 (0,1)),D(2x(0,T)) - (2.106)
Substituindo as igualdades (2.105) e (2.106) em (2.104) obtemos que
(u" — Au+ a(z)u’ + [ulPu, 0€) prox0,1)D0x (0,1) = 0.
Da totalidade do conjunto {6¢;60 € D(0,7T"), £ € D(Q)} em D(Q2x(0,7")) obtemos

u' — Au+ a(z)u + |ulfu=0 em D'(Qx (0,7)). (2.107)

Como u € C°([0,T]; HX(2)) e v/ € C°([0,T]; L*(Q2)), concluimos, conforme ante-
riormente, que
Au € CO([0,T]: H-(Q), [ulru € CO[0,T); L2(Q)) — ([0, T]; H-1(Q)) ¢ a(z)u’ €
CO(0, T); I2(Q)) — €0, T]; H-1(€2). Logo, u” € CO([0, T]; H-'(©).

Do exposto acima e de (2.107) concluimos que:

u’ — Au+ a(z)u’ + |ul’u =0 em C°([0,T); H1(Q)).

De modo a concluirmos a demonstragao do Teorema 2.3 consideremos a igualdade

(2.104).
Usando o fato que D(£2) é denso em H; () segue que
T T T
—/ (W' (t),v)0'dt + / (Vu(t), Vv)odt +/ (a(z)u'(t),v)0dt
0 0 0
(lu(t)]|Pu(t),v)0dt = 0, (2.108)

Vve HNQ) edeD0,T). Ou ainda,

<%(U’(t),v)»9> + ((Vu(t), Vv),0) + ((a(z)u'(t),v),0)

+ ((Ju(®)|Pu(t),v),0) =0; VO € D(0,T) ,Vve Hy ().
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O que nos leva a concluir

d

2 (1),0) + (Vu(t), Vo) + (a(w)u'(1), )

+ (Ju(@®)|Pu(t),v) =0 em D'(0,T), Vv e Hy(S).
2.2.2 Unicidade da solucao fraca

Para provarmos a unicidade de solucao fraca usaremos o método de Visik-

Ladyzenskaya.

Sejam u e v solugdes de (2.1)-(2.3) e consideremos w = u — v. Entao, da regu-

laridade das solugoes segue que

w € C[0,T]; Hy () w' € C([0,T]; L*(Q))

e w' eC’0,T); H1(Q)) (2.109)

e satisfaz o problema

w” — Aw + a(z)w' + |ulfu — [v]fv =0 em L*(0,T; H 1)),
w=0 em I x(0,00) (2.110)
w(0)=0 ; w'(0)=0,

Consideremos, para cada s € [0, 7] a seguinte fungao

w<t>={ N :w(fzdf; O=t=s (2.111)

Sendo 1" a derivada no sentido das distribuicoes vetoriais de v, temos

W (t) = { g”(t?; E?QSTS (2.112)
Notemos que
Y € C([0,T); Hy (). (2.113)
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Compondo a primeira linha da igualdade (2.110) com % na dualidade
L*(0,T; H () x L*(0,T; H}(2)) e observando que ¢ = 0 em [s,T] obtemos:

[ e vna+ [ e v [ a@o.o
_ /Os<|v|pv Culu,p())dt. (2.114)
Integrando-se por partes e usando a férmula de Green generalizada vem que
(W (5),0() = (W 0).0(0) = [ @) e+ [ (Tl Vo)
Haa)o(s), 6(s) = (a()w(0),0(0) - [ (ale)ule) v'(o)d
- /OS<|U\%  Julu, (1) dt, (2.115)

ou ainda de (2.110), (2.111) e (2.112) temos ¥(s) =0, w(0) =w'(0) =0e¢

- (! (), w(t))dt + / (Vo (8), V() — / (ale)ult), w(t))dt
:/Os<]v\pv—\u]pu,w(t))dt, (2.116)
ou seja,

-5 [ i [ L0 - [ [ awhot P

= / ([v|Pv — |u|Pu, ¥ (t))dt.
0
0 que nos leva a expressao

)3+ 3w O + SITvO) - / / (1) Pdrdt
- / (1ol — JulPu, (t))dt.

0

Novamente, pelo problema (2.110) e (2.111) concluimos que

—slws)3 ~ SITU O - / / (1) ddt
//|v|'”v—|u|pu t)dadt. (2.117)



Por outro lado, pondo-se G(\) = |A|?A, A € R, entdo
G'(A) = (p+ 1A,

o que implica que G € C'(R).

Logo, dados o, 8 € R com a < (3 existe, em virtude do Teorema do Valor Médio,
¢ €la, O] tal que
G(B) = G(a)| < [G"(IIB — o,

ou ainda,
G(B) = G(a)] < (p+DIEPIB — al. (2.118)
Seja 0 € (0,1) tal que satisfaga
E=1-0)a+00=a+0(5—a). (2.119)
Tomando o = u(x,t) e § = v(x,t), resulta de (2.118) e (2.119) que

oo = JulPul < (p+Du+ (v —w)0’|lv —u|

IN

IN

(o + D{2[v] + 2ul}*|w]

)

(0 + Dfful + o] + ful}*|w]
)
)

(p +1)2°¢[v| + |ul}*[w]

IN

K(p) (ol + [,
isto é,
lolPw = ulul < K(p)(ul + o] . (2120)
De (2.117) e (2.120) resulta que
sl + SIVeOE< [ [ a@luloPda
= K [ [ Qe + o0 Yot 0o Dldodt,
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ou ainda,

1 1 s
Sl + FIVOOIE < lal [ ol

- K(p) / S / {ulz, O)1° + vz, )P Hw(z, )|z, 1) dadt.

Observemos que

11 1 2n
-—+—+=-=1, onde ¢ =
q n 2 n—2

(2.121)

e segundo as imersoes de Sobolev H}(Q) — L e H}(Q)) — L"(Q2), onde 2 < r <
2n
n—2

Resulta de (2.121) e da desigualdade de Holder generalizada que

1 1 s
Sl + 50O < lal [ Tl

©Ki(p) / e e
)Py Hlw ()l () . (2.122)

Do fato que u € L>(0,T; H}(Q2)) temos

1
supess|||u(t) ||| = ts]lér;[ess[/g|u(t)|’mda:]n :ts}lé[;[essﬂu(t)ﬂgn
€0, €]0,
C sup ess||u(t)|]’;{1(m < +00.
t€]0,T| 0

IN

Analogamente para v.

Logo de (2.122) concluimos que

1 1 s
S0+ 5ITO)E < lal [ o) e
+ Cl/ lw(®)||2]| Vo (t)]|2dt. (2.123)
0
Finalmente, pondo-se
= d. 2.124
w(t) = [ wieas (2:121)



temos de (2.111), para todo ¢ € [0, ],

w(t) =~ [ we)ds = / €y - / = —fwn(s) = w(8)

w1 (s

= wi(t) —wi(s). (2.125)

Desta forma, de (2.125) podemos escrever

»(0) = &Q—wl(s) = —wi(s). (2.126)

Substituindo (2.125) e (2.126) em (2.123)

1
SIS IV6OE < lalle [ o+ 56G) [ [ (luteop

+ Ju(z, t) [P Hw(z, t)||¢(x, t)|dxdt. (2.127)
Notemos que
11 1 1 1 1 2n—-2- -2
- +—+4+=-=1onde —=1——-——=-= n n_r .
qg n 2 q n 2 2n 2n

Mas,

[+ Pt ol e < (f G+ opyan:

[ wdni [ po:

n=L n 1) 1
2w [/Q{IU\” + [0l yda] = [Jw][ ]|,

—~

IN

o que implica

| [ + P ywldlasde < 0 [ fu@lalo)ade
0 JQ 0
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De (2.127) resulta que
1 2 1 2 B 2
S+ 51V < lal | ool
e / lew(t) o]V (£) — Vews (s) ladt
0
lallse / () |3dt + Cy / lew(t) 1ol o (8) | ot
e / lew(t) ol Vo (s) ot

lalle+ 51 [ @3+ G [ 19w

n / @01||w<t>||27||Vw1<s>||2dt

lallo + / (o) 3t + / IV (8) 3t
1

+ 5/ <2sc2>uw<>|rgdt+2 / 55 IV W)

lallo + / lew(t) |2t + / |V ()3t

= 0 [ ) i+ T3
0 S

IN

IN

IN

IN

Logo,
1 2 1 2
I+ IV < lalle+ 51 [ lute)at
v 2 / ||Vw1<t>||2+Tc% JACCL
0 0
1
+ Va3
Portanto

1 1 s
I + 51901 < K [ (oI + [Tun(o)Bae.

Da desigualdade acima e em virtude do Lema de Gronwall vem que:

Slw()3+ IV (s)] <o

Assim, obtemos

w(s) =0 em L*(Q); Vse (0,7)
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e do fato que w(0) = 0 temos
w(s) =0 em L*(Q); Vse 0,7

O que encerra a prova.

2.3 Apéndice

Nesta segao faremos a prova da existéncia de solugao para o problema aproxi-

mado (2.9) via Teorema de Carathéodory 1.29.

2.3.1 Existéncia de solucao para o problema aproximado
(2.9)

Para cada m € N, denotemos por
Vin = [wi, ..., wy]

o espaco gerado pelos m primeiros vetores da base especial {w,} de V' definida na

secao 2.1.1.

Definamos

um(t) € Vi, se, e somente se, up,(t) = Zgjm(t)wj.
=1

Obtemos, assim, o seguinte problema aproximado

(U (1), w) + (Vi (1), Vo) + (@), (8), w)r, + (tm (8)Pum (1), w) =0, Yw € V,y

No que segue, obtemos um problema equivalente ao problema aproximado acima

para que o mesmo esteja nas condigoes do Teorema de Carathéodory.

Consideremos no problema aproximado w = wj, j = 1,...,m. Entao,

(U (), ;) A+ (Vi (£), Vews)+(a(@) iy, (), w5 )0, +([tom ()t (£), w5) = 05 j = 1,...,m.

29



Logo, o sistema de equacao acima pode ser escrito na forma

[ (w,wy)  (we,wy) ... (Wp,wr) Gipm (t)
(wi,w2) (w2, w2) ... (W, ws) Jom (1)
| (wh wm) (w27 wm) s (wma wm) g;;m(t)
[ (le, le) (vwz, le) ce (Vwma le) glm(t)
N (Vwi, Vwg)  (Vwg, Vwz) ... (Vwy,, Vus) gom(t)
I (Vwy, Vwy,) (Ywy, Vwy,) ... (Vwy, V) Grmm (1)
[ (awy,wy)  (aws,wr) ... (awp,,w;) Gim(t)
N (awy,ws) (awg,wy) ... (awWp,,ws) Gom (1)
| (awr,wn)  (awe, wy) ... (QWp, wy) Ghom (1)
Joy [t (8) [Pt (8) w1 d
()P, (H)wsd
o | Bl |
| o [um ()] um () wda
Denotando
(wb wl) (UJQ; wl) e (wm,wl)
(wy,wy)  (wo,wq) ... (W, ws)
C:= : : .. : ’
(wlawm) (w2awm) .. (wmawm)
(Vwy, Vwy)  (Vwa, Vwy) ... (Vwpy, Vuw)
A (Vwy, Vwy)  (Vwy, Vws) ... (Vwpy,, Vuws)
(Vwy, V) (Vws, Vw,y,) ... (Vwp, Vw,,)
(awy,wq) (awg,wy) ... (awpy,w)
o (awy,ws) (awg,wy) ... (awWp,,ws)
(awq,wp) (awa, wy) ... (GwWpy,wy,)
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Gim(t)
9om (t)

Y

G (1)

obtemos o seguinte sistema de equagoes diferenciais oridnarias:

C2"(t) + Az(t) + G2 (t) + H(2(t)) =0
{ 20)=2" , Z(0) =2, (2.128)

onde
Jo |B=(8)|? Bz (t)yw d
fQ |Bz(t)|? Bz(t)wadx

H(x(t) = | ,
Jo) | B2(8)[° Bz (tywydz
1 0
ZO = O € Zl = !
0 0

Inicialmente, vamos mostrar que a matriz m x m, C, é inversivel.
Com efeito, sendo C' uma matriz real e simétrica entao C' é auto-adjunta e,
portanto, diagonalizavel, isto €, existe uma matriz M inversivel tal que

D=M1'CM

¢ uma matriz diagonal.

Logo, para mostrarmos que C' é inversivel basta mostrarmos que D é inversivel

ou, equivalentemente, que zero nao é autovalor de D.

Suponhamos, por absurdo, que zero é um autovalor de D. Entao existe um vetor

U1
(%

61



nao nulo do R” tal que Dv = 0. Sendo M ™! uma matriz inversivel e, portanto,
M=) =0« ¢ =0, resulta que o vetor CMuv ¢é igual a zero. Denotando
¥1
Mv=¢p= SO,Z
Pm
temos:

> pj(wj,w) (Z Sijj»wl)
j=1 J

D pj(wj, ws) B (Z PjW;, w2>
=1 =

0=Cp= j=1
Z ©j (wj7 ’LUm) (Z Y;jw;, wm)
J=1 j=1
Logo, (Z gojwj,wi> = 0, para todo 1 < ¢ < m; donde resulta que o vetor
j=1
a= Z @;w; é ortogonal a todo vetor de V,,. Assim, (o, a) = 0, o que implica que
j=1
a=0.

m
Portanto, Z pjw; = 0.
j=1
Mas, sendo {w;} uma base entdo temos que ¢; = 0, Vj = 1,...,m; ou seja,

© = 0. Desde que M é inversivel e, portanto, a transformacao linear definida por
M ¢ injetora resulta que v = 0 o que contradiz o fato de v ser autovetor de D.

Concluimos entao que a matriz C' é inversivel.

Assim, de (2.128) podemos escrever

{ () + O~ Az(t) + C1G2/(t) + O~ H (2(t)) = 0

2(0) =2, 2(0) =z (2.129)

Definamos



Entao

Y = [28 } B L/’(t) } ) [ -0 - G0 - HOA )

0 + 0 I Yi(t)
—C7YH(Y1(t)) —-C'A —-C7 '@ Yo(t) |-
Donde temos o seguinte problema de valor inicial
e 0 0 1
Yi(t) = { —cHW@) | T oA —cmie [ YO s
Y(0) =Y"
Provaremos, a seguir, que o problema acima possui solucao local utilizando o

Teorema de Carathéodory. Consideremos a aplicagao

h:[0,T] x R*™ — R*"  definida por

0 0 1
h(t7y> = |: _C—IH(yl) :| + |: _C—lA _C—IG Y,

onde Yy = (51, Ce 7€m7£m+1; ce 7£2m>7 Yy = (517 . 7£m)

(2.131)

Inicialmente, vamos verificar que a aplicacao h esta nas condicoes de Carathéodory.
Com efeito,

(i) Seja y € R*™ fixado. A fungdo h é mensuravel como fungao de t € [0, 7],

uma vez que esta nao depende de t.
(7i) Para cada t € [0,T], h é continua como fungao de y.

De fato, notemos primeiramente que a aplicagao

N: R*™ — R2m
0 I (2.132)
Y
—C'A —Cc'G

y >
é linear e, conseqiientemente, continua.
Por outro lado, seja (y,),eny uma seqiiéncia tal que
2m
Yy, —y em R,
dai,
Y, — y1 em R™.
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Da continuidade da aplicagao f(s) = |s|”s e do fato que, para quase todo z € €2,
temos

|By1,|° By, — |By1|° By, em R

e, portanto, para quase todo x € 2,

|(By1,)|? Byn,w;(z) — [(By1)|"Byiwj(x) emR, Vj=1,...,m. (2.133)

Como y, — y entdo (y,)yen ¢ limitada e, conseqiientemente, cada componente

de (y,)ven ¢ limitada. Isto é, |€,,| < M;, 1 <i<2m, onde y, = (&, ..., ) Seja

M = max {M,}.

1<i<2m
Logo, paracada j =1,...,m
1By |"Bynw;(x)] = |Byu|"" |w;(x)]
m ptl1
< <Z lei(x)l) |w; ()]
i+1
< MmN " () g () (2.134)

=1

Como |w;|[P™ € L*(Q), Vi=1,...,m e w; € L*(Q) resulta que

M7 P | € LY(Q).

=1

De (2.133) e (2.134) e aplicando o Teorema da Convergéncia Dominada de

Lebesgue resulta que

/ | Byr|? By, wj(x)dr — / |By: [P Byiwj(x)dz, Vi =1,...,m,
Q Q
isto é,
H(y1,) — H(y1) em R™.
Logo,
C'H(y,,) — C'H(y;) emR™. (2.135)
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De (2.132) e (2.135) resulta que a aplicacdo h é continua como fungao de y para

te0,7].

(i17) Seja K C [0, T] x R*™ um conjunto compacto, entao

1A(t, y)llrem < ICT H (y1)lrem + | Nylmem. (2.136)

Pelo que provamos em (2.132) e (2.135) temos que H e N sao continuas em R™,
logo sao continuas em qualquer K compacto de R?™ e, portanto, existird um M, > 0
tal que

|C™ H (1) [|rem < M, (2.137)

para todo (t,y) € K, onde y = (y1,y2).

Entao, segue de (2.136) e (2.137) que existe uma constate positiva M), satis-
fazendo

| (t, y)||gem < M.

Assim, dos itens (i), (i) e (ii7) temos que as condi¢oes de Carathéodory estao
satisfeitas e, como conseqiiéncia, existe uma solu¢ao Y (¢) do problema de valor
inicial

Y'(t) = h(t,y)

Y(0)=Y"
em algum intervalo [0, t,,), com ¢, > 0. Além disso, Y (¢) é absolutamente continua
e, portanto, derivavel quase sempre em [0,%,,). Resulta deste fato que z(t) e 2/(¢)

sao absolutamente continuas e, conseqiientemente, z”(t) existe em quase todo ponto

do intervalo [0, t,,).
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Capitulo 3

Taxas de Decaimento

Para obtermos o decaimento faz-se necessario algumas hipoteses que serao uti-

lizadas ao longo do capitulo.
Assumamos que A = Q°=R"\Q C B, ={z ¢ R"/|z| < L}; L > 0.
Consideremos €1, = QN By.
Hipdétese sobre p:

Seja

p= ,n>3e p>0, n=1,2.
n—2

Além da hipdtese (H.4) sobre a, considere as seguintes hipdteses:

(H.5)- Suponhamos que existam zy € R™ e um conjunto relativamente aberto

w C € tal que para algum ¢, > 0,

['(xg) Cw e a(x) > ¢ >0, para todo = € w,

onde I'(xq) é definido por
['(zg) = {x € 0Q|(x — xo).v(x) > 0},

onde v(z) representa o vetor normal unitério exterior a I' = 92 no ponto z.

(H.6) - Seja a(x) > g9 > 0, para |z| > L.
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Hipdtese sobre h:
(A.1)- Seja h = (hy, ha, ..., h,) um campo vetorial de classe CO(R™) N W1 (R")
tal que
h.v >0, h =v sobre I'(xg) e h(x) =0 sobre &°.
(para a construgao do campo h ver observagao 3.2, capitulo I de [9] )
Hipdtese sobre n:
(A.2)- Seja n uma fungao pertencente & WH>(Q) tal que

|V |?
n

n(z) = 1 sobre ®NQ, n =0 sobre QN w, e

€ L>(9).

onde @ um aberto do R” tal que I'(zg) C&oNQ C w

(para a construgao da fungao ver lema 2.4, capitulo VII de [9] )

Teorema 3.1. Seja a(x) pertencente a C°(Q) e satisfazendo as hipdteses (H.4),
(H.5) e (H.6). Entdo, para todo (u°,u') € HY(Q) x L*(Q), a solugdo tnica do
problema (2.1)-(2.3) verifica

Et) < Colj(1+1t)7,
onde Cy € uma constante positiva que independe de u,

E(t) = 5 (lu0)]* + [IVu®)]* +

1
lullp23),  To = E(0)2 + [[u’]|z e
p

DO | —

p+2

Iy <0, para uma constante positiva § suficientemente pequena.

Nos resultados a seguir omitiremos, eventualmente, as variaveis de modo a nao

sobrecarregarmos a notacao.

De modo a obtermos as desigualdades desejadas, consideremos, inicialmente
{u0 !} € (HNQ) N HAQ)) x HHQ) verificando Iy = E(0)2 + ||[ul]]s < e u a

solugao do problema (2.1)-(2.3) dado na secao 2.1.1 tal que
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we L0, Hy(Q) N H*(Q)),
u' € L(0,T; Hy (),
u” € L®(0,T; L*(Q)).
Para a obtencao do resultado desejado procederemos via passagem ao limite

supondo que as solucoes fracas podem ser obtidas através de uma seqiiéncia de

solugoes regulares.

Utilizaremos agora o método dos multiplicadores em busca de algumas igualdades

e desigualdades que serao tuteis para a obtencao do decaimento.

Compondo a primeira equagdo do problema (2.1)-(2.3) com u e integrando em

Q) temos que

/u"udm—/Auudx+/a(x)u'udx+/ lu|?*? dw = 0.
0 0 Q Q

Notemos que
" d ! /2
u'udr = —(v'u)dx — [ |u'|*dx,
Q o dt Q

1 d
a(x v udr = —/a ul?dz.
[ ata) 5 | @)l

Usando o teorema de Green e observando que you = u|r, obtemos

—/Auuda:——/ \Vu|2dx—/%udf—/ |Vul*dz.
Q Q r Ov Q

Portanto,

d 2, 2
dt/uudw /]u\ /\Vu\ dx—l— th (a:)|u\ dx
/Q fufP*2 = 0. (3.1)
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Lema 3.2. Seja u uma solug¢io do problema (2.1)-(2.3). Entao

d 712 _
S B + / o)l Pdz = 0,

onde E(t) é dado como em (2.4).

Demonstracao:

Compondo a primeira equagao do problema (2.1)-(2.3) com ' e integrando em

() segue que

/u"u/dx—/Auu'dx—i—/a(x)u/u’dx—i-/ |ulPuu dx = 0.
Q Q 0 0

Notemos que

1d
/ " /dx — __(u/ ul)
o th

Usando o Teorema de Green e observando que u/(t) € H} () para quase todo

t > 0, decorre que

1
—/Auu'dx:/Vu.Vu'dx— %u "l = /Vu.Vu'dx:—i/ |Vul*dz.

Logo,

/2 p / —
2dt/| '?dx +2dt/|Vu| dx+/ (m)|u|dm—|—/ﬂ|u|uud:}c 0.

Por outro lado, seja G()\) = |A]*2. Entao

d d
A) = 2)[APA=A.
SG0) = (p+ 2NN

Pela Teorema 1.47 segue que

d d d
E[G(U(t))] = (EG)(U(t))a(U(t))

= (p+2u(®)Put)'(t).
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Assim,

1 d

Gy @O = @),
Logo,
1 d
dx d '12d —/ P 2dx = 0.
5 | WP+ 5 [ vuPar+ [ @l s ol [ s
Portanto,
d 12
. —E(t)+ [ a(z)l|*dz =0, (3.2)
t Q
1 1
de E(t) = = 2 2d —/ P2y, O
onde B(t) = 5 [ (i + [Vu)da + — [ jul*do

Lema 3.3. Consideremos u solu¢ao do problema (2.1)-(2.3). Entao

d
— [ n(x)v'ude — /n(x)|u’|2dx+/(Vn(x).Vu)udx+/n(x)|Vu|2dx
dt Jq 0 0 0
1d
—— a(x)n(:v)\u|2dx+/n(m)]u|p+2dac:O, (3.3)

onde n € definido como em (A.2).

Demonstragao:

Compondo a equagao (2.1) com 7(z)u e integrando em €2 temos que

/Q (@) udz — /Q n(z) Auudz + /Q o) (@) udz + / () ul*2dz = 0.

Q

Notemos que

d
/n(m)u”udx = —/n(m)u'udw—/n(m)]u'[de.
Q dt Jo Q

Além disso, como u(t) € H}(Q), para todo ¢ > 0, segue que

—/n(x)uAudx = /V Vudx—/g—n( udl = /V Ju)Vudz
Q r
n q 0x; 895,
ou 877 8u 8u
Z/ 81‘1 8% udx +Z/ axz 8%
= /uV(n(x).Vu)dx—i—/n(x)|Vu|2dx.
Q
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Também,

/Qa(x)n(x)u’uda: = %% Qa(a:)n(x)]u\zdx.

Portanto,

d
dt Jo
ld 2 42
—— [ a(z)n(x)|u|*de + | n(x)lulf"dx =0.

|

n(x)u'udr — /Qn(x)|u'|2dx+/Q(Vn(x).Vu)udx—|—/ﬂ77(x)|Vu|2dx

(3.4)

Da hipétese (A.2) compondo com n(z)u a primeira equacao do problema (2.1)-

(2.3) e integrando em €2, e Q\Q;, obtemos, respectivamente,

/77|Vu|2dx + /(Vn.Vu)udx—i—it n(z)u'udz
Qr

QL d QL
—/ nl'|*dr  + li a(x)n|u|?dx
o, 2dt Jo,

+ / n|ulf*2dx = 0
Qr

d
/ n|VulPde + VnVuuds + — u'nudx
Q\QL Q\QL d Q\QL

1d

—/ nPde + - a(x)77|u|2dm—|-/ n|ulPt?dxr = 0.
o\Qp

2dt Joa, 0\Q

Lema 3.4. Seja u uma solug¢io do problema (2.1)-(2.3). Entao

1 1
4 u'(h.Vu)d:v—i——/divhlu'|2dx——/div.h|Vu]2dx
dt o, 2 Jq 2/,

1 9 ou - Oh; Ou Ou
—l—é/rh.z/]Vu] dF—/FE(h.Vu)dF—i-—i—Z/ —d

T
i1 Q (9%]' 8:131 8scj

/a(x)u’hVudx+/ |ulPuhVudx = 0,
0 Q

onde h € definido em (A.1).

Demonstragao:
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Compondo a primeira equacao do problema (2.1)-(2.3) com h(x).Vu e integrando

em {2 temos que

/Qu”(h.Vu)da:+/Q—Au(h.Vu)dx—i-/Qa(x)u’(h.Vu)dx
+ /Q lulPu(h.Va)dz — 0. (37)

Notemos que

" _ - o Ou _
/Qu (h.Vu)dz = ;/ﬂhlu 8xidx = Z/ 8xl)dx
- Z/ 8962

Aplicando o lema de Gauss em I obtemos
hi(
122/ \28 ——Z/||huld1“

1
= —/divh\u'ﬁd:ﬂ——/|u’|2h.udF.
2 Jo 2 Jr

Pela Proposicao 1.24 temos you' = (you) e, portanto,

1 . 112

I =— [ div.h|u'|"dx.

2 Ja

Logo,
1
/ "(h.Vu)dx = —/ (h.Vu)dx + = i / divh|u'|*dz. (3.8)
Q

Por outro lado, aplicando o teorema de Green, temos

/ —Au(h.Vu)dr = / V(h Vu) Vu — @(h(x).Vu)dF.
Q r ov

e

11
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Observemos que, do Teorema de Gauss, decorre que

8u
1 = —dz
Z/ 81’] (MZ 0%

i,j=1

d*u  Ou - 0 ou Ou
N Z/ 8%89(:2 8a:jd +1;Z Qﬁ_scj[h< ”axza_:@dx

3,0=1

1 (9 ou Oh; Ou Ou
- Z/ ‘_’ Z/&L‘Jaxzax]

i,7=1

_ _Z/ |V|d+ Z/hmvmdr

7,7=1
) Ou Ou
d
* Z/ 81’] 8.%1835] .

i,j=1

Logo,
1 [ , 1 ,
II = = divh|Vu|*dx + 3 h(x).v|Vu|*dl'
r

) Ou Ju
+ Z/ 895] Ox; Ox; da.
Conseqlientemente,
1 [ . , 1 ,
—Au(h.Vu)dr = 3/, divh|Vul d:v—|—§ h(z).v|Vu|*dl
Q r

) Ou du ou
+ Z/ o 8xlaxjdw—/ra(h(a:)Vu)dF.

2,7=1

Por (3.8) e (3.9) concluimos que

1
7 W' (h.Vu)dz + = 5 / divh|u'|Pdx — /dw h|Vu|*dz

] , o Oh; Ou Ou
. I'— | = (h.Vu)dl +
_|_2 /th]Vu] d /Fal/(h Vu)d UZ o 0z Ox; &L'jd

—i—/a(x)u'hVudx—i—/ |ulPu(h.Vu)dz = 0.
Q v

|

Agora, multiplicando (3.2) por K > 0, decorre que

—KE —|—K/ (t)]*dz = 0.

(3.9)

(3.10)

(3.11)



Além disso, utilizando o fato que

= y;— sobre I' obtemos
8@ 81/

d

ou Ju Ou 8h

- /|_| hdF+/ Z 5’x,8x] 6@

+ / a(z)u' (h.Vu)dzx +/ |ulPu(h.Vu)dz = 0.
Q Q

Consideremos em (3.12) h(z) = ¢(|z|)(x — zo) onde

€0, OSTSL
€0L; TZL

¢(r) =

Portanto, se x # 6) temos que

3%—%[ (lz]) (2 —$0z)]—¢(\x|)+¢(\x|)?|(xl Zo;)
e entao
o)) + ¢/(|z]) Z — 200).
=1
Ainda,
oh; 0

Ox; 83:1[ (lz)(z; = wo;)] = ’(|x|)ﬁ(:€1 — Zoj)-

Observemos que da definicao de ¢ dada em (3.13) segue que

Portanto, ¢'(|z|) = 0 se |z| < L e além disso, 0 € QN Qy.
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Dessa forma substituindo (3.14)-(3.16) em (3.12) obtemos

% /Qu’gb(|:v|)[(x—$0).Vu]d:E+%/anb(|x|)|u’|2dx

1 1 "
ST AL COLCRERE Y MREI) Div (R

1
— 5/Q\QL (| |)Z| |( — 20:)|Vul*dz

=1

1 [ Ou Ou Ou I[o(|x|)(z; — x0,)]
- 5 | 15oPelel) e - ). dr+/zaxz% s =)l

u'|*dx

+ [)a(m)u'gb(!x\)[(m — x0).Vuldr + /Q lulPud(|z|)[(z — x0).Vuldz

— 0. (3.18)

Considerando a equagao (2.1), multiplicando por aju(asu) e integrando em

Qp(Q\Q7), onde oy e ap sao constantes positivas a serem determinadas, obtemos

d
/ o |VulPde  + —[a1/ u'udzx] —/ o [u/[Pdw
Q t o Q

d
+ —— | a(z)og|ul*dx + ai|ulf™de =0 (3.19)
2.dt Qr Qr

d
/ | Vul*dr  + —[ag/ u'udx]—/ s |u'|*dx
Na, dt” = Java, 0Q;
1d
+ ——/ a(x)QQ\u|2d$+/ o |u|’T2dz = 0. (3.20)

O\Qr

Somando (3.11), (3.18), (3.19) e (3.20) vem que

d

— {/ u’¢(|x|)[(x—xg).Vu}dx—Fal/ u’udm—kog/ u'udx
dt Q Qr, o\

+ 5 a@lulPdr+ 3 [ a(e)ulde + K B())

2 Joa,

+ K/ x) | d:)s+/ oz1|Vu|2dx—|—/ a2|Vu|2d:1:—/ oy o/ [Pde
Qp, Q\QL Qr
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— /Q\QL |u\d:€—|— /<b|:1:\ |u|dx—|— / ¢ (|x ’le—l T; — Xo,) ]u|2dm
- /|—| o(|2]) -z — z0)] dF——/cb 2])| Vuldz
. 2
/Q\Q #(x \)Z‘ (=) Ve
N / Z ou Ou O[o(|x])(x; — xoj)]dm

0;1:z 0z ox;

+ /Qa(x)u’gb(]:d)[(:c — x9).Vuldr + /Q lu|Pud(|x|)[(z — xo).Vuldz

+ (g —I—ag)/ lu|?*2dz = 0.
Q

Assim,
d
— X (t
X))+
+
_l_
+
+
onde
X(t) =
_|_

K/ )| d:c—l—/ ozﬂVuPd:c—l—/ 042|Vu]2dx—/ AR
Qr, Q\QL Qr
12
/ ol |Pdr + E50/ W) ?dx + n_go/ Md:c
O\aL 2 Q\ﬁL |$’

1

L
o |Vul*dz — el / \Vul*dz
2 Qy 2 Jaa,

1 2

A C \>Z| (o= ) Vs

/Z‘_| o(|z|) d33+/ Z g—zsz r:—’(a:] — @9, )dx
/Qa(x)u’gb(|x|)[(ac—xo).Vu]dx—i—/Q]u|pu¢(|x|)[(x—x0).VU]dx

(o1 + az)/ |ulP*2dx =0,
Q

/Qu’qﬁ(]a:|)[(a: — 20).Vuldz + (o + an) / wudz + % a(z)|ul?dz

Q Qr
(8%)

— a(z)ul’dr + K E(t)}.
2 Joa,
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2
+ / [—aq + Eso]|u’|2dx +/ [—an + ]|u | dx
o, 2 2

o\Qy

IN

Sy DI -

=1

1 [ Oug, 1 T
3 15 ¢<\xr>[u.<x—xo>1dr+|§A\Q Zl|— -

o(|z)I(

d
Sxw + K/ )| da:+/ [a1—950+eﬂ]\vu|2dx+/ B [ag—gefo”Vu\de
Qp, Q\QL

x — x9).Vu|dz|

Ju Ou p . lda
w1 \QLZ%—@b (1) 2 (2 — o, )| + / [ulPuda])(x — o) Vud

Analisaremos agora os termos do lado direito da desigualdade.

= \/Qa(x)u'¢(|x\)[(x — x9).Vu]dz|.

(3.21)

Se |z| < L, entdao ¢(|z|) = € o que implica que ¢(|x|)|x — xo| < go(|z| + |20]) <

eo(L + |zol).
€0L|ZL‘0|

]

Se |x| > L, entdao ¢(|z|)|z — xo| < eoL +

S 60(L + |ZEO|)

Portanto, para € > 0 arbitrariamente dado,

1 1
L < 8o(L+|xo|)||a||§o/ a2 (z)|u'[|Vuldz
Q

1
< e/ |Vu|2dx+—5(2)(L+|x0|2)||a||oo/a(a:)|u'|2dx.
Q 2e Q

Consideremos,

LY D r= (e )

2N\ =1

1 o
ney [ i HZ .

€0L

Em Q\Q, temos que |¢'(|z])| = TP e |z| > L.
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Entao

Z o - ’EOLZ\

=1

< T 2|xr+2| lool
< gt =
Logo,
12<ﬁ lu'|?d.
2 Joa,

De maneira analoga , definindo

1 T
133:\5 ¢||Z—| ; — To,)
=1

\Q,

Vul*dz|

temos que

C
I < — |Vul*dz.
2 Joa,

Finalmente,

Oou Ou
1y = —_— — x0.)dx
. /Q\QLZ% o) ()

ou , Ou |4
Ihy< | 15 16" (DI s — o, ldz.
QL i,j=1 ( IL'] |Q§'|
Mas em Q\€, temos que
/ | | < / 50L
&' (leDIT 7 7j —zo,| < [ (2| ()] + [ao,]) = - |2(|%! + [0, 1)
SoL 60L|I’0|
< (|l‘\ + [o) < —
| |2 IEEE
< 60+M §50+€0|x0‘ = Ch.
|| L
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Logo,

ou  Ou - 1 ou 1
< —_— < 2 2
I o< /Q\QLEN%\ <@ ([ igpat(f gt

P Eel\el)
- C / dr)3 / dr)?
2[;( Q\QL|8J:,,| ) ][JZ_;( Q\QL’&%' )]
1 - . - ,
< -C / dr)2 / dx)?2
O I P+ +3 Q\QL|6%| )
1 8u
< _ n—1
< e S [ [ Iy )
= 022"_1/ |Vu|*dz.
O\
Donde
I < Cy2nt / |Vul?dz. (3.25)
O\
Além disso,
/ o(|z))|Vu|*dx §50/ |Vu|*dx. (3.26)
Q\QL Q\QL

Substituindo (3.22)-(3.26) em (3.21) obtemos, para € > 0 arbitrario

—X + K/ z)|u| dx—i—/ [@1—%+50]‘VU‘2dI’
Qr

+ / [ag—@]]VuPda:—l—/ [—ozl—l—@ﬂu’\zda:
o\a, 2 Qr 2

n / o+ V) ju P
oQ;

1 ou

3 150 Pl st = solar

1

+ e/ \vu|2dx+—gg(L+|x0\2>||a|yoo/a<x)yu'|2dx

Q 2¢ Q

% c
+ O a2 o2t — o) / Vuldz
2 0\ay

IN

2 Jaa,

4 50(L—|—]:c0|)/|u|p+1|Vu\d:c—(a1—|—oz2)/\u|p+2d:c. (3.27)
Q Q

n ne
Escolhamos a; > 0 de modo que oy — 60[5 —1]>0e —a; + 70 > 0, ou seja,
- 1), gog[. No caso em que n = 1 tomemos a; €0, 2[.

: n
consideremos oy €leg(—=

2
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n n
Sejam 11,19 > 0 dados por n; = a; — 50[5 —1len=—a;+ 560. Consideremos
e > 0 de modo a satisfazer 1, — e = 13 > 0 e, a partir da escolha de ¢ > 0, K > 0

K K K 1
verificando 5 2—65(2)(L—|— 20| ||al| oo > ik 0, ou seja, Viks %53<L+ 1z0]?) ||| so-

Logo, de (3.27) segue que

d K
—X(t) + —/a(:c)|u’\2dx+7]3/ |Vu|2dx—|—772/ |u'|*dx
dt 4 Q Qr Qr

C
+ / [ — Eéj0 — 0 gy — €]|Vu|*dx
OO,

2 2
T€0 Ch 12
S T L
1
1[0
< 5 [ 150 Polell-(o = so)ldr + 2o(L + faol) [ ful*!|Vlda
— (a1+0z2)/|u|p+2dx. (3.28)
Q

Observemos que se € Q\Q;, entdo |z| > L e, devido a hipétese (H.6), temos

que a(z) > o > 0 em Q\Qy. Sendo assim,

/ a(z)|u'|dz > 50/ ' |*du. (3.29)
Q\QL

0\a,
: n Cl n—1
Consideremos agora as > 0 tal que as — 550 -5 C2"  +egg—e=mn >0
4 C 4
e K > 0 tal que K > max{—|ay + 71], 2—6§(L + |z0]?)||alloc }. Assim, pondo
o €

M5 = K20 — qy + 0 — C1 > decorre de (3.28) e (3.29) que
d "2 2 b
DXy + m [(wPdetng [ [VuPdet [P
dt Q Qr

Qr,
+ 774/ |VU|2dZL‘
o
1 ou
< — [ |=) (z—
< 3 | 15eRotel e = solar

+ eo(L+ ]xo\)/ lul? T Vuldz — (o —1-042)/ lu|’t2dz.  (3.30)
Q Q
Nosso objetivo é obter estimativas para os ultimos termos do lado direito para

80



tal consideremos p =2 e ¢ = 2(p + 1). Usando observagao 1.48 temos que

1 pil
ullpr2 < flull™ lullsy - (3.31)

Por outro lado, seja p = 2 e considere a desigualdade de Sobolev, Gagliardo,

Nirenberg (Proposicao 1.14).

1 1 1
Temos que ||u||,« < C||Vullz, onde — = - — —; n > 3.
px 2 n
Das hipdteses sobre p decorre que
[ullapr1) = [lullpe < C[[Vull,. (3.32)

Logo,
2 1
Jullsf3 < Cllulla I Vullg*.
Usando a desigualdade de Young chegamos a:

C €1 2(p+1
lalls s < o llulls + 551 Vul3* ™

261
C €1
< 2—€1||1L||§ + 55l 1Vl (3.33)

onde ¢; > 0 é uma constante arbitraria.

Estimaremos agora

/ |ul? T | Vuld.
Q

Usando a desigualdade de Holder temos que

/Q [ulPH | Valde < ullgh [Vl

Usando a Proposicao 1.14 temos que

lull5sny < ClIVulls™.
Logo
/Q [l Vuldz < C||Vulls™ < ClL)* | Vull3. (3.34)
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De (3.30), (3.33) e (3.34) concluimos que

d
Cxw) + / Pz + g / Vulde + / we
dt o\Qr Qr Qr
+ 774/ |VU|2dl’
O\

<! / 12 o ()T

+ /|u\ do+ 2Ll /|Vu|2dx
261
+ C’[Io]p/|Vu|2dx.
Q

Consideremos n* = min{n;,i = 2, 3,4, 5}.
d
th() + 7]*/ |u’|2dx+n*/ \Vul*dx

/|8x 26(2))| (:L'—xo)]dF—l—C'é”/ Vulde + /|uy da.

*

Somando o termo 5 / |u|’*2dx em ambos os lados da desigualdade acima
Q

obtemos usando novamente (3.33) que

d 8u
— X (¢t 2 E
o (t) + 27"

)v-(x = xo)]dl

+ Cép/\Vu| d:c+K1/\u| dx.
0 0

Considerando o fato de § ser suficientemente pequeno decorre que 3 uma con-

stante Ky > 0 tal que

d o
SX(0)+ Ko B(t _2/ % () v-(x — 7o) dF+K1/|u| dz.

Como v.(x — xp) < 0se x € I'\I'(x) temos da desigualdade anterior que:

9x(0)+ Ko () < / N 'aw““")[ v.(z — zo)]dT + Ky / uf?de. (3.35)
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Lema 3.5. A sequinte desigualdade

/ | ds —/ "(h.Vu)dx + Cg/ [W|? + |Vu|*dx
I'(zo) @NQ

é valida .

Demonstragao:

0
Usando (3.10), a desigualdade de Young, o fato que Vu = ity sobre I' e a

v
hipétese (A.1), segue que
1 2 d ! 1 . 112
| | de < = [ (hv)|VulZdl' = — [ «'(h.Vu)dz + = divh|u'|*dx
T'(z0) 2 Jr dt Jo 2 Jora

- 1/ dz’v.h\Vu\Qd:r;Jr/ a(2) (h.Vu)dz
2 Jona

+ Z Oh; Ou %dwr/ lulPu(h.Vu)d

sna 0z 0z, Ox;

IA

— 'h.Vd——h 1,00/ Vul*d
dt/Q“ Wi = bl [ [Vufde
1 1
b gl [ pPds g [ s
2 wnQ 2 Jona
1
4 glallwrs [ VuPde+ [l [ fulValdo
wNQ wNQ

b B2 / Vul2da. (3.36)
wnNN

De (3.34) e (3.36) segue que

d 1
/ | | dr < —/u’(h.Vu)dx+—||h||W1,oo/ |Vul?dz
(o) dt Jg 2 onQ

1 1
Yl / P+ / o Pde
2 wNO 2 lale)

1 ~
+ —Ha||c2,o||hHW1,oo/ |Vu|2d:v+0(5p/ |Vul?dx
2 wNQ wNQ

4 HhHWl,wznl/N Vul2da.
wnNN
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d
/ ]% Pdr < u 'WWudz

1 1 -
" [§HhHW1m + Ll e + CFE()
T / Vul2ds
Tale)

1 1
~|hllwre + = '*da.
+ Gl +3) [ P

Ponhamos
o1 1 9 > oy 1 1
Cy = max{ || hllwre + Slallscfllwiee +C8” + [[Allwiec2" S llAllwie + 51,

Com isso concluimos a demonstracao, isto €,

d
/ | |2 < o' (h.Vu)dr + Cg/ [[Vul? + [o[}]dx
F(xo dt wnN

|

Lema 3.6. Temos que

[ IVl < Cy / o JulPde — (2 ) + / anfu’de} + CsEQO)VE(t).

wnNQ

Demonstragao:

Da equagao (3.4) e da hipétese (A.2) sobre 1 temos que

/ |VulPde < /n|Vu|2dx:—/(Vn.Vu)udx—i(u',nu)+/n|u’|2dx
5no dt Q

1d
— p+2
3% an|u! dr — /Qn|u| dz. (3.37)
Notemos que
/Vn.Vuud:v < /Vn.Vuud:BS/ VnVuudz (3.38)
Q w (wNQ)UA

nVuudz
/wﬂQ)UA \/_\/_

1 Vnl|?
< 63/7]|Vu|2dx+—/ﬂ|u|2dx
Q 2¢3 J, M

1 1. |Vnl?
- / nVaPde + S / jul?dz, (3.39)
2 Q 2 n w

IA
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onde A = {z € w\(@wNQ)/n #0}.

Substituindo em (3.37) temos que

1 1 2
[avapar < 5 [ v+ 1) V) [ s
Q Q w

2 U
- e+ [ naluPas)
2 qt N o

- /n|u'|2dx—/n|u|p+2dx.
0 0

Donde,

1 1 [Vl
/ |Vul?de < —/n[Vu|2dx§/\u’\2dx—|——H‘ il ]loo/]u\2dx
Ial9) 2 Ja w 27 1 w

1d
— §d—{2(u',nu)+/na\u]2dx}—/\u|p+2dx.
t Q w

Por (3.33) segue que

1 1 2
/ |Vul?de < —/7]|Vu|2dx§/|u’\2dx+—|||vn| ||oo/|u\2dx
wnQ 2 Q w 2 Ui w

1d
(20, ) + / nalultde} + = / juf?de
Q 261 w

2 dt
& p 2
+ 2C[E’(O)] /w|Vu| dx

1, |Vnl?
< / wPde+ 21 Y / uf?de
w 27 w

1d
- gapteeom + [ naluPday+ 3 [ upas
€1
—I[E(0)|PE(t).
b S EOrE®
. , 1. |Vnl? C €
Seja Cy = max{1, §||| :‘ || sos 2—61} e Cy = %, logo

/ Vultde < 04/(]u’|2+]u|2)dx

ot + / nalu’de} + C5[E(O)E(1).

O
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Notemos que, por outro lado,

3 I o) @ —awlds < 5 [ [Pl (o ol

L+ ) |

~——— (wo)
Ce

ou
C/ —|2ds. 3.40
N (3.40)

ou
22 Plujds

IN

IN

Usando o lema 3.5 obtemos que

ou d
C, —Pvlds < Co— '(h.Vu)d
T < g [ v

+ 0603/ |u’|2d$+0603/ |Vu|2dx
wNQ wNQ

Agora, usando o lema 3.6 resulta que

d
06/ QL2105 < 06—/ u'(h.Vu)d:c+C'GCgC4/|u’\2d:€
P(z0) OV dt Jznn w

2 dt
+ CsCsC5[E(0)PE (). (3.41)

1d
+ 060304/|u\2dx— —[2(u’,nu)+/n|u|2dx]
w Q

De (3.41) e (3.35) resulta que

o' (h.Vu)dz + / (a1 + aC3Csn|u'udx
Q

w U wolebite =20 Vulds - Gy [

Q

=]
——

b [ 15+ 2 SO awude + K B0} + Ko E()
Q

S [CgCﬁ + 030406] / |u’|2dx + 030406/ |u|2dm + CgC5CG[E<O)]pE(t>
— » ~——Ju ——

L

Cr Cs Co

07/ | ?dx + C’g/ lu?dz + Co6” E(t). (3.42)

IN

d
Do lema 3.2 temos que %K*E@) + K~ / a(x)|u/|*dz =0,V K* >0, entdo
0
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de (3.42) temos que

% { /Qu'gb(|x|)[(:}c — x9).Vu]dr — C’G/Qu’(h.Vu)dx + /Q[Oq + s C3Cen|u'udx

CsC!
o [ 15+ G+ S5 awlulde + K E(@)} + K B
Q

d
+ —K*E(t)—i—K*/a(:v)]u’]de
dt ;

< 07/ ]u/|2dx+08/ ’u|2dI+Cg(5pE<t>

Desta forma, usando (H.5) obtemos que

d !/ !/ /!
7 { /Qu o(|z)[(z — x).Vul]de — Cgq /Q o' (h.Vu)dr + /Q[ozl + o C3Cen|u'udz

2 2 2
+ KQE(t)+K*5O/|u'|2d:L‘—|—K*/ a(x)|u'|*dz
w Q

\w

< C7/ ]u/|2dac—|—C'8/ ]u|2dx+09§pE(t)

o[y GO o 2 - [K 4+ K1 E())}
J

Logo
d
—X*(t) + [KQ — Cg(sp]E(t) + [K*EO - 07] / |Ul|2dZE

it
+ K / a(2)|2dz < Cs / fuldz, (3.43)
Q\w w

u'(h.Vu)dr + /[oq + apC3Csn)u'udx
Q

X)) = /Qu’gb(|x|)[(x ~ o). Vudz — 06/

Q

CsC!
o [15+2 + ESMaa) e + K + K ()
Q
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Sejam u solucdo de (2.1)-(2.3) dada no Teorema 2.1 e Ty > 0 (independente de

u) suficientemente grande. Entao

Proposicao 3.7. Para todo e, > 0 e T > Ty, existe C' > 0 tal que a solugao u de
(2.1)-(2.3) verifica

t+T t+T
/ /\uws\dxds<6’/ / z)|u stdmds—l——/ , (3.44)

para todo t > 0.

Demonstragao: Vamos mostrar a desigualdade acima usando argumento de con-

tradicao.

Suponhamos que (3.44) seja falso. Assim, existem €; > 0, T' > Tj, uma seqiiéncia

de niimeros (t,) e uma seqiiéncia de solugoes (u,,) tal que

tntT tntT
/ /]unws\dazds>n/ / x) | (z, 5)|*dxds
tn+T
= / E,(s)ds, (3.45)
4 tn

onde E,(t) é obtida de E(t) substituindo-se u por u,,.

Consideremos

tn+T 1
M\ = / / [tn (2, 8)Pdrds € v,(t) = —un(t +ty).
tn Q A

n

Notemos que
Un(t+1,) = Mvn(t) e |ul(t+t,)]> = N2 |0, (1)
Fazendo a mudanca de variavél ¢t = s — ¢, em (3.45) obtemos

)\2>n/ / o), xt+t)]2da:dt+—/ Lt + 1), (3.46)

Dessa forma, dividindo por A2,

/ / z)|v) (z,t)| 2dacdt+—/ L, (Ddt <1, (3.47)
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1 1
onde B, (t) = 5[lv, (0]l + S [Vea(®)] + lon ()12

p+2

Notemos que

T
/ / lon(8)[2dzdt = 1 (3.48)
o Jo
T T
v, (B)|"dxedt + Un (T t xdt
! (t)2dwd V()2 *2dzd
0o Ja 0o Jo
T
= 2/ E,, (t)dt < 8! < oo. (3.49)
0
De (3.47) temos que
/ / z)|v) (z,t)*dzdt — 0 quando n — oo. (3.50)
Por (3.48) e (3.49) temos que
(Vn)nen € limitada em L*(0,T; L*(52)) (3.51)
(V))nen € limitada em L*(0,T; L*(Q2)) (3.52)
vy, ,
(%)%N é limitada em L*(0,T;L*(Q)i=1,..,n (3.53)

De (3.51), (3.52) e (3.53) existe uma subsequéncia de (v,) que continuaremos a

denotar por (v,) tal que

v, — v em L*0,T;L*()),

v, — v em L*0,T; L*()),

o, |
3; - a;i em L*(0,T;L*(2)) para todoi=1,...,n.
Como p = , entao
4 4 5
2P:—<:>2p—|—2__+2<:>2p+2_ n_
2 S —

Portanto, usando o Teorema 1.15 temos que

Hy () — L"*(Q)
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e, conseqiientemente,

[vn [P0, — |v|Pv em L*(0,T; L*(2)). (3.57)

Por (3.54) e (3.56) temos que
ve HY([0,T]; L*(Q)). (3.58)
Como (v, )nen ¢ limitada em L2(0,T; L*(92)), (Vv, )nen ¢ limitada em L2(0,T; L?(2)),

e sendo cada (u,,) solugao de (2.1)-(2.3), segue que v, € L*(0,T; H}(Q)) e (vp)nen 6
limitada em L?(0,T; Hj(f2)). Portanto, existe w € L*(0,T; Hy(2)) tal que

v, = wem L*(0,T; H(Q)). (3.59)

De (3.47), (3.59), do fato que L*(0,T; H}(Q?)) — L?*(0,T; L*())) com imersao

continua e densa e da unicidade do limite fraco temos que w = v, e entao

v € L*(0,T; Hy(Q)). (3.60)

Por (3.58) e (3.60) resulta que:

v e L*0,T; Hy(Q) N H'(0,T; L*()).

De (3.48) e (3.49), resulta que
(v,) é limitada em L*(0,T; H'(B;)),
(v)) ¢ limitada em L*(0,T; L*(B;)),

onde B; = {z € Q; ||z|| < i}; qualquer que seja i € N.
Usando o lema de Rellich Kondrachov (ver Teorema 1.13) temos que
HY(B;) < L*(By).
Segue do Teorema de Aubin-Lions (Proposi¢ao 1.40) que existe uma subseqiiéncia
(Un)nen tal que
v, — v forte em L*(0,T; L*(B;)). (3.61)
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Logo, de (3.48) vem que

/OT/Q|U(t)|2dxdt: L. (3.62)
/ / 2)|v/[Pdadt = 0. (3.63)

De fato, como a € L*®(f2), segue que az € L>(Q).

Temos também que

Portanto, seja
f € L*0,T; L*()).

Temos que a2 f € L2(0,T; L2(Q)) e

/ / 5 ()0, fdwdt = / /
¢ (3.55)
// 0k (o) fldedt — // [ (2) fldadt = //m v, fdwdt.

De (3.64) e da convergéncia acima temos que a2v/, — a2v’ em L2(0,T; L*(Q)) e

M\»—l

fldxdt. (3.64)

da Proposicao 1.33 (i) decorre que

1 . . 1
la2v'l| z20,rsr2 () < liminfllazvy || r2omir2(),

0<//()|v|d$dt<lzmmf// (z)|v)|* = 0.

O

ou seja,

Consideremos agora 6 € D(0,7") e observemos que:

(U, 0) + (=Dvn, 0) + (a(w)vy, 0) + ([onl"vn, 0) = 0

0%v, 00 ,
(v, 6) + Z 5t o)+ (@0 4 (e ) = 0

{0 0) + Z@“;,a—%+<a<x>v;,e>+<|vn|ﬂvn,e> -0

=1
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Passando limite e usando (3.50)

. " 9% 00
—(0) + D (o o) + (o0 6) = 0,
i=1 v

ou seja,

(", 0) + (=Lv,0) + (|[v|v,0) = 0, V0 eDO,T).

Logo,

V" — Av+ u[fv =0 em D'(Q x (0,7)). (3.65)

De (3.63) e a(z) > gy > 0 sobre Q5 = Q\Q;, obtemos que v'(x,t) = 0 sobre
[0,7] x Q5.

Derivando a equagao (3.65) no sentido das distribui¢oes temos que

V" — AV + (p+ 1)|ufo" = 0.

Consideremos y = v'. Entao da equacao acima vem que

v — Ay+ (p+ D[y =0, onde V(z,t) € L=(0,T, L"()).
N—_———

V(z,t)

Como y = 0 sobre [0, 7] x 2§ usando a propriedade de continuagao tnica (Teo-

rema 1.45) temos que para T > Tj, onde T é suficientemente grande,

y=v" =0 sobre  x [0,T]. (3.66)

Logo v(z,t) = v(x),isto é, independe de t. Portanto

—Av + |v|fv = 0.

Compondo a equacao acima com v e integrando em () temos que

/|W|2+/ o+ = 0.
Q Q
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Como ambos os termos sao positivos temos que

/ Pt = 0.
Q
2

Dessa forma [[v||f15 = 0, isto é, v = 0 o que contradiz (3.62). O que conclui a

demonstracao. O

Da Proposicao 3.7, usando (3.29) e integrando (3.43) de t a t+7T, ¢t €]0, T resulta

que

t+T d t+T €1
/ —X*(t) + / [Kg - Cg(Sp - Cg—]E(S)dS
. dt \ 4

t+T
+ / /[K*eo — Cr — CgCeol|u/ (w, 8)|*dxds
t w

+T
+ [K*—C]/ / a(x)|u'(z, s)|*dzds
t Q\w
0.

< (3.67)

Consideremos ¢ e €; suficientemente pequenos tais que K3 = Ky—Cy0”—Cg > 0
e K* suficientemente grande de tal forma que K, = K* — C; — CsCey > 0 e

Ky=K*—C>0.

Logo,
=T g t+T
/ —X*(t) + K3/ E(s)ds
t dt t
t+T
+ [K*Eo - 07 - 08080]/ / ]u/|2dx
t w
< 0. (3.68)
Portanto,

T t+T
Xt+T) — X*(t)+K4/ /|u'|2dxds+K5/ / a(x)|u'|*dzds
t w t QN\w
t+T
+ Ky / E(t) <0, (3.69)
t

onde das hipéteses (A.1) e (A.2) e da limitagao de ¢(|x|)|z — xo| segue que
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onde L, é uma constante positiva.

Logo, de (3.69) decorre que

X*(T) + K /T E(t)dt < X*(0) < Li[E(0) + ||[«°||3], T > 0.

<12
Donde

sup X*(¢) —|—K3/ Et)dt < LI}
0

0<t<+oo
Conseqilientemente,

d d

a[(l +HE)] =Elt)+ 1+ t)aE(t) < E(t),

supondo que t > 0 e E'(t) < 0.

Logo,

(1+t)E(t) < /t E(s)+ E(0) < (L, +1)Ig, t > 0.

Entao

Et) < Coli(1+1t)~".

(3.70)

(3.71)

De modo a satisfazer a demonstracao do Teorema 3.1, notemos que, por passagem

ao limite, a expressao dada em (3.70) permanece valida para solugdes fracas e,

conseqiientemente a taxa dada em (3.71) e aquela desejada no Teorema 3.1.
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