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Prof. Jaime Edilberto Munõz Rivera - UFRJ ......................................................

Maringá
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Aos professores do Departamento de Matemática da UEM, que colaboraram em
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Resumo

Neste trabalho provaremos a existência, unicidade de solução e fornecemos taxa

de decaimento para a energia associada ao problema





utt −∆u + a(x)ut + |u|ρu = 0 em Ω× (0, +∞)
u = 0 em Γ× (0, +∞)
u(x, 0) = u0(x), ut(x, 0) = u1(x), x ∈ Ω;

onde Ω é um domı́nio exterior do Rn, ∂Ω = Γ e a(x) é uma função não negativa

sobre Ω e ρ está nas condições das Imersões de Sobolev.
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Abstract

In this work we prove the existence, uniqueness of solution and we give decay

rate for the energy associated to the problem





utt −∆u + a(x)ut + |u|ρu = 0 em Ω× (0, +∞)
u = 0 em Γ× (0, +∞)
u(x, 0) = u0(x), ut(x, 0) = u1(x), x ∈ Ω;

when Ω is an exterior domain of Rn, ∂Ω = Γ and a(x) is nonnegative function on Ω

and ρ satisfies the Sobolev imbedding conditions
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Introdução

Este trabalho é dedicado ao estudo da existência global de solução bem como das

taxas de decaimento da energia associada à equação da onda semilinear com dis-

sipação localizada no interior do domı́nio




utt −∆u + a(x)ut + |u|ρu = 0 q.s. em Ω× (0, +∞),
u = 0 em Γ× (0, +∞),
u(0) = u0 ; ut(0) = u1.

onde Ω um domı́nio exterior em Rn, n ≥ 1 tal que A = Rn\Ω é um conjunto

compacto do Rn, a(x) é uma função não negativa e ρ está nas condições da Imersão

de Sobolev.

Nosso objetivo é apresentar didaticamente e com mais detalhes alguns aspectos

do trabalho [23] de Mitsuhiro Nakao.

Dentre a vasta literatura que podemos citar relacionada à domı́nios exteriores

consideremos, inicialmente, a equação linear da onda




utt −∆u + a(x)ut = 0 q.s. em Ω× (0, +∞),
u = 0 em Γ× (0, +∞),
u(0) = u0 ; ut(0) = u1.

E. Zuazua [28] e M. Nakao [18] consideraram problemas de Cauchy em domı́nios

exteriores para a equação da onda do tipo Klein-Gordon com dissipação localizada

lineares e não-lineares, respectivamente.

Mais recentemente, em [20], M. Nakao estudou o problema de Cauchy em todo

o Rn para a equação da onda semilinear com a(x) =constante > 0. Ainda, con-

siderando a(x) =constante > 0, Y. Shibata [26] considerou o problema em domı́nios

exteriores para a equação da onda mais forte não linear, no entanto, considerou
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dados iniciais bem regulares, C. Zuily [29] também provou a existência global de

soluções regulares para a equação da onda fortemente não linear com dissipação.

Em [21], M. Nakao obteve taxa de decaimento para a energia do sistema dado

por

utt −∆u + a(x)ut = f(u) q.s. em Ω× (0, +∞)

onde o termo de fonte não linear f(u) é do tipo f(u) = |u|αu, α > 0.

De modo a obter as estimativas para a equação linear, M. Nakao considerou

técnicas desenvolvidas por ele mesmo em [19] e por K. Mochizuki e H. Nakazawa

em [17].

A organização deste trabalho é a seguinte: No caṕıtulo 1 apresentamos algumas

notações e resultados básicos, necessários ao desenvolvimento do estudo feito. No

caṕıtulo 2 provamos a existência e unicidade de solução global para o problema

proposto e no caṕıtulo 3 exibimos taxa de decaimento para a energia do sistema.
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Caṕıtulo 1

Preliminares

Neste caṕıtulo, enumeraremos alguns resultados que serão usados no desenvolvi-

mento do nosso trabalho. Por serem resultados familiares, colocaremos apenas os

seus enunciados, deixando a cargo do leitor interessado a busca de suas demons-

trações.

1.1 Distribuições e Espaços Funcionais

1.1.1 Noção de Derivada Fraca

No estudo de problemas descritos pelas equações diferenciais parciais cujos dados

iniciais não são regulares o suficiente para possuirem derivada no sentido clássico,

faz-se necessária a introdução de um novo conceito de derivada.

Para entendermos tal conceito necessitamos de algumas definições:

1o) Espaço das funções testes

Dados α = (α1, α2, . . . , αn) ∈ Nn e x = (x1, x2, . . . , xn) ∈ Rn, representaremos

por Dα o operador derivação de ordem α definido por

Dα =
∂|α|

∂x1
α1∂x2

α2 . . . ∂xn
αn

,

onde |α| =
n∑

i=1

αi. Se α = (0, 0, . . . , 0), defini-se Dαu = u.

3



Seja Ω um aberto do Rn. Denotaremos por C∞
0 (Ω) o conjunto das funções

ϕ : Ω → K (onde K = R ou K = C) que são infinitamente diferenciáveis em Ω e que

tem suporte compacto, onde suporte ϕ é o fecho do conjunto {x ∈ Ω; ϕ(x) 6= 0} em

Ω, ou seja, supp (ϕ) = {x ∈ Ω; ϕ(x) 6= 0}Ω
.

Introduzimos uma topologia em C∞
0 considerada pela seguinte definição de limite.

Dizemos que uma seqüência {ϕν} ⊂ C∞
0 (Ω) converge para zero, e denotamos

ϕν → 0, se, e somente se, existe um subconjunto compacto K de Ω, tal que:

i) supp (ϕν) ⊂ K, ∀ ν ∈ N;

ii) Dαϕν → 0 uniformemente sobre K, ∀α ∈ Nn.

Dizemos que uma seqüência {ϕν} ⊂ C∞
0 (Ω) converge para ϕ ⊂ C∞

0 (Ω) quando

a seqüência {ϕν − ϕ} converge para zero no sentido acima definido.

O espaço C∞
0 (Ω), munido desta noção de convergência, é denominado espaço das

funções testes, e denotado por D(Ω).

2o) Distribuição sobre um aberto Ω ⊂ Rn

Definimos como distribuição sobre Ω a toda forma linear e cont́ınua com relação

ao limite definido em D(Ω). O conjunto de todas as distribuições sobre Ω é um

espaço vetorial, o qual representa-se por D′
(Ω), chamado espaço das distribuições

sobre Ω, munido da seguinte noção de convergência: Seja (Tν) uma sucessão em

D′
(Ω) e T ∈ D′

(Ω). Diremos que Tν → T em D′
(Ω) se a seqüência numérica

{〈Tν , ϕ〉} converge para 〈T, ϕ〉 em R, ∀ ϕ ∈ D(Ω).

3o) Denotaremos por L1
loc(Ω) o espaço das (classes de) funções u : Ω → K tais

que |u| é integrável no sentido de Lebesgue sobre cada compacto K de Ω.

De posse destas definições estamos aptos a entender este novo conceito de derivada.

S. Sobolev introduziu, em meados de 1936, uma noção global de derivada a qual

denominou-se derivada fraca, cuja construção dar-se-á a seguir:
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Sejam u, v definidas num aberto limitado Ω do Rn, cuja fronteira Γ é regular.

Suponhamos que u e v possuam derivadas parciais cont́ınuas em Ω = Ω ∪ Γ. Se u

ou v se anula sobre Γ, obtemos do lema de Gauss que

∫

Ω

u
∂v

∂xk

dx = −
∫

Ω

v
∂u

∂xk

dx.

A expressão anterior motivou a derivada fraca dada por Sobolev: Uma função

u ∈ L1
loc(Ω) é derivável no sentido fraco em Ω, quando existe uma função

v ∈ L1
loc(Ω) tal que

∫

Ω

u(x)
∂ϕ(x)

∂xk

dx = −
∫

Ω

v(x)ϕ(x)dx,

para toda ϕ ∈ D(Ω).

Embora, tal conceito de derivada ter sido um marco na evolução do conceito de

solução de uma equação diferencial, ela apresenta uma grave imperfeição no fato

que nem toda função de L1
loc(Ω) possui derivada neste sentido. No intuito de sanar

este tipo de problema, Laurent Schwartz, em meados de 1945, introduziu a noção

de derivada no sentido das distribuições, a qual generaliza a noção de derivada

formulada por Sobolev, como segue:

Seja T uma distribuição sobre Ω e α ∈ Nn. a derivada de ordem α de T , no

sentido das distribuições, é definida por:

〈DαT, ϕ〉 = (−1)|α|〈T, Dαϕ〉; ∀ϕ ∈ D(Ω).

Verifica-se que DαT é ainda uma distribuição e que o operador

Dα : D′
(Ω) → D′

(Ω), tal que a cada T associa-se DαT , é linear e cont́ınuo.

1.1.2 Os Espaços Lp(Ω)

Seja Ω um aberto do Rn. Representaremos por Lp(Ω), 1 ≤ p ≤ +∞, o espaço

vetorial das (classes de) funções definidas em Ω com valores em K tais que u seja

mensurável e |u|p é integrável no sentido de Lebesgue em Ω.

5



Teorema 1.1. (Teorema da Convergência Dominada de Lebesgue) - Seja

(uν)ν∈N uma seqüência de funções integráveis num aberto Ω ⊂ Rn, convergente quase

sempre para uma função u. Se existir uma função u0 ∈ L1(Ω) tal que |uν | ≤ u0 quase

sempre, ∀ ν ∈ N então u é integrável e ainda

∫

Ω

u = lim
ν→∞

∫

Ω

uν .

Demonstração: Ver [12].

O espaço Lp(Ω) munido da norma

‖u‖Lp(Ω) =

(∫

Ω

|u(x)|pdx

) 1
p

, para 1 ≤ p < +∞

e

‖u‖L∞ = sup
x∈Ω

ess|u(x)|, para p = +∞,

é um espaço de Banach.

No caso p = 2, L2(Ω) é um espaço de Hilbert.

Proposição 1.2. (Desigualdade de Young) - Sejam 1 < p , q < ∞ tal que

1

p
+

1

q
= 1 e a, b > 0. Então

ab ≤ ap

p
+

bq

q
.

Demonstração: Ver [2].

Proposição 1.3. (Desigualdade de Minkowski) - Sejam 1 ≤ p ≤ ∞ e f, g em

Lp(Ω), então

‖f + g‖Lp(Ω) ≤ ‖f‖Lp(Ω) + ‖g‖Lp(Ω).

Demonstração: Ver [12].

Proposição 1.4. (Desigualdade de Hölder) - Sejam u ∈ Lp(Ω) e v ∈ Lq(Ω)

com 1 ≤ p ≤ ∞ e
1

p
+

1

q
= 1. Então uv ∈ L1(Ω) e temos a desigualdade

∫

Ω

|uv| ≤ ‖u‖Lp(Ω)‖v‖Lq(Ω).
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Demonstração: Ver [2].

Segue como corolário da proposição anteiror o seguinte resultado:

Corolário 1.5. (Desigualdade de Hölder generalizada) - Sejam f1, f2, . . . , fk

funções, tais que fi ∈ Lpi(Ω), pi ≥ 1, 1 ≤ i ≤ k, onde
1

p1

+
1

p2

+ . . . +
1

pk

=
1

p
e

1

p
≤ 1. Então o produto f = f1f2 . . . fk ∈ Lp(Ω) e

‖f‖Lp(Ω) ≤ ‖f1‖Lp1 (Ω)‖f2‖Lp2 (Ω) . . . ‖fk‖Lpk (Ω).

Proposição 1.6. (Desigualdade de Interpolação) - Se u ∈ Lp(Ω) ∩ Lq(Ω) com

1 ≤ p ≤ q ≤ ∞ então u ∈ Lr(Ω) para todo p ≤ r ≤ q e se tem a desigualdade

‖u‖Lr(Ω) ≤ ‖u‖θ
Lp(Ω)‖u‖1−θ

Lq(Ω)

onde 0 ≤ θ ≤ 1 verifica
1

r
=

θ

p
+

1− θ

q
.

Demonstração: Ver [14].

Além dos resultados acima, temos que:

i) Lp(Ω) é reflexivo para todo 1 < p < +∞;

ii) Lp(Ω) é separável para todo 1 ≤ p < +∞;

iii) C∞
0 tem imersão cont́ınua e densa em Lp(Ω) para todo 1 ≤ p < +∞;

iv) Se (fn) é uma seqüência em Lp(Ω) e f ∈ Lp(Ω) são tais que ‖fn − f‖Lp(Ω) → 0

então existe uma subseqüência (fnk
) tal que fnk

(x) → f(x) quase sempre em

Ω.

Proposição 1.7. (Teorema da Representação de Riesz) - Sejam

1 < p < +∞, ϕ ∈ (Lp(Ω))
′
com

1

q
+

1

p
= 1. Então existe uma única u ∈ Lq(Ω), tal

que

〈ϕ, v〉 =

∫

Ω

u(x)v(x)dx, ∀v ∈ Lp(Ω) e ‖u‖Lq(Ω) = ‖ϕ‖
(Lp(Ω))

′ .
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Demonstração: Ver [2].

Quando p = ∞, temos:

Proposição 1.8. Seja ϕ ∈ (L1(Ω))
′
, então existe uma única u ∈ L∞(Ω) tal que

〈ϕ, v〉 =

∫

Ω

u(x)v(x)dx, ∀v ∈ L1(Ω) e ‖u‖L∞(Ω) = ‖ϕ‖
(L1(Ω))

′ .

Demonstração: Ver [2].

Denotaremos por Lp
loc(Ω), 1 ≤ p < +∞ o espaço das (classes de) funções

u : Ω → K tais que |u|p é integrável no sentido de Lebesgue sobre cada compacto

K de Ω munido da seguinte noção de convergência: Uma sucessão uν converge para

u ∈ Lp
loc(Ω) se para cada compacto K de Ω tem-se:

pK(uν − u) =

(∫

K

|uν(x)− u(x)|pdx

) 1
p

→ 0.

Proposição 1.9. (Lema de Du Bois Raymond) - Seja u ∈ L1
loc(Ω), então Tu = 0

se, e somente se, u = 0 quase sempre em Ω. Onde Tu é a distribuição definida por

〈Tu, ϕ〉 =
∫

Ω
u(x)ϕ(x)dx, ∀ϕ ∈ D(Ω).

Demonstração: Ver [13].

Desta proposição tem-se que Tu fica univocamente determinada por u ∈ L1
loc(Ω),

isto é, se u, v ∈ L1
loc(Ω), então Tu = Tv se, e somente se, u = v quase sempre em Ω.

Proposição 1.10. Seja (uν)ν∈N ⊂ Lp
loc(Ω), 1 ≤ p < +∞, tal que uν → u em

Lp
loc(Ω), então uν → u em D′

(Ω).

Demonstração: Ver [1].

1.1.3 Espaços de Sobolev

Seja Ω um aberto do Rn, 1 ≤ p ≤ +∞ e m ∈ N. Se u ∈ Lp(Ω) sabemos que u possui

derivadas de todas as ordens no sentido das distribuições, mas não é verdade, em
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geral, que Dαu seja uma distribuição definida por uma função de Lp(Ω). Representa-

se por Wm,p(Ω) o espaço vetorial de todas as funções u ∈ Lp(Ω), tais que para todo

|α| ≤ m, Dαu pertence à Lp(Ω), sendo Dαu a derivada no sentido das distribuições.

O espaço Wm,p(Ω) munido da norma

‖u‖m,p =


 ∑

|α|≤m

∫

Ω

|Dαu|pdx




1
p

, para 1 ≤ p < ∞,

e

‖u‖m,∞ =
∑

|α|≤m

sup
x∈Ω

ess|Dαu(x)|, para p = ∞

é um espaço de Banach.

Representa-se Wm,2(Ω) = Hm(Ω) devido a sua estrutura hilbertiana, ou seja, os

espaços Hm(Ω) são espaços de Hilbert.

É sabido que C∞
0 (Ω) é denso em Lp(Ω), mas não é verdade que C∞

0 (Ω) é denso

em Wm,p(Ω) para m ≥ 1. Motivado por esta razão define-se o espaço Wm,p
0 (Ω) como

sendo o fecho de C∞
0 (Ω) em Wm,p(Ω), isto é, C∞

0 (Ω)
W m,p(Ω)

= Wm,p
0 (Ω).

Mostra-se que Wm,p
0 é o espaço vetorial das funções u ∈ Wm,p tais que u|Γ = 0,

onde Γ = ∂Ω.

Observação: Quando Ω é um aberto limitado em alguma direção xi de Rn e

1 ≤ p < ∞ consideramos Wm,p
0 (Ω) munido da norma

‖u‖ =


 ∑

|α|=m

∫

Ω

|Dαu(x)|pdx




1
p

que é equivalente a norma ‖u‖m,p.

Suponha que 1 ≤ p < ∞ e 1 < q ≤ ∞ tal que
1

p
+

1

q
= 1. Representa-se por

W−m,q(Ω) o dual topológico de Wm,p
0 (Ω). O dual topológico de Hm

0 (Ω) denota-se

por H−m(Ω).

Prosseguindo nas definições dos espaços que utilizaremos ao longo deste trabalho,

vamos caracterizar os espaços Hs(Ω), s ∈ R.

9



Para isso consideremos S = {ϕ ∈ C∞(Rn); lim
‖x‖→∞

p(x)Dαϕ(x) = 0, para todo

polinômio p de n variáveis reais e α ∈ Nn} o espaço das funções rapidamente des-

crescente no infinito, S
′
o dual topológico de S, também conhecido como espaço das

distribuições temperadas, e para cada função u ∈ L1(Rn) a transformada de Fourier

de u definida por

û(x) = (2π)
−n
2

∫

Rn

e−i(x,y)u(y)dy,

onde (x, y) =
n∑

j=1

xjyj.

Definimos, para todo s ∈ R

Hs(Rn) =
{

u ∈ S
′
; (1 + ‖x‖2)

s
2 û ∈ L2(Rn)

}
.

Além disso, se s ≥ 0 temos que H−s(Rn) = (Hs(Rn))
′

e Hs(Rn) ↪→ L2(Rn) ↪→
H−s(Rn).

Seja Ω um aberto bem regular do Rn, ou o semi-espaço Rn
+. Consideremos a

aplicação:

rΩ : L2(Rn) → L2(Ω)
u 7→ u|Ω

que leva u na sua restrição a Ω. Assim, para s ≥ 0 temos que

Hs(Ω) = {v|Ω; v ∈ Hs(Rn)}

e

H−s(Ω) = (Hs
0(Ω))

′
onde Hs

0(Ω) = D(Ω)
Hs(Ω)

.

Teorema 1.11. (Imersão de Sobolev) - Seja Ω um aberto do Rn, então

Hm(Ω) ↪→ Ck(Ω), se m >
n

2
+ k.

Demonstração: Ver [1].

Proposição 1.12. Sejam Ω um conjunto aberto do Rn, de classe Cm, com fronteira

limitada e m um inteiro tal que m ≥ 1; e 1 ≤ p < ∞. Então temos as segintes

imersões cont́ınuas:
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se
1

p
− m

n
> 0 então Wm,p(Ω) ↪→ Lq(Ω), onde

1

q
=

1

p
− m

n
,

se
1

p
− m

n
= 0 então Wm,p(Ω) ↪→ Lq(Ω), ∀ q ∈ [p, +∞[,

se
1

p
− m

n
< 0 então Wm,p(Ω) ↪→ L∞(Ω).

Demonstração: Ver [3].

Teorema 1.13. (Teorema de Rellich Kondrachov) - Seja Ω um subconjunto

aberto limitado do Rn, Ω de classe C1 e 1 ≤ p ≤ ∞. Então

se p < n então W 1,p(Ω) ↪→c Lq(Ω), ∀ q ∈ [1, p∗], onde
1

p∗
=

1

p
− 1

n
,

se p = n então W 1,p(Ω) ↪→c Lq(Ω), ∀ q ∈ [1, +∞[,

se p = n então W 1,p(Ω) ↪→c C(Ω).

Demonstração: Ver [3].

Notação: ↪→c indica imersão compacta.

Proposição 1.14. (Desigualdade de Sobolev, Gagliardo, Nirenberg)

Se 1 ≤ p < n, então

W 1,p(Rn) ⊂ Lp∗(Rn),

onde p* vem dado por
1

p∗ =
1

p
− 1

n
, existe uma constante C = C(p, n) tal que

‖u‖Lp∗ ≤ C‖∇u‖Lp ∀ u ∈ W 1,p(Rn).

Demonstração: Ver [2].

Teorema 1.15. Quando n > 2 temos a inclusão H1(Rn) ↪→ Lρ(Rn) para todo ρ

satisfazendo 2 ≤ ρ ≤ p, onde p é dado por:
1

p
=

1

2
− 1

n
.

Demonstração: Ver [6].
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1.1.4 Espaços Funcionais à Valores Vetoriais

Seja X um espaço de Banach. Denotaremos por D(0, T ; X) o espaço localmente

convexo das funções vetoriais ϕ : (0, T ) 7→ X indefinidamente diferenciáveis com

suporte compacto em (0, T ). Diremos que ϕν → ϕ em D(0, T ; X) se:

i) ∃K compacto de (0, T ) tal que supp (ϕν) e supp (ϕ) estão contidos em K, ∀ν;

ii) Para cada k ∈ N, ϕ
(k)
ν (t) → ϕ(k)(t) em X uniformemente em t ∈ (0, T ).

O espaço das aplicações lineares e cont́ınuas de D(0, T ) = D(0, T ;R) em X será

denotado por D′
(0, T ; X), isto é, S ∈ D′

(0, T ; X) se S : D(0, T ) 7→ X é linear e

se θµ → θ em D(0, T ) então 〈S, θµ〉 → 〈S, θ〉 em X. Diremos que Sν → S em

D′
(0, T ; X) se 〈Sν , θ〉 → 〈S, θ〉 em X, ∀ θ ∈ D(0, T ). O espaço D′

(0, T ; X) equipado

com a convergência acima é denominado espaço das distribuições vetoriais de (0, T )

com valores em X.

Prova-se que o conjunto {θξ, θ ∈ D(Ω), ξ ∈ X} é total em D(0, T ; X).

Denotaremos por Lp(0, T ; X) o espaço de Banach (das classes) de funções veto-

riais u : (0, T ) → X fortemente mensuráveis em (0, T ), (0, T ) dotado da medida de

Lebesgue, tais que ∫ T

0

‖u(t)‖p
Xdt < ∞.

Então L2(0, T ; X) é um espaço de Hilbert munido do produto interno (u, v) =
∫ T

0
(u(t), v(t))Xdt se X é Hilbert. Denotaremos por H1

0 (0, T ; X) o espaço de Hilbert

H1
0 (0, T ; X) = {v ∈ L2(0, T ; X); v′ ∈ L2(0, T ; X), v(0) = v(T ) = 0},

munido do produto interno

((v, w)) =

∫ T

0

(v(t), w(t))Xdt +

∫ T

0

(v′(t), w′(t))Xdt.
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Identificando L2(0, T ; X) com o seu dual (L2(0, T ; X))
′
, via teorema de Riesz,

obtemos então

D(0, T ; X) ↪→ H1
0 (0, T ; X) ↪→ L2(0, T ; X) ↪→ H−1(0, T ; X) ↪→ D′

(0, T ; X)

onde

H−1(0, T ; X) =
(
H−1(0, T ; X)

)′
.

Proposição 1.16. Seja u ∈ L2(0, T ; X). Então existe um único f ∈ H−1(0, T ; X)

que verifica

〈f, θξ〉 = (〈u′, θ〉ξ)X , ∀ θ ∈ D(0, T ), ∀ ξ ∈ X.

Demonstração: Ver [15].

Baseado na proposição anterior, identificamos f com u′. Em razão disto, diremos

que se u ∈ L2(0, T ; X) então u′ ∈ H−1(0, T ; X).

Proposição 1.17. A aplicação

u ∈ L2(0, T ; X) 7→ u′ ∈ H−1(0, T ; X)

onde X é um espaço de Hilbert, é linear e cont́ınua.

Demonstração: Ver [15].

1.1.5 Funções Escalarmente Cont́ınuas

Seja X um espaço de Banach. Definimos o espaço das funções escalarmente cont́ınuas

(ou fracamente cont́ınuas) como o conjunto das funções f ∈ L∞(0, T ; X) tais que

a aplicação t → 〈f(t), x〉 é cont́ınua sobre [0, T ], ∀x ∈ X ′, onde X ′ é dual de X.

Denotaremos tal espaço por Cs(0, T ; X).

Disto segue que C1
s (0, T ; X) = {u ∈ Cs(0, T ; X); u′ ∈ Cs(0, T ; X)}, onde u′

é a derivada de u no sentido das distribuições. Da mesma forma temos que

C2
s (0, T ; X) = {u ∈ Cs(0, T ; X); u′′ ∈ Cs(0, T ; X)}.

Observação: Se u ∈ L∞(0, T ; X) e u ∈ C([0, T ]; X) então u ∈ Cs(0, T ; X).
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Lema 1.18. Sejam X e Y dois espaços de Banach, X ↪→ Y e X um espaço reflexivo.

Então

L∞(0, T ; X) ∩ Cs(0, T ; Y ) = Cs(0, T ; X).

Demonstração: Ver [9].

1.2 Teoria de Traço

Consideremos Ω = Rn
+ ou Ω um aberto limitado bem regular do Rn com fronteira

Γ. Por D(Γ) representa-se o espaço vetorial das funções reais w definidas em Γ,

possuindo derivadas parciais cont́ınuas de todas as ordens. Dada uma função u

definida em Ω, representa-se por γ0u a restrição de u a Γ.

Proposição 1.19. Existe uma constante positiva C tal que

‖γ0u‖H
1
2 Γ
≤ C‖u‖H1(Ω)

para toda u ∈ D(Ω).

Demonstração: Ver [14].

Considerando D(Ω) com a topologia induzida por H1(Ω), segue pela proposição

1.19 que a aplicação

γ0 : D(Ω) → H
1
2 (Γ)

é cont́ınua. Sendo D(Ω) denso em H1(Ω), esta aplicação se prolonga por con-

tinuidade a uma aplicação linear e cont́ınua, ainda representada por γ0, tal que

γ0 : H1(Ω) → H
1
2 (Γ),

a qual denomina-se função traço.

Teorema 1.20. A função traço aplica H1(Ω) sobre H
1
2 (Γ)e o núcleo de γ0 é o

espaço H1
0 (Ω).

14



Demonstração: Ver [14].

Consideremos, agora, Ω uma aberto limitado do Rn com fronteira Γ bem regular,

e seja ν a normal unitária exterior em Γ. Para todo j = 1, . . . , m − 1 e u ∈ D(Ω),

seja γju = ∂ju
∂νj

∣∣∣
Γ

a derivada normal de ordem j de u e γ0u u|Γ. Da densidade do

espaço (D(Γ))m no espaço de Hilbert Hm− 1
2 (Γ)×Hm− 3

2 (Γ)× . . .×H
1
2 (Γ) temos o

seguinte resultado:

Teorema 1.21. Existe uma única aplicação linear e cont́ınua γ do espaço Hm(Ω)

sobre o espaço Πm−1
j=0 Hm−j− 1

2 (Γ) com núcleo γ−1(0) = Hm
0 (Ω), verificando a seguinte

condição

γu = (γ0u, γ1u, . . . , γm−1u) , ∀u ∈ D(Ω).

Tal aplicação admite uma inversa à direita linear e cont́ınua.

Demonstração: Ver [14].

Além desses resultados, considerando os espaços de HilbertH0(Ω) = {u ∈ L2(Ω);

∆u ∈ L2(Ω)} e H1(Ω) = {u ∈ H1(Ω); ∆u ∈ L2(Ω)} munidos dos produtos internos

(u, v)0 = (u, v)L2(Ω) + (∆u, ∆v)L2(Ω); ∀ u , v ∈ H0(Ω) e

(u, v)0 = (u, v)H1(Ω) + (∆u, ∆v)L2(Ω); ∀ u , v ∈ H1(Ω), respectivamente, temos os

seguintes resultados:

Proposição 1.22. A aplicação linear γ : D(Ω) → H− 1
2 (Γ) ×H− 3

2 (Γ) definida por

u 7→ γu = (γ0u, γ1u) se estende por continuidade a uma única aplicação linear e

cont́ınua

γ : H0(Ω) → H− 1
2 (Γ)×H− 3

2 (Γ)

u 7→ γu = (γ0u, γ1u).

Além disso, a aplicação γ acima coincide com a aplicação traço de ordem dois.

Demonstração: Ver [4].
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Proposição 1.23. A aplicação linear γ1 : D(Ω) → H− 1
2 (Γ) definida por

u 7→ γ1u = ∂u
∂ν

∣∣
Γ

se estende por continuidade a uma única aplicação linear e cont́ınua

γ1 : H1(Ω) → H− 1
2 (Γ).

Demonstração: Ver [4].

1.2.1 Traço em L2(0, T ; Hm(Ω)).

Pelo visto anteriormente temos que existe uma aplicação traço

γ : Hm(Ω) →
m−1∏
j=0

Hm−j− 1
2 (Γ) (1.1)

que é linear, cont́ınua, sobrejetora, com núcleo Hm
0 (Ω), e admite uma inversa à

direita linear e cont́ınua.

Definamos a aplicação

γ : L2(0, T ; Hm(Ω)) → L2
(
0, T ;

∏m−1
j=0 Hm−j− 1

2 (Γ)
)

u 7→ γu, (γu)(t) = γu(t)
(1.2)

onde γu(t) é a aplicação (1.1) aplicado em u(t) ∈ Hm(Ω). Denotamos as aplicações

(1.1) e (1.2) com o mesmo śımbolo para não sobrecarregar a notação. A aplicação

definida em (1.2) é uma aplicação linear, cont́ınua, sobrejetora, com núcleo

L2(0, T ; Hm
0 (Ω)), que admite uma inversa à direita τ linear e cont́ınua, isto é,

τ : L2

(
0, T ;

m−1∏
j=0

Hm−j− 1
2 (Γ)

)
7→ L2(0, T ; Hm(Ω)), ; γ(τ(η)) = η. (1.3)

De forma análoga podemos definir

γ : H1
0 (0, T ; Hm(Ω)) → H1

0

(
0, T ;

∏m−1
j=0 Hm−j− 1

2 (Γ)
)

u 7→ γu, (γu)(t) = γu(t)
(1.4)

que tem as mesmas propriedades da aplicação (1.2).

Proposição 1.24. Seja u ∈ L2(0, T ; Hm(Ω)) com u′ ∈ L2(0, T ; Hm(Ω)) então γu′ =

(γu)′.

Demonstração: Ver [4].
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1.2.2 Traço em H−1(0, T ; Hm(Ω))

Seja K = L2(0, T ; Hm(Ω))×L2(0, T ; Hm(Ω)) e M o subespaço fechado de K dos

vetores {α, β} tais que

(α, v)L2(0,T ;Hm(Ω)) + (β, v′)L2(0,T ;Hm(Ω)) = 0,

para todo v ∈ H1
0 (0, T ; Hm(Ω)). Então a aplicação

H−1(0, T ; Hm(Ω)) → M⊥

f 7→ {φ0
f , ψ

0
f} (1.5)

onde {φ0
f , ψ

0
f} ∈ Ef é tal que ‖f‖+‖{φ0

f , ψ
0
f}‖ e Ef = {{φf , ψf} ∈ K; (φf , v) + (ψf , v

′)

= 〈f, v〉 ∀v ∈ H1
0 (Ω)}, isto é, o conjunto dos {φf , ψf} ∈ K tais que f = φf − ψf . A

aplicação definida em (1.5) é uma isometria linear sobrejetora.

Para f ∈ H−1(0, T ; Hm(Ω)) defini-se γ̃f na forma:

〈γ̃f, w〉 =

∫ T

0

(γφ0
f , w)∏m−1

j=0 Hm−j− 1
2 (Γ)

dt +

∫ T

0

(γψ0
f , w

′)∏m−1
j=0 Hm−j− 1

2 (Γ)
dt (1.6)

w ∈ H1
0

(
0, T ;

∏m−1
j=0 Hm−j− 1

2 (Γ)
)
, que é linear e cont́ınua.

Assim temos estabelecido uma aplicação

γ̃ : H−1(0, T ; Hm(Ω)) → H−1
(
0, T ;

∏m−1
j=0 Hm−j− 1

2 (Γ)
)

f 7→ γ̃f
(1.7)

γ̃f definido por (1.6), que é linear e cont́ınua. Esta aplicação é denominada aplicação

traço para as funções de H−1(0, T ; Hm(Ω)). Assim são válidos os seguintes resulta-

dos:

Proposição 1.25. Se u ∈ L2(0, T ; Hm(Ω)) então

γu|
H1

0 (0,T ;
∏m−1

j=0 Hm−j− 1
2 (Γ))

= γ̃u.

Proposição 1.26. Se u ∈ L2(0, T ; Hm(Ω)) então

γ̃u′ = (γu)′.
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Teorema 1.27. A aplicação traço (1.7) é sobrejetora, seu núcleo é H−1(0, T ; Hm
0 (Ω)),

e admite uma inversa à direita τ̃ : H−1(0, T ;
∏m−1

j=0 Hm−j− 1
2 (Γ)) → H−1(0, T ; Hm(Ω))

linear e cont́ınua.

Observação 1.28. Além desses resultados se considerarmos os espaços de Hilbert

H0(Ω) = {u ∈ L2(Ω); ∆u ∈ L2(Ω)} ou H1(Ω) = {u ∈ H1(Ω); ∆u ∈ L2(Ω)} em vez

de Hm(Ω) em conjunto com as proposições 1.22 e 1.23 obteremos a existência das

aplicações

γ : H−1(0, T ;H0(Ω)) → H−1(0, T ; H− 1
2 (Γ)×H− 3

2 (Γ))

e

γ1 : H−1(0, T ;H1(Ω)) → H−1(0, T ; H− 1
2 (Γ)).

1.3 Teorema de Carathéodory

Nesta seção enunciaremos o teorema de Carathéodory que será utilizado no

caṕıtulo 2. O teorema nos fornece a existência de solução para um problema de

Cauchy em um intervalo [0, tm], para cada m ∈ N. A demonstração deste resultado

pode ser encontrada em [5].

Seja Ω ⊂ Rn+1 um conjunto aberto cujos elementos são denotados por (t, x),

t ∈ R, x ∈ Rn e seja f : Ω → Rn uma função.

Consideremos o problema de valor inicial

{
x′(t) = f(t, x(t)),
x(t0) = x0,

(1.8)

Dizemos que f : Ω → Rn satisfaz as condições de Carathéodory sobre Ω se:

(i) f(t, x) é mensurável em t para cada x fixado;

(ii) f(t, x) é cont́ınua em x para quase todo t fixado;

(iii) para cada compacto K ⊂ Ω, existe uma função real mK(t), integrável, tal que

‖f(t, x)‖Rn ≤ mK(t), ∀(t, x) ∈ K.
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Teorema 1.29. (Teorema de Carathéodory) - Seja f : Ω → Rn satisfazendo as

condições de Carathéodory sobre Ω. Então existe uma solução x(t) de (1.8) sobre

algum intervalo |t− t0| ≤ β, β > 0.

Corolário 1.30. Sejam Ω = [0, T [×B com T > 0, B = {x ∈ Rn; |x| ≤ b} onde

b > 0 e f : Ω → Rn nas condições de Carathéodory sobre Ω. Suponhamos que x(t) é

uma solução de (1.8) tal que |x0| ≤ b e que em qualquer intervalo I, onde x(t) está

definida, se tenha |x(t)| ≤ M , ∀t ∈ I, M independente de I e M < b. Então x(t)

possui um prolongamento à todo [0, T ].

1.4 Resultados auxiliares

Nesta seção enunciaremos resultados importantes que serão utilizados ao longo

de todo o trabalho.

Proposição 1.31. (Desigualdade de Cauchy-Schwarz) - Sejam x, y ∈ Rn,

então

|x.y| ≤ |x||y|.

Definição 1.32. Seja E um espaço de Banach. A topologia fraca σ(E,E ′) sobre E

é a topologia menos fina sobre E que torna cont́ınuas todas as aplicações f ∈ E ′.

Seja (xn)n∈N uma seqüência de E a qual converge para x em E na topologia fraca

σ(E, E
′
). Utilizamos, neste caso, a seguinte notação:

xn ⇀ x em E.

Proposição 1.33. Seja (xn)n∈N uma seqüência em E, então:

(i) xn ⇀ x em E se, e somente se, 〈f, xn〉 → 〈f, x〉, ∀f ∈ E ′.

(ii) Se xn → x em E, então xn ⇀ xem E.

(iii) Se xn ⇀ xem E, então ‖xn‖E é limitada e ‖x‖E ≤ lim inf‖xn‖E.

(iv) Se xn ⇀ xem E e fn → f em E ′, então 〈fn, xn〉 → 〈f, x〉.
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Demonstração: Ver [2].

Seja E um espaço de Banach e seja x ∈ E fixo. Definamos Jx : E ′ → R por

〈Jx, f〉 = 〈f, x〉.

As aplicações Jx são lineares e cont́ınuas, portanto Jx ∈ E ′′, ∀x ∈ E.

Definamos, agora, J : E → E ′′ tal que J(x) = Jx.

Definição 1.34. A topologia fraca ∗, também designada por σ(E ′, E), é a topologia

menos fina sobre E ′ que torna cont́ınuas todas as aplicações Jx.

Proposição 1.35. Seja (fn)n∈N uma seqüência em E ′, então:

(i) fn ⇀∗ f em E ′ se, e somente se, 〈fn, x〉 → 〈f, x〉, ∀x ∈ E.

(ii) Se fn → f em E ′, então fn ⇀ f em E ′.

(iii) Se fn ⇀ f em E ′, então fn ⇀∗ f em E ′.

Demonstração: Ver [2].

Lema 1.36. Sejam E um espaço de Banach reflexivo e (xn)n∈N uma seqüência

limitada em E, então existe uma subseqüência (xnk
)k∈N de (xn)n∈N e x ∈ E, tal que

xnk
⇀ x fracamente em E.

Demonstração: Ver [2].

Lema 1.37. Sejam E um espaço de Banach separável e (fn)n∈N uma seqüência

limitada em E ′, então existe uma subseqüência (fnk
)k∈N e f ∈ E ′, tal que

fnk
⇀∗ f em E ′.

Demonstração: Ver [2].

Lema 1.38. (Lema de Gronwall) - Sejam z ∈ L∞(0, T ) e f ∈ L1(0, T ) tais que

z(t) ≥ 0, f(t) ≥ 0 e seja c uma constante não negativa. Se

f(t) ≤ c +

∫ t

0

z(s)f(s)ds, ∀t ∈ [0, T ],
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então

f(t) ≤ ce
∫ t
0 z(s)ds, ∀t ∈ [0, T ].

Demonstração: Ver [11].

Lema 1.39. Seja Ω um aberto do Rn de classe C∞. Sejam s1, s2 e s3 números reais

tais que

s1 > s2 > s3.

Então, para todo η > 0 existe uma constante C(η) tal que

‖u‖Hs2 (Ω) ≤ η‖u‖Hs1 (Ω) + C(η)‖u‖Hs3 (Ω), ∀u ∈ Hs1(Ω).

Demonstração: Ver [9].

Proposição 1.40. (Teorema de Aubin-Lions) - Sejam B0, B, B1 três espaços

de Banach tais que B0 ↪→c B ↪→ B1, onde B0 e B1 são reflexivos. Definamos

W =

{
v; v ∈ Lp0(0, T ; B0), v′ =

dv

dt
∈ Lp1(0, T ; B1)

}
,

onde 1 < p0, p1 < ∞, e consideremos W munido da norma

‖v‖Lp0 (0,T ;B0) + ‖v′‖Lp1 (0,T ;B1),

o que o torna um espaço de Banach. Então, a imersão de W em Lp0(0, T ; B) é

compacta.

Proposição 1.41. (Lema de Lions) - Seja (uν) uma sucessão de funções perten-

centes à Lq(Q) com 1 < q < ∞. Se

(i) uν → u quase sempre em Q

(ii) ‖uν‖Lq(Q) ≤ C, ∀ν ∈ N;

então uν ⇀ u fraco em Lq(Q).
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Proposição 1.42. (Fórmula de Gauss e a Fórmula de Green) - Seja Ω um

aberto limitado bem regular do Rn. Se u, v ∈ H1(Ω), então para 1 ≤ i ≤ n temos

que ∫

Ω

u
∂v

∂xi

dx = −
∫

Ω

∂u

∂xi

vdx +

∫

Γ

(γ0u)(γ0v)νidΓ,

onde ν = (ν1, ν2, . . . , νn) e ν denota o vetor normal unitário exterior à Γ.

Se u ∈ H2(Ω) e v ∈ H1(Ω), temos a fórmula de Green:

∫

Ω

∇u∇vdx = −
∫

Ω

∆uvdx +

∫

Γ

v
∂u

∂ν
dΓ.

Demonstração: Ver [4].

Proposição 1.43. (Fórmula de Green generalizada) - Para todo u ∈ H1(Ω)e

v ∈ H1(Ω), tem-se

(∆u, v)L2(Ω) + (∇u,∇v)L2(Ω) = 〈γ1u, γ0v〉H− 1
2 (Γ)×H

1
2 (Γ)

,

onde Γ = ∂Ω.

Demonstração: Ver [4].

Proposição 1.44. (Regularidade dos problemas eĺıpticos) - Seja Ω um aberto

de classe C2 com fronteira Γ limitada. Sejam f ∈ L2(Ω) e u ∈ H1
0 (Ω), verificando

∫

Ω

∇u∇ϕ +

∫

Ω

uϕ =

∫

Ω

fϕ, ∀ϕ ∈ H1
0 (Ω).

Então, u ∈ H2(Ω) e ‖u‖H2(Ω) ≤ c‖f‖L2(Ω), onde c é uma constante que só

depende de Ω. Além disso, se Ω é de classe Cm+2 e f ∈ Hm(Ω), então u ∈ Hm+2(Ω)

com ‖u‖Hm+2(Ω) ≤ c‖f‖Hm(Ω); em particular, se m > n
2

então u ∈ C2(Ω). Ainda, se

Ω é de classe C∞ e f ∈ C∞(Ω), então u ∈ C∞(Ω).

Demonstração: Ver [2].

Teorema 1.45. (Propriedade de Continuação Única) Assuma que u pertença

ao espaço L2(Ω×(0, T )) e seja uma solução fraca de ¤u+v(x, t) u = 0 em Ω×(0, T ),
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(onde ¤ é o operador D’Alembertiano) tal que T > diam Ω e v ∈ L∞(0, T ; Ln(Ω)),

onde Ω é um aberto do Rn.

Então se u = 0 em algum conjunto {x ∈ Rn/ a(x) > 0} × (0, T ), temos que

u ≡ 0.

Demonstração: Ver [25].

Lema 1.46. Sejam H e V espaços de Banach, tais que H ↪→ V . Se u ∈ L1(0, T ; H)

e u′ ∈ L1(0, T ; V ) então u ∈ C0([0, T ]; V ).

Demonstração: Ver [24].

Teorema 1.47. (Regra da Cadeia) Seja G ∈ C1(R) tal que G(0) = 0 e |G′(s)| ≤
M para todo s ∈ R. Seja u ∈ W 1,p(Ω). Então a função G ◦ u ∈ W 1,p(Ω) e

∂

∂xi

(G ◦ u) = (G′ ◦ u)
∂u

∂xi

, 1 ≤ i ≤ n.

Demonstração: Ver [7].

Observação 1.48. É conveniente observar uma conseqüência muito útil da de-

sigualdade de Hölder: Seja f1, f2, ..., fk funções tais que

fi ∈ Lpi(Ω) 1 ≤ i ≤ k com
1

p
=

1

p1

+
1

p2

+ ... +
1

pk

.

Então o produto f = f1f2....fk ∈ Lp(Ω) e

‖f‖Lp ≤ ‖f1‖Lp1 ...‖fk‖Lpk .

Em particular, se f ∈ Lp(Ω) ∩ Lq(Ω) com 1 ≤ p 5≤ ∞, então f ∈ Lr(Ω) para

todo p ≤ r ≤ q se verifica a desigualdade de interpolação.

‖f‖Lr ≤ ‖f‖α
Lp‖f‖1−α

Lq onde
1

r
=

α

p
+

1− α

q
(0 ≤ α ≤ 1).
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1.5 Teoria Espectral

Teorema 1.49. (Teorema Espectral para Operadores compactos Auto-

Adjuntos em Espaço de Hilbert) -Sejam H um espaço de Hilbert real e A ∈ L(H)

tais que a dimH = +∞ e A seja compacto e auto-adjunto. Então

1. 0 ∈ σ(A);

2. σ(A)\{0} = V P (A)\{0};

3. σ(A)\{0} = V P (A)\{0} é finito ou no máximo enumerável. Se σ(A)\{0}
= {λn}n∈N, então |λn| ≥ |λn+1|, ∀ n ∈ N, λn → 0 quando n →∞;

4. λ1 = max{|m|, |M |}, onde m = inf‖u‖=1, u∈H{(Au, u)} e

M = max‖u‖=1, u∈H{(Au, u)};

5. os vetores próprios correspondentes aos λ′ns, {wn}n∈N ⊂ H, formam uma

seqüência ortonormal em H.

6. para cada v ∈ H, temos que

Av =
∞∑

n=1

(Av, wn)wn =
∞∑

n=1

λn(v, wn)wn;

7. para cada u ∈ H, temos u = u0 +
∑∞

n=1(u,wn)wn, onde u0 ∈ Ker(A);

Corolário 1.50. Sejam H espaço de Hilbert separável real com dimH = +∞, e

B : D(B) ⊆ H → H, linear, auto-adjunto, ((Bu, u) ≥ 0), ∀u ∈ D(B), B bijetivo,

D(B) = H, B operador não limitado de H. Suponhamos que D(B) esta imerso

compactamente em H. Suponhamos que D(B) é um espaço de Banach com a norma

do gráfico ‖u‖D(B) = (‖u‖2
H + ‖Bu‖2

H)2. Então:

1. ‖u‖1 = ‖Bu‖H é também uma norma em D(B) equivalente a norma do gráfico;

2. B−1 : H → H satisfaz as hipóteses do Teorema Espectral;
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3. existe uma seqüência {wn}n ⊂ D(B) no máximo enumerável e seqüência

{µn}n ⊂ R,0 < µ1 < µ2 < ... com µn →∞ tal que Bwn = µnwn, ∀ n ∈ N;

4. os w′
ns formam uma base Hilbertiana para H;

5. D(B) é um espaço de Hilbert com relação aos produtos internos induzidos pelas

normas ‖.‖D(B) e ‖.‖1;

6. (zn)n = (
wn

µn

) é base Hilbertiana (D(B), ‖.‖1). Em particular, para todo v ∈
D(B) tem-se v =

∑∞
n=1(v, zn)zn.

Proposição 1.51. O operador −∆ : H1
0 (Ω) ∩H2(Ω) ⊂ L2(Ω) → L2(Ω) satisfaz as

hipóteses do corolário do Teorema Espectral.

As demonstrações dos resultados anteriores podem ser encontradas em Milla [16].
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Caṕıtulo 2

Existência e Unicidade de Solução

Nos resultados a seguir omitiremos, eventualmente, as variáveis de modo a não

sobrecarregarmos a notação. Usaremos , também, as notações ut e u′ para denotar-

mos a derivada de u em relação ao parâmetro t.

Seja Ω um domı́nio exterior do Rn, n ≥ 1, de modo que A = Rn\Ω é um conjunto

compacto do Rn, com fronteira ∂Ω = Γ de classe C2, e seja ν o vetor normal unitário

exterior à Γ. Consideremos o seguinte problema

utt −∆u + a(x)ut + |u|ρu = 0 em Ω×]0, +∞[ (2.1)

u(x, 0) = u0(x) , ut(x, 0) = u1(x) em Ω (2.2)

u = 0 sobre Γ×]0, +∞[. (2.3)

No que segue utilizaremos as seguintes notações:

(u, v) =

∫

Ω

u(x)v(x)dx,

‖u‖2
2 =

∫

Ω

|u(x)|2dx,

‖u‖2
H1

0 (Ω) = ‖u‖2
2 + ‖∇u‖2

2.

Hipótese sobre ρ :

(H.1)-Considere ρ ∈ R tal que

0 < ρ ≤ 2

n− 2
, e ρn ≥ 2 para n ≥ 3 e ρ > 0 com ρn ≥ 2 se n = 1, 2.
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Hipótese sobre as condições iniciais :

(H.2)-Assuma que:

{u0, u1} ∈ (H1
0 (Ω) ∩H2(Ω))×H1

0 (Ω)

(H.3)-Assuma que:

{u0, u1} ∈ H1
0 (Ω)× L2(Ω)

Hipótese sobre a função a :

(H.4)- Considere a(.) uma função não negativa definida sobre Ω, pertencente a

L∞(Ω).

A energia associada ao problema (2.1) é dada pela seguinte expressão

E(t) =
1

2

∫

Ω

(|ut|2 + |∇u|2)dx +
1

ρ + 2

∫

Ω

|u|ρ+2dx. (2.4)

Nas seções que seguem, demonstraremos a existência e a unicidade para o pro-

blema (2.1)-(2.3) utilizando o método de Galerkin para a prova da existência. Os

principais resultados estão enunciados nos teoremas abaixo.

Teorema 2.1. Sob as hipóteses (H.1), (H.2) e (H.4) o problema (2.1)-(2.3) possui

uma única solução regular. Entendemos por solução regular do problema (2.1)-(2.3)

uma função u tal que

u ∈ L∞(0, T ; H1
0 (Ω) ∩H2(Ω)),

u′ ∈ L∞(0, T ; H1
0 (Ω)),

u′′ ∈ L∞(0, T ; L2(Ω)). (2.5)

verificando

utt −∆u + a(x)ut + |u|ρu = 0 q.s. em Ω× (0, T )

Proposição 2.2. Sob as hipóteses do Teorema 2.1 o problema (2.1)-(2.3) possui

uma única solução u tal que

u ∈ Cs(0, T ; H1
0 (Ω) ∩H2(Ω)) ∩ C1

s (0, T ; H1
0 (Ω)) e u′′ ∈ L∞(0, T ; L2(Ω)). (2.6)
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Teorema 2.3. Sob as hipóteses (H.1), (H.3) e (H.4) o problema (2.1)-(2.3) possui

uma única solução fraca, ou seja, a solução u satisfaz

u ∈ C0([0, T ]; H1
0 (Ω)) ∩ C1([0, T ]; L2(Ω)) com u′′ ∈ C0([0, T ]; H−1(Ω)). (2.7)

e verifica

d

dt
(u′(t), v) + (∇u,∇v) + (a(x)u′(t), v) + (|u(t)|ρu(t), v) = 0 em D′(0, T ),

para toda v ∈ H1
0 (Ω).

2.1 Solução Regular

2.1.1 Existência de solução regular

Considere {wµ} uma base de H1
0 (Ω) ∩H2(Ω).

Definamos,

Vm = [w1, ..., wm] (2.8)

e consideremos o problema aproximado





um(t) =
m∑

j=1

gjm(t)wj ∈ Vm

(u
′′
m(t), v) + (∇um(t),∇v) + (a(x)u′m(t), v) + (|um(t)|ρum(t), v) = 0,

∀v ∈ Vm

um(0) = u0m → u0 em H1
0 (Ω) ∩H2(Ω),

u′m(0) = u1m → u1 em H1
0 (Ω).

(2.9)

Pelo Teorema de Carathéodory o sistema de EDO’s possui solução local em um in-

tervalo [0, tm), onde um e u′m são absolutamente cont́ınuas e u
′′
m existe quase sempre.

A primeira estimativa a priori permitirá estender a solução à todo intervalo [0, +∞).

Primeira estimativa a priori:

Considerando v = u′m(t) em (2.9) temos

(u′′m(t), u′m(t)) + (∇um(t),∇u′m(t)) + (|um(t)|ρum(t), u′m(t)) = −(a(x)u′m(t), u′m(t)),
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ou seja,

∫

Ω

u′′m(t)u′m(t)dx +

∫

Ω

∇um(t)∇u′m(t)dx +

∫

Ω

|um(t)|ρum(t)u′m(t)dx

= −
∫

Ω

a(x)|u′m(t)|2dx. (2.10)

Notemos, inicialmente, que são válidas as seguintes igualdades no sentido das

distribuições:

∫

Ω

u′′m(t)u′m(t)dx =
1

2

d

dt
‖u′m(t)‖2

2, (2.11)
∫

Ω

∇um∇u′mdx =
1

2

d

dt
‖∇um(t)‖2

2, (2.12)
∫

Ω

|um(t)|ρum(t)u′m(t)dx =
1

ρ + 2

d

dt
‖um(t)‖ρ+2

ρ+2. (2.13)

De fato, considere θ ∈ D(0, tm). Então, pelo Teorema de Fubini,

〈
∫

Ω

u′′m(t)u′m(t)dx, θ〉 =

∫ tm

0

∫

Ω

u′′m(t)u′m(t)θ(t)dxdt

=

∫

Ω

∫ tm

0

1

2

d

dt
[‖(u′m(t))2‖]θ(t)dtdx

= −1

2

∫

Ω

∫ tm

0

|u′m(t)|2θ′(t)dtdx

= −1

2

∫ tm

0

∫

Ω

|u′m(x, t)|2dxθ′(t)dt = −1

2
〈‖u′m(t)‖2

2, θ
′〉

= 〈1
2

d

dt
‖u′m(t)‖2

2, θ〉,

o que prova a igualdade (2.11).

Analogamente provamos (2.12).

Finalmente, seja θ ∈ D(0, tm). Logo, pelo Teorema de Fubini

〈
∫

Ω

|um(t)|ρum(t)u′m(t)dx, θ〉 =

∫ tm

0

∫

Ω

|um(t)|ρum(t)u′m(t)θ(t)dxdt

=

∫

Ω

∫ tm

0

1

ρ + 2

d

dt
|um(x, t)|ρ+2θ(t)dxdt
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=
1

ρ + 2

∫

Ω

{
(u′m(t))ρ+2θ(t)

∣∣t=tm

t=0

−
∫ tm

0

|um(x, t)|ρ+2θ′(t)dt

}
dx

= − 1

ρ + 2

∫ tm

0

∫

Ω

|um(t)|ρ+2θ′(t)dxdt

= 〈 1

ρ + 2

d

dt
‖um(t)‖ρ+2

ρ+2, θ〉.

De (2.4) e das expressões acima segue que

E ′
m(t) =

1

2

d

dt
‖u′m(t)‖2

2 +
1

2

d

dt
‖∇um(t)‖2

2 +
1

ρ + 2

d

dt
‖um(t)‖ρ+2

ρ+2. (2.14)

Como

∫

Ω

a(x)|u′m(t)|2dx ≥ 0,

De (2.10) e de (2.14) obtemos

E ′
m(t) = −

∫

Ω

a(x)|u′m(t)|2dx ≤ 0, (2.15)

o que implica que E ′
m(t) é não crescente.

Portanto,

1

2

d

dt
‖u′m(t)‖2

2 +
1

2

d

dt
‖∇um(t)‖2

2 +
1

ρ + 2

d

dt
‖um(t)‖ρ+2

ρ+2 ≤ 0. (2.16)

Considere t ∈ [0, tm). Integrando (2.16) no intervalo [0,t) t < tm, obtemos

1

2
‖u′m(t)‖2

2 +
1

2
‖∇um(t)‖2

2 +
1

ρ + 2
‖um(t)‖ρ+2

ρ+2 ≤ ‖u′m(0)‖2
2 + ‖∇um(0)‖2

2

+
1

ρ + 2
‖um(0)‖ρ+2

ρ+2.

Logo,

1

2
‖u′m(t)‖2

2 +
1

2
‖∇um(t)‖2

2 +
1

ρ + 2
‖um(t)‖ρ+2

ρ+2 ≤ c; ∀ t ∈ [0, tm); ∀m ∈ N, (2.17)

onde c independe de t e de m.
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Usando o corolário do teorema de Carathéodory podemos estender as soluções

um qualquer que sejam, ao todo intervalo [0,T], T > 0.

Conseqüentemente, para todo T > 0 temos que

(u′m)m∈N é limitada em L∞(0, T ; L2(Ω)), (2.18)

(
∂um

∂xi

)m∈N é limitada em L∞(0, T ; L2(Ω)), (2.19)

(um)m∈N é limitada em L∞(0, T ; Lρ+2(Ω)). (2.20)

Além disso, de (2.10) segue que

1

2

d

dt
‖u′m(t)‖2

2 +
1

2

d

dt
‖∇um(t)‖2

2 +
1

ρ + 2

d

dt
‖um(t)‖ρ+2

ρ+2 +

∫

Ω

a(x)|u′m(t)|2dx = 0.

Somando o termo

1

2

d

dt
‖um(t)‖2

2

em ambos os lados da igualdade acima obtemos

1

2

d

dt
‖u′m(t)‖2

2 +
1

2

d

dt
‖∇um(t)‖2

2 +
1

ρ + 2

d

dt
‖um(t)‖ρ+2

ρ+2

+

∫

Ω

a(x)|u′m(t)|2dx +
1

2

d

dt
‖um(t)‖2

2 =
1

2

d

dt
‖um(t)‖2

2. (2.21)

Logo,

1

2

d

dt
‖u′m(t)‖2

2 +
1

2

d

dt
‖um(t)‖2

H1
0 (Ω) +

1

ρ + 2

d

dt
‖um(t)‖ρ+2

ρ+2

+

∫

Ω

a(x)|u′m(t)|2dx =
1

2

d

dt
‖um(t)‖2

2. (2.22)

Por outro lado,

d

dt
‖um(t)‖2

2 = 2(u′m(t), um(t)) ≤ 2‖u′m(t)‖2‖um(t)‖2

≤ ‖u′m(t)‖2
2 + ‖um(t)‖2

2 ≤ ‖u′m(t)‖2
2 + ‖um(t)‖2

H1
0 (Ω).

Assim, de (2.22) temos

1

2

d

dt
‖u′m(t)‖2

2 +
1

2

d

dt
‖um(t)‖2

H1
0 (Ω) +

1

ρ + 2

d

dt
‖um(t)‖ρ+2

ρ+2

+

∫

Ω

a(x)|u′m(t)|2dx ≤ ‖u′m(t)‖2
2 + ‖um(t)‖2

H1
0 (Ω). (2.23)
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Integrando (2.23) no intervalo (0,t), t < T , vem que

1

2
‖u′m(t)‖2

2 +
1

2
‖um(t)‖2

H1
0 (Ω) +

1

ρ + 2
‖um(t)‖ρ+2

ρ+2

+

∫ t

0

∫

Ω

a(x)|u′m(t)|2dx ≤ K1 +

∫ t

0

‖u′m(s)‖2
2 + ‖um(s)‖2

H1
0 (Ω)ds, (2.24)

onde K1 independe de t e m. Resulta dáı, em virtude do Lema de Gronwall, que

∃K2 > 0 (independente de t e m) tal que

1

2
‖u′m(t)‖2

2 +
1

2
‖um(t)‖2

H1
0 (Ω) +

1

ρ + 2
‖um(t)‖ρ+2

ρ+2

+

∫

Ω

a(x)|u′m(t)|2dx ≤ K2. (2.25)

Logo

(um)m∈N é limitada em L∞(0, T ; H1
0 (Ω)). (2.26)

Da hipótese (H.1), segue que

2ρ ≤ 4

n− 2
⇐⇒ 2ρ + 2 ≤ 4

n− 2
+ 2 ⇐⇒ 2 ≤ 2ρ + 2 ≤ 2n

n− 2

e

2 ≤ ρ + 2 ≤ 2n− 2

n− 2
≤ 2n

n− 2
.

Dessa forma conclúımos usando o Teorema 1.15 que

H1
0 (Ω) ↪→ L2(ρ+1)(Ω) e H1

0 (Ω) ↪→ Lρ+2(Ω). (2.27)

Sendo assim

(um)m∈N é limitada em L∞(0, T ; L2(ρ+1)(Ω)). (2.28)

Segunda estimativa a priori:

O nosso intuito é derivar o problema aproximado em relação à t. No que segue,

faremos alguns cálculos que serão necessários à obtenção da expressão desejada.
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Podemos, sem perda de generalidade, considerar a base (wµ) como sendo ortonor-

mal em L2(Ω). Resulta dáı e de (2.9) que

g′′jm(t) = (u′′m(t), wj) = −(a(x)u′m(t), wj)− (∇um(t),∇wj)

− (|um(t)|ρum(t), wj). (2.29)

Como o lado direito da igualdade acima pertence a L2(0, T ) resulta que g′′jm ∈
L2(0, T ), onde aqui as derivadas são entendidas no sentido de Dini.

Logo

∫ T

0

‖u′′m(t)‖2
2dt =

∫ T

0

‖
m∑

j=1

g′′jm(t)ωj‖2
2dt

≤ c(m)
m∑

j=1

‖ωj‖2
2

∫ T

0

|g′′jm(t)|2dt < +∞

ou seja,

u′′m ∈ L2(0, T ; L2(Ω)), (2.30)

onde aqui, novamente, as derivadas são entendidas no sentido de Dini. Por outro

lado, sendo
d

dt
a derivada no sentido distribucional em D′(0, T ; L2(Ω)) e θ ∈ D(0, T ),

temos

〈 d

dt
um, θ〉 = −

∫ T

0

um(t)θ′dt =

∫ T

0

{
m∑

j=1

gjm(t)wj}θ′(t)dt

=
m∑

j=1

{−
∫ T

0

gjm(t)θ′(t)dt}wj =
m∑

j=1

−{gjm(t)θ(t)dt|T0 −
∫ T

0

g′jm(t)θ(t)dt}wj

= {
m∑

j=1

∫ T

0

g′jm(t)θ(t)dt}wj =

∫ T

0

u′m(t)θ(t)dt = 〈u′m, θ〉

o que prova que a derivada distribucional de um e a derivada clássica coincidem.

De maneira análoga prova-se que

〈 d

dt
u′m, θ〉 = 〈u′′m, θ〉

ou seja, que as derivadas distribucionais e clássicas de 1a e 2a ordem coincidem.
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Por outro lado, usando propriedades da integral de Bochner não é dif́ıcil constatar

que

〈 d

dt
(∇um(t),∇wj), θ〉 = 〈(∇u′m(t),∇wj), θ〉

〈 d

dt
(a(x)u′m(t), wj), θ〉 = 〈(a(x)u′′m(t), wj)〉

〈 d

dt
(|um(t)|ρum(t), wj), θ〉 = 〈(ρ + 1)

∫

Ω

|um(t)|ρu′m(t)wj dx, θ〉.

Das relações acima e de (2.29) resulta que

d

dt
(u′′m(t), wj) = −(∇u′m(t),∇wj)− (a(x)u′′m(t), wj)

− (ρ + 1)

∫

Ω

|um(t)|ρu′m(t)wj dx (2.31)

em L2(0, T ), ou seja, de (2.29) vem que:

g′′′jm ∈ L2(0, T ),

onde as três derivadas são no sentido distribucionais. Dáı vem que

∫ T

0

‖u′′′m(t)‖2
2dt =

∫ T

0

‖
m∑

j=1

g′′′jm(t)wj‖2
2dt < +∞,

isto é,

u′′′m ∈ L2(0, T ; L2(Ω)). (2.32)

Derivando o problema aproximado decorre que

(u′′′m(t), wj) + (∇u′m(t),∇wj) + (a(x)u′′m(t), wj) + (ρ + 1)(|um(t)|ρu′m(t), wj) (2.33)

Multiplicando-se a equação (2.33) por g′′jm e somando-se em j, chegamos à

1

2

d

dt
[‖u′′m(t)‖2

2 + ‖∇u′m(t)‖2
2] +

∫

Ω

a(x)|u′′m(t)|2dx

+ (ρ + 1)

∫

Ω

|um(t)|ρu′m(t)u′′m(t)dx = 0. (2.34)
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Donde

1

2

d

dt
[‖u′′m(t)‖2

2 + ‖∇u′m(t)‖2
2] +

∫

Ω

a(x)|u′′m(t)|2dx

≤ (ρ + 1)

∫

Ω

|um(t)|ρ|u′m(t)||u′′m(t)|dx. (2.35)

Por outro lado, um(t), u′m(t), u′′m(t) ∈ H1
0 (Ω) e como H1

0 (Ω) ↪→ L2(ρ+1)(Ω) temos

|um(t)|ρ ∈ L
2(ρ+1)

ρ (Ω), |u′m(t)| ∈ L2(ρ+1)(Ω) e |u′′m(t)| ∈ L2(Ω).

Além disso, como
ρ

2(ρ + 1)
+

1

2(ρ + 1)
+

1

2
= 1, pela desigualdade de Hölder genera-

lizada, obtemos

(ρ + 1)

∫

Ω

|um(t)|ρ|u′m(t)||u′′m(t)|dx

≤ (ρ + 1)‖um(t)‖ρ
2(ρ+1)‖u′m(t)‖2(ρ+1)‖u′′m(t)‖2. (2.36)

Logo, de (2.34) e (2.36)

1

2

d

dt
[‖u′′m(t)‖2

2 + ‖∇u′m(t)‖2
2] +

∫

Ω

a(x)|u′′m(t)|2dx

≤ (ρ + 1)‖um(t)‖ρ
2(ρ+1)‖u′m(t)‖2(ρ+1)‖u′′m(t)‖2.

Integrando no intervalo (0,t), t < T segue que

1

2
[‖u′′m(t)‖2

2 + ‖∇u′m(t)‖2
2] +

∫ t

0

∫

Ω

a(x)|u′′m(s)|2dxds

≤ ‖u′′m(0)‖2
2 + ‖∇u′m(0)‖2

2 + (ρ + 1)

∫ t

0

‖um(s)‖ρ
2(ρ+1)‖u′m(s)‖2(ρ+1)‖u′′m(s)‖2ds.

De (2.28) temos que

(um)m∈N é limitada em L∞(0, T ; L2(ρ+1)(Ω)),

portanto, ∃ K3 > 0 tal que ‖um‖L∞(0,T ;L2(ρ+1)(Ω)) ≤ K3; ∀m ∈ N donde

1

2
[‖u′′m(t)‖2

2 + ‖∇u′m(t)‖2
2] +

∫ t

0

∫

Ω

a(x)|u′′m(s)|2dxds ≤ ‖u′′m(0)‖2
2 + ‖∇u′m(0)‖2

2

+
(ρ + 1)

2
‖um(t)‖L∞(0,T ;L2(ρ+1)(Ω))

∫ t

0

[‖u′m(s)‖2
2(ρ+1) + ‖u′′m(s)‖2

2]ds

≤ ‖u′′m(0)‖2
2 + ‖∇u′m(0)‖2

2 +
(ρ + 1)

2
K3

∫ t

0

[‖u′m(s)‖2
2(ρ+1) + ‖u′′m(s)‖2

2]ds. (2.37)

35



Resta-nos estimar ‖u′′m(0)‖2. Considerando t = 0 e v = u′′m(0) no problema

aproximado (2.9) temos

‖u′′m(0)‖2
2 = −(∇um(0),∇u′′m(0))− (a(x)u′m(0), u′′m(0))

− (|um(0)|ρum(0), u′′m(0)). (2.38)

Como um(0) ∈ H1
0 (Ω) ∩H2(Ω) e u′′m(0) ∈ H1

0 (Ω), então decorre da Fórmula de

Green que

(∇um(0),∇u′′m(0)) = −(∆um(0), u′′m(0)). (2.39)

Substituindo (2.39) em (2.38) obtemos

‖u′′m(0)‖2
2 = (4um(0), u′′m(0))− (a(x)u′m(0), u′′m(0))

− (|um(0)|ρum(0), u′′m(0)). (2.40)

Ou seja,

‖u′′m(0)‖2
2 ≤

∫

Ω

4um(0)|u′′m(0)|dx +

∫

Ω

|um(0)|ρ+1|u′′m(0)|dx +

∫

Ω

a(x)|u′m(0)||u′′m(0)|dx

≤ ‖4um(0)‖2‖u′′m(0)‖2 + ‖um(0)‖ρ+1
2(ρ+1)‖um(0)‖2 + ‖a‖∞‖u′m(0)‖2‖u′′m(0)‖2

= (‖4um(0)‖2 + ‖um(0)‖ρ+1
2(ρ+1) + ‖a‖∞‖u′m(0)‖2)‖um(0)‖2.

Portanto,

‖u′′m(0)‖2 ≤ ‖4um(0)‖2 + ‖um(0)‖ρ+1
2(ρ+1) + ‖a‖∞‖u′m(0)‖2. (2.41)

De (2.37) e (2.41) temos que

1

2
[‖u′′m(t)‖2

2 + ‖∇u′m(t)‖2
2] +

∫ t

0

∫

Ω

a(x)|u′′m(s)|2dxds

≤ 4[‖∆um(0)‖2
2 + ‖um(0)‖2(ρ+1)

2(ρ+1) + ‖a‖2
∞‖u′m(0)‖2

2] + ‖∇u′m(0)‖2
2

+
(ρ + 1)

2
K3

∫ t

0

[‖u′m(s)‖2
2(ρ+1) + ‖u′′m(s)‖2

2]ds.
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Somando
1

2
‖u′m(t)‖2 em ambos os lados da desigualdade acima obtemos

1

2
[‖u′′m(t)‖2

2 + ‖u′m(t)‖H1
0 (Ω)] +

∫ T

0

∫

Ω

a(x)|u′′m(s)|2dxds

≤ ‖um(0)‖H1
0 (Ω) + ‖um(0)‖ρ+1

2(ρ+1) + ‖a‖∞‖u′m(0)‖2 + ‖∇u′m(0)‖2
2

+
(ρ + 1)

2
K3

∫ t

0

[‖u′m(s)‖H1
0 (Ω) + ‖u′′m(s)‖2

2]ds

+
1

2
‖u′m(t)‖2. (2.42)

De (2.18) e do Lema de Gronwall obtemos que

1

2
[‖u′′m(t)‖2

2 + ‖u′m(t)‖H1
0 (Ω)] ≤ C1, (2.43)

onde C1 é uma constante positiva que independe de m e de t.

Logo,

(u′m)m∈N é limitada em L∞(0, T ; H1
0 (Ω)), (2.44)

(u′′m)m∈N é limitada em L∞(0, T ; L2(Ω)). (2.45)

Das 1a e 2a estimativas a priori podemos extrair uma subseqüência de (um)m∈N

que também denotaremos por (um)m∈N satisfazendo:

um ⇀∗ u em L∞(0, T ; H1
0 (Ω)), (2.46)

u′m ⇀∗ v em L∞(0, T ; H1
0 (Ω)), (2.47)

u′′m ⇀∗ w em L∞(0, T ; L2(Ω)). (2.48)

Notemos que ao identificarmos L2(Ω) com o seu dual, isto é,

L2(Ω) ≡ [L2(Ω)]′,

temos que vale a seguinte cadeia de imersões

H1
0 (Ω) ↪→ L2(Ω) ↪→ H−1(Ω) = [H1

0 (Ω)]′.
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Sendo assim,

L∞(0, T ; H1
0 (Ω)) ↪→ L2(0, T ; L2(Ω)) ↪→ D′(0, T ; L2(Ω)). (2.49)

Logo, de (2.46) temos que

um → u em D′(0, T ; L2(Ω)).

Da continuidade do operador derivada no sentido das distribuições obtemos que:

u′m → u′ em D′(0, T ; L2(Ω)).

Por outro lado, de (2.47) e de (2.48) decorre que

u′m → v em D′(0, T ; L2(Ω)).

Da unicidade de limite em D′(0, T ; L2(Ω)) obtemos que v = u′.

Agora, usando o fato de u′m ⇀∗ u′ e de (2.49) temos que

u′m → u′ em D′(0, T ; L2(Ω)).

Novamente, da continuidade do operador derivada no sentido das distribuições

temos que

u′′m → u′′ em D′(0, T ; L2(Ω)).

Por outro lado, de (2.48) e de (2.49) decorre que

u′′m → w em D′(0, T ; L2(Ω)).

Da unicidade de limite em D′(0, T ; L2(Ω)) resulta que w = u′′.

Portanto,

um ⇀∗ u em L∞(0, T ; H1
0 (Ω)), (2.50)

u′m ⇀∗ u′ em L∞(0, T ; H1
0 (Ω)), (2.51)

u′′m ⇀∗ u′′ em L∞(0, T ; L2(Ω)). (2.52)
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Definamos

Bi = {x ∈ Rn; ‖xi‖ < i}, i ∈ N.

Logo, Ω ⊂
⋃

i∈N
Bi e, de (2.26) e (2.18) segue, para todo i ∈ N, que

(um)m∈N é limitada em L∞(0, T ; H1
0 (Bi)),

(u′m)m∈N é limitada em L∞(0, T ; L2(Bi)).

Em virtude do Teorema 1.40 (Aubin Lions) podemos extrair uma subseqüência

de (um) que ainda denotaremos pela mesma notação de modo que

(um)m∈N → ui forte em L2(0, T ; L2(Bi)); ∀i ∈ N. (2.53)

Resulta dáı e de (2.50), pela unicidade do limite fraco em L2(0, T ; L2(Bi)) que

ui = u q.s. em ]0, T [×Bi; ∀ i ∈ N.

Assim, de (2.53) decorre que um → u forte em L2(0, T ; L2(Bi)); ∀ i ∈ N, donde

um → u q.s. em]0, T [×Bi; ∀ i ∈ N,

ou seja,

um → u q.s. em ]0, T [×Ω.

Pela continuidade da aplicação λ ∈ R 7→ G(λ) = |λ|ρλ decorre que

|um|ρum → |u|ρu q.s. em ]0, T [×Ω. (2.54)

Por outro lado, de (2.27) segue que

(|um|ρum)m∈N é limitada em L∞(0, T ; L2(Ω)). (2.55)

De (2.54) e (2.55) e em virtude do Lema de Lions 1.41 vem que

|um|ρum ⇀ |u|ρu fracamente em L2(0, T ; L2(Ω)). (2.56)
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Verifiquemos, agora, que a função u obtida verifica o problema (2.1)-(2.3).

Com efeito, seja θ ∈ D(0, T ) e consideremos j ∈ N e m > j. De (2.9) podemos

escrever

∫ T

0

(u′′m, wj)θ(t)dt +

∫ T

0

(∇um,∇wj)θ(t)dt +

∫ T

0

(a(x)u′m, wj)θ(t)dt

+

∫ T

0

(|um|ρum, wj)θ(t)dt = 0. (2.57)

As convergências dadas em (2.50), (2.51), (2.52) e (2.56) permite-nos passar o

limite quando m →∞ em (2.57) para obter
∫ T

0

(u′′, wj)θ(t)dt +

∫ T

0

(∇u,∇wj)θ(t)dt +

∫ T

0

(a(x)u′, wj)θ(t)dt

+

∫ T

0

(|u|ρu,wj)θ(t)dt = 0. (2.58)

Da totalidade do conjunto {wj ; j ∈ N} em H1
0 (Ω) segue que

∫ T

0

(u′′, v)θ(t)dt +

∫ T

0

(∇u,∇v)θ(t)dt +

∫ T

0

(a(x)u′, v)θ(t)dt

+

∫ T

0

(|u|ρu, v)θ(t)dt = 0 (2.59)

∀ v ∈ H1
0 (Ω) e θ ∈ D(0, T ).

Considerando, em particular v ∈ D(Ω) em (2.59) decorre que
∫ T

0

∫

Ω

u′′(x, t)v(x)θ(t)dxdt −
∫ T

0

(∆u(x, t), v(x))dt

+

∫ T

0

∫

Ω

a(x)u′(x, t)v(x)θ(t)dxdt

+

∫ T

0

∫

Ω

(|u(x, t)|ρu(x, t), v(x)θ(t)dxdt

= 0, (2.60)

para todo θ ∈ D(0, T ).

Assim, da totalidade do conjunto {vθ ; v ∈ D(Ω), θ ∈ D(0, T )} em D(Ω× (0, T ))

segue que

u′′ −∆u + a(x)u′ + |u|ρu = 0 em D′(Ω× (0, T )). (2.61)
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Como u′′, u′ , |u|ρu,∈ L∞(0, T ; L2(Ω)), e a(x)u′ ∈ L∞(0, T ; L2(Ω)), então ∆u ∈
L∞(0, T ; L2(Ω)). Logo,

u′′ −∆u + a(x)u′ + |u|ρu = 0 em L∞(0, T ; L2(Ω)). (2.62)

e pela regularidade dos problemas eĺıpticos (conforme 1.44) vem que

u ∈ L∞(0, T ; H1
0 (Ω) ∩H2(Ω)).

Como

u ∈ L∞(0, T ; H1
0 (Ω) ∩H2(Ω)),

u′ ∈ L∞(0, T ; H1
0 (Ω)),

então

u ∈ H1(0, T ; H1
0 (Ω)) ↪→ C0([0, T ]; H1

0 (Ω)).

Como H1
0 (Ω) ∩H2(Ω) ↪→ H1

0 (Ω) vem pelo lema 1.18 que

u ∈ C0
s ([0, T ]; H1

0 (Ω) ∩H2
0 (Ω)). (2.63)

Por outro lado, como,

u′ ∈ L∞(0, T ; H1
0 (Ω)),

u′′ ∈ L∞(0, T ; L2(Ω)),

então

u′ ∈ H1(0, T ; L2(Ω)) ↪→ C0([0, T ]; L2(Ω)).

Sendo assim

u′ ∈ L∞(0, T ; H1
0 (Ω)),

u′ ∈ C0([0, T ]; L2(Ω)).

Dessa forma, pelo lema 1.18 e H1
0 (Ω) ↪→ L2(Ω) conclúımos que

u′ ∈ C0
s ([0, T ]; H1

0 (Ω)). (2.64)
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De (2.63) e (2.64) vem que:

u ∈ C1
s ([0, T ]; H1

0 (Ω)).

Portanto,

u ∈ C0
s ([0, T ]; H1

0 (Ω) ∩H2(Ω)) ∩ C1
s ([0, T ]; H1

0 (Ω)) e u′′ ∈ L∞([0, T ]; L2(Ω)).

Condições iniciais

Provaremos, inicialmente, que

u(0) = u0. (2.65)

Com efeito, seja θ ∈ C1([0, T ]) tal que θ(0) = 1 e θ(T ) = 0. De (2.51) vem que

se m > j (j arbitrário porém fixado)

∫ T

0

(u′m(t), wj)θ(t)dt →
∫ T

0

(u′(t), wj)θ(t)dt.

Integrando por partes

−(um(0), wj)−
∫ T

0

(um(t), wj)θ
′(t)dt → −(u(0), wj)−

∫ T

0

(u(t), wj)θ
′(t)dt.

Agora, de (2.50) resulta que

∫ T

0

(um(t), wj)θ
′(t)dt →

∫ T

0

(u(t), wj)θ
′(t)dt

o que implica que

(um(0), wj) → (u(0), wj) ∀ j ∈ N,

ou ainda,

(um(0), v) → (u(0), v), ∀ v ∈ L2(Ω).

Resulta, que

um(0) ⇀ u(0) em L2(Ω).
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Por outro lado, como um(0) = u0m → u0 segue que

um(0) ⇀ u0 em L2(Ω)

o que nos leva, face a unicidade do limite fraco, a concluir o desejado em (2.65).

Provaremos a seguir que:

u′(0) = u1. (2.66)

Seja θ ∈ C1([0, T ]) tal que θ(0) = 1 e θ(T ) = 0 e consideremos j ∈ N. Logo do

problema aproximado temos que
∫ T

0

(u′′µ(t), wj)θ(t)dt +

∫ T

0

(∇uµ(t),∇wj)θ(t)dt +

∫ T

0

(a(x)u′µ(t), wj)θ(t)dt

+

∫ T

0

(|uµ(t)|ρuµ(t), wj)θ(t)dt = 0.

Integrando-se por partes resulta que

−(u′µ(0), wj)−
∫ T

0

(u′µ(t), wj)θ
′(t)dt +

∫ T

0

(∇uµ(t),∇wj)θ(t)dt

+

∫ T

0

(a(x)u′µ(t), wj)θ(t)dt +

∫ T

0

(|uµ(t)|ρuµ(t), wj)θ(t)dt = 0.

Tomando-se o limite quando µ → +∞ obtemos

−(u1, wj)−
∫ T

0

(u′(t), wj)θ
′(t)dt +

∫ T

0

(∇u(t),∇wj)θ(t)dt

+

∫ T

0

(a(x)u′(t), wj)θ(t)dt +

∫ T

0

(|u(t)|ρuµ(t), wj)θ(t)dt = 0.

Pela totalidade dos w′
js em H1

0 (Ω) ∩H2(Ω) obtemos

−(u1, v)−
∫ T

0

(u′(t), v)θ′(t)dt +

∫ T

0

(∇u(t),∇v)θ(t)dt +

∫ T

0

(a(x)u′(t), v)θ(t)dt

+

∫ T

0

(|u(t)|ρuµ(t), v)θ(t)dt = 0.

Integrando-se por partes novamente, resulta que

−(u1, v) + (u′(0), v) +

∫ T

0

(u′(t), v)θ(t)dt +

∫ T

0

(∇u(t),∇v)θ(t)dt

+

∫ T

0

(a(x)u′(t), v)θ(t)dt +

∫ T

0

(|u(t)|ρu(t), v)θ(t)dt = 0. (2.67)
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Resulta de (2.67) e (2.62) que

(u1, v) = (u′(0), v); ∀v ∈ H1
0 (Ω).

o que conclui (2.66).

2.1.2 Unicidade de solução regular

Sejam u1 e u2 duas soluções do problema (2.1)-(2.3). Então , z = u1−u2 verifica

(z′′(t), w)− (∆z(t), w) + (a(x)z(t), w) + (|u1|ρu1 − |u2|ρu2, w) = 0

z(0) = z′(0) = 0 ∀w ∈ H1
0 (Ω) e t ∈ [0, T ].

Aplicando a Fórmula de Green, temos que

(z′′(t), w) + (∇z(t),∇w) + (a(x)z′(t), w) + (|u1|ρu1 − |u2|ρu2, w) = 0 (2.68)

∀w ∈ H1
0 (Ω) e t ∈ [0, T ].

Também, obtemos que

||u1|ρu1 − |u2|ρu2| ≤ K(ρ){|u1|ρ + |u2|ρ}|z(t)|. (2.69)

Com efeito, como vimos anteriormente a função G(λ) = |λ|ρλ, λ ∈ R, é tal que

G′(λ) = (ρ + 1)|λ|ρ, o que implica que G ∈ C1(R). Logo, dados α, β ∈ R com α < β

existe, em virtude do Teorema do Valor Médio, ξ ∈]α, β[ tal que

|G(β)−G(α)| ≤ |G′(ξ)||β − α|,

ou ainda,

|G(β)−G(α)| ≤ (ρ + 1)|ξ|ρ|β − α|. (2.70)

Seja θ ∈ (0, 1) verificando

ξ = (1− θ)α + θβ = α + θ(β − α). (2.71)
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Tomando α = u1(x, t) e β = u2(x, t), resulta de (2.70) e (2.71) que

||u1|ρu1 − |u2|ρu2| ≤ (ρ + 1)|u2 + (u1 − u2)θ|ρ|u1 − u2|

≤ (ρ + 1){|u2|+ |u1|+ |u2|}ρ|z|

≤ (ρ + 1){2|u1|+ 2|u2|}ρ|z|

= (ρ + 1)2ρ{|u1|+ |u2|}ρ|z|

≤ K(ρ)(|u1|ρ + |u2|ρ)|z|,

o que prova (2.69).

Substituindo w = z′(t) em (2.68) e considerando a desigualdade dada em (2.69)

resulta que

(z′′(t), z′(t)) + (∇z′(t),∇z(t)) + (a(x)z′(t), z′(t)) ≤
∫

Ω

||u1|ρu1 − |u2|ρu2||z′(t)|dx

≤ K(ρ)

∫

Ω

(|u1|ρ + |u2|ρ)|z(t)||z′(t)|dx. (2.72)

Assim,

1

2

d

dt
{‖z′(t)‖2

2 + ‖∇z(t)‖2
2} ≤ (z′′(t), z′(t)) + (∇z(t),∇z(t)) + (a(x)z′(t), z′(t))

≤ K(ρ)

∫

Ω

(|u1|ρ + |u2|ρ)|z(t)||z′(t)|dx. (2.73)

Por outro lado, notemos que

H1
0 (Ω) ↪→ Lq(Ω), para 2 ≤ q ≤ 2n

n− 2
,

de acordo com o Teorema 1.15.

Portanto, afirmamos que:

|u1(t)|ρ , |u2(t)|ρ ∈ Ln(Ω) para quase todo t ∈]0, T [. (2.74)

Com efeito, temos por hipótese que 0 < ρ ≤ 2

n− 2
e 2 ≤ ρn o que implica que

2 ≤ ρn ≤ 2n

n− 2
. Logo,
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H1
0 (Ω) ↪→ Lρn(Ω). (2.75)

Como u1(t), u2(t) ∈ H1
0 (Ω) para quase todo t ∈]0, T [, do exposto acima, vem

que u1(t), u2(t) ∈ Lρn(Ω) e, então,

|u1(t)|ρ, |u2(t)|ρ ∈ Ln(Ω) q.s. em ]0, T [

o que prova (2.74).

Observemos que:

1

q
+

1

n
+

1

2
= 1, onde q =

2n

n− 2
(2.76)

Resulta de (2.73), (2.74), (2.76) e pela desigualdade de Hölder generalizada que,

1

2

d

dt
{‖z′(t)‖2

2 + ‖∇z(t)‖2
2} ≤ K(ρ)(‖u1‖ρ

Lρn(Ω) + ‖u2‖ρ
Lρn(Ω))‖z(t)‖Lq(Ω)‖z′(t)‖2.

Somando
d

dt
‖z(t)‖2

2 em ambos os lados da desigualdade obtemos que:

1

2

d

dt
{‖z′(t)‖2

2 + ‖∇z(t)‖2
2 + ‖z(t)‖2

2} ≤ K(ρ)(‖u1(t)‖ρ
Lρn(Ω)

+ ‖u2(t)‖ρ
Lρn(Ω))‖z(t)‖Lq(Ω)‖z′(t)‖2

+
1

2

d

dt
‖z(t)‖2

2.

Assim,

1

2

d

dt
{‖z′(t)‖2

2 + ‖z(t)‖2
H1

0 (Ω)} ≤ K(ρ)(‖u1(t)‖ρ
Lρn(Ω)

+ ‖u2(t)‖ρ
Lρn(Ω))‖z(t)‖Lq(Ω)‖z′(t)‖2

+
1

2

d

dt
‖z(t)‖2

2.

Notemos que:

1

2

d

dt
‖z(t)‖2

2 =
1

2

d

dt
(z(t), z(t)) = (z′(t), z(t))

≤ 1

2
‖z′(t)‖2

2 +
1

2
‖z(t)‖2

2

≤ 1

2
‖z′(t)‖2

2 +
1

2
‖z(t)‖2

H1
0 (Ω). (2.77)

46



Logo

1

2

d

dt
{‖z′(t)‖2

2 + ‖z(t)‖2
H1

0 (Ω)} ≤ K(ρ)(‖u1(t)‖ρ
Lρn(Ω)

+ ‖u2(t)‖ρ
Lρn(Ω))‖z(t)‖Lq(Ω)‖z′(t)‖2

+
1

2
‖z′(t)‖2

2 +
1

2
‖z(t)‖2

H1
0 (Ω). (2.78)

No entanto, de (2.75) e do fato que u1 ∈ L∞(0, T ; H1
0 (Ω)) temos

supess‖u1(t)‖ρ
Lρn(Ω) = sup

t∈]0,T [

ess[

∫

Ω

|u1(t)|ρndx]
1
n ≤ C sup

t∈]0,T [

ess‖u1(t)‖ρ

H1
0 (Ω)

< +∞.

Analogamente, mostra-se o mesmo resultado para u2.

Integrando-se a desigualdade (2.78) de 0 à t; t ∈ [0, T ] e usando o fato anterior,

e (2.77) segue que ∃ C > 0 verificando

1

2
{‖z′(t)‖2

2 + ‖z(t)‖2
H1

0 (Ω)} ≤ C

∫ t

0

‖z′(t)‖2
2 + ‖z(t)‖2

H1
0 (Ω)dt. (2.79)

Logo, pelo Lema de Gronwall, temos que

1

2
[‖z′(t)‖2

2 + ‖z(t)‖2
H1

0 (Ω)] ≤ 0 ∀ t ∈ [0, T ]. (2.80)

o que prova que

z(t) = 0 em H1
0 (Ω), ∀ t ∈ [0, T ],

ou seja,

z ≡ 0 em L∞(0, T ; H1
0 (Ω)),

o que mostra a unicidade de solução.
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2.2 Solução Fraca

2.2.1 Existência de solução fraca

Para obtenção de soluções fracas usaremos argumentos de densidade. Assumamos

que

{u0, u1} ∈ H1
0 (Ω)× L2(Ω).

Como H1
0 (Ω) ∩H2(Ω) é denso em H1

0 (Ω) e H1
0 (Ω) é denso em L2(Ω) segue que

existe

{u0
µ, u

1
µ} ⊂ H1

0 (Ω) ∩H2(Ω)×H1
0 (Ω) (2.81)

tal que

u0
µ → u0 e u1

µ → u1 em L2(Ω); quando µ →∞. (2.82)

Para cada µ ≥ µ0 seja uµ a solução regular do problema (2.1)-(2.3) com a

condição inicial {u0
µ, u1

µ}, isto é, para todo T > 0

uµ ∈ C0
s (0, T ; H1

0 (Ω) ∩H2(Ω)) ∩ C1
s (0, T ; H1

0 (Ω)) e u′′ ∈ L∞(0, T ; L2(Ω))

e verifica




u
′′
µ −∆uµ + a(x)u′µ + |uµ|ρuµ = 0 em L∞(0, T ; L2(Ω)),

uµ = 0 em Γ× (0, +∞),
uµ(0) = u0

µ ; u′µ(0) = u1
µ.

(2.83)

Como u′µ ∈ L2(0, T ; L2(Ω)), então compondo a equação anterior com u′µ segue

que

(u′′µ(t), u′µ(t)) − (∆uµ(t), u′µ(t)) + (a(x)u′µ(t), u′µ(t))

+ (|uµ(t)|ρuµ(t), u′µ(t)) = 0. (2.84)

Aplicando a fórmula de Green generalizada obtemos:

1

2

d

dt
‖u′µ(t)‖2

2 +
1

2

d

dt
‖∇uµ(t)‖2

2 + ‖a 1
2 (x)u′µ(t)‖2

2 +
1

2

d

dt
‖uµ(t)‖ρ+2

ρ+2 = 0. (2.85)
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Considerando os mesmos argumentos que foram utilizados para provar (2.17),

obtemos a existência de uma constante K1 > 0, que independe de µ e t tal que

‖u′µ(t)‖2
2 + ‖∇uµ(t)‖2

2 ≤ K1.

Definindo zµ,σ = uµ−uσ; µ, σ ∈ N, µ, σ ≥ µ0, temos que z′µ,σ ∈ L2(0, T ; L2(Ω))

e como em (2.84) obtemos

(z′′µ,σ, z
′
µ,σ)− (∆zµ,σ, z

′
µ,σ) + (a(x)z′µ,σ, z

′
µ,σ) + (|uµ|ρuµ − |uσ|ρuσ, z

′
µ,σ) = 0. (2.86)

Da igualdade anterior resulta que

1

2

d

dt
‖z′µ,σ(t)‖2

2 +
1

2

d

dt
‖∇zµ,σ(t)‖2

2 + ‖a 1
2 (x)z′µ,σ(t)‖2

2 ≤
∫

Ω

||uµ(t)|ρuµ(t)

− |uσ(t)|ρuσ(t)||z′µ,σ(t)|. (2.87)

Do fato que a(x) é não negativa e da desigualdade (2.69), decorre a seguinte

desigualdade:

1

2

d

dt
{‖z′′µ,σ(t)‖2

2 + ‖∇zµ,σ(t)‖2
2} ≤ K2(ρ)

∫

Ω

(|uµ(t)|ρ

+ |uσ(t)|ρ)|zµ,σ(t)||z′µ,σ(t)|dx, (2.88)

e, da desigualdade de Hölder generalizada conforme (2.76) resulta que

1

2

d

dt
{‖z′′µ,σ(t)‖2

2 + ‖∇zµ,σ(t)‖2
2} ≤ K2(ρ){‖uµ(t)‖ρ

ρn

+ ‖uσ(t)‖ρ
ρn}‖zµ,σ(t)‖2(ρ+1)‖z′µ,σ(t)‖2. (2.89)

Integrando-se de 0 à t e usando argumentos análogos a (2.42) conclúımos que

existe K3 > 0 tal que

‖z′µ,σ(t)‖2
2 + ‖zµ,σ(t)‖2

H1
0 (Ω) ≤ ‖z′µ,σ(0)‖2

2 + ‖zµ,σ(0)‖2
H1

0 (Ω)

+ K3

∫ 1

0

‖z′µ,σ(s)‖2
2 + ‖zµ,σ(s)‖2

H1
0 (Ω)ds. (2.90)
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Aplicando o Lema de Gronwall em (2.90) resulta que para todo t ∈ [0, T ] temos

‖u′µ(t)− u′σ(t)‖2
2 + ‖uµ(t)− uσ(t)‖2

H1
0 (Ω) ≤ K4(‖u1

µ(t)− u1
σ(t)‖2

2 + ‖u0
µ(t)

− u0
σ(t)‖2

2), (2.91)

onde K4 é uma constante positiva que independe de µ, σ ∈ N e de t ∈ [0, T ].

Logo,

sup
t∈[0,T ]

‖u′µ(t)− u′σ(t)‖2
2 + sup

t∈[0,T ]

‖uµ(t)− uσ(t)‖2
H1

0 (Ω)

≤ K4(‖u1
µ − u1

σ‖2
2 + ‖u0

µ − u0
σ‖2

H1
0 (Ω)). (2.92)

De (2.82) e (2.92) temos que (uµ) é uma seqüência de Cauchy em C0([0, T ]; H1
0 (Ω))

e (u′µ) é uma seqüência de Cauchy em C0([0, T ]; L2(Ω)).

Da completude de C0([0, T ]; H1
0 (Ω)) e C0([0, T ]; L2(Ω)) segue que

uµ → u fortemente em C0([0, T ]; H1
0 (Ω)) (2.93)

e

u′µ → u′ fortemente em C0([0, T ]; L2(Ω)). (2.94)

Também, por (2.93) segue que

|uµ|ρuµ → |u|ρu q.s. em Ω× [0, T ]. (2.95)

e existe C > 0 tal que

‖|uµ|ρuµ‖L2(0,T ;L2(Ω)) ≤ C. (2.96)

Assim usando argumentos análogos à (2.56) segue que

|uµ|ρuµ ⇀ |u|ρu, fracamente em L2(0, T ; L2(Ω)). (2.97)

Das convergências anteriores resulta que o problema (2.1)-(2.3) possui uma solução

fraca. Mais precisamente, obtemos

u′′ −∆u + a(x)u′ + |u|ρu = 0 em C0([0, T ]; H−1(Ω)). (2.98)
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Com efeito, temos da 1a equação de (2.83) que

u′′µ −∆uµ + a(x)u′µ + |uµ|ρuµ = 0 em L2(0, T ; L2(Ω)) , ∀ T > 0. (2.99)

Sejam θ ∈ D(0, T ) e ξ ∈ D(Ω). Então, de (2.99) temos que

∫ T

0

(u′′µ(t), θξ)dt −
∫ T

0

(∆uµ(t), θξ)dt +

∫ T

0

(a(x)u′µ(t), θξ)dt

+

∫ T

0

(|uµ(t)|ρuµ(t), θξ)dt = 0. (2.100)

Agora, pelo Teorema de Fubini, segue que

∫ T

0

(u′′µ(t), θξ)dt = (〈u′′µ(t), θ〉D′D, ξ) = (−〈u′µ(t), θ′〉D′D, ξ)

= −
∫ T

0

(u′µ(t), θ′ξ)dt (2.101)

e, pela fórmula de Green generalizada, obtemos

(∆uµ, θξ) = −(∇uµ, θ∇ξ). (2.102)

Substituindo (2.101) e (2.102) em (2.100) resulta

−
∫ T

0

(u′µ(t), θ′ξ)dt +

∫ T

0

(∇uµ(t), θ∇ξ)dt +

∫ T

0

(a(x)u′µ(t), θξ)dt

+

∫ T

0

(|uµ(t)|ρuµ(t), θξ)dt = 0. (2.103)

Tomando o limite quando µ → ∞ em (2.103), segue por (2.93), (2.94) e (2.96)

que

−
∫ T

0

(u′(t), θ′ξ)dt +

∫ T

0

(∇u(t), θ∇ξ)dt +

∫ T

0

(a(x)u′(t), θξ)dt

+ (|u(t)|ρu(t), θξ)dt = 0. (2.104)

Aplicando a Proposição 1.16 resulta que u′′ ∈ H−1(0, T ; L2(Ω)) e

(−u′, θ′ξ)D′(Ω×(0,T )),D(Ω×(0,T )) = 〈u′′, θξ〉D′(Ω×(0,T )),D(Ω×(0,T )). (2.105)
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Notemos que

(∇u, θ∇ξ) = 〈∇u, θ∇ξ〉D′(Ω×(0,T )),D(Ω×(0,T ))

=
n∑

i=1

〈 ∂u

∂xi

, θ
∂ξ

∂xi

〉D′(Ω×(0,T )),D(Ω×(0,T ))

= −
n∑

i=1

〈∂
2u

∂x2
i

, θξ〉D′(Ω×(0,T )),D(Ω×(0,T ))

= 〈−∆u, θξ〉D′(Ω×(0,T )),D(Ω×(0,T )). (2.106)

Substituindo as igualdades (2.105) e (2.106) em (2.104) obtemos que

〈u′′ −∆u + a(x)u′ + |u|ρu, θξ〉D′(Ω×(0,T )),D(Ω×(0,T )) = 0.

Da totalidade do conjunto {θξ; θ ∈ D(0, T ), ξ ∈ D(Ω)} emD(Ω×(0, T )) obtemos

u′′ −∆u + a(x)u′ + |u|ρu = 0 em D′(Ω× (0, T )). (2.107)

Como u ∈ C0([0, T ]; H1
0 (Ω)) e u′ ∈ C0([0, T ]; L2(Ω)), conclúımos, conforme ante-

riormente, que

∆u ∈ C0([0, T ]; H−1(Ω)), |u|ρu ∈ C0([0, T ]; L2(Ω)) ↪→ C0([0, T ]; H−1(Ω)) e a(x)u′ ∈
C0([0, T ]; L2(Ω)) ↪→ C0([0, T ]; H−1(Ω)). Logo, u′′ ∈ C0([0, T ]; H−1(Ω)).

Do exposto acima e de (2.107) conclúımos que:

u′′ −∆u + a(x)u′ + |u|ρu = 0 em C0([0, T ]; H−1(Ω)).

De modo a conclúırmos a demonstração do Teorema 2.3 consideremos a igualdade

(2.104).

Usando o fato que D(Ω) é denso em H1
0 (Ω) segue que

−
∫ T

0

(u′(t), v)θ′dt +

∫ T

0

(∇u(t),∇v)θdt +

∫ T

0

(a(x)u′(t), v)θdt

+ (|u(t)|ρu(t), v)θdt = 0, (2.108)

∀ v ∈ H1
0 (Ω) e θ ∈ D(0, T ). Ou ainda,

〈 d

dt
(u′(t), v), θ〉 + 〈(∇u(t),∇v), θ〉+ 〈(a(x)u′(t), v), θ〉

+ 〈(|u(t)|ρu(t), v), θ〉 = 0; ∀ θ ∈ D(0, T ) ,∀ v ∈ H1
0 (Ω).
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O que nos leva a concluir

d

dt
(u′(t), v) + (∇u(t),∇v) + (a(x)u′(t), v)

+ (|u(t)|ρu(t), v) = 0 em D′(0, T ), ∀ v ∈ H1
0 (Ω).

2.2.2 Unicidade da solução fraca

Para provarmos a unicidade de solução fraca usaremos o método de Visik-

Ladyzenskaya.

Sejam u e v soluções de (2.1)-(2.3) e consideremos w = u − v. Então, da regu-

laridade das soluções segue que

w ∈ C0([0, T ]; H1
0 (Ω)); w′ ∈ C0([0, T ]; L2(Ω))

e w′′ ∈ C0([0, T ]; H−1(Ω)) (2.109)

e satisfaz o problema

∣∣∣∣∣∣

w′′ −∆w + a(x)w′ + |u|ρu− |v|ρv = 0 em L2(0, T ; H−1(Ω)),
w = 0 em Γ× (0,∞)
w(0) = 0 ; w′(0) = 0,

(2.110)

Consideremos, para cada s ∈ [0, T ] a seguinte função

ψ(t) =

{ − ∫ s

t
w(ξ)dξ; 0 ≤ t ≤ s

0 ; s ≤ t ≤ T
. (2.111)

Sendo ψ′ a derivada no sentido das distribuições vetoriais de ψ, temos

ψ′(t) =

{
w(t); 0 ≤ t ≤ s
0 ; s ≤ t ≤ T

. (2.112)

Notemos que

ψ ∈ C0([0, T ]; H1
0 (Ω)). (2.113)
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Compondo a primeira linha da igualdade (2.110) com ψ na dualidade

L2(0, T ; H−1(Ω))× L2(0, T ; H1
0 (Ω)) e observando que ψ = 0 em [s, T ] obtemos:

∫ s

0

〈w′′(t), ψ(t)〉dt +

∫ s

0

〈−∆w(t), ψ(t)〉dt +

∫ s

0

〈a(x)w′(t), ψ〉dt

=

∫ s

0

〈|v|ρv − |u|ρu, ψ(t)〉dt. (2.114)

Integrando-se por partes e usando a fórmula de Green generalizada vem que

〈w′(s), ψ(s)〉 − 〈w′(0), ψ(0)〉 −
∫ s

0

(w′(t), ψ′(t))dt +

∫ s

0

(∇w(t),∇ψ(t))dt

+(a(x)w(s), ψ(s))− (a(x)w(0), ψ(0))−
∫ s

0

(a(x)w(t), ψ′(t))dt

=

∫ s

0

〈|v|ρv − |u|ρu, ψ(t)〉dt, (2.115)

ou ainda de (2.110), (2.111) e (2.112) temos ψ(s) = 0, w(0) = w′(0) = 0 e

−
∫ s

0

(w′(t), w(t))dt +

∫ s

0

(∇ψ′(t),∇ψ(t))dt−
∫ s

0

(a(x)w(t), w(t))dt

=

∫ s

0

〈|v|ρv − |u|ρu, ψ(t)〉dt, (2.116)

ou seja,

−1

2

∫ s

0

d

dt
‖w(t)‖2

2dt +
1

2

∫ s

0

d

dt
‖∇ψ(t)‖2

2 −
∫ s

0

∫

Ω

a(x)|w(t)|2dxdt

=

∫ s

0

〈|v|ρv − |u|ρu, ψ(t)〉dt.

o que nos leva a expressão

−1

2
‖w(s)‖2

2 +
1

2
‖w(0)‖2

2 +
1

2
‖∇ψ(0)‖2

2 −
∫ s

0

∫

Ω

a(x)|w(t)|2dxdt

=

∫ s

0

〈|v|ρv − |u|ρu, ψ(t)〉dt.

Novamente, pelo problema (2.110) e (2.111) conclúımos que

−1

2
‖w(s)‖2

2 −
1

2
‖∇ψ(0)‖2

2 −
∫ s

0

∫

Ω

a(x)|w(t)|2dxdt

=

∫ s

0

∫

Ω

(|v|ρv − |u|ρu)ψ(t)dxdt. (2.117)
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Por outro lado, pondo-se G(λ) = |λ|ρλ, λ ∈ R, então

G′(λ) = (ρ + 1)|λ|ρ,

o que implica que G ∈ C1(R).

Logo, dados α, β ∈ R com α < β existe, em virtude do Teorema do Valor Médio,

ξ ∈]α, β[ tal que

|G(β)−G(α)| ≤ |G′(ξ)||β − α|,

ou ainda,

|G(β)−G(α)| ≤ (ρ + 1)|ξ|ρ|β − α|. (2.118)

Seja θ ∈ (0, 1) tal que satisfaça

ξ = (1− θ)α + θβ = α + θ(β − α). (2.119)

Tomando α = u(x, t) e β = v(x, t), resulta de (2.118) e (2.119) que

||v|ρv − |u|ρu| ≤ (ρ + 1)|u + (v − u)θ|ρ|v − u|

≤ (ρ + 1){|u|+ |v|+ |u|}ρ|w|

≤ (ρ + 1){2|v|+ 2|u|}ρ|w|

= (ρ + 1)2ρ{|v|+ |u|}ρ|w|

≤ K(ρ)(|v|ρ + |u|ρ)|w|,

isto é,

||v|ρv − |u|ρu| ≤ K(ρ)(|u|ρ + |v|ρ)|w|. (2.120)

De (2.117) e (2.120) resulta que

1

2
‖w(s)‖2

2 +
1

2
‖∇ψ(0)‖2

2 ≤
∫ s

0

∫

Ω

a(x)|w(t)|2dxdt

+ K(ρ)

∫ s

0

∫

Ω

{|u(x, t)|ρ + |v(x, t)|ρ}|w(x, t)||ψ(x, t)|dxdt,
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ou ainda,

1

2
‖w(s)‖2

2 +
1

2
‖∇ψ(0)‖2

2 ≤ ‖a‖∞
∫ s

0

‖w(t)‖2
2dt

+ K(ρ)

∫ s

0

∫

Ω

{|u(x, t)|ρ + |v(x, t)|ρ}|w(x, t)||ψ(x, t)|dxdt.

Observemos que

1

q
+

1

n
+

1

2
= 1, onde q =

2n

n− 2
(2.121)

e segundo as imersões de Sobolev H1
0 (Ω) ↪→ Lρn e H1

0 (Ω) ↪→ Lr(Ω), onde 2 ≤ r ≤
2n

n− 2
.

Resulta de (2.121) e da desigualdade de Hölder generalizada que

1

2
‖w(s)‖2

2 +
1

2
‖ψ(0)‖2

2 ≤ ‖a‖∞
∫ s

0

‖w(t)‖2
2dt

+ K1(ρ)

∫ s

0

{‖|u(t)|ρ‖Ln(Ω)

+ ‖|v(t)|ρ‖Ln(Ω)}‖w(t)‖2‖ψ(t)‖qdt. (2.122)

Do fato que u ∈ L∞(0, T ; H1
0 (Ω)) temos

supess‖|u(t)|ρ‖Ln(Ω) = sup
t∈]0,T [

ess[

∫

Ω

|u(t)|ρndx]
1
n = sup

t∈]0,T [

ess‖u(t)‖ρ
ρn

≤ C sup
t∈]0,T [

ess‖u(t)‖ρ

H1
0 (Ω)

< +∞.

Analogamente para v.

Logo de (2.122) conclúımos que

1

2
‖w(s)‖2

2 +
1

2
‖∇ψ(0)‖2

2 ≤ ‖a‖∞
∫ s

0

‖w(t)‖2
2dt

+ C1

∫ s

0

‖w(t)‖2‖∇ψ(t)‖2dt. (2.123)

Finalmente, pondo-se

w1(t) =

∫ t

0

w(ξ)dξ, (2.124)
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temos de (2.111), para todo t ∈ [0, s],

ψ(t) = −
∫ s

t

w(ξ)dξ = −[

∫ s

0

w(ξ)dξ

︸ ︷︷ ︸
w1(s)

−
∫ t

0

w(ξ)dξ

︸ ︷︷ ︸
w1(t)

] = −[w1(s)− w1(t)]

= w1(t)− w1(s). (2.125)

Desta forma, de (2.125) podemos escrever

ψ(0) = w1(0)︸ ︷︷ ︸
=0

−w1(s) = −w1(s). (2.126)

Substituindo (2.125) e (2.126) em (2.123)

1

2
‖w(s)‖2

2 +
1

2
‖∇ψ(0)‖2

2 ≤ ‖a‖∞
∫ s

0

‖w(t)‖2
2dt + K(ρ)

∫ s

0

∫

Ω

{|u(x, t)|ρ

+ |v(x, t)|ρ}|w(x, t)||ψ(x, t)|dxdt. (2.127)

Notemos que

1

q
+

1

n
+

1

2
= 1 onde

1

q
= 1− 1

n
− 1

2
=

2n− 2− n

2n
=

n− 2

2n
.

Mas,

∫

Ω

{|u|ρ + |v|ρ}|w(x, t)||ψ(x, t)|dx ≤ (

∫

ω

{|u|ρ + |v|ρ}ndx)
1
n

(

∫

Ω

|w|2dx)
1
2 (

∫

Ω

|ψ|qdx)
1
q

≤ 2n−1
n [

∫

Ω

{|u|ρn + |v|ρn}dx]
1
n‖w‖2‖ψ‖q,

o que implica

∫ s

0

∫

Ω

{|u|ρ + |v|ρ}|w||ψ|dxdt ≤ C1

∫ s

0

‖w(t)‖2‖ψ(t)‖2dt.
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De (2.127) resulta que

1

2
‖w(s)‖2

2 +
1

2
‖∇w1(s)‖2

2 ≤ ‖a‖∞
∫ s

0

‖w(t)‖2
2dt

+ C1

∫ s

0

‖w(t)‖2‖∇w1(t)−∇w1(s)‖2dt

≤ ‖a‖∞
∫ s

0

‖w(t)‖2
2dt + C1

∫ s

0

‖w(t)‖2‖∇w1(t)‖2dt

+ C1

∫ s

0

‖w(t)‖2‖∇w1(s)‖2dt

≤ [‖a‖∞ +
C1

2
]

∫ s

0

‖w(t)‖2
2dt +

C1

2

∫ s

0

‖∇w1(t)‖2
2dt

+

∫ s

0

√
2sC1‖w(t)‖2

1√
2s
‖∇w1(s)‖2dt

≤ [‖a‖∞ +
C1

2
]

∫ s

0

‖w(t)‖2
2dt +

C1

2

∫ s

0

‖∇w1(t)‖2
2dt

+
1

2

∫ s

0

(2sC2
1)‖w(t)‖2

2dt +
1

2

∫ s

0

1

2s
‖∇W1(s)‖2

2dt

≤ [‖a‖∞ +
C1

2
]

∫ s

0

‖w(t)‖2
2dt +

C1

2

∫ s

0

‖∇w1(t)‖2
2dt

+ TC2
1

∫ s

0

‖w(t)‖2
2dt +

1

4s
‖∇w1(s)‖2

2s.

Logo,

1

2
‖w(s)‖2

2 +
1

2
‖∇w1(s)‖2

2 ≤ [‖a‖∞ +
C1

2
]

∫ s

0

‖w(t)‖2
2dt

+
C1

2

∫ s

0

‖∇w1(t)‖2
2 + TC2

1

∫ s

0

‖w(t)‖2
2dt

+
1

4
‖∇w1(s)‖2

2.

Portanto

1

2
‖w(s)‖2

2 +
1

2
‖∇w1(s)‖2

2 ≤ K1

∫ s

0

{‖w(t)‖2
2 + ‖∇w1(t)‖2

2}dt.

Da desigualdade acima e em virtude do Lema de Gronwall vem que:

1

2
‖w(s)‖2

2 +
1

4
‖∇w1(s)‖2

2 ≤ 0.

Assim, obtemos

w(s) = 0 em L2(Ω); ∀ s ∈ (0, T )
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e do fato que w(0) = 0 temos

w(s) = 0 em L2(Ω); ∀ s ∈ [0, T ]

o que encerra a prova.

2.3 Apêndice

Nesta seção faremos a prova da existência de solução para o problema aproxi-

mado (2.9) via Teorema de Carathéodory 1.29.

2.3.1 Existência de solução para o problema aproximado
(2.9)

Para cada m ∈ N, denotemos por

Vm = [w1, . . . , wm]

o espaço gerado pelos m primeiros vetores da base especial {wµ} de V definida na

seção 2.1.1.

Definamos

um(t) ∈ Vm se, e somente se, um(t) =
m∑

j=1

gjm(t)wj.

Obtemos, assim, o seguinte problema aproximado

(u′′m(t), w) + (∇um(t),∇w) + (a(x)u′m(t), w)Γ1 + (|um(t)|ρum(t), w) = 0, ∀w ∈ Vm

um(0) = u0 ; u′m(0) = u1.

No que segue, obtemos um problema equivalente ao problema aproximado acima

para que o mesmo esteja nas condições do Teorema de Carathéodory.

Consideremos no problema aproximado w = wj, j = 1, . . . ,m. Então,

(u′′m(t), wj)+(∇um(t),∇wj)+(a(x)u′m(t), wj)Γ1+(|um(t)|ρum(t), wj) = 0; j = 1, . . . , m.
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Logo, o sistema de equação acima pode ser escrito na forma




(w1, w1) (w2, w1) . . . (wm, w1)
(w1, w2) (w2, w2) . . . (wm, w2)

...
...

. . .
...

(w1, wm) (w2, wm) . . . (wm, wm)







g′′1m(t)
g′′2m(t)

...
g′′mm(t)




+




(∇w1,∇w1) (∇w2,∇w1) . . . (∇wm,∇w1)
(∇w1,∇w2) (∇w2,∇w2) . . . (∇wm,∇w2)

...
...

. . .
...

(∇w1,∇wm) (∇w2,∇wm) . . . (∇wm,∇wm)







g1m(t)
g2m(t)

...
gmm(t)




+




(aw1, w1) (aw2, w1) . . . (awm, w1)
(aw1, w2) (aw2, w2) . . . (awm, w2)

...
...

. . .
...

(aw1, wm) (aw2, wm) . . . (awm, wm)







g′1m(t)
g′2m(t)

...
g′mm(t)




+




∫
Ω
|um(t)|ρum(t)w1dx∫

Ω
|um(t)|ρum(t)w2dx

...
...

...∫
Ω
|um(t)|ρum(t)wmdx


 = 0.

Denotando

C :=




(w1, w1) (w2, w1) . . . (wm, w1)
(w1, w2) (w2, w2) . . . (wm, w2)

...
...

. . .
...

(w1, wm) (w2, wm) . . . (wm, wm)


 ,

A :=




(∇w1,∇w1) (∇w2,∇w1) . . . (∇wm,∇w1)
(∇w1,∇w2) (∇w2,∇w2) . . . (∇wm,∇w2)

...
...

. . .
...

(∇w1,∇wm) (∇w2,∇wm) . . . (∇wm,∇wm)


 ,

G :=




(aw1, w1) (aw2, w1) . . . (awm, w1)
(aw1, w2) (aw2, w2) . . . (awm, w2)

...
...

. . .
...

(aw1, wm) (aw2, wm) . . . (awm, wm)


 ,
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B :=
[

w1 w2 . . . wm

]
,

z(t) =




g1m(t)
g2m(t)

...
gmm(t)


 ,

obtemos o seguinte sistema de equações diferenciais oridnárias:
{

Cz′′(t) + Az(t) + Gz′(t) + H(z(t)) = 0
z(0) = z0 , z′(0) = z1,

(2.128)

onde

H(z(t)) =




∫
Ω
|Bz(t)|ρBz(t)w1dx∫

Ω
|Bz(t)|ρBz(t)w2dx

...∫
Ω
|Bz(t)|ρBz(t)wmdx


 ,

z0 =




1
0
...
0


 e z1 =




0
1
...
0


 .

Inicialmente, vamos mostrar que a matriz m×m, C, é inverśıvel.

Com efeito, sendo C uma matriz real e simétrica então C é auto-adjunta e,

portanto, diagonalizável, isto é, existe uma matriz M inverśıvel tal que

D = M−1CM

é uma matriz diagonal.

Logo, para mostrarmos que C é inverśıvel basta mostrarmos que D é inverśıvel

ou, equivalentemente, que zero não é autovalor de D.

Suponhamos, por absurdo, que zero é um autovalor de D. Então existe um vetor

v =




v1

v2
...

vn



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não nulo do Rn tal que Dv = 0. Sendo M−1 uma matriz inverśıvel e, portanto,

M−1ψ = 0 ⇔ ψ = 0, resulta que o vetor CMv é igual a zero. Denotando

Mv = ϕ =




ϕ1

ϕ2
...

ϕm




temos:

0 = Cϕ =




m∑
j=1

ϕj(wj, w1)

m∑
j=1

ϕj(wj, w2)

...
m∑

j=1

ϕj(wj, wm)




=




(
m∑

j=1

ϕjwj, w1

)

(
m∑

j=1

ϕjwj, w2

)

...(
m∑

j=1

ϕjwj, wm

)




.

Logo,

(
m∑

j=1

ϕjwj, wi

)
= 0, para todo 1 ≤ i ≤ m; donde resulta que o vetor

α =
m∑

j=1

ϕjwj é ortogonal à todo vetor de Vm. Assim, (α, α) = 0, o que implica que

α = 0.

Portanto,
m∑

j=1

ϕjwj = 0.

Mas, sendo {wj} uma base então temos que ϕj = 0, ∀j = 1, . . . , m; ou seja,

ϕ = 0. Desde que M é inverśıvel e, portanto, a transformação linear definida por

M é injetora resulta que v = 0 o que contradiz o fato de v ser autovetor de D.

Conclúımos então que a matriz C é inverśıvel.

Assim, de (2.128) podemos escrever
{

z′′(t) + C−1Az(t) + C−1Gz′(t) + C−1H(z(t)) = 0
z(0) = z0 , z′(0) = z1.

(2.129)

Definamos

Y1(t) = z(t) , Y2(t) = z′(t)

e

Y (t) =

[
Y1(t)
Y2(t)

]
, Y 0 =

[
z0

z1

]
.
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Então

Y ′(t) =

[
Y ′

1(t)
Y ′

2(t)

]
=

[
z′(t)
z′′(t)

]
=

[
Y2(t)

−C−1AY1(t)− C−1GY2(t)− C−1H(Y1(t))

]

=

[
0

−C−1H(Y1(t))

]
+

[
0 I

−C−1A −C−1G

] [
Y1(t)
Y2(t)

]
.

Donde temos o seguinte problema de valor inicial




Y ′(t) =

[
0

−C−1H(Y1(t))

]
+

[
0 I

−C−1A −C−1G

]
Y (t)

Y (0) = Y 0

. (2.130)

Provaremos, a seguir, que o problema acima possui solução local utilizando o

Teorema de Carathéodory. Consideremos a aplicação

h : [0, T ]× R2m → R2m, definida por

h(t, y) =

[
0

−C−1H(y1)

]
+

[
0 I

−C−1A −C−1G

]
y, (2.131)

onde y = (ξ1, . . . , ξm, ξm+1, . . . , ξ2m), y1 = (ξ1, . . . , ξm).

Inicialmente, vamos verificar que a aplicação h está nas condições de Carathéodory.

Com efeito,

(i) Seja y ∈ R2m fixado. A função h é mensurável como função de t ∈ [0, T ],

uma vez que esta não depende de t.

(ii) Para cada t ∈ [0, T ], h é cont́ınua como função de y.

De fato, notemos primeiramente que a aplicação

N : R2m → R2m

y 7→
[

0 I
−C−1A −C−1G

]
y

(2.132)

é linear e, conseqüentemente, cont́ınua.

Por outro lado, seja (yν)ν∈N uma seqüência tal que

yν → y em R2m,

dáı,

y1ν → y1 em Rm.
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Da continuidade da aplicação f(s) = |s|ρs e do fato que, para quase todo x ∈ Ω,

temos

|By1ν |ρBy1ν → |By1|ρBy1 em R

e, portanto, para quase todo x ∈ Ω,

|(By1ν)|ρBy1νwj(x) → |(By1)|ρBy1wj(x) em R, ∀j = 1, . . . , m. (2.133)

Como yν → y então (yν)ν∈N é limitada e, conseqüentemente, cada componente

de (yν)ν∈N é limitada. Isto é, |ξνi
| ≤ Mi, 1 ≤ i ≤ 2m, onde yν = (ξν1 . . . , ξν2m). Seja

M = max
1≤i≤2m

{Mi}.

Logo, para cada j = 1, . . . , m

||By1ν |ρBy1νwj(x)| = |By1ν |ρ+1 |wj(x)|

≤
(

m∑
i+1

M |wi(x)|
)ρ+1

|wj(x)|

≤ Mρ+1mρ+1

m∑
i=1

|wi(x)|ρ+1|wj(x)|. (2.134)

Como |wi|ρ+1 ∈ L2(Ω), ∀i = 1, . . . , m e wj ∈ L2(Ω) resulta que

Mρ+1mρ+1

m∑
i=1

|wi|ρ+1|wj| ∈ L1(Ω).

De (2.133) e (2.134) e aplicando o Teorema da Convergência Dominada de

Lebesgue resulta que

∫

Ω

|By1ν |ρBy1νwj(x)dx →
∫

Ω

|By1|ρBy1wj(x)dx, ∀j = 1, . . . , m,

isto é,

H(y1ν) → H(y1) em Rm.

Logo,

C−1H(y1ν) → C−1H(y1) em Rm. (2.135)
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De (2.132) e (2.135) resulta que a aplicação h é cont́ınua como função de y para

t ∈ [0, T ].

(iii) Seja K ⊂ [0, T ]× R2m um conjunto compacto, então

‖h(t, y)‖R2m ≤ ‖C−1H(y1)‖Rm + ‖Ny‖R2m . (2.136)

Pelo que provamos em (2.132) e (2.135) temos que H e N são cont́ınuas em Rm,

logo são cont́ınuas em qualquer K compacto de R2m e, portanto, existirá um Mk > 0

tal que

‖C−1H(y1)‖Rm ≤ Mk (2.137)

para todo (t, y) ∈ K, onde y = (y1, y2).

Então, segue de (2.136) e (2.137) que existe uma constate positiva Mk satis-

fazendo

‖h(t, y)‖R2m ≤ Mk.

Assim, dos ı́tens (i), (ii) e (iii) temos que as condições de Carathéodory estão

satisfeitas e, como conseqüência, existe uma solução Y (t) do problema de valor

inicial {
Y ′(t) = h(t, y)
Y (0) = Y 0

em algum intervalo [0, tm), com tm > 0. Além disso, Y (t) é absolutamente cont́ınua

e, portanto, derivável quase sempre em [0, tm). Resulta deste fato que z(t) e z′(t)

são absolutamente cont́ınuas e, conseqüentemente, z′′(t) existe em quase todo ponto

do intervalo [0, tm).
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Caṕıtulo 3

Taxas de Decaimento

Para obtermos o decaimento faz-se necessário algumas hipóteses que serão uti-

lizadas ao longo do caṕıtulo.

Assumamos que A = Ωc = Rn\Ω ⊂ BL = {x ∈ Rn/|x| ≤ L}; L > 0.

Consideremos ΩL = Ω ∩BL.

Hipótese sobre ρ:

Seja

ρ =
2

n− 2
, n ≥ 3 e ρ > 0, n = 1, 2.

Além da hipótese (H.4) sobre a, considere as seguintes hipóteses:

(H.5)- Suponhamos que existam x0 ∈ Rn e um conjunto relativamente aberto

ω ⊂ Ω tal que para algum ε0 > 0,

Γ(x0) ⊂ ω e a(x) ≥ ε0 > 0, para todo x ∈ ω,

onde Γ(x0) é definido por

Γ(x0) = {x ∈ ∂Ω|(x− x0).ν(x) > 0},

onde ν(x) representa o vetor normal unitário exterior à Γ = ∂Ω no ponto x.

(H.6) - Seja a(x) ≥ ε0 > 0, para |x| ≥ L.
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Hipótese sobre h:

(A.1)- Seja h = (h1, h2, ..., hn) um campo vetorial de classe C0(Rn) ∩W 1,∞(Rn)

tal que

h.ν ≥ 0, h = ν sobre Γ(x0) e h(x) = 0 sobre ω̃c.

(para a construção do campo h ver observação 3.2, caṕıtulo I de [9] )

Hipótese sobre η:

(A.2)- Seja η uma função pertencente à W 1,∞(Ω) tal que

η(x) = 1 sobre ω̃ ∩ Ω, η = 0 sobre Ω ∩ ωc, e
|∇η|2

η
∈ L∞(Ω).

onde ω̃ um aberto do Rn tal que Γ(x0) ⊂ ω̃ ∩ Ω ⊂ ω

(para a construção da função ver lema 2.4, caṕıtulo VII de [9] )

Teorema 3.1. Seja a(x) pertencente à C0(Ω) e satisfazendo as hipóteses (H.4),

(H.5) e (H.6). Então, para todo (u0, u1) ∈ H1
0 (Ω) × L2(Ω), a solução única do

problema (2.1)-(2.3) verifica

E(t) ≤ C0I
2
0 (1 + t)−1,

onde C0 é uma constante positiva que independe de u,

E(t) ≡ 1

2
(‖ut(t)‖2 + ‖∇u(t)‖2 +

2

ρ + 2
‖u‖ρ+2

ρ+2), I0 ≡ E(0)
1
2 + ‖u0‖2 e

I0 ≤ δ, para uma constante positiva δ suficientemente pequena.

Nos resultados a seguir omitiremos, eventualmente, as variáveis de modo a não

sobrecarregarmos a notação.

De modo a obtermos as desigualdades desejadas, consideremos, inicialmente

{u0, u1} ∈ (H1
0 (Ω) ∩ H2(Ω)) × H1

0 (Ω) verificando I0 = E(0)
1
2 + ‖u0‖2 ≤ δ e u a

solução do problema (2.1)-(2.3) dado na seção 2.1.1 tal que
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u ∈ L∞(0, T ; H1
0 (Ω) ∩H2(Ω)),

u′ ∈ L∞(0, T ; H1
0 (Ω)),

u′′ ∈ L∞(0, T ; L2(Ω)).

Para a obtenção do resultado desejado procederemos via passagem ao limite

supondo que as soluções fracas podem ser obtidas através de uma seqüência de

soluções regulares.

Utilizaremos agora o método dos multiplicadores em busca de algumas igualdades

e desigualdades que serão úteis para a obtenção do decaimento.

Compondo a primeira equação do problema (2.1)-(2.3) com u e integrando em

Ω temos que

∫

Ω

u′′udx−
∫

Ω

∆uu dx +

∫

Ω

a(x)u′u dx +

∫

Ω

|u|ρ+2 dx = 0.

Notemos que

∫

Ω

u′′udx =

∫

Ω

d

dt
(u′u)dx−

∫

Ω

|u′|2dx,

∫

Ω

a(x)u′udx =
1

2

∫

Ω

a(x)
d

dt
|u|2dx.

Usando o teorema de Green e observando que γ0u = u|Γ, obtemos

−
∫

Ω

∆uu dx = −
∫

Ω

|∇u|2dx−
∫

Γ

∂u

∂ν
udΓ =

∫

Ω

|∇u|2dx.

Portanto,

d

dt

∫

Ω

u′udx −
∫

Ω

|u′|2 +

∫

Ω

|∇u|2dx +
1

2

d

dt

∫

Ω

a(x)|u|2dx

+

∫

Ω

|u|ρ+2 = 0. (3.1)
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Lema 3.2. Seja u uma solução do problema (2.1)-(2.3). Então

d

dt
E(t) +

∫

Ω

a(x)|u′|2dx = 0,

onde E(t) é dado como em (2.4).

Demonstração:

Compondo a primeira equação do problema (2.1)-(2.3) com u′ e integrando em

Ω segue que

∫

Ω

u′′u′dx−
∫

Ω

∆uu′ dx +

∫

Ω

a(x)u′u′ dx +

∫

Ω

|u|ρuu′ dx = 0.

Notemos que

∫

Ω

u′′u′dx =
1

2

d

dt
(u′, u′)

=
1

2

d

dt

∫
|u′|2dx.

Usando o Teorema de Green e observando que u′(t) ∈ H1
0 (Ω) para quase todo

t > 0, decorre que

−
∫

Ω

∆uu′ dx =

∫

Ω

∇u.∇u′dx−
∫

Γ

∂u

∂ν
u′dΓ =

∫

Ω

∇u.∇u′dx =
1

2

d

dt

∫

Ω

|∇u|2dx.

Logo,

1

2

d

dt

∫

Ω

|u′|2dx +
1

2

d

dt

∫

Ω

|∇u|2dx +

∫

Ω

a(x)|u′|2dx +

∫

Ω

|u|ρuu′ dx = 0.

Por outro lado, seja G(λ) = |λ|ρ+2. Então

d

dt
G(λ) = (ρ + 2)|λ|ρλ d

dt
λ.

Pela Teorema 1.47 segue que

d

dt
[G(u(t))] = (

d

dt
G)(u(t))

d

dt
(u(t))

= (ρ + 2)|u(t)|ρu(t)u′(t).
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Assim,

1

(ρ + 2)

d

dt
|u(t)|ρ+2 = |u(t)|ρu(t)u′(t).

Logo,

1

2

d

dt

∫

Ω

|u′|2dx +
1

2

d

dt

∫

Ω

|∇u|2dx +

∫

Ω

a(x)|u′|2dx +
1

(ρ + 2)

d

dt

∫

Ω

|u(t)|ρ+2dx = 0.

Portanto,

d

dt
E(t) +

∫

Ω

a(x)|u′|2dx = 0, (3.2)

onde E(t) =
1

2

∫

Ω

(|ut|2 + |∇u|2)dx +
1

ρ + 2

∫

Ω

|u|ρ+2dx. 2

Lema 3.3. Consideremos u solução do problema (2.1)-(2.3). Então

d

dt

∫

Ω

η(x)u′udx −
∫

Ω

η(x)|u′|2dx +

∫

Ω

(∇η(x).∇u)udx +

∫

Ω

η(x)|∇u|2dx

+
1

2

d

dt

∫

Ω

a(x)η(x)|u|2dx +

∫

Ω

η(x)|u|ρ+2dx = 0, (3.3)

onde η é definido como em (A.2).

Demonstração:

Compondo a equação (2.1) com η(x)u e integrando em Ω temos que
∫

Ω

η(x)u′′udx−
∫

Ω

η(x)∆uudx +

∫

Ω

a(x)η(x)u′udx +

∫

Ω

η(x)|u|ρ+2dx = 0.

Notemos que
∫

Ω

η(x)u′′udx =
d

dt

∫

Ω

η(x)u′udx−
∫

Ω

η(x)|u′|2dx.

Além disso, como u(t) ∈ H1
0 (Ω), para todo t > 0, segue que

−
∫

Ω

η(x)u∆udx =

∫

Ω

∇(η(x)u).∇udx−
∫

Γ

∂u

∂ν
η(x)udΓ =

∫

Ω

∇(η(x)u)∇udx

=
n∑

i=1

∫

Ω

∂u

∂xi

∂(η(x)u)

∂xi

dx

=
n∑

i=1

∫

Ω

∂u

∂xi

[
∂η(x)

∂xi

]udx +
n∑

i=1

∫

Ω

η(x)
∂u

∂xi

∂u

∂xi

dx

=

∫

Ω

u∇(η(x).∇u)dx +

∫
η(x)|∇u|2dx.
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Também,

∫

Ω

a(x)η(x)u′udx =
1

2

d

dt

∫

Ω

a(x)η(x)|u|2dx.

Portanto,

d

dt

∫

Ω

η(x)u′udx −
∫

Ω

η(x)|u′|2dx +

∫

Ω

(∇η(x).∇u)udx +

∫

Ω

η(x)|∇u|2dx

+
1

2

d

dt

∫

Ω

a(x)η(x)|u|2dx +

∫

Ω

η(x)|u|ρ+2dx = 0. (3.4)

2

Da hipótese (A.2) compondo com η(x)u a primeira equação do problema (2.1)-

(2.3) e integrando em ΩL e Ω\ΩL obtemos, respectivamente,

∫

ΩL

η|∇u|2dx +

∫

ΩL

(∇η.∇u)udx +
d

dt

∫

ΩL

η(x)u′udx

−
∫

ΩL

η|u′|2dx +
1

2

d

dt

∫

ΩL

a(x)η|u|2dx

+

∫

ΩL

η|u|ρ+2dx = 0 (3.5)

e

∫

Ω\ΩL

η|∇u|2dx +

∫

Ω\ΩL

∇η∇uudx +
d

dt

∫

Ω\ΩL

u′ηudx

−
∫

Ω\ΩL

η|u′|2dx +
1

2

d

dt

∫

Ω\ΩL

a(x)η|u|2dx +

∫

Ω\ΩL

η|u|ρ+2dx = 0. (3.6)

Lema 3.4. Seja u uma solução do problema (2.1)-(2.3). Então

d

dt

∫

Ω

u′(h.∇u)dx +
1

2

∫

Ω

divh|u′|2dx− 1

2

∫

Ω

div.h|∇u|2dx

+
1

2

∫

Γ

h.ν|∇u|2dΓ−
∫

Γ

∂u

∂ν
(h.∇u)dΓ + +

n∑
i,j=1

∫

Ω

∂hi

∂xj

∂u

∂xi

∂u

∂xj

dx

∫

Ω

a(x)u′h∇udx +

∫

Ω

|u|ρuh∇udx = 0,

onde h é definido em (A.1).

Demonstração:
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Compondo a primeira equação do problema (2.1)-(2.3) com h(x).∇u e integrando

em Ω temos que

∫

Ω

u′′(h.∇u)dx +

∫

Ω

−∆u(h.∇u)dx +

∫

Ω

a(x)u′(h.∇u)dx

+

∫

Ω

|u|ρu(h.∇u)dx = 0. (3.7)

Notemos que

∫

Ω

u′′(h.∇u)dx =
n∑

i=1

∫

Ω

hiu
′′ ∂u

∂xi

dx =
n∑

i=0

∫

Ω

hi(x)
d

dt
(u′

∂u

∂xi

)dx

− 1

2

n∑
i=1

∫

Ω

hi(x)
∂(|u′|2)

∂xi

dx

︸ ︷︷ ︸
I

.

Aplicando o lema de Gauss em I obtemos

I =
n∑

i=1

∫

Ω

1

2
|u′|2∂hi(x)

∂xi

dx− 1

2

n∑
i=1

∫

Γ

|u′|2hiνidΓ

=
1

2

∫

Ω

divh|u′|2dx− 1

2

∫

Γ

|u′|2h.νdΓ.

Pela Proposição 1.24 temos γ0u
′ = (γ0u)′ e, portanto,

I =
1

2

∫

Ω

div.h|u′|2dx.

Logo,

∫

Ω

u′′(h.∇u)dx =
d

dt

∫

Ω

u′(h.∇u)dx +
1

2

∫

Ω

divh|u′|2dx. (3.8)

Por outro lado, aplicando o teorema de Green, temos

∫

Ω

−∆u(h.∇u)dx =

∫

Ω

∇(h(x).∇u)

︸ ︷︷ ︸
II

.∇u−
∫

Γ

∂u

∂ν
(h(x).∇u)dΓ.
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Observemos que, do Teorema de Gauss, decorre que

II =
n∑

i,j=1

∫

Ω

∂

∂xj

(hi(x)
∂u

∂xi

)
∂u

∂xj

dx

=
n∑

i,j=1

∫

Ω

hi(x)
∂2u

∂xj∂xi

∂u

∂xj

dx +
n∑

i,j=1

∫

Ω

∂

∂xj

[hi(x)]
∂u

∂xi

∂u

∂xj

dx

=
n∑

i,j=1

∫

Ω

hi(x)
1

2

∂

∂xi

(| ∂u

∂xj

|2) +
n∑

i,j=1

∫

Ω

∂hi

∂xj

∂u

∂xi

∂u

∂xj

dx

= −
n∑

i=1

1

2

∫

Ω

∂hi(x)

∂xi

|∇u|2dx +
1

2

n∑
i,j=1

∫

Γ

hiνi|∇u|2dΓ

+
n∑

i,j=1

∫

Ω

∂hi(x)

∂xj

∂u

∂xi

∂u

∂xj

dx.

Logo,

II = −1

2

∫

Ω

divh|∇u|2dx +
1

2

∫

Γ

h(x).ν|∇u|2dΓ

+
n∑

i,j=1

∫

Ω

∂hi(x)

∂xj

∂u

∂xi

∂u

∂xj

dx.

Conseqüentemente,

∫

Ω

−∆u(h.∇u)dx = −1

2

∫

Ω

divh|∇u|2dx +
1

2

∫

Γ

h(x).ν|∇u|2dΓ

+
n∑

i,j=1

∫

Ω

∂hi(x)

∂xj

∂u

∂xi

∂u

∂xj

dx−
∫

Γ

∂u

∂ν
(h(x)∇u)dΓ. (3.9)

Por (3.8) e (3.9) conclúımos que

d

dt

∫

Ω

u′(h.∇u)dx +
1

2

∫

Ω

divh|u′|2dx− 1

2

∫

Ω

div.h|∇u|2dx

+
1

2

∫

Γ

h.ν|∇u|2dΓ−
∫

Γ

∂u

∂ν
(h.∇u)dΓ +

n∑
i,j=1

∫

Ω

∂hi

∂xj

∂u

∂xi

∂u

∂xj

dx

+

∫

Ω

a(x)u′h∇udx +

∫

Ω

|u|ρu(h.∇u)dx = 0. (3.10)

2

Agora, multiplicando (3.2) por K > 0, decorre que

d

dt
KE(t) + K

∫

Ω

a(x)|u′(t)|2dx = 0. (3.11)
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Além disso, utilizando o fato que
∂u

∂xi

= νi
∂u

∂ν
sobre Γ obtemos

d

dt

∫

Ω

u′(h(x).∇u)dx +
1

2

∫

Ω

divh(|u′|2 − |∇u|2)dx

− 1

2

∫

Γ

|∂u

∂ν
|2ν.hdΓ +

∫

Ω

n∑
i,j=1

∂u

∂xi

∂u

∂xj

∂hj

∂xi

dx

+

∫

Ω

a(x)u′(h.∇u)dx +

∫

Ω

|u|ρu(h.∇u)dx = 0. (3.12)

Consideremos em (3.12) h(x) = φ(|x|)(x− x0) onde

φ(r) =

{
ε0; 0 ≤ r ≤ L
ε0L

r
; r ≥ L

. (3.13)

Portanto, se x 6= −→
0 temos que

∂hi

∂xi

=
∂

∂xi

[φ(|x|)(xi − x0i)] = φ(|x|) + φ′(|x|) xi

|x|(xi − x0i) (3.14)

e então

divh =
n∑

i=1

∂hi

∂xi

= nφ(|x|) + φ′(|x|)
n∑

i=1

xi

|x|(xi − x0i). (3.15)

Ainda,

∂hj

∂xi

=
∂

∂xi

[φ(|x|)(xj − x0j)] = φ′(|x|) xi

|x|(xj − x0j). (3.16)

Observemos que da definição de φ dada em (3.13) segue que

φ′(r) =

{
0; 0 ≤ r < L

−ε0L

r2
; r > L

. (3.17)

Portanto, φ′(|x|) = 0 se |x| < L e além disso, 0 6∈ Ω ∩ ΩL.
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Dessa forma substituindo (3.14)-(3.16) em (3.12) obtemos

d

dt

∫

Ω

u′φ(|x|)[(x− x0).∇u]dx +
1

2

∫

Ω

nφ(|x|)|u′|2dx

− 1

2

∫

Ω

nφ(|x|)|∇u|2dx +
1

2

∫

Ω\ΩL

φ′(|x|)
n∑

i=1

xi

|x|(xi − x0i
)|u′|2dx

− 1

2

∫

Ω\ΩL

φ′(|x|)
n∑

i=1

xi

|x|(xi − x0i)|∇u|2dx

− 1

2

∫

Γ

|∂u

∂ν
|2[φ(|x|)(x− x0).ν]dΓ +

∫

Ω

n∑
i,j=1

∂u

∂xi

∂u

∂xj

∂[φ(|x|)(xj − x0j
)]

∂xi

dx

+

∫

Ω

a(x)u′φ(|x|)[(x− x0).∇u]dx +

∫

Ω

|u|ρuφ(|x|)[(x− x0).∇u]dx

= 0. (3.18)

Considerando a equação (2.1), multiplicando por α1u(α2u) e integrando em

ΩL(Ω\ΩL), onde α1 e α2 são constantes positivas a serem determinadas, obtemos

∫

ΩL

α1|∇u|2dx +
d

dt
[α1

∫

ΩL

u′udx]−
∫

ΩL

α1|u′|2dx

+
1

2

d

dt

∫

ΩL

a(x)α1|u|2dx +

∫

ΩL

α1|u|ρ+2dx = 0 (3.19)

e

∫

Ω\ΩL

α2|∇u|2dx +
d

dt
[α2

∫

Ω\ΩL

u′udx]−
∫

Ω\ΩL

α2|u′|2dx

+
1

2

d

dt

∫

Ω\ΩL

a(x)α2|u|2dx +

∫

Ω\ΩL

α2|u|ρ+2dx = 0. (3.20)

Somando (3.11), (3.18), (3.19) e (3.20) vem que

d

dt
{
∫

Ω

u′φ(|x|)[(x− x0).∇u]dx + α1

∫

ΩL

u′udx + α2

∫

Ω\ΩL

u′udx

+
α1

2

∫

ΩL

a(x)|u|2dx +
α2

2

∫

Ω\ΩL

a(x)|u|2dx + K E(t)}

+ K

∫

Ω

a(x)|u′|2dx +

∫

ΩL

α1|∇u|2dx +

∫

Ω\ΩL

α2|∇u|2dx−
∫

ΩL

α1|u′|2dx
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−
∫

Ω\ΩL

α2|u′|2dx +
n

2

∫

Ω

φ(|x|)|u′|2dx +
1

2

∫

Ω\ΩL

φ′(|x|)
n∑

i=1

xi

|x|(xi − x0i
)|u′|2dx

− 1

2

∫

Γ

|∂u

∂ν
|2φ(|x|)[ν.(x− x0)]dΓ− n

2

∫

Ω

φ(|x|)|∇u|2dx

− 1

2

∫

Ω\ΩL

φ′(|x|)
n∑

i=1

xi

|x|(xi − x0i
)|∇u|2dx

+

∫

Ω

n∑
i,j=1

∂u

∂xi

∂u

∂xj

∂[φ(|x|)(xj − x0j
)]

∂xi

dx

+

∫

Ω

a(x)u′φ(|x|)[(x− x0).∇u]dx +

∫

Ω

|u|ρuφ(|x|)[(x− x0).∇u]dx

+ (α1 + α2)

∫

Ω

|u|ρ+2dx = 0.

Assim,

d

dt
X(t) + K

∫

Ω

a(x)|u′|2dx +

∫

ΩL

α1|∇u|2dx +

∫

Ω\ΩL

α2|∇u|2dx−
∫

ΩL

α1|u′|2dx

−
∫

Ω\ΩL

α2|u′|2dx +
n

2
ε0

∫

ΩL

|u′|2dx +
nε0

2

∫

Ω\ΩL

|u′|2
|x| dx

+
1

2

∫

Ω\ΩL

φ′(|x|)
n∑

i=1

xi

|x|(xi − x0i
)|u′|2dx− 1

2

∫

Γ

|∂u

∂ν
|2φ(|x|)[ν.(x− x0)]dΓ

− nε0

2

∫

ΩL

|∇u|2dx− nε0L

2

∫

Ω\ΩL

|∇u|2dx

− 1

2

∫

Ω\ΩL

φ′(|x|)
n∑

i=1

xi

|x|(xi − x0i
)|∇u|2dx

+

∫

Ω

n∑
i=j

| ∂u

∂xi

|2φ(|x|)dx +

∫

Ω\ΩL

n∑
i,j=1

∂u

∂xi

∂u

∂xj

φ′(|x|) xi

|x|(xj − x0j
)dx

+

∫

Ω

a(x)u′φ(|x|)[(x− x0).∇u]dx +

∫

Ω

|u|ρuφ(|x|)[(x− x0).∇u]dx

+ (α1 + α2)

∫

Ω

|u|ρ+2dx = 0,

onde

X(t) =

∫

Ω

u′φ(|x|)[(x− x0).∇u]dx + (α1 + α2)

∫

Ω

u′udx +
α1

2

∫

ΩL

a(x)|u|2dx

+
α2

2

∫

Ω\ΩL

a(x)|u|2dx + K E(t)}.
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Donde,

d

dt
X(t) + K

∫

Ω

a(x)|u′|2dx +

∫

ΩL

[α1 − n

2
ε0 + ε0]|∇u|2dx +

∫

Ω\ΩL

[α2 − n

2
ε0]|∇u|2dx

+

∫

ΩL

[−α1 +
n

2
ε0]|u′|2dx +

∫

Ω\ΩL

[−α2 +
ηε0

2
]|u′|2dx

≤ 1

2

∫

Γ

|∂u

∂ν
|2φ(|x|)[ν.(x− x0)]dΓ + |1

2

∫

Ω\ΩL

φ′(|x|)
n∑

i=1

xi

|x|(xi − x0i
)|u′|2dx|

+ |1
2

∫

Ω\ΩL

φ′(|x|)
n∑

i=1

xi

|x|(xi − x0i
)|∇u|2dx|+ |

∫

Ω

a(x)u′φ(|x|)[(x− x0).∇u]dx|

+ |
∫

Ω\ΩL

n∑
i,j=1

∂u

∂xi

∂u

∂xj

φ′(|x|) xi

|x|(xj − x0j
)dx|+

∫

Ω

|u|ρuφ(|x|)[(x− x0).∇u]dx

− (α1 + α2)

∫

Ω

|u|ρ+2dx−
∫

Ω\ΩL

φ(|x|)|∇u|2dx. (3.21)

Analisaremos agora os termos do lado direito da desigualdade.

I1 := |
∫

Ω

a(x)u′φ(|x|)[(x− x0).∇u]dx|.

Se |x| ≤ L, então φ(|x|) = ε0 o que implica que φ(|x|)|x− x0| ≤ ε0(|x|+ |x0|) ≤
ε0(L + |x0|).

Se |x| ≥ L, então φ(|x|)|x− x0| ≤ ε0L +
ε0L|x0|
|x| ≤ ε0(L + |x0|).

Portanto, para ε > 0 arbitrariamente dado,

I1 ≤ ε0(L + |x0|)‖a‖
1
2∞

∫

Ω

a
1
2 (x)|u′||∇u|dx

≤ ε

∫

Ω

|∇u|2dx +
1

2ε
ε2
0(L + |x0|2)‖a‖∞

∫

Ω

a(x)|u′|2dx. (3.22)

Consideremos,

I2 := |1
2

∫

Ω\ΩL

φ′(|x|)
n∑

i=1

xi

|x|(xi − x0i
)|u′|2dx|.

I2 ≤ 1

2

∫

Ω\ΩL

|φ′(|x|)|
n∑

i=1

|xi|
|x| |xi − x0i

||u′|2dx.

Em Ω\ΩL, temos que |φ′(|x|)| = ε0L

|x|2 e |x| > L.
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Então

|φ′(|x|)|
n∑

i=1

|xi|
|x| |xi − x0i

| ≤ ε0L

|x|3
n∑

i=1

|xi|(|xi|+ |x0i
|) =

ε0L

|x|3
n∑

i=1

|xi|2

+
ε0L

|x|3
n∑

i=1

|xi||x0i
|

≤ ε0L

|x| +
ε0L

2|x| +
ε0L

2|x|3 |x0|2

≤ 3

2
ε0 +

ε0|x0|2
2L2

= C1.

Logo,

I2 ≤ C1

2

∫

Ω\ΩL

|u′|2dx. (3.23)

De maneira análoga , definindo

I3 := |1
2

∫

Ω\ΩL

φ′(|x|)
n∑

i=1

xi

|x|(xi − x0i
)|∇u|2dx|

temos que

I3 ≤ C1

2

∫

Ω\ΩL

|∇u|2dx. (3.24)

Finalmente,

I4 := |
∫

Ω\ΩL

n∑
i,j=1

∂u

∂xi

∂u

∂xj

φ′(|x|) xi

|x|(xj − x0j
)dx|

I4 ≤
∫

Ω\ΩL

n∑
i,j=1

| ∂u

∂xi

|| ∂u

∂xj

||φ′(|x|)| |xi|
|x| |xj − x0j

|dx.

Mas em Ω\ΩL, temos que

|φ′(|x|)| |xi|
|x| |xj − x0j

| ≤ |φ′(|x|)|(|xj|+ |x0j
|) =

ε0L

|x|2 (|xj|+ |x0j
|)

≤ ε0L

|x|2 (|x|+ |x0|) ≤ ε0L

|x| +
ε0L|x0|
|x|2

≤ ε0 +
ε0|x0|
|x| ≤ ε0 +

ε0|x0|
L

= C2.
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Logo,

I4 ≤ C2

∫

Ω\ΩL

n∑
i,j=1

| ∂u

∂xi

|| ∂u

∂xj

|dx ≤ C2

n∑
i,j=1

(

∫

Ω\ΩL

| ∂u

∂xi

|2dx)
1
2 (

∫

Ω\ΩL

| ∂u

∂xj

|2dx)
1
2

= C2[
n∑

i=1

(

∫

Ω\ΩL

| ∂u

∂xi

|2dx)
1
2 ][

n∑
j=1

(

∫

Ω\ΩL

| ∂u

∂xj

|2dx)
1
2 ]

≤ 1

2
C2{[

n∑
i=1

(

∫

Ω\ΩL

| ∂u

∂xi

|2dx)
1
2 ]2 + [

n∑
j=1

(

∫

Ω\ΩL

| ∂u

∂xj

|2dx)
1
2 ]2}

≤ 1

2
C22

n−1{
∑

i

∫

Ω\ΩL

| ∂u

∂xi

|2dx +
∑

j

∫

Ω\ΩL

| ∂u

∂xj

|2dx}

= C22
n−1

∫

Ω\ΩL

|∇u|2dx.

Donde

I4 ≤ C22
n−1

∫

Ω\ΩL

|∇u|2dx. (3.25)

Além disso,
∫

Ω\ΩL

φ(|x|)|∇u|2dx ≤ ε0

∫

Ω\ΩL

|∇u|2dx. (3.26)

Substituindo (3.22)-(3.26) em (3.21) obtemos, para ε > 0 arbitrário

d

dt
X(t) + K

∫

Ω

a(x)|u′|2dx +

∫

ΩL

[α1 − nε0

2
+ ε0]|∇u|2dx

+

∫

Ω\ΩL

[α2 − nε0

2
]|∇u|2dx +

∫

ΩL

[−α1 +
nε0

2
]|u′|2dx

+

∫

Ω\ΩL

[−α2 +
ηε0

2
]|u′|2dx

≤ 1

2

∫

Γ

|∂u

∂ν
|2φ(|x|)[ν.(x− x0)]dΓ

+ ε

∫

Ω

|∇u|2dx +
1

2ε
ε2
0(L + |x0|2)‖a‖∞

∫

Ω

a(x)|u′|2dx

+
C1

2

∫

Ω\ΩL

|u′|2dx + [
C1

2
+ C22

n−1 − ε0]

∫

Ω\ΩL

|∇u|2dx

+ ε0(L + |x0|)
∫

Ω

|u|ρ+1|∇u|dx− (α1 + α2)

∫

Ω

|u|ρ+2dx. (3.27)

Escolhamos α1 > 0 de modo que α1 − ε0[
n

2
− 1] > 0 e −α1 +

nε0

2
> 0, ou seja,

consideremos α1 ∈]ε0(
n

2
− 1), ε0

n

2
[. No caso em que n = 1 tomemos α1 ∈]0, ε0

2
[.
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Sejam η1, η2 > 0 dados por η1 = α1− ε0[
n

2
− 1] e η2 = −α1 +

n

2
ε0. Consideremos

ε > 0 de modo a satisfazer η1 − ε = η3 > 0 e, a partir da escolha de ε > 0, K > 0

verificando
K

2
− 1

2ε
ε2
0(L + |x0|2)‖a‖∞ >

K

4
> 0, ou seja,

K

4
>

1

2ε
ε2
0(L + |x0|2)‖a‖∞.

Logo, de (3.27) segue que

d

dt
X(t) +

K

4

∫

Ω

a(x)|u′|2dx + η3

∫

ΩL

|∇u|2dx + η2

∫

ΩL

|u′|2dx

+

∫

Ω\ΩL

[α2 − n

2
ε0 − C1

2
− C22

n−1 − ε0 − ε]|∇u|2dx

+

∫

Ω\ΩL

[−α2 +
ηε0

2
− C1

2
]|u′|2dx

≤ 1

2

∫

Γ

|∂u

∂ν
|2φ(|x|)[ν.(x− x0)]dΓ + ε0(L + |x0|)

∫

Ω

|u|ρ+1|∇u|dx

− (α1 + α2)

∫

Ω

|u|ρ+2dx. (3.28)

Observemos que se x ∈ Ω\ΩL então |x| > L e, devido a hipótese (H.6), temos

que a(x) > ε0 > 0 em Ω\ΩL. Sendo assim,

∫

Ω\ΩL

a(x)|u′|dx > ε0

∫

Ω\ΩL

|u′|2dx. (3.29)

Consideremos agora α2 > 0 tal que α2 − n

2
ε0 − C1

2
− C22

n−1 + ε0 − ε = η4 > 0

e K > 0 tal que K > máx{ 4

ε0

[α2 +
C1

2
] ,

4

2ε
ε2
0(L + |x0|2)‖a‖∞}. Assim, pondo

η5 = Kε0

4
− α2 + ηε0

2
− C1

2
> 0 decorre de (3.28) e (3.29) que

d

dt
X(t) + η5

∫

Ω

|u′|2dx + η3

∫

ΩL

|∇u|2dx + η2

∫

ΩL

|u′|2dx

+ η4

∫

Ω\ΩL

|∇u|2dx

≤ 1

2

∫

Γ

|∂u

∂ν
|2φ(|x|)[ν.(x− x0)]dΓ

+ ε0(L + |x0|)
∫

Ω

|u|ρ+1|∇u|dx− (α1 + α2)

∫

Ω

|u|ρ+2dx. (3.30)

Nosso objetivo é obter estimativas para os últimos termos do lado direito para
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tal consideremos p = 2 e q = 2(ρ + 1). Usando observação 1.48 temos que

‖u‖ρ+2 ≤ ‖u‖
1

ρ+2

2 ‖u‖
ρ+1
ρ+2

2(ρ+1). (3.31)

Por outro lado, seja p = 2 e considere a desigualdade de Sobolev, Gagliardo,

Nirenberg (Proposição 1.14).

Temos que ‖u‖p∗ ≤ C‖∇u‖2, onde
1

p∗ =
1

2
− 1

n
; n ≥ 3.

Das hipóteses sobre ρ decorre que

‖u‖2(ρ+1) = ‖u‖p∗ ≤ C‖∇u‖2. (3.32)

Logo,

‖u‖ρ+2
ρ+2 ≤ C‖u‖2‖∇u‖ρ+1

2 .

Usando a desigualdade de Young chegamos à:

‖u‖ρ+2
ρ+2 ≤ C

2ε1

‖u‖2
2 +

ε1

2C
‖∇u‖2(ρ+1)

2

≤ C

2ε1

‖u‖2
2 +

ε1

2C
[I0]

ρ‖∇u‖2
2. (3.33)

onde ε1 > 0 é uma constante arbitrária.

Estimaremos agora

∫

Ω

|u|ρ+1|∇u|dx.

Usando a desigualdade de Hölder temos que

∫

Ω

|u|ρ+1|∇u|dx ≤ ‖u‖ρ+1
2(ρ+1)‖∇u‖2.

Usando a Proposição 1.14 temos que

‖u‖ρ+1
2(ρ+1) ≤ C‖∇u‖ρ+1

2 .

Logo

∫

Ω

|u|ρ+1|∇u|dx ≤ C̃‖∇u‖ρ+2
2 ≤ C̃[I0]

ρ‖∇u‖2
2. (3.34)
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De (3.30), (3.33) e (3.34) conclúımos que

d

dt
X(t) + η5

∫

Ω\ΩL

|u′|2dx + η3

∫

ΩL

|∇u|2dx + η2

∫

ΩL

|u′|2dx

+ η4

∫

Ω\ΩL

|∇u|2dx

≤ 1

2

∫

Γ

|∂u

∂ν
|2φ(|x|)[ν.(x− x0)]dΓ

+
C

2ε1

∫

Ω

|u|2dx +
ε1

2C
[I0]

ρ

∫

Ω

|∇u|2dx

+ C̃[I0]
ρ

∫

Ω

|∇u|2dx.

Consideremos η∗ = mı́n{ηi, i = 2, 3, 4, 5}.

d

dt
X(t) + η∗

∫

Ω

|u′|2dx + η∗
∫

Ω

|∇u|2dx

≤ 1

2

∫

Γ

| ∂u

∂xi

|2φ(|x|)[ν.(x− x0)]dΓ + C̃δρ

∫

Ω

|∇u|2dx +
C

2ε1

∫

Ω

|u|2dx.

Somando o termo
2η∗

ρ + 2

∫

Ω

|u|ρ+2dx em ambos os lados da desigualdade acima

obtemos usando novamente (3.33) que

d

dt
X(t) + 2η∗E(t) ≤ 1

2

∫

Γ

| ∂u

∂xi

|2φ(|x|)[ν.(x− x0)]dΓ

+ C̃δρ

∫

Ω

|∇u|2dx + K1

∫

Ω

|u|2dx.

Considerando o fato de δ ser suficientemente pequeno decorre que ∃ uma con-

stante K2 > 0 tal que

d

dt
X(t) + K2E(t) ≤ 1

2

∫

Γ

| ∂u

∂xi

|2φ(|x|)[ν.(x− x0)]dΓ + K1

∫

Ω

|u|2dx.

Como ν.(x− x0) ≤ 0 se x ∈ Γ\Γ(x0) temos da desigualdade anterior que:

d

dt
X(t) + K2E(t) ≤ 1

2

∫

Γ(x0)

| ∂u

∂xi

|2φ(|x|)[ν.(x− x0)]dΓ + K1

∫

Ω

|u|2dx. (3.35)
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Lema 3.5. A seguinte desigualdade

∫

Γ(x0)

|∂u

∂ν
|2ds ≤ d

dt

∫

ω̃∩Ω

u′(h.∇u)dx + C3

∫

ω̃∩Ω

|u′|2 + |∇u|2dx

é válida .

Demonstração:

Usando (3.10), a desigualdade de Young, o fato que ∇u =
∂u

ν
ν sobre Γ e a

hipótese (A.1), segue que

∫

Γ(x0)

|∂u

∂ν
|2dx ≤ 1

2

∫

Γ

(h.ν)|∇u|2dΓ =
d

dt

∫

Ω

u′(h.∇u)dx +
1

2

∫
∼
ω∩Ω

divh|u′|2dx

− 1

2

∫
∼
ω∩Ω

div.h|∇u|2dx +

∫
∼
ω∩Ω

a(x)u′(h.∇u)dx

+
n∑

i,j=1

∫
∼
ω∩Ω

∂hi

∂xj

∂u

∂xi

∂u

∂xj

dx +

∫

Ω

|u|ρu(h.∇u)dx

≤ d

dt

∫

Ω

u′(h.∇u)dx− 1

2
‖h‖W 1,∞

∫
∼
ω∩Ω

|∇u|2dx

+
1

2
‖h‖W 1,∞

∫
∼
ω∩Ω

|u′|2dx +
1

2

∫
∼
ω∩Ω

|u′|2dx

+
1

2
‖a‖2

∞‖h‖W 1,∞

∫
∼
ω∩Ω

|∇u|2dx + ‖h‖W 1,∞

∫
∼
ω∩Ω

|u|ρ+1|∇u|dx

+ ‖h‖W 1,∞2n−1

∫
∼
ω∩Ω

|∇u|2dx. (3.36)

De (3.34) e (3.36) segue que

∫

Γ(x0)

|∂u

∂ν
|2dx ≤ d

dt

∫

Ω

u′(h.∇u)dx +
1

2
‖h‖W 1,∞

∫
∼
ω∩Ω

|∇u|2dx

+
1

2
‖h‖W 1,∞

∫
∼
ω∩Ω

|u′|2dx +
1

2

∫
∼
ω∩Ω

|u′|2dx

+
1

2
‖a‖2

∞‖h‖W 1,∞

∫
∼
ω∩Ω

|∇u|2dx + C̃δρ

∫
∼
ω∩Ω

|∇u|2dx

+ ‖h‖W 1,∞2n−1

∫
∼
ω∩Ω

|∇u|2dx.
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Logo,
∫

Γ(x0)

|∂u

∂ν
|2dx ≤ d

dt

∫

Ω

u′h∇udx

+ [
1

2
‖h‖W 1,∞ +

1

2
‖a‖2

∞‖h‖W 1,∞ + C̃δρE(0)

+ ‖h‖W 1,∞2n−1]

∫
∼
ω∩Ω

|∇u|2dx

+ [
1

2
‖h‖W 1,∞ +

1

2
]

∫
∼
ω∩Ω

|u′|2dx.

Ponhamos

C3 = máx{1

2
‖h‖W 1,∞ +

1

2
‖a‖2

∞‖h‖W 1,∞ + C̃δρ + ‖h‖W 1,∞2n−1,
1

2
‖h‖W 1,∞ +

1

2
},

Com isso conclúımos a demonstração, isto é,
∫

Γ(x0)

|∂u

∂ν
|2dx ≤ d

dt

∫

Ω

u′(h.∇u)dx + C3

∫
∼
ω∩Ω

[|∇u|2 + |u′|2]dx.

2

Lema 3.6. Temos que
∫
∼
ω∩Ω

|∇u|2 ≤ C4

∫

ω

|u′|2 + |u|2dx− 1

2

d

dt
{2(u′, ηu) +

∫

Ω

aη|u|2dx}+ C5[E(0)]ρE(t).

Demonstração:

Da equação (3.4) e da hipótese (A.2) sobre η temos que
∫
∼
ω∩Ω

|∇u|2dx ≤
∫

Ω

η|∇u|2dx = −
∫

Ω

(∇η.∇u)udx− d

dt
(u′, ηu) +

∫

Ω

η|u′|2dx

− 1

2

d

dt

∫

Ω

aη|u|2dx−
∫

Ω

η|u|ρ+2dx. (3.37)

Notemos que
∫

Ω

∇η.∇uudx ≤
∫

ω

∇η.∇uudx ≤
∫

(ω̃∩Ω)∪A

∇η∇uudx (3.38)

=

∫

(ω̃∩Ω)∪A

∇η√
η

√
η∇uudx

≤ ε3

∫

Ω

η|∇u|2dx +
1

2ε3

∫

ω

|∇η|2
η

|u|2dx

≤ 1

2

∫

Ω

η|∇u|2dx +
1

2
‖|∇η|2

η
‖∞

∫

ω

|u|2dx, (3.39)

84



onde A = {x ∈ ω\(ω̃ ∩ Ω)/η 6= 0}.

Substituindo em (3.37) temos que

∫

Ω

η|∇u|2dx ≤ 1

2

∫

Ω

η|∇u|2dx +
1

2
‖|∇η|2

η
‖∞

∫

ω

|u|2dx

− 1

2

d

dt
{2(u′, ηu) +

∫

Ω

ηa|u|2dx}

+

∫

Ω

η|u′|2dx−
∫

Ω

η|u|ρ+2dx.

Donde,

∫
∼
ω∩Ω

|∇u|2dx ≤ 1

2

∫

Ω

η|∇u|2dx ≤
∫

ω

|u′|2dx +
1

2
‖|∇η|2

η
‖∞

∫

ω

|u|2dx

− 1

2

d

dt
{2(u′, ηu) +

∫

Ω

ηa|u|2dx} −
∫

ω

|u|ρ+2dx.

Por (3.33) segue que

∫
∼
ω∩Ω

|∇u|2dx ≤ 1

2

∫

Ω

η|∇u|2dx ≤
∫

ω

|u′|2dx +
1

2
‖|∇η|2

η
‖∞

∫

ω

|u|2dx

− 1

2

d

dt
{2(u′, ηu) +

∫

Ω

ηa|u|2dx}+
C

2ε1

∫

ω

|u|2dx

+
ε1

2C
[E(0)]ρ

∫

ω

|∇u|2dx

≤
∫

ω

|u′|2dx +
1

2
‖|∇η|2

η
‖∞

∫

ω

|u|2dx

− 1

2

d

dt
{2(u′, ηu) +

∫

Ω

ηa|u|2dx}+
C

2ε1

∫

ω

|u|2dx

+
ε1

2C
[E(0)]ρE(t).

Seja C4 = máx{1, 1

2
‖|∇η|2

η
‖∞,

C

2ε1

} e C5 =
ε1

2C
, logo

∫
∼
ω∩Ω

|∇u|2dx ≤ C4

∫

ω

(|u′|2 + |u|2)dx

− 1

2

d

dt
{2(u′, ηu) +

∫

Ω

ηa|u|2dx}+ C5[E(0)]ρE(t).

2
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Notemos que, por outro lado,

1

2

∫

Γ

|∂u

∂ν
|2φ(|x|)[ν(x).(x− x0)]ds ≤ 1

2

∫

Γ(x0)

|∂u

∂ν
|2φ(|x|)[ν(x).(x− x0)]ds

≤ ε0

2
(L + ‖x0‖)

︸ ︷︷ ︸
C6

∫

Γ(x0)

|∂u

∂ν
|2|ν|ds

≤ C6

∫

Γ(x0)

|∂u

∂ν
|2ds. (3.40)

Usando o lema 3.5 obtemos que

C6

∫

Γ(x0)

|∂u

∂ν
|2|ν|ds ≤ C6

d

dt

∫

ω̃∩Ω

u′(h.∇u)dx

+ C6C3

∫

ω̃∩Ω

|u′|2dx + C6C3

∫

ω̃∩Ω

|∇u|2dx.

Agora, usando o lema 3.6 resulta que

C6

∫

Γ(x0)

|∂u

∂ν
|2|ν|ds ≤ C6

d

dt

∫

ω̃∩Ω

u′(h.∇u)dx + C6C3C4

∫

ω

|u′|2dx

+ C6C3C4

∫

ω

|u|2dx− 1

2

d

dt
[2(u′, ηu) +

∫

Ω

η|u|2dx]

+ C6C3C5[E(0)]ρE(t). (3.41)

De (3.41) e (3.35) resulta que

d

dt
{

∫

Ω

u′φ(|x|)[(x− x0).∇u]dx− C6

∫

Ω

u′(h.∇u)dx +

∫

Ω

[α1 + α2C3C6η]u′udx

+

∫

Ω

[
α1

2
+

α2

2
+

C6C3η

2
]a(x)|u|2dx + K E(t)}+ K2 E(t)

≤ [C3C6 + C3C4C6]︸ ︷︷ ︸
C7

∫

ω

|u′|2dx + C3C4C6︸ ︷︷ ︸
C8

∫

ω

|u|2dx + C3C5C6︸ ︷︷ ︸
C9

[E(0)]ρE(t)

≤ C7

∫

ω

|u′|2dx + C8

∫

ω

|u|2dx + C9δ
ρE(t). (3.42)

Do lema 3.2 temos que
d

dt
K∗E(t) + K∗

∫

Ω

a(x)|u′|2dx = 0, ∀ K∗ > 0, então
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de (3.42) temos que

d

dt
{

∫

Ω

u′φ(|x|)[(x− x0).∇u]dx− C6

∫

Ω

u′(h.∇u)dx +

∫

Ω

[α1 + α2C3C6η]u′udx

+

∫

Ω

[
α1

2
+

α2

2
+

C6C3η

2
]a(x)|u|2dx + K E(t)}+ K2 E(t)

+
d

dt
K∗E(t) + K∗

∫

Ω

a(x)|u′|2dx

≤ C7

∫

ω

|u′|2dx + C8

∫

ω

|u|2dx + C9δ
ρE(t).

Desta forma, usando (H.5) obtemos que

d

dt
{

∫

Ω

u′φ(|x|)[(x− x0).∇u]dx− C6

∫

Ω

u′(h.∇u)dx +

∫

Ω

[α1 + α2C3C6η]u′udx

+

∫

Ω

[
α1

2
+

α2

2
+

C6C3η

2
]a(x)|u′|2dx + [K + K∗] E(t)}

+ K2 E(t) + K∗ε0

∫

ω

|u′|2dx + K∗
∫

Ω\ω
a(x)|u′|2dx

≤ C7

∫

ω

|u′|2dx + C8

∫

ω

|u|2dx + C9δ
ρE(t).

Logo

d

dt
X∗(t) + [K2 − C9δ

ρ]E(t) + [K∗ε0 − C7]

∫

ω

|u′|2dx

+ K∗
∫

Ω\ω
a(x)|u′|2dx ≤ C8

∫

ω

|u|2dx, (3.43)

onde

X∗(t) =

∫

Ω

u′φ(|x|)[(x− x0).∇u]dx− C6

∫

Ω

u′(h.∇u)dx +

∫

Ω

[α1 + α2C3C6η]u′udx

+

∫

Ω

[
α1

2
+

α2

2
+

C6C3η

2
]a(x)|u′|2dx + [K + K∗] E(t).
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Sejam u solução de (2.1)-(2.3) dada no Teorema 2.1 e T0 > 0 (independente de

u) suficientemente grande. Então

Proposição 3.7. Para todo ε1 > 0 e T > T0, existe C > 0 tal que a solução u de

(2.1)-(2.3) verifica

∫ t+T

t

∫

Ω

|u(x, s)|2dxds ≤ C

∫ t+T

t

∫

Ω

a(x)|u′(x, s)|2dxds +
ε1

4

∫ t+T

t

E(s)ds, (3.44)

para todo t > 0.

Demonstração: Vamos mostrar a desigualdade acima usando argumento de con-

tradição.

Suponhamos que (3.44) seja falso. Assim, existem ε1 > 0, T > T0, uma seqüência

de números (tn) e uma seqüência de soluções (un) tal que

∫ tn+T

tn

∫

Ω

|un(x, s)|2dxds > n

∫ tn+T

tn

∫

Ω

a(x)|u′n(x, s)|2dxds

+
ε1

4

∫ tn+T

tn

En(s)ds, (3.45)

onde En(t) é obtida de E(t) substitúındo-se u por un.

Consideremos

λ2
n =

∫ tn+T

tn

∫

Ω

|un(x, s)|2dxds e vn(t) =
1

λn

un(t + tn).

Notemos que

un(t + tn) = λnvn(t) e |u′n(t + tn)|2 = λ2
n|v′n(t)|2.

Fazendo a mudança de variavél t = s− tn em (3.45) obtemos

λ2
n ≥ n

∫ T

0

∫

Ω

a(x)|v′n(x, t + tn)|2dxdt +
ε1

4

∫ T

0

En(t + tn)dt, (3.46)

Dessa forma, dividindo por λ2
n,

n

∫ T

0

∫

Ω

a(x)|v′n(x, t)|2dxdt +
ε1

4

∫ T

0

Evn(t)dt ≤ 1, (3.47)
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onde Evn(t) =
1

2
‖v′n(t)‖2

2 +
1

2
‖∇vn(t)‖2

2 +
λρ

n

ρ + 2
‖vn(t)‖ρ+2

ρ+2.

Notemos que

∫ T

0

∫

Ω

|vn(t)|2dxdt = 1 (3.48)

∫ T

0

∫

Ω

|v′n(t)|2dxdt +

∫ T

0

∫

Ω

|∇vn(t)|2dxdt +
2λρ

n

ρ + 2

∫ T

0

∫

Ω

|vn(t)|ρ+2dxdt

= 2

∫ T

0

Evn(t)dt ≤ 8ε−1
1 < ∞. (3.49)

De (3.47) temos que

∫ T

0

∫

Ω

a(x)|v′n(x, t)|2dxdt → 0 quando n →∞. (3.50)

Por (3.48) e (3.49) temos que

(vn)n∈N é limitada em L2(0, T ; L2(Ω)) (3.51)

(v′n)n∈N é limitada em L2(0, T ; L2(Ω)) (3.52)

(
∂vn

∂xi

)n∈N é limitada em L2(0, T ; L2(Ω)) i = 1, ..., n. (3.53)

De (3.51), (3.52) e (3.53) existe uma subseqüência de (vn) que continuaremos a

denotar por (vn) tal que

vn ⇀ v em L2(0, T ; L2(Ω)), (3.54)

v′n ⇀ v′ em L2(0, T ; L2(Ω)), (3.55)

∂vn

∂xi

⇀
∂v

∂xi

em L2(0, T ; L2(Ω)) para todo i = 1, ..., n. (3.56)

Como ρ =
2

n− 2
, então

2ρ =
4

n− 2
⇐⇒ 2ρ + 2 =

4

n− 2
+ 2 ⇐⇒ 2ρ + 2 =

2n

n− 2
.

Portanto, usando o Teorema 1.15 temos que

H1
0 (Ω) ↪→ Lρ+2(Ω)
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e, conseqüentemente,

|vn|ρvn ⇀ |v|ρv em L2(0, T ; L2(Ω)). (3.57)

Por (3.54) e (3.56) temos que

v ∈ H1([0, T ]; L2(Ω)). (3.58)

Como (vn)n∈N é limitada em L2(0, T ; L2(Ω)), (∇vn)n∈N é limitada em L2(0, T ; L2(Ω)),

e sendo cada (un) solução de (2.1)-(2.3), segue que vn ∈ L2(0, T ; H1
0 (Ω)) e (vn)n∈N é

limitada em L2(0, T ; H1
0 (Ω)). Portanto, existe w ∈ L2(0, T ; H1

0 (Ω)) tal que

vn
∗
⇀ w em L2(0, T ; H1

0 (Ω)). (3.59)

De (3.47), (3.59), do fato que L2(0, T ; H1
0 (Ω)) ↪→ L2(0, T ; L2(Ω)) com imersão

cont́ınua e densa e da unicidade do limite fraco temos que w = v, e então

v ∈ L2(0, T ; H1
0 (Ω)). (3.60)

Por (3.58) e (3.60) resulta que:

v ∈ L2(0, T ; H1
0 (Ω) ∩H1(0, T ; L2(Ω)).

De (3.48) e (3.49), resulta que

(vn) é limitada em L2(0, T ; H1(Bi)),

(v′n) é limitada em L2(0, T ; L2(Bi)),

onde Bi = {x ∈ Ω; ‖x‖ ≤ i}; qualquer que seja i ∈ N.

Usando o lema de Rellich Kondrachov (ver Teorema 1.13) temos que

H1(Bi)
c

↪→ L2(Bi).

Segue do Teorema de Aubin-Lions (Proposição 1.40) que existe uma subseqüência

(vn)n∈N tal que

vn → v forte em L2(0, T ; L2(Bi)). (3.61)
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Logo, de (3.48) vem que
∫ T

0

∫

Ω

|v(t)|2dxdt = 1. (3.62)

Temos também que
∫ T

0

∫

Ω

a(x)|v′|2dxdt = 0. (3.63)

De fato, como a ∈ L∞(Ω), segue que a
1
2 ∈ L∞(Ω).

Portanto, seja

f ∈ L2(0, T ; L2(Ω)).

Temos que a
1
2 f ∈ L2(0, T ; L2(Ω)) e
∫ T

0

∫

Ω

a
1
2 (x)v′nfdxdt =

∫ T

0

∫

Ω

v′n[a
1
2 (x)f ]dxdt. (3.64)

De (3.55)
∫ T

0

∫

Ω

v′n[a
1
2 (x)f ]dxdt →

∫ T

0

∫

Ω

v′[a
1
2 (x)f ]dxdt =

∫ T

0

∫

Ω

a
1
2 (x)v′nfdxdt.

De (3.64) e da convergência acima temos que a
1
2 v′n ⇀ a

1
2 v′ em L2(0, T ; L2(Ω)) e

da Proposição 1.33 (iii) decorre que

‖a 1
2 v′‖L2(0,T ;L2(Ω)) ≤ lim inf‖a 1

2 v′n‖L2(0,T ;L2(Ω)),

ou seja,

0 ≤
∫ T

0

∫

Ω

a(x)|v′|2dxdt ≤ lim inf

∫ T

0

∫

Ω

a(x)|v′n|2 = 0.

2

Consideremos agora θ ∈ D(0, T ) e observemos que:

〈v′′n, θ〉+ 〈−4vn, θ〉+ 〈a(x)v′n, θ〉+ 〈|vn|ρvn, θ〉 = 0

〈v′′n, θ〉+ 〈−
n∑

i=1

∂2vn

∂x2
i

,
∂θ

xi

〉+ 〈a(x)v′n, θ〉+ 〈|vn|ρvn, θ〉 = 0

−〈v′n, θ′〉+
n∑

i=1

〈∂
2vn

∂x2
i

,
∂θ

xi

〉+ 〈a(x)v′n, θ〉+ 〈|vn|ρvn, θ〉 = 0.
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Passando limite e usando (3.50)

−〈v′, θ′〉+
n∑

i=1

〈∂
2v

∂x2
i

,
∂θ

xi

〉+ 〈|v|ρv, θ〉 = 0,

ou seja,

〈v′′, θ〉+ 〈−4v, θ〉+ 〈|v|ρv, θ〉 = 0, ∀ θ ∈ D(0, T ).

Logo,

v′′ −4v + |v|ρv = 0 em D′(Ω× (0, T )). (3.65)

De (3.63) e a(x) ≥ ε0 > 0 sobre Ωc
L = Ω\ΩL, obtemos que v′(x, t) = 0 sobre

[0, T ]× Ωc
L.

Derivando a equação (3.65) no sentido das distribuições temos que

v′′′ −4v′ + (ρ + 1)|v|ρv′ = 0.

Consideremos y = v′. Então da equação acima vem que

y′′ −4y + (ρ + 1)|v|ρ︸ ︷︷ ︸
V (x,t)

y = 0, onde V (x, t) ∈ L∞(0, T, Ln(Ω)).

Como y = 0 sobre [0, T ]× Ωc
L usando a propriedade de continuação única (Teo-

rema 1.45) temos que para T ≥ T0, onde T0 é suficientemente grande,

y = v′ = 0 sobre Ω× [0, T ]. (3.66)

Logo v(x, t) = v(x),isto é, independe de t. Portanto

−4v + |v|ρv = 0.

Compondo a equação acima com v e integrando em Ω temos que

∫

Ω

|∇v|2 +

∫

Ω

|v|ρ+2 = 0.
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Como ambos os termos são positivos temos que

∫

Ω

|v|ρ+2 = 0.

Dessa forma ‖v‖ρ+2
ρ+2 = 0, isto é, v = 0 o que contradiz (3.62). O que conclui a

demonstração. 2

Da Proposição 3.7, usando (3.29) e integrando (3.43) de t à t+T, t ∈]0, T [ resulta

que

∫ t+T

t

d

dt
X∗(t) +

∫ t+T

t

[K2 − C9δ
ρ − C8

ε1

4
]E(s)ds

+

∫ t+T

t

∫

ω

[K∗ε0 − C7 − C8Cε0]|u′(x, s)|2dxds

+ [K∗ − C]

∫ t+T

t

∫

Ω\ω
a(x)|u′(x, s)|2dxds

≤ 0. (3.67)

Consideremos δ e ε1 suficientemente pequenos tais que K3 = K2−C9δ
ρ−C8

ε1
4

> 0

e K∗ suficientemente grande de tal forma que K4 = K∗ − C7 − C8Cε0 > 0 e

K5 = K∗ − C > 0.

Logo,

∫ t+T

t

d

dt
X∗(t) + K3

∫ t+T

t

E(s)ds

+ [K∗ε0 − C7 − C8Cε0]

∫ t+T

t

∫

ω

|u′|2dx

≤ 0. (3.68)

Portanto,

X∗(t + T ) − X∗(t) + K4

∫ t+T

t

∫

ω

|u′|2dxds + K5

∫ t+T

t

∫

Ω\ω
a(x)|u′|2dxds

+ K3

∫ t+T

t

E(t) ≤ 0, (3.69)

onde das hipóteses (A.1) e (A.2) e da limitação de φ(|x|)|x− x0| segue que

93



X∗(t) ≤ L1[E(t) + ‖u(t)‖2
2]; ∀ t ≥ 0,

onde L1 é uma constante positiva.

Logo, de (3.69) decorre que

X∗(T ) + K3

∫ T

0

E(t)dt ≤ X∗(0) ≤ L1[E(0) + ‖u0‖2
2︸ ︷︷ ︸

≤I2
0

], T ≥ 0. (3.70)

Donde

sup
0≤t≤+∞

X∗(t) + K3

∫ ∞

0

E(t)dt ≤ L1I
2
0 .

Conseqüentemente,

d

dt
[(1 + t)E(t)] = E(t) + (1 + t)

d

dt
E(t) ≤ E(t),

supondo que t ≥ 0 e E ′(t) ≤ 0.

Logo,

(1 + t)E(t) ≤
∫ t

0

E(s) + E(0) ≤ (L1 + 1)I2
0 , t ≥ 0.

Então

E(t) ≤ C0I
2
0 (1 + t)−1. (3.71)

De modo a satisfazer a demonstração do Teorema 3.1, notemos que, por passagem

ao limite, a expressão dada em (3.70) permanece válida para soluções fracas e,

conseqüentemente a taxa dada em (3.71) e aquela desejada no Teorema 3.1.
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