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Resumo

Neste trabalho iremos caracterizar as matrizes de Hankel finitas e mostraremos que
tais matrizes surgem naturalmente como representacao matricial de formas traco e
traco escalares de extensao de corpos separaveis. Iremos ainda utilizar o método dos
menores principais de matrizes para calcular a assinatura e o invariante de Hasse de

formas quadraticas.

Palavras chaves: Matrizes de Hankel; formas quadraticas; formas trago; menores.



Abstract

In this work we give a characterization of finite Hankel matrices and we show that
such matrices arise naturally as matrix representations of scaled trace forms of sep-
arables extensions of fields. We also use the principal minor method to calculate the

signature and the Hasse invariant of quadratic forms.

Keywords: Hankel matrices; quadratic forms; trace forms; minors.
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Introducao

A teoria de formas quadraticas como é estudada atualmente foi sistematizada por
Ernst Witt em 1937. Porém as formas quadraticas ja eram estudadas muito antes,
provavelmente surgiram na Babilonia. Trabalhando essencialmente sobre os corpos
dos numeros reais e complexos, os mateméaticos do século XIX ja se preocupavam
com os invariantes das formas quadraticas. Eles sabiam como calcular a assinatura
de formas quadraticas usando os menores principais das matrizes simétricas que
representam estas formas, contanto que nao houvesse muitos sucessivos menores
principais nulos. Podemos citar os trabalhos de Sylvester [11], Jacobi [6], Gun-
delfinger [3], Frobenius [1]. Na verdade Frobenius mostrou que a condi¢ao sobre os
menores nulos pode ser removida quando a forma é representada por uma matriz de
Hankel. Mais tarde, o método dos menores principais foi adaptado para calcular o

invariante de Hasse de formas quadréticas sobre corpos locais, ver [7].

Um dos objetivos deste trabalho é apresentar o método dos menores principais
na linguagem moderna de formas quadraticas, inclusive para o caso de matrizes de

Hankel. Isto esta feito no Capitulo 4.

Um segundo objetivo é o estudo das matrizes de Hankel, pois estas surgem
naturalmente como uma representacao matricial da formas traco e trago escalares

de extensoes de corpos separaveis. Fizemos isto no Capitulo 3.

Para atingir os dois objetivos citados acima foi necessario um estudo dos fun-
damentos da teoria de formas quadréticas (feito no Capitulo 1) e um estudo das

algebras centrais simples visando definir o invariante de Hasse (feito no Capitulo 2).



Capitulo 1

Preliminares

Durante este capitulo faremos uma introducao a teoria de formas quadraticas, apre-
sentando alguns resultados que fundamentam esta teoria. Neste trabalho F' denotara
um corpo com caracteristica diferente de 2 e os espacos vetoriais sobre F' serao
sempre de dimensao finita. O grupo multiplicativo dos elementos nao nulos de F

denotaremos por F.

1.1 Espacos Bilineares e Quadraticos

Iniciamos recordando os conceitos de forma bilinear e forma quadratica vistos nos

cursos de Algebra Linear.

Definicao 1.1. Seja V' um espago vetorial sobre F. Uma forma bilinear simétrica

sobre F' é uma aplicacao B : V x V — F que satisfaz as propriedades:

(1) B(x+vy,2) = B(z,2) + B(y, ), para todo x,y, z € V;
(2) B(az,y) = aB(x,y) = B(z,ay), para todo z,y € V e a € I}
(3) B(x,y) = B(y,x), para todo x, y € V.

Definigao 1.2. Seja V' um espago vetorial sobre F. A aplicagdo q¢ : V — F ¢

chamada de forma quadrdtica sobre V se satisfaz as seguintes propriedades:



(1) q(az) = a?q(x), para todo = € V,« € F;

(2) B, :V xV — F definida por By(z,y) = 3(q(z +y) — g(z) — q(y)), para todo

x,y € V, é uma forma bilinear simétrica .

A funcao B, definida acima ¢é dita a forma bilinear associada a q.

Dada uma forma bilinear simétrica B sobre um espago vetorial V', podemos
definir gg : V. — F por gp(z) = B(z,z). A fungao ¢p definida é uma forma
quadratica e é chamada forma quadrdtica associada a B. Quando nao houver perigo

de confusao usaremos apenas ¢ para denotar g e apenas B para denotar B,.

Observagao 1.3. Sejam B = {ej,...,e,} uma base do espago vetorial V e z =
Yo Tie, Y = Z?Zl yje; elementos de V. Se B ¢é uma forma bilinear sobre F', entao
B(z,y) = B(Z Tii, Zyjej) = Z%’B(% Zyjej) = Z Z%%B(ez‘; ej)-
i=1 j=1 i=1 j=1 i=1 j=1
Definicao 1.4. A matriz Mp = (B(e;, e;)) é chamada matriz da forma bilinear B

em relacao a base B.

Deste modo, temos

B(ei,e1) ... Bley,ep) U1
B(x,y) = (z1 x2 ... ) ! : | = [#lsMalyls,
B(en,e1) ... Blen,en) Yn

onde [z]p é o vetor coordenadas.

A matriz de uma forma quadrdtica q é definida como sendo a matriz da forma
bilinear associada a q. Assim,

My, = Mp, e q(z) = By(z,x) = [z]zMp,[x]5.

Defini¢ao 1.5. Um espago bilinear é um par (V) B), onde V' é um espago vetorial
sobre F' e B é uma forma bilinear simétrica sobre V. Chamamos (V,q) de espaco

quadrdtico, onde ¢ é uma forma quadratica sobre V.



A verificagdo de que as correspondéncias ¢ — B, e B — gp (ou (V,q) — (V, B,)
e (V,B) — (V,qp)) sdo inversas uma da outra é imediata desde que ¢, = ¢ e

B,, = B. Ou seja, podemos identificar formas quadraticas com formas bilineares.

qB

Assim, conceitos e propriedades de espagos quadraticos (ou formas quadréticas)

podem ser transmitidos para espagos bilineares (ou formas bilineares) e vice-versa.

Vale ressaltar que esta correspondéncia biunivoca nao ocorre se o corpo F' for de
caracteristica 2 ou se estivermos trabalhando com formas bilineares sobre anéis em

que 2 nao é inversivel.

Definigao 1.6. Sejam (V, B), (V', B’) dois espagos bilineares. Dizemos que eles sdo
isométricos se existe um isomorfismo linear 7 : V. — V' tal que B'(7(u),7(v)) =

B(u,v), para todo u,v € V (ou qp/(7(u)) = gp(u), para todo u € V).
Notagio (V, B) = (V',B'), B= B/, ¢ = ¢.

Ser isométrico é uma relagao de equivaléncia onde a classe de equivaléncia (q) =

{¢' | ¢ = q} é chamada classe de isometria.
Proposicao 1.7. Sejam (V, B), (V', B') espagos bilineares. Entao (V,B) = (V', B')

se, e somente se, Mg é congruente a Mp:.

Demonstragao: Se existe um isomorfismo 7 : V' — V' entao dim V = dim V".
Considere {eq,....,e,} e {€¢/1,....,¢/,,} bases de V e V' respectivamente. Agora, se

C = (c¢ij) é a matriz da tranformagdo linear 7, entao 7 (¢;) = Y ,_, cxi€’. Assim,

Mp = (Bleie;)) = (B'(r(e:), 7(e;)))

= (B’(Z cri€k, Z cje't))
= ZC}CZ €k,€l Cl]) :CtMB/C.

Portanto, Mg é congruente a Mp.

Reciprocamente, temos que Mp = C*Mp/C, para alguma matriz C' € GL,(F).

Seja 7 : V. — V' com 7(u) = Clu], onde [u] sdo as coordenadas de u em ter-
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mos de uma base de V. E claro que 7 é um isomorfismo. Entdo B'(r(u),7(v)) =
(7(u))' Mp:((v)) = (Clul)' Mp(C[v]) = [u] C"Mp Clo] = [u]' Mp[v] = B(u,v). Por-
tanto, (V,B) = (V/,B’). O

Definigao 1.8. Seja (V, B) um espaco bilinear. Dois vetores z,y € V sao ortogonais
se B(z,y) = 0. Denotamos por z L y.
Se X e Y sao subconjuntos de V', dizemos que X é ortogonal a Y se B(x,y) = 0,

para todo x € X e para todo y € Y. Denotamos por X L Y.

Definigao 1.9. Sejam (V, B) um espaco bilinear e S um subconjunto de V. O
complemento ortogonal de S é definido por

St ={zeV|B(S) =0}

O complemento ortogonal de V' é chamado de radical de (V, B), denotado por
Vi=radV.

Observagao 1.10. (1) Claramente se S C T, entdo T+ C S*. E facil ver também
que S C (S4)*.

(2) Se W é um subespacgo de V', entao (W, B|lwxw) ¢ um espagco bilinear.

Proposicao 1.11. Sejam (V, B) um espago bilinear, B uma base de' V- e M a matriz

simétrica associada a forma bilinear B. Sao equivalentes

(1) M € nao singulary

(2) * — B(xz,—) define um isomorfismo V. — V*, onde V* denota o espago dual

de V;
(3) Se B(x,y) =0, para todo y € V, entio x = 0. Ou seja, V+ = {0}.
Demonstracao: (1) = (2) Suponhamos que M é uma matriz nao singular, isto

é, inversivel. Como M ¢é inversivel, temos que [z];5 M # [y]'; M, para todo z,y € V,

com x # y. Logo B(x,—) # B(y,—), para todo x # y. Ou seja, x — B(z,—) é

bt



uma aplicagao injetiva e ainda dim V' = dim V*. Portanto z — B(x, —) define um

isomorfismo de V. — V*.

(2) = (3) Seja 0 : V. — V* o isomorfismo dado por o(z)(—) = B(z,—).
Tomemos x € V de modo que B(z,y) = 0, para todo y € V. Isto implica que
o(z)(y) = 0, para todo y € V. Logo o(z) = 0. Como ¢ ¢ um isomorfismo, temos

x=0.
(3) = (1) Usemos o fato de que M ¢é inversivel se, e somente se, det M # 0.

Seja M = (b;j). Se det M = 0, entdo M.[y|p = 0 tem solugdo nao nula, ou seja,

existe ¥ = (Y1, ...,Yn) € V, com y; # 0 para algum 1, tal que

bi1y1 + ... + b1y, =0

Assim, para todo z € V ndo nulo, temos z'My' = 0. Portanto v’ € V+, ou seja,

V+ #£ {0}, o que contradiz a hipétese (3). O

Definigao 1.12. Se uma das sentengas acima for verdadeira, dizemos que (V, B)
é um espaco bilinear reqular, ou equivalentemente, que ¢g é uma forma quadrdtica

reqular.

Observacao 1.13. Observe que (V) B) é regular se, e somente se, rad V = 0. E se

(V, B) é regular, os subespacos de V' nao sao necessariamente regulares.

Proposicao 1.14. Sejam (V, B) um espago bilinear reqular e W um subespaco de
V. Entao,

(1) dim W +dim W+ = dim V.

(2) (WhHt=w.

Demonstracao: (1) Seja o : V — V* o isomorfismo definido na proposi¢ao an-

terior. A projegao canénica V* — W* dada por f — f|w é claramente sobrejetora.



Como o niicleo da composicao V — V* — W* é W+, temos pelo Teorema do niicleo

e imagem da algebra linear o resultado desejado.

(2) Aplicando (1) para o subespago W+, obtemos dim (W+)% + dim Wt =
dimV. Logo dim (W*)t = dim V — dim W+ = dim V — (dim V — dim W) =
dim W. Como W C (W+)+, segue que (W)t =W. O

1.2 Diagonalizacao de Formas Quadraticas

Definicao 1.15. Se (V, B) e (V', B’) sao dois espagos bilineares, entao escrevemos

(V,B)L(V', B") para o espaco bilinear (V & V', BLB’), onde
(BLB')((z,2), (y.¥/)) = Blx,y) + B'(z,y/).

O espaco (V, B) L(V', B') é chamado de soma ortogonal de (V, B) e (V', B'). A soma
ortogonal de espacos bilineares induz naturalmente uma soma ortogonal de espagos
quadréticos (V,qg)L(V',¢5) = (V& V', qgLqy), onde
(glgp)(z,2") = qp(z) + g (2').

Observagao 1.16. De modo analogo, definimos soma ortogonal para n espagos
quadréticos. Dados os espacos quadréticos (V;,¢;), i = 1,...,n (n > 2). Sejam
V=V&..&V,eq:V — F definida por ¢(z1,...,x,) = > iy ¢i(x;). O par (V,q)
é um espago quadratico denotado por (V,q) = (Vi,q1)L...L(V,, ¢n), chamado soma
ortogonal dos espacos (Vi,q1), ..., (Vi, gn). Observe que a forma bilinear associada a

q ¢ dada pela aplicacao B : V x V — F' definida por
B((l’l, "'7$n)7 (y17 LERg) yn)) = Bl(xla yl) + ...+ Bn(znv yn)

Quando o contexto for claro usaremos também a notagao, Vi L... LV, ouq L... Lg,.

Proposicao 1.17. Sejam (V;, B;) espagos bilineares com i = 1,2,3 e 4. Entdo

(1) (Vi, B1) L(Va, By) = (Va, By) L(V4, By);



(2) ((Vi, B1)L(Va, Ba)) L(V3, Bs) = (Vi, By) L((Va, B2) L(V3, Bs));

(3) Se (‘/1731) = (‘/27B2) € (‘/E%B?)) = (‘/;17B4)7 entao (‘/vlvBl)J—(‘/E%B?)) = (‘/27-82)
J—(‘/4>B4)7‘

(4) (Wi, B1)L(Va, By) € regular se, e somente se, (Vi, By) e (Va, By) sao regulares;

(5) Se My € a matriz de By na base By de V) e My € a matriz de By na base By de

My 0 >na base B;UBsy

V5, entao a soma ortogonal By L By tem a matriz ( 0 M
2

de V1 @ Va.

Demonstragao: Imediata. O

Defini¢ao 1.18. Sejam (V, ¢) um espago quadratico sobre F' e d € F. Dizemos que
q representa d se existe v € V tal que ¢(v) = d. Note que v é automaticamente um
vetor nao nulo. Denotaremos por Dg(q) o conjunto formado pelos elementos de F
que sao representados por ¢, ou seja,

Drp(q) ={d€ F |3 v eV tal que q(v) = d}.

Quando nao houver perigo de confusao usaremos D (V') para denotar Dp(q).

Definicao 1.19. Uma forma quadratica é chamada universal se ela representa todos

os elementos nao nulos de F, isto é, Dp(q) = F.

Observe que se a,d € F, entdao d € D(gg) se, e somente, se a*d € D(gp). Assim,

D(qp) consiste de uma unido de classes de £ médulo £?2.

Nosso objetivo agora ¢ mostrar que todo espaco quadratico ¢ isométrico a uma
soma ortogonal de espacos unidimensionais. A classe de isometria de um espaco
quadrético unidimensional (Fv, q), com q(v) = d € F, serd denotada por (d). Clara-

mente, (d) é regular se, e somente se, d € F.

Teorema 1.20. (Critério da Representacao) Seja (V,q) um espago quadrdtico
ed € F. Entiod € D(V) se, e somente se, V = (d)LV', onde (V',q') € outro

espaco quadrdtico.



Demonstracao: Se V = (d) LV’ entdao d € D((d)LV’') = D(V). Portanto
de D(V).

Reciprocamente, vamos primeiro reduzir ao caso em que V é regular. Para isso
tomemos W o subespaco de V tal que V. =rad V& W = rad VLW. Assim
D(V) = D(rad V)+ D(W) = D(W) e W ¢ claramente regular. Logo, sem perda de
generalidade, podemos supor que V é regular.

Suponha d € D(V), entao existe v € V tal que ¢(v) = d. O subespago quadratico
(Fv, q) é isométrico a (d) e como V = Fv@® (Fv)* temos (Fv)N(Fv)t = {0}. Como
dim V = dim Fv + dim (Fv)t, temos V 2 (d) L (Fv)t. O

A primeira consequéncia do Critério da Representacao é a existéncia de uma
base ortogonal em qualquer espaco quadratico. Em outras palavras, todo espaco

quadratico é isométrico a uma soma ortogonal de espagos unidimensionais.

Corolario 1.21. Se (V,q) é um espago quadrdtico sobre F, entdo existem escalares

dy,....d, € F tais que V = (dy) L...1(d,,).

Demonstragao: Se D(V) = &, entdo B =0 e V é isométrico a soma de (0)'s.

Se existe algum d; € D(V), pelo teorema anterior V' = (d;) LV’  para algum
subespacgo (V', B'). Aplicando o teorema anterior novamente com (V' B’), obtemos
V 2 (dy)L(dy) LV", para algum subespaco (V/,B") e d; € F. Como V é de

dimensao finita, apés um ntimero finito de passos obtemos o resultado. O

Notagao: (dy)L...1{d,) = (dy,...,d,) e (d) L...L{d) = n(d).
Corolario 1.22. Se (V, B) € um espaco bilinear e W um subespago regular, entao
(1) Wiw+ =V;

(2) Se U ¢é um subespago de V tal que V. =W LU, entio U = W+.



Demonstracao: Mostremos que (1) = (2) e depois provemos a afirmacao
(1). Se V = WU, entao claramente U C W+ por (1). Pela Proposicao 1.14
dimU = dimV — dimW = dimW+. Portanto U = W+ .

(1) Como W N W+ = rad W = {0}, é suficiente mostrar que V = W + W+.
Pelo Corolario 1.21, W tem uma base {x1,...,z,} ortogonal e pela regularidade de

W, temos B(x;,z;) # 0, para todo i. Dado z € V, considere o vetor

p
B(z,x;)
y = Z_Z.ZI—B(%,%)IZ.

Assim
P
B(z, z;)
B<y7xj) - B(’Z?'xj) B($ x)B(x“xj>

i=1 19 (A

B B(z,x;)

= B(z, ;) B(xj,xj)B(x”xj)

= 0.

Como y é ortogonal a todos os elementos de uma base de W, temos que y € W+.

Portanto, z = > 7_, BB((;;,&;))% +yeWIWt O

Corolario 1.23. Seja (V, B) um espago bilinear reqular. Entdo o subespago W €

reqular se, e somente se, existe U CV tal que V =W LU.

Demonstracao: Pelo coroldrio anterior, basta tomar U = W+. Reciproca-

mente, se V =W _LU, entao rad W Crad V = 0. Portanto, W é regular. O

Definicao 1.24. O determinante de uma forma quadratica ¢ nao singular é definido

por d(q) = det (Mq)FQ, onde M, é a matriz simétrica associada a g.

', entdo M, = C'M,C, para uma matriz nao

Pela Proposicao 1.7, se ¢ = ¢
singular C. Assim d(q) = det (M,).F? = det (M).(det C)2.F2? = det (M,).F? =
d(q’). Ou seja, d(q) é um invariante da classe de isometria de g.

Sejam (V1, q1), (Va, q2) espagos quadréticos. Como visto o determinante de uma

forma quadrética independe da base dada para expressa-la. Com isto, se M; é a
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matriz de ¢; na base By de Vi e M, é a matriz de ¢» na base By de V5, entao a

soma ortogonal ¢; Lgs tem determinante igual a d(q; Lgy) = det ( ]\041 ]\O/[ ) =
2

det (My). det (My).F2. Se V 2 (dy, ..., d,) é uma diagonalizacao de V, entdo d(q) =

dy---d, F?.

1.3 Espacos Isotrépicos e Hiperbdlicos

Definigao 1.25. Seja (V,B) um espago bilinear. Um vetor nao nulo v € V é
chamado isotrépico se B(v,v) = 0 (q(v) = 0). Se B(v,v) # 0 diz-se que v
¢é anisotropico. Dizemos que (V,B) é um espaco isotrépico se existe um vetor
isotrépico em V. Caso contrario, se diz que (V, B) é um espaco anisotrépico. Final-
mente, dizemos que (V) B) é um espago totalmente isotrépico se todo vetor v nao

nulo de V ¢ isotrépico, isto é, B = 0.

O préximo teorema caracteriza um tipo especial de espaco quadratico bidimen-

sional.

Teorema 1.26. Seja (V,q) um espago quadrdtico bidimensional. As afirmagoes

sequintes sao equivalentes:

(1) (V,q) € regular e isotropico;

(2) (V,q) € reqular, com d(q) = —1F2;
(3) q € isométrica a (1,—1).

Demonstragao: (1) = (2) Seja {z1,22} uma base ortogonal de V. Pela
regularidade de V', temos ¢(x;) = d; # 0, i = 1,2. Seja ax+ bxs um vetor isotrépico

de V. Suponhamos, sem perda de generalidade, que a # 0. Logo, 0 = g(ax;+bxs) =

a*q(21) +0°g(x2) = a*dy +7dy. Segue que dy = _a22d2' Como d(qp) = d1d2.F2, temos
das) = ~ (2Pl = (P2 = 17
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(2) = (3) Novamente, consideremos {z1, x2} uma base ortogonal de V' e ¢(x;) =
d; # 0,1 =1,2. Assim, ¢ = (dy,ds). Como d(q) = —1F2, temos dydy = —1.F2.
Logo dy = —d;(mod F?). Ou seja, ¢ = (dy, —d,), com d; € F.

Considere agora o espago quadrético (V,¢') com ¢'(x,y) = dizy e o : V — V
definida por o(z,y) = (z—y, x+vy). E f4cil ver que o é um isomorfismo e que ¢'oo =
(—dy,dy). Ou seja, ¢ = q. Claramente ¢’ é universal. Pela isometria, ¢ também
¢ universal. Em particular, (V,q) representa 1. Pelo Critério da Representacao
1.20, temos que ¢ = (1,¢). Como d(q) = —1F2, temos ¢ = —1(mod FQ), ou seja,

(3) = (1) Como (1, —1) é isotrdépica e regular, ¢ também é. O
Definicao 1.27. A classe de isometrias de um espaco bidimensional satisfazendo as
condigoes do teorema anterior é dito plano hiperbolico. O plano hiperbdlico serd

denotado por TH. Observe que H = (1,—1). Uma soma ortogonal de planos

hiperbdlicos é chamado espaco hiperbalico.

Teorema 1.28. Seja (V, B) um espago bilinear regqular. Entao

(1) Todo espago totalmente isotrdpico, U C V', de dimensdo r, estd contido em um

subespaco hiperbolico T C V' de dimensao 2r;

(2) V ¢€ isotropico se, e somente se, V contém um plano hiperbélico (como um

somando ortogonal);

(3) Se V' € isotrdpico, entao V € universal.

Demonstracao: Provemos (1) = (2) = (3) e depois provemos (1).

(1) = (2) Sejav € V um vetor isotropico. Logo U = Fv é um espago totalmente
isotrépico. Por (1) existe um subespago hiperbélico T C V' de dimensao 2, ou seja, V'
contém um plano hiperbdlico. Reciprocamente, se V' contém um plano hiperbdlico,

entao pelo teorema anterior V' possui um vetor isotrépico.
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(2) = (3) Sendo V isotrépico, temos pela hipdtese (2) que V' contém um plano

hiperbdlico. Como o plano hiperbdlico é universal, entao V' é universal.

(1) Provemos por inducdo sobre r. Seja {z1,...,x,} uma base de U e seja S o

espago gerado por T, ..., T;. E claro que U+ C S+,

Como V é regular, podemos usar a Proposicao 1.14, entdao dim S+ = dim V —
dim S > dim V — dim U = dim U+. Isto significa que existe um vetor y;, que é
ortogonal a xs, ..., T, mas nao é ortogonal a z;. Pelo Corolario 1.21 e pelo fato que
V' é regular podemos supor que ¢(y;) # 0. Em particular, {z1,y;} é linearmente
independente. De fato, suponha ax; + by; = 0, com a,b € F. Assim 0 = g(ax; +
by1) = a’q(z1) + b*q(y1). Como U é totalmente isotrépico, temos ¢(x1) = 0. Logo

b?q(yy) = 0. Segue que b =0 e assim a = 0, pois x; # 0.

O subespago H; = F'zy + Fy; tem determinante
100 = (o) B )=
entdo H; = H pelo Teorema 1.26. E assim V = HLV’, onde V' = H;*. Como V’
é regular e contém x, ..., ,, entdo V' contém um subespaco totalmente isotrépico
U’ de dimensao » — 1. Por inducao U’ C T”, onde T" é um subespaco hiperbdlico
de V' de dimensao 2(r — 1) = 2r — 2. Como {zy,...,2,} é uma base de U, podemos

concluir que U esta contido no espaco hiperbdlico IHLT” de dimensao 2r. O

Corolario 1.29. (Primeiro Teorema da Representacdo) Seja q uma forma

quadrdtica reqular e d € F. Entio d € D(q) se, e somente se, ¢L(—d) € isotrdpica.

Demonstragao: Se existe v € V' tal que ¢(v) = d, entao q(v) —d = 0, assim a
forma gL (—d) é isotrépica.

Reciprocamente, seja v ®w um vetor isotrépico de gL (—d), entao ¢(v) —da* = 0,

ou seja, q(v) = da®. Se a # 0, basta tomar u = év e teremos que ¢q(u) = a%q(v) =
d € D(q). Se a = 0, entdo v é um vetor isotrépico para q. Pelo Teorema 1.28(3),

temos que D(q) = F. Portanto d € D(¢q). O
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Corolario 1.30. Para r um inteiro positivo, as afirmacoes sao equivalentes:

(1) Qualquer forma quadrdtica reqular de dimensao r é universal;

(2) Qualquer forma quadrdtica de dimensdo r + 1 é isotrépica.

Demonstragao: Segue imediatamente do corolario anterior. O

1.4 Teorema do Cancelamento de Witt e Teorema
da Decomposicao

Para provarmos o Teorema do Cancelamento de Witt precisamos primeiro da nocao

de reflexoes.

Definicao 1.31. Seja V um espacgo vetorial nao nulo. Um hiperplano de V é um
subespaco préprio W tal que se W’ for um subespacgo de V' satisfazendo W C W’ C
V,entao W =W ou W' =V.

Lema 1.32. Seja (V, B) um espago bilinear, x € V' um vetor anisotrépico e W =
(Fx)*t. Defina 7, : V —V por 7,(y) =y — 2%%, para todo y € V. Entao,
(1) 7u(z) = —x e Tp|lw = idw;
(2) 72 € uma isometria de (V, B);
(3) det (7)) = —1.
Demonstragao: (1) Se aplicarmos 7, em x temos

B(z, x)

r=x—2r=—2x.
q(x)

To(x) =2 —2

Se y € (Fx)*, entao B(x,y) =0 e 7.(y) = y. Portanto, 7|w = idy .
(2) 7, é um endomorfismo. De fato, considere x1,29 € V e A € F, segue que

B(z, 1 + Axg)

Tx(.fl + )\.Z’Q) = (.171 + )\.CEQ) -2 q(l‘)
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— ﬁCl‘i‘)\xQ QB(I,{El) — 92\ B(Z‘7LE’2)
q(x) q()
B(x, ) B(x, )
= 17 —2 + A(zg — 2 x
) AN )
= To(x1) + A7p(22)
Pode-se mostrar que 7, é um isomorfismo. Ainda
B(z, x1) B(z, x»)
B(1:(21), T2 = B —2———u, 2————
(Te(x1), Te(x2)) (x4 .0 T, Ty — .(0) x)
4B B 4B B
_ B(Jﬁl,l’g) + (]71, ) (:E22, ) ( ) (mlv*r) (x%x)
q() q()
= B(l’l,iL‘Q).
Portanto 7, é uma isometria.
(3) Seja {eg,...,e,} uma base de W onde tomemos e; = = e teremos que

€1, €3, ..., 6, ¢ uma base para V. A matriz de 7, com relacao a esta base é

-1 0 . 0
0o 1 . 0
0 O 1

Portanto, det (7,) = —1. O

Definicao 1.33. A aplicacao 7, como descrita no lema anterior é chamada reflexao

ortogonal a x sequndo o hiperplano W.

Lema 1.34. Sejam (V, B) um espago bilinear e x,y € V tais que q(x) = q(y) # 0.

Entao existe uma isometria 71V — V tal que 7(x) = y.

Demonstragao: Inicialmente vamos mostrar que podemos assumir que x — ¥y é
anisotrépico. Pela lei do paralelogramo, temos ¢(z+vy) +q(x —y) = 2q(z) 4+ 2q(y) =
4q(z) # 0. Assim, ¢(x + y) e ¢(x — y) ndo sdo simultaneamente nulos. Podemos
assumir que g(z — y) # 0 (se necessdrio trocamos y por —y, pois se acharmos uma

isometria 7 tal que 7(x) = —y, basta tomar —7).
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Como ¢(z —y) # 0, podemos considerar a reflexdo segundo o hiperplano
(F(z —y))* = W. Aplicando a reflexdo 7,_, a = temos

B(z,x —y)

q(z —y) S

To—y(z) =2 — 2
Mas q(z —y) =2B(z,z —y), logo 7,—y(2) =2 — (r —y) =y. O

Teorema 1.35. (Teorema do Cancelamento de Witt) Sejam q, q1, qo formas

quadrdticas arbitrdrias. Se qLq1 = qLlgqs, entao ¢ = qa.

Demonstracgao: Passo 1: O teorema é verdadeiro se ¢ é totalmente isotropica
e ¢, regular. De fato, sejam M;, My as matrizes simétricas associadas a ¢, g,

respectivamente. Por hipdtese temos ( 8 ]\21 ) congruente a ( 8 ]\22 ), isto é,

A B
C D

00\ (4B (0 0 A B\ ([ C'MyC C'M,D
oM ) \cp) \owm)\c p)~\DMC DMD

Em particular, M; = D'M,D. Como M, é nao singular, D é nao singular e assim

existe uma matriz em blocos < ) € GL,(F) tal que

M é congruente a M,. Portanto, ¢; = ¢o.

Passo 2: O teorema ¢ valido se ¢ é totalmente isotrépica. De fato, diagonalizemos
q1, @2 € vamos assumir que ¢; tem exatamente r zeros na diagonalizagao e que g9
tem r zeros ou mais.

Assim, ¢ L7 (0) Lg)" = ¢Lr(0) Lg'. Como qLr(0)é totalmente isotrépica e
q1" é regular, temos pelo passo 1 que ¢;' = ¢5’. Por fim, adicionando os r termos de
(0), obtemos ¢; = r(0) Lg;" = 7(0) Lgo" = ¢o.

Passo 3: Seja ¢ uma forma quadratica e (ay,...,a,) uma diagonalizagdo de q.
Vamos provar por indugao sobre n.

Paran =1, (a;1)Lq = (a1)Lgs. Se a; = 0 ja estd provado no passo 2.

Se a; # 0, sejam (V, q3) = (a1)Lq1 e (V',q1) = (a1)Lge e consideremos o : V —

V' tal que g3 = g4 0 0. Como a; € D(q3) N D(qq), existem z € V e y € V', tais que
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q3(2) = a1 = qu(y). Se x € V' é tal que o(z) = z, entdo a1 = q3(2) = qu(o(2)) =
qs(x). Segue que q4(y) = qu(z) # 0. Pelo Lema 1.34, existe 7 : V. — V tal que
T(x) =y (qggo7=qq). Como g3 = qe00 = qq 07 00, temos
q3(2) = (a0 T00)(2) = @u((T 0 0)(2)) = qu(y).
Logo (7 0 0)(p,yx (Fz)t — (Fy)* é um isomorfismo tal que G4l oy (T ©
o)|(payr = Q3|(FZ)L, ou seja, gz 0 (Toog) = q. Assim ¢ = ¢o. O restante segue

por inducao. O

Teorema 1.36. (Teorema da Decomposi¢cao de Witt) Um espago quadrdtico
(V,q) pode ser escrito como soma ortogonal (Vi,q)L(Vi,qn) L(Va,qa), onde Vi é
totalmente isotrdpico, Vi, € hiperbdlico (ou zero) e V, é anisotropico. E a menos de

wsometria Vi,V e V, sao unicamente determinados.

Demonstragao: (Existéncia) Seja Vy um subespago de V tal que V = rad

V & Vy. Entao V; =rad V ¢é totalmente isotréopico e Vy é um subespaco regular.

Se Vj ¢é isotrdépico, entao pelo Teorema 1.28, temos que Vo = H; L Vi, onde
H, = H. Se Vj é isotropico, entao podemos novamente fazer V; = Hy 1 V5, onde

Hy; =2 H. Apds um numero finito de passos, obtemos
V=V, lH1l.1H. 1V, r >0,

onde V, ¢é anisotréopico. Tomando V,, = Hy1...1 H,, obtemos o desejado.

(Unicidade) Suponha V' com outra decomposi¢ao de Witt V' = V/LV/1V].
Entao V; é totalmente isotrépico e V) LV é regular. Assim, rad V = rad V/ Lrad
(ViLV]) = V/, entdao V; = V/. Pelo Teorema do Cancelamento de Witt 1.35,
VLV, = V1V

Tomando Vj, = mH e V} = m'H, temos mIHLV, = m/HLV!. Como V,, V!
sdo anisotrépicos, temos m = m’. Logo V}, = V/. Novamente pelo Teorema do

Cancelamento de Witt, temos que V, =V,,. O
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Definigao 1.37. O inteirom (= %dith) unicamente determinado na decomposicao

de Witt é chamado de indice de Witt do espago quadrdtico (V,q).

Corolario 1.38. Se (V,q) € regular, o indice de Witt de V' € igual a dimensdo de

qualquer subespaco totalmente isotropico maximal de V.

Demonstragao: Seja U um subespaco totalmente isotréopico maximal de V', com
dim U = r. Pelo Teorema 1.28(1) U estéd contido em um espago hiperbdlico T', onde
dim 7' = 2r. Como T é um espaco hiperbélico, temos T regular. Logo V = T LT+
(Corolério 1.22). Observe que T+ é anisotrépico, pois se existe 0 # x € T tal que
B(xz,z) =0, entao U + Fx é um subespago totalmente isotrépico de V' que contém
U, o que contradiz a maximalidade de U. Pelo Teorema da Decomposicao de Witt

1.35 T = V;, mas m = :dimV}, = 3(2r) =r = dimU. O

Proposicao 1.39. Sejam q = (a,b), ¢ = (¢,d) formas quadrdticas bindrias requ-
lares. Entao q = ¢ se, e somente se, d(q) = d(q'), e q,q representam um elemento

e € F em comum.

Demonstragao: Como ¢ = ¢/, sabemos que M, = C*M,C, para algum C €
GL,(F). Entdo d(q) = det M, F? = det C'.det My.det C.F? = det My .F? =
d(¢). E certo que a € D(q). Como ¢ = (a)L(b) temos pelo Critério da Repre-
sentagao 1.20 que a € D(q').

Reciprocamente, assuma que d(q) = d(¢') € % ee € D(q)ND(q). Pelo Critério
da Representacio 1.20, ¢ = (e, '), para algum €’ € F. Calculando o determinante
obtemos d(q) = a.b.F? = e.¢/. 2. Analogamente, d(¢') = c.d.F? = e.".F?, para
algum €” € F. Segue que q = (e, abe) e ¢ = (e, cde), mas a.b.F? = c.d.F? e assim,

g=q. O

18



1.5 Equivaléncia por Cadeia

Nesta secao vamos estudar a equivaléncia por cadeia de formas quadraticas e veremos

que é uma outra forma de analisarmos se duas formas sao isométricas.

Definigao 1.40. Duas formas quadraticas diagonalizadas q = (ai,...,a,) e ¢ =

(b1, ..., b,) sao de equivaléncia simples se existirem i, j tais que :

(1) (ai, a;) = (bi, bj);
(2) ag = by, sempre que k é diferente de i e j.

Definicao 1.41. Dizemos que duas formas quadraticas diagonalizadas ¢ e ¢’ sao
equivalentes por cadeia se existe uma sequéncia de formas quadraticas diagonalizadas
qo, - Gm, tais que ¢o = q e ¢, = ¢ e ¢;,qi+1 sdo de equivaléncia simples para

i=0,..,m—1. Notagdo ¢ = ¢’ (¢ é equivalente por cadeia a ¢').

Observagao 1.42. A equivaléncia por cadeia é claramente uma relagao de equiva-

léncia sobre o conjunto de todas formas quadréticas sobre F.

Observe que se ¢ = ¢/, entao g = ¢’. O teorema a seguir mostra que a reciproca
deste fato também é verdadeira. Assim, como ja dito, poderemos verificar se duas

formas sao isométricas pela equivaléncia por cadeia.

Teorema 1.43. (Teorema de Equivaléncia por Cadeia) Sejam q,q duas for-

mas quadrdticas arbitrdrias. Se ¢ = ¢, entdao q = ¢'.

Demonstragao: Sejam ¢ = (ay,...,a,) € ¢ = (b1, ...,b,). Note que se o é uma
permutagao dos indices {1,2,...,n} e ¢° = (Go(1), .-, o)), €NtA0 ¢ = ¢°, pois o

grupo das permutacoes é gerado por transposicoes.

Seja ¢ = ¢/, entao ¢ e ¢ tém o mesmo numero de zeros em suas diagonalizacoes.
Ou seja, é suficiente verificarmos que as partes regulares de ¢ e ¢’ sao equivalentes

por cadeia. Logo, podemos assumir que ¢ e ¢’ sdo formas quadréticas regulares.
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Facamos por inducao sobre n. Se n = 1,2 o resultado é direto, entao conside-
remos n > 3. Dentre todas as formas quadraticas diagonais que sao equivalentes
por cadeia a ¢, vamos escolher uma ¢; = (c1, ..., ¢,,) tal que (cy, ..., ¢,) represente by,

sendo p o menor nimero natural possivel.

Vamos mostrar que p = 1. Suponhamos que by = cle%—l—...—l—cpef, com p = 2, entao
paratodom > 1em <p, cie? +...+ cmefn # 0. Pois caso contrario iria contradizer
a minimalidade de p. Em particular, d = cie;% + coe? # 0. Pelo Teorema 1.39,
(€1, ca) = (d, c1cod). Deste modo, ¢ = 1 = (€1, ..., Cn) = (d, c102d, Cg, vy Cpevany Cn) =

2

(d, €3, vy Cpy oovy Cy C102d) € by = d+ c3e3° + ... + ¢pe,,® é representado por (d, cs, ..., ¢p)

que tem dimensao p — 1, contradizendo a escolha de p. Logo, p = 1.

Consequentemente (c;) = (by), e assim g = (by, ¢a, ..., ¢,). Segue que (by, Ca, ..., )

(by,...,b,) e pelo Teorema do Cancelamento de Witt 1.35 (ca, ..., c,) = (ba, ..., by).

I

Por hipétese de indugao, tem-se (ca, ..., ¢,) = (bs, ..., b,). Portanto, ¢ = (b1, ca, ..., ;) =

<b1,...,bn> :q/. O
1.6 Produto de Kronecker de Espacos Quadraticos

Ja foi definido soma ortogonal de espacos quadraticos. Agora definiremos produto
de espacos quadraticos. Para tanto, vamos utilizar, o produto tensorial entre espagos

vetoriais definido no Apéndice.

Defini¢ao 1.44. Sejam (Vi,q1), (Va, g2) espagos quadraticos sobre F' de dimensao
memn, eV =V, ®V,, o produto tensorial entre Vi e V5. Definimos o produto
tensorial de q; por g como sendo a forma quadrética ¢ : V' — F dada por ¢(z; ®
x9) = q(x1).q(z2), para todo z; € Vi, 29 € V5. Observe que a forma bilinear
associada ao produto tensorial é B(x; ® x2,11 ® y2) = Bi(x1 ® y1).Ba(x2 ® ya),
onde B; é a forma associada a ¢;, ¢ = 1,2. Denotaremos ¢ por ¢; ® ¢q2. Note que

dim (¢; ® ¢2) = dim ¢;.dim go.

Sejam {ey,...,en} base de Vi, {e),...,e,'} base de Vo, Assim A = (a;;) =
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(Bi(es,e5)) e B = (b)) = (Ba(e), €;)) sao as matrizes de ¢; e ¢o nestas bases. No

conjunto gerador {e; ®e},e1®¢€y,...,e1 Q€ ...,en €1, ..., e, €, } de V| a matriz

de g1 ®qo €
apbin anbiz ... appbin a12bia
anbip anbyp ... ... cee e anB apB ... a;,B
: . ang (ZQQB Ce asz
CLleH a21b12 ce oo .
aglblg a21b22 amlB am2B cee ammB

que é chamado de produto de Kronecker das matrizes A e B. Em particular (a) ®

(b) = (ab), para todos a,b € F.

Proposicao 1.45. (1) ¢1 ® ¢ = ¢ @ ¢1 (lei comutativa);
(2) (1 ®q)®a=q® (g2 ® qs)(lei associativa);
(3) ¢® (1Lg2) = (¢ ® q1) L(q ® qo) (lei distributiva).

Demonstracao: (1) Sejac : V = Vi@V, — V4,@V) dada por o(z®y) = yRu. E
facil mostrar que o é um isomorfismo. E mais (¢2®¢1)(0(z®y)) = (2@ ¢1)(y®x) =
%) () = @ (2).¢2(y) = (@1 @ @2)(x @ y). Portanto, 1 @ g2 = g2 @ 1.

(2) Sejao: (Vi@Vh)®@ Vs — V1@ (Va®V3), onde o((r®@y) @2) =2 @ (y ® 2).
E facil ver que o ¢ um isomorfismo. E mais (1 ® (g2 ® ¢3))(0((z @ y) ® 2)) =
(1@ (2®4s))(r@([Y®2) = q(z)® (@) (y®2) = a ) ®e(y) ®e(2) = (@
22)(rRy)®qs(2) = (((1©g2)®3)((r®@y)®2). Portanto, (1®¢2)@qs = 1 ©(q2®¢s).

(3) Seja o : V@ (ViLVs) = (V@ Vi) L(V ®Vs) definida por o(z ® (y1 + y2)) =
(z @ y) + (2 @ o). E facil ver que o ¢ um isomorfismo que satisfaz ((¢ ® ¢1)L(q ®
)0z @ (11 +12) = (@@ @)L @ @)z @)+ (@) = (@ q)(ze
y1) + (0 ® @) (z @ y2) = (@) (1La2)(y1 + v2) = ¢ ® (@1Lg2)(z @ (y1 + p2)). Logo

4@ (1lg) = (@@ q)L(g®¢). O

Observacao 1.46. (1) Pela lei distributiva tem-se:
<a1, ceey CLm> X <b1, ey bn> = <(1,1b1, albg, ey albn, ey ambl, ceey ambn>,
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(2) Se q é regular entao ¢ ® H = (dim (¢)).IH;

1.7 Corpos Ordenados e Assinatura

Defini¢do 1.47. Uma ordem de um corpo F' é um subconjunto P de F tendo as

seguintes propriedades:

(1) Para z,y € P, temos que = +y € P;

(2) Para x,y € P, temos que z.y € P;

(3) PU(—P)=F* onde —P ={—z:x € P}.

Um corpo com uma ordem é chamado um corpo ordenado. Os elementos de
P sao chamados elementos positivos, os elementos de —P sao chamados elementos

neqativos.

Definicao 1.48. Seja X um conjunto qualquer. Uma relagao de ordem parcial sobre
X, que denotaremos por <, é uma relacao que satisfaz:

(1) z < z para cada x € X;

(2) r<yey <z comuzy z€ X, implica x < z;

(3) <yey <z, comz,y€ X, implicax =y.

Uma relacao de ordem total sobre X é uma relagao de ordem parcial < sobre X
com a propriedade adicional que para quaisquer z,y em X se x # y, entao r < y

ouy <.
Uma ordem P em um corpo F' define uma relagao > de ordem total sobre F' da
seguinte forma: = >y < (x —y) € P. Se x > y também denotamos y < z.

Note que P e —P sao disjuntos, pois se x € PN (—P), entdo —z € P e isto
nos leva a contradi¢ao 0 = (r — x) € P. Portanto nenhum elemento ¢é positivo e

negativo.
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Se z # 0, entdo x ou —z é positivo. Assim, 22 = (—z)? é positivo em qualquer um
dos casos. Isto mostra que F2 C P. Portanto, 1 € Peentdo 1+1,1+1+1,... € P.

Mostrando que um corpo ordenado tem caracteristica 0 (zero).

Definicao 1.49. Um corpo F é chamado formalmente real se —1 nao é soma de

quadrados em F'.

Observacgao 1.50. Um corpo ordenado ¢é formalmente real. De fato, —1 nao é soma

de quadrados em um corpo ordenado, pois se —1 € P, entao 1 —1 =0 € P.

Definigao 1.51. Seja F' um corpo ordenado. O espago quadratico (V, q) é chamado
definido positivo se q(x) > 0, para todo x # 0. E chamado definido negativo se
q(z) < 0, para todo = # 0. Assim segue da definicdo que um espago definido positivo

(negativo) é regular.

Exemplo 1.52. Os produtos internos sobre o corpo dos reais sao formas bilineares

e as formas quadraticas associadas a eles sao definidas positivas.

Em geral, um corpo admite muitas ordens diferentes. Claramente a definicao de
forma quadratica definida positiva e forma quadratica definida negativa depende da

ordem considerada no corpo.

O préximo teorema nos mostra que toda forma quadratica sobre um corpo or-
denado é uma soma ortogonal de uma forma definida positiva e uma forma definida
negativa. Esta decomposicao nos permitird a definicao de um novo invariante de

formas quadraticas, a assinatura.

Teorema 1.53. (Teorema da Inércia de Jacobi e Sylvester) Seja (V,q) um
espago quadrdtico sobre um corpo ordenado F. EntaoV =V 1LV~ onde (VT qy+)
¢ definido positivo e (V~,qy-) € definido negativo. A dimensao de V™ e de V=~ sao

independentes da escolha da decomposi¢cao ortogonal.
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Demonstracao: Escolha uma base ortogonal {ey, ..., e,} de V. Reordenando se
necessario, podemos assumir que
q(e;) >0 parai=1,...m,
qe;) <0 parai=m-+1,..,n.
Sejam V' = Fey + ...+ Fe, e V™ = Fepp1+ ...+ Fe,. Entao V=VT1V" e
VT é definida positiva pois

m

Q(Z Qe;) = Z ai’q(e;) > 0.

i=1
Analogamente, V'~ é definida negativa. Mostremos que a dimensao de cada um dos
subespacos independe da decomposicao escolhida. De fato, seja V = W LW~ outra
decomposi¢ao do mesmo tipo. Entao claramente, WTNV~ = {0} e W NV T = {0}.
Assim Wt CV* e W™ C V~. Consequentemente

dim WH<dimV —dim V- =dim V™"

dim W~ <dimV —dim V =dim V.

Como dim W' +dim W~ = dim V* 4+ dim V'~ temos a igualdade. O

Definigao 1.54. Seja P uma ordem de F e (V,q) um espaco quadratico sobre F'.
Definimos signp (¢) = dim(V*) — dim(V ™). Pelo Teorema 1.53 este invariante estd
bem definido e é chamado de assinatura de q. Os invariantes i*(¢) = dim V7' e

i~ (q) = dim V'~ s@o chamados de indice positivo e indice negativo.

Proposicao 1.55. Sejam ¢ e ¢ duas formas quadrdticas, entdo

(1) signp (¢Ly)) = signp (¢) + signp (¥);
(2) signp (¢ ®¢) = signp (¢).signp (¥);
(3) signp ((1)) =1

(4) signp (¢) =0, se ¢ € hiperbdlico .
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Demonstracao: (1) Pelo Teorema 1.53, ¢ = ¢T Lo~ e p = T L™ com ¢T, T
definidas positivas e ¢~, ¢~ definidas negativas. Logo ¢ Ly = (¢7 Lp™) L(¢p™ Lyp™),
onde ¢t L™ é definida positivae ¢~ Ly~ é definida negativa. Portanto, signp (¢Lp) =
dim (¢ LpT)—dim (¢~ Lyp™) = (dim ¢ —dim ¢~ )+(dim p*—dim ¢~) = signp (¢)+
signp ().

(2) Usando a propriedade distributiva do produto tensorial em relagdo a soma

ortogonal (ver Lema 5.2 ), temos:

PRV = (¢7Lo)®@ (T LyT)
= [(¢7Lo7) @yYT]L[(¢" Lo™) @]
= [(¢"@¢T)L(¢” @¢N)]L[(¢T @97)L(¢” @¢7)].

De acordo com as observagoes feitas sobre produto tensorial no Apéndice pode-

mos analisar cada um dos somandos:

. ® 1) é definida positiva com dimensao igual a dim ¢*.dim ¥;

¢

(o7

(¢~ ® ™) é definida negativa com dimensao igual a dim ¢~ .dim 9™;
e (¢t ®17) é definida negativa com dimensao igual a dim ¢*.dim ¢~

(9" ®y7)

. (6

Assim, (¢T®@¢ ") L(¢~®p™) é definida positiva e (¢~ @¢p™) L(¢T®@¢ ™) é definida

¢ definida positiva com dimensao igual a dim ¢~ .dim .

negativa. Segue que

signp (p®1) = dim ¢t.dim ¢ + dim ¢~.dim ¥~ — dim ¢~ .dim " — dim ¢*.dim ¢~

= dim ¢"(dim " — dim ) — dim ¢~ (dim " — dim ¢7)
= dim ¢ (signp ©) — dim ¢~ (signp 1)
= (dim ¢* — dim ¢~ )signp ¥

= signp ¢.signp .

(3) Imediata.

(4) Basta tomar a diagonalizagdo de um espago hiperbdlico. O
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Capitulo 2

Invariante de Hasse

No capitulo 1 estudamos trés invariantes de formas quadraticas, a saber, a dimensao,
o determinante e a assinatura. Neste capitulo iremos definir mais um importante
invariante de formas quadraticas, conhecido como invariante de Hasse. Para definir
este invariante iremos utilizar as algebras de quatérnios, as quais sao um caso par-

ticular de algebras centrais simples.

2.1 Algebras Centrais Simples e o Grupo de Brauer

Nesta se¢ao iremos definir o Grupo de Brauer, o qual serd formado por classes
de equivaléncia de algebras centrais simples. Iniciamos definindo algebras centrais

simples e explorando suas propriedades.

Definigao 2.1. Seja F' um corpo. Uma F-dlgebra (ou uma dlgebra sobre F) A é um

anel tal que

(1) (A, +) é um espago vetorial de dimensao finita sobre F’;
(2) A(ab) = (Aa)b, para todo A € F e a,b € A.

Definicao 2.2. Seja A uma F-dlgebra. Para um subconjunto S C A, definimos o
centralizador de S em A por

Cu(S)={x € A| xs = sz, para todo s € S}.
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No caso em que S = A, C4(A) é chamado centro de A, e denotamos por Z(A).

Mostra-se facilmente que C'4(S) é uma subélgebra de A.

Defini¢ao 2.3. (1) Uma F-dlgebra A é dita central se Z(A) = F.

(2) Uma F- algebra A é dita simples se nao possui ideais bilaterais préprios.
(3) Uma F- algebra A é dita central simples se satisfaz (1) e (2).

Exemplo 2.4. Para todo F-espaco vetorial V' de dimensao n temos que a algebra
dos endomorfismos de V, isto é, A = End (V) ~ M,(F), é sempre uma &lgebra

central simples.

O proximo teorema nos mostra que o produto tensorial é uma operacao fechada

no conjunto das algebras centrais simples.

Proposicao 2.5. (1) Se A, B sdio F-dlgebras e A C A, B' C B F-subdlgebras,
entdo Crgp(A'®@ B') = C4(A") @ Cp(B'). Em particular, se A, B sdo centrais,

entdo A ® B ¢é central;

(2) Se A ¢ uma dlgebra central simples e B é uma dlgebra simples, entio A® B é

simples;

(3) Se A, B sao ambas dlgebras centrais simples, entdo A @ B também é.

Demonstracao: (1) Temos que Cy(A") @ Cp(B’) C Cagp(A” @ B'). De fato,
sez®@y € Cy(A") @ Cp(B'), entdo axr ® by = za ® yb, para todo a € A’ e para
todo b € B’. Pelas propriedades de produto tensorial temos que (a ® b)(z ® y) =
(ax @ by) = (ra @ yb) = (r @ y)(a®b). Logo x ®y C Cagp(A’ ® B'). Portanto
Ca(A) ® Cp(B') C Cagp(A' @ B').

Por outro lado, seja {b,...,b,} uma F-base de B e tome = € Cygp(A’ ® B').
Assim, x =21 ® by + ... + x, ® b, onde x; € A sao unicamente determinados. Para

todo a € A’, temos que (¢ ® 1)z = z(a ® 1), logo
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(az1) @ by + ... + (az,) @ b, = (x10) @ by + ... + (Tpa) @ by,.
Pela unicidade da representacao, temos que z; € Cy(A’).

Agora considere {ay, ..., ar} uma F-base de A. Assim, = a3 Q@ Y1 + ... + ar @ Y,
onde y; € B sao unicamente determinados. Logo, para todo b € B’, temos que
(1®b)z =z(1®b), ou seja,

aq X (byl) 4+ ...+ Qe X (byk) = a1 (024 (ylb) 4+ ...+ Qg X (ykb)

Novamente y; € Cg(B’), pela unicidade da representagao. Portanto z € C4(A")®
Cp(B).

(2) Seja I um ideal bilateral nao nulo de A ® B. Mostremos que I = A ® B.
Vamos assumir que I contém um elemento a ® b # 0. O ideal bilateral de A gerado
por a é A, ja que A é central simples. Assim existem a;’s, a}’s elementos de A tais
que > a;aa; = 1. Ouseja, Y (a;®1)(a®0b)(a;®1) = 1®b € I. Repetindo o mesmo

argumento a b temos que 1 ® 1 € I. Assim, neste primeiro caso A ® B é simples.

Mais geralmente, vamos tomar x € [ e uma representacao r = a;®b+...+ap by,
a; € Aeb; € B tal que k é o menor possivel. Como A é central simples podemos

assumir sem perda de generalidade que a; = 1.

Queremos mostrar que k£ = 1. Suponha, por absurdo, que k > 1. Entao a;_; e a;
sao linearmente independentes, pois caso contrario ax_1 = Aax € ax_1 @ bp_1 + ap ®
br = ar ® (Abg_1 +by), acabando por tomar uma representa¢ao para x com k menor.
Como A é central podemos considerar sem perda de generalidade que a1 & Z(A).

Assim, existe a € A tal que aag_1 — ax_1a # 0.

Consideremos agora o comutador (a®1)rz—z(a®1) = (aa;®a1a) @by +...+ (aar—
arp_1a)®by_1. Como os b;'s sao linearmente independentes e um dos somandos acima
¢ nao nulo, temos que a soma total é nao nula. Assim, construimos um elemento em

I com um k menor. Portanto k£ = 1 e reduzimos ao caso considerado inicialmente.

(3) E imediato de (1) e de (2). O
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Iremos definir agora uma relacao de equivaléncia entre as algebras centrais sim-

ples e em seguida mostrar que o conjunto das classes de equivaléncia forma um

grupo.

Definigao 2.6. Duas édlgebras centrais simples A e A’ sdo chamadas similares se

existem espagos vetoriais V e V'’ de dimensoes finitas sobre F' tais que
A®End (V) ~ A" ®End (V)

como F-algebras, onde End (V') é a algebra dos endomorfismos do espago vetorial

V. Denotaremos A ~ A’.

Proposicao 2.7. A relacdo de similaridade € uma relacdo de equivaléncia.

Demonstragao: Claramente temos que A ~ A e se A ~ B, entao B ~ A.
Resta mostrar a transitividade. Para tanto iremos usar o fato de End (V}) ® End
(V) ~ End (V; ® V5). Suponhamos que A ~ B e B ~ (', logo existem espacos
vetoriais V;, Vo, Vi, Vj sobre F' tais que A ® End (V}) ~ B® End (V;) e B ® End
(V3) ~ C ® End (V}). Assim

A®End (V1 ®V;3) ~ A® (End (V1) ® End (13))

12

(A®End (V1)) ® End (V3)

12

(B® End (13)) ® End (V3)

12

B ®End (Vo ® V3)

12

B ® (End (V3) ® End (V%))

12

(C ® End (V4)) ® End (V3)

12

C®End (V; ® V).

Logo A ~ C'. Portanto similaridade é uma relagao de equivaléncia. O

Notacgoes: A classe de equivaléncia da algebra central simples A sera denotada
por [A] e o conjunto das classes de similaridade de dlgebras centrais simples serd

denotado por Br(F).
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Observagao 2.8. A operacao Br(F) x Br(F) — Br(F) dada por [A].[As] =
[A; ® As] estd bem definida. De fato, sejam Ay, A’y, Ay, A’; dlgebras centrais simples

tais que Ay ~ A’y e Ay ~ A'5. Assim,

A; ®@End (V}) ~ A1 ®End (V'y)

AQ & End (‘/2) >~ A,Q (24 End (V/Q).

Logo, (A; ® End (V1)) ® (A2 @ End (13)) ~ (A'; @ End (V")) ® (A'; @ End (V'y)).
Portanto, (A;®Ay)@End (Vi®@V;) ~ (A1@A)@End (V1 ®@V',), isto é, [A1® Ay =
(A @ A'y).

E ainda, como A; ® (A; ® A3) ~ (A1 ® Az) ® Az e Ay ® Ay >~ Ay ® Ay, o produto

entre as classes ¢ associativo e comutativo.

O elemento identidade deste produto é a classe [M,,(F)] = [F], pois [A].[M,(F)] =

[A® M, (F)] = [A], para qualquer dlgebra central simples A.

Como ja dito, estamos construindo uma estrutura de grupo, e para isso definire-
mos a algebra oposta com a inten¢ao de exibirmos um simétrico para cada elemento

de Br(F).

Definigao 2.9. Seja A uma F-algebra. A dlgebra oposta de A, denotada por A%,
é a F-algebra tal que como conjunto A°? = A, a multiplicacao de A’ é dada por
a®b = ba e as outras operacoes permanecem as mesmas de A. Observe que A? = A

como grupo abeliano aditivo.

Proposigao 2.10. Se A ¢ uma F- dlgebra central simples, entdo AP também é.

Demonstragao: Primeiramente mostremos que Z(A) = Z(A%). De fato, seja
a € Z(A%), entao a @b = b ©® a, para todo b € Z(A°). Por definicao de algebra
oposta temos que a ® b = ba e da mesma forma b ® a = ab, ou seja, ba = ab. Entao,
a € Z(A). Logo Z(A) C Z(A). E analogamente, concluimos que Z(A) C Z(A%).

Portanto se A é central, temos A° é central.
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Se I é um ideal de A%, entao {a € A | a®? € I} é um ideal de A. Portanto, se A

é simples, temos A simples. O

Teorema 2.11. Seja A uma dlgebra central simples. Entdo A ® AP ~ End A.

Em particular, Br(F) é um grupo multiplicativo, com [A]~! = [A°P].

Demonstragao: Provemos que A® A% ~ End (A), onde A é considerado como
um F-espago vetorial. Vamos definir uma aplicacao 1 : A x A — End A, dada
por ¥(a,b)(x) = axb, para todo z € A. E facil mostrar que ¢(a,b) € End (A).
Note que ¥(a + b,c)(z) = (a + b)xc = axc + bxc = P(a,c)(x) + ¥(b,c)(x), para
todo z € A. Analogamente ¥ (a,b+ c¢)(x) = ¢(a,b) + ¢ (a,c)(x), para todo x € A.
Mais ainda, ¢(aa,b) = 1(a,ab), para todo a € F, pois («aa,b)(z) = aaxb =
axab = (a,ab)(x), para todo x € A. Assim ¢ é uma aplicagao linear mediana (ver
Defini¢ao 5.4) e pela propriedade universal do produto tensorial (ver Teorema 5.5)

existe uma unica transformacao linear ¢ : A ®@ A” — End (A).

Agora temos que ¢ também é multiplicativa, pois

Y(ac,b® d)(x) = ac(x)b ® d = a(cxd)b = ¢(a, b)(cxd) = ¥ (a,b)(¢Y(c, d)(x)).

Assim, existe um homomorfismo de F-algebras ¢ : A ® A? — End A. Como
Ker ¢ é um ideal de A® A? e A® A é uma algebra simples, segue que ¢ é injetivo.
Como as dimensoes de A ® A? e de End A coincidem, ¢ é sobrejetora. Portanto,

AR A ~End A. O

Definicao 2.12. O grupo B,(F) das classes de similaridade de élgebras centrais

simples é chamado Grupo de Brauer de F'.

Definigao 2.13. Uma élgebra A é dita dlgebra com divisao se todo elemento nao

nulo de A é inversivel.

Proposigao 2.14. Seja F' um corpo. Os elementos de Br(F) estao em corres-

pondéncia 1 a 1 com as classes de isomorfismos das F-dlgebras centrais com divisdo.
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Demonstracao: Dado [A] € Br(F'), pelo Teorema de Wedderburn (veja [10],
Cap.8, Cor. 1.6), A é isomorfa a M, (D), onde D é uma F-élgebra central com
divisdo. Assim, A ~ M, (D) ~ D ® M, (F), o que implica que [A] = [D] em Br(F).
Ainda pelo teorema de Wedderburn temos que A é unicamente determinada por
D. Dessa forma, se D e D' sao algebras centrais simples com divisao e [D] = [D/]
em Br(F), ou seja, existem m,n € N tais M, (D) ~ M,,(D’). Portanto D ~ D’ e
n =m (veja [10], Cap.8, Teo. 1.9). O

2.2 Algebras de Quatérnios

Nosso objetivo nesta secao é estudar as dlgebras de quatérnios, pois ¢ através delas

que iremos definir o invariante de Hasse.

Definicao 2.15. Sejam a,b € F, F um corpo. Definimos a algebra de quatérnios
A= (“Tb) sendo a F-algebra gerada por i,j, que satisfazem as seguintes relacoes

i?=a,j?=beij=—ji=k.

b

Observagao 2.16. Seja A = (%) definida como acima.

(1) A quando considerado como espago vetorial sobre F' tem como base {1,1, j, k}.

(2) O quadrado de k também é um escalar em F. De fato, k* = (i5)(ij) = i(ji)j =
i(—ij)j = —i%j%> = —ab € F.

(3) Os elementos {7, j, k} sdo anticomutativos. Basta observar que ij = —ji, ik =
iij = —iji = —ki e jk = jij = —ijj = —kj.

(4) Se considerarmos F' = R e a = b = —1, entdo (=) é o usual anel dos

quatérnios.

Proposicao 2.17. A construcao da dlgebra de quatérnios € simétrica em relagcao

aos escalares a e b, isto €, A = (%b) ~ (%’1) =A.
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Demonstragao: Sejam i/, j/, k' € A’ tais que i'* = b, j* = a, —i'j = j'i' = K.
Defina ¢ : A — A" por o(1) =1, p(i) = 7', p(j) = 7 e p(k) = k' e estenda por
linearidade. E facil ver que ¢ ¢ um homomorfismo de espacos vetoriais. Mais ainda,
o(xy) = ¢(x) p(y). De fato, dados x = a+pPi+vj+0k ,y = a1+[ii+nj+0k € A,
temos que p(zy) = p(ao; + afii + ayj + adik + fagi + BBia + Bk + (aj +
yaqj — vk + yy1b — y01bi + dkaq — 0B1bi + 0v1bi — §d1ab). Pela linearidade de ¢
obtemos ¢(xy) = (aay + B01a+ 710 — 601ab)p(1) + (afy + By — 010+ 001b) (i) +
(ay1 + Béra + yar)e(j) + (b + By — y61 + dar)p(k). Usando os valores de ¢
na base de A, temos que p(zy) = (aaq + Bfra + y7b — dd1ab) + (afy + fag —
Y910+ 0010)7" 4 (a1 + Bdra+yaq )i’ + (ady + By — 01 + daq )k'. Mas por outro lado,
o(x).0(y) = (aay + BBra+yy1b—001ab) + (afy + By — 6104 0010) 7" + (v + G1a+
yaq )i’ + (ady + By1 — yP1 + daq)k'. Portanto temos um isomorfismo de F-algebras.

O

Proposicao 2.18. (1) (%) ~ (%), para todos a,b,z,y € F;

(2) O centro de (%b) ¢ F, para quaisquer a,b € F';
(3) (%’) ¢ uma dlgebra simples, para todos a,b € F';
(4) (51) = My(F), a dlgebra de matrizes 2 x 2 sobre F.

Demonstracdo: (1) Seja A = (%), com base {1,4, j,k} tal que i = a, j2 =b
eij=—ji=k eA = (%) com base {1,7,j/,k'} tal que i"* = az? e j'* = by?.
Observe que

i? = ax® = 2%? = (xi)?

.12 2 2 .

= b’ =y’ = (yj)’
K? = i/2j'2 = abxz?y?
(@i)(yj) = (2y)(ij) = (zy)(—ji) = —(yj)(21),
logo xi,yj € A’ e podemos definir ¢ : A — A’ por (i) = =i, p(j) = yj e con-

sequentemente ¢(k) = zyk = ziyj € A’. Estendendo por linearidade, temos um
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isomorfismo de espacos vetoriais sobre F, pois dimA = dim A’. E fdcil ver que
o(x.y) = o(x).¢(y), para todos z,y € A. Portanto ¢ é um isomorfismo de algebras
sobre F'.

(2) Seja © = a+ fi + vj + 0k € Z(A). Em particular xi = iz. Ou seja,
(a+Bi+vj+0k)i = i(a+LBi+vj+0k). Assim, ai+LBa—~vk—dja = ai+Ba+~vk+dja.
O que nos fornece 2vk + 2adj = 0. Como k, j sao linearmente independente segue
que v =6 = 0. Logo x = a + pi. Usando agora que zj = jz. Ou seja, (o + (i)] =
jla+ pi). Temos «aj + Bk = ja — k. Resultando em 25k = 0, ou seja, 5 = 0.

Portanto, z = o € F', ou seja, Z(A) = F.

(3) Seja J C A um ideal bilateral. Consideremos J # {0} e 0 # z = o + (i +
vj + 0k € J. Suponhamos sem perda de generalidade que v # 0. Como xi,ix € J,
temos que y = xi —ix € J. Fazendo os calculos obtemos que y = —2adj — 2vk € J.
Agora de yj — jy € J, temos que —4byi € J. Assim —4bvyi.i = —4aby € J. Como
—4daby # 0 € F, segue que existe p € F tal que —4abyp = 1, ou seja, 1 € J.

Portanto A = J.

(4) Sejam iy = < _01 (1) >, Jo = ( (1) é > € My(F). E fécil ver que i? =
. o 1 0
—Id, jo® = Id e iyjo = ( 0 1

algebras ¢ : (%1) — My(F), onde ¢(1) = Id, ¢(i) = io, ©(7) = Jo, p(k) = iojo-

) = —jolp. Assim existe um homomorfismo de

Como {Id, 1o, jo,i0jo} ¢ uma base para My(F) temos um isomorfismo entre os F-
espagos vetoriais (=51) e My(F). E facil ver que ¢(zy) = o(x)¢(y), para todo

T,y € (%) Logo ¢ é um isomorfismo de dlgebras sobre F. O

Definigao 2.19. Um elemento © = a+i+vj+dk € A = (a?b) é chamado quatérnio

puro se o = 0. O conjunto dos quatérnios puros serd denotado por Ay.

O teorema abaixo mostra que o subconjunto Ay dos quatérnios puros independe

da base {1,1,7,k}.
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Teorema 2.20. Seja x € A = (%b), x # 0. Entio x € Ay se, e somente se, © & F

ex? e F.
Demonstragao: Seja r = a + (i + vj + 0k € A. Entao calculando z? obtemos
2% = (a® + aB? 4+ by* — abd?) + 2a(Bi + vj + 6k). (2.1)

Se z € Ap, entdo a = 0. Portanto 2°> = af* +0? —abd®> € Fex ¢ F.
Reciprocamente, se x € F', entdo [ # 0 ou v # 0 ou 6 # 0. E consequentemente,

como 22 € F pela equacao 2.1 devemos ter o = 0. Portanto x € A, . O

Coroldrio 2.21. Se A = (%), A’ = (a;’,b,) ep: A— A € um isomorfismo de

dlgebras, entio o(Ag) = Ay'.

Demonstragao: Seja z € Aj, entdo pelo teorema anterior x & F e 22 € F.
Considerando que ¢(F) = F (pois ¢ é um isomorfismo de anéis) e a injetividade
de ¢ temos que p(z) € F e p(x)? = p(a?) € F. Logo ¢(xr) € Ay'. Portanto,
©(Ag) C Ay

Por outro lado, pelo teorema acima, se y € Ay, entao y € F e y*> € F. Seja
x € A tal que p(z) = y. Como visto ¢(F) = F, logo x ¢ F. Pela injetividade de ¢
e de p(2%) = p(x)? = y* € F, segue que z° € F. Novamente pelo teorema anterior,

temos que = € Ap, implicando Ay’ C p(Ap). Obtendo a igualdade desejada. O

Definicao 2.22. O conjugado de v = o + Bt + vj + 0k € A é definido como sendo

T=a—(Bi+vj+ k).

Observagao 2.23. As seguintes propriedades seguem diretamente da defini¢ao de

conjugado:
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(4) Tt =rz,r € F;
(5) Se xz € Ay, entdo T = —ux;
(6) x € F se, e somente se, T = x;

Definicdo 2.24. Dado z € A = (%), definimos a norma de x por N(z) = 2T e o
trago de x por T'(x) = = + 7.

Observacao 2.25. Note que N(z), T(x) € F, para todo = € A. De fato, T'(z) =

T+T=T+x=T(x) e N(z)=2T =7 T = 2T = N(x). Portanto, pela observagao

=

2.23(6), temos que N(z), T'(x) €

2.2.1 Algebra de Quatérnios como Espaco Quadratico

Iremos definir uma forma quadratica na algebra de quatérnios A = (“?b) e mostrar
que muitas informagcoes sobre A podem ser obtidas a partir desta forma quadratica,

e vice-versa.

Definigao 2.26. Considere a aplicagao B : A x A — F definida por B(z,y) =
s(zy+yz) = 3T (2y) € F. E f4cil ver que B é uma forma bilinear simétrica. Observe
que a forma quadrética associada & B ¢ dada por gg(z) = B(z,z) = 5T(2T) = N(x).
Logo, N é uma forma quadratica em A, chamada forma norma de A. Assim, (A, N)
é um espaco quadratico.

Observacao 2.27. Seja (A, B) o espago bilinear associado a forma norma de A =

). Considere os quatérnios puros ,y € Ag. Assim B(z,y) = (27 + y7T) =

—~

% —ry—yr) = —%(xy+y:1:). Consequentemente, =,y € Ay sao ortogonais no espago

bilinear (Ay, B) se, e somente se, x e y anticomutam em Ag. Em particular, {i, 7, k}

forma uma base ortogonal para o subespaco Ay C A, pois ij = —ji, ik = —ki e
kj = —jk
Se x é um quatérnio puro, entdo T = —zx e assim T(x) = 0. Logo 1 L z, para

todo x € Ay, pois B(z,1) = 1T (x).

36



Proposicao 2.28. Seja A = (“—b) O espaco bilinear (A, B) tem base ortogonal

{1,4,7,k}, a forma norma N € regular e isométrica a (1, —b, ab).

Demonstragao: Como observado em 2.27 temos que {i, j, k} é uma base or-
togonal para (Ag, B) e 1 é ortogonal a {i,j,k}. Portanto, {1,4,7j,k} é uma base

ortogonal para (A, B).

Observe, querad A ={x € A | B(xz,A) =0}. Sejax = a+fi+vj+ 0k € rad A,
entdao B(a+ fi+vj + dk,y) = 0, para todo y € A. Tomando y = 1, substituindo e
usando a linearidade de B, obtemos aB(1,1) + §B(i,1) + vB(j,1) + dB(k,1) = 0,
entao a é necessariamente zero. Analogamente para y = 1, j, k, obtemos g = v =

d = 0. Assim, rad A = {0}. Consequentemente, N é uma forma quadrética regular.

Agora, como N(i) =ii = —i’ = —a, N(j)=jj=—j>=—b, N(k)=kk=—k>=
ab, segue que se * = a + 3i + yj + 0k € A, entao N(x) = a? — af8> — by* + abd’.
Logo, (1, —a,—b,ab) é uma diagonalizagdo de N. Portanto os espagos quadraticos

(A,N) e (A, (1,—a, —b,ab)) sao isométricos. O

Proposigao 2.29. Sejam A = (%) e N:A— F a forma norma de A. Entao,

(1) Para todos x,y € A, N(xy) = N(z)N(y);

(2) = € A € inversivel se, e somente se, N(x) # 0 (isto €, se x € anisotropico);

Demonstragao: (1) Sejam z,y € A, entdo N(zy) = zyzy = 2zyy T = xN(y)T.
Como N(y) € F = Z(A), temos que N(zy) = 2ZN(y) = N(z)N(y).

(2) Seja x € A. Se existe z7! € A, entao por (1) N(z)N(z™') = N(zz™') =
N(1) =1, assim N(x) # 0. Reciprocamente se N(x) # 0, da equacdo 2T = N(z).1,

=1. Portanto 27! = -2 € A. O

segue que .= N

N(z)

O préximo resultado mostra que as algebras de quatérnios sao completamente

determinadas pelas suas formas normas.
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Proposicao 2.30. Para as dlgebras de quatérnios A = (%2) e A’ = (ﬂ), as

sequintes afirmacoes sao equivalentes:

(1) A éisomorfa a A* como F- dlgebra;

(2) (A N) = (A, N');

(3) (Ao, No) = (Ao, N'y), onde Ny = (—a,—b,ab) e N'g = (—d',—b",d'V').

Demonstracao: (1) = (2) Se ¢ : A — A’ é um isomorfismo de élgebras,
pelo Coroldrio 2.21, temos que ¢(Ag) = Ay'. Considere © = o + zg, onde o € F

e xg € Ap, entdo T = a — xg. Segue que () = (o + x9) = p(a) + p(zo) €

p(x) = p(a) +p(xo) = p(a) — p(z0) = p(a) + ¢(—x0) = pla — o) = (7). Assim,
N'(p(x)) = e(@)p(z) = @(@)p(T) = @(aT) = ¢(N(x)) = N(z). Logo ¢ é uma
isometria entre os espacos quadraticos (A, N) e (A, N').

(2) = (3) Pela Proposicao 2.28, temos que N = (1, —a,—b,ab) e
N' =2 (1,—d, =V, ad'b’). Utilizando o Teorema do Cancelamento de Witt 1.35, segue

o resultado.

(3) = (1) Seja o : Ay — Ay’ uma isometria. Entao, —a = N(i) = N'(0(i)) =
o(i)o(i) = —o(i)®. Logo o(i)> = a. Analogamente, verificamos que o(5)? = b.
Pelo fato de i ser ortogonal a j, temos By/(o(i),0(j)) = Bn(i,7) = 0. Assim,
Ho(@)o(j) + a(j)o(i)) = 0, ou seja, a(i)o(j) = —o(j)o(i). Pela observagio 2.27,
temos que o(i)o(j) = —o(j)o(i) € A'y. Entao {1, o(i), o(j), o(i)o(j)} é uma base
para A’ sobre F. Considerando ¢ : A — A’ tal que p(1) =1, (i) =17, p(j)=j"e

(k) = k', podemos verificar facilmente que ¢ é um isomorfismo de F- élgebras. O

Coroldrio 2.31. A = (%%) ~ (21) = A",

Demonstragao: Note que as formas normas (1, —a, —a, a®) e (1, —a, 1, —a) sao

isométricas. O
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a,b

Teorema 2.32. Para A = (7) as sequintes afirmacoes sao equivalentes:

(1) A= (),

“F
(2) A nao € uma dlgebra com divisao;
(3) (A, N) € um espago quadratico isotropico;
(4) (A, N) € um espago quadratico hiperbdlico;
(5) (Ao, (—a, —b,ab)) € um espago quadrdtico isotrépico;
(6) A forma quadrdtica bindria (a,b) representa 1;

(7) a € N(E), onde E = F(\/b).

Demonstracao: (1) = (2) Pela Proposicao 2.18, A ~ My(F). Como M (F)
tem divisores de zero, segue que A também tem. Portanto A nao é uma &algebra

com divisao, pois os divisores de zero nao sao inversiveis.

(2) = (3) Por hipdtese, existe z € A nao nulo tal que z nao ¢é inversivel.
Logo, pela Proposigao 2.29(2), N(x) = 0. Portanto, (A4, N) é um espaco quadratico
isotropico.

(3) = (4) Como N é isotrépica, pelo Corolério 1.28 temos que N = TH_Lg, onde
IH é um plano hiperbdlico e ¢ uma forma bindria regular, isto é, (1, —a, —b, ab) =
H1 (c,d). Calculando o determinante obtemos 1.F? = —cd. F2. Assim, d((c,d)) =

—F2. Pelo Teorema 1.26, temos (c,d) = H. Logo N =2 HH1(c,d) = 2H. Portanto

(A, N) é um espago quadrético hiperbdlico.

(4) = (5) Como (A,N) tem dimensao 4 e é hiperbdlico, devemos ter N =
(1,-1,1,—1). Mas N = (1) L(—a, —b, ab). Pelo Teorema do Cancelamento de Witt
1.35, (—a,—b,ab) = (—1)LHH. Como IH é isotrdpico, segue que (—a,—b,ab) é

isotropica.
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(5) = (6) Por hipétese e pelo Corolario 1.28(1), temos que IH C (—a, —b, ab).
Ou seja, (—a, —b,ab) = IH1(d). Calculando os determinantes, temos que d = —1.
Logo (—a,—b,ab) = (1,—1,—1). Somando ortogonalmente (a,b,1) em ambos os
lados, obtemos (1,a,—a,b, —b,ab) = (a,b,1,1,—1,—1). J& que (a,—a) = H =
(b, —b), podemos cancelar 2IH de ambos os lados. Obtendo (1, ab) = (a, b). Portanto,

{a, b) representa 1.

(6) = (7) Se Vb € F é imediato. Podemos assumir que vb & F. Seja x,y € F
ez +yvVb € E. Temos N(z + yvb) = x> — by?. Por hipétese 1 € D(N), assim
existem x, yo € M tais que axy® + byy?> = 1, de modo que zy nao pode ser zero,

caso contrario vb € F. Ou seja,

1 1 Yo 1 Yo
= —(1=0by?) = (=) = b(Z)2 = N(— + ZVb).
a= gy’ = () = b(2) = N( -+ V)

Portanto, a € N(E).

(7) = (2) Como anteriormente vamos analisar os casos em que vb € F e
Vb ¢ F. Sed=+be F, entdo d> = b = j2, assim (d + j)(d — j) = 0. Como
{1,7} sao linearmente independentes sobre F', temos que (d+ j) # 0 e (d — ) # 0.

Portanto A tem divisores de zero.

Se vb ¢ F, por hipétese existe =,y € F tais que N(z + dy) = z° — by?> = a.
Observe que x e y nao sao nulos simultaneamente. Logo o quatérnio z = x+i+yj € A
¢ nao nulo e tem norma 2z = 22 — a — by?> = 0. Portanto z é um divisor de zero e

A nao é uma algebra com divisao.

(2) = (1) Pelo Teorema de Wedderburn (veja [10], Cap.8, Cor 1.6), A ¢ isomorfa
a uma algebra de matrizes M,,(D), onde D é uma algebra com divisao sobre F. Ou
seja, dim (A) = m*.dim D. Se m = 1, entdao dim D =4 e A ~ M;(D) ~ D, o
que é um absurdo ja que A nao é uma algebra com divisao. Logo m = 2, entao

dim(D) = 1. Portanto D ~ F e A ~ My(F). O

Defini¢ao 2.33. Dizemos que uma dlgebra de quatérnios A = (%b) se fatora, se ela

satisfaz uma (e portanto todas) condi¢do do Teorema 2.32.
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Corolario 2.34. (1) Se a € F, entio as dlgebras de quatérnios (5), (=%) se

fatoram;

(2) Sea+#0,1, entao (‘“T_“) também se fatora.

Demonstragao: Observe que as formas bindrias (1, a), (a, —a), (a,1 — a) repre-

‘ s 1
sentam 1. Logo as dlgebras de quatérnios (%), (

a,l—a

7 ) satisfazem o Teorema 2.32.

Portanto elas se fatoram. O

Corolario 2.35. (Classificagdo de Formas Bindrias) As formas requlares ¢ =

(a,b), ¢ = (d', V) sao isométricas se, e somente se, d(q) = d(q') e (“’?b) ~ (%)

Demonstragao: Se ¢ = ¢/, entdo M, = C'M,C e d(q) = det (Mq).F’2 =
det(M]) det(C?)F? = d(q'). Agora temos que

<_1><<17 —-a, _b7 ab>) = <_17 a, bv —CLb> = <_17 a/v bl? _a/b/> = <_1>(<17 _CL/, —b/, a/b/>>7

pois (a,b) 2 (a/, V) e ab.F? = a'V/.F2. Entdo (%) e (“;;bl) possuem formas normas

/

. 7’ . / ~ .
isométricas. Portanto, (‘%’) e (¢ I’Tb ) sdo isomorfas.

Reciprocamente, se as algebras de quatérnios sao isomorfas, temos (1, —a, —b, ab)
>~ (1, —a/, =V, a¥) e de d(q) = d(¢') temos ab.F? = a'l/.F? . Assim, pelo Teorema

do Cancelamento de Witt temos (—a, —b) = (—a’, —V'). Portanto, ¢ = ¢’. O

Corolério 2.36. (Linearidade) Para a,b,c € F, temos

(08 (%) = (B2 & () = (U2 @ Ma(F).

Demonstragao: Considere {1,i,j,k} e {1,4,7,k'} bases de A = (“Tb) e A =

(%), respectivamente. Queremos analizar o produto tensorial das algebras A e A’

Primeiramente vamos construir uma subéalgebra de A.

Consideremos X = F(1®1)+F(i®1)+F(j®j)+F(k®j) = F1+FI+FJ+FK,
onde ] =i1®1, J=j®j e K =1J. Logo X é uma subdlgebra de A ® A" de
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dimensao 4. Temos ainda que

I = (io)(ivgl)="xl=ax1=aq
P o= (eiiei) =70 =btec=be

—1J = —(ie)(jiejf)=—ijej =jioj =JI.

E facil ver que a subalgebra X ¢é isomorfa a dlgebra de quatérnios (a—;’c)
Agora vamos construir uma nova subélgebra Y. SejaY = F(1® 1)+ F(1®j') +
F(iok)+F(i®—ci') = F1+FI+FJ+FK, onde I =19, J =i®k , K = i®—ci’

e

2 =1 =¢

2 = 2ek’=—-dc

IJ = i®@jK =i®(=c') e
JI = i®kj=—-K=—1IJ.

;o2 e /. , , . —a?
Dessa forma, ¢ facil ver que Y é isomorfo a algebra de quatérnios (“7-°). Pela

2

Proposigao 2.18(1) e pelo Corolario 2.34, temos que Y ~ (“5-°) ~ (“5°) ~ M(F).

Para termos o resultado s6 nos resta mostrar que A ® A’ é isomorfa ao pro-
duto tensorial das subalgebras X e Y. Primeiro observemos que os elementos de

{1,1,J, K} comutam com os elementos de {1, f, J, [?} Por exemplo,

IJ = (@)iek)=@Eek)=>iok)(i®l)=JI;

KJ = k@i)i®k)=kio ik =(—ik)@ (ki) =)ok (ko)) =JK.

Analogamente se verifica para os outros elementos.

O produto das bases de X e de Y nos fornece a seguinte base para X ® Y,
B={1®l=¢,10] =€, 10J =e€3, 10K =es, IQ1 =5, [®] =
€6, I®j:e7, I®[?:eg, J®1 = ey, J®f:elo, J®j:en, Jo K =
eln, K®1 2613,K®7:€14, K®j:el5, K®k:el6} ¢ uma base para X QY.
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Definimos ¢ : X®Y — A® A’ tal que p(z®y) = zy, com z®y € B e estendemos
por linearidade. Como os elementos da base de X e de Y comutam, temos que dados
@Y, 11®y1 € B, entao p((z®@y).(z1®y1)) = ¢((221)@(yy1)) = v21yy1 = YTy =
oz ® y).o(r; ® yp). Dessa forma temos que p(ZW) = o(Z)p(W), para todos
Z, W € X®Y. Como ¢ é linear e dim (X®Y') = 16 = dim (A®A’), se demonstrarmos
que @ é sobrejetora teremos um isomorfismo de F-algebras. Para mostrar que ¢ é
sobrejetora, basta verificar que o conjunto de geradores C' = {1®1,1®7,1®7,1®
Fi®lii,ijf ik, j®el,jol,je,jek ke lLkoi ki kok} de

A ® A’ estd na imagem de ¢. Fazendo os calculos, temos:

pler) = 101

ple2) = 1@

ples) = i®K;

ple)) = —c(i®i) = p(—es/c) =i @7
ples) = i@

ples) = i® ]

pler) = a(l@K) = pler/a) =1 K
pleg) = a® —c' = p(—eg/ac) =1 1;
pleg) = j®J

plewn) = j®—c= p(—ew/c)=j®1;
plenn) = —k®@—i'c=plen/c) =k
pleiz) = —k@ck = p(—e1z/c) =k @K,
pleis) = k@

en) = k®c= plenn/c) =k®1,;

e15) = —ja® —ci' = p(es/ac) =jR1;

plers) = —ja®ck! = p(—eg/ac) =7 QK.
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Segue que cada elemento da base C' ¢é da forma ¢(wse;), para algum a; € F e ¢;

conveniente. Portanto ¢ é sobrejetora. O

2.3 O Invariante de Hasse

Seja (V, ) um espago quadrético. Se (ay, ..., a,) é uma diagonalizagao de ¢, definimos

a;,a4
F

o invariante de Hasse, como sendo a classe de s(q) = [],;;<,[(*F*)] no grupo de

Brauer Br(F'). Onde s(q) =1 se n = 1.

Denotaremos apenas por [a;, a;] a classe [(“2£)] € Br(F).

Proposicao 2.37. Dada uma forma quadrdtica q sobre F. O invariante s(q) inde-

pende da diagonalizacao escolhida para q.

Demonstragao: Pelo Teorema 1.43, quaisquer duas diagonalizacoes de uma

mesma forma quadratica sao equivalentes por cadeia. Dessa forma é suficiente com-

parar as diagonalizagdes ¢1 = (a,b,as,...,a,) € ¢ = (c,d,as, ...,a,) com (a,b) =
(¢,d). Pelo Corolario 2.35, esta ultima isometria nos diz que ab = cdF? e (%b) o~

(%9). Logo [a,b] = [c,d]. Usando estes fatos e a linearidade (Coroldrio 2.36), temos

n

s({a,b,as, ...,an)) = l[a,b]la,as...a,][b, as...a,]. H‘[ai,aj]
= |[a,b][ab, as...a,] H la;, a;]

= s({c,d,ag, ..., an)).

Portanto s(q;) = s(¢qz). O
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O proximo teorema nos fornece uma classificacao de formas quadraticas de di-

mensao menor ou igual a 3.

Teorema 2.38. Sejam q e q formas quadrdticas sobre F tais que dimq < 3,
dimg; < 3. Entao, ¢ = ¢ se, e somente se, s(q) = s(q1), d(q) = d(q1) e

dim ¢ = dim ¢;.

Demonstragao: Se ¢ = ¢, pelo que ja vimos s(q) = s(q1), d(q) = d(q1)
e dim ¢ = dim ¢;. Reciprocamente, se dim ¢ = dim ¢; = 2, o resultado segue
do Corolario 2.35. Vamos supor que dimg = dim ¢; = 3, logo ¢ = (a,b,c) e

@1 = (a1, by, ¢1). Se d =det (q) = det (g1), temos que

S(~dy) = s((—ad, —bd, —cd))
= [—ad, (—=bd)(—cd)][—bd, —cd]
= [—ad, bc][—bd, —cd]
= la,b][a, ][—d, b][—d,c][b, c][b, —d][—d, c][—d, —d]

= [av b] [a’ C] [bv C] [_dv C]Q[_dv 02][_d7 _d] = 5((]) [da _d]'

Analogamente, s((—d)q1) = s(q1)[—d, d] e como s(q) = s(q1), temos que s({—d)q) =
s({(=d)q1). Como d = abc, temos (—d)q = (—abc){a,b,c) = (—bc,—ac, —ab) =

(x,y,—xy), onde x = —bc, y = —ac. Assim

s((—=d)q) = s({zx,y, —2y)) = [2,y][r, —vy][y, —2y]

= [z,yllzy, —2y] = [z, 9]

Analogamente, (—d)q1 = (z1,y1, —21y1) € s({(~=d)q1) = [z1,1].

Como s({—d)q) = s({(—d)q1), segue que [z,y] = [z1,y1]. Assim suas formas
normas sao isométricas, ou seja, (1,—z, —y,zy) = (1,—z1, —y1,z1y1). Pelo Teo-
rema do Cancelamento de Witt, (—z, —y, xy) = (—x1, —y1, 1Y1), 0 que implica que

(—d)q = (—d)q,. Multiplicando ambos os lados por (—d), temos que ¢ = ¢;. O
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Proposicao 2.39. Uma forma terndria q € isotrdpica se, e somente se, s(q) =

[_17 _d(Q)]

Demonstragao: Suponha ¢ isotrépica, entao g = (1, —1, a), para algum a € F.

Claramente s(q) = [1, —1].[1,a][-1,a] = [-1,a] = [-1, —d(q)].

Reciprocamente, g e (1, —1, —d(q)) tem a mesma dimensao, mesmo determinante
e 0 mesmo invariante de Hasse. Pelo Teorema 2.38, temos que ¢ = (1, —1, —d(q)).

Portanto ¢ ¢ isotrépica. O

O teorema de classificacao que segue se aplica a uma larga classe de corpos, por

exemplo, corpos p-adicos e corpos de nuimeros algebricos nao reais.

Teorema 2.40. Suponhamos que toda forma quadrdtica de dimensao 5 sobre F' é
isotropica. Entao dimensao, determinante e invariante de Hasse classificam formas
quadrdticas sobre F', ou seja ¢ = q; se, e somente se, dim g = dim ¢1, d(q) = d(q1)

e s(q) = s(q1)-

Demonstragao: A ida é imediata. Reciprocamente, se dim ¢ < 3, segue do
Teorema 2.38. Assim, suponhamos dim ¢ = dim ¢ = n > 4, d(q) = d(q1) e
s(q) = s(q1). Fagamos por inducado sobre n. Para n = 4 temos que ¢’ = ¢L(—1) =
¢1L(—1) = ¢} e por hipdtese ¢, ¢; sao isotrépicas, logo ¢, ¢ representam o 1, ja
que (—1) nao representa 1. Ou seja, pelo Teorema do Cancelamento de Witt e
pelo Teorema 2.38 temos o resultado. Agora para n, pelo Corolario 1.28 ¢ e ¢;
sao universais. Em particular, ¢ e ¢; representam 1. Assim ¢ = (1)1¢ e ¢ =
(1) Lq';. Dessa forma, d(q') = d(q) = d(¢q:) = d(¢'y) e dim ¢’ = dim¢’;. Sejam ¢’ =
(a1, .y an-1) e ¢'y = (b, ..., by—1). Entdo, s(¢') = [[;;lai,a;] e s(¢'1) = [1;;bi, by].
Como s(q) = s(q1), tem-se que [1,a;...a,]s(¢") = [1,b1...b,)s(¢'y), mas [1,z] = 1 em

Br(F), para todo = € F. Assim, s(¢') = s(q';).

Como dim ¢’ = dim ¢’; = n — 1 podemos usar inducao e concluir que ¢’ = ¢/;.

Portanto ¢ = (1) L¢' = (1)¢';, = ¢,. O
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Capitulo 3

Matrizes de Hankel, Formas Traco
e Traco Escalar

Neste capitulo daremos uma caracterizacao das matrizes de Hankel e mostraremos
como elas surgem naturalmente como uma representacao matricial de formas tragos

e tracos escalares de extensoes separaveis de corpos.

3.1 Matrizes de Hankel

Definicao 3.1. Sejam F' um corpo e sg, Si, ..., So,_2 uma sequéncia de elementos

de F. Uma matriz S de ordem n x n da forma abaixo é chamada de matriz de

Hankel
S0 S1 S9 . PO |
S1 S9 S3 c. Sn
S = S9 S3 S4q oo Spri
Sp—1 Sn Sn41 .- S2pn—2

A matriz de Hankel S é uma matriz simétrica listrada, isto é, as entradas sao
constantes ao longo de cada linha paralela a diagonal secundéria. Note que a entrada

(,7) de uma matriz de Hankel depende apenas da soma dos digitos i, j.

Proposicao 3.2. Seja H uma matriz n x n com entradas em F'. Suponha que H
¢ nao singular, ou, de modo mais geral, que H possui as primeiras n — 1 linhas

linearmente independentes. Entao H € uma matriz de Hankel se, e somente se,
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existem elementos cy, ...,c, € F' tais que a matriz

0 1 0 0 0

0 0 1 0 0

C = 0 0 0 1 0
—Cp —Cp—1 P —C

satisfaz CH = HC".

Demonstracao: Scja H com entradas h;;. Por hipétese temos que CH = HC",

para alguma matriz C'. Fazendo as multiplicacoes de ambos os lados da igualdade,

obtemos
h21 R hgn
h31 h3n .
—(enh11 + cn1hor + ... + c1hna) oo —(ephin + cnrhon + .. + c1hpy)
h12 h13 e _(Cnhll + ...+ Clhln)
B haa  has —(ephor + ... + c1hay)
hn2 hnS _(Cnhln + ...+ Clhnn)

Analisando termo a termo, conseguimos concluir que H é uma matriz de Hankel.

Reciprocamente, vamos assumir que H é uma matriz de Hankel com as primeiras

S0 81 Sn—1
S1 8o Sn
n — 1 linhas linearmente independentes. Tomemos H = .
Sn—1 Sn Son—2
0 1 0 0 0
0 0 1 0 0
Vamos encontrar uma matriz C' = 0 0 0O 1 ... 0 tal que
) : : ]
—Cp  —Cn—1 o —C

CH = HC'. Desenvolvendo estes produtos obtemos uma igualdade de matrizes
onde os n — 1 elementos das n — 1 primeiras linhas sao obviamente iguais. Igualando

as entradas correspondentes na ultima linha (ou ultima coluna) obtemos o seguinte

sistema
—S0Cp, — S1Cp—1 — ... — Sp—1C1 = Sy

—Sn—1Cn — SnCp—1 — ... — S2p—2C1 = Sop—1-
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A representacao matricial deste sistema é

So S1 ... Sp—1 —Cp Sn
S1 So ... Sn —Cp—1 Sn+1
Sn—1 Sn ... S2p—2 —C Son—1

Como temos que as n — 1 linhas de H sao linearmente independentes, a matriz dos

coeficientes do sistema ¢é nao singular. Portanto, o sistema tem solugao. 0O

Exemplo 3.3. A proposicao anterior é em geral falsa se as n — 1 primeiras linhas
nao forem linearmente independentes. Como por exemplo, a matriz de Hankel 2 x 2

( 00 ) nao satisfaz a equacao CH = HC", para qualquer C. De fato, a igualdade

() G- 0 =)

. . 0 1 0 0
nao ocorre para qualquer C1,Co € F, PoO1s 7é .
0 —C 1 —C1

Definicao 3.4. Uma matriz de Hankel é chamada de matriz de Hankel periodica se

S; = Sp+i, para cada i.

Observagao 3.5. A matriz

010 . 0
0 0 1 0
S = oo :
000 ...1
100 ... 0

¢ usada para caracterizar as matrizes de Hankel que sao periddicas.

Proposicao 3.6. Uma matriz H € uma matriz de Hankel periodica se, somente se,

SH = HS".

Demonstragao: Ao supormos que H é uma matriz de Hankel periddica é fécil
calcular e observar que HS' = SH. Agora seja H uma matriz de Hankel que satisfaz

HS' = SH e mostremos que ela é periédica, isto é s,4; = s;, para todo 7. Por um
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lado temos

010 0 Sk Skl -+ Skin-1 Sk+1 Sk+2 -+ Sktn
0 1 0 Skl Skt2 -+ Skin Skt2 Sk4+3 -+ Skin+l
Sk+2 Sk+3 -+ Sk+n+l = Sk+3 Sk4n4-2
0 00 1 : : :
100 0 Skin-1 Sk+n --- Skyon-2 Sk Sk+1 -+ Skin-1
E por outro lado
Sk Sk+1 -+ Sk4n-—1 010 . 0 Sk+1  Sk+2 ... Sk
Sk+1  Sk+2 ---  Skin 001 0 Sk+2  Sk+3 ---  Sktl
Sk+2  Sk+3  ---  Sk4n+1 . : : = Sk+3 Sk+n+2
: : 0 00 1 : :
Skyn—1 Sk+n --- Sk42n—2 100 ...0 Skin Skl -+ Skin-1

Observe que s, = s, para todo k. Portanto, H é Hankel periédica. O

Vamos agora estudar um tipo particular de matrizes de Hankel que esta rela-
cionado a polindémios separdveis. Sejam p(z) um polindmio moénico separdvel de
grau n sobre F e ay,...,qa, suas raizes em algum corpo de decomposicao. Logo
plz) =11, (r— ;) = 2"+ 12"+ ...+ ¢,_12 + ¢,,. Recordemos que os coeficientes
¢; sdo as fungdes simétricas elementares nas raizes de p(z), ou seja, ¢; = > | oy,
Co = Zz‘<j Q;Q, C3 = Zi<j<k OG0y ooy Cp = 0.0y

Agora, definamos s, = Y a¥ sendo a soma de poténcia das raizes, com k in-
teiro nao negativo. Estas somas sao elementos de F' e podem ser calculadas também
por meio dos coeficientes de p(x) utilizando as identidades de Newton como definidas
abaixo.

Sk + C1Sp_1+ CoSk_o+ ... +cp_1851 + ek =0, para k <n e

Sk + C1Sk—1 + C2Sk—2 + ... + CpSp—n+1 + CnSp—n = 0, para k > n.
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Para cada inteiro nao negativo k vamos definir uma matriz de Hankel n x n da

seguinte forma

Sk Sk4+1 Sk4+2 -+ Sk4n—1

Sk+1 Sk+2  Sk+3 Sk+n
P, = Sk+2  Sk+3 Sk+n+1
Sk+n—1  Sk4n Sk+2n—2

Considere a matriz de Vandermonde de ordem n x n dos elementos aq, ..., a,

1 1 1
o 6%) (7%
V= )
n—1 n—1 n—1
Qg Qg a,

0 1 0 O 0
0 1 0 0
C = 0 0 0 1 0
: 1
—Cp —Cp—1 ... -G

E por fim, definimos a matriz D com entradas ay,...,a, na diagonal e zero no

restante.

Proposigao 3.7. Seja p(z) = 2" + iz ' + ...+ cpxr + ¢, € Fla] € aq, ...,
suas raizes em um corpo de decomposicdo. As matrizes definidas anteriormente

satisfazem as sequintes relagoes.

(1) VD = CV;
(2) CPy = P,;
(3) VVi = Py;
(4) VDV = P,;

(5) CP. = Pyy1, para cada inteiro ndo negativo k;

(6) CP, = P.C", para cada inteiro nao negativo k.
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Demonstracao: Para demonstrarmos (1) consideremos o fato de p(«a;) = 0,
para todo o; com i = 1,..,n. Assim, o' = —(c¢, + 104 + ... +c1a?’1). Calculando

VD e CV obtemos:

a2 Qp
ol ai ... a?
VD= . . . e
o ay o
(03] c. [67%
a? a?
CV = .
-1 -1
—(Cn + pray + oo + 1) oo —(en F porap + oo+l )

Pelo observado inicialmente, temos a igualdade VD = CV.

(2) Ao fazermos a multiplicacdo da matriz companheira C' pela matriz P, obte-

mos
S1 S9 c. Sn
S9 S3 ce Sn+1
—(cnso+ ...t c18,1) —(Cas1+ .. +180) .. —(CnSpn1+ .. + C1S27-2)

Pelas identidades de Newton temos que si + ¢15x_1 + ... + ¢pSg_n, = 0, para todo
k > n. Assim, s, = —(¢18g—1 + ... + CuSk_n), para todo k > n. Substituindo a

igualdade na matriz resultante da multiplicacao C'F; obtemos

S1 59 c Sn
S9 S3 R P |

Ch=1| . . : = P
Spn Sp+1 -+ Son—1

(3) Fazendo o célculo de V'V diretamente obtemos

-1 -1 _
n artag+..ta, ... oy 4oyt +alt
ay+ag + ..+ ay a?+ai+..+a? ... o + a4+ ... +al
-1 -1 - 2n—2 | 2n—2 2n—2
af ttray L +a !t et al o+ a s o T T e

Podemos observar que cada elemento da matriz resultante é uma soma de poténcia

das raizes do polinomio p(z). Identificando corretamente o indice de cada uma

52



dessas somas, obtemos

S0 S1 ... Sp—1
S1 So ... Sn
VVt = . . - Po.
Sn—1 Sn ... S2p—2

(4) Fazendo diretamente a multiplicagdo V DV obtemos

o)+ o+ oy al+as+..+a? al +ay + ... +aj

1 1
al+as+..+a? ad+as+..+ad apt '+ ot + L+ antt
1 2 cee n 1 2 cee n DRI 1 2 cee n

Podemos observar novamente que cada elemento da matriz resultante é uma soma

de poténcia das raizes do polinomio p(z). Identificando corretamente o indice de

cada uma dessas somas, obtemos

S1 S9 Ce Sn
Vth _ 5.2 S3 e Sn.—f—l _ Pl_
5;1 Sp41 - 327;—1
(5) Calculando C'P; obtemos
Sk+1 e Sk+n
Sk42 Sk4n+1
—(cnsk + ....—|— 015k+n—1) C —(Cn8k+n_1 + ...+ 013k+2n—2)

Usando as identidades de Newton obtemos a igualdade C'Py = Py 1.
(6) Observe que
PkCt = (Cpk)t = (Pk+1)t == Pk.+1 - CP]C O

Proposicao 3.8. Seja F' um corpo infinito de caracteristica diferente de 2. Qualquer

forma quadrdtica reqular sobre F admite uma representacdo por uma matriz de

Hankel.

Demonstragao: Sabemos que uma forma quadrética regular admite uma re-

presentacao por meio de uma matriz diagonal pelo Teorema 1.20. Como F' ¢ infinito,
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podemos assumir que os elementos da diagonal sdo distintos (se necessario, basta
multiplica-los por quadrados). Sejam aj, ..., o, estas entradas da matriz diagonal D
que representa esta forma quadratica. Vamos considerar a matriz de Vandermonde
V' dos elementos aq,...,a, e a matriz de Hankel P, com entradas sendo as somas
de poténcias de aq, ..., a,. Observe que V' é nao singular, pois os «;’s sao distintos.
Logo, pela Proposigao 3.7(4), temos que VDV*® = P;. Portanto D é congruente a

uma matriz de Hankel. O

3.2 Forma Traco e Forma Traco Escalar

Nesta secao iremos mostrar que ¢ simples obter uma representacao matricial por
matriz de Hankel para formas trago e trago escalares de extensao separaveis de
corpos. Estaremos assumindo que o leitor esteja familiarizado com a Teoria de

Galois, daremos apenas algumas referéncias dos resultados mais importantes.

Definicao 3.9. Seja K uma extensio separavel de F' de dimensao n e F um fecho
algébrico de F contendo K. Sejam o7, ..., 0, todos os F-monomorfismos K — F.

Se u € K, o trago de u ¢é definido por
Trg/p(u) = o1(u) + ... + on(u).
Quando nao houver perigo de confusao usaremos a notacao Tr ao invés de Try /.

Observagao 3.10. (1) A definicao de traco ndo depende da escolha feita para F
(ver [4], Teo. 7.3, pg 290).

(2) Para qualquer u € K temos que Trg/p(u) € F (ver [4] Teo. 7.3, pg 290).
Definigao 3.11. Seja K uma extensao separavel de F' de dimensao finita. A forma
traco de K ¢ a forma quadrética ¢ : K — F definida por ¢(z) = Tr(2?).

Dado um elemento z € K definimos a forma traco escalar q, : K — F por ¢,(x) =

Tr(zz?).
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Como K ¢é uma extensao separavel finita, temos que ela é simples, (ver [4],
Prop. 6.15, pg 287). Logo K = F(«a), para algum o € K. Sabemos também que
F(a) ~ %, onde p(x) = [[(X — o(«)) é o polinémio minimal de « sobre F.
Como p(x) é separavel sobre F'| tomemos oy = «, g, ..., a, as raizes distintas de
p(z). Seja B = {a'™!|1 < i < n} uma base para K sobre F. Sejam o7y, ..., 0, 08

F-monomorfismos K — F' e suponhamos que a; = (). Logo para todo 1 <i < j

temos que o’ = o,.(a)" = o,.(a'). Assim,

B,(a', o) = Tr(« ‘o) E o.(afa?) E o-(a')o. (o)) E ala

(By(a™™a™h)) = (Tr(a"'a’ ™))

Tr(1.1) Tr(l.«r) Tr(l.a" )
Tr(a.1) Tr(o.a) Tr(a.a" )
Tr(a®11) Tr(a"ta) -+ Tr(a"t.a™ )
DTS B BN DIy Wi D Roi
_ Doy ol )R P W Q.o
Sopar L S arhay e Yot
2;2;1 1 Zgzl O‘g e 2%1 ap!
_ D1 G D0y e oA
St Y ar S a2

S0 81 Sn—1
S1 82 Sn
Sp—1 Sn * S2p—2
= F.
Ou seja, a matriz da forma traco de K sobre F' com relagao a base {1, a, o2, ..., a1}

¢ a matriz de Hankel F, com as entradas sendo as somas de poténcia s; como ja

definidas.
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J4 a matriz da forma traco escalar ¢., com z = o para algum nimero natural

k, nesta mesma base, é a matriz de Hankel P,. De fato,

(Bya'™,0?™h)) = (Tr(a*a’'a’™))

Tr(a®.1.1) Tr(a*.1.a) -+ Tr(caf.1.a"71)
Tr(a*.a.1) Tr(a*.a.a) -+ Tr(a*.a.a™ 1)
Tr(a*.a"11) Tr(a*.a"ta) -+ Tr(akf.a"tam?)

21?:1 ak 1.1 Zn:f:l afla, - Zn:f:l ak 1.amt
B S aka,l S akaea, o Y aFaal Tt
S akartil S abarta, o Y abaglap!
2;7:1 C]:kl Zgzl agt Zle af:n_l
- Dottt PRI
St 3Tt Doy gt
Sk Sk+1 v Skdn—1
_ Sk+1  Sk+2 " Sk+n+l
Sk+n—1 Sk+n " Sk+2n—2
De modo mais geral, tomemos qualquer z € K. Segundo a base {1 ,a ,a?, ..., a" 1},

—~1 . . 7
podemos escrever z = Y ,_, bpa*, onde b, € F. Assim, a matriz trago escalar ¢, é

a matriz de Hankel Zz;é b, P.. De fato,
(By(a'™,a?7)) = (Tr(za ™))
n—1
= (Tr(z bkakai_loﬂ_l))
k=0

n—1
= Z bk(Tr(ako/_lozj_l))
k=0

n—1
= Y P
k=0

Ou seja, a forma traco escalar é representada naturalmente por uma matriz de

Hankel, que é uma combinacao linear de matrizes P, sobre F.
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Vejamos agora um exemplo bem conhecido e muito utilizado na Teoria de Galois.

Exemplo 3.12. Seja p um nimero primo e seja K = Q(w), onde w é uma raiz p-

ésima primitiva da unidade. Entao p(z) = 2P~ +2P 2 +...+ 2% +x+1 é 0 polinoémio

minimal de w e Q(w) = (g[g). Sabemos ainda que [Q(w) : Q] = p — 1 e que

{1, w,...,wP™2} é base de Q(w) sobre Q. Como w, w?,...,wP™! sdo as raizes de p(x),

2

os Q-monomorfismos de Q(w) sao dados por o1(w) = w, oa2(w) = w?*, ..., op_1(w) =

wP~ L,
Vamos obter a matriz A que representa a forma trago em relagao a base {1, w, ..., wP~'}.

Assim (a;;) = B(w" ' w/™) = Tr(w"'w/™!). Logo,

(1,w) =Tr(w) =w+w? + ... + wr ' = -1

o W

B(1,wP™t) = Tr(wP™!) = -1
B(w,wP™!) = Tr(w?) = Tr(1) = p — 1
B(wP™t wP™t) = —1.
Observe que além de a;; = p—1, teremos que a;; = p—1 quando i+j = p+2, ou seja,

p — 1 vai ocorrer também na segunda linha diagonal abaixo da diagonal secundaria.

Logo, a forma traco de Q(w) sobre Q é representada pela matriz (p — 1) x (p — 1)

p—1 -1 -1 —1
-1 . -1 -1
-1 p—1
: p—1 -1

.1

-1 -1 p—-1 ... —1

Por outro lado, usando as identidades de Newton, é facil ver que a soma de

poténcias s; das raizes w, w?, ..., wP~! sdo:

sp, = p—1, se k=0 (mod p);

sy = —1, para todos os outros k.
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Assim, podemos ver que a matriz simétrica A é a matriz de Hankel F.

Vamos agora obter a matriz da forma traco escalar ¢, : Q(w) — Q, qu(z) =

Tr(wx?), na mesma base anterior. Temos que

B(w, wP™) = Tr(wP.w) = Tr(w) = —1

B(wP™t wP™t) = —1.
Neste caso as entradas p — 1 ocorrem na posic¢ao (1,p — 1) e quando i + j = p + 1.

Ou seja, a matriz simétrica que representa a forma traco escalar g, €

-1 -1 -1 ... -1
= -1 p—-1
: p—1 -1

: -1
-1 p—1 ... -1 -1

Observando as somas de poténcias si, temos que esta forma traco escalar é repre-

sentada por P;.
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Capitulo 4

Invariantes de Formas Quadraticas
por meio dos Menores Principais

Neste capitulo vamos estudar os menores principais de matrizes e a partir destes
vamos encontrar diagonalizagoes para formas quadraticas regulares que nos ajudarao

a estudar algoritmos para o calculo da assinatura e do invariante de Hasse.

4.1 Os Menores Principais de Matrizes de Formas
Quadraticas

Se a matriz que representa a forma quadratica nao possuir muitos menores principais
nulos, é possivel obter uma diagonalizacao da mesma em funcao dos menores. Para
o caso em que a matriz é de Hankel, nao importa o nimero de menores nulos. Tudo

isto mostraremos nesta secao.
Definig¢ao 4.1. Seja A = (a;;) uma matriz n X n com entradas em F. Para cada
inteiro k, 1 < k < n, o k — ésimo menor principal de A é o determinante da matriz

a;p a2 ... Qg
A, =
a1 Ao ... Qg

Denotaremos por Dy o k-ésimo menor principal de A. Observe que D,, = det A.
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Proposicao 4.2. Seja ¢ uma forma quadrdtica reqular representada por uma matriz
simétrica A, com menores principais Dy, ..., D,. Se cada Dy # 0, entdo existe uma

diagonaliza¢ao ¢ = (Dy, D1Dy, D3 Ds, ..., D, _1D,,).

Demonstragao: A prova é dada por inducao sobre n. Para n = 1 o resultado
é 6bvio. Assuma que o resultado é valido para n — 1. Sabemos que A,_; representa
uma subforma ¢,,_; de ¢ de dimensao n—1. Assim q = ¢, Ly, onde y é uma forma

1-dimensional. Aplicando a inducao assumida para g,_;, temos
Gn-1 = (D1, D1 Dy, ..., Dy 2Dy 1)

e calculando o determinante de ¢ temos

Dn = D(Q) = D1D1D2D2...Dn,gDn,gDn,ld(,u)F2 = anld(/l,)FQ
Ou seja, d(pn) = D, 1D, F2. Logo, p = (D,,_1D,). Portanto,

q = (D1,D1Dy,D3Ds, ..., Dy_9D,,_1)1(D,,_1D,,). O

O teorema que segue ¢ fundamental para analisarmos os casos em que aparecem

menores nulos.

Teorema 4.3. Seja q uma forma quadrdtica reqular representada pela matriz simétri-
ca A, com menores principais D1, ..., D,. Suponha que existem inteiros i, j, k entre
1 en, comi < j <k tais que D; =0, mas D; e Dy sao nao nulos. Sejam q; e qx
subformas de q representadas por A; e Ay. Entdo q = q; L, onde p € uma forma

reqular isotropica.

Demonstragao: Vamos escrever A, da seguinte forma:

w(55)

onde @ é o bloco (k — i) x (k—1i) e P é o bloco (k—1i) x i. Observe que a matriz

Ay, é congruente a matriz < AOZ 0 >, onde S = Q — PA;'P!. De fato,

I 0 A; P I —A7'PYY\ (A0
AP T )P Q) \0 T L0 s )
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Note que a congruéncia é via uma matriz triangular, entao todos os menores

principais sao preservados. Assim, como D; = 0 temos que o j-ésimo menor principal

0o S
Logo, o (j — 7)-ésimo menor principal de S é nulo.

de ( 0 s ) ¢ zero. De Dj = Didet Sj; = 0 e D; # 0, temos det S;_; = 0.

Seja p uma forma quadratica representada pela matriz S. Como Dy, = D; det S
e D; # 0, temos det S # 0. Ou seja, p é regular. Pelo item (5) da Proposicao 1.17,
temos que qx = ¢; Ly, onde p é uma forma isotrépica, uma vez que p admite uma

subforma nao regular representada pela matriz S;_;,. O

Lema 4.4. (Um Zero) Seja q uma forma quadrdtica regular representada pela
matriz simétrica A, com os menores principais D1, ..., D,,. Suponha D, = 0, para

um valor de k com 1 <k <n e D; # 0 para os demais indices, entao
q = <D17 D1D27 X Dk*QDkfly 1, -1, Dk+1Dk+27 s anan>-

Isto €, os dois termos da diagonalizagao envolvendo Dy sao substituidos pelo plano

hiperbdlico (1,—1). Além disso, Dy_1 = —Dyy1 em %

Demonstragao: Observe que Dy 1, Diy1 sao nao nulos e D = 0. Seja g1
a subforma regular de ¢ representada por Ap,;. Do mesmo modo, seja qx_1 a
subforma representada por Ap_;. Pelo Teorema 4.3, temos que qri1 = qr_1LM,
onde p é uma forma regular isotrépica. Observe que a dimensao de p é dois, pois
k+1—(k—1) = 2. Assim, usando o Teorema 1.26, temos 1 = (1, —1) e d(p) = —1F2.
Pela Proposigao 4.2, ¢ = qx+1L{(Dg11Dk12, ..., Dy_1D,). Ou seja, temos o resultado,
uma vez que g1 = (D1, D1Ds, ..., Dy_9Dy_1,—1,1). Obtemos que Dy = —Dj.4

a . .
em calculando os determinantes na equagao qxy1 = qx_1Llp. O

Lema 4.5. (Dois Zeros) Seja q uma forma quadratica reqular representada pela
matriz simétrica A com os menores principais Dy, ..., D,,. Suponha Dy = Dy =0,

para um valor de k com 1 <k <n—1 e D; # 0 para os demais indices. Entdo

q = <D17D1D27 ceey Dk—QDk—lv 1a —1,0,7 Dk+2Dk+37 ceey Dn—an>a
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onde a = _Dk_le+2F2. Isto €, os trés termos envolvendo Dy, Dy + 1 sdo subs-

tituidos por (1, —1,a).

Demonstragao: Observe que Dy 1 # 0 e Dyio # 0, enquanto Dy = Dy = 0.
Pelo Teorema 4.3, temos g2 = qr—1-Lp, onde g2, qx—1 sao as subformas regulares
de q representadas pelas matrizes simétricas Ay o, Ax_1, respectivamente. Temos
que u é a subforma regular isotrépica de dimensao 3, ja que k+2 — (kK — 1) = 3.
Pelo Teorema 1.28 toda forma isotropica contém um plano hiperbdlico. Ou seja,
p = (1,—1,a). Calculando os determinantes na equacao qxi2 = qx—1Lu obtemos
que Dk+2F2 = Dk,l.(—a)F’Q, logo a = —Dk,lDHg.FQ. A diagonalizacao é obtida

como no lema anterior substituindo gx1o por (D1, D1Ds, ..., Dy_oDy_1,1,—1,a). O

Lema 4.6. (Trés Zeros) Seja ¢ uma forma quadrdtica reqular representada pela
matriz simétrica A, com os menores principais Dy, ..., D,. Suponha Dy = Dy =
Dyy2 =0, para um valor de k com 1 <k <n —2 e D; # 0 para os demais indices.

Entao
q = <D1, D1D2, ey Dk72Dk717 1, —1, a, b, Dk+3Dk+4, ey anan>,

onde ab = —Dk_le+3F2. Isto €, os quatro termos envolvendo Dy, Dy + 1, Dy1o sao

substituidos por (1,—1,a,b), para a,b € F satizfazendo a relagdo acima.

Demonstragao: Aplicando o Teorema 4.3 para este caso, obtemos gy 3 =
Qr—1-Lp, onde gr. 3, qr_1 sa0 como anteriormente e y é uma subforma regular isotropica
de dimensao 4. Pelo Teorema 1.28 devemos ter p = (1, —1,a,b). Calculando os de-

terminantes na equacao qy13 = qr_1-Lp obtemos que ab = —Dk_le+3F2. O

Se a forma quadratica for representada por uma matriz de Hankel, pode-se obter
uma diagonalizacao da mesma a partir dos menores principais independente do

nimero de menores nulos. E isto que nos mostra a proposicao abaixo.
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Na proxima proposicao daremos apenas uma idéia da demonstragao, tendo em
vista que sao necessarios argumentos de teoria de matrizes que fogem um pouco dos

objetivos desta dissertagao.

Proposigao 4.7. Seja q uma forma quadrdtica reqular representada por uma matriz
de Hankel, com os menores principais Dy, ...,D,. Suponha Dy = Dy = ... =
Dits—1=0parak,s com1<k<n—seD;#0 para os demais indices. Ou seja,

temos s menores principais iguais a zero. Entao
q = {(D1,D1Dsy, ..., Dyp_9Dy_1) Lpp L (Dy1 s Diysi1s .., D1 Dy),

onde dim p = s+ 1 com p hiperbdlica caso s seja impar e p = (1,—1,...1,—1,a)

para s par, onde a = (—1)*2Dy_1 Dy .
Idéia da demonstragao: (ver [2] p 340-341, para uma demonstragdo mais
detalhada)

Vamos escrever Ag,, como na demonstragao do Teorema 4.3, isto é,

A1 P!
Ak+S:( ;)1 Q)a

onde @ é o bloco (s+1) x (s+1) e P o bloco (s+1) x (k—1). Tomando a mesma

congruéncia que foi usada no Teorema 4.3, temos que Ax,s é congruente a matriz

0o S

matriz triangular, temos que todos os menores principais sao preservados. Assim,

( Ag1 0 >’ onde S =Q — PAl;llPt, Usando o fato da congruéncia ser via uma

como Dy = Dy = ... = Diis1 = 0, temos que os (k + i — 1)-ésimos menores
o A - .

principais de ( ]6 ! g > sao nulos, © = 1,...,5. De Dy_14; = Dy_1det S; =0 e

Dy_1 # 0, temos det S; = 0,7 =1, ..., s. Logo os primeiros s menores principais de

S sao nulos.
O argumento de Frobenius, como exposto em (ver [2],pg.340-341), usa as pro-
priedades das matrizes de Hankel para tirar mais conclusoes sobre as matrizes S;

e concluir que p tem indice de Witt maximal. Portanto g possui o maior nimero

possivel de planos hiperbdlicos. O
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4.2 Calculo dos Invariantes

Nesta secao vamos calcular a assinatura e o invariante de Hasse de uma forma
quadratica por meio dos menores principais da matriz que a representa. Lembremos
que estes calculos nao se aplicam para qualquer forma quadratica, pois estamos im-

pondo algumas condig¢oes sobre os menores principais.

Calculo da Assinatura

Seja ¢ uma forma quadrética regular sobre um corpo formalmente real F. Seja
signp (¢) a assinatura de ¢ em uma ordem P de F' como definida em 1.54. Lem-
bremos do Teorema 1.53 que n = dim V' = dim V* 4 dim V~. Assim, signp (¢) =
dim V*—dim V- =dim V*+dim V- —2dim V- =n—2dim V~. Vamos calcular
dim V'~ em cada um dos casos. Tomemos Dy, k = 1,2,...,n como sendo os menores
principais da matriz simétrica n X n que representa g e Dy = 1. Chamemos de r o

nimero de trocas de sinais na sequéncia de Dy’s nao nulos.

1° caso: Se cada D;, # 0, para todo k, entdao dim V= é o nimero de trocas de
sinal na sequéncia Dy, Dy, ..., D,. De fato, como temos que D; # 0, para todo
k =1,...,n, segue da Proposi¢ao 4.2 que ¢ = (D1, D1Ds, ..., D,,_1D,,). Observemos
que cada elemento da diagonalizacao é negativo se, e somente se, apenas um dos fa-

tores de D;D;; for negativo, isto é, quando houver uma troca de sinal de D; e D, ;.

20 caso: Se um Dy, é nulo, entdao dim V'~ é o nimero de trocas de sinal da sequéncia

Dy, Dy, ...;Dg_1, Dg1q, ..., D,. De fato, pelo Lema 4.4 temos
q = <D1a D1D27 ceey Dk‘—2Dk'—17 _17 17 Dk+le+27 ceey Dn—an>7

onde Dj_1 = —Dy1.F?. Observemos que trocas de sinais na sequéncia Dy, D1, ...,
Dy_1,Dyy1, ..., D, nos fornece elementos negativos na diagonalizacao a menos da

troca de sinal de Dy_; e Dy1 que nao fornece negativo na diagonalizagao. Mas esta
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troca é compensada pelo elemento (—1). Portanto, dim V'~ é o nimero de trocas de

sinais na sequéncia acima.

3% caso: Se tivermos dois menores principais sucessivos nulos, isto é, Dy, = Dy, = 0,

entao pelo Lema 4.5
q= <D17 D1D27 ceey Dk—QDk—lv ]-a _1a a, Dk+2Dk+37 ceey Dn—an>7

onde a = —Dk,lDHQ.FQ. Seguindo o mesmo raciocinio, deletamos Dy, Dy, da
sequéncia dos menores e contamos o numero de trocas de sinal. Observe que se
Dy_1Dy5 > 0, entao significa que nao houve troca de sinal entre Dy e Dyo €
assim temos que adicionar 2 no numeros de trocas para obtermos a dimensao de
V', pois (—1,a) C V~. Logo dim V~ = r + 2. J4 no caso em que Dy_1 D2 < 0,
temos a troca de sinal entre Dj_1 e Dy,5 e que {(a) C V. Mas esta troca de sinal

é compensada por (—1). Portanto dim V'~ = r quando Dy_1 Dy < 0.

4° caso: Se tivermos Dy = Dj11 = Dyio = 0, entao pelo Lema 4.6
q = <D1, DlDQ, ceny 1, —1, a, b, Dk+3Dk+4, ceny Dn—an>>

onde ab = —Dk_le+3.F2. Deletamos Dy, D11, Dy o da sequéncia dos menores e
contamos o numero de trocas de sinal do restante da sequéncia. Seguindo o mesmo
raciocinio do 3° caso, se Dy_1Djy3 > 0, entdao dim V~ =r + 2. Se Dy_1Dj3 < 0,
entao nao ha uma regra para calcularmos a assinatura, pois nao temos como analizar

o sinal de a e b na diagonalizacao.

5% caso: Tomemos Dy, k = 1,2, ...n como sendo os menores principais de uma matriz

Hankel. Pela Proposicao 4.7, temos que
q = <D17 D1D27 ceey Dk—QDk‘—1>J—H’J—<Dk'+SD/{:+8+1a ceey Dn—an>7

onde dim g = s+1 com p hiperbdlica caso s seja impar e p = (1, —1,...1, =1, a) para

s par, com a = (—1)*/2D}_1Dj4,. Assim, a dim V™ pode ser obtida pelo niimero
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de trocas de sinais da sequéncia de menores nao nulos adicionado da quantidade

indicada em cada um dos casos abaixo:

e 5/2 se s =0 (mod 4).

Observe que se s = 0 (mod 4), entao o nimero de D}’s nulos é par, miltiplo
de 4 e ainda s/2 = 0 (mod 2) ¢é par. Ou seja, o termo a que aparece na forma
1 € positivo no caso em que Dy_1 Dy é positivo, e negativo no caso contrario.
Mas neste 1ltimo caso estd havendo uma troca de sinal entre Dy € Dy, que
estd compensando o sinal negativo de a. Sendo assim o niimero de elementos a
ser adicionado é igual ao niimero de espacos hiperbélicos na forma u. Portanto,
dimV~ =r+s/2.

1, se Dy_1 Dy, for positivo;
-1, se Dy_1 Dy, for negativo.

e (s+2¢)/2,se s =2(mod4), onde 82{
Neste caso o nimero de Dy’s nulos é par e s/2 = 1(mod 2), ou seja, s/2 é impar.
Assim o sinal de a dependera do sinal de Dy_1 Dy . Analisemos um dos caso
e o outro segue de modo analogo. Se Dy_1 Dy, for positivo, entao dim V'~ é

o numero de trocas de sinais adicionado do nimero de planos hiperbdélicos na

forma g mais um pela forma negativa (a), ou seja, dim V'~ = (s 4 2)/2.

e (s—1)/2,se s=1(mod4).
Observe que se s = 1 (mod4), entdo s — 1 = 0 (mod4). Voltando ao primeiro

caso analisado.

o (s+1)/2,se s=3(mod4).
Aqui temos que s = 3(mod4), entdo s — 3 = 0(mod4). Que nos leva a

s+ 1=0(mod4), voltando ao primeiro caso.
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Calculo do Invariante de Hasse

Seja ¢ uma forma quadratica sobre F' e vamos assumir que ¢ possua uma rep-
resentagdo por uma matriz n x n para a qual cada menor principal Dy # 0,
k = 1,2,...,n. Vamos entao calcular o invariante de Hasse a partir da diago-
nalizacao ¢ = (D, D1Ds,...,D,,1D,). Usando que em Br(F), [a,a] = [a,—1],

[a,b].[a, c] = [a,bc] e [a,b] tem ordem 2, a maioria dos fatores se cancelam, restando

S(q) = [Dl, Dl] [Dl, DQ] [DQ, DQ] [Dg, Dg]...[Dn_l, Dn—l] [Dn—la Dn]
= [D1,—1][D1, D3|[Dy, —1][D2, D3)...[Dp—1, —1|[Dn-1, Dy)

= [Dy,—Dy][Dy, —Ds]...[D,—1,—D,) € B.(F).

Se um ou dois menores sao nulos, basta aplicar a férmula do resultado anterior
para a sequéncia de menores principais excluindo os nulos, e depois, multiplicar por
[—1,—Dy_1Dgs1] se Dy, = 0 e por [—1,—Dy_1Dyis| se Dy = Dy1 = 0. De fato,
fagcamos para o caso de dois menores nulos e de modo analogo pode ser feito para

um menor nulo. Pela Proposicao 4.5 temos que
q = <D17 D1D27 ceey Dk*ZDkfla 17 _1) _DklekJrQ) Dk+2Dk‘+37 ceey anan>7
onde a = —Dk,leHF 2, Calculando o invariante de Hasse de ¢ obtemos

s(q) = [D1,—Ds|[Dg, —Ds]...[Dy—3Dk 2, Dy—2Dy|[Dy—2Dg 1, Dy—1D]
[—1, —Dy_1Dy][—Dg—1Dgr2, Dx+2Dy][Dii2Dyy3, DiisDy)...[Dp—1, — Dy
= [Dy,—Ds|[Dy, —D3]...[Dg—2, —Dg_1][Dg—1, —Dy+2][—1, —Dj41]
(=1, Di+o)[Dit2, Dito][Divas Dits]-..[Da—1, — D)
= [Dy,—Ds|[Da, —D3]...[Dy_2, —Dy_1][Dr—1, — Dy2]

[_17 _DkJrleJrQ] [Dk+27 _Dk+3]--'[Dn717 _Dn]

Se trés sucessivos menores forem nulos, isto é, Dy = Di11 = Diio = 0, entao o

algoritmo anterior para o cdlculo do invariante de Hasse pode ser usado somente se
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—Dy_1Dj13 = 1F2. De fato, pela Proposicao 4.6 temos que
q = <D17 D1D27 ceey Dk‘*QDk*h 17 _17 a, b7 Dk+3Dk+47 ceey anan>7

onde ab = —Dk,legF’ 2, Calculando o Invariante de Hasse de ¢ como anterior-

mente obtemos

s(q) = [D1,—Da|[Da, —D3]...[Dy—1, = Dgy3][—=1, =Dp—1 D3]

[a, b][Di+3, —Dita)-..[Dn—1, D).

Note que (%b) se fatora se, e somente se, Dy 1Dy 3 = 1F2. Assim obtemos a

afirmacao.
Calculo dos Invariantes da Forma Traco Escalar

Seja K uma extensao de corpos separavel finita de grau n do corpo F, logo
K = Fla] para a € K. Tomemos z € K, e consideremos a forma trago escalar

q.: K — F, q.(z) = Tr(z2?). Sabemos que z = by +bja+ ... +b,a™ ! para b; € K.

Podemos calcular o invariante de Hasse e a assinatura de ¢, seguindo o procedi-
mento abaixo.
(1) Usemos as identidades de Newton para calcular as somas de poténcias si e es-
crevamos a matriz Py n xXn, k=1,...,n;
(2) Usando z = 320" bra® onde by, € F, escrevamos a matriz de Hankel 37~ by, Py
que representa a forma traco escalar g.;
(3) Calculemos os menores principais Dj’s para a matriz de Hankel em (2) para
escrever a diagonalizagao de ¢, conforme a Proposicao 4.7;

(4) Calcule a assinatura e o invariante de Hasse de ¢, pela diagonalizac¢ao em (3).
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4.3 Exemplos

Nesta secao vamos trabalhar com alguns exemplos para colocarmos em pratica os

resultados vistos neste capitulo.

Exemplo 4.8. Seja K = F(a'/™), uma extensio radical simples do corpo F, onde
a € F, m é um inteiro positivo e ™ — « ¢ irredutivel sobre F'. Vamos assumir que
a caracteristica de F' nao divide m e calcular a assinatura e o invariante de Hasse

da forma trago q de K sobre F.

(1) Usando as identidade de Newton obtemos que

So = Mm;
sj; = Oparal<j<m-—1
Sm = M«

(2) A matriz de Hankel Py representa a forma trago ¢ de K sobre F', ou seja,

m 0 --- 0 0
0 O --- 0 ma«o
M, = O 0 -~ ma O
0 ma --- 0 0

(3) Os menores principais sao

Dy = m;

D; = Opara2<j<m-—1;

o \tm,m—1 [ (m-1)/2, para m fmpar ;
Dm = (=1)a"m ondet{ (m-2)/2, para m par.

Entao D,, = (—1)ta.F2 para m impar e D,, = (—1)th2 para m par. Vamos

calcular as diagonalizacoes a partir dos menores calculados para ¢ nos dois casos:
1%caso: m par

Sendo m par temos um nimero par de Dy’s nulos, ja que o numero de Dy’s nulos

é m — 2. Pela Proposico 4.7 temos que ¢ = (Dy,1,—1,...,1,—1,(=1)=2/2D, D, ).
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Temos que (—1)™2/2D, D,, = (—1)m=2/2m;(=1)"=2/20 F2 = maF2. Logo
qg=(m,1,—1,....,1,—1,ma), para m par.

2%caso: m impar

Sendo m impar temos um numero impar de D,’s nulos. Pela Proposicao 4.7

temos que ¢ = (D, 1,—1,...;1, —1). Assim

qg={m,1,—1,....1,—1).

(4) Se F ¢é formalmente real, entdo a assinatura em qualquer ordem P de F' ¢é
signp(q) = 1, se m é impar;
signp(q) = 1 + signp({«)), se m é par.
O invariante de Hasse de ¢ é dado por
s(q) = [m, (=1)™=V/2][=1, (=1)m=Dm=3/8) ¢ By(F) para m fmpar;

s(q) = [m, —a]fa, (=1)""22][~1, (=1)" 72D € Br(F) para m par,

usamos aqui o fato que [1,a] = 1 em Br(F), para todo a € F. Usando congruéncias

e as propriedades de algebras de quatérnios, obtemos

s(q) = 1sem =1 (mod 8);

s(g) = [m.—1)sem =3 (mod 8)
s(g) = [~1,~1] scm =5 (mod 8);
s(q) = [-m.~1] sem =7 (mod 8);
s(g) = [-m.—a]sem=0 (mod 8);
s(q) = [m.—a] sem =2 (mod 8);
(

q) = [-m,—a][-1,—1] se m =4 (mod 8);
s(q) = [m,—a][-1,—1] se m =6 (mod &)
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De fato, facamos para um dos casos e os outros seguem de modo analogo. Se

m = 3 (mod 8), entao m ¢ fmpar, 5% = 1(mod4) ¢ fmpar e 22 = 0(mod4) é
par. Assim

S(Q) = [mv _1][_17 1] = [m’ _1]'

Exemplo 4.9. Seja a e b elementos de um corpo F' e sejan € Z, n > 1. Considere
o polinomio p(x) = 2™ + ax + b. Vamos supor que este polinomio seja irredutivel e
separavel sobre F'| entao F|z]/(p(z)) é uma extensao separavel de F'. Seja ¢ a forma
trago de F[z]/(p(z)) sobre F. Vamos calcular a assinatura e o invariante de Hasse

de gq.

(1) Temos que so = Y. af = n. Usando as identidades de Newton, obtemos os
demais s, como segue
s1+cl=0= 5 =0;

So+ 181 +¢2.2=0= 59 =0

Sp—o + C1Sp—3+ C2Sp—a+ .. +Ch2(n—2)=0= 5, 2=0
Sp1+Spa+t sy 3+..+c1n—1)=0=s,1=(1—-n)a
Sp+ C1Sp—1+ C2Sp_92+ ... + Cpso=0= s, = —bn

Sp+1 FC1Sp +FcoSp1+ ...+ st =0= 5,41 =0

Son—3 + C1S2p—2 + CaSop—1 + ... + CpSp—3 =0 = S9,_3 =0

Son—2 + C1S2n—1 + C252p + ... + CpSp_2 =0=s = (n—1)a?

2n—2 192n—1 292n non—2 2n—2 .

Como a matriz de Hankel P, representa a forma trago, nao precisamos das somas

de poténcias com k > 2n — 2.

(2) A forma trago g é representada pela matriz de Hankel P, ou seja,

n 0o - 0 (1 —-n)a

0 0 - (1-n)a —nb

0 o -~ -—nb 0
(1-n)a —nb --- 0 (n —1)a?
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(3) Calculando os menores principais obtemos

Dl = n;

D; = 0O,para2<j<n-—2;

(n-2)/2, para n par;

Dn—l = (—1)5n(1 — n)n_QaTL—Q, onde s = { (n—3)/2 para n fmpar.

D - -1)™2[n"" ' — (n — 1)""a™], para n par;
" -1)"2[n"b" ' + (n — 1)""a”], para n fmpar.

Vamos denotar D, = ¢ para simplificar a escrita. Vamos assumir que a ca-
racteristica de F' nao divide n ou n — 1. A partir dos menores calculados vamos

encontrar uma diagonalizagao para g nos seguintes casos:
1%caso n par
Sendo n par temos que o nimero de Dy nulos é impar, ja que o nimero de Dy,
nulos é n — 3. Pela Proposi¢ao 4.7 temos que ¢ = (Dy,1,—1,....,1,—1,D,,_1D,). O
calculo de
Dp_1D, = (=1)"2/2p(1 —pn)"2q" 25 F?
= (1) 22p5Fe
nos fornece ¢ = (n,1,—1,...,1, =1, (=1)"=2/2n5);
2%caso n impar
Sendo n impar temos que o numero de Dy nulos é par. Pela Proposicao 4.7
temos que ¢ = (D1, 1,—1,....,1,—1,(=1)"3/2D,D,,_,, D,_1D,,). Mas
(_1)(n—3)/2D1Dn_1 _ (_1)(n—3)/2n(_1)(n—3)/2n(1 . n)n—Qan—QFQ
= (1—n)aF?, e
Dn_1D, = n(=1)""32p(1 —p)"2q"2F?
= (=) 32p(1 —n)sF2,

logo ¢ = (n,1,—1,....1, =1, (1 — n)a, (=1)*=3/2n(1 — n)s).
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(4) Se F ¢ formalmente real entdo a assinatura em qualquer ordem P de F é
dada por

signp(q) = 1+ (—=1)™2/%sign ,(8), para n par;
signp(q) = 1 + signp((1 — n)a) + (—1)"3/2sign ,(§), para n fmpar.

Usando as propriedades de dlgebras de quatérnios, o invariante de Hasse de ¢ ¢é

dado por
s() = [—n,—] se n =0 (mod 8);
s(q) = [n,0]se n=2 (mod 8);
s(q) = [-n,—d][~1,—1] se n =4 (mod 8);
s(q) = [n,0][~1,—1] se n =6 (mod 8);
s(q) = [1—n,8sen=1 (mod 8);
s(q) = [n—1,-0]sen=3 (mod 8);
s(q) = [1—n,d][~1, 1] sen =5 (mod 8);
s(q) = [n—1,—0][-1,—1] sen =7 (mod 8).

73



Capitulo 5

Apeéendice

5.1 Produto Tensorial

Sejam U e V espacos vetoriais sobre um corpo F' e K o F-espaco vetorial que tem

por base o conjunto U x V. Assim um elemento de K ¢é da forma

x:Z)\(ui,vi),ui ceUnv,eVeleF.

i=1
Considere K; o subespaco vetorial de K gerado pelos elementos das formas:
(1) (u+u,v)— (u,v) — (v, v);
(2) (w,v+0") = (u,v) = (u,0');
(3) (Au,v) — Au,v);
(4) (u, \v) — Au,v), onde u,u' € U, v,v' € VeleF.
Definicao 5.1. O espacgo quociente Kﬁl é chamado de produto tensorial de U por V,

denotado U ® V. As classes (u,v) + K serao denotadas por u ® v.

Note que um elemento de U ® V' é da forma
T=> Nu®v)u€Uv,eVel€eF.
i=1

O conjunto {u ®v : u € U,v € V'} é uma derador de de U ® V' sobre V.
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Lema 5.2. Os geradores de U ® V' satisfazem:

1) (u+v)@v=uRv+u @v;
2 u@v+v)=uRv+u;
(3) () @v=Au®wv),

(4) u® (\v) = Au®wv), onde u,u’ € U, v,0' €V e X € F.

Demonstragao: (1) Queremos mostrar que (u + u',v) + Ky = [(u,v) + K| +
[(v',v) + K;]. Por construgao temos que (u + v',v) — (u,v) — (v/,v) € K;. Logo,
[(utu',v) = (u,v) = (W, v)] + K1 = K1 = 0 € £, ouseja, [(u+u',v) + K] = [(u,v) +
Ki] — [(W/,v) + K;] = 0. Portanto, [(u+ «/,v) + K] = [(u,v) + K1] + [(v/,v) + K],
isto é, (u+v)RUv=uRv+u .

A demonstracao de (2),(3) e (4) sdo andlogas. O

Observacao 5.3. (1) u®0=0®v=0®0=0, paratodou e U ev e V.
(2) —(u®v)=(—u) ®v, paratodou e U ev € V.

Definicao 5.4. Sejam U,V e W espacos vetoriais sobre F. Uma aplicagcao linear

mediana de U x V em W é uma aplicacao F': U x V — W tal que

(1) F(uy + ug,v) = F(ug,v) + F(ug,v);
(2) F(u,v1 +v2) = F(u,v1) + F(u, ug);

(3) F(Au,v) = AF(u,v) = F(u, \v), onde u,uy,us € U, v,v1,u3 €V e X € F.

A aplicagao @ : U x V. — U ® V ¢ linear mediana e é chamada aplicacao linear

mediana canonica.
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Teorema 5.5. Sejam U, V,W espacos vetorias sobre um corpo F'. Se g : U xV —
W € uma aplicagcao linear mediana, entdo existe uma unica tranformacgao linear
g:URV — W tal que goi =g, onde v : U XV — U®V € a aplicagcao linear
mediana canonica. O espaco vetorial U @ V' € unicamente determinado a menos de

isomorfismo por esta propriedade (chamada propriedade universal).

Demonstragao: Sejam K o espago vetorial sobre F' com base U x V e K; o
subespago vetorial descrito na definigdo de U ® V. A aplicagao (u,v) — ¢g(u,v)

induz uma transformagao linear g; : K — W, basta estender por linearidade.

Afirmacao ¢;(K7) = 0. Basta mostrar que g; leva os geradores de K; em 0.

gl((u + ul7v) - <u7v) - (ulvv)) = gl(u + u’,v) - gl(”ﬁ”) - gl(ul7v)
= g(u_'_u/?U) - g(“?”) - g<ulav)

= g(u,v) + g(u',v) — g(u,v) — g(u',v) = 0.

Analogamente para os demais geradores. Segue que K; C Ker g1, logo g; induz uma
tranformagao linear g : Kﬁl — W dada por g[(u,v) + K1] = ¢1(u,v) = g(u,v). Mas
K£1 =U®Ve(uv)+ K =u®uv. Logo g: U®V — W é uma tranformacao linear

tal que goi(u,v) = glu®wv) = g(u,v) para todo (u,v) € U x V. Portanto goi = g.

Vamos agora mostrar que g é unica. Suponha que exista h: U ® V — W uma
tranformagao linear tal que hoi = ¢g. Assim h(u ® v) = hoi(u,v) = g(u,v) =
goi(u,v) = g(u®wv). Como h e g coincidem nos geradores de U ® V', devemos ter

que h = g. Portanto g é tnica.

Para mostrarmos a ultima afirmacao, suponhamos que existam dois espacos
vetoriais U ®1 V e U ®; V. Logo existem duas aplicagoes bilineares canonicas
i1:UxXxV =>U® Veiy:UxV — U®,yV. Aplicando o teorema para i; no lugar
de g e U ®; V no lugar de W obtemos que existe uma unica transformacao linear
i1 U®yV — U®,V tal que i;0iy = i1 (estendemos i; para U ®, V). Analogamente

obtemos que existe uma tnica tranformacao linear i, : U ®; V — U ®, V tal que
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ip01; = i5. Compondo obtemos uma transformacao linear ¢; 049 : U@V — U®, V.
Note que i; 04y 04, = i1 04y = i;. Porém se aplicarmos o teorema para g = i; e
W = U ®,; V e agora estendermos para U ®; V obteremos que existe uma tnica
transformacao linear T': U ®; V — U ®, V tal que T o4; = i;. Mas obviamente
Id, : U® V — U ®; V é esta tnica transformacao linear. Logo i; o iy = Id,.

Analogamente mostra-se que i, 0 iy = Idy. Portanto U ®, V ~U @, V. O
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